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Introduction Générale

Les symétries jouent un role important en physique [54, 16, 29]. Elles
forment une structure de groupe, connue depuis les travaux d’Evariste-
Galois. Une des premieres applications modernes est la cristallographie, ou
les groupes de symétries discrets jouent un role fondamental dans la clas-
sification et 1’étude des propriétés physiques des réseaux cristallins. Ces
groupes, en tant que groupes de symétries! discrets, sont des transfor-
mations décrivant les invariances des objets de la nature. Par exemple, le

fractale FIGURE 1 possede une symétrie d’échelle et une autre centrale.

FIGURE 1 — Fractale

Le groupe des symétries continues, dit groupe de Lie ou de symétrie de

Lie, ont en plus les propriétés d’étre constitué de transformations (ou sy-

1. Ensemble de transformations sur des objets qui les laissent invariant

13



Introduction Générale

métries) dépendantes d’une maniere différentiable d’'un ensemble de para-
metres. Leur origine se trouve dans les travaux du mathématicien norvégien
Sophus Lie vers 1873-1874. Son idée était de développer une théorie des
symétries continues des équations différentielles et aux dérivées partielles
qui permettrait de les classifier et d’étudier leurs intégrabilités, s’inspirant

des idées développées par Evariste Galois pour les équations algébriques.

En 20eme siecle, cet outil mathématique va jouer un role fondamental
dans la formalisation et la structuration de la physique moderne en parti-
culier en mécanique quantique [79] & H. Weyl [78]. C’est probablement le
théoreme d’Emmy Neether qui va lui donner sa belle traduction physique.
En effet ce théoreme [73][16] établit une équivalence entre les symétries de
Lie dépendantes d’un nombre fini de parametres d’'un probléme variation-
nel et les lois de conservation des équations d’Euler-Lagrange. Par exemple,
d’apres le théoreme de Noether, le groupe de translations temporelles et
spatiales, représente respectivement, la conservation de 1’énergie et de la
quantité de mouvement. Le groupe de rotations représente la conservation

du moment angulaire.

Si le groupe des symétries de Lie est devenu d’un usage courant en phy-
sique théorique, il n’est que rarement utilisé en sciences de I'ingénieur. Plus
particulierement, en physique de la turbulence, des raisonnements utilisant
quelques symétries continues sont a ’origine de résultats importants. C’est
le cas pour l'obtention des lois de Kolmogorov ou pour un certain nombre
de lois de similitudes. Mais il y a peu de travaux qui utilisent d’une maniere
systématique I’ensemble des symétries de Lie des équations de la mécanique
des fluides pour modéliser la turbulence. A notre connaissance, le premier
auteur a avoir effectué une analyse des modeles de sous-maille en tenant
compte de tous les groupes de symétries des équations de Navier-Stokes

dans le cas isotherme est M. Oberlack [19, 50, 51]. Il a aussi construit les

14



Introduction Générale

lois d’échelles en écoulement isotherme (lois des parois) grace au groupe
des symétries des équations de Navier-Stokes moyennées. Par la suite, D.
Razafindralandy et al. [62, 64] ont analysé, construit et validé des modeles
de simulation des grandes échelles qui respectent les symétries des équa-
tions de Navier-Stokes isothermes. Des simulations sur des configurations
de type cavité ventilée, montrent que ces modeles présentent une bonne
capacité a reproduire 1’écoulement proche de la paroi. V. Saveliev & M.
Gorokhovski [68] ont utilisé la théorie des groupes de symétrie, en parti-
culier les propriétés de symétrie de 1’équation d’Euler, pour renormaliser
les équations de Navier-Stokes. Ils ont trouvé des équations similaires aux
équations de Navier-Stokes filtrées, ou le terme de la viscosité turbulente
est calculé a partir de la viscosité laminaire et non pas a partir du gradient
de la vitesse moyenne. Au niveau des schémas numériques, M. Chhay et
A. Hamdouni [14, 13, 15] ont utilisé cette théorie pour la construction de
schémas numériques conservant les symétries de I’équation continue (ap-
pelé schéma invariant).

Le présent travail s’inscrit dans la lignée de ces travaux. Il constitue
une suite de la these D. Razafindralandy. Il s’agit d’étendre son travail
aux écoulements anisothermes. Le groupe des symétries des équations de
Navier-Stokes pour les écoulements anisothermes sera 1’outil privilégié pour
construire des solutions de ces équations, pour obtenir des lois de parois et
enfin construire des modeles de sous-maille. La these est organisée comme

suit :

Dans le chapitre 1, on définit le principe de la méthode de la simulation
des grandes échelles LES, afin de présenter les équations de Navier-Stokes
filtrées dans le cas isotherme et les équations des écoulements turbulents
anisothermes filtrées. Puis, on présente quelques modeles de turbulence
anisothermes existants dans la littératture. Dans le chapitre 2, on donne la

définition d'un groupe de Lie et d'un groupe de symétries continues, ainsi

15



Introduction Générale

que la méthode de calcul de ce dernier. Ensuite, on applique cette méthode
pour calculer les groupes de symétries a un parametre des équations des
écoulements turbulents anisothermes. Le chapitre 3 présente quelques ap-
plications de la théorie des groupes de symétries continus, en mécanique
des fluides. En effet, on utilise la notion d’une solution auto-similaire pour
calculer des solutions exactes et des vortex particuliers des écoulements tur-
bulents anisothermes. Ensuite, pour un écoulement parallele anisotherme,
moyenné par la méthode de RANS, on calcule de nouvelles lois d’échelles
(lois des parois). Dans le chapitre 4, on propose une troisieéme application
de cette théorie a la modélisation théorique et numérique des écoulements
anisothermes. On construit une classe de modeles de turbulence LES, in-
variants par le groupe de symétrie et qui respectent la physique de ces
écoulements. Enfin, dans le chapitre 5, un test numérique est effectué dans
le but de comparer ces modeles invariants avec les modeles de Smagorinsky

et Smagorinsky dynamique, en convections naturelle et mixte.

16



Chapitre 1

Sur la méthode de type LES

(isotherme et anisotherme)

Dans ce chapitre, on va définir la méthode de la simulation des grandes
échelles LES afin de l'appliquer sur les équations de Navier-Stokes iso-
thermes et anisothermes. Un apercu général est aussi donné pour les deux
méthodes DNS et RANS

e La Simulation Numérique Directe DNS | consiste a résoudre explici-

tement les échelles des écoulements. Aucune modélisation n’est necés-
saire pour les équations d’origine, mais nous sommes obligés d utiliser
un maillage tres fin. En effet, dans le cadre d’une turbulence tridi-
mensionnelle homogene et isotrope, le nombre de degrés de liberté est
donné par (%)3, ou L et n sont respectivement, 1’échelle intégrale la
plus énergetique et 1’échelle de longueur de Kolmogorov (1941, [10]).
Dans le contexte d'une cascade d’énergie des grandes échelles vers les
petites échelles, la théorie de Kolmogorov [37, 38] montre, en utilisant

I’analyse dimensionnelle, la loi suivante :

b O(Re**) (1.1)
U

ou Re est le nombre de Reynolds.

Donc, pour bien représenter toutes les échelles de la turbulence (la

17



taille minimale étant a 1’échelle de Kolmogorov n), il est nécessaire que
le nombre des points de la grille N, dans chaque direction de 1’écou-

lement, soit supérieur a Re®/*

, alors le nombre de degrés de liberté en
3D est O(Reg/ ). La DNS reste un outil applicable pour la recherche
fondamentale et la compréhension du mécanisme d’un écoulement a
des nombres de Reynolds modérés. Par contre, il reste actuellement
hors de portée pour des écoulements turbulents a tres grand nombre
de Reynolds. En effet, par exemple pour un nombre de Reynolds de
108, le nombre de points du maillage nécessaires pour résoudre toutes
les échelles de cet écoulement turbulent tridimensionnel, est de 'ordre
Re%* = 10'8. Ceci est impossible avec les capacités des calculateurs

actuels.

L’approche Moyennée des équations de Navier-Stokes (Reynolds Ave-
raged Navier Stokes, RANS). Cette méthode consiste a décomposer
la solution comme la somme d’une partie moyenne et d’une partie
fluctuante. Par cette technique, on ne calcule que les champs moyens
dynamique et thermique. Les champs fluctuants n’apparaissent que
dans le tenseur de Reynolds et le flux de chaleur turbulent. De plus,
cette méthode ne dépend pas du rapport entre la plus grande et la
plus petite échelle d’'un écoulement turbulent. Par conséquent, elle
est la plus utilisée dans le monde industriel grace a son cotit de calcul

faible et son application aux écoulements a grand nombre de Reynolds.

18



1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLES

1.1 La simulation des grandes échelles

1.1.1 Principe

La Simulation des Grandes Echelles est tres liée a la notion de séparation

entre grandes et petites échelles (FIGURE 1.1) par filtrage spatial [3].

Grandes échelles

A
[

- T
=T

Petites échelles

FIGURE 1.1 — Simulation des Grandes Echelles

La différence entre ces deux zones est soumise a la détermination d’une
longueur de référence, dite "longueur de coupure' noté § qui est associée a
la fréquence de coupure k. dans 'espace spectrale : Les grandes échelles ou
échelles résolues celles qui sont d’une taille caractéristique plus grande que
la longueur de coupure et les petites échelles ou échelles de sous-mailles
celles qui sont d’une taille caractéristique plus petite que la longueur de
coupure. Ce principe est représenté sur le spectre d’énergie cinétique de
la FIGURE 1.2. Dans le cas des petites fréquences qui correspondent aux

grandes structures, il y a une production d’énergie. La zone inertielle pré-

19



1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLES

sente le transfert d’énergie des grandes structures vers les petites structures.
Dans le cas des grandes fréquences, qui correspondent aux petites struc-
tures, il y a une dissipation d’énergie. La limite de cette zone liée aux effets

dissipatifs, est appelée échelle de Kolmogorov. [30, 37, 38] :

1/4

13
n = (e) (1.2)

ol € désigne le taux moyen du transfert d’énergie et v la viscosité du fluide
qui est a l'origine de la dissipation de 1’énergie cinétique produite aux
grandes échelles.
E(Fk)
Grandes Zane Petites

achelles inertielle échelles
—~

Prpducp ices  Transfelt | Dissipatrices
d'énergie deperge  \dénergie

—
_ Simulé .l Modéllsé_hf_

FIGURE 1.2 — Espace spectrale

En simulation des grandes échelles LES, plusieurs perspectives doivent
étre examinées avec précaution, ce qui fait I'objet de beaucoup de tra-
vaux en LES : P. Gamnitzer et al. [23] ont étudié 'effet de la dépendance
temporelle de 1’échelle de sous-maille par une méthode variationnelle de
multi-échelle; J. Meyers et al. [15, 16] ont évalué le calcul des erreurs de
discrétisation par volumes finis du modele de Smagorinsky; L. Temmer-

man et al. [72] ont étudié I'influence des approximations par la fonction de
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLES

paroi et les modeles sous-maille, pour un ’écoulement turbulent dans un
canal, sur la solution numérique; V. John & W. J. Layton [31] ont étudié

les erreurs numériques dans la simulation des grandes échelles.

La qualité des résultats dépende des méthodes et des schémas numé-
riques choisis, qui sont des facteurs importants en LES. Un autre facteur
joue aussi un role essentiel en LES, c¢’est les modeles de turbulence utilisés
qui font 'objet de ce manuscrit. Et enfin, le traitement de 1’écoulement a
la paroi est trés compliqué, il demande beaucoup de préauction numérique.
La méthode la plus utilisée consiste a choisir un maillage non régulier, tres
fin pres de la paroi.

Dans les paragraphes suivants, nous introduisons la notion de filtrage
sous forme mathématique, de maniére a permettre la manipulation des

équations de Navier-Stokes dans les cas isotherme et anisotherme.

1.1.2 Notion de filtrage

Mathématiquement, la Simulation des Grandes Echelles LES, consiste
a appliquer, dans I’espace physique, un filtre a la variable instantannée ®
quelconque (vitesse, température, pression,...). Cette variable filtrée @ se

traduit par un produit de convolution (voir Leonard [39] et Tabor [19]) :

O(t,x) = (G5 ®)(t,2) = [ Gslx — (L, €)d¢ (1.3)
et

=03 (1.4)

ott © le domaine définie par ’écoulement, Gy est le noyau du filtre, 0 est
sa longueur d’onde de coupure, qui est liée au nombre d’onde de coupure

k. par la relation [60] :
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLES

i 1.5
Re = g ( . )

La taille locale de la maille § est liée a la largueur du filtre, par :
g = Cl(s, (16)

ou ¢; est une constante telle que, ¢; > 2. Dans la pratique, on prend
c; = 2. Donc, seules les structures de taille supérieure a celle de la maille,
sont simulées (grandes échelles), alors que les autres structures sont modé-

lisées.

Les filtres doivent vérifier les propriétés suivantes [67, 59] :

e conservation des constantes :
X=X [ Gylx—&)dE =1 (1.7)
Q
e linéarité
O+P =0+ T (1.8)

qui est vrai quelque soit le types des filtres G5

e commutativité avec la dérivation :

20 9D t .
875 = 87575 = Z,t. (1.9)
D’une fagon générale, les opérateurs de dérivation 0; = ai ne com-

mutent pas avec le filtrage sur un domaine §2 borné de ’éspace (voir Raza-
findralandy [60]). Dans le cas ou 2 = R" et ® est une fonction dérivable,

le filtrage commute avec les opérateurs de dérivation. Et on a :

e B(t,)dE = [ Gl —&)O(t, €)de.

De plus, les filtres ne sont pas a priori des opérateurs de Reynolds,
c’est-a-dire :
DA Det D #0 (1.10)
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0.5 0 0.5

FIGURE 1.3 — Filtre boite pour é= 1

Les trois filtres théoriques les plus utilisés en simulation des grandes
échelles sont les filtres homogenes presentés dans le TABLE 1.1

Nom du filtre

Fonction Gy(x — &)
D ieg <)
= si |z — < =
Boite 0 2
0 sinon
. 6\ [ —6lz—¢P
aussien — exp | ———
o 5
Porte sin(ke(z = £))
Hc(z — 5)

TABLE 1.1 — Filtres homogenes

1.1.3 Equations de conservation dans le cas isotherme

Considérons un écoulement visqueux newtonien, incompressible, homo-

gene et isotrope. Cet écoulement est alors décrit par les équations de conser-
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLES

FIGURE 1.4 — Filtre gaussien pour 0= 1

A/\/\
\/\/'Tﬁ_\é/\/\{o

FIGURE 1.5 — Filtre porte pour 0= 1

vation de la quantité de mouvement :

O 1
87: + div(u ®@ u) + ~Vp — 2vdiv(S) = 0, (1.11)
p
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1.1. LA SIMULATION DES GRANDES ECHELLES

et par I’équation de continuité :

div(u) = 0. (1.12)

ou u est le champ de vitesse, p le champ de pression, S le tenseur des

taux de déformation :

1
§ =5 (Vu+ Vi)

Avec
Ou o
° En est le terme de dérivation temporelle
o div(u ® u) = u.Vu (quand div(u) = 0) est le terme non-linéaire
convectif

e Vp est le gradient de pression

e v divS est le terme de diffusion

1.1.4 Equations de Navier-Stokes filtrées isothermes

Dans le cadre de la simulation des grandes échelles LES, 'application
d’un filtre aux équations précédentes (1.11) et (1.12), nous permet d’écrire

le systeme suivant [3] :

ot 1 _
e + div(u @ u) + -Vp — 2vdiv(S) + div(r) =0
p (1.13)
div(u) = 0,
ou
T=UQRQuUu—uURuU (1.14)
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est le tenseur des contraintes de sous-maille, qu’on peut décomposer en

deux tenseurs, déviatorique 7¢ et sphérique 7° comme suit :

1
=7 g(trT)Id (1.15)
1
T8 = g(tI‘T)[d. (1.16)

Le tenseur de sous-maille 7, représente l'interaction entre les grandes
et les petites structures des écoulements. Ce tenseur joue un role essentiel
pour fermer les équations filtrées (1.13). Pour cela, il doit étre modélisé ®.
La partie & modéliser est le tenseur déviatorique 7%, dont la trace est nulle.

Le tenseur sphérique est simulé avec le terme de la pression statique filtrée

p:

1
Pm =D+ g(tl"T). (1.17)

Ceci nous conduit au systeme d’équations suivant :

ou 1 —
En + div(u @ u) + -Vp,, — 2vdivS + div(r?) =0
P (1.18)
div(w) = 0,
ou S = %(VU + V1) est le tenseur de taux de deformation filtré,

et w le champ de vitesse filtré. Dans le paragraphe suivant, on présente
les équations d'un écoulement turbulent anisotherme incompressible, puis

leurs équations filtrées, et on note simplement p la pression modifiée p,,.

1. Il y a deux axes principaux de modélisation : modélisation fonctionnelle et structurelle, voir Sagaut
[66].
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1.1.5 Equations des écoulements turbulents anisothermes

Considérons un fluide visqueux newtonien, incompressible, de masse vo-
lumique p et de viscosité dynamique u, supposées constantes. Sous I’hypo-
these de Boussinesq, ce fluide est alors régi par les équations instationnaires

qui s’écrivent dans I’espace physique sous la forme suivante :

ou
o + div(u ® u) = —%Vp + 2v div(S) + 8g(0 — Orer)ey

o0 (1.19)
o5 div(uf) = k div(V0)

div(u) =0

ou 0 la température absolue, 0,.; une température de référence, e, vec-
teur unitaire vertical ascendant, g est ’accéleration de la pesanteur, [ le

coefficeint d’expension thermique qui vaut :

et k la diffusivité thermique.

1.1.6 Equations filtrées des écoulements turbulents anisothermes

Apres application d’un filtre aux équations (1.19), et en utilisant la
meéme procédure que dans la cas isotherme en ce qui concerne 'erreur de

commutation entre le filtre et les opérateurs de dérivation, on obtient les
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systemes d’équations suivants :

ou _ _
o +divaeu) + 5VP =20 divS — B9(0 — Oyep)ey + div(r) =0
o0 _ _
5% div(uf ) — kdiv(V8 ) + div(h) =0
div(w) =0
(1.20)
ou h est le flux de sous-maille défini par :
h = 0u— 0u (1.21)

0 est la température filtrée.
Dans tout ce qui suit, les deux nouvelles inconnues a modéliser pour
fermer le systéme d’équations (1.20) seront le tenseur déviatorique de sous-

maille 7¢ et le flux thermique de sous-maille h.

1.2 Modeéles de turbulence anisothermes

Dans ce paragraphe, on va présenter quelques modeles de turbulence
anisothermes usuels dans la littératture. Il s’agit du modele de Smago-
rinsky, du modele Smagorinsky dynamique, du modele de Wang, du mo-
dele WALE, du modele de Eidson et Eidson modifié, du modele de fonc-
tion de structure, du modele de similarité d’échelles et du modele mixte

Smagorinsky-Bardina.

1.2.1 Modéele de Smagorinsky (SM)

Le modele de Smagorinsky est le modele le plus connu en mécanique
des fluides, simple a mettre en ceuvre, et basé sur les grandes échelles. Il
est défini par :

= —2v,,,5, (1.22)
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et
h = —msmvg, (1.23)

avec Vg, la viscosité de sous-maille turbulente définie par :
Vem = (Cs6)7\2tr(S57),
et kg, la diffusivité thermique de sous-maille :

Ii _ VSm
sm
Prg,,’

avec, Prg, le nombre de Prandtl de sous-maille, et § = (AazlegAa:g)%.

longueur de coupure.
La valeur de la constante C; de Smagorinsky est calculée en utilisant

I’hypothese d’équilibre local entre la production et la dissipation de 1’éner-

1 /3K,\ /%
Os:<0> ~ 0,18
T 2

K\ étant la constante de Kolmogorov :

gie cinétique [8] :

KO ~ 1,4

Ce modele est le plus ancien modele de sous-maille (1963), il présente

plusieurs défauts majeurs malgré son usage courant :

1. La constante de Smagorinsky n’est pas universelle, certains auteurs
ont proposé d’améliorer cette constante : W. Zhang & Q. Chen [31]
utilisent Cy € [0.1,0.25] pour un écoulement homogene isotrope. E.
Lévéque et al. [13] ont utilisé Cy = 0.17.

2. Il diffuse beaucoup proche de la paroi. Pour régler ce probleme, cer-
tains auteurs (exemple U. Piomelli [58]) multiplie la viscosité de sous-

maille par la fonction d’amortissement de Van Driest suivante :

(1 — exp(—y+/25)) (1.24)
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ou y* est la distance a la paroi adimensionnée par la vitesse de frot-

U

tement a la paroi u,, y :
v
3. Il ne s’annule pas a la paroi [18]. En effet, il faut que la viscosité de

sous-maille a la paroi soit nulle, or ce n’est pas le cas :

Vsm‘paroi # 0

4. Le comportement de la viscosité de sous-maille dans la zone proche
de la paroi, est incorrect.
En effet, on sait d’apres [18] que le comportement de v, doit étre en
O(y?). Or le modele de Smagorinsky predit une évolution de la visco-
sité de sous-maille en O(y?) au voisinage de la paroi [3] (en supposant

que 0 est constant proche de la paroi).

1.2.2 Modele Dynamique

Germano et al [25] puis Lilly [41] proposent de calculer la constante
Cs de Smagorinsky d’une maniére dynamique. Cette méthode consiste a
appliquer un nouveau filtrage noté (%), de longueur de coupure 0 supérieure

a la longueur de coupure 0 (5 = 20). Ensuite, par la méthode des moindres

_ _ ~2 |~ ~ ey
carrés sur le terme L =1 @ u—u®@uet M =0 ’S’ S — (52 ‘S‘ S'), on calcule

la constante C, de Smagorinsky du tenseur déviatorique qui est égale :

o - 1tr(L.M)
2 tr(M?)
et la constante du flux thermique de sous-maille qui est égale :

(1.25)

_ 1tr(H.M)

C=3 tr(M?)

ou

’?‘ — V2115

30
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H=0u—0

N

Y

et

M =5 [3] Vi - (5[] V).

Ils obtiennent alors le modele Smagorinsky dynamique suivant :

B tr(L.M)—Q o —
sl _tr(M2)5 S|S, (1.26)

B tr(H.M)—Q N
h = _tr(Mz)é S| V6. (1.27)

Ce modele améliore généralement le résultat par rapport au modele
de Smagorinsky, et on peut toujours utiliser cette procédure dynamique
pour déterminer la constante pour n’importe quel modele de sous-maille.
Mais l'incovénient est que la constante Cs calculée par cette procédure
n’est ni bornée ni positive, ce qui peut créer des instabilités numériques.
Afin de corriger ces défauts, il faut effectuer des moyennes temporelles de
la constante selon les directions d’homogénéité de 1’écoulement ou bien

limiter les bornes de la constante.

1.2.3 Modele WALE

Afin d’obtenir un comportement de vy, en O(y™), Nicoud & Ducros
[18](1999) ont développé le modele WALE (Wall Adapting Local Eddy),
basé sur les échelles résolues, et qui dépend a la fois du tenseur des défor-

mations et du tenseur de rotation. Sa formulation est :

= 2,5 (1.28)

h=—kmV0, (1.29)
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avec ;
d
()2 |5
sm w — .
= ) —= L (1.30)
51"+ s
ot Cy, est une constante (C, = 0.5), ||.]| est la norme euclidienne, € est

le tenseur de rotation filtré

et
s=S5S+QQ.
Les avantages de ce modele sont les suivantes :
e Il est utilisé pour des géométries complexes.

e Sa viscosité turbulente (ou de sous-maille vg,,) s’annule a la paroi.

e Le comportement de v, a la paroi est en O(y™?).

1.2.4 Modéles d’Eidson

Eidson [17] & proposé un autre modeéle couplé de sous-maille basé aussi

sur 'hypothese d’équilibre locale. Ce modele est de la forme :

1/2

= 208 <|52 — Pig ve.eg) S, (1.31)
_ 1/2
o5* [ _ _
h=—mp (52 - Pig ve.eg) vo. (1.32)

Afin d’éviter des solutions non-réelles pour ce modele, il est souvent
nécessaire de limiter la viscosité instantanée vy, et la supposer égale a zéro

dans le cas ou :

By

Tsm

‘?’2 < Vo e,.

32



1.2. MODELES DE TURBULENCE ANISOTHERMES

Cette contrainte peut étre relaxée en utilisant la norme du tenseur de dé-
formation ‘S ’ [55, 56], Peng et Davidson obtiennent alors le modele suivant

(en supposant que ’S ‘ #0) :

1/2

= 205" (S Prﬁ | S‘ve eg> S, (1.33)
s Bg i
h=—p— (j Bron S’ve eg) V. (1.34)

1.2.5 Modéle de fonction de structure d’ordre 2

Le modele de fonction de structure est basé sur ’énergie de coupure

E(k.) dans l'espace physique comme suit :
K 2 E(KC)
() = 0732 | T2 1.35
u(ﬁggn(ﬁc), (1.35)

s

ou C; = 1,4 est la constante de Kolmogorov et k. = %.

Dans le cas de la turbulence homogene isotrope, Métais et Lesieur [47]
ont proposé d’estimer 1’énergie de coupure par la fonction de structure

d’ordre deux. La viscosité de sous-maille s’écrit alors :

Vam(—-) = Cpsd [Fa(a, 5, 4)]"2, (1.36)

Ke

ou Fy(x,d,t) est la fonction de structure d’ordre deux définie par :

Fy(z,0,t) = /B(x/ﬁ) [w(z,t) — u(z + o', )] da'. (1.37)

Avec, Cpg = 0,105 C73/2 ~ 0,063, et B(a',§) boule de centre 2’ et de

rayon 0.
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1.2.6 Modele de similarité d’échelles (Bardina)

Bardina et al. [5] ont proposé un modele basé sur ’hypothese de simi-
larité d’échelles entre les échelles de sous-maille © — @ et les plus petites
échelles résolues u—1, ou T est un second filtre dont la longueur de coupure

est supérieure a celle du premier filtre.

On obtient le modeéle suivant :

=K u®u—1u®1,) (1.38)

h = Ky(0u — 0 %), (1.39)

ou K et K5 sont deux constantes du modele, pouvant étre évaluer dynami-
quement. L’avantage de ce modele, est qu’il prend en compte le mécanisme

de cascade d’énergie inverse. Par contre, il n’est pas assez dissipatif.

1.2.7 Modele mixte Smagorinsky-Bardina

Ce modele est proposé pour la premiere fois par Bardina et al. [0]. Le
tenseur déviatorique est une combinaison linéaire du modele de Smago-
rinsky (1.22) et du modele de Bardina (1.38).11 s’écrit :

7=

(—2vsmS + L), (1.40)

DO | —

et
1

h=5 (=26 VO+H), (1.41)

D’autre auteurs, Zang et al. [30], ont proposé un autre type de modéli-
sation mixte, il s’agit d’'un modele mixte dynamique-Bardina.

En général, il est mieux de coupler le modele de Bardina avec n’importe

quel modele de sous-maille, et la constante du modele est calculée par une
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procédure dynamique. En effet, les modeles basés sur ’hypothese de simi-
larité d’échelles sont souvent plus performants en ce qui concerne la prise
en compte de la cascade d’énergie inverse. Ils sont moins importants en
ce qui concerne la reproduction du phénomeéne du transfert d’énergie. Par
contre, les modeles de sous-maille reproduisent mieux le transfert d’énergie
et ne prennent pas en compte le phénomene de la cascade inverse. D’ou

I'idée de combiner d’'une maniere linéaire un modele de chaque famille.

1.2.8 Modeles Wang

Récemment, B. Wang et al. [75] ont proposé trois nouveaux modeles
dynamiques (LES) pour le tenseur et le flux de sous-maille. Dans ce qui

suit, on présentera un seul modele parmi les trois.

¢ = —CgpB — Cyy — Cm. (1.42)

Avec 3 est un tenseur défini par :

B =2(3"[5]3), (1.43)

et les deux autres tenseurs sont définis respectivement par :
vy =45 (SQ+T (S Q)), (1.44)
9 /ond
n =43 (S) . (1.45)

Les constantes de ce modele Cg, Cy et Cy sont calculées par une pro-

cédure dynamique :

tr(M?)  tr(MW) tr(MN) Cy tr(LM)
tr(WM) tr(W?) tr(WN) |.| Cw | = | tr(LW) (1.46)
tr(NM) tr(NW)  tr(N?) Cn tr(LN)

Les tenseurs W et N sont respectivement définis par :
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W=X\-7, (1.47)
N=¢-7, (1.48)
avec
N=45 (Sa+7 (5 q)), (1.49)
~2 [=2\4
C= 43 (s) | (1.50)

et le flux de sous-maille est modélisé comme suit :

h=—Che § 7 V0, (1.51)
ol § est une échelle de sous-maille définie par :

1

S:‘/l7

avec )
_ 9 —9\ 1/2
4] = (| + )
De méme, le coefficient Cys est obtenu en minimisant 'erreur a 1’aide

de la méthode des moindres carrés.

Dans le chapitre 4, on analye ces modeles de sous-mailles par rapport
au groupe des symétries a un parametre des équations de Navier-Stokes
anisothermes (1.19).

Le chapitre suivant, est consacré aux groupes des symétries de Lie et
leurs liens avec les équations aux dérivées partielles. Tout d’abord on définit
le groupe de transformations a un parametre et la transformation infinité-
simale, puis on présente une méthode de calcul du groupe de symétrie a

un parametre pour une équation aux dérivées partielles quelconques.

36



Chapitre 2

Groupe des Symétries de Lie

La théorie des groupes de symétries de Lie a une grande importance
dans la physique, fondamentale et appliquée [10, 9]. En effet, en relati-
vité galiléenne, I'invariance des lois physiques par le groupe de Galilée!, a
été largement utilisée dans le dix-septieme siecle, notamment par Huygens
dans sa solution au probleme de la collision des corps et par Newton dans
ses premiers travaux sur le mouvement. Huygens et Newton établissent une
relation entre une force (centrifuge pour Huygens, centripete pour Newton)
et ’écart au mouvement inertiel engendré par cette force, ce qu’on appelle
aujourd’hui le principe d’inertie. Puis, en mécanique quantique, on peut
citer les travaux fondamentaux de E. Wigner [79] et H. Weyl [78] pour
comprendre la symétrie des lois de la mécanique quantique en utilisant la

théorie de groupe de Lie.

Récemment, en mécanique des fluides, M. Oberlack [50, 52] a utilisé
les groupes de symétries a un parametre pour déterminer quelques lois

d’échelles (loi de paroi) pour un écoulement isotherme dans un canal plan.

Dans ce manuscrit, et pour le méme type d’écoulement mais en aniso-

therme, on développe quelques lois d’échelles intéressantes 3.3. D’autres

1. Transformations d’espace-temps avec vitesse uniforme
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applications de cette théorie en mécanique des fluides sont presentées :
e Pour trouver les solutions (jet, couche limite, profil parabolique...)

d’un écoulement bidimensionnel cisaillé 3.1.2.

e En dynamique tourbillonnaire, pour trouver des solutions exactes et
certains vortex particuliers (vortex de Burgers et Burgers-Lundgren)

pour un écoulement anisotherme.

e Pour construire une classe de modeles de sous-maille qui conservent la
physique de ’écoulement pendant la simulation numérique des équa-
tions de Navier-Stokes anisothermes.

Le but de ce chapitre est de proposer une méthode de calcul du groupe
de symétries pour une équation aux dérivées partielles et d’étudier ses
propriétés de symétrie. Ce chapitre se décompose comme suit. Dans la
section 2.1, on défini le groupe de transformations a un parametre. Dans le
section 2.2, on défini le générateur infinitésimal associé a ce groupe. Dans
la section 2.3, on présente la prolongation d’un générateur infinitésimal. A
la fin, on donne un algorithme de calcul du groupe de symétries pour une

équation aux dérivées partielles.

2.1 Groupe de transformations a un parametre

Définition 1 Soit x = (x1,x9,...,x,) un élément dans un domaine D C
R"™, et T, une transformation a un parametre a, appartenant a un intervalle

I C R, avec ® une loi additive interne définie sur I, T, définie comme suit :
T,: D — R™.
L’ensemble des transformations T,
T="T,(x), (2.1)
forme un groupe de transformations a un parameéetre G si :
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1. ¥ a dans I, la transformation T, (z) est de classe C*°.
2. I avec la loi additive interne ® forment un groupe noté (I, P).
3. Ty (x) =z, ou 0 est lidentité du groupe (I, D).

4. YT, e G,T, estinversible et (T,)' =T_,.
Exemple 1 Le groupe de transformations dans un plan :

1
§:1:x1+§a, a€eR

3
.%2:1'24-\2_&

est un groupe d un parameétre a, avec ®(a,b) = a+b. Ce groupe correspond
a des mouvements paralléles a l'orbite ~y, qui est une droite d’angle /3

(voir la FIGURE 2.1, ot 7y est l'orbite du point (0,0)).

X2

A

(v)

(10)

P X
/ (1,0) 1

FIGURE 2.1 — Groupe des translations
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2.2 Transformation infinitésimale

Considérons une transformation

y =T, (z) (2.2)

ouac€ l.
Le développement de Taylor de (2.2) par rapport a a, au voisinage de

I'identité 0, donne :

o7, (x)
yx-i—a( py )+O(a2)
Notons :
0T, (2) 23
©= 5| (23)
La transformation :
y =1z +af(z)+ O (a*) (2.4)

est dite transformation infinitésimale de la transformation (2.2) et £(z) est
dite composante infinitésimale de (2.2).
2.2.1 Générateur infinitésimal

Définition 2 Le générateur infinitésimal d’une transformation (2.2) du

groupe G, est 'opérateur :

n 0
X =X(2)=£@).V =2 &(@)5—, (2.5)
i=1 L
ou V est l'opérateur gradient défini par :
v o 0 0 . 56
— aiajl,aixz,...,axn 3 ()
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2.2. TRANSFORMATION INFINITESIMALE

et pour toute fonction différentiable F(x) = F(x1, 9, ...,%y,), on a l’égalité

sutvante :
OF (x)
8:%

X.F(z) = £(2).VF(x) = ; & (x) (2.7)

Exemple 2 A titre d’ezemple, considérons le groupe de rotation dans R?

Y1 = X1 COoSa + xosina
Yo = —x1SIna + x9 COS a.

La composante infinitésimale de cette transformation est :

§(r1,m2) = (§1(x1, 22), §2(71, 72))
oy
B % a=0

= (22, —x1)
Le générateur infinitésimal associé a ce groupe est :

Oye
" Oa

a=

0 0 0

0
X = 51($1,932)8ix1 + 52(331’:62)8752 = $26Tm — $1&E2-

Etant donné un générateur infinitésimal X, on peut reconstruire la

(2.8)

transformation a un parametre associée en résolvant le probleme :

dT, (z)
= X.T,(x)

(2.9)

Ty (z) = z.
Alors, il y a une équivalence entre le groupe de transformations a un

parametre et son générateur infinitésimal par la relation (2.9) .

41



2.3. PROLONGATION

Définition 3 Une fonction F(x) de classe C™ est dite invariante par le

groupe de transformations a un parameéetre G si et seulement si

F(T,(x) = F(z) VT, €G (2.10)

On peut montrer [51] que F est invariante par la transformation T, si

et seulement si

X.F=0 (2.11)

Dans la section suivante on s’intéresse a la détermination des groupes de
transformations a un parametre pour un systeme d’équations aux dérivés
partielles EDP.

2.3 Prolongation

Considérons une EDP d’ordre k, de la forme suivante :

F (a;‘, w, M, u® u(k>> = 0. (2.12)

Avec :
r = (x1, T, ..., %), (2.13)

correspond aux n variables indépendantes et,

u = (U1, U, ..., Up), (2.14)

correspond aux m variables dépendantes de 'EDP ; soit u") ’ensemble des
coordonnées correspondant a toutes les dérivées partielles du premier ordre

de u par rapport a x :

u' = a=1,...m&j=1,....n;.
8xj
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2.3. PROLONGATION

)

répresente 1’ensemble des coordonnées correspondant a toutes les
dérivées partielles d’ordre k de u par rapport a x. Un élément de cet en-

semble sera noté par :

L ou,,
1.0
pttzeth 8x¢18xi28xik

avec p=1,2,...,m;i;=1,2,...,npour y =1,2,... k.

(2.15)

Notons X = R" l'espace des variables indépendantes x de dimension
n, U = R™ l'espace des variables dépendantes u de dimension m, Uy
'espace des germes & l'ordre k, dont chaque élement est de la forme u*),
et UM = U x U x -+ x Uy, est I’espace de produit cartésien.

Un groupe de transformations associé a cette EDP (2.12) est défini par

ces éléments comme suit :

T,: XxU — XxU
(x,u) +—— (2,70)

ou : T et u sont, respectivement, I'image des variables indépendantes et

dépendantes.

Avant la mise en ceuvre d’une méthode de calcul du groupe de symé-
tries a un parametre d’un systeme d’équations aux dérivées partielles, nous
avons besoin de remplacer la notion d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles par un objet concret géométrique. Pour ce faire nous avons besoin
de "prolonger" ’espace de base X x U représentant les variables indépen-
dantes et dépendantes a I’étude a un espace totale qui représente également
les différents dérivés partielles survenant dans le systeme. Cet espace totale
X x U® dont les coordonnées représentent les variables indépendants, les
variables dépendantes et les dérivés des variables dépendantes a 1’ordre k

est appelé 'espace de jet J *) QCordre k de I’espace de base X x U.
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2.3. PROLONGATION

Dans les paragraphes suivants, on défini le prolongement a l'ordre k
du générateur infinitésimal associé a une transformations du groupe des
transformations a un parametre de I’EDP, dans un cas simple ou le nombre
des composantes de la variable indépendante x est égale a 1 (n = 1) et le
nombre des composantes de la variable dépendante u est égale a 1 (m = 1).

Ensuite, on généralise la définition pour (n,m) quelconques.

2.3.1 Prolongement a ’ordre k, pour m =n =1

Etant donné une équation aux dérivées partielles d’ordre k, une trans-

formation a un parametre associée a cette EDP est de la forme :

(Z,0) =T,(z,u) € X x U, (2.16)
avec i = U(x,u,a) € U. Le générateur infinitésimal associé a (2.16) est de
la forme :

X J J 2.17
—fx(il?,u)% +€u(x7u)%7 ( : )
ou
07 2.18
a=0
o 2.19
u % B ( : )

Le prolongement d’ordre 1 de X, noté X, est un champ de vecteurs

défini dans l'espace de jet J M = X x UM comme suit :

W _ 9 9 W )
X = & w) 5+ Gl u) g+ 10 () (2.20)

ou
avec vl = — e ulV,

ox
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2.3. PROLONGATION

nW(@,u,ut) = D&, — u' D&, (2.21)
et D, est la dérivation totale par rapport a x :

D—a 19 > 0 2.22
"= o T T g T (2.22)

X @) est le prolongement de X & lordre 2, défini dans I'espace de jet
J® =X x U par :

19, 0 0 0
X@ = fx(a:,u)% + fu(a:,u)% + n(l)(a:,u,ul)aul + U(Q)(x,u,ul,UQ)auz,
(2.23)
avec
77(2)(3:, w, ul, u2) = Dxn(l) — u?D,&,, (2.24)

X&) est le prolongement de X & Pordre k, défini dans l'espace de jet
J® = X x UW par :

0 0 0 0
X(k) = gx(l', U)% + §u<l’, ’LL)% + 77<1)<l', u, ul)% + 77(2)(1:7 u, ula UZ)W +
0
+ " (@, u,ut u?, ’“k)auk’ (2.25)
avec
n(k)(x, u,ut u?, u(k)) = D% — ¥ p.g,. (2.26)

2.3.2 Prolongement a ordre k& pour n, m quelconques

Etant donné une équation aux dérivées partielles d’ordre k, une trans-

formation du groupe de transformations a un parametre associé a cette
EDP est de la forme :
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2.3. PROLONGATION

(Z,0) = T,(z,u). (2.27)
Avec

-%i :,I%(.CL’,U,CZ), (228)

8 = Uj(e,u,a), (2.29)
i=1,2,...on;j=12,...,m; x=(x1,T,...,7,) et u= (ug, U, ..., Upy,)

Le générateur infinitésimal associé a (2.28,2.29), est de la forme :

n a m 8
Avec,
aﬂ(ﬂf,u,d)
i(w,u) = (6@) (2.31)
a=0
et
oUj(z,u,a)
nj(z,u) = | ——5 —— (2.32)
a=0

Son prolongement a l'ordre k, défini dans I'espace de jet J ) comme

suit :
9 J 0
. 1) !
) _ &(%u)% +nj(x’u)8uj + i (T, u,u )8uﬂ N
b (z,u,u', u?, ... uk)a (2.33)
Ji1io T aujiliz“'ik
Avec,
ou;
0 = Dy — 52 Dt (239



2.4. DETERMINATION DU GROUPE DE SYMETRIE

k k—1 Jiriz- ik
77]('1'1)1'2~-~ik = Diknﬁ'ilig-?-ik,l - é—leDikgl (2.35)
T
[=1,2,...,n et D; la dérivée totale défine comme suit :
D o + o + o + -+ o + (2.36)
i 8372 Ui auj Wjiiy aujil ) Ujiiyigeip auji1i2~-~in ) :

Dans la section suivante, nous présonterons une méthode de calcul du

Y
groupe de symétrie a un parametre, dont la définition sera aussi donnée
dans cette section, pour une équation aux dérivées partielles quelconque.

On passe ensuite, aux équations des écoulements turbulents anisothermes.

2.4 Détermination du groupe de symétrie

Considérons tout d’abord une équation aux dérivées partielles d’ordre

k sous cette forme :

F (;z:, w,uM @ u(k)> = 0. (2.37)

Avec, v = (21, %9, . .., x,) la variable indépendante, et u = (uy, us, ..., Up)
la variable dépendante. Soit T, (x, u) = (&;, @;) une transformation de classe

C* et qui dépend contintiment de a. Elle est définie par :

& =Ti(x,u,a), (2.38)

u; =Uj(x,u,a). (2.39)

Cette transformation est une symétrie de ’équation aux dérivées partielles
(2.37) si:

F(z,u,u™ 0@ W) =0= F(z,a,a",4%,... a¥) =0 (240



2.4. DETERMINATION DU GROUPE DE SYMETRIE

L’égalité (2.40) signifie que I'image d’une solution de I’équation aux dé-
rivées partielles (2.37) , par la transformation (2.38) et (2.39,) est aussi une
solution de (2.37).

Avant de définir le groupe de symétries, on aborde la notion de groupe
de Lie. Ce groupe joue un role important dans la physique mathématique

(mécanique quantique, mécanique des fluides, théorie des cordes.... ).

Définition 4 Un groupe de Lie est une variété différentiable G, de classe
C™, munie d’une structure de groupe, telle les opérations de multiplication

et d’inversion sont différentiables de classe C*.

Définition 5 Le groupe de symétries de Lie d’une équation aux dérivées
partielles est l'ensemble des transformations a un paramétre? local a® conti-
nues par rapport & a et vérifiant 'égalité (2.40). Cet ensemble vérifie les

axiomes d’un groupe et Ty = I; est son élément neutre.

Apres la définition de ces deux groupes, on peut voir les groupes de
Lie comme des familles de symétries qui varient d'une facon régulieres
en fonctions des parametres. Par exemple, le groupe de rotation SO(2)
d’angle 6, est une famille de symétrie qui dépend d’une facon continue

d’un parametre 0, ot I'action de ce groupe sur R? est définie comme suit :

cosf) —sinf 1 . cosf —sinf x| | wpcos 0 —xosinb
sin cosf || x9 sinf  cosf | | a9 B r1sinf —+xycosb
(2.41)

De plus, le calcul du groupe de symétrie est algorithmique. Il est pré-

senté par les étapes suivantes [54] :

2. On peut définir aussi le groupe de symétrie a plusieurs parametres.
3. a est un parametre local dans un voisinage centré en 0.
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2.4. DETERMINATION DU GROUPE DE SYMETRIE

e Etablissement du prolongement X du champ de vecteurs X de
’équation (2.37) d’odre k, en fonction de £ et n par la relation (2.34,. ..,2.35).

e En utilisant la condition? :

F (:c, u, u(l), u(Q), o ,u(k)) —0= X" F (a:, u, u(l), u(2), e u(k)> =0,
(2.42)
on construit un systeme d’équations aux dérivées partielles vérifiées

par les composantes infinitésimales £ et 7 du champ de vecteurs X.

e La résolution de ce systeme, par les codes des calculs GeM de A. F.
Cheviakov [12] , donne les générateurs infinitésimaux en fonction des

variables indépendantes et dépendantes.

e Pour chaque générateur infinitésimal, on applique la rélation (2.9)

pour trouver la transformation a un parametre associée.

On aura finalement le groupe de symétrie de 1’équation (2.37).

Notre premiere application de la théorie de groupe de Lie sera sur les
équations des écoulements turbulents anisothermes. On calcule le groupe
de symétries associé a ces équations, ce qui va contribuer d’'une part a
la construction d’une classe de modeles de sous-maille invariants par ce
groupe de symétrie, et d’autre part a la détermination de lois d’échelles

d’un écoulement parallele en appliquant la méthode de RANS.

4. C’est une condition suffisante pour qu’une transformation soit une symétrie de I’équation différen-
tielle [H4]
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2.4. DETERMINATION DU GROUPE DE SYMETRIE

2.4.1 Groupe de symétrie des écoulements turbulents aniso-

thermes

On représente les équations des écoulements turbulents anisothermes

déja définies au chapitre 1, paragraphe 1.1.5 comme suit :

0

al; + div(u ® u) = —%Vp + 2vdiv(S) + Bg(0 — Oref)ey

06 , : (243)
5 + div(uf) = k div(V0)

div(u) =0

Il v a plusieurs types de symétries pour un systeme d’équations aux
dérivées partielles, mais on se limitera dans cette these au groupe G des

transformations a un paramétre.

Dans ce qui suit, on détermine le groupe des transformations a un para-
metre qui laissent invariant I’ensemble des solutions de ’équations (2.43).

En effet, ces équations sont équivalentes a des équations de la forme :

dq dq 9%q
—— —\| = 2.44
F (Q7 at7 ax7 axQ 03 ( )

Avec ¢ = (t,z,u,0,p).
Soit T, un élément du groupe G. Il est de la forme :

T,:q—q,
ou a est le parametre du groupe G.
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2.4. DETERMINATION DU GROUPE DE SYMETRIE

Soit X un générateur infinitésimal du groupe G de la forme :

(9 (9 8 8 8
ou
ot
t_% B
0% 13
xz_aa —OZ_ 9“9 e
Ohi 193
T}ui_ 6@ OZ_ )y e
a0
77«9:%
a=0
dp
an%
a=0

et X son prolongement & 'ordre 2 [54] défini comme suit

ol



2.4. DETERMINATION DU GROUPE DE SYMETRIE

X® = X+ > +
i=1 ou; ij=1 ou;
5] (5
39 D
]; T dp " g; s 00 "
(axj) (a%)
6

ou

8Ui
- 7Dt€ta Z — 1,2,3.

T
"' — D,
77@ tnz at

772] = DI]T/UL - aikaxjgxk’ Z)] - 17273'

. dp ‘
77}]9 - Dl‘jnp - %ijgxw J = 17 273

00

7Dx ) .:17273'
axk Jfk J

775 - Dxﬂ?@ o

2

n? =D, n — aqu i,j=1,2,3.
7 Zji'l axka TiSTEo

00
8xk8

et D, désigne la dérivation totale par rapport a a.

Ugj - ijng ijgl‘k? 7 =1,2,3.

La condition de symétrie [54] :
F=0 = X@F=0 (2.46)
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2.4. DETERMINATION DU GROUPE DE SYMETRIE

nous donne un systeme d’équations différentielles ordinaires vérifiées par &,

et 1., dont la résolution conduit aux générateurs infinitésimaux des équa-

tions des écoulements turbulents anisothermes. Notons que ces calculs sont

effectuées avec le logiciel de calcul symbolique Maple et les codes GeM de

A. F. Cheviakov [12] :

X—6
T ot
Y. ta
o—C()ap

[ 0 0 0 0

2 xQ@Tsl N xlaxg * u28u1 — 8uQ
X—ta 'ta "ta'—123
Z_&Z( )axz+az( )%_pxz&z( )apyz_ )y e

0 3 0 0 0
S g 30"
8% 1

0 3
Y, = 2t— | >
1= 2T 2 o, Pop o0

ot

j:

9 3
dp 00 Ov Ok

Y= 3 0 2p 2 ea 2 0 2 0
2—]§$]%+]§Ujauj+ pa- + 0+ 20—+ 26—,

avec ((t) et a;(t) sont des fonctions de classe infinie quelconques.

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

Ces générateurs infinitésimaux déterminent completement le groupe G

des symetries. En effet, connaissant X, on peut reconstruire les transfor-

23



2.4. DETERMINATION DU GROUPE DE SYMETRIE

mations du groupe G a partir du systeme suivant (2.9) :

i
dq = X.q

“ (2.54)
q(0) = q.

Lorsqu’on applique le systeme (2.54) aux générateurs (2.47)-(2.53), on
obtient un systeme d’équations différentielles ordinaires, dont la résolution
conduit aux groupes de symétrie a un parametre des équations (2.43) :

— Le groupe des translations temporelles

(t,z,u,0,p) — (t+a,z,u,0,p) (2.55)

— Le groupe des translations par rapport a la pression
(t,z,u,0,p) — (t,z,u,0,p+ ((t)) (2.56)
— Le groupe des translations pression-température
(t,z,u,0,p) — (t,z,u,0 + Z,p + afBgxs) (2.57)
— Le groupe des rotations horizontales, d’angle a

(t,z,u,0,p) — (t, Rz, Ru,0,p), (2.58)

ou R est la matrice de rotation.

— Le groupe des transformations galiléennes généralisées
(t,z,u,0,p) — (t,z + a(t),u+ &(t),0,p+ pr.a(t)), (2.59)
ou x = (z;);, @ = (a4); a;(t) étant une fonction quelconque de classe

.
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2.4. DETERMINATION DU GROUPE DE SYMETRIE

— Premier groupe de changement d’échelles
(t,x,u,0,p) — (a®t,ax,a 'u,a 0,0 *p) (2.60)

— Second groupe de changement d’échelles
(t,x,u,0,p, v, k) — (t,ax, au, ad, a*p, a’v, a’k). (2.61)

Grace a la théorie de Lie, on a pu trouver les groupes de symétries a
un nombre fini de parametres des équations (2.43). Mais, elles possedent
d’autres groupes de symétries qui ne sont pas a un parametre, comme

I'invariance par réflection et I'indifférence matérielle °, définies comme suit :

(t,z,u,0,p) — (t, Az, Au, 120, p), (2.62)

: 1
(t, 2, u,0,p) = (t, R(t)w, R(t)u+ R(t)x, 0,p — 3wy + Jw” l=]1*), (2.63)

ou A = diag(iy,io,13), iy = £1, ¥ la fonction de courant et R(t) la

matrice de rotation plane, d’angle wt :

coswt sinwt 0

R(t) = | —sinwt coswt 0

0 0 1
Comme le groupe de symétries représente les propriétés physiques intrin-
seques contenues dans les équations, il offre un outil efficace de modélisation
des phénomenes physiques. Cette modélisation était souvent construite a
partir d’hypotheses physiques ou mathématiques (R. Schiestel [69, 70], P.
Sagaut [60]) sans tenir compte de la symétrie, ce qui détruit les propriétés
physiques de 1’écoulement considéré (voir D. Razafindralandy & H. Ham-
douni. [64]). Au niveau des lois d’échelles, M. Oberlack [19, 50, 51, 52] est

5. L’indifférence matérielle est une symétrie en 2D
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2.4. DETERMINATION DU GROUPE DE SYMETRIE

le premier a utiliser cette théorie pour déterminer ces lois pour un écou-
lement paralléle isotherme. Au niveau de la modélisation des phénomenes
physiques, D. Razafindralandy, A. Hamdouni et al. [63, 60, 61, 62] ont été
les premiers a construire une classe de modeles de turbulence invariants
par les groupes de symétrie des équations de Navier-Stokes isothermes.
Dans ce chapitre, nous avons défini le groupe de Lie et le groupe de sy-
métrie a un parametre pour une équations aux dérivées partielles. Ensuite,
nous avons cité le principe général pour calculer ce groupe en utilisant le
code formel GeM. Enfin, nous avons appliqué ce principe de calcul pour

déterminer le groupe de symétrie des équations turbulents anisothermes.

Dans le chapitre suivant, on propose quelques applications de la théorie
des groupes de symétries en mécanique des fluides. D’abord, en dynamique
tourbillonaire pour trouver des solutions et des vortex particulier. Puis, on

développe des nouvelles lois d’échelles pour un écoulement anisotherme.
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Chapitre 3

Usage du groupe de symétries en

meécanique des fluides

Le but de ce chapitre est de montrer I'importance de la théorie du
groupe de symétries en mécanique des fluides, notamment pour trouver des
solutions exactes de I’équation de Navier-Stokes anisotherme. On cherche
des solutions invariantes par les groupes de symétrie associés [28, 27]. Par
ces solutions, on détecte des vortex particuliers [26, 28]. Enfin, on présente

de nouvelles lois d’échelles pour un écoulement paralléle anisotherme.

3.1 Solution auto-similaire

3.1.1 Définition

Définition 6 Soient E une équation aux dérivées partielles de la forme :

E(t,z,u) =0, (3.1)

T, une symétrie a un paramétre a de l'équation (3.1), définie par :

A

Ta(Q) =q= (t,:i‘,ﬁ), (32)

avec v = (x1,xa,...,2,) la variable indépendante, et v = (uy, us, ..., Up)

la vartable dépendante.
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Une solution auto-similaire de ['équation (3.1) est une solution qui ne

change pas avec la transformation T,, c’est-a-dire :

a(t, ) = u(t, x). (3.3)

Autrement dit, si X est le générateur infinitésimal de la transformation

T, u est une solution auto-similaire ssi

X =0. (3.4)

Le calcul des solutions auto-similaires, est 1'une des premieres utilisa-
tions de la théorie des groupes de symétrie en mécanique des fluides. Avec
cette théorie, on peut :

e Trouver des solutions exactes de I’équations Navier-Stokes (voir partie

dynamique tourbillonnaire 3.2)

e A partir d’un ensemble de solutions, obtenir de nouvelles solutions en

appliquants un ¢élément du groupe sur cet ensemble.
e Trouver les lois d’échelles (3.3)

e A partir des invariances de I'EDP, utiliser la théoreme de E. Nce-
ther [73], pour les problémes variationnels, pour obtenir des lois de
conservation.

e Résoudre les équations différentielles ordinnaires EDO (V. A. Baikov
& N. H. Ibragimov [3])

e Réduire les équations aux dérivées partielles (voir W.I. Fushchych
20, 21].
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3.1. SOLUTION AUTO-SIMILAIRE

Dans le paragraphe suivant, on va déterminer les solutions auto-similaires

d’un écoulement de couche-limite laminaire bidimensionel isotherme.

3.1.2 Ecoulement bidimensionnel cisaillé

Considérons un écoulement bidimensionnel cisaillé en 2D. Cet écoule-

ment est gouverné par les équations suivantes :

ou 81}0
oz By

ou ou 82u_0
U% +Uaiy—yaiy2 = U.

Les groupes de symétries du systeme (3.5) sont :

— Le groupe des translations :

% 0
Y
% 0
2 = oy
Xy = Glaul + Gla)
ou G(z) est une fonction arbitraire.
— Premier groupe de changement d’échelles :
% 0 0
4 = I'% + U%
— Second groupe de changement d’échelles :
% 5 0 0 0
= — ZE% — 87y + U%.
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Ce systeme d’équation admet quelques solutions particulieres qu’on peut
calculer en cherchant la solution auto-similaire associée a la combinaison du

premier et du second groupe de changement d’échelles X = n; Xy + ns X5 :

I
S
=
e
3
)
£
<
g|
S
<
~—
—
w
(=
~—

(z,y,u,v) — (Z = a™x,§ = a"y, 0

ou np et ny sont deux entiers relatifs.

Ces solutions vérifient les deux égalités suivantes :
Wz, 9) = u(z,y), 0(2,9) = v(z,y). (3.7)

Dérivons 1'égalité (3.7) par rapport a a au voisinage de a = 1 on obtient :

ou ou
(ny — 2n9)u + o + ngya—y =0 (3.8)
ov ov
— nov + nlx% + ngya—y = 0. (3.9)

Il y a deux cas a traiter :

1. Si ny = 0, on a les solutions auto-similaires suivantes :
u(w,y) =y Fz)  v(r,y) =yH () (3.10)
2. Si ny # 0, les équations caractéristiques (3.8, 3.9) admettent une so-

lution :

u(x,y) = xl_mF(xya), v(z,y) = x_O‘H(ja) avec o = Zj (3.11)

F' et H vérifient un systeme d’équations différentielles ordinaires, dé-
duit en injectant la forme (3.10) et (3.11) dans (3.5) [65].
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

Choix de «

(a) Sion cherche la solution d’un jet, avec une quantité de mouvement

constant :
[T 9
(I)_/—oo u (:U7y)dy7

il faut que o = % et la solution du jet est :

. . y
u(w,y) =2~ PP() v y) =2 H() et n= 75 (312)

(b) Pour un écoulement de couche-limite, il faut que :

lim wu(z,y) = constante, (3.13)

Y—+00

, et

D=

indépendant de y pour un x fixé. Pour cela, il faut que a =

que la variable auto-similaire soit ?j
zl/2
(¢) Pour trouver le profil parabolique de la vitesse d'un écoulement

dans un canal, il suffit de prendre :
a=1/4 et F(n)=n"

Dans cette partie, nous avons utilisé la solution auto-similaire associée
a la transformation d’échelle des écoulements cisaillés pour calculer des
solutions particulieres intéressantes connues en mécanique des fluides afin
de montrer I'importance du groupe de symétrie et notamment la solution
auto-similaire. Dans le paragraphe suivant, on va calculer des solutions
exactes des équations Navier-Stokes anisothermes, en utilisant certaines

propriétés du groupe de symétries de ces équations.

3.2 Dynamique tourbillonnaire

Dans ce paragraphe, on utilise le groupe de rotation Xps (2.50) dans
le plan (xOy) d’angle a et le groupe des transformations galiléennes géné-

ralisées X7 (2.51) dans la direction de z7, des équations de Navier-Stokes
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

anisothermes (2.43), pour trouver quelques solutions exactes. Puis, dans
un cas particulier, on trouve le vortex de Burgers, Burgers-Lundgren, le

cisaillement de Burgers et certains vortex instationnaires.

3.2.1 Groupe de rotation X,

Les invariants du groupe de rotation X, sont les solutions de I’équation

caractéristique suivante :

oI ol oI ol
Xlg.]:l’Q — X1 + U9 — U1~
6%2

8%1 8352 8U1

Ces invariants sont alors :

(3.14)

r =z’ +y?, z et t. Avec (x1, 9, 23) = (,y, 2).
Autrement dit, ce sont les variables indépendantes des coordonnées cy-
lindriques. Par ces invariants, on fait un changement de variables de la

forme :
T =1TCOSY,y = TSsIn Y

uy = U, (1, z,t) cos p — Uy(r, z,t) sin g

ug = U, (1, z,t)sinp + Uy(r, 2,1) cos ¢ (3.15)
us = U,(r, z,t)

0="T(r,z,t) et p=P(r, z1t),

Par ce changement de variables, le systéme (2.43), se réduit a :

ouU, U@UT Ug UaUr or 0*U, 10U, Ur 0*U, 0
TR LA MR Sl I e R Kl
(3.16)
oU, ov, UU, oU, o*v, 10U, U, 08°U,
W—FUT&“JF T +Uzaz_ o2 ror 2 92 =0
(3.17)
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

oU., U@UZ U@Uz OP 0*U. 10U, 0%*U, T— 0 (318
ot U or + Z§+%_” Or?2 +7“ or + 022 —PgT =0 (3.18)
oT U oT U oT 0*T 18T (92T 0 310

E_F E_F Zg_fi Or? 7“(97“ 8 - (3.19)

ou, U, 0U, 0 590

or +7+ 0z (3.20)

Supposons que U, = U,(r), U, = Uy(r) et P = P(r). Dans ce cas, la
solution exacte de I’équation (3.16) et (3.17) est :

C1
Co (I+—)
r

C1 C1
2c309 —— v G 242—
r v+ r v

c1 2c1 +v

avec cy, o, c3 et c19 sont des constantes arbitraires.

1 2 2
P:Cm—ﬁ(CQ—i—Cl)—f‘l/

Ensuite, on déduit de I'équation (3.20) (respectivement de 1’équation
(3.18) ) que U, = U,(r,t) et T =T(r,t) ne dépendent pas de z.
Il reste deux équations a résoudre, (3.18) et (3.19), qui se réduisent aux

équations suivantes :

oU., - U, 0*U, 10U, _— 291
or “ar Ve Trar — Pl = (3:21)
oT - oT 0*T 16T 0 599
o e e T (3:22)
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

On calcule tout d’abord le groupe de symétries des équations (3.21) et
(3.22), puis on cherche des solutions auto-similaires associées a ces deux

équations. Le groupe de symétries des équations (3.21) et (3.22) est :

X == 3.23
LT o (3.23)
Xo=U + T 3.24
Xg=2t— +r— +alU,— + (o« —2)T— 3.25
; ot r@r Z@Uz ( ) oT ( )

Avec «, un nombre réel.
On cherche maintenant les solutions auto-similaires associées au groupe

de symétries X3 (3.25), en supposant que o = 1.

X5.U. =0 (3.26)
X5.T =0 (3.27)

Les deux équations (3.26) et (3.27) donnent les équations caractéristiques

suivantes :

2taUz U UaUz 0 3.28
o o TUan T (3.28)

o oT oT TaT
o Tor T ar

L’invariant de ces deux équations, noté 7, est de la forme :

0. (3.29)

77:?-

et les deux solutions auto-similaires sont :

U. = ®(n) (3.30)

T = 1\1;(77). (3.31)
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

Avec ® et U vérifient un systeme d’équations différentielles ordinaires,
obtenu en injectant les formes (3.30) et (3.31) dans (3.21) et (3.22) :

—4un® + (2¢; — 4v — 1)® = Bg¥ (3.32)

— 4k + (2¢; — 4k — )T =0 (3.33)

Les solutions de ces deux équations différentielles ordinaires (3.32) et (3.33),

sont :

et

noe_ —S
U(n) =cy /no S 1exp(ﬂ)ds. (3.35)

Avec ¢4 et c5 sont deux constantes arbitraires.

La solution des équations de Navier-Stokes pour les écoulements aniso-

thermes, en fonction des coordonnées cylindriques, est de la forme :

U,(r) = -
r(r) = o

c .
U@(r) S + 637’(1+ V)

3 51 S 69 $ f 1

U.(r,t) = /t2 s exp() {05 -, /SO W(§) exp (4,,) 3 d§} ds

[ é a_q —S 1
T(r,t) = ;/§ CRE eXp(ﬂ)ds = ?II

| , ;

P(r) = c12 — 52 (3 + ¢f) + v2alr™t 4 5 G p2427

(3.36)
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

et, en coordonnées cartésienes, est de la forme :

S

1 = %x - r2y — C3Yyrv

U2 = %y + %ZE + Cg:m"%

us = U, (r,t) (3.37)
0="T(rt)

p=ci—z:(3+c})+ 20:2%757”1 i gclc_inQHCl

On remarque dans le terme U,(r,t), leffet du couplage de la tempé-

rature et les champs de vitesses. La troisieme composante des champs de

vitesses U, (r, 1)

Pour la suite, o

dépend d’une maniere explicite de la température T'(r, t).

n va calculer la vorticité, notée w, associée aux solutions

exactes générales des équations de Navier-Stokes anisothermes en coordon-

nées cylindriques, on traitra ensuite quelques cas particuliers. La vorticité

w en coordonnées cylindriques est :

w
On obtient :
(S
rv—1

Wy = —2—3

10U, 0U,
o o
— rot(u) = | w, - (3.38)
Wz a(rU,) oU,
r\ or o
w, =0 (3.39)
r 3
exp (—4 ) Cs — /% ) exp ( ) £ d¢ (3.40)

Influence de la température
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

w, = <Cl + 203) rv (3.41)
v

e Supposons que 3 = 0 (convection forcée) et ¢; = 0, on obtient une
solution particuliere des équations de Navier-Stokes pour les écoule-

ments anisothermes en coordonnées cylindriques :

U(r)=0
C2
Uy(r) = — + c3r
é 1 —S
UZ(T, t) = Cp /ﬁ S exp(r)ds (342)
T(r,t) =" ,t.(g;s 1exp(iﬁ)ds

A partir de cette solution, on déduit les tourbillons d’Oseen (vortex

circulaire voir FIGURE 3.1) et la vorticité associée est :

et

F1GURE 3.1 — Tourbillon d’Oseen
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

e Supposons que J = 0 et ¢; = v, on obtient une solution particuliere
de la forme :

- %
r(r) = ,
c
Uy(r) = 2 eyr?
5o —S 3.43
U.(r,t) = cs /t§ s exp(4y)ds (3-43)
2
T(r,t) =% 2 s 1exp(_s)ds
’ b 4K

La vorticité associée a ce systeme (3.43) est :

w, =0

265 7’2
Wy, = —2-—cexp|———
7 3 P 4ut

w, = (14 2¢3)r

et

Ceci représente les tourbillons spirales FIGURE 3.2.

3.2.2 Vortex de Burgers détecté par le groupe de rotation X,

Pour trouver le vortex de Burgers [14, 27] a partir du groupe rotation,
il suffit de choisir :

U, — _gr (3.44)
U,=rf(r) (3.45)
U,=7z (3.46)

comme solution de 1’équation (3.16)-(3.20), avec v une constante.
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

F1GURE 3.2 — Tourbillon spirale

A partir de I'équation (3.16), la dérivée de la pression par rapport a r

vérifie :

oP 72 )
E = —ZT + Tf (T), (347)

ou f(r) est une fonction radiale. On substitue U,,U,, et U, de I'égalité
(3.44), (3.45) et (3.46), par leurs valeurs dans I’équation (3.17), on obtient

une équation différentielle ordinaire :
f+(—f+ )f+ f—O (3.48)
La solution générale de lequatlon (3.48) est :

firy = 0= o~ le) eXp(_Wz), (3.49)

-
avec fo, f1,7,a sont des constantes et,

a f— l

4
Supposons de plus que la dérivée de la pression ne dépend pas de r,
alors d’apres I’équation (3.18) on déduit que la température ne dépend pas

de r, et elle vérifie :
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

T ZzT — 0. (3.50)

La solution générale de 1’équation (3.50) est :

_ z 1y .o
T(z)=Ty+ T | exp( €%)d. (3.51)
Selon le signe de vy, la température est égale a :

To + Tl\/%erﬁ(\/%z) si y=0
T(z)= (3.52)
T, + Tl\/?;“erf( 5iz) si v <0
Parsuite, on a :
oP
0z

Avec Ty, T) deux constantes, erf, et erfi sont deux fonctions définies

= —v*2 + BgT(2). (3.53)

comme suit :

2
erf(z) = —/O exp(—s?)ds.

erfi(z) = \/2%/; exp(s?)ds.

Enfin, la forme finale du champ de vitesse exact est :

UL = =% yf(r) (3.54)
Uy = —;y +af(r) (3.55)
Uz = vz (3.56)
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

(a) W3(£C,y>, y=1 (b) W3(T‘>, vy=1

FIGURE 3.3 — 3° composante du vortex de Burgers ws, pour fo=1,fi =0et v =1

Son vortex est :

T 8U3 8uz (9u1 8u3 8u2 8u1
. oy 0z 0z Ox dr Oy
- T(0707w3)
= Ws€3, (357)

avec

w3 = 2f(r) + (1) = 2afyexp(—ar?).

Les tourbillons de Burgers sont des généralisations en 3D des vortex

d’Oseen, mais ils ne dépendent pas du temps.

3.2.3 Vortex de Burgers-Lundgren détecté par le groupe de ro-

tation X

Un autre vortex intéressant, que l'on peut trouver par le groupe de

rotation Xio, est le vortex de Burgers-Lundgren [12] associé au champ de
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

vitesse de 1'équation (3.16) ... (3.20) :

__7
U, = 5" (3.58)
U, =rf(r1t) (3.59)
U,=7z (3.60)

La fonction f(r,t) dépend de r et t. Elle vérifie :

1 3v
(7 + ) fe = 1f =0, (3.61)

La solution particuliere de (3.61) qui aboutit au vortex de Burgers-

ft - Vfrr —

Lundgren, FIGURE (3.4), est de la forme :

. ar?
1 — exp(—t)

f(r,t) = fo o : (3.62)

Dans ce cas, le vortex est instationnaire :
w= 1(0,0,ws(r,t)). (3.63)

Avec
| ar?
) R exp(—~t) -
t) = : :

U}g(r, ) afO 1 — exp(—vt) ( )
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3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

e
Ul

AN )

<
INg=)

FIGURE 3.4 — Vortex de Burgers-Lundgren pour fo=1=vy=1v

3.2.4 Transformations galiléennes généralisées X;

Les invariants du groupe des transformations galiléennes généralisées X,

(2.51) sont les solutions de I’équation suivante :

X 7 . or . ol (4 ol
1.1 = aq( )8761+041( )87“—,0%1041( )8p'
et qui sont :
t? y? Z?
G (1) p-c (1)
— 0 et 2
Uy (D) T, U, U3, et p+ 2041(7,‘)x

(3.65)
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On utilise ces invariants pour faire le changement de variables suivant :

Ul(yVZ?t) =uy —

Us(y, z,t) = us
U3(y7 2, t) = Uus (366)
T(y,z,t) =10

p-aa(t)
20 (1)

P(y,z,t) =p+

Supposons de plus, que p = 1, ai(t) = cte, Us = Us(y), Us = Us(z),
T=T(y,z2,t), et P= P(y,z,t). Le systeme (2.43) se réduit a :

Uy + UsUsy + UsUr. — v(Uyy + Urs) = 0 (3.67)
UsUs, + P, — vUs,, = 0 (3.68)

UsUs, + P, — vUs,. = B.9.T (3.69)

Ty + UsT, + UsT. — 5(Tyy + To2) = 0 (3.70)
Us, + Uy, = 0. (3.71)

La solution générale de I’équation de continuité (3.71) est de la forme :

U2 =y + Co
U3 = —C1Z + c3,
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ou ¢ # 0, c3 et c3 sont deux constantes arbitraires. A partir des équations
(3.68) et (3.69) on déduit :

Ly oy 1y
P = —5C1Y + cic32 — crcy — 12 + Bg/T(z)dz +g(t).
Avec ¢(t) est une fonction quelconque qui dépend de ¢.
Enfin, d’apres (3.69) on déduit que la fonction 7" ne depend que de ¢ et z.

Parsuite, ’équation de 'énergie devient :

Ti+ (—c1z +c3)T, — KT,, = 0. (3.72)

En appliquant la méthode de séparation des variables, la solution de
(3.72) est :

10[ 1 1 (—clz + 63)2
2¢1 2 2 C1K +

T(y,z,t) = cqcs exp(Crt) M (_ S

10[ 1 (—012 + 63)2
t — .
cyexp(Cr )C6U( 562 2 p , (3.73)

ol ¢y, C5, ¢ et Cf sont des constantes arbitraires,M et U sont les fonc-

tions de Kummer [1] définies par :

M(a,b,z) = KummerM/a,b,z)
L

a a), 2"
(@) = (@)(@+1)(a+2)... (a+n—-1)
(@)o =1

U(a,b,z) = KummerU(a,b,z)
T M(a7b7z) 1_bM(1+a—b,2—b,z)
sinh |T(1+a—b)I(b) T(a)T(2 — b)
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['(z) est une fonction définie pour $(z) > 0 comme suit :
[(z) = [ exp(—t)t"dt.

Il reste la premiere équation (3.67) a résoudre :

Ui + (cly + CQ)Uly + (—012 + Cg)UlZ — V(Ulyy + Ulzz) = 0. (374)

Par la méthode de séparation des variables, on cherche une solution de

(3.74) sous la forme :

Ur(y, z,t) = fi(y) f2(2) f5(2). (3.75)

On substitue 'égalité (3.75) dans I’équation (3.74), on a alors le systeme :
aytcoe,  Cn

fi ——fit—fhi=0 (3.76)
i azy— Cng B CiﬂfQ _0 (3.77)
f3+(Cr = Crn) fs = 0, (3.78)

dont la solution générale est de la forme :

10 1 1(c1y + 2)? 1Cr 1 1(c1y + 2)?
—eM |- - 2 Ul— i
fl(y) “r ( 2¢ 22 c1v T e 2¢ 22 c1v

1Cr 1 1(—c12 + c3)? N
[ J— C JR—
10 2. ¢ 2 2 cv

— oM | -2 1
fa2) = e ( 2.¢ 2 2 cLv

f3(t) = ci1exp(Crrr — Crp)t,

ou ¢z, cg, Cg, C10, 11, Crr et Crrp sont des constantes. Par conséquence, la

1Cir 1 1(—c1z+ 03)2)

solution exacte de (2.43) est :
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1Cr 1 1(ay + )’ 1C1r 1 1(cy + )
S P ) [t T VRPN ) ff Bt A |
“ {67 ( 2¢ 22 v tes 2¢ 22 v

1C 1 1(=ciz 4+ c3)?
{@M( Hli_< 1 3))+

2. ¢ 2 2 cLv

10 1 1(—c12 + ¢3)?
el | —5—— 5 —

5 o , 2, 5 v )] . [011 eXp(O][] — C[])t] (379)

Us = 1y + o (3.80)

ug = —c12 + c3 (3.81)

101 1 1(—c1z + c3)?
202772 an )T

0 = cycs exp(Crt) M ( —

1Cr 1 1(—az +c3)?
Crt)yU|——=—,= —= 3.82
C4Cg eXp( I ) ( 9 Cla 27 9 Lk ( )
1,5 Ly s
p= _icl'y + C1c32 — C1Cy — §C1-Z + Bg/e(z)dz +9(t). (3.83)

3.2.5 Le cisaillement de Burgers détecté par la transformation
Xi

A partir des solutions (3.79)-(3.83) de I’équation (2.43), on déduit des
solutions particulieres intéressantes par leur aspect physique. On distingue

entre autres deux cas :

@C[[[ZCHE)\ZO

@O][]:C]IEA#O.
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Pour le premier cas, les équations (3.76)-(3.78) deviennent :

1y + ¢ ;.

fi— Ji=0 (3.84)
A (3.85)
f3=0, (3.86)

leurs solutions est de la forme :

Ky + K3, /5o erfi(/5ly) st a1 >0
fily) = (3.87)

wn

Ko + Ky 5ocerf(y/ 5 y) sioer <0
Ky+ Ky /5erf(\/552) st a1 >0

fo(z) = (3.88)
Ky + K552 erfi(y/5t2) sioar <0

fg(t) = (11 (389)

ou Ky, K3, K4 et K5 sont des constantes, d’ou la solution (3.79)-(3.83) se

réduit a :

{Kg + K, /5 erfi( glﬂy))} {K;L + K5,/ erf( 5}/2)} si ¢ >0

Uy =

|:K2 + Kg\/;ﬁlyerf( _ﬁy)] [K4 + K5\/?7T1”erﬁ( _2512)} si ¢ <0

(3.90)
Uy = 1y (3.91)
Uz = —C12 (3.92)
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1Cr 1
0 = cyc5 exp(Crt) M ( L= 6122) +

26,72 2k
10] 1 C1 o
cyce exp(Crt)U (—2017 > _ﬂz (3.93)
Ly 1oy,
p= —501-9 — §Cl'z + /(ﬁ.gﬂ)dz + g(t). (3.94)

Afin de calculer le cisaillement du Burgers [71, 22], il suffit de prendre
c1<0et K5=0:
71(u1<y),61y,——012), (3.95)

— TV —C
u1(y) = Do+ Dy 20 erf(, 2;9),

ou Dy et D; sont deux constantes.

u =

avec

Le vortex correspondant a la solution (3.95) est :
w= 1(0,0,ws) (3.96)

avec

. c
w3 = —u1(y) = —Dyexp (2;y2> .

Autre que le cisaillement de Burgers, on peut trouver en supposant

c1 > 0 et K3 =0, la solution particuliere suivante :

u= " (ui2), 1y, —c12) (3.97)
—TTV —c
u1(z) = Do + Ds 20 erf( 2;2)

ou Dy et D3 sont deux constantes.

Le vortex correspondant a la solution (3.97) est :
w= T(0,w,,0), (3.98)
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avec
. C1 o
wy = u1(2) = Dyexp(—y~).
2 1(2) 3 p(2yy )
Donc, la solution (3.90) peut étre interprétée comme une solution gé-

nérale qui aboutit au cisaillement général de Burgers. Cette solution est

calculée dans la cas isotherme par Grassi et al. [27].

Dans le deuxieéme cas ou Cr;; = Cp = A # 0, on peut aussi trouver
des vortex stationnaires qui ont un sens physique intéressant. En effet,
supposons que ¢ = ¢3 = cg = ¢ = 0 et A = —¢1 (¢q < 0), on obtient la

solution particuliere suivante :

Aexp(2 (y* —2%) (3.99)
Uy = 1y (3.100)
us = —C12 (3.101)

ezexp(—clt—;f;%) [B—D\/’ ( 1+erf(\é_ —6122))] (3.102)

K

1

p= _56% y°+ 27+ /(6.9.9)dz + g(t). (3.103)

Le vortex associé a ce champ de vitesse est :

w= T(0,ws,ws), (3.104)
ol y
onm A% e[S )
A
w3 = —Vcly exp 261(9 - 22)1




3.2. DYNAMIQUE TOURBILLONNAIRE

Les deux composantes wy et w3, sont fonction de y et z. On peut déduire
un autre vortex particulier instationnaire de I’égalité (3.79) --- (3.83). En
effet, supposons que Cy;; = %, Crr=AMCir=—c=MNcw=c3=c=c =

c10 =0, cg # 0 et g(t) = 0. la solution est de la forme :

AA 1 A
o A1/2 (N A AR
up = Az expl (2t+4yz )] Bessell( 4,41/2) (3.105)
Uy = —AY (3.106)
uz = Az (3.107)
A 2 [ A
0 =exp(M + —2) |By — Divm | -1+ erf(\/_ —2?) (3.108)
2K 2 \kK
Loro, o
p= —5)\ v+ 27 + /(5.9.9)(&. (3.109)
Avec Bj et Dp sont deux constantes et [,(z) := Bessell(v, z), est la

fonction de Bessel modifiée :

2

; k
Lo =(3) & (5

Le vortex w est :

w= 1(0,ws,0), (3.110)
ou
Wy = U1,
AA A2ty + 22) A A
_ T3/ T DTN () — T (P 111
2v S [ 4y } l 7(4Vz ) Z(Zluz ) (3 )
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FIGURE 3.5 — 2° composante du vortex de Burgers instationnaire, A =4, v =1let A = —1

Dans le paragraphe suivant, une nouvelle approche théorique pour les
écoulements turbulents anisothermes basée sur la théorie des groupes de
symétrie est présentée. Elle permet de calculer un grand nombre de «solu-
tions» pour la vitesse et la température moyenne des écoulements cisaillés

turbulents entre deux plans paralleles fixes.

3.3 Lois d’échelles d’un écoulement turbulent aniso-

therme moyenné

Dans le cadre d’utilisation des solutions auto-similaires, nous nous in-

téressons a déterminer les lois d’échelles pour un écoulement turbulent
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anisotherme par ’approche moyennée RANS, en utilisant la théorie des
groupes de symétries de Lie. En effet, dans le cas isotherme M. Oberlack
a trouvé et validé numériquement [50, 52] de nouvelles lois d’échelles (loi
de paroi) qui sont inaccessibles par 1’analye dimensionnelle comme la loi
de paroi de Von Karman (1930). Récemment, M. Oberlack et S. Guenther
(2003) ont trouvé [53] trois nouvelles solutions différentes invariantes (lois
d’échelle) pour la diffusion de la turbulence de cisaillement, qui ont été va-
lidées expérimentalement plus tard (2008) par M. Kinzel et al. [36]. Aussi,
en couche limite turbulente, G. Khujadze et M. Oberlack [34, 35] ont utilisé
I’approche de groupe de Lie pour obtenir des nouvelles lois d’échelle pour

un écoulement a gradient de pression nul.

3.3.1 Approche moyennée

Considérons un fluide visqueux newtonien, incompressible, de coefficient
d’expansion thermique § et de diffusivité thermique k£, dans un canal (2,
de frontiere I'. Ce fluide est alors régi par les équations de conservation de
la quantité de mouvement :

ou

1
5 diviu ® u) + -Vp — 2vdivS — fgbe, = 0, (3.112)
p

par I’équation de conservation de 1’énergie :

00
g + div(uf ) — kdiv(VE ) =0 (3.113)

et, par ’équation de la continuité :

div(u) = 0. (3.114)

Avec u,0,p et e, sont respectivement, les champs de vitesse, la tempé-
rature, le champ de la pression et le vecteur unitaire vertical ascendant. La

décomposition standard de Reynolds est de la forme :
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f=<f>+f (3.115)

ou f est la partie fluctuante de la grandeur f et < f > est un opérateur
défini comme étant la moyenne d’ensemble ou la moyenne stochastique sur
N réalisations du méme écoulement, f (f = u,0 ou p) est une fonction

aléatoire en espace et en temps, prenant la valeur f; pour la réalisation k :

< f(z,t) >= lim Z fr(z,t). (3.116)

N—+400 N

Pour simplifier I’écriture, on écrit :
<u; >=U,<p>=Pet < >=0.
On applique le principe de décomposition de Reynolds de 'égalité (3.115)
aux équations (2.43), on obtient :
e Les équations de conservation de la quantité de mouvement moyen-

nées :

oU; oU; oP PU; 0 < uuy > & 5117
ot 0T} _833 e axk 0T} + 590 (3-117)

e Les équations de conservation de la quantité de mouvement fluc-

tuantes :

o ou, oU;, 0 < ujuy > N ouluf, Op 0%

ot " Fox +“kaxk Dy ﬁxk+8xi_y(9x%_5geeg:0

(3.118)

e Les équations de I’énergie moyennées :

00 00U; 9’0 5119
o ar, ok (3:119)

e Les équations de I'énergie fluctuantes :
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00" 0(Ou;+0U; +0')) 00 0 5190
ot + oz, "o (3.120)

J

e Les équations de la continuité moyennées :

U,
dzy

e Les équations de la continuité fluctuantes :

0 (3.121)

_8%_
= 32 =

Ensuite, on suppose que 1’écoulement est dans la direction x; perpen-

0. (3.122)

diculaire a 'axe x5, comme dans la FIGURE 3.6, et la pression moyenne

remplacée par P(zy) — x1K, avec K une constante.

Canal
X2
—_—
) X,
X3
—_—

FIGURE 3.6 — Ecoulement dans un canal.

On cherche les lois de paroi pour un écoulement bidimensionnel station-
naire en moyenne et on suppose que l’écoulement est de couche tres mince,
ce qui implique :

ou, 00U, 0oU; 00 0P

%:%:am:am:e%:am:amza

Supposons de plus que les moyennes U;,© et P sont fonctions de w9

seul, alors les équations deviennent :
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T 6t+ 18x1+u2d7:c2 11— +V6x2 21+ a To 69 22""
ouu),  op 0% 95 — 0
Ox. + 8xi_yﬁxi ~ 0990 =
N 00" 00" %0’ 9’0 00 U o0’ 0
=9t o, "o "oxd T omy T Vom
auk
aZL‘k

(3.123)

Dans le paragraphe suivant, on détermine les groupes de symétries des

équations (3.123). On résout des centaines d’équations pour trouver les
symétries du systeme (3.123).

3.3.2 Groupe de symétrie et lois d’échelles

Les équations (3.123) sont équivalentes a un systeme de la forme :
S(t,x;, Uy, 0, Pyu,, 0 p') = 0. 1 =1,2,3. (3.124)

Soit X un générateur infinitésimal du groupe de symétrie G du systeme
(3.124) , il est de la forme :

0 J 3.125
""fp’ap/ ( : )

0 0 0 0 0 0
X =&+ +€x,a +&u, aUl—i—f@ —|—5Pap+fu; (9u'-+€9/ 50

et X son prolongement d’ordre 2. La condition de symétrie [54] :
S=0 = X®s=o, (3.126)

aboutit aux composantes infinitésimales suivantes :
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& = [n—2m|t+ A,

e, = [n—m]z+aq(t) +1,

£r, = [n—m]xg+0,

Ers = [n—m]zs+ as(t) +¢

§& = nv,

§n = Nk,

§u = muy + H(t) + c(t, x9) — I(x9, Uy, P),

Euy, = mU; — H(t) — c(t,zq) + I(x9, Uy, P) 4 &1 (1),

Eu, = muj,

§u, = muy + (),

& o= 2mp’ + [K(n —3m) — H(t) — (¢, :1:2)} x1 — Go(t)xs + G(t, x2)
—g3(w2, Uy, P),

Ep = 2mP + (t, x2)wr + Bgh(l, x1, x3)v2 — G(t, 22) + F(1, 21, 73)
+g3(z2, Uy, P),

o = [3m—n]O — L(xs) + h(t,x1,x3),

So = [3m —n]0 + L(xy).

Toutes les constantes et les fonctions arbitraires dépendent de v et k.

A partir des ces listes de générateurs infinitésimaux, on cherche les lois
d’échelles en passant par les solutions auto-similaires U; et © invariantes

par les groupes de symétries, et qui vérifient :

X.U;, = 0. (3.127)

X.6=0. (3.128)
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A partir de ces relations (3.127) et (3.128), on obtient 1'égalité suivante :

&, &, Eo '

avec .

Ey, = mUy — H(t) — c(t, xo) + (29, Uy, P) + &1 (1)
o = [3m —n]© — L(x9) + h(t, x1, x3)
£, = [N —m|xg + .

Les lois d’échelles que nous présenterons par la suite, sont les solutions
des équations caractéristiques (3.129), en supposant que toutes les fonctions
arbitraires sont des constantes :

e Loi puissance, ou n # m,n # 3m et m # 0 :

m
b n—m (s
U1 = Cl ) + —
n—m m
(3.130)
3m—n
b n—m 04
@ = Cg ) + +
n—m 3m—n
e Loi logarithmique, ou m=0, et n £ 0 :
C b
Ulz—ln .’,UQ—i—* —I—CG
n n
(3.131)
-1
Cy
0= 07 To + — —- —
n
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e Loi linéaire, oum=n=20:

Cy
U1 = ?SUQ + 010
(3.132)
Cn
0= TZUQ + 012
e Loi exponentielle, ot m =n # 0 :
Mo Cy
Ur=Ciexp | ——| ——
b m
(3.133)
QmCL‘Q 015
@ == 014 exp ( b ) — %
avec (;,1 =1,...,14 sont les constantes des intégrales.

Ces quatre nouvelles lois d’échelles sont liées aux constantes arbitraires

qui ne sont pas pour le moment validées numériquement.

Lorsque 8 = 0, c’est la convection forcée ou les champs de vitesses

ne dependent pas de la température. Dans ce cas, les équations (3.123)
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deviennent :
Iy ou, - ou, /dUlcS e 0*U, 5 (‘9P5 8u§u§€l
T L Pl B o R P i S
op 0%
— V=5 =0
N ol 80’@’7 %0’ 9’0 , 00 . o0’ 0
Ot + o _Hﬁxg K@x% +u28x2+ Yor,
ou,
= Fo, =
(3.134)

Le groupe de symétries associés a ces équations sont :

& = (n—2m)t+ A,
Eoy = (n—m)x1 4+ aq(t) +1,
£y = (M—m)ao+0b
€, = (n—m)xs+ as(t)

&, = nv,

{e = Nk,

& = muy+ H(t) + c(t, x2) — gi1(x2, U1, P),
€U1 = mUl —H(t) —C(Zf,i@)+91(x27U17P)+d1(t)7

SU’Q = ’ITLUIQ,
Eu, = mug+ ds(t),

Sp’ =
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€P — 2mP+Ct(t,$2)x1 +k(t7'r17x3) —D(t,ﬂfg) +g3(x27U17P)7
o = 1O — L(x9) + h(t, 1, 73),
59/ = Tel -+ L(.CEQ) —|— S.

On remarque que toutes les composantes infinitésimales (groupe de sy-
métrie) des écoulements anisothermes, sont les mémes que les composantes
infinitésimales des écoulements forcés sauf les composantes qui dépend du

coeficient d’expansion thermique 3, c¢’est-a-dire

fp ) f@ & 59’ .

La distinction entre ces deux cas, nous donne par analogie, des nouvelles
lois d’échelles de la convection forcée qui sont :

e Loi puissance, ou m #£ 0,7 #0 et n # m :

m
b |n—m ()
U1 = Cl To + -
n—m m
(3.135)
r
b n—m (4
6203 $2—|— - —
n—m r
e Loi logarithmique, oum =r=0,et n #0 :
o b
Ulzﬁln SCQ—l—g +C6
(3.136)

b
@—f;ln(:vg—k )+32

n
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e Loi logarithmique dans la zone interne dynamique et la loi de puis-

sance dans la zone interne thermique, ou m = 0,7 #0 et n # 0 :

_ b
Up=%1n |2+ |+ Co
n

(3.137)

no O

r

b

9207 Ty + —
n

e Loi linéaire dans la zone interne dynamique et la loi exponentielle

dans la zone interne thermique, ou m=n=0et r #0:

U = S22y + Cy

(3.138)
rIro Cn
© = Cpexp (b) + —
e Loi linéaire, oum=n=r=20:
U1 = %CE’Q + 015
(3.139)
Ci3
@ = Tl’2 + Cl6

e Loi exponentielle dans la zone interne dynamique et la loi linéaire

dans la zone interne thermique, ou m =n #0et r =0

Mo Cy
U1 = 012 exp () + —
b m
(3.140)
C
@ = blgxz + 014

e Loi exponentielle, oum =n#0, et r #0 :
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mxs Yy

U1 = 017 exp (b) + —

(3.141)

b r

C
O = (Clgexp (sz) .

Avec C;,1 =1,...,18 sont les constantes des intégrales.

Une partie des lois d’échelles obtenues ci-dessus sont classiques dans la
littérature. On peut par exemple, citer en convection forcées les lois de
paroi suivantes [18] :

e Loi linéaire (3.139), dans la sous-couche visqueuse et conductive :

Ut =y* pour 0 <yt <5h

(3.142)
Tt =Pry" pour 0<y" <5Pr
e Loi exponentielle (3.141), dans la sous-couche tampon
e Loi logarithmique (3.136), dans la sous-couche inertielle :
Ut =25Iny" +5.5 pour 40 < y*
(3.143)
Tt =212Iny" + 3 pour 40 <y™
: : T -1,
Avec : T la température moyenne adimensionnelle : TF = , T,
la température a la paroi, T, la température de frottement a la })aroi .
a JT
T =——— et a le flux de la chaleur a la paroi.
ur Oy

paroi

Les résultats numériques, voir FIGURES 3.7 & 3.8, montrent que les
profils moyens U™ de la couche limite dynamique présentent la méme to-

pologie que celle de la couche limite thermique a un facteur pres désigné par
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FIGURE 3.7 — Zone interne mécanique [10]

le nombre de Prandtl. Kader [32, 33] propose une formulation plus générale
pour décrire le profil de la température dans la couche limite turbulente

par :

TH(y", Pr)=Pry"exp(-T) + {2.12In [(1 + y*)C] + B} exp(—1/T),
(3.144)

ou I' est une constante définie par :
1072(Pr y™)?
14 5Pr3yt

et, C' est définie suivant le type de I’écoulement :

— Canal de demi-hauteur A ou tuyau de rayon h :
1.5(2 —y/h)
- 1+2(1—y/h)?

— Couche limite d’épaisseur ¢ :

252 y/d)
T 141 —y/o)?
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1 10 100

FIGURE 3.8 - Zone interne thermique [7], Pr = 0.71 et 3 = (3.85Pr'/*—1.3)24-2.121n Pr.

D’autres échelles de températures ont été calculées et validées numérique-
ment pour la convection forcée dans la couche limite turbulente; W.K.
George et al. [24], X. Wang et al. [77, 76]. Ces échelles [77], avaient comme
but d’éliminer les effets de la dépendance du nombre de Reynolds et du
gradient de la pression sur le profil de la température des deux flux interne

et externe.

Dans ce chapitre, nous avons utilisé la théorie du groupe de Lie en dy-
namique tourbillonnaire pour calculer des nouvelles solutions exactes des
équations Navier-Stokes en anisothermes, et des vortex particulier. En-
suite, pour un écoulement parallele, moyenné par la méthode de RANS,
nous avons trouver des nouvelles lois d’échelles pour la vitesse et la tem-

pérature.
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Dans le chapitre suivant, nous allons nous intéresser a la mise en ceuvre
de cette approche pour étudier et construire des modeles de sous-maille

consistant avec les équations de Navier-Stokes en anisotherme.
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Chapitre 4

Modeles de turbulence invariants par

le groupe de symétrie

Dans la litérature il existe un grand nombre de modeles LES, qui se
basent sur des hypotheses diverses, d’origine mathématique et physique
(66, 67]. Parmi ces modeles, beaucoup détruisent les propriétés d’invariance
des équations de Navier-Stokes par rapport a certaines transformations
(4.1). D’ou I'idée d’utiliser la théorie de groupe de symétrie pour conserver
la physique de l’écoulement pendant la simulation numérique. Dans ce
chapitre, on donne d’abord une définition d’'un modele invariant par le
groupe de symétrie. Puis, une analyse des modeles de turbulence présentés
au chapitre 1, paragraphe 1.2 par rapport aux symétries des écoulements
anisothermes du chapitre 2, paragraphe 2.4.1. Ensuite, on présente une
méthode de construction de modeles invariants par le groupe de symétries
G d’un écoulement turbulent anisotherme!. Enfin, on donnera plusieurs

modeles invariants a partir de cette classe de modeles.

4.1 Principe

Formellement, la seule différence entre les équations de Navier-Stokes

anisothermes (1.19) et les équations filtrées (1.20), est la présence des deux

1. Cette méthode reste valable pour n’importe quel type de modélisation des écoulements par LES
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termes :

div(r?) et div(h).

L’invariance des équations filtrées (1.20) par les transformations (2.55)-
(2.63) dépendent donc des propriétés du modele. On dira qu’un modéle
est invariant par le groupe de symétrie G si les équations (1.20)

sont invariantes par toutes les transformations du groupe G.

Dans ce qui suit, on va analyser les modeles de turbulence du chapitre

selon leurs propriétés d’invariance.

4.2 Analyse de modeles

4.2.1 L’invariance par les translations temporelles et de pression

Les modeles présentés ci-dessus sont invariants par les translations tem-
porelles et de la pression. En effet, ces deux translations (2.55, 2.56) sont

de la forme :

(t,x,u,@,p) — (t + aaxaua(g)p):

et

(t, 2, u,0,p) — (t,2,u,0,p+ (L))

Le temps et la pression n’interviennent pas dans 77 et h pour tous les
modeles de turbulence 1.2, sauf pour le modele de fonction de structure

qui dépend de t :

FQ(Q:véa t) - F2($767 t)

alors



4.2. ANALYSE DE MODELES

et
h = h.

D’ou l'invariance par rapport aux translations temporelles et de la pres-
sion.
4.2.2 L’invariance par rotation

Les équations anisothermes filtrées (1.20) sont invariantes par le groupe
de rotation (2.58) :

(t,z,u,0,p) — (t, Rz, Ru,d,p),

si et seulement si :

#M=—RTR et h=RHh.

Comme on a :

et,

On déduit donc :
e Les modeles de sous-mailles, similarité d’échelle et Bardina-Smagorinsky
sont invariants par ce groupe.

e Le modele de Wang est aussi invariant par la rotation. En effet :
f=RBT'R, 4=R~"R, Q=Rn"R,
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alors :
7 = —Csf — CywA — Cyi
= R (-CsB—Cwy—Cyn) "R
= R7" 'R

car les constantes du Wang Cyg, Cy et Cy sont invariantes par la

rotation. De plus :

~Cye § 71 V0
= —CypeFR™TR RVO
— Rh

>
I

D’ou l'invariance par la rotation.

4.2.3 L’invariance par la transformation galiléenne généralisée
Aussi, on a l'invariance par le groupe de transformation galiléenne gé-
néralisée (2.59) :
(t, 2, u,0,p) — (L2 + a(t), u+a(t), 0,p + pr . a(l))

En effet

Donc les modeles Smagorinsky, Wang, WALE, fonction de structure

Eidson et Eidson modifié sont tous invariants et on a :
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Et pour les modeles dynamique, Bardina et Smagorinsky-Bardina on a :

L = (u+al)® @+ at) — (@+alt) @ (@+ at))
SU-T®T

I
N =

car &(t) ne depend pas de z, parsuite 7 = 7. De méme on a :

H = 0u—0u
= O(u+ at)) — 0(u + a(t))
= Ou— Ou

d’ou l'invariance.

4.2.4 L’invariance par les changements d’échelle

On peut rassembler les deux changements d’échelles (2.60,2.61) par une

transformation a deux parametres de la forme :

b b2
(t,z,u,0,p,v, k) — (a2t,abx, gu, 59, ﬁp, b2y, b%)

et on a l'invariance par ces deux groupes si et seulement si

b2
~d d
T ?T
et A 2

e Supposons que 0 est fixe, le modele de Smagorinsky n’est invariant
ni pour le premier changement d’échelle (qui correspond a b = 1) ni
pour le second (a = 1). En effet,
la viscosité de sous-maille du modele de Smagorinsky varie comme

suit :
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| T
- SO
a
1
= S Vsm,
car
2 1 A2 1
a a
Par suite )
R 1 b
7 = gTd + gTd

L’évaluation dynamique du coefficient C; rend le modele dynamique

invariant. En effet

Cy = a’*h*Cy,
ce qui donne

N 2

Usn = b Vg,

Par suite on a

. b2 9 b2 . b2
L="5C0 |S|S=—5L et H=—H
a
D’ou , ,
b b
~d d _
T = gT et h gh

Le modele de Wang est invariant par les changements d’échelle grace
au procédure dynamique des calculs des constantes de ce modele. En

effet :

1 o1 o1
6—;& Y= =,

A A A A 1
CS = a2b205, CW — CLszcw, CN = a2b2CN et CgG = ?ng.
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D’ou :
7 = —Csf — Cwh — Cyi
b2
= (—CsB — Cwy — Cnn)
oy ? 7’
et
b= —Cio § 7 VB
b2

e Le modele WALE n’est pas invariant par les changements d’échelle.

En effet |
ﬁsm gysm
Donc
i o 11,
7= =204,5 = _ijsms =7 + T
a a a

e Le modele d’Eidson, n’est pas invariant par les changements d’échelle

car

7/;d

d b? d
= —7%# —7°%
at a?

e Par rapport au modele de fonction de structure d’ordre 2 on a :

A ) b
ﬁsm = CF55F21/2 = CF55QF§/2 = aVsm

parsuite, 'image de tenseur déviatorique 7% par ces changements d’échelle

est :

~ b 1 b b
2= _9p, S = —2&V5m 55 = —2—= VS # 27'd.

a a3 a
Donc, le modele de fonction de structure n’est pas invariant par les

changements d’échelle.
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e le modele de Bardina est invariant par les changements d’échelle, En

effet :
Moo= K (&@&—E@ﬁ)
b2 _
= a2[ﬁ<u®u—u®u)
b2 d
o ?T
et
h = K, (éa—éé)
b2 — =
= gKg (0u—0u>
62

Comme les modeles de Smagorinsky et Bardina sont invariants par les
changements d’échelle, alors le modele mixte Smagorinsky-Bardina est
aussi invariant.

4.2.5 L’invariance par la translation pression-température

Pour que les équations filtrées (1.20) soient invariantes par le groupe de

translation pression-température (2.57) :
(ta Zr,u, Hap) — (ty €, U, 0 + gvp + aﬁgx?))
P

il faut et il suffit que

=711 et h=h.
Par cette transformation, les champs des vitesses, le gradient du tempé-

rature et du pression ne varie pas. C’est qui donne l'invariance des modeles
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Smagorinsky, Dynamique, Wang, WALE, Eidson et le modele de fonction
de structure. Le modele de Bardina et le modele mixte sont égalements

invariants par translation pression-température. En effet

L = G@u—-u9q
= UQU—TURU
= L

et

X,
Il
P D
Spho<Sp
I I
N DN
S S

I
X

4.2.6 Invariance par réflection

Les équations filtrées (1.20) sont invariantes par la réflection (2.62)

(t,z,u,0,p) — (t, Az, Au, 20, p),

si et seulement si

Ou A = diag(il,ig,i?,) et il = =+1.

Comme
5=5, Q=0, et V0=iAVf
alors les modeles de Smagorinsky, Wang, Eidson et Eidson modifié sont

invariants par ces réflections.
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4.2. ANALYSE DE MODELES

De plus, on a

Sh

®

S

=u®u et Ou=1iA(fu).
Cela conduit a l'invariance des modeles dynamique, de fonction de struc-
ture, Bardina et Smagorinsky-Bardina par ces transformations.

En ce qui concerne le modele WALE, on a :

0=0

Y

ce qui donne :

S
Sd

A D
IS+ 11412

Ensuite, le modele WALE est invariant par ces réflections.

T

' 5)2 HS
S]] + 11s)°

Dgm = (C)?

sm

4.2.7 Invariance par l’indifférence matérielle

Les équations filtrées (1.20) sont invariantes par I'indifférence matérielle
(2.63) :

. 1
(t,z,u,0,p) = (t, R(t)x, R(t)u + R(t)z,0,p — 3wy + §w2 )%,
si et seulement si

2 =Rt) 7" TR(t) et h=R(t)h.

e Les modeles de Smagorinsky, Eidson sont invariants par la transfor-
mation (2.63). En effet,

Ensuite,
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et
h = R(t) h.

e Pour les modeles dynamique, Wang et les similarités d’échelle on a :

£ = R@t)(zeu-aea) TR
+ Rt) (wor-a0z) TR)
+ Bty (reu-z0a) TR)
+ R (rer-z07) TRE).

Or pour tous les filtres, on a :

(u@x—i@ﬁf) # 0

(FFu-r08)£0

(x@x—f@f)#&

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Donc, ces modeles ne sont pas invariants par l'indifférence matérielle.

e Le modele WALE n’est pas invariant par la transformation (2.63). En

effet
Q=R(t) QTR(t) + R(t) "R(t)
=Rt)QTR(t)+J
ou J est la matrice :
0 10
J=|-100
0 00
ce qui donne :
I Ed
_ 5 - s
Vsm = (Cw6)2 ~15 w : —5 = Vsm.
B+ e 5[+ 17"

Don : 74 R(t) T TR(t).
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e Le modele de fonction de structure n’est pas invariant par 'indiffé-

rence matérielle. En effet :

A

Fa = /” /=3 [RU(% t) + R — (RU(SU +2',t) + Ra' + Rx)fd?’x’
- I /H_g [ﬂ(l’, t) - U(:E + x/’ t) T RRZEJ}Q d3£13'/
— F 2 m2 g3,/
= Fotut [ P
_2w/” 11=3 Tla(z,t) —w(z + 2, t)] TRR2' d®

= Fy+ 21w’ — 2w/ 13 Tla(x,t) —u(x + 2/, t)] TRR2'd*2.
On constate que fz # F5 quelque soit u(z,t). Donc

ﬁsm#l/sm

et parsuite

£ R(t) T TR(t).

Cette analyse des modeles de turbulences est résumée dans le TABLE
4.1, on déduit que la plupart des modeles ne sont pas invariants par les
changements d’échelle

Donc lors de la modélisation de la turbulence, en LES, il est important
que le modele ne détruise pas les symétries des équations (1.19) si on veut
retrouver les lois de conservation et les propriétés de la solution exacte. Au-
trement dit, lorsqu’on introduit le modele dans les équations filtrées (LES),
il faut que les symétries des équations d’origine soient aussi symétries des

équations finales ce qui est le but de la partie suivante.

Dans le paragraphe suivant, on va construire une classe de modeles

anisothermes invariants par le groupe de symétries des équations (1.20).
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INVARIANTS

Modeles de Tran,. Xo X1 X; Y1 &Y, TranZ Ref Ind Mat
turbulence Tran,. Yy, Rot Gal Echelles P & T

Smagorinsky Inv Inv Inv Non-Inv  Inv  Inv Inv
Dynamique Inv Inv Inv Inv Inv Inv  Non-Inv
Wang Inv Inv Inv Inv Inv Inv  Non-Inv
WALE Inv Inv Inv  Non-Inv Inv Inv  Non-Inv

Eidson Inv Inv Inv  Non-Inv Inv Inv Inv

Eidson modifié Inv Inv  Inv Non-Inv Inv Inv Inv
Structure Inv Inv Inv Non-Inv  Inv Inv  Non-Inv
Bardina Inv Inv Inv Inv Inv Inv  Non-Inv
Mixte Inv Inv Inv Non-Inv  Inv Inv  Non-Inv

TABLE 4.1 — Résultats d’analyse des modeéles

4.3 Construction d’une classe de Modeéles anisothermes

invariants

Pour que le modele soit invariant par rapport aux groupes des transla-
tions (2.55), (2.56) et (2.59), il suffit que le tenseur de sous-maille 7% soit
indépendant du temps et de la pression. Et pour assurer 'invariance par
rapport & la translation pression-température (2.57), on ne fait intervenir
A qua travers son gradient T = V#. Ensuite, pour avoir I'invariance par

I'indifférence matérielle, on prend

— 7 =£(5,T) (4.5)
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— h=§(S,T). (4.6)

D’apres la théorie des invariants et 1’égalité des traces, on peut modeliser

les deux couples (7, h) de la maniére suivante :

74 = B\S + By Adj’ S + F3(T @ T)?

+E [STeT)] + E [S(ToT)3]", (4.7)

—h = EgT + E.S T + FEyS°T,

ol les coefficients F; sont des fonctions des invariants indépendants formé

a partir de S et de T qui sont :

X =tr5°, ¢ =detS, 9 = T w =T.S T,wy =S5 T.S T, et Adj est
que :

I'opérateur adjugué ou comatrice tel
S.(AdjS) = (det S) I,.

Il ne reste plus maintenant qu’a faire vérifier I'invariance par les chan-
gements d’échelles (2.60, 2.61 ).

Notons
RS
v = 3/2
Y
Vo — ﬁ
w1
U3 = 52
Vy4 = ﬁ

Théoréme 1 Un modéle de sous-maille (79, h) de la forme :
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—7 =y S +vXV2E,Ad)? S

+vXPER(TT) + vX2F[S(T @ T)]]

(4.8)
+ vX 52 FS[(T @ T)S)Y
—h==r <F6 L X2ES XlFSSQ) T,
oules F;, 1 = 1,...,8, sont des fonctions des invariantes (vy, vo, v3, v4).

respecte le groupe de symétrie des équations des écoulements anisothermes
(2.43).

Preuve et la méthode de construction

Le premier changement d’échelle est défini comme suivant :
(t,z,u,0,p) — (a’t,ax,a ‘u,a=0,a >p). (4.9)

Pour avoir I'invariance du modele par le premier changement d’échelle,
il faut et il suffit que I'image de tenseur de sous-maille et le flux thermique

de sous-maille par cette transformation soit de la forme :

N d
=T (4.10)
A 1

Or

~ 1
~ 1

on obtient
N 1
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(:&)2 = p wo.
A partir de ces relations et du modele (4.7), on doit avoir

Ei(X,6,0,01,00) = by Bi(X, €, 0, wi, w) (4.12)

bl:1,b2:a2,b3:a6,b4:a8,b5:alo,b(;:1,[)7:@2 et b8:a4.

La variation de E; autour de a = 1, nous donne

PR g 25t 0 S o TR )
oX (’95 ov Ow W1 &ug o
ou
1 3 oY 1
c1 =0,c0 = = T5a= —2,c5 = 5 C6 = 0,c7 = 5 et cg = —1.

Les équations caractéristiques associées des égalités (4.13) sont

dx  2d¢ dY 2dw  dwy dE;
X  3& 20 5w 3ws B
Une solution des ces équations (4.14) de la forme :

(4.14)

E; = XY Fy(v,v9,v3,04), i =1, ..., 8.
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INVARIANTS

montre I'invariance par le premier et second changement d’échelle, d’ou

le théoreme.

Pour réduire notre classe de modeles invariants, de telle fagon qu’ils
respectent le second principe de la thermodynamique, on donne des valeurs

pour les fonctions F; :

agm agm agm
—7t = 2 m vy —— —4vg—— — dvg——
’ v { g 1 6?)1 2 8’02 v 8’03

Ogm
G,

S
8114 T

8 m —_—
x-1229m pqitg
81)1

(4.15)

OGm — Om s
+X_3/2agv3 (TeT)*+ 226‘2?)4 [S(T ® T)),

8gt 8gt7 6gt 9| =
—h = L+ X2 xX-1—= T
" (8@2 3 81}3 ot 81)4 5 ’

ou g,, et g; sont des fonctions de

5 19 (.U]_ (,(j2

T e T T e T

Les v; sont les invariants par le premier changement d’échelle (2.60).

Enfin, on vérifie que le modele défini par (4.15) est invariant par les
changements d’échelle (2.60) et (2.61).

On présente dans ce qui suit quelques cas particuliers des modeles inva-

riants.
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4.3.1 Modele invariant fortement couplé

Si on choisit g, et g; fonctions uniquement de vy et v9, on a :

—7rl =y <2gm — 31}1i — 41}29) S+ V—i Adjd S,

0 0 S| o
. 2 1511 90y (4.16)
—h = K,htT.
0 _ —
ou hy = 8%’ et ||S]] =V trS” On obtient un modele couplé ot 7¢ et h
U2

dépendent tous les deux de S et de 8 . On test un cas particulier de modele

fortement couplé au chapitre 5 ou g, et h; sont de la forme :

1
9m = Om(vl + 7)
U2

gt = Cyuy

d’ou une forme particuliere du modele invariant couplé :

—4
P R

lot.5 1 yS4+ 1 Adi¢S
517 o1 © T j

[H]

9

(4.17)

—h = kOt T
5]

4.3.2 Modele invariant non couplé

Si on suppose que g,, dépend uniquement de v = v; et g; uniquement
de v9, alors on obtient un modeéle non couplé ou le tenseur de sous-maille

ne dépend pas de la température :

_ 1 _
—74 = (2, — 3vgm)S + uﬁ gm Adj?S,

(4.18)

—h = Hht T,
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On remarque que les fonctions g,, et g; sont arbitraires. On étudie deux
cas, le premier choix sera une fonction linéaire de v qui nous donne un
modele invariant nul & la paroi mais n’a pas un comportement en x5 proche
de la paroi (zy coordonné suivant la direction normale). C’est pour cela,
que 1'on propose un deuxieme modele invariant nul a la paroi et qui a le

comportement en x3 proche de la paroi.

o Modele invariant linéaire
Prenons le cas ou g, et h; sont des fonctions linéaires de v :
Gm = v, hy = C

ou ¢, et C} sont deux constantes du modele, dépendant de la taille

du maillage et de la constante de Smagorinsky. Alors,

d detS < da 1
—T1"=vey |—i=% S+ Ad)Y S =1,
S NER P2 TE]

(4.19)

—h = kO, Lt T
5]

Ce modele est nul a la paroi et a un comportement en x, proche de
la paroi. En effet, considérons tout d’abord le premier point ou on a

une plaque plane placée a x5 = 0, (voir 4.1) on a :

0| _,
ory|
paroi
o) _,
8x 3 )
paroi

et d’apres la condition de I'incompressibilité on a aussi :
Oy
8%2

paroi
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X2 x3

x1

FIGURE 4.1 — Ecoulement proche de la paroi

Donc a la paroi, le tenseur de déformation filtré devient :

8@1
e
oty 6@3

)paroi - 8x2 0 ax2

Ous
O,

Ensuite, le déterminant est nul :
detS| =0 (4.20)

paroi

Une autre formule de 'adjugué du tenseur de déformation S est don-

née par (car trS =0) :
R
AdjS =5 — 5‘51‘5 1.
Sa partie déviatorique est :
da &2 1 =2
Adj* S =5" — gtrS 1.

La dissipation D, d'une part, est donnée par :
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D = tr(=St%

detS 1
= Ve 15 4 Ve tr( Adj?’S.S)
15 |5
_ detS rg 3detS
RER IS
= 2ycmdets27
trS

et d’autre part, définissant la viscosité de sous-maille par :
=2
D =2u,,V trS".

Donc la viscosité de sous-maille du modele invariant linéaire est :

detS
Vem = VCp————3. (4.21)
(\/ tr52>
D’ou a la paroi on a :
detS
V3m|par0i = chHH?’ = 0 (422)
paroi

Proche de la paroi, les composantes du champs de vitesse sont de la

forme [18] :
= uy(wy, w3)ae + up(w1, 23)75 + O(3)
Uy = Ug(l‘l,xg)él?% + 0(17%)
U3 = wi(xy, 13)Ty + wy(zy, w3)25 + O(3)

Donc, on peut décomposer le tenseur des déformations proche de la

paroi sous la forme :

S = So + Sixo + O(.T%), (423)
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INVARIANTS

ou Sy, 51 € M3(R) tel que : trSy = trS; = detSy =0 et

detg‘

pres de la paroi

= det(So + 5'1:132)

1
= 5 tr[Adj(So + S122).(So + S122)

1
= § tI‘(S() -+ 515132)3

1 1
= §trSg + tr(SES) ) + tr(SpSE)as + gtrSfxg

1
= tr(S35)) wy + tr(SpSP)as + - trSial
N 3

#0
= A$2 + O(xg)

ou 3 trS§ = detSy = 0 et A = tr(S3S1) # 0. Donc, d’apres I'égalité

(4.21), la viscosité de sous-maille du modele invariant linéaire a un

comportement en xo proche de la paroi. C’est pour cela, que ’'on pro-

pose un deuxieme modele invariant pour lequel la viscosité turbulente

admet un comportement en (x5)% proche de la paroi.

® Modele invariant exponentiel

Supposons que g, et h; sont de la forme :

ou v =

Gm = (1 — exp(—2?)),

he = (1 — exp(—v?)),
detS o ) )
W, alors le modele invariant non couplé est donné par :

—7 = vy, [2(1 - exp(—v*)) — 90% exp(—v?)] S

1% _
+Tg] A4S (4.24)
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Avec :

2

Gm = 3cmv® exp(—v?).

La quantité 77 est nul & la paroi et se comporte comme (z)? pres de
la paroi. En effet, d’apres les relations (4.18) et (4.20), le déterminant
est nul & la paroi, et par conséquent g, = 0, G, = 0 et 7 = 0. En ce

qui concerne la viscosité de sous-maille pres de la paroi on :

D
Vsm = =
1S
B tr(S77)
—IsIP
— HV;TT? [2(1 _ eXp(—v3)) . 9U3 eXp(—v?’)} tr52 + HV;{F)’ tr(S Ade S)
= V;m [2( — exp(—v?)) — 9° exp(—v?’)} + HVS%% detS

qui se comporte en (z2)® proche de la paroi.

4.4 Lois d’échelles conservées par les modeles inva-

riants

D’autres propriétés intéressantes des modeles invariants (fortement cou-
plé (4.17), non-couplé linéaire (4.19) et invariant exponentiel non-couplé
(4.24) ) viennent du fait qu’ils sont invariants par les groupes des symétries
(3.3.2) des équations de Navier-Stokes anisothermes moyennées (3.123) si
on répete la méme procédure des moyennes par RANS sur les équations
des écoulements turbulents anisothermes filtrées (1.20). En effet, formel-
lement la seule différence entre les équations des écoulements turbulents
anisothermes filtrées et non filtrées est la présence de div(7?) et div(h)

comme on présente dans la FIGURE 4.2 & 4.3.
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N.S — Lois d’échelles
! T
< N.S > — Groupe de symétrie
—_———
Moyennage par RANS

FIGURE 4.2 — Lois d’échelles, par la méthode de RANS

— Lois d’échelles

T
— < N.S>=< N.S>+ < div(t?) > & < div(h) >

(-2

Filtrage par LES Moyennage par RANS

F1GURE 4.3 — Lois d’échelles, par I'application de la méthode de LES puis RANS

Pour montrer que ces modeles invariants conserve les lois d’échelles des
écoulements turbulents anisothermes présenté au chapitre 2, paragraphe
3.3, il faut :

e Moyenner par la méthode de RANS et par la méme hypothese, les
équations anisothermes filtrées (1.20), ou le tenseur de sous-maille 7¢
et le flux de sous-maille h sont celles des modeles invariants.

e Vérifier que chaque transformation de groupes des symétries des équa-
tions anisothermes moyennées par la méthode de RANS (3.3.2) est une
symétrie de I’équation anisothermes filtrées par LES et moyennées par
RANS (4.25), ott le tenseur de sous-maille 77 et le flux de sous-maille

h sont celles des modeles invariants.

En effet, les équations anisothermes filtrées par LES puis moyennées

par RANS sont calculées comme dans le paragraphe approche moyennée
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(3.3.1), elles sont de la forme :

T at + 1(97331—'_“2(171*2 il
% 0°U, 5 oP 55
TV |9t | oy, P90 | dat
om0 T div(e >0
oxy, 0x; B Vax% — 890012 + ( 1V(< Tinw >))z =
—y - - _ _ (4.25)
y_ 00 00w 0% o6 00
~ o or; Iia;;;? B Kax% +u287:132+
—/
Ulaixl—i_ div(< hipy >) = 0.
_0n
&/L'k

o U =<1u>+u := U+ est le champ de vitesses filtré par LES, puis
décomposé, par la méthode de RANS, en une partie moyenne notée
U et une partie fluctuante notée @'.

o0 =<0 >+ := 0+ est la température filtrée par LES, puis
décomposée, par la méthode de RANS, en une partie moyenne notée
© et une partie fluctuante notée q.

e p=<p>+p := P+7 estle champ de pression filtré par LES, puis
décomposé, par la méthode de RANS, en une partie moyenne notée
P et une partie fluctuante notée p'.

Grace aux propriétés des modeles invariants, on peut montrer que les
transformations du paragraphe 3.3.2 du chapitre 3 sont des symétries des
équations (4.25). Aussi, les lois d’échelles établies dans le chapitre 3 restent
valables quand 7¢ et h sont déduites des modéles invariants.

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de construction d’une

classe de modeles invariants pour un écoulement anisotherme. Puis, on en
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a déduit trois modeles particuliers de sous-maille. Ces modeles permettent

d’obtenir les lois d’échelles établies dans le chapitre 3.
Dans le chapitre suivant, un test numérique est effectué pour les mo-

deles : Smagorinsky, Smagorinsky dynamique, et invariants, pour la confi-

guration d’une cavité chauffée ventillée ou non.
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Chapitre 5
Validation numérique

Dans ce manuscrit, les simulations sont effectuées avec le Code-Saturne?

2] qui a été développé par Electricité de France EDF. Code-Saturne ré-
sout les équations de Navier-Stokes, pour des écoulements en 2D ou 3D,
stationnaires et instationnaires, laminaires ou turbulents, faiblement com-
pressibles ou incompressibles, isothermes ou anisothermes. Ce code est écrit
en volumes finis pour un maillage structuré ou non-structuré 2. Nous avons
implémenté dans le Code-Saturne les modeles invariants suivants : invariant
linéaire, couplé, exponentiel et invariant dynamique. Dans ce chapitre, on
donne une description rapide du schéma de discrétisation utilisé dans Code-
Saturne. Puis, on rappelle les modeles invariants qui seront simulés. Enfin,
les résultats des validations numériques en convection naturelle et mixte

seront présentés.

5.1 Structure du Code-Saturne

Pour simplifier I’exposé, nous présentons la discrétisation a partir des

équations de Navier-Stokes (avec une viscosité éventuellement non constante).

1. Code-Saturne est un open source
2. Maillage non-structuré est utilisable pour des géométries complexes
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5.1.1 La méthode des volumes finis

Le principe de la méthode des volumes finis est de découper le domaine
de calcul en un nombre fini de cellules de centre I et de volume ; [74], puis
on integre les équations de Navier-Stokes sur chaque volume des cellules.
Commancant d’abord, par I’équation de conservation de la quantité de

mouvement (5.1) :

ou 1
— + div(u ® u) = —=Vp + div(2vS) +Ss, (5.1)

ou S est un terme source.

L’équation de conservation (5.1) est intégrée sur chaque cellule €2;, on
obtient :

ou 1
/Qi e d:r:+/Qi div(u®@u) dr = _p/Qi Vp d:c+/Qi div(2vS) da:+/ﬂi Spdz.
(5.2)
Le théoreme de la divergence, appliqué au terme de convection et diffusion,
permet de transformer les intégrales de volume en intégrales de surface

comme suit :

<‘/Qi uda:) +/Si(u®u).n ds = —;/Sipn ds+/si(21/S).n ds + So €] .
(5.3)

Avec S; = 0€); la surface entourant le volume €2;, n le vecteur unitaire

0
ot

normal extérieure a la surface S;. Dans le Code-Saturne, les variables sont

calculées au centre de gravité de la cellule.
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5.1.2 Terme de convection

Le terme de convection est calculé comme suit :

/SL- div(u @ u) d2 = /S(u®u)n ds
- Z E]((U)vu)+ Z Fbik((u)7u).

J€Vois(i) ke (3)
Avec :
Fij((w),w) = [(w)i;-Si ugij (5.4)
Fbik((u)7 u) - [(u)bik'Sbik] Ufy,, (55)

Avec Vois(i) ensemble des centres des cellules voisines de €;, () en-
semble des centres des faces de bord de §2;, S;; = ;N Q;, Sy, est la k-eme
face de bord de 0€2; N 982, voir FIGURE 5.1.

F1GURE 5.1 — Configuration de deux cellules adjacentes I et J internes au domaine

Les valeurs des vitesses Fj; et Iy, sont calculée aux centres des volumes

de contdle €2;. Il existe trois schémas dans le Code-Saturne pour le calculer
Fy -
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5.1. STRUCTURE DU CODE-SATURNE

e Le schéma décentré amont d’ordre 1 (UPWIND) :

Fij((u), u) = F((u), u)

Ufij = Ur si ("UJ)ZJSZJ = 0 (56)

Ui = UJ si (u)USU < 0,

e [.e schéma centré d’ordre 2

Fij((pu), u) = E5F™((pu), u)
(5.7)

usii = azjur + (1 — aij)uy + & [grad(u); + grad(u),] .OF,

_FJ

Sy

e Le schéma décentré amont d’ordre 2 (Second Order Linear Upwind,

S.0.L.U)

ou Q5

Fij((u)y u) — Fg'O'L'U((U), u)

upi; =ur+ IF.(grad(u)); st (u);;S;; =0 (5.8)

Ufijg = Ug + F.(grad(u))J si (U)ZJSU < 0.

la valeur de Fp,, est calculée comme suit :
uf’bik = uy S| (U)USZ] = 0

up, =up, sio(u);Sy <0,

ou uyp, valeur au bord donnée par les conditions aux limites.
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5.1.3 Terme de diffusion

Le terme de diffusion est la somme de deux quantités suivantes :

/Q div(2vS) dQ = /5.<2V S).n ds
= /Si(V grad(u) + v "grad(u)).n ds.

Ces deux termes de diffusion sont approximés comme suit dans le Code-

Saturne :
/S (vgrad(w)mds= Y Dyu)+ X Dy, (u). (5.10)
¢ J€Vois(i) ke (7)
Avec,
Uy — ujyr
et
Up;,, — U
Dbik(u) - Vbikk[/TFSbik' (5'12)

La viscosité v;; a la face est calculée a partir des valeurs de v;; aux centres
des volumes de contole §2;. Deux méthodes sont proposés pour calculer v;;,
soit par une moyenne arithmétique :

1
Vij = 5(1/] + Z/J), (513)

soit par une moyenne géométrique :

vr vy
Vij = s (514)
QU1 + (1 — Oéz‘j)VJ

et la viscosité v, = vy.

5.1.4 Discrétisation temporelle

Dans cette partie, on présente le principe de la résolution, par Code-

Saturne, ’équation de quantité de mouvement, 1’équation de continuité et
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’équation de transport d'un scalaire a (a est la température dans notre
cas). Ce principe est basé sur une discrétisation temporelle de type Euler
implicite d’ordre 1 ou Crank-Nicolson d’ordre 2.

La discrétisation temporelle du systeme (2.43) se fait par une méthode
dite "méthode pas fractionnaires" (prediction-correction)[2]. Soit At le pas
de temps, et on suppose que les variables physiques (u, a, p) sont connues a
I'instant " aux centres des cellules €2;. La résolution temporelle de I'instant
t" & instant "™ = " + At se fait en trois étapes :

e La premiere étape (prédiction), consite a prédire le champ de vitesse,

de I’équation de conservation de la quantité de mouvement, avec une

pression et terme source explicite comme suit :

(5.15)

At

ut —u"
( ) + div[u* @ u* — 2v5%)] = —%Vp” + 5%

Cette étape aboutit a la premiere valeur du champ de vitesse u*, ap-

pelée vitesse prédite. Ce champ de vitesse ne vérifie pas la condition :
div(u™) =0

e La seconde étape (correction de la pression), consiste a résoudre une

équation de Poisson [57], afin de retrouver un champ de vitesse u" '
a divergence nulle, tout en négligeant les variations du terme source
et des termes de convection et de diffusion. Le systeme (5.15) s’écrit

alors, comme suit :

V.t =0
(5.16)
p(un+1 . u*) — At v(pn+1 _p*)
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Pour résoudre ce systeme (5.16), on prend la divergence de la deuxieme

équation du ce systéme pour obtenir une équation de Poisson sur

n+l __ ,n+l n .
=P —p

I'incrément de pression dp

div(At Vop"th) = div(pu*) (5.17)

La résolution de ce systéme permet d’obtenir d’abord la pression p"*1,
AtVop" !

ntl — y*———— enrésolvant

puis le champ de la vitesse corrigée u
la deuxieme équation du systeme (5.16). Ce champ de vitesse vérifie
I’équation de la continuité suivante :

div(u"™) =0
e La troixieme étape consiste a résoudre 1’équation du transport pour
la température # comme suit :

9n+1 — B*
A + div(u"Mo" — (k + k) VO = 0. (5.18)

Notons, qu’on utilise la méme méthode pour I'intégration des termes de
convection et de diffusion de I’étape de prédiction du champ de vitesse pour
résoudre ’équation du transport (5.18). Aussi, pour les modeles LES; la
viscosité turbulente de sous-maille v; est utilisée explicitement dans la pre-
miere étape de prédiction du champ de vitesse u* et la diffusivité turbulente
de sous-maille est utilisé a la troisieme étape de calcul de la température
0. D’ailleurs, trois conditions aux limites peuvent étre choisies : condition

de type Dirichlet, de type Neumann ou condition périodique.

5.2 Modeles de turbulence en LES, simulés avec Code-

Saturne

Les valeurs de références des constantes utilisées dans code-saturne sont :
Cs = 0.065 et Prg, = 0.699.
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Par ailleurs, I’échelle de sous-maille est définie par :

W=

0 = 2(AzAyAz)s.

Modéle invariant linéaire.

—7% = v(C,,0)? —detSS+ ! Adj?S
B BN T B |
(5.19)
h = (O g
—N=RKR\U0)"——35 VU,
S|

ou Adj est I'opérateur adjugué ou matrice des cofacteurs telle que :
[ N
Adj"S =S5 —gtrS I3
et C,, = Cy = C sont égales a la constante de Smagorinsky.

Modeéle invariant dynamique linéaire.

Dans cette partie, on calcule les deux constantes (C,, et C}) du modele

invariant linéaire par une procédure dynamique, on obtient les deux égalités

suivantes :
Lij B
C,, = 22 (5.20)
i
ou
Pij = aij — By
~9 det? ~ 1 ~
Ckij = —UV — —
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et

Cr = —=; (5.21)

ou

Modele exponentiel

Supposons que g,, et h; sont de la forme :
9m = (053)2(1 - exp(—v3)),

hi = (C40)*(1 — exp(—v?)),
detS

ou v = —, alors le modele invariant exponentiel est donné par :

5]
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CHAUFFEE

+29m Adj? S, (5.22)

avec

Modele couplé

Le modele invariant couplé est de la forme :

4= (Cy6)* |( dets 2 I3 ) S+ L Adi's
—T° =V\Ug T ol T=anl )
SRR
(5.23)
h = k(C5)2 dets o
—N = R\Ug T3 .
Elk

5.3 Convection naturelle en cavité différentiellement

chauffée

Considerons un écoulement d’air dans une chambre tridimensionnelle
chauffée non ventilée voir FIGURE 5.2. La paroi a gauche est chauffée a une
température 7. = 68 °C et la paroi a droite a une température Ty = 22.2
°C. Les autres parois sont isolés (nous avons utilisé la méme configuration
que W. Zhang & Q. Chen [81]). Nos résultats sont comparés avec des

résultats expérimentaux de Cheesewright et al. [11].
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Plafond isolé

Tf=22,2°C

D= 0,5m

Plancher isolé
Y| x
L=0,5m

FIGURE 5.2 — Convection naturelle

5.3.1 Configurations et conditions aux limites

Les parametres de nos calculs sont [81] :

T.4+T
- f 31825 K

1
o« f=— Pr,, = 0699, AT = 45.8
Tref

e La masse volumique de 'air a température 7. y= 318.25 K est environ
p=1.109 kg m~3

e L accélération de la pesenteur est égale g = 9.81 ms 2

e Le nombre de Rayleigh basé sur la hauteur de la cavité est égal :

Ray = 5.10"

5.3.2 DMaillage et schéma de calcul

La simulation numérique a été effectuée avec un maillage de taille (96 x
96 x 12) FIGURE 5.3 et 5.4, jusqu’a t = 120 s. Le schéma de discrétisation

temporelle utilisé est le schéma de Cranck-Nicolson avec un pas de temps
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constant At égal 4 2x 1073 s. La discrétisation spatiale utilisé est le schéma,

centré. Le terme source est consideré comme explicite.

FIGURE 5.3 — Discrétisation de 'axe Oz

FIGURE 5.4 — Discrétisation de 'axe Oy

Les FIGURES 5.5 et 5.6 montrent les résultats obtenus. On observe que
les présents modeles invariants donnent de meilleurs résultats que les mo-
deles de Smagorinsky et Smagorinsky dynamique. On note cependant, un
écart entre la température prédite et les valeurs experimentales. Cet écart,
que l'on retrouve souvent lors des simulations numériques de ce type de

configurations, s’explique traditionnellement par la non maitrise des condi-

134



5.4. CONVECTION MIXTE

tions aux limites experimentales. En effet, il est tres difficile d’imposer
expérimentalement un flux de chaleur nul sur les parois verticales et hori-

zontales.

W EXPERIMENTAL

— SMAGORINSKY

0.4

— SMAGORINSKY DYNAMIQUE

— INVARIANT

0.2 i — INVARIANT DYNAMIQUE

INVEXPONENTIEL3

| o X
| y INVARIANT COUFLEE
3 N
E R\ Y
02 3 .

U2 (m/s)

X (m)

FIGURE 5.5 — Vitesse %, moyenne dans le plans y = 1.25 m et z = 0.25 m.

5.4 Convection mixte

Nous avons fait une deuxieme validation numérique pour nos modeles
invariants, il s’agit d'une étude d’écoulement dans une cavité ventilée aniso-
therme FIGURE 5.7. C’est un phénomeéne plus compliqué que la convection
naturelle, et nous permet d’évaluer par la simulation de grandes échelles
la performance des nos différents modeles invariants. Les résultats des cal-
cules seront comparés avec des résultats expérimentaux effectués par Baly
et al. [1].

5.4.1 Configurations et conditions aux limites

Considerons un écoulement d’air dans une chambre tridimensionnelle

chauffée et ventilée (convection mixte) (voir FIGURE 5.7), dans laquelle la
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70

!
me M EXPERIMENTAL
L
] | — SMAGORINSKY
60 ___-%1 — SMAGORINSKY DYNAMIQUE
4 ,] — INVARIANT
4[4
4 :'15 — INVARIANT DYNAMIQUE
50—
- e INVEXPONENTIEL3
';" ] w. Ui B A AR PR | PP PP T 'fﬂﬂ'\
- 7 -t - W INVARIANT COUPLEE
L = pom Mg
40 'ILI——
- .'r
4 %4
30 -
7 b
i }
20 .!.
[ T T T T ]
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

FIGURE 5.6 — Température T moyenne dans le plans y = 1.25 m et z = 0.25 m.

vitesse d’entrée est U, = 0.57 ms~!, la température des toutes les parois
est de 15 °C sauf la paroi basse ou la température est égale a Ty = 35 °C.
Le nombre de Reynolds est basé sur la vitesse U;, et la hauteur h;,

d’entrée :

inhin
Re = = 0678.

v
La température de référence est égale a

T, +T
Tt = 2f — 298.15K.

La masse volumique p d’air pour une température moyenne 298 K est :

p=1.109 kgm 2,

1
B = T Tw=35°C, Ty =15 °C et Prg, = 0.699.
ref
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=0,018 m

Inlet height

=0,57 m/s

Air velocity

1,04 m

H_

=15°C

Tw

0,024 m

Outlet height

1,04 m

L=

FIGURE 5.7 — Convection mixte.

5.4.2 Maillage et schéma de calcul

Le maillage est de taille 86 x 86 x 12 (voir FIGURE 5.8 et 5.9). Pour
I’entrée, nous avons pris 4 noeuds et 5 nocuds pour la sortie et il est équi-

distant suivant z. Les schémas de discrétisations temporelle et spatiales
sont les méme que pour la configuration précédente. Le pas de temps est

At =7 x 1073s.

FIGURE 5.8 — Maillage selon z

137



5.4. CONVECTION MIXTE

FIGURE 5.9 — Maillage selon y

Sur les FIGURES 5.10 et 5.11, nous avons reporté les comparaisons entre
les profils de la vitesse simulés et expérimentaux. On observe une bonne
concordance entre les résultats expérimentaux et ceux obtenus a partir
des modeles invariants. En particulier, ces dernieres prédisent assez bien le
comportement de la vitesse moyenne proche des parois. Ce résultat peut
étre expliqué par le fait que ces modeles invariants sont compatibles avec

les lois d’échelles (comme cela a été montré dans les chapitres 3 et 4).

De plus, le modele invariant exponentiel, pour lequel la viscosité de sous-
maille a un comportement en O(y ™) proche de la paroi, donne un meilleur
résultat pour la prédiction du profil de vitesse moyenne @; en fonction de
y, FIGURE 5.10. Par contre, les modeles de Smagorinsky et Smagorinsky
dynamique ne prédisent pas bien les profils de vitesses moyennes au milieu

et a la paroi de la cavité.

Sur les FIGURES 5.12 et 5.13 nous avons reporté les comparaisons entre
les profils de la température simulés et expérimentaux. On observe une
bonne concordance entre les résultats expérimentaux et ceux obtenus a
partir des modeles invariants. En particulier, ces dernieres prédisent assez

bien le comportement de la température moyenne proche des parois. Ce
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1.1 ‘ | — SMAGORINSKY
L= 5 __.:_"::; "--‘I —
%}‘- [ — SMAGORINSKY DYNAMIQUE

0.9 " — INVARIANT
0.8 — INVARIANT DY NAMIQUE
07 INVEXPONENTIEL3
—06 INVARIANT COUPLEE
£ .
> 05 » W EXPERIMENTAL
/i'rl.
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F1GURE 5.10 — Vitesse moyenne %y, pendant 1750 s pour x = 0.502 m.

résultat peut étre expliqué par le fait que ces modeles invariants sont com-
patibles avec les lois d’échelles (comme cela a été montré dans les chapitres
3et4).

Les profils des températures moyennes obtenus par nos modeles inva-
riants donnent de meilleurs prédictions que ceux de Smagorinsky et Smago-
rinsky dynamique. En plus, le modele invariant couplé fournit les meilleurs
prédictions, en particulier proche de la paroi. Ce résultat confirme 'im-
portance du couplage des tenseurs de sous-maille et du flux de sous-maille
dans le cas d'une convection mixte.

Dans ce chapitre, nous avons présenté le Code-Saturne dans lequel nous
avons implémenté les modeles invariants de sous-maille que nous avons
construits. Puis des tests numériques ont été effectués sur deux configura-
tions : cavité chauffée (convection naturelle) et cavité ventillée anisotherme

(convection mixte).
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0.4 E — SMAGORINSKY
03 3 — SMAGORINSKY DYNAMIQUE
3 — INVARIANT
02 3
E — INVARIANT DYNAMIQUE
E INVEXPONENTIEL3
01 3
& E INVARIANT COUPLEE
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E E
ot 0 _EI n M EXPERIMENTAL
= 3 .
0.1 4
02 i{
03 3
04 3
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0z 086 0.7 0.8 08 1
X (m)

FIGURE 5.11 — Vitesse moyenne %y, pendant 1750 s pour y = 0.502 m.

35 B EXPERIMENTAL
g — SMAGORINSKY
| — SMAGORINSKY DYNAMIQUE
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- | INVEXPONENTIEL3
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FIGURE 5.12 — Température moyenne pendant 1750 s pour y = 0.502 m .
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1.1 73 — SMAGORINSKY
I
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FIGURE 5.13 — Température moyenne pendant 1750 s pour x = 0.502 m.
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Conclusion Générale et Perspectives

Dans cette these nous avons présenté une modélisation des écoulements
anisothermes turbulents consistante avec la physique. Pour donner un sens
constructif a ce terme nous avons fait usage systématique du groupe des

symétries de Lie des équations de Navier-Stokes en anisotherme.

Ainsi, en se basant sur les propriétés du groupe des symétries de Lie,
nous avons pu trouvé, des solutions exactes et des vortex particuliers
pour les équations de Navier-Stokes anisothermes. Nous avons aussi pu
construire d’une maniere unifiée des lois d’échelles pour les écoulements
turbulents anisothermes qui permettent d’obtenir des lois connues mais

aussi des nouvelles.

Cette approche nous a permis de construire une classe de modeles de
sous-maille invariants par le groupe des symétries de Lie des équations de
Navier-Stokes en anisotherme. Ces modeles sont physiquement consistants
avec la physique des écoulements. En particuliers, ils reproduisent natu-
rellement les lois de paroi sans introduction de fonctions empiriques. Nous
avons aussi proposé comme alternative au modele WALE, un modele de
sous-maille que 'on a dénommé "modele invariant exponentiel " pour le-
quel la viscosité de sous-maille a un comportement en 3® proche de la paroi.
Nous avons comparé les performances de ces modeles avec ceux de Smago-
rinsky et Smagorinsky dynamique. Les configurations choisies, et pour les

quelles on possede des valeurs expérimentales, sont une cavité différentia-
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lement chauffée (convection naturelle) et une cavité ventilée anisotherme
(convection mixte). Nous avons montré que les modeles invariants sont
plus performants que ceux de Smagorinsky et Smagorinsky dynamique, en

particulier proche des parois.

Ce travail offre de nombreuses perspectives dans le domaine des écoule-
ments turbulents anisothermes. Une premiere perspective immédiate, consis-
terait a valider les lois d’échelles construites a partir d’une simulation di-

recte pour une configuration de type canal différentialement chauffé.

D’autre part, les fonctions invariantes de la classe de modeles invariants
ne sont pas toutes étudiées. On a choisi trois fonctions d’une maniere
simple, pour avoir des modeles avec une certaine particularité du point
de vue du comportement de la viscosité de sous-maille proche de la paroi.
De plus, le choix des constantes des modeles invariants reste a étudier. En
effet, dans notre cas, on a calculé les constantes par deux méthodes : dans
un premier temps, on a supposé que les constantes sont égales a la constante
de Smagorinsky. Dans un second temps, on a calculé ces constantes par la
procédure dynamique.

D’autres simulations sont nécessaires pour compléter et poursuivre cette
étude. Il s’agit de valider ces modeles invariants pour un écoulement pério-
dique dans un canal dans le cas isotherme et anisotherme pour différents

nombres de Reynolds.
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Modéles LES Invariants par Groupes de Symétries en Ecoulements Turbulents

Anisothermes

Résumé :

Comme le groupe de symétries de Lie des équations aux dérivées partielles représentent les
propriétés physiques intrinseques contenues dans les équations, il offre un outil efficace pour
étudier et modéliser les phénomenes physiques. Ainsi, dans cette these, on se propose d’appli-
quer la théorie du groupe de symétries de Lie a la modélisation des écoulements anisothermes.
On calcule alors des lois de paroi, et, plus généralement des lois d’échelle, pour la vitesse et
la température dans le cas d’'un écoulement parallele. En fait, ces lois d’échelle se révelent étre
simplement des solutions auto-similaires des équations de Navier-Stokes moyennées par rapport
aux symétries des équations.

Ensuite, par ’approche de la théorie des groupes de Lie, on construit une classe de modeles de
sous-maille qui sont invariants par les symétries des équations de Navier-Stokes anisothermes.
Ces modeles ont I'avantage de respecter les propriétés physiques des équations qui sont contenues
dans les symétries. De plus, par cette approche, le modele de flux de chaleur apparait naturel-
lement, sans qu’on ait besoin de faire appel a la notion du nombre de Prandtl de sous-maille,
ce qui augmente la portée de ces modeles par rapport a la plupart des modeles existants. Par
ailleurs, le comportement proche de la paroi de certains des modeles proposés est étudié. Enfin,
des tests numériques en convection naturelle et en convection mixtes sont effectués.

Mots clés : Turbulence, Convection thermique, Simulation des Grandes Echelles LES, Groupe

de Symétrie de Lie, Modele Invariant.
Invariant LES Models via symmetry groups for turbulent non-isothermal flows

Abstract :

Since the Lie group of a given partial differential equation represents the intrinsic physical pro-
perties of the equation, it gives a powerful tool for modeling its physical phenomenas. The main
purpose of this thesis is to apply the Lie group theory, in modeling non-isothermal flows. There-
fore, we calculate wall laws and more generally scaling laws for the velocity and the temperature
of a parallel flow. In fact, these scaling laws are simply self-similar solutions of the averaged
Navier-Stokes equations with respect to their symmetry.

The approach of the Lie group theory, leads to a class of sub-grid models which are invariant
via the symmetries of the non-isothermal Navier-Stokes equations. These models respect the
physical properties contained in these symmetries. Moreover, via this approach the heat flow
model appears naturally in this class, without introducing the notion of the Prandlt number,
which is not always the case of an other existing model. On the other side, the behavior near
the wall of particular models in this class, is studied. Finally, numerical tests are carried out in
both cases of natural and mixed convection.

Key words : Turbulence, Heat Convection, Large Eddy Simulation, Symmetry, Lie Group, In-

variant Model.
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