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1
Introduction générale

✓❘
é✉♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦❤ér❡♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❢❛✐ts✱ ❞✬♦❜❥❡ts ♦✉ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♦❜é✐ss❛♥t à ❞❡s ❧♦✐s ❡t ✈é✲
r✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✔ t❡❧ ❡st ❧❡ ♠♦t❡✉r ❞❡ ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ ✶✳

❆✉ ✜❧ ❞❡s s✐è❝❧❡s✱ ✜❞è❧❡ à ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❡❧❧❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉é ❞❡ r❡♣♦✉ss❡r s❡s ♣r♦♣r❡s ❧✐♠✐t❡s✱
❝❤❛q✉❡ ré♣♦♥s❡ ét❛♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱
❡❧❧❡ s✬❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠②r✐❛❞❡ ❞❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ✿ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❝❤✐♠✐❡✱ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱
♣❤②s✐q✉❡✱ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ♦♣t✐q✉❡✱ ❛str♦♥♦♠✐❡✱ é❝♦♥♦♠✐❡✱ s♦❝✐♦❧♦❣✐❡✱ ✳ ✳ ✳ s✐ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥✬②
❛ ♣❧✉s ✉♥ s❡✉❧ s✉❥❡t q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✬✐❧ ❞❡✈❛✐t ② ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱ ❡❧❧❡ s❡r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s ❀ ♥♦♥ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st q✉❛❧✐✜é❡ ❞❡ ✓ r❡✐♥❡ ✔ ♣❛r ❜❡❛✉❝♦✉♣✱ ♠❛✐s t♦✉t
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ s❡rt ❞❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t à t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♥♦s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s r❡♣♦s❡♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
♦ù ❝❡ s♦♥t ❡❧❧❡s q✉✐ ❞✐❝t❡♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❥✉st❡ss❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡✱
❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡✳ ❙❛♥s ❡❧❧❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ s❛✉r✐♦♥s ♣❛s ♠❡ttr❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ✉♥❡
✐❞é❡✱ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♥✐ ♠ê♠❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ à ❧❛ ré❛❧✐té
❢❛❝t✉❡❧❧❡✳

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛✈è♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛ ❧✐❡✉ ✿ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
r❡❧❛t✐✈✐té ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡
❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ♠♦❞❡r♥❡ à ❛✈♦✐r été é❧❛❜♦ré❡s à ♣❛rt✐r ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ♣❡♥sé❡ ❡t q✉✐

✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t ✓ s❝✐❡♥❝❡ ✔ t✐ré❡ ❞✉ P❡t✐t ▲❛r♦✉ss❡ ✷✵✵✼✳

✶



♥❡ tr♦✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♣❛r ❧❡✉r ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝♦♥❝♦r❞❡♥t
❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ét♦♥♥❛♥t❡✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❞❡s ♣❡r❝é❡s t❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ♠❛❥❡✉r❡s ❬❲✐❣♥❡r✱ ✶✾✻✵❪✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t✱ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s t❤é♦r✐❡s s❡ ré✈è❧❡♥t très
❢r✉❝t✉❡✉s❡s✱ ❞✬❛✉tr❡s ❜✉t❡♥t ❡♥❝♦r❡ s✉r ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ✐♥❢r❛♥❝❤✐ss❛❜❧❡ ✿ ❞❛♥s
❧❡✉rs tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❚✳ ▲✐ ❡t ❏✳ ❨♦r❦❡ ❧✬♦♥t ❛♣♣❡❧é ❧❡
✓ ❝❤❛♦s ✔ ❬▲✐ ❡t ❨♦r❦❡✱ ✶✾✼✺❪✳

❈❡ t❡r♠❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞♦♥t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥✐t✐❛❧❡s ❧❡s r❡♥❞ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐♠♣ré✈✐s✐❜❧❡s à ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❬❆❧❧✐❣♦♦❞
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✳ ❉❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
❝❤❛♦t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❧❡ ré❣✐ss❡♥t ❞♦✐✈❡♥t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❧♦rs ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s à ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ é❝❤é❛♥❝❡✳ ▲❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧♦✐s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞♦♥t ✐❧s s♦♥t ✐ss✉s✱ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s ✐♥✜♠❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
q✉✐ ♦♥t été ♥é❣❧✐❣é❡s ✖ à t♦rt ✖ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧❡s ❞é❝r✐✈❛♥t✳

❉❛♥s ❆ ◆❡✇ ❑✐♥❞ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡ ❬❲♦❧❢r❛♠✱ ✷✵✵✷❪✱ ❙✳ ❲♦❧❢r❛♠ ❛ ❝♦♥str✉✐t✱ à ♣❛rt✐r
❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❤❛♦s✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✷

❛❜ré❣é ❡♥ ♣❝❡✳ ■❧ é♥♦♥❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t
❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♠♣❧♦②é✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ❡✛♦rt ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t✱ à
♠♦✐♥s ❞✬❡♥ ♥é❣❧✐❣❡r ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts✱ ❛✉❝✉♥❡ ❛st✉❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥✐ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡
♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ❙✬✐❧ ❡st ❛✈éré✱ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s ♠♦❞❡r♥❡s ❧❛✐ss❡♥t ❞❡ ❝ôté t♦✉t ✉♥ ♣❛♥ t❤é♦r✐q✉❡ s❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡
❞✉ ❝❤❛♦s ❡st ✐♥é✈✐t❛❜❧❡ ✸✳ ❊♥ s♦♠♠❡✱ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ♦✉t✐❧✴tâ❝❤❡ ❛ t♦✉❥♦✉rs été q✉❡❧q✉❡
❝❤♦s❡ ❞✬❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❧❡ ♣❝❡ s✉❣❣èr❡ q✉❡
♥♦✉s ♥✬❡♠♣❧♦②♦♥s ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s ❧❡s ❜♦♥s ♦✉t✐❧s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ t♦✉t❡ ✉♥❡ ❣❛♠♠❡
❞❡ q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳

▲✬❡✣❝❛❝✐té s✉r♣r❡♥❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ♠❛♥✐❡ ❧❡s ✢✉① ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠✐t✐❣é❡s ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥ts✱ ❡♥ ❡st ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s❛✐t ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s q✉❡
❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ❛ ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥
♦r❞✐♥❛t❡✉r ❀ ❧✬✉♥ ré❛❧✐s❛♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛str♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡ ♣❡t✐ts ❝❛❧❝✉❧s ♣❡♥✲
❞❛♥t q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡①é❝✉t❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❯♥❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉r tâ❝❤❡ ❞❡ ♣ré❞✐❧❡❝t✐♦♥ ✿
✕ ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ❡①❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tér✐❡❧s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ é❧❡✈é❡ ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡✮ ❀

✕ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r♦❝é❞✉r❛❧❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❛ ❜✉r❡❛✉t✐q✉❡ ♦✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✮ ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t ♣♦✉r
❧❡✉r ♣❛rt ❜✐❡♥ ♠✐❡✉① ❛✉① ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳

✷ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù
❛✉❝✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♦✣❝✐❡❧❧❡ ♥✬❛✱ s❡♠❜❧❡✲t✲✐❧✱ été ❢♦r♠✉❧é❡✳

✸ ❙✳❲♦❧❢r❛♠ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥♥✐st❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
♥❛t✉r❡❧ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✐♠♣❧❡✱ ❞♦♥t ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❡♥ t❛♥t q✉✬❡♥t✐té✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s à ré❞✉✐r❡ ❝❡s ✐tér❛t✐♦♥s
❡♥ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐ é♠❡r❣❡r ❧❡ ❝❤❛♦s ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ✈✐♦❧❡ ❧❡ ♣❝❡✳

✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❏✳ ❲❡♥❣ ❡st ♣❛r✈❡♥✉ à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s s❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ♠❡♥t❛❧ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡♥ r♦❜♦t✐q✉❡ ❬❍✉❛♥❣ ❡t ❲❡♥❣✱ ✷✵✵✹❪✱ ❞é♥♦♠♠❛♥t ♠✉❞❞②

❝❡s tâ❝❤❡s s✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ❡t ❝❧❡❛♥ ❝❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s✲
q✉❡❧❧❡s ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r s✬❛✈èr❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ■❧ ❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛✈❛✐❡♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❜ât✐❡s ❛✉t♦✉r ❞❡
♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à rés♦✉❞r❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡✉r ♠♦❞❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♠❡tt❛✐t ❡♥ ❥❡✉✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ♣r♦♥♦♥❝é❡✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛r❛❧✲
❧è❧✐s♠❡ ❬❆❞♦✉❛♥❡ ❡t ▲❡❢♦rt✲P✐❛t✱ ✷✵✵✺✱ Pr❛❣✉❡✱ ❘é♣✉❜❧✐q✉❡ ❚❝❤èq✉❡❪✳ P❛r♠✐ ❝❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣❡♥r❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ ✐♥✈❡♥tés
✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝✐♥q✉❛♥t❡ ❛♥s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉
❤✉♠❛✐♥✳

◗✉❛♥❞ ❲✳ ▼❝ ❈✉❧❧♦❝❤ ❡t ❲✳ P✐tts ♦♥t ♣✉❜❧✐é✱ ❡♥ ✶✾✹✸✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛♣✐❡r ♠♦♥✲
tr❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥s♣✐ré❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥✱ ❧❛
❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ❛❧♦rs très ❡♥t❤♦✉s✐❛st❡✱ ❛ ♣r♦♠✐s ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦r❞✐✲
♥❛t❡✉rs ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s tr❡♥t❡ ❛♥♥é❡s ❬▼❝ ❈✉❧❧♦❝❤ ❡t P✐tts✱ ✶✾✹✸❪✳
❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❢♦r❝és ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♠❡ss❡ ❡st très ❧♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐r
été t❡♥✉❡ ❡t q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ✓ à ♣❡✉
♣rès ✔ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r ✿ ✐❧ r❡st❡ à s❛✈♦✐r
❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s ❝♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡ s✐ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
♠♦❞❡r♥❡s ♥✬♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ét✉❞✐é ❧✬♦✉t✐❧ ❛❞éq✉❛t ❄

■❧ ❢❛✉t ❛✈❛♥t t♦✉t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❀ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡st
♥✉❧❧❡♠❡♥t q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❞é♥✐❣r❡r ❧❡s q✉❛❧✐tés ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✉t♦✉r
❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♣❧✉tôt ❞❡ tr♦✉✈❡r ❝♦♠♠❡♥t ♠✐❡✉① ❡①♣❧♦✐t❡r
❧❛ ❞é❜❛✉❝❤❡ ❞✬❡✛♦rts ❡t ❞❡ tât♦♥♥❡♠❡♥ts q✉✐ ❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❡✉r ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡✉r ♠❛♥q✉❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉❡✉① ❛s♣❡❝ts q✉✐✱ à ♥♦tr❡ s❡♥s✱ r❡✢èt❡♥t ❧✬✐♥❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t q✉✐ ❛♣♣❡❧❧❡♥t ❞♦♥❝ ❛✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①✳

❉❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♦✉t✐❧ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣♦✉r r❡✲♣r♦❣r❛♠♠❡r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✲
✜❝✐❡❧s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ✐♥✐t✐é❡s ♣❛r ❧✬✐♥st✐t✉t ❢r❛♥❝♦✲❛❧❧❡♠❛♥❞ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡
❙❛✐♥t✲▲♦✉✐s ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉rs✉✐✈✐❡s ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱
♣r♦❝❡ss✉s ❡t s②stè♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❍❛✉t❡✲❆❧s❛❝❡ ❞❡ ▼✉❧❤♦✉s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥
❞♦❝t♦r❛t✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣❛r ❉✳▼♦♥♥✐♥✱ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❜❛♣t✐sé❡ ♥✲s♦♠♠❡ ❬▼♦♥♥✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣♦rt❡
❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣❡♥r❡✱ q✉✐ ❛ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❛✉① tr❛✐t❡♠❡♥ts q✉✐ s♦♥t ❡①♣r✐♠és ♣❛r s♦♥ ❜✐❛✐s✱
❡t q✉✐ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❧❡s ré❛❧✐s❛♥t✳
◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❛❧♦rs ❝♦♥s✐sté à ❡sq✉✐ss❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♥✲s♦♠♠❡✱
♣✉✐s ❞✬❡♥ ét✉❞✐❡r t♦✉s ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡

✸



rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡①♣♦sé ♣❛r ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥❝✐t❡ à ❝r♦✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♣✲
♣♦rt❡r❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ré♣♦♥s❡s ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥❝♦r❡ très ♦✉✈❡rt ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❛rt✐✜❝✐❡❧s✳

❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛r❡té✱ ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♣❧❡t ❛ été ❝♦♥s❛❝ré à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s
❛❜♦r❞é❡s ♣❛r ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♦♥t été r❡❣r♦✉♣és ❡♥ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ♣❛rt✐❡s ✿

✐ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❀

✐✐ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❜✐♥❛✐r❡ ❀

✐✐✐ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❜✐♥❛✐r❡ ❡t ❞✬✉♥ rés❡❛✉
❝♦♠♣❧❡t✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss❡r♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❛rt✐✜❝✐❡❧s ❧❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡ s❡r❛ ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t
❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ✐❧s
❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❡✛♦r❝❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬② ❞é❣❛❣❡r ❧❡s
❞❡✉① ❝♦✉r❛♥ts ❞❡ ♣❡♥sé❡ q✉✐ ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ❞❡ ♠♦t✐✈❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❞♦♥t ✉♥ ❞❡s ❛❜♦✉t✐ss❡♠❡♥ts ❡st ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ♥♦tr❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥
ét❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ♣❛r s❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ❜r✉✐t ♣r♦✈♦q✉é ♣❛r s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱
à ♥é❝❡ss✐t❡r ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥
s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞♦♥♥❡♥t très ♣❡✉ ❞❡ ré♣♦♥s❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣r✐♠és à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉✲
r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♦♣ér❛♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✱ ♥♦✉s t✐r❡r♦♥s
✉♥ ♦✉t✐❧ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❛♣♣❡❧é ✓ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✔✳ ❆ss♦❝✐é à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
♥✲s♦♠♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉✬✐❧ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡s
q✉❛❧✐tés ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥♥✐st❡ q✉✐ ❢❛✐t t❛♥t ❞é❢❛✉t ❛✉① rés❡❛✉①
❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡
❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡①♣r✐♠❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳

❊①♣r✐♠és ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ r❡♣r♦❣r❛♠♠és ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❡✉r ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ q✉✐ ❢❡r❛
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ◆♦✉s ② ♣rés❡♥t❡r♦♥s t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉①
♠❡ttr❡ ❡♥ r❡❧✐❡❢ ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳ ◆♦✉s
r❡❧❛t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ét❛♣❡s q✉✐ ♦♥t ❛❜♦✉t✐s à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❡t s❛♥s
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡ ♥✬❡①✐st❡r❛✐t ♣❛s✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s ❡♥✜♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡
❡♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ❡t ♠♦♥tr❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱
✉♥ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❝♦♠♣❧❡t ❞♦♥t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ré♣♦♥❞ à ❝❡rt❛✐♥s
❝r✐tèr❡s ❡①tér✐❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧❡s ♠❡ttr❡ ❡♥ rés❡❛✉✳
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2
Neurones artificiels

et réseaux

▲✬
✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐❢✐❝✐❡❧s ❢✉t très ❧❛r❣❡✲
♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♥❡✉r♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡s ❛♥♥é❡s ❝✐♥q✉❛♥t❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝✲
t✐❢ ét❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts

♦❜s❡r✈és ❝❤❡③ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❡s♣è❝❡ ❛♥✐♠❛❧❡✳ ❈✬❡st ❲✳ ▼❝ ❈✉❧❧♦❝❤ ❡t ❲✳ P✐tts
q✉✐ ❞♦♥♥èr❡♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❬▼❝ ❈✉❧❧♦❝❤ ❡t
P✐tts✱ ✶✾✹✸❪✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❢✉t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡✉① ❞❡ ❇✳ ❲✐❞r♦✇ ❬❲✐❞r♦✇ ❡t ❲❛❧❛❝❤✱ ✶✾✾✻❪ ❡t
❋✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ❬❘♦s❡♥❜❧❛tt✱ ✶✾✻✷❪✳

➚ ❧✬é♣♦q✉❡✱ ✐❧ ② ❛✈❛✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r✐✈❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❤♦♠♠❡s q✉❛♥t à q✉✐ ♠❡ttr❛✐t
❛✉ ♣♦✐♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳ ❇✳ ❲✐❞r♦✇ ❛✈❛✐t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ s✬❛tt❛q✉❡r ❛✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♣❛r ❧❛ ✈♦✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❋✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ❝❤❡r❝❤❛✐t ❛✈❛♥t t♦✉t à
r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❧❡ ♠✐❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈✬❡st ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❛❜♦✉t✐t ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❛❧✐♥❡✱ q✉✐ r❡♥❝♦♥tr❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s✉❝❝ès ❣râ❝❡ ❛✉ ❝❛❞r❡
r✐❣♦✉r❡✉① ❡♥t♦✉r❛♥t s❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t✱ ❡t q✉✐ ❣❛❣❡❛✐t s♦♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❡
s❡❝♦♥❞ ❝♦♥ç✉t ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥✱ ♠❛✐s s♦♥ ♠❛♥✐❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ❞❡s ♣♦st✉❧❛ts ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s
ét❛✐t ✉♥ ♣❡✉ ❞é❝♦♥❝❡rt❛♥t ♣♦✉r ❧✬é♣♦q✉❡✳ ❆❞❛❧✐♥❡ ❡t ♣❡r❝❡♣tr♦♥ s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛✐❡♥t

✾



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❣râ❝❡ à ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✶✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❛✐t ✉♥❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ✿
✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✬ét❛✐t ♣❧✉s ♣r♦❣r❛♠♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱
♠❛✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ❞é❝r✐✈❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧èt❡ q✉❡ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❬❲✐❞r♦✇ ❡t ▲❡❤r✱ ✶✾✾✵❪✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ❝❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❢✉r❡♥t ét✉❞✐és ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♣❡♥❞❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ❡t ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♥✬❛ été ❡♥✈✐s❛❣é❡
q✉❡ ♣❧✉s t❛r❞✳ ❈✬❡st ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♣r✐t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ s✉r s♦♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t✱ ré✲
❝♦♠♣❡♥s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬❛✉❞❛❝❡ ❞♦♥t ♦♥t ❞û ❢❛✐r❡ ♣r❡✉✈❡ s❡s ♣❛rt✐s❛♥s ♣♦✉r ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ s❛✈❛✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❣r❛♥❞ ❝❤♦s❡ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥t✳

▲✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✐❧❧✉str❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❧✬♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐❢ ❡t ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ♥❡✉r♦♠✐♠ét✐q✉❡✱ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ❡sq✉✐ssé❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛❞❛❧✐♥❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❡st r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❣❛r❛♥t✐✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛ ♠❡♥é ❛✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡st ❝❡rt❡s ♣❧✉s ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s❡
s♦♥t ré✈é❧é❡s ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s✳ ▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ♣❡✉
♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s q✉✐✱ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥❝♦r❡✱ s♦♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t
t♦✉t❡s ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✳

✷✳✶ ▲❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❞❡ ▼❝ ❈✉❧❧♦❝❤ ❡t P✐tts

✷✳✶✳✶ ❯♥ ♣❡✉ ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡

■❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❛tt❡♥❞r❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ ✈✐♥❣t✐è♠❡ s✐è❝❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❢❛♠❡✉s❡s ✓ ❝❡❧❧✉❧❡s ❣r✐s❡s ✔
s♦✐❡♥t r❡❝♦♥♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t
❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ rè❣♥❡ ❛♥✐♠❛❧✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t s✉✐t❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬❛♥❛t♦♠✐st❡ ❙✳ ❘✳ ② ❈❛❥❛❧ ❛ ♣✉ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s
ét❛✐❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s str✉❝t✉r❡s
❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❬▲ó♣❡③✲▼✉ñ♦③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❙♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❢✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛
❞♦❝tr✐♥❡ ♥❡✉r♦♥❛❧❡✱ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡s✱ ❡t q✉✐ ✜①❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s s♦♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝✐é❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❀
✕ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❛ ✉♥ ❝♦r♣s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ✉♥ ❛①♦♥❡ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦✉

♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡♥❞r✐t❡s ❀
✕ ❧✬❛①♦♥❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st ❧✐é à ✉♥❡ ❞❡♥❞r✐t❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ♥❡✉r♦♥❡ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡

s②♥❛♣s❡ ❀
✕ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ♣❛r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡

♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡✱ ❞❡s ❞❡♥❞r✐t❡s ✈❡rs ❧❡s ❛①♦♥❡s✳

✶ ▲♦rs ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡✱ ❋✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ♣rés❡♥t❛ s♦♥ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❜♦✐t❡ ❡♥
❜♦✐s ❀ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♠♣♦s❛♥ts ét❛✐❡♥t ré❣❧és ♣❛r ❞❡s ♣♦t❡♥t✐♦♠ètr❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s ❛❝t✐♦♥♥és ♣❛r ❞❡s
♠♦t❡✉rs ❝♦♠♠❛♥❞és ♣❛r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❖♥ ♣♦✉✈❛✐t ❞♦♥❝ ✓ ❡♥t❡♥❞r❡ ✔ ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥
❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✦

✶✵



◆❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❡t rés❡❛✉① ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷

dendrite

corps cellulaire

noyau

synapse

axone

arborisation terminale

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶

❙❝❤é♠❛ s✐♠♣❧✐✜é ❞✬✉♥
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ s❝❤é♠❛t✐s❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❧✬❛♥❛t♦♠✐❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳

❉❡s ét✉❞❡s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r tr♦✐s ❢❛ç♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡
a ♣❡✉t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ b✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ s②♥❛♣s❡s q✉✐ ❧❡s r❡❧✐❡♥t ✿

❡①❝✐t❛tr✐❝❡s ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ a ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ b ❀

✐♥❤✐❜✐tr✐❝❡s ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ a r❡♥❞ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ b ❀

♠♦❞✉❧❛tr✐❝❡s ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ a ♣❡rt✉r❜❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥
❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❛✈♦✐s✐♥♥❛♥ts✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ré❛❣✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥
❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s q✉✐ s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés à s❡s ❞❡♥❞r✐t❡s ❡t ❞❡s t②♣❡s ❞❡ s②♥❛♣s❡s ✐♠♣❧✐q✉é❡s✳
❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❝t✐✈✐té✱ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ♣❛ss❡✱ ♦✉ ♥♦♥✱ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t
❞✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t tr❛♥s♠❡t à s♦♥ t♦✉r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉① ♥❡✉r♦♥❡s s✉✐✈❛♥ts ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ s♦♥ ❛①♦♥❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡①❛❝t ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s✱ ❧❡s ♥❡✉r♦✲
s❝✐❡♥❝❡s s✬❛❝❝♦r❞❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❞é❝❧❡♥❝❤é❡
❞ès q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r s❡s ❞❡♥❞r✐t❡s ❞é♣❛ss❡ ✉♥ s❡✉✐❧ ❝r✐✲
t✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❞❡ ❝❡tt❡ ❛ss❡rt✐♦♥ q✉✬❡st ♥é ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧✳

✷✳✶✳✷ ▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❢♦r♠❡❧s

❉❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ét❛♣❡s s❡ ❞é❣❛❣❡♥t ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✷✳✷✮ ✿
✕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ A ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛♠♦♥t ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ✭❛♣♣❡❧é

✓ ét❛t ✔✮✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡ç✉❡s ♣❛r s❡s ❞❡♥❞r✐t❡s ❀
✕ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ Φ✱ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❡

♣❛ss❛❣❡ à ❧✬ét❛t ❡①❝✐té ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❡t ❞♦♥❝ s❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ à s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❛✈❛❧✳

❆✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s A ❡t Φ ✿ Φ ◦A✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡

✶✶



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷

❙❝❤é♠❛ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧✳

entrées

sortie

poids synaptique

fonction d’agrégation

fonction d’activation

A Φ

❛ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡ s✉r n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ e1✱ e2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ en✱ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
s②♠❜♦❧✐s❡♥t ❧✬❛❝t✐✈✐té r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✬❛✉t❛♥t ❞❡ ❞❡♥❞r✐t❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t x ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡st ♣❛ssé à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ q✉✐ é✈❛❧✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❛❝t✐✈✐té q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❡♥✈♦②é s✉r ❧✬❛①♦♥❡
❞✉ ♥❡✉r♦♥❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ Φ ◦A ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❀ t❡r♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❡♠♣❧♦②é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧✮✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s A ❡t Φ ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡✉① ❛❧❣è❜r❡s q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡s ❊1 ❡t ❊2 ✿

A:❊n
1 −→ ❊2,

Φ:❊2 −→ ❊1.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ A ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ s❡s n ❡♥tré❡s ❞♦♥t ❧❡s
✐♥✢✉❡♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t ♠♦❞❡❧é❡s ♣❛r n ♣❛r❛♠ètr❡s ❛♣♣❡❧és ✓ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ✔
❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① s②♥❛♣s❡s ❞♦♥t ✐❧s s②♠❜♦❧✐s❡♥t ❧❡ rô❧❡✳

▲❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ❞❡▼❝ ❈✉❧❧♦❝❤ ❡t P✐tts ▲❡ t♦✉t ♣r❡♠✐❡r ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧
❛ été ✐♠❛❣✐♥é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♥❡✉r♦♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ♣❛r
❲✳▼❝ ❈✉❧❧♦❝❤ ❡t ❲✳ P✐tts ❡♥ ✶✾✹✸ ❬▼❝ ❈✉❧❧♦❝❤ ❡t P✐tts✱ ✶✾✹✸❪✳ ❇✐❡♥ q✉❡ très
s✐♠♣❧✐st❡✱ ❧❡✉r ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①✱
❞♦♥t ❝❡✉① ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦♠♠❡r♦♥s ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡ ♥❡✉r♦♥❡ ✓♠♣✔✮✱ A ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣r❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
❞❛♥s ❊1 = { 0 ; 1} ❡t ❛ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❊2 = ❘✳ ▲❡s n ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r w =
(
w1 w2 . . . wn

)
⊤ s♦♥t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉és

❛✉① ❡♥tré❡s ❀ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❛✉tr❡s
♠♦❞è❧❡s✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ Φ ❡st ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❘ ❞❛♥s { 0 ; 1}✱ q✉✐ ✈❛✉t 1
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞é♣❛ss❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r s❡✉✐❧ ✜①é❡
♣❛r ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ♣❛r❛♠ètr❡ w0✳

✶✷



◆❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❡t rés❡❛✉① ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❆✐♥s✐✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ❛✛❡❝té à ✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s②♥❛♣s❡s ❡①✲
❝✐t❛tr✐❝❡s ✭❝❛s ♣♦s✐t✐❢✮ ❡t ❧❡s s②♥❛♣s❡s ✐♥❤✐❜✐tr✐❝❡s ✭❝❛s ♥é❣❛t✐❢✮✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ✷✱ ❧❡s
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❡①❝✐t❛t❡✉rs s♦♥t t♦✉s é❣❛✉① à we✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ✐♥❤✐❜✐t❡✉rs s♦♥t
é❣❛✉① à wi✳ ▲❡s s②♥❛♣s❡s ♠♦❞✉❧❛tr✐❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞é❧✐sé❡s✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ ◦ A ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ♠♣ ❡st ❞♦♥❝ ✿

Φ ◦ A: { 0 ; 1}n −→ { 0 ; 1}

e =
(
e1 e2 · · · en

)
⊤ 7−→ H (w0 + (w1e1 + w2e2 + · · · + wnen))

= H (w0 + w
⊤
e) .

✭✷✳✶✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ H ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✸❛✮✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s s♦♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t
❝♦♥s✐st❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt à ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
✜♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✳ ❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✉r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉✬❡st ❜❛sé❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
q✉✐ s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ✐✐ ❡t ✐✐✐✳

▲❡s ❛✉tr❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❢♦r♠❡❧s ❉❡♣✉✐s✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❢♦r♠❡❧s ♦♥t ❢❛✐t ❧❡✉r ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡rr✐èr❡ ❧❡✉r ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♥✬ét❛✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs
♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦❧❧❡r à ❧❛ ré❛❧✐té ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞❡ ❧❡s r❡♥❞r❡ ♠♦✐♥s
❢❛st✐❞✐❡✉① à ♣r♦❣r❛♠♠❡r✳ ❈❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❢♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡t✴♦✉ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ♠♣✳

❖♥ tr♦✉✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦✜❧s s♦♥t ❞♦♥♥és
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ✿
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♠♦ï❞❡ S(x) = (1 + e−x)−1 ❀
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❛♥❣❡❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ tanh(x) = (ex − e−x)/(ex + e−x) ❀
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ G(x) = e−x2

✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s✱
❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡✱ ❡t q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡
❞♦♥❝ q✉❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦✐❡♥t s♦✉✈❡♥t ♣ré❢éré❡s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥✳ ❉✉ ❝ôté ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡✱ ❞♦♥t
❧✬ét❛t x ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ e =

(
e1 e2 . . . en

)
⊤

❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s w =
(
w1 w2 . . . wn

)
⊤✱

❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ✓ s✐❣♠❛✲♣✐ ✔ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡
♣♦♥❞éré❡ ✭Σ✮ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ✭Π✮ ❞❡ s❡s ❡♥tré❡s✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ à ❜❛s❡ r❛❞✐❛❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Φ ◦ A:❘n −→ ❘

e 7−→ G
(
‖e − w‖

)
.

✭✷✳✷✮

✷ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣✉r❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à
tr♦✐s ✿ w0✱ we ❡t wi✳

✶✸



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r

❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❢♦r♠❡❧s✳

1

x

H(x)

0

0

✭❛✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✳

1

0
x

S(x)

0

0

✭❜✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♠♦ï❞❡✳

1

−1
x

tanh(x)

0

0

✭❝✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❛♥❣❡❛♥t❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

1

x

G(x)

0

0

✭❞✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❡♥ ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t
à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬êtr❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐té q✉❡ e ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ w✳

▲❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ s✐❣♠❛✲♣✐ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s n ♣r♦❞✉✐ts ❞✬❡♥tré❡s q✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉① n ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞✬❛✉t❛♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés q✉❛♥t à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳ ❙❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ n
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s Ji ré✉♥✐ss❛♥t ❧❡s ❡♥tré❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ♣♦♥❞éré ♣❛r wi ✿

Φ ◦ A:❘n −→ ❘

e1, e2, . . . , en 7−→ Φ (Σn
i=1(wiΠj∈Ji

ej)) .
✭✷✳✸✮

✷✳✷ ▲✬❛❞❛❧✐♥❡

▲✬❛❞❛♣t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ♥❡✉r♦♥ ✭❛❞❛❧✐♥❡✮ ❡st ♥é ❞❛♥s ✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ❙t❛♥❢♦r❞ ❡♥ ✶✾✻✵

à ♣❛rt✐r ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ♠♣ ❬❲✐❞r♦✇ ❡t ❍♦❢❢ ❏r✱ ✶✾✻✵❪✳ ■❧ ❛ été ❝♦♥ç✉ ♣❛r ❇✳ ❲✐❞r♦✇
❡t ❚✳ ❍♦❢❢ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬êtr❡ s✐♠♣❧❡ à ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❡t ❞♦♥❝ à ❡①♣❧♦✐t❡r ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ✐♥❞✉str✐❡❧ ✸✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ✐❧s ♦♥t ❛ss♦✉♣❧✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ♠♣✱ ❡t ❧✉✐ ♦♥t
s✉rt♦✉t ❛❞❥♦✐♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣r♦✉✈é❡s✳

✸ ■❧ ❡♥ s♦rt✐r❛ ✉♥ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥ts à ❝❡ ❥♦✉r ✿ ❧❡ ♣✐❧♦t❛❣❡ ❡♥ ♠❛r❝❤❡
❛rr✐èr❡ ❞✬✉♥ ❝❛♠✐♦♥✲r❡♠♦rq✉❡ té❧é❝♦♠♠❛♥❞é ❬◆❣✉②❡♥ ❡t ❲✐❞r♦✇✱ ✶✾✾✵❪ ❞❡♣✉✐s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ❞♦❝❦ ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡♠❡♥t✳

✶✹



◆❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❡t rés❡❛✉① ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷

✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❯♥ ❛❞❛❧✐♥❡ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ q✉✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♥❡✉✲
r♦♥❡ ♠♣✱ ❡st ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡t q✉✐ ❛ r❡❝♦✉r à
✉♥❡ ❡♥tré❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ e0 ❜❧♦q✉é❡ à 1 ♣♦✉r ✐♥❝❧✉r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ré❣❧❛❣❡ ❞✉ s❡✉✐❧ à
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❤✐st♦r✐✲
q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥✳ ❈❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ s✬é❝r✐t ✿

Φ ◦ A: { 0 ; 1}n+1 −→ { 0 ; 1}

e0 = 1, e =
(
e1 e2 . . . en

)
⊤ 7−→ H (w0e0 + w1e1 + · · · + wnen)

= H (w0 + w
⊤
e) .

✭✷✳✹✮

❖✉tr❡ ❝❡s ❛♠é♥❛❣❡♠❡♥ts✱ s❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs ♦♥t ❛✉ss✐ ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱
❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✓ ❞❡❧t❛ ✔ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s n + 1 ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s à ♣❛rt✐r
❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ q✉❡ ❧✬❛❞❛❧✐♥❡ ❞♦✐t ré❛❧✐s❡r✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞✬❛❥✉st❡r ♣❡t✐t à
♣❡t✐t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦rt✐❡s
❛tt❡♥❞✉❡s ✭❝❡❧❧❡s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✮ ❡t ❝❡❧❧❡s ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s s♦✐t ❞✐♠✐♥✉é❡ ❬❲✐❞r♦✇
❡t ❍♦❢❢ ❏r✱ ✶✾✻✵❪✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❛❞❛❧✐♥❡ s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹❛✳

✷✳✷✳✷ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡❧t❛

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❛✜♥
❞❡ ❢❛✐r❡ r❡ss♦rt✐r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ q✉✐ ❡♥ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t✐♦♥ à ♣r♦❣r❛♠♠❡r s♦♥t ❢♦✉r♥✐s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ m ❝♦✉♣❧❡s

(
e

(j) s(j)
)
|mj=1✱ ♦ù s(j)

❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♦rt✐❡ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛❧✐♥❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡
e

(j) ❡♥ ❡♥tré❡s✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞♦✐t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡
❛✉①✐❧✐❛✐r❡ w0 ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t w ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r E s✉✐✈❛♥t❡
s♦✐t ❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✿

E =

m∑

j=1

E(j) =

m∑

j=1

(
s(j) − w0 − w

⊤
e

(j)
)2

. ✭✷✳✺✮

❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ E(j) ❞❡ ❧✬❛❞❛❧✐♥❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡✳
❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✐♥❞✐q✉é
♣❛r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ E(j)✳ ❈❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ wi ✿

∂E(j)

∂wi
= −2e(j)

i

(
s(j) − w0 − w

⊤
e

(j)
)
. ✭✷✳✻✮

▲❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞✉ ♣♦✐❞s wi✱ s✉✐t❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ j❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❡❧❧❡ à −∂E(j)

∂wi
❝❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✿

∆wi = ηe(j)

i

(
s(j) − w0 − w

⊤
e

(j)
)
, ✭✷✳✼✮

✶✺



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❡♥tr❡ ❧✬❛❞❛❧✐♥❡
❡t ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥✳

entrées de

connexion directe

connexion auxiliaire

l’exemple

sortie
attendue

erreur

✭❛✮ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛❧✐♥❡
❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❡rr❡✉r✳

connexion directe

connexion auxiliaire

entrées de
l’exemple

sortie
attendue

oui

✭❜✮ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ♣❡r✲
❝❡♣tr♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✳

♦ù η ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ t❛✉① ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✔✳

❯♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡✱ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ♠♦❞✐✜és s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ ❉❡❧t❛✱
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s é♥❡r❣✐❡s E(j) s♦✐❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❞❛❧✐♥❡
❛ ❛♣♣r✐s à ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✸ ▲❡s ♠❛❞❛❧✐♥❡s

●râ❝❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡❧t❛ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✼✮✱ ✉♥ ❛❞❛❧✐♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣♦✉✈♦✐r
❛♣♣r❡♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❧❡ ❝❛s ❡t
✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✬❡♥tr❡✲❡✉① ♣♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r✳ ■❧s ❢♦r♠❡♥t ❛❧♦rs ✉♥
rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✮✱ ❛♣♣❡❧é✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡st ❢♦r♠é
❞✬❛❞❛❧✐♥❡s✱ ♠❛❞❛❧✐♥❡ ♣♦✉r ♠❛♥② ❛❞❛❧✐♥❡s✳

❉ès ❧♦rs s❡ ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡❧t❛ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❛❞❛❧✐♥❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ rés❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ à
❛♣♣r❡♥❞r❡ ♥❡ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s q✉✬à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡t ♥♦♥ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝❛❧❝✉❧❡♥t ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ rés✉❧t❛ts
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ét❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉ rés❡❛✉ ♦✉✱ ♣✐r❡
❡♥❝♦r❡✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❀ ❜r❡❢✱ t♦✉s
♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥t ♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞✬✉♥ t❡❧ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ r✐❣✉❡✉r q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡❧t❛✱ ❡st
❛✐♥s✐ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t très ❝♦♠♣❧✐q✉é✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥ ♠❛❞❛❧✐♥❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐t s✉r ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞✉ ré✲
s❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✱ é❧✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❞♦♥t ❧❡ ❥❡✉
❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉✳ ❉❡✉① rè❣❧❡s✱ ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡✱ s♦♥t
❛❧♦rs ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿

❧❛ rè❣❧❡ ♠r✲✐ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ❛❞❛❧✐♥❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♠♦❞✐✲
✜és✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡❧t❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡
❛rt✐✜❝✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡♥tré❡ ❬❲✐❞r♦✇ ❡t ❍♦❢❢ ❏r✱ ✶✾✻✵❪ ❀

❧❛ rè❣❧❡ ♠r✲✐✐ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❛❞❛❧✐♥❡s ❞✉ rés❡❛✉✱ ♣♦✉r✈✉
q✉✬✐❧s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❧✬❡rr❡✉r ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ s♦rt✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t

✶✻



◆❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❡t rés❡❛✉① ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷

connexion directe

connexion auxiliaire

entrées

sortie

2nde couche

1ère couche

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺

▼✐s❡ ❡♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
s❡❧♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉❝❤❡s
✭❞❡✉① ✐❝✐✮✳

s✐ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❡✉r s♦rt✐❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❬❲✐❞r♦✇
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❪✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡✉r s❡✉❧ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❡st ❞❡ s❡♠❜❧❡r ♠❡ttr❡ ❡♥
÷✉✈r❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✓ ❝ré❞✐❜❧❡ ✔✱ ❞♦♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ s✉❝❝ès ✹ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡
à q✉❛♥t✐✜❡r r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t✳ ➚ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧s✱ ❝❡ t②♣❡
❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ s❛✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❣r❛♥❞
❝❤♦s❡ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛❞❛❧✐♥❡ ❡st r❡✲
❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞é❧❛✐ssé ❛✉ ♣r♦✜t ❞✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ❀ s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❜❛s❡ ❞❡
♣❡r❝❡♣tr♦♥s✳

✷✳✸ ▲❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥

❈❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞❛❧✐♥❡ ♣❛r ❋✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt
q✉✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ♣❧✉s ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ s❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ ❛
❡♥r✐❝❤✐ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ♠♣ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❍❡❜❜✱ ♣♦st✉❧é❡ ♣❛r ❉✳ ❍❡❜❜ à
♣❛rt✐r ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥❡✉r♦♣s②❝❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❬❍❡❜❜✱ ✶✾✹✾❪✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ❧✬❛✉t♦✲
r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❡t ❞❡ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐✱ s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥♥é✱ ✉♥❡ ❡♥tré❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛❝t✐✈❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡
❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s é❧❡✈é❡
q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳

✹ ❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♠❛❞❛❧✐♥❡ ♣♦✉rr❛✲t✲❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧✬êtr❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❄

✶✼



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

✷✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

▲❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❡st ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬❛❞❛❧✐♥❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ w0 q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣ré à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❬❘♦s❡♥❜❧❛tt✱ ✶✾✺✽❪ ✿

Φ ◦ A: { 0 ; 1}n+1 −→ { 0 ; 1}

e0 = 1, e =
(
e1 e2 . . . en

)
⊤ 7−→ H (w0 + w

⊤
e) .

✭✷✳✽✮

❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❡st ❧❡✉r rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❞♦♥t ❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s s♦♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡❧❧❡s ❞✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ s♦♥t ♣✉✲
r❡♠❡♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❡t ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞é❧✐❜éré✳
◆é❛♥♠♦✐♥s ✐❧ ❛ été ét❛❜❧✐✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ q✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❝♦♥❞✉✐s❛✐t ♠❛❧❣ré t♦✉t à ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ré❛❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡
❥❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ✉t✐❧✐sé ❬❍❡rt③ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❪✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❍❡❜❜ s✬é❝r✐t✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉❡
❧❛ rè❣❧❡ ❞❡❧t❛ ❞❡ ❧✬❛❞❛❧✐♥❡ ❬❘♦s❡♥❜❧❛tt✱ ✶✾✺✽❪ ✿

∆wi = ηs(j)e(j)

i . ✭✷✳✾✮

❯♥ ❡①❛♠❡♥ s✉♣❡r✜❝✐❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ wi ❡st
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥té❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❡♥tré❡ e(j)

i ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ s(j) s♦♥t ❛❝t✐✈é❡s
❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ j✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹❜ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✻ rés✉♠❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥✳

✷✳✸✳✷ ▲❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡

❊♥t❤♦✉s✐❛s♠é ♣❛r ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ♦❜s❡r✈és s✉r ❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧✱ ❋✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt
♣r♦♣♦s❛ q✉✬✉♥ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♣♦✉✈❛✐t rés♦✉❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✜♥✐ ❬❘♦s❡♥❜❧❛tt✱ ✶✾✻✷❪✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❛♣rès
q✉❡❧q✉❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ▼✳ ▼✐♥s❦② ❡t ❙✳ P❛♣❡rt ♣r♦✉✈èr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❛ss❡rt✐♦♥ ét❛✐t
tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❢❛✉ss❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡✉ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❥❡t❡r ✉♥ ❞✐s❝ré❞✐t s✉r ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ q✉✐ ❛✉r❛
♠✐s ♣r❡sq✉❡ ❞✐① ❛♥s à s❡ ❞✐ss✐♣❡r ❬▼✐♥s❦② ❡t P❛♣❡rt✱ ✶✾✻✾❪✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ s❡
❤❡✉rt❛✐t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉① ♠ê♠❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s q✉❡ s♦♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❀ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
q✉✐ ♥✬❛✈❛✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t r✐❡♥ à ✈♦✐r ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❡✉r rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛✐s q✉✐ ét❛✐t ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛❞❛❧✐♥❡✱ ❧❛ ♣❛r❛❞❡ ❛ été ❞❡ ♠❡ttr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ❡♥ rés❡❛✉✱
❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❢✉t ✐❝✐ ❜✐❡♥ ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡ ❍❡❜❜ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ à ✉♥ rés❡❛✉ ❡♥t✐❡r s❛♥s
♣♦s❡r ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬❡♥tré❡

✶✽



◆❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❡t rés❡❛✉① ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷

entrées de l’exemple

sortie

sortie

attendue

erreur
1

2

3

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻

❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥
♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡
♣❛r rétr♦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉
❣r❛❞✐❡♥t✳

❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s♦♥t ❛❝t✐✈é❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✱ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ✐s♦❧é ♦✉ à ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t✱
♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ❞é♠♦♥tré❡ ♣♦✉r ❛✉t❛♥t✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❝❡rt❡s ✉♥ ♣❡✉ ❝❛r✐❝❛t✉r❛❧❡✱ ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❡t ❧✬❛❞❛❧✐♥❡ ✐❧❧✉str❡♥t ❛✐♥s✐ ❧✬✐♥✲
❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧s à tr❛✐t❡r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥♥✐st❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❛❞❛❧✐♥❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❜❛sés s✉r ❞❡s
♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♦♥t très r❛♣✐❞❡♠❡♥t été ❧✐♠✐tés ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r
❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ rés❡❛✉✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ❛ été ❢♦♥❞é s✉r ❞❡s rè❣❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s
s✉r ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ✖ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s à ♣r♦✉✈❡r ✖ ❡t
❛ ❜✐❡♥ ♠✐❡✉① s✉♣♣♦rté ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ rés❡❛✉✳ ❙♦♥ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
❛❞éq✉❛t tr❛❞✉✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❝ôté ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r
♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ ré✉ss✐t✳

▲✬✐♥térêt ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ s❛♥s ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ♠✐s ❡♥ rés❡❛✉✱ ❡st ❞✐s❝✉✲
t❛❜❧❡ ❬▼✐♥s❦② ❡t P❛♣❡rt✱ ✶✾✻✾❪✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡✉r ✈ér✐t❛❜❧❡ ❡ss♦rt ♥❡
✈✐♥t q✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s q✉❛tr❡✲✈✐♥❣t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s♣é❝✐❛❧❡♠❡♥t ♣❡♥sé à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ✿ ❧❛ rétr♦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ❬❲❡r❜♦s✱ ✶✾✾✵✱ ✶✾✾✹ ❀ ▼❝ ❈❧❡❧❧❛♥❞ ❡t ❘✉♠❡❧❤❛rt✱ ✶✾✽✽ ❀ P❛r❦❡r✱ ✶✾✽✺ ❀
▲❡ ❈✉♥✱ ✶✾✽✼❪✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧✬❡rr❡✉r ♦❜✲
s❡r✈é❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ✐♥t❡r♥❡s ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡❧t❛
♣✉✐ss❡ ② êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✳

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❛ rétr♦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ t❛♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❡❧❧❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ s♦♥t ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❬❍❛②❦✐♥✱ ✷✵✵✸ ❀ ❉r❡②❢✉s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ❛✐t été ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞❡♣✉✐s✱
❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿ ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st ❣❛r❛♥t✐❡✱
❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞✉ rés❡❛✉ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t ♥❡
❥❛♠❛✐s ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉✐ rés♦❧✈❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣r✐s✱ ♦✉ ❛❧♦rs ❡♥ ❛tt❡✐♥❞r❡
✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐s❡✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r rétr♦♣♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛✲

✶✾



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❞✐❡♥t✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s✱ s✬✐❧s ♣r♦❣r❛♠♠❡♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡
tâ❝❤❡✱ s♦♥t ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶ ✖ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳
❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L ❞❡ ❝✐♥q ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s 25 ♣❛✐r❡s
❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡ ❞❡ s♦♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ L ❡st ✿

L ≡ e3(e5 + e1 + e4) + e5(e2 + e4).

■❧ ♥✬② ❛ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❛r❜✐rtr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❝❡ ❥❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡ t❡❧ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❞❡✉① ♣❡r✲
❝❡♣tr♦♥s ❡♥ ❛❧✐♠❡♥t❛♥t ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
❡st ✜①é❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ à ✶✻ ❜✐ts✱ ❡t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s −5,000 ❡t 5,000 ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ✿

♥❡✉r♦♥❡ ✶

w1,0 = 2,919
w1,1 = −0,435
w1,2 = −4,815
w1,3 = 3,214

w1,4 = −0,553
w1,5 = 1,154

♥❡✉r♦♥❡ ✷

w2,0 = 4,169
w2,1 = 4,218
w2,2 = 2,382

w2,3 = −3,237
w2,4 = −0,943
w2,5 = 4,355

♥❡✉r♦♥❡ ✸

w3,0 = 2,621
w3,1 = −0,140
w3,2 = 3,913

▲❡s tr♦✐s ♣❡r❝❡♣tr♦♥s s♦♥t ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐❣♠♦ï❞❡ ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❛✜♥ ❞❡ ❧❡s r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rétr♦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❈❡
❞❡r♥✐❡r ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♣rès ❡♥✈✐r♦♥ ✷ ✵✵✵ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❥❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ✿

♥❡✉r♦♥❡ ✶

w1,0 = −10,37
w1,1 = −2,661
w1,2 = −1,328
w1,3 = 7,861
w1,4 = 3,393

w1,5 = −0,533

♥❡✉r♦♥❡ ✷

w2,0 = −7,549
w2,1 = 1,812
w2,2 = 3,622

w2,3 = −8,281
w2,4 = −6,294
w2,5 = 5,816

♥❡✉r♦♥❡ ✸

w3,0 = −3,522
w3,1 = 6,734
w3,2 = 4,374

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ré❛❧✐sé ❛✉ ✜❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡st ❞♦♥♥é
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✱ ② r❡♣rés❡♥t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❜❧❛♥❝ ❡t ❡♥ ♥♦✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs vrai ❡t
faux ❞❡ L✳
▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❡r♠❡t✲
tr♦♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ■❧s s♦♥t ❝♦❞és s✉r s❡✉❧❡♠❡♥t ✼ ❜✐ts ❡t
❞♦♥t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s❡✉✐❧ s♦♥t ♠✐❡✉① ❛❥✉sté❡s ✿

♥❡✉r♦♥❡ ✶

w1,0 = −3,5
w1,1 = −1,0
w1,2 = 2.0
w1,3 = 2,0

w1,4 = −2,0
w1,5 = 5,0

♥❡✉r♦♥❡ ✷

w2,0 = −3,5
w2,1 = −2,0
w2,2 = −1,0
w2,3 = 5,0
w2,4 = 2,0
w2,5 = 1,0

♥❡✉r♦♥❡ ✸

w3,0 = −0,5
w3,1 = 1,0
w3,2 = 1,0

✷✵



◆❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❡t rés❡❛✉① ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷

apprentissage

fonction de départ fonction apprise

vecteurs

d’entrée
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼

❙✉✐✈✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r
rétr♦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t
❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ✭❜❧❛♥❝
♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r vrai ❡t ♥♦✐r
♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r faux✮✳

✷✶





3
Autres réseaux

de neurones artificiels

❊
♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❛♥ts ❞❡ ♣❡♥sé❡ q✉✐ ❡♥
s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♦♥t
❜r✐è✈❡♠❡♥t été ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❉✬✉♥ ❝ôté✱ ❧❡s rés❡❛✉① ♥❡✉✲

r♦♠✐♠ét✐q✉❡s✱ ✐♥s♣✐rés ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s❡ ré✈è❧❡♥t êtr❡ à
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s à
✈♦❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐s❛♥s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❛r ❧❡s ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✐♠❛❣✐♥és ♣❛r ❧❡s
♣r❡♠✐❡rs✳

❊♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥t
❧✬❡ss♦r ❡st s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❞♦✉t❡ à ♠❡ttr❡ ❛✉ ❝ré❞✐t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ✿ ❧❡s
♠é♠♦✐r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs✳ P❛r ❝❡ ❜✐❛✐s ♥♦✉s s♦✉❧✐❣♥❡r♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡♠❛r✲
q✉❛❜❧❡ ♣♦❧②✈❛❧❡♥❝❡ ❞♦♥t ❢♦♥t ♣r❡✉✈❡ ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♥❡✉r♦♥❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✐♠♣❛❝t
❞❡s r❡♠❛♥✐❡♠❡♥ts ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛✉① ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡
❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s s❡ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t à ❧❡✉r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ✿ ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❜♦✉❧❡✈❡rs❡ ♣♦✉rt❛♥t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✳
❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ét✉❞✐és ♣♦✉r ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉①
❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❈✬❡st t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳
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Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

✸✳✶ ▲❡s ♠é♠♦✐r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s

❆r✐st♦t❡ ♣r♦♣♦s❛ q✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥ ❞❡✈❛✐t ❝♦♥s✐st❡r ❡♥
❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❡♥s❛t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s ❬❋❛✉s❡tt✱ ✶✾✾✹❪ ✿ ❧✬♦❞❡✉r
❞❡ ❧✬❤❡r❜❡ ❢r❛î❝❤❡♠❡♥t ❝♦✉♣é❡✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ t♦♥❞❡✉s❡ à ❣❛③♦♥ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡❧♦✉s❡
r❛s❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡
❝❡s s❡♥s❛t✐♦♥s r❛♣♣❡❧❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❀ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ✓ ❝❛❧❝✉❧s ✔ s✐ ❡❧❧❡s ét❛✐❡♥t st♦❝❦é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s
✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ét❛✐t ♥é❡✳

❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♠é♠♦r✐s❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✬é❝r✐✈❛♥t ❞❛♥s
✉♥ ❞❡ s❡s ❜❧♦❝s ♠é♠♦✐r❡✱ ✐❞❡♥t✐✜és ♣❛r ❞❡s ❛❞r❡ss❡s ✉♥✐q✉❡s ❣râ❝❡ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❧✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛ êtr❡ r❛♣♣❡❧é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❡st
t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥✬② s♦♥t ♣❛s st♦❝❦é❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t
♠❛✐s ♣❛r ♣❛✐r❡s ❀ ❧❡s ✉♥❡s s❡r✈❛♥t ❞✬❛❞r❡ss❡s ♣♦✉r r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ ✐♠❛❣✐♥❡r ❧✐r❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✖ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛✉t♦✲❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ♦✉ ❛❞r❡ss❛❜❧❡ ♣❛r s♦♥
❝♦♥t❡♥✉ ✖ ♦✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ✖ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❤étér♦✲❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ➚ ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡
t②♣❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✿ ❧❡s ♠é♠♦✐r❡s
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♠é♠♦✐r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s
✭❝❛r❛❝tèr❡s✱ ✈✐s❛❣❡s✮✱ ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ❞❡s rés❡❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥✳

✸✳✶✳✶ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡
❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡

➚ ❧✬✐♥st❛r ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ✉♥ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ❡♥tré❡s ❡t ❧❡s s♦rt✐❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞✉ ❥❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r s♦♥ ❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ❬❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❘♦s❡♥❢❡❧❞✱ ✶✾✽✽❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ q✉❡ ❞✬✉♥❡
s❡✉❧❡ s♦rt✐❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❡s t②♣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠é♠♦r✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❝❡ ❜✐❛✐s s♦♥t ❡♥ ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡s très ❧✐♠✐tés✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡r❝❡♣tr♦♥s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞✬✉♥ ❜✐t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à r❡tr♦✉✈❡r ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡
❛❧♦rs ❞❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✳ ▼é♠♦r✐s❡r ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ s é❝r✐t❡ s✉r ns ❜✐ts r❡q✉✐❡rt
❛✐♥s✐ ns ♣❡r❝❡♣tr♦♥s✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ne ❡♥tré❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛
❞♦♥♥é❡ e s❡r✈❛♥t ❞✬❛❞r❡ss❡ ❡st ❝♦❞é❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✶✮✳

P♦✉r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡
(
e s

)
=
((

e1 . . . ene

)
⊤
(
s1 . . . sns

)
⊤
)
✱ ❧❛ rè❣❧❡

❞❡ ❍❡❜❜ ✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❛❞éq✉❛ts✳ P♦✉r ns ♣❡r❝❡♣tr♦♥s✱

✶ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ q✉✐ ❛ ✐♥s♣✐ré ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮✱ ♣❛❣❡ ✶✽✮
❞♦♥t ❡❧❧❡ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r η = 1✳

✷✹



❆✉tr❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸

connexion directe

connexion auxiliaire entrées

entrées

sorties

sorties

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ré❛❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✳

❡❧❧❡ s✬é❝r✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

W = se
⊤

=






s1e1 · · · s1ene

✳✳✳ ·
✳✳✳

snse1 · · · snsene




 .

✭✸✳✶✮

▲✬é❧é♠❡♥t wij = siej ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❞✉ i❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ r❡❧❛t✐❢ à s❛ j❡ ❡♥tré❡✳
❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ s✐ ❧✬❡♥tré❡ e ❡st ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r W ❡t
❞♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❝❤❡❧♦♥✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❜✐❡♥ s ✿

Φ (We) = Φ
(

s ‖e‖2
)

= s. ✭✸✳✷✮

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛✐r❡s
(
e

(k)
s
(k)
)
|mk=1 ❛✉ s❡✐♥

❞✬✉♥ ♠ê♠❡ rés❡❛✉✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
♦❜t❡♥✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s m
♣❛✐r❡s ✿ ❬❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❘♦s❡♥❢❡❧❞✱ ✶✾✽✽❪

W =
1

m

m∑

k=1

W
(k) =

1

m

m∑

k=1

s
(k)

e
(k)⊤. ✭✸✳✸✮

✸✳✶✳✷ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡

▲❛ ♠é♠♦✐r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t
s✐♠♣❧✐st❡ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❛r❡♠❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❞é♥✐❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ s❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à m ♣❛✐r❡s
✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❜s❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮ ✿
✕ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛s✐t❡s s♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❡♥tré❡s ♥❡ ✜❣✉r❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡

❥❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❛♣♣r✐s ❀

✷✺



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

✕ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛✐r❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡♥tr❡✲
❡❧❧❡s ❀ ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡ ♣r♦✈♦q✉❛♥t ✓ ❧✬♦✉❜❧✐ ✔ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡t ré❝✐♣r♦✲
q✉❡♠❡♥t ❀

✕ ✐❧ ② ❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ♣❡✉t
♠é♠♦r✐s❡r✳

❆✉t❛♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s é✈✐❞❡♥t❡s✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r❝❡♣✲
tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✱ ❜ât✐ s✉r ❞❡ s✐♠♣❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ♥✬❛♣♣♦rt❡ q✉❡ très
♣❡✉ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s✳

❆✜♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧❡ ♠✐❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣❡r✲
❝❡♣tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭✸✳✸✮
s✉❣❣èr❡ q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✓ ❛❞r❡ss❡ ✔ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❬❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❘♦s❡♥❢❡❧❞✱ ✶✾✽✽❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ❛❧♦rs ❧❛
s♦rt✐❡ ❞✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✱ ♣♦✉r ❧✬❡♥tré❡ e

(k0) s✬❡①♣r✐♠❡ ✿

Φ
(
We

(k0)
)

= Φ

(
m∑

k=1

s
(k)

e
(k)⊤

e
(k0)

)

= Φ




s

(k0)
e

(k0)⊤
e

(k0) +

m∑

k=1
k 6=k0

s
(k)

e
(k)⊤

e
(k0)

︸ ︷︷ ︸

=0






= Φ
(

s
(k0)
∥
∥e

(k0)
∥
∥2
)

,

♦ù ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❛❧♦rs ❜✐❡♥ r❡tr♦✉✈é❡✳

❆✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❜rè✈❡ ❛♥❛❧②s❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ♣♦✉✲
✈❛♥t êtr❡ ❛♣♣r✐s❡s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❛ ♣✉ êtr❡ ét❛❜❧✐❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❛ ♣r✐♦r✐ très r❡str✐❝✲
t✐✈❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣♦✉r❛♥t ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r❛✳
❈❤❛q✉❡ s♦rt✐❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥✱ ♦r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t à ✐♥❞✐q✉é q✉❡ ❝✬ét❛✐t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❥❡✉① ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡✱ ❛✉① rè❣❧❡s ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ s♦✉✛r❡
❞❡ ❧✬✐♥❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧s à ❞é❝r✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s♦♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉tôt s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞♦♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à ❝❡r♥❡r✳ ▲❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts ❡♥
♣rés❡♥t❡♥t s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❞❡✉① ❞✬❡♥tr❡✲❡✉①✳

▲❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❞❡ ❍♦♣❢✐❡❧❞ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♠é✲
♠♦✐r❡s ❛✉t♦✲❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ét✉❞✐és ❡st ❝❡❧✉✐ ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❛r
❏✳ ❍♦♣❢✐❡❧❞ ❡♥ ✶✾✽✷ ❬❉r❡②❢✉s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ✐té✲
r❛t✐❢✱ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❧✐♥❡❛r ❛ss♦❝✐❛t♦r ❬▼❝ ❈❧❡❧❧❛♥❞ ❡t ❘✉♠❡❧❤❛rt✱ ✶✾✽✽❪✳ ❈❤❛❝✉♥
❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❞✉ rés❡❛✉ r❡ç♦✐t ❛✐♥s✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ s❛ ♣r♦♣r❡ s♦rt✐❡✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡
t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✮✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣✲
t✐q✉❡s ré❣❧❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ i s✉r ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ j ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡
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❆✉tr❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸

sorties

1 2 3

connexion rebouclée

w12 = w21

w13 = w31

w23 = w32

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷

❘és❡❛✉ ❞❡ ❍♦♣❢✐❡❧❞
❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s ♥❡✉r♦♥❡s
❛rt✐✜❝✐❡❧s✳

♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r✈✉ q✉✬❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛ss❡ ❛✉① ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

wi,j = wj,i ❡t wi,i = 0. ✭✸✳✹✮

▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❞❡s ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ❞❡ {−1 ;+1}n ❞❛♥s {−1 ;+1}✱ ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥ ❡t ❧❡✉r s♦rt✐❡ ❡st ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ✷✳
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t ♣♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❬❇❡♥♥❛♥✐✱ ✷✵✵✻❪✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ s♦rt✐❡ s❡ st❛❜✐❧✐s❡
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❛✐t été ✐♥✐t✐❛❧✐sé✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ét❛✐t ❛ss✉ré à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ✭✈♦✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮✮ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès
q✉❡ e

(k) = s
(k)|mk=1 ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛✉t♦✲❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ✿

W =

m∑

k=1









e
(k)

e
(k)⊤ −









e2
1
(k) 0 · · · 0

0
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
0 · · · 0 en2

e
(k)

















. ✭✸✳✺✮

▲❡ rés❡❛✉① ❞❡ ❍♦♣❢✐❡❧❞ ét❛♥t ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛ ♣♦✉r
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à ♠é♠♦r✐s❡r ❞❛♥s ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ❈♦♠♠❡
❧❡ rés❡❛✉ ❡st st❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❢♦r❝é♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❜❛ss✐♥ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡
❞✬❡❧❧❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♠é♠♦r✐sé❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡tr♦✉✈é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡
✈❡rs✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ♦✉ ❞é❣r❛❞é❡s✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ❡st ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r❛s✐t❡s✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦r✐sé❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ét❛❜❧✐❡ ♣❧✉s tôt ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st s❛♥s ❝♦♥t❡st❡
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

✷ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝
❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ s✐♥♦♥ q✉❡ s❛ st❛❜✐❧✐té ❡st ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ à ét❛❜❧✐r✳

✷✼



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶ ✖ ▼é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡tt❡s ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❍♦♣❢✐❡❧❞✳
▲❡s q✉❛tr❡ ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜é ❧✬♦rt❤♦✲
❣♦♥❛❧✐té✱ s♦♥t ♠é♠♦r✐sé❡s ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❞❡ ❍♦♣❢✐❡❧❞ ❞❡ ✶✷

♥❡✉r♦♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ♣✐①❡❧ ❞❡s ✐♠❛❣❡tt❡s ✿ ♥♦✐r ♣♦✉r ❧❛
✈❛❧❡✉r −1 ❡t ❜❧❛♥❝ ♣♦✉r +1✳ P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮✱ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ✿

W =























0 0 2 0 0 0 2 4 −2 0 0 −2
0 0 2 −4 0 0 −2 0 −2 0 0 2
2 2 0 −2 −2 2 0 2 0 −2 −2 0
0 −4 −2 0 0 0 2 0 2 0 0 −2
0 0 −2 0 0 −4 −2 0 −2 0 0 −2
0 0 2 0 −4 0 2 0 2 0 0 2
2 −2 0 2 −2 2 0 2 0 2 2 0
4 0 2 0 0 0 2 0 −2 0 0 −2
−2 −2 0 2 −2 2 0 −2 0 −2 −2 0
0 0 −2 0 0 0 2 0 −2 0 4 2
0 0 −2 0 0 0 2 0 −2 4 0 2
−2 2 0 −2 −2 2 0 −2 0 2 2 0























. ✭✸✳✻✮

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ rés❡❛✉✱ ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❛✈❡❝
❧✬✐♠❛❣❡tt❡ ❞✉ ❝❤✐✛r❡ ✓ ✶✔ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸❛✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✷✺✪ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♥t été
✐♥✈❡rsé❡s✱ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡ ❝♦rr❡❝t❡✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❞é❥à s✉✣s❛♥t ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡tt❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡
❞✐✣❝✐❧❡✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t
♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s à W ❛✉ ❢❛❝t❡✉r 1

2 ♣rès✳
■❧ ❛rr✐✈❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à ♠é♠♦r✐s❡r s✬❛❝❝♦♠♦❞❡♥t ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✐❝✐ ❡t ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s très ♠❛✉✈❛✐s✱ ❜✐❡♥
q✉❡ ♠❛❧❣ré t♦✉t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s tr♦✐s ✐♠❛❣❡tt❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✱ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s
♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✭✸✳✺✮ s♦♥t ✿

W =









0 −1 −1 −1 −1
−1 0 3 3 −1
−1 3 0 3 −1
−1 3 3 0 −1
−1 −1 −1 −1 0









. ✭✸✳✼✮

P❛r❝❡ q✉❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ♠❛❧ ❛❥✉sté❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ❛♠❡♥é❡ à ♣r❡♥❞r❡
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡ ♣♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡
❡①❛❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦rt✐❡ ❞♦✐t ✈❛❧♦✐r +1 ❞❡ ❝❡❧✉✐
♦ù ❡❧❧❡ ❞♦✐t ✈❛❧♦✐r −1✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❡r♠❡t q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❞✬é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t♦✉t
❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ✿

W
′ =









0 −1 −1 −1 −1
−1 0 2 2 −1
−1 2 0 2 −1
−1 2 2 0 −1
−1 −1 −1 −1 0









. ✭✸✳✽✮

✷✽



❆✉tr❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸

✭❛✮ ❈❤✐✛r❡ ✓ ✶✔✳ ✭❜✮ ❈❤✐✛r❡ ✓ ✷✔✳ ✭❝✮ ▲❡ttr❡ ✓t✔✳ ✭❞✮ ▲❡ttr❡ ✓✉✔✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸

▲❡s q✉❛tr❡ ✐♠❛❣❡tt❡s✱ ❞❡✉① à
❞❡✉① ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡tt❡ ❜r✉✐✲
té❡ à t = 0✳

✭❜✮ ➱t❛t à t = 3τ ✳ ✭❝✮ ➱t❛t à t = 15τ ✳ ✭❞✮ ■♠❛❣❡tt❡ ♦❜t❡✲
♥✉❡ à t = 30τ ✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹

❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡tt❡ ♠é♠♦r✐sé❡ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❜r✉✐té❡✳
✭τ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥ ♣❛s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳✮

▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❝❤❛♦t✐q✉❡s ❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠❛❥❡✉r❡s✱
♣❛rt❛❣é❡ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ♠é♠♦✐r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❞♦♥t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
✉♥ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡ ✭♦✉ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡✮✱ ❡st ❧❡✉r ❢❛✐❜❧❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ✸✳
❈❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡st ❞✉❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
❍❡❜❜ ❡t q✉✐ ✐♠♣♦s❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞✬êtr❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ♠é♠♦r✐sé❡s ❬▼❝ ❈❧❡❧❧❛♥❞ ❡t ❘✉♠❡❧❤❛rt✱ ✶✾✽✽❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♥❡
✈❡✉t ♥✉❧❧❡♠❡♥t ❞✐r❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ♥❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉①✳

❊♥ ❞♦♥♥❛♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡✱ ❝❡ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜✐♦❧♦✲
❣✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ❝✐♥q ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❬▼♦❧t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹ ❀ ❇❛❜❧♦②❛♥t③ ❡t ▲♦✉r❡♥♦✱ ✶✾✾✹ ❀ ❆✐❤❛r❛
❡t ▼❛ts✉♠♦t♦✱ ✶✾✽✼❪✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡
♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❡s ét❛ts ♣❛ssés ❧♦rs
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s❡s ét❛ts ❢✉t✉rs ❬❆✐❤❛r❛ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❪✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❞❡ ❍♦♣❢✐❡❧❞ ♠é♠♦r✐s❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♣ré✲
❝é❞❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞✉ ❝❤❛♦s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ♣rés❡♥t❡
❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ✿

A(e, kT ) = w0 +

n∑

i=1

wiei +

k∑

d=1

wc
dΦ ◦A(e, (k − d)T ). ✭✸✳✾✮

✸ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥r❡❣✐str❡r ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❍♦♣❢✐❡❧❞ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ n

♥❡✉r♦♥❡s ❡st ❡♥✈✐r♦♥ é❣❛❧ à 0,15n ❬❆❜✉✲▼♦st❛❢❛ ❡t ❙t ❏❛❝q✉❡s✱ ✶✾✽✺❪✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺

❚r♦✐s ✐♠❛❣❡tt❡s ❞♦♥t ❧❛
♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❞♦♥♥❡ ❞❡s
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s très ♣❡✉
r♦❜✉st❡s✳

✷✾



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻

❙❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧
❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧

❝❤❛♦t✐q✉❡ ✭❝❤❛q✉❡ ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❛❣❡

✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ r❡t❛r❞✮✳

sortie

wcconnexion rebouclée

connexion directe

connexion auxiliaire

entrées

❖✉tr❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré✲
❣❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s wc

d q✉✐ ♣♦♥❞èr❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦rt✐❡
q✉✬❛✈❛✐t ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡ d ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ♣❧✉s tôt✳

❖✉tr❡ ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❛✣❝❤é❡s✱ ❝❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✲
✜❝✐❡❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❡♥r❡❣✐stré❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❜❛s❝✉❧❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❞♦♥✲
♥é❡ r❡tr♦✉✈é❡ à ❧✬❛✉tr❡✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ s❡ st❛❜✐❧✐s❡r s✉r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s
❞❡✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥t ❧❡s ♣❡r❝❡♣tr♦♥s ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡s✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❝❡r✲
t❛✐♥❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝❛♣❛❜❧❡
❞✬❛ss♦❝✐❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♥♥é❡s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❛❞r❡ss❡✱ ♦✉ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♣❛✐r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s s✐ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st tr♦♣ é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠é♠♦r✐sé❡s ❬❆r❛✐ ❡t
❖s❛♥❛✱ ✷✵✵✻❪✳

✸✳✷ ▲❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❛ ♣r♦✉✈é
q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛✐t ❞✐✈✐sé ❡♥ ré❣✐♦♥s s♣é❝✐❛❧✐sé❡s ❡t ♥✬ét❛✐t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣❛s
❧✬✐♠♠❡♥s❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ♠♦♥♦❜❧♦❝ ♣♦❧②✈❛❧❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❡♣rés❡♥t❛✐t ✈♦❧♦♥✲
t✐❡rs ❬❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❘♦s❡♥❢❡❧❞✱ ✶✾✽✽❪✳ ❖r✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✉t✐❧✐sés
❥✉sq✉✬❛❧♦rs ✐♠♣❧✐q✉❛✐❡♥t ❞❡s ♠✐s❡s à ❥♦✉r ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❀ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s t♦✲
t❛❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ P♦✉r ❡①✲
♣❧✐q✉❡r ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧✉ ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ♣r♦❝é❞és ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
❣❡♥r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ ❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t✳

❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ été ♥♦♠♠é❡ ✓ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♠♣ét✐t✐❢ ✔ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù s❡✉❧s
❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s s♦rt✐s ✈❛✐♥q✉❡✉rs ❞✬✉♥❡ ✓ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ✔ ❛✉r♦♥t ❧❡✉rs ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡s ♠✐s à ❥♦✉r ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ❛✈❛♥❝é❡✱ ❧❡s
rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♣❡✉✈❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡✉rs ♣❡♥❞❛♥ts ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✬❛❣✐ss❛♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♣❡✉t s✬êtr❡ s♣é❝✐❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❛

✸✵



❆✉tr❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸

attendue
sortie

poids synaptiques vainqueurs

autres poids synaptiques

erreur

entrées de l’exemple

1 2 3 4 5 6

✭❛✮ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳

attendue
sortie

poids synaptiques vainqueurs

autres poids synaptiques

erreur

voisinageentrées de l’exemple

1 2 3 4 5 6

✭❜✮ ❈❛rt❡ ❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❛tr✐❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞✉ ▲❡❛r♥✐♥❣

❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s
❝❛rt❡s ❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❛tr✐❝❡s✳

r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❧❛✐ss❛♥t à ❞✬❛✉tr❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✬❡♥
r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❡t❝✳

▲❡❛r♥✐♥❣ ❱❡❝t♦r ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❚✳ ❑♦❤♦♥❡♥ ❛ ♣r♦♣♦sé ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s❡✉❧ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
r❡ss❡♠❜❧❡♥t ❧❡ ♣❧✉s à ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ à ❛♣♣r❡♥❞r❡✱ ❡st ♠✐s à ❥♦✉r ❬❑♦❤♦♥❡♥✱
✶✾✽✾❪✳ ❈❡tt❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ♠❡s✉ré❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ j ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ e ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥té ✿

D2
j =

∑

i

(wij − ei)
2. ✭✸✳✶✵✮

▲❡ ♥❡✉r♦♥❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈♦✐t s❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♠✐s à ❥♦✉r s❡❧♦♥ q✉❡
s❛ s♦rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✭∆wij > 0✮ ♦✉ ♥♦♥ ✭∆wij < 0✮ ✿

∆wij = ±η(ei − wij). ✭✸✳✶✶✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s à ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♠♣é✲
t✐t✐❢✳

✸✶



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

▲❡s ❝❛rt❡s ❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❛tr✐❝❡s ❞❡❑♦❤♦♥❡♥ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✉ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✈❡❝t♦r q✉❛♥✲

t✐③❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ❛♣♣r❡♥❞r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡
❞❡ ❧❛✐ss❡r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ré❛❧✐s❡r s❛ ♣r♦♣r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
P❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s q✉✐ ♥✬❛✉r❛✐❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t été
✐♥❝❧✉s❡s à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ✐♠♣♦s❡r✳

P♦✉r ré✉ss✐r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥❡ s♦✐t ♣❛s tr♦♣
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❡t q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ s♦✐t ❞♦♥❝ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ s❡ r❡♠♦❞❡❧❡r ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❚✳ ❑♦❤♦♥❡♥ ❛ ❛❥♦✉té ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛✉① rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ ❧❡s ❞é♥♦♠♠❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
✓ ❝❛rt❡s ✔✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❞✉ rés❡❛✉✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❡st ❞❡✈❡♥✉❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ rés❡❛✉ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼❜✮✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r s❛ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
❞✬❡♥tré❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ♠✐s à ❥♦✉r s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮✱ ♠❛✐s
❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠♦✐♥❞r❡✱ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ s♦♥ ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

✸✳✸ ❇✐❧❛♥ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜✲

❝✐❡❧s

❆✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❢♦r♠❡❧s ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✷ s♦♥t très ❧❛r❣❡♠❡♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s q✉✐ s❡ ♠♦♥tr❡♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐
❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♦♥t s✉rt♦✉t ❝♦♥❝❡r♥é ❧❡✉r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❡t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡s
❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ♠✐s à ♣❛rt ❧❡ ♣❡r❝❡♣tr♦♥ ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡✱ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡✉r s♦rt✐❡✳ ■❧ ❢❛✉t ② ✈♦✐r ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡ ❧✬✐♥❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♣❛r❧é✳ P♦✉r
✈♦✐r s❡ ♣r♦✜❧❡r ✉♥ ré❡❧ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s✱ ✐❧ ❛✉r❛ ❢❛❧❧✉ ❛tt❡♥❞r❡ ❧✬❛rr✐✈é❡
❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧✱ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❙❛♥s ❧✉✐✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛✉q✉❡❧ ♦♥t ❛❜♦✉t✐s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡
♣❛r ❞❡✉① ❢♦✐s ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ♣✉ ✈♦✐r ❧❡ ❥♦✉r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❬❈❤✉❛ ❡t ❨❛♥❣✱ ✶✾✽✽❛❪ q✉✐ ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

✸✷



4
Les réseaux

de neurones cellulaires

❉
ès ❧❡✉r ♦r✐❣✐♥❡✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❛✈❛✐❡♥t ✈♦❝❛t✐♦♥ à êtr❡ ♠✐s
❡♥ ÷✉✈r❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ✓ ❜♦✐t❡ ❡♥ ❜♦✐s ✔ q✉❡ ♣rés❡♥t❛
❋✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ✭✈♦✐r ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✵✮✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❥❡✉① ❞❡

❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉és ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛ r❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞é❧✐❝❛t❡ ❀ ♥♦s ❝❛♣❛❝✐tés
❞❡ r♦✉t❛❣❡ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ tr♦♣ ❧✐♠✐té❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s ✈ér✐t❛❜❧❡s ❡♥❝❤❡✈êtr❡♠❡♥ts
♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❛rt✐✜❝✐❡❧s✳ ▼✐s à ♣❛rt q✉❡❧q✉❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦✉r♦♥♥é❡s ❞❡ s✉❝❝ès✱ ❧❡s
rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❛✈❛♥t t♦✉t✱ ❛✉❥♦✉r❞❤✉✐✱ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
é♠✉❧é❡✳

▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ❣râ❝❡ à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✲
t❡✉rs✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s s♦♥t ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ét❛♣❡
❞❡ ❧❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✿ ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❡♠❜❛rq✉és ❬▼❛❧❛s♥❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ❋r❛♥❝❡❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ t②♣❡ ❛s✐❝✱ ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ❢♣❣❛s✱ s♦♥t ❞❡✈❡♥✉❡s t❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬é♠✉❧❡r ✉♥ ❜♦♥ ♠✐❧❧✐❡r ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❢♦r♠❡❧s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ② ❡♠❜❛rq✉❡r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❛rt✐✜❝✐❡❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛ss❡r à ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r s✉♣ér✐❡✉r
❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❣♦✉r♠❛♥❞❡s✳

✸✸



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ à ❝♦✉rt t❡r♠❡✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣ré✲
❢ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞❡ s✬❛❜str❛✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é♠✉❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧
✈❛ ❢❛❧❧♦✐r rés♦✉❞r❡✱ ♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥s ❝♦♥t♦✉r♥❡r✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ r♦✉t❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳

❉ès ✶✾✽✽✱ ▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛ ❡t ▲✳ ❨❛♥❣✱ ❡♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❬P❛❝❦❛r❞ ❡t ❲♦❧❢r❛♠✱ ✶✾✽✺❪✱ s✉❣❣érèr❡♥t q✉✬✐❧ ♥✬ét❛✐t ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s
✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝té
♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ■❧s ♠✐r❡♥t ❛✐♥s✐ ❛✉ ♣♦✐♥t ❧❡s
rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ✭❝♥♥s ♣♦✉r ❧✬❛♥❣❧❛✐s ❝❡❧❧✉❧❛r ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✮ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ❜❛♣t✐sé ♥❡✉r♦♥❡ ✓ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✔ ❡t ❞♦♥t ✉♥❡ ❞❡s
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❬❈❤✉❛ ❡t ❨❛♥❣✱ ✶✾✽✽❛✱❜❪✳
●râ❝❡ à ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❡s ❝♥♥s s♦♥t à ❝❡ ❥♦✉r ❧✬✉♥ ❞❡s s❡✉❧s ♠♦❞è❧❡s
q✉✐ ❛✐t ♣✉ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥té❣ré s❛♥s ❛✈♦✐r à s✉❜✐r ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛✉q✉❡❧ ✐❧ s❡r❛✐t ♣ré❞❡st✐♥é✳ ▲❛ ♣✉❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ❝♦♠♣t❡
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✶✻ ✸✽✹ ♥❡✉r♦♥❡s✱ ❛✣❝❤❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✸✸✵ ♠✐❧❧✐♦♥s
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡ ❬❩❛rá♥❞② ❡t ❘❡❦❡❝③❦②✱ ✷✵✵✹❛✱❜❪ ❡t s✉♣♣♦rt❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

✹✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s

✹✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❢♦r♠❡❧s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ♠❛tér✐❡❧ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥té❣r❛t✐♦♥✳ ▲❡ s❝❤é♠❛
❞❡ ❝❡ ❝✐r❝✉✐t ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ❬❈❤✉❛ ❡t ❨❛♥❣✱ ✶✾✽✽❛✱❜❪✳

▲❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉ ② s♦♥t ❞♦♥❝ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✱ r❡♣rés❡♥té
♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ré❣✐t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧
s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦❢❢ ❛✉ ♥÷✉❞ A ✿

C
dUx

dt
(t) +

1

Rx
Ux(t) = I +

n∑

i=1

Iei
(t). ✭✹✳✶✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s n ❡♥tré❡s ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ s♦♥t ❧❡s t❡♥s✐♦♥s ✐♥t❡r✈❡♥♥❛♥t ❛✉ tr❛✈❡rs
❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t Iei

|ni=1 ❡t ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s wi|
n
i=1 ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∀i ∈ J1 ;nK , Iei
(t) = wiUei

(t). ✭✹✳✷✮

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡st ❞♦♥❝ ré❣✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥✲
t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

C
dUx

dt
(t) = −

1

Rx
Ux(t) + I +

n∑

i=1

wiUei
(t), ✭✹✳✸✮

✸✹



▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹

I

C Rx Ry

Ie1 (t) Ien
(t) Iy(t)

Ux(t) Uy(t)

A

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶

❙❝❤é♠❛ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥
♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳

♦ù ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r Ux(t) ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡✳

❊♥ ❛❞♠❡tt❛♥t q✉❡ ❧❡s t❡♥s✐♦♥s ❞✬❡♥tré❡s s♦✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡s t❛♥t q✉❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡
♥❡ s✬❡st ♣❛s st❛❜✐❧✐sé❡✱ ✐❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡
❢♦r♠❡❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ Ux(t → +∞) ❀ ♦✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Ux(t) q✉✐ ❛♥♥✉❧❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❛♥s ✭✹✳✸✮ ✿

lim
t→+∞

Ux(t) = Rx

(
I +

n∑

i=1

wiUei

)
. ✭✹✳✹✮

❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❡st tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❛✉① ❡♥tré❡s Uei

|ni=1✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱
❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✬é❝r✐t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
q✉❡ R ✈❛✉t 1 Ω ✿

A:❘n −→ ❘

e(t) =
(
e1(t) e2(t) · · · en(t)

)
⊤ 7−→ w0 + w

⊤
e(t).

✭✹✳✺✮

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss✐q✉❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ♠♣✱ à
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st très é❝♦♥♦♠❡✱ ❛✉t❛♥t ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s
q✉✬❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥✳

P♦✉r s❛ ♣❛rt✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❧✐é❡ ❞❡ ❧✬ét❛❣❡ ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♠♦♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st
❝♦♠♠❛♥❞é❡ ❡♥ t❡♥s✐♦♥ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞♦♥t ✉♥ tr❛❝é ❡st ❞♦♥♥é
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ✿

Uy(t) = RyIy(t) =
1

2
(|Ux(t) + 1| − |Ux(t) − 1|) . ✭✹✳✻✮

➚ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ Uy(t) ❡st ❜♦r♥é❡
♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs −1 V ❡t +1V✳ ▲❛ t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ Ux(t) ♣❡✉t q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ♣r❡♥❞r❡

✸✺



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷

❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳

1

−1
x

Φ(x)

0

0

−1 +1

♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ✶✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐❣♥❛❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✷ ✈❡✉t q✉❡ ❧❡s n
t❡♥s✐♦♥s ❞✬❡♥tré❡ s♦✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡s ♣❛r −1 V ❡t +1V✳

❆✜♥ ❞❡ r❡st❡r ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ ❡t ❞❡ s✬❛❜str❛✐r❡ ❞❡s
❞ét❛✐❧s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✻✮ s♦♥t ré✲é❝r✐t❡s ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

dx

dt
(t) = −x(t) + w0 + w

⊤
e(t) ❡t y(t) =

1

2
(|x(t) + 1| − |x(t) − 1|) . ✭✹✳✼✮

✹✳✶✳✷ ▼✐s❡ ❡♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s

▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s s♦♥t tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♠♦♥♦❝♦✉❝❤❡s ✸✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
s♦♥t ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❍♦♣❢✐❡❧❞ ❡t ❧❡s ❝❛rt❡s ❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❛tr✐❝❡s✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❛st✉❝❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝♥♥ s❛♥s tr♦♣ ❡♥ ❛✛❡❝t❡r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés✱ s✬✐♥s♣✐r❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✿
✕ ❧❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s ❞✬✉♥ ❝♥♥ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s q✉✐ ❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❀
✕ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞✬✉♥ ❝♥♥ s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés s❡❧♦♥ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞♦♥t ✐❧s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❡t ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ✐❧s ✐♥t❡r✲
❛❣✐ss❡♥t ✿
✕ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♣❛rt❛❣❡ s♦♥ ❡♥tré❡ ❡t s❛ s♦rt✐❡ ❛✈❡❝ s❡s ✈♦✐s✐♥s ❀
✕ ✐❧ r❡ç♦✐t ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ rés✉♠❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♥♥ r✉❞✐♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡
q✉❛tr❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
❡t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧✉❧❧❛✐r❡ r❡❣r♦✉♣❡✱ s✬✐❧s ❡①✐st❡♥t✱ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s s✐t✉és
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à s❛ ❞r♦✐t❡ ❡t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à s❛ ❣❛✉❝❤❡✳ ❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s
❝♥♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❧✉tôt
❝♦♥str✉✐ts s❡❧♦♥ ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐s♣♦✲
s✐t✐♦♥s s♦♥t ❜✐❡♥✲sûr ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♣❛r♠✐s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s
❝❧❛ss✐q✉❡s✳

✶ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❡❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ❝✐r❝✉✐t✳
✷ ❉❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ❝❡s t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❝♠♦s✳
✸ ■❧ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❡①❝❧✉ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ♠✉❧t✐❝♦✉❝❤❡s ❜✐❡♥ q✉✬à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡✱ ❛✉❝✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥❡ s♦✐t ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✳

✸✻



▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹

entrée

sortie

voisinage

connexions rebouclées
connexions directes

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸

❙❝❤é♠❛ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❝♦♠♣♦sé
❞❡ q✉❛tr❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳

✭❛✮ ❊♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
ré❞✉✐t ❛✉① ❞❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✳

✭❜✮ ❊♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡
❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ ❡t ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✻✲❝♦♥♥❡❝té ✭❢♦♥✲
❝é✮ ❡t ✶✽✲❝♦♥♥❡❝té ✭❝❧❛✐r✮✳

✭❝✮ ❊♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡
❝❛rré ❡t ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✹✲❝♦♥♥❡❝té ✭❢♦♥❝é✮ ❡t
✽✲❝♦♥♥❡❝té ✭❝❧❛✐r✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹

▲❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡t ✈♦✐s✐♥❛❣❡s
❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❝♥♥s✳

✸✼



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ rés❡❛✉ q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬êtr❡ é♥♦♥❝é❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♥❡ ✭✹✳✼✮ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t N
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞és✐❣♥❛♥t s❡s ♥❡✉r♦♥❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐ré❞❛♥t ❧❡s ❡♥tré❡s
❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ✿

dx

dt
(t) = −x(t) + w0 +

∑

i∈N

wei
ei +

∑

i∈N

wyi
yi(t). ✭✹✳✽✮

❉❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ei ❡t yi(t) s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ i❡ ♥❡✉r♦♥❡
❞❡ N ✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts wei

s♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡s ❡♥tré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❡t
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts wyi

❝❡✉① ❞❡s s♦rt✐❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✐❞s s②♥❛♣✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡ r❡♥❞ ❧❡ rés❡❛✉ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t
♣❡r♠❡t à ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡r s✉r t♦✉t ❧❡ rés❡❛✉ ♠❛❧❣ré ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s s♦♥
♣r♦♣r❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉✬✉♥❡ ❞❡s s♦rt✐❡s r❡❜♦✉❝❧é❡s yi(t) ❞❡ N ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡♥ ❢❛✐t
à ❧❛ ♣r♦♣r❡ s♦rt✐❡ y(t) ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s s❡r♦♥s ❛♠❡♥és à tr❛✐t❡r ❞❡
❢❛ç♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❧❡s s♦rt✐❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ y ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ N ∗ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ str✐❝t ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡
❡t ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s wy ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❞❡ s❛ ♣r♦♣r❡ s♦rt✐❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛✐❡♥t ré❞✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
✖ ✉♥ ❝♥♥ ❞❡ ✻✹× ✻✹ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✱ ❝♦♥str✉✐t s✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹❝✱
❝♦♠♣t❡ ✼✼ ✽✷✹ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✸✸ ✺✺✽ ✺✷✽ s✬✐❧ ❛✈❛✐t été ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥t❡r❝♦♥✲
♥❡❝té ✖ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♥♥✱ ❡♥ ❧✬ét❛t✱ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à
❝❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ré❣❧❛❜❧❡✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝✐r✲
❝✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣❧❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
q✉✐ r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ✐♥st✐❣❛t❡✉rs ❞❡s ❝♥♥s ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡r q✉❡ ❞❡s ❝♦♣✐❡s
❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ré❣❧❛❜❧❡ ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞❡s
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❧❡ ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♥❡✉r♦♥❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝✐r❝✉✐ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡st r❛♠❡♥é à s❡✉❧❡♠❡♥t ✶✾ ✿
✕ ♥❡✉❢ ♣♦✉r ❧❡s ♥❡✉❢ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡s ❡♥tré❡s ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❀
✕ ♥❡✉❢ ♣♦✉r ❧❡s ♥❡✉❢ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❀
✕ ✉♥ ♣♦✉r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♣✉❝❡ ✐♥té❣r❛♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞❡ ✻✹× ✻✹

♥❡✉r♦♥❡s✱ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡ ❡s♣❛❣♥♦❧❡ ❞❡ ❆✳ ❘♦❞rí❣✉❡③✲❱á③q✉❡③ ❬▲✐ñá♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✵❪✳

✹✳✷ ❙t❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❝♦♥s✐st❡
à ❞ét❡r♠✐♥❡r s❡s ✶✾ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✲
s✐t✐♦♥♥❡ ❧❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❧à ♦ù ✐❧s ❝♦♥✈❡r❣❡r♦♥t s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s♦rt✐❡s

✸✽



▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹

✭❛✮ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ✻✹×✻✹ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳ ✭❜✮ ❉ét❛✐❧ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✭❣r♦ss✐s✲
s❡♠❡♥t ✿ ✶ ✵✵✵×✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺

▲❛ ♣✉❝❡ ❛❝❡✲✹❦✳

point d’équilibre

sens du parcours

pente wy − 1

zones de saturation de la sortie

1

w0

X

i∈N

wei
ei +

X

i∈N∗

wyi
yix(t)

dx
dt

(t)

0-1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻

❆❧❧✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥❡ r♦✉t❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ✉♥
♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳

❞és✐ré❡s✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ré❛❧✐s❡r ✉♥ t❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡ ❞✬❛✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜é ❛✉
♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s s❡ st❛❜✐❧✐s❛♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞♦♥✲
♥é❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s♦rt✐❡
st❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬ét❛ts ✐♥✐t✐❛✉① s✬② st❛❜✐❧✐s❛♥t✳ ■❧s s♦♥t ❞✐str✐❜✉és ❧❡
❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ r♦✉t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✔ ❬❈❤✉❛ ❡t ❨❛♥❣✱ ✶✾✽✽❛ ❀▼♦♥♥✐♥✱
✷✵✵✸ ❀ ❇é♥é❞✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹ ❀ ❇é♥é❞✐❝ ❡t ▼❡r❝❦❧é✱ ✷✵✵✻❛❪✳

✹✳✷✳✶ ❘♦✉t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ♠♦♥tr❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ r♦✉t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ à s♦♥ ét❛t st❛❜❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (x(t), dx

dt
(t))✱ ❞❡ s♦♥ éq✉❛t✐♦♥

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♥❡ ✭✹✳✽✮✱ r❛♣♣❡❧é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

dx

dt
(t) = −x(t) + w0 +

∑

i∈N

wei
ei +

∑

i∈N

wyi
yi(t). ✭r❛♣♣❡❧ ❞❡ ✭✹✳✽✮✮

✸✾



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s♦♥t ♥✉❧s ✭wyi
= 0|i∈N ✮ ❛❧♦rs ✐❧

s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❞❡ ♣❡♥t❡ −1 ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ w0 +
∑

i∈N wei
ei✳

❈❡ ❝❛s très ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠✐s à ♣❛rt✱ ❧❡s r♦✉t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s s✉✐✈❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❞r♦✐t❡s
❜r✐sé❡s ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✮
✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❡♥ ♣❛❣❡ ✸✻✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♥✉❧s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r wy q✉✐ ♣♦♥❞èr❡ ❧❛ ♣r♦♣r❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡✳ ❊♥
✐s♦❧❛♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

dx

dt
(t) = −x(t) + wyy(t) + w0 +

∑

i∈N

wei
ei +

∑

i∈N ∗

wyi
yi(t). ✭✹✳✾✮

❊♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s tr♦✐s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞r♦✐t❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❬▼♦♥♥✐♥✱ ✷✵✵✸❪
✕ ♣♦✉r x(t) ∈ ]−∞ ;−1] ✿

dx

dt
(t) = −x(t) − wy + w0 +

∑

i∈N

wei
ei +

∑

i∈N ∗

wyi
yi(t); ✭✹✳✶✵❛✮

✕ ♣♦✉r x(t) ∈ [−1 ;+1] ✿

dx

dt
(t) = (wy − 1)x(t) + w0 +

∑

i∈N

wei
ei +

∑

i∈N ∗

wyi
yi(t); ✭✹✳✶✵❜✮

✕ ❡t ♣♦✉r x(t) ∈ [+1 ; +∞[ ✿

dx

dt
(t) = −x(t) + wy + w0 +

∑

i∈N

wei
ei +

∑

i∈N ∗

wyi
yi(t). ✭✹✳✶✵❝✮

❆✈❡❝ ❞❡s ❡♥tré❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♥✉❧s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
wy ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ✓ ♥♦♥✲❝♦✉♣❧é ✔✮✱ ❝❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❜✐❡♥ ❛✉① tr♦✐s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡s ♦❜s❡r✈és ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳

✹✳✷✳✷ P♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡t ❞✬✉♥ ❝♥♥

▲❡s ✜❣✉r❡s ✹✳✽❛ ❡t ✹✳✽❜ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❧✉r❡s t②♣✐q✉❡s q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡
❧❡s r♦✉t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ❥❡✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✵✮ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ét❛❜❧✐✳
❙✬❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ♦r❞♦♥♥é❡s
✐♥❞✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❧❡ s❡♥s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡s r♦✉t❡s s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉❡s ♣❛r ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ✿
✕ s✐ dx

dt
(t) > 0 ❛❧♦rs ❧❛ r♦✉t❡ ❡st ♣❛r❝♦✉r✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s ❝r♦✐ss❛♥ts ❀

✕ s✐ dx
dt

(t) < 0 ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❧✬❡st ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥ts✳
▲❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s s♦♥t ❞♦♥❝ t♦✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s
r♦✉t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧à ♦ù ❧❛ ❞ér✐✈é❡ dx

dt
(t) s✬❛♥♥✉❧❡✳

❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t st❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ② ❛♠è♥❡

✹✵



▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹

1

x(t)

dx
dt

(t)

0-1

✭❛✮ P♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ st❛❜❧❡✳

1 x(t)

dx
dt

(t)

0-1

✭❜✮ P♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ✐♥st❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼

❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳

amplitude

continue

composante

1

X

i∈N

wei
ei

x(t)

dx
dt

(t)

0-1

✭❛✮ ❘♦✉t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧✲
❧✉❧❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ ♠♦❞❡ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡✳

1

P

i∈N wei
ei

x(t)

dx
dt

(t)

0

-1

✭❜✮ ❘♦✉t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧✲
❧✉❧❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽

▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♥♥✳

❧❡s ét❛ts ✐♥t❡r♥❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ② ❡st ♥é❣❛t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ ét❛t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
t❡❧ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼❛ ❡st st❛❜❧❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼❜ q✉✐ ❡st
✐♥st❛❜❧❡✳

❯♥ ❡①❛♠❡♥ ❛tt❡♥t✐❢ ❞✉ ❥❡✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✵✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s
st❛❜❧❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡ J−1 ;+1K q✉❛♥❞ wy < 1✱ ❝❛r ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞✉
s❡❣♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧ ❡st ❛❧♦rs ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❡t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {−1 ;+1} ❧♦rsq✉❡ wy ≥ 1✳
❯♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♥♦♥✲❝♦✉♣❧é ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r s❡❧♦♥ ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❬▼♦♥♥✐♥
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽ ❀ ❈❤✉❛ ❡t ❨❛♥❣✱ ✶✾✽✽❛❪ ✿

❧❡ ♠♦❞❡ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ wy < 1 ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽❛✮ ❀

❧❡ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ wy ≥ 1 ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽❜✮✳

❈❡ ❞♦✉❜❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬ét❡♥❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✉
♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❝♦✉♣❧é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s r♦✉t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬ét❛✲
❜❧✐r s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s r❡ç✉❡s ♣❛r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ s♦✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❖r✱ s✐
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❡♥tré❡s ei(t)|i∈N ✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡♥
r❡✈❛♥❝❤❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐s❝✉t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡s s♦rt✐❡s yi(t)|i∈N ∗ ❛✈♦✐s✐✲

✹✶



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

♥❛♥t❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s r♦✉t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ♠❛❧❣ré t♦✉t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡✳

❊♥ ❢❛✐t✱ x(t) s✉✐t ✉♥❡ ❞❡s r♦✉t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞✉ ❝❛s ♥♦♥✲❝♦✉♣❧é✱ ❡t ✓ s❛✉t❡ ✔ ❞❡
❧✬✉♥❡ à ❧✬❛✉tr❡ ❛✉ ❣ré ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉① ♥❡ s♦♥t ❛✐♥s✐ ♣❛s très ❞✐✣❝✐❧❡s à tr♦✉✈❡r ❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞✬éq✉✐♣❡s ♦♥t ❛♣♣♦rté ❧❡✉r ❧♦t ❞❡ ❝r✐tèr❡s s✉✣s❛♥ts à ❣❛r❛♥t✐r ❧❡✉r ❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥
❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞♦♥♥é ❬●✐❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹ ❀ ❚❛❦❛❤❛s❤✐ ❡t ❈❤✉❛✱ ✶✾✾✼✱ ✶✾✾✽ ❀ ❑❛❧✉③♥②✱
✶✾✾✹ ❀ ❈❤✉❛ ❡t ❲✉✱ ✶✾✾✷ ❀ ❆r✐❦ ❡t ❚❛✈s❛♥♦❣❧✉✱ ✶✾✾✻ ❀ ❇é♥é❞✐❝ ❡t ▼❡r❝❦❧é✱
✷✵✵✻❛❪✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥
❝♥♥✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s
❝♦✉♣❧és ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été ❞é♠♦♥tré❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬à ❝❡ ❥♦✉r ❛✉❝✉♥ ❝♥♥ ♥♦♥ st❛❜❧❡ ♥✬❛✐t
❡♥❝♦r❡ été tr♦✉✈é✳

✹✳✸ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♥♥s

▲❡s t♦✉t❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦❣r❛♠♠é❡s s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s
❛✈❛✐❡♥t s✉rt♦✉t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❡t ❞✬✐♥✲
❝✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ à ♥❡ ♣❛s s✬❛rrêt❡r à ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t
ré❞✉❝tr✐❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ét❛✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❡
❢r✉✐t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡s✱ ❛✉t❛♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❬▼❛ts✉♠♦t♦ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✵❪ q✉❡ s✉r ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s r✐❣♦✉r❡✉s❡s ❬❈❤✉❛ ❡t ❨❛♥❣✱ ✶✾✽✽❜ ❀ ❑♦③❡❦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸ ❀
❍ä♥❣❣✐ ❡t ▼♦s❝❤②t③✱ ✶✾✾✽❪✳ P❛r♠✐ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣✐♦♥♥✐èr❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❬❩❛rá♥❞② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✱ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t❡①✲
t✉r❡s ❬❑❡❧❧♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❬❚❛♥
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❪✳

➚ ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❛✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① trés♦rs ❞✬✐♥✲
✈❡♥t✐✈✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❛ s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❞♦✉t❡ été à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ré♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♥♥s ✿ ✉♥❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣r♦♠❡tt❡✉s❡✱ ♠❛✐s ✓ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✔ à ♣r♦❣r❛♠♠❡r✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ❣râ❝❡ à
❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ q✉✐♥③❡ ❛♥♥é❡s ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ♣❡rç✉ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s
❛ ✜♥✐ ♣❛r tr♦✉✈❡r ❞❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡t ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ♣r❡♠✐èr❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝♥♥s ❬▼❡r❧❛t✱ ✶✾✾✽ ❀ ❩❛rá♥❞②✱ ✶✾✾✾ ❀
▼♦♥♥✐♥✱ ✷✵✵✸ ❀ ❍ä♥❣❣✐ ❡t▼♦s❝❤②t③✱ ✶✾✾✾❪✳ ▲❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❝❧és q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s à ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳

✹✳✸✳✶ ▲❡ ♠♦❞❡ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡

▲❡ ♠♦❞❡ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s wy < 1✳ ❈✉r✐❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡ ♠♦❞❡ ♥✬❛ été
tr❛✐té q✉❡ très t❛r❞ ❞❛♥s ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❞❡s ❝♥♥s✱ à ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s q✉❛tr❡✲✈✐♥❣t✲❞✐① ♣❛r
❉✳ ▼♦♥♥✐♥ ❬▼♦♥♥✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s ♥♦♥✲❝♦✉♣❧é✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ wyi

= 0|i∈N ∗ ✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
❛ss✐♠✐❧és à ❞❡s ✜❧tr❛❣❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛❝é❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳

✹✷



▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞❡✱ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s♦♥t st❛❜❧❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽❛✮✳ ▲❡✉r
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❛♥♥✉❧❛♥t ❧❛
❞ér✐✈é❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✵✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A: [−1 ;+1]n −→ ❘

e1, e2, . . . , en 7−→
1

1 − wy

(

w0 +
∑

i∈N

wei
ei

)

.
✭✹✳✶✶✮

❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ à ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠❛sq✉❡✱ ❡♥✲
❝♦❞é ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s wei

|i∈N ✱ ❡t ❧❡s ❡♥tré❡s ei|i∈N ✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬▼♦♥♥✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s w0 ❡t wy ❛❣✐ss❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ✹✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶ ✖ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♥♥✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠❛sq✉❡ ❞❡
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿

H =
1

8





−1 −1 −1
−1 8 −1
−1 −1 −1



 .

▲❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞✉ ❝♥♥ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮✳ ▲❡
❝❤♦✐① ❞❡ w0 ❡t wy ♣♦s✐t✐♦♥♥❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡
♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧❛❣❡ [−1 ;+1]✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♥❡ ❞♦✐t ❝♦♥✈❡r❣❡r
❞❛♥s ]−∞ ;−1[ ∪ ]+1 ; +∞[ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❬▼♦♥♥✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ✿

(
wyi

|i∈N

)
=





0 0 0
0 −15 0
0 0 0



 ,
(
wei

|i∈N

)
=

1

8





−1 −1 −1
−1 8 −1
−1 −1 −1



 ❡t w0 = 0.

▲❡ ❝❛s ❝♦✉♣❧é✱ ❞♦♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt à ❝❡ ❥♦✉r✱ ❡st très
♠❛❧ ♠❛✐tr✐sé ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s
♣♦✐♥t✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ré✉ss✐ à ♣r♦❣r❛♠♠❡r q✉❡❧q✉❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts
❛②❛♥t r❡❝♦✉rs à ❝❡ ♠♦❞❡ ✿
✕ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✸❞ ❬❚ót❤✱ ✶✾✾✺❪ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✮ ❀
✕ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ t❡①t✉r❡s ❬❙③✐r❛♥②✐ ❡t ❈s❛♣♦❞✐✱ ✶✾✾✽❪ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✮✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❛✈❡❝ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s ✭✹✳✶✷✮ ❡t ✭✹✳✶✸✮ ✿

(
wyi

|i∈N
)

=

( 0 0 −2 0 0
0 −4 16 −4 0
−2 16 −39 16 −2
0 −4 16 −4 0
0 0 −2 0 0

)

,
(
wei

|i∈N
)

=

(
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

, ✭✹✳✶✷✮

❡t w0 = 0.

✹ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s✱ w0 rè❣❧❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❡t wy ❧❡ ❝♦♥tr❛st❡✳

✹✸



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs
♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ✭❛✮ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ tr❛✐té❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵

■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
♣❛r ✉♥ ❝♥♥ ✽✵ × ✽✵✳

✭❛✮ ▲❡s tr♦✐s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✱
❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ✐♥✐✲
t✐❛❧✐sé❡✱ s✉♣♣♦rt❡♥t ❧❛ s✉r✲
❢❛❝❡ à ✐♥t❡r♣♦❧❡r✳

✭❜✮ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡♥
❝♦✉rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✭❝✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛✲
t✐♦♥✳

(
wyi

|i∈N
)

=

(
2,27 1,80 3,36
−0,70 −4,45 1,41
3,2 0,98 −0,31

)

,
(
wei

|i∈N
)

=

(
−3,91 1,25 3,05
0,86 −3,05 3,36
1,72 −0,63 −4,61

)

, ✭✹✳✶✸✮

❡t w0 = −1,64.

✹✳✸✳✷ ▲❡ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞❡ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡ ❛ ❣é♥éré é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ♣✉❜❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❞ès ❧❡s ❞é❜✉ts ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❬❆♥❛❧♦❣✐❝ ✫ ◆❡✉r❛❧ ❈♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ▲❛❜♦r❛t♦r②✱ ✷✵✵✺ ❀ ❇é♥é❞✐❝ ❡t ▼♦♥♥✐♥✱ ✷✵✵✸❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞❡✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡s st❛❜❧❡s s♦♥t s✐t✉és ❞❛♥s ]−∞ ;−1[∪ ]+1 ; +∞[✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧à ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s❛t✉r❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ s♦rt✐❡ y(t → +∞) ✈❛ ♦✉ ❜✐❡♥ s❡ st❛❜✐❧✐s❡r
❡♥ +1✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥ −1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs r♦✉t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✱

✹✹



▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹

✭❛✮ ❚❡①t✉r❡ à ❞ét❡❝t❡r✳ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ❞❡ t❡st ❝♦♥t❡✲
♥❛♥t q✉❛tr❡ t❡①t✉r❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s✳

✭❝✮ ▲❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞❡
♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ t❡①t✉r❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤é❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶

❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳

1 x(t)

dx
dt

(t)

0-1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷

❘♦✉t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❢r♦♥t✐èr❡
❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡♥
♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡✳

q✉✐ sé♣❛r❡♥t ❧❡s r♦✉t❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ −1 ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❡♥
+1✳ ❈❡tt❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st très s✐♠♣❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✮
❡t s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❞r♦✐t❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ♣♦✉r x(t) ∈ ]−∞ ;−1[ :
dx

dt
(t) = −x(t) − 1; ✭✹✳✶✹❛✮

✕ ♣♦✉r x(t) ∈ [−1 ;+1] :
dx

dt
(t) = 0; ✭✹✳✶✹❜✮

✕ ♣♦✉r x(t) ∈ ]+1 ; +∞[ :
dx

dt
(t) = −x(t) + 1. ✭✹✳✶✹❝✮

❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✵✮✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♥♦♥ ❝♦✉♣❧é ❝♦♥✈❡r❣❡r❛
❞♦♥❝ ❡♥ +1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

✕ ♣♦✉r x(t) ∈ ]−∞ ;−1] : −wy + 1 + w0 +
∑

i∈N

wei
ei > 0; ✭✹✳✶✺❛✮

✕ ♣♦✉r x(t) ∈ [−1 ;+1] : (wy − 1)x(t) + w0 +
∑

i∈N

wei
ei > 0; ✭✹✳✶✺❜✮

✕ ♣♦✉r x(t) ∈ [+1 ; +∞[ : wy − 1 + w0 +
∑

i∈N

wei
ei > 0. ✭✹✳✶✺❝✮

✹✺



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ♥♦♥ ❝♦✉♣❧é ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t ❡♥ ♠♦❞❡
❜✐st❛❜❧❡ ré❛❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠❛sq✉❡ ❝♦❞é ♣❛r ❧❡s
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❡t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛❝é❡ ❡♥ ❡♥tré❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s❡✉✐❧❧é✱ ❝♦♠♠❡
❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✺✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♥♥s ❛ ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳
❈♦♠♠❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ✉♥ ❝♥♥ ♥♦♥ ❝♦✉♣❧é ❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❜✐♥❛✐r❡s é✈❛❧✉❡ ❞♦♥❝
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✻✼✮✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝♥♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à tr♦✉✈❡r
❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s q✉✐ ❝♦❞❡r♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞és✐✲
ré❡ ❬▼♦♥♥✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵ ❀ ❍ä♥❣❣✐ ❡t ▼♦s❝❤②t③✱ ✶✾✾✾❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
❞✐✣❝✐❧❡ q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s
r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✷✖❖♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♥♥✳

▲❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ✐♥❝❧✉❡♥t ❧❡ ✜❧tr❛❣❡✱ ❧❛ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❬❙❡rr❛✱ ✶✾✽✷❪✳ ■❧s s♦♥t ❜❛sés
s✉r ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✖ ❧✬ér♦s✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✖ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é✜♥✐r✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s
à ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ pi|i∈N ❞❡ ♣✐①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❬❩❛rá♥❞② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪ ✿

ér♦s✐♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦❣✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿
∏

i∈N pi ❀

❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ❧❡ rés✉❧❛t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∑

i∈N pi✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ♥♦♠♠é ✓ é❧é♠❡♥t str✉❝t✉r❛♥t ✔✳
▲❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✉♥ ❝♥♥ ♣♦✉r ❧✬ér♦s✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t
très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✺✮✳ ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✈r❛✐ q✉❛♥❞ t♦✉t❡s s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s✱ ❛❧♦rs s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥tré❡s ❞✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ s♦♥t ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r 1✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❧❡ s❡✉✐❧ s✉✣s❛♠♠❡♥t
❤❛✉t✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé à ③ér♦
✭x(t = 0) = 0✮✱ ❛❧♦rs ❝❡ s❡✉✐❧ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ré❣❧é ♣❛r −w0✳ P♦✉r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✸× ✸✱
❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ −9 ❡t +9 ♣❛r ✐♥❝ré♠❡♥ts ❞❡ ❞❡✉① ✉♥✐tés✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]7 ; 9[✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥❝ ✿

(
wyi

|i∈N

)
=





0 0 0
0 3 0
0 0 0



 ,
(
wei

|i∈N

)
=





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 ❡t w0 = −8.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s❡✉✐❧ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❜❛s ✖ ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]−9 ;−7[ ✖ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❧❡ ❞é♣❛ss❡ ❞ès q✉✬✉♥❡ ❡♥tré❡ ❡st
✈r❛✐❡ ✿

(
wyi

|i∈N

)
=





0 0 0
0 3 0
0 0 0



 ,
(
wei

|i∈N

)
=





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 ❡t w0 = 8.

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞✬✐♠❛❣❡s ♣❛r ér♦s✐♦♥ ❡t ♣❛r ❞✐❧❛✲
t❛t✐♦♥✳

✹✻



▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳ ✭❜✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧✬ér♦s✐♦♥✳ ✭❝✮ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛t❛✲
t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸

▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❝♥♥ ❡♥ ♠♦❞❡
❜✐st❛❜❧❡✳

P♦✉r s❛ ♣❛rt✱ ❧❡ ❝❛s ❝♦✉♣❧é ♥✬❡st ♣❛s très ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❝❛s ♥♦♥ ❝♦✉♣❧é✳ ❇✐❡♥ q✉❡
❝❡❧❛ ♥✬❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬❛✉❝✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts
❝♦✉♣❧és ❡♥ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ q✉✐ ❡st ✐téré❡ ❥✉s✲
q✉✬à st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦rt✐❡s ❬▼♦♥♥✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵ ❀ ❇é♥é❞✐❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹ ❀ ❇é♥é❞✐❝
❡t ▼❡r❝❦❧é✱ ✷✵✵✻❛❪✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s ♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ ❝♥♥
❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❧❛❜②r✐♥t❤❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉ ❬◆❛❦❛✐ ❡t ❯s❤✐❞❛✱ ✶✾✾✺❪✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✱ ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t ✿

(
wyi

|i∈N
)

=





0 1 0
1 4 1
0 1 0



 ,
(
wei

|i∈N
)

=





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 ❡t w0 = 2.

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥ ❝♥♥ ❝♦✉♣❧é ❡♥ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts très ❝♦♠✲
♣❧✐q✉és✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s ❡♥ ✉♥❡
✐♠❛❣❡ ❞❡♠✐✲t❡✐♥t❡s ❬❈r♦✉♥s❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪✳ P❧✉s✐❡✉rs ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t été ♠✐s❡s
❛✉ ♣♦✐♥t✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥❝✐s❡ ✿

(
wyi

|i∈N
)

=

(
−0,07 −0,1 −0,07
−0,1 1,05 −0,1
−0,07 −0,1 −0,07

)

,
(
wei

|i∈N
)

=

(
0,07 0,1 0,07
0,1 0,32 0,1
0,07 0,1 0,07

)

❡t w0 = 0.

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✳

✹✳✹ ❆✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✈❡❝ s♦♥ ✐♥té❣r❛❜✐❧✐té
♣♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣ré♦❝❝✉♣❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡ q✉✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t s❡s ✐♥st✐❣❛t❡✉rs à ❧❡
❞é✜♥✐r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r♥❡s ❛✉①
♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧s s♦♥t s✉❥❡t ❛✉ ❜r✉✐t✱
♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥
s✐❣♥❛❧ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ±1 V✱ ✈❛✉❞r❛ ❡♥ ré❛❧✐té
±1 V ± 10 % s✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❞❡ ❞✐① ♣♦✉r❝❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♠❛①✐♠❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té❡ ❬❇é♥é❞✐❝ ❡t ▼♦♥♥✐♥✱ ✷✵✵✸❪✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♥♥ ❡♥ t✐❡♥♥❡♥t très ♣❡✉ ❝♦♠♣t❡✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥

✹✼



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹

■tér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
✉♥ ❧❛❜②r✐♥t❤❡✳ ✭τ ❞és✐❣♥❡ ❧❛
❞✉ré❡ ❞✬✉♥ ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳✮

✭❛✮ ❙♦rt✐❡ à t = 0✳ ✭❜✮ ❙♦rt✐❡ à t = 10τ ✳ ✭❝✮ ❙♦rt✐❡ à t = 60τ ✳

✭❞✮ ❙♦rt✐❡ à t = 500τ ✳ ✭❡✮ ❙♦rt✐❡ à t = 900τ ✳ ✭❢✮ ❙♦rt✐❡ ✜♥❛❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺

❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❞❡♠✐✲t❡✐♥t❡s
❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉①

❞❡ ❣r✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❝♥♥

❝♦✉♣❧é ❡♥ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡✳ ✭❛✮ ■♠❛❣❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ✭❜✮ ■♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡✳

✹✽



▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦ù ✐❧ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❧✉s ❞✉ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣ré✈✉ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♠❜❛rq✉é
s✉r ✉♥❡ ❞❡s ♣✉❝❡s ❞✉ ✓♠❛r❝❤é ✔✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ q✉✐ s✬❡st ❥✉sq✉❡ ❧à t♦✉❥♦✉rs ❛♣♣✉②é s✉r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡s ✿ é♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♦✉ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❡♠❜❛rq✉é❡s s✉r ❢♣❣❛✳
❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❛ ❛❧♦rs été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❛♣t✐t✉❞❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s à ré❛❧✐s❡r ❝❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❛ été ❝♦♥ç✉ ♠❛❧❣ré ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t
❞é❢♦r♠❛♥t ❧❡s s✐❣♥❛✉① s✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ tr❛✈❛✐❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s ré❛❧✐s❛♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ré❛❣✐r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t s✐ ❧❡✉rs ❡♥tré❡s ❞❡✲
✈✐❡♥♥❡♥t ❜r✉✐tés ✿ ❧✬✉♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥t✐♥✉❡r❛ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡✈✐❡♥❞r❛ ✐♥♦♣ér❛♥t ✭✈♦✐r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✹✳✸ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮✳

❈❡ ❜❡s♦✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛ ❢❛✐t ♥❛îtr❡ ✉♥❡ ♣r♦❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❛✲
❧②t✐q✉❡s ♣r♦♣r❡s ❛✉① ❝♥♥s ❬▼❡r❧❛t✱ ✶✾✾✽ ❀ ❍ä♥❣❣✐ ❡t▼♦s❝❤②t③✱ ✶✾✾✾ ❀ ❩❛rá♥❞②✱
✶✾✾✾ ❀ ▼♦♥♥✐♥✱ ✷✵✵✸ ❀ ❇é♥é❞✐❝✱ ✷✵✵✷❪✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ ♠♦②❡♥ ❧❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t ♣♦✉r
q✉❛♥t✐✜❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐té ❡t s✉rt♦✉t ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣✲
t✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❝❡ ❝r✐tèr❡✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡
♦♥t ❞é❜✉té✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✸✖❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬✉♥❡
♠ê♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳

❊♥ ✷✵✵✹ ❛ été ♣✉❜❧✐é❡ ✉♥❡ ❜❛♥q✉❡ ❞❡ ✶ ✽✽✷ ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
à ✉♥ ❝♥♥ ♥♦♥ ❝♦✉♣❧é ❞❡ ré❛❧✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣♦ss✐❜❧❡ ✺ ❬❈❤❡♥ ❡t ❈❤❡♥✱ ✷✵✵✺✱ ✷✵✵✹ ❀ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s ♥◦✾✼✷✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ e7(e9 + e2e5)✱ ❡st ❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✿

(
wyi

|i∈N

)
=





0 0 0
0 2 0
0 0 0



 ,
(
wei

|i∈N

)
=





0 1 0
0 −2 0
−4 0 −3



 ❡t w0 = −3.

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞♦♥♥❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ✿

(
wyi

′|i∈N

)
=





0 0 0
0 2 0
0 0 0



 ,
(
wei

′|i∈N

)
=





0 1 0
0 −1 0
−3 0 −2



 ❡t w0
′ = −2.

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ s✉✐✈❛♥t à ❞❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣r♦❣r❛♠♠és ❛✈❡❝ ❝❡s ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ✿

e
(10) =





0 1 0
0 −1 0
1 0 −1



 .

✺ ❈✬❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳

✹✾



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s s❡ st❛❜✐❧✐s❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1 ♣✉✐sq✉❡ ✿

w0 +
∑

i∈N

wei
ei = −3 + 1 + 2 − 4 + 3 = −1 < 0,

w0
′ +
∑

i∈N

wei

′ei = −2 + 1 + 1 − 3 + 2 = −1 < 0.

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡✉r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡✱ ❛✉q✉❡❧ ❞✉ ❜r✉✐t ❛ été ❛❥♦✉té ✿

e
(10) ′ =





0 1,05 0
0 −1,1 0

0,9 0 −1,15



 .

▲❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ♣r♦❣r❛♠♠é ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡rr♦♥é❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ r❡st❡ ❝♦rr❡❝t❡✳

w0 +
∑

i∈N

wei
ei

′ = −3 + 1,05 + 2,2 − 3,6 + 3,45 = 0,1 > 0,

w0
′ +
∑

i∈N

wei

′ei
′ = −2 + 1,05 + 1,1 − 2,7 + 2,30 = −0,25 < 0.

❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ré❛❧✐s❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡
♥♦tr❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❡t s✉♣♣♦rt❡r❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t
❜✐❡♥ ♠✐❡✉① ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé s✉r ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❝♥♥✳

✺✵



5
Bilan sur les réseaux de

neurones artificiels

❉
❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❢♦r♠❡❧s ♦♥t
été ♣rés❡♥tés ✿ ♥❡✉r♦♥❡ ♠♣✱ ❛❞❛❧✐♥❡✱ ♣❡r❝❡♣tr♦♥✱ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❤❛♦t✐q✉❡✱ ♥❡✉r♦♥❡
❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s✱ ❡t ❧❡s ♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛✲

ç♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t ❞✬② ❝♦♥s❛❝r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉✈r❛❣❡s ❬❉r❡②❢✉s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷ ❀
❋❛✉s❡tt✱ ✶✾✾✹ ❀ ❍❛②❦✐♥✱ ✷✵✵✸❪✳ ❉✬❛♣rès ❧❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡
❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞✬❡♥tr❡✲❡✉① ❡st ❞é✜♥✐ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♠ê♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❝t✐✲
✈❛t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ s❡✉✐❧❧é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s
♥❡ rés✐❞❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞♦♥❝ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✲
♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ✐❧s s♦♥t ♠✐s ❡♥ rés❡❛✉✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡✳

❈❡ s♦♥t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s
t✐r❡♥t ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛t♦✉t ✿ ❝❡❧✉✐ ❞✬êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❡✛❡ts s✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❛✉ss✐ s♦✉♣❧❡s ❡t ❡✣✲
❝❛❝❡s q✉❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❡♥ ❜♦✐t❡ ♥♦✐r❡✱ ❞♦♥t ♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❧❡ rô❧❡

✺✶



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❡①❛❝t ❞❡ s❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♠é❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❢r❡✐♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛✲
❜❧❡♠❡♥t ❧❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ✐♠♣♦s❡ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐①
❛r❜✐tr❛✐r❡s ✿

✕ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ✉t✐❧✐s❡r ❄
✕ ❞♦✐✈❡♥t✲✐❧s êtr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❄
✕ ❧❡ rés❡❛✉ ❞♦✐t✲✐❧ êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝té ❄
✕ ❢❛✉t✲✐❧ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❄
✕ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s s♦♥t✲❡❧❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❄
✕ q✉❡❧❧❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❄

➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ s❡✉❧❡s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥ s❡♠❜❧❛♥t ❞❡ ré✲
♣♦♥s❡s à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ❙✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s r✐❣♦✉r❡✉s❡s à ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡✲❡❧❧❡s✱ ♥✉❧ ❞♦✉t❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❛♠é❧✐♦r❡r❛✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s t❡♠♣s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s rés❡❛✉① ♦❜t❡♥✉s✳

❉❛♥s ❝❡ ❞é❝♦r✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s s♦♥t ❛rr✐✈és ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥
❝❧❡❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡✉r str✉❝t✉r❡ r✐❣✐❞❡ ❛ é❧✐♠✐♥é ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡
❛ ❛✉ss✐ r❡♥❞✉❡ ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r
❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❉✳ ▼♦♥♥✐♥ ❬▼♦♥♥✐♥✱ ✷✵✵✸❪✳ ❊♥
❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ ❞♦♥❝ ❞û s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ♥♦s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♥❡
❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♥♥s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡✉ ✉♥ ❛✉tr❡ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♠❛t✐q✉❡
❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♠❡♥é❡s à s♦♥ s✉❥❡t✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❥✉❣❡♦♥s t♦✉t❡s ❛✉t❛♥t ❝❛♣✐t❛❧❡s✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
✉t✐❧✐sés✱ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❜r✉✐t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❤ér❡♥t ❛✉① ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♠❛tér✐❡❧❧❡s
❞♦♥t ❧❡s ❝♥♥s ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉①✱ q✉❡ ❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❡ss❛✐❡♥t ❞✬✐♥té❣r❡r ❬▼♦♥♥✐♥✱ ✷✵✵✸ ❀❍ä♥❣❣✐
❡t ▼♦s❝❤②t③✱ ✶✾✾✾ ❀ ❇é♥é❞✐❝✱ ✷✵✵✷❪✳

▲❡s ❝♥♥s s❡ ❞é♠❛rq✉❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧s s❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣ré❝✐s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✱ ❡t ♥♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ❞❡
❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s ♦❜t❡♥✉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s é❣❛✉① ❡♥ r♦❜✉st❡ss❡✱ ❝❡ q✉✐
❛♠è♥❡ à ré✢é❝❤✐r à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❡r ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❞✬❛✉tr❡s
rés❡❛✉①✱ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ é❝❧❛✐r❛❣❡ s✉r ❧❡s q✉❡s✲
t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ s♦✉❧❡✈❡r s✉r ❧❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞❡s ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s✳ ❈❡ s❡r❛
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡
ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬✐♥térêt
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ét❛♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♥é❝❡ss✐t❡r ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ à tr❛✐t❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳

✺✷



❇✐❧❛♥ s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❆✉ss✐✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❢♦r♠❡❧❧❡✲
♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛♣♣r✐s❡ ♣❛r t♦✉t rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❞♦♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
s❡r❛✐t ❜❛sé s✉r ❞❡s s♦♠♠❡s ♣♦♥❞éré❡s s❡✉✐❧❧é❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡r❛ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞é❞✐é ❞♦♥t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s
q✉✬✐❧ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡ ❜❛s❡ ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥✜♥ ❝♦♠♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠❛❣✐♥é❡s✳ ▲❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❡ s❡r❛ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ❡♥ ♥❡✉r♦♥❡s
❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✳ ➚ ❧✬✐♥s✲
t❛r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t s❡r♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s
❞❡ ✓ s②♥t❤ét✐s❡r ✔ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♦♣t✐♠✐sé❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ rés❡❛✉ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
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Deuxième partie

Analyse
d’un neurone artificiel





Sommaire de la partie
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✽✳✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✽✳✷✳✷ ➱❝r✐t✉r❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✽✳✸ P♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡ ❡t ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✾ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✵✼

✾✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✾✳✶✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
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✾✳✶✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✾✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
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6
Les neurones

artificiels binaires

▲✬
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❛ ✐♥✐t✐é ✉♥❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❝✐❜❧é❡ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❡♥ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡✉① ❞♦♥t

❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t ♣❛r❛îtr❡ très s♣é❝✐❛❧✐sés à ♣r❡✲
♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s êtr❡ tr❛♥s♣♦sés
à ❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ ♣♦✉r✈✉ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❞♦tés ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ à s♦rt✐❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✶ ❡t q✉❡ ❧❡✉rs ❡♥tré❡s
s♦✐❡♥t q✉❛♥t✐✜é❡s✳ ❈❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✳

▲❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ❡♥ ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡s✱ ♦♥t été ❞✐s❝✉té❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ➚ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❡s s❡✉❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡①✐st❛♥t❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❝♥♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡
✈✐s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ♣♦✉r ❛♠❡♥❡r ❞❡s ♣r♦❣rès s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s✳
❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s r❡♣♦s❡r♦♥s ♥♦tr❡ ♣r♦♣r❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛✲
t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉r ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉①✱ ❛②❛♥t tr❛✐t ❛✉① ♥❡✉r♦♥❡s

✶ ■❧ s✬❛❣✐r❛ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥ ♦✉ ❛ss✐♠✐❧é❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s s♦♥t ✉♥ ❜♦♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ s♦rt✐❡ ❜✐♥❛✐r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶

◆❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
❞❡ tr♦✐s ❡♥tré❡s✳

entrées binaires

sortie binaire

w0

entrée auxiliaire

❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣❧✉tôt q✉✬à ❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡
❛♥❛❧②s❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ à ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳

✻✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝♦♥❝❡r♥é ♣❛r
♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡r❛✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶ ✭◆❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✮✳
❙♦✐t ❊ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❯♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r ❊ ❡st
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ❛②❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ s❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❞❛♥s ❊ ❀
✕ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❀
✕ s❛ s♦rt✐❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t

❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ② ❡st ré❣❧é ♣❛r ✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ tr♦✐s ❡♥tré❡s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❛✉①✐✲
❧✐❛✐r❡✳

❊♥ rè❣❧❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❊ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❜✐♣♦❧❛✐r❡ {−1 ;+1}✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❧✉✐ ♣ré❢ér❡r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ { 0 ; 1}✱ q✉❡ ♥♦✉s ❥✉❣❡♦♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐❢✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ❛✉❝✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s
❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♠✉♥✐s ❞❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✱ s♦♥t
✐s♦♠♦r♣❤❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❈✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ❇♦♦❧❡
❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ { a ; b}✱ ♦ù (a, b) ∈ ❘

2 ❡t a < b✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣♦✉r ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s s✉r { 0 ; 1}
s✬❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s s✉r { a ; b}✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳
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▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❊♥ ❢❛✐t✱ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ { a ; b} à ✉♥❡ ❛✉tr❡
❜❛sé❡ s✉r { 0 ; 1} ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❝♦r♣s M ❡t M−1✱
ré❝✐♣r♦q✉❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✿

M: { a ; b} −→ { 0 ; 1}

e 7−→
e − a

b − a
,

✭✻✳✶✮

M−1: { 0 ; 1} −→ { a ; b}

e 7−→ e(b − a) + a.
✭✻✳✷✮

❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ✷

❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ M−1 ♣❛r M ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳

❯♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r { a ; b} ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❡①♣r✐♠é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
s✉r { 0 ; 1} ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t M−1 ◦M ✖ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té ✖ à ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡ s❡s ❡♥tré❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t✱ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t M−1 ✿

A(e) = w0 +

n∑

i=1

w1M
−1 ◦M(ei) = w0 +

n∑

i=1

((b − a)wiM(ei) + awi). ✭✻✳✸✮

❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

w ′
0 = w0 + a

n∑

i=1

wi, ✭✻✳✹❛✮

∀i ∈ J1 ;nK , w ′
i = (b − a)wi, ✭✻✳✹❜✮

❡t e ′
i = M(ei), ✭✻✳✹❝✮

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✮ s✬é❝r✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r { 0 ; 1}✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ e ′

i|
n
i=1 ✈❛✉t 0 ♦✉ 1 ✿

A(e ′) = w ′
0 +

n∑

i=1

w ′
ie

′
i. ✭✻✳✺✮

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t♦✉t ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐ s✉r { a ; b} ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
(
w1 · · · wn

)
⊤ ❡t w0 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐ s✉r { 0 ; 1} ♣❛r ❧❡s

♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❥❡✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✹✮ ✿
(
w ′

1 · · · w ′
n

)
⊤ ❡t w ′

0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✶ ✖ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r { 0 V ; 5V}✳

❙♦✐t ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
(
2 1 −2,4

)
⊤ ❡t ♣❛r w0 =

0,5✳ ▲❡s ❝✐r❝✉✐ts é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❧♦❣✐q✉❡s vrai ❡t faux ♣❛r ❧❡s t❡♥s✐♦♥s 0 V ❡t 5 V✳

✷ ❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ♣♦rt❡ ❧♦❣✐q✉❡ non-et ❧✬é❣❛❧✐té M(e1 non-et e2) = M(e1) non-etM(e2)✳

✻✶



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❙♦♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

e1 e2 e3 A(e1, e2, e3)
0 V 0V 0 V 0,5 V
0 V 0V 5 V −11,5 V
0 V 5V 0 V 5,5 V
0 V 5V 5 V −6,5 V
5 V 0V 0 V 10,5 V
5 V 0V 5 V −1,5 V
5 V 5V 0 V 15,5 V
5 V 5V 5 V 3,5 V

▲❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❞❛♥s { 0 V ; 1V}✱ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦sés ♣❧✉s ❤❛✉t ✭éq✉❛t✐♦♥s ✻✳✹✮✱ ❞♦♥♥❡ ✿

w ′
0 = w0 + a

n∑

i=1

wi = 0,5, w ′
1 = (b − a)w1 = 10, w ′

2 = (b − a)w2 = 5,

❡t w ′
3 = (b − a)w3 = −12.

■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r { 0 V ; 1V}
❞é✜♥✐ ♣❛r ❝❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
❝❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✿

e ′
1 e ′

2 e ′
3 A(e ′

1, e
′
2, e

′
3)

0 V 0V 0 V 0,5 V
0 V 0V 1 V −11,5 V
0 V 1V 0 V 5,5 V
0 V 1V 1 V −6,5 V
1 V 0V 0 V 10,5 V
1 V 0V 1 V −1,5 V
1 V 1V 0 V 15,5 V
1 V 1V 1 V 3,5 V

✻✳✷ ❉✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❛✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡

❉❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳
❚♦✉t ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❜✐ts✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ A ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡
❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r s❡✉✐❧❧❛❣❡✱ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é✱ à ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♣❛r ✉♥
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r { 0 ; 1}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ A ❡st
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ Φ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡✉✐❧ ❞❛♥s { 0 ; 1}✳ ❆♣♣❡❧♦♥s
n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❡t d ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s
s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s✳

✻✷



▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻

▲❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ♥❡✉r♦♥❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ Φ ◦A(e1, e2, . . . , en)✱ ❡♥ ✈❡rt✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ✷✳✶ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✷✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t n ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s wi|

n
i=1 t❡❧s q✉❡ ✿

A(e1, e2, . . . , en) = w1e1 + w2e2 + · · · + wnen.

❖r ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s s✉r d ❜✐ts✱ ❡t s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ❞❡s s♦♠♠❡s
♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ ❞❡✉①✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡
s❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A(e1, e2, . . . , en) = w1

d−1∑

j=0

2je1j + w2

d−1∑

j=0

2je2j + . . . + wn

d−1∑

j=0

2jenj

=

n∑

i=1

d−1∑

j=0

2jwieij

❞é❢
= An,d(e10, e11, . . . , en(d−1)).

■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡ q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ Φ ◦A s✬é❝r✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
Φ ◦An,d✱ ♦ù An,d ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ n× d ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❡st ❛ss✐♠✐❧❛❜❧❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❛②❛♥t n×d ❡♥tré❡s ❡t
ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

▲❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts ♣ré❝✐s❡♥t ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✷ ✖ ◆❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ s❛♥s ❜✐❛✐s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❛❞♠❡t tr♦✐s ❡♥tré❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é❡s s✉r
❞❡✉① ❜✐ts ✿

Φ ◦ A: {0 ; 1 ; 2 ; 3}3 −→ { 0 ; 1}

e1, e2, e3 7−→ H (e1 + 2e2 + 3e3) .

◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s❡✉✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❡t ❧❡
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✿

A(e1, e2, e3) = 1 × e10 + 2 × e11 + 1 × 2e20 + 2 × 2e21 + 1 × 3e30 + 2 × 3e31

= e10 + 2e11 + 2e20 + 4e21 + 3e30 + 6e31

❞é❢
= A3,2(e10, e11, e20, e21, e30, e31).

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t s✬é❝r✐t ✿

Φ ◦ A3,2: { 0 ; 1}6 −→ { 0 ; 1}

e10, e11, e20, e21, e30, xe31 7−→ H (e10 + 2e11 + 2e20 + 4e21 + 3e30 + 6e31) .

✻✸



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❊①❡♠♣❧❡ ✻✳✸ ✖ ◆❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ❛✈❡❝ ❜✐❛✐s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ s✉✐✈❛♥t✱ q✉✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❡♥tré❡ s✉r q✉❛tr❡ ❜✐ts ✿

Φ ◦ A: {0 ; 1 ; 2 ; . . . ; 15} −→ { 0 ; 1}

e1 7−→ H (3 + 6e1) .

➚ ❝❛✉s❡ ❞✉ ❜✐❛✐s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ✸✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡
❢♦r♠❡❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t❡✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ e0 ✿ A ′(e0, e1) = 3e0 + 6e1✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs q✉❡
♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ e1✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s A ′(1, e1) = A(e1)✳

❈♦♠♠❡ A ′ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t ✿

A ′(e0, e1) = 1 × 3e00 + 2 × 3e01 + 4 × 3e02 + 8 × 3e03 +

1 × 6e10 + 2 × 6e11 + 4 × 6e12 + 8 × 6e13

= 3e00 + 6e01 + 12e02 + 24e03 + 6e10 + 12e11 + 24e12 + 48e13

❞é❢
= A ′

2,4(e00, e01, e02, e03, e10, e11, e12, e13).

P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r e0 = 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ e00 = 1✱ e01 = 0✱
e02 = 0 ❡t e03 = 0✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ A ′

2,4 ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
A1,4 ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s r❡st❛♥t❡s ✿

Φ ◦ A1,4: { 0 ; 1}4 −→ { 0 ; 1}

e10, e11, e12, e13 7−→ H (3 + 6e10 + 12e11 + 24e12 + 48e13) .

❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❛ été ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬❉✐♥✉ ❡t ❈✐rst❡❛✱ ✷✵✵✻✱ ✷✵✵✼❪✳ ❊❧❧❡ ② ❛✈❛✐t été
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s s✉r ❞❡s ❢♣❣❛s✳

▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ♥❡✉✲
r♦♥❡s ❢♦r♠❡❧s ❛②❛♥t ❞❡s s♦rt✐❡s q✉❛♥t✐✜é❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉tr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱
q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛❜♦r❞é ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❛✉t❛♥t ❤✐st♦r✐q✉❡s
q✉❡ ♣r❛t✐q✉❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ s✐ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✈❡❝ ❞❡s s♦rt✐❡s
✓ q✉❛s✐♠❡♥t ✔ ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ♥♦♥ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❜✐♥❛✐r❡s ✹ ❝✬❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s✬❛❞❛♣t❡♥t ♠✐❡✉① ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ q✉❡ ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥ ✖ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞ér✐✈❛❜❧❡s ✖ ❡t
♥♦♥ ♣♦✉r ❥♦✉✐r ❞✬✉♥❡ s♦rt✐❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s ♥✉❛♥❝é❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ s♦rt✐❡
q✉❛♥t✐✜é❡ ❡st ❞és✐ré❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦✉rt✲❝✐r❝✉✐té❡✱
❝❡ q✉✐ ❛❜♦✉t✐t à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❢♦r♠❡❧s ❞✬✉♥❡ ♥❛t✉r❡ tr♦♣ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r
❡s♣ér❡r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❡♥❣❧♦❜❡r ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✈❛
❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳

✸ ❊♥ ❡✛❡t✱ A(2e1) 6= 2A(e1)✱ ♦r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❧✐♥é❛✐r❡s✳

✹ ❱♦✐r ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡♥ ♣❛❣❡ ✶✹✳

✻✹



▲❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻

✻✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡

❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛✲
❝ré❡✱ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬♦✉✈r✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈♦✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❥✉sq✉✬à ❛✉❥♦✉r✲
❞✬❤✉✐✱ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s❡ ✈❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ❛✉ss✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✱ ❜✐❡♥
q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❞❡ ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❛✐♥s✐ q✉✬✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ t❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ♣❧✉s tôt ✺✱
❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r✳

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s s♦✉s✲❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ✓ ❡✣❝❛❝❡ ✔ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡
❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷❛✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ré❛❧✐s❡ ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ et ❡♥tr❡ s❡s
❡♥tré❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
♥❛ï✈❡♠❡♥t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ✿

✶✳ ✓ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷❛ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ 1,5 +
e1 + e2 à ❧❛ ✈❛❧❡✉r −1,5 ✔ ❀

✷✳ ✓ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷❛ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❧♦❣✐q✉❡ et ✔✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣♦✐❞s s②✲
♥❛♣t✐q✉❡s ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ❞é❝r✐t ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ✿ ✐❧ s✉✣t ❞✬② ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s
✐♥t✉✐t✐❢✳

■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐✲
♥❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝✬❡st ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥t ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦rt❡ et ✐❞❡♥t✐✜é❡ q✉✐ ♣♦s❡
♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✐❞é❛❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ s❡ s✐t✉❡r à ♠✐✲❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ✿
✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s♦✐t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❀
✕ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ ♦♣t✐♠✐sé s❡❧♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞♦♥♥é✱ s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❡ ❢❛❝✐❧❡✲

♠❡♥t✳
❊♥ ♣r♦❝é❞❛♥t à ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉✐ ré✉♥✐t ❝❡s ❞❡✉① ❝r✐✲
tèr❡s✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

✺ ▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧❧❛❣❡ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ét❛t ✐♥t❡r♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s
❜✐♥❛✐r❡s ❡t ♥♦✉s ♥✬❡♥ t✐❡♥❞r♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♠♣t❡✳

✻✺



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷

❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ et ❧♦❣✐q✉❡
❛✈❡❝ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳

a

b

ab

1,5

1,0

1,0

✭❛✮ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
❞♦♥♥❛♥t ✉♥ et ❧♦❣✐q✉❡✳

a

b

ab
0,5

0,75

1,0

✭❜✮ ❯♥ s❡❝♦♥❞ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
❞♦♥♥❛♥t ✉♥ et ❧♦❣✐q✉❡✳

✻✻



7
Neurones binaires

et fonctions logiques

❯
♥❡ ét✉❞❡ s♦♠♠❛✐r❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉✬✐❧s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❛ss❡♠❜❧❛❣❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧✐q✉és ❞❡ ♣♦rt❡s
❧♦❣✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡s rè❣❧❡s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t

❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥❡ s♦rt✐❡ ❜✐♥❛✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ n ❡♥tré❡s
❜✐♥❛✐r❡s✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞r❡ss❡r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧♦❣✐q✉❡s ❛✐♥s✐ ré❛❧✐sé❡s✳ ❇✐❡♥✲sûr✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✳

■❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♥❡ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✶✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳
▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣♦rt❡ et ♦✉ ❧❛ ♣♦rt❡ ou✱ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① ❧❡✉r
♣ré❢ér❡r ✉♥❡ ♣♦rt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣❡♥r❡ très ❞✐✛ér❡♥t ✿ ❧❛ ♥✲s♦♠♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

✶ ◆♦✉s ❧❡ ❢❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✻✼



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❆✈❛♥t ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ✐❧ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐♠♣ér❛t✐❢ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s s♦♥t ❞❛♥s ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❘✱ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❇n ❞❛♥s ❇✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ♦♣érés ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦♠♠❡s ❡t ♣r♦❞✉✐ts
tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❞❛♥s ❘✱ ❡t q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❧✉s ❞❡ s❡♥s ❞ès ❧♦rs q✉✬✉♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts ❡st
❜♦♦❧é❡♥✳ ❆✈❡❝ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t
é✈✐❞❡♥t❡s✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥✬❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉❝✉♥ s❡♥s ✿

A(vrai, vrai, faux, . . . , vrai) = w0 + vraiw1 + vraiw2 + fauxw3 + . . . + vraiwn.

▲❛ s♦✉r❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❛tt❡♥❞ ❞❡s ❡♥tré❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱
❝❡rt❡s✱ ♠❛✐s à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ ❡t r❡ç♦✐t ❞❡s ❡♥tré❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡
✓ ❝♦♥✈❡rt✐r ✔ ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❞❛♥s ❇ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳
➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ T ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡
à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✿

T :❇ −→ ❘

faux 7−→ 0

vrai 7−→ 1.

✭✼✳✶✮

■❝✐✱ T ✐❞❡♥t✐✜❡ vrai ❡t faux à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ { 0 ; 1} ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ r❡t❡♥✉
♣♦✉r ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛✉r❛✐t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ♣✉ ❞✐r✐❣❡r ❇ ❞❛♥s {−2 ; 5} s✐ ❝❡❧❛
❛✈❛✐t ❡✉ ✉♥ ✐♥térêt q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s✱ ✐❧ ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ré❛❧✐s❛♥t
❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ✿ T −1✳ ❉ès ❧♦rs✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L ❞❡ ❇n ❞❛♥s ❇ ré❛❧✐sé❡
♣❛r ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✬é❝r✐t ✿

L:❇n −→ ❇

e1, e2, . . . , en 7−→ T −1 ◦Φ ◦A(T (e1), T (e2), . . . , T (en)).
✭✼✳✷✮

❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ T s❡r❛
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❡t ♥♦✉s ❛ss✐♠✐❧❡r♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s 0 ❡t 1 ❛✉① ❜♦♦❧é❡♥s faux ❡t vrai✳

✼✳✶ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

❛✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s

▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t très ❢❛❝✐❧❡s à ré❛❧✐s❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡
❜✐♥❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ✓ ❡t ✔ ❧♦❣✐q✉❡✮ ❡st ✿

(
w1 w2

)
⊤ =

(
1 1

)
⊤ ❡t w0 = −1,5 ♦ù w0

♣♦♥❞èr❡ ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✜❣é❡ s✉r ❧✬ét❛t vrai✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❛✐♥s✐

✻✽



◆❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼

♦❜t❡♥✉ ré❛❣✐t ❛✉① q✉❛tr❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬❡♥tré❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ t❛❜❧❡❛✉
❞❡ ✈ér✐té ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ et ✿

faux et faux ≡ Φ(−1,5 + 0 + 0) ≡ Φ(−1,5) ≡ faux, ✭✼✳✸❛✮

faux et vrai ≡ Φ(−1,5 + 0 + 1) ≡ Φ(−0,5) ≡ faux, ✭✼✳✸❜✮

vrai et faux ≡ Φ(−1,5 + 1 + 0) ≡ Φ(−0,5) ≡ faux, ✭✼✳✸❝✮

❡t vrai et vrai ≡ Φ(−1,5 + 1 + 1) ≡ Φ(0,5) ≡ vrai. ✭✼✳✸❞✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ré❛❧✐s❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ non-et
❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s

(
w1 w2

)
⊤ =

(
−1 −1

)
⊤ ❡t w0 = 1,5 ✿

faux non-et faux ≡ Φ(1,5 + 0 + 0) ≡ Φ(1,5) ≡ vrai, ✭✼✳✹❛✮

faux non-et vrai ≡ Φ(1,5 + 0 − 1) ≡ Φ(0,5) ≡ vrai, ✭✼✳✹❜✮

vrai non-et faux ≡ Φ(1,5 − 1 + 0) ≡ Φ(0,5) ≡ vrai, ✭✼✳✹❝✮

❡t vrai non-et vrai ≡ Φ(1,5 − 1 − 1) ≡ Φ(−0,5) ≡ faux. ✭✼✳✹❞✮

❈♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ non-et ❡st ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣✉✐ss❡ ❧❛
ré❛❧✐s❡r ♣❡r♠❡t ❞✬❛✣r♠❡r q✉✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣❛s à ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✳
❈❡tt❡ ❛✣r♠❛t✐♦♥ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ t♦✉t ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✿
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✓ ♦✉ ❡①❝❧✉s✐❢ ✔✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♥❡
s♦✐t ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✐❧ ❡st très s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❛♥s s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t ✐♠♣♦s❡ ❛❧♦rs
❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s w1 < 0 < w1 ❡t w2 < 0 < w2 ✿ ❬▼✐♥s❦② ❡t P❛♣❡rt✱
✶✾✻✾❪

faux oux faux ≡ faux ⇒ A(0, 0) = w0 + 0 + 0 < 0, ✭✼✳✺❛✮

faux oux vrai ≡ vrai ⇒ A(0, 1) = w0 + 0 + w2 > 0, ✭✼✳✺❜✮

vrai oux faux ≡ vrai ⇒ A(1, 0) = w0 + w1 + 0 > 0, ✭✼✳✺❝✮

❡t vrai oux vrai ≡ faux ⇒ A(1, 1) = w0 + w1 + w2 < 0. ✭✼✳✺❞✮

✼✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✓ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ✔ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ s❡✉✐❧ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❞❡
s♦rt✐❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♥✬❡♥ ❢❛ss❡ ♣❛s ♠❡♥t✐♦♥✱ ❧❡ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ♠♦✐♥s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶ ✭❋♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✮✳
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L ❞❡ ❇n ❞❛♥s ❇ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

✻✾



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

s✬✐❧ ❡①✐st❡ n + 1 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s t❡❧s q✉❡ ✿

∀e ∈ ❇n

{

w0 +
∑n

i=1 wiei > 0 ⇔ L(e) ≡ vrai,

w0 +
∑n

i=1 wiei < 0 ⇔ L(e) ≡ faux.

❖♥ ♥♦t❡r❛ ▲s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❞❡ ❇n ❞❛♥s ❇✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❧❡s n + 1
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛✉① n+1 ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱
s✐ t❛♥t ❡st q✉❡ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s♦✐t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s { 0 ; 1}✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ré❛❧✐s❛♥t
✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✳ ■❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ s✐ w ❡t w0 s❛t✐s❢♦♥t
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶ ❛❧♦rs ❝✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ w

′ = kw ❡t w0
′ = kw0✱ ♦ù k ∈ ❘∗+✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s ❞ér✐✈és ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s s❡✉❧s à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r
❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ q✉❡ w ❡t w0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r n + 1 ré❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s
∆wi|

n
i=0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐ts ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ w✱ w0

✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶ ❛❧♦rs ❝✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ w+∆w✱
w0 +∆w0✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ✔✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✷ ✭▼❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✮✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ǫ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r
♣r✐s❡ ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❧❡s ♠❛r❣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ ❧❡s r❡♥❞r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐té k ✿ ǭ = ǫ/ |w|✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ✓♠❛r❣❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ✔✳

✼✳✶✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡

❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ❜r✉✐t ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❜✐s✲
t❛❜❧❡ ❬❉♦❣❛r✉ ❡t ❈❤✉❛✱ ✶✾✾✾❪✳ P♦✉r ✉♥ ❝♥♥✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s 0 ❡t 1✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡s s✉✲
❥❡tt❡s ❛✉ ❜r✉✐t✳ P♦✉r ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ 10 %✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡♠❡♥t ré❛❧✐sé❡
❡st ❛❧♦rs ✿

A❜r✉✐t: { 0 ; 1}n −→ { 0 ; 1}

e 7−→ w0 ± 10 % +

n∑

i=1

(wi ± 10 %)(ei ± 10 %).
✭✼✳✻✮
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◆❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❉❡ t♦✉t❡ é✈✐❞❡♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❜r✉✐té❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs très
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s r❡t♦✉r♥❡♥t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡
❞✐✛ér❡♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡✳ ❆✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡
♣♦✉r ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛✈ér❡r ❝r✉❝✐❛❧❡✳

❈❡❧❛ ét❛♥t ❞✐t✱ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ét✉❞✐❡ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧ ❡t ❝❡s r❡♠❛rq✉❡s ♥❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ▲❛ t♦❧ér❛♥❝❡ s✉r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❡①♣r✐♠❡r ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ tr❛❞✉✐t❡ ❡♥ t♦❧ér❛♥❝❡ s✉r
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♠♦❞✐✜é
s❛♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ✐♥ ✜♥❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳
❙♦✐t ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s w0✱ w✳ ❙♦✐t ❡♥s✉✐t❡
✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ∆w0✱ ∆w✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

|∆w0| + |∆w| =

n∑

i=0

|∆wi| < ǫ,

❛❧♦rs ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s w0 +∆w0✱ w+∆w ré❛❧✐s❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡
q✉❡ w0✱ w✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L ❞❡ ❇n ❞❛♥s ❇ ❡t w0✱ w ✉♥ ❥❡✉
❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ré❛❧✐s❛♥t L✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
2n ✈❡❝t❡✉rs e

(j) ❞❡ ❇n✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
{

w0 +
∑n

i=1 wie
(j)

i = ǫ(j) > 0 s✐ L(e(j)) ≡ vrai✱

w0 +
∑n

i=1 wie
(j)

i = −ǫ(j) < 0 s✐♥♦♥✳

❈❤♦✐s✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t n+1 ❛❥✉st❡♠❡♥ts s②♥❛♣t✐q✉❡s ∆wi|
n
i=0 t❡❧s q✉❡

∑n
i=0 |∆wi| <

ǫ ❡t ❛♣♣❡❧♦♥s e
(1) ∈ ❇n ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ L(e(1)) ≡ vrai✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

w0 +

n∑

i=1

wie
(1)

i = ǫ(1) ≥ ǫ > 0.

❆♣rès ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

∆w0 + w0 +

n∑

i=1

wie
(1)

i +

n∑

i=1

∆wie
(1)

i = ǫ(1) + ∆w0 +

n∑

i=1

∆wie
(1)

i .

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡
♣❛s ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t q✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦s✐t✐❢✳ ❖r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡
e(1)

i |ni=1 ∈ ❇ ✿
∣
∣
∣
∣
∣
∆w0 +

n∑

i=1

∆wie
(1)

i

∣
∣
∣
∣
∣
≤ |∆w0| +

n∑

i=1

|∆wi| < ǫ ≤ ǫ(1).
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❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛❧tér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
♥✬❡st ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ♣❛s ❛ss❡③ ♥é❣❛t✐❢ ♣♦✉r ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡✳

❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t t♦✉t à ❢❛✐t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r e
(2) ∈ ❇n ♣♦✉r

❧❡q✉❡❧ L s✬é✈❛❧✉❡ à faux✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
w0 + ∆w0✱ w + ∆w ré❛❧✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L✳

▲✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ❝❛♣✐t❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡
♥♦s tr❛✈❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❣✐r sé♣❛ré♠❡♥t s✉r ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s❛♥s ❛❧tér❡r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡s ❞❡❣rés
❞❡ ❧✐❜❡rté ❛✐♥s✐ ❞é❣❛❣és ❧❛✐ss❡♥t ❡♥tr❡✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦r✐❡♥t❡r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣❛r ❞❡s ❝r✐tèr❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ L✳ ❆✈♦✐r
❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
❝r✐tèr❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧❡ ♣❧✉s é✈✐❞❡♥t à ❧❛ ✈✉❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ❡①♣♦sé✱ ♠❛✐s
♥♦✉s ❡♥ ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
❛②❛♥t ❞❡✉① ❡♥tré❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✶ ✖ ❆❧tér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✳

❙♦✐t ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s w0 = 2,6 ❡t w =
(
−1,4 −2,2

)
⊤ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥

❧♦❣✐q✉❡ non-et✳ ▲❡ ❥❡✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

faux non-et faux ≡ Φ(2,6) ≡ vrai,

faux non-et vrai ≡ Φ(0,4) ≡ vrai,

vrai non-et faux ≡ Φ(1,2) ≡ vrai,

❡t vrai non-et vrai ≡ Φ(−1) ≡ faux.

❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✷✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ǫ = 0,4✳
❊♥ ❛❧tér❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣❛r ∆w0 = +0,1 ❡t ∆w =

(
−0,2 −0,05

)
⊤✱ ❞♦♥t

❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❜s♦❧✉❡s ❡st ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ǫ✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs non-et ✿

faux non-et faux ≡ Φ(2,7) ≡ vrai,

faux non-et vrai ≡ Φ(0,45) ≡ vrai,

vrai non-et faux ≡ Φ(1,1) ≡ vrai,

❡t vrai non-et vrai ≡ Φ(−1,15) ≡ faux.

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛ été ❛♠é❧✐♦ré❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ǭ =
0,4/6,2 = 0,065 ❛✈❛♥t ❛❧tér❛t✐♦♥ ❡t ǭ = 0,45/6,55 = 0,069 ❛♣rès✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st é✈✐❞❡♠✲
♠❡♥t ♣❛s ✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ à t♦✉t❡ ❛❧tér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳

▲✬❛❧tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶ ✿
∆w0 = −0,15 ❡t ∆w =

(
+0,15 −0,3

)
⊤✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐

✼✷



◆❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼

♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s
✐❝✐ ✿

faux non-et faux ≡ Φ(2,45) ≡ vrai,

faux non-et vrai 6≡ Φ(−0,05) ≡ faux,

vrai non-et faux ≡ Φ(1,2) ≡ vrai,

❡t vrai non-et vrai ≡ Φ(−1,3) ≡ faux.

■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ e2 ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s e1 non-et e2✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛❧tér❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s❛t✐s❢❛ss❡
♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶ ❝♦♥s❡r✈❡ ♠❛❧❣ré t♦✉t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✿ ∆w0 = 0,1 ❡t ∆w =

(
−0,2 −0,15

)
⊤✳

❊♥ ❡✛❡t ✿

faux non-et faux ≡ Φ(2,7) ≡ vrai,

faux non-et vrai ≡ Φ(0,35) ≡ vrai,

vrai non-et faux ≡ Φ(1,1) ≡ vrai,

❡t vrai non-et vrai ≡ Φ(−1,25) ≡ faux.

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❣✐r s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣✲
t✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ✭✐❝✐ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r s❛ ♠❛r❣❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✮ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ré❛❧✐s❡✳ ➚ ❝❡
st❛❞❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣ré♠❛t✉ré ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ét❛❜❧✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
♣ré❝✐s❡s✳

✼✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧

❈♦♠♠❡ ❧✬❛ ♠♦♥tré ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣❛r
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts q✉❛♥t
à ❧❡✉r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❛✜♥ ❞✬❛❧❧❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞é❞✐é❡
à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞✬❛✣♥❡r ❝❡ ❞é❜✉t
❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣♦rt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s et✱ ou✱ non-et✱ ❡t❝✳
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡s à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✼✳✷✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣✲
t✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ w0✱ s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

✼✸



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷ ✭❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❡✮✳
❙✐ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ w0✱ w ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡ ♥é❣❛t✐❢ wi✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ♣♦s✐t✐❢ ❡♥ ❝♦♠♣❧é✲
♠❡♥t❛♥t ❧✬❡♥tré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡t ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t w0 ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

w0
′ = w0 + wi.

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬✐❧❧✉str❡r
♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✷ ✖ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❡ ♥é❣❛t✐❢ ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s w0 = 0,5✱ w1 = 1
❡t w2 = −1 ❡t q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ e1 non-et e2✳ ▲❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡
w2 ét❛♥t ♥é❣❛t✐❢✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡
♣❡✉t✲êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ❧✬❡♥tré❡ e2✱ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ w2 ❡t ❡♥
♠♦❞✐✜❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ w0 ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳
▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ w ′

0 = −0,5✱ w1 = 1 ❡t w ′′
2 = 1 ❡t ré❛❧✐s❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ e1 ou e ′
2✳ ❖r ❝♦♠♠❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡♥tré❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡

❧✬❡♥tré❡ e2✱ ♦♥ ❛ e1 ou e ′
2 ≡ e1 ou e2 q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬é❝r✐t✉r❡

❞❡ ❞é♣❛rt✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ▲s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s s②✲
♥❛♣t✐q✉❡s ♣♦s✐t✐❢s✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t w0✱ ♣❛r ▲+

s ✳

✼✳✷✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡s s②♠étr✐❡s

❊♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✱ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ s②♠étr✐q✉❡✮✳
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❞ît❡ s②♠étr✐q✉❡ ✭❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥ ❡st st❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❡♥tré❡s✳

❊❧❧❡ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❡♥tré❡s s✐ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st
✈ér✐✜é❡ s✉r ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❡♥tré❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳

❉✬❛♣rès ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ s②♠étr✐q✉❡ ♥❡ ❞é✲
♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ e1 et e2 ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Set(ê) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Set: {0 ; 1 ; 2} −→ ❇

ê = 0 7−→ faux

ê = 1 7−→ faux

ê = 2 7−→ vrai,

✭✼✳✼✮

✼✹



◆❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼

♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ê✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ e1 ❡t e2 ✔ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ê → {e1 ; e2}✱
❛ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s à vrai ♣❛r♠✐ e1 ❡t e2✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Set s❡ ♥♦♠♠❡
✓ s♣❡❝tr❡ ✔ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ et✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡✱ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ♦✉ ♥♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✹ ✭❙♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✮✳
❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L(e1, e2, . . . , en)✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s s②♠étr✐❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡
L✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡r d ≤ n ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ni ✈❛r✐❛❜❧❡s s②♠étr✐q✉❡s ❝❤❛❝✉♥s✳ ❯♥
✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t ê✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ L✳ ▲❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s êi|

d
i=1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉❡s

❡♥ ré♣❡rt♦r✐❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t vrai ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ L ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ SL(ê1, ê2, . . . , êd) ≡ L(e1, e2, . . . , en)✳ ▲✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t✱ ❡t ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ♣❛r ✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t
t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡ s♣❡❝tr❡ ❡st r❡♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✓ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ✔ ✭✈♦✐r ❧❡s
❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts✮✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ✐♥✢✉❡♥❝❡s
❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ✿ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ✐♥❞✐❝❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t
✉♥❡ ❢♦rt❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✸ ✖ ❙♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ s②♠étr✐q✉❡✳

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L1(e1, e2, e3) ≡ e1e2ē3 + e1ē2e3 + ē1e2e3.

▲❡s tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐❝✐ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s②♠ér✐q✉❡s ❡t s❡ ré❞✉✐s❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ê à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s J0 ; 3K✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ✿ ♦✉ ❜✐❡♥ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
e1✱ e2 ❡t e3 ♥✬❡st à vrai✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡✉①✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡s tr♦✐s✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡
❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ê ❛✉①
tr♦✐s ❡♥tré❡s ❜✐♥❛✐r❡s e1✱ e2 ❡t e3✳

ê SL1

0 faux

1 faux

2 vrai

3 faux

❈❡ ❞❡r♥✐❡r tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉✬❛ L1 ❞❡ ✈❛❧♦✐r vrai ❡st ❞✬❛✈♦✐r ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❞❡✉① ❞❡ s❡s tr♦✐s ❡♥tré❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t vrai✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✹ ✖ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L2(e1, e2, e3) ≡ e1(e2 + e3) ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r e2

❡t e3✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡
ê2 ∈ J0 ; 2K✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ e1 ♥❡ s♦✐t s②♠étr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐❧

✼✺



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ê1 ∈ J0 ; 1K q✉✐ ✈❛✉t
s✐♠♣❧❡♠❡♥t 0 q✉❛♥❞ e1 ≡ faux ❡t 1 s✐♥♦♥✳ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ L2 ❡st ❞♦♥❝ ✿

ê1 ê2 SL2

0 0 faux

0 1 faux

0 2 faux

1 0 faux

1 1 vrai

1 2 vrai

▲❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛✲
t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞❡✉① ❡♥tré❡s ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ s♦♥t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t s②♠étr✐q✉❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸✮✳ ❈❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡s s❛♥s ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❡t
❞♦♥❝ s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ✷✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s ✖ ♣❛r
❧❡ ❜✐❛✐s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ✖ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤♦✐① ♣❧✉s
♣❡rt✐♥❡♥t ❡♥ ❛②❛♥t s❛ r❡s②♥t❤ès❡ ♣♦✉r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❧✐❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬é❣❛❧✐té s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳

✼✳✷✳✸ ➱t✉❞❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡
♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❈❡❧❛
s✉♣♣♦s❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐
❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❢❛✐t ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

L1 < L2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ L1 ⇒ L2. ✭✼✳✽✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r faux < vrai✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❛✈♦✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✺ ✭❈♦♥st❛♥❝❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L(e1, e2, . . . , en) ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ei s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ L ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ei✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✻ ✭❈r♦✐ss❛♥❝❡✴❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L(e1, e2, . . . , en) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✴❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ei

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ L ❝r♦✐t✴❞é❝r♦✐t ✭❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ q✉❛♥❞ ei ❝r♦✐t✳

✷ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ str✐❝t❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r r❡♥❞r❡
❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s②♠étr✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ✉♥ s✉❥❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
s✉✐✈❛♥t❡✳

✼✻



◆❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✺ ✖ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❝r♦✐ss❛♥t❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L3(e1, e2, e3) ≡ e1e2(e3 + e1) ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ s❡❧♦♥ s❛ tr♦✐s✐è♠❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ L3 ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s
❞❡ e3 ✿

✶

✷

✸

✹

✺

✻

✼

✽

e1 e2 e3 L3

faux faux faux faux

faux faux vrai faux

faux vrai faux faux

faux vrai vrai faux

vrai faux faux faux

vrai faux vrai faux

vrai vrai faux vrai

vrai vrai vrai vrai

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ s❡❧♦♥ e1 ❡t e2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ faux à
vrai ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❥❛♠❛✐s ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ vrai à faux ❞❡ L3✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✻ ✖ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L4 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té s✉✐✈❛♥t ♥✬❡st ♥✐ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥✐
❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♥✐ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶

✷

✸

✹

✺

✻

✼

✽

e1 e2 e3 L4

faux faux faux vrai

faux faux vrai faux

faux vrai faux faux

faux vrai vrai vrai

vrai faux faux faux

vrai faux vrai vrai

vrai vrai faux faux

vrai vrai vrai vrai

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ L4 ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s❡❧♦♥ e3 ❝❡ q✉✐
❡st ❝♦♥tr❡❞✐t ♣❛r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✸ ❡t ✹✳ ❈❡s q✉❛tr❡ ❧✐❣♥❡s ♠♦♥tr❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
L4 ♥✬❡st ♥✐ ❝r♦✐ss❛♥t❡✴❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♥✐ ❝♦♥st❛♥t❡ s❡❧♦♥ e2✳ ❊♥✜♥ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✶✱ ✷✱ ✺ ❡t ✻
❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣♦✉r e1✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❞❡ ▲+
s ✱ ❞❡ ♣❛r ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝r♦✐s✲

s❛♥t❡s s❡❧♦♥ t♦✉t❡s ❧❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✉s
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣♦s✐t✐❢s✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tré❡ ❞❡ faux à vrai✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ 0 à 1✱ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s♦♥ ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ r❡st❡r ❞✉ ♠ê♠❡ ❝ôté ❞✉
s❡✉✐❧ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡ ❢r❛♥❝❤✐r ❞❡ 0 ✈❡rs 1✱ ❝♦♥❢♦r♠é✲
♠❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✻✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬❇é♥é❞✐❝
❡t ▼❡r❝❦❧é✱ ✷✵✵✻❜❪ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸ ✭●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r✮✳
❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ❞❡ ▲+

s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s w0 ❡t
(
w1 . . . wn

)
⊤✳ ❙✐ e ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ t❡❧ q✉❡ L(e) ≡ vrai ❛❧♦rs t♦✉t ✈❡❝t❡✉r

e
′ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ e ❡♥ ♣❛ss❛♥t à vrai ✉♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s à faux

é✈❛❧✉❡ ❛✉ss✐ L à vrai✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ e ✓ ❣é♥èr❡ ✔ e
′✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦té ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t e ⇒ e

′✳

✼✼



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ∈ ▲+
s ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t

s♦✐t e ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ t❡❧ q✉❡ L(e) ≡ vrai ❡t t❡❧ q✉❡ s❛ j ❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ej s♦✐t
❞❛♥s ❧✬ét❛t faux✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ é❝r✐t❡ ❡♥ ✐s♦❧❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞❡ ej ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

A(e) = w0 + 0 × wj +

n∑

i=1
i6=j

wiei > 0.

❙♦✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r e
′ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ e ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❛ j ❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ à

vrai✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

A(e ′) = w0 + wj +

n∑

i=1
i6=j

wiei > A(e) > 0.

❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ê ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t t❡❧ q✉❡ S(ê) ≡ vrai✱ ❛❧♦rs
t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ê

′ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ê ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡
s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t S(ê ′) ≡ vrai✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧
♣❡✉t✲êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é ❡♥ ② ❡♥❧❡✈❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❧✐❣♥❡
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ s✬é✈❛❧✉❡ à vrai✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡
s✉✐✈❛♥t ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✼✳✼ ✖ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té s✐♠♣❧✐✜é ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ou✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ou✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱
s✬é❝r✐t ✿

✶

✷

✸

✹

e1 e2 ou

faux faux faux

faux vrai vrai

vrai faux vrai

vrai vrai vrai

■❧ ❡st tr✐✈✐❛❧ ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ❣é♥éré❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❡t ♣❛r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s♦♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é ❡♥ ✿

✶

✷

✸

e1 e2 ou

faux faux faux

faux vrai vrai

vrai faux vrai

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ s✐♠♣❧✐✜é ♥✬❡st ♣❛s ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❡ s❡❝♦♥❞❡
❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ à ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ e2✱ ❞❡ vrai à faux✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛✐r❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✳

✼✽



◆❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼

▲❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡t ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ✈♦♥t ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✓ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✔✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡
s♦rt❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ♦♣t✐♠✐sé ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ q✉✐ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣ré✲
s❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐✐✐✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
❛✜♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t s✉rt♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❡✉r r❡s②♥t❤ès❡✳

✼✾
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Un nouveau formalisme

▲✬
ét✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❛ ♦✉✈❡rt ❧❛ ✈♦✐❡ à
❧✬é❜❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐✈❡ ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ s✉❣❣èr❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♣❡❝tr❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❧✉tôt q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❜r✉t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛
♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧✐❣♥❡s ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉
❞❡ ✈ér✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❛ été tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✸✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡t ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❛❜♦✉t✐✱ ❜❛♣t✐sé❡ ✓ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✔✱ ❡t q✉✐ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛sé❡
s✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣♦rt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✿ ❧❛ ♥✲s♦♠♠❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à
s❡✉✐❧ très s✐♠♣❧❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❉✳ ▼♦♥♥✐♥ ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ét❛❜❧✐r❛ ❡♥✜♥ ❧❡ ❧✐❡♥
❡♥tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡t ♣♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡✱ ❡t ♠♦♥tr❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝♦♠♠❡♥t
tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡✳

✽✶



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

✽✳✶ ▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à
s❡✉✐❧ ❡st ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❛♠é❧✐♦ré✱ q✉✐ t✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t
❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❡✛❡t ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ ❞♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❝♦♠♠❡
r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉r♦♥t été ❡♥❧❡✈é❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✶ ✖ ❋❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ou✳

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ou ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s❡s ❞❡✉① ❡♥tré❡s e1 ❡t e2 s♦♥t
s②♠étr✐q✉❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡❧❧❡s s❡ ré❞✉✐s❡♥t ❞♦♥❝
❡♥ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ê ❡t ❧❡ s♣❡❝tr❡ Sou ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Sou: J0 ; 2K −→ ❇

ê(0) = 0 7−→ faux

ê(1) = 1 7−→ vrai

ê(2) = 2 7−→ vrai.

▲❛ ♣♦rt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ou ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ✈❡❝t❡✉rs
❞✬❡♥tré❡ s♦♥t ❣é♥érés ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ e

(11) =
(
1 1

)
⊤ q✉✐ ❡st ❣é♥éré ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣❛r e

(10) =
(
0 1

)
⊤ q✉❡ ♣❛r e

(01) =
(
1 0

)
⊤✳ ❉❛♥s

❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✿

ê(1)
⇒ ê(2).

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s
❞❡ Sou ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✈❛✉t vrai ❡t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ❣é♥éré❡s ♣❛r ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ■❝✐✱
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ou s❡r❛✐t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ê(1) = 1✳ ❙é♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t✱
❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ou ✿ ✓ ♥✬❡st ✈r❛✐
q✉❡ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡ s❡s ❡♥tré❡s ❡st ✈r❛✐❡ ✔✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦rt❡ ❧♦❣✐q✉❡ et ♥✬❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ q✉❡
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ê(2) = 2 ♣✉✐sq✉❡ e1 et e2 ♥✬❡st ✈r❛✐❡ q✉❡ s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❞❡s ❡♥tré❡s s♦♥t
✈r❛✐❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉①✳

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥
ét❛✐t st❛❜❧❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✳
❙✐ e ❡t e

′ s♦♥t ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❇n ❡t s✐ ê ❡t ê
′ s♦♥t ❧❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s

❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t✱ ❛❧♦rs ✿

(e ⇒ e
′) ⇒ (ê ⇒ ê

′).

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ê ⇒ ê
′✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r e✱ ❞♦♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ê✱ ❣é♥èr❡

❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs e
′ ❞❡ ❇n ❞♦♥♥❛♥t ê

′ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳
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❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✐r❡❝t✱ s✐ e
′ ❡st ❣é♥éré ♣❛r e ❛❧♦rs ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡✱ ♣❛r

❞é✜♥✐t✐♦♥✱ q✉✬✉♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s à faux ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st à vrai ❞❛♥s e
′✱

❧❡s ❛✉tr❡s r❡st❛♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t ê

′ ♦❜t❡♥✉ ❡st
❞♦♥❝ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡s
❞❡ ê✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ê ⇒ ê

′✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ê ⇒ ê
′✱ ❡t s✐ e ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❇n ❞♦♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡

ê✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r e
′ ❞❡ ❇n à ♣❛rt✐r ❞❡ e ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

e ⇒ e
′✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ê ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❛ ❛✉❣♠❡♥té ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t ê
′✱ ❡t ❞❡ ♣❛ss❡r à vrai ✉♥ ♥♦♠❜r❡

s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❡ e✳

✽✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts
q✉✐ é✈❛❧✉❡♥t à vrai ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ r❡♣rés❡♥té❡✱ ❡t q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♦❜t❡✲
♥✉s à ♣❛rt✐r ❞✬❛✉tr❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣❛r ❣é♥ér❛t✐♦♥✳ ❈❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s♦♥t ❛♣♣❡❧és
✓ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ✔✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶ ✭❱❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r✮✳
❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ❞❡ ▲+

s ✱ ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st SL✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✈❡❝t❡✉r
❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ L✱ ♦✉ ❞❡ SL✱ t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t ê t❡❧ q✉❡ ✿

✕ SL(ê) ≡ vrai ❀
✕ ♣♦✉r t♦✉t ê

′ 6= ê t❡❧ q✉❡ SL(ê ′) ≡ vrai✱ ♦♥ ❛ ê
′ 6⇒ ê✳

❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✷ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r✮✳
❙✐ L ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞❡ ▲+

s ❡t ❞❡ s♣❡❝tr❡ SL✱ ❛❧♦rs ê ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ L s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

✕ SL(ê) ≡ vrai ❀
✕ ♣♦✉r t♦✉t ê

′ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ê ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ s❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s✱ ♦♥ ❛ SL(ê ′) ≡ faux✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✳
■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✽✳✷ ❡t ❧❡
s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳

❉❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✐r❡❝t✱ s✐ ✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ê
′ ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲

♣♦s✐t✐♦♥ é✈❛❧✉❛✐t SL à vrai ❛❧♦rs ✐❧ ❣é♥ér❡r❛✐t ê ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ê ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts ♣♦✉✈❛♥t ❧❡ ❣é♥ér❡r ♥✬é✈❛❧✉❡ SL à vrai✱
❝❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r✳

✽✸



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ s❡ ❞é✜♥✐✱
à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✷ ✭❋❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✮✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ❞❡ ▲+

s ❡t ❞❡ s♣❡❝tr❡ SL✱ ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s s❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ② s♦♥t ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡
❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ L ❡st ♥♦té❡ {SL} ♦✉ {L}✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s♦♥t ✐♥❞✐❝é❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥t❡ s✉r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡ à ❧❛ ♠♦✐♥s ✐♥✢✉❡♥t❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ vrai ❡st
{
0
}

t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ faux ❡st ∅✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧♦❣✐q✉❡s ❞♦♥t ❡❧❧❡s s♦♥t ✐ss✉❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣ér❛t✐❢ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉✬❡❧❧❡s ❧❡✉rs s♦♥t ❜✐❡♥ éq✉✐✲
✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ ♦✉ ré❝✐♣r♦q✉❡✲
♠❡♥t✱ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ét❛❜❧✐ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s
❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s s♣❡❝tr❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥s q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
à ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❛♥t à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❛
été ♠❡♥é❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸ ✭➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♣❡❝tr❡✴❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✮✳
▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ s❡♥s ❞✐r❡❝t ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳

▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ t✐❡♥t q✉❛♥t✲à✲❡❧❧❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s é✈❛❧✉❡r ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à vrai s❛♥s êtr❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❡❧✉✐✲
❝✐ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t ❣é♥éré ♣❛r ❧✬✉♥ ❞✬❡✉① ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✶✮✳ ❉ès ❧♦rs✱
t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts ❞✉ s♣❡❝tr❡ é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ à vrai s♦♥t
❝♦♥t❡♥✉ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦✉ s♦♥t ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳
▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ à faux s♦♥t t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts
r❡st❛♥ts✳

✽✹



❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❈❛❧❝✉❧ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
r❡❣r♦✉♣és ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧à ❞❡ ❧❛
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡rr✐èr❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① ❞é♣❡♥❞s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ✈ér✐té ♦✉ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s à ❜❛s❡ ❞❡s ♣♦rt❡s
et ❡t ou✳ ▲❡s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✐❧❧✉str❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ à ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✷ ✖ ❋❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à
s❡✉✐❧✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L1 ❞❡ ❝✐♥q ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L1(e1, e2, e3, e4, e5) ≡ e1(e2 + e3 + e4 + e5).

❙♦♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❡st ❞♦♥❝ ✿ ✭s❡✉❧❡s ❧❡s ❧✐❣♥❡s é✈❛❧✉❛♥t L1 à vrai s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✮

e1 e2 e3 e4 e5 L1

vrai faux faux faux vrai vrai

vrai faux faux vrai faux vrai

vrai faux faux vrai vrai vrai

vrai faux vrai faux faux vrai

vrai faux vrai faux vrai vrai

vrai faux vrai vrai faux vrai

vrai faux vrai vrai vrai vrai

vrai vrai faux faux faux vrai

vrai vrai faux faux vrai vrai

vrai vrai faux vrai faux vrai

vrai vrai faux vrai vrai vrai

vrai vrai vrai faux faux vrai

vrai vrai vrai faux vrai vrai

vrai vrai vrai vrai faux vrai

vrai vrai vrai vrai vrai vrai

❆ ♣r✐♦r✐✱ ❝❡s q✉✐♥③❡ ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à
s❡✉✐❧ ❡t ❞♦♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡✈r❛✐t
t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ q✉✐ ❡♥ ❡st ❞ér✐✈é❡ ♥❡ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧
✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s✱ s✐❣♥✐✜❛♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ré❡❧❧❡ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ♠♦✐♥❞r❡ ✿

{L1}(ê1, ê2) =
{
1 1

}
,

♦ù ê1 → {e1} ❡t ê2 → {e2 ; e3 ; e4 ; e5}✳

P❛r❛❞♦①❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L2✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L2(e1, e2, e3, e4, e5) ≡ e1(e2(e3 + e4e5) + e3e4e5),

s❡♠❜❧❡ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s q✉❡ s✐① ❧✐❣♥❡s
é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à vrai ✿

e1 e2 e3 e4 e5 L2

vrai faux vrai vrai vrai vrai

vrai vrai faux vrai vrai vrai

vrai vrai vrai faux faux vrai

vrai vrai vrai faux vrai vrai

vrai vrai vrai vrai faux vrai

vrai vrai vrai vrai vrai vrai

✽✺



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

P♦✉rt❛♥t✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛ ✈✐s✐❜❧❡♠❡♥t ❣❛❣♥é ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡s ✿ ê1 → {e1}✱ ê2 → {e2 ; e3}
❡t ê3 → {e4 ; e5}✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿

{L2}(ê1, ê2, ê3) =

{
1 2 0
1 1 2

}

.

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞é♠♦♥tr❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s L1 ❡t L2 ♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s②♠étr✐❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t
❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧❡✉r ❛ttr✐❜✉❡r ❧❛ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞✉ s✐ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs
♦❜t❡♥✉✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ été ♥❡✉tr❛❧✐sé
♣❛r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ♥✬❛②❛♥t ❛✉❝✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✸ ✖ ❋❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ s❛♥s s②♠é✲
tr✐❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L3 s✉✐✈❛♥t❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ s②♠étr✐❡ ✿

L3(e1, e2, e3, e4, e5) ≡ e1(e2 + e3e5) + e3e4(e1 + e2).

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝✐♥q ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s êi|
5
i=1 ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s♦♥t

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝✐♥q ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s ei✳ ▲❡s tr❡✐③❡ ❧✐❣♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧❧❡s L3 ✈❛✉t vrai s♦♥t ✿

e1 e2 e3 e4 e5 L3

faux vrai vrai vrai faux vrai

faux vrai vrai vrai vrai vrai

vrai faux vrai faux vrai vrai

vrai faux vrai vrai faux vrai

vrai faux vrai vrai vrai vrai

vrai vrai faux faux faux vrai

vrai vrai faux faux vrai vrai

vrai vrai faux vrai faux vrai

vrai vrai faux vrai vrai vrai

vrai vrai vrai faux faux vrai

vrai vrai vrai faux vrai vrai

vrai vrai vrai vrai faux vrai

vrai vrai vrai vrai vrai vrai

▼❛❧❣ré ❝❡❧❛✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ L3 ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❛✣❝❤❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞❡
✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ✿

{L3}(ê1, ê2, ê3, ê4, ê5) =







1 1 0 0 0
1 0 1 1 0
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0







.

❆✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡st
é✈✐❞❡♥t ✿ ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬❛❝t✐✈❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ s✐ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ é✈❛❧✉❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ P❛r éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❝♦♥t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❡s ♥♦✐❡✳
▲❡s ② r❡tr♦✉✈❡r ❞❡♠❛♥❞❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❡①♣❡rt✐s❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❧❛ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❡t ❞♦♥❝ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❥♦✉✐r ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛✲
tr✐❝❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ❞é❞✐és✳

✽✻
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶

◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❣é♥ér❛t❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s✳
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦②❡♥♥❡ k = d4 ②
❡st s✉♣❡r♣♦sé❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❝♦✉r❜❡ k = 2

d ✭❡♥ ❜❧❡✉✮✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞♦✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❢❛✲
♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t ♥♦♥ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té tr❛♥s❝r✐t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱
❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡✈r❛ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ s✬❛❜str❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ✈ér✐té✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❛❧❝✉❧
❛✛❡❝t❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ♠♦②❡♥ ♣♦✉r d ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s
❛ été ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t é✈❛❧✉é à d4 ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✶✼✵ ✵✵✵ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ✶ à
✶✻ ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ 2n ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞✬✉♥
t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❝❡ rés✉❧t❛t ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡st
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✓ ❧✐❣♥❡s ✔ q✉✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✱ ♠❛✐s q✉✬❡♥ ♣❧✉s✱ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡
❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❧✉s ❧❡♥t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

➚ ❝❡ ❥♦✉r✱ ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s ❡①♣❧✐q✉❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t ❞♦♥t ❧❡s ✐♠✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❝❛♣✐t❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦rt✐❤♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐✐✐✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts ❣é♥érés ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✳

❆♥❛t♦♠✐❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❆✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝é✲
❞✉r❡s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛
❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡st str✉❝t✉ré❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✸ ✭❘❛❝✐♥❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r✮✳
❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ✓ r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ i ∈ Ji ; dK✔ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r s❡s i ♣r❡♠✐èr❡s
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳
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❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✹ ✭❋❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡①tr❛✐t❡✮✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ {L} ♣♦✉r ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ {L} q✉✐ ♦♥t ❝❡tt❡ r❛❝✐♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✺ ✭❙♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✮✳
▲❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ {L} r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ i ❞♦♥♥é❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❧❡s ❡♥tré❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① r❛❝✐♥❡s ❡♥ ♠♦✐♥s✳ ❆✜♥ ❞✬❛❧❧é❣❡r ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❤r❛s❡s✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬♦r❞r❡ i ♣♦✉r ♣ré❝✐s❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐ss✉❡ ❞✬✉♥❡
r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ i✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♥✬❛ ♣❧✉s q✉❡ d − i
❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s✳

P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬♦r❞r❡ 0 ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡st ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✹ ✖ ❘❛❝✐♥❡s ❡t ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡①tr❛✐t❡s✳

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ▲+
s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L4 ≡ e1e2 + (e1 + e2)(e3(e4 + e5) + e4e5).

❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ê1 → {e1}✱ ê2 → {e2}✱ ê3 → {e3}✱ ê4 → {e4} ❡t
ê5 → {e5}✱ s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡st ✿

{L4} =







1 1 0 0 0
1 0 1 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 1 1
0 1 1 1 0
0 1 1 0 1
0 1 0 1 1







.

❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✸✱ s❡s ❝✐♥q r❛❝✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✸ s♦♥t ✿

(
1 1 0

)
,

(
1 0 1

)
,

(
1 0 0

)
,

(
0 1 1

)
❡t

(
0 1 0

)
.

❉✬❛♣rès ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✽✳✹ ❡t ✽✳✺✱ ❧❡s ❝✐♥q ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡①tr❛✐t❡s ❡t s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s♦♥t ✿

❢❛♠✐❧❧❡s ❡①tr❛✐t❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s

{L4}( 1 1 0 ) =
{
1 1 0 0 0

}
→

{
0 0

}
,

{L4}( 1 0 1 ) =

{
1 0 1 1 0
1 0 1 0 1

}

→

{
1 0
0 1

}

,

{L4}( 1 0 0 ) =
{
1 0 0 1 1

}
→

{
1 1

}
,

{L4}( 0 1 1 ) =

{
0 1 1 1 0
0 1 1 0 1

}

→

{
1 0
0 1

}

,

❡t {L4}( 0 1 0 ) =
{
0 1 0 1 1

}
→

{
1 1

}
.
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✽✳✶✳✷ ❯♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛rr✐✈és à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉✬✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡
❞❡✈❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ét❛✐t
❧✬✉♥✐❝✐té✳ ❙✬❛❣✐ss❛♥t ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à
s❡✉✐❧ ♥❡ ❞♦✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢❛ç♦♥
❞♦♥t ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✖ ♦✉ ✉♥ rés❡❛✉ ✖ ❧❛ ré❛❧✐s❡✳

❆ ♣r✐♦r✐✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡
à ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✹✱ ❤ér✐t❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❡st
✐ss✉❡✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❜é♠♦❧ à ❝❡tt❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞♦♥♥é❡
✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✸ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✹✮✱ ♠❛✐s ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡
s♦✐t ❝♦♠♣❧èt❡ ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s②♠étr✐q✉❡s ❛✐❡♥t été
♣r♦♣r❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜és ❡t ré❞✉✐ts✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♥❡ r❡♥❞r❛✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
s②♠étr✐❡s✳ ◆♦✉s ❡♥ ❛rr✐✈♦♥s ❞♦♥❝ à ❢♦r♠✉❧❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✹ ✭❯♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✮✳
❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ∈ ▲+

s ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s e1✱ e2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ en✳ P♦✉r ✉♥❡ ré✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ê1✱ ê2✱ ✳ ✳ ✳ ✱
êd✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ L s✬é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞✐st✐♥❝t❡s {L}1 ❡t {L}2

é❝r✐t❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❛♣♣❡❧♦♥s ê ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ {L}1 ♥❡ s❡ tr♦✉✈❛♥t ♣❛s ❞❛♥s {L}2

✭♦✉ ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✮✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ ❛❧♦rs ê ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r
❞❡ {L}2✳ ❙♦✐t ê

′ ✉♥ t❡❧ ✈❡❝t❡✉r✳

P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥s✱ ê
′ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥é✲

r❛t❡✉r ❞❡ {L}1 ✿ ê
′′✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ê

′′
⇒ ê

′
⇒ ê✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s❡❧♦♥

❧❛q✉❡❧❧❡ ê ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ {L1} ❡t ❞♦♥❝ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s
à s❡✉✐❧ ré♣rés❡♥té❡s ♣❛r {L}1 ❡t {L}2✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡
❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st
ré❞✉✐t✳

✽✾



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✺ ✖ ❋❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❡s♣❛❝❡s✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳✹ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✽ ✿

{L4} =







1 1 0 0 0
1 0 1 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 1 1
0 1 1 1 0
0 1 1 0 1
0 1 0 1 1







.

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ e1 ❡t e2 s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s
❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ê1 → {e1 ; e2}✱ ê2 → {e3}✱ ê3 → {e4} ❡t ê4 →
{e5}✱ ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s✬é❝r✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✿

{L4}
′ =







2 0 0 0
1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1







.

❊♥✜♥✱ ❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛♥t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ e3✱ e4 ❡t e5 à ❧❛ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t✱
✐❧ ✈✐❡♥t ê2

′ → {e3 ; e4 ; e5} ❡t ✿

{L4}
′′ =

{
2 0
1 2

}

.

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❧✉s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s s♦♥t
é❝r✐t❡s ❡st ré❞✉✐t ❡t ♣❧✉s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❝♦♥❝✐s❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡✲
r♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs é❝r✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
ré❞✉✐t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s②♠étr✐❡s ❞❡ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ♦♥t été
ré❞✉✐t❡s✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛❧❣♦r✐t❤✲
♠✐q✉❡ r❛♣✐❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❡✉t
êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❞✉✐r❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✳

❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡s s②♠étr✐❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❛✜♥ ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s
❡✣❝❛❝❡s ❡①✐st❡♥t ❬❑♦❤❛✈✐✱ ✶✾✼✽ ❀ ❈❤♦✇✱ ✶✾✻✶❪✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❀ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❥✉st❡♠❡♥t ♥♦✉s
❛✛r❛♥❝❤✐r✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♣r♦♣r❡ ❛✉①
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✹✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s
♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ L ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥tr❡s✲❡❧❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é✳ ❚r✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s✳ ■❧ s✉✣t ❛✐♥s✐ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ❞❡✉①
❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡✱ ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❡✉r s②♠étr✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡
ét✉❞✐é❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✺ ✭❙②♠étr✐❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s✮✳
❉❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s êi ❡t êi+1 ♣♦✉r i ∈ J1 ; d − 1K s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡

✾✵



❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L ❞❡ ▲+
s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡①tr❛✐t❡s

❞✬♦r❞r❡ i − 1 ✈ér✐✜❡ ✿

✶✳ ❧❡s s♦♠♠❡s êi,i+1 = êi+êi+1 ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ♣r❡♥♥❡♥t
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❀

✷✳ ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r êi,i+1✱ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ êi ❡t
êi+1 ❀

✸✳ ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s à ❞❡s r❛❝✐♥❡s
(
êi êi+1

)
❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡

êi,i+1 ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡s tr♦✐s ♣♦✐♥ts s♦♥t ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡
❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ êi,i+1 → {êi ; êi+1} ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ r❡♣rés❡♥té❡✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✽✳✶ ❡t ✽✳✷ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❝❡ t❡st
❞❡ s②♠étr✐❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ t❡st ❞❡♠❛♥❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s k ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t q✉❡ k = O(d4)✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡
❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(d4)✳

P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t t❡st❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ t♦✉t❡s
s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✳ ❖r✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ét❛♥t ♦r❞♦♥♥é❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡
t❡st❡r q✉❡ ❧❡s s②♠étr✐❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s❡✉❧s
d − 1 t❡sts s✉✣s❡♥t ✿ ê1 ❛✈❡❝ ê2✱ ê2 ❛✈❡❝ ê3✱ ✳ ✳ ✳ ✱ êd−1 ❛✈❡❝ êd✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t♦t❛❧❡
❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥ O(d5)✳ ➚ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❬❈❤♦✇✱ ✶✾✻✶❪ r❡q✉✐❡rt
✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❡t é✈♦❧✉❡ ❞♦♥❝ ❡♥ O(2n) ♦ù n ≥ d✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
ré❞✉✐t❡s s②♠étr✐q✉❡s ♦♥t été ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❬❇é♥é❞✐❝ ❡t ❛❧✳✱ s♦✉♠✐s❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✻ ✭❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✮✳
❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s êi ❡t êi+1 ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✱
❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r✱ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❞❡✉① ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s s②♠étr✐q✉❡s
♣❛r ❧❡✉r s♦♠♠❡ ❀

✕ ❡♥❧❡✈❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞♦✉❜❧♦♥s✳

✽✳✶✳✸ ❋❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡s ❡t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r ré♣❡r❝✉t❡r s✉r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✐ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ ❞❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s tr✐✈✐❛❧❡s s✉r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✱ ❝✬❡st ✉♥
♣❡✉ ♠♦✐♥s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳

✾✶



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳✶

❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ ré❞✉✐r❡✿
❘é❞✉✐t ❧❡s s②♠étr✐❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

P❛r❛♠ètr❡s✿
✴❋❣✴ − ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❦ ❧✐❣♥❡s ❡t ❞ ❝♦❧♦♥♥❡s✮∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❞✉✐r❡✭❋❣✮❂♥❡❛♥t ④
✴✴ t❡st ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✴✴ ❡t ré❞✉✐t t❛♥t q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s
t❛♥tq✉❡ ✭s②♠❡tr✐q✉❡✭❋❣✮✮ ④

❋❣✳r❡❞✉✐r❡❴✈❛r✐❛❜❧❡s✭✶✱✷✮❀
⑥

✴✴ ✴❞✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s
❡♥t✐❡r ❞ ❂ ♥❜r❡✈❛r✐❛❜❧❡s✭❋❣✮❀
✴✴ ✴♦r❞r❡✴ − ♦r❞r❡ ❞❡s s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s
❡♥t✐❡r ♦r❞r❡ ❂ ✶❀

✴✴ t❡st ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✐❝é❡s ♦r❞r❡✰✶ ❡t ♦r❞r❡✰✷✿
✴✴ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ♦r❞r❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s②♠étr✐q✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r
✴✴ ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
t❛♥tq✉❡ ✭♦r❞r❡❁❂❞−✶✮ ④

✴✴ ✴r❛❝✐♥❡s✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞és✐ré
❛❧❧♦✉❡r✭r❛❝✐♥❡s✮❀
r❛❝✐♥❡s ❂ ❋❣✳❡①tr❛✐r❡❴r❛❝✐♥❡s✭♦r❞r❡✮❀
✴✴ ✴♥❜r❡r❛❝✐♥❡s✴ − ♥❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ r❛❝✐♥❡s
❡♥t✐❡r ♥❜r❡r❛❝✐♥❡s ❂ ♥❜r❡❴❧✐❣♥❡s✭r❛❝✐♥❡s✮❀

❡♥t✐❡r ✐❂✷❀

✴✴ ✴s♦✉s❋❣✴ − ✉♥❡ s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❋❣
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ s♦✉s❋❣ ❂ ❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡✭r❛❝✐♥❡s❬✶❪✮❀

t❛♥tq✉❡ ✭✭✐ ❁❂ ♥❜r❡r❛❝✐♥❡s✮ ✫✫ s②♠❡tr✐q✉❡✭s♦✉s❋❣✮✮ ④
s♦✉s❋❣ ❂ ❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡✭r❛❝✐♥❡❬✐❪✮❀
✐✰✰❀

⑥

✴✴ s✐ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❛❧♦rs ❡❧❧❡s
✴✴ ❧❡ s♦♥t t♦✉t❡s
s✐ ✭s②♠❡tr✐q✉❡✭s♦✉s❋❣✮✮ ④

❋❣✳r❡❞✉✐r❡❴✈❛r✐❛❜❧❡s✭♦r❞r❡✰✶✱♦r❞r❡✰✷✮❀
❞−−❀ ✴✴ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡

⑥
s✐♥♦♥ ④ ✴✴ ♦♥ t❡st❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s

♦r❞r❡✰✰❀
⑥

⑥
⑥

✾✷



❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ s②♠❡tr✐q✉❡✿
■♥❞✐q✉❡ s✐ ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✳

P❛r❛♠ètr❡s✿
✴❋❣✴ − ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❦ ❧✐❣♥❡s ❡t ❞ ❝♦❧♦♥♥❡s✮∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ s②♠❡tr✐q✉❡✭❋❣✮❂❜♦♦❧❡❡♥ ④
✴✴ ✴❦✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ❋❣
❡♥t✐❡r ❦ ❂ ❋❣✳♥❜r❡✈❡❝t❡✉rs✭✮❀
✴✴ ✴r❛❝✐♥❡s✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬♦❞r❡ ❞❡ ✷ ❞❡ ❋❣
❛❧❧♦✉❡r✭r❛❝✐♥❡s✮❀
r❛❝✐♥❡s ❂ ❋❣✳r❛❝✐♥❡s✭✷✮❀
✴✴ ✴s♦♠♠❡s✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛❧❧♦✉❡r✭s♦♠♠❡s✮❀
♣♦✉r ✭✐❂✶❀✐❁❦❀✐✰✰✮ ④

s♦♠♠❡s❬✐❪ ❂ r❛❝✐♥❡s❬✐❪❬✶❪✰r❛❝✐♥❡s❬✐❪❬✷❪❀
⑥

✴✴ ❚❊❙❚ ✶

✴✴ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s♦♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s
✴✴ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❬♠✐♥✭s♦♠♠❡s✮❀♠❛①✭s♦♠♠❡s✮❪ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s
s✐ ✭✦t❡st✶✭✮✮ ④

r❡t♦✉r♥❡r ✭❢❛✉①✮❀
⑥

✴✴ ❚❊❙❚ ✷

✴✴ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r s✉♠ ❞❡ ❬♠✐♥✭s♦♠♠❡s✮❀♠❛①✭s♦♠♠❡s✮❪✱
✴✴ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ✈❛r✐❛❜❧❡✶✱✈❛r✐❛❜❧❡✷✱ r❡s♣✳ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
✴✴ ❞✬❡♥t✐❡rs ❬✵ ❋❣✳❝❛r❞✐♥❛❧✭✶✮❪ ❡t ❬✵❀❋❣✳❝❛r❞✐♥❛❧✭✷✮❪✱
✴✴ t❡❧❧❡s q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✶✰✈❛r✐❛❜❧❡✷❂s✉♠ s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s♦♠♠❡s✳
❡♥t✐❡r s✉♠ ❂ ♠❛①✭s♦♠♠❡s✮❀
t❛♥tq✉❡ ✭s✉♠ ❃❂ ♠✐♥✭s♦♠♠❡s✮✮ ④

s✐ ✭✦t❡st✷✭s✉♠✮✮ ④
r❡t♦✉r♥❡r ✭❢❛✉①✮❀

⑥
s✉♠−−❀

⑥

✴✴ ❚❊❙❚ ✸

✴✴ ❧❡s s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞✬♦r❞r❡ ✷ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ ❭
✷

✴✴ ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s
s✉♠ ❂ ♠❛①✭s♦♠♠❡s✮❀
t❛♥tq✉❡ ✭s✉♠ ❃❂ ♠✐♥✭s♦♠♠❡s✮✮ ④

s✐ ✭✦t❡st✸✭s✉♠✮✮ ④
r❡t♦✉r♥❡r ✭❢❛✉①✮❀

⑥
s✉♠−−❀

⑥

✴✴ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛rr✐✈❡ ❥✉sq✉✬✐❝✐ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ♣❛ssé ❧❡s t❡sts
r❡t♦✉r♥❡r ✭✈r❛✐✮❀

⑥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳✷

❚❡st ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡s ❞❡✉①
♣r❡♠✐èr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✾✸



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❛♣❡rç✉ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s à ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s✐♠♣❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✻ ✖ ◆é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ s✐♠♣❧❡✳

❙♦✐t L5 ∈ ▲
+
s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞❡ ❝✐♥q ✈❛r✐❛❜❧❡s s②♠étr✐q✉❡s ei|

5
i=1✳ ▲❡

s♣❡❝tr❡ ❞❡ L5 ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ SL5(ê) ❡t ❧✬✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ {L5} ❡st
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

{L5} = {2}.

❱❡r❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ L5(e) ≡ vrai ❞ès q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❞❡s ❝✐♥q ❡♥tré❡s ❞❡
e s♦♥t ✈r❛✐❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ L5(e) ≡ vrai s✐ ❛✉ ♣❧✉s 5 − 2 = 3 ❡♥tré❡s s♦♥t ❢❛✉ss❡s✱
♦✉ ❡♥❝♦r❡ L5(e) ≡ faux ❞ès q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s s♦♥t ❢❛✉ss❡s✳
❈♦♠♠❡ L5(e) ≡ faux ❡st sé♠❛♥t✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ¬L5(e) ≡ vrai✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❧❡ ✈❡❝t❡✉r

(
4
)
♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❧♦❣✐q✉❡ ¬L5✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❢♦r♠é ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡
ê → {ei|

5
i=1}✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t à ❧❛
❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❛✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t
❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳

❈♦♠♣❧é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳✻ ♣✉✐ss❡ ♣❛r❛îtr❡
s✐♠♣❧❡t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❞♦♥♥é❡ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✐sé♠❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ré❝✉rs✐✈❡ s✉r ❧❡s
s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s é❧❡✈é✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✼ ✭❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✮✳
❙♦✐t L ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞❡ ▲+

s ✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ {L} ❡st ❝♦♠✲
♣♦sé❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs é❝r✐ts s✉r d ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ê1 ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ♣r❡♥❞ s❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs J0 ;n1K✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ✿

✕ s✐ d = 1✱ ❛❧♦rs {L} ♥❡ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r✱
(
η1

)
✱ ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛✲

tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t❡✉r
(
n1 − η1 + 1

)
✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❀

✕ s✐ d > 1✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s r❛❝✐♥❡s
❞✬♦r❞r❡ ✶ η1,1 > η1,2 > · · · > η1,k ❡♥ ❢♦r♠❛♥t✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r
(
n1 − η1,k + 1 0 . . . 0

)
✱ ♣✉✐s ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s

❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ❡t ❡♥ ❧❡✉r ❛✛❡❝t❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶ s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿ n1 − η1,i|

k
i=2✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✷ ♣ré❝✐s❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳✻✱ ❧❡ ❝❛s ♦ù d = 1 ❡st é✈✐❞❡♥t✳

✾✹



❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽

ê1ê1 ê2 . . . êdê2 . . . êd

∅∅

L1

L2

Lk ¬L1

¬L2

¬Lk

0 . . . 00 . . . 0η1

η1 − 1

η1 − 2

η1 − k

η1 − k − 1 n1 − η1

n1 − η1 + 1

n1 − η1 + 2

n1 − η1 + k

n1 − η1 − k + 1

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷

❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

P♦✉r ❧❡ ❝❛s d > 1✱ s✉♣♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ s❛✈♦✐r ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛✲
tr✐❝❡ ❞❡ d − 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s✳ ▲❡s k r❛❝✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡
✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r ❧✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ê1 t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❡✉t êtr❡
✈r❛✐❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ η1,k ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ❛❧♦rs ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ✈r❛✐❡ s✐ ê1 ≤ η1,k − 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
(
n1 − η1,k + 1 0 . . . 0

)
❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡

❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶✱ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ é♥♦♥❝❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬êtr❡ ✈r❛✐❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ❞✬êtr❡ ❢❛✉ss❡✳ ❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t
❝♦♠♣❧é♠❡♥té✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳✸ ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉❣❣éré❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r
♥✬❡st tr❛✐té q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡♥ O(k) = O(d4)✳

❋❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥✲
tré❡ ♦♥t été ♥✐é❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ s✉r♣r❡♥❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥✱ q✉✐ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❡
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s s♦♠♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ♣r♦❞✉✐ts ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳
❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r❛ s❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐✐✐ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❜✐♥❛✐r❡s✳ ■❧ ② s❡r❛ ✉t✐❧✐sé s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré✲
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❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳✸

❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡r✿
❘❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

P❛r❛♠ètr❡s✿
✴❋❣✴ − ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❦ ❧✐❣♥❡s ❡t ❞ ❝♦❧♦♥♥❡s✮∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡r✭❋❣✮❂❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ ④
✴✴ ✴❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴❋❣✴ − t❛❜❧❡❛✉ st♦❝❦❛♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❡ ❋❣
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴❋❣❀
✴✴ ✴❦✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❋❣
❡♥t✐❡r ❦ ❂ ❋❣✳♥❜r❡✈❡❝t❡✉rs✭✮❀
✴✴ ✴❞✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❞❡ ❋❣
❡♥t✐❡r ❞ ❂ ❋❣✳♥❜r❡✈❛r✐❛❜❧❡s✭✮❀
✴✴ ✴♥✴ − ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡
❡♥t✐❡r ♥ ❂ ❋❣✳♠❛①✭✶✮❀
✴✴ ✴r❛❝✐♥❡✴ − ❧❛ r❛❝✐♥❞❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❡♥t✐❡r r❛❝✐♥❡ ❂ ❋❣❬❦❪❬✶❪❀

✴✴ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r s✬✐❧ ❡①✐st❡
s✐ ✭r❛❝✐♥❡ ✦❂ ✵✮ ④

❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴❋❣❬✶❪❬✶❪ ❂ ♥ − ❋❣❬❦❪❬✶❪ ✰ ✶❀
♣♦✉r ✭✐❂✷❀✐❁❂❞❀✐✰✰✮ ④

❢❛♠✐❧❧❡❬✶❪❬❞❪ ❂✵❀
⑥

⑥

✴✴ r❛❝✐♥❡ s✉✐✈❛♥t❡✿
r❛❝✐♥❡✰✰❀

✴✴ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r❛❝✐♥❡
♣♦✉r ✭✐❂r❛❝✐♥❡❀✐❁❋❣❬✶❪❬✶❪❀✐✰✰✮ ④

✴✴ ✴s♦✉s❋❣✴ − s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ♣♦✉r r❛❝✐♥❡
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ s♦✉s❋❣ ❂ ❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡✭r❛❝✐♥❡✮❀

✴✴ ✴❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴s♦✉s❋❣✴ − s♦✉s❋❣ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴s♦✉s❋❣ ❂ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡r✭s♦✉s❋❣✮❀

✴✴ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ à ❣❛✉❝❤❡ à ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴s♦✉s❋❣
✴✴r❡♠♣❧✐❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❛❝✐♥❡ ❡♥ ❝♦✉rs
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴s♦✉s❋❣✳❛❥♦✉t❴r❛❝✐♥❡✭✐✮❀

✴✴ ❝♦♥❝❛t❡♥❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴s♦✉s❋❣ ❛✈❡❝ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴❋❣
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴❋❣✳❝♦♥❝❛t❡♥❡✭❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴s♦✉s❋❣✮❀

⑥
r❡t♦✉r♥❡r✭❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❴❋❣✮❀

⑥
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❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❞✉✐t❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳
❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦rs ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✻ ✭❋❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✮✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ L ❡st s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t✱
❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❞❡ L✳ ❖♥ ❧✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ ¬{L} ✿ ηi,j ❞❡✈✐❡♥t

ni − ηi,j |
d,k
i=1,j=1✱ ♦ù ni|

d
i=1 ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡

êi|
d
i=1✳

✽✳✷ ▲❛ ♣♦rt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥✲s♦♠♠❡

▲❛ ♣♦rt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥✲s♦♠♠❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ✓ ❞✬✉♥✐✜❡r ✔ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s s②♠étr✐q✉❡s ❬▼♦♥♥✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ➚ ❧✬✐♥st❛r ❞❡
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❡❧❧❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❡t ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ré❣❧❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♣♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ❞❡s
♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✳✼ ✭▲❛ ♥✲s♦♠♠❡✮✳
❯♥❡ ♥✲s♦♠♠❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ η ∈ ◆ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ❊❧❧❡ ❡st é✈❛❧✉é❡ à vrai ❞ès ❧♦rs q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s η ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♦♥t ❞❛♥s ❧✬ét❛t vrai✱ ❡❧❧❡ ✈❛✉t faux s✐♥♦♥✳

❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡
η

⊤✱ ♦ù ❧❛ ❧❡ttr❡ η ❡st s♦♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳
❆✈❡❝ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① é❝r✐t✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

η

⊤(e1, e2, . . . , en) ≡ (e1
η

⊤ e2
η

⊤ . . .
η

⊤ en).

❊❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❧✉❡s ✿ ✓ η✲s♦♠♠❡ ❞❡ e1✱ e2✱ ❥✉sq✉✬à en✳ ✔

❆✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡
❜✐♥❛✐r❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ♥✲s♦♠♠❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✐❡♥t
✉♥❡ s♦rt✐❡ q✉✐ ❜❛s❝✉❧❡ ❞ès q✉❡ ❧✬✓ ❛❝t✐✈✐té ✔ ♣❡rç✉❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ❡♥tré❡s ❞é♣❛ss❡
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✱ rés✉♠❡ à ❧✉✐ s❡✉❧ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①
❡♥t✐tés✳

▲❛ s✉✐t❡ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ é❝r✐t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s
♣♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✼ ✖ ◗✉❡❧q✉❡s é❝r✐t✉r❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦rt❡ ♥✲s♦♠♠❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L1 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

L1(e1, e2, e3) ≡ e1e2 + e1e3 + e2e3,

✾✼



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

s✬é✈❛❧✉❡ à vrai ❞ès q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s s♦♥t ❞❛♥s ❧✬ét❛t vrai✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥✲s♦♠♠❡✱ ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

L1(e1, e2, e3) ≡
2

⊤(e1, e2, e3) ≡ (e1
2

⊤ e2
2

⊤ e3).

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L2 ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

L2(e1, e2, e3, e4) ≡ e1 + e2e3 + e4(e2 + e3),

❡st ✈r❛✐❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ e1 = vrai ♦✉ q✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❞❡s ❡♥tré❡s e2✱ e3✱ ❡t e4 s♦♥t à
vrai✳ ❊❧❧❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ✿

L2(e1, e2, e3, e4) ≡
1

⊤(e1,
2

⊤(e2, e3, e4)) ≡ (e1
1

⊤ (e2
2

⊤ e3
2

⊤ e4)).

✽✳✷✳✶ Pr♦♣r✐étés

❆✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ✓ ♥✲❛✐r❡ ✔ ❡t ♣❛r❛♠étr❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥✲s♦♠♠❡ ❡♥ ❢♦♥t
✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞ér♦✉t❛♥t❡ ❞❛♥s s❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❛ ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés
r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s q✉✬✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① s❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r ❛✈❡❝ ❡❧❧❡ ✿

❈♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❯♥❡ ♥✲s♦♠♠❡ ❡st ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦r✲
❞r❡ ❞❡ s❡s ❡♥tré❡s ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❛ s♦rt✐❡✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

(e1
2

⊤ e2
2

⊤ e3) ≡ (e2
2

⊤ e3
2

⊤ e1).

❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❯♥❡ ♥✲s♦♠♠❡ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
♠ê♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ✿

((e1
2

⊤ e2
2

⊤ e3)
2

⊤ e4
2

⊤ e5) 6≡ (e1
2

⊤ e2
2

⊤ (e3
2

⊤ e4
2

⊤ e5)).

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈♦✐r e4 ≡ vrai ❡t e5 ≡ vrai

s✉✣t à r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✈r❛✐❡ ♦r ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈r❛✐❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
♣❛r♠✐ e1 ❡t e2✳

➱❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ▲✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ♥✲s♦♠♠❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❜♦♦✲
❧é❡♥♥❡ faux ✿

e1
η

⊤ . . .
η

⊤ en

η

⊤ faux ≡ e1
η

⊤ . . .
η

⊤ en.

➱❧é♠❡♥t ❛❜s♦r❜❛♥t ▲❛ ♥✲s♦♠♠❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬é❧é♠❡♥t ❛❜s♦r❜❛♥t ❛✉ s❡♥s str✐❝t ❞✉
t❡r♠❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à vrai ❞❛♥s ✉♥❡ ♥✲s♦♠♠❡ s❡ rés✉♠❡
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

e1
η

⊤ . . .
η

⊤ en

η

⊤ vrai ≡ e1
η−1

⊤ . . .
η−1

⊤ en.

✾✽



❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽

❆✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞✬ét❛❜❧✐r
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥✲s♦♠♠❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✽ ✭❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
❙♦✐t ✉♥❡ ♥✲s♦♠♠❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ η ❛♣♣❧✐q✉é❡s à n ✈❛r✐❛❜❧❡s ei|

n
i=1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❛ ❞é❝♦♠✲

♣♦s❡r s❡❧♦♥ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(e1
η

⊤ . . .
η

⊤ en) ≡ ((e2
η

⊤ . . .
η

⊤ en) + (e1(e2
η−1

⊤ . . .
η−1

⊤ en)))

P❛r ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
s❡❧♦♥ ❧❛ i❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞ér✐✈é❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡
❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞s et ❡t ou✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t
❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s✬❡♥ ♣❛ss❡r ❡t ♥✬✉t✐❧✐s❡r q✉❡ ❞❡s ♥é❣❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
♥✲s♦♠♠❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✾ ✭❯♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♥✲s♦♠♠❡✮✳
▲❛ ♣♦rt❡ ♥✲s♦♠♠❡ ❡t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥✐✲
✈❡rs❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♥é❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ♣♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡ tr✐♣❧❡t ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s {non ; et ; ou} ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r êtr❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧✳
▲❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞♦♥t ❧✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐té ❞♦✐t êtr❡ ❞é✲
♠♦♥tré❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❢❛❜r✐q✉❡r ✉♥ et ❡t ✉♥ ou à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
♥✲s♦♠♠❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ et ❡st ✈r❛✐❡ ❧♦rsq✉❡ s❡s ❞❡✉① ❡♥tré❡s s♦♥t ✈r❛✐❡s✱ ❡t ❧✬♦♣ér❛✲
t✐♦♥ ou ❧♦rsq✉✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❡st ✈r❛✐❡✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
sé♠❛♥t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

e1 et e2 ≡ (e1
2

⊤ e2) e1 ou e2 ≡ (e1
1

⊤ e2),

❝❡ q✉✐ ❝❧ôt ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✽ ♣❡✉t ❞♦♥❝
s✬é❝r✐r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

(e1
η

⊤ . . .
η

⊤ en) ≡ ((e2
η

⊤ . . .
η

⊤ en)
1

⊤ (e1
2

⊤ (e2
η−1

⊤ . . .
η−1

⊤ en))). ✭✽✳✶✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✵ ✭❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

L ≡ (
η

⊤(ê))
1

⊤ (L1
2

⊤ (
η−1

⊤ (ê)))
1

⊤ (L2
2

⊤ (
η−2

⊤ (ê)))
1

⊤ . . .
1

⊤ (Lk

2

⊤ (
η−k

⊤ (ê))),

♦ù k ≤ η✳

✾✾



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❙✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s L1✱ L2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ Lk ✈ér✐✜❡♥t L1 > L2 > · · · > Lk✱ ❛❧♦rs L ♣❡✉t
s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❡♥ ✿

L ≡ (ê
η

⊤ L1
η

⊤ L2
η

⊤ . . .
η

⊤ Lk).

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❢❛❝t♦r✐sé❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s Lk✱ Lk−1✱ ❡t❝✳

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ Lk ❞♦♥♥❡ ✿

L ≡ (ê
η

⊤ L1
η

⊤ L2
η

⊤ . . .
η

⊤ Lk−1)
1

⊤ (Lk

2

⊤ (ê
η−1

⊤ L1
η−1

⊤ L2
η−1

⊤ . . .
η−1

⊤ Lk−1)).

▲❛ 2✲s♦♠♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✈r❛✐❡ s❛♥s q✉❡ Lk s♦✐t ✈r❛✐❡✳ ❖r✱ Lk ≡ vrai ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s Li|

k−1
i=1 s♦♥t ✈r❛✐❡s é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ (η− 1)✲

s♦♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ k − 1 t❡r♠❡s ✈r❛✐s ❡t s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❡♥ ✈❡rt✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

L ≡ (ê
η

⊤ L1
η

⊤ L2
η

⊤ . . .
η

⊤ Lk−1)
1

⊤ (Lk

2

⊤ (
η−k

⊤ (ê))).

P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ η✲s♦♠♠❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Li|i = 1k−1 r❡s✲
t❛♥t❡s ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡❝❤❡r❝❤é❡ ✿

L ≡ (
η

⊤(ê))
1

⊤ ((
η−1

⊤ (ê))
2

⊤ L1)
1

⊤ ((
η−2

⊤ (ê))
2

⊤ L2)
1

⊤ . . .
1

⊤ ((
η−k

⊤ (ê))
2

⊤ Lk).

❉✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡ ❞❡
❉✳ ▼♦♥♥✐♥ ❬▼♦♥♥✐♥✱ ✷✵✵✸❪✳

✽✳✷✳✷ ➱❝r✐t✉r❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧

❊♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✶✱ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ s②✲
♠étr✐q✉❡ ❡t ♠♦♥♦t♦♥❡ ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡
♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ♥✲s♦♠♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ η s✬♦❜t✐❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡ w0 ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❬❇é♥é❞✐❝ ❡t
▼❡r❝❦❧é✱ ✷✵✵✻❜❪ ✿

η = 1 +

⌊
n

2

(

1 −
w0

∑n
i=1 wi

)⌋

. ✭✽✳✷✮

■❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬❡♥tré❡s ❞❛♥s ❧✬ét❛t vrai ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t à ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧✬ét❛t vrai✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡tt❡ ♥✲s♦♠♠❡

✶ ▲♦rsq✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❡t q✉❡ w0 ♥✬❡st ♣❛s ✓♠❛❧ ✔ ♣♦s✐t✐♦♥♥é✳

✶✵✵



❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽

⊤η

⊤η

⊤η−1

⊤1

⊤2

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸

❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡
❜✐♥❛✐r❡ ❡♥ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳

s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✶✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❛tr❡ ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ♥✲s♦♠♠❡✳ ❖r s✐ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣♦rt❡
♥✲s♦♠♠❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡
tr❛❞✉✐r❡ ❝❤❛q✉❡ ♥✲s♦♠♠❡ ❡♥ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❝❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ é❝r✐t✉r❡ s✉❣❣èr❡ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ rés❡❛✉ q✉❛tr❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s
s②♠étr✐q✉❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s♦✐t ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬✉♥✐q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ✭✈♦✐r
✜❣✉r❡ ✽✳✸✮✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡st
❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ η ❞❡ ❧❛ ♥✲s♦♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

w0 =
(n − 2η + 1)

2

n∑

i=1

wi, ✭✽✳✸✮

q✉✐ tr♦✉✈❡r❛ s❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐✐✐✳

❆✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥❛ï❢✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❡♥ q✉♦✐ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡
♥✲s♦♠♠❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥❡ ré❛✲
❧✐s❡♥t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t r❛r❡♠❡♥t ❡t s✬❡①♣r✐♠❡♥t
❞♦♥❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡✳ ❈❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ êtr❡ ♣r♦❣r❛♠♠és ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉✲
r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s q✉✐ ❛✉r❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞✬❛ttr✐❜✉❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r à t♦✉s s❡s
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ✭s❛✉❢ ♣❡✉t✲êtr❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡s ❡♥tré❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✮✳ ◆♦✉s
❛❜♦r❞❡r♦♥s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐✐✐✳

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t êtr❡
✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
❣é♥ér❛t❡✉rs✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✉♥❡ ♥✲s♦♠♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ✿ ❛✈♦✐r✱ ❞❛♥s ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s②♠étr✐❡✱ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧

✶✵✶



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à vrai ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ❧❛ ♣♦rt❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t vrai✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ ❧✐❡♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s à ♣r♦✜t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r très r❛♣✐❞❡♠❡♥t
❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ✖ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s s②♠étr✐q✉❡s ✖
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✽✳✸ P♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡ ❡t ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s

❯♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ♣❡✉t✲êtr❡ s②♥t❤ét✐sé ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
♣❡✉t✲êtr❡ s②♥t❤ét✐sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♣♦rt❡s
♥✲s♦♠♠❡✳ ❉❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✱ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ♠✐♥t❡r♠❡ q✉✐
❡st ❛ss❡♠❜❧é ❛✉① ♠✐♥t❡r♠❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ❧✐❣♥❡s ♣❛r ✉♥❡ ♣♦rt❡ ou✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
ré❝✉rs✐❢✳

❯♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝✲
t✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡✳ ❊♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ei,j ❧❡s ❡♥tré❡s r❡♣rés❡♥✲
té❡s ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ êi|

d
i=1✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ê =

(
η1 η2 . . . ηd

)
⊤ s❡

tr❛❞✉✐t ❞♦♥❝ ❡♥ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♣♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
(
η1 η2 . . . ηd

)
≡ (e1,1

η1
⊤ e1,2

η1
⊤ . . .)(e21

η2
⊤ e2,2

η2
⊤ . . .) · · · (ed1

ηd
⊤ ed,2

ηd
⊤ . . .)). ✭✽✳✹✮

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✽ ✖ ➱❝r✐t✉r❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥st✐✲
t✉é❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r✳

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L1 ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳✷ ❞❡ ❧❛
♣❛❣❡ ✽✺✱ ❝♦♥t❡♥❛✐t ♣♦✉r s❡✉❧ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ê =

(
1 1

)
✳ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✹✮✱

❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s❡ tr❛❞✉✐t ❞♦♥❝ ❡♥ ✿

{L1} ≡ (
1

⊤ê1)(
1

⊤ê2),

s♦✐t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥tré❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✿

{L1} ≡ e1(e2
1

⊤ e3
1

⊤ e4
1

⊤ e5)

≡ e1
2

⊤ (e2
1

⊤ e3
1

⊤ e4
1

⊤ e5).

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s rè❣❧❡s
s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ré❣✐ss❛♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t
♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉①✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✾✖➱❝r✐t✉r❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❧✉s ❝♦♠✲
♣❧✐q✉é❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳✷ ❛ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥st✐t✉é❡
❞❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts ✿

ê
(1) =

(
1 2 0

)
❡t ê

(2) =
(
1 1 2

)
.

✶✵✷



❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽

ηi

ηi − 1

ηi − 2

ηi − k

ηi−1η1

· · ·

L1

L2

Lk

ê1 êi−1 êi

0 0 ... 0

êi+1 . . . êd

≡ (
η1
⊤ ê1)(

η2
⊤ ê2) · · · (

ηi−1
⊤ êi−1)

·(êi

ηi
⊤ L1

ηi
⊤ L2

ηi
⊤ · · ·

ηi
⊤ Lk)

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹

❙②♥t❤ès❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳

❊♥ s②♥t❤ét✐s❛♥t sé♣❛ré♠❡♥t ❝❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❣râ❝❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✽✳✹✮ ♣✉✐s ❡♥ ❧❡s
ré✉♥✐ss❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ♣♦rt❡ ou✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{L2} ≡ (e1(e2
2

⊤ e3)) + (e1(e2
1

⊤ e3)(e4
2

⊤ e5))

≡ e1
2

⊤ ((e2
2

⊤ e3)
1

⊤ ((e2
1

⊤ e3)
2

⊤ (e4
2

⊤ e5))).

❊♥ ❢❛❝t♦r✐s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s e2 ❡t e3 ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳✶✵ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✾✾✮✱ ❝❡tt❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

{L2} ≡ (e1
2

⊤ (e2
2

⊤ e3
2

⊤ (e4
2

⊤ e5))).

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛♣♣❛r❡♥❝❡s✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♣ér❛✲
t✐♦♥ ♥✲s♦♠♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡
L2 ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ tr♦✐s ♣♦rt❡s 2✲s♦♠♠❡✳

❈❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s t❡♥❞❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝✬❡st ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝❤❡r❝❤❡r à tr❛❞✉✐r❡ ❡♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ ❡t ♥♦♥
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs sé♣❛ré♠❡♥t✳ ❊♥ ♦♣ér❛♥t ❛✐♥s✐✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st ❛❧♦rs ❞é❥à
❢❛❝t♦r✐sé✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡❧ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝❤♦✐s✐r ♣♦✉r ❢❛❝t♦r✐s❡r s❡❧♦♥
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ êi|

d
i=1✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬♦r❞r❡ i − 1✳

❈❡tt❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞✬♦r❞r❡ i✱ ♥♦♠♠é❡s
L1✱ L2✱ ✳ ✳ ✳ ✱ Lk✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s②♥t❤ét✐sé❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛✲
♥✐èr❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳

❈❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ s②♥t❤ès❡ ré❝✉rs✐❢ s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ✐♥t❡r✈❡✲
♥❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s
♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✲s♦♠♠❡ s✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

✶✵✸



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺

➱t❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡
❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡

❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳✸✳

2 0 0 0 0

1 1 0 0 0

1 0 1 1 0

1 0 1 0 1

0 1 1 1 0

1 0 0 0

0 1 1 0

0 1 0 1

2 0 0 0

1 1 1 0

2 0 0

2 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 0

0 1

1 0

1 0

1

a b c

d

e

f g

ê1
2
⊤ (ê2

1
⊤ (ê3

2
⊤ (ê4

1
⊤ (

1
⊤(ê5)))))

2
⊤ (ê2

2
⊤ (ê3

2
⊤ (

1
⊤(ê4))))

▲❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✳ ❆✈❛♥t
❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳✸ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✻✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✳✶✵ ✖ ❋♦r♠❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ à s②♥t❤ét✐s❡r ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{L3(ê1, ê2, ê3, ê4, ê5)} ≡







1 1 0 0 0
1 0 1 1 0
1 0 1 0 1
0 1 1 1 0







.

▲❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✺ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❞✐str✐❜✉❡♥t ❧❡s ❧❛♥❝❡♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞❡ s②♥t❤ès❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st ✿

{L3} ≡ (ê1
2

⊤ (ê2
1

⊤ (ê3
2

⊤ (ê4
1

⊤ (
1

⊤(ê5)))))
2

⊤ (ê2
2

⊤ (ê3
2

⊤ (
1

⊤(ê4))))).

P♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r✱ ✐❧ ❢❛✉t ✈❡✐❧❧❡r à ❛ttr✐❜✉❡r ❧❡ ❜♦♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
♥✲s♦♠♠❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❝❡r❝❧és ❞❡ ✈❡rt✱ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉①
✈❛❧❡✉rs ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s s♦♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡
vrai ❀ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❢❛ss❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❈✬❡st
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ê1✱ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ê1 = 1 ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ê1 = 0 ❡t q✉✐ ré✉♥✐
❧❡ t♦✉t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦rt❡ 2✲s♦♠♠❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r

(
2 0 0 0 0

)
⊤ ♥❡ ❢❛ss❡ ♣❛s

♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

▲❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡
s②♥t❤ès❡ ❢❛❝t♦r✐s❛♥t ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳✹ ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s②♥t❤ès❡✳ ❙❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❡st é✈❛❧✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs k ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳ ❈❡ t❡st✱ ré❛❧✐sé s✉r
✶✼✵ ✵✵✵ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛②❛♥t ❞❡ ✶ à ✶✻ ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s ❡t ♦❜t❡♥✉s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❡♥ O(k)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ O(d4)✳
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ré
c
u
rs

if
s

❋✐❣✉r❡ ✽✳✻

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥ts
ré❝✉rs✐❢s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❣é♥ér❛t❡✉rs✳ ➚ t✐tr❡ ❞❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡
y = 2k ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛❝é❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r✱ ♣❛r ❢❛❝t♦r✐s❛✲
t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬❡①♣r✐♠❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡ ✖ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s s②♠étr✐q✉❡s
✖ ❝♦♥♥❡❝té❡s ❧❡s ✉♥❡s ❛✉① ❛✉tr❡s ✭✈♦✐r ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✷ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✵✵✮✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡
❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳
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❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽✳✹

▼✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡

❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✐s❡r✿
❆✣❝❤❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

P❛r❛♠ètr❡s✿
✴❋❣✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r
✴❞✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s
✴❦✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs
✴✈❛r✐❛❜❧❡✴ − ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✐s❡r✭❋❣✱❞✱❦✱✈❛r✐❛❜❧❡✮❂♥❡❛♥t ④
✴✴ ✴❞❡♣❛rt✴ − ✶❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ❣r♦✉♣❡ tr❛✐t❛♥t ▲✶
❡♥t✐❡r ❞❡♣❛rt❀
✴✴ ✴♣❛r❛♠❡tr❡✴ − ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ♥−s♦♠♠❡ ❝❛❧❝✉❧é❡
❡♥t✐❡r ♣❛r❛♠❡tr❡❀
✴✴ ✴✈❡❝t❡✉rtr❛✐t❡✴ − ✐♥❞✐❝❡ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs
❡♥t✐❡r ✈❡❝t❡✉rtr❛✐t❡❀
✴✴ ✴♥❜r❡✈❡❝t❡✉r✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❧✉s
❡♥t✐❡r ♥❜r❡✈❡❝t❡✉r❀

✴✴ ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢✿ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡
s✐ ✭❞ ❂❂ ✶✮ ④

♣❛r❛♠❡tr❡ ❂ ❋❣❬✶❪❬✶❪❀
❛✣❝❤❡r❁❁✧❚✧❁❁♣❛r❛♠❡tr❡❁❁✧✭①✧❁❁✈❛r✐❛❜❧❡❁❁✧✮✧❀

⑥
s✐♥♦♥ ④

✴✴ ❝❛s ♥♦r♠❛❧ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢
s✐ ✭s♦♠♠❡✭❋❣❬✶❪❬❥❪✱❥❂✷✿❞✮ ❂❂ ✵✮ ④

✴✴ ✈❡❝t❡✉r ❞✉ t②♣❡ ✭♥ ✵ ✵ ✵ ✳✳✳✮
♣❛r❛♠❡tr❡ ❂ ❋❣❬✶❪❬✶❪❀
❞❡♣❛rt ❂ ✷❀

⑥
s✐♥♦♥ ④ ✴✴ ❛✉tr❡s ❝❛s

♣❛r❛♠❡tr❡ ❂ ✶ ✰ ❋❣❬✶❪❬✶❪❀
❞❡♣❛rt ❂ ✶❀

⑥

❛✣❝❤❡r❁❁✧✭①✧❁❁✈❛r✐❛❜❧❡❁❁✧❚✧❁❁♣❛r❛♠❡tr❡❀

✈❡❝t❡✉rtr❛✐t❡ ❂ ❞❡♣❛rt❀

✴✴ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ▲✐
t❛♥tq✉❡ ✭✈❡❝t❡✉rtr❛✐t❡ ❁❂ ❦✮ ④

✴✴ ✴s♦✉s❋❣✴ − st♦❝❦❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ▲✐
❛❧❧♦✉❡r✭s♦✉s❋❣✮❀
♥❜r❡✈❡❝t❡✉r ❂ ✵❀

t❛♥tq✉❡ ✭❋❣❬✈❡❝t❡✉rtr❛✐t❡❪❬✶❪ ❂❂ ❋❣❬❞❡♣❛rt❪❬✶❪✮ ④
✴✴ ❝♦♣✐❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r
♣♦✉r ✭❥❂✷❀❥❁❂❞❀❥✰✰✮ ④

s♦✉s❋❣❬✈❡❝t❡✉rtr❛✐t❡❪❬❥❪ ❂ ❋❣❬✈❡❝t❡✉rtr❛✐t❡❪❬❥❪❀
⑥
✈❡❝t❡✉rtr❛✐t❡✰✰❀
♥❜r❡✈❡❝t❡✉r✰✰❀

⑥

❢❛❝t♦r✐s❡r✭✈❛r✐❛❜❧❡✰✶✱❞−✶✱♥❜r❡✈❡❝t❡✉r✱s♦✉s❋❣✮❀
❞❡tr✉✐r❡✭s♦✉s❋❣✮❀
❞❡♣❛rt❂✈❡❝t❡✉rtr❛✐t❡❀

⑥
❛✣❝❤❡r❁❁✧✮✧❀

⑥
⑥

✶✵✻



9
Analyse

d’un neurone binaire

▲✬
❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ q✉✬✐❧ ré❛❧✐s❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ s❡s n ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❡t ❞❡ s♦♥ ♣♦✐❞s s②✲
♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡st s❛♥s ♥✉❧ ❞♦✉t❡ ❧❡ r❡♠✲

♣❧✐ss❛❣❡✱ ❧✐❣♥❡ ❛♣rès ❧✐❣♥❡✱ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐q✉❡
❞✬✉♥❡ r❡♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❛✐♥s✐ ❛♥❛❧②sé✱ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ♦♥t
♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉✛r❛✐t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❞é❝r✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡
♣❛r ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ s❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ tr♦♣ é❧♦✐❣♥é❡ ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ ❛❧❧❡r✲r❡t♦✉r ❡✣❝❛❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣✉r❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❞❡s ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡s✳

❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s
♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ r❡st❡r très ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ P❛r
❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ très r❛♣✐❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✉♥ rés❡❛✉
❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞é❝r✐t❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❝♦♠♣❛ré ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s
❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✱ ❧❛✐ss❡ ♣rés❛❣❡r ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦✐♥❞r❡ ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳

✶✵✼



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❙✐ ❧❛ s❡✉❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡
❜✐♥❛✐r❡ ét❛✐t ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r s♦♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ✖ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✖ ❛❧♦rs ❝❡ ❜é♥é✜❝❡ s❡r❛✐t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦②é✱ ✈♦✐r❡ ❛♥✐❤✐❧é✱ ❞❛♥s
❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡❞❛✐t✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ré✢é❝❤✐r à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
s❡r❛✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ s♦♥t
♣rés❡♥tés ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ●râ❝❡ à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♥❛❧②sé ❡♥ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐✐✐ q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡
♦✉ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s q✉✐ ❡♥ s❡r❛ ❞ér✐✈é✳

✾✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

◗✉✐tt❡ à ♥✐❡r ❧❡s ❡♥tré❡s ❛❞éq✉❛t❡s✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❡
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✸✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ s❛✉❢ ♣❡✉t✲êtr❡ w0✱ s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ { 0 ; 1} ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥♥❡s
faux ❡t vrai✳ ❙♦✉s ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

L:❇n −→ ❇

e1, e2, . . . , en 7−→ H

(

w0 +

n∑

i=1

wiei

)

.
✭✾✳✶✮

✾✳✶✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♣♦s❡r ❧❡s
❡♥tré❡s ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❡♥ ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞
❞❡✉① ét❛♣❡s ✿
✕ ré❞✉✐r❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬❡♥tré❡s s②♠étr✐q✉❡s ❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ❀
✕ ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡✳
❉❡ ❝❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ■❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ♣♦✉r
✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥t❡s ✿ ♣❧✉s ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
é❧❡✈é❡ ❡t ♣❧✉s ❧❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛
s♦rt✐❡✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡❧q✉❡s é❝❧❛✐r❝✐ss❡♠❡♥ts✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t
q✉❡ ❞❡✉① ❡♥tré❡s s❡r♦♥t s②♠étr✐q✉❡s s✐ ❧❡✉rs ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s♦♥t é❣❛✉①✳ ❈❡tt❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦✉rt❛♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ❞❡✉① ❡♥tré❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♥❡

✶✵✽



❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾

s♦♥t ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t êtr❡ s②♠étr✐q✉❡s✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té
s❡ s✐t✉❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ w0✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉✬❛✉ss✐ ♣❡t✐t❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡✱ ❡❧❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❜r✐s❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥tré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳✶ ✖ ❙②♠étr✐❡ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥tré❡s✳

❙♦✐t ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s tr♦✐s ❡♥tré❡s e1✱ e2 ❡t
e3 ❡t ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐❢s w1✱ w2 ≪ w1 ❡t w3 = w2 + ǫ✱ ♦ù ǫ ❡st ✉♥
ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ▲❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ s❡✉✐❧ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿ w0 = −w1 − w2 −

ǫ
2 ✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ✿

✶

✷

✸

✹

✺

✻

✼

✽

e1 e2 e3 A(e1, e2, e3) s♦rt✐❡
0 0 0 −w1 − w2 −

ǫ
2 faux

0 0 1 −w1 + ǫ
2 faux

0 1 0 −w1 −
ǫ
2 faux

0 1 1 −w1 + w2 + ǫ
2 faux

1 0 0 −w2 −
ǫ
2 faux

1 0 1 ǫ
2 vrai

1 1 0 − ǫ
2 faux

1 1 1 w2 + ǫ
2 vrai

❉❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s ❡♥tré❡s e2 ❡t e3 ♥❡ s♦♥t ♣❛s s②♠é✲
tr✐q✉❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✻ ❡t ✼ ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ❧❡
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ w0 ❛✈❛✐t ❡✉ ❧❛ ✈❛❧❡✉r −w1 − 2w2✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té s❡ s❡r❛✐t
é❝r✐t ✿

✶

✷

✸

✹

✺

✻

✼

✽

e1 e2 e3 A(e1, e2, e3) s♦rt✐❡
−1 −1 −1 −w1 − 2w2 faux

−1 −1 +1 −w1 − w2 + ǫ faux

−1 +1 −1 −w1 − w2 faux

−1 +1 +1 −w1 + ǫ faux

+1 −1 −1 −2w2 faux

+1 −1 +1 −w2 + ǫ faux

+1 +1 −1 −w2 faux

+1 +1 +1 ǫ vrai

▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s w2 ❡t w3✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥✬❡st
♣❧✉s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❜r✐s❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ e2 ❡t e3✳

▲✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t à t✐r❡r ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❥✉❣❡r ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡
❞❡✉① ❡♥tré❡s ♣❛r ❧❛ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❡✉r ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡♠❛♥❞❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥tré❡s
❞❡✉① à ❞❡✉① ❀ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✱
❝❡ q✉✐ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é✈✐t❡r✳

❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s s②♠étr✐❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t q✉❡ ♣❛r ❧❛ s✐♠♣❧❡ é❣❛❧✐té ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱
❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦stér✐❡✉r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✳

✶✵✾



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡ ❧✐♠✐t❡ ❞♦♥❝ à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❡♥tré❡s
ei|

n
i=1 ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡✱ ♣✉✐s à ✐♥❞✐❝❡r ❧❡s d ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s

♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é s♦✐❡♥t ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r
❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❞♦♥❝
ŵi|

d
i=1 ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ êi|

d
i=1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ i < j ❛❧♦rs ŵi > ŵj ✳

✾✳✶✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❛ été ❢♦r♠✉❧é❡ ✿
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t ê ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
ré❞✉✐t t❡❧ q✉❡ L(ê) ≡ vrai ❡t t❡❧ q✉❡ t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ê

′ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ê é✈❛❧✉❡ L à faux✳

Pr❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❉ès ❧♦rs✱ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡
❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r w0 ❡t ❧❡s ŵi|

d
i=1 s✬♦❜t✐❡♥t très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ê(+)

1

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ê
(1) =

(
ê(+)

1 0 . . . 0
)

⊤ é✈❛❧✉❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ à vrai✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ✈ér✐✜❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

ŵ1ê
(+)

1 > −w0, ŵ1(ê
(+)

1 − 1) ≤ −w0. ✭✾✳✷✮

▲❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ŵ1 ét❛♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ê(+)

1

❝♦♠♠❡ ❧❡ s❡✉❧ ❡♥t✐❡r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

−
w0

ŵ1
< ê(+)

1 ≤ 1 −
w0

ŵ1
. ✭✾✳✸✮

❈❡t ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ê1
(+) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✓ ❛rr♦♥❞✐

✐♥❢ér✐❡✉r ✔ ✿

ê+
1 = 1 −

⌊
w0

ŵ1

⌋

. ✭✾✳✹✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ê

(1) ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥é✲
r❛t❡✉r ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s♦♥t ♦r❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ê

(1) ❡♥ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❣é♥èr❡ t♦✉s
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❞❡✈❛♥t ❧✉✐✳

❉❡✉①✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥
très s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ê1 ❞❡ t♦✉s ❧❡s
❛✉tr❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❛✉r❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ê(+)

1 ✳ ❊♥ ❢❛✐t
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡

✶✶✵



❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❞♦✐t ✈❛❧♦✐r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ê(+)

1 − 1✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡r❛✐t ❡♥ ❡✛❡t q✉❡
❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s ♥✬❡st ♣❛s
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ê1 = ê(+)

1 à ê1 = ê(+)

1 − 1✳ ❙✐ t❡❧ ét❛✐t ❧❡ ❝❛s✱
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♥❡ ❝♦♠♣t❡r❛✐t ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✳

▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ê
(2) s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

(
(ê(+)

1 − 1) ê(+)

2 0 . . . 0
)

⊤ ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s
❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦ù w(1)

0 = w0 + ŵ1(ê
(+)

1 − 1) ✿

ŵ2ê
(+)

2 > −w(1)

0 , ŵ2(ê
(+)

2 − 1) ≤ −w(1)

0 . ✭✾✳✺✮

❊♥ ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ê(+)

1 ✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥
❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ê(+)

2 ✿

ê(+)

2 = 1 −

⌊
w(1)

0

ŵ2

⌋

= 1 −

⌊
w0

ŵ2
+

ŵ1

ŵ2

(
ê(+)

1 − 1
)
⌋

. ✭✾✳✻✮

❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡✱
ê

(2) ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ▲❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡st ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢ ✈✐s❛♥t à r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ d
❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✓ ❡①tr❛✐ts ✔ ❛②❛♥t
❝❤❛❝✉♥ d − 1 ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❝❛❧❝✉❧é s✬❛✈èr❡ ❛✐♥s✐
êtr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♥❡✉✲
r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s êi|

d
i=2 ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡

❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❡st w(1)

0 ✳

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ê1 ♣r♦✈♦q✉❡ ❛✐♥s✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❛♥❝❡♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s✱
❛✛❡❝t❛♥t ❛✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡①tr❛✐ts ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ w0

(1) = w0 + ŵ1(ê
(+)

1 − 1) ♣♦✉r ê1 = ê(+)

1 − 1 ❀
✕ w0

(2) = w0 + ŵ1(ê
(+)

1 − 2) ♣♦✉r ê1 = ê(+)

1 − 2 ❀
✕ ✳ ✳ ✳
✕ w0

(ê
(+)
1 ) = w0 ♣♦✉r ê1 = 0✳

▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡①tr❛✐ts s♦♥t ❛❧♦rs
❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ d−1 ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡
❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ê1 ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛ été ❝❛❧❝✉❧é✳

❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s ré❝✉rs✐❢ ♣r❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✜♥ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✳ ▲✬✉♥✐q✉❡
✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❡st ❛❧♦rs ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛✲
t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

❊①❡♠♣❧❡ ✾✳✷ ✖ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s✐♠♣❧❡✳
❙♦✐t ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s e1✱ e2✱ e3 ❡t e4✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣♦♥❞éré❡s ♣❛r w1 = 2✱ w2 = 3✱ w3 = 2 ❡t w4 = 3✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡
❡st w0 = −3,75✳

✶✶✶



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱
❞♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❡st ✜①é ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ✿
✕ (ê1, ŵ1 = 3) ♣♦✉r e2 ❡t e4 ❀
✕ (ê2, ŵ2 = 2) ♣♦✉r e1 ❡t e3✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✾✳✹✮ ✿

ê
(1) =

(
2 0

)
⊤.

■❧ ✈❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧♦✐r ❧❛♥❝❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡①tr❛✐ts
❝♦♥st✐t✉és ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ r❡st❛♥t❡ ê2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r w(1)

0 = −0,75 ✭❝❛s
ê1 = 1✮ ❡t w(2)

0 = −3,75 ✭❝❛s ê1 = 0✮✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t s✬♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✾✳✹✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s s✉r ❧✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ê1 q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
s✬❡✛❡❝t✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ❝❡tt❡ ❡♥tré❡✱ ♠❛✐s
♣❧✉tôt s✉r ê2✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ✿

ê
(2) ′ =

(
1
)
.

❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ré❝✉rs✐✈❡ s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡
❞✉ ✈❡❝t❡✉r ê

(2) ′✳ ■❧ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❡♥ ❧✉✐ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛✈❛✐t ♣❡r♠✐s
❞✬♦❜t❡♥✐r w(1)

0 ✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ❡♥r✐❝❤✐ ❞♦♥❝
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t ✿

ê
(2) =

(
1 1

)
⊤.

▲❡ s❡❝♦♥❞ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❙♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t❡✉r
❣é♥ér❛t❡✉r ❡st ✿

ê
(3) ′ =

(
2
)
.

❈♦♠♠❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ê1 = 0✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡t ❞❡r♥✐❡r
✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡st ❞♦♥❝ ✿

ê
(3) =

(
0 2

)
⊤.

❈❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥tré❡ ❡t ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞✬❛♥❛✲
❧②s❡ ré❝✉rs✐✈❡✳

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L1 ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❞é✜♥✐
♣❛r w ❡t w0✱ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s tr♦✐s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts ✿

{L} ≡







2 0
1 1
0 2






.

✾✳✷ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ❛✉❝✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❛ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs

✶✶✷



❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾

s✉♣❡r✢✉s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs tr♦♣ é❧❡✈é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs
❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ r✐❡♥ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✾✳✹✮✱
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛♥❛❧②s❡✱ s♦✐t ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡✳ ❙✐ t❡❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡
❝❛s✱ ❛❧♦rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❡♥ ré❛❧✐té ❀ ✐❧ ❡st s✉♣❡r✢✉✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✾✳✷ ❛✈❛✐t été ✜①é à −14✱
❛❧♦rs ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❛✉r❛✐t été ✿

ê
(1) =

(
5 0

)
⊤, ✭✾✳✼✮

❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ê1 ♥❡ ♣✉✐ss❡ ✈❛❧♦✐r q✉❡ 2 ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❈❡
✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❝❡✉① ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à 2
❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✱ ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ r❡t✐rés ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥
t❡❧ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳

❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉♣❡r✢✉s ♥❡ r❡♠❡tt❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❡♥
❝❛✉s❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥ts✳ ➱✈✐t❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥✉t✐❧❡ ❞❡ ❝❡s
♥♦♠❜r❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❡st ❞♦♥❝ ♣✉r❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳

❊♥ ❞és✐❣♥❛♥t ♣❛r n1 ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ê1✱ ✐❧
s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✾✳✹✮ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❙✐ ê(+)

1 > n1

❛❧♦rs ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ê
(1) =

(
ê(+)

1 0 . . . 0
)

⊤ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❡t ❧❡s ❧❛♥❝❡♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s ❞♦✐✈❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡r s✉r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ♣♦✉r
ê1 = n1✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ê

(1) ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥❛❧②s❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❛ ❧✐❡✉ s✉r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ♣♦✉r ê1 = ê(+)

1 − 1✱
❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ❢♦rt ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡①tr❛✐ts ♣♦✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ ê1 ♥❡ ♣✉✐ss❡♥t ♣❧✉s êtr❡ ✈r❛✐s ❡t ❛✐❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
✈✐❞❡✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✾✳✷ ❛✈❡❝ w0 = −4,75✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❡st t♦✉❥♦✉rs ê

(1) =
(
2 0

)
⊤✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ❛❥♦✉t❡ ê
(2) =

(
1 2

)
⊤✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✉♥❡

❞❡r♥✐èr❡ ❛♥❛❧②s❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛♥❝é❡ s✉r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ♣♦✉r ê1 = 0✳
■❧ ❡st ♣♦✉rt❛♥t é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ ♣♦✉rr❛ ❥❛♠❛✐s êtr❡ ✈r❛✐✳ P♦✉r q✉✬✐❧ ❧❡ s♦✐t ✐❧
❢❛✉❞r❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ♣♦✉✈♦✐r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ê2 ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡
♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ê1 = 1 à ê1 = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é❥à à s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠
❞❛♥s ê2✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡ ê(−)

1 ❡♥✲❞❡ç❛ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♥❛✲
❧②s❡r ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡①tr❛✐ts✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥
❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ êtr❡ ✈r❛✐✱ t❛♥❞✐s
q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❧✬êtr❡ ♣♦✉r ê(−)

1 − 1 ✿

ŵ1ê
(−)

1 +

d∑

i=2

ŵini > −w0 ❡t ŵ1(ê
(−)

1 − 1) +

d∑

i=2

ŵini ≤ −w0, ✭✾✳✽✮

✶✶✸



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧

♦ù ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ni|
d
i=2 s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s

êi|
d
i=2✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ê(−)

1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❛✉ s❡✉❧ ❡♥t✐❡r ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✿

−
1

ŵ1

(

w0 +

d∑

i=2

ŵini

)

< ê(−)

1 ≤ 1 −
1

ŵ1

(

w0 +

d∑

i=2

ŵini

)

. ✭✾✳✾✮

❊❧❧❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ê(+)

1 ✱ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✓ ❛rr♦♥❞✐ ✐♥❢ér✐❡✉r ✔ ✿

ê(−)

1 = 1 −

⌊

1

ŵ1

(

w0 +

d∑

i=2

ŵini

)⌋

. ✭✾✳✶✵✮

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✶✱
❞♦✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ê(+)

1 ❡t ê(−)

1 ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✾✳✹✮ ❡t ✭✾✳✶✵✮✳ ❊❧❧❡ ❞❡✈r❛ ❛❧♦rs ❧❛♥❝❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s
♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡①tr❛✐ts ♣♦✉r ê1 ∈

q
min(ê(+)

1 − 1, n1) ;max(0, ê(−)

1 )
y
✳ P♦✉r ❝❡tt❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♣✐r❡ n1 + 1 ❧❛♥❝❡♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❡♥ O(

∏d
i=1(ni + 1)) ≤ O(2n)✳

●râ❝❡ à ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ t♦✉t ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❡t ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
s✉✐✈❛♥t❡✳

✶✶✹



❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡r✿
❘❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳

P❛r❛♠ètr❡s✿
✴❲✴ − t❛❜❧❡❛✉ tr✐é ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s
✴①✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s
✴✇✵✴ − ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡
✴❞✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s ∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s❡r✭❲✱①✱✇✵✱❞✮❂❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ ④
✴✴ ✴①✶♠✐♥✴ − ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ①✶
❡♥t✐❡r ①✶♠✐♥ ❂ ✶ − ✢♦♦r✭✇✵✴❲❬✶❪✮❀
✴✴ ✴①✶♠❛①✴ − ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ①✶
❡♥t✐❡r ①✶♠❛① ❂ ✶ − ✢♦♦r✭✇✵✴❲❬✶❪ ✰ s♦♠♠❡✭❲❬✐❪✱✐❂✷✿❞✮✴❲❬✶❪✮❀
✴✴ ✴❡①tr❛❝t✐♦♥✴ − ✈❛❧❡✉r ❞❡ ①✶ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ❡①tr❛✐t
❡♥t✐❡r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❂ ✵❀
✴✴ ✴❢❛♠✐❧❧❡✴ − ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥str✉✐t❡
✴✴ ✴s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡✴ − ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❂ ✈✐❞❡❀
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ✈✐❞❡❀

✴✴ t❡st ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r
s✐ ✭①✶♠✐♥ ❃ ①❬✶❪✮ ④

❡①tr❛❝t✐♦♥ ❂ ①❬✶❪❀
⑥
s✐♥♦♥ ④

❡①tr❛❝t✐♦♥ ❂ ①✶♠✐♥ − ✶❀
❢❛♠✐❧❧❡ ✰❂ ④①✶♠✐♥✱✵✱✵✱✳✳✳✱✵⑥❀

⑥

✴✴ ✴♥♦✉✈❡❛✉❴✇✵✴ − ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡①tr❛✐t
✢♦tt❛♥t ♥♦✉✈❡❛✉❴✇✵ ❂ ✇✵ − ❡①tr❛❝t✐♦♥ ∗ ❲❬✶❪❀

♣♦✉r ✭✐❂①✶♠✐♥✿①✶♠❛①✮ ④
✴✴ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢
s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ❂ ❛♥❛❧②s❡r✭❲✰✶✱①✰✶✱♥♦✉✈❡❛✉❴✇✵✱❞−✶✮❀

✴✴ ❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉rs
s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡✳❛❥♦✉t❡r❴t❡t❡✭❡①tr❛❝t✐♦♥✮❀

✴✴ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❢❛♠✐❧❧❡ ✰❂ s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡❀

✴✴ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡
♥♦✉✈❡❛✉❴✇✵ ❂ ♥♦✉✈❡❛✉❴✇✵ ✰ ❲❬✶❪❀

⑥

r❡t♦✉r♥❡r✭❢❛♠✐❧❧❡✮❀
⑥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✳✶

❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✶✶✺





Troisième partie

Synthèse de réseaux
de neurones artificiels





Sommaire de la partie

✶✵ ❯♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✷✶

✶✵✳✶ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ✐♥é❣❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✶✵✳✶✳✶ ❙②♥t❤ès❡ ♥❛ï✈❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✶✵✳✶✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ♣❛r ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ❈❤♦✇ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✶✵✳✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ♣❛r ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✶✵✳✷ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✐r❡❝t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✶✵✳✷✳✶ ❙②♥t❤ès❡ ♣❛r ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✶✵✳✷✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ♣❛r t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❈❡❧✐♥s❦✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✶✶ ❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✸✾

✶✶✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✶✶✳✶✳✶ ▼❛✉✈❛✐s❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✶✶✳✶✳✷ ❘❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✶✶✳✶✳✸ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✶✶✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✶✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✶✶✳✸✳✶ ❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✶✶✳✸✳✷ ❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✶✷ ❙②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✻✾

✶✷✳✶ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✶✷✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✶✷✳✷✳✶ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉♣♣♦rts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

✶✷✳✷✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✶✷✳✸ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

✶✷✳✹ ❇✐❧❛♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✷
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❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

✶✸ ❱❡rs ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✽✸

✶✸✳✶ ❉✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❛✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✹

✶✸✳✶✳✶ ❈❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

✶✸✳✶✳✷ ❈❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✶✸✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

✶✸✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

✶✸✳✷✳✷ ▲❛ ❝❛♦ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✶✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✶✾✸
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10
Un regard sur

la programmation
de neurones binaires

▲✬
❛rr✐✈é❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♥❡✉r♦♥❡ ❛rt✐❢✐❝✐❡❧ ❝♦♥❞✉✐s✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r✲
❝❤❡s à s✬✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ✭❧♦❣✐q✉❡ t❧ ♣♦✉r t❤r❡s❤♦❧❞ ❧♦❣✐❝✮✱ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ tt❧ ✶ ❛❧♦rs ♥❛✐ss❛♥t❡ ❬❉❡rt♦✉③♦s✱

✶✾✻✹ ❀▼✉r♦❣❛✱ ✶✾✼✶ ❀ ❑♦❤❛✈✐✱ ✶✾✼✽❪✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♣♦rt❡s ❧♦❣✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞s✱
t❡❧❧❡ ❧❛ ♣♦rt❡ non-et✱ ❧❡s ♣♦rt❡s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ré❛❧✐s❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s
❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♣r♦♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ❧♦❣✐q✉❡s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❝♦♥❝✐s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦rt❡s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✱ ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts
rés✐st✐❢s✱ ét❛✐❡♥t ❤❛♥❞✐❝❛♣é❡s ♣❛r ❧❡✉r ❝♦✉♣ ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ é❧❡✈é ❡t ❧❡✉r t❡♠♣s ❞❡
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞✉ tr❛♥s✐st♦r✳

▲✬✐♥✈❡♥t✐♦♥ ❞✉ ♥❡✉r✐st♦r ❡♥ ✶✾✻✷ ♣❛r ❍✳ ❈r❛♥❡ ❬❈r❛♥❡✱ ✶✾✻✷❪✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ✜❜r❡s
♥❡r✈❡✉s❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ✜♥✐t ❞✬❛ss♦✐r❡ ❧❛ s✉♣ér✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ t❧ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞❡♥✲
s✐té ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t ✐♥té❣ré
❞❡ s❡ ❝r♦✐s❡r s❛♥s ✐♥t❡r❢ér❡r✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ très r❛♣✐❞❡ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s✐st♦rs
❛ r❡♥❞✉ ❝❡tt❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♠ ❝❛❞✉❝ ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞ès s❛ s♦rt✐❡✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
éq✉✐♣❡s tr❛✈❛✐❧❧❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❡s♣èr❡♥t ❜✐❡♥ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡

✶ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ tr❛♥s✐st♦r ❜✐♣♦❧❛✐r❡✳

✶✷✶



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✶

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥♣ ♣❛r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳
?????????? réponse 1 réponse 0 réponse 2

question

♣♦rt❡ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡ ❞ès q✉❡ ❧❛ ❝♦✉rs❡ à ❧❛ ♠✐♥✐❛t✉r✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❢❛✐t
❧✬♦❜❥❡t ❧❡ tr❛♥s✐st♦r ❛✉r❛ ❛tt❡✐♥t s❡s ❧✐♠✐t❡s ❬❖③❞❡♠✐r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻ ❀ ❇❡✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸ ❀
◆❡✈✐❧❧❡✱ ✷✵✵✻❪✳

▲❛ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ t❧ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦✉t✐❧ ❛❧✲
❣é❜r✐q✉❡ ✜❛❜❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❧♦❣✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❝❡ ♠❛♥q✉❡ ❡st ❞û à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
✐♥❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ s✐♠♣❧❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✲
t❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ à ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r êtr❡ ❧✬✉♥
❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ ♥♣✲❝♦♠♣❧❡t ❬❍❡❣❡❞üs ❡t ▼❡❣✐❞❞♦✱ ✶✾✾✻❪✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ s♦❧✉❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✷✳ P❛r
✈♦✐❡ ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s q✉❡st✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬♦✉t✐❧s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞é❞✐és à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❢♦♥t ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♥♣ ✿

✕ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦rt❡s ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ r❡q✉✐s ❀
✕ ❤♦♠♦❣é♥é✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣♦rt❡s s✉r ❧❡ ❝✐r❝✉✐t✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥♣ ♣❛r ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬❛r❜r❡ ❞♦♥t
❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ➚ ❧❛ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♣✱ s❡✉❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ❞❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ s❛✈♦✐r à ❧✬❛✈❛♥❝❡ q✉❡❧ ❝❤❡♠✐♥ s✉✐✈r❡ s✐♥♦♥ q✉❡
❞✬❡♥ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❡s♣ér❛♥t q✉✬✐❧ ❝♦♥❞✉✐s❡ à ❧✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ très ❢♦rt❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡①✲
♣♦sé❡s ♣❛r ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts t❧✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧
❞✬② r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱

✷ ❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✖ ❝❧❛ss❡ ♣ ✖
❡st ❥✉❣é ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ■❧ ❛ ❞é❥à été ét❛❜❧✐ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥
♣ ⊆ ♥♣✱ ❡t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣ = ♥♣ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣♦✉ssé❡s✱ ❞♦♥t ❧✬❛❜♦✉t✐ss❡♠❡♥t s❡r❛
ré❝♦♠♣❡♥sé ♣❛r ❧❛ ♣r✐① ❈❧❛② ✭✩ ✶ ✵✵✵ ✵✵✵✮✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♥♣✲❝♦♠♣❧❡t ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐✱
s✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♣✱ s✉✣t à ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❝❧❛ss❡s ♣ = ♥♣✳

✶✷✷



❯♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

❛✉❝✉♥❡s ❞✬❡♥tr❡✲❡❧❧❡s ♥❡ rés♦✉t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛
s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ t❧✱ ♦✉ ❡♥ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱
♣♦✉r ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❝❡s r❛✐s♦♥s ✿
✕ s②sté♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❀
✕ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞ér❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❀
✕ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr♦♣ r❡str✐❝t✐❢ ❀
✕ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ rés✉❧t❛t ♥♦♥ ❣❛r❛♥t✐❡✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ♣rés❡♥t❡ q✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ♣❛r♠✐s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ♣❧✉s
ré❝❡♥t❡s✳

✶✵✳✶ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ✐♥é❣❛❧✐tés

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s
r❛♣✐❞❡✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ♦r❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❉❡ ❝❡tt❡
♠❛♥✐èr❡ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✜①❛♥t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ à ❝❡ q✉✬✐❧s s❛t✐s❢❛ss❡♥t ❧❡ s②stè♠❡✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s
♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s✳

✶✵✳✶✳✶ ❙②♥t❤ès❡ ♥❛ï✈❡

❆✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉✐ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡♥t✱ ❝❡tt❡
s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐t❡ ✓ ♥❛ï✈❡ ✔ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛✉
tr❛✈❡rs ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❬❑♦❤❛✈✐✱ ✶✾✼✽❪✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ♥❛t✉r❡✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡
❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ à s②sté♠❛t✐s❡r ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉❝✉♥ ♠♦②❡♥
❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ǫ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ♦❜t❡♥✉ ✭✈♦✐r ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❡♥ ♣❛❣❡ ✼✵✮ s✐♥♦♥ ♣❛r ✓ ❡ss❛✐✲❡rr❡✉r ✔✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ L1 ❞❡
▲

+
s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L1(e1, e2, e3, e4) ≡ e1e2e3e4 + e2e3e4.

❈♦♠♠❡ L1 ❞é♣❡♥❞ ❞❡ q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ ❧❛ ré❛❧✐s❡ ❛✉r❛ ✈r❛✐✲
s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s ❧✉✐✲❛✉ss✐✳ ❊❧❧❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r
w =

(
w1 w2 w3 w4

)
✳ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡

♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❡st ♥♦té w0✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ w0 ❡t w s✉✐t ❧❡s tr♦✐s ét❛♣❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ét❛❜❧✐r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés s✉r w ❞é✜♥✐ss❛♥t L1 ❀

✷✳ tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r w ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❀

✸✳ ❝❛❧❝✉❧❡r w0✳

✶✷✸



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

➱t❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❙✐ e
(+) ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧

L1(e
(+)) ≡ vrai ❡t e

(−) ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ t❡❧ q✉❡ L1(e
(−)) ≡ faux✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♠♣♦✲

s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

w(e(+))⊤ > −w0, ✭✶✵✳✶❛✮

w(e(−))⊤ < −w0. ✭✶✵✳✶❜✮

❉❡ ❝❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐té ♣❡✉t s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✷✮✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ w0 ✿

w(e(+))⊤ > w(e(−))⊤. ✭✶✵✳✷✮

❊♥ r❡❣r♦✉♣❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s L1 ❡st vrai ❛✈❡❝ t♦✉s
❝❡✉① ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s L1 ✈❛✉t faux✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✸ ✿

w1 + w2 + w3 > w1 + w2 + w4, w2 + w3 + w4 > w1 + w2 + w4,

w1 + w2 + w3 > w1 + w3 + w4, w2 + w3 + w4 > w1 + w3 + w4,

w1 + w2 + w3 > w2 + w3 ❡t w2 + w3 + w4 > w2 + w3.

✭✶✵✳✸✮

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✵✳✸✮✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❡♥ ✿

w3 > w4, w3 > w1,

w2 > w4, w2 > w1,

w1 > 0, ❡t w4 > 0.

✭✶✵✳✹✮

P❛r♠✐ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ♣❡r♠✐s❡s ♣❛r ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡✲
♠❡♥t r❡t❡♥✉ w1 = w4 = 1 ❡t w2 = w3 = 2✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ P♦✉r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s r❡t❡♥✉s ❞❛♥s
❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥❛♥t
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ à s②♥t❤ét✐s❡r✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r w0 s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s✱ q✉✐ s♦♥t ♦❜t❡✲
♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✶✵✳✶❛✮ ♦ù e

(+) ❡t e
(−) ❜❛❧❛②❡♥t ❧❡s 2n ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡

♣♦ss✐❜❧❡s ✹ ✿

w1 + w2 + w4 + w0 < 0, w1 + w2 + w3 + w0 > 0,

w1 + w3 + w4 + w0 < 0, w2 + w3 + w4 + w0 > 0,

❡t w2 + w3 + w0 < 0.

✭✶✵✳✺✮

■❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ w0 ∈ ]−5 ;−4[✱ ❝❡ q✉✐ s✉❣❣èr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r w0 = −4,5 ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ǫ✳

✸ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛r❡té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♠✐s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✳
✹ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡ ♦♠✐s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✳

✶✷✹



❯♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

❇✐❧❛♥ ❇✐❡♥ q✉❡ très s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡
à s②sté♠❛t✐s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡
♥♣ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❡s ♣❛❣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❢♦✐s s♦✉s ❧❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s✱ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡s ❛✉tr❡s ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s t♦✉t ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❀

✕ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ✈ér✐✜❛♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣❡✉t
êtr❡ r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❀

✕ s✐ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ♣❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬❛❢✲
❢❡❝t❛t✐♦♥✳

❆♣♣♦rt ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ L s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❡♥ e2e3(e1+
e4)✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ L ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❝♦♥❥♦✐♥t❡ ✿

{L} =
{
2 1

}
, c{L} =

{
2 0
1 2

}

.

♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ê1 → {e2 ; e3} ❡t ê2 →
{e1 ; e4}✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ❡t
❡♥ ❛♣♣❡❧❧❛♥t ŵ =

(
ŵ1 ŵ2

)
⊤ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲

❞❛♥t❡s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✿

2ŵ1 + ŵ2 > −w0 ✭✶✵✳✻❛✮

2ŵ1 < −w0 ✭✶✵✳✻❜✮

❡t ŵ1 + 2ŵ2 < −w0. ✭✶✵✳✻❝✮

▲✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❝♦♥❞✉✐t ❛❧♦rs très s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ŵ2 > ŵ1 > 0, ✭✶✵✳✼✮

à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛r❜✐tr❛✐r❡s ❞❡ ŵ1 ❡t ŵ2 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❇✐❡♥
q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s②♥t❤ét✐sé✱
s♦♥ ❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t é✈✐❞❡♥t✳

✶✵✳✶✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ♣❛r ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ❈❤♦✇

❉❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✶✾✻✶ ❬❈❤♦✇✱ ✶✾✻✶ ❀ P✐❝t♦♥✱ ✷✵✵✶❪✱ ❈✳ ❑✳ ❈❤♦✇ ♠♦♥tr❛ q✉✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦✲
❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ✖ ❝❤❛q✉❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❛ ❛✐♥s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝♦♠♠❡
❝❧❡❢s ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ q✉✐ st♦❝❦❡r❛✐t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✷✺



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❙✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛✈èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t très ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❞❡s ♥❡✉✲
r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛②❛♥t ✉♥ très ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s✱ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✈✐t❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
❞ès q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞♦♥t ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥ ♥✬✐❞❡♥✲
t✐✜❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞ès ❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❛ ♣❧✉s ❞❡
❤✉✐t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬P✐❝t♦♥✱ ✷✵✵✶❪✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❞❡✈✐❡♥t ✈✐t❡ ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡ ❀ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❞❡ ❤✉✐t ✈❛r✐❛❜❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞é❥à q✉❡❧q✉❡s ✶✼ ✺✻✶ ✺✸✾ ✺✺✷ ✾✹✻ ❡♥tré❡s ❬❍❛ss♦✉♥✱ ✶✾✾✺❪✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡s✲
s✐t❡ ✉♥ ❛❞r❡ss❛❣❡ s✉r ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✹✹ ❜✐ts ❡t ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ 2 500 000 Go✳

❉❡s❝r✐♣t❡✉rs ❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ❞❡ ▲+
s ❡t s♦✐t ❇n

+ (L) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❇n é✈❛❧✉❛♥t L à vrai ❡t ❇n

− (L) ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❧✬é✈❛❧✉❛♥t
à faux✳ ❙✐ n ≤ 8✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs s✉✐✈❛♥t ❞é❝r✐✈❡♥t L ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ✿

a (L) =
(
a1 (L) a2 (L) . . . an (L)

)
=

∑

e∈❇n
+(L)

e ✭✶✵✳✽❛✮

❡t m (L) = card
(
❇

n
+ (L)

)
, ✭✶✵✳✽❜✮

♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ card r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥
❛r❣✉♠❡♥t✳

❈❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ✈❡❝t❡✉r a (L) /m (L)✱ ♣❡✉✈❡♥t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡
❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❇n

+ (L)✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té à ❤✉✐t ✈❛r✐❛❜❧❡s s✬❡①✲
♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ♣❛r ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✺ ♣❡r♠❡tt❛♥t à ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧
❞✐st✐♥❝t❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✳

❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù L ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ ❈✳ ❑✳ ❈❤♦✇ ❛ ❞é♠♦♥tré ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❡♥tr❡ s❡s
❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s w ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ré❛❧✐s❛♥t L ✿

s✐ ai (L) <
1

2
m (L) ❛❧♦rs wi < 0, ✭✶✵✳✾❛✮

s✐ ai (L) >
1

2
m (L) ❛❧♦rs wi > 0, ✭✶✵✳✾❜✮

s✐ ai (L) =
1

2
m (L) ❛❧♦rs wi = 0, ✭✶✵✳✾❝✮

s✐ ai (L) < aj (L) ❛❧♦rs wi < wj , ✭✶✵✳✾❞✮

s✐ ai (L) = aj (L) ❛❧♦rs wi = wj . ✭✶✵✳✾❡✮

➚ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❛ï✈❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ♣❡r♠❡t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ❝ré❡r ✖ ❜✐❡♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✖ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥✲
é❣❛❧✐tés ❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r w✳ ▲❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ s❡

✺ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ❤✉✐t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t
♠♦♥♦t♦♥❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥✈❛❧✐❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡♥t ❞❡ss✉s ❬▼✉r♦❣❛✱ ✶✾✼✶❪✳

✶✷✻



❯♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s♦♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s
❡t ❡♥ s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❛♥t ❛✉ ♠✐❧✐❡✉✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ✐❝✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡
✉♥❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ w0 s♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
✈✐❞❡✱ s✐❣♥✐✜❛♥t ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❢❛✉t r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❡♥
❡s♣ér❛♥t ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳✶ ✖ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs
❞❡ ❈❤♦✇✳

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ▲+
s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L2(e1, e2, e3, e4, e5) ≡ e1e2 + (e1 + e2)(e3e4 + e3e5 + e4e5) + e3e4e5

≡ (e1
2

⊤ e2
2

⊤ (e3
2

⊤ e4
2

⊤ e5)
2

⊤ (e3
3

⊤ e4
3

⊤ e5)).

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❇n
+ (L) s♦♥t ✿

e
(7) =

(
0 0 1 1 1

)
⊤, e

(11) =
(
0 1 0 1 1

)
⊤, e

(13) =
(
0 1 1 0 1

)
⊤,

e
(14) =

(
0 1 1 1 0

)
⊤, e

(15) =
(
0 1 1 1 1

)
⊤, e

(19) =
(
1 0 0 1 1

)
⊤,

e
(21) =

(
1 0 1 0 1

)
⊤, e

(22) =
(
1 0 1 1 0

)
⊤, e

(23) =
(
1 0 1 1 1

)
⊤,

e
(24) =

(
1 1 0 0 0

)
⊤, e

(25) =
(
1 1 0 0 1

)
⊤, e

(26) =
(
1 1 0 1 0

)
⊤,

e
(27) =

(
1 1 0 1 1

)
⊤, e

(28) =
(
1 1 1 0 0

)
⊤, e

(29) =
(
1 1 1 0 1

)
⊤,

e
(30) =

(
1 1 1 1 0

)
⊤, e

(31) =
(
1 1 1 1 1

)
⊤.

■❧ ❡st ❛✐♥s✐ très s✐♠♣❧❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s q✉❛tr❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ❈❤♦✇ ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❥❡✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✳✽✮ ❧❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ✿

m (L) = 17 ❡t a (L) =
(
12 12 11 11 11

)
⊤.

●râ❝❡ ❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❡t ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

w1 > 0, w2 > 0, w3 > 0, w4 > 0, w5 > 0 ❡t w1 = w2 > w3 = w4 = w5.

▲❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s♦♥t ❛❧♦rs ✜①és ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ w1 = 1,5✱
w2 = 1,5✱ w3 = 1✱ w4 = 1 ❡t w5 = 1✱ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❝❡ s②stè♠❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ w0 ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ s❡s ✈❛❧❡✉rs
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ]−2,5 ;−3[✳
❙✐✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ t♦✉t❡ ❛✉t❛♥t ❧é❣✐t✐♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s w1 = 2✱
w2 = 2✱ w3 = 1✱ w4 = 1 ❡t w5 = 1✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r w0

❛✉r❛✐t été ✈✐❞❡ ❡t L1 ❛✉r❛✐t été ❥✉❣é❡ ♥♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ▲❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs
❞❡ ❈❤♦✇ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❝♦♠♣❧❡t✳

❇✐❧❛♥ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❛ï✈❡✱ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ❈❤♦✇ ♦♥t ❧✬❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s très s✐♠♣❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉✲
s❡♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ r❛❝❝♦✉r❝✐ s❡ ♣❛②❡ ♣❛r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s

✶✷✼



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❧❛ ❢❛✉ss❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à
s②♥t❤ét✐s❡r ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡s ét❛♥t ❧à ❡♥❝♦r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧✉✐ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉✳

❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ❧✬✐♥térêt ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs✱
q✉✐ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞✬❛✉ ♣❧✉s
❤✉✐t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉① ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s q✉✐ ❧❛ ❞é✜♥✐ss❡♥t✳ ❈❡ r❡❝♦✉rs ❛✉① t❛❜❧❡s ❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ❢❛✐t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❧❛ ♣❧✉s
r❛♣✐❞❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❛ ♥ôtr❡ ❝♦♠♣r✐s❡✳

❆♣♣♦rt ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ❈❤♦✇✱ ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ❣r❛♥❞ ❝❤♦s❡✳ P✐r❡ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❛✉① s❡✉❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ♥❡ ♣❡r✲
♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞❡ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❇n

+ ❡t ❞♦♥❝ s❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ré❣é♥ér❡r t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t
é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts ❣é♥érés ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳

✶✵✳✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ♣❛r ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧s

➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ ✷✵✵✻✱ ❋✳ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ♣✉❜❧✐èr❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❬❈❤❡♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ▲❡✉r ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ {b(1)

b
(2) · · · b

(2n−1)}✱ ❞❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❇n✱ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ❞♦♥♥é ✿

b
(1) =

(
0 0 · · · 0 1

)
⊤, ✭✶✵✳✶✵❛✮

b
(2) =

(
0 0 · · · 1 0

)
⊤, ✭✶✵✳✶✵❜✮

✳✳✳

❡t b
(2n−1) =

(
1 0 · · · 0 0

)
⊤. ✭✶✵✳✶✵❝✮

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r w ❡t w0 s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A(e(0)) = w0, A(e(6)) = A(e(2)) + A(b(4)) − w0,

A(e(1)) = A(b(1)), A(e(7)) = A(e(3)) + A(b(4)) − w0,

A(e(2)) = A(b(2)), A(e(8)) = A(b(8)),

A(e(3)) = A(e(1)) + A(b(2)) − w0, A(e(9)) = A(e(1)) + A(b(8)) − w0,

A(e(4)) = A(b(4)),
✳✳✳

A(e(5)) = A(e(1)) + A(b(4)) − w0, A(e(2n+1−1)) = A(e(2n−1)) + A(b(2n)) − w0.
✭✶✵✳✶✶✮

✶✷✽



❯♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❛ q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s✱ ❛❧♦rs s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
s✬é❝r✐t✱ ♣♦✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❡♥tré❡ e

(5) =
(
0 1 0 1

)
⊤ ✿

A(e(5)) = w
(
b

(4) + b
(1)
)

⊤ + w0,

= A(b(4)) + A(b(1)) − w0.
✭✶✵✳✶✷✮

❙②♥t❤ès❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝❡s
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ✓ s②♠étr✐❡ ✔ ❡t ✓ ❛✉t♦✲r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✻ ✔✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❜❛s❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré✲
❣❛t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs A(b(2i))|ni=0✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳

❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❜❛s❡ ✷

❞❡s ❡♥t✐❡rs s✉❝❝❡ss✐❢s✳ ❊♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ s✉r n ✈❛r✐❛❜❧❡s ét❛♥t ✐♥✉t✐✲
❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✱ ♥♦✉s ❧❡s ❡①♣r✐♠❡r♦♥s ♣♦✉r ❞❡✉① ❡t tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❛✐ss❡r♦♥s ❧❡
❧❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r✳

P♦✉r n = 2✱ ❧❛ s②♠étr✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

∀i ∈ J0 ; 1K , A(e(i)) + A(e(3−i)) = ❝st❡. ✭✶✵✳✶✸✮

P♦✉r n = 3✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

∀i ∈ J0 ; 3K , A(e(i)) + A(e(7−i)) = ❝st❡, ✭✶✵✳✶✹❛✮

∀i ∈ J0 ; 1K , A(e(i)) + A(e(3−i)) = ❝st❡, ✭✶✵✳✶✹❜✮

∀i ∈ J0 ; 1K , A(e(4+i)) + A(e(7−i)) = ❝st❡. ✭✶✵✳✶✹❝✮

P♦✉r s❛ ♣❛rt✱ ❧✬❛✉t♦✲r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s s✐ n = 2 ✿

∀i ∈ J0 ; 1K , A(e(2+i)) −A(e(i)) = ❝st❡, ✭✶✵✳✶✺✮

❊❧❧❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t✱ ♣♦✉r n = 3 ✿

∀i ∈ J0 ; 3K , A(e(4+i)) −A(e(i)) = ❝st❡, ✭✶✵✳✶✻❛✮

∀i ∈ J0 ; 1K , A(e(2+i)) + A(e(i)) = ❝st❡, ✭✶✵✳✶✻❜✮

∀i ∈ J0 ; 1K , A(e(6+i)) + A(e(4+i)) = ❝st❡. ✭✶✵✳✶✻❝✮

▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❡st ❞✐❝té❡ ♣❛r ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ❝♦♥♥✉❡ ✿
✕ L ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✶✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ③ér♦ ❀
✕ L ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✶✮ ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t q✉❡ s✐ L(e(i)) ≡ faux ❡t L(e(j)) ≡ vrai✱ ❛❧♦rs
A(e(i)) < A(e(j)) ❀

✕ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❡t ❧✬❛✉t♦✲r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s r❡✲
❞♦♥❞❛♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳

✻ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ s❡❧❢✲r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

✶✷✾



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

▲❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s n ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ A(b(2i))|n−1

i=0 ✱ ❞♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ ✜①é❡s✳

❊♥✜♥ ✱❧❡s n ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

w0 = A(b(0)), ✭✶✵✳✶✼❛✮

w1 = A(b(1)) −A(b(0)), ✭✶✵✳✶✼❜✮

w2 = A(b(2)) −A(b(0)), ✭✶✵✳✶✼❝✮
✳✳✳ ✭✶✵✳✶✼❞✮

wn = A(b(2n−1)) −A(b(0)). ✭✶✵✳✶✼❡✮

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳✷ ✖ ❙②♥t❤ès❡ ♣❛r ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧s✳
❙②♥t❤ét✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L3 ❞❡ ❝✐♥q ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L3(e) ≡ (e1
3

⊤ e2
3

⊤ e3
3

⊤ (e4
2

⊤ e5)),

❞♦♥t ❧❡s s❡♣t ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ q✉✬❡❧❧❡ é✈❛❧✉❡ à vrai s♦♥t ✿

e
(15) =

(
0 1 1 1 1

)
⊤, e

(23) =
(
1 0 1 1 1

)
⊤,

e
(27) =

(
1 1 0 1 1

)
⊤, e

(28) =
(
1 1 1 0 0

)
⊤,

e
(29) =

(
1 1 1 0 1

)
⊤, e

(30) =
(
1 1 1 1 0

)
⊤,

❡t e
(31) =

(
1 1 1 1 1

)
⊤.

❉ès ❧♦rs✱ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❇n ♥✬ét❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡
❧✐st❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❧❡s ❝✐♥q ✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

A(b(0)) < 0, A(b(1)) < 0, A(b(2)) < 0,

A(b(4)) < 0, A(b(8)) < 0, ❡t A(b(16)) < 0.

❊♥ é❝r✐✈❛♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡ A(e(28)) > A(e(25)) ❛❧♦rs ✐❧ ✈✐❡♥t A(b(4)) > A(b(1))✳ ❉❡
❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ✿

A(b(4)) > A(b(2)), A(b(8)) > A(b(2)), A(b(8)) > A(b(1)),

A(b(16)) > A(b(2)) ❡t A(b(16)) > A(b(1)).

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣✉✐sq✉❡ A(e(15)) > 0 > A(e(14))✱ ❛❧♦rs ✿

A(e(8)) + A(e(4)) + A(e(2)) + A(e(1)) − 3A(e(0)) > 0

> A(e(8)) + A(e(4)) + A(e(2)) − 2A(e(0)).

❯♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✿

A(b(0)) = −3,25, A(b(1)) = −3, A(b(2)) = −3,

A(b(4)) = −2, A(b(8)) = −2, ❡t A(b(16)) = −2.

▲❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ✈❛❧❧❡♥t q✉❛♥t à ❡✉① ✿

w0 = A(b(0)) = −3,25, w1 = A(b(1)) −A(b(0)) = 0,25,

w2 = A(b(2)) −A(b(0)) = 0,25, w3 = A(b(4)) −A(b(0)) = 1,25,

w4 = A(b(8)) −A(b(0)) = 1,25, ❡t w5 = A(b(16)) −A(b(0)) = 1,25.

✶✸✵



❯♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

❇✐❧❛♥ ❆✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ❝❧❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡
♣❛r ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❞❡ s❡✉✐❧ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ très ❞✐✣❝✐❧❡ à s②sté♠❛t✐s❡r t❛♥t ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥
q✉✬❡❧❧❡ r❡q✉✐❡rt ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés à ét❛❜❧✐r ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡
tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
♣❡r♠❡t ❞✬❡♥tr❡✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦r✐❡♥t❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉ ♥❡✉r♦♥❡
❜✐♥❛✐r❡ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣ré❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✈❛♥t❡♥t
♣❛r ❛♥t✐❝✐♣❛t✐♦♥ ✼ ❧❡s q✉❛❧✐tés ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s q✉✬✐❧s ♦❜t✐❡♥♥❡♥t✳ P♦✉rt❛♥t✱ ♥♦s
t❡sts ♣r♦✉✈❡♥t q✉✬✐❧s s♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣✲
t✐♠❛❧❡✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts
❡♥ tr♦✉✈❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ♠❡✐❧❧❡✉rs✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛✈❛✐t été ❝♦♥ç✉❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜❛♥q✉❡
❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ré❛❧✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥♥é ❬❈❤❡♥ ❡t ❈❤❡♥✱ ✷✵✵✹✱ ✷✵✵✺ ❀ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡♥
ét✉❞✐❛♥t ❧❡s ré♣❡r❝✉ss✐♦♥s✱ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ✐tér❛t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦✜❧s {A(e(i))|2

n−1
i=0 } ré❛❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧

❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♥✬❡♥ ❢❛ss❡♥t ♣❛s ♠❡♥t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❣é♥ér❡r ❝❡s ❜❛♥q✉❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s
❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ❈❤♦✇ ❀ ❧❡s
t❛❜❧❡s ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❥✉sq✉✬à ❤✉✐t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❧
r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s à rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♠❛tér✐❡❧ q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✉❧è✈❡✳

❆♣♣♦rt ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥❛ï✈❡✱ ❞♦♥t ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❛s s✐ é❧♦✐❣♥é❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♣♣♦rt ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛✲
tr✐❝❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ❧✐st❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ♣♦✉r ❧✬ét❛✲
❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❞✬❛✉t♦✲
r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✱ ♥✬❡①✐st❡♥t
♣❧✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✱ ♠❛✐s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t s✬ét❡♥❞r❡ ❛✉① ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s s♣❡❝tr❡✳ ❈❡❧❛ ét❛♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧✬❡①✐s✲
t❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳

✶✵✳✷ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✐r❡❝t❡

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ✐♥é❣❛❧✐tés ♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧❡ ❤❛♥❞✐❝❛♣ ❞✬êtr❡ très ❞✐❢✲
✜❝✐❧❡s à s②sté♠❛t✐s❡r ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ▼❛❧❣ré t♦✉t❡s ❧❡s ❛st✉❝❡s
✐♠❛❣✐♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✱ ❡❧❧❡s r❡st❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❜✐❡♥ tr♦♣ ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ♠é❝❛✲
♥✐s♠❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❧❛ss❡ ♥♣✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐r❡❝t❡s s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ très ♣r♦❝é❞✉r❛❧❡s ❡t s❡ ♣rêt❡♥t
❜✐❡♥ ♠✐❡✉① à ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t à ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡s

✼ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ♥♦✉s ✐♥✈✐t❡ à s✉r✈❡✐❧❧❡r ❧❛ ♣❛r✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳

✶✸✶



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

ét❛♣❡s ❞❡ tât♦♥♥❡♠❡♥ts✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ ♥♣✱ ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥
❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛❧é❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s②♥t❤ét✐sé ♥❡ ré❛❧✐s❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡

à s❡✉✐❧ ❞és✐ré❡ ❀
✕ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s s❡r❛ ♣❡✉t✲êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡

✉♥✐q✉❡ ❀

✶✵✳✷✳✶ ❙②♥t❤ès❡ ♣❛r ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ s❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✱ ▼✳ ❍ä♥❣❣✐ ♣✉✲
❜❧✐❛ ❡♥ ✶✾✾✾ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠✉♠ ❬❍ä♥❣❣✐
❡t▼♦s❝❤②t③✱ ✶✾✾✾❪✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ❞♦✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ êtr❡ tr❛❞✉✐t❡ ❡♥ ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ❡♥ ② ✐♥❝❧✉❛♥t
❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ǫ ❞és✐ré❡✳ P♦✉r j ∈ J0 ; 2n − 1K ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ✿

w
⊤
e

(j) + w0 ≥ ǫ > 0 s✐ L(e(j)) ≡ vrai, ✭✶✵✳✶✽❛✮

−w
⊤
e

(j) − w0 ≥ ǫ > 0 s✐ L(e(j)) ≡ faux. ✭✶✵✳✶✽❜✮

▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ♦❜t❡♥✉ ❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t très r❡❞♦♥❞❛♥t ❡t
✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ❙♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ❧❡ s②stè♠❡
s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù ❧❡s e

(ji)|ki=1 s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ r❡t❡♥✉s
♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ♥♦♥ r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❡t ♦ù ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❡t ❧❡s
♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠❛tr✐❝❡ w0 ✿








±1 ±e
(j1)

1 ±e
(j1)

2 · · · ±e
(j1)
n

±1 ±e
(j2)

1 ±e
(j2)

2 · · · ±e
(j2)
n

✳✳✳
✳✳✳ ·

✳✳✳
±1 ±e

(jk)

1 ±e
(jk)

2 · · · ±e
(jk)
n

















w0

w1

w2
✳✳✳

wn










≥








ǫ
ǫ
✳✳✳
ǫ








,

⇔ EL
⊤
w0 ≥ ǫ.

✭✶✵✳✶✾✮

▲❡s s✐❣♥❡s + ❡t − ② s♦♥t ❛✛❡❝tés s❡❧♦♥ q✉❡ L(e(ji)) ❡st ✈r❛✐❡ ♦✉ ❢❛✉ss❡✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t
❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✳✶✽✮✳

▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❣é♥✐❛❧❡ ❞❡ ▼✳ ❍ä♥❣❣✐ ❡st ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✭✶✵✳✶✾✮
❡♥ é❣❛❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ rés♦✉❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ EL✳ ❖r ❝♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❝❛rré❡ ✖ ❡❧❧❡ ❛ ♣❧✉s ❞❡
❧✐❣♥❡s q✉❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ✖ ✐❧ ❢❛✉t s♦✉✈❡♥t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à s❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡
E

+

L✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ré❛❧✐s❛♥t L s♦♥t ❛❧♦rs ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

w0 = E
+

L
⊤
ǫ. ✭✶✵✳✷✵✮

✶✸✷



❯♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ♣❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡①❛❝t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✭✶✵✳✶✾✮✱ ♠❛✐s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧❧❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
s②♥t❤ét✐sé s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✽ à ǫ✱ ✈♦✐r❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡r❛✐t q✉❡ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
♥❡ ré❛❧✐s❡ ♣❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❛ été ❝♦♥ç✉✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❀
❡♥ ❥♦✉❛♥t s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
w0

′ ré❛❧✐s❛♥t L ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✳✷✵✮ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

w0
′ = 2E+

L
⊤
ǫ = 2w0, ✭✶✵✳✷✶✮

❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ w0✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳✸ ✖ ❙②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛r ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L4 ❞❡ ▲+

s e1(e2 + e3 + e4) + e2e3e4 ❞♦♥♥❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés
s✉✐✈❛♥t ✿

w1 + w4 + w0 > 0, w1 + w3 + w0 > 0, w1 + w2 + w0 > 0,

w2 + w3 + w4 + w0 > 0, w2 + w3 + w0 < 0, w2 + w4 + w0 < 0,

w3 + w4 + w0 < 0, ❡t w1 + w0 < 0.

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✾✮✱
s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

EL4 =















1 1 0 0 1
1 1 0 1 0
1 1 1 0 0
1 0 1 1 1
−1 0 −1 −1 0
−1 0 −1 0 −1
−1 0 0 −1 −1
−1 −1 0 0 0















.

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❞❡ EL ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✿

E
+

L4
=

1

8









−3 −3 −3 −7 −5 −5 −5 −9
4 4 4 4 4 4 4 4
0 0 4 4 0 0 4 4
0 4 0 4 0 4 0 4
4 0 0 4 4 0 0 4









.

P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♠❛r❣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✵✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
s✉✐✈❛♥ts ✿

w0 = −5ǫ, w1 = 4ǫ, w2 = 2ǫ, w3 = 2ǫ ❡t w4 = 2ǫ.

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ǫ✳

✽ ❖✉ s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✶✸✸



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❇✐❧❛♥ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ✜①❡r ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❛r
♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s
❝❛rrés✳ P♦✉rt❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐s❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
à ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝✬❡st ♥é❛♥✲
♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ s❛♥s
❞♦✉t❡ ❧❡ s✉❝❝ès r❡♥❝♦♥tré ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳

▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❛✣❝❤é❡ ❞❡ ré❣❧❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s
♦❜t❡♥✉❡s ❡st à ♥♦tr❡ ❛✈✐s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐s❝✉t❛❜❧❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡ ♠ér✐t❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ❡❧❧❡ s❡ ré✈è❧❡
✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡ w✳ ❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ♣♦✉✈❛✐t ❛♣♣♦rt❡r ✉♥ ❣❛✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ s✉r ❧❛ ♠❛r❣❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ➚ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ✜①❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬❛❥✉st❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s
❜✐♥❛✐r❡s q✉✬❡❧❧❡ ❣é♥èr❡✳

❆♣♣♦rt ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r
♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥ rés✐❞❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés
❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❢❛❝✐❧✐t❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✐❝✐ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❝r✉❝✐❛❧ q✉❡
❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣
❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧❡s s❡✐③❡ ✐♥é❣❛❧✐tés✱ t✐ré❡s ❞❡s s❡✐③❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ L4 ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✵✳✸✱ ❛✈❛✐❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡s t❡❧❧❡s q✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ EL4 ✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✉r❛✐❡♥t été ✿

w0 = −1,5ǫ, w1 = 1,5ǫ, w2 = 0,5ǫ, w3 = 0,5ǫ ❡t w4 = 0,5ǫ,

❡t ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉r❛✐t ✈❛❧✉ 0 q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛
✈❛❧❡✉r ✜①é❡ ♣♦✉r ǫ ✦

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s s❡ tr❛❞✉✐t s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✵✮
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ŵ0 = Ê
+

L
⊤
ǫ, ✭✶✵✳✷✷✮

♦ù Ê
+

L r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡
L ❡t ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳✹ ✖ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡
❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛r ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥✳

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✵✳✸✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
s❛ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✱ s✬é❝r✐✈❡♥t✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s êa → {e1} ❡t êb →

✶✸✹



❯♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

{e2 ; e3 ; e4} ✿

{L4} =

{
1 1
0 3

}

c{L4} =

{
1 0
0 2

}

.

❈❡s q✉❛tr❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t ✿

ŵa + ŵb + w0 > 0, 3ŵb + w0 > 0,

−ŵa − w0 < 0, ❡t −ŵb − w0 < 0.

❙❛ ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ✿

ÊL4 =







1 1 1
1 0 3
−1 −1 0
−1 0 −2







❡t Ê
+

L4
=

1

4





−5 −3 −5 −7
6 2 2 6
2 2 2 2



 .

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✵✳✷✷✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts✱ q✉✐ s♦♥t
❜✐❡♥ ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✵✳✸ ✿

w0 = −5ǫ, ŵa = 4ǫ = w1, ❡t ŵb = 2ǫ = w2 = w3 = w4.

✶✵✳✷✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ♣❛r t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❈❡❧✐♥s❦✐

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r P✳ ❈❡❧✐♥s❦② s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠✐♥✐✲
♠✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ❧♦❣✐q✉❡s ❬❈❡❧✐♥s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ➚ ❧✬✐♥st❛r
❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r t❛❜❧❡s ❞❡ ❑❛r♥❛✉❣❤✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ✐❞❡♥t✐✜é❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s②♥t❤ét✐s❡r✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ✐❞é❡
très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s
♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s à ▲s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥
❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ✖ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡
❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ✖ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✱ ❡❧❧❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ♦❜t❡♥✉s✳

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
t❛❜❧❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡❑❛r♥❛✉❣❤ ✿ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡●r❛②
♣♦✉r r❛ss❡♠❜❧❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ❛❞❥❛❝❡♥ts✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡
é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à vrai ❞♦✐✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ r❡❣r♦✉♣és ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❞❡s
s❝❤é♠❛s ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ♣ré✲ét❛❜❧✐s ❡t q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s
❞♦♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❡st ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ t♦✉s ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝♦✉✈❡rts ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs ✉♥ s❡✉❧ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st s②♥t❤ét✐sé✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❡st s②♥t❤ét✐sé sé♣❛ré♠❡♥t ❡♥ ❛✉t❛♥t ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s q✉✐ s❡r♦♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠❜✐♥és ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬✉♥❡ ♣♦rt❡ ou✳

▲❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t ♣♦✉r n = 2 à 4 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s
✜❣✉r❡s ✶✵✳✸✱ ✶✵✳✹ ❡t ✶✵✳✺✱ à ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦✉ ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣rès✳ ❉✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❝❡s s❝❤é♠❛s ♣♦✉r ✉♥
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❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬❊♠❛♠②✲❑✱ ✶✾✾✾❪✱ ❝❡ q✉✐ ❤❛♥❞✐❝❛♣❡ ✉♥ ♣❡✉ ❝❡tt❡
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ▲❡s s❡❣♠❡♥ts ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s s❝❤é♠❛s r❡♣rés❡♥tés ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ❞♦♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡✈r❛ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡
s②stè♠❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés à rés♦✉❞r❡✳ ❉❛♥s s❡s tr❛✈❛✉①✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❛ r❡❝♦✉rs à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
❈❡❧❛ ét❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❣r♦✉♣❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡
s❛♥s ❞❡✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s q✉✐ ❧❡ ré❛❧✐s❡♥t✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ à ♥♦tr❡ ❛✈✐s
♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t ❛✉① s❝❤é♠❛s ❡t ❞✬❛✐♥s✐ é✈✐t❡r ❞❡
❞❡✈♦✐r ❧❡s r❡❝❛❧❝✉❧❡r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ s❝❤é♠❛ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✳✺ ✖ ❙②♥t❤ès❡ ♣❛r t❛❜❧❡s ❞❡ ❈❡❧✐♥s❦✐✳

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L5 6∈ ▲s ❞❡ q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t❡ ✿

L5(e1, e2, e3, e4) ≡ e1e3 + e1e3) + e2e4 + e2e4.

▲❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❈❡❧✐♥s❦✐ ❞❡ L5 ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ✭✈♦✐r ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✵✳✷✮ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡❧❧❡ s❡r❛ s②♥t❤ét✐sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ L5 ≡ L(1)

5 +L(2)

5 ✳ ❈♦♠♠❡
❝❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ♦♥t été ré❛❧✐sés à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✺❤✮✱
❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

w0 = −1,5, w1 = −1, w2 = 2, w3 = −1, ❡t w4 = 2,

✐❧ s✉✣t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❡t s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❝♦rr❡❝t❡✲
♠❡♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✺❤ ❡t ❞❡ ❧❡s ré♣❡r❝✉t❡r s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣♦✉r
s②♥t❤ét✐s❡r L(1)

5 ❡t L(2)

5 ✭✈♦✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✸✮✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡
♣♦✉r L(1)

5 ✿

w0 = −0,5 w1 = −2 w2 = −1 w3 = 2 ❡t w4 = 1,

❡t ♣♦✉r L(2)

5 ✿

w0 = −0,5 w1 = 2 w2 = 1 w3 = −2 ❡t w4 = −1.

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥♥❡ ✿

L(1)

5 = e1e3 + e1e2e4 + e3e2e4

❡t L(2)

5 = e1e3 + e1e2e4 + e3e2e4,

❞♦♥t ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ r❡❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ L5✳

❇✐❧❛♥ ❡t ❛♣♣♦rt ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ s✬❛✈èr❡
s✉rt♦✉t ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣❛r s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❣é♥ér❡r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♣❧✉tôt
q✉❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs r❡❝♦♥♥❛✐tr❡ q✉✬❡❧❧❡
♥✬❛♣♣♦rt❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❡st ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ q✉✬❡✣❝❛❝❡ ✿ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts à ❝❡✉① ❞♦♥t
✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❡♥ ❡✛❡t ❛✉❝✉♥ r✐sq✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
rés❡❛✉ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ♣❛s✳

✶✸✻



❯♥ r❡❣❛r❞ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵
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❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✷

❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✵✳✺
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡
r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✵✳✺❤✳

0 1

0

1

(e1)

(e2)

✭❛✮

0 1

0

1

(e1)

(e2)

✭❜✮

0 1

0

1

(e1)

(e2)

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸

●r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❈❡❧✐♥s❦✐
♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❜✐♥❛✐r❡s ❞❡ ❞❡✉① ❡♥tré❡s✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ♥❡ s❡ s✉✣t
♣❛s à ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❡t s✉♣♣♦s❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞♦♥t ❧✬♦❜✲
t❡♥t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s é✈✐❞❡♥t❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✸ q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❡r♠❡t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✱ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥♥❡r
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ② r❡♣r❡♥❞r♦♥s ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r ❞❡s rés❡❛✉①
❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❈❡s ❝✐♥q ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ❜r❡❢ ❛♣♣❡rç✉ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥❝♦♥tré❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛
s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é❡✳
❈❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡❧❛ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❝❧❡❢s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ♣r♦♣r❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ✿
✕ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡❈❤♦✇ s✬❛✈ér❡r♦♥t très ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉

❞❡ ✈ér✐té ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❀
✕ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥❞✉✐r❛ à ♥♦tr❡

♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❀
✕ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❈❡❧✐♥❦s✐ ✐♥s♣✐r❡r❛ ♥♦tr❡ ♣r♦♣r❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳

✶✸✼



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✹

●r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❈❡❧✐♥s❦✐
♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
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11
Synthèse spectrale

d’une fonction logique à seuil

▲
❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛ ♣rés❡♥té q✉❡❧q✉❡s✲✉♥❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❡t q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ❞❡ ré❡❧❧❡s
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ q✉❛❧✐té ❛♥✲

♥♦♥❝é ♣♦✉r ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡✉r ❜✐❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛✉
r❡♥❞❡③✲✈♦✉s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✬❛✐❡♥t ♣❛s été s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t
♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✱ ❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s
s♦♥t ✐♥❞é♥✐❛❜❧❡s ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❝❛r❛❝té✲
r✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ s②♥t❤ét✐sé❡s✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥✜r♠❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t✱ ❛✈❡❝ ❡✉①✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛❜♦r❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥s ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✬✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✳ ▲❡
❢❛✐t ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐s❡r ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ t✐r❡r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ✿ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t très ♣❡✉ r❡❞♦♥❞❛♥t❡s✱ ❧✬❡❢✲
❢♦rt ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥s❡♥t✐ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✉♣❡r✢✉❡s ♣❡✉t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ r❡❝❡♥tré s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛r❣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥
❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té ✐♥❤ér❡♥t❡ ❛✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✱ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥✲
t❤ès❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❧❛❜♦ré❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳

✶✸✾



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

✶✶✳✶ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s

P❛r ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ❖r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡
❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① s✉r ❧❡sq✉❡❧s r❡✲
♣♦s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✿ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s s♦♥t ✐♥❞✐❝é❡s ♣❛r
♦r❞r❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
❞é❝r♦✐ss❛♥t✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♦♥t
été ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é✲
♥ér❛tr✐❝❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣ér❛t✐❢ ❞❡ ✈❡✐❧❧❡r ❛✉
r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡✱ s♦✉s ♣❡✐♥❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✳

✶✶✳✶✳✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡

❯♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❡st r❡❧❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❡t à ❝♦rr✐❣❡r✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉str❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

{L1} =







1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0
1 1 0 0







, ✭✶✶✳✶✮

❡t ❛✉r❛✐t ❡♥ ré❛❧✐té ❞û s✬é❝r✐r❡ ✿

{L1}
′ =







1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 1 1 0







. ✭✶✶✳✷✮

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞ét❡❝t❡r q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛ été é❝r✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s
❞❛♥s ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❡①♣❡rt✐s❡ ♣♦✉r ❞é❝❡❧❡r
❧❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s q✉❡ ❝❡❧❛ ✐♥tr♦❞✉✐t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛✲
t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ L2✱ ❞♦♥♥é❡ ❝✐✲❛♣rès ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❢♦r♠é ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ê1✱ ê2 ❡t ê3✱ s♦♥t ✐♥❝♦❤ér❡♥ts ✿

{L2} =







2 1 1
1 2 1
0 3 0






. ✭✶✶✳✸✮

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ê2 s✉✣t à
r❡♥❞r❡ L2 ✈r❛✐❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à tr♦✐s✳ ❖r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ét❛♥t 2✱ ❡❧❧❡ ❡st
♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ✐♥✢✉❡♥t❡ q✉❡ ê1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❡❞✐t ♣❛r ❧✬❛✈❛♥t ❞❡r♥✐❡r ✈❡❝t❡✉r
❣é♥ér❛t❡✉r✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♠♦♥tr❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ê2 ♥✬❡st

✶✹✵



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝♦♠♣❡♥sé❡ ♣❛r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ê1 ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ê3 ♣♦✉r
✜♥✐r ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❛ ♣❡rt❡ s✉r ê2✳

❈❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ê2 ❡st ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥t❡ q✉❡ ê1 ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧ ét❛♥t ❞♦♥♥és
❧❡✉rs ✐♥❞✐❝❡s r❡s♣❡❝t✐❢s✳ ❈❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ê2✱
ê3✱ ê1 ❡t ❡♥ ré✲♦r❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✿

{L2}
′ =







3 0 0
2 1 1
1 1 2






. ✭✶✶✳✹✮

❙✐ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t ✭✈♦✐r ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✾ ❡t ✶✸✮✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡s s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
♠✐s❡s ❡♥ ❢♦r♠❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ❝♦rr✐❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♠❛❧ ❢♦r♠é❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥térêt ✐♠♠é❞✐❛t✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡st ✉♥ ♠♦②❡♥ très r❛♣✐❞❡ ✶

❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❡st s✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ {L2}
❞♦♥♥❡ ✿

{L2} =







2 1 0
1 2 0
1 1 1
0 3 0
0 2 1







→ {L2} =







2 2 0
2 1 1
1 2 0
1 1 1
0 3 0







6= {L2}, ✭✶✶✳✺✮

t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r {L2}
′ ❞♦♥♥❡ ✿

{L2} ′ =







3 0 0
2 1 0
2 0 1
1 1 0
1 0 2







→ {L2} ′ =







3 0 0
2 1 1
1 1 2






= {L2}

′, ✭✶✶✳✻✮

❝♦♥✜r♠❛♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ {L2} ♥✬❡st ♣❛s ❜♦♥♥❡✱ ♠❛✐s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
{L2}

′ ❧✬❡st✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♣rès ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ q✉✐
♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❡st s✉r
{L2}✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ♣❛s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦rr✐❣é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

✶ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤ér✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✶✹✶



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
✓ ré♣❛r❡r ✔ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡✱ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❡r❛✐t✱ ♣♦✉r
✉♥❡ r❛✐s♦♥ ♦✉ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ré❛❧✐sé ♣❛r ❝❡
❜✐❛✐s ❡st à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛❜♦r❞❡r♦♥s ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❛♥s ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t✳

✶✶✳✶✳✷ ❘❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡

▲❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s
❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s q✉✐ ❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡♥t s✬✐♠❜r✐q✉❡♥t ❧❡s ✉♥❡s ❞❛♥s
❧❡s ❛✉tr❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s
q✉✬❡❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥t❡r✲❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ŵ

✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ǫ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t
❛✐♥s✐ ❞✬❛✐❣✉✐❧❧❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❧❛ ♠✐❡✉① ❛♣♣r♦♣r✐é❡
à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é s❡ s②♥t❤ét✐s❡♥t ❡♥ ♥❡✉r♦♥❡s
❜✐♥❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❧❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é✳ ❈❡❧❛ ❥✉st✐✜❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❞❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t tr♦♣ é❧❡✈é❡ s❡r❛ r❡q✉✐s❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐t❡ ✶✸✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❆✈❛♥t ❞✬❛❜♦r❞❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{L3} =







1 1 0 0 0 0
1 0 2 1 0 0
1 0 2 0 2 0
1 0 2 0 1 3







❡t {L4} =







1 1 0 0 0 0
1 0 2 1 0 0
1 0 2 0 2 0
1 0 1 1 2 3







. ✭✶✶✳✼✮

❈❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❝♦♠♣t❡♥t ❧❡s s✐① ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❡t ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✳ P♦✉rt❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ {L3} ♥✬❡st ♣❛s
r❡♣❧✐é✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ {L4} ❧✬❡st✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠✐s❡s s♦✉s ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡

✭éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✽✮✮ ❝❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s s✬❛✈èr❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿
L4 ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛r❜r❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s r✐❝❤❡ ❡♥ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s q✉❡ L3✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✶✳

L3(êi|
6
i=1) ≡ (ê1

2

⊤ (ê2
1

⊤ (ê3
3

⊤ (ê4
1

⊤ (ê5
2

⊤ (
3

⊤ê6)))))), ✭✶✶✳✽❛✮

❡t L4(êi|
6
i=1) ≡ (ê1

2

⊤ (ê2
1

⊤ (ê3
3

⊤ (ê4
1

⊤ (
2

⊤ê5))
3

⊤ (ê4
2

⊤ (ê5
3

⊤ (
3

⊤ê6)))))). ✭✶✶✳✽❜✮

✶✹✷



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

1
⊤

1
⊤

2
⊤

2
⊤

3
⊤

3
⊤

ê1

ê2

ê3

ê4

ê5

ê6

✭❛✮ ❋♦r♠❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦✲
❣✐q✉❡ L3 ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✽❛✮✳

1
⊤

1
⊤

2
⊤

2
⊤

2
⊤

3
⊤

3
⊤

3
⊤

ê1

ê2

ê3

ê4

ê4

ê5

ê5

ê6

racine

d’ordre 2

spectral

repliement

✭❜✮ ❋♦r♠❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦✲
❣✐q✉❡ L4 ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✽❜✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶

❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t
s♣❡❝tr❛❧ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ❞✬❛❜r❡s ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳

❈❤❛q✉❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♣❧✐q✉❛♥t ❞✬❛✉t❛♥t s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②✲
t✐q✉❡ ❬❇é♥é❞✐❝✱ ✷✵✵✷❪✳

❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝
êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s q✉❡ s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡

❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ♣ré❢èr❡r♦♥s à ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❡①♣r✐♠é s✉r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ét❛♥t ✉♥✐q✉❡s✱ ✐❧ s❡r❛ ❜✐❡♥
♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❡❧❧❡s s❛t✐s❢♦♥t à ❝❡ ❝r✐tèr❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à s❛✈♦✐r s✐
❧❡✉r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ✖ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ✖ ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡
q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦♣♦sé❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶ ✭❘❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✮✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞❡ ▲+

s ♥✬❛②❛♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧✳

P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ d ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡
r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉ ♣❧✉s q✉❡ ❞❡✉① r❛❝✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❡
✈❛❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❡t ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ✈ér✐✜❡♥t ✿

✕ s✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛ q✉✬✉♥❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❀
✕ s✬✐❧ ② ❡♥ ❛ ❞❡✉①✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❛tt❛❝❤é❡ à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

r❛❝✐♥❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ vrai✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛tt❛❝❤é❡
à ❧✬❛✉tr❡ r❛❝✐♥❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛ ✉♥ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é✳

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡t ❡①♣❧✐❝✐tés ❞❛♥s ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✶✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ L3 ❡t L4 ❞❡ ❧❛
♣❛❣❡ ✶✹✷ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

✶✹✸



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✶ ✖ ❚❡st ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛✲
tr✐❝❡s✳

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ L3 ❡♥ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞♦♥♥❡ ✿

{L3} →







1 0 0 0 0
0 2 1 0 0
0 2 0 2 0
0 2 0 1 3







→

1
0
0
0

{
0 0 0 0

}







2 1 0 0
2 0 2 0
2 0 1 3







→
2
2
2







1 0 0
0 2 0
0 1 3






→

1
0
0

{
0 0

}

{
2 0
1 3

}
→

2
1

{
0
}

{
3
}. ✭✶✶✳✾✮

❈❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ {L3} ♥✬❡st ♣❛s r❡♣❧✐é✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ L4 ♣rés❡♥t❡ ✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ✿

{L4} →







1 0 0 0 0
0 2 1 0 0
0 2 0 2 0
0 1 1 2 3







→

1
0
0
0

{
0 0 0 0

}







2 1 0 0
2 0 2 0
1 1 2 3







→
2
2
1

{
1 0 0
0 2 0

}

⇐
{
1 2 3

}
, ✭✶✶✳✶✵✮

♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ r❡♣éré❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡✲✢è❝❤❡ ❛✉r❛✐t ❞û êtr❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ vrai ❡t ✈✐♦❧❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✶

❚❡st ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ t❡st❴r❡♣❧✐❡♠❡♥t✿
❘❡t♦✉r♥❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡✳

P❛r❛♠ètr❡s✿
✴❋❣✴ − ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ à t❡st❡r∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st❴r❡♣❧✐❡♠❡♥t✭❋❣✮ ❂ ❜♦♦❧❡❡♥ ④
✴✴ ✴❡t❛✶✴ − ♣r❡♠✐èr❡ r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶

❡♥t✐❡r ❡t❛✶ ❂ ❋❣❬✶❪❬✶❪❀

✴✴ ✴s♦✉s❋❣✴ − s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ r❡❧❛t✐✈❡ à ❡t❛✶
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ s♦✉s❋❣ ❂ ❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡✭❡t❛✶✮❀

✴✴ t❡st s✐ s♦✉s❋❣ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈r❛✐✱ ♦♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ s✉✐✈❛♥t❡
s✐ ✭s♦✉s❋❣✳❢♦♥❝t✐♦♥ ❂❂ ✈r❛✐✮ ④

❡t❛✶ ❂ ❋❣❬✷❪❬✶❪❀
s♦✉s❋❣ ❂ ❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡✭❡t❛✶✮❀

⑥

s✐ ✭✦t❡st❴r❡♣❧✐❡♠❡♥t✭s♦✉s❋❣✮✮ ④
r❡t♦✉r♥❡r✭❢❛✉①✮❀

⑥
s✐♥♦♥ ④ ✴✴ t❡st s✬✐❧ ② ❛ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s

s✐ ✭❋❣✳❡str❛❝✐♥❡✭❡t❛✶−✶✮✮ ④
r❡t♦✉r♥❡r✭❢❛✉①✮❀

⑥
⑥

r❡t♦✉r♥❡r✭✈r❛✐✮❀
⑥

✶✹✹



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

ŵ1

w0

0

ê

ŵ2ŵ3

ê1

ê2

ê3

A(ê)

vecteur générateur

vecteur générateur

spectre

conjoint

0
0
0

0
0
1

0
0
2

0
1
0

0
1
1

0
1
2

0
2
0

0
2
1

0
2
2

0
3
0

0
3
1

0
3
2

1
0
0

1
0
1

1
0
2

1
1
0

1
1
1

1
1
2

1
2
0

1
2
1

1
2
2

1
3
0

1
3
1

1
3
2

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

❆✜♥ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❛✐❞❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥s❛❝ré❡s à ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛ été
✐♠❛❣✐♥é❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✶✶✳✶✳✸ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❡st
❝♦♥♥✉❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✺
♣❡✉t êtr❡ ✈✐s✉❛❧✐sé❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ tr❛❝é ❞❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts ❞♦♥♥és ❡♥ ❡♥tré❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✷✮✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t
❞✐s♣♦sés s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡
r❡ss♦rt✐r ❧❡ ♠✐❡✉① ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳
❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs
❝♦♥❥♦✐♥ts✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ s✉♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✓ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✔✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♥✬❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡
q✉❡ s✐ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✜①é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❛✈❡❝ ❧❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♦♥t été ❝♦♥str✉✐t❡s ♣♦✉r ❡♥ êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ❈❤♦✇ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥❡ ❡♥tré❡ ei ❛ ♣❧✉s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ q✉❡ ej ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t wi > wj ❬❈❤♦✇✱ ✶✾✻✶❪✳
❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡s d ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs

✶✹✺



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✿

ŵ1 > ŵ2 > · · · > ŵd. ✭✶✶✳✶✶✮

❆❥♦✉té❡ à ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛✲
tr✐❝❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ s❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❡r♠❡t✱
♠❛❧❣ré ❧✬✐♥❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ✈❛✲
❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡
s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥✬❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs r✐❡♥ ❞❡ s✉r♣r❡♥❛♥t ♣✉✐sq✉✬✐❧ tr❛❞✉✐t
❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥t✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✬❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡✳

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ●râ❝❡ à ❝❡ ♠♦②❡♥ ❞✬✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ ré❛❧✐té
❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞♦♥t ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t✱ ♦✉ ♥♦♥✱ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ très ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✸✱ ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❡t ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧ ♣❛r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❡st
é✈✐❞❡♥t❡ ✿
✕ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧❡ tr❛✈❡rs❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é ❀
✕ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❛ ✉♥ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é✳
❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ s✐ ♥♦✉s ❛rr✐✈♦♥s✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡✱ à tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛✲
tr✐❝❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❡✉✐❧✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✉r♦♥s s②♥t❤ét✐sé ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
ré❛❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡
s♣❡❝tr❛❧❡ ❞♦♥t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t✳

✶✶✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s

❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡✛❡❝t✉é ❛✉ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡❧❡❝✲

tr♦♥✐❝s ❧❛❜♦r❛t♦r② ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇❡r❦❡❧❡②✱ ❡♥ ♣❛rt❡♥❛r✐❛t ❛✈❡❝ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❖♣✲

tr♦♥✐❦ ✉♥❞ ❙✐❣♥❛❧✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥st✐t✉t ❢r❛♥❝♦✲❛❧❧❡♠❛♥❞ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ ❙❛✐♥t✲
▲♦✉✐s ❬❇é♥é❞✐❝✱ ✷✵✵✷ ❀▼♦♥♥✐♥✱ ✷✵✵✸❪✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r q✉❡
❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s s❛♥s r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ q✉❡ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❢❛♥t❛✐s✐st❡s✳

▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s à s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡
❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ sé♣❛ré❡ ❡st ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦✐❞s s②♥❛♣✲
t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✶✳✹✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✜①é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❡♥❝❛❞r❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t
❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✉ s♣❡❝tr❡✳ ❖r ❝❡t é❝❛rt ✈❛✉t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ŵd✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t s✉r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳
❊♥ ré❛❧✐té✱ s✐ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t
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❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶
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◗✉❡❧q✉❡s ❛❧❧✉r❡s ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s s♣❡❝tr❡s ♠♦♥tr❛♥t
❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ✭✶✶✳✸❞✱
✶✶✳✸❡✱ ✶✶✳✸❢✮ ♦✉ ♥♦♥ ✭✶✶✳✸❛✱
✶✶✳✸❜✱ ✶✶✳✸❝✮✳

✶✹✼



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✹

■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡s s✉r ❧❛ ♠❛r❣❡

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❧♦rs
❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡

❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡
s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é✳

ŵ1

w0

ŵ1
′

w0
′

ŵ2
′

ŵ2
′

ŵ3
′

0

0

ê

ê

ŵ2

ŵ2
ŵ3

A(ê)

A(ê)

spectre a priori

spectre optimal

synthèse

écarts inutilement faibles

meilleurs ajustements

❞é❣r❛❞❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ŵd✱ ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t ❥❛♠❛✐s
❧✬❛✉❣♠❡♥t❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳✶ ✭■♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ s②♥✲
t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é✮✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ d ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ♥✬❡st ♣❛s r❡♣❧✐é✱
❛❧♦rs ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r à t♦✉t ♥❡✉✲
r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ré❛❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ré❣❧é❡ ♣❛r ŵd ❡t ❧✉✐ s❡✉❧✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s d−1 ❛✉tr❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ré❞✉✐ts✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t q✉❡ ❞é❣r❛❞❡r ❝❡tt❡ ♠❛r❣❡ s✬✐❧s
s♦♥t ♠❛❧ ré❣❧és✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s d = 1✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {ηd}✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ {ηd−
1}✳ P♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✈❛✉t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

ηdŵd + w0 = ǫ ❡t (ηd − 1)ŵd + w0 = −ǫ ′, ✭✶✶✳✶✷✮

♦ù ǫ ❡t ǫ ′ s♦♥t ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s ♥♦♥ ♥✉❧s✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ❡t s♦♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝✱ ❡♥ ❥♦✉❛♥t
s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ŵd ❡t w0✱ à ♠❛①✐♠✐s❡r min(ǫ, ǫ ′)✳ ❖r✱ ❝❡s ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡✉rs ✈❛r✐❡♥t
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣♣♦sé❡ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st
❛tt❡✐♥t❡ ♣♦✉r ǫ = ǫ ′✳ ❊♥ r❡♣♦rt❛♥t ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✭✶✶✳✶✷✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t
❛❧♦rs ✿

w0 = ǫ(1 − 2ηd) ❡t ŵd = 2ǫ, ✭✶✶✳✶✸✮

✶✹✽



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

❝❡ q✉✐ ❝❧♦s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ♦ù d > 1✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡
♣♦✉r d− 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s♦✐t ✜①é❡ ♣❛r
2ǫ = ŵd ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ŵi|

d
i=2 ❡t w0✳ ◆♦✉s

♥♦t❡r♦♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r w0,d−1 ♣♦✉r ❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞✉ ❝❛s
❣é♥ér❛❧✳

P♦✉r d > 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s✱ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s❛♥s r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{Ld}1 =

{
η1

{
0 · · · 0

}

η1 − 1 {Ld−1}

}

♦✉ {Ld}2 =
{
η1 − 1 {Ld−1}

}
,

♦ù {Ld−1} ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ d − 1 ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✈❛✉t ❞♦♥❝ ǫ ❡t ♥✬❡st ré❣❧é q✉❡ ♣❛r ŵd✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ŵ1 ♥❡ ♣❡✉t ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé❡
♣❛r {Ld−1}✳

P♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ {Ld}1✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ✈❛✉t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿

η1ŵ1 + w0 = ǫ(0) ✭✶✶✳✶✹❛✮

❡t (η1 − 1)ŵ1 + ǫ − w0,d−1 + w0 = ǫ(1), ✭✶✶✳✶✹❜✮

♦ù ǫ−w0,d−1 ❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ {Ld−1}✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù {Ld}2 ❡st ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡
Ld✱ ❛❧♦rs s❡✉❧❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ {Ld} s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡
❞❡s ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

c{Ld}1 =

{
η1 − 1 c{Ld−1}
η1 − 2

{
n2 . . . nd

}

}

♦✉ c{Ld}2 =
{
η1 − 1 c{Ld−1}

}
.

▲❡ ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡ s✬é❝r✐t c{Ld}1✱ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(η1 − 1)ŵ1 − ǫ − w0,d−1 + w0 = −ǫ(1) ′ ✭✶✶✳✶✺❛✮

❡t (η1 − 2)ŵ1 +

d∑

i=2

wini + w0 = −ǫ(2) ′, ✭✶✶✳✶✺❜✮

♦ù −ǫ − w0,d−1 ❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
♣♦✉r ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ Ld−1✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ s✐ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❛✈❛✐t été {Ld}2✱ ❛❧♦rs s❡✉❧❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉r❛✐t été ♦❜t❡♥✉❡✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ŵ1

❡t w0 q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t min(ǫ(0), ǫ(1), ǫ(1) ′, ǫ(2) ′)✳ ❖r✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✺ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ŵ1

s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ♦♥ ❛ min(ǫ(0), ǫ(1)) = ǫ(1) ❡t min(ǫ(1) ′, ǫ(2) ′) = ǫ(1) ′✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡

✶✹✾



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺

■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ŵ1 s✉r ❧❛ ♠❛r❣❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥

♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ré❛❧✐s❛♥t
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡

à s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é✳

w0

w0,d−1

d
X

i=2

ŵini

ŵ1

ŵ1

ǫ(0) ǫ(1) ǫ(1) ′

ǫ(2) ′

ŵ
(1)

1

ŵ
(1)

1

ŵ
(2)

1

ŵ
(2)

1

ŵ
(3)

1

ŵ
(3)

1

2ǫ

ǫ

−ǫ

marge

A(ê)

0

0

♣❧✉s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t ♦♣♣♦sé❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ǫ(1) = ǫ(1) ′✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
♣♦✉r ✿

w0 = (1 − η1)ŵ1 + w0,d−1 ✭✶✶✳✶✻❛✮

❡t ŵ1 ≥ ŵ(3)

1 = max

(

ǫ +

d∑

i=2

wini + w0,d−1, ǫ − w0,d−1

)

. ✭✶✶✳✶✻❜✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ w0 ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✺❛✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té
ǫ = ǫ(1) = ǫ(1) ′✱ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥✐ ŵ1 ♥✐ w0✱ ♣♦✉rt❛♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✜①é❡ ♣❛r ŵd✳

P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❧❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é❡✳

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐s ❧✐❜r❡♠❡♥t s❛♥s
✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉✱ ❝❡tt❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦②❡♥ très s✐♠♣❧❡ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é✳ ➚ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡✲
♠❡♥t ré❝✉rs✐❢✱ ✜①❛♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ŵd ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ♠❛r❣❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞és✐ré❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts ❧❡s ✉♥s
❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ ♣❛r ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❛✣❝❤❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ O(d)✱ ❝❡ q✉✐
❡st ❞❡ ❧♦✐♥ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✳

✶✺✵



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥✲
tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳✶ ✿ ❧❡ ❝❤♦✐① ❡①❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ŵ1✳ ❙✬✐❧ ❡st ✈r❛✐ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❝❡ ❝❤♦✐① t❛♥t q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✶✳✶✻❜✮✱ ✐❧ ❡♥ ❡st t♦✉t ❛✉tr❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✵ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✳ P❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥t ❡t à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ŵ✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ŵ1 ❞♦✐t
s❡ ♣♦rt❡r s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣❡r♠✐s❡ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✶✳✶✻❜✮ ❀ à s❛✈♦✐r ✿

2ŵ1 = 2ŵ(2)

1 +
∣
∣ŵ(3)

1 − ŵ(1)

1

∣
∣

= 2ǫ +

d∑

i=2

niŵi +

∣
∣
∣
∣
∣
2w0,d−1 +

d∑

i=2

niŵi

∣
∣
∣
∣
∣
. ✭✶✶✳✶✼✮

❉ès ❧♦rs✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❝r✐t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✷ ❡♥
♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé
❝✐✲❛♣rès✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✷✖❙②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ à s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é✳
❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L5 ❞❡ q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡st
❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{L5} =







2 0 0 0
1 1 1 0
1 1 0 2






,

♦ù ❧❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ê4 ∈ J0 ; 2K✱ ê3 ∈ J0 ; 1K✱ ê2 ∈ J0 ; 1K✱ ê1 ∈
J0 ; 2K✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ✉♥✐tés ✿
ǫ = 2✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✷ ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ét✐s❡r ❡♥ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧✳
▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ {L5} ❡♥ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❞♦♥♥❡ ✿

{L5} →
2
1
1

{
0 0 0

}

{
1 1 0
1 0 2

}
→

1
1

{
1 0
0 2

}

→
1
0

{
0
}

{
2
}→ 0{2}.

P❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❥❡✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✶✸✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ŵ4 = 2ǫ = 4 ❡t
w0,4 = ǫ(1 − 2η4) = −6 ♣✉✐sq✉❡ η4 = 2✳
P♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ŵ3✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✶✻❛✮ ❡t ✭✶✶✳✶✼✮ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✱
❛✈❡❝ η3 = 1 ✿

ŵ3 = ǫ +
1

2
(n4ŵ4) + |w0,4 +

1

2
(n4ŵ4)| = 8

❡t w0,3 = (1 − η3)ŵ3 + w0,4 = −6.

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ŵ2 s✬♦❜t✐❡♥t ❛✈❡❝ η2 = 2 ✿

ŵ2 = ǫ +
1

2
(n4ŵ4 + n3ŵ3) + |w0,3 +

1

2
(n4ŵ4 + n3ŵ3)| = 12

❡t w0,2 = (1 − η2)ŵ2 + w0,3 = −18.

✶✺✶



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✷

❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡

s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é✳

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ s②♥t❤❡s❡❴s♣❡❝tr❛❧❡❴♥♦♥r❡♣❧✐❡✿
❘❡t♦✉r♥❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡✳

P❛r❛♠ètr❡s✿
✴❋❣✴ − ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é à s②♥t❤ét✐s❡r
✴♠❛r❣❡✴ − ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞és✐ré❡∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ s②♥t❤❡s❡❴s♣❡❝tr❛❧❡❴♥♦♥r❡♣❧✐❡✭❋❣✱♠❛r❣❡✮ ❂ ✢♦tt❛♥t❬❪ ④
✴✴ ✴❞✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❞❡ ❋❣
❡♥t✐❡r ❞ ❂ ❋❣✳♥❜r❡✈❛r✐❛❜❧❡s✭✮❀
✴✴ ✴❡t❛✶✴ − ♣r❡♠✐èr❡ r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶

❡♥t✐❡r ❡t❛✶ ❂ ❋❣❬✶❪❬✶❪❀

✴✴ ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ré❝✉rs✐✈❡
s✐ ✭❞ ❂❂ ✶✮ ④

✴✴ ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❬✇✵ ✇✶❪
r❡t♦✉r♥❡r ✭❬♠❛r❣❡∗✭✶−✷∗❡t❛t✶✮ ✷∗♠❛r❣❡❪✮❀

⑥

✴✴ s✐♥♦♥ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✇✶ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛✉tr❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ré❝✉rs✐✈✐té
✴✴ ✴s♦✉s❋❣✴ − ❧❛ s❡✉❧❡ s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❡ ❋❣
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ s♦✉s❋❣❂❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡✭✶✮❀

✴✴ ✴❲✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ♣♦✐❞s ❬✇✵ ✇✷ ✇✸ ✳✳✳ ✇❞❪ ♦❜t❡♥✉ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t
❲ ❂ s②♥t❤❡s❡❴s♣❡❝tr❛❧❡❴♥♦♥r❡♣❧✐❡✭s♦✉s❋❣✱♠❛r❣❡✮❀

✴✴ ✴❡t❛✶♣✴ − ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶

❡♥t✐❡r ❡t❛✶♣ ❂ ❋❣❬✷❪❬✶❪❀

✴✴ s✐ ❝✬❡st ❧❛ ♠ê♠❡✱ ❛❧♦rs ❡t❛✶ ✈❛✉t ❡♥ ❢❛✐t ❡t❛✶✰✶

s✐ ✭❡t❛✶♣ ❂❂ ❡t❛✶✮ ④
❡t❛✶✰✰❀

⑥

✴✴ ✴s♦♠♠❡✴ − ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✇✐∗♥✐ ♣♦✉r ✐❂✷ à ❞
✢♦tt❛♥t s♦♠♠❡ ❂ ✵❀
♣♦✉r ✭✐❂✷❀✐❁❂❞❀✐✰✰✮ ④

s♦♠♠❡ ✰❂ ❲❬✐❪ ∗ ❋❣✳❝❛r❞✐♥❛❧✭✐✮❀
⑥

✴✴ ✴✇✶✴ − ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r
✢♦tt❛♥t ✇✶ ❂ ♠❛r❣❡ ✰ ✭s♦♠♠❡✴✷✮ ✰ ❛❜s✭❲❬✶❪✰✭s♦♠♠❡✴✷✮✮❀

✴✴ ✴✇✵✴ − ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡
✢♦tt❛♥t ✇✵ ❂ ✭✶ − ❡t❛✶✮∗✇✶ ✰ ❲❬✶❪❀

r❡t♦✉r♥❡r✭❬✇✵ ✇✶ ❲❬✐❂✷✿❞❪❪✮❀
⑥

✶✺✷



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

❊♥✜♥✱ ❛✈❡❝ η1 = 2✱ ♦♥ ❛ ✿

ŵ1 = ǫ +
1

2
(n4ŵ4 + n3ŵ3 + n2ŵ2) + |w0,2 +

1

2
(n4ŵ4 + n3ŵ3 + n2ŵ2)| = 20

❡t w0 = w0,1 = (1 − η1)ŵ1 + w0,2 = −38.

❊♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✿

ŵ =
(
20 12 8 4

)
⊤ ❡t w0 = −38.

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st
❜✐❡♥ 2✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✲
♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ✈❛✉t ǭ = 0,029✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡st ♣♦✉rt❛♥t✱
♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

●râ❝❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❡✉t êtr❡ s②♥t❤ét✐sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s r❡♣❧✐é✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ à
❧✬❛✈❛♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡
r❡♣❧✐é ♥❡ s❡r❛ ❥❛♠❛✐s s②♥t❤ét✐sé❡ ♣❛r ❝❡ ❜✐❛✐s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
♦❜t❡♥✉ ♥❡ ré❛❧✐s❡r❛✐t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ s②♥t❤ét✐sé❡✳

✶✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s

❞❡ s♣❡❝tr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡

▲❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s tr❛❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛
♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❡st ✜①é❡ ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s
❞❡✉① ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥ s❡✉❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡
♥✬❡st ♣❧✉s ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ✿ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s♣❡❝tr❡s r❡♣❧✐és ♣rés❡♥t❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts
❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✉ s❡✉✐❧✱ ré❣❧és ❝❤❛❝✉♥ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ➚ ❝❡❧❛
s✬❛❥♦✉t❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts✳ ✭❱♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✻✳✮

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♣♦s❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡
s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✈❛r✐❡ é♥♦r♠é✲
♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❊❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s✱
à ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥s❡♥t✐r à ✉♥ ❧♦✉r❞ ❡✛♦rt ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞❤✐❜✐t♦✐r❡✳ ❙❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✉❝✐❛❧❡✱ ❧❛ s②♥✲
t❤ès❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♥✬❡st ❛✐♥s✐ ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡✳

▲❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ❛✐♥s✐ ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐✲
s❛♥t❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✜①és ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♠❛✐s ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♠ér✐t❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞✬êtr❡ s♦✉❧✐❣♥é❡s✳

✶✺✸



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✻

❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✜①❛♥t ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t

❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é✳

ŵ1

w0

0

0 0

0

0 0

0

0

1

1 1

1

1

1

2

2

2

ê

2ǫ
(1)

2 = ŵ2 − 2ŵ3

2ǫ
(2)

2 = ŵ3

A(ê) famille génératrice:

famille génératrice

conjointe:

poids synaptique

responsable du repliement

0
0
0

0
0
1

0
0
2

0
1
0

0
1
1

0
1
2

1
0
0

1
0
1

1
0
2

1
1
0

1
1
1

1
1
2

✶✶✳✸✳✶ ❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡

❈❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♥✬❛❜♦r❞❡ ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧é ♥❡ ré❛❧✐s❡r❛ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡tt❡ ♦♣t✐♦♥
❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞✐✜❡r ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥
r❡♣❧✐é✳ ■❧ ② ❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❢❛✐r❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✐
♥✉✐r❛ ❧❡ ♠♦✐♥s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉✳ ▲❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s
s✉✐✈❛♥ts ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s tr♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ❥✉❣❡♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r tr♦♥❝❛t✉r❡ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❧❡s ♠♦✐♥s ✐♥✢✉❡♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡s
r❡♣❧✐❡♠❡♥ts s♣❡❝tr❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✐❡♥t ❞✐s♣❛r✉✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ s❡ ❢❛✐t très
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶ ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♥❡
✈ér✐✜❛♥t ♣❛s ✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝r✐tèr❡s ❡st é❧✐♠✐♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✸ ✖ ❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r tr♦♥❝❛t✉r❡✳

❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L4 ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✹✷✱ ❡t ❡♥ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✶✶✳✸✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✿

{L4}
(tr♦♥q✉é❡) =

{
1 0
0 2

}

.

✶✺✹



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ tr♦♥❝❛t✉r❡✿
❘❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r tr♦♥❝❛t✉r❡
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡✳
P❛r❛♠ètr❡s✿

✴❋❣✴ − ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é à ❛♣♣r♦❝❤❡r∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ tr♦♥❝❛t✉r❡✭❋❣✮ ❂ ❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ ④
✴✴ ✴❋❣❚r♦♥q✉❡❡✴ − ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❋❣
❛❧❧♦✉❡r✭❋❣❚r♦♥q✉❡❡✮❀
✴✴ ✴r❛❝✐♥❡s✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❡ ❋❣
❡♥t✐❡r r❛❝✐♥❡s ❂ ❋❣✳♥❜r❡❘❛❝✐♥❡s✭✶✮❀

✴✴ ❝❛s ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥t❡ ❡st
✴✴ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t
s✐ ✭r❛❝✐♥❡s ❃❂ ✸✮ ④

r❡t♦✉r♥❡r✭❋❣❚r♦♥q✉❡❡✮❀
⑥
s✐♥♦♥ ④

✴✴ ✴❡t❛✶✴ − ♣r❡♠✐èr❡ r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶

❡♥t✐❡r ❡t❛✶ ❂ ❋❣❬✶❪❬✶❪❀
✴✴ ✴s♦✉s❋❣✴ − s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ r❡❧❛t✐✈❡ à ❡t❛✶
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ s♦✉s❋❣ ❂ ❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡✭❡t❛✶✮❀

✴✴ s✐ ❧❛ s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❛❝✐♥❡ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈r❛✐
✴✴ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ❧✬❛❥♦✉t❡r à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ tr♦♥q✉é❡
s✐ ✭s♦✉s❋❣✳❢♦♥❝t✐♦♥ ❂❂ ✈r❛✐✮ ④

❋❣tr♦♥q✉❡❡✳❛❥♦✉t❡r✭❡t❛✶✱✈r❛✐✮❀
⑥
✴✴ ❖♥ ❛✛❡❝t❡ à s♦✉s❋❣ ❧❛ s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡ ❡t❛✶−✶

✴✴ ❙✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ s♦✉s❋❣ ❡st ✈✐❞❡
s♦✉s❋❣ ❂ ❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡✭❡t❛✶−✶✮❀
✴✴ ❡♥s✉✐t❡✱ ❛❥♦✉t❡r ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ tr♦♥q✉é❡ ❞❡ s♦✉s❋❣
❋❣❚r♦♥q✉❡❡✳❛❥♦✉t❡r✭❡t❛✶−✶✱tr♦♥❝❛t✉r❡✭s♦✉s❋❣✮✮❀

⑥
r❡t♦✉r♥❡r✭❋❣❚r♦♥q✉❡❡✮❀

⑥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✸

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r
tr♦♥❝❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✶✺✺



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♣♦✉r ǫ = 1 ✿

ŵ =
(
4 2 0 0 0

)
⊤ ❡t w0 = −3.

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é✲
♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é✱ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s
❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ à s②♥t❤ét✐s❡r✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s
q✉✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✳✶ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❡st ❝♦♥s❡r✈é❡ ❀ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✹ ✖ ❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❡①tr❛❝t✐♦♥✳
❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L4 ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✹✷✱ ❡t ❡♥ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✶✶✳✹✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✿

{L4}
(❡①tr❛✐t❡) =

{
1 0 0 0 0
0 1 1 2 3

}

.

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♣♦✉r ǫ = 1 ✿

ŵ =
(
72 36 18 6 2

)
⊤ ❡t w0 = −71.

➚ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ s②♥t❤ès❡
❞❡ {L4}

(tr♦♥q✉é❡)✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❛r ❞✐①✲❤✉✐t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r tr♦♥❝❛t✉r❡
❛ ✓ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✔ ♥é❣❧✐❣é ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ŵ3✱ ŵ4 ❡t ŵ5 ❞❡✈❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡
ŵ1 ❡t ŵ2✳

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♠♦②❡♥♥❛❣❡ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st très ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t
❝❡❧❧❡ q✉✐ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♠❛✐tr✐s❡ q✉✬♦✛r❡♥t ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s
❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡
s❡✉✐❧ ❀ ❧❡ ♣❧✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ s❡❧♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s s✉❜❥❡❝t✐❢s✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ ❢❛❜r✐✲
q✉❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡
s❡✉✐❧ ❡st ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❧❡ ♣❧✉s ♣rès ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ♠♦②❡♥✱ ♦❜s❡r✈é
❞❛♥s ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ q✉❛tr❡ ét❛♣❡s ✿

✶✳ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❀

✷✳ ré✉♥✐r ❧❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❡t ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡
❝r♦✐ss❛♥t ❀

✸✳ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❡s ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥ts ❞❡ s❡✉✐❧ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t
♠♦②❡♥ ❀

✶✺✻



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥✿
❘❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❡①tr❛❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡✳
P❛r❛♠ètr❡s✿

✴❋❣✴ − ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é à ❛♣♣r♦❝❤❡r∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①tr❛❝t✐♦♥✭❋❣✮ ❂ ❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ ④
✴✴ ✴❋❣❊①tr❛✐t❡✴ − ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❋❣
❛❧❧♦✉❡r✭❋❣❊①tr❛✐t❡✮❀
✴✴ ✴♥❜r❛❝✐♥❡s✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❡ ❋❣
❡♥t✐❡r ♥❜r❛❝✐♥❡s ❂ ❋❣✳♥❜r❡r❛❝✐♥❡s✭✶✮❀

✴✴ ❝❛s ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥t❡
✴✴ ♣r♦✈♦q✉❡ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t✿
✴✴ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
s✐ ✭♥❜r❛❝✐♥❡s ❃❂ ✸✮ ④

✴✴ ✴s♦✉s❋❣✴ − s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ s♦✉s❋❣ ❂ ❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡♠❛①✭✶✮❀
✴✴ ✴❡t❛✶✴ − r❛❝✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s♦✉s❋❣
❡♥t✐❡r ❡t❛✶ ❂ ❋❣✳r❛❝✐♥❡✭s♦✉s❋❣✮❀
✴✴ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❣❊①tr❛✐t❡
❋❣❊①tr❛✐t❡✳❛❥♦✉t❡r✭❡t❛✶✱❡①tr❛❝t✐♦♥✭s♦✉s❋❣✮✮❀

⑥
s✐♥♦♥ ④

✴✴ ✴❡t❛✶✴ − ♣r❡♠✐èr❡ r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❞❡ ❋❣
❡t❛✶ ❂ ❋❣❬✶❪❬✶❪❀

✴✴ s✐ ❧❛ s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❛❝✐♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈r❛✐
✴✴ ✐❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s r❡st❛♥t❡s
s✐ ✭s♦✉s❋❣✳❢♦♥❝t✐♦♥ ✦❂ ✈r❛✐✮ ④

✴✴ ✴s♦✉s❋❣✴ − s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡ q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❭
❣é♥ér❛t❡✉rs

❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ s♦✉s❋❣ ❂ ❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡♠❛①✭✶✮❀
✴✴ ✴❡t❛✶✴ − r❛❝✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s♦✉s❋❣
❡♥t✐❡r ❡t❛✶ ❂ ❋❣✳r❛❝✐♥❡✭s♦✉s❋❣✮❀
✴✴ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❋❣❊①tr❛✐t❡
❋❣❊①tr❛✐t❡✳❛❥♦✉t❡r✭❡t❛✶✱❡①tr❛❝t✐♦♥✭s♦✉s❋❣✮✮❀

⑥
s✐♥♦♥ ④

s♦✉s❋❣ ❂ ❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡✭❡t❛✶−✶✮❀
❋❣❊①tr❛✐t❡✳❛❥♦✉t❡r✭❡t❛✶✱✈r❛✐✮❀
❋❣❊①tr❛✐t❡✳❛❥♦✉t❡r✭❡t❛✶−✶✱❡①tr❛❝t✐♦♥✭s♦✉s❋❣✮✮❀

⑥
⑥
r❡t♦✉r♥❡r✭❋❣❊①tr❛✐t❡✮❀

⑥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✹

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r
❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✶✺✼



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

✹✳ tr❛♥s❢ér❡r t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts s✉♣ér✐❡✉rs à ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ✐♥❢ér✐❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❞♦♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛✲
t✐♦♣♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✺✱ s✉r L4✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✺ ✖ ❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ♠♦②❡♥♥❛❣❡✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ L4 s♦♥t ✿

{L4} =







ê
(9)⊤ =

(
1 0 0 0 0

)

ê
(8)⊤ =

(
0 2 1 0 0

)

ê
(7)⊤ =

(
0 2 0 2 0

)

ê
(3)⊤ =

(
0 1 1 2 3

)







. ❡t c{L4} =







ê
(6)⊤ =

(
0 2 0 1 3

)

ê
(5)⊤ =

(
0 1 1 2 2

)

ê
(4)⊤ =

(
0 1 1 1 3

)

ê
(2)⊤ =

(
0 1 0 2 3

)

ê
(1)⊤ =

(
0 0 1 2 3

)







.

❙❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ L4 s❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ê
(3)

ê
(7) → ê

(8) → ê
(9)

ր ր
ê
(1) → ê

(2)
ê
(4) → ê

(5) → ê
(6)

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✺

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r
♠♦②❡♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡

❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❛❣❡✿
❘❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ♠♦②❡♥♥❛❣❡
❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡✳
P❛r❛♠ètr❡s✿

✴❋❣✴ − ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é à ❛♣♣r♦❝❤❡r∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❛❣❡✭❋❣✮ ❂ ❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ ④
✴✴ ✴❋❣▼♦②❡♥♥❡✴ − ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❋❣
❛❧❧♦✉❡r✭❋❣▼♦②❡♥♥❡✮❀
✴✴ ✴❋❣❈♦♥❥♦✐♥t❡✴ − ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❋❣
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ ❋❣❈♦♥❥♦✐♥t❡ ❂ ❋❣✳❝♦♥❥♦✐♥t❡✭✮❀
✴✴ ✴✈❡❝t❡✉r●✴ − ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❛♣rès ✉♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t
✈❡❝t❡✉rr❡❞✉✐t ✈❡❝t❡✉r● ❂ ♥✉❧❀
✴✴ ✴✈❡❝t❡✉r❈✴ − ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦✐♥t ❛✈❛♥t ✉♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t
✈❡❝t❡✉rr❡❞✉✐t ✈❡❝t❡✉r❈ ❂ ♥✉❧❀
✴✴ ✴♥❜r❡✈❡❝t❡✉r✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs r❡t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡
❡♥t✐❡r ♥❜r❡✈❡❝t❡✉r ❂ ✵❀

✴✴ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❥✉st❡ ❛♣rès ✉♥ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t
♣♦✉r ✭✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❋❣✮ ④

s✐ ✭✈❡❝t❡✉r✳❛♣r❡s❴❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t✭✮✮ ④
✈❡❝t❡✉r● ✰❂ ✈❡❝t❡✉r❀
♥❜r❡✈❡❝t❡✉r✰✰❀

⑥

✴✴ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ♠♦②❡♥
✈❡❝t❡✉r ✴❂ ♥❜r❡✈❡❝t❡✉r❀

✴✴ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛✈❡❝
✴✴ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❋❣ ❡t ❋❣❈♦♥❥♦✐♥t❡ s✉♣ér✐❡✉rs à ✈❡❝t❡✉r
❋❣▼♦②❡♥♥❡ ❂ s✉♣❡r✐❡✉rs✭✈❡❝t❡✉r✱❋❣✮ ✰ s✉♣❡r✐❡✉rs✭✈❡❝t❡✉r✱❋❣❈♦♥❥♦✐♥t❡✮❀
⑥
r❡t♦✉r♥❡r✭❋❣❈♦♥❥♦✐♥t❡✮❀

⑥

✶✺✽



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

▲❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ s❡✉✐❧ s♦♥t ❞♦♥❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é❧✐♠✐tés ♣❛r
ê

(2) ❡t ê
(3) ❡t ♣❛r ê

(6) ❡t ê
(7)✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ♠♦②❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❛✉

✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t s✉✐✈❛♥t ✿

1

4

(
ê

(2) + ê
(3) + ê

(6) + ê
(7)
)

=
(
0 1,5 0,25 1,75 2,25

)
.

❈♦♠♠❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ s✐t✉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❡♥tr❡ ê
(5) ❡t ê

(6)✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ê
(6) → ê

(7) → · · ·
ր

· · · → ê
(3) → ê

(4) → ê
(5)

❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{L4}
(♠♦②❡♥♥é❡) =







ê
(9)⊤ =

(
1 0 0 0 0

)

ê
(8)⊤ =

(
0 2 1 0 0

)

ê
(7)⊤ =

(
0 2 0 2 0

)

ê
(6)⊤ =

(
0 2 0 1 3

)







.

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r ǫ = 1 ✿

ŵ =
(
52 20 12 6 2

)
⊤ ❡t w0 = −51.

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
ré❛❧✐s❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❡t ♦♣t✐♠❛❧❡♠❡♥t L4 s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ✿

ŵ =
(
60 24 18 6 2

)
⊤ ❡t w0 = −59.

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡ s❛✈♦✐r s②♥t❤ét✐s❡r ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞és✐ré❡ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❞✐s❝✉t❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧
s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡t s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t q✉✐ ♥✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r❛✐t
♣❛s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❞ét❛✐❧s ❞é♥❛t✉r❡r❛✐t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥❛✲
❧✐té ❞és✐ré❡✳ P♦✉rt❛♥t✱ ✐❧ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉rr❛✐t s✬❛✈ér❡r ♣r♦✜t❛❜❧❡✳

❆✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t tr❛❞✉✐r❡ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡
❛rt✐✜❝✐❡❧s ❞♦♥t ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t q✉❛♥t✐✜é❡s ❡♥ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐
♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
s②♥t❤ès❡ ✷✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ❡♥tré❡s✱ ❝❡❧❧❡s
❛✛❡❝té❡s ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❢❛✐❜❧❡s ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ♣✉✐ss❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥❛❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❯♥❡ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡
❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r tr♦♥❝❛t✉r❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥✈❡♥✐r✳

✷ ▲❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ♣❡✉t
❞♦♥❝ êtr❡ é①é❝✉té❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s ❞♦♥t ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳

✶✺✾



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❢❛✐❜❧❡s ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❛ ❣é✲
♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ♣❛r
♠♦②❡♥♥❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉❣❣❡st✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥térêt s❡r❛✐t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ r❡✲
s②♥t❤ét✐sé ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r♦❜✉st❡✳ ❖♥ ♣ré❢èr❡r❛ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r ♠♦②❡♥♥❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t à ♣ré❢ér❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❢r❛♥❝❤✐ss♠❡♥t
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

✶✶✳✸✳✷ ❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡

❉✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs êtr❡ r❛♠❡♥é❡ à ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡♣❧✐é ❡t q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t
❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✷✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡
♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❥❡✉①
❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s✳ P♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡
❛✉① q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ q✉❡ ❢❛✐r❡ s✐ ❧❡s s②♥t❤ès❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣✲
t✐q✉❡ ❞♦♥♥é ❄

✕ ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❝❤❛r❣é ❞❡ r❡❝♦♠♣♦s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❄

❈❡s ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✼✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❤❛s❡s
❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s s♣❡❝tr❡s ♥♦♥ r❡♣❧✐és ✭✢è❝❤❡s ✈❡rt❡s✮✱ ❡❧❧❡ ❢❛✐t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✿ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡
❞✬✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ✭✢è❝❤❡ r♦✉❣❡✮ ❡t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭♣♦✐♥t✐❧❧é ✈❡rt✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♣✲
♣♦rts s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❙②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❈♦♠♠❡ ❧❡
s✉❣❣èr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✼✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣♦✐❞s ❝❛❧❝✉❧é r❛ss❡♠❜❧❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①
s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✬é❝r✐✈❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡
❞❡s ❞❡✉① ❢❛ç♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{Ld}1 =







η1

{
0 · · · 0

}

η1 − 1 {L(1)

d−1}

η1 − 2 {L(2)

d−1}
✳✳✳

η1 − k {L(k)

d−1}







♦✉ {Ld}2 =







η1 − 1 {L(1)

d−1}

η1 − 2 {L(2)

d−1}
✳✳✳

η1 − k {L(k)

d−1}







,

✶✻✵



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

0

0

00

0

0

0 0

00

0

0

0 0

11

1

1

11

1

1

11

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

3

3

3

3

3

3

3

3

3

33

3

4

synthèse parallèle

synthèse repliée

synthèse non repliée

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✼

Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡
s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡✳

❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❢♦r♠❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞✉
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ s②♥t❤ét✐sé ✿

η1ŵ1 + w0 = ǫ(0), ✭✶✶✳✶✽❛✮

(η1 − 1)ŵ1 + ǫ(1)

d−1 − w(1)

0,d−1 + w0 = ǫ(1), ✭✶✶✳✶✽❜✮

✳✳✳

❡t (η1 − k)ŵ1 + ǫ
(k)
d−1 − w(k)

0,d−1 + w0 = ǫ(k), ✭✶✶✳✶✽❝✮

♦ù✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡s ♥♦♥ r❡♣❧✐é✱ ❧❡s ♠❛r❣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s r❡s♣❡❝t✐❢s
✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ǫ(i)

d−1|
k
i=1 ❡t w(i)

0,d−1|
k
i=1✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲

t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✽❛✮ ❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✿ {Ld}2 ♦✉
{Ld}2✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

c{Ld}1 =







η1 − 1 c{L(1)

d−1}

η1 − 2 c{L(2)

d−1}
✳✳✳

η1 − k c{L(k)

d−1}
η1 − k − 1

{
n2 · · · nd

}







♦✉ c{Ld}2 =







η1 − 1 c{L(1)

d−1}

η1 − 2 c{L(2)

d−1}
✳✳✳

η1 − k c{L(k)

d−1}







.

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❢♦r♠❡❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❀ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❧à ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡

✶✻✶



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✽

■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ŵ1 s✉r ❧❛
♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t

❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡
ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡

❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡ r❡♣❧✐é✳

w0

w
(1)

0,d−1

w
(2)

0,d−1

d
X

i=2

ŵini

ŵ1

ŵ1

ŵ
(max)

1

ŵ
(max)

1

ŵ
(min)

1

ŵ
(min)

1

ǫ(0) ǫ(1) ǫ(2)ǫ(1) ′ ǫ(2) ′

ǫ(3) ′

I1(4) I2(3) I3(2)

cI1(1) cI2(2) cI3(3)

2ǫ
(1)

0,d−1 2ǫ
(2)

0,d−1

ǫ
(2)

0,d−1

−ǫ
(2)

0,d−1

marge

A(ê)

0

0

ré❡❧❧❡ ✿

(η1 − 1)ŵ1 − ǫ(1)

d−1 − w(1)

0,d−1 + w0 = −ǫ(1) ′, ✭✶✶✳✶✾❛✮

✳✳✳

(η1 − k)ŵ1 − ǫ
(k)
d−1 − w(k)

0,d−1 + w0 = −ǫ(k) ′, ✭✶✶✳✶✾❜✮

❡t (η1 − k − 1)ŵ1 +

d∑

i=2

niŵi + w0 = −ǫ(k+1) ′. ✭✶✶✳✶✾❝✮

❊♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥ tr❛❝é s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✺ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✺✵ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ŵ1✳ ■❝✐✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✽ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡
✈❛❧❡✉rs ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❜♦r♥é✳ ❈❡❧❛ tr❛❞✉✐t ❧✬❡ss❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r❧é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ✜①é❡s ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ŵi|

d
i=2✳ ❖r ❧❡✉r

❝❛❧❝✉❧ ♥✬❡♥ ❛ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s t❡♥✉ ❝♦♠♣t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ŵi|
d
i=2 q✉✐ ♣♦✉✈❛✐t

s❡♠❜❧❡r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t ❡♥tr❛✐♥❡r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ŵj<i tr♦♣ étr♦✐t✱ ✈♦✐r❡ ♠ê♠❡ ✈✐❞❡✳ ❙✐ ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ❞❡✈❛✐t êtr❡
r❡♥❝♦♥tré ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❛✐t q✉✬✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡t
q✉✬✐❧ ❢❛✉t s♦✐t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡r✱ s♦✐t s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱
❝❡tt❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❡ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡①❛❝t❡✳

▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞r♦✐t❡s

✶✻✷



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

❜r✐sé❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r min(ǫ(0), ǫ(1), . . . , ǫ(k)) ❡t max(ǫ(1) ′, . . . , ǫ(k), ǫ(k+1))✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣✲
t✐♠❛❧❡ ❞❡ ŵ1 ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠❛r❣❡
❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡✉① sér✐❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r
ŵ1 ✿ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t
✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ✿

I =
[
ŵ(min)

1 ; ŵ(max)

1

]
∩ I1 ∪ I2 ∪ · · · ∪ Ik+1 ✭✶✶✳✷✵✮

❡t cI =
[
ŵ(min)

1 ; ŵ(max)

1

]
∩ cI1 ∪

cI2 ∪ · · · ∪ cIk+1. ✭✶✶✳✷✶✮

➚ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s Ii|
k+1
i=1 ❡t cIi|

k+1
i=1 ❞❡ ❝❡s sér✐❡s ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ρi|

k+1
i=1 ❡t

cρi|
k+1
i=1 ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ŵ1 ❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❥❡✉① ❞✬éq✉❛✲

t✐♦♥s ✭✶✶✳✶✽✮ ❡t ✭✶✶✳✶✾✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ŵ1 ∈ Ii ∩
cIj ❞♦♥♥é❡✱

❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ŵ1 ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ρi > cρj ✳ ❈♦♠♠❡ ρi|

k+1
i=1 ❞é❝r♦✐t ❛✈❡❝ i ❡t cρi|

k+1
i=1 ❝r♦✐t ❛✈❡❝ i✱ ❧❛

✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ŵ1 ❡st✱ ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t I ❡t cI ❞❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❡rs ❧❡s ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ŵ1 t❡❧❧❡ q✉❡ ŵ1 ∈ Ii ∩

cIj ❡t ρi ≤
cρj ✳

▲❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❡st ❛❧♦rs très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

ŵ0 = w
(η1−ρi)

0,d−1 − ρiŵ1. ✭✶✶✳✷✷✮

▲❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ {L

(ηρi
−1)

d−1 } ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ǫ = w0 + ρiŵ1 + ǫ
(η1−ρi)

d−1 − w
(η1−ρi)

0,d−1 . ✭✶✶✳✷✸✮

❙②♥t❤ès❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡st✐♥é à
❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ sé♣❛ré❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦♥❞✉✐s❡ ❛✉
♠ê♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡✉r ré✉♥✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳
❈❡❧❛ ❡st ré❛❧✐sé très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ❞❡✉① sér✐❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡s ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡t
❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡s ❝♦♥❝❡r♥é❡s✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❛❧♦rs ♣❧✉s q✉✬à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡
❞✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ r❡❝❤❡r❝❤é✳

▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡
❞✬✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♠❛r❣❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és sé♣❛ré♠❡♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳
❈❡tt❡ s②♥t❤ès❡ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦✉r rés✉❧t❛t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡✱ ❡t ❛✉t❛♥t
❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❡t ❞❡ ♠❛r❣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❞❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s
s②♥t❤ét✐sé❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

➚ t✐tr❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡
❡①❛❝t❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✻✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ré❛❧✐s❛♥t ❡①❛❝✲
t❡♠❡♥t L4 ❛✈❡❝ ♣♦✉r ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ǫ = 1✳

✶✻✸



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳✻

❙②♥t❤ès❡ ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ s②♥t❤❡s❡❴❡①❛❝t❡✿
❘❡t♦✉r♥❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ré❛❧✐s❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

P❛r❛♠ètr❡s✿
✴t❛❜❧❡❛✉❴❋❣✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s à s②♥t❤ét✐s❡r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ s②♥t❤❡s❡❴❡①❛❝t❡✭t❛❜❧❡❛✉❴❋❣✮ ❂ ✢♦tt❛♥t❬❪ ④
✴✴ ✴♥❜r❡❢❛♠✐❧❧❡s✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❛♥s t❛❜❧❡❛✉❴❋❣
❡♥t✐❡r ♥❜r❡❢❛♠✐❧❧❡s ❂ t❛❜❧❡❛✉❴❋❣✳♥❜r❡❢❛♠✐❧❧❡s✭✮❀
✴✴ ✴♣♦✐❞s✶✴ − ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ à s②♥t❤ét✐s❡r
✢♦tt❛♥t ♣♦✐❞s✶ ❂ ✶❀

✴✴ s✐ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❛♥s t❛❜❧❡❛✉❴❋❣ ♥✬♦♥t q✉✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ré❞✉✐t❡
✴✴ s②♥t❤ét✐s❡r ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é❡
s✐ ✭t❛❜❧❡❛✉❴❋❣✳♥❜r❡✈❛r✐❛❜❧❡s✭✮ ❂❂ ✶✮ ④

♣♦✉r ✭✐❂✶❀✐❁❂♥❜r❡❢❛♠✐❧❧❡s❀✐✰✰✮ ④
♣♦✐❞s✶ ❂ ♠❛①✭♣♦✐❞s✶✱s②♥t❤❡s❡❴s♣❡❝tr❛❧❡❴♥♦♥r❡♣❧✐❡✭t❛❜❧❡❛✉❬✐❭

❪✮❀
⑥
r❡t♦✉r♥❡r ✭♣♦✐❞s✶✮❀

⑥

✴✴ ✴s♦✉s❴t❛❜❧❡❛✉❴❋❣✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s s♦✉s−❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶

s♦✉s❴t❛❜❧❡❛✉❴❋❣ ❂ t❛❜❧❡❛✉❴❋❣✳s♦✉s❢❛♠✐❧❧❡s✭✶✮❀
✴✴ ✴♣♦✐❞s✴ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
✢♦tt❛♥t❬❪ ♣♦✐❞s ❂ s②♥t❤❡s❡❴❡①❛❝t❡✭s♦✉s❴t❛❜❧❡❛✉❴❋❣✮❀

✴✴ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡ ■ ❡t ❞❡ ❝■
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ■ ❂ t❛❜❧❡❛✉❴❋❣✳✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✭♣♦✐❞s✮❀
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝■ ❂ t❛❜❧❡❛✉❴❋❣✳✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s❴❝♦♥❥♦✐♥ts✭♣♦✐❞s✮❀

✴✴ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉rs ✇✶✿
✢♦tt❛♥t ✇✶ ❂ ♠❡✐❧❧❡✉rs✭■✱❝■✮❀

r❡t♦✉r♥❡r✭❬✇✶ ♣♦✐❞s❪✮❀
⑥

✶✻✹



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

❊①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✻ ✖ ❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳
▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ L4 ❡t s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ✿

{L4} =







1 0 0 0 0
0 2 1 0 0
0 2 0 2 0
0 1 1 2 3







❡t c{L4} =







0 2 0 1 3
0 1 1 2 2
0 1 1 1 3
0 1 0 2 3
0 0 1 2 3







.

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ {L4} ❡♥ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❞♦♥♥❡ ✿

{L4} →

1
0
0
0

{
0 0 0 0

}







2 1 0 0
2 0 2 0
1 1 2 3







→
2
2

{
1 0 0
0 2 0

}
→ 1

{
0 0

}

→ 0
{
2 0

}
→ 2{0}

→ 1
{
1 2 3

}
→ 1

{
2 3

}
→ 2{3}.

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ŵ5✱ ❡st ❞✉ r❡ss♦rt ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é❡✱
❛✈❡❝ ♣♦✉r ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ǫ = 1✳ ❊❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣♦✉r
❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ✹✱ ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ s❡✉❧❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✬♦r❞r❡ ✹ ✈❛✉t
(
0 1 1 2

)
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ŵ5 s❡ ❢❛✐t ❡♥ s✉✐✈❛♥t

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✸✮ ✿

ŵ5 = 2ǫ = 2 ❡t w(2)

0,5 = (1 − 2.3) = −5.

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ŵ4 ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ✸✳ ◆é❛♥✲
♠♦✐♥s✱ ❝❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ♥✬❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬❛✉❝✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♠❡♥❡r
❞❡✉① s②♥t❤ès❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ♥♦♥ r❡♣❧✐é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✿

ŵ4 = max(ŵ(1)

4 , ŵ(2)

4 ) = max(2, 6) = 6,

♦ù ŵ(1)

4 ❡t ŵ(2)

4 ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✶✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡✱ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞♦✐✈❡♥t ❡♥
r❡✈❛♥❝❤❡ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és sé♣❛ré♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✶✳✶✸✮ ❡t ✭✶✶✳✷✷✮ ✿

w(1)

0,4 = −11 ❡t w(2)

0,4 = −17.

▲❡s ❞❡✉① ♠❛r❣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ✐❝✐ ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t ✈❛❧❡♥t 1✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ŵ3 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡✱
q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✿

ŵ3 = 18✱ w(1)

0,3 = −11 ❡t w(2)

0,3 = −35.

▲❡s ♠❛r❣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s à 1✳
▲❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ŵ2 ❡st ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t✳ ■❧ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛
s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✶✳✾ ♠♦♥tr❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞r♦✐t❡s ❞♦♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞♦✐t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉①
sér✐❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s s♦♥t ✿

I = [22 ; 24] (2) ∪ [24 ; 26] (1) ❡t cI = [22 ; 24] (1) ∪ [24 ; 26] (2).

▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞❡ ❞r♦✐t❡ s♦♥t ✐♥s❝r✐ts ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ŵ2 ❡st ❞♦♥❝ 24 ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r à

✶✻✺



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✾

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐❞s ŵ2

❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✶✳✻✳

72
70

0 ŵ2

ŵ2

22 24

24

26

ǫ(1)

ǫ(2)

ǫ(1) ′

ǫ(2) ′

(1)(2)

(1) (2)

1

−1

marge

A(ê)

♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ I ✈❛✉t 1 ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ cI ✈❛✉t 2✳ ▲❡ ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ✶ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✶✳✷✷✮ ✿

w0,2 = −w(1)

0,3 − 2ŵ2 = −59,

❡t ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✈❛✉t t♦✉❥♦✉rs 1✳
▲❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬✉♥ r❡♣❧✐❡♠❡♥t✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ s②♥✲
t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é❡ ♣❡✉t ❧✉✐ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✿

ŵ1 = 60 ❡t w0 = −59.

▲❡s ♣♦✐❞s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

ŵ =
(
60 24 18 6 2

)
⊤ ❡t w0 = −59.

▲❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ❧❛ ❝♦♥s✐❣♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♦✉tr❡
❞✬❛✣r♠❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s été
❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❛✉r❛✐t été ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞és✐ré❡ ❡①✐st❡✳ ▲❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉ ♥✬❡♥ ré❛❧✐s❡r❛✐t ♣❛s ♠♦✐♥s L4✳

❇✐❧❛♥ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❛✲
t✐♦♥s ❞✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♥✬❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣❛s
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❡①♣ér✐♠❡♥té❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳

✶✻✻



❙②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ s✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈❡✲
♥✉s ❝♦♥✜r♠❡r ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ❡♥ ❞é❣❛❣❡r ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ❧❡✉r s♦✐t ❝♦♠♠✉♥❡ ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s②♥✲
t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♥♦♥ r❡♣❧✐é❡✱ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛
s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✳

❈❡tt❡ ❧❛❝✉♥❡ ❡st ♠❛❧❣ré t♦✉t r❡❧❛t✐✈✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♥✬❛❜♦✉t✐r❛ ♣❛s s✐ ❥❛♠❛✐s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♥❡ ❝♦♥✈❡♥❛✐t
♣❛s✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❛✐♥s✐ ❧✬❛ss✉r❛♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s✱ à ❞é❢❛✉t ❞✬êtr❡
♥é❝❡s❛✐r❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛✉①✱ ré❛❧✐s❡♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❛tt❡♥❞✉❡✳
❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❥✉❣❡♦♥s q✉❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡✱ ♣♦✉r
✐♠♣❛r❢❛✐t❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡✱ ❛ s❛ ♣❧❛❝❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s
s♦✉✛r❡✱ ❝♦♠♠❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s✬❛♣♣✉②❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡
s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ♠❛✐s ♣❛s s✉✣s❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s à
r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ ❧✐♠✐✲
té❡s✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ✈ér✐té✱ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✳ P❧✉s ❝❡
♥♦♠❜r❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠✐s❡s ❡♥
❢♦r♠❡ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❞✐♠✐♥✉❡✳ P♦✉r ❧❡s
t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ✈ér✐té✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞é❝r♦✐t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡ ✶✵✵✪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ à
✸✪ ♣♦✉r q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s✱ ♣✉✐s à ✵✱✷✷✪✘✘ ♣♦✉r ❝✐♥q ❡♥tré❡s✱ ❡t❝✳ ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳
❯♥❡ ét✉❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♠♦♥tr❡r❛✐t ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t q✉❡
❝❡tt❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ✈✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

▲✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ♠❛❥❡✉r ❛♣♣♦rté ♣❛r ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞♦♥❝ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡ s❡ ✈♦✉❧❛♥t ❣é♥ér❛❧❡ ❞♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t r❡♣♦s❡r s✉r ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❡t s✉✣s❛♥t ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳ ➚ ❝❡ ❥♦✉r✱ ❧❡ s❡✉❧ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❡
t②♣❡ ❡♥ ❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✮ ✿ ❝❡❧❧❡✲❝✐ st✐♣✉❧❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t à ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❡r✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t q✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ♥❡✉✈❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❡t ré✈è❧❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥❛t✉r❡ à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❀ ②
❞é✈♦✐❧❛♥t ♥♦t❛♠❡♥t ❞❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
s✉✐✈✐❡ ❥✉sq✉❡ ❧à ❛ été ✐♥❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❡❧❡r✳

✶✻✼
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d’une fonction logique à seuil

❉
❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛rr✐✈és à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡s ❡t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
s②♥t❤ès❡ ♣❛r ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t ♣❛s ❝♦♥st✐t✉❡r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡

❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❖♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r ✐♥é❣❛❧✐tés ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✉t♦♣✐q✉❡ s✉r ❞❡
❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ s♦♥t q✉❛♥t à ❡❧❧❡s
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡
❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞♦♥t
❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡✳

❈❡t ✓ é❝❤❡❝ ✶ ✔ ❛ été ❛ttr✐❜✉é à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t s✉r ❧❛
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳ P♦✉r
❡s♣ér❡r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s♦✐t é♥♦♥❝❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s♦✐t ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦ù ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡①✐st❡ ❞é❥à✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡
♦♣t✐♦♥ q✉✐ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✶ ▲❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❡①❛❝t❡ ❡t
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳

✶✻✾



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

✶✷✳✶ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❇n ❞❛♥s ❇ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ n + 1 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts wi|

n
i=0 t❡❧s q✉❡ ✿

∀e ∈ ❇n, (L(e) ≡ vrai) ⇔ (w0 + w
⊤
e > 0) . ✭✶✷✳✶✮

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐✐✱ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥t été ✐♥t❡r♣rétés ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞✬✉♥
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ ré❛❧✐s❡ L✳ ❉✬❛♣rès ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❜❛s❝✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡
L s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥❡✉r♦♥❡ s✬❛♥♥✉❧❡ ✿

w0 + w
⊤
e = 0, ✭✶✷✳✷✮

▲❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♥❡✉r♦♥❡✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ ❡st ❛❧♦rs ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❚♦✉t❡✲
❢♦✐s✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛s ❞✬❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❞♦♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡st
❡♥ ❢❛✐t ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳

●é♦♠étr✐❡ ♣♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s P♦✉r d = 1✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✷✮ s✬é❝r✐t
w0 +w1e1 = 0✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❡♥tré❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡❧❧❡✲❝✐ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✿
e1 = −w0

w1
✳ ●é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱

❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à e1 = 0 ❡t e1 = 1 ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ❀ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✶❛✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s d = 2✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❛ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✷✮ s✬é❝r✐t
♠❛✐♥t❡♥❛♥t w0 + w1e1 + w2e2 = 0✳ P♦✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ e1 ✜①é❡✱ ✐❧ ② ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡
✐♥✜♥✐té ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ e2 ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ✿ e2 = −w0

w2
−w1

w2
e1✳ ●é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱

✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✶❜✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛
♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡

(
0 0

)
⊤✱
(
0 1

)
⊤✱
(
1 0

)
⊤ ❡t

(
1 1

)
⊤✱

❡❧❧❡ ✜①❡ ❧à ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r d = 3✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✷✮ ❞❡✈✐❡♥t w0 + w1e1 + w2e2 + w3e3 = 0✱ ❝❡ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❞♦♥t ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❤✉✐t ✈❡❝t❡✉rs
❞✬❡♥tré❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✶❝✮✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ é❜❛✉❝❤é s✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st
s✉✣s❛♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r êtr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ✈❛ êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé à ❞❡s ❡s♣❛❝❡s
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ■❧ s❡r❛ ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♦♥t été é❧❛❜♦ré❡s✳

●é♦♠étr✐❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ n s✉♣ér✐❡✉r❡s✱ ❧✬✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à r❡♣rés❡♥t❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✳ ❆❧✲
❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ t♦✉t❡❢♦✐s s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ▲✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✶✷✳✷✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✓ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ✔ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 1 sé♣❛r❛♥t ❧❡s 2n

✶✼✵



❙②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷

e1 = 0

e1 = 1

e1 = −w0
w1

✭❛✮ P♦✉r n = 1✳

( e1 e2 ) = ( 0 0 )

( 1 0 ) ( 1 1 )

( 0 1 )

e2 = −w1
w2

e1 − w0
w2

✭❜✮ P♦✉r n = 2✳

( e1 e2 e3 ) = ( 0 0 0 )

( 0 1 0 )

( 1 1 0 )

( 1 0 1 )

( 1 1 1 )

( 0 0 1 )

e3 = w2
w3

e2 − w1
w3

e1 − w0
w3

✭❝✮ P♦✉r n = 3✳

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡
❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥
♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳

✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥tré❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❞✐s♣♦sés ❛✉① s♦♠✲
♠❡ts ❞✬✉♥ ✓ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ✔ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬✉♥
s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❞✬✉♥ ❝❛rré ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷ ❡t ❞✬✉♥ ❝✉❜❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ✸ ❬❑♦❤❛✈✐✱ ✶✾✼✽❪✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦✲
❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡ ✔ ❛✜♥ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛♥t
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✈r❛✐❡ ❞❡ ❝❡✉① ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡ ❡st ❢❛✉ss❡✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❡✉t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s✬✐♥✲
t❡r♣rét❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡s
❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ▲❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs
❛✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ♣❛ss❡ ❧❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ s♦♠♠❡t ❞❡
❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞♦♥t ✐❧ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳

●é♦♠étr✐❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ré❛❧✐sé❡s
♣❛r ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐✐✱ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❛✉ s❡✐♥ ❞✉q✉❡❧ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❛ ❜✐❛✐s ❞❡
s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ SL✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡ ❡st ré❣✐❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡♥tré❡ ré❞✉✐t❡ ❧❡s ❡♥tré❡s s②♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱
♠❛✐s n✲❛✐r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ✈❛r✐❡♥t ❞❛♥s J0 ;niK✱ ♦ù ni|

d
i=1 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡s s②♠étr✐q✉❡s ré❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ i ❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ êi✳

✶✼✶



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t✳

4

e1 = 0

1

3

2

e1 = −w0
w1

✭❛✮ P♦✉r d = 1 ❡t n1 = 4✳

( e1 e2 ) = ( 0 0 )

( 1 0 )

( 2 0 )

( 3 0 )

( 0 2 )

( 1 2 )

( 2 2 )

( 3 2 )

e2 = −w1
w2

e1 − w0
w2

✭❜✮ P♦✉r d = 2✱ n1 = 3 ❡t n2 = 2✳

( e1 e2 e3 ) = ( 0 0 0 )

( 2 2 2 )( 2 2 1 )( 2 2 0 )

( 0 2 0 )

( 2 1 2 )

( 2 0 2 )
( 0 1 0 )

( 0 0 1 ) ( 0 0 2 )

e3 = w2
w3

e2 − w1
w3

e1 − w0
w3

✭❝✮ P♦✉r d = 3✱ n1 = 2✱ n2 = 2 ❡t n3 = 2✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵ q✉❡ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ❈❤♦✇ ✐♠♣❧✐✲
q✉❛✐❡♥t q✉❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s②♠étr✐q✉❡s ❞❡✈❛✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ ❛✛❡❝té❡s ❞❡ ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✷✮ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
ré❞✉✐t✱ ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t ŵ ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ê ✿

w0 + ŵ
⊤
ê = 0, ✭✶✷✳✸✮

■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d − 1 ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
❞✐s♣♦sés s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡✱ ♠❛✐s s✉r ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ✓ ♣❛✈❛❣❡ ✔
❞✬❤②♣❡r❝✉❜❡s ❞♦♥t ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ni|

d
i=1✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✷ ✐❧❧✉str❡

❝❡ ♣❛✈❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✶✱ ✷ ❡t ✸✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❡st tr✐✈✐❛❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❡r✳ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♥♦✉s
❝♦♥t✐♥✉❡r♦♥s à ❞é♥♦♠♠❡r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❤②♣❡r❝✉❜❡✳

✶✷✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s

●râ❝❡ à ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❛ ♣✉ ❢♦r♠✉❧❡r
✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t é✈❛❧✉❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ à vrai ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ à vrai ❞✬❛✉tr❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❢♦r♠é
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts é✈❛❧✉❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ à vrai✱ s❛♥s êtr❡ ❡✉①✲♠ê♠❡s

✶✼✷



❙②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷

❣é♥érés✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✳ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❡t ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧❡✉r
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❢♦r♠é ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✶ ✭➱❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥✮✳
❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ❞❡ ▲+

s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ŵ

❡t w0✱ ❡t ❞♦♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ {L} ❡t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❝♦♥❥♦✐♥t❡ c{L}✳

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ {L} s♦♥t✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs é✈❛❧✉❛♥t L à vrai✱ ❧❡s
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ŵ ❡t w0✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs
❝♦♥❥♦✐♥ts ❞❡ c{L} s♦♥t✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs é✈❛❧✉❛♥t L à faux✱ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡
❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥✳

▲❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ {L} ❡t c{L} ré❛❧✐s❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❜♦r♥é ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❤②♣❡r❝✉❜❡✱ ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts s♦♥t ❡①❛❝t❡✲
♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ŵ ❡t w0✳

❙♦✐t ê ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ L✳ ❙❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❡♥ ❡✛❡❝✲
t✉❛♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ê s✉r ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r ŵ ❡t
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬❤②♣❡r✲
♣❧❛♥✱ −w0 ✿

D(ê) = |ŵ⊤
ê − (−w0)|.

❚♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ét❛♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ s❛✉❢ ♣❡✉t✲êtr❡ w0✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦✉r
✉♥❡ ❡♥tré❡ ê

′ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ q✉❡ ê ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛✐t s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♦✉ é❣❛❧❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ê✳ ❖r s✐ ✉♥ t❡❧ ✈❡❝t❡✉r é✈❛❧✉❛✐t L à vrai✱ ✐❧ ❣é♥ér❡r❛✐t
ê ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t s✐ ê ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t t❡❧ q✉❡ L(ê) ≡ vrai ❡t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
ê
′ ✈ér✐✜❛♥t L(ê ′) ≡ vrai ♦♥ ❛✐t ✿

D(ê ′) > D(ê),

❛❧♦rs ê ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ L ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ê
′

♥❡ ♣❡✉t ❧❡ ❣é♥ér❡r✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts ❞❡ c{L} ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✶✷✳✶✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ P❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛♥t ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à
✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳

✶✼✸



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✸

■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ré❛❧✐sé ♣❛r ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t s❛

❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳

vecteur générateur

vecteur générateur

génération

génération

hyperplan

conjoint

conjointe
`

0 0
´

`

10 5
´

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✸ ♣ré❝✐s❡ ❧❡ rô❧❡ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞✬❛ttr✐❜✉❡r ❛✉① ✈❡❝t❡✉rs
❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳ ❊❧❧❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞é❧✐♠✐t❡♥t ✉♥❡
❜❛♥❞❡ q✉✐ ❡♥❝❛❞r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t✱ ❡t ❛✉ ♣❧✉s ♣rès✱ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❡♠♣r✉♥té ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡s ❢❛✲
♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡t ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♥t ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ♣✐①❡❧s q✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♥♦✐r✲
❝✐r ♣♦✉r tr❛❝❡r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❀ ❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧✬❛❧✐❛s✐♥❣ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
rés♦❧✉t✐♦♥ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ❝❡s t❡r♠❡s✱ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧ à ♣❛r✲
t✐r ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ r❡✈✐❡♥t à r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❧❡ ♠✐❡✉① ❞é❝r✐t ♣❛r ❝❡t
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✳

✶✷✳✷✳✶ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉♣♣♦rts

❆❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d − 1✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r d − 1
✈❡❝t❡✉rs ❧✐❜r❡s v̂i|

d−1
i=1 ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ d ♣♦✐♥ts ✿ ✉♥ ♣♦✐♥t ♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t d−1 ♣♦✐♥ts ❞✐r✐❣❡❛♥t

❧❡s d − 1 ✈❡❝t❡✉rs✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✓ ♣♦✐♥t ✔ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t
✜①é❡ ❡♥

(
0 0 · · · 0

)
⊤✳ ❈✬❡st ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs q✉✐ s♦♥t

❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡
♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❜r❡s v̂i|

d−1
i=1 ❢♦r♠❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ r❡❝❤❡r❝❤é✱

❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✬✐❧s ✈é❤✐❝✉❧❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞♦♥t ✐❧s
♣♦rt❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉✬✐❧s ✐♥❞✐q✉❡♥t✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ét❛❜❧✐ q✉✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❜r❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ré❛❧✐s❛♥t
❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡s
♣♦✐♥ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❈❡
rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡

✶✼✹



❙②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷

❝❡s ♣♦✐♥ts ♣❛r♠✐ ❝❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✷ ✭❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥✮✳
❯♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥✱ sé♣❛r❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ∈ ▲+

s ✱ ❡st ❞✐r✐❣é ♣❛r d − 1 ✈❡❝t❡✉rs v̂i|
d−1
i=1 ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿

✶✳ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t d ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ✭❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts✮ ❀

✷✳ ♦✉ ❜✐❡♥ d − p ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t p + 1 ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts ❀ p
ét❛♥t ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❤②✲
♣❡r♣❧❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❛✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡
✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ♦✉ ❣é♥ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦✐♥t ❞❡ L ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❖r
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ❞é✜♥✐r d− 1 ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❜r❡s ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ d ♣♦✐♥ts ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s ✷✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ✜①❡r s❡s d ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳

❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡s d ♣♦✐♥ts ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❝♦♠♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✐❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬♦r✐❡♥t❡r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❧❡✉r s♦✐t ❞✐st❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ é❣❛❧❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉
❡st ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✸ à ❝❡❧✉✐ s✉♣♣♦rté ♣❛r ❝❡s ♣♦✐♥ts✳ ▲❡s d−1 ✈❡❝t❡✉rs✱ ♦❜t❡♥✉s
❡♥ ❧❡s s♦✉str❛②❛♥t ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ ❢♦r♠❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡s ❞❡✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱
❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❝❤❡r❝❤é ✹✳

▲❡s ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s d
♣♦✐♥ts ✿ s✬✐❧s s♦♥t t♦✉s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✖ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♦✉ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡
✖ ❛❧♦rs ❧❡s d − 1 ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❜r❡s s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳ ❙✬✐❧s s♦♥t ré♣❛rt✐s
❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s♦✉str❛②❛♥t ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ♣r✐s ❞❛♥s
❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ tr❛✈❡rs❛❧❡ à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ r❡❝❤❡r❝❤é
❡t ♥❡ ❢♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ s❡✉❧s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
v̂i ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ♦✉
❧✬❛✉tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ d − p ♣♦✐♥ts s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ✐❧s s✉♣♣♦rt❡♥t
d − p − 1 ✈❡❝t❡✉rs ❡t ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs p + 1 ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡
♣♦✉r s✉♣♣♦rt❡r p ✈❡❝t❡✉rs✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ t♦t❛❧ ❞❡ d − 1✳

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts s✉♣♣♦rt❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs v̂i|
d−1
i=1 s♦♥t

❛♣♣❡❧és ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❡t ❧❡✉r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t
❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✳✶ ✭❱❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts✮✳
▲❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L ❞❡ ▲+

s s♦♥t ❧❡s k ∈ Jd ; d + 1K
✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ♦✉ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts ẽ ❞❡ {L} ∪ c{L} ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❡ d − 1 ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❜r❡s v̂i|

d−1
i=1 ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛♥t L ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

✷ ■❧s ❞♦✐✈❡♥t s✉♣♣♦rt❡r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❧✐❜r❡s✳
✸ ❖✉ ❡♥❝♦r❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
✹ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡ ❝❡s ❞❡✉① ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡st ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r w0 ❡t ♥♦♥ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ŵ

✶✼✺



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

✶✷✳✷✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts

❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❞❡ d ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ❞♦♥t ♦♥ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
s✉♣♣♦rts✳ ❉ès ❧♦rs✱ ❧❡✉r s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ d − 1 ✈❡❝t❡✉rs
❡♥❣❡♥❞r❛♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t v̂

(i)|d−1
i=1 ❝❡s

✈❡❝t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ r❡♣rés❡♥té
♣❛r ❝❡t ❤②♣❡r♣❧❛♥ ❛❞♠❡t ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✶✱ ❛✉tr❡✲
♠❡♥t ❞✐t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✳

❖r✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ŵ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ❥✉st❡♠❡♥t
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ✉♥ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱
✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❡s♣❛❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ❧✉✐ s♦✐t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❘❡tr♦✉✈❡r ŵ ét❛♥t
❞♦♥♥és ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs v̂

(i)|d−1
i=1 ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à

tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ✺✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ŵ ❡st
❞❡ ❧✬❡①♣r✐♠❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs v̂

(i)|d−1
i=1 ✿

ŵ = v̂
(1) ∧ v̂

(2) ∧ · · · ∧ v̂
(d−1). ✭✶✷✳✹✮

▲❡ ✈❡❝t❡✉r rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❞é✜♥✐ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r
ré❞✉✐t ê✱ ♦♥ ❛✐t ✿

ŵ
⊤
ê = det(v̂(1), . . . , v̂(d−1), ê), ✭✶✷✳✺✮

d∑

i=1

ŵiêi =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

v(1)

1 · · · v(d−1)

1 e1
✳✳✳ ·

✳✳✳
✳✳✳

v(1)

d · · · v(d−1)

d ed

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. ✭✶✷✳✻✮

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ŵ
⊤
v̂

(i)|d−1
i=1 s♦♥t ♥✉❧s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❝❛❧❝✉❧és

❝♦♠♣t❡♥t ❛❧♦rs s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ŵ ❡st
❜✐❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡t s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣✲
t✐q✉❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ r❡❝❤❡r❝❤é✳ ❈❡✉①✲❝✐ s✬❡①♣r✐♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s✉✐✈❛♥t ✿

ŵi = (−1)d+i

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

v1,1 · · · vd−1,1
✳✳✳ ·

✳✳✳
v1,i−1 · · · vd−1,i−1

v1,i+1 · · · vd−1,i+1
✳✳✳ ·

✳✳✳
v1,d · · · vd−1,d

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. ✭✶✷✳✼✮

✺ ❊♥ ❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❛ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✜♥✐❡✳

✶✼✻



❙②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷

❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✺✮ s❡✲
❧♦♥ s❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r wi ❛✉ s♦✉s✲❞ét❡r♠✐♥❛♥t
♦❜t❡♥✉ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞♦✐t êtr❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ê✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ▲✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❝❛❧❝✉❧é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
♣ré❝é❞❡♥t ❛ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ❧❡ ❢❛✐t r❡♣♦s❡r s✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡t ❤②✲
♣❡r♣❧❛♥✱ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ w0 ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ŵ✱ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♣❧❛❝❡ ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❞❡s ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs
s✉♣♣♦rts ẽ ❡t ẽ

′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ✿

w0 + ŵ
⊤
ẽ = ǫ ❡t w0 + ŵ

⊤
ẽ
′ = −ǫ, ✭✶✷✳✽✮

q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♣❛r ✿

w0 = −ŵ
⊤

(
ẽ + ẽ

′

2

)

. ✭✶✷✳✾✮

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥s♣✐ré❡s
❞✉ ♣✐✈♦t ❞❡ ●❛✉ss ✈❛r✐❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ O(d3)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡s
d ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ✈❛r✐❡ ❞♦♥❝ ❡♥ O(d4)✳

✶✷✳✸ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts

▲❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥t ét❛❜❧✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs
♣❛r♠✐ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡t ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ✿ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts✳ ❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧s
s✉♣♣♦rt❡♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ré❛❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ●é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱
❧❡✉r ❡①✐st❡♥❝❡ ré✈è❧❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ♣✉✐sq✉❡✱ ✜✲
♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts s✉✣s❡♥t à ❞é❝r✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡
à s❡✉✐❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛❤✐r ❝❡tt❡
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡t ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts✳

❙✉♣♣♦s♦♥s s❛✈♦✐r q✉❡ ê ∈ {L} ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt ❞❡ L✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✣r♠❡r q✉❡ t♦✉t ✈❡❝t❡✉r v̂ = ẽ − ê✱ ♦ù ẽ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt ❞❡
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥
♦♣t✐♠❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ê s❡r❛✐t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt✱ ♣✉✐sq✉❡ v̂

s❡r❛✐t ❛❧♦rs ✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥✳

❉ès ❧♦rs✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r v̂ ❡st tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ré❞✉✐t ê

′ t❡❧ q✉❡ ê
′ ± v̂ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ L✳

✶✼✼



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✹

➱❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❣é♥ér❛t❡✉r à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥

✈❡❝t❡✉r ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ✉♥ ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡

❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥✳

c
ẽ
(1)

c
ẽ
(2)

c
ẽ
(3)

ê

ẽ
(1)

ẽ
(2)

v̂ + ẽ
(1)

v̂ + ẽ
(2)

v̂

`

0 0
´

`

4 4
´

◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ✈❛✉t ♣♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r v̂ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ✈❡❝✲
t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ❝♦♥❥♦✐♥t ❡t ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt ❞❡ c{L}✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✹ ✐❧❧✉str❡ ❝❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs q✉✐
♥❡ s❡r❛✐❡♥t ♣❛s ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❞♦✐t êtr❡ ❡①é❝✉té sé♣❛ré✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❞❛♥s s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❝♦♥❥♦✐♥t❡✱ ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✸ ✭❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é✲
♥ér❛tr✐❝❡✮✳
❙♦✐❡♥t ê ❡t ê

′ ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ L ❡t s♦✐t v̂ = ê− ê
′✳

❉ès ❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ê
′′ ∈ {L} ✿

✕ s✐ L(ê ′′ + v̂) ≡ faux ❛❧♦rs ê
′ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt ❀

✕ s✐ L(ê ′′ + v̂) ≡ vrai ❛❧♦rs ê ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt ❀
✕ s✐ L(ê ′′ ± v̂) ∈ {L} ❛❧♦rs ê

′′ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt ❀

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛✉ ❝÷✉r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♣♦sté✲
r✐❡✉r❡s ❛✉① tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts
♥♦✉s s❡♠❜❧❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✖ à ❞é❢❛✉t ❞✬✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✖ ❞❛♥s
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t ✈❡❝t❡✉r✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ♣❛r ✉♥
✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt✱ ❡st tr❛♥s✈❡rs❛❧ à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥✳ ■❧ ❝♦♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥
✈❡❝t❡✉r ❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ❝❡s tr♦✐s t❡sts ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❛❧♦rs
❧❡ ✈❡❝t❡✉r r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té ❞❡ v̂✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r t❡st ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❝♦♥❞✉✐t à é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛✲
t❡✉rs q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ♠❛✐s q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t êtr❡ r❡❞♦♥❞❛♥ts✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷✳✺✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ■❧ ❛rr✐✈❡r❛ s♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ v̂ s♦✐❡♥t
♣♦s✐t✐♦♥♥és ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♦r❞♦♥✲

✶✼✽



❙②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷

✴∗ ❋♦♥❝t✐♦♥ s②♥t❤❡s❡❴❣❡♦♠❡tr✐q✉❡✿
❘❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

P❛r❛♠ètr❡s✿
✴❋❣✴ − ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ❦ ❧✐❣♥❡s ❡t ❞ ❝♦❧♦♥♥❡s✮∗✴

❢♦♥❝t✐♦♥ s②♥t❤❡s❡❴❣❡♦♠❡tr✐q✉❡✭❋❣✮ ❂ ✢♦tt❛♥t❬❪ ④
✴✴ ✴❝♦♥❥♦✐♥t❡❴❋❣✴ − t❛❜❧❡❛✉ st♦❝❦❛♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❋❣
❢❛♠✐❧❧❡❣❡♥❡r❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡❴❋❣❀
✴✴ ✴❦✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs
❡♥t✐❡r ❦ ❂ ❋❣✳♥❜r❡✈❡❝t❡✉rs✭✮❀
✴✴ ✴❝❦✴ − ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts
❡♥t✐❡r ❝❦ ❂ ❝♦♥❥♦✐♥t❡❴❋❣✳♥❜r❡✈❡❝t❡✉rs✭✮❀

✴✴ ✴s✉♣♣♦rt✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
✈❡❝t❡✉rr❡❞✉✐t❬❪ s✉♣♣♦rt ❂ ❋❣❀

✴✴ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
♣♦✉r ✭✐❂✶❀✐❁❂❦❀✐✰✰✮ ④

♣♦✉r ✭❥❂✐❀❥✦❂✐❀❥❁❂❦❀❥✰✰✮ ④
✴✴ ✴✈✴ − ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
✈❡❝t❡✉rr❡❞✉✐t ✈ ❂❋❣❬✐❪−❋❣❬❥❪❀
✴✴ ❧❡s tr♦✐s t❡sts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té é❧✐♠✐♥❛♥t
✴✴ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt ♣♦t❡♥t✐❡❧
✈✳t❡st✭s✉♣♣♦rt✮❀

⑥
⑥

✴✴ ✴❝s✉♣♣♦rt✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❭
❝♦♥❥♦✐♥t❡

✈❡❝t❡✉rr❡❞✉✐t❬❪ ❝s✉♣♣♦rt ❂ ❝♦♥❥♦✐♥t❡❴❋❣❀
✴✴ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
♣♦✉r ✭✐❂✶❀✐❁❂❦❀✐✰✰✮ ④

♣♦✉r ✭❥❂✐❀❥✦❂✐❀❥❁❂❦❀❥✰✰✮ ④
✴✴ ✴✈✴ − ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
✈❡❝t❡✉rr❡❞✉✐t ✈ ❂❝♦♥❥♦✐♥t❡❴❋❣❬✐❪−❝♦♥❥♦✐♥t❡❴❋❣❬❥❪❀
✴✴ ❧❡s tr♦✐s t❡sts ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✈❡rs❛❧✐té é❧✐♠✐♥❛♥t
✴✴ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt ♣♦t❡♥t✐❡❧
✈✳t❡st✭❝s✉♣♣♦rt✮❀

⑥
⑥

✴✴ ✴✈❡❝t❡✉rs✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥
✴✴ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts
✈❡❝t❡✉r❣❡♥❡r❛t❡✉r❬❪ ✈❡❝t❡✉rs ❂ ❬s✉♣♣♦rt✳❞✐✛❡r❡♥❝❡✭✮ ✰ ❝s✉♣♣♦rt✳❞✐✛❡r❡♥❝❡✭✮❪❀

✴✴ ✴♣♦✐❞s✴ − t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s
✢♦tt❛♥t❬❪ ♣♦✐❞s ❂ ♣r♦❞✉✐t❴✈❡❝t♦r✐❡❧✭✈❡❝t❡✉rs✮❀

r❡t♦✉r♥❡r✭♣♦✐❞s✮❀
⑥

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷✳✶

❙②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳

✶✼✾



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✺

➱❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❣é♥ér❛t❡✉r r❡❞♦♥❞❛♥t ❛✈❡❝

❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts✳

c
ẽ
(1)

c
ẽ
(2)

c
ẽ
(3)

ẽ
(1)

ẽ
(2)

ẽ
(3)

v̂ + ẽ
(2)

v̂

`

0 0
´

`

4 4
´

♥é❡s ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ ❝❛s ♥❡✉tr❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❛✉❝✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷✳✶✱ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡t ♥♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❋♦r♠❡r t♦✉s
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs v̂✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ r❡♣rés❡♥t❡✱ s✬✐❧ ② ❛ k
✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ (k)(k−1)

2 ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞♦✐t ❡♥s✉✐t❡
êtr❡ tr❛✐té❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✸✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ 3k t❡sts✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(k3)✱ s♦✐t O(d7) ♣♦✉r d ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r s❡✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ré❛❧✐s❡r ❡♥✈✐r♦♥ ✹✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡
t❡sts s✉r s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✻ ❡t ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❛✉t❛♥t s✉r s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥é✲
r❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ t❡❧ q✉✬✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é✈♦❧✉❡r❛✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t
q✉❡ ✻✺ ✺✸✻ ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ à ❧✬❤❡✉r❡
❛❝t✉❡❧❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✷✳✶ ✖ ❙②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳
❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L1 ∈ ▲+

s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

{L1} =







ê
(1) =

(
2 0 1 0

)
⊤

ê
(2) =

(
2 0 0 1

)
⊤

ê
(3) =

(
1 2 0 0

)
⊤

ê
(4) =

(
1 1 1 1

)
⊤

ê
(5) =

(
0 2 1 1

)
⊤







.

▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿ n1 = 2✱ n2 = 2✱
n3 = 1 ❡t n4 = 1✳ ❈♦♠♠❡ L1 ❛ q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s ré❞✉✐t❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r q✉❛tr❡ ✈❡❝t❡✉rs
❣é♥ér❛t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❞❛♥s s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ✐❧ ♣❡✉t ② ❡♥ ❛✈♦✐r ♠♦✐♥s
s✐ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s

✻ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬✉♥ t❡st ❞✉r❡ ✉♥❡ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ t❝✐♥q ❥♦✉rs✳

✶✽✵



❙②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷

✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ▲❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✿

c{L1} =







c
ê

(1) =
(
2 1 0 0

)
⊤

c
ê

(2) =
(
2 0 1 1

)
⊤

c
ê

(3) =
(
1 2 0 1

)
⊤






.

▲✬♦❜❥❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡ {L1} q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉♣♣♦rts✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✸ à t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs
v̂

(i,j) = ê
(j) − ê

(i)✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t q✉❡ s❡✉❧ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r ê
(5) ❡st é❧✐♠✐♥é✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉❡ q✉❛tr❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s
q✉❛tr❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉♣♣♦rts r❡❝❤❡r❝❤és✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡♥ ❞ér✐✈❡r tr♦✐s ✈❡❝✲
t❡✉rs ❧✐❜r❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

v̂(1) =
(
0 0 1 −1

)
⊤,

v̂(2) =
(
1 −2 1 0

)
⊤

❡t v̂(3) =
(
1 −1 0 −1

)
⊤.

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✼✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s q✉❛tr❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s ❞❡ ŵ ✿

ŵ1 = −

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 −2 −1
1 1 0
−1 0 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 3,

ŵ2 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 1
1 1 0
−1 0 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2,

ŵ3 = −

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 1
0 −2 −1
−1 0 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1,

❡t ŵ4 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 1
0 −2 −1
1 1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 1.

▲❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✳✾✮ ❛✈❡❝ ✉♥
❞❡s q✉❛tr❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❞ét❡❝tés ❞❛♥s {L1} ❡t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❣é♥ér❛t❡✉r
s✉♣♣♦rt ❞❡ c{L1}✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ c

ê
(3) ✿

w0 = −ŵ
⊤
ê

(1) + c
ê

(3)

2
= −7,5.

▲❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞♦♥❝ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

ŵ =
(
3 2 1 1

)
⊤ ❡t w0 = −7,5.

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ré❞✉✐t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✾✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✱ ♠♦♥tr❡
❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ♠♦✐♥s ✐♥✢✉❡♥t❡s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱
❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ q✉✐ ❧❡✉r ❛ ❛✛❡❝té ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s
s②♥❛♣t✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡✲
♠❡♥t ré❞✉✐t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✉ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡

✶✽✶



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳

✶✷✳✹ ❇✐❧❛♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ é❧❡✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t✐✈❡✱ ♣❡✉ ❞✬❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦♥t ♣✉ êtr❡ ♠❡♥é❡s ♣♦✉r ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s é❧❡✈és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♥é❛♥♠♦✐♥s ♣✉ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r✈❡♥❛✐t à s②♥t❤ét✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡ ♥❡ ❞♦♥♥❛✐t r✐❡♥✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠❡♥❡r ❞❡s t❡sts ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ♣♦✉ssés ❡t ❞♦♥❝ ❛♣♣✉②❡r ❧❛ ✈ér❛❝✐té ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✸✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①♣❧♦ré❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s é✈✐❞❡♥t❡ ❝♦♥s✐st❡
à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡s t❡sts ❧❡s ❞✐sq✉❛❧✐✜❡♥t✱
s♦✉❧❛❣❡❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ■❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♥t✐❝✐♣❡r ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❝❡rt❛✐♥s t❡sts✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s s♦rt✐r❛✐❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡
❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡✳

❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♥♦♥ s✉♣♣♦rts ♣✉✐ss❡♥t ♥✬♦❝✲
❝✉♣❡r q✉❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ❙✐ ❝❡❧❛ s✬❛✈ér❛✐t
❡①❛❝t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦s q✉❡❧q✉❡s ❡ss❛✐s s❡♠❜❧❡♥t ❧❡ s✉❣❣ér❡r✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❣é✲
♥ér❛t❡✉rs ❡t ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♥❥♦✐♥ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜és ❞✬♦✣❝❡ ❝♦♠♠❡ ✈❡❝t❡✉rs
s✉♣♣♦rts✳

❊♥ t♦✉t ét❛t ❞❡ ❝❛✉s❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♠♠❡
d4✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts ❛✉❣♠❡♥t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ d✱ ❧❡s ♣ré✲
❝❡♣t❡s é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ♥♦♥ s✉♣♣♦rts ❞♦✐✈❡♥t é❧✐♠✐♥❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❝r♦✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ d3✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ tr♦♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts s❡r❛✐❡♥t ❞ét❡❝✲
tés✱ ❢❛✐s❛♥t é❝❤♦✉❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r
❝❡r♥❡r ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳

✶✽✷
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Vers un environnement

de synthèse
assistée par ordinateur

❆
✉ ❢✐❧ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ❛ été ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é ❛✉t♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❡t ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛✲

q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡✱ ♠❛♥✐♣✉❧é❡✱ ♣✉✐s r❡s②♥✲
t❤ét✐sé❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❧✉s r♦❜✉st❡✳ ❆✐♥s✐ é♣❛r♣✐❧❧és ❞❛♥s ❝❡
❞♦❝✉♠❡♥ts✱ ❧✬✉♥✐té ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♥❡ tr❛♥s♣❛r❛ît ♣❛s ❞❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡✳
■❧s ❢♦r♠❡♥t ♣♦✉rt❛♥t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❜❛s❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉
ré✉♥✐r ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥♦♠♠é❡ ❝♥♥st✉❞✐♦✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ❝✰✰ s♦✉s
❧✐❝❡♥❝❡ ❣♣❧ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣♥✉✴▲✐♥✉①✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❝r♦♥②♠❡ ❞❡s ré✲
s❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡st ❧✬❤ér✐t❛❣❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
♦r✐❣✐♥❡❧❧❡s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts s✬ét❡♥❞❡♥t s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ ♣♦✉r✈✉ q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❈✬❡st
❛✐♥s✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ✉t✐❧✐s❡r ❝♥♥st✉❞✐♦ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡

✶✽✸



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

♥❡✉r♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥❝ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❡✉ r❡❝♦✉rs ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❣r♦✉♣é s♦✉s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ✿

❛♥❛❧②s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✾ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐✲
♥❛✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❀

❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✽ ❡t ✶✶ ❛♣♣♦rt❡♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡t ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✐♥térêt ✿
✕ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱
✕ ❧❛ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱
✕ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧✱
✕ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❀

s②♥t❤ès❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✿
✕ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✱
✕ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❡♥ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s s②♠étr✐q✉❡s✱
✕ ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡ ❡t✱ ❛✈❡❝ ❡❧❧❡✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡s ♥♦♥ r❡♣❧✐és✱
✕ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡ s❡ r❡✈è❧❡ ét♦♥♥❛♠♠❡♥t ♣❛✉✈r❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡✲
♥✐r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é❥à ♣r♦❣r❛♠♠é ❀ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♦✉
♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♥♦♥ r♦❜✉st❡✳ ◆♦✉s ❥✉st✐✜♦♥s ❝❡tt❡ ❧❛❝✉♥❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛r❛❝✲
tèr❡ ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡t s✉rt♦✉t ❞❡ ❧❡✉r
❛♣t✐t✉❞❡ à êtr❡ s②♥t❤ét✐sé❡s ❡♥ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳

P♦✉✈♦✐r ❢❛❜r✐q✉❡r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♦✉ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦✲
❣✐q✉❡ à ré❛❧✐s❡r✱ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡t ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣♦s❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ t❡♥t❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t tr❛❞✉✐r❡ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉
❞❡ ✈ér✐té ❡♥ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❝♦♠♠❡♥t tr❛✐t❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ♥❡
r❡❧è✈❡r❛✐t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r❛ à ♣r♦♣♦s❡r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❜✐♥❛✐r❡s ✐s♦❧és✳

✶✸✳✶ ❉✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❛✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s

❘❡♥❞r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣❡✉t s❡ ré✈é❧❡r ❤❛✉t❡♠❡♥t str❛té❣✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣r❡♥❞r❛✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ st❛t✉t ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡ ❡t ♥❡ s❡r❛✐❡♥t ❛✐♥s✐
♣❧✉s tr✐❜✉t❛✐r❡s ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s✳ ❈❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ s❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❡♥ ❞❡✉①
ét❛♣❡s ✿ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ♣✉✐s ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

✶✽✹



❱❡rs ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸

✶✸✳✶✳✶ ❈❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧

❙❛✈♦✐r q✉✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦✲
t❤ès❡ très ❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❛❧❧è❣❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛s à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡
❛✐♥s✐ ❞é❝r✐t❡ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❀ ❛✈❡❝
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❛ ✐♠♣♦s❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡ ❈❤♦✇✱ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✷✺✱ s♦♥t
❛❧♦rs ❞❡s ♦✉t✐❧s ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❬❈❤♦✇✱ ✶✾✻✶❪✳ ❖❜t❡♥✉s ♣❛r
❧❛ s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐♥t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❡♥tré❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❡st ♥é❣❛t✐❢✱ ❧❡s ❡♥tré❡s s②✲
♠étr✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
ré❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é ❞ès ❧❡ ❞é♣❛rt ❡t ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ♣♦s✐t✐❢ ❧❡ s♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱
à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s r❡♣♦s❡♥t ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ❊♥ ❧✬♦❝✲
❝✉r❡♥❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ré✲❛rr❛♥❣❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s ♦❜t❡♥✉❡s s❡❧♦♥
❧❡✉rs ✐♥✢✉❡♥❝❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ é❧✐♠✐♥❡r
❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬❡♥tré❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛s à ❞❡s ♠✐♥t❡r♠❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❧✐❣♥❡s
r❡st❛♥t❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛❧♦rs très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳
■❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❧✐❣♥❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts✱ q✉✐ s✬❛✈èr❡♥t
r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❀ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐té❡ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡
❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✸✳✶ ✖ ❋❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳

❙♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ L1 ∈ ▲s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

L1(e1, e2, e3, e4) ≡ e1 + (e2
2

⊤ e3
2

⊤ e4).

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ L1 ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

e1 e2 e3 e4 L1

faux faux faux faux faux

faux faux faux vrai faux

faux faux vrai faux vrai

faux faux vrai vrai faux

faux vrai faux faux vrai

faux vrai faux vrai faux

faux vrai vrai faux vrai

faux vrai vrai vrai vrai

vrai faux faux faux vrai

vrai faux faux vrai vrai

vrai faux vrai faux vrai

vrai faux vrai vrai vrai

vrai vrai faux faux vrai

vrai vrai faux vrai vrai

vrai vrai vrai faux vrai

vrai vrai vrai vrai vrai

❊♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s L1 ✈❛✉t vrai✱ ❧❡s ❝✐♥q ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ❞❡

✶✽✺



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❈❤♦✇ ✈❛❧❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✷✻ ✿

a (L1) =
(
8 7 7 5

)
⊤

❡t m (L1) = 12.

❈♦♠♠❡ a4 < m
2 ✱ s♦♥ ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡ ❞❡✈r❛ êtr❡ ♥é❣❛t✐❢✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❞♦♥❝

❝♦♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ L1 ❡t s♦♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡s❝r✐♣t❡✉r ❞❡ ❈❤♦✇ ✈❛✉t
m−a4 = 7✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s e2✱ e3 ❡t e4 s♦♥t ❞♦♥❝ s②♠étr✐q✉❡s✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥❞✐❝é❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ê1 → {e1} ❡t
ê2 → {e2 ; e3 ; e4}✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♣❡❝tr❡ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❝❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té✳ ❊♥ ② s✉♣♣r✐♠❛♥t
❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ré❞✉✐ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s L1 ✈❛✉t faux✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✬é❝r✐t ✿

ê1 ê2 SL1

1 3 vrai

1 2 vrai

1 1 vrai

1 0 vrai

0 3 vrai

0 2 vrai

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❡♥t ♣❛r s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✿

{L1} =

{
1 0
0 2

}

.

✶✸✳✶✳✷ ❈❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s

▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣♦s❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞♦♥t ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s s♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ❛ été ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ❊s♣ér❡r ♣♦✉✈♦✐r
❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ♥✬❛✐t ♣❛s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦♥ s❡♥s
t❤é♦r✐q✉❡✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♥✬❡st ♣❛s
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r êtr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥ ré❛❧✐té ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❜✐❡♥ ♣❧✉s
❧❛r❣❡ ❀ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r êtr❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ♠♦✐♥s
❞❡ ❤✉✐t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❬P❛✉❧❧ ❡t ▼❝ ❈❧✉s❦❡②✱ ✶✾✻✵❪✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s✱
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡st ❞♦♥❝ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡✱ ❡t s✬♦❜t✐❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs
❞❡ ❈❤♦✇✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡✱ ❝♦♠♣❛✲
t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ♥♦s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡✱ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ❊❧❧❡ ❞❡✈r❛ ✈r❛✐✲
s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t êtr❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡♥

✶✽✻



❱❡rs ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸

❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥é✲
r❛tr✐❝❡s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛ ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡
sé♣❛r❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠✐♥t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♥❡
❞♦✐t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s r❡✈êt✐r ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞é✜♥✐t✐❢✳ ❊❧❧❡ ❞♦✐t ♣♦✉r ❝❡❧❛ r❡st❡r ♣✉r❡♠❡♥t
❢♦♥❝t✐♦♥❡❧❧❡✱ à ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❢❛✐r❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é✲
♥ér❛tr✐❝❡s✱ q✉✐ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡♥t ❞❡ ❧✐st❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t
r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s q✉✬❛✉r❛✐❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s
❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ré❛❧✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✳

✶✸✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s

▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❡♥❣❧♦❜❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥
❡♥❥❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧✬❡ss♦r ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ s❛✈♦✐r s②♥✲
t❤ét✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ❡♥ ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♦✉ ❡♥ ✉♥❡ ♣♦rt❡ ❧♦❣✐q✉❡
t❧✱ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❝❧❡❢✳ ■❧ ♠❛♥q✉❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡✱
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✓ ❞é❝✐❞❡r ✔ q✉❡❧s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s②♥t❤ét✐sés ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✐✈❡rs❡s s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❝é❞é✱ ❛✉t♦✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ s❡r❛✐t ❧❡ ❢♦♥❞❡✲
♠❡♥t s♦❧✐❞❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛ss✐sté❡
♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞♦♥t ✉♥ t❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦✐t ♣♦✉✲
✈♦✐r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥t ❛❜♦✉t✐❡s ♥♦s r❡❝❤❡r❝❤❡s
❛♣♣♦rt❡♥t ❞é❥à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ré♣♦♥s❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥✲
tré ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣♦✉✈❛✐t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à
✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥ ♣♦rt❡s
♥✲s♦♠♠❡✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡✈✐❡♥t à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r sé♣❛ré♠❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s
♥❡ ré❛❧✐s❡♥t q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✲s♦♠♠❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r
❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣♦✉r s♣❡❝tr❡s ♥♦♥ r❡♣❧✐és✳

❈❡tt❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐① ❞❡ s②♥t❤ès❡
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ✿ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❡st✲✐❧
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r sé♣❛ré♠♠❡♥t t♦✉t❡s s❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✱ ❢❛✉t✲✐❧
♣❧✉tôt ❡♥ s②♥t❤ét✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ❡t❝✳

✶✸✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s

▲❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❈❡❧✐♥s❦✐
♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✶✸✺ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✵✱ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
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❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶

Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡
♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✳
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ê5

ê6
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❧♦❣✐q✉❡s ♣❛r t❛❜❧❡s ❞❡ ❑❛r♥❛✉❣❤✳ ❊♥ s②♥t❤ét✐s❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛✲
♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦✉ sé♣❛ré♠❡♥t✱ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s
❡t ♠✐s ❡♥ rés❡❛✉ s❡❧♦♥ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s s✬✐♠❜r✐q✉❡♥t
❧❡s ✉♥❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡♥ s②♥t❤ét✐s❛♥t à ♣❛rt
t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬♦❞r❡ ✸✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s s❡r✈❡♥t
❞✬❡♥tré❡s ❛✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❡♥t✐èr❡✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ tr❛✐té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✶ ❡t ❡♥ ❛♣♣❡❧❛♥t L1 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬♦r❞r❡ ✸✱ L2 ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ❡t ❛✐♥s✐
❞❡ s✉✐t❡✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s✬é❝r✐t ✿







1 1 2 0
1 1 1 L1

1 1 0 L2

1 0 2 0
1 0 2 L3

0 1 2 L4

0 1 1 L5







. ✭✶✸✳✶✮

❊♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t L5 < L4 <
· · · < L1 ✭✈♦✐r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✽✮✱ ❛❧♦rs ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t✲êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ré❞✉✐t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿ ê ∈ J0 ; 5K✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉r ✈❛✉t ✿

✕ ê = 0 ❧♦rsq✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s L1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ L5 ♥✬❡st ✈r❛✐❡ ❀
✕ ê = 1 ❧♦rsq✉❡ L1 ❡st ✈r❛✐❡ ❀
✕ ê = 2 ❧♦rsq✉❡ L2 ❡st ✈r❛✐❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ L1 ❡st ✈r❛✐ ♣✉✐sq✉❡ L2 < L1 ❀
✕ ✳ ✳ ✳
✕ ê = 5 ❧♦rsq✉❡ L5 ❡st ✈r❛✐❡✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t

✈r❛✐❡s✳

✶✽✽



❱❡rs ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸

▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s❡ ♠❡t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿







1 1 2 0
1 1 1 1
1 1 0 2
1 0 2 0
1 0 2 3
0 1 2 4
0 1 1 5







, ✭✶✸✳✷✮

❡t ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣ré❝♦♥✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡✳ ❙✐ s♦♥ s♣❡❝tr❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡♣❧✐é✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❞✉ r❡ss♦rt ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♣♦✉r s♣❡❝tr❡s
♥♦♥ r❡♣❧✐és✱ s✐♥♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ r❡❝♦✉r✐r à ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡✱ ✈♦✐r❡ à ❧❛ s②♥t❤ès❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✳ ❆♣rès s②♥t❤ès❡✱ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t
❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❧❡s ✉♥s ❛✉① ❛✉tr❡s ❞é♣❡♥❞s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t s✬✐♠❜r✐q✉❡♥t
❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r t❛❜❧❡❛✉① ❞❡
❈❡❧✐♥❦s✐✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s s✬❛rrêt❡ ❞ès q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ s♦♥t ❝♦✉✈❡rt❡s ♣❛r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r q✉❡❧❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s s②♥t❤ét✐s❡r ❞é✲
♣❡♥❞ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞és✐ré❡s ♣♦✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉✳ ❊❧❧❡s s♦♥t
rés✉♠é❡s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r✐♥❝✐♣❡s✱ ❞é❝r✐ts ❝✐✲❛♣rès✳

❉✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣ér❛t✐❢ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡
❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝❤♦✐s✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❜✐❡♥ à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à
s❡✉✐❧✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❡①♣❧♦✐t❡r♦♥s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♣♦✉r ♠♦✐♥s ❞❡
❤✉✐t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧ ❡t ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t à
❤✉✐t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❝❤♦✐s✐❡s✳

❈♦✉✈❡rt✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✐❝✐ ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é✲
♥ér❛tr✐❝❡ ♣❛r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ t♦✉t❡s s❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ▲❡ rés❡❛✉ ♦❜t❡♥✉ ❛
❛❧♦rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s r❡❧✐és ❧❡s ✉♥s ❛✉① ❛✉tr❡s ♣❛r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ rés❡❛✉ ♦❜t❡♥✉ ❡st ré❞✉✐t❡
❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ très
s✐♠♣❧❡✱ ❞❡ s♣❡❝tr❡ s♦✉✈❡♥t ♥♦♥ r❡♣❧✐é✱ ❡t ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡ ♠❛r❣❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t é❧❡✈é❡✳ ❉ès ❧♦rs✱ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉ ❜r✉✐t ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s s❡r❛
é❣❛❧❡♠❡♥t é❧❡✈é❡✱ ❡t ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♣♦✉rr❛ ❛✐♥s✐ s✉♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥
❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

✶✽✾



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✷

❙②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣❛r
❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳
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ê5

ê6
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❈❡ t②♣❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s
❜✐♥❛✐r❡s ❡♠❜❛rq✉és s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ t②♣❡ ❢♣❣❛✱ ❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ♣r♦✜t ❞✬✉♥✐tés ❧♦❣✐q✉❡s très s✐♠♣❧❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✷ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳
▲❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ q✉✐ ② ❡st ré❛❧✐sé ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦rt❡s ♥✲s♦♠♠❡✳

❈♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ✐❝✐
♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à s②♥t❤ét✐s❡r ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝♦✉✈r✐r ❡♥t✐è✲
r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
à ❞❡s rés❡❛✉① très ❧é❣❡rs ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✈♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❧♦❣✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♥✲
t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❡①❛❝t❡ ✈♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳

▲❡s ♠❛r❣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡s s❡r♦♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ ✐♠✲
♣❧✐q✉❛♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ❝♦ût ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧❡✈é❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡ t②♣❡ ❞❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st très ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡s✲
t✐♥és à êtr❡ ❡①é❝✉tés s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✐♠✐té❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
♣❧✉s r❛♣✐❞❡ à ❡①é❝✉t❡r ❧❡s rés❡❛✉① ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
♥❡✉r♦♥❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ sér✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ♥♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✸ ♠♦♥tr❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳

❈♦✉✈❡rt✉r❡s r❡❞♦♥❞❛♥t❡s ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛
r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡♥ s②♥t❤ét✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❧❡s

✶✾✵



❱❡rs ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸
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❙②♥t❤ès❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣❛r
❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

♠ê♠❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ s❡s s♦✉s✲
❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ rés❡❛✉ r♦❜✉st❡ à ❧❛
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞❡ s❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts✳

✶✸✳✷✳✷ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ré✲
s❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡st ❜✐❡♥ ♠✐❡✉① éq✉✐❧✐❜ré❡ q✉❡ ❝❡ q✉❡
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s ♦♥t à ♦✛r✐r ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉✲
r♦♥❡s ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻ ❀ ❈❡❧✐♥s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶ ❀ ◆❡♠❡s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽ ❀ ❈r♦✉♥s❡ ❡t ❛❧✳✱
✶✾✾✼ ❀ ❘♦s❦❛ ❡t ❈❤✉❛✱ ✶✾✾✸❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❞é❝♦✉♣❛❣❡s
❝♦❤ér❡♥ts ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ s②♠❜♦❧✐sés ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥❡ ré❛❧✐s❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡✉rs ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❝♦♥❞✉✐t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✿ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡
ré❛❧✐s❛♥t ❧❡s ♠✐♥t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s②♥t❤ét✐s❡r✱ ❡t ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡
s♦rt✐❡ ré✉♥✐ss❛♥t ❧❡s s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣♦rt❡ ou✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱
♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té sé❞✉✐s❛♥t❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s♦rt✐r ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉❧t✐✲
❝♦✉❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❡♥tré❡s à
❛tt❛q✉❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳

❇✐❡♥ q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s
❣é♥ér❛tr✐❝❡s s♦✐t ❡♥❝♦r❡ à ét❛❜❧✐r✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡♥ ✉♥
rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦✉ ❡♥ ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ t❧✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
r❡❝❤❡r❝❤é❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s à s②♥t❤ét✐s❡r ♦♥t

✶✾✶



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r ❧✬♦ss❛t✉r❡ ❞✬✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ❧♦❣✐q✉❡s ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳

■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳ ■❧ ❡st ❛✐♥s✐ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❧❛ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s s♦✉s✲❢❛♠✐❧❧❡s à s②♥t❤ét✐s❡r s♦✐t s✐t✉é❡ à ♠✐✲❝❤❡♠✐♥
❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ▲❛ s②♥t❤ès❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✸✳✶
❡♥ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

✶✾✷
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Conclusion générale

❊
♥ ✶✾✻✺✱ ●✳ ▼♦♦r❡✱ ❧❡ ❝♦✲❢♦♥❞❛t❡✉r ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ r❡tr❛✐té ❞✬■♥t❡❧ ❘©✱ é♥♦♥ç❛ ❧❛
❢❛♠❡✉s❡ ❧♦✐ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥s✐st♦rs ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡s✲
s❡✉r ❞❡✈❛✐t ❞♦✉❜❧❡r t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❛♥s✳ ◗✉❛r❛♥t❡ ❛♥s ♣❧✉s t❛r❞ ✐❧ ♣ré❞✐t q✉❡ ❞✬✐❝✐

✷✵✷✵✱ ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s à ❜❛s❡ ❞❡ tr❛♥s✐st♦rs ❜✉t❡r♦♥t s✉r ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♣❤②s✐q✉❡s
✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡s✱ ♠❡tt❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ à ♣rès ❞❡ s♦✐①❛♥t❡ ❛♥s ❞❡ ♣r♦❣rès ❬❘✐❝❤❛r❞s✱
✷✵✵✼❪✳ ❊t s✐ ❧❡ t❡♠♣s ét❛✐t ✈❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥❡✉r♦♠✐♠ét✐q✉❡s✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧✱ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ r❡❧❛✐ ❄

P♦✉r q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝ré❞✐❜❧❡✱ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣✲
t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠❛♥q✉❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❛✉① rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s✱ q✉✐ ♥❡ ❜é♥é✜❝✐❡♥t
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ très ♣❡✉ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❉❛♥s
❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡✉r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ très ✐rré❛✲
❧✐st❡ ❡t s❡✉❧❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉rr❛ ② r❡♠é❞✐❡r✳
▲❡ s✉❝❝ès ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ét✉❞❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♠✐s ❡♥ ❥❡✉✱ ❞é♣❡♥❞r❛ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ à ✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞é❞✐é ❛✉① ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ✿
❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✳ ◆é❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♦✉✲
t✐❧ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡✉r s②♥t❤ès❡ ❡♥ ♥❡✉r♦♥❡s

✶✾✸



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ⑤ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s

❜✐♥❛✐r❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡♥ ❝♦♥t♦✉r♥❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❤❛✲
❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡♥❝♦♥tré❡s✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❛✐♥s✐ ♠❡♥é à ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ s②♥✲
t❤ès❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉r♣❛ss❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ q✉✐ s✬❡st é❝❤❡❧♦♥♥é❡ s✉r tr♦✐s
♣❤❛s❡s✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ✉♥ ❜✐❧❛♥ ♣r❛❣♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s
❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡✉r
é❧é♠❡♥t ❝❡♥tr❛❧✳ ❙♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡
❛ ❛❧♦rs ré✈é❧é ❧❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡ ❝♦♥st❛t ❛ ♠♦t✐✈é ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
♣✐st❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ✈♦✐❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦✉t✐❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ P❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛♥❛❧②t✐q✉❡s
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✬✐❧s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ÷✉✈r❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛rr✐✈és à ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
q✉❡ ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ ✈ér✐té ❧❡✉r ét❛✐t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✲
♠❡♥t ✐♥❛❞❛♣té❡ ❡t ❡①❝❡ss✐✈❡♠❡♥t r❡❞♦♥❞❛♥t❡✳ ❈❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ré❞✉✐t✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡✉❧s q✉❡❧q✉❡s ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t r❡t❡♥✉s ♣♦✉r
❢♦r♠❡r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧❧❡
❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ r❡♥❞❛♥t s❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞ér♦✉t❛♥t❡✱ ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs rè❣❧❡s
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✬❡st ré✈é❧é ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉①
t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ✈ér✐té✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦♥s❡r✈❛✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❡✉r s②♥t❤ès❡ ❡♥ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❛✉r❛✐t ❛✉tr❡♠❡♥t ❞û r❡❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❯♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❛ ❡♥✜♥ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

●râ❝❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦♥t ♣✉ êtr❡ ❛❝❝é❧éré❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❣rès ❛✐♥s✐
❛♣♣♦rtés ❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ♣❡r♠✐s ❞✬é♥♦♥❝❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ s②♥t❤ès❡
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❡♥ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ❇❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ré❝✉rs✐✈❡✱ ✈✐s❛♥t à ♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ s❡✉✐❧✱ ❝❡t
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s s❡ ❞é♠❛rq✉❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♣❛r ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥❡tt❡♠❡♥t s✉✲
♣ér✐❡✉r❡s✳ ❯♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱
❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rts✱ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ♣r♦♣♦sé❡ ✿ ❧❛ s②♥t❤ès❡
❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ q✉❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ s♣❡❝tr❛❧❡✱ ❡❧❧❡ t✐r❡
♣❛rt✐ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ✈❛❧✐❞✐té à ✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳ ❙✐ s♦♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ t❡❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❧✬♦❜s❡r✈❡r s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♣❡✉t êtr❡
❞é♠♦♥tré✱ ✐❧ s✬❛❣✐r❛ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t
❧✬✐♥té❣r❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳

❚♦✉t❡s ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♦♥t été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s
❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬❛♠❜✐t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞❡✈❡♥✐r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦✉t✐❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡

✶✾✹



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ⑤ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹

❞❡ s②♥t❤ès❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡
♣♦✉rr❛✐❡♥t s✬❛rt✐❝✉❧❡r✱ ♦♥t été ét❛❜❧✐❡s✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✱
❞❡st✐♥é❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ❛ été ♣rés❡♥té❡✳ ❊♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t s♦♥t s②♥t❤ét✐sés ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛ss❡♠✲
❜❧é❡s ♣❛r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❛❧❝✉❧és
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦♣t✐♠✐sés s❡❧♦♥ ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❛♥t❛❣♦♥✐st❡s ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❝✐r❝✉✐ts ♥❡✉r♦♥❛✉① ❝♦♥ç✉s ❞❡
❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré♣❛rt✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❜✐❡♥ ♣❧✉s éq✉✐❧✐❜ré❡
q✉❡ ❝❡✉① rés✉❧t❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s✳

▲✬❛♣♣♦rt ❢♦r♠❡❧ ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❛ été ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞é❝✐s✐❢ ❞❛♥s ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ●râ❝❡ à ❧✉✐✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés r❡♥✲
❝♦♥tré❡s ♣❛r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ♣✉ êtr❡ ❝♦♥t♦✉r♥é❡s✳ ❉❡ ❝❡tt❡
❢❛ç♦♥✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦✉t✐ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐✲
tés ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ✈♦✐r❡ ♠♦✐♥❞r❡✱ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ♦♣t✐♠✐sés ❡t ❞♦♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✐❧❧✐♠✐té✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❢❛✐t ❧✬♦❜✲
❥❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦✉ssé❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❧❡✉r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♣❛r✈✐❡♥❞r❛ à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s q✉✐ t✐r❡r♦♥t ❛❧♦rs ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛rt✐ ❞❡
❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s
❜✐♥❛✐r❡s ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞❡ ❧❡✉rs ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♥✬❡♥ ❡st q✉✬à s❡s ❞é❜✉ts✳ ▼❛✐♥t❡✲
♥❛♥t q✉❡ ❧❡✉r ✐♥térêt ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡ ❛ été ét❛❜❧✐❡✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t
t❡♠♣s ❞✬✐♥✐t✐❡r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣♦✐♥t✉❡s ❛✜♥ ❞✬❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s ♣❡✉✈❡♥t r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦♣r❡s ❛✉① rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧s ♣♦✉rr❛✐t ♦✉✲
✈r✐r ❧❛ ✈♦✐❡ à ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ♥❡✉r♦♥❛✉① ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ❧❡✉r ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳

❆✈❛♥t ❝❡❧❛✱ ✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ str❛té❣✐q✉❡ ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛✲
❧✐s♠❡✱ ❜❛sé s✉r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❣é♥ér❛tr✐❝❡s✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❊♥ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ♣❛r ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s❡r♦♥s
❛✐♥s✐ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s t♦✉s ♣r❡♠✐❡rs ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛ss✐sté❡ ♣❛r ♦r❞✐♥❛✲
t❡✉r ❀ ✉♥ ♦✉t✐❧ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦s tr❛✈❛✉① à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡
❝✐r❝✉✐ts ❝♦♠♣❧❡ts✳ ➚ ❞❡♥s✐té ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ é❣❛❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛❝t✉❡❧s✱ ❞❡
t❡❧s ❝✐r❝✉✐ts ❛✣❝❤❡r♦♥t✱ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s très s✉♣ér✐❡✉r❡s✱ ❤ér✐té❡s ❞❡
❧❛ r✐❝❤❡ss❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳
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✸✳✸ ▲❡s q✉❛tr❡ ✐♠❛❣❡tt❡s✱ ❞❡✉① à ❞❡✉① ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✹ ❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡tt❡ ♠é♠♦r✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❜r✉✐té❡✳ ✷✾

✸✳✺ ❚r♦✐s ✐♠❛❣❡tt❡s ❞♦♥t ❧❛ ♠é♠♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮
❞♦♥♥❡ ❞❡s ♣♦✐❞s s②♥❛♣t✐q✉❡s très ♣❡✉ r♦❜✉st❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✻ ❙❝❤é♠❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❢♦r♠❡❧ ❝❤❛♦t✐q✉❡ ✭❝❤❛q✉❡ ♣♦✐❞s s②✲
♥❛♣t✐q✉❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❛❣❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ r❡t❛r❞✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✼ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❞❡s ❧✈q ❡t ❞❡s ❝❛rt❡s ❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❛tr✐❝❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✹✳✶ ❙❝❤é♠❛ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✹✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✹✳✸ ❙❝❤é♠❛ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ ♥❡✉r♦♥❡s✳ ✸✼

✹✳✹ ▲❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❡t ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s
❝♥♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✵✶



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✹✳✺ ▲❛ ♣✉❝❡ ❛❝❡✲✹❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✹✳✻ ❆❧❧✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥❡ r♦✉t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ✸✾

✹✳✼ ❙t❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✹✳✽ ▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♥♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✹✳✾ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉rs ♣❛r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹✳✶✵ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r ✉♥ ❝♥♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹✳✶✶ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡①t✉r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✹✳✶✷ ❘♦✉t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✹✺

✹✳✶✸ ▼♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❝♥♥ ❡♥ ♠♦❞❡ ❜✐st❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✶✹ ■tér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ à s❡✉✐❧ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ❧❛❜②r✐♥t❤❡✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✶✺ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❞❡♠✐✲t❡✐♥t❡s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣r✐s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✻✳✶ ◆❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ tr♦✐s ❡♥tré❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✻✳✷ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ et ❧♦❣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✽✳✶ ◆♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛t❡✉rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ré❞✉✐t❡s✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♠♦②❡♥♥❡ k = d4 ② ❡st s✉♣❡r♣♦sé❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❛ ❝♦✉r❜❡ k = 2d ✭❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✽✳✷ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✽✳✸ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥❡✉r♦♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡♥ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s✳✶✵✶

✽✳✹ ❙②♥t❤ès❡ ❢❛❝t♦r✐sé❡ s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✽✳✺ ➱t❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❡♥ ♥✲s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✽✳✸✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✽✳✻ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs
❣é♥ér❛t❡✉rs✳ ➚ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ y = 2k ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
tr❛❝é❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✶✵✳✶ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥♣ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✶✵✳✷ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✵✳✺ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s❝❤é♠❛
❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✺❤✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✶✵✳✸ ●r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❈❡❧✐♥s❦✐ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡
❞❡✉① ❡♥tré❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼
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✶✵✳✹ ●r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❈❡❧✐♥s❦✐ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡
tr♦✐s ❡♥tré❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✶✵✳✺ ●r♦✉♣❡♠❡♥ts ❞❡ ❈❡❧✐♥s❦✐ ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ♥❡✉r♦♥❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❞❡
q✉❛tr❡ ❡♥tré❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✶✶✳✶ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❡♣❧✐❡♠❡♥t s♣❡❝tr❛❧ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❛❜r❡s
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à s❡✉✐❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸
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◆❡✉r♦❝♦♠♣✉t✐♥❣✿ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❘❡s❡❛r❝❤✱
❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ♠❛ ✿ ♠✐t Pr❡ss✱ ✶✾✽✽✳

❚✳ ❆r❛✐ ❡t ❨✳ ❖s❛♥❛✱
✓❍❡t❡r♦ ❈❤❛♦t✐❝ ❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ▼❡♠♦r② ❢♦r ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ●✐✈❡ ❯♣ ❋✉♥❝✲
t✐♦♥✿ ❖♥❡✲t♦✲♠❛♥② ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥s ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✐❛st❡❞ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ■♥♥s❜rü❝❦✱

❆✉tr✐❝❤❡✱ ✷✵✵✻✳

✷✵✼



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❙✳ ❆r✐❦ ❡t ❱✳ ❚❛✈s❛♥♦❣❧✉✱
✓ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ◆♦♥s②♠♠❡tr✐❝ ❝♥♥s ✔✱
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈✐r❝✉✐t ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✷✹✱ ♣✳ ✷✻✾✕✷✼✹✱ ✶✾✾✻✳

❆✳ ❇❛❜❧♦②❛♥t③ ❡t ▲♦✉r❡♥♦✱
✓❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❤❛♦s✿ ❆ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❢♦r ❝♦rt✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✔✱
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✈♦❧✳ ✾✶✱ ♣✳ ✾✵✷✼✕✾✵✸✶✱ ✶✾✾✹✳

❱✳ ❇❡✐✉✱ ❏✳ ▼✳ ◗✉✐♥t❛♥❛ ❡t ▼✳ ❏✳ ❆✈❡❞✐❧❧♦✱
✓❱❧s✐ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ▲♦❣✐❝ ✖ ❛ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❙✉r✈❡② ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱ ✈♦❧✳ ✶✹✱ ♣✳ ✶✷✶✼✕✶✷✹✸✱ ✷✵✵✸✳

❨✳ ❇é♥é❞✐❝✱
❘❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✐rst ❝♥♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ❙♦❢t✲

✇❛r❡✱
❚❤ès❡ ❞❡ ♠❛îtr✐s❡✱ ➱❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❙tr❛❜♦✉r❣✱ ✷✵✵✷✳

❨✳ ❇é♥é❞✐❝ ❡t ❏✳ ▼❡r❝❦❧é✱
✓❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✿ ❛ ❯♥✐✜❡❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❙t❛❜✐❧✐t② ■ss✉❡ ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✐❛st❡❞ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ■♥♥s❜rü❝❦✱

❆✉tr✐❝❤❡✱ ✷✵✵✻❛✳

❨✳ ❇é♥é❞✐❝ ❡t ❏✳ ▼❡r❝❦❧é✱
✓❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇✐♥❛r②✲❖✉t♣✉t ❈♥♥s✿ ❋✐rst ❙t❡♣ ♦❢ ❛♥ ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❉❡s✐❣♥ Pr♦✲
❝❡ss ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✐❡❡❡ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❱❛♥✲

❝♦✉✈❡r✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ✷✵✵✻❜✳

❨✳ ❇é♥é❞✐❝ ❡t ❉✳ ▼♦♥♥✐♥✱
✓❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ rét✐♥❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r
❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ✔✱
❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ◆ ✽✵✷✴✷✵✵✸✱ ■♥st✐t✉t ❢r❛♥❝♦✲❛❧❧❡♠❛♥❞ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❡ ❙❛✐♥t✲
▲♦✉✐s✱ ✷✵✵✸✳

❨✳ ❇é♥é❞✐❝✱ ❉✳ ▼♦♥♥✐♥ ❡t ❏✳ ▼❡r❝❦❧é✱
✓ ❋❛st ❆♥❛❧②s✐s ▼❡t❤♦❞ ❢♦r ❇♦t❤ ❈♦✉♣❧❡❞ ❛♥❞ ❯♥❝♦✉♣❧❡❞ ❇✐♥❛r②✲❖✉t♣✉t ❈❧♦♥✐♥❣
❚❡♠♣❧❛t❡s ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐❡❡❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s

❛♥❞ t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❇✉❞❛♣❡st✱ ❍♦♥❣r✐❡✱ ✷✵✵✹✳

❨✳ ❇é♥é❞✐❝✱ P✳ ❲✐r❛ ❡t ❏✳ ▼❡r❝❦❧é✱
✓❆ ◆❡✇▼❡t❤♦❞ ❢♦r r❡✲■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ▲♦❣✐❝ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❈❡❧❧✉❧❛r
◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✔✱
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ◆❡✉r❛❧ ❙②st❡♠s✱ s♦✉♠✐s✳

✷✵✽



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❨✳ ❇❡♥♥❛♥✐✱
❚r❛✐té ✐❝✷ ✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✲ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ✲ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❝❤❛♣✳ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❝♦♥♥❡①✐♦♥♥✐st❡✱ ♣✳ ♣✳ ✸✻✵✱
❇✳ ❉✉❜✉✐ss♦♥✱ ✷✵✵✻✳

P✳ ❈❡❧✐♥s❦✐✱ ●✳ ❉✳ ❙❤❡r♠❛♥ ❡t ❉✳ ❆❜❜♦tt✱
✓❆ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❆r❜✐tr❛r② ❇♦♦❧❡❛♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s✐♥ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ▲♦❣✐❝ ✔✱

❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ s♣✐❡✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ✈♦❧✳ ✹✷✸✻✱ ✷✵✵✶✳

❋✳ ❈❤❡♥✱ ●✳ ❍❡ ❡t ●✳ ❈❤❡♥✱
❆ ❈♦♠♣❧❡t❡ ▲✐st ♦❢ ●❡♥❡s ❛♥❞ ❉❡❝✐♠❛❧ ❈♦❞❡s ♦❢ ✾✹ ✺✼✷ ❧s❜❢ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❘❡❛❧✐③❡❞
✈✐❛ ❝♥♥ ♦❢ ❋✐✈❡ ■♥♣✉t ❱❛r✐❛❜❧❡s✱
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❡✳❝✐t②✉✳❡❞✉✳❤❦✴⑦❣❝❤❡♥✴♣❞❢✴❧✐st✷✳♣❞❢✱ ✷✵✵✺✳

❋✳ ❈❤❡♥✱ ●✳ ❍❡ ❡t ●✳ ❈❤❡♥✱
✓❘❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✈✐❛ ❝♥♥✿ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❚❤❡♦r②✱ ❧s❜❢ ❛♥❞ ❚❡♠✲
♣❧❛t❡ ❉❡s✐❣♥ ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐t ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✐✱ ✈♦❧✳ ✺✸✱ ♥♦ ✶✵✱ ♣✳ ✷✷✵✸✕✷✷✶✸✱ ✷✵✵✻✳

❋✳ ❨✳ ❈❤❡♥ ❡t ●✳ ❈❤❡♥✱
✓❘❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✈✐❛ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✔✱

■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❤❛♦s✱ ✈♦❧✳ ✶✺✱ ♥♦ ✼✱ ♣✳ ✷✶✵✾✕✷✶✷✾✱ ❏✉✐❧❧❡t
✷✵✵✺✳

❋✳ ❨✳ ❈❤❡♥ ❡t ●✳ ❈❤❡♥✱
❆ ❈♦♠♣❧❡t❡ ▲✐st ♦❢ ●❡♥❡s✱ ❇✐♥❛r② ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❚❛♣❡s✱ ❛♥❞ ❉❡❝✐♠❛❧ ❈♦❞❡s ♦❢ t❤❡
✶ ✽✽✷ ❧s❜❢ t❤❛t ❈❛♥ ❜❡ ❘❡❛❧✐③❡❞ ✈✐❛ ❛ ❝♥♥ ♦❢ ❋♦✉r ■♥♣✉t ❱❛r✐❛❜❧❡s✱
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❡✳❝✐t②✉✳❡❞✉✳❤❦✴⑦❣❝❤❡♥✴♣❞❢✴❧✐st✳♣❞❢✱ ▼❛✐ ✷✵✵✹✳

❈✳ ❈❤♦✇✱
✓❖♥ t❤❡ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❈✐r❝✉✐t ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ▲♦❣✐❝❛❧ ❉❡✲

s✐❣♥✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✉s❛✱ ♣✳ ✸✹✕✸✽✱ ✶✾✻✶✳

▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛ ❡t ❈✳ ❲✳ ❲✉✱
✓❖♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs❡ ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✔✱
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈✐r❝✉✐t ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✷✵✱ ♣✳ ✹✾✼✕✺✶✼✱ ✶✾✾✷✳

▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛ ❡t ▲✳ ❨❛♥❣✱
✓❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✿ ❚❤❡♦r② ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✸✺✱ ♣✳ ✶✷✺✼✕✶✷✼✷✱ ✶✾✽✽❛✳

▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛ ❡t ▲✳ ❨❛♥❣✱
✓❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✸✺✱ ♣✳ ✶✷✼✸✕✶✷✾✵✱ ✶✾✽✽❜✳

✷✵✾
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❍✳ ❉✳ ❈r❛♥❡✱
✓◆❡✉r✐st♦r ✖ ❆ ◆♦✈❡❧ ❉❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❈♦♥❝❡♣t ✔✱
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❘❛❞✐♦ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ ✈♦❧✳ ✺✵✱ ♣✳ ✷✵✹✽✕✷✵✻✵✱ ✶✾✻✷✳

❑✳ ❘✳ ❈r♦✉♥s❡✱ ❚✳ ❘♦s❦❛ ❡t ▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛✱
✓ ■♠❛❣❡ ❤❛❧❢t♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✕ ✐✐ ✿ ❆♥❛❧♦❣ ❛♥❞ ❉✐❣✐t❛❧ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦✲

❝❡ss✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♥♦ ✹✱ ♣✳ ✷✻✼✕✷✽✸✱ ✶✾✾✸✳

❑✳ ❘✳ ❈r♦✉♥s❡✱ ❊✳ ▲✳ ❋✉♥❣ ❡t ▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛✱
✓ ❊✣❝✐❡♥t ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ▲♦❣✐❝ ❢♦r ❈❡❧❧✉❧❛r ❆✉t♦♠❛t❛ ✈✐❛ t❤❡
❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ▼❛❝❤✐♥❡ ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ■✱ ✈♦❧✳ ✹✹✱ ♣✳ ✸✺✺✕✸✻✶✱ ✶✾✾✼✳

▼✳ ❉❡rt♦✉③♦s✱
✓❆♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❙✐♥❣❧❡✲❚❤r❡s❤♦❧❞✲❊❧❡♠❡♥t ❙②♥t❤❡s✐s ✔✱
■r❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❈♦♠♣✉t❡rs✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱ ♣✳ ✺✶✾✕✺✷✽✱ ✶✾✻✹✳

❆✳ ❉✐♥✉ ❡t ▼✳ ❈✐rst❡❛✱
✓❆ ◆♦✈❡❧ ❉✐❣✐t❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❚❛r❣❡t✐♥❣
❋♣❣❛s ✔✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✻✱ ♥♦ ✹✱ ✷✵✵✻✳

❆✳ ❉✐♥✉ ❡t ▼✳ ❈✐rst❡❛✱
✓❆ ❉✐❣✐t❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❢♣❣❛ ❉✐r❡❝t ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✔✱
❉❛♥s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ■♥❞✉str✐❛❧ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❱✐❣♦✱ ❙♣❛✐♥✱ ✷✵✵✼✳

❘✳ ❉♦❣❛r✉ ❡t ▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛✱
✓❯♥✐✈❡rs❛❧ ❝♥♥ ❝❡❧❧s ✔✱
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❇✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❤❛♦s✱ ✈♦❧✳ ✾✱ ♣✳ ✶✕✹✽✱ ✶✾✾✾✳

●✳ ❉r❡②❢✉s✱ ❏✳✲▼✳ ▼❛rt✐♥❡③✱ ▼✳ ❙❛♠✉❡❧✐❞❡s✱ ▼✳ ❇✳ ●♦r❞♦♥✱ ❋✳ ❇❛❞r❛♥✱
❙✳ ❚❤✐r✐❛ ❡t ▲✳ ❍ér❛✉❧t✱
❘és❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❊②r♦❧❧❡s✱ ✷✵✵✷✳

❲✳ ❘✳ ❊♠❛♠②✲❑✱
✓●❡♦♠❡tr② ♦❢ ❈✉t✲❈♦♠♣❧❡①❡s ❛♥❞ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ▲♦❣✐❝ ✔✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ●❡♦♠❡tr②✱ ✈♦❧✳ ✻✺✱ ♣✳ ✾✶✕✶✵✵✱ ✶✾✾✾✳

▲✳ ❋❛✉s❡tt✱
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱
Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ✶✾✾✹✳

▼✳ ●✐❧❧✐✱ ▼✳ ❇✐❡② ❡t P✳ ❈❤❡❝❝♦✱
✓ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✺✶✱ ♣✳ ✾✵✸✕✾✶✷✱ ✷✵✵✹✳
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▼✳ ❍ä♥❣❣✐ ❡t ●✳ ❙✳ ▼♦s❝❤②t③✱
✓●❡♥❡t✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐❡❡❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥♥❛r② ❈♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥✱ ♣✳ ✸✽✶✕✸✽✻✱ ✶✾✾✽✳

▼✳ ❍ä♥❣❣✐ ❡t ●✳ ❙✳ ▼♦s❝❤②t③✱
✓❆♥ ❡①❛❝t ❛♥❞ ❉✐r❡❝t ❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❖♣t✐♠❛❧❧② ❘♦❜✉st ❈◆◆
❚❡♠♣❧❛t❡s ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✹✻✱ ♣✳ ✸✵✹✕✸✶✶✱ ✶✾✾✾✳

▼✳ ❍✳ ❍❛ss♦✉♥✱
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱
❈❛♠❜r✐❞❣❡ ♠s✿ ♠✐t Pr❡ss✱ ✶✾✾✺✳

❙✳ ❍❛②❦✐♥✱
◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱ ❆ ❈♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥✱
▼❛❝ ▼✐❧❧❛♥✱ ✷✵✵✸✳

❉✳ ❖✳ ❍❡❜❜✱
❚❤❡ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❡❤❛✈✐♦r✱
◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❲✐❧❡②✱ ✶✾✹✾✳

❚✳ ❍❡❣❡❞üs ❡t ◆✳ ▼❡❣✐❞❞♦✱
✓❖♥ t❤❡ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❙❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❇♦♦❧❡❛♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s ✔✱
❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✻✻✱ ♥♦ ✸✱ ♣✳ ✷✵✺✕✷✶✽✱ ✶✾✾✻✳

❏✳ ❍❡rt③✱ ❆✳ ❑r♦❣❤ ❡t ❘✳ ●✳ P❛❧♠❡r✱
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ◆❡✉r❛❧ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱ ✶✾✾✶✳

❳✳ ❍✉❛♥❣ ❡t ❏✳ ❲❡♥❣✱
✓❱❛❧✉❡ ❙②st❡♠ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢♦r ❛ ❘♦❜♦t ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱ ❇✉✲

❞❛♣❡st✱ ❍♦♥❣r✐❡✱ ✷✵✵✹✳

P✳ ❑❛❧✉③♥②✱
✓◆✉♠❜❡r ♦❢ ❙t❛❜❧❡ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❙t❛t❡s ♦❢ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✹✶✱ ♣✳ ✻✵✽✕✻✶✵✱ ✶✾✾✹✳

❆✳ ❑❡❧❧♥❡r✱ ❍✳ ▼❛❣♥✉ss❡♥ ❡t ❏✳ ❆✳ ◆♦ss❡❦✱
✓❚❡①t✉r❡ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚❡①t ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉✐s❝r❡t❡✲❚✐♠❡ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉✲
r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐❡❡❡ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡✐r

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣✳ ✷✹✸✕✷✹✽✱ ✶✾✾✹✳

❙✳ ❑♦❤❛✈✐✱
❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ❋✐♥✐t❡ ❆✉t♦♠❛t❛ ❚❤❡♦r②✱
▼❝●r❛✇ ❍✐❧❧✱ ✶✾✼✽✳
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❚✳ ❑♦❤♦♥❡♥✱
❙❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ▼❡♠♦r②✱
❇❡r❧✐♥ ✿ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✾✳

❚✳ ❑♦③❡❦✱ ❚✳ ❘♦s❦❛ ❡t ▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛✱
✓●❡♥❡t✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♥♥ ❚❡♠♣❧❛t❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✐✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♥♦ ✻✱ ♣✳ ✸✵✷✕✹✵✷✱ ✶✾✾✸✳

❨✳ ▲❡ ❈✉♥✱
▼♦❞è❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥♥✐st❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱
❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P✳ ❡t ▼✳ ❈✉r✐❡ ✭P❛r✐s ✻✮✱ ❏✉♥❡ ✶✾✽✼✳

❚✳✲❨✳ ▲✐ ❡t ❏✳ ❆✳ ❨♦r❦❡✱
✓ P❡r✐♦❞ t❤r❡❡ ✐♠♣❧✐❡s ❝❤❛♦s ✔✱
❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥t❤❧②✱ ✈♦❧✳ ✽✷✱ ♣✳ ✾✽✺✕✾✾✷✱ ✶✾✼✺✳

●✳ ▲✐ñá♥✱ ❙✳ ❊s♣❡❥♦✱ ❘✳ ❉♦♠í♥❣✉❡③✲❈❛str♦ ❡t ❆✳ ❘♦❞rí❣✉❡③✲❱á③q✉❡③✱
✓❚❤❡ ❝♥♥✉❝✸✿ ❆♥ ❆♥❛❧♦❣✐❝❛❧ ✐✴♦ 64×64 ❝♥♥ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ▼❛❝❤✐♥❡ ❈❤✐♣ Pr♦t♦t②♣❡
✇✐t❤ ✼✲❇✐t ❆♥❛❧♦❣ ❆❝❝✉r❛❝② ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣✳ ✷✵✶✕✷✵✻✱
✷✵✵✵✳

❋✳ ▲ó♣❡③✲▼✉ñ♦③✱ ❏✳ ❇♦②❛ ❡t ❈✳ ❆❧❛♠♦✱
✓◆❡✉r♦♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❝♦r♥❡rst♦♥❡ ♦❢ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡♥❛r② ♦❢ t❤❡ ◆♦❜❡❧
Pr✐③❡ ❛✇❛r❞ t♦ ❙❛♥t✐❛❣♦ ❘❛♠ó♥ ② ❈❛❥❛❧ ✔✱
❇r❛✐♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❇✉❧❧❡t✐♥✱ ✈♦❧✳ ✼✵✱ ♣✳ ✸✾✶✕✹✵✺✱ ✷✵✵✻✳

◆✳ ▼❛❧❛s♥❡✱ ❋✳ ❨❛♥❣✱ ▼✳ P❛✐♥❞❛✈♦✐♥❡ ❡t ❉✳ ●✐♥❤❛❝✱
✓ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡
✈✐s❛❣❡ s✉r ✉♥ ❢♣❣❛✔✱
❉❛♥s ❈♦❧❧♦q✉❡ ❣r❡ts✐✱ ✷✵✵✶✱ ❚♦✉❧♦✉s❡✱ ❋r❛♥❝❡✳

❚✳ ▼❛ts✉♠♦t♦✱ ❚✳ ❨♦❦♦❤❛♠❛✱ ❍✳ ❙✉③✉❦✐✱ ❘✳ ❋✉r✉❦❛✇❛✱ ❆✳ ❖s❤✐♠♦t♦✱
❚✳ ❙❤✐♠♠✐✱ ❨✳ ▼❛ts✉s❤✐t❛✱ ❚✳ ❙❡♦ ❡t ▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛✱
✓ ❙❡✈❡r❛❧ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡s ❜② ❝♥♥ ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞

t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✾✾✵✳

❏✳ ▲✳ ▼❝ ❈❧❡❧❧❛♥❞ ❡t ❉✳ ❊✳ ❘✉♠❡❧❤❛rt✱
❊①♣❧♦r❛t✐♦♥s ✐♥ P❛r❛❧❧❡❧ ❉✐str✐❜✉t❡❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱
❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ♠❛ ✿ ♠✐t Pr❡ss✱ ✶✾✽✽✳

❲✳ ❙✳ ▼❝ ❈✉❧❧♦❝❤ ❡t ❲✳ P✐tts✱
✓❆ ▲♦❣✐❝❛❧ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ■❞❡❛s ■♠♠❛♥❡♥t ✐♥ ◆❡r✈♦✉s ❆❝t✐✈✐t② ✔✱
❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❇✐♦♣❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✺✱ ♣✳ ✶✶✺✕✶✸✸✱ ✶✾✹✸✳

✷✶✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

▲✳ ▼❡r❧❛t✱
❙②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❝♦♥♥❡①✐♦♥♥✐s♠❡ ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡✉✲

r♦♥❛❧✱
❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❍❛✉t❡✲❆❧s❛❝❡✱ ✶✾✾✽✳

▼✳ ▲✳ ▼✐♥s❦② ❡t ❙✳ ❆✳ P❛♣❡rt✱
P❡r❝❡♣tr♦♥s✿ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ●❡♦♠❡tr②✱
❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ♠❛ ✿ ♠✐t Pr❡ss✱ ✶✾✻✾✳

❈✳ ▼♦❧t❡r✱ ❯✳ ❙❛❧✐❤♦❣❧✉ ❡t ❍✳ ❇❡rs✐♥✐✱
✓❍♦✇ ❝❤❛♦s ❜♦♦sts t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ s♠❛❧❧ ❘❡❝✉rr❡♥t ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✿
❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✐❡❡❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱

❇✉❞❛♣❡st✱ ❍♦♥❣r✐❡✱ ✷✵✵✹✳

❉✳ ▼♦♥♥✐♥✱
❘és❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s ❡t tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ✿ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✱
❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❏♦s❡♣❤ ❋♦✉r✐❡r ✕ ●r❡♥♦❜❧❡ ✐✱ ✷✵✵✸✳

❉✳ ▼♦♥♥✐♥✱ ▲✳ ▼❡r❧❛t✱ ❆✳ ❑ö♥❡❦❡ ❡t ❏✳ ❍ér❛✉❧t✱
✓❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❢♦r ❇✐♥❛r② ❛♥❞ ●r❛② ▲❡✈❡❧ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡s✲
s✐♥❣ ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✐❝❛♥♥✱ ✶✾✾✽✳

❉✳ ▼♦♥♥✐♥✱ ▲✳ ▼❡r❧❛t✱ ❆✳ ❑ö♥❡❦❡ ❡t ❏✳ ❍ér❛✉❧t✱
✓ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❘♦❜✉st ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❢♦r ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡s✲
s✐♥❣ ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞

t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✵✵✵✳

❉✳ ▼♦♥♥✐♥✱ ❆✳ ❑ö♥❡❦❡ ❡t ❏✳ ❍ér❛✉❧t✱
✓❇♦♦❧❡❛♥ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ ❇✐♥❛r② ■♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❈♦✉♣❧❡❞ ❝♥♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❖♣❡r❛✲
t♦rs ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞

t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❋r❛♥❦❢♦rt✱ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡✱ ✷✵✵✷✳

❙✳ ▼✉r♦❣❛✱
❚❤r❡s❤♦❧❞ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱
❲✐❧❡②✱ ◆❡ ❨♦r❦✱ ✶✾✼✶✳

❑✳ ◆❛❦❛✐ ❡t ❆✳ ❯s❤✐❞❛✱
✓❉❡s✐❣♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✔✱
❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❏❛♣❛♥✱ ♣❛rt ✐✐✐✱ ✈♦❧✳ ✼✽✱ ♥♦ ✸✱ ♣✳ ✾✼✕✶✵✼✱ ✶✾✾✺✳

▲✳ ◆❡♠❡s✱ ▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛ ❡t ❚✳ ❘♦s❦❛✱
✓ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❆r❜✐tr❛r② ❇♦♦❧❡❛♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❝♥♥ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ▼❛❝❤✐♥❡ ✔✱
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈✐r❝✉✐t ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✷✻✱ ♣✳ ✺✾✸✕✻✶✵✱ ✶✾✾✽✳

✷✶✸



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❘✳ ◆❡✈✐❧❧❡✱
✓❆ ❍❛r❞✇❛r❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ▲♦❣✐❝ ❢♦r ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧
◆❡t ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐❡❡❡ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱
♣✳ ✺✶✺✷✕✺✶✺✽✱ ✷✵✵✻✳

❉✳ ❍✳ ◆❣✉②❡♥ ❡t ❇✳ ❲✐❞r♦✇✱
✓◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❢♦r ❙❡❧❢✲▲❡❛r♥✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ✔✱
■❡❡❡ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣✳ ✶✽✕✷✸✱ ✶✾✾✵✳

❍✳ ❖③❞❡♠✐r✱ ❆✳ ❑❡♣❦❡♣✱ ❇✳ P❛♠✐r✱ ❨✳ ▲❡❜❧❡❜✐❝✐ ❡t ❯✳ ❈✐❧✐♥❣✐r♦❣❧✉✱
✓❆ ❈❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✲▲♦❣✐❝ ●❛t❡ ✔✱
■❡❡❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞ ❙t❛t❡ ❈✐r❝✉✐ts✱ ✈♦❧✳ ✸✶✱ ♣✳ ✶✶✹✶✕✶✶✺✵✱ ✶✾✾✻✳

◆✳ ❍✳ P❛❝❦❛r❞ ❡t ❙✳ ❲♦❧❢r❛♠✱
✓❚✇♦✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❈❡❧❧✉❧❛r ❆✉t♦♠❛t❛ ✔✱
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✸✽✱ ♥♦ ✺✴✻✱ ♣✳ ✾✵✶✕✾✹✻✱ ✶✾✽✺✳

❉✳ P❛r❦❡r✱
✓ ▲❡❛r♥✐♥❣✲❧♦❣✐❝✿ ❈❛st✐♥❣ t❤❡ ❝♦rt❡① ♦❢ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ✐♥ s✐❧✐❝♦♥ ✔✱
❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ tr✲✹✼✱ ❈❡♥t❡r ❢♦r ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞
▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♠✐t✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ♠❛✱ ✶✾✽✺✳

▼✳ ❈✳ P❛✉❧❧ ❡t ❊✳ ❏✳ ▼❝ ❈❧✉s❦❡②✱
✓❇♦♦❧❡❛♥ ❋✉♥❝t✐♦♥s ❘❡❛❧✐③❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❙✐♥❣❧❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ❉❡✈✐❝❡s ✔✱
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❘❛❞✐♦ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ ✈♦❧✳ ✹✽✱ ♣✳ ✶✸✸✺✕✶✸✸✼✱ ✶✾✻✵✳

P✳ ❉✳ P✐❝t♦♥✱
✓❉❡r✐✈✐♥❣ ❲❡✐❣❤ts ❢♦r ❙✐♥❣❧❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞ ▲♦❣✐❝ ●❛t❡s ❯s✐♥❣ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡s✲

s✐♥❣✱ ❙t♦❝❦❤♦❧♠✱ ✷✵✵✶✳

❏✳ ❘✐❝❤❛r❞s✱
✓❲✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡rs r❡❛❝❤ t♦♣ s♣❡❡❞ ❜② ✷✵✷✵❄ ✔✱
❚✐♠❡s ❖♥❧✐♥❡✱ ✶✾ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✼✱ ❛❞r❡ss❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t✐♠❡s♦♥❧✐♥❡✳❝♦✳✉❦✴
t♦❧✴♥❡✇s✴✳

❋✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt✱
Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♥❡✉r♦❞②♥❛♠✐❝s✱
◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❙♣❛rt❛♥✱ ✶✾✻✷✳

❋✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tt✱
✓❚❤❡ P❡r❝❡♣tr♦♥✿ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✔✱
P❤②s✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱ ✈♦❧✳ ✻✺✱ ♣✳ ✸✽✻✱ ✶✾✺✽✳

✷✶✹



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❚✳ ❘♦s❦❛ ❡t ▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛✱
✓❚❤❡ ❝♥♥ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ▼❛❝❤✐♥❡✿ ❛♥ ❆♥❛❧♦❣✐❝ ❆rr❛② ❈♦♠♣✉t❡r ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐t ❛♥❞ ❙②st❡♠s ✐✐✱ ✈♦❧✳ ✹✵✱ ♣✳ ✶✻✸✕✶✼✸✱ ✶✾✾✸✳

❏✳ ❙❡rr❛✱
■♠❛❣❡ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✈♦❧✳ ✶✱
❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ✶✾✽✷✳

❚✳ ❙③✐r❛♥②✐ ❡t ▼✳ ❈s❛♣♦❞✐✱
✓❚❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ●❡✲
♥❡t✐❝ ▲❡❛r♥✐♥❣ ✔✱
❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ✈♦❧✳ ✼✶✱ ♣✳ ✷✺✺✕✷✼✵✱ ✶✾✾✽✳

◆✳ ❚❛❦❛❤❛s❤✐ ❡t ▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛✱
✓❆ ◆❡✇ ❙✉✣❝✐❡♥t ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ◆♦♥s②♠♠❡tr✐❝ ❝♥♥✬s t♦ ❍❛✈❡ ❛ ❙t❛❜❧❡ ❊q✉✐❧✐✲
❜r✐✉♠ P♦✐♥t ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✹✹✱ ♣✳ ✶✵✾✷✕✶✵✾✺✱ ✶✾✾✼✳

◆✳ ❚❛❦❛❤❛s❤✐ ❡t ▲✳ ❖✳ ❈❤✉❛✱
✓❖♥ t❤❡ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ◆♦♥s②♠♠❡tr✐❝ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✔✱
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✈♦❧✳ ✹✺✱ ♣✳ ✼✺✹✕✼✺✽✱ ✶✾✾✽✳

❙✳ ❚❛♥✱ ❏✳ ❍❛♦ ❡t ❏✳ ❱❛♥❞❡✇❛❧❧❡✱
✓❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛s ❛ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❆ss♦❝✐❛t✐✈❡ ▼❡♠♦r② ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐❡❡❡ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡✐r

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣✳ ✷✻✕✸✺✱ ✶✾✾✵✳

●✳ ❚ót❤✱
✓❆♥❛❧♦❣✐❝ ❝♥♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✸❞ ■♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✲❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✔✱
❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ❉◆❙✲✷✲✶✾✾✺✱ ❆♥❛❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ◆❡✉r❛❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ▲❛❜♦r❛t♦r②✱
❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡✱ ❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❍♦♥❣r♦✐s❡
✭▼t❛ ❙③t❛❦✐✮✱ ❇✉❞❛♣❡st✱ ✶✾✾✺✳

P✳ ❲❡r❜♦s✱
✓❇❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✿ ✇❤❛t ✐t ❞♦❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❞♦ ✐t ✔✱
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐❡❡❡ ✼✽✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♣✳ ✶✺✺✵✕✶✺✻✵✱ ✶✾✾✵✳

P✳ ❲❡r❜♦s✱
❚❤❡ ❘♦♦ts ♦❢ ❇❛❝❦♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱
◆❡✇ ❨♦r❦ ✿ ❲✐❧❡②✱ ✶✾✾✹✳

❇✳ ❲✐❞r♦✇ ❡t ▼✳ ❊✳ ❍♦❢❢ ❏r✱
✓❆❞❛♣t✐✈❡ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❈✐r❝✉✐ts ✔✱
❉❛♥s ■r❡ ❲❡s❝♦♥ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❘❡❝♦r❞✱ ♣✳ ✾✻✕✶✵✹✱ ✶✾✻✵✳

✷✶✺



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❇✳ ❲✐❞r♦✇ ❡t ▼✳ ❆✳ ▲❡❤r✱
✓❚❤✐rt② ❨❡❛rs ♦❢ ❆❞❛♣t✐✈❡ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✿ P❡r❝❡♣tr♦♥✱ ▼❛❞❛❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❇❛❝❦♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥ ✔✱
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐❡❡❡✱ ✈♦❧✳ ✼✽✱ ♥♦ ✾✱ ♣✳ ✶✹✶✺✕✶✹✹✷✱ s❡♣t❡♠❜r❡ ✶✾✾✵✳

❇✳ ❲✐❞r♦✇ ❡t ❊✳ ❲❛❧❛❝❤✱
❆❞❛♣t✐✈❡ ■♥✈❡rs❡ ❈♦♥tr♦❧✱
Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ✶✾✾✻✳

❇✳ ❲✐❞r♦✇✱ ❘✳ ●✳ ❲✐♥t❡r ❡t ❘✳ ❆✳ ❇❛①t❡r✱
✓ ▲❡❛r♥✐♥❣ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ▲❛②❡r❡❞ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✔✱
❉❛♥s Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✐❡❡❡ ❋✐rst ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✱
✈♦❧✳ ✷✱ ♣✳ ✹✶✶✕✹✷✾✱ ✶✾✽✼✳

❊✳ ❲✐❣♥❡r✱
✓❚❤❡ ❯♥r❡❛s♦♥♥❛❜❧❡ ❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐♥ t❤❡ ◆❛t✉r❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ✔✱
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✶✸✱ ♥♦ ✶ ✿❲✐❧❡②✱ ❋é✈r✐❡r
✶✾✻✵✳

❙✳ ❲♦❧❢r❛♠✱
❆ ◆❡✇ ❑✐♥❞ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱
❲♦❧❢r❛♠ r❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✵✷✳

❆✳ ❩❛rá♥❞②✱
✓❚❤❡ ❆rt ♦❢ ❝♥♥ ❚❡♠♣❧❛t❡ ❉❡s✐❣♥ ✔✱
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈✐r❝✉✐ts ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✷✼✱ ♣✳ ✺✕✷✸✱ ✶✾✾✾✳

➪✳ ❩❛rá♥❞② ❡t ❈✳ ❘❡❦❡❝③❦②✱
✓❇✐✲✐✿ ❛ ❙t❛♥❞❛❧♦♥❡ ❈❡❧❧✉❧❛r ❱✐s✐♦♥ ❙②st❡♠✱ P❛rt ✐✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❯❧tr❛ ❍✐❣❤
❋r❛♠❡ ❘❛t❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❊①❛♠♣❧❡s ✔✱
❉❛♥s ■♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✐❡❡❡ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

❇✉❞❛♣❡st✱ ❍♦♥❣r✐❡✱ ♣✳ ✹✕✾✱ ✷✵✵✹❛✳

➪✳ ❩❛rá♥❞② ❡t ❈✳ ❘❡❦❡❝③❦②✱
✓❇✐✲✐✿ ❛ ❙t❛♥❞❛❧♦♥❡ ❈❡❧❧✉❧❛r ❱✐s✐♦♥ ❙②st❡♠✱ P❛rt ✐✐✳ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ❛♥❞ ◆♦♥✲
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✔✱
❉❛♥s ■♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ✐❡❡❡ ❈❡❧❧✉❧❛r ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡✐r ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

❇✉❞❛♣❡st✱ ❍♦♥❣r✐❡✱ ♣✳ ✶✵✕✶✺✱ ✷✵✵✹❜✳
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