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Résumé

La premiére partie de cette thése est consacrée aux problématiques liées & la modélisation markovienne de
la courbe de variance forward. Elle est divisée en 3 chapitres. Dans le premier chapitre, nous présentons
le cadre général de la modélisation de type HJM-Markov pour la courbe de variance forward. Nous
revisitons le cadre affine-markovien modélisation et nous l'illustrons par I’exemple du modéle de Biihler
2006. Dans le deuxiéme chapitre, nous proposons un nouveau modéle pour la courbe de variance forward
qui combine les caractéristiques des deux versions (continue et discréte) du modéle de Bergomi 2008, sans
se réduire ni & 'une ni & Pautre. Un des avantages de ce modéle est que les prix des futures et options
sur VIX peuvent étre exprimés comme des espérances de fonctions déterministes d’une variable aléatoire
gaussienne, ce qui réduit le probléme de la calibration & l'inversion de certaines fonctions monotones.
Dans le troisiéme chapitre, on propose une méthode d’approximation pour les prix d’options européennes
dans des modéles a volatilité stochastique de type multi-factoriels lognormal (comprenant le modéle
présenté dans le deuxiéme chapitre, les modéles de Bergomi et le modéle de Scot 1987). Nous obtenons
un développement d’ordre 3 de la densité du sous-jacent par rapport au paramétre de la volatilité de la
volatilité. Nous présentons aussi une méthode de réduction de variance de type "variable de controle"
pour la simulation par la méthode de Monte-Carlo qui utilise ’approximation explicite que nous obtenons

de la fonction de répartition de la loi du sous-jacent.

La deuxiéme partie de cette thése est consacrée & ’étude des propriétés de monotonie des prix
d’options européennes par rapport aux paramétres du CIR dans le modéle de Heston. Elle est divisée en
deux chapitres. Dans le premier chapitre (cf. chapitre 4), nous donnons quelques résultats généraux sur
le processus CIR. Nous montrons d’abord que les queues de distribution d’une combinaison du CIR et de
sa moyenne arithmétique se comporte comme des exponentielles. Nous étudions ensuite les dérivées de la
solution de ce processus par rapport aux paramétres de sa dynamique. Ces dérivées sont données comme
solutions d’équations différentielles stochastiques, qu’on résout pour obtenir des représentations de ces
dérivées en fonction des trajectoires du CIR. Le chapitre 5 est consacré a I’étude de la monotonie du prix
d’un Put européen par rapport aux paramétres du CIR et a la corrélation dans le modéle de Heston. Nous
montrons que, sous certaines conditions, les prix d’options européenne sont monotones par rapport aux
paramétres du drift du CIR. Nous montrons ensuite que le paramétre de la volatilité de la volatilité joue
le role de la volatilité si on prend la variance réalisée comme sous-jacent. En particulier, les prix d’options
convexes sur la variance réalisée sont strictement croissants par rapport a la volatilité de la volatilité.
Enfin, nous étudions la monotonie du prix du Put européen par rapport & la corrélation. Nous montrons
que le prix du put du Put est croissant par rapport & la corrélation pour les petites valeurs du Spot et
décroissant pour les grandes valeurs. Nous étudions ensuite les points de changement de monotonie pour

les courtes et longues maturités.



Abstract

The first part of this thesis deals with issues related to the Markov-modeling of the forward variance
curve. It is divided into 3 chapters. In the first chapter, we present the general framework of the HJM-
type modelling for the forward variance curve. We revisit the Affine-Markov framework, and illustrate
by the model proposed by Biihler 2006. In the second chapter, we propose a new model for the forward
variance curve that combines features of the continuous and discrete version of Bergomi’s model model
Bergomi (2008), without being reduced to either of them. One of the strengths of this model is that
the prices of VIX futures and options can be expressed as expectations of deterministic functions of a
Gaussian random variable, which reduces the problem of calibration to the inversion of some monotonic
functions. In the third chapter, we propose an approximation method for pricing of European options
under some lognormal stochastic volatility models (including the model presented in the second chapter,
Bergomi’s model2008 and Scot model 1987). We obtain an expansion (with respect to the the volatility
of volatility parameters of order 3) of the density of the underlying. We also propose a control variate
method to effectively reduce variances of Monte Carlo simulations for pricing European options

The purpose of the second part of this thesis is to study the monotonicity properties of the prices
of European options with respect to the CIR parameters under Heston model. It is divided into two
chapters. In the first chapter (see Chapter 4),we give some general results related to the CIR process.
We first show that the distribution tails of a combination of the CIR and its arithmetic mean behave as
exponential. We then study the derivatives of the solution process with respect to the parameters of its
dynamics. These data are derived as solutions of stochastic differential equations, which solves for the
representations of these derivatives based on trajectories of the CIR. Chapter 5 is devoted to the study
of the monotony of the European price of a put with respect to parameters of CIR and correlation in the
Heston model. We show that under certain conditions, prices of European options are monotonic with
respect to the parameters of the drift of the CIR. We then show that the parameter of the volatility of
volatility plays the role of volatility if we take the realized variance as the underlying. In particular, prices
of (convex) options on realized variance are strictly increasing with respect to the volatility of volatility.
Finally, we study the monotony of the European Put prices with respect to the correlation. We show that
the price of the put is increasing with respect to the correlation for small values of Spot and decreasing

for large values. We then study the change points of monotonicity for short and long maturities.
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Introduction

Le fait que la volatilité des actions est non-déterministe a été accepté depuis les années
60 lorsque Mandelbrot a décrit le caractére aléatoire de la variance de la distribution du
marché des actions. Le caractére aléatoire de la variance instantanée du processus de prix
d’une action est particuliérement important si nous voulons évaluer et couvrir des options
fortement dépendantes de la volatilité telles que les options sur la variance réalisée ou des
options & Cliquet. Ces produits ne peuvent pas étre répliqués correctement dans le modéle
de Black-Scholes car leur risque réside dans le mouvement de la volatilité (ou variance)

elle-méme.

Afin d’expliquer ces écarts empiriques avec le modéle Black-Scholes, diverses tentatives
ont été faites dans la littérature. Une facon d’aborder le probléme serait d’utiliser les prix
de marché des options et d’en déduire la distribution implicite risque-neutre. A cette
fin, Dupire [22], [23]|, Derman et Kani [19], [18] ont résolu complétement le probléme
de trouver une diffusion a un facteur qui permet de retrouver un continuum de prix du
marché . Actuellement, ces modéles sont le moyen le plus populaire de la gestion des
risques liés au "smile/skew". Toutefois, comme le souligne Hagan et al [35], la dynamique
du smile/skew prédite par les modéles & volatilité locale est exactement & 1'opposé du
comportement observé sur le marché. Cette contradiction entre le modéle et le marché
tend & déstabiliser les couvertures en delta et en vega dans ces modéles, et souvent ces
couvertures donnent des résultats moins bons que la couverture "naive" donnée par le

modéle de Black-Scholes.

Certains auteurs, tels que Cox et Ross (CEV) ou Bensoussan, Crouhy et Galai (BCG)
ont introduit le concept de volatilité qui dépend du niveau des prix de l'action et d’un
aléa exogéne. Les modéles CEV représentent une classe de volatilité stochastique ou le
coefficient de corrélation entre le prix de 'actif sous-jacent et sa volatilité instantanée, est

égal a 1,0, ce qui permet aux prix d’actions et les smiles des marché de bouger dans la
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méme direction. D’autres modéles d’évaluation d’options ont été proposés, dans lesquels
la volatilité instantanée elle-méme suit un processus stochastique. Par exemple, le modéle
populaire de Heston [38] suppose que la variance instantanée du prix des actions est un
C.L.R corrélé avec le cours de 'action. En outre, il existe aussi des modéles qui intégrent
les processus de sauts. Le principal inconvénient des modéles a volatilité stochastique et
des modeéles de saut est qu’ils ménent en soi a des modéles de marché incomplet si seul le

stock et et les Bonds sont considérés comme des instruments négociables.

Pour remédier a ce probléme dans les modéles en continu, un nouveau courant de la
littérature s’est développé dans les derniéres années. Cette branche novatrice met "accent
sur I'identification de ces sources supplémentaires de I'aléa dans les marchés d’options et
donc la nécessité d'un (ou plusieurs) instruments supplémentaires négociés pour étre en
mesure de couvrir le risque qui en résulte (complétion du marché). Le probléme est alors

d’identifier les instruments a choisir afin de compléter notre marché.

L’approche la plus efficace a été d’utiliser des dérivés de volatilité, comme proposé par
Brenner & Galai [9], [10]. Ces types de contrats ont été jusqu’a récemment limités aux
activités des marchés de gré a gré. Toutefois, le Chicago Board Options Exchange (CBOE)
a énuméré des contrats a termes sur le VIX en mars 2004 et a commencé avec cela le
développement d’un marché de volatilité utilisant le VIX comme sous-jacent. Les options
européennes sur VIX étaient le prochain type de dérivés que le CBOE introduisait en
février 2006. Le VIX représente 'attente du marché de la volatilité implicite a la monnaie,
annualisée, pour la prochaine période de 30 jours, car le VIX et ses options tirent leurs
valeurs de la volatilité implicite de I'indice S&P500. Le VIX et ses options sont attrayants
pour les investisseurs qui souhaitent obtenir 'exposition a la volatilité du SP500, sans
prise de position directe dans l'indice et sans nécessité de faire du Delta-Hedging de leurs

portefeuille.

Une nouvelle approche de modélisation proposé par Bergomi [5],[6], [7] (voir aussi
Biihler [11]) est celle dans laquelle, au lieu de modéliser la volatilité "instantanée", on
commence par préciser la dynamique de toute la courbe de variance forward, tout comme

les modéles de type HJM pour les taux d’intérét, ol on commence par la dynamique des

10
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taux forward. La complication supplémentaire dans le cas de la variance forward, est que
nous ne voulons pas seulement modéliser le processus du prix du variance-swap, mais nous
avons besoin de déduire la dynamique du prix d’une action de maniére cohérente avec la
modélisation de la variance. Ces modéles se basent sur une modélisation markovienne
de la courbe de variance forward avec pour objectif le controle du smile des variances
forward a partir d’une calibration aux futures et options sur Vix (calibration aux options
sur variance réalisée dans le cadre de Biihler |11]|). Cependant, le principal défaut de ces
modéles, a I'image des modéles a volatilité stochastique généraux, est qu’ils ne permettent
pas d’avoir de formules analytiques pour les prix d’options sur la variance, ou VIX, et

encore moins pour les options sur le sous-jacent lui-méme.

Premiére partie

La premiére partie de cette thése est consacrée aux problématiques liées a la modélisation
markovienne de la courbe de variance forward. Elle est divisée en 3 chapitres.

Le premier chapitre présente une introduction générale de la modélisation de type
HJM de la courbe de variance forward. Nous revisitons le cadre affine-markovien de la
modélisation et nous l'illustrons par I'exemple du modéle de Biihler [11].

Dans le deuxiéme chapitre, nous proposons un nouveau modeéle pour la courbe de
variance forward. Ce modéle combine les caractéristiques des deux versions (continue
et discréte) du modeéle de Bergomi (cf. [7]), sans se réduire ni & 'une ni a l'autre. En
effet, d'une part nous donnons une forme "explicite" des variances forward en termes
de variable d’état (comme dans la version continue du modéle de Bergomi) et d’autre
part, notre modéle se préte bien & la calibration, comme la version discréte du modéle
de Bergomi. Plus précisément, nous pouvons exprimer les prix des futures et options sur
VIX comme des espérances de fonctions déterministes d’une variable aléatoire gaussienne.
Un des points forts de cette approche de modélisation est qu’elle offre deux niveaux de
calibration. Dans la premiére étape, on calibre les paramétres qui générent la courbe de

la variance forward pour fitter les futures sur VIX et la volatilité implicite de ses options.

11
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En particulier, notre modéle reproduit les traits stylisés du skew de la volatilité implicite
du VIX. A la deuxiéme étape, nous utilisons les paramétres qui résultent de la premiére
étape et nous calibrons les coefficients de corrélation entre les facteurs et le mouvement
brownien qui dirige la dynamique du sous-jacent (S&P500) pour controler la structure
par terme du skew de l'indice. La premiére étape du probléme de calibration est réduite a
I'inversion de certaines fonctions monotones, grace a la dépendance explicite des prix des
futures et options sur VIX par rapport aux paramétres du modéles. La deuxiéme étape
est effectuée en utilisant un algorithme d’optimisation efficace.

Le chapitre 3 est la suite logique du deuxiéme chapitre. Il est consacré aux problémes
liés a I'évaluation des options de type européen dans des modéles a volatilité stochastique
de type multi-factoriels lognormal (comprenant le modéle présenté dans le chapitre 2,
les modéles de Bergomi [6],[7] et le modéle de Scott [52]). Nous présentons une méthode
d’approximation basée sur le développement de la solution de I’équation de Fokker-Planck
par rapport a la volatilité de la volatilité. On obtient un développement a ’ordre 3 de la
transformée de Fourier de la loi jointe du sous-jacent avec les facteurs guidant la variance
instantanée par rapport au paramétre de la volatilité de la volatiltié. On en déduit, par
inversion de cette transformée de Fourier, un développement d’ordre 3 de la densité du
sous-jacent par rapport au parameétre de la volatilité de la volatilité. Nous présentons aussi
une méthode de réduction de variance de type "variable de controle" pour la simulation
par la méthode de Monte-Carlo qui utilise I'approximation explicite que nous obtenons
de la fonction de répartition de la loi du sous-jacent. L’idée est de construire, a partir
de la formule d’approximation, un processus fortement corrélé avec les trajectoires du
sous-jacent. Nous donnons une estimation du gain en variance en fonction de la volatilité

de la volatilité.

Deuxiéme partie

La deuxiéme partie de cette thése est consacrée a I'étude des propriétés de monotonie des

prix d’options européennes par rapport aux paramétres du CIR dans le modéle de Heston.

12
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Elle est divisée en deux chapitres.
Dans le premier chapitre (cf. chapitre 4), nous donnons quelques résultats généraux

sur le CIR, défini comme solution de 'EDS
AV, = (a — bV)dt + o/ VidW,, Vo =, (0.0.1)

avec a, o, v > 0 et b € R. Nous donnerons d’abord, un résultat de grandes déviations
sur le comportement asymptotique des queues de distribution d’'une combinaison de type

MV 4+ X fot V. du. Nous montrons que la fonction y — P <)\1Vt + Ny fot V,du > y) se

2(2+bt) A
b2t

comporte comme e #¥, quand y tend vers 400, pour Ay > 0 et \; < , ou p*
est le moment "critique" d’explosion de 'exponentiel de A\{V; + As fot V,du. Nous étudions
les dérivées de la solution de (0.0.1) par rapport aux paramétres (vg, a, b, o), sous des
conditions sur a et o, qui varient d’'un paramétre a l'autre. Ces dérivées sont données
comme solutions d’équations différentielles stochastiques, qu’on résout pour obtenir des
représentations de ces dérivées en fonction des trajectoires de V.

Le chapitre 5 est consacré a I’étude de la monotonie du prix d’un Put européen par
rapport aux paramétres du CIR et a la corrélation dans le modéle de Heston. A I'aide
d’un principe du maximum parabolique et en utilisant les résultats du chapitre 4 (la
dérivabilité par rapport & a, b et v), nous montrons que (sous la condition dite de Feller :
2a > 0?) le prix du Put est strictement croissant par rapport a v et a et décroissant par
rapport a b. Nous montrons ensuite que le paramétre o joue le role de la volatilité si on
prend la variance réalisée comme sous-jacent. En particulier, les prix d’options convexes
sur la variance réalisée sont strictement croissants par rapport a o. La derniére partie
de ce chapitre est consacré a 1’étude de la monotonie du prix du Put par rapport a la
corrélation. Nous donnons d’abord, une représentation particuliére de la dérivée de celui-
ci par rapport a p qui nous permet de déterminer son signe, notamment pour les valeurs
extrémes de s (s trés petit ou trop grand) . Plus exactement, cette représentation nous
permettra de montrer quil existe s, (t,v) < s/ (t,v) tels que %—1;(75, s,v) est positive pour
s < s, (t,v) et négative pour s > st (t,v). Nous montrons que pour p = 0, on a K <

so (t,v) < sg(t,v) < 400, grace notamment au comportement exponentiel des queues de

13
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distribution de la variance intégrée. Nous conjecturons que 0 < s, (t,v) < s7(t,v) < +0o0,

pour tout p €] — 1,1[. Nous étudions ensuite le comportement asymptotique en temps

+

5 (t,v). Nous montrons que pour ¢ petit, la

(en temps court-long) des points critiques s
monotonie par rapport & p s'inverse autour de la monnaie (croissante pour s < K et
décroissante pour s > K, ce qui veut dire que lim, o s*(¢t,v) = K. Pour les longues

maturités, nous montrons que le prix est une fonction croissante de p.

14
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1 Modélisation markovienne de la

courbe de variance

1.1 Variance swap et courbe de variance forward

Un variance swap d’échéance T est un contrat qui verse la variance réalisée du logarithme
du sous-jacent & T moins un strike appelé le taux du variance-swap Vy, déterminée de
sorte que la valeur aujourd’hui’hui du contrat soit égale a zéro.

La variance réalisée, annualisée, d’un sous-jacent S pour la période [0, 7] avec jours

ouvrables 0 =ty < ... <1, =T est généralement définie comme

n 2
RVOT = d Z <log S )
n Stl 1

=1

La constante d désigne le nombre de jours ouvrables par an et est généralement fixée a
252 de telle sorte que ¢ ~ 1.

On suppose que le marché est sans arbitrage et que les prix des instruments négo-
ciés sont représentés comme des espérances conditionnelles sous une probabilité QQ, ou
(Q, F,Q) est un espace de probabilité complet muni d’une filtration {F;}:>o vérifiant les

conditions usuelles. Un résultat standard assure que si sup,_; , |t; —t;—1| —> 0, on a

n 2
Z (log SSti ) — (log S)r en probabilité (1.1.1)
i=1 tiz1

dans le cas ott (S)¢>0 est une semi-martingale continue.

Approcher la variance réalisée par la variation quadratique du logarithme du sous-
jacent fonctionne trés bien pour les variance-swap, mais il faut étre prudent, dans la
pratique, si I'on évalue des contrats a court terme, non-linéaires sur la variance réalisée.

Dans ce qui suit, on suppose (cf. Biihler [11]) que les variance-swaps sont négociables pour
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CHAPITRE 1. MODELISATION MARKOVIENNE DE LA COURBE DE VARIANCE

toutes les maturités et que leur prix est donné sous QQ par
VI =E <(10g S>T‘]-"t> (1.1.2)

On se propose de construire un modéle prenant en compte 'information donnée par
les prix des variance-swaps. Plus précisément, on s’attache & modéliser la structure par
terme des variance-swaps en s’inspirant de 'approche de Heath Jarrow Morton pour la
modélisation de la structure par terme des prix de zéro-coupons.

On suppose que T+ VI est suffisamment réguliére, presque-siirement, pour tout
(t,T) dans un ensemble 7 C {0 <t < T < oo}. Dans ce cas, on peut définir la variance
forward par

& =0V, (t<T). (1.1.3)

Notons que dans le cas ot le sous-jacent S suit un processus de diffusion, dS = puSdt +
V/CSdW,, avec un processus de variance stochastique générale, ¢, cette variance est donnée

en fonction de la variance forward par ¢ = &

Définition 1.1.1 (Modéle factoriel pour la courbe de variance). On dit que la courbe
de vartance forward est donnée par un modéle factoriel s’il existe un processus d’Ito 7 a
valeurs dans un ouvert D C R¥ et une fonction f%) définie sur T x D & valeurs dans R
tels que

& =T, Z). (1.1.4)

Le modele est dit markovien, si Z est un processus de Markov. Le modéle est dit affine-

markovien, si en plus Uapplication Z — fP) (1, T, Z) est affine.

La dépendance de & par rapport au mouvement brownien, dans un modéle factoriel, se
fait uniquement par 'intermédiaire de Z. Les composantes de Z sont appelées les facteurs
du modéle; elles engendrent la partie de ’état de 1’économie qui se rapporte a la courbe
de variance. La fonctionnelle f exprime cette dépendance "mathématiquement".

On suppose que la filtration F est générée par un mouvement brownien N-dimensionnel

W. Dans ce cas, comme le processus (£ );<r est une martingale, il admet donc une
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1.2. ANALYSE DES MODELES MARKOVIENS

représentation sous la forme

& =£OT+/O B(s, T) dWs, (1.1.5)

oit B(t,T) est un processus adapté, a valeurs dans RY. La structure par terme de ce
modéle est complétement déterminée par sa dimension NV, la courbe initiale de variance
forward &I et la volatilité de la variance forward (¢, T). Ainsi, comme la courbe initiale
de variance est complétement donnée par le marché, alors la connaissance de [ équivaut
a la connaissance de toute la courbe de variance forward.

Tout au long de cette section, on va utiliser la paramétrisation de Muziela (1993),
basée sur le paramétre v = T —t. Avec cette paramétrisation, les quantités fondamentales

sont les variances forward de référence v,(x) définies par
v() == & (1.1.6)
En utilisant (1.1.5), la dynamique de v;(x) est donnée par

v(z) = 6“”—1—/0 B(s,t+ ) dWj (1.1.7)

En différenciant cette égalité par rapport a t, on peut facilement vérifier que v (z) est

solution de 'EDS définie par

dvy(x) = Opvy(x)dt + (L, t + x)*dW; (1.1.8)

1.2 Analyse des modéles markoviens

Dans cette section nous présentons une approche de modélisation pour la courbe de va-
riance forward, qui peut étre vue comme 'analogue d’une classe de modéles de type HJM
en théorie des taux d’intérét, notamment les modéles de Chiarella et Kwon (2001b), Inui
& Kijima (1998). Nous donnons des conditions nécessaires sur /3, sous lesquelles la courbe
admet une réalisation markovienne fini-dimensionnelle.

On suppose que la fonction de volatilité g vérifie les deux conditions suivantes :
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CHAPITRE 1. MODELISATION MARKOVIENNE DE LA COURBE DE VARIANCE

H1l 3Im e N, 2 < 9, -+ < x, € Ry Tels que 5(¢,T) est une fonction de t, T et des
m-variance forward de références vy (1), ve(x2), ..., ve(Tm)
ie

B, T) = B(t, T, vi(x1), ..., v(zm)) (1.2.1)

H2 Pour tout 1 <n < N, §,(t,T) est différentiable par rapport a la deuxiéme variable

(par rapport T) et satisfait I’équation différentielle linéaire
orpn(t,T) = —k,(T)Bn(t, T), n <N, t<T (1.2.2)

et les k, sont des fonctions déterministes et, en général, sont positives.

Afin d’établir que le modéle satisfaisant les hypothéses [H1] et [H2] admet une réa-
lisation markovienne finie-dimensionnelle, on doit identifier un nombre fini de variables
d’états qui soit capable d’expliquer I'historique de toutes les trajectoires des browniens

qui dirigent la courbe de variance. On note

Xn,a:(t) = /0 Bu(s,t+ x)de,s (1.2.3)

Théoréme 1.2.1. On suppose que la volatilité de la variance forward B(t,T) satisfait
les hypotheéses [H1] et [H2[. Alors le modeéle correspondant est markovien par rapport
l’ensemble

{ve(xk), Xne; (1), 1 <n <N, 1<ik<m} (1.2.4)
Preuve Icrivons d’abord v;(x) en fonction de ces variables x,, . (t) :

N t
vi(z) = T + Z/o Bn(s,t+ x)dW,, s
n=1

~
Xn,z(t)

Sous I’hypothése [H2|, et en supposant en plus que les k; sont continues, on a par la

théorie des équations différentielles ordinaires
W < N, Bult,T) = 0(T)en(t); on(T) i= eI el (1.2.5)
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1.2. ANALYSE DES MODELES MARKOVIENS

D’ou,
t t
o (t) = / Bo(s, £+ 2)dIW, s — / ot + 2)en(8) AWy = ot + ) xmo(t).
0 0

En particulier, pour tout x, y et n on a
on(t + )
on(t +y)

Maintenant, puisque vy(z) = 7"+ > Xn(t), alors en choisissant un ¢, arbitrairement,

Xn,(t) =

me(t)

entre 1 et m, on peut écrire v;(x) sous la forme
N

u(e) =&+ Y altta) o (1.2.6)

— On (t + SL’z)
Il reste & démontrer que 'ensemble des variables d’état est markovien : c¢’est & dire montrer

que le vecteur

X = (Ut(wl)v s 7Ut(xm)7 X1,z (t)7 sy Xlem (t)a X2,961(t>7 s >XN,$m(t>>*
est markovien.

Pour tout k =1,...,m, on a
dvi(zg) = Opvi(xg)dt + B(t, t + ) dW;

D’autre part, on a

N t
Opvy(x) = 8T§6+$k + Z/ —Kn (t + x) Bn(s, t + x)dW,, 5
n=1 0

N
= OrE = 3 Kt + 21X (1)
n=1
= h(t, T, X1, (0)s - -+ Xvi (1))
En utilisant en plus, ’hypothése [H1|, on a pour tout k =1,...,m
dvg(zg) = h(t, Try X1z, (£), - - o Xovay, (0))dE + Bt + zp, ve(21), . ve(xy)) dW;
Soient maintenant 1 <n < Netl1l<k<m.Ona
D (1) = [ / et )B4 ) Wi | i+ Bty 2) AW
= —/ion(t + Tk) Xna At + 8" (L, 1+ xp, v(21), - (TN ) AWy

On en déduit que le vecteur y est un processus markovien.
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CHAPITRE 1. MODELISATION MARKOVIENNE DE LA COURBE DE VARIANCE

1.2.1 Exemple : Approche de H. Biihler

Dans cette section, nous illustrons le cadre général développé dans la section précédente
avec un exemple particulier, celui du modéle "double mean reverting" pour la courbe
de variance. Ce modéle a été proposé par Biihler dans [11]. Il s’agit d’un modéle affine

markovien, ol la variance forward est donnée par
& =G(Z, T~ 1), (1.2.7)

ol Z = (21, 22, 23) est un processus markovien a valeurs dans R? et G est donnée par

L (em® —e") sik#c,

K—cC

G(z;x) = z3x + (21 — z3)e” " + (29 — 23) (1.2.8)

RT

Kre ™ sik=c.

On établit les notations Z; = (Z} := (; Z? := 0y; Z} := my)*. Le processus Z est donné

comme solution de 'EDS
d¢; = k(0 — G)dt + VCta’Ethga
A6, = c(my — 0)dt + pbPdwy,

dm; = nm>™dWm,

\ dXt = \/EtdBtv

ou z¥¢ = (zt 4 ¢€)¥ — ¢

La courbe de variance forward en fonction de Z est donnée par

§tT =my(T —t) + (¢ — mt)e_”(T_t) + L(B_C(T_t) — e_’"“(T_t))(Ht —my) (1.2.9)
K —c

Ainsi pour tout z € R, on a

K

ve(x) = myx + (G —my)e " + (e — e ") (0 — my) (1.2.10)

K —c
Il s’agit donc bien d’une dépendance affine par rapport & Z. De plus, si on note 5(¢,T) la

volatilité de &I alors 3 vérifie les condition [H1| et [H2|. Cela peut se voir en écrivant v
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1.2. ANALYSE DES MODELES MARKOVIENS

sous la forme
N

v(r) =Y on(a)tn(t), (1.2.11)

n=1

ot o1(u) :==e " | o9(u) := e et o3(u) :=1 et les 1); sont données par

;

@btli:Ct— 0, + =y

KR—C K—cC

Un des avantage de 1’écriture de vy(x) sous la forme (1.2.11) est que le prix du variance-

swap est donné comme fonction affine des v;. En effet, si on note

G(Z7) = /0 v () du,

alors les prix des variances swap sont donnés en fonction de G par

G(Zi;T —t) = Vi(T) — Vi(t). (1.2.12)

En intégrant des deux cotés 1’équation (1.2.11) entre 0 et T-t, on obtient

G(Ze,w) = > ml@)ibu(t), (1.2.13)
ot Y, (x) := fox op(u)du. ie v (z) = 1‘?“, Yo(x) == # et ~vys(x) ==z

On en déduit que pour tout réels 11,715,135, avec 0 <1} <1y < T3 € R, on a

¢1<t) G(Zt,Tl — t)
b) | =TCTT.T)™ | 6z, 1) | V<D, (1.2.14)
1/}3<t) G(Zt,Tg — t)
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CHAPITRE 1. MODELISATION MARKOVIENNE DE LA COURBE DE VARIANCE

ol

F(t, Tl, TQ, Tg) =

1—e—r(T1—1)

1—e—c(T1—1)

— - T —t
1—e—r(T2—t)  1_e—c(Ta—1) T, —t
K C
1—e—r(T3—t)  1_e—c(T3—1) T3 ¢

K

c

Notons que cette matrice est inversible si et seulement si x et ¢ sont différents et non nuls.

D’autre part, on peut vérifier que

XN
i

1 1
H;C 1
0 1

Ui (t)
Ya(t)

ws(t)

On en déduit que Z est donné en fonction de Vi(T;) par

1 1 1
= 0 /{;c 1
0 0 1

(¢, Ty, Ty, Ts)

Vi(Th) = V()

Vi(Tz) = Vi(t)

Vi(T3) — Vi(2)

, Vit <T)

Ce qui veut dire qu’il existe une fonction f, telle que pour toute maturité fixée T' > 0,

et pour tous 11,715,715, tq T <T) <T, < T3, on a

Zy = f(tv %(T1)7 Vt<T2)7 Vt<T3)7 V;f(t))v vt < T,

(1.2.15)

Plus généralement, on peut choisir un nombre quelconque de maturités 7T} < Tp <

e < Ty m>3 telsque T'< 1,0 <T,,—1 <T,, et dans ce cas on a

Zt = f(t> ‘/t(TLp(t))a W(T@(t)+l)> W(T@(t)+2)7 W(t))a Vi < T7

ol

o) =inf{i >1: T,y <t <T;}.

24



1.2. ANALYSE DES MODELES MARKOVIENS

On peut donc envisager des stratégies de couverture basées sur des ensembles de variance-
swaps qui varient au cours du temps. Cela peut étre appliqué a la couverture sur le marché
construit & partir du stock S et I’ensemble des variance-swaps sur S, noté F>V. On note
F?9 la filtration naturelle de S et FV la filtration engendrée par tous les variance-swap

disponibles sur le marché : c’est a dire
Fo=o{Vu(Th),... . Vu(Tp);iu<t, meN, 0< Ty < - < Ty, < 00}
on note
FV = FS v FY
Alors ce marché est complet, dans le sens de[11], (cf. [11], chp 4). En particulier, si on
considére un actif H = (Sz, Z7, Vp(T)) € LY(F5V;P) et si on pose
H, :=E (H(St, Zr, Vi (T))/F)
alors, on a

H, = h(t, S, Z;,Vi(t)) = h(t, S, f(t,Vi(Th), Vi(Tz), Vi(T3), Vi(t))
A(t, S, Vi(Th), Vi(T3), Vi(T3))

On peut donc répliquer H par une stratégie sous la forme

T 3
Hp = Hy+ / OsA(W)dS, + > I Aw)dV,(T;,)
0

n=1
1.2.2 Variables d’état et courbe de variance forward

Revenons maintenant au cadre général. La signification économique des variable d’états
Xn.z, Introduites précédemment n’est pas tout a fait claire et il n’est pas immédiatement
évident si elles sont exprimables en termes de quantités directement observées sur le
marché. Le but principal de cette section est d’expliciter le lien entre les variables d’état
et la courbe de variance forward pour un modéle vérifiant les hypothéses [H1| et [H2] de
la section précédente. Tout d’abord, on rappelle qu’un modéle vérifiant ces hypothéses est

Markovien par rapport & X, et vi(z;).
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CHAPITRE 1. MODELISATION MARKOVIENNE DE LA COURBE DE VARIANCE

On commence par écrire x sous la forme

Nona(t) = Gl 4 2) (W (t) = $a(0)); () = 1 (0) + / Cals) AW,

(1.2.16)

Il s’agit maintenant d’exprimer le lien entre les v, et la courbe forward de variance,

puisqu’ils sont exprimables d’une fagon explicite en fonction des x,, .. L’équation (1.2.6)

donne la variance forward comme fonction affine des v,,, et ainsi les processus 1, peuvent

étre exprimés en fonction de la courbe de variance en inversant (1.2.6). Les détails de la

procédure de cette inversion et les conditions suffisantes sous lesquelles cette inversion est

possible sont données dans le reste de cette section.

Rappelons que pour tout z € Ry, on a

wl(e) =g+ 3 T = 6 1S ol 4 ) ({8 — a(0))

On suppose que la courbe aujourd’hui admet la paramétrisation

v(0,2) =Y 0y (2)n(0).

Dans ce cas, v(z) vérifie I’équation

N

v(z) = Z on(t + ), (t).

n=1

Proposition 1.2.1. Pour y,...,yn € Ry, on définit la matrice A(t,y,,. ..

01(t+y1) aN(t+y1)

or(t+1y2) ... on(t+ys)
A(t,yl, Ce ,yN) =

O'l(t—l—yN) UN(t+yN)

(1.2.17)

(1.2.18)

YN ) par

(1.2.19)

On suppose qu’il existe yy,...,yn € Ry pour lesquels dét A(t,yi,...,yn) # 0 pour tout t.

Alors la variable d’état x,, peut s’écrire comme fonction affine des variances forward de

référence vy (y1), ..., v(yn) -
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1.2. ANALYSE DES MODELES MARKOVIENS

Remarque 1.2.1. En général, on prend les k,, constants, et dans ce cas on a

N
dét A<tay17"'7yN) = {Han(t)} X dét A(Ovyla'-'7yN)
n=1

il suffira juste de trouver des y; pour lesquels le détA(0,y1,...,yn) # 0 et ce sera le cas
pour tout t
Preuve En écrivant la formule (1.2.18) pour chacun des yi,...,yy € Ry, on obtient

N
vi(ys) = Y oult +y)ta(t), 1<i <N
n=1

Ce qui donne le systéme

ve(y1) Pu(t)
v (12) o(t)
=At,y1,---,YN)
vt (Yn) YN (1)
Ainsi
Ui (t) ve(y1)
Ya(t) ALY

= A(tayb s 7yN)_1

YN (t) v (yn)

Corollaire 1.2.1. Si les conditions de la proposition 1.2.1 sont satisfaites, alors la courbe
de variance forward est affine par rapport a un nombre fini de variance forward de réfé-

rence
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Preuve Il suffit d’écrire que

v: (1)

. ve(y2)
v(x) = At,x,z, ..., o)At y1, ..., yN)

v (yn)

Il en résulte que les variables d’état dans cette classe de modéles peuvent étre exprimées

comme fonction affine d’un nombre fini de variance forward. Maintenant, en utilisant les

hypothéses [H1]| et [H2|, on peut montrer que les variances forward peuvent étre exprimées

en fonction d'un nombre fini de variance-swap. Ceci permet en particulier & ces modéles

d’étre affines par rapport a un nombre fini de variance-swap.

Soit x € R,. On définit

1 x t+r t
V(t,x) := —/ v(u)du = Weew
0

T T

: ¢'est le variance swap forward entre t et ¢ + x. Par I'égalité (1.2.18), on a

V(t,x) = Z Y (L, 7)Y (t)

ol

1 x
Y (t,x) = —/ on(t +u)du, n <N.
T Jo

Proposition 1.2.2. Pour tout y,,...,yn € Ry, on définit la matrice /~\(t, Yy - - -

nty) .o n(ty)
~ Mt y2) oo vt )
A(t>y17--'7yN)::

n(tyn) - vt yn)
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1.3. COMMENTAIRES

On suppose qu’il existe y1,...,yn € Ry pour lesquels dét /~\(t, Yi, .- yn) # 0, pour tout t.

Alors la variable d’état x,, peut s’écrire comme fonction affine des variances swap forward
de référence V(t,y1),...,V(t,yn)

Remarque 1.2.2. Comme nous 'avons évoqué dans une remarque précédente, si les x;
sont constantes, ce qui est d’ailleurs le cas dans la plus part des modéles qu’on utilise en
pratique, alors il suffit de trouver y,...,yn € Ry pour lesquels dét /~\(O, Y, yn) £ 0

et on aura le résultat pour tout t.

Preuve En utilisant les arguments de la preuve de la proposition 1.2.1, on obtient

77/}1 (t) V(tv yl)
¢2(t> ~ _1 V(tv ?/2)
=At,y1,-..,yn) , V<
Uy (1) V(t, yn)
Soit maintenant 7" < y;. Alors pour tout ¢t < T, on a
N
VI =V 4+ (T —t)V(Et,T —t) = Vi(t) + (T —t) Z’Yn(taT — 1)n(t)
n=1
Donc
V(t7 yl)
~ ~ V(ta y2)
VI=VI+ (T —t)AET—t,T—t,....T—t)A(t,y, ..., yn)""

1.3 Commentaires

Nous avons présenté un cadre général de la modélisation markovienne de la variance

forward, illustré par le modeéle de Biihler [11]. Nous avons vu que sous les deux hypothéses
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[H1] et [H2], on se raméne a un cadre affine-markovien. Ce genre de modéle a 'avantage de
simplifier la dépendance de la courbe de variance forward par rapport aux variables d’état,
qui & leur tour peuvent étre données en fonction des quantités directement observées sur le
marché. L’hypothése [H1| parait parfaitement raisonnable, car les maturités pour lesquels
les variance-swap sont négociées sont finies, il est donc naturel que la dépendance de (¢, T')
par rapport a la maturité se fasse a travers un nombre fini de maturités. Il s’agit donc
d’une facon bien réaliste pour modéliser la courbe de variance dans le cas ot 'on s’intéresse
aux produits qui ne dépendent que de la surface de variance forward. Cependant, la
complication supplémentaire, dans le cadre de la modélisation de la variance forward, est
que nous avons besoin de déduire la dynamique du prix de 'indice ou 'action dont Ia
variance instantanée est le processus & (voir [11]). Dans ce contexte, la structure affine de
la courbe de variance n’offre d’avantage par rapport aux modeéles a volatilité stochastique
classiques, d’autant plus qu’il n’existe pas de formules explicites pour I’évaluation des
options sur variance, dont le pay-off est non-linéaire (par exemple les Calls sur variance
réalisée, futures et options sur VIX).

Or, la motivation principale de la modélisation de la variance forward est d’avoir un
moyen de controler la dépendance entre I'indice et sa "volatilité", en calibrant certains
paramétres de la courbe de variance sur des produits dépendant directement de la volatilité
et d’autres parameétres sur les options sur 'indice lui méme, pour étre un mesure d’évaluer
des produits trés sensibles a la dynamique jointe du sous-jacent avec sa volatilité. Dans ce
contexte, I'approche de Bergomi [5], [6], [7], apparait plus pertinente que celle de Biihler,
grace notamment a la forme lognormale des variances forward dans ces modéles. Nous
présenterons le modéle de Bergomi et ses avantages dans le chapitre suivant, o nous
proposerons une modification de ce modéle qui est facilement "calibrable" aux futures et
options sur VIX. Nous présenterons aussi dans le chapitre 3 une méthode d’approximation,

trés robuste, pour les options sur 'indice (sous-jacent) dans les modéles de type Bergomi.
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2 Forward variance dynamics :

Bergomi’s model revisited

Abstract

In this article, we propose an arbitrage-free modeling framework for the joint dynamics of forward variance
along with the underlying index, which can be seen as a combination of the two approaches proposed
by Bergomi. The difference between our modeling framework and the Bergomi models (2008), is mainly
the ability to compute the prices of VIX futures and options by using semi-analytic formulas. Also,
we can express the sensitivities of the prices of VIX futures and options with respect to the model
parameters, which enables us to propose an efficient and easy calibration to the VIX futures and options.
The calibrated model allows to Delta-hedge VIX options by trading in VIX futures, the corresponding
hedge ratios can be computed analytically.!

Keywords: Variance-swap, forward variance, VIX, Options, Implied volatility, Hedging

2.1 Introduction

The fact that equity volatility is non-deterministic has been accepted since the 60s when
Samuelson (1965) and Mandelbrot described the randomness of the variance of the distri-
bution of the equity market. The randomness of the instantaneous variance of the stock
price process is particularly important if we want to price and hedge heavily volatility-
dependent exotic options such as options on realized variance or cliquet-type products.
Such products cannot be priced correctly in the Black-Scholes model since their very risk

lies in the movement of volatility (or variance, for that matter) itself.

!This research was supported in part by NATIXIS. I am grateful to M. Crouhy, A. Reghai and A. Ben
Haj Yedder for their helpful advice and comments. Moreover, thanks to Damien Lamberton for many

useful discussions.
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In order to explain these empirical deviations from the Black-Scholes model, various
attempts have been made in the literature. One way of addressing the problem would be to
use the market prices of options and deduce the implied risk-neutral distribution. To this
end, Dupire [22], [23]|, Derman and Kani [19], [18] have completely solved the problem of
finding a one-factor diffusion which reproduces a continuum of market prices. Currently,
these models are the most popular way of managing smile and skew risk. However, as
pointed out by Hagan et al [35], the dynamic behavior of smiles and skews predicted by
local volatility models is exactly opposite the behavior observed in the marketplace. This
implies that the model makes predictions about the future which are not matched by past
market experience. This contradiction between the model and the marketplace tends to
destabilize the delta and vega hedges derived from local volatility models, and often these

hedges perform worse than the naive Black-Scholes” hedges.

Some authors, such as Cox and Ross (CEV) or Bensoussan, Crouhy and Galai (BCG)
introduce the concept of volatility that depends on the level of share price. The CEV
models represent a class of stochastic volatility where the coefficient of correlation bet-
ween the price of the underlying asset and its instantaneous volatility, is equal to 1.0,
which allows asset prices and market smiles to move in the same direction. One stochas-
tic volatility models which has gained great popularity with practitioners in particular is
the so-called SABR model [35]. This model has the advantage that a closed—form (ap-
proximate) formula for the implied volatility is given. However, the SABR option pricing

formula is obtained by using an approximation, and as such must be treated with caution.

Another class of option pricing models have been introduced, in which the instanta-
neous volatility itself follows a stochastic process. Heston’s popular model [38] assumes
that the instantaneous variance of the stock price is a square-root diffusion whose in-
crements are correlated to the increments of the return of the stock price. In addition,
there are also models which incorporate jump processes. The main drawback of stochastic
volatility and jump models is that they lead per se to incomplete market models if only

the stock and the cash bond are considered as tradable instruments.

To alleviate this problem in continuous models, a new stream of literature has deve-

32



2.1. INTRODUCTION

loped in the last few years. This innovative branch focuses on the identification of these
extra sources of randomness in the option markets and therefore the need for one (or
several) additional traded instrument to be able to hedge the resulting risk (completion
of the market). However, it is not clear which traded instruments we have to choose to
complete our market.

The most efficient approach has been to use volatility derivatives, which were first sug-
gested by Brenner & Galai |9], [10]. These types of contracts were until recently restricted
to over-the-counter (OTC) activities. However, the Chicago Board Options Exchange
(CBOE) listed futures on the VIX in March 2004 and have with that begun developing a
volatility derivative market by using the VIX as the underlying. European options on VIX
were the next type of derivative the CBOE introduced in February 2006. The VIX, due
to its definition in terms of prices of options on the S&P500 index, represents the market
expectation of volatility, annualized, for the next 30 days. VIX futures and options are
attractive to investors seeking exposure to the volatility of the S&P500, without taking a
direct position in the index and with no need to Delta-Hedge their portfolio.

A new modeling approach, recently proposed by Bergomi [5], [6], [7] is one in which,
instead of modeling “instantaneous” volatility, one starts by specifying the dynamics of
the entire curve of (forward) variance as a random variable, just as HIM-type interest
rate models start from the forward rate curve. The additional complication in the case of
forward variance is that we do not only want to model the variance swap price process,
but we need to derive the dynamics of a stock price process which is consistent with the
modeled variance. Before describing our contribution, we will recall a few facts about

variance modelling and Bergomi’s framework.

2.1.1 Variance Swaps and Forward Variance Curve

A variance swap with maturity T is a contract which pays out the realized variance of
the logarithmic total returns up to T less a strike called the variance swap rate VI |
determined in such a way that the contract has zero value today.

The annualized realized variance of a stock price process S for the period [0, 7] with
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business days 0 =ty < ... < t, = T is usually defined as

n 2
RVOT .= d E (log S ) :
n Sti—l

=1

The constant d denotes the number of trading days per year and is usually fixed to 252
so that % R % We assume the market is arbitrage-free and prices of traded instruments
are represented as conditional expectations with respect to an equivalent pricing measure

Q. A standard result gives that as sup,_, ,, |t; — t;_1] — 0, we have

-----

n 2
Z <1og SSti ) — (log S)r in probability (2.1.1)
i=1 ti-1

when (S;);>0 is a continuous semimartingale.

Approximating the realized variance by the quadratic variation of the log returns works
very well for variance swaps, but care should be taken in practise if we price short dated
non-linear payoffs on realized variance. Denote by V;7, the price at time t of a variance

swap with maturity 7' < oo. It is given under Q by
VI =E¢ [RVT] = E/ [{log S)7] -
We define the forward variance curve (7)7sq as
& =o0pVh, T>t>0.

Note that, if we assume that the S&PX index follows a diffusion process, dS;, =
weSdt + 045, dWy with a general stochastic volatility process, o, the forward variance
is given by

& =Ef (07).

It can be seen as the forward instantaneous variance for date T, observed at ¢. In particular
& =07, Vt>0.

The current price of a variance swap, V,T, is given in terms of the forward variances

as

T
VI = logS)i+ [ grau
t
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The models used in practice are based on diffusion dynamics where forward variance

curves are given as a functional of a finite-dimensional Markov-process :
&= G(T;t, Zy), (2.1.2)

where the function G and the m-dimensional Markov-process Z satisfy some consistency
condition, which essentially ensures that for every fixed maturity 7' > 0, the forward

variance (§])i<r is a martingale.

2.1.2 Bergomi’s model(s)

In two articles [6], [7] published in 2005 and 2008 in Risk, L. Bergomi proposed a new
model based on the direct modelling of the forward variance curve. He proposed two
versions of this model : a continuous and a discrete one. The discrete version can be
seen as the analog of the LIBOR market model for volatility modeling, since it aimed to
model forward variance swaps for a discrete tenor of maturities while the second one is
Markovian and time homogeneous, where the volatilities of forward variance depend on
time-to-maturity only.

Both models allow to match any specified term-structure of the at-the-money implied
volatility skew for the short maturities, while being consistent with the market prices for
variance swaps and fitting with a good approximation the at-the-money implied volatilities
and the at-the-money skews. They also provide better control on the smile of forward
variance by calibrating the VIX futures and smiles.

Denote by Ty < T < --- < T, the tenor structure of the VIX futures. The forward

variance curve in the continuous version of the model is given by

2

w 52 w2
eF = ¢l fT(al 1) =¢T ((1 — et T~ E@D? | eBrerel ——h TE(:ctTP) : (2.1.3)

where .
rl = Z 0, e_””(T_t)/ e_””(t_s)de (2.1.4)
- 0

The Brownian motions W" are correlated with correlation coefficients p; ;. The curves -,

f and w are taken to be piece-wise constant over the interval [T}, T;, /.
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The main drawback for this model is the inability to express explicitly the prices of
VIX futures and options in terms of the model parameters (v, 8 and w). Therefore, the
calibration of the model parameters to a set of market option prices becomes very difficult
and sometimes impossible.

The forward variance, in the discrete version, is defined over the time interval [T;_q, T;[

as

=g =g fi(t,xl"), t<T and T € [T;_1,Ty[.

The calibration to the VIX smiles is exact and fully detailed in Bergomi (2008). However,
the functional of the model, fi(t,xtTi), is not given in advance, but obtained after cali-
bration on a finite number of points, which makes the use of the model difficult to price
other types of products. Furthermore, conditionally to Fr,, S is lognormal over [T}, T;44] :

the spot process in the discrete version follows the dynamics

Y -+ \JE AW T< 1< T,

which does not allow much flexibility to match the market prices of the S&P options with
30-days maturity starting form T;.

2.1.3 Our contribution

In this article, we propose an arbitrage-free modeling framework for the joint dynamics
of the forward variance curve along with the underlying index, based on the modelling of
the forward variance.

Our model combines features of the discrete and continuous versions of Bergomi’s
model, without being reduced to either of them. Indeed, as in (3.3.1), we have an explicit
form of the forward variance in terms of the state variables. On the other hand, we have
a piecewise constant dependence with respect to maturity, as in (2.1.4). This dependence
with respect to maturity will allow us to express the VIX futures payoff as a deterministic

function of a normal random variable (cf (2.2.3)).
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One of the strengths of this modelling approach is that it provides two levels of cali-
bration. In the first step, we calibrate the parameters that generate the forward variance
curve to match the VIX futures and the implied volatility of its options. In particular,
our model reproduces the stylised features of the skew of the implied volatility of VIX.
At the second step, we use the resulting parameters, from the first step, and calibrate
the correlation coefficients between the Brownian motion driving the stock price and the
factors to control the term structure of the skew of the vanilla smiles. The first step of the
calibration problem is reduced to the inversion of some monotonic functions, thanks to
the explicit dependence of the prices of VIX futures and Puts with respect to the model
parameters. The second step is performed by using an efficient minimization algorithm.

This paper is organized as follows : Section 2 presents a description of the model for
the forward variance curve and the pricing of the VIX futures and options. In section
3, we specify the term structure of the curve w (The scale factor of the volatility of the
forward variance). The specification of the model is reduced to three parameters for each
tenor date and analytic formulas are derived for the prices of VIX futures and options in
terms of these parameters. In section 4 we show how to calibrate the model parameters
to fit the market prices of VIX futures and options. We also give numerical examples
which demonstrate the performances of the model for calibration to market data. Section
5 shows the hedging of VIX options. We will show that any European option on VIX can
be hedged by taking position on the VIX future, a variance swap, a Put on VIX and on
the skew. The corresponding hedge ratio can be computed analytically. In section 6 we
study the dynamics of the underlying asset and show how the model can be calibrated
to fit implied volatility of the European options on the S&P index, near-the-money, and

finally, we conclude in section 7.

2.2 A dynamic model for forward variance dynamics

In this section, we introduce the model which is designed to capture the market prices

of volatility derivatives alongside the stock price. Our initial approach is very similar
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to Bergomi’s approach for the forward variance modeling. We will assume that a set of
settlement dates is given

To<Ti<..<T,<...

and referred to as the tenor structure (we use especially the tenor structure of the VIX
futures, but it can be generalized to any tenor structure). Consider an underlying asset
whose price S is modeled as a stochastic process (S;);>0 on a filtered probability space
(Q, F,{Fi}i>0, Q) , where {F;};>0 represents the history of the market.

We first specify the dynamics of the forward variance using a log normal specification
which allows analytical pricing of European-type VIX derivatives. The dynamics of the

forward variance under Q is assumed to be

. w2 7
¢ = ¢leorad =FE 4 <7 and T €Tiy, T)] (2.2.1)

where 2! is defined by (2.1.4), and the initial values of forward ! are inputs of the model,
deduced from the curve of variance-swap prices.

The main difference between our modelling approach and Bergomi’s continuous model
(3.3.1), in addition to the piecewise dependence with respect to maturity, is that it gives
the S&P index as a diffusion process with stochastic-lognormal volatility process, while
in Bergomi’s model, the variance process is given as a sum of two lognormal processes.
However, our model does not reduce to Bergomi’s model with v = 0. Indeed, we will
see that by choosing a specific parametrization w, we can reproduce the positive skew
observed in the VIX options.

The number of factors introduced in this dynamics is the number of degrees of freedom
that will be available to calibrate S&P’s smiles, therefore a single-factor model would not
be precise enough. On the other hand, the computation time in a Monte-Carlo method
increases proportionally to the number of factors, therefore a two-factor model offers a
good quality /time ratio. Anyway, all the following formulas do not depend on the number
of factors.

The parameters of the dynamics (2.1.4), s;, 6; and p;;, are chosen and will not be

calibrated to market data, because they are not directly involved in the pricing of volatility
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derivatives. We follow here the approach of Bergomi [7|, where he proposes some parameter
sets which can be chosen. For example, in the case of 2 factors, Bergomi proposed to set
Hil in the order of a few months, which correponds to k; ~ 8, %2 in the order of a few
years : kg &~ 0.3. The curve w is a deterministic function of T. It is a scale factor for the
volatility of £ and it allows to control the term structure of the volatility of volatility by

calibrating VIX futures and options.

2.2.1 The VIX Index

The VIX Futures maturing at time 7" quotes the expected volatility for the next 30 days.
So VIX? represents 30-day S&P 500 variance swap rate, it is given under the risk neutral

measure by

1
VIXp = \/ E2 [SRVT?”‘S], (2.2.2)

where § = 2% and RVTIH0 = RYOTH — RVOTL Tn terms of the forward variance curve,

the VIX is given by

1 [T+ 1 [Tt T
VIXy = 5 / §rdu = 5 / Euenrr — 2 BT gy,
T T

where 7, = Zizl Tilyer, . 1)- Note that Ty —T; =0

We are only interested in maturities on which VIX is traded. This corresponds to the
special (typically useful) case where T' = T; for some i = 1,..., n. Denote by VIX; :=
VIXry,. Assumed that w is Borel measurable and locally bounded. We have

1 [T+t Tit1_ wd g Ti
VIX,;, = —/ fgew“xTiH 2 B Ti+1)2du =/9i(2), (2.2.3)

where Z has the standard normal distribution and the function g; is defined as

1 [T o @R
gi(2) = —/ guer “i="2"qy (2.2.4)
o Jr.
and
wi(u) = wy \/E(zi)2. (2.2.5)
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2.2.2 Pricing VIX Futures and Options

In this section, we derive closed form expressions for the prices of the VIX futures and
call options. By using (2.2.3), we can evaluate any given European-like claim on VX,

with pay-off function f, as

e

V271

We can also express the prices of VIX options in terms of Calls and Puts on VIX2, by using

22
2

EQf(VIX,) = /R F (Y au(@) e

the following useful representation, which is valid for any twice-differentiable function G

and for any k € Rt
0o k
G(X?) =G(k) + G'(k)(X?* = k) +/ G"(K)(X? - K),dK +/ G"(K)(K — X% dK

This gives in particular the price of Calls and Put on VIX in terms of Calls and Puts on
VIX? by extending this formula to the functions x — (y/z — k)4 and z — (k —\/Z)4

|
EVIX; — k), = —]E(VIX 2 k%)

— E(VIX? - K).dK 2.2.6
o TV )+ (2:2.6)

1 L |
E(k—VIX;), = ﬁIﬁz(k2 ~VIX?), + TN

and by call-put parity, one can express the VIX future price in terms of calls and puts on

VIX?2. For every k > 0, we have

E(K —VIX?) dK (2.2.7)

EVIX,? FR(K —VIX;?) . dK CE(VIX? - K),.dK
0

Wk 4KVK k AKVK

In particular, for k = EVIX?, we have

EVIX2 00 2
= dK
E(VIX,) /]EVIX2 / E(K - VIX; )+dK_ E(VIX K),
KVK EVIX? 4KV K

(2.2.8)

(2.2.9)
Note that EVIX2 =1 [/,

Now, the price of Calls and Puts on VIX; are given by the next proposition
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Proposition 2.2.1. If the function w; is positive, then for any nonnegative strike K, the

price of a call on VIX? with strike K is given by

E(VIX? — K), — % /T T+ SN(=2(K) + an(u))du — KN(==(K))  (2.2.10)
and the price of a Put on VI;(i2 with strike K is given by
E(K —VIX?®), = KN(z(K)) - %/:M ON(zH(K) — wi(u))du (2.2.11)
where N denotes the standard normal cumulatlive distribution function and z} s defined
as
S(K) =inf {2 €R | gi(2) = K} = g, '(K)
Proof
We can write
E(VIX: - K)y = E(g:(Z) - K)lgz)2k
S NCCE 0
7 (u)
! / Taf e "Z"’dg’du KN (- (K))

- 3 /T UN (=2 (K) + @;(w))du — KN(=2(K)) O

2.3 Specifying @;

The prices of VIX futures and options depend only on the volatility of volatility specifi-
cation controlled by the parameter w;. So every assumption made on the structure of @;
gives a new modelling approach.

On the other hand, the VIX dynamics is given by

2 t+6_§t U Wa X, 770.; IE(:J: N2 g T
avix: = S dt+5 " g daT

t+§

_ gt dt+z |: / é’u Wy Ty ——waE(xtTuV e (Tu— dU thn
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It is easy to check that if the Brownian motions W™ are positively correlated, the volatility
of VIX? dynamics is stochastic and positively correlated with the VIX dynamics, for any
form of @;. So by Durrleman [24] the model will generate the positive skew observed in
the VIX options. Note that in the particular case where @; is constant, the VIX skew
generated by the model will be equal to 0.

In this work, we assume that @; takes only two values within interval |7}, T;.;]. We
will show that in addition to modeling the positive skew observed in the VIX options, we
can calibrate, exactly, VIX future as well as "at least" one Put option by maturity.

The function w; is decreasing and does not take more than two values over the time
interval |7}, T;41].

Denote by L; the point where it changes its value. The curve w; can then be parame-
trized as follows :

wi(t) = Gligr, L) + BiGilieiL,, i) (2.3.1)
where 3; € [0, 1].

Under this assumption, F'” takes the form

B3¢

¢2 2
VIX;? =my; |(1—7)e5% 7% 4, 56772 }

T:
1 i+l ey
5 fL,L- odu

T .
where m; = %fT eddu, v = and the random variable Z; :=
1

has the standard normal distribution.

The price of any VIX future contract is then given as a function of the triplet (s, 5;, ¢;)-
This is given as function of calls and puts on VIX? by using proposition 2.2.11 and the
equalities (2.2.6), (2.2.7) and (2.2.8). Noting that, with this special parametrization of the
function @;, the price of call on VIX;? with strike K is given by

E(VIX® = K)+ = m; [(1 = %)N (=2 (K) + G) + %N (=2 (K) + 5iG;)] = KN(=2(K))
(2.3.2)
and the price of put on VIX,* with strike K is given by
E(K — VIX;®)y = KN(=z(K)) = mi [(1 = %)N (2] (K) = G) + yN (2 (K) = 8iG)]
(2.3.3)
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Prices of VIX futures and options are then given by explicit formulas in terms of
parameters v;, 5; and (.

We will study the particular case of VIX future and Put prices. First, to simplify the
notation, denote

2 2,2
VWBC =m, {(1 _ ,y)eCZi_% +765<Zi—6§] ,

for (¢, ,¢) € [0,1] x [0,1] x RT. Also, let

Fyix(7,8.0) =E\/V7"" and  pi(7,8,0) = E(k — /7).,

the prices of VIX future and Put on VIX with strike k respectively.
The next result gives more information about the function giving the price of VIX
future and put in terms of the parameters v, 8 and (. The proof can be found in the

appendix

Proposition 2.3.1. The functions py and Fyrx are differentiable and their first partial

derivatives are given by

o I Fyix(v,8,¢) = — fo 4K\F [mi(1 = 7)N'(2] (K) = ¢) + myyBN' (2] (K) — f¢)] dK

OsFvix(7,5,0) = —mawy [~ N'(z/(K) — ﬁC)u(f

O Fvix(v,B8,¢) =my fo 27 (K) — ¢) = N(z(K) = Q)] ﬁf’

z¥ 2y_ / ,
Oepi(7, B,¢) = —my(1 — ) f_z(’” ¢ KN(YK o g = 0)=60_KN'(R)dK

00 2/ 9:(K+¢) 24/9i(K+50)
—-B¢ KN'(K)dK
i 8ﬁpk(7767 C) = _ngyf m’
()¢ N/(K)dK F(k*)—Bw _ N'(K)dK
“/pk(r% Bv C) =m; f—oo 24/9:(K+¢) f 2/ g (K+Bw)

In particular, we have
1. 0,Fyix and O3Fyix are negative.
2. 0yFyix, Ocpr and Ogpy, are positive.

3. If k < \/my, then O,py 1s negative.
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2.4 Calibrating v, 8 and ¢

A model cannot be used in practise without a reliable and reasonably quick calibration
scheme. We therefore describe here how the model can be calibrated using the "explicit
dependence" between VIX futures and options prices and the model parameters ~, § and

¢ for each maturity 7}, given by proposition 2.3.1.

Data

Assume that we observe the Variance-Swap market prices for all maturities. We deduce
the initial variance curve (§])rso from the market prices of Variance-Swap.

Let us also assume that we observe the VIX future price and a series of Put options
on VIX, for each maturity 7;. Obviously, we will not pretend to be able to calibrate
VIX futures and all European options on VIX, nevertheless we will show that for each
maturity we can calibrate "exactly" both VIX future price and one Put by leaving free the
parameter v along some interval. This parameter, left free, will serve to calibrate other

options and/or to reproduce the VIX skew.

Phase 1 : Calibrating VIX future

The hedging of VIX options is typically done with trading in VIX futures contracts, we
want the model to reproduce the VIX futures prices for each maturity 7;.

Let’s denote by F the market price of VIX future for some maturity 7; and denote
by m = ﬁ fTT:“ &'du. Note that F and m must satisfy the following (no-arbitrage)

condition :

F < {ym.

The calibration problem of the VIX future is to find a triplet (v, 5, () € [0, 1] x [0, 1] X
R, such that

FVIX('V:ﬁvC) = F
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In what follows, we will show that for every (v, () belonging to some subset of [0, 1] x R,
there exists a unique § € [0, 1], such that Fy;x(v,5,() = F.

By Proposition 2.3.1, we know that for (v,{) € [0,1] x R, the function §
Fyix (v, B, () is continuous, decreasing over [0, 1]. Tt is then bijective from [0, 1] to
[FV[X(fy,ﬂ =1,0), Fyrx(v,8=0,¢)|. (Note that V#%¢ and V?1¢ are lognormales)

Now, it becomes clear that if the pair (v,() is such that Fy;x(v,1,{) < F and
Fyix(7,0,¢) > F, then there exists 8 € [0, 1] such that Fy;x(v,5,() = F.

So, for v > 0, consider the function { — Fy7x(7,0,(). From Proposition 2.3.1, we
know that it is continuous and decreasing over R* satisfying Fy;x(v,0,( = 0) = \/m7y
and lime_, Fyrx(7,0,¢) = 0. It allows us to define the fuction

EF Ly € [O, %2) — EF(")/) = FVIX(770> )_1(F) (241)

. . = . . . . 2 .
This function, (r, is continuous, increasing over [0, %) and satisfies

¢r(0) = (r,

limvﬁ%z C_F("}/) = +00.

where
Cpi=2 log(%) (2.4.2)
Denote
F? 7
O = {010 € 0.2) x| ¢ € [cr )] . 24

It is easy to check that for every (v,() € Qp, we have Fy;x(v,1,{) < F and
Fyix(7,0,¢) > F. This means that the mapping

Br : (7,0) € Qp — Br(7,¢) = FVIX(%-,C)A(F) (2.4.4)

is well defined. In particular, for every (v, () € Qp, we have Fy;x (v, Br(7,¢),() = F O
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Phase 2 : Calibrating VIX Put

As mentioned above, we choose to calibrate one Put option for each maturity 7;. Denote
by P the market price of this option and by K| its strike. Here we will try to find a family
of pairs (v, () € Qp, such that

Pro (7, B (7€), ¢) = P.

The map (v, ¢) — pr, (7, Br (7, ), ) is neither monotonic in 7, nor in ¢ because of Sr,
then we cannot obtain its inverse easily. To address this problem, we proceed as follows.

By using proposition 2.3.1 and in the same way as before we can define

. (ko — P)?

¢p:yell, ) — Cp(7) = pro(7,0,.)(P) (2.4.5)

and satisfies

. - . . . . P—ko)?
In particular, (p is continuous, increasing over [0, %)

¢p(0) = ¢p,

lim,y_)w::o)? Cp(7) = +o0.

where
(p = sup {C > 0; IP’BS(\/Ee’%,kO, g) < P} (2.4.6)
and ; , ; ,
Ps(5,k,0) = SN (&) L kN (&) |
o o
Denote
ko — P)? _ ko — P)2 2
o= {0.0 €020 (o G}V {EE D o)

We can define the map

513 : (’77C) € QP — 6P<77C) = pko(’yv '7C>_1(P) (247)

Now to solve the "double" calibration problem of the parameters v, 8 and ( to F and

P, it suffices to find (v, () € Qp N Qp such that

Br(v,¢) = Br(7,Q).

The proof of the next theorem can be found in the appendix.
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Theorem 2.4.1. Assume (, < (p (where (p is defined by (2.4.6) and (p by (2.4.2)), then

there exists v* < W such that for every v € [v*, %2), there exists ¢, = C*(7, ko, F, P) >
0 such that Bp(v,¢y) = PBp(v,(,). Furthermore, the map C* is differentiable and its

deriwatives are given by

_ Oyprg X9 Fvix—0ppry X0 Fvix
([ ] yC*(V? k(]) F7 P) — 8ZFVO]XXaﬁpkofaﬁF\/('JIX;a(pko (77 5F(77 C’Y)) C’}/))

) akc*(/ya kO,F, P) PkoxaﬁFVIX (775F(77C7)7C7))

T OcFvix X0ppry—0s FvIx XO¢prg

[ J (9FC*(")/, kO,F, P) - 8ﬂpk0 (776}7(’77(7)7(7)7

T OcFyix X0ppry—0s Fvrx X O¢pr

o OpC* (7, ko, F, P) = —Ostyix (7 Br(1:G,), &)

T OcFvix x0ppry—0sFvix XOcpk

Remark 2.4.1. With all market data that we have dealt with, the condition ¢, < (g is

satisfied for ky = F. For general case, we note that

Cp

G < Cp <= omup(ko) < 5 = orp(ko) < %
where o7yp(k) = Pps(F, ko,.)™' (P). Since "in practice", the implied volatility of VIX
options are increasing with respect to the strike, then if kg is such that oryp(ko) < %F,

so the condition is still satisfied if kg is replaced by k& < k.

Remark 2.4.2. Thanks to the monotonicity properties of all the functions we have defi-
ned, the calculation of v* and ¢, are made by using a "special" binary search algorithm.

This algorithm will be detailed in the appendix ( see Remark 2.8.1).

Phase 3 : Calibrating ~

We can do without this calibration step if we only want to fit the future price and the

Put price by choosing any value of « between ~* and %2 Noting that W € [ F—Q)

’m
Otherwise, we can calibrate the VIX skew or another Put option on VIX.

By proposition 2.4.1, we know that by choosing any value of v in [y*, F—Z), we can find

m

a couple (f3,, (,) such that the model price of VIX future and Put on VIX with strike ko

coincides with their market prices. There is therefore a possibility to calibrate v to match
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another VIX future contract. Here we choose to calibrate with the aim to reproduce the
skew of VIX at k. i.e the slope of the Put implied volatility of VIX at the point k.

In practice, the skew, at some point k, is measured as the difference of the implied
volatilities of 95% and 105% strike. Now to compute the "skew" from the market data on
VIX, we choose ky : the nearest strike to kg, on which the VIX put is available and we
approximate the skew by the difference of the implied volatility of ky and k.

This step of calibration reduces to finding v such that

P —-P
akpko (77 ﬁF(’Ya Cw)? C’y) = . .
k1 — ko
The calibration is thus reduced to minimizing
kg G Z—3¢2 GyBr(1:61) 2= 53 Br (7:¢4)? i * F?
E—((l—v)e” 267 oy e PTG PGy ) e )

Remark 2.4.3. By differentiating the Black-Scholes formula giving the price of Put with
strike ko with respect to the strike, we can express Oypy,in terms of the skew and the

implied volatility of P at the point kg as

8;JE(K— /‘/;’YﬁP(’YvC“/)vC*/)_i_‘k . — N(—dz) +8; x kg\/ﬁN%—dg),
=Fko

log (£ )— U%/IX(}W)Ti
where dy = S?/IX (k:o)i/T and oy rx (ko) is the implied volatility of the Put on VIX with

strike ky. We can then synthesize E;1;>yx by observing continuously the price of Put P,

the future price of VIX and the skew.

To illustrate our model, we calibrate it to the VIX options data observed on November
2, 2010. Figure 1 shows that the the near-the-money implied volatilities of VIX. Note that
the VIX futures prices are perfectly reproduced by the model. Furthermore, as mentioned
in Remark 2.4.1, the calibration is done by using a "special" binary search algorithm. The

computation time is of the order of a few seconds.

2.5 Hedging VIX options

We have seen in the previous sections, that, for each tenor date T;, the price of VIX

futures and options are given as a function of the parameters ~;, 5; and (;. Now, since
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2.5. HEDGING VIX OPTIONS

VIX smiles

120% = nov-110
= Dec-10
100% o - x  Jan-11
- - + Feh-11
P fe Moge!
Iy
L]
3 G0 % o v/__/,—’—'//‘_//)
[=8
E

40 %

20 %

0%

15 % 20% 25 % 0% 25 % 40 % 45 %
Strikes

FIGURE 2.1 — Model v.s. Market VIX implied volatility smiles on November 2, 2010

those parameters are calibrated to fit VIX future price and one Put option (with strike
ko) for each tenor date, we can hedge any "other" European contract in VIX futures by

taking positions in the VIX future and the Put used for the calibration.

Example : Fix one maturity 7' = T;, for some ¢ > 1. Assume that until T we calibrate
the model to VIX future price (F}):<r,the put on VIX with strike (kg = ko(F3;)) and the
skew of VIX at the point ky. Consider the hedging strategies implied by this calibrated

model for one Put option with strike k.

According to the previous sections, we know that the price of this options is given as

E(k —VIX7)y = pe(7, Br(7:¢), &)

This option can be hedged by trading, continuously in F, P, D and M. Where D, :=
Eilyy>vix, and My = E,VIXZ. The hedging strategy is given by the next result

Theorem 2.5.1. Fort < T, we have

d [Et(k - V]XT)+] — AF(t) X dFt + Ap(t) X dPt + As(t) X th —|— Am X th (251)
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where
(
Ar =g T OFY [awpk Ik 3'; F‘V,jﬂ +T7 % [@m — 0Pk 32 F‘V,iﬂ ;
Ap = dpy [awpk Ospr a; Fai] +T7 % [3&% — 0Pk a; F‘;ii] ;
Ok Pry+0-C* (akcpko —gg%akﬁpko) 7
A = BT kOypr—FAp—PAp— koAkO
[ 2, oM,
With
rF_ 0aDky + Opy X (OyPry X 0Fvix — Oppry X OvFvix) + ki O, X 3/3Fv1x
OcFyvix X 0spry — OsFvix X Ocpr,
P _ 0sFvix + 0py X (04 Fvix X Ospry — OFvix X Oypi,)
Ocpry X 03Fvix — Ospry X OcFyix 7
8 FVIX % a FVIX
Aky = Ok |:a'ypk — Ok = + Ok C" | Ocor — Oppic S .
OsFvix OsFvix

And the derivatives of v with respect to I' and P are directly derived from
anko
OksDro | = 0.
aﬁpko B ko
ank
20 ' x |9 h
kﬁpk0:| + [ k(Pko — Dop

ko

a’ypk

20 o .C* |0 —
Do, kﬂpk0:| + Ok € { ¢ Pko

05Dk,
aﬁpko

OkkPro + OkoY [@wpko —

and

a F aCFR/I.X

F pu— .
Opy [@wpko JsFvrx akﬁpko} + I X |:8ka160 95 Fy1x OpPro | = 0

Here Br is evaluated in ('yt,qt) and the derivatives of pr, and Fyrx are evaluated in
(77 5F(77 C*)a C*)

Remark 2.5.1. More generally, any claim on a function G(VIX), where G is given as
difference of convex functions, can be synthesized using VIX puts and calls at all strikes

by the so-called Carr-formula as

G(VIX) = G(k)+G (k) (VIX—k)+ / N G'(K)VIX — K), dK+ / ' G"(K)(K — VIX), dK

Then, there exist g and @ such that

EG(VIX) = g(v,Br(7, ), &) = ©(F, P)
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2.6. THE DYNAMICS OF THE UNDERLYING ASSET

2.6 The dynamics of the underlying asset

Until now, we have only addressed issues concerning the modelling of the forward variance
curve. But, once the dynamics of forward variance has been specified, we obtain the (risk

neutral) dynamics of the underlying asset (S;):>o as

dst— rdt + /AW, (2.6.1)
t

where r is the annualized risk-free interest rate and & is given by (2.2.1) as
T, Wi T
fz = éé Wi Tt — S E(x, )2’ t e]ﬂfl, E]

and for t < T, zI is defined in (2.1.4) as

t
_ Zen e—/{n(T—t)/ e—/in(t—s)dWSn
n 0

The Brownian motion W¥ is correlated with the factors X™, denote by pS = AW X"t

dt
The number of factors has been discussed in the beginning of this work, it corresponds to

the number of degrees of freedom that will be available to fit many different smile shapes.

Fast calibration of the implied volatility near-the-money

The first step of the calibration is the choice of a method for fitting the implied volatility
curve as a function of the level of log-moneyness. We opt for a quadratic polynomial, such
that

o*(k,T) = o3(T) + ay(T)k + ao(T)k* + as(T)k* (2.6.2)

In particular (¢f p. 140 in Gatheral (2003)) we have
/ &du=E / §“du-/ N'(2)0*(2)dz = 03(T) + ay(T)

Noting that o is the at-the-money and « is the slope of the implied variance at-the-money,

it is given in terms of the at-the-money skews by
a; = 2008(T)
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By Backus, Foresi and Wu (1997), the at-the-money forward skews for maturity T, S(0,7)

can by computed by evaluating the skewness of z7 = ln(}s;—;) and using the approximation

S(T) = m

where Fr is the forward price and s is given by sp = (13{5); where MZT =E(xr — ExT)i.
3 2

Now by Bergomi (2009), at first order in the volatility of volatility, we have

T T t
MQT:/ &dt and M?)T:?)Zpiﬁn/ dt{é/ wy €T gy,
0 - 0 0

where 7, = Zizl Ty, ,1,]- Thus,

S(T)=> I.p;
where .
B 30, fo dtl fot W, e (=) gy
6VT( [, €hdt):

Finally, we can specify the correlations p° to match the specified skew and to calibrate

n

the ATM implied volatility oy ( we need at least two factors) and if we have more than 2

factors, we can calibrate the parameter as.

2.7 Conclusion

We have presented a new model for the joint dynamics of the forward variance curve
along with the underlying index, which can be made consistent with both the market
prices of the VIX futures and options, and options on the S&P500 index. This model
leads to a tractable pricing framework for VIX futures and options, where the prices of
such instruments are given by analytical formulas.

We demonstrate how the calibration of the model to VIX futures and options is reduced
to a binary search algorithms. This tractability feature distinguishes our model from
previous attempts [6], [7] which only allow for full Monte Carlo pricing of VIX options

and calibration with a least-square minimisation. The model allows also to Hedge VIX
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options by trading on VIX future and one Put option (typically ATM Put), where the
corresponding hedge ratio can be computed explicitly.

This model allows also to control the term structure the forward skew of the at-
the-money implied volatility as well as the implied volatility near the money of the S&P
index. It can therefore be useful in pricing path-dependent options that are sensitive to the
forward smiles, such as Cliquet or forward start options, as well as volatility derivatives,

since it is consistent with the variance swap curve.

2.8 Some proofs

2.8.1 Proof of proposition 2.3.1

By using (2.2.10) and (2.2.11), we can easily verify that for every (v, 5, () € [0, 1] x [0, 1] x

R*, we have
o OE(K = V7Y = mi(1 = 9)N'(z(K) = Q) + mayBN' (2 (K) = 5¢) >0,
o OE(K — V7). = mi¢yN'(2(K) — B¢) >0,
o OE(K — V") = my(N(z(K) — () = N((K) - 5¢)) < 0.

Now by using (2.2.7) and by performing an integration by parts of the integral part of

(2.2.7), we obtain the partial derivatives of pj, as

o Opr(7.8,C) = —mi(1 =) i Orezf () (5 (K) — N (5 (K) — oz —
m;y3 fOkQ Ok 2 (K) (2 (K) — BON' (2] (K) — 5()%7

o 9api(7.8.0) = —miCy [} Oz (K)(27 (K) — BON' (21 (K) — BO) LA
o (7. 8.0) =my [} Orczf (K)(N'(21(K) — ¢) — N'(21 (K) — 50)) {25

We obtain the results of the theorem by an appropriate change of variables. The partial

derivatives of Fy;x can be found in the same way as for p,. They are given by
® OcFyix(7,8,¢) = — fooo ﬁf [mi(1 —7)N'(27 (K) — ¢) + miyBN' (2} (K) — B()] dK,
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L4 aﬂFVIX(’Y7B7<) = _ngfy,fooo N/( ( ) ﬁ<)4K\/7

® a’yFVIX(’}/aB C =my fO i BC) ( (K) _C)]ﬁf
Consider the derivative of py with respect to 5. It is given by

Z ()-8 [ N(KVAK
Ispi(7,B,¢) = —miC’Y/_ 2 g((f(—)FBO

- If 27 (k*) — B¢ <0, then dspi(7, 5,¢) > 0.

- If 27 (k?) — B¢ > 0, we decompose dgpr(7, 5,¢) a follows

Spn(r. 5.C) ¢ / )+6C KN'(K)dK Z)-BC KN'(K)dK
BPEY, P, =MmuQ7Yy | — -
o0 2\/9i(K +B¢)  J—sw2)+8¢ 24/ 9i(K + BC)
. = (R*)+BC KN'(K)d
Since z; (k?) — 8¢ > 0, so that — [~ —QW > 0. It follows
TR KNY(K)dK
Ispi(7, 8, ¢) = mm/ LK)
—=(k2)+8¢ 24/ 9i(K + BC)
On the other hand, we can decompose this integral as follows
/22“(’@2)—/” KN'(K)dK [ KEN'(K)dK  [5# )70 KN'(K)dK
—zr (k) +Bw 24/ Gi(K + Bw) S zr )0 20/ 9i(K + Bw)  Jo 2/g:(K + Bw)
Since g; is increasing, we have L < ! , VK >0, so that

Vai(K+80) — \/ai(—K+BC)

2V 9i(K + B8C) — J—zrtk)+8¢ 24/ 9i(K + BC)

/Zi‘ )= KN'(K)dK

<0
—2r (k)80 24/ gi(K + Bw)

/Z?(kz)—b’é KN'(K)dK _ 0 KN'(K)dK
0

Thus

Hence 85]9]@(’}/7 67 C) >0

In the same way, we can show that dcpy (v, 5,¢) > 0.
Consider the derivative of p, with respect to v. It is given by

(186 = mi [ BsZ (VN (1K) = O = N'(:1 () = ) df_
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It is easy to check that, on [0, k%], N'(z}(K) — () — N'(z}(K) — 5¢) < 0 if and only if

which is equivalent to

2I(K) < C(lgﬁ) — K <y (Q(l;—ﬁ)) =m; e@.

In particular, if & < ,/m;, we have 0,px(7, 8,¢) < 0.

2.8.2 Proof of theorem 2.4.1 and theorem 2.5.1

0, (k)

Lemma 2.8.1. The mapping Bp is continuous over Qp. Furthermore, for v € —

the function ( — Bp(7, () is decreasing and continuously differentiable over (Cp, Ep(’}/))
such that Bp(Cp) =1, Bp(Cp(7)) = 0 and for ¢ € (Cp,Cp(7)), we have

9 pro (v, Bp (), €)
95 P (7, BP(€). Q)

Also, for ¢ € (Cp,gp(y)), the function v — Bp(7,() is increasing and continuously
differentiable over (0, %) such that

IcBp(7.¢) = (2.8.1)

9, (3, 8p(0), )

- S
87513(% C) - 05 Dko (’Y, 513(()7 C)

(2.8.2)

Proof

Let (v,¢1), (7,¢) € Qp such that ¢; < (o, then by definition of fp, we have

pko(’yaﬂP(’yaCQ)véé) = P :pk0<775P<77§1>7C1>

On the other hand, by proposition 2.3.1, we know that for (v,3) € [0,1) x [0, 1], the

function ¢ — pg, (7, B, ¢) is increasing. Therefore

pkO(IYHBP(’yaCé)?Cl) S P.

This means that Sp(7v,(2) € {8 € [0,1] ; pr,(7,5,¢) < P}. We deduce that Sp(v, () <
/813(77(1)‘
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Now, for € small enough, we have

Pro(V, Bp(C+€),C+€) = pro(7,8p(Cn),¢) +
€ [0¢ pro (7, Br(C), C) + 0cBr (7. )5 pro (7, Br(C), )] + O(€%)

Note that pk, (7, Bp(C +€),( + €) = pr, (7, Bp({n), () = P, so by letting € go to 0 we find
(2.8.1).

Lemma 2.8.2. The mapping fr is continuous over Qp. Furthermore, for v € | %2) the

0,
function ¢ — Br (v, () is decreasing and continuously differentiable over (CF, (_F(’y)) such
that Br(Cr) = 1, Br(Cr(v)) = 0 and for ¢ € (Cr,Cr(7)), we have

I Fvix (v, Br((), C)
O:Pr(v,() = — . 2.8.3
P00 = = Frrx (7, (0. 0 (283)
Also, for ¢ € (Cp,Cr(7)), we have
0 FVIX(77 BF(C)? C)
0.Br(7,¢) = — = . 2.8.4
¥Or(7,6) IsFvix (v, Br(C), () ( )
Proof of theorem 2.4.1
Let’s consider the maps (p and (p defined above and denote by
y P — ky)? - -
7 == sup {7 € 0, %) ; Cr(y) 2 CP('V)} :
Since kg — F < P, then W < %2 In particular (p is continuous at W. In the
other hand, we know that limpH (p—ig? Cp(7) = 400 : This means that vy, < W, such
that
P—ko)? - = (P — ko)? -
vy € bo, 50 oy > PR S gy
Hence
— kn)?
7 < < ( 0)
m
In particular, we have
_ _ . (P —ky)?
&) <G, vy e by LR (2.85)
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Now let 5 € [y, 2) We have (p(v) < Cp(7)- ie [Cr,Cr(7)] C [Cp,Cp(7)]. This
means that both 8p(7,.) and Br(7y,.) are well defined over [Cr, (r(7)]. In particular, we

have

Bp(7,Cr) <1 = Br(v,(r),

Bp (v, Cr(7)) = 0= Br(v, (r(7))-

So there exists ¢ € [(r, (r(7)] such that Br(v,¢) = Bp(v, ().
On the other, let v € [@, %2) Both Bp(v,.) and Br(y,.) are well defined over

[Cr, Cr(7)] and satisty
BP(77CF> <l= 6F<77CF>7

Hence, there exists ¢ = *(F, P,v) € [Cr, (#(7)] such that Bz(v,¢) = Br(7, ().

— betaP —— beta F

FIGURE 2.2 — (g vs (p FIGURE 2.3 — BF vs Bp, where v = 0.5 > ~*

Now consider the function F' — (*(F,~,(). First, it is easy to check that

1
Or Br(7,Q) = IsFvix (v, Br(v,¢),¢)

Let’s take € small enough. The Taylor expansion of Sr(() with respect to F' gives

€

ﬁF+s(7F+e7 C) = 6F<7F7 C) + Ol (62)

+
aBFVIX ‘ (vr,Br(7F:€):C)
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Now denote by ¢ and (., respectively the unique solution of

Br(7,¢) = Bp(7,¢) and  Bri(v,¢) = Br(7, Co)-

In particular, we have

Bp(7,C) = /3P+5¢5P(%C) X (CE_C)+02(||(67C6_C)T||2'

On the other hand, we have

Brve(7,¢) = Br(v,¢) + €drBr(v,¢) + 0cBr(v,¢) X (¢ = ¢) + Os(lI(e, ¢ — O I1*.

So by identifying both equalities, we obtain

G-C O Br L8 L 04(G - O) + Os(e)

€ N a{ﬁP(77 C) - 8C5F<77 g) €

Thus, ¢* is differentiable with respect to F' and its derivative is given by

Or BF

Or(, = :
FG/ aCﬁP(/%C) - 8C6F(77€)

(2.8.6)

We can show the other equalities of the theorem in the same way.

Remark 2.8.1. Denote by 7, := inf {7 € [0, %) : Cr(y) < C_p(v)}. We conjecture

that v* = ~, : This means that the curves EF and C_p intersect only one time in [0, W)

In particular, for v € [y%st, %2) the calibration is performed by using the following algo-

rithm ( noting first that y*st can be easily computed using a Binary search )

Cmin = CF; Cmax = EF(7>
L C = W and ComPUte ﬂF(77 C) and ﬁP(f% C) :
e if Br(7,¢) = Br(7,¢), Cmin = ¢, otherwise (ar = C.

o if |Br(7,¢) — Br(7, ()| < ERROR, Break.
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Proof of theorem 2.5.1

The price of the Put is given by

Ei(k = VIX). = pilt, v, Br, Gr)

Now, since the parameters 7, § and ( are calibrated to fit the future price, the Put price

and the skew, the Put price is then given as

Et(k - V[X)+ = pk(t7 Vts BFt (’yta C*(fyt)a C* (P)/t))
where v, = (¢, Iy, P, Q¢) is the solution of

OkPro (t, Ve, PR (”Yn (), C*(’Yt)) = Q.

That means that the price of the put is given as a function of the price of the Put with

strike kg, the future price and D as
E(k —VIX), = o(t, My, Fy, P, Dy) (2.8.7)
where
p(M, F, P, D) = pi(t, M; Br(y, " (v(M, F, P, D), F, P)), C*(M;~7(M; F, P, D), F, P))

The derivatives of ¢ with respect to F, P and D can by easily computed by using the

theorem 2.4.1 as
Opp = ky(F)Okpr + OrC*Ocpr + Or Brogpr + O [040r0,C (Ocpr + O Brdspr)] »

Opp = OpC Ocpr + 0P [0ypr05C (Ocpk + Oc Brispr)]

and the derivatives of 7 are obtained by differentiating (2.8.7). We obtain
OV [OyDroy + OyC(OcProy + OcBrOspRy)] = 1,

ko(F)Okproy + OrC Ot Proy + OF BrOsPryry + OFY [0 Pkoy0-C* (OcProy + OcBrOsprey)] = 0,
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OpC OcProy + 0P [04Pkoy 05 (" (OcProy + OcBrIsPrey)] = 0.

On the other hand, in addition to P, F and D, the price of VIX Put depends also on M,
and ko. We can easily check that

F P k
) 7D7 0

k
Mk, F,P,D.ky) =vVMp(M =1; ,
#l o) o VAL VAL VAL VM

)

In particular, we have

1
aMQOIm[g@—kak—Fﬁp—Pap—koako](p.

Finally, by Ito lemma, we know that
d[Ef(k = VIX),] = (...)dt + OppdF; + OppdP; + OppdDy + Oprpd M,

and by the martingale properties of P, F and D, the term (...) is then zero.
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3 Calcul approché pour des modeéles a
volatilité stochastique lognormale

Résumé

Ce chapitre propose une approximation analytique pour évaluer les options européennes dans un cadre
de volatilité stochastique lognormale. Cette approximation apparait comme un développement & ’ordre

!

3 de la transformée de Fourier par rapport a la "volatilité de la volatilité". On dégage, a I’aide de ces

formules, une méthode de réduction de variance pour la simulation des trajectoires du sous-jacent.

3.1 Introduction

A la suite du rejet de 'hypothése de volatilité constante par des travaux empiriques, de
nombreux auteurs ont suggéré des modéles tels que les processus de Lévy généralisés, le
mouvement brownien fractionnaire, les diffusions avec sauts et les modéles a volatilité
stochastique. Melino et Turnbull ont montré dans [46] que ’hypothése de volatilité sto-
chastique conduit & une distribution du sous-jacent qui est plus proche des observations
empiriques que la distribution log-normale.

La question de la volatilité stochastique et ses effets sur les prix des options ont été
largement étudiés dans la littérature (citons Johanson et Shanno (87), Hull et White
(87), Scott (87), Wiggins (87), Chesney et Scott (89) et Molino et Turnbull (90)). Les
modéles développés par ces auteurs nécessitent soit ’utilisation de la simulation Monte-
Carlo soit la résolution numérique d’une équation aux dérivées partielles (parabolique
dans la plupart des cas) de dimension supérieure ou égale a 2 pour obtenir les prix des
options usuelles. Certains de ces modéles nécessitent I’hypothése "discutable” d’absence

de corrélation entre le sous-jacent et sa volatilité. Sous cette hypothése, Hull et White
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(1987) ont donné une approximation du prix d’une option européenne sous forme d’un
développement en série de Taylor ; Stein et Stein (90) fournissent une solution pour les prix
des options qui peut étre obtenue & ’aide d’une intégration numérique a deux variables.
Cependant, leur modéle est développé dans ’hypothése d’une corrélation nulle entre le
sous-jacent et la volatilité. Heston (93) a développé une solution semi-analytique pour les

prix des options européennes dans un modéle a volatilité stochastique corrélé.

Plus récemment, on a vu une explosion du nombre de travaux qui proposent des mé-
thodes d’approximation pour les solutions relatives aux options européennes. Par exemple,
Alos et al. [1] ont étudié le comportement en temps court de la volatilité implicite dans un
modéle & volatilité stochastique en utilisant une extension de la formule d’Ito. Certains
auteurs ont proposé des techniques analytiques pour calculer le développement asympto-
tique de la volatilité implicite pour des maturités trés courtes ou trés longues, on peut
citer Hagan et al. [35], Berestycki et al. [3], [4], Henry-Labordere [36], [4] et Laurence [43]
, ou encore plus récemment, les travaux de Forde, Jacquier, et Mijatovic [26], [27] sur
le développement asymptotique de la volatilité implicite dans le modéle de Heston pour
des maturités courtes et longues. D’autres travaux sont apparus, qui se basent sur un
développement asymptotique des prix par rapport aux parameétres guidant la dynamique
de la volatilité pour les courtes maturités. Par exemple, dans [28], Fouque et al proposent
un développement asymptotique par rapport au paramétre de retour a la moyenne. Lewis
[45], Benhamou et al [2] proposent des méthodes d’approximation basées sur le développe-
ment asymptotique par rapport a la volatilité de la volatilité. Dans tous les travaux cités
ci-dessus, le champ d’application est souvent limité et ces résultats ne peuvent étre appli-
qués que dans un cadre bien précis, hors duquel on perd ou bien les formules analytiques

ou bien la qualité (précision) de ces formules.

Ce travail se classe dans cette derniére catégorie. On considére d’abord un modele a
volatilité stochastique de type Scott [52] généralisé (paramétres dépendants du temps).
Nous proposons une méthode d’approximation basée sur un développement limité a ’ordre
3 de la solution de I’équation de Fokker-Planck par rapport a la volatilité de la volatilité.

Cette méthode est inspirée du travail de Perello, Sircar et Masoliver [50] qui proposent une
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méthode d’approximation pour les prix d’options européennes dans ce modéle, basée sur
un développement asymptotique par rapport au ratio moyenne/variance de la volatilité.
Notons que notre méthode est trés différente de celle de [50], car d’une part, nous effectuons
un développement par rapport a la volatilité de la volatilité, alors que dans [50], il s’agit
d’un développement par rapport au ratio moyenne/variance de la volatilité. D’autre part,
nous donnons le "vrai" développement limité, & I'ordre 3, de la transformée de Fourier
(et de la densité aussi) du logarithme du sous-jacent, alors que dans [50], il s’agit d’un

développement heuristique par rapport au ratio moyenne/variance.

L’approximation de la transformée de Fourier que nous obtenons est donnée sous la
forme de la transformée de Fourier d’une gaussienne multipliée par un polynéme. Elle est
donc facile a inverser et son inverse est une somme de dérivées successives de la densité
gaussienne. On obtient ainsi un développement limité & 'ordre 3 de la densité du sous-
jacent par rapport a la volatilité de la volatilité. De plus, vue la forme particuliére de cette
densité approchée, on obtient facilement des formules similaires pour les prix d’options
européennes. Notre approche s’étend a des modéles ot la variance est une exponentielle
d’une somme d’Ornstein-Uhlenbeck. Elle permet donc d’approcher la densité du sous-

jacent dans un modéle de type Bergomi([5], [6], [7]).

Les formules que nous obtenons, notamment celles qui donnent une approximation
de la densité ou de la fonction de répartition du sous-jacent, peuvent aussi servir comme
moyen de réduction de la variance pour la simulation par la méthode de Monte-Carlo. Dans
[29], Fouque et Han utilisent des approximations des prix d’options européennes, obtenues
par des techniques de perturbation, pour construire des méthodes de réduction de variance
de type "importance sampling" et variable de Controle. Dans ce travail nous proposons
une nouvelle méthode de réduction de variance de type "Variable de Controle" qui utilise
I’approximation explicite que nous obtenons de la fonction de répartition de la loi du
sous-jacent. L’idée est de construire, a partir de la formule d’approximation, un processus
fortement corrélé avec les trajectoires du sous-jacent. Nous donnons une estimation du gain
en variance en fonction de la volatilité de la volatilité. Plusieurs expériences numériques

sont fournies pour démontrer la performance de cette méthode de réduction de la variance.
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Dans les essais numériques, on constate que la variance est divisée par un coefficient allant

de 300 a 1000.

3.2 Modéle & un facteur : Modéle de Scott généralisé

Dans cette section, on considére une généralisation du modéle proposé par Scott [52]. La
dynamique du sous-jacent dans ce modele est donnée par 'EDS définie par

% = f(t, %)thS’

(3.2.1)
d‘/; = —b%dt + WO_tthva d<st Wv>t - ptdt’

avec f2(t,v) = mue’, ot m, p et o sont des fonctions déterministes du temps. On suppose
w, o > 0. On suppose aussi que V est issu de 0, quitte & changer m par m eVoe ™™

Dans le cas ot les paramétres m, p et § := wo sont constants et en remplacgant f(¢, V})
par f2(t,v), on trouve dans [50] une approximation du logarithme de la transformeée de
Fourier de la loi de X; := log S;/Sp donnée sous une forme polynomiale. Par inversion de
cette transformée de Fourier, on en déduit une approximation de la densité de X; a 'aide
de la densité gaussienne et de polynomes de Hermite. Cela permet en outre d’obtenir des
formules similaires pour les prix d’options européennes. Cette méthode d’approximation
est quelque peu liée a 'approximation de Born-Oppenheimer et se résume de la maniére

suivante : si on note p(t,z,v) la densité jointe du couple de variables aléatoires (X;, V),

alors cette densité doit vérifier I’équation de Fokker-Planck suivante :

2 62p

0xov’

(wo )2 1., Op 1., 9%
2 SR+ I o + 51t s + o (2, v)

Op = Oy [bup] +

De méme, si on considére la tranformée de Fourier suivante

W@o:/cmw/dw%wwm

—00 o0
alors cette transformée de Fourier doit vérifier une équation équivalente. Pour approcher la

solution de I’équation relative a la transformée de Fourier, Perell6 et al (cf [50]) supposent
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que le niveau de la volatilité de la volatilité, en 'occurrence (3, est beaucoup plus élevé que
sa moyenne "m" (c’est & dire que le paramétre A := % >> 1), et ils considérent la fonction
Ua(t, €, Q) = gp(%, % %) Comme le but est de déterminer la loi de S;, et pas forcément sa
loi jointe avec V;, le probléme se raméne donc a calculer ¢ en un couple (§,¢ = 0). Pour

cela, ils supposent, qu’au voisinage de ¢ = 0, 1 s’écrit comme

(1,66 = exp (= | .+ Balt. 06 + Calen) + 00 + 5] )

ou A, ,By et C) sont des fonctions explicites. En injectant cette forme particuliére de
1 dans "la transformée de Fourier de I’équation de Fokker-Planck" et en annulant tous
les termes faisant apparaitre des puissances de % supérieures a 2, les fonction A, B et C'
seront solutions de 3 équations linéaires, faciles & intégrer explicitement, on obtient ainsi
une solution approchée (modulo O(55)) de 4 au voisinage de ¢ = 0 sous la forme énoncée

précédemment (voir [50] pour plus de détails).

Dans ce travail, on considére le cadre général du modéle, c’est a dire le cas ou les
paramétres sont dépendants du temps. Nous proposons une approche différente pour
approcher la transformée de Fourier de la densité jointe de (X, V). Cette approximation
apparait comme un développement a 'ordre 3 de ¢(t,&, () par rapport au paramétre w,
qui mesure la volatilité de la volatilité. Le choix de développer par rapport a la volatilité
de la volatilité est particuliérement justifié par le fait que ce paramétre est souvent petit,
généralement inférieur a 1. La principale différence entre notre méthode et celle de [50] est
que nous obtenons ces approximations en résolvant ’équation en ¢(t, &, () = ¢(t, &, (;w)
pour tout &, ( € R, en écrivant son développement par rapport a w jusqu’a ’ordre 3, alors
que nous avons vu que la méthode proposée dans [50] consiste a effectuer un changement
d’échelle et a tronquer ensuite les termes d’ordre supérieur a 2 en % Nous analyserons
plus tard dans cette section, les différences en termes de résultats numériques entre les

deux méthodes.
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3.2.1 Une approximation de la transformée de Fourier de la loi

de (X,V)

Dans cette section, nous donnons une approximation de la transformée de Fourier de la
loi jointe du couple (X, V), basée sur un développement "heuristique" par rapport a la
volatilité de la volatilité w, l'erreur et le sens de cette approximation seront étudiés dans
la section suivante. Cette approximation s’obtient de la maniére suivante :

On pose V; = %Vt. En particulier, V est I'unique solution issue de 0 de PEDS définie
par

AV, = —bV,dt + o, dW,)

On note p(t, z,v) la densité jointe du couple de variables aléatoires (X, V;). Cette densité
vérifie ’équation de Fokker-Planck suivante :
2 2

L 5 0°p o°p
§f (tuwv)@ + PtUtf(taWU> OxOv

Lo
2 Ov?

1 op
B = B, [bw B + + 51 wv)a—i + (3.2.2)

Avec p(0, x,v]0) = do(x)do(v).
On considére la transformée de Fourier de p, définie par

plt.60) = [ e [ doept, ).

o0 [e.9]

Notons que comme G(t, &, ¢) :=E i€Xi<V) of comme V est gaussienne (en particulier V;
admet des moments exponentiels de tout ordre), alors p(¢,&,.) est définie et analytique
sur C. La fonction ¢ est donc solution de I’équation suivante

2

—0p = ¢ <t§<>+b<a<go+mf;Zggo(t,s,c—ww

fCPtUt\/_t (th ) (3-2-3)

Avec la condition ¢(0,&,¢) = 1.

On cherche une solution de (3.2.3) sous la forme

(tgc—exp< > An(t,€)C )

n>0
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L’équation (3.2.3) devient donc

2

Do AALOC = T by nALLEOC +

n>0 n>1

s 7% e (Z A" — (¢ - mm) T

2
n>0

ECpioy/my exp (Z An(t,€) [C” (e Z%)”]) . (324)

n>0

Comme nous nous intéressons uniquement a la loi de X; et pas a celle du couple (X;, V;),
on va chercher & résoudre cette équation pour ( au voisinage de 0. On effectue donc le
changement d’échelle ( = wA, ol on suppose que A € R. En particulier, on a
D AL [C = (¢ —iw)"] = iwA (£,) + w?As(t,€) [2iX + 1] + O(w®). (3.2.5)
n>0
On obtient aussi un développement analogue pour ) -, A, (%, §) [¢" = (¢ —i%)"]. Ainsi,

I'équation (3.2.3), s’écrit sous la forme

2
@AO + watAl)\ -+ w28tA2)\2 = —b(,UA1>\ + WQ(% — 2bA2)/\2 + O(w3> +
m@ﬁmp@w%+w%l+%MAy+O@%>+

3

(&) exp (i%}Al + w2(% +i\) Ay + O(%)),

ou () := mt%ﬂ et n.(&) = Eprory/m,. Alors le systéme précédent devient, en écrivant

2
=14+
2 2 2/ 0% 2
8tA0 + w@tAl)\ +w OtAg)\ = —bWAl)\ +w (? - QbAg)/\ +
- 2 w? .2
,ut<1 +iwA] + w Ay — 7141 + 2iw AQ)\) +
W ~
n (1 + ZEAI)W/\ + O(w?).
La solution du systéme tronqué (sans O(w?)) est donnée par le triplet (Ag, Ay, As), solution
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du systéme

/

0uAa(t,€) = 5§ — A1),
OuA1(t,€) = —(b — im(€) Ar(t,€) + 2itop (§) Aa(, ) + mi(€),

(3.2.6)
OuAo(t, €) = ul€) (1+ iwAs(t, €) +w*Aa(t, §) — AN E) ),

A0<07€> = Al(ovf) = A2(07£) =0.

\

La solution de ce systéme est donnée par
1 t
Alt6) = Aalti&w) = 5 [ ate 0
0
t
At 6 = At &) = / (15 + 2iwpsAs(s, €))e” I s,
0
t 2
AO(t7 5) = A0<t7 57 W) = / :us(l + iWAl + WQAQ - %A%)(Sa S)dsa (327)
0

ou
t
7<t7§) =0t — Z%f/ psgs\/ﬁsd‘s'
0

On obtient donc une approximation de ¢(t, &, w) qui s’écrit sous la forme

(’a(t7 57 CUA) ~ 67(A0(t7§;w)+141(tvg;w)(WA)+A2((t7£;w)(WA)2) (328)

On considére maintenant la transformée de Fourier du couple (X;, V), définit par

(1, €,¢) =B eV = (¢, €, w)

¢ peut donc étre approchée par

P(t,€,¢) = e*(Ao(tvﬁ;w)erAl(t7£;w)C+w2A2(t7§;w)C2) (3.2.9)

3.2.2 Analyse de ’approximation (3.2.9)

Dans cette section, on s’intéresse a I’étude de I'erreur de ’approximation de la transformée

de Fourier de la loi jointe de (X, V') donnée par (3.2.9). Nous étudions d’abord le lien entre
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cette approximation et le "développement de ¢ par rapport & w". En effet, il est facile
de vérifier que ¢ est analytique par rapport & w (il suffit de voir ¢ comme ¢(t,&,() =
P(t, &, w() et @ est analytique par rapport a ().

La fonction ¢ est solution de ’équation
Lo(t,€,Gw) =0, V(£,6,C) €]0,00[xR x R, (3.2.10)

otl 'opérateur L est défini par

2

Lh(t,6,Gw) = (€, Cw) + w2 T h(t, €, w) + BCOh(L €, G w) +

2
€2 ; th(t,&c — ;W) + ECwpio/my h(t, €, — %;w).(3.2.11)

my

En différenciant successivement cette équation par rapport w, on en déduit que ¢ peut

s’écrire sous la forme d’'un développement par rapport & w de la fagon suivante

2
ot €, Cw) = ot €,C) + wer(t,€,C) + %muf, O+ ... (3.2.12)

oll pour tout 7 > 0, ¢; est I'unique solution de
Lipi(t, €, Gw) =0, V(¢ ) €]0,00[xR x R,

avec

-
Loh(t,6,0) = OUh(tE,C) +bG0(t,€,C) + m 3™
Lih(t,€,Q) = Loh(t,& Q)+ ECpon/m, polt &C = 3). (3.2.14)

LZh(ta 57 C) = ‘CUh’(t7 €> C) + 2§Cpt0—t\/Et @1(757 €7C - %) + JtQC2 (100(?57 57 C)(3215)

h(t, &,¢C— 1), (3.2.13)

Définition 3.2.1. Soit h € CY**" (R, x Rx CxRy). On dit que h est w-équivalente a
@ d’ordre n, et on note h = ¢ [n], pour n >0, si pour tout (t,&,¢) €]0,00[xR X R, on a
O'h ,

w'l

On considére maintenant I'approximation de ¢ que nous avons donnée dans le section

précédente. L’erreur de cette approximation est caractérisée par le résultat suivant

69



CHAPITRE 3. CALCUL APPROCHE POUR DES MODELES A VOLATILITE
STOCHASTIQUE LOGNORMALE

Théoréme 3.2.1. Pourt > 0 et pour tout £, { € R, on note p(t,&,(;w) := E Xt Ficht,

On consideére la fonction ¢ définie par (3.2.9). Alors, on a

o= [2 (3.2.17)

Remarque 3.2.1. La démonstration de ce théoréme est donnée par la section précédente,
car on a effectué un développement a lordre 3 par rapport & w. On trouvera en particulier
que pour montrer que 8w7 2(t,6,Cw)|wo = 0, ¥V j = 0,1,2, il faut que les A; vérifient
(3.2.6).

3.2.3 Approximation de la densité de X;

On considére maintenant 'approximation de la transformée de Fourier de la loi jointe
de (X;,V;) donnée par (3.2.9). En prenant le cas particulier ¢ = 0, on en déduit une
approximation de la transformée de Fourier de la loi de X;. Cette approximation est

donnée par

@(t7 57 0, W) = G_A()(tﬂf;w)

avec . )
Aolt, & w) = /0 o(€) (L + iwAy + Ay — A3 (s, €)ds

Nous allons maintenant écrire Ay(t,&;w) sous forme d’un développement & I'ordre 3 par

rapport a w. Ce qui revient & écrire A;(t,&;w) sous forme d’un développement a 'ordre 2

par rapport a w et A3(t,&;w) a lordre 1. On écrit
t s
Al(t7 g) = / (gpsas\/ms + ZCLJ/JS / 036721)(8711‘)du)ei(v(t@)*f}'(svg))ds
= / fpsas V(68 =v(s,€) d8+ZW/ us/ ae =2b(s=u) e~ (1 (E2) = (5,2)) g ¢

= /{psas blt=s) 1—|—z—§/ PuC /M, du) ds—i—zw/ Ms/ e~ =20 dyds
w?).

2
A3, €) = (/ £pso/m b(t_s)ds) + O(w).
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Ainsi ¢(t, €, 0;w) peut s’écrire sous la forme

P, &, 0w) = exp (=i ()€ — ()€ +ips(H)€ + pa()E + O(w?))

ol

1 t w2 t s
pi(t) = —/ msd5+—/ ms/ aie_Qb(S_“)du

t T
pe(t) = m(t +—/ mT/ ms/ 2o bt =20) qydsdr — %/ mT/ ps0sv/Mse T dsdr,
0 0
2 t T T
,UB(t> = __/ mr/ psas\/mseb(Ts)deT+w_/ mr/ psasvmseb(Ts)/ PuCuN My dudsdT

s

—/mT / PsTN/M. b(r— S)ds dT+—/ mT/ ms/ ae b(rts— 2“dudsd7‘
pa(t) = —/ mT/ ms/ ole” b(r+s—2u) dudsdT—i-—/ m, / PsTsy/mge b(T_s)ds) dr

+Z/ mT/ psas\/mseb(Ts)/ PuCu/ My dudsdr
0 0 s

De méme, on obtient, en écrivant que ¢* =1+ x + 2%/2+ ..., que $(t,£,0;w) s'écrit
aussi sous la forme

6

@(t,f,o;w) — 6(—iu1(t)§—l'(2t)§2 ( Z gn + O( )) (3218)

n=2

ou v(t) = 2u(t) et

2 t T s t T
v(t) = %/ mT/ ms/ age_b(ﬂrs—z“)dudsdr—%/ mT/ ps0sv/me T dsdr,
0 0 0 0 0

2 t T 2
w(t) = us(tL ) = mualt) + - / m. / pso—srmse-bﬁ—smsdr),
V5<t) = / mq-/ PsOs4/MsE —blr=s deT) ) = % / m‘r/ PsOsy/Ms€ b(r—s deT) .
On obtient le résultat suivant

Théoréme 3.2.2. On note px(t,&w) == E e“Xt. On considére la fonction 1, définie par

6
blt &w) 1= el T (HZ(—z‘)"un(t)f")

n=2
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Alors, on a
Vv = ox [2]
De plus, si on pose px(t,z;w) = P(X; € dz) el px(t,z;w) = F 1 (Y)(t, z;w), alors on a

~

bx = px [2], (3.2.19)

ou px est explicitement donnée par

px(t,x;w) = ;() SO m <1 - Z é (x i Ml(t))) (3.2.20)

2mv

ot les H, sont les polynomes de Hermite.

Preuve: D’abord, vue la fagon dont on a obtenu I'expression de 1 (t, ; w) a partir de celle
de ¢(t,&,0;w), il est facile de voir que v = $x [2], ot Px (¢, & w) = H(t, €, 0;w). On en
déduit donc que ¢ = ¢x [2] (car px = ¢x [2]).

Maintenant, pour montrer que F *(¢x) = F '(¢) [2], il suffit donc de montrer
qu’on a le droit de dériver sous le signe intégrale, par rapport a w. c’est a dire que

8@/ e ox(t,&w)de| /eixfaZSDX(taé;W)\w:odf'

o0 (e 9]

et
azj / e*ixfw(t’ 57 w)dg‘wzo - / eilxéazjw(u 57 W) ‘w:0d£.

D’abord, pour 1, elle est donnée par (¢, &; w) := el-im®E=252€%) (1430, (=) v (t)Em),
ou v(t) > 0 et les v,(t) sont des polynomes de degrés 2 en w. On en déduit que pour tout
¢ € R et pout tout j € N, w — 9(t,§;w) est dérivable et sa dérivée est donnée sous la
forme

19 v(t) g2
o Gw) = QU(1E) eI,

ot Q/(t,.) est une fonction polynomiale. On en déduit qu’on peut écrire

07 o
= / e (1, € w)dE = / - w<t£w>d5 VieN.
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D’autre part, comme

anDX(tag;w) . €Xy aJT/J(t,S,W)
T TR ET

|w:0>

Alors, par continuité de ces deux fonctions par rapport & w au point 0, il existe § > 0 tel

que,

sup
£eR

L (& : i .
et 0 SDX(t’,g’w) 9 @X(t,'f,w) <1, Yw<$
Ow’ Ow’

On déduit donc que

4 / e_”ggpx(t,g;w)dg:/ e_igcg%sox(t,{;w)d{, Vi <2

owi |
D’on,
J'px L, 0'px 0% N -
p— pr— = <
Ot (t,ZE,O) F ( O’ )(thaO) F (awl)(thaO) p(t,(lf,O), Vi <2 U

Corollaire 3.2.1. On considére la fonction C': (t, K;w) € R% —— E(e*t — K);. Alors,

on a

o C' est le priz du Call approchée obtenue en intégrant par rapport a la densité approchée

px ; De plus, C est explicitement donné par

~

Ot K w) = Cis(S, K, v) + (3 ) SN(d) + %N’(@)(Z () (3.2.21)

= _ _ log(&)+3v _ log(£)—1v
avec Cps(S,K,v) = SN(dy) — KN(ds), avec di = SEETRY dy = 2 et pour
n=20, ...,4, z, = Z?:n+2 (=1)i;.

3.2.4 Reésultats numériques : Comparaison avec [50]

Nous étudions ’erreur de cette approximation en la comparant avec les résultats obtenus
avec la méthode de Monte-Carlo et avec les résultats de Perell6, Sircar et Masoliver [50].
On considére le cas d’'un Put européen avec plusieurs strikes et plusieurs maturités. On

considére le cas ol les paramétres sont constants et on se donne les valeurs suivantes des
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FIGURE 3.1 — Densité empirique de X; vs Densité approchée (r
p=-0,6,0=1,w=30%cet T=1an)

Comparaison MC-Proxi-PSM

[— miC —— Proxy PSh |
T T T

o8
0,5 T
o4

0,2 T

0,0

Strike

-1.5 -1.0 -0.5 0,0 0.5 1.0

FIGURE 3.2 — Densité empirique de X; vs Densité approchée (r
p=-0,6,0=1,w=60%et T=1an)
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paramétres du modeéle : Sy =100, r =0, m=0,1,b=3,0 =1, p = —0,6 et on compare
les résultats pour w = 10%, 30%, 60% et T'= 1 mois, 1 an, 5 ans

On constate que dans tous les cas, nous arrivons parfaitement a "fitter" la densité
"empirique" de X;, avec 'approximation donnée par (3.2.20), alors que 'approximation
donnée dans [50] génére un écart important au fur et & mesure qu’on augmente le niveau
de la volatilité et/ou la maturité. Cela explique les résultats suivants pour I’évaluation des
Puts sur S de divers maturités avec des niveaux différents de la volatilité de la volatilité,
ou l'on constate que pour de courtes maturités et pour des niveaux bas de la volatilité
de la volatilité, les deux méthodes (en 'occurrence notre méthode d’approximation et
PSM) sont quasiment identiques et donnent les prix & un p.b d’écart, alors que pour des
maturités moyennes/longues et pour des niveaux de w élevés, l'erreur relative a notre

méthode reste stable et ne dépasse pas 1-2 p.b

Comparaison MC-Proxi-PSM

[— MG  —— Proxy —— PSM |

-05 0,0 0.5 1.0
Strike

FIGURE 3.3 — Densité empirique de X; vs Densité approchée (r = 0, m = 0,1, b = 3,
p=-0,75,0=1 w=60%et T =2 an)

75



CHAPITRE 3. CALCUL APPROCHE POUR DES MODELES A VOLATILITE
STOCHASTIQUE LOGNORMALE

1 mois 1 an
Strike MC Proxy| PSM MC Proxy| PSM
80 0,02 +0.0004 0,02 0,02 4,06 +0.003 4,06 3,96
90 0,55 +0.003 0,95 0,55 7,62 +0.003 7,63 7,52
w = 20%
100 3,64 4+0.004 3,63 3,63 12,53 +0.004 12,54 | 12,43
110 10,71 +0.003 10,71 10,71 18,63 +0.004 18,63 | 18,59
120 20,07 +0.002 20,07 | 20,07 | 25,89 4+0.004 25,9 25,80
130 30 +0.002 30 30 33,92+0.004 33,92 | 33,85
1 an D ans
Strike MC Proxy| PSM MC Proxy| PSM
80 4,29 4+0.0006 4,29 3,92 16,28 40.015 16,31 14,70
90 7,77 +0.007 7,78 7,36 21,68 +0.017 21,70 | 20,07
w = 60%
100 12,56 +0.008 12,57 | 12,13 | 27,67 +0.018 27,69 | 26,06
110 18,59 +0.009 18,59 | 18,19 34,19 +0.02 3421 32,61
120 25,69 +0.009 25,70 | 25,35 | 41,17 +0.022 41,19 | 39,63
130 33,66 +0.009 33,67 | 33,38 | 48,55 +0.024 48 57 | 47,07

Remarque 3.2.2. Lors des simulations Monte-Carlo, nous avons utilisé une nouvelle

76
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méthode de réduction de variance (voir section 3.4).

Remarque 3.2.3. Il faut étre attentif lors qu’on simule des pay-off qui sont non bornés
(comme les Calls par exemple) car la variable aléatoire eXt n’est pas nécessairement de
carré intégrable. Il existe néanmoins des cas ou elle ’est, comme par exemple le cas ol
p < —\% (cf Jourdain |40]). D’autre part, d’aprés |40], le processus eX est une martingale
si et seulement si la corrélation est négative. En particulier, la parité Call-Put n’est pas

vérifiée dans le cas ot p > 0.

3.3 Le cas multi-dimensionnel : Modéle de Bergomi

Dans cette section, on s’intéresse aux modéles N-dimensionnels de type

B —rdt + f(1, V]!, ..., VN)dW?,

(3.3.1)
d‘/tn = (Oén(t) - ann)dt + Un(t)thn'u d<WS, Wn>t = psdt7 n= 17 T N’

ou d(W™ W™, = ppmdt =0, Vm,n < N et la fonction f est définie par

N
2t Va, ., V() = myexp (w Z Oth”) (3.3.2)

n=1

Ce modéle est une généralisation du modeéle de Bergomi ( [5], [6], [7] ). Il correspond
aussi, en prenant w constante par morceaux, a une autre version du modéle de Bergomi que
nous avons proposée dans [49]. Ces modéles sont induits par une modélisation markovienne
de la courbe de variance forward. Les "facteurs" V!, ..., VY permettent de controler la
dynamique de la volatilité en calibrant les produits dits de volatilité, en 'occurrence
futures et options sur VIX dans le cas du S&P 500 ou options sur variance réalisée dans
d’autres cas. Le nombre de facteurs N est le nombre de degrés de liberté dont nous avons
besoin pour calibrer a la fois les "smiles de la volatilité" et les volatilité implicites du
sous-jacent. Bien que ces modéles permettent une bonne calibration de la volatilité de la
volatilité, il ont un grand défaut qui est le cotit de I’évaluation des options européennes

vu que la seule méthode disponible est la simulation Monte-Carlo.
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Dans cette section, nous étendons les résultats de la section précédente au cas multi-
dimensionnel. Nous donnerons une approximation de la transformée de Fourier de la loi
jointe de (X; :=1logS;/Sy, Vii,...,V,N), qui apparait comme un développement d’ordre
3 de celle-ci par rapport au paramétre du niveau de la volatilité "w”. Ce qui donne une
approximation de la transformée de Fourier de X, puis par inversion de cette transformée
de Fourier, on obtient une approximation de la densité de X;, qui apparaitra elle aussi
comme un développement d’ordre 3 par rapport a w.

On note

N
Pt G- (viw) == E exp (zsxt +zZ<th”>

n=1
On considére les notation de la section précédente. Le résultat suivant donne une approxi-

mation de ¢

Proposition 3.3.1. On suppose que pour tout n,m < N, p,.,, = 0. On considére la

fonction ¢ définie par

N
P(LE G- i) = exp (—Ao@,s;w) S At zo (6 <2>
1
(3.3.3)
ou, pour toutn=1,..., N
Cult, €i10) = § Ji o2 (s)e 2000,
(& w) = [i (€5 0n(8)y/Ms — s + 2iwptsCr(s, €) Je~ On D=1 g5,

Aot &w) = fy s (1480 0L An(s,€) = (DI, Aus.€)2 +w* TIL, Cul5.€) ) ds,

(€)= e EE (€)= kit — i€p5Y [ 0u(s)v/mds.

\
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Alors, on a
o = ¢ [2] (3.3.4)

La démonstration de cette proposition est trés similaire au cas 1 facteur. En consé-

quence de ce résultat, si on pose
ox(t,&w) = RelXT (3.3.5)
Alors, si on pose px(t, & w) = e A0EEw) on a
ox ~ px [2] (3.3.6)

Maintenant, si on pose C(t,&;w) = ZnN:1 Cu(t, & w) et
A(t, & w) Z/ (€pSon(s — o (s )—I—iw,us/ o2 (r, &)e 25 dp) e~ OO =m89) g5

0
Alors, Ag s’écrit comme

Aalt.65) = [ (1 +iwA (.9 — L 45,9 + P Cls.©)ds

Ecrivons maintenant A(t, & w) sous forme d’un développement d’ordre 2 par rapport

3 w. On obtient

A = Z/ xpnan Vs — i (s )+iwus/0 02(7’, x)e” 2hin(s—r dr) (yn (t,2) = %(sw))ds’
; t
- Z/ ep o ()Y — i ())e (1 = Swpla / 0 () /1, du)ds

—f—z’wZ/ us/ o2 (r, x)e T2 drds + O(w?).
n=1"0 0

De méme, on a

2
2(t, & w) (Z/ xpdo,(s —zan(s))e_“"(t_s)ds> + O(w).
On en déduit ainsi que ¢x (T, z;w) peut s’écrire sous la forme
ox(T,a;w) = exp (—ip (T, w)r — po(T, w)a? + ips(T, w)a” + pa(T, w)z* + O(w?))
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ou les p; sont donnés par (3.4.7). De méme, on peut écrire px sous la forme

ox (T, 1) = el#me—52%) (1 = »(T)2” +ivs(T)2® + va(T)z* — ivsz® — vga® + O(@%))
(3.3.7)
ou v :=2u,(T) et

w(T) = pa(T) = w(T), vs(T) (T),

2
n(T) = () + (an / m / Ouls) /e -”"“—”ds) ,
. 2
(Zps / e | on(s)\/ﬁse‘“"“‘s)ds> ,
n=1 0 0
W2 (X T t 2
ve(T) = §<2p5/0 mt/o an(s)\/m_se_“"(t_s)ds> :

Ce qui veut dire que si on pose 9(t, & w) = e#17=57%) (1 4 370 (§)7,£"). On déduit

1% (T) =

4>|Ew

donc le résultat suivant
Proposition 3.3.2. On note px(t,z;w) = P(X; € dx), alors on a
px = P [2, (3.3.8)

ou P est définie par

Pltw) = —— (1 + 26: (—yr Lol gy (2t mlh) )) (3.3.9)

27w (1) s v v(t)

ot les H, sont les polynomes de Hermite.

En particulier, si on pose C(t,k;w) :=E (eX’5 — K)+, alors on a

C ~ C ]2, (3.3.10)
ot C' est définie par
Clt, K65 w) = Cs(S, K, v) + (3 ) SN (dy) + %N’(@)( S H(—dy)), (33.11)

. _ . 10g(%)+%u . log(%)féu
avec Cps(S,K,v) = SN(dy) — KN(dy), avec dy = —E=2- dy = —E=2- ¢l pour
n=20,...,4, z, = Z?:nw (—=1)'w;.

n=2

B
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3.4 Applications a la réduction de variance

Les formules données dans la section précédentes, notamment celles qui donnent I'ap-
proximation de la densité et du prix d’'un Put européen, peuvent aussi étre exploitées
autrement. On peut utiliser ces formules comme outil pour réduire la variance lors de
la simulation des trajectoires du sous-jacent via la méthode de Monte-Carlo. Dans cette
section, nous proposons une méthode de réduction de la variance de type variable de
controle, basée sur I'utilisation de "approximation de la fonction de répartition de log .S,
dans un modéle a volatilité stochastique général. L’idée est de construire un processus S
dont la densité, ou la fonction de répartition, est celle donnée par les approximations et

qui sera fortement corrélé avec les trajectoires du sous-jacent, ensuite on écrit
E H(S,) =E H(S;) —E H(S,) + E H(S))

Comme la loi de S, est connue, on a juste a simuler H(S;) — H(S;) dont la variance va

étre trés petite par rapport a la variance de H(.S;).

3.4.1 La méthode

On se place sur un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;)i>0, P) vérifiant les conditions
habituelles. On considére un modéle a volatilité stochastique a un facteur général, ot on
suppose que la dynamique du sous-jacent est modélisée par une EDS sous la forme

DL VTV (paW; + /1= paw?). (3.4.1)

St

oll V est solution forte de
dVi = a(t, V;)dt + eo(t, V;)dW,, (3.4.2)
avec d(W1 W?), =0.

Proposition 3.4.1. Pourt > 0, on note Ff(.) la fonction de répartition de X; := log(Sf).

On note aussi VO lunique solution issue de v de
dvy = a(t,V,))dt
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Alors la variable aléatoire

Xf=(E)"'oN /\/ F(VE)aWw? +

‘/fo f(Ve)ds

a la méme loi que X;.

/\/wa

(3.4.3)

V fo

Preuve: Comme V° est déterministe, la variable aléatoire [, \/f(V2)dW, est gaussienne.
D’autre part, comme V¢ est solution forte de (3.4.2), alors V¢ est FV" mesurable. D’ou V¢

est indépendante de W2 et par conséquent la variable aléatoire m fot VIV dW?
est gaussienne centrée réduite. Maintenant les v.a. fot VVOdW L et m fot V f(Vy)dw?

sont gaussiennes indépendantes, en effet

E m/\/TdWQ /WdWl

= E|E /\/ fVOAWH W | x /t\/f(VsO)de =0
0

‘/fo f(Ve)ds

On en déduit que la v.a. fo V (Ve AW?2 + \/7 fo V (VO W] est gaus-

f ! Vé)d
sienne centrée réduite. ce qui implique la v.a.

(Wfo Vf(VEAW?E + W fo V (VD) dW1> est uniformément distribuée

sur [0,1]. D’ot X¢ a la méme loi que X{.

Proposition 3.4.2. Pour toute fonction de classe C? & dérivées bornées, G, on a

E [(G(Xn ~G(x) — B{G(EY) - G(X:)})Q] ) (3.4.4)

Remarque 3.4.1. Notons que la variance de G(X) est d’ordre 0 en e. Cette méthode
de réduction de variance permet donc de se débarrasser des termes d’ordre 0 et 1 en e.
Or nous avons vu dans les sections précédentes que le développement limité & 'ordre 3
des prix était trés proche des vrais prix, on en conclut que la variance restante sera trés

négligeable devant la variance totale.
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Preuve: On peut d’abord remarquer que X? = X°. En effet, V0 est déterministe, ce qui

veut dire que X? est normale de moyenne —1 [ f(V0)ds et de variance [ f(V0)ds. Ainsi

T+ 5 fo Vods
\/fo f(V9ds

On peut donc calculer 'inverse de cette fonction, son inverse est donnée par

(FO ) = N )| [ v =5 [ pvas

/ JFVO)aw?

F)(r)=N

D’ou

X0 = o on [ R +
Jy F(VO)ds /o \/Of 0)ds

= VI [ VEmaw: +p [ VEman: - 5 [ v = 0

On écrit maintenant le développement de X; et de X, par rapport & €. On obtient
X=X0+eX! +SX2 4 ...,
Xe= X0+ X!+ £X2 +
avec X0 = X0 De la méme facon, on peut écrire
G(Xf) =G(X?) + G (X)X} + ...,
G(Xf) = G(X?) + eG"(X0) X} +
Notons que, puisque X; et Xf ont la méme loi, alors on a
. . 2 .
E [(G(Xf) - G(X7) — B{G(X) - G(X))}) } — 2B G (X)) - G (X)) G(X))]
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D’autre part, en écrivant que E [G?*(X;)] = 3E [Gz(Xt) + GQ(X})}, on obtient

E|G*(X,) - G(XJG(X:)} = %E [Gz (X7 +ex!) + G2 (X°+effl) +0<e2>] -
E [(G(X0) + 0/ (X0)X") (GX) + e@/(X9)X") + O()
_ %E [(G2(X°) 426G (X)X + GH(XY) + 2666/ (X)X

“E [(G(XO)G(XO) G (XOG(XO X! + eG(XO)G'<X0)X1)]

car X° = X, Plus précisément, on a

E|G2(X,) - G(Xt)G(Xt)} - 6—221@ [(G’)?(XO) (Xl - Xlﬂ +O()

3.4.2 Application

Dans le cas ot la la variance instantanée est donnée sous forme exponentielle d’une somme
d’Ornstein-Uhlenbeck, on utilise les approximations de la fonction de répartition du sous-
jacent données dans les sections précédentes pour construire la variables de contréle. On
considére, par exemple, le cas du modéle a un facteur avec des paramétres t = 1, r = 0,
m=0,1,b=3,0 =1, p=—0,75. Dans les tableaux suivants, on compare la variance du

prix de (K — eX), et (K — S;); — (K — ¢X*), pour plusieurs strikes. On compare aussi

la variance de eXt avec celle de eXt — Xt
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e=w=10% w = 30%
Strike Var VarDif V;ﬁf‘g@. 7 Var VarDif V;i«%z' 7
var S 10,41% 0,0028% 3668 10,24 % 0,0147% 700
80% 0,68% 0,0013% 537 0,73 % 0,0032 % 228
90% 1,41% 0,0018% 766 1,47% 0,0044% 333
100% 2,40% 0,0022% 1075 2,48% 0,0054% 460
110% 3,58% 0,0024% 1470 3,68% 0,0062% 597
120% 4.81% 0,0025% 1951 4,92% 0,0068% 727
130% 5,97% 0,0024% 2489 6,09% 0,0073% 833

Remarque 3.4.2. Notons que la variable aléatoire e*t est de carré intégrable, car p =

—0.75 < — 75 (cL. [40]).

3.4.3 Preuve de la proposition 3.3.1

Soit p(t, z,vy,...,vy) la densité du vecteur aléatoire (Xy, Vi(t),. .., Vn(t)). Cette densité
vérifie I’équation de Fokker-Planck suivante :

%p

32
Oip = Zavnvnp +i i 2 Le(t0)(0, +amp+zpno—nfm) b

Ox0v,,

On considére la transformée de Fourier multiple, définie par

o(t, &G, ... Cy) = / dxems/ d¢ievr / dCne“N N p(t v, .. uN).

o0 —00
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La fonction ¢ est solution de 1’équation suivante

2
“op = PG 0060 + PRk

,
§ ;Zggo(t,ﬁ,gl—iw,...,CN—iw)—i—

f\/Et Z prTL(t)Cn (P(tv f? Cla st 7<n717 Cn - ng <n+17 s 7€N)' (345)

+my

Notons qu’on est uniquement intéressé par la transformée de Fourier de X;, ce qui
correspond & ¢(t,£,0,...,0). On procéde alors comme dans le cas uni-dimensionnel : &

I'ordre 3 en w et pour ((1,...,¢n) € D(0,w)V, on a

p(t,7;C1, . () =exp< AO—ZA (t,£)¢n Z By (t,£)¢nGm — ZC (t,)¢ ) :
n#m=1

Dans ce cas, I'équation (3.4.5) devient

M M M
n=1 n=1

n#m=1

N
- Z ’inAnCn - Z l{ngn( Z Bn,mCm) - 2 Z ’%non(t? g)C2
n n n=1

m=1,m#n

M M M
+ /1y €Xp (z’w Z A, + Z B (W? +iw (G + Cn)) + Z Cp(w? + incn)>

n=1 n#Em=1 n=1

2
+€\/ﬁt2ﬂ§0n(t)éne><p< 5 An +2 Z B + Cu( - +MCn))

m=1,m#n

D’autre part, on a

M M M
exp <z’w Z A, + Z B (wW? +iw(Cy + Cn)) + Z Cr(w? + 2iw§n)) =0W?) +

n=1 n#Em=1 n=1
M w2 M M M
Ltiwy A= A+ D Bun(@? +iw(Ga+ Gn)) + Y Culw? + 2i,)
n=1 n=1 n#Em=1 n=1

et

prCnexp( —A, +z 12:¢ ByymCm + Co( 2+zwg‘n)> - Xn:ﬂiCn(1+i§An)

+0(w?)
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La résolution de ’équation (3.4.5) revient donc & résoudre le systéme

(

Zyji/lzl C;L - % + 2linCn = Oa

Zgﬁm:l B7/1,m + ’%an,m =0,

eryﬂ (Al +ic,(t) + kn Ay + 2ipwCy — 2 /mgpS o, () (1 + i9A,) =0,

. M 2 M M
| Ay = (100 A= S (0L A+ L ).
On peut immediatement déduire que pour tout n, m, B,, ,,, = 0. On obtient ainsi le systéme

suivant
4

Cl — % 4 2.0 =0,¥n=1,...,N

n 2

Al Fian(t) + (ke — i26/mipson(t) Ay — 2ipmwC, — E/mypso,(t) = 1,Yn > 1

| Ap= (1w Sl A= S (L A+ L C)

Ceci équivaut a
(

Co(t) = L [To2(s)e2nl=)ds ¥n=1,...,N

—2Jo%n

A = [ (EpSan(s) /s — ia + 2iwpsC(s, £))e~mEO=mE0) g,

Ao(t,) = J (14 i 300, Au(5,€) = 5 (0L, Auls.0)* +? DL, Culs.8) ) ds
ou

Yo (t,€) = Kint — iépig/t on(s)V/mds (3.4.6)
2 0
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On en déduit que

ox (T, €) = Eei¥T = ¢ Aotd)

On pose A(t,z) == M A, (s,€). En écrivant A sous forme dun développement

d’ordre 2 par rapport & w, on obtient

N t s
At &) = Z/ (xpian(s)\/ﬁs—ian(s)—l—iwus/ o2 (r, &)e s gp) e OmtO=m59) g5
n=1"0 0
N t i t
= 3 [ @) —ian(o)e I Sune [ ot vinduds,
n=1"0 s

N t s
+iw Z/ Lhs / o2 (r, €)e =2 drds + O(w?).
n=1"0 0

De méme, on a

On en déduit ainsi que ¢x (T, ) peut s’écrire sous la forme

ox(T,€) = exp (—ip(T)E — pa(T)E 4 ips(T)E* + pa(T)E + O(w?))
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pa(T)

p3(T)

pa(T)

A
5/0 msds—i——Z/ mt/ e 2nll=)dg 4 — Z/ mt/an e rnlt=s) (s
w2 (T N
+Z my Z/ ry (5)e 9 ds dt,
0 — Jo

n=1
w X T t
i (T) — = Zp;f/ my | on(s)y/mee " ds 4
2 n=1 0 0
2N T t t
ZZpg my [ g )/ on(r)y/mydrds +
n=1 0 0 S
Cd2 N T t s
—Z/ mt/ my | o2(r,x)e 2 drds
4 =)y 0 0
2 T
+? Z / / pnan s)y/m / (s e "m(t=5) dsdt
0

N T t
%2(05)2/ my an(s)\/mse_“"(t_s)/ on(r)v/m,drds
0 s

n
2 N T t s

—I—W—Z/ my | mg [ o2(s)e T2 qudsdt
W2 (T ¢ 2
- | 2/ plon(s)y/mee ) ds | dt
/ mt/ pnan s)y/m / (s e~ fm(t= sdsdt
n,m=1
l / mt/ ms/ o2 (u)e 5729 qudsdt
4 0 0 0

n=1
w2 T t t
S @ [ [ o)y [ o) in, duds
n=1 0 0 S
W2 [T N t 2
+Z/ my Z/ pSon(s)y/mse s | dt. (3.4.7)
0 —Jo



CHAPITRE 3. CALCUL APPROCHE POUR DES MODELES A VOLATILITE
STOCHASTIQUE LOGNORMALE
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Deuxiéme partie

Monotonie dans le modéle de Heston
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4 Quelques propriétés du CIR

Résumé

Dans ce chapitre, nous étudions quelques propriétés du CIR, qui seront trés utiles pour le chapitre
suivant. Nous montrons notamment que si on note V" la solution de (4.1.1), issue de v, alors la fonction

y — P ()th“ + A2 fot Vydu > y) se comporte comme e ¥ quand y tend vers +oo, pour Ay > 0

2(24bt) Aa
b7t

et \p < , ot p* est le moment "critique" d’explosion de l'exponentiel de A\ VY + Ag fot V.Y du.
Nous étudions les dérivées de la solution de (0.0.1) par rapport aux paramétres (vg, a, b, o), sous des
conditions sur a et o, qui varient d’un paramétre a I'autre. Ces dérivées sont données comme solutions
d’équations différentielles stochastiques, qu’on résout pour obtenir des représentations de ces dérivées en

fonction des trajectoires de V.

4.1 Introduction

Le processus CIR a été proposé par Cox, Ingersoll et Ross [14] pour modéliser 1’évolution

du taux d’intérét. Il s’agit de I'unique solution de I’équation suivante :
dVy = (a — bV)dt + o/ Vi dWy, Vo =, (4.1.1)

avec a, o, v > 0 et b € R (voir [39] pour I'existence et 1'unicité de la solution de 'EDS).
La densité de transition de V; est connue et est donnée par (cf. [42])

bt bt\ v bt
pt@,x):e_(ﬁ) exp (_+_) I (l/—) (41.2)
v

Ct 2 Ct Ct

oll ¢ = (ebt—bl)‘#, v = 2a/0* — 1 et I, est la fonction de Bessel modifiée d’ordre v. En

particulier, on peut remarquer que selon les valeurs de v, cette densité peut étre bornée

ou non bornée au voisinage de zéro. En plus d’avoir une densité bornée au voisinage de
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0, la condition (v > 0) permet aussi de s’assurer que, pour toute valeur initiale v > 0, le

processus V' est strictement positif avec une probabilité 1 (cf. [42]), i.e
P(Vte[0,T]: VP >0)=1

Le processus CIR est aussi utilisé pour modéliser la variance instantanée d’un actif
sous-jacent dans le cadre du modéle de Heston [38]|. Dans ce modéle, la dynamique du

sous-jacent est décrite par ’'EDS définie par
dF
—L = \/VidB,, d(W,B), = pdt

Le modéle de Heston est certainement le plus populaire parmi les modéles a volatilité
stochastique. Sa popularité tient principalement au fait que I'on dispose de formules semi-
explicites pour les prix d’options européennes sur le sous-jacent en utilisant le fait que la

transformée de Laplace de X; = log(F;/F}) est donnée explicitement.

4.2 Moments exponentiels du CIR intégré

On note V;"* la solution de (4.1.1) issue de v. On remarque que, si (v1, v2), (a1, a) € R%, le

processus VU1 TU2:01192 5 mgeme loi que (V70" + V%) ou V" est solution de (4.1.1) dans

laquelle TV est remplacé par un brownien indépendant W. En effet, en posant V;! = V",

V2=V"" et V, =V} +V2 ona
t
V, = v1+v2+/[(a1+a2)—bv ds+a/ <\/ LdW, +1/ V. dW)
0
t
= 01+U2+/ {((11+a2)—b‘/s]d8+0'/ \/‘/SdBS,
0 0

ol B est le brownien défini par

JVI V2
aB = — YV gy VY
AR Vi V2

De cette propriété d’additivité en loi, on déduit que, si on pose, pour \; et Ay € R,
F)L‘Zlv& <t’ U) =E 6A1Vtﬂ7a+)\2 I V;”“d&
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4.2. MOMENTS EXPONENTIELS DU CIR INTEGRE

on a FYIT%2 (¢, v + vg) = Fy' (t,01)Fy2, (t,02). La fonction FY. , est donc de la forme
F)C\L \ (t 1)) — %A1 20 (D) Fvdn; 2y (1)
1,A2\77 :
Les fonctions ¢ et ¥ sont données par le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1. Pour A\, Ao € R, on note ¢y, », la solution mazimale de

, 2 b A

wg\l,)\g (0) = )\17

définie sur [0,t*(A1, A2)[ et on note vy, (1) = fot U ng (w)du. Alors, pour tout T <
t"(A1, A2), on a

v,a T y,v,a
E eMVr 22 fg Varlds  — papng xg (T)+vdng 2, (T) (4.2.2)

Preuve: On pose

F (1 0) = €m0
1,12 ? .

Alors, la fonction FY, ,, est la solution maximale de

(
OF} 0? O°Ff OFy;
S (1) = oo R (1) + (0= bu) =B (1 0) + AgoFY, o, (fv), 0<t<T,

\ F)(\ll,)\z(()?U) =M.

En effet, ceci est équivalent a ce que les fonctions @y, 5, et ¥y, \, vérifient oy, ,(0) = 0,

wh,)\z (0> = Ap et

2
o
agpl)\l,)\g (t) + /Uz/)gxl,)q (t) - 7'0#)?\1’)\2 (t) + (a’ - bv)w/\h)\Z (t) +>\17)\2 v

2
=t 0 (G hn 0~ 000+ e )
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Cela équivant a ¢, (t) = ¥y, 2, (1) et
2

b A
wgq,)\z (t) = % <w§1,)\2(t) — 2;1@)\17)\2 (t) =+ 20—3) .

En particulier, pour tout 7" < (A1, A2), le processus (e’\2 Jo Vﬁj’ad“F/‘\lh)\Q(T — s, V;““))KT

est une martingale locale positive. C’est donc une sur-martingale. En particulier, pour tout

temps d’arrét 7 € Ty, on a
E el duFfl (L =7,V < FY (T V)
On en déduit que

sup E €>\2 foT sz’adu'i'a‘p/\l,/\g (T_T)+V:7Q¢A1,>\2(T_T) S 6ag0)\1,)\2(T)+U¢>\17>\2(T) (423)
T€T0,

Montrons qu’il existe p > 1, tel que

sup E ep(AQ Jo Vit dutap, xg (T—=7)+V % Px, 2, (T—7)) < 400

T€To, T

Notons que ¥, ), est croissante par rapport a A\; et Ay. C’est dire que si A\; < M
(resp As < Ag), alors on a ¥y, x, (1) < 5,0, (), pour tout ¢ < t*(Ag, A) (resp ¢y, () <
@b,\h;\Q(t), pour tout ¢ < t*(\y, 5\2)). En effet, si on pose f = 15, \, — U €t g =1y, 5, —

1x, Ay, alors on a d’une part f est solution de

f0) =
f1() =

2>0

20
(¢A17)\2 w}q,)\g f(t))
b
( ) <w)\1,)\2( ) + w/\1,>\2 - %)

L\:>|q o 9, 2

et d’autre part, g vérifie

2b Ay — A
(¢>\1 AQ( ) — ¢§1,,\2 - ;g( )+ 2 2)

[\3|QM [\3|Q =

o0 (V3,000 + 20— 3 ).
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4.2. MOMENTS EXPONENTIELS DU CIR INTEGRE

Ce qui implique que f et g vérifient (fed)'(t) = 0, avec f(0) > 0 et (ge)'(t) > 0 avec
9(0) = 0, o A'(t) = G (U, 2 (8) + a0, — ). Dol f > 0 et g > 0.
En particulier, on a
Yroa (B) = Baina(t) = (= Ap) 70 Prat ) yp < (X, 2y)

On en déduit que pour T' <t ,, et pour 0 < € assez petit, il existe AT > A; tel que

(T4 )a 2, () < wAi,)\Q(t), vVt <T.

On en déduit que, pour tout temps d’arrét 7 € Ty 7,

E 6(1+6)<>\2 fo‘r Vf’adu-l—a(p/\l,/\Z (T—T)+V.;‘)’a1/);1’k2 (T—T)) S ea€<’0/\i’>‘§ (T)+7Jw)\i’)\§ (T)

ou a. = (1 +€)a et A5 = (1 + €)Aa. On en déduit donc que

sup E e+ Jg Vi dutapa, ay (T=n)+V2"" 0oy 0, (T-7)) 4 (4.2.4)
TE%,T
Maintenant, comme (M, := e I quvaduF/{le (T — s, ‘/8”’“))8<T est une martingale locale,
il existe donc une suite de temps d’arrét 7, telle que 7, * +oo telle que (M ns)s<r

n

est une martingale. En particulier lim,, oo M, rs = M. Enfin, en utilisant (4.2.4), cette

n

convergence est dans £y (car M est dans la classe (D)).
D’ou

E e Jo Vi dutapn, x, (T—t)+V, a2 (T—1) _ eaml,AQ(T)H/tv’a%l,xg(T)’ Vi < T.

En particulier, pour ¢ =T, on a

E ™ SVt dut+a v® a@x; a0 (M) V7 “Pag 2 (T) 0

=€

Notons par ailleurs que 3, ,, est donné selon les valeurs de A; et Ay par

_ 2 2_ 2 /.2
Ao < L5 et A > b+ V07— 20072 /0” R 1 log (Al bjo”+y/b2—2a0%/0

)

/b2 —2X202 A1—b/a2—1/b2~2X202 /o2
b2 b 2
>\2<?et )\1§?—|—\/b2—2/\202/(7 t§17>\2:—|—00.
_ b o2
A2 = 552 D = 22,2y

2 A1o2—b
A, > b th o =—2— (T —arctan | —AZ=L_ ) ).
2 202 AL,A2 /oNao2—b2 \ 2 \/ 2X202—b2?
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D’autre part, la solution de (4.2.1) est donnée sur [0,#3 [, selon les valeurs de A; et

Ao, par
ao’gt .
b2 w)q,)\z(t) = % — —gZao%i’ S1 ‘)\1 — 0%’ >,
2
b Cle®o t*l . b
Va () = o5 — Cotiy S A — | <a,
Al— -«
¥ — 2 2 2 — o2
ou a = /b — 2\ 02% /0% et C = ral
Ay = 25 Uy n () = Mg + &
2 202 )\1,)\2 1—§(>\1—0%)t 52"
L o2t Ao?—b
A2 > 5oz Uae(t) = 25 + Btan ( %+ arctan (2752 ) ),
oil f = +/2Xp02 — b2 /02,

En effet, pour résoudre (4.2.1), on écrit

b

2
02) +

L’équation (4.2.1) peut alors s’écrire, en posant

2)\20’2 — b2

4 Y

b )\
B8 = 2500000+ 223 = (0r0l0) -

g

et on distingue trois cas.

Cas 2 0% < b? :

b

175/\17)\2 (t)

= w)q,)\z (t) Y

= /b2 — 2)\y02 /0%,

(V3,0 (1) =

a?),

2
- o
Vi, (1) = >

ce qui donne

1 1 ~ o
20 ) Y wll 2 t) = —.
@ <¢)‘1’)‘2(t) - ¢)\1,)\2(t) + Oé) A ( ) 2
D’ou,
_ " L X
log w _ a02t+10g Ub2
1/))\1,>\2(t) + « )\1 - 4a
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On obtient donc,

2
— Cle®o t+1 2 . b
be)\l,)\z (t) = _a(c2ee2ac72t_)1 , Sl ’)\1 - ﬁ‘ > a,

2
— . (Ceao t71)2 . b
\ Uanpe(t) = —aggmm s st | — 5 <«
X M= —al
ou C'=|—7F——|. D'ou
/\1 -2 + «

.

2, .
%mz(t) = g% - O‘gzz;zfia 51 ’)‘1 - g%‘ > a,

2
b Cedo“t_ . b
L ¢>‘1’)‘2(t) 2 acz(szJri: S1 |)‘1 - ﬁ| <a.

Cas 2)\y0% = b? : L’équation (4.2.1) peut alors s’écrire
7 0% oy
w)\l,)\z (t) = ?wAl,)\g (t)7

ce qui donne
1 1 o’t
w)\l)a (O) wAlez (t) 27

et

¢A1,A2 <t> = 52 Oj + -
Cas 2)\y0% > b? : L’équation (4.2.1) peut alors s’écrire, en posant 8 = /202 — b2/0?,
o, o’ o 2
Uy, () = 5 (%\1,,\2 (t)+ B ) .

D’ou _
W\l,)\z (t) o

1/_1,2\1,,\2(75) +52 2
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et
- o’t

%arctan(z%lm(t)/ﬂ) =5 + Cte.

D’ou

b ot Mo?—b
Y (t) = p + [ tan <57 + arctan (W)) .

Remarque 4.2.1. Pour A\;, Ay € R, on note 5 , (1) = &y .5, On note aussi
pr(t) = sup{p<0: &5 ,,(n) =t} et pi(t) = inf{n>0: &5 ,,(n) =t} (avec les
conventions sup ® = —oo et inf & = +00). Alors, pour tout p*(t) < p < pi(t), on a

E e#>\1Vt+H>\2 fot Vudu < 400 et

lim F efMVetmde fo Vadu — 4 oo
p—p(t)
Ainsi, le moment exponentiel d’ordre p de AV, + X\ fot V.du peut exploser pour des
valeurs finies de u. Ce phénoméne permet en particulier de déterminer des propriétés
asymptotiques de la volatilité pour les strikes extrémes (voir [44]). En particulier, si

max(Ag, A2) > 0 (resp min(Ay, A2) < 0), alors pour tout ¢ > 0, on a
0<pi(t)<+oo (resp —oo<p (t)<0).

Le résultat suivant sera trés utile dans la section suivante, quand on étudiera le com-
portement asymptotique des queues de distribution d’une combinaison du CIR et de son

intégrale, qui sera l'objet de la section suivante.

Proposition 4.2.1. Si p* (t) < 400, alors il existe w; > 0 tel que pour u au proche de

(1), on a
+ 2
e ~ 28 log

log | etMVitude g Vadu _ . .
i) —p o T pi(t) —p

(4.2.5)
De méme, si p* (t) > —oo, alors il existe w, > 0 tel que pour p au proche de p* (t), on a

¢ Wy 2a
IOgE 6#)\1‘/154‘#)\2 fO Vudu _ —t ~ — log

p—pi(t) o T p—pri(t) (426)
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4.2. MOMENTS EXPONENTIELS DU CIR INTEGRE

Preuve: Par définition méme de p (t), on sait que

B (5 (1) = 1

On distingue 2 cas

Ak —b/o?+4/b2—2Xapu* 02 /o2
Cas t} = ——=L— 1o + ad : Dans ce cas, pour 0 < €
e (1) N CEToTs i Mt —b/o%— /b2 —2Xopi% 0 [0 P <

ao‘2t
] (t):i—agzag%j ot = afe) = /b2 — 22X (. — €)o?/o?

>

L ona i (w1 —e ra (-
1(p3

et C' = Cl(e) = W—b; On obtient, en écrivant le développement limité de
152
C'e®’t par rapport a €, que Uy (s —) Aot —e) (t) s’écrit sous la forme
b 2 —cre+ O(e ) ()/01
*—6 *—E t - O )
Ui~y —9 () = —5 + a(0) et 0@ —— Te(e)

ot la e(e) est bornée.
On en déduit donc que, pour € petit, on a

(W =M Vit (ph —€) A2 fot Vudu 20@( )/Cl

logE e AP (ur—e) A2 (ph —e) (t)

On vérifie de la méme fagon que @y, (s - xo(ur - (t) ~ 2z log ¢

_Mo?b )) . Dans ce cas, pour 0 <e < 1, 0n a

Cas t3 =——2 [T _arctan
ALAZ T Sors02 b2 \ 2 /200?12
(

v/ 2X2(u* —€)o2—b2 N
w)\l —E )\2 E) (t) = O% + ’ MZ-Q ta‘n (g(t7 (M—‘r - 6))) ?

P~ —0 (1) = &t + % (log cos g(0, . — €) — logcos g(t, 5 — €))
\

ol

\ 2uNy0? — b? Apo? —b
t,pu) = t 4 arctan 4.2.7
g(t, 1) . () (12.7)

On obtient facilement que, pour € assez petit,

2 _ 12
(W =M Vet (W —Xs f§ Vadu _ 2po b 1 _2_a10g( ).

log
e o?Oug(t,py) e o
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4.3 Comportement asymptotique des queues de distri-

bution du CIR intégré

Dans la section précédente, précisément dans la remarque 4.2.1, nous avons signalé que les
moments exponentiels d’ordre 1 d’'une combinaison de la forme AV, + Ao fg V.du, peuvent
exploser pour une valeur finie de p (négative ou positive selon les valeurs de A\; et \y).
Avec ce phénomeéne d’explosion, on peut espérer donner plus de précision sur I'exposant
exponentiel des queues de distribution de la variance intégrée, ou de sa densité, en +oo.
En effet, ceci serait I’'analogue des travaux de Dragulescu et Yakovenko [20], qui montrent
a l'aide de I'expression de la fonction caractéristique du logarithme du sous-jacent dans
le modeéle de Heston, X;, que la densité de X, se comporte comme e~ et que pour tout
p > ¢, le moment exponentiel d’ordre p de X explose.

Le résultat principal de cette section est de montrer que la fonction y — P(\V, +
Ao f(f Vudu > y), peut se comporter comme e *Y, selon les valeur de \; et Ao, ol u* est
le moment "critique" d’explosion de I’exponentielle de A V; + Ay f(f V,du. Notons que si Ay
le résultat est assuré par (4.1.2) et si A\; = 0, le résultat est donné par [34] (cf. Theorem

2.4)

Théoréme 4.3.1. On considére la v.a Zy = \Vi+ )y fg V.du. On suppose que max (A, Ay) >

0, alors on a
. InP(Z; > R)
lim ————=

Jim I =—u", (4.3.1)

ot ' =sup{p>0: Ee'’ < oo}.

Preuve: Une simple application I'inégalité de Markov montre que pour tout p > 0,
P(Z; > R) = P(et?t > i) < e7#F Eler?].

On note

At(:u) = 10g EeuZt = Wﬁ/\lu,kzu(t) + a’gpAlﬂv)\QN(t) (4‘3‘2)
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On obtient donc
logP(Z; > R) < —uR + Ay(u)
On en déduit que pour tout p > 0, on a

logP(Z; > R) + 'R Ay()
VR VR

Maintenant, on sait, d’apreés la proposition 4.2.1, que pour pu < p* proche de p*, on a

< (0 —pVR+

w 2a 1

~ — ]og .
i (t) — p

A _
t(:u) M* — o2

(4.3.3)

De méme, on peut vérifier que

w 2a 1
Np) - —2 2~ 4.3.4
WG Y Pmm - (434
On pose [i(R) = p* — \/%. On obtient, en utilisant (4.3.3),
logP(Z, > R) + p*R
VR

< (- plryR+ D

1
= w+ — [VwR +clog R
Vw 75 Y g ]

D’ou

) InP(Z;, > R)+ u*R
lim su < 2V/w, 4.3.5

Pour minorer la liminf, nous allons procéder comme suit. Pour tout p > 0 et pour

tout R >0, on a
E (') = E(e?lg<r) +E (" 1z5r)
Zy
= E (/ peprdT]thSR) +E (epZt]th>R)
0
Zy
S 1 + E </ pepT]lo<r§Zt§Rdr> + E (€pZt]th>R)
0
R
< 1+ / pe’"P(Z; > r)dr + E (e’ 1,5 )
0
On se donne 0 < p’ < p. Alors en utilisant 'inégalité de Markov, on obtient
P(Z, >r) = P(ep/Zt > ep’r) < e PTHAD),
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On en déduit que
/ R /
M) = (er?t) < 1+ pet@) / PP dr +E (€714, 5) . (4.3.6)
0

On se donne maintenant & > 0 et on choisit p, de sorte que Ay(p,) = aR. En utilisant
(4.3.3), on peut vérifier que pour R assez grand, p, s’écrit sous la forme

Y

o (Ltel” =pa)) (4.3.7)

Pa = H
ol
2a 1

e(§) ~e0 0ol flogg

On retourne maintenant a (4.3.6), on obtient, en remplagant p par p, et en tenant

compte du fait que Ay(po) = aR,

z aR —aR Ae(p) elpa—?/—o)ll _ gmolt
E (e’ 1z,5r) > € (1 —e M — pet? p— ) (4.3.8)
On suppose que « et p’ sont donnés de sorte que
M) ) lve/ IR
—p - t  lim eM®) = 4.3,
Pa—p —a+ I <0 e dim e p— 0 (4.3.9)
Dans ce cas, on a
( o I—Oé)R _ —aR ’
| = oo peht 7 e = em(ompaty —RR
p—p p—Dp
D’ou, pour R assez grand, on a
2 )
InE (e¥1y,p) > aR+n (1 B _e~(ampaty' = TR >R> (4.3.10)
p—p
Notons que pour R assez grand, on a Ii—’;),e*(a*PﬁPI*Atz(f )R < 1. Alors, en remarquant

pour z au voisinage de 0, on a In(1 — x) > —2z , on obtient

4 r A
IE (e’?1z,.5) > aR— L S ok (4.3.11)

On considére maintenant [E (ep“Zt]th>R). On a, par l'inégalité de Holder, pour tout
q>1,
1
E (%1 455) < (B e®%)1 (P(Z, > R))' 7.
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INTEGRE
D’ou, pour tout ¢ > 1, on a
1 g 1
(1—==)InP(Z; > R) > IE ("1z.5) — —Ai(qpa)
q q
1 4 Atlp
> aR — —M(qpa) — —— b ——e ~(apactp— DR, (4.3.12)
q p—p

D’abord il faut noter que le mieux c’est de choisir g : gp, < p*, car sinon Ay(gp,) = +oc.

On va choisir ¢ sous la forme

A7 (5aR)
q(R) = p—q, avec 9, < 1. (4.3.13)
On va choisir ¢, sous la forme
1
0, =1— — 4.3.14
q R ( )
En particulier, on a
1
AMda(R)pa) = 5aR
q

D’ou

R 1R éAt(qpa» = m (O‘R - q(aT};d;>
_alR) (1 — L) aR

Q<R) -1 q(Sq
qo, — 1
—aR.

5q(q - 1)

D’autre part, pour R assez grand, on a

1 w
Afl — — - 1 *
! (5qOéR) W= 0 (L4 e(u” — gpa))
On en déduit que,
g6 —1 _ —p(1—0g) + 57 (1= 05 +e(w” — qpa) — Ge(p” — qpa))
q—1 dgnz (1 =04 +6(u — Pa 56(#*-(1}9&))

oR ) —
w* i}{( +(5 +e,u —C]pa)( )+52eu pai z(u —qpa)>
(5

e(p* —pa)—e(p* —qpa)
<1+6M_qpa)+5 4 p176/»14 qp )

q
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En utilisant les résultats de la proposition 4.2.1, on obtient que

e —pa) —e(p* —qpa) 1

1
= —e(pu* — — 4.3.1
1 _ 5q éqe(ﬂ pa) + O<04R) ( 3 5)
D’ou
R 1 —pt 2= (140, + (14 20,)e(1* — pa
Q( ) (QR__At(qpa)) — H’ aR(w q ( - q) (H’ ))OéR
q(R) -1 q Oq 57 (1 + 2e(p* —pa))
On suppose que « est donné sous la forme
o= (1+ 5@@% (1+ 2e(i* — pa)) (4.3.16)
Dans ce cas, on a
q(R) 1 w
— “Aqpa)) = | =1+ = (146, + (1 +20 *—a}léa
(4.3.17)
Il reste a vérifier que avec le choix de a vérifiant (4.3.16), on peut trouver p’ < p tel
que
At(p,) . A ( / e(pa—p'—a)R
_ @) -
Pa—pP — O+ n < 0 et }%gr;oe p— 0 (4.3.18)

On sait d’apres (4.3.7) que p, = p* — 2% (1 4+ e(u* — po)). En particulier, si on pose
p =AY (xaR), avec y < 1.

On est str que p’ < p,. Choisissons maintenant x < 1 de sorte que

lim e *® =,
R—o0
ol
At(p’)
/\oc - - WPa — ') —
o — (pa — 1) 7

Notons que p’ s’écrit sous la forme

/ * w £ /
p=npn XaR( +e(u™ —p'))

Avec

e =) = (2 = X)eli" — pa) + O(-).
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4.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES QUEUES DE DISTRIBUTION DU CIR
INTEGRE

On en déduit que A\, s’écrit sous la forme

w

1
— ~ (1 ) — —(2 — . _ _
o at— ( +e(p" — pa) X( x)e(p pa)> X

o?R

o grbt-bo)

2 _ * 1 —
car a” = 6,(14+6,(1+2e(p* —pa)). On suppose que 5-iren = Letonprend x = AT

. Dans ce cas, on obtient

= o (1 G 2 )= D) )

2
1 52
M=ol ) ~ 2 (4.3.19)
0,(1+ 6, R 4
De méme,
wo
Pa — p/ ~ £_
VR?2
Finalement, en particulier, si on choisit
5y = — (4.3.20)
“ logR e
on obtient que pour tout polynéme @), on a
lim Q(R)e ¥ =0. (4.3.21)
R—o0
En particulier, on a
a—p —a)R
lim eAt(pl) q e(p P ) _0
R—o00 g—1 p—9p
En remarquant que
20 |w w
* o) ~——— _1 hadt
e(1” — pa) —\ % og(\/R)
et que
149, 1426 * — Da 2 /1
(1404 + (1 + 25, )e(p p))N2_|_ a2 ~ log(R)
V14 2e(p* — pa) Vwo?V R
On obtient
q(R) 1 2a
————(aR — - MN(qpa)) ~ |- R+ 2VwR + — log(R 14 04 4.3.22
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En particulier,

Jm q(g—RllmR — han)))| = - (4.3.23)

On déduit, en utilisant (4.3.12), (4.3.21) et (4.3.23) que

lim inf —IHP(Zt > R)

> 3.
i N (4.3.24)

D’ou le théoréme.

4.4 Dérivées du CIR par rapport a ses parameétres

On considére l'unique solution de I’équation différentielle stochastique (4.1.1) issue de
v > 0, qu’on note V?. On s’intéresse aux propriétés de dérivabilité de V¥ par rapport a sa
position initiale (dérivée du flot) et par rapport aux paramétres a, b et 0. La connaissance
des ces dérivées est importante si on veut mesurer l'impact des ces paramétres dans
I’évolution du prix d’un actif modélisé, ou dont la variance est modélisée, par ce processus.
Pour des raisons techniques, nous allons plutét considérer la racine carrée de V¥, qu’on

notera X. Dans toute cette section, on suppose que
2a > o (4.4.1)

Sous cette hypothése, le processus X est I'unique solution, issue de /v, de PEDS définie

par

2 8/)X, 2 2

Pour simplifier, on suppose que b > 0. Notons que les résultats suivants restent valables

2\ 1 b
X, = ((9 - "-) - —Xt) dt + Zdw,. (4.4.2)
dans le cas o1 b < 0.

4.4.1 Dérivée par rapport a la position initiale

On commence par 'étude de la dérivabilité de X par rapport a la position initiale v,

souvent appelée "dérivée du flot de 'EDS". On s’intéresse ici a la dérivabilité au sens £,
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de la fonction v — X, ou X" est 'unique solution de (4.4.2) issue de /v. C’est a dire

I’existence d’un processus X, tel que

X:+€ — XV

lim || sup s X, (s)||| =0 (4.4.3)
e—0

s<t €

p

Proposition 4.4.1. On suppose que 4a > 302. Alors, application v — X est dérivable

4a—20 2cr

au sens L, pour tout 1 < p < et sa dérivée, qu’on note X, est donnée par

X,(t) = ﬁexp (—gt - (g - %2) /Ot (;#) (4.4.4)

Preuve: Soit v > 0. X" est donnée par

\/_+(——§2) 1t———/Xdu+ —W;

Pour ¢ > 0, on pose R§(t) = X/ — X?. En particulier, R§ est solution de

a o? 1 b €
dR;(t) = — —— — | —=——+ = | Ry(t)dt, R;(0) = ——F—+—. 4.4.5
0= ((5-5) e + ) Wt KO = (109)

On en déduit que R{(t) s’écrit sous la forme

€ t e
R()= — e—fo audu’
0( ) \/5+ U+ e
ol o = (% — %2) W —|— . En particulier, comme 4a? > 30% > o2, alors on a, pour
tout t > 0,
€
sup Ry(s)|| < ——————, Vp > 0.
up Fols))| < Jotvore P

On pose maintenant,

X, (1) = 2\1/_exp <—9t - (g - %2) /0 t %) (4.4.6)

Le processus X, est solution de
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On considére maintenant le processus RS(t) := X+ — XP — eX,(t). On déduit de (4.4.5)
et (4.4.6) que RS est solution de

(0 = (—aii0 -0 (o= [(3-5) o+ 5] ) )
D’autre part, on a
a o 1 b a o? 1 1
" KE %) et 5] ) (5 ) E) (wazf ) (Xt”)2)
- (5 ze) w0
On en déduit que R{(t) s’écrit sous la forme

t . . € b RE(S)
RE(t) = 2 — [; adu Xv &_ 0 d
=e [ o (5 - o) "L

On obtient donc, par la méme méthode que dans [2], on peut écrire (notamment en
utilisant les propriétés X,(s) < 2%5, e~ Joandu < 1 Vs < toet fg ale” Jiaidugg = 1 —
e~ fg af,du < 1)

| R (2)] . RG(s)] /t Cftecdn [ QS b
< X, (s) 100 Jlagdu Qs d
ERE R e - %t ax ) @

140t 1
X sup

S Salvitvire SRy

La preuve répose sur le lemme suivant (cf. [15], Lemma 2.3.2.)

2

Lemme 4.4.1. Sous ’hypothése 2a > o=, on a, pour tout t > 0,

1 2a
E 5| < Vp<2(——1]. 4.4.7
o] <o w2 () e

En utilisant ce lemme, on déduit finalement que,

R 2
supM < eC, Vl§p<2<—3—l>.

s<t € o

= P
C’est a dire que
Xute - XV - 2
sup [|[————= — X, (s) < eC, V1§p<2(—2—1).

s<t € o

p

D’ou le résultat de la proposition.
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4.4. DERIVEES DU CIR PAR RAPPORT A SES PARAMETRES

Corollaire 4.4.1. On suppose que 4a > 30%. Alors Uapplication v — V'V est dérivable

au sens L, pour tout 1 < p < =57 et sa dérivée, qu’on note V., est donnée par

V,(t) = \/\/? exp (—ét — (g — %2) /Ot %) (4.4.8)

En particulier, V, est solution, issue de 1, de UEDS définie par

4a—202
ag

v,
2VV;

Remarque 4.4.1. La condition 4a > 302 n’est utilisée que dans le but d’assurer que la

dV,(t) = —bV,dt + o AW,.

variable aléatoire sup,, Xy admette des moments d’ordre p, pour un p > 1. Il ne s’agit
donc pas d’une condition optimale, par contre nous avons besoin de la condition de Feller
(2a > 0?), car sans cette hypothése, les trajectoire de V' vont toucher 0 avec une non

nulle, ce qui posera des problémes pour la dérivabilité de sa racine.

4.4.2 Dérivée par rapport a o

On s’intéresse maintenant a I’étude de la dérivabilité de X par rapport & o en fixant a
et b. Dans le cas particulier ot ¢ = 0, Benhamou, Gobet et Miri (cf. [2]) montrent que
o — X est de classe C? au voisinage 0. Nous allons montrer que cette application est
de classe C* sur [0, +/a| au sens L,, et cela en appliquant une méthode similaire & celle

utilisée dans [2]

Proposition 4.4.2. Pour tout o € [0,+/a[, l'application o — X est de classe C' au

point o au sens L,, pour tout p € [1, Z—Z —1[ et sa dérivée est solution de I’EDS définie par

dX,(t) = <_L — <g _ %2> X;((f) - gXU(t)> dt + %th. (4.4.9)

Preuve: La preuve est similaire & celle dans le cas ot 0 = 0, qu’on trouve dans [2|. On
note X¢ l'unique solution, issue de /v, de 'EDS définie par

a (c+e?*\ 1 b o+e
dxe:((__—)___)c)dH aW,.
! X 27t 2 7




CHAPITRE 4. QUELQUES PROPRIETES DU CIR

On utilise les notations de [2]. On pose R§(t) = X7 — X;, alors en remarquant que la

dynamique de Rj est donnée sous la forme

2 1 b 2\ 1 b
dRS(t) = ((E—M)———X;—<g—“—)—+ Xt>dt+ Caw,

2 8 Xe 2 8 )X, " 2
a (0+¢€)? 1 b 2¢0 + € €
— (—|(%- 2| Be(t) — dt + <d
( {(2 8 ) XX, 2} B0~ 3%, ) R

on déduit que Rf s’écrit sous la forme

t 2e0 + €2 €
RS(t) = UE/ (Ue)~! (——d5+ —dWs)
0 " Jo 8X, 2

¢
U; = exp (—/ ast) : (4.4.10)
0

a (oc+e)? 1 b
e 2 4.4.11
s (2 8 ) XX, 2 (44.11)

En appliquant la formule d’It6 au produit (Uf)~'W;, on obtient

ot U€ est donné par

avec

2e0 + € ¢ _,ds € ! o
Ro(t) = —— U;/0 (Us) 1?+§Wt+Ut/O W.d(U)*

En utilisant le fait que o > % > 0, p.s, ce qui implique en particulier que ¢t —— U est

décroissante et que pour tout s <t on a0 < Uf(US)™! <1, p.s, on déduit que

2e0 —l— € €
Ry(0)] < [+ < (sup .+ sup o - 0))
s<t s<t
2e0 + €2
< t sup — + esup Wi.
o 8 sglt) Xs sgll?

On en déduit, en utilisant le lemme 4.4.1, que
2a
IRl < Ce, W1<p<2 (— . 1) (4.412)
o?
On continue a procéder d’une fagon similaire a [2|. On pose

Xt = 0f [ O (—5ds + qa.)
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En particulier, on a ) (y

< (. De plus, on peut vérifier que X, est solution de 'EDS
p

a o2\ 1 b
— - — ) = 4+ = X tdt——dt d
((5-5) w3+ 3) o= o gaw

4X,

définie par

Ensuite, on pose R{(t) = X —X;—

¢X,(t). En particulier, R est solution de PEDS définie
par

at(0) = (~aii0 - X (i - [ (G- D +3)] o5 )

X
D’autre part, on peut vérifier que

a o> 1 b as b 2¢0 + €
(- 2 (& 2 Y ey —
% <<2 8)X3+2) (Xt ) o(t)

8X?

On en déduit que R{ peut s’écrire sous la forme

ri(0) = [ 0 (s +eolo) (5 - o) ot + 2555 ) ) s

X, 8X?2
On obtient donc, par la méme méthode que dans [2], on peut écrire (notamment en
utilisant les propriétés Uf(US)™! <1, Vs < t et Uf f(f

mol < [ vy (s e ol (8 ok ) e 2252) ) o
= /UE s < <>|(2§(5 o(s)!+2€g§€2>)ds+

/ UEUE) 2L, (5)] R (5)ds

: /0 (8X () (2)b( RB(‘S)HQE;;EQ))dHesup (W)

s s<t
et en utilisant le lemme 4.4.1,

2
IR, < Ce, vi<p< (U_ _ 1) 4

4.4.3 Dérivées par rapport a a et b

a(UHMds=1-Us <1)

s

En procédant de la méme fagon que précédemment, on peut montrer les résultats suivants
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Proposition 4.4.3. Soient b, o, x > 0. Pour tout a €]o?, +oo[, on note X 'unique

solution issue de x de I’EDS définie par dX, = <<% — %) X% — gXt> dt + ZdWy, et soit
ag > o?. Alors la fonction a — X est dérivable en ay au sens L,, pour tout 1 < p <

200 _ 1 et sa dérivée, qu’on note X,, est donnée par
ag

X (1) = /Ot 2)1(8 exp <—g(t ) - (5 - %2) /: %) ds (4.4.13)

Preuve :

On note X I'unique solution, issue de /v, de PEDS définie par

e ((a+e o2\ 1 b, o
o= (7)) S

On pose R§(t) = Xf — X;, alors R s’écrit sous la forme

t
1
R (t :eUG/ (Ue)~ ds,
0() t 0 ) 2Xs

2

o U¢ = exp (— fot oz§ds>, avec of = (‘IT*E — %) XSX + g En particulier, en appliquant

le lemme 4.4.1, on peut vérifier que
. 2a
IRl < Ce, ¥1<p<2(5-1).

On pose maintenant

. Rt t 1
X (t) = tim 20 () — U,?/O () s

e—0 €

En particulier on a HXa < C. De plus, on peut vérifier que X, est solution de ’'EDS
p

définie par
. a o*\ 1 b\ . 1
dX,(t) ==z — = ) =+ = | Xu(t)dt + —dt
®) <(2 8>Xf+2) ®) +2Xt
Ensuite, on pose RS(t) = X{— X, —eX,(t). En particulier, RS est solution de 'EDS définie

par

art(0) = (=it - ) (a5 - |G- Doz +5 )| )
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Remarquons que

a o> 1 b sl b €
€ N _ - _tv - RG t -
i ((2 s)xz Tt 2) (Xt 2Xt> o)+ 5%

On en déduit que R{ peut s’écrire sous la forme

ri(o =0 [ 0o (0 ( (5 - ) R0 - 55) )

On obtient ainsi, de la méme fagon que précédemment et en appliquant le lemme 4.4.1,
que

. 2a
IRS|l, < Ce?, V1<p< - L O

Proposition 4.4.4. Soient x > 0 et a et o tels que 4a > 30%. Pour tout b > 0, on

note X solution issue de x de UEDS définie par dX; = ((9 - "—2) L bXt) dt + ZdW4,

2 8 ) X 2

et soit by € R. Alors la fonction b — X est dérivable en by au sens L,, pour tout

1<p< 2((27—‘21 — 1) et sa dérivée, qu’on note X,, est donnée par
: X b a o ['du
Xty =—[| = —(t—u)—(z——= — | d 4.4.14
== [ Gew(-ge-w-G- [ ) @i
Preuve :

On note X¢ 'unique solution, issue de /v, de PEDS définie par

a o2\ 1 b+e o
dXf=((z—=)—=— X¢) dt + =dW,.
! ((2 S)Xf 2 t> o

On pose R§(t) = Xi — X, alors R s’écrit sous la forme

X

Ry(t) = —eUp [ (Ue)'=2s,

S~

2

N t . . .
ol U¢ = exp <— fO aids)) avec Ck; = <% — %) X§1Xs + % En partlcuher, en utilisant

(7?), on peut vérifier que

|RGll, < Ce, Vp = 1.

On pose maintenant

. R t X,
Xp(t) :=lim —2(t) = —UQ/ (UNH12ds
0

e—0 €
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En particulier on a HXb < C'. De plus, on peut vérifier que X, est solution de 'EDS
p

définie par

. a O'2 1 b . Xt

dXp(t) ==z — = ) —= + = | Xp(t)dt — —dt

o(?) ((2 8)Xt2+2) B)dt =
Ensuite, on pose RS(t) = Xf — X, —eX,(t). En particulier, R est solution de PEDS définie
par

. e . . a o 1 b
dRi(t) = (—atRl(t) —eXy(t) (ozt — {(5 - §)X_t2 + §)D dt

On peut vérifier que

a o> 1 b af b+te €
6_ N _ - _t € t _
i ((2 s)x +2) (Xt 2Xt)RO( )+3

On en déduit que R peut s’écrire sous la forme

ri( =i [ o (S (e (- L) mo -5 ) ) as

On en déduit que

€ 2a
HR1||p <Cé, Vi<p< Q(E ~1). O

Corollaire 4.4.2. Sous les hypothése respectives des propositions 4.4.2, 4.4.3, 4.4.4, la
solution de 'EDS (4.1.1) est dérivable par rapport auz paramétres a, b et o. On note

respectivement V,, Vi, et V,, ses dérivées respective, alors ces dérivées sont données par

V() — \/Vt/ot jvsexp (—g(t—u)—(%—ag)/:%) ds,

0 = VW [ Woeo (-3e-0-G-5) [ ) as

) 2 92 W o2 . t —5t—w)—(§-%) [, &
V(t) = =V,— e /V, \/Ze—gt—(a—?)fot %+ a/ ¢ du (4.4.15)
0

(o}

Preuve

Comme V; = X7, alors V est dérivable par rapport aux paramétres a, b et o sous les
hypothése des propositions précédentes. En particulier, la dérivée V,, vérifie

Vo (t)
2VV;

AV, (t) = —bV,(t)dt + /VidW2 + 0-Z-LdW,, V,(0) = 0.
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On remarque que le processus Z; := Vo(t) — %Vt est solution de 'EDS définie par

2a Zt 2
dZ, = | —— —bZ, | dt dW?, Z,=—"ux.
: ( o t) RN A

D’autre part, en appliquant la formule d’Itd6 au processus ZV<, pour o € R*, on obtient

2

2 1 1
AZV)E) = (= 22V — b(1 + ) ZVE + (aa + %az)ZtV"‘l)dt +(a+3)ZVohdWE,
g

L . .. _1 N . . .
On en déduit que, en choisissant o = —%, le processus Y = ZV 72 Y est a variation finie

et est solution de

2a -1 2Y,
avi= (<2 D -
g

2
N vy = -2
2 9 8‘/2) » L0 77\/5

On peut facilement intégrer cette équation, on obtient

Vo (t) — 2V, 2 2a [t e (n—)
Y, =———9— = ——\Jve " — — ————du, p.s,
¢ v O\/_ s J, 7 P
ol
b a o [Ydr
M=ttt (5 - g) v (4.4.16)
0 r
D’ou
a_ o2 t dr
2 2 b a 0-2 t dr t eig(tiu)i(fi?)fuvi,r
Vo(t) ==V, — =V, —2t=G=%) o v /
()O_to_ i | Ve —i—ao 7 w|, p.s

117



CHAPITRE 4. QUELQUES PROPRIETES DU CIR

118



5 Monotonie par rapport aux
parameétres de la volatilité

5.1 Introduction

La principale attraction du modéle de Black-Scholes est la capacité d’exprimer les prix
d’options européennes en fonction d’un paramétre de volatilité. De plus, pour les pay-offs
convexes, ces formules sont bijectives, strictement croissantes en fonction du paramétre
de volatilité, ce qui permet de couvrir le risque lié & ce paramétre par ’achat ou la vente
d’options. Cependant, suite au rejet de 'hypothése de volatilité déterministe par les études
empiriques, les praticiens sont de plus en plus convaincus que la fagon la plus réaliste de
modéliser le cours d’'une action est de considérer un modéle ot le processus de la variance
instantanée est stochastique.

Dans un modéle & volatilité stochastique général, le prix d’un actif sous-jacent est une
fonction du temps, de la valeur courante du sous-jacent et de la valeur aujourd’hui de sa
volatilité. LLa monotonie du prix de cette option par rapport a la variable de la volatilité
peut se voir d’une facon intuitive. En effet, augmenter la position initiale du processus de
la volatilité va induire une augmentation de la volatilité, trajectoire par trajectoire, ce qui
augmentera les prix d’options standards car les fluctuations du prix du sous-jacent vont
étre plus importantes. Concrétement, la volatilité a un effet positif sur les prix de pay-off
convexe. Cet effet a été démontré, par exemple, par Bergman et al. (1996), Hobson (1998),
Janson et Tysk (2002), et Kijima (2002), et des résultats similaires peuvent étre trouvées
dans des contextes similaires (voir, par exemple, Olsen et Stensland 1992, Alvarez 2000,
Alvarez et Stenbacka 2004). Dans le cas ot la volatilité est stochastique mais bornée entre
deux valeurs m et M, El Karoui et al (1995) montrent que le prix d’une option est borné

entre le prix Black-Scholes avec volatilité m et M. Dans [51], Romano et Touzi montrent
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que la dérivée de la fonction de valeur d’une option par rapport a la volatilité dans des
modéles comme Hull et White (1987) et Scott (1987) a un signe constant et ne touche 0

qu’a la maturité.

Outre sa valeur initiale le processus de la volatilité est souvent donné en fonction
d’autre paramétres. Par exemple, dans le modéle de Heston, le processus de la variance
instantanée est un C.I.LR avec des paramétres (a, b, o) et corrélé avec les mouvements
du sous-jacent avec un coefficient de corrélation p. Les prix d’options sur sous-jacent
dépendent donc de la valeur initiale du processus de la volatilité ainsi que des valeurs des
paramétres de la diffusion guidant cette volatilité. Ces paramétres sont souvent calibrés
sur des produit dérivés, ils ont donc tendance a changer leurs valeurs réguliérement. Il est
donc important de savoir I'impact qu’ils ont sur les prix d’options, ne serait-ce que pour

faciliter la calibration.

Dans ce chapitre, nous nous s’intéressons a la dépendance du prix d’un Put européen
par rapport a la valeur initiale de variance instantanée et par rapport aux parameétres
du processus de volatilité dans le modéle de Heston. Ce travail est motivé par les résul-
tats empiriques obtenus par Kurpiel [41], qui a étudié I'impact de ces paramétres sur la
frontiére libre de 'exercice d’'un Put américain dans le modéle de Heston. Nous montre-
rons notamment que la fonction de valeur de cette option est croissante par rapport a
valeur initiale de la volatilité, ensuite nous établirons des proprié¢tés similaires pour les
paramétres du drift de la variance (a et b), en utilisant des techniques de type EDP ainsi
que certains des résultats du chapitre précédent. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre,
nous étudierons I'impact du paramétre de la volatilité de la volatilité sur les options
sur variance réalisée ainsi que sur les options usuelle. Nous montrerons notamment que
la volatilité de la volatilité joue le role de la volatilité si on prend la variance réalisée
comme sous-jacent. Nous donnerons aussi une représentation trés pratique de la dérivée
du prix du Put par rapport a la volatilité de la volatilité en fonction des trajectoires
de la variance. La derniére partie de ce chapitre est consacré a I’étude de la monotonie
du prix du Put par rapport a la corrélation. Nous donnons d’abord, une représentation

particuliere de la dérivée de celui-ci par rapport a p qui nous permet de déterminer son
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signe, notamment pour les valeurs extrémes de s (s trés petit ou trop grand) . Plus exac-
tement, cette représentation nous permettra de montrer qu'il existe s, (t,v) < s7(t,v)
tels que %—I;(t, s,v) est positive pour s < s, (t,v) et négative pour s > s/ (t,v). Nous
montrons que pour p = 0, on a K < s5(t,v) < sg(t,v) < 400, grace notamment
au comportement exponentiel des queues de distribution de la variance intégrée. Nous
conjecturons que 0 < s, (t,v) < sF(t,v) < 400, pour tout p €] — 1,1[. Nous étudions

ensuite le comportement asymptotique en temps (en temps court-long) des points cri-

+

P (t,v). Nous montrons que pour ¢ petit, la monotonie par rapport a p s’inverse

tiques s
autour de la monnaie (croissante pour s < K et décroissante pour s > K, ce qui veut dire
que lim; o s%(t,v) = K. Pour les longues maturités, nous montrons que le prix est une

fonction croissante de p.

5.2 Préliminaires

On se place sur un espace de probabilité filtré complet (Q, F, (F;)i>0, P) vérifiant les
conditions habituelles. On considére un actif S sur cet espace de probabilité, modélisé par

I’EDS définie par

dS—Sf"’ = rdt + /VidW},
‘ (5.2.1)

dV; = (a — bVy) dt + o/ VidW?, d{W?, W?), = pdt,

ot a, b, c > 0. On note V" la solution de I’équation en V issue de v. Dans tout le chapitre,

on suppose que

2a > o (5.2.2)

Sous cette hypothése, on sait que avec probabilité 1, V¥ ne touche pas 0 et n’explose pas
non plus, il en est de méme pour S (cf. Ikeda/Watanabe (1989), Example IV.8.2). Notons

que la solution de I’équation en S issue de s est "explicitement" donnée par
S, = 5 e"tHlo VVeAWl=3 [y Vids (5.2.3)
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En particulier, (gt = e_”St)t>0 est une martingale locale exponentielle. Dans le résultat
suivant, on montre que c’est une vrai martingale. Cela peut s’avérer trés utile pour la
suite de chapitre, car nous serons amené a prendre S; comme processus de densité pour
des changements de mesure absolument continus. On trouve un résultat plus général que

celui-1a dans [47]. Cependant, on va le démontrer ici, car la preuve contient des détails

qui seront utiles pour la suite de ce chapitre

Proposition 5.2.1. Le processus (e’”St)tZO est une martingale.

Preuve: On a, en écrivant W} = pW2+ /1 — p?!W2, avec W? brownien indépendant de
2
W=,
b VedWE—L [Ty ds oo ap
elo VAW =2 Jo Veds — Np# x §F

ol

2 P 2
M = P Jo VVRAWE =5 [T Vads oy Svtp — V192 o VVedW2— 1 [ Vids

Comme V est adapté a la filtration de T2, S est une martingale et E(S? | W?2) = 1.
Il suffit donc de montrer que EM} = 1. Soit € > 0 et 7. = inf{t > 0| V; ¢ [¢, 1/¢]}. Soit

NTe 2 NTe T
P* définie par dPf/dP = erlo” VVAWI=5 [T Vads Qoug Pr Wy = W2 — p [i7 \/Vids est

un brownien standard et on a
AV, = (a — bV;) dt + apVi{r. > t}dt + o/ VidW;,
de sorte que sur [0, 7], V est solution de 'EDS
AV, = k(0 = V;) dt + opVidt + o/ V,dWy. (5.2.4)
On en déduit

Te 2 Te
E (eﬁfom VAW Vsdsﬂ{m}) =P(re > 1).

Par unicité en loi et non explosion de la solution de (5.2.4), on a lim o P! (7. > t) = L.
D’ou

E <6pfé w2t vads) _ 1 (5.2.5)
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5.2.1 Put européen dans le modéle de Heston

On considére un Put européen sur S de strike K et de maturité ¢. Son prix aujourd’hui

est donné pour (s,v) € Ry x R, par
P(t,s,v) =E [e7™"(K — 5,)4]S0 = 5, Vo = v] . (5.2.6)
La fonction de valeur P vérifie les propriétés suivantes

e Pour tout (¢,v) € [0, +oo[xR*, la fonction x — P(t, z, v) est décroissante, convexe

et sa dérivée vérifie

P
-1 (t,s,v) <0, V(¢ s,0v)€]0,+oo[xRY x RT.

<
~ 0Os
En effet, soit A € [0,1] et soient s;, so > 0 alors pour tout (¢,v) € [0, +oo[xR}, on

a

P(t,As1+ (1= N)so,v) = E[e™(K — 5,)+|So = Asy + (1 — X)sa; Vo = v]
= Efe(K — (As1+ (1= N)s$2)S)+]S0 = 1; Vo = v]
E [67” (MK = 515)+ + (1 = A (K — 525;)4]So = 1; Vo = Uﬂ

= AP(t,s1,v) + (1 = N)P(t, s9,v).

e P e C(R3) N C"*%(R%%) (cf. [25] Propositions 3.1 et 3.2) vérifiant,

LP(t,s,v) =0, V(t,s,v) €]0, +o0[xR* x RY,
(5.2.7)

P(0,s,v) = (K —s)g, Y(s,v) € R% xR,

ol
0? 1, 0? 0?

B Oy 0 J 1,
Lo=—rp B + (7‘5% + (a bv)% + 35 Va2 + 30 V5 + pasvavas) @. (5.2.8)

Remarque 5.2.1. Dans [25], on suppose que la fonction de pay-off est de classe C? telle

que g’ et z%g” sont bornées. Cependant les proposition 3.1 et 3.1 de [25] sont valables

pour des pay-off continues et bornées. Donc pour le Put.
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5.2.2 Un principe du maximum parabolique

Dans cette section, nous présentons un principe du maximum spécifique a des opérateurs
de type (5.2.8), qui sera crucial pour les démonstrations des résultats de la prochaine
section. Plus précisément, en appliquant ce principe du maximum, nous pourrons établir

la monotonie de la fonction de valeur, P, par rapport a v, a et b

Théoréme 5.2.1 (Principe du maximum). Soit L opérateur défini par (5.2.8). Soit
@ € CM?2(]0, +oo[xR% x R%) NC(RY) vérifiant

Lo(t,s,v) < 0 (resp <0), V(t,s,v)€]0,+00[xR% x R,

©(0,s,v) > 0, V(s,v) € Ry x R

Alors ¢ > 0 (resp ¢ > 0) sur]0,+o00[xR% x R%.

Preuve

Supposons qu’il existe (t,s,v) €]0,+00[xR% x R% tel que ¢(t,s,v) < 0. On considére
(5%, V") I'unique solution de
(

ds; ]
S_f = Tdt + V‘/t thl,

AV = (a — bV2)dt + o /VZAW?, AW, W2), = pdt,

Sg=s, Vi =v.
\

On définit les F-temps d’arréts

T:mf{ue 0.4 s ot =, S, V) = M}

yMur Yu 2

et
1 (&
Tn:inf{UG [0,t]: Sy ANV € {E,n} }/\t.
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En particulier, on a P(7 < ¢) = 1. On applique la formule d’Itd au processus (e "o(t —

u, S;,V.'))u<t entre 0 et 7 A 7, on obtient

TNATn
et = T AT, Sins  Vine ) = @(t,s,0) + / e SN/ VrOp(t —u, S5, VY AW,E +
0
TNTn
a/ e "\ V0,0t —u, S5, V.V )dW?
0 TNATn
+/ e "Lt —u, S, V,))du
0

Comme S et V sont dans |0, 7], on déduit que

TNATn
o(t,s,v) = —IE/ e Lot —u, S5,V )du+E [e7 T ot — T ATy Sipn, Ving )]
0

ur U

> E [6_”/\%"90& =T N Ty Sipmys VrvAfn)]

On peut vérifier que la suite 7, est croissante, vérifiant lim, ,, 7, = t (car V et S
n’explosent pas (cf. Ikeda/Watanabe (1989)). On en déduit que lim,, 1o 7 A7, = 7. On

obtient, en appliquant le lemme de Fatou,

: : —TrTN\Tn = s v —rT s v QD(t, S, U)
17111—13-&251[2[6 Pt =T AT, Sips VEs )] 2 Ele ot — 7,82, V)] > —s
Ce qui veut dire que (¢, s,v) > M, d’on la contradiction.

D’ou ¢ > 0.
On considére maintenant le cas ot I'inégalité est stricte, c’est & dire le cas ou Ly < 0.
On se donne (t,s,v) avec t > 0. En appliquant la formule d’It6 au processus (e "™p(t —

u, S5, V.V))u<t entre 0 et t A 7,,, on obtient
—ring t = s v %/\‘Fn —ru Qs s v
TN — 3 A T, Enry V%Afn) = p(t,s,v) —|—/0 e "S5/ VP00t — u, S5,V )dW,) +
LN
2 n
o [T e et — sz v aw?
0

taTn
+/2 e Lot —u, S, V., )du
0

On obtient de la méme facon que précédemment, que

o(t,s,v) > —E/2 e "Lt —u, S, V) )du >0
0

ur U

On en déduit que ¢(t,s,v) > 0. O
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5.3 Monotonie par rapport aux parameétres du drift de

la variance

Dans cette section, on s’intéresse aux propriétés de monotonie du prix du Put par rap-
port aux paramétres qui générent la moyenne de la variance instantanée, c’est a dire
v, a et b. On commence par étudier la monotonie de la fonction P par rapport a v.
On sait que (cf. [25] Théoréme 2.3) si g est une fonction de classe C? avec zg¢'(x) et
22¢"(x) bornées, alors la fonciton de valeurs u(t,s,v) = E[g(Sy)| So = s, Vo = v] est
une solution classique de I’équation de BS (au sens de [25]). Elle vérifie en particulier,
u € C ([0, +00*)NCH*2(]0, +00[*)NCH (10, +00[x]0, +00[% [0, +00[). De plus, nous avons
une représentation probabiliste de la dérivée de u par rapport a v. En particulier, si g est
convexe, alors u est strictement croissante par rapport a v.

Dans cette section, nous allons montrer que P est C%! (]0, +o0[x [0, +-00[x [0, +00])

(en plus d’étre dans C ([0, +oo[*) N CH*2 (]0, +00[?)).

Théoréme 5.3.1. On a P € C ([0, +oo[*)NCH*2 (]0, +o00[>)NCHOL ([0, +00[%]0, +00[ X [0, +00).
De plus, la dérivée de P par rapport a la variable v est donnée par

oP

t
a—(t,s,v) =E [/ e h(t — T, S’ﬁ,f/f)dT} , (5.3.1)
v 0

ot h est définie sur |0, +o00[3, par

K —log(a/K) — p 7 VadW2 + 1 [T V,d
W7, 2,y) = E, N’ og(z/K) —p J, 2+ 3 ) u

V(L= p2) Jy Vadu V(=02 [ Vadu

et (5%, V) est lunique solution issue de (s,v) de UEDS définie par

ﬁ = podt + ‘A/t”thl,

(5.3.2)
vy = (a +2 - bf/;) dt + o/ Vrdve.

Remarque 5.3.1. Ce théoréme est I'extension des propositions 4.1 et 4.1 de [25] au Put

européen. La fonction h(t, s,v) n’est autre que s29,,P(t, s,v).
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Preuve :

On procéde par une démarche similaire & celle de [25] (cf Proposition 4.1, 4.2). On

montre d’abord que la fonction (¢, s,v) — E [fot e UTh(t — 7,58 V”)dT} est continue sur

10, +00[x [0, +00[x]0, +-00[. Pour cela, on considére une suite (t,, $,, v,) — (t,s,v) et on

va montrer que E [ [y e h(t, — T, S5, ‘A/;_v")dT] converge vers E [fﬂt e bTh(t — 7,88 V”)dr] :

VT

Comme (S5, V') converge vers (52, V) en probabilité, il nous restera juste de majorer

VT

fg e UTh(t — T, Ss V”)dT par une variable aléatoire intégrable et conclure en appliquant

VT

le théoréme de convergence dominée.

On commence par chercher une majoration de h, pour cela on remarque d’abord que

K
hz,y,t —7) < E = M(t—rT1,7y).

Yy
\/27r\/(1 —p?) Ut_T Vudu

Ensuite, par le théoréme de comparaison, on a que pour tout y; < ys, on a

Ve < V¥ ps.
On en déduit que pour tout 0 < y; < 1y, Oon a
M(t—71,y1) > M(t —7,92)
D’autre part, par le théoréme de comparaison, on a que

Ve > VY ps

T = T

Ce qui implique que

M(t—7,V¥) < M(t—1,VY), p.s.

D’ou,

PSRN K
E h(Sj,VT”,t—T)] < E[M(t—rV")]=E |Ep
\/271'\/(1 —pQ)f(f*T Vaudu

K
Vam\ (L= ) [ Vidu
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oll nous avons utilisé la propriété de Markov du processus V' dans la deuxiéme ligne.

On en déduit que

t t
i K
EU 6_b7hv(5j,VT”,t—T)dT} g/ E, dr. (5.3.3)
0 0 \/27‘('\/(1 —p?) Jy Vudu

Maintenant, en utilisant les résultats de Dufresne [21], on a E, [ 1
’ ’ ST Vadu

< +o00, VT > 0.

De plus, pour tout v > 0, on a

lim 73F, | ———| =0.
50 \/m

On en déduit que pour tout v > 0,

t 1
/ F|l——| dr < +o0.
0 v/ Jo Vivdu

On montre ainsi, par un argument similaire & celui de la proposition 3.1 de [25] et en
utilisant cette majoration, que la fonction (¢,s,v) — E [fot e UTh(S5, VYt — T)dT] est
continue sur |0, +o00[x]0, +00[x [0, 4+00].

La suite de la preuve est parfaitement identique a la démonstration de la proposition
4.2 de [25]. On prend une approximation croissante et C* de la fonction f(y) = /y telle
que % < f. < n, ensuite on définit S™, V™ et P" par :

G = e (VAW

dVr = adt + oes' f, (V") dWE.

et
P(t,s,0) ==E[(K — S7)4| Sp = 5, Vg =]

Ensuite, on considére I’équation parabolique

efbt

—Opu+ 5 f2(0)8* LY 4 pofo(v)ss2h 4 Teb f2(0) B8 1 adyu =0, t >0,

(5.3.4)
u(0,s,v) = (K —x)y,  V(s,v) € xR xR}
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En écrivant cette équation en terme de log.S, on obtient une équation uniformément
parabolique a coefficients C* et bornés. Cette nouvelle équation admet donc une unique
solution classique bornée et par le théoreme de Feynman-Kac, I'unique solution n’est
autre que P". En particulier, on a P" € C*°(R*)NC"**(Ry x R* x R%). D’autre part, on
peut montrer que P"(t,s,v) — P(t,s,v) en tout point de R, x R% x R%. Ensuite que
Pr(t,s,v) = %(t, $,v) —> %—f(t, s,v) en tout point de R x R% x R%. De plus, comme

P™ est solution C* de (5.3.4), alors sa dérivée est solution bornée de

— P 4 LUP! 4 S, ()52 25 =0, >0,

u(0,s,v) = 0, V(s,v) € Ry x R,

ol v, (v) = f¥(v) et Popérateur £ est défini par

0s0v * Ef"(v)% + (a+ ?(1 + Y (v)) — bv)dyu.

LM = —bu + po fdsu+ po fn(v)s

On en déduit que (par le théoréme de Feynman-Kac) P admet une représentation sto-

chastique donnée sous la forme

1 t N A L O2 P A A
Prts) = 58 | [ e @Gl e s v

ou (5™, V") —s (S,,V:). On en déduit, par le théoréme de convergence dominée et en se

servant des majorations de type (5.3.3), que 0, P est bien donnée par (5.3.1).

Corollaire 5.3.1. Pour tout t,s > 0, la fonction v — P(t,s,v) est strictement crois-

sante.

Monotonie par rapport a a et b

On s’intéresse maintenant aux propriétés de monotonies du prix du Put par rapport aux
paramétres a et b. Notons que les trajectoires de la variance sont strictement monotones
par rapport aux paramétres a et b (croissantes par rapport a a et décroissantes par rap-

port a b). Ce qui veut dire qu’une augmentation de a par exemple, générera une volatilité

129



CHAPITRE 5. MONOTONIE PAR RAPPORT AUX PARAMETRES DE LA VOLATILITE

plus importante, ce qui, si on se tient au raisonnement précédent, entrainera une augmen-
tation du prix du Put. Pour vérifier ce raisonnement, on procéde comme suit. On fixe les

paramétres o et p et pour a b > 0, on note
Pt s,0) = B[ (K = S1), ]85 = sV =),

oil, (8% V%) est I'unique solution issue de (s,v) de 'EDS définie par

L = rdt VAW,
AV = (a — V) dt 4 o1/ VP dW?2, d(W, W2), = pdt.

On a le résultat suivant

Proposition 5.3.1. On se donne ay > a; et by < by. Alors, on a

PYP(t,s,0) < P*P(t,5,0), Vb >0 et V(t,s,0) €]0,+00[xR} x R} (5.3.5)
et
0_2
PPt 5,0) > PUP2(ts,0), Va2 o et ¥(t,s,v) €)0, +oo[xRy xRy (5.3.6)
Preuve

Pour a,b > 0, on note

Op 0. 0.
a,b — 7 s . - -
i A T (mas o) g 4550 T 57 Vo

1, 0% 1, 0% 02
V=—s + =0 V= + posv ©.
Ovds

En particulier, on peut facilement vérifier que

L£azb(pazb . paib)(t s p) = —(ag — al)ap;jl’b, V(t,s,v) €]0, +o0[xR% x RY,

(Pa2b — pab)(0,s5,0) = 0, V(s,v) € R x RY.

De méme, on vérifie que

Lab2(Pebr — paba)(t 5 v) = —(by — by)v 2520 (¢, 5,0) €]0, +oo[xRY x R,
(Pobt — Pub2)(0,5,0) = 0, V(s,v) € R} xR}
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Sous I’hypothése de la proposition, les opérateur £%% vérifient les conditions du théo-

réme 5.2.1. D’autre part, d’aprés le théoréme 5.3.1, on a apa;avl’b > 0, de méme que

8P§’b1 > 0. On déduit donc que (P22 — Paib) > () et (P¥P1 — pab2) >

(2

5.4 Monotonie par rapport a la volatilité de la volatilité

L’impact de la volatilité de la volatilité, o, est souvent lié a celui du kurtosis de la distribu-
tion du sous-jacent. Lorsque o est égal a 0, la volatilité est déterministe, ce qui raméne au
modéle de Black-Scholes. L’augmentation de ¢ augmentera le kurtosis seulement, créant
des queues lourdes des deux cotés. L'effet de modifier la kurtosis a un impact aussi sur la
volatilité implicite, notamment sur la forme des smiles des volatilités implicites. Intuiti-
vement, si o est grand, cela signifie que la volatilité est plus volatile. Cela signifie que le
marché a plus de chance de mouvements extrémes. Ainsi, les pris des Puts vont augmenter
et ceux des Calls vont baisser. Ce qui induit un skew plus important.

Une autre facon de voir le réle de o, est de considérer les produits appelés "produits
dérivées de la volatilité" comme les variance-swap, les options sur variance-réalisée et VIX.
Pour ce type de produits, la volatilité de la volatilité, o, joue un role similaire a celui joué
par le paramétre de la volatilité dans un modéle classique. On s’attend donc a ce qu’une
augmentation de o entrainera une augmentation des prix d’options européennes standards

sur la variance réalisée par exemple.

5.4.1 Options sur variance réalisée

La variance réalisée est la quantité

t
VR, ::/ Vids.
0

On considére une option sur cette variance réalisée de maturité T et de pay-off f(V Rr).

Son prix aujourd’hui est donné par ¢(7,v,0). Ou

o(t,v,y) :=E le—”f(y + /Ot V;ds)] .
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La fonction ¢ est solution du systéme suivant

Lyo(t,v,y) =0, V(t,v,y)€l0,T] x Rf x RT,
©(0,v,y) = f(y), Y(v,y) € Rf x R*.

ol

ou 0. 9. 1, 0%
=y — — - —b Zoly— .
Lyu = —ru 5 + ("Uay + (a v)av + 57 1}802) (u)

Dans le cas ou la fonction f est convexe et monotone (ce qui est le cas des options
usuelles Call, Put), alors on peut facilement vérifier que ¢ a la méme monotonie par

rapport & v et par rapport aux valeurs de la variance long-terme ”76” que celle de f.

Proposition 5.4.1. Si f est convere, de classe C* avec des dérivées bornées, alors pour

tout (t,y) €]0,T] x RT, Uapplication v — p(t,v,y) est convere.

Preuve

On a
EVSO“U(ZS’ U’y) = _Qavy(p(t? U, y)v V(t, v, y) G]O,T] X R:— X R+,
Puo(0,0,y) = 0, V(v,y) € Rf x RY.

ol

5 ou 0. 9. 1 , 0% 5 0.
Lyu=— (T+2b)u—a——|—(ay (a—bv)av+ va—l— 0v)(u)

D’autre part, on a

Ouyeltsv) =B [ ([ Vas) '+ [ i) >0

On en déduit, par un résultat similaire au théoréme 5.2.1, que ¢, > 0.
Pour tout (t,v,y) €]0,7] x Rf x R*, on note ¢, (t,s,v) le prix de 'option f dans le

cas ou la volatilité de la volatilité est o.

Corollaire 5.4.1. Pour tout (t,v,y) €]0,T] x R} x RT, la fonction o — ¢, (t,v,y) est

strictement croissante.
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Preuve

On note 0,p,(t, s,v) : la dérivée de 0 — @, (t,v,y). Elle vérifie le systéme

PO
’1)2

Ly0sps(t,v,y) = =055 (t,v,y), V(t,v,y) €]0,T] x Rf x RY,

Os0s(0,v,y) = 0, V(v,y) € Rf x RY.

En appliquant le principe du maximum, on conclut que 9,9, (t,v,y) > 0.
Nous avons vu précédemment que le prix d’une option européenne sur le sous-jacent

S est la moyenne sur tous les scénarios de la formule de Black de volatilité 4/ f(f Vids et le
forward est sefJo VVeAWi=3 [y Vsds | B particulier, dans le cas ot le mouvement brownian
guidant la dynamique et S et celui guidant la dynamique de variance instantanée sont

indépendants, on a le résultat suivant

Corollaire 5.4.2. Pour tout (t,v) € [0,T] x R, lapplication o — PP=0(t, Ke™" v) est

décroissante.

Preuve

On a .
PPt Ke ™ v) = EPBS(Ke_”,Ke_”,/ VYids)
0

—s 419 —s 41
Pgs(s,k,2) = KN M) —sN (M)
nsls: k) ( N5 D)

En particulier, pour s = K et pour tout ¥ > 0, on a

ol

2
On en déduit que 9,P=°(t, Ke™™ v) < 0. Et par suite que 9,P*=0(t, Ke ", v) < 0.

1 1 1
P kE,YX)=—-KN'(=VX -+ — )
Oss Pps(s, k,X) ( )X(4E\/§+82)<0

Futures et options sur VIX

Le VIX de maturité ¢ est définit par

VIX, = \/ E, [% / " vudu}
t
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Dans le modéle de Heston, il est donné par

a a e-bt _ e—b(t+d)
VX =\ -

On note F' le prix du future sur VIX. 1l est donné par
F=FE(e"VIX,) = F,(t,v),

ou pour tout t, la fonction v — F,(t,v) est croissante, concave En particulier, le prix du
future sur VIX est décroissant par rapport a la volatilité de la volatilité. De méme, pour

tout k£ > 0, le prix du Call sur VIX de strike k est décroissant par rapport a o.

5.4.2 Monotonie des options européennes

Dans cette section, on s’intéresse aux propriétés de monotonie de P par rapport au coef-
ficient de volatilité de la volatilité o. Notons que la méthode que nous avons utilisée pour
établir la monotonie par rapport a v, a et b ne peut malheureusement pas s’appliquer ici.
En effet, cette méthode consistait a différencier (5.2.7) par rapport au paramétre consi-
déré pour obtenir un systéme différentiel de type (Lu < 0 sur C et u > 0 sur 9C'), ce qui
donne le signe de u, par application du principe du maximum. Alors que si on différencie
(5.2.7) par rapport a o, on obtient le systéme

Ea—{:(t, S,U) = _08827123 - psv%@wgav)? V(t, S,U) E]O7T] X Rj— X Rj—’

82(0,5,v) = 0, V(s,v) € R% x RY.

Cela ne nous permet pas d’appliquer le principe du maximum pour déduire le signe de g—f,

o’p

2 , R -
Sz et % ne sont pas forcément constants. En effet, le signe de % n’est

car les signes de
pas facile & analyser car il dépend du signe de la corrélation et aussi de la dépendance par
rapport a p (qui est le sujet du chapitre suivant). On peut néanmoins analyser son signe
dans le cas ou la maturité est tres courte ou trés longue en utilisant les études qui ont été

menées sur le comportement asymptotique en temps de P dans le modéle de Heston.
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On notera P, dP . Dans le résultat suivant, nous donnons une représentation de cette
fonction, donnée expll(:ltement en fonction des trajectoires du processus de la variance V.
Cette représentation s’obtient grace aux propriétés de dérivabilités des trajectoires de V

par rapport au parameétre o.

Théoréme 5.4.1. Pour tout 0 < o < \/a et pour tout (t,s,v) € [0,T] x R xR, on a
]Vv 17*‘/4t ——17+‘13t Y/ %—(j
o t
(1 =p*)L ) \ 2L/ (1 = p?) 1y

ot x := log(*% et ), Iy = f; Vids, Ay := pfot Ve dW?2 — %]t, By :=—p fg VV dW?2 +

P=Ke™E

, (5.4.1)

(34 20 = )1, €, = HEPSEEnE, ¥, — [ (V3 ) = Vel ot V; et

V., sont donnés par
. 2 ¢ evu
Vo(t) = ;%_\/Vt‘f%< \/_+— | ) (5.4.2)
. 2 po po
Vo(t) = —“Vi— Viez! (;ﬁJr/( —p\/Vu)e2”+7“du), (5.4.3)
0

o/ Vu

avec

(5.4.4)

Preuve: On sait que P(t,s,v) est donné sous la forme
P(t,s,v) = K e " E(N(dy) ) — s EM{(N(d) ),

ol

—log(=5) — p [ /VedW2 + L [V, du

\/1— 2 fOtVdu
pfo \/_dW2 ( pQ)IJVudu'

\/1—,0 fOVudu
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et
M/} = e o VVLdWE 5y [ Vad (5.4.6)

On écrit P(t,s,v) en utilisant le probabilité P et la probabilité équivalente P* définie
par (5.5.7), ce qui donne

P(t,s,v) = K e " E(N(dy) ) — s E*(N(dy) ),

On a donc

Poft,5,0) = K e BN )] 5 o B (N(ds) )]

Etapel : Calcul de la dérivée de d; sous P

On peut écrire d; sous la forme
—log(=&") — 2(V; — v — at + bly) + L1,
(1= p*)1
D’autre part, sous P, V' est une fonction dérivable par rapport & o et sa dérivée vérifie

. . V,(t) :
dV, = —bV, (t)dt V,dW? 2 aw?, V,(0) =0. 5.4.7

On en déduit que la dérivée de d; sous P est donnée par

dy =

p Vi —v—at+ Dbl 1-% dy

a

Y (TR (= T

Rappelons que la solution de (5.4.7) est donnée par

Opdy =

e P V0<t)
)/0 Vg(u)du—gm (5.4.8)

. 2 2 20 ' e
_— _ -t — JER—
V,(t) = UV} Ve (U\/ﬂ—l— > /0 mdu)
Etape2 : Calcul de la dérivée de d; sous P*

On écrit dy en fonction de V' et 3, on obtient

—log(5£") = £(V, — v — at + bI) + (> = )1,
(1= p*)1;
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Sous P*, la dynamique de V est donnée par
AV, = (a — (b— po)Vy) dt + o\/VidWy

On peut donc dériver V' sous P*, on note V* cette dérivée. D’apres les résultats du chapitre

précédent, cette dérivée est solution de 'EDS définie par

AV (t) = (th — (b= po)VE(t) ) dt + /VidW; + agi(%dm*, V) =0. (5.4.9)

D’apres le lemme 5.4.1 ci-dessous, on a

. 2 po 2 t 9 oo
V0 = 2vi- et (2 [ - o e T

On peut donc calculer la dérivée de dy sous P* en fonction de celle de V. On obtient

pVi—v—at+bl, pP—}-% dz/ﬂ 2V (t)
ordy = L + o _ 2y [y ydu— —222Y (5410
St - (\/ (1= p*)1 QIt) 0 ) (1= p*)1, ( )

Etape3 : Calcul de la dérivée de P

La dérivée de P est donnée en fonction des dérivées de d; sous P et de dy sous P* par
P, =K e ™ E[N'(dy) 0,di] — s E* [N'(dy) 0ds)]

Maintenant, aprés avoir dérivé d, sous P*, on effectue le changement de probabilité inverse

pour retourner sous P. Ainsi
P, =K e ™ E[N'(dy) 0,di] — s E[MF N'(dy) 0dy)

En utilisant le propriété

2

—log(2) + %O—Q) g N/(—log(%) — 30
o o

K N'( ), VS, K,o >0, (5.4.11)

on peut vérifier que

K e N'(dy) = s M{ N'(dy), p.s
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Ce qui implique que
P, = K e ™E[N'(d)) (0,dy — 0%dy)]

N 5—‘2 2—%—@ dy, ('
— Ke E[N(dl) (( (1_ - % /OV(, E)/Ova(u)du

=]

En utilisant le fait que dy = d; — /(1 — p?)I;, on obtient finalement

2_1_&kp b .
i, - s

= 1) Jo Valu)du )+pv:<> m))]

B, = Ket E[N’(dl) ((

i

-2k o Ja-Ph
— KeE [N’(dl) ((_‘r — ol ;[UH_ 2 f)]t)/o (V7 (1) = Vo (u))du
3= p) Jo Volw)du + 2(V; () = Vo (1))
’ e )

OJ

Lemme 5.4.1. La solution de (5.4.9) est donnée par

. 2 o 2 ) o
0 = 20— VTt (2vie [ o e )

Preuve du lemme 5.4.1

La dérivée V' vérifie

rx _ _p_O'* 2 V() 2 * o
AV (8) = —(b = V7 (1) di + VVidWE + o \/thwt, V*(0) = 0.

On pose Z* := Vg*(t) — %Vt. On peut vérifier que Z* est solution de 'EDS définie par

2 Zr 2
dez(—;a—i—p‘/t—(b—%)Zf) dt + o “d WP, Z5 = "o,

2VV;
On pose Y* = Z*V=3. Y* est donc I’'unique solution de

2

2a _b— pa a o Y] 2
ay; = —— Vi — (= — =)=t )dt Y =—-"1/v.
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D’ou

i 2 2 po 4 _
Y7 =Vit) = SV V= =~ ueE +/ (Pv/ Vi = —

t 2a
0

Vi

) e t=w=(rn=7) dy, [

5.5 Monotonie par rapport a la corrélation

Outre les raisons mathématiques, expliquées antérieurement, il y a plusieurs raisons em-
piriques et économiques pour le choix du modéle de Heston pour modéliser le cours d’un
actif boursier (voir [13| pour une analyse statistique-empirique détaillée). Des études em-
piriques ont par ailleurs montré que la distribution du log-spot est non-gaussienne. Elle
est caractérisée par des queues lourdes et des hauts sommets. Il y a aussi des preuves
empiriques et des arguments économiques qui suggérent que les rendements d’un actif
boursier sont négativement corrélés avec sa volatilité (ce phénomeéne est appelé "l'effet
levier").

En revanche, le modéle de Heston peut impliquer un certain nombre de distributions
différentes selon les valeurs de ses paramétres. Notamment, selon le signe de la corrélation
entre le sous-jacent et sa volatilité (p). Cette corrélation affecte principalement la lourdeur
de la queue et 'asymétrie de la distribution et son effet peut se voir d’une facon intuitive.
En effet, si p > 0, alors la volatilité augmente & mesure que le prix augmente. Cela va
étendre la queue a droite et "presser" la partie gauche de la distribution. Inversement, si
p < 0, alors la volatilité augmente lorsque le prix baisse, répandant la queue a gauche et
en pressant la queue droite de la distribution et créant ainsi une concentration a gauche
de la distribution (Rappelons que dans la pratique, les rendements des actions et de
leurs volatilités sont corrélés négativement). Il est connu aussi que Peffet de 1’évolution
de 'asymétrie de la distribution a aussi des répercussions sur la forme de la surface de
volatilité implicite générée par le modéle. Par conséquent, p affecte cela également.

Dans cette section, nous nous intéressons aux propriétés de monotonie du prix d’un
Put européen par rapport au coefficient de corrélation p. Notons que la méthode que nous
avons utilisée pour établir la monotonie par rapport & v, a et b ne peut malheureusement

pas s’appliquer ici. En effet, cette méthode consistait & différentier (5.2.7) par rapport au
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paramétre considéré pour obtenir un systéme différentiel de type (Lu < 0 sur C' et u > 0
sur C'), ce qui donne le signe de u, par application du principe du maximum. Alors que
si on différencie (5.2.7) par rapport & p, on obtient le systéme

Z%—i(t, 5,0) = —osvgi(t,5,0), Y(t,s,0) €0, T] x Ry x R,

%_1;(07 s,v) =0, V(s,v) € R% x R

Cela ne nous permet pas d’appliquer le principe du maximum pour déduire le signe de
%, car le signe de % n’est pas forcément constant. Pour analyser 'impact de p dans
le prix P, nous allons utiliser une méthode plus directe, ot nous allons étudier le signe
de la "dérivée" de P par rapport a p. Pour cela, nous allons donner une représentation
particuliére de cette dérivée qui nous permettra de déterminer son signe, notamment pour
les valeurs extrémes de s. Plus exactement, cette représentation nous permettra de montrer
quil existe s, (t,v) < s7(t,v) tels que %—Jg(t, s,v) est positive pour s < s, (t,v) et négative
pour s > st (t,v). Nous montrons que pour p = 0, on a K < 55 (t,v) < sq(t,v) < +00,
grace notamment aux comportement exponentiel des queues de distribution de la variance
intégrée. Nous conjecturons que 0 < s, (t,v) < sf(t,v) < +oo, pour tout p €] — 1, 1.
Nous étudierons ensuite le comportement asymptotique en temps (en temps court-long)
des points critiques sf(t, v). Nous montrerons que pour ¢ petit, la monotonie par rapport
a p s'inverse autour de la monnaie (croissante pour s < K et décroissante pour s > K,

ce qui veut dire que s*(07,v) = K. Pour les longues maturités, nous montrerons que les

prix des Puts sont croissants par rapport a la corrélation.

5.5.1 La dérivée du prix par rapport a p

En écrivant P sous la forme P = E (Ke*” — sep Iy VAW /12 [{ Va2 [ V*ds) , on
peut facilement vérifier que cette quantité est dérivable par rapport a p sur | — 1,3[. 11
faut cependant signaler que 'expression de cette dérivée ne permet pas de déterminer
son signe, ce qui est le but de cette section. Nous allons donc procéder autrement, en

donnant une représentation de la dérivée du prix par rapport a p qui nous servira dans
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la suite pour déterminer son signe. Cette représentation s’obtient en remarquant d’abord
que le prix P s’¢crit sous la forme P = E <KN(d1)  ser s VTWE- otVSdSN(dz)>, ainsi
le calcule de la dérivée de P par rapport a p revient a dériver les deux quantités EN(d;)
et Ber Jo VVedW? ’é Jo Veds 7 (dy). Pour la premiére quantité, on dérive directement sous la
probablhte ]P’ et pour la deuxiéme, nous effectuons un changement de probabilité < CTP =
eP Jo VAWt [g Veds , ensuite on dérive sous la nouvelle probabilité. LL’étonnant dans cette
démarche est que, comme la dynamique de V sous la nouvelle probabilité dépend de p,
on sera amené a dériver V par rapport & p sous cette nouvelle probabilité (notons que

sous P, le processus V' ne dépend pas de p). Nous allons détailler cela dans la proposition

suivante.

Proposition 5.5.1. Pour tout p €] — 1,1] et pour tout (t,s,v) €]0,T] x R x R%,

note Pp = %ip"(t, s,v). Alors, on a

: _ —r+ AY z+ BY p VF¥—ol
P,= Ke"'E |N' [ — yb )], (551
: [ (wl— ) (2w one o) O
ot z = — log (2~ = [) Vids, A} == p [ /VadW2 — 11, BY i= —p [0 /VadW?2 +

(3 +2%2 - )1, ]* = ]* fo V* )du et V. est donné par

2

—0\/‘/;/ V.e —EF -5 L g, (5.5.2)

Preuve

On a, en écrivant W} = pW2 + /1 — pPW2,

_ E(Ke ,ngwllku@)
+
= E (Ke _ geP Jo VVRAWZA/1=p? [{ VVadWE—3 [) Vsds)
+

2 1—p [
) (PBS (t Sepfo VVedW2—E- Vsds’ Tp/ ‘éds)) , (553)
0
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ol

Pps(t,z,v) =& <Ke_rt — xeﬁwg_%t)

+

On en déduit que P,(t, s,v) s’écrit sous la forme

VudW2 + 11
Pt,s,v) = Ke ™ E|N(— 2 VW 27t
(1 =)L
s | v VAW + (G = )
t )
(L—=p*)1,
ou I, = fot V. du et
M} = of i VTRAWE =55 1 (5.5.4)
On pose
b —p Jy VVadW?2 + 11,
1 (1—p)1;
et

pfo VVadW3 — (‘ p*)1;
(L= p*)1, '

La dérivée de P,(t, s,v) par rapport & p s’écrit donc comme

dy = —

OE[N(d)]  OE[M N(dy) ]

P,(t,s,v) = K e o -5 o . (5.5.5)
On calcule M directement en dérivant sous ’espérance
OE[N(d ad — [PV d W2
M =K {N’(dl) 1} =E |N'(dy) x ( fo P dl) (5.5.6)
Ip dp Q—p),  1=p°

Notons que cette dérivation est bien définie car la quantité sous ’espérance est bien
intégrable et cela est di en particulier au fait E[(XY)"] < 400, pour tout r € R (voir

Dufresne [21])
0 E[M{ N(do) |

Pour calculer 5 , on la probabilité P* définie par
P
dp*
= M. 5.5.7
dP ! (5:5.7)
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Rappelons que d’aprés (5.2.5), le processus M? est bien une martingale (car EM/ = 1).
Sous IP*, le processus (W )o<u<s, ot Wy := W, —p [['v/Vzd7 est un mouvement brownien.

Par ailleurs, la dynamique de V sous P* est donnée par
dVi = (a — (b— op)V;)dt + o/ VidW; (5.5.8)

On écrit
E[M{ N(dz) | =E"[ N(d2) |-

En remplacant fg V/V,dW? par lexpression

t
1
/ 1/_Vuqu2:5(V;—v—at+a]t),
0

on obtient,
y —log(%)—i—%et—g(vt—v)—(%—i—%g—pQ)It
2 = :
(1= p*)1,
p *
On peut donc calculer 0 E[MtapN(dz) ] (= 2E %‘gdﬁ l) directement, en dérivant la quantité

dy par rapport a p sous P*. Cependant, il faut prendre en compte le fait que sous P*, V;
dépend de p. On note Vp* la dérivé par rapport a p au sens £, (voir section 2). Vp* est la

solution de 'EDS définie par

Avi(t) = (oVi — (b—op)V) (1)) dt + a‘%(;)dwg, V¥ (0) = 0. (5.5.9)

Notons que Vp* n’est autre que —o x la dérivée de V' par rapport au paramétre b au point

(b — op). Elle est donc donnée, en utilisant (4.4.15), par

. t —0 a 0'2 i
Vi(t) = a\/Vt/o \/Vue*b 22w =(5=5) . %du, p.S.

On écrit
0 E* [N(d2)]
——— 2 =FE"|N'(dy) 0%ds]|,
dp [ ( 2) p 2}
ou J;dy la dérivée de dy par rapport & p sous P*. Elle est donnée par
ap — LV —v) — (2 —2p)], VE(t
8;d2 o a(t ) (o’ p)t_l_ p22_£ P()
(L—p)I; 1—p o /(1= p)I,

1, bp_ 2 ¢
2t =P do
|2 7 4 7= *(u)d 5.1
( (1_p2)]t+21t)/0 Vi (u)du (5.5.10)
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Remarquons que,
E* [N’(dQ) 8;d2} =E [Mtp N'(dy) 6;d2}
On en déduit que

0 E[M{ N(d») |
dp

st—(Vi—v) — (2 —2p);

(1—p?) I L—=p
+(%+b_p_p2 ~

- E[Mf N'(dy) x (

E[Mf N'(dy) x ( Ay

\/(1 — pH) 1

a

+ R
V- 2,

En remarquant que

—log(Z 152 _log(S) — 12
K N'( Og(Ka)Jr?U ) =S N'( Og(’;) 27 ) VS, K,0 >0, (5.5.11)
on obtient
K e N'(dy) =s M{ N'(dy), p.s
D’ou
E [M? N(d ap — Ly, — o) — (£ —2p)],
Sa [ t ( 2)] — Ke—rtE[N/(dl) % (o’ 0'( t U) (a' P) t + p 2d2)i|
dp (1—p*)1 L=p

_Ke—rtE[N/(dl) « ( g‘/p*(t)

V(L=
En utilisant (5.5.5), (5.5.6), (5.5.12) et le fait que d; = ds + /(1 — p?)I;, on retrouve

facilement I'équation (5.5.1). O

5.5.2 Signe de P,

On s’intéresse maintenant au signe de P,, qui détermine la monotonie de P par rapport
au coefficient de corrélation p. En observant la représentation de Pp donnée par (5.5.1), on
peut "intuitivement" remarquer que si x est trés grand, Pp est la moyenne d’une variable
aléatoire qui est négative "la plupart du temps", et inversement si = est trés petit, Pp est
la moyenne d’une variable aléatoire qui est positive "la plupart du temps". On s’attend
donc & ce que Pp(.CE) converge vers (0 par valeurs positives lorsque x tend vers —oo et

par valeurs négatives lorsque = tend vers 4+o00. On définit donc le premier point auquel
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Dérivée par rapport a la corrélation

[—— tho=-0.6 tho=0  —+— rho=0.6 ]

0,004 I I I I
0,003
0,002

0,001

0,000
-ooo1 + E
0002 £ ;
-0003 ]

0,004 ¥ E

0.5 1.0 1.5 20

FIGURE 5.1 - P, pour (K =1, vp=0,1, b =3, 0 = 20% et t = 6 mois)

5 Pp(t, .,v) prend une valeur négative et le dernier point auquel cette application est

positive, pour tout (t,v) € [0, 7] X RT, qu’on note respectivement
s, (t,v) = inf {s >0: Pt s,v) < 0} (5.5.13)

et

s¥(t,v) = sup {s >0: P,(t,s,v) > O} (5.5.14)

En particulier, pour tout (¢,v) €]0,7] x RY, et pour tout s; < s, (t,v) (resp sy >
sy (t,v)), on a Pp(t, s1,v) > 0 (resp Pp(t, S9,v) < 0). Et par conséquent, I"application
s — P,(t,5,v) est positive sur [0,5~(p;t,v)[ et negative sur |s*(p;t,v), ool.

Les points s, (t,v) et s/ (t,v), s'ils sont différents, représentent le premier et le dernier
ou p — P(t,s,v) change de monotonie. Le reste de cette section sera consacré a la
caractérisation de ces points. On commence par étudier le cas p = 0, c’est a dire la

dérivée de P par rapport a p au point p = 0.
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Le cas p=0

En utilisant les résultats de la proposition 5.5.1, Py est donnée par
v (1o8CR) = 3h ) (—loa(%) + 3k
VI 20V, ")

t T
R R B T
0 0

On en déduit que pour tout (t,v) €]0,T] xR et pour tout s < Ke™"™, on a Py(t,s,v) > 0.

D’ou

Py(t,s,v) = e "KE

ol

Ke " < sq(t,v) < sg(t,v), Y(t,v) €]0,T] x RE (5.5.15)

On peut considérer qu’en faisant tendre s vers +oo, Po(t,s,v) va tendre vers 0 par
valeurs négatives. En effet, si on pose y := log(%ﬁ), alors on a Py(t,s,v) = e "' K EJ,(y),

ol

1 1
y— 1L\ (—y+ 11
J, = N’ 2 2%,
' () (G
Ainsi, pour montrer que s§ (t,v) < +oo, il suffit de montrer qu’il existe y™ tel que pour
tout y > y*, E Jy(y) < 0. Pour cela, il suffit de trouver une fonction positive f telle que

lim f(y)E[(Ji(y))] = —oo.

Yy——+00

Le choix de f est donné par le résultat suivant, qui utilise notamment le comportement

asymptotique des queues de distribution de I;.

Théoréme 5.5.1. Pour tout (t,v) €]0,T] x R}, on a

* 7

. By(t,K et p)
1 = —00. 5.5.16
yrtos  P(I, > 2y) > (5:5.16)

En particulier, on a
Ke™ <sy(t,v) < si(t,v) < +oo, V(t,v)€l0,T] x R (5.5.17)
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Preuve :

On pose jt(y) := —Ji(y). On va montrer que

lim M = +o0 (5.5.18)
y—+00 ]P’([t > 2y) ' o

Poue cela, on va découper J;(y) en deux parties comme suit

A

Ji(y) = jt(y)]llt<2y + jt(y)]lItZQy'

Ensuite, on pose f(y) = 7 et on va montrer que E [f(y)(jt(y))]llt>2y est bornée,

1
]P(It>2y

alors que

A

lim B[ £(y)(Ji(y)) e = +o00

Yy—r—+00

On considére d’abord la premiére partie, c’est-a-dire E [f(y)(ft(y))]l[t>2y] . En utilisant

7J,2 B
le fait que |ule” 7z < e”2, Yu € R, on écrit

A % e
’Jt(y>’]11t>2y < [o %—%Lpzyy b.s

=

D’autre part, en utilisant la forme de fg, on écrit

2

B = o [V [Vt
0 0

IE% du dr

t T 2
< a/ \/VT/ v/ Vudu dr ((Car g—%>0)
0 0
t T %
< O’/ VTV, (/ Vudu) dr (Cauchy-Schwarz )
0 0

N|=

t
- %[t‘ (5.5.19)

t t T
< o— / VT/ V.du dT:|
V2 [ 0 0

ot e~
Eﬁﬂmm p.s

On en déduit que

D=

() [ L1y <

D’ou

[NIES

ot e~

<E[f@lh)en] <5

E [0l o2 (5:5.20)
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On s’intérésse maintenant & jt(y)]lft<2y. On remarque que 'application A € [0, 2y| —

_1
y\/%)‘ est décroissante de 400 vers 0. On peut donc définir pour tout v > 0, les quantités
et \ vérifiant
— 1y — 1y
J 2 =1 et Y 2_:yy%,.

VA

>

l.e
2

A= (Vitzy 1) et A=y (ViET2-0)

_1
Notons que, a cause du fait que 1 < y et que A — y\/QX/\ est strictement décroissante, on

a A < \. D’autre part, comme (jt(y))]lg<2y est positive, on peut donc écrire

jt(y>]lft<2y > jt(y)]llte[g,j\b p.s.

u2

De plus, en utilisant la décroissance de u —— u e ™ sur [1,00[ et la décroissance de

_1 -
A — y\/%)‘ sur [\, A], on peut écrire

1 1 y—%& 2
Y=g ) T2\ 2,

N \/X - VY e 2 -
S epy = Nors Iy Lrepy = Wfo Lreps, pes

On va maintenant minorer la quantité E [Ig (t) ]1Ite[A,X}]- On remarque que pour tout

s <t, I(s) < I%(t), ainsi

E [fa‘(t) ]1[,&%;]] >E [jg(s) ]1&6[”] , Vs <t
D’autre part, en remarquant que pour tout s < ¢, on a

E |ij(s) Teps| =B [15(s) E (Lrep x| V3)]

on peut montrer le résultat du lemme 5.5.1 ci-dessous, qui assure que

~ hE [jg(t) nhewy)’;(yn} —InP (1 € [A(y), A(®)])
lim inf
y—r00 Ay)

>0 (5.5.21)

En utilisant ce lemme, on déduit que pour pour tout € > 0, il existe y a partir duquel

E [1'5 (t) ]lzteu(y),i(y)]} N—e
P ([t € Aw), S\(y)])
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On pose donc

. VY
Qi(y) : 2\/%( —1+2y—1)2

On écrit finalement que pour y assez grand, on a
A 1 _
E [0} 1] > S0P (1, € 1)

Pour achever la démonstration, on va montrer que

. 2P (L e M)
-t = A 5.5.22
yrrtoo "PUz2 (55.22)

Pour cela, on utilise les résultats du théoréme 4.3.1, qui assure qu’il existe p* > 0 tel que

. WP(L,>R)
hm —_—
R—+o00 R

*

= U

En particulier, pour tout p; < p* < ps, il existe R* tel que

111]P’(]t Z R)

- < —m, VR>R". (5.5.23)

— p2 <

En appliquant ce résultat a A et A, qui rappelons-le sont de I'ordre de y, on obtient

InP (L >)A) —InP(, >\ > u1<2+2y2—2yx/2+y2>—/L2<2—|—2y2—21/\/2—|—1/2>y
~ 2<u1—u2<1+V2—V\/2+V2))y

En particulier, si on choisit u; et uy de sorte que

(1 — g (1 F 22T 1/2> >0, (5.5.24)
alors on obtient
P (I, > \
lim D 2AW) (5.5.25)
y=too P (I, > M)

Donc, pour y assez grand, on a

Ainsi, on a
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En utilisant & nouveau I'équation (5.5.23), on vérifie que
InP(l; >A) —InP(; > 2y) > (2@1 — lio (2 + 2% — 21/\/@)) Yy
On choisit v de sorte que
= —%ﬁ + 24y — 2y (1 +% - ym) >0 (5.5.26)

Notons que si v, p; et uy vérifient 'équation (5.5.26), alors ils satisferons la condition
(5.5.24). Pour montrer 'existence de v, py et po vérifiant (5.5.26) on procéde comme

suit : On prend 0 < v < 1. On note y(v) = —v* + v/2 + 2 > 0 et on pose

1
¢= —§V2 + 241 — 2p2(1 — )

On suppose que g1 et ps sont donnés de sorte que py = 151% (il suffit de prendre
2
pn = pry /1 — 3y < pt et py = \/?>u)Alorsona
Lo, My Lo v m
S L v 2T

En utilisant le fait que lim, o 1 = V2, on déduit qu’il existe bien v > 0 qui donne ¢ > 0.

D’ou finalement, on obtient, en choisissant € = /2,

%P(It eNA]) 1

Qe * BT 52y = 5Qul)e’” — +oo. O

Lemme 5.5.1. On a

I E [5() L,ern0.500 ] InP (L € [A(y), A\(»)])
lim inf >0 (5.5.27)

y—00 Aly B

Preuve: On a, pour y assez grand, en utilisant la propriété de Markov,
E[I;(t) Iepy] > E fo(g) Lpepx| =E [O(E)) E <]11te[g,xﬂ V%)
= E|[;,(Vi,11)].
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ol
@,(w,2) = B (171 +2 € Mu), )]
On remarque que
/2™ 532/\/ /\/ wdu dr
= e_bt/2 Otg: [/ vV, dT:| .

2

Iy(t)

v

En particulier, on a
g a 02 t dr gv
@e—bt/2e—(§_7 0 \(ir |:/ \/ d'r:| — 50 77 p.s
D’autre part, on peut vérifier que
(I)y(via Iz)

lim inf = =1L ps
oo P (I € [A(y), A(y)])

En effet, pour tout z

P (L 2 e D AW]) P (L 422 00) — P (I 122 30))
Pv (L € M), Ay)]) Pv (1 > My)) — P (I > A(y))

PY(1,>X
En utilisant (5.5.25), on sait que, pour tout v > 0, on a lim,_, | PUE]Z;Z)Q 0. De méme,

on peut vérifier que

P’ (1,; > X(y))
lim —- . =0, p.s
y—>+ooIP> v (It_l Z A(y))
Ainsi
P (It Ltz > A(y)> —P' (It_% +2> X(y)) P’ (It_% +z> A(y))
Pv (I > Ay)) — P (I, > My)) Pv (I} > Ay))
On remarque aussi que
V1 Vl
Pv (It—% +z> A(y)> N Py (It_% > A(y)>
Pv (17 > AMy)) T P (L > Ay)
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En utilisant le fait que

WP (L, > My)
Ay) -

et ceci uniformément en v (u* ne dépend pas de v). De plus, 'application t — p*(t) est

continue et strictement croissante. On montre ainsi que

P’ <It_% > A(y))

I — 15 (t), ps.
Jm ) pe(t), ps
D’ou,
Vi
WP's (1,1 > Aly)) — InP* (I, > Aly))
lim d =0
y—oo Ay)

D’ou finalement,

E ]*t ]]_ N a_ o2 % T %
1 L) Lrepw) o) > | Zede BTN E VVidr
P (I € [A(y), A(»)]) 25 0

On en déduit que

% B O, (Vi 1Y)
E|I;(t) 1 y\Vi, 1y
lim inf 1 In [0<> Ite[&@’)‘(y)ﬂ > liminf ! In L v
ytoo My) P (L € [Ay), A(y)]) ytoo Ay) — PY (I € [A(y), A(y)])
= 0.

Le cas général (p # 0)

Dans le cas général, c’est a dire le cas ou p est quelconque entre -1 et 1, on a Pp(t, $,v) =

Ke™™E Jy(y), oy = — log(%) + 2(v +at) et J(y) est défini par

—y+§%+0€4ﬁﬁh>(y—§%+%%+§—wﬂhq / V:—d%)

(1- )L 2@/ A— AL " oA A

On ne peut pas procéder comme on a fait pour le cas p = 0, a cause notamment du

Ji(y) = N’(

V*falt . .
terme £—2—— dont on ne connait pas le signe. On peut cependant montrer que pour
= \/m p g p p que p

. " [ YLV [y 2Vt G+ 2= s .
y : |yl > 1, la quantité E {N ( AT o, I a le méme

signe que y, mais cela n’est pas suffisant pour déterminer le signe de Pp. On va donc
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s’appuyer sur les résultat numériques et sur cette représentation de P, pour conjecturer

que pour tout (t,v) €]0,7T] x R%,

0<s,(t,v) <st(t,v) <+oo (5.5.28)

5.5.3 Comportement asymptotique de s, (.,v)

Dans cette section, on s’intéresse au comportement asymptotique en t de sf(t,v) pour

t ~0ett —> 400. On considére la représentation de Pp donnée sous la forme

: AY - B . vV —ol
Pp:Ke—rtE N/( T+ Ay >< T+ D [;+£p—t>
o \/(1=p*)1

(L= p*) L/ 2L/ (1 = p?) I
On remarque que pour ¢ petit et  # 0, on a I; = vt + o(t), x + A} ~ z, x + B} ~ x,
de méme, on a "/'p*(t) = ovt + o(t) et j;‘(t) = %nv + o(t?). On en déduit donc que pour ¢

petit, Ji(x) s’écrit comme

P~ KeE

p

V=t to) \oy/T— 2

Cela semble dire, d’une facon formelle, que pour ¢ proche de 0 et pour tout x > 0, on a
P,(t,K ¢*,v) <0 et P,(t,K e *,v) > 0.

Ce qui veut dire que

lims*(t,v) = K, Vv e R} .

t—0 P

Pour confirmer ces intuitions, nous allons utiliser les résultats qui existent dans la
littérature sur le comportement asymptotique, en temps, pour les modéles & volatilité
stochastique. Pour les courtes maturités, nous allons utiliser les travaux de Forde, Jacquier
(cf. [26]) et pour les longues maturités, nous utiliserons [27]

+

Comportement de s}

(.,v) en temps court

Dans cette section, on s’intéresse au comportement asymptotique de st pour les courtes
maturités.. En utilisant les résultats de Forde et Jacquier (cf [26]), on montre le résultat

suivant
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Proposition 5.5.2. Pour tout p €] — 1, 1] et pour tout v € R}, on a

* 7

lim s&(t,v) = K. (5.5.29)

t—0 P

Preuve

D’aprés Forde et Jacquier (cf [26]), si on considére (S, V') 'unique solution de (5.3.2) issue

de (s,v), alors on a

K
tlim tlogE(K — Si)+ = —A*(log(—)), pour s > K
—00

s
et

K
tlim tlogE(S; — K) = —A*(log(
—00

—)), pours< K
s

ou A* est la transformée de Legendre de la fonction A définie par

A(p) = L , pour pE|p_,pi|,
() o(y/1-p2 cot(opy/1-p?)—p) P P Ep-pil
A(p) = o0, pour p € R\|p_, p+|,
oll p_ et py sont donnés par
arctan ( 1p_p2) —7 + arctan ( Y 1p_p2)
_ 1 1

T
pb- = p<0 — _]lp:O + p>0;
to/1 — p? o to/1— p?

T + arctan ( lp_p 2> arctan ( lp_p 2>
T
1 1, 1,0, (5.5.31)

(5.5.30)

P+ = + =ly—0+
T g et T =
La fonction A* est donnée par
A*(z) = ap*(z) — Ap"(2)), (5.5.32)
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et la dérivée de A est donnée par

v N oup(1l — p?) esc?(3opy/1 — p?)
o(\/1=p?cot(zopy/T=p?) = p)  20(\/T= p?cot(3op\/T = p?) = p)?

D’autre part, si on note Y;(x), la volatilité implicite pour une option européenne

N(p) =

sur S, issu de K e : ¢’est a dire que ¥ (z) est I'unique solution de P(t, K e " v) =
Pps(t, K €7, K;%4(x)), ot Pog(t, 5.k, T) = KN (=22 ) g N (L)) Alors
on a (cf. [26], Theorem 2.4)

lim ¥ (z) = i

lim NONE) (5.5.33)

En écrivant P(t,s,v) en fonction de la volatilité implicite 3, on obtient

K
P(t,s,v) = Pps(t, K e *, K; 3 (log(—)))

s
En remarquant que la dépendance de Ppg(t, K e %, K; Zt(log(é))) se fait uniquement &
travers X et en utilisant le fait que v — Ppg(t, K e *, K;v)) est strictement croissante,
on déduit que p(t, s,v) et X, (log(£))) ont la méme monotonie par rapport a la corrélation.

C’est a dire que
8&(10%(%)))
dp

Notons que Et(log(g))) est bien dérivable par rapport & p. De plus, en utilisant le

sign Pp(t, $,v) = sign

lemme 5.5.2 ci-dessous, on a

. 0% (x) —|x| ON*(x)
lim =
=0 dp 2N (x)\/2A*(x) Op

(5.5.34)

On considére maintenant la dérivée par rapport a p de la quantité A*(z), pour x € R.

Cette dérivée est donnée par

oN@) @) o), . . A
- "oy o A(p(x))—a—p(p(x))
— ) (ar NG() =)

o) (s oot () - (1= 0" ) s ()] + 1)
20T eotlt () — ) |
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ou
1
0*(z) := §0p*(x) 1—p2 (5.5.35)

En utilisant le lemme 5.5.3 ci-dessous, qui assure que pour tout x € R,

2 (cot(0*(2)) — (1 — p*)0" (x) csc*(0*(x))) + 1 > 0, (5.5.36)

V1= p?
on déduit, en appliquant le lemme, que

OA*(z)

sign = sign (—vp*(x))

et comme sign p*(z) = sign x, on déduit que pour ¢ au voisinage de 0

. . 0%(2)) . ON*(x) ,
sign P, = sign 5—)0 = sign o = sign (log(

K
—))
5
;e . . BZt(log(%)) . . :
Plus précisément, la suite de fonctions — dont le signe est celui de P,, converge
vers une fonction strictement positive pour s < K, et strictement négative pour s > K.

Ainsi, on obtient le résultat de la proposition. [

Nous avons utilisé les deux lemmes suivant :

Lemme 5.5.2. Pour tout x # 0, on a

OX(x) —|z| ON*(z)

lim = 5.5.37
=0 dp  2A*(x)\/2A*(z) Op ( )
Lemme 5.5.3. Pour tout p € [—1,1] et pour tout x € R, on a
2
— P (cot(67(x)) — (1 — p2)O"(x) s (6% (x))) + 1> 0 (5.5.38)

1—p?
Preuve du lemme 5.5.2 : Par définition méme de la volatilité implicite, le prix du

Put P est donné par

P(t,s,0) = KN <_1°g(5/K> + %E?> oy <—log(8/K) = gzg)

Vi, Vi,

En dérivant cette expression des deux cotés par rapport a p, on obtient

Pyt s,0) = KN' (_ 1og(s£;)t+ 5Zt) ﬁ%(— log(s/K))
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|z|

/20" (z)’

Maintenant, d’aprés (5.5.33), on sait que lim; .o X (z) = de plus la fonction

p— 2‘?( ) est de classe C! sur | — 1,1[. Pour cela, on va montrer que %—Zpt est bornée,
*(x
.. . . R P,(t .
our t au voisinage de 0. Ceci revient & montrer que pltisv) est bornée.
P q . 2
KVt N’(; Og(i/fiKHth)
>y

En écrivant P sous la forme P = E [(K — 5 P Jo VYWt /1% fy mdwﬁ’h/zﬁ], on

peut écrire P, sous la forme

P,(t,s,v) =

t
( / / dWl 1p 2/ \/Vudwg) St ]1K>St]
_ p 0

En appliquant I'inégalité de Holder, avec p > 1, on obtient

P(t,s,v

t
St/ VVud W + ftp 2/ VVaudW?
Ji—p )y

(5.5.39)

ou P(K > S;) peut s’écrire sous la forme

P(Kzst)zg—fizjv(_log(i//fg 250 )+KN’(_IOg(S£;>+%E?> \/Egit

D’autre part, pour tout y > 0, on a

e_y2/2
V2

On en déduit que pour s > K et pour t assez petit, on a
N(—log(s/K)+%E§) - N N,(—log(s/K)nL%Zf)
VS, log(s/K) — 527 VS,

D’ou, pour s > K, il existe une constante M > 0, telle que pour t assez petit, on a

—log(s/K) + %E?)
VS,

N(-y) <

< |

(5.5.40)

P(Kzst)gM\/EN'(

On en déduit que

P,(t, s,v) —log(s/K) + £¥2 5
, flog(s/KHgEg < M [E|Y;7]"? x [\/EN’( NG 2"t . (5.5.41)
VN (D) :
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ol

t t
= - / VVadW} + —L— / VVidW?2 | epJo VTdWii /12 Jo VVudWi=1/2
0 1—p2%Jo

. . . . +ix _
Pour simplifier les notations, on pose x = log(s/K). Pour t petit, % ~ \[t_;vt On se

donne p sous la forme
c
p=0p(t) = 7 (5.5.42)

En particulier, on a

“log(s/K) + t¥2\17 ot (lon 2
t

Nous allons maintenant montrer que [E|Y;|?(£)]"/"") est bornée pour ¢ au voisine de 0.

Pour cela, on utilise 'inégalité usuelle,
ly| <e?+e?, Vye€R.

On obtient
Y[ < Yi(t) + Ya(?),

ol

t SV dW L P v VAW 2
- ud U ud u t Vi, dW — t —
j’l (t) e fo /1-,2 fo epfo VVudWlrtr/1—p2 fo VVudW2—1,/2

et

Ya(t) = o VAW =2l [o VAW [t e aWt 4\ /T [ VudWE -1, /2
Maintenant, Y; et Y5 s’écrivent sous la forme
Y'Z(t) = % Jo VVadWE+8; [y deE—%[t’ i=1,2.
En particulier, on a

2,2
E VP — [ o Jy VVadWitBip [e VVadW2 =51 _ g joip o VVadWi+ 222,
(2

En utilisant le fait que [; /V,dW} = (V; — v — at + bl,) /o, on obtient, en utilisant les

résultats du chapitre 4, que pour p assez grand, on a

E Y;p — efocip(v+at)/0' eag&(t)+vw(t)’
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ol

2\L (p)o2—b2
W(t) = & + YOV o (g(t,p))

o(t) = 5t + % (log cos g(0,p) — log cos g(t,p)),

V2X5(p)o? — b2 Ai(p)o® —b )

t + arctan( ,
2 2X5(p)o? — b2

g(t,p) =

Avec N (p) = a;p/o et Ny(p) = % + aibp/o.
On en déduit que

1
B oP Ji VVadWi+ap mczwﬁ} /P moulotat)fo @D oD

I

En particulier, pour p = p(t) = ¢/t, on a, pour t assez petit,

g(t,p(t)) ~ cﬁTiU +arctan(%)
De méme, on a
a;f((;) + UZ((;) ~ Uiic tan (C%J + arctan(%))

Notons que le coefficient ¢ dans (5.5.42) est choisit de sorte que —m/2 < CBT" +

arctan(§') < m/2, pour ¢ =1,1.

On obtient finalement que

lim [ @ Jo VTedWisan fi yTaawz | P _ 5 tan( S rarctan(3h) too, i=1,2.
t—0
On déduit finalement, en utilisant (5.5.41) et (5.5.43), que Bolts0)

P —log<s/K>+5z§) est

VSt
bornée, pour tout s > K. Le cas s < K se traite d’une facon similaire, en utilisant le prix

du Call OJ

Preuve du lemme 5.5.3 : On pose

20 (cot(6* () — (1 — p2)0° () cs®(0% () + L.

n(x) = —/1——;)2

159
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On écrit n(z) = p(0*(z)), on ¢ est définie par

o(0) = 2 (COS(Q) -yt >+1

ﬂ sin(#) sin?(0)

D’autre part, comme z € R, p*(z) € [p_, p4], alors

1 1 _
0(p) = 5oV 1= p* p- <0"(x) < Jo/1 = p* py = 0(p), Vo eR.

2

1l suffit donc de montrer que o est positive sur [0, 6].
Notons qu’on peut facilement vérifier que ¢ est de classe C! sur [Q, ﬂ \{0}, sa dérivée

est donnée par

o) = 2p (p* —2)sin(0) + 2(1 — p*)0 cos(0)
1—p? sin®(9)
Une simple étude du signe de la fonction 6 — (p* — 2) + 2(1 — pQ)ij((Z))> montre que

celle-ci atteint son maximum sur [0,6] au point 0 et ce maximum est égal a (—p?) < 0.

On en déduit donc que

pe'(0) <0, VO € [0,0].
On distingue 2 cas

Cas p > 0 : Dans ce cas, on a

V1—p? _ 1 — 2
0 = —m + arctan (_,0) et 0 = arctan (_p)

P P

D’autre part et d’aprés ce qui précéde, la fonction ¢ est décroissante sur [Q, ﬂ En

particulier, on a pour tout 0 € [Q, ﬂ

- 2p p 2 1—p? P
0) > ) = — (1 — p?)arctan(+——)(—1 — +1

#(0) = ¢(0) \/1_P2<\/1—P2 (1= ) mwetan(V— L) (-1 = )

1+ p? 2p . 1 — p2

= — arctan [ ~———

L=p> /1 p2 p

On effectue le changement de variable suivant
0< L—p — !
p V14 y?
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On obtient donc

2
©0(0) > p(f) = ! (2—|—y - 2arctany> >0
Y )

3+\2/ 17 et

car l'inf de la fonction y — # — 2arctany est atteint au point yy =

est égal & ~ (0.78.

Cas p < 0 : Dans ce cas, on a

/1 — p? _ /1 — 2
6 = arctan (_,0) et 0 =+ arctan (_p)

P P

La fonction ¢ est croissante sur sur [Q7 ﬂ En particulier, on a pour tout 0 € [Q, ﬂ

Al Y Q+1

2p P 2
0) > ¢o(0) = — (1 — arctan
p(0) = »(0) V/l_p2<\/1_p2 (1 =07
1 2 /1 _ A2
e — 20 arctan #
L—p* /1-p2 p

On effectue le changement de variable suivant

p 1=

P V14 22
On obtient donc
2 4 22
z

ﬂ@zﬂ@=l(

— 2arctanz) >0 0O
z

Comportement de s7(.,v) en temps long

Dans cette section, on s’intéresse au comportement asymptotique de s* pour les longues
maturités. Au lieu d’étudier le signe de la dérivée du prix du Put, on va étudier le signe
de la dérivée de sa volatilité implicite, comme dans la section précédente. Il est connu que
pour les longues maturités, la courbe de la volatilité implicite dans un modéle a volatilité
stochastique s’aplatit et ne dépend plus du strike. Dans le cadre de modéle de Heston,
Forde et al |27] ont montré que la volatilité implicite (sous I’hypothése b — po > 0) s’écrit
sous la forme

Y2 (z) = 8V*(0) + ar(x)/t + o(t).
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ot V* et a sont donnée ci-dessous.
Dans cette section, au lieu d’étudier les s*, on va étudier z*, définis pour ¢, v > 0
par

) (t,v) = inf {x >0: P(t,K e%v) < O} (5.5.44)

et
z, (t,v) = sup {x <0: P(t,Ke ™) < O} (5.5.45)

Notons que Pp(t, s,v) > 0 pour tout s € [ K e | K % ]. On a le résultat suivant
Proposition 5.5.3. Pour tout p €] — 1, 1] tel que b — po > 0 et pour tout v >0, on a

lim ) (t,v) = +oo (5.5.46)

t—-+o0

Preuve :

On utilise les notations de Forde-Jacquier-Mijatovic (cf. [27]). Sous I'hypothése b—po > 0,
on a, pour tout p €|p_, p.|,

V(p) = lim t7 log Efexp (p(X — 20)] = =5 (b= pop — d(=ip))

avec

d(—ip) = \/(b— pop)® + o*(p — p?),

ol

Pt = <—2bp + 0+ /o2 +4b2 — 4bap>
On considére la fonction p* : R —|p_, p [ définie par

o2 2_Abpo 1/2
) o —2bp + (ap + z0) (%)
pr(z) = 20— ) , pour tout z € R.

Pour t assez grand, on a pour tout x € R, (cf. [27])

Siomt — S )y =1+ j;% exp (—(1 = p*(0))x — V*(0)¢) (1 + O(1/1)),
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5.5. MONOTONIE PAR RAPPORT A LA CORRELATION

ol V* est la transformée de Legendre de V, i.e V*(x) := sup {pz — V(p), p €lp_,p+[}

et A est la fonction définie au voisinage de 0 par

—1 U(p*(v))

VV(p(z) p*(2)(1 — p*(x))

A(z) =

avec
2a

00 = () e (Lv )

De méme, la volatilité implicite s’écrit comme (cf. [27], Theorem 3.2)
Y2 (x) = 8V*(0) + ar(z)/t + o(?), (5.5.47)

ol

a1(z) = —8log (—A(O) 2V*(0)) +A(2p5(0) — D

En particulier, pour tout x € R, on a

lim ¥2(z) = 8V*(0).

t—+00

Maintenant, en écrivant P(t, s,v) en fonction de la volatilité implicite X, on obtient
_ K
P(t,s,v) = Pgg(t, K e *, K; % (log(—)))
s

En remarquant que la dépendance de Ppg(t, K e *, K; Et(log(é))) se fait uniquement a
travers ¥ et en utilisant le fait que v — Ppg(t, K e™*, K;v)) est strictement croissante,
on déduit que p(t, s,v) et E;(log(£))) ont la méme monotonie par rapport a la corrélation.

C’est a dire que
82t(10g(§)))

sign Py(t,s,v) = sign o

D’autre part, en utilisant (5.5.47), on montre, d’une fagon similaire que pour la démons-

tration du lemme 5.5.2, que

o ON(x)  OV*(0)
Jim 5 =55, (5.5.48)
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Comme V*(z) = xp*(z) — V(p*(x)), alors on a

WO W o+ - v o) 20 = PV

e ap*(0)(b — pop*(0))
( o p*<o>2>>

V(b= pop*(0))% + o2(p*(0) —
—5,0"(0)(1 = 2p*(0))

= 1,20
Vb= pop(0)2 +2(p~(0) — p*(0)?) "

Ou dans la deuxiéme égalité, on a utilisé le fait que V'(p*(0)) = 0, ce qui implique que

po(b—pop*(0))+a2(p*(0)—1/2)
\/(b—po'p* (0))2402(p*(0)—p*(0)2)

S— —1+L (> 0).
p=0 20 b+ o2/4

Le lemme 5.5.4 ci-dessous nous assure que la fonction p €] — 1,1[ —  ¢(p) =

o—2bp+pr/ 72 +4b2—4bpo

20(1-p?)

—po = 0. Dans le cas o1 p =0, on a

aV*(0)
dp

est strictement croissante. Notons que ¢(p) = p*(0).

Maintenant, comme ¢(0) = 1, on déduit que pour tout p # 0, p(p) — 1/2 a le méme

signe que p. Ce qui veut dire que M > 0. Par conséquent, on a
ovV*(0)
> 0, Vpe |—1,1].
o p € [-1,1]
D’ou, pour tout z € R,
ox
tim 220 g
t—+oo  Jp

Ce qui implque que pour t grand, Pp(t, s,v) > 0. On déduit que

. 4 o
tEeroo x (t,v) = o0

.0

Nous avons utilisé le lemme suivant

Lemme 5.5.4. La fonction p €] — 1,1[ — ¢(p) := U_2bp+‘2’av(f_2:24)b2_4bpa est strictement

croissante
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Preuve:
La fonction ¢ est définie, continue sur | — 1, 1], par
4
o—2bp+ 024+4b2%2—4bpo .
plp) = T, sipel - 1,1],
__ _o+4b
e(—1) = G
_ _4b—0o
\ v(1) = 1or-my-
On vérifie aussi qu’elle est de classe C! sur | — 1, 1], et sa dérivée est donnée par
( —2bt+/0? 4 4b2—dbpo— — 20T
¢'(p) = S 4 25 p%(0), sip €] - 1,1]

_ 232 o2
(=) = Gop + sy

_ 2242 o
¢'(1) = ((2b70)3 + 2(2b70)) :

Montrons que ¢'(p) > 0, pour tout p €] — 1, 1], pour cela il suffit de remarque ¢’(p) a le

\

méme signe que celui de
1—p? 2bpo
1+ p? Vo2 +4b2 — dbpo

2p
h(p) = m()’ — 2b+ \/0'2 +4b2 — 4bp0' —

On remarque que h(p) peut s’écrire sous la forme

2
h(p) = a+va? + 32+ 7 — 7/ ,
a?+ B2+
ou
2p 1—p? 1—p?
Q@ 1+p20 , B 1—1—,020 et vy 15,2 po
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On en déduit donc que h(p) a le méme signe que celui de la quantité

Mo, B,7) €T) = /a2 + B2+ v+ a® + 2 + /2,

on I'={(a,B,7): a®+ %+~ > 0}. Notons que si @ > 0 et v < 0, alors h(p) > 0. Pour

étudier le signe dans le cas général, on considére la dérivée de A par rapport a . Elle est

a+/a?+ 324y

2

donnée par

87)‘(@7 67 /Y) =

On distingue 4 cas

Casa>0ety>0:SurI'n{a>0, v>0},ona
Ma,B,vETD) =av/a2+ B2 +y+a*+ 2 +79/2>0
Casa>0ety<0:SurI'n{a>0, v<0},0ona

Ma. By €D) =av/a? + B +y+ a0 + 57 +7-7/220

Cas a <0 et 7 <0 : Dans ce cas, le minimum de A sur I'N{a <0, 7 < 0} est atteint

au point v = —(3? et ce minimum est égal a 5%2/2 > 0

Cas a <0 et v >0 : Dans ce cas, pour tout (3, la fonction v — A(a, 3,7) est crois-

sante sur [0, 4+o00[. En particulier
Ma, B,7) 2 Ma, B,0) = ay/a? + 2+ a® + 52 > 0
Ainsi, dans tous les cas,on a

AMa, 8,7) >0, V(a,B,7) €T.

On en déduit que,
o(p) >0, Ypel-1,1]. O (5.5.49)
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