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Résumé

p-variations approchées et erreurs d’arrondis

Cette these porte sur I'étude des propriétés asymptotiques des p-variations de pro-
cessus observés de maniere discrete dans le temps et entachés d’une erreur d’arrondi en
espace. Cette these comporte trois parties; le chapitre 1 est consacré a des rappels sur les
semimartingales et les types de convergences étudiés.

Dans le chapitre 2, nous étudions les p,g-variations associées a un mouvement brownien
bidimensionnel arrondi lorsque les pas de temps et d’espace tendent vers 0. Leur com-
portement dépend de deux parametres : le premier est le rapport entre le pas d’arrondi
et la racine du pas de temps, les résultats différant radicalement selon que ce parametre
converge ou diverge ; le second est la matrice de covariance associée au mouvement brow-
nien. Lorsque celle-ci est inversible, le comportement des p,qg-variations avec arrondi est
une généralisation naturelle de celui des p-variations d’un brownien unidimensionnel ar-
rondi. Lorsque par contre la matrice de covariance est dégénérée, les deux composantes
du brownien sont proportionnelles et nous obtenons des lois des grands nombres tres
différentes selon que le rapport entre les deux est ou non rationnel.

Le chapitre 3 s’intéresse au comportement asymptotique des p-variations d’une semimar-
tingale arrondie. Nous montrons dans un premier temps des lois des grands nombres pour
les p-variations renormalisée ou non renormalisées, ainsi qu'une généralisation a des semi-
martingales bidimensionnelles continues. Lorsque cela est possible, c’est-a-dire pour des
p-variations non-renormalisées, nous prouvons ensuite des théoremes centraux limites as-
sociés, au prix d’hypotheses supplémentaires sur la structure de la semimartingale.

Mots-clés
Semimartingales, Erreur d’arrondis, Brownien bidimensionnel, p-variations approchées,
variations multipuissance, haute frequence.



Abstract

Realized power variations and round-off errors

In this thesis, we study the asymptotic properties of processes observed discretely in
time, and with a round-off error, when both the time lag between two observations and
the size of the round-off error go to 0. This thesis is divided into three parts; in the first
one we recall some elements about semimartingale and the different kinds of convergences
we will use.

Chapter 2 is devoted to the study of p,qg-variations for a 2-dimensional Brownian motion ;
we find that two important parameters appear : the first is the quotient between the size
of the round-off and the square root of the time lag and the second the covariance matrix
associated with the brownian motion. We obtain different laws of large numbers, that
depend whether the first parameter converges or diverges and whether this matrix is or is
not invertible. When it is not, very different behaviours arise when the two components
of the Brownian motion have a rational quotient and when it is irrational.

In chapter 3 we deal with asymptotic p-variations of rounded-off semimartingales. We first
prove laws of large numbers for either renormalized or non-renormalized p-variations, as
well as a law of large numbers for 2-dimensional continuous semimartingales, using some
results from chapter 2. In some cases, namely in the non-renormalized one, we also prove,
with some unavoidable further assumptions on the semimartingale, a central limit theorem.

Keywords
Semimartingale, 2-dimensional Brownian motion, Round-off error, realized power varia-
tion, bipower variation, high frequency
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Introduction

Introduction

Dans de nombreuses situations, en particulier en finance, on connait les valeurs d’un
certain processus X en des temps discrets ¢;; les X;, sont supposées étre les valeurs ob-
servées d’un processus X a temps continu. On s’intéresse alors aux propriétés de ce proces-
sus. Un outil particulierement étudié lorsque le processus est supposé étre une semimar-
tingale est la p-variation approchée de ce processus, a savoir la somme (pour un exposant
p donné) > | X (¢;) — X (ti—1)|P. Ces p-variations permettent notamment d’obtenir des esti-
mateurs de la volatilité de la semimartingale (citons parmi les plus récents [7], ou [3] pour
une estimation de la volatilité instantanée). Ait-Sahalia et Jacod ont aussi montré, en com-
parant les p-variations d’'un méme processus sur des grilles de temps différentes (cf [1]),
comment détecter la présence de sauts dans le processus X. Les limites des p-variations
de semimartingales, lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro ont été abondamment
étudiées, depuis les premiers travaux sur le sujet de Lépingle [23]. Citons entre autres les
résultats assez complets sur le sujet de [13] (Nous reprendrons ces résultats plus en détail
ultérieurement). Différentes structures des temps d’observation ont été étudiés dans la
littérature ; cependant nous considererons ici uniquement le cas classique d’observations
régulierement réparties : nous supposerons donc les subdivisions régulieres : t; = i/n. Nous
nous intéresserons alors au comportement, lorsque n tend vers I'infini, et pour un temps ¢
fixé, des p-variations approchées :

i)
X (i/n) — X((i — 1)/n)[P. (0.0.1)
=1

Un probléeme majeur, en particulier a haute fréquence, est celui des erreurs d’obser-
vation (ou < bruit de microstructure >) : on n’observe pas en pratique les valeurs prises
par le processus X mais celles d’'un processus voisin Z ; deux types d’erreurs sont essen-
tiellement considérés. Le premier revient a supposer qu’il existe une erreur additive Y;
commise & chaque observation : Z(t;) — X (¢;) = Y; (par exemple un bruit blanc). Ce
type d’erreur, que nous ne considérerons plus par la suite, a été largement étudié dans la
littérature récente ; citons par exemple [34] ou [4]. Le second type de bruit, auquel nous
nous attacherons, est ’erreur d’arrondi : les valeurs du processus sont observées sur une
grille d’espace discrete elle aussi; on fait alors I’hypothese que ’on n’observe en fait que
les valeurs arrondies d’un processus sous-jacent a valeurs a priori dans R. Typiquement,
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en finance, lorsque X représente un prix, celui-ci n’est connu qu’a un certain nombre de
décimales pres (cf [22]). On ne connait alors que les valeurs X (¥ := a[X(t;)/a], ot [z]
désigne la partie entiere de x. Notons que dans [14], les auteurs étudient une combinaison
de ces deux types d’erreurs, par exemple le processus d’origine peut étre soumis a un bruit
additif gaussien puis arrondi ; lorsque le bruit Y; est suffisamment important par rapport a
la taille du pas d’arrondi, la présence de ce bruit peut paradoxalement faciliter la recons-
titution du processus initial. Citons aussi [28], dans lequel auteur introduit un ”indice de
bruit microstructure” a partir duquel il analyse différents modeles d’erreurs d’observations.

Nous considérerons par la suite exclusivement les erreurs d’arrondis. Plus précisément,
nous allons étudier le comportement des p-variations du processus, lorsque celui-ci est
entaché d’erreurs d’arrondi. Ce probleme a été étudié dans le cas tres particulier des
variations quadratiques d’'un mouvement brownien par Jacod dans [12], puis généralisé
par Delattre et Jacod (cf [8] et [9]) au cas de diffusions. Citons aussi les travaux plus
récents de Mykland et Li ([24]), et de Rosenbaum ([29], [30]), qui, en reprenant certains
arguments de [8], obtiennent des estimateurs de la volatilité intégrée et de la volatilité
relative intégrée, toujours dans le cadre diffusif. Le cas brownien (i.e. X (t) = X (0)+cW(¢),
avec o constant et W un brownien standard) mérite que 'on s’y attarde pour expliquer
les limites obtenues. Nous supposerons dans toute la suite que le pas de ’erreur d’arrondi
est donné par une suite «,, soit constante, soit convergeant vers 0 (le pas de temps étant
toujours 1/n). L'ordre de grandeur d’un accroissement ”typique” du brownien est 1//n;
un parametre naturel a prendre en compte est alors le rapport

B = Vnay (0.0.2)

entre 1/4/n et le pas d’arrondi «a,. Quitte & considérer des sous-suites, nous supposerons
par la suite que [, converge vers un certain 3, qui peut étre nul ou infini. Etudions
heuristiquement les différents cas possibles. Commencons par une observation simple : les
accroissements du processus arrondi peuvent se mettre sous la forme

Qpn Qn Qn Qp

ou {z} := x — [z] est la partie fractionnaire de z. Cette forme sera utilisée de maniére
systématique par la suite.

Deux termes apparaissent dans cette forme : le terme (X (i/n) — X (=1)) /oy, est sim-
plement un accroissement brownien, de variance o/f;,. Le second terme {X;_1)/,,/cn} est
indépendant du premier ; rappelons un résultat ancien remontant a Kosulajeff.

Théoréme 1 (Kosulajeff, 37). Soit A une variable aléatoire réelle admettant une densité.
Soit U une variable uniforme sur [0,1]. Alors

{A/a} aéo U.

Lorsque «,, converge vers 0, le comportement de chaque accroissement des arrondis
doit donc étre proche de celui de variables du type : o, [U 4+ 0Y/3,], ou U est uniforme

10
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sur [0,1] et Y une variable normale centrée réduite indépendante de U. On peut alors
s’attendre a quatre comportements :

1. B est nul. L’erreur d’arrondi devient alors, a la limite, négligeable devant les accrois-
sements de X, et 'on devrait retrouver les mémes limites qu’en ’absence d’arrondis.

2. 0 < B < 400. Le terme générique aura alors un comportement proche de
anU + oY/ f], et 'on peut espérer la convergence en probabilité suivante :

X(ifn) - X(FH)

Qn

[nt]

- Z nP/?

i=1

L B(BIU + oY/8)P)

—_

L) Jan} +

m*mi

3. B = 400 et a, — 0. Le terme Y/, est alors en général inférieur & 1 (en valeur
absolue), et dans ce cas, conditionnellement a Y, |[U + oY/3,]| est simplement
une variable de Bernoulli de parametre |Y/f3,|. On s’attend donc a la convergence

suivante :
p
P 2
*Zm Py p(v)) =2

4. si a,, = « est constant (donc 3, — +00), le processus arrondi ne sera susceptible de
varier que lorsque le processus d’origine se trouve dans une zone proche des seuils
ka (pour k entier). On peut donc s’attendre, a la limite, & un comportement lié au
temps local en ces seuils.

)/an}

<mwm#1

Les limites effectivement obtenues pour les variations quadratiques sont conformes a celles
attendues d’apres le bref raisonnement ci-dessus. Rappelons la notation classique pour
les accroissements : A'X := X;,, — X(;_1)/, et introduisons celle correspondant aux

accroissements du processus arrondi :K?X = AMNX (@n)). En désignant par h la densité
normale centrée réduite, Jacod prouve dans [12] le

Théoréme 2. [Jacod, 96] Soit X un mouvement brownien sur R, de variance o2. Alors,
pour tout t > 0, on a les convergences en probabilité suivantes :

1. st B, — 0,

2. si B — B €]0, 400,

[nt]

lz ATX) —>t/ / (B[u + ox/B])*dwdu

3. si B — 400 et a, — 0,

1 [nt] . , 5

11
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4. 81 oy = v est constant,

[nt]
1 . 21 .
=1 kEZ

ot L{(X) désigne le temps local de X, au temps t et au niveau a.

Le cas ou la suite «,, reste constante est on le voit tres particulier puisqu’il ne donne
en pratique de I'information que sur le temps local au niveau de la grille d’espace choisie.
On supposera dans la suite, sauf mention particuliere, que «, tend vers 0. On constate par
ailleurs que le cas ou S est infini entraine une modification de la vitesse de convergence.
Celle-ci est comme attendu plus lente que la vitesse en ’absence d’arrondis; tant que £,
reste bornée, par contre, la vitesse de convergence n’est pas modifiée, seule la limite varie.

Delattre et Jacod ont généralisé ces résultats aux p-variations avec arrondis de diffu-
sion, avec les théorémes centraux-limites associés, lorsque (3, — [ dans [9] puis lorsque
Bn — +oo dans [8], avec certaines applications statistiques. Li et Mykland ([24]) lorsque
Br — 0, puis Rosenbaum (([29], [30]) dans le cas général en ont déduit des estimateurs de
la volatilité intégrée, et de la volatilité relative intégrée.

Présentation des résultats

Nous avons essayé dans ce travail d’obtenir des généralisations des résultats du théoreme
2 et, quand cela était possible, d’expliciter le théoreme central limite associé; la direction
la plus naturelle concerne évidemment le comportement asymptotique des p-variations de
semimartingales avec erreur d’arrondis, déja abordées par Delattre dans [8], pour le cas
des semimartingales continues, lorsque ay,v/n — 3 < +o0.

En 'absence d’arrondis, I’étude des p-variations (sans arrondis) d’une semimartingale
discontinue ameme a distinguer trois cas, selon que 'influence de la partie brownienne
de la semimartingale est ou non prédominante par rapport a celle des sauts. La somme
des variations dues & la partie brownienne est de 'ordre de n x n~?/2; lorsque p > 2,
I'influence de la partie brownienne est donc négligeble devant les variations induites par
les ”grands” sauts. Lorsque au contraire p < 2, l'ordre de grandeur des variations de la
partie brownienne appelle une renormalisation en n?/2~! qui rend l'influence des sauts
négligeable. Lorsque enfin p = 2, 'ordre de grandeur de la somme des petites variations
et celui des sauts sont comparables. Nous obtenons des distinctions similaires pour le
comportement asymptotique des p-variations d’une semimartingale arrondie, lorsque 8 <
+00. En effet, nous montrons que le comportement n’est pas modifié lorsque 8 = 0 et, si
B > 0, obtenons les convergences en probabilité suivantes (la premiere pour la topologie de

12
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la convergence localement uniforme et les deux autres pour la topologie de Skorokhod) :

[nt] ¢

Sip<2 w2 AP g /0 E([U + 0,Y/B)P)ds
=1

(0.0.4)

al SkP !

Sip=2, Z AT X2 225 ,32/ E(|[U + osY/B]|*)ds + Z IAX,* (0.0.5)
i=1 0 s<t
l SkP

Sip>2, SUIATXP TS AX,P (0.0.6)
=1 s<t

On retrouve les mémes phénomeénes qu’en ’absence d’arrondis ; de plus les termes limites
dus aux sauts sont inchangés, par contre ceux dus a l'influence de la partie martingale
continue de X sont modifiés par la présence des arrondis.

Lorsque (3, diverge, nous retrouvons la limite (0.0.6) des que nal, — 0, par contre,
nous n’avons obtenu que des résultats incomplets pour les autres cas.

Lorsque p > 3, nous avons par ailleurs dés que nak, ~! est bornée la tension des processus
[nt]
. — an
min(vn, o, ) | Y IATXPP— > |AXP
i=1 s<[nt]/n

Il n’y a cependant pas unicité de la limite; pour espérer obtenir une convergence, des
hypotheses supplémentaires sur la structure des sauts sont nécessaires. En imposant que
I’amplitude des sauts ait une densité, nous obtenons ainsi un théoreme central limite
associé a (0.0.6); la loi de la limite rappelle celle connue en I'absence d’arrondis, mais
des termes supplémentaires apparaissent. A la fois les limites obtenues et les vitesses de
convergence dépendent du comportement de (3, : lorsque la suite admet une limite finie,
la vitesse de convergence est la plus grande que 'on puisse espérer, a savoir y/n ; lorsque
par contre (3, converge vers U'infini, la vitesse de convergence est seulement 1/c,.

Nous nous sommes par ailleurs intéressés au cas multidimensionnel dans le contexte
simple des (p-¢)-variations d’'un mouvement brownien bidimensionnel, & savoir, pour un
mouvement brownien (W', W?), aux sommes variationnelles de la forme :

[nt]

S [ATW AT,

i=1
Apres avoir établi quelques résultats concernant les parties fractionnaires d’un mouvement
brownien en plusieurs dimensions, nous donnons les lois des grands nombres pour les
p, g-variations, dont le comportement dépend a la fois de celui de (3, et de la loi du
brownien. Plus précisément, nous serons amenés a distinguer trois cas, selon que la matrice
de covariance est inversible ou non, et, lorsqu’elle ne I’est pas, selon que le rapport de
proportionnalité entre les deux composantes du brownien est ou non rationnel. Lorsque

13
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la matrice est inversible, les parties fractionnaires de chacune des deux composantes du
brownien convergent vers des lois uniformes indépendantes, ce qui ne pose pas de probleme.
Par contre, si les deux composantes du brownien sont proportionnelles, deux cas sont a
envisager ; le rapport de proportionnalité r peut étre irrationnel, dans ce cas, en dehors
d’un ensemble négligeable d’irrationnels, les parties fractionnaires des multiples de r sur le
segment [0, 1] sont réparties de maniere suffisamment réguliere pour recréer une certaine
indépendance entre les deux composantes, et I'ont peut retrouver le comportement du
premier cas. Lorsque par contre le rapport r est rationnel, nous obtenons a la fois des
limites et des vitesses de convergence différentes.

Du cas non dégénéré, nous déduisons enfin une généralisation de la loi des grands
nombres pour les semimartingales aux bivariations de semimartingales arrondies.

Organisation de la these

Dans une premiere partie, nous rappelons brievement quelques définitions et résultats
concernant les différents types de convergences utilisés et les semimartingales, qui se-
ront utilisés essentiellement pour la troisieme partie. La seconde partie de cette these est
consacrée a ’etude des p, g-variations pour un mouvement brownien bidimensionnel. Enfin,
dans la troisieme partie, nous nous intéresserons aux p-variations des semimartingales. Les
parties deux et trois peuvent étre lues indépendemment, a I’exception de la section 3.1.2
concernant les bivariations d’une semimartingale bidimensionnelle, qui utilise un résultat
montré dans la deuxiéme partie.
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Chapitre 1
Préliminaires

Nous nous placerons dans toute la suite sur un espace de probabilité filtré (Q2, F, F, P).

1.1 Quelques types de convergences

Nous rappelons dans cette section différents types de convergences pour les processus,
et indiquons les notations employée par la suite. X™ et X sont ci-dessous des processus
réels cadlag.

1.1.1 Convergences en probabilité

Pour les lois des grands nombres, nous utiliserons la convergence localement uniforme
en probabilité.

Définition-Notation. Convergence localement uniforme en probabilité

X G v 0,sup X7 (s) — X ()] L5 0. (1.1.1)

s<t

Lorsque la limite est discontinue, cette topologie est en général trop forte pour espérer
obtenir des résultats, et I'on montrera plutét des convergences en probabilité pour la
topologie de Skorokhod. Nous ne rappelons ici que les éléments directement utiles, pour
plus de détails concernant I’espace et la topologie de Skorokhod, on se réferera par exemple
a [6] (chapitre 3) ou [17] (chapitre VI).

Définition-Notation. Convergence en probabilité pour la topologie de Skorokhod

xn Sﬂ) X si X™ converge en probabilité vers X pour la topologie de Skorokhod.

La convergence pour la topologie de Skorokhod n’est pas compatible avec ’addition

(i.e. on peut avoir X" Sﬂj XetY? SLI)D Y sans que la somme X" + Y™ ne converge vers

X +Y). Si par contre 'une des deux convergences est localement uniforme, le résultat est
vrai :

15



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Proposition 3. Soient X", Y™, X et Y des processus cadlag (sur un méme espace de
probabilité (U, F, P)) tels que

X" — X
(i) Si de plus
yn Ly
on a encore
Sk P

X"+Y" 3 X+Y.

(ii) Si le processus X est continu, la convergence des X™ a lieu pour la topologie de la
convergence localement uniforme.

1.1.2 Convergences en loi

La notion de convergence classique pour un théoreme central limite est la convergence
en loi; nous utiliserons un type de convergence un peu plus fort, la convergence en loi
stable, introduite par Rényi en 1963 ([26]) (cf aussi 'article d’Aldous et Eagleson|[2]).
Couramment employée dans ce type de problemes, cette convergence permet de prendre
en compte la dépendance de la limite par rapport a F. On suppose les X" définis sur un
méme espace de probabilité (2, F, P), et X défini sur une extension (€2, F, P) de (Q, F, P).

PP . L st L st . . L
Définition-Notation. = X" == X si, pour toute variable aléatoire JF-mesurable Z
bornée et toute fonction F' bornée continue (pour la topologie de Skorokhod) sur I’ensemble
des processus cadlag, on a :

E(ZF(X")) — E(ZF(X)).
n
Notons d’une part que la convergence en loi stable implique la convergence en loi, et
d’autre part que, si (Q, F, P) = (2, F, P), elle équivaut a la convergence en probabilité.
1.2 Quelques rappels sur les semimartingales

Nous rappelons ici quelques points importants concernant les semimartingales. Pour
plus de détails, citons entre autres les ouvrages [17] ou [10].

La notion d’unicité sera toujours entendue a l'indistinguabilité pres. On définit les
semimartingales (nous nous plagons implicitement dans le cadre unidimensionnel ici, mais
les définitions sont évidemment valables de maniere plus générale) :

Définition. Un processus X est une semimartingale s’il peut se mettre sous la forme
X =Xo+ M+ A, (1.2.1)

ol Xy est une variable aléatoire Fy-mesurable, M est une martingale locale issue de 0, et
A un processus cadlag a accroissements finis, nul en 0.
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1.2. QUELQUES RAPPELS SUR LES SEMIMARTINGALES

Les trajectoires de X sont alors par définition cadlag, et ’ensemble de ses temps de
saut est donc au plus dénombrable.

Notons que la décomposition (1.2.1) n’est pas unique. Il existe par contre au plus
une décomposition telle que le processus A soit prévisible, si elle existe X est une semi-
martingale spéciale et cette décomposition sa décomposition canonique. Par ailleurs une
semimartingale dont les sauts sont bornés est spéciale.

Etant donnée une semimartingale X il existe une unique martingale locale continue,
notée X (la partie martingale continue de X') qui soit la partie continue de M, quelle que
soit la décomposition (1.2.1) choisie.

Nous définissons ensuite la mesure de saut X associée & X :

Définition. Une mesure aléatoire sur 'espace R x E est une fonction de €2 a valeurs dans
I’ensemble des mesures positives sur (Ry x E, R ® &) (ou R4 est la tribu des boréliens
de R;), telle que p(A) soit F-mesurable pour tout A € Ry ® £.

La mesure de sauts associée a une semimartingale X est alors définie par :

pX (w,dt,dz) = 1{AX, # 0}6(, ax,) (ds, dx), (1.2.2)

ce qui définit une mesure aléatoire a valeurs entieres sur Ry x R (nous utilisons, ici uni-
quement, la notation classique § pour la mesure de Dirac).

1.2.1 Caractéristiques d’une semimartingale

La loi d’'un processus de Lévy X est décrite par les trois caractéristiques apparaissant
dans la formule de Lévy-Khintchine : étant donnée une fonction de troncature k, c’est-a-
dire une fonction bornée a support compact et égale a 'identité sur un voisinage de 0 (par
exemple k(x) = z1j;<;), on a

B(E) = ) — exp(tfiubt — eu?/2 + [ (¢ 1~ duk(z)) Fida))

les trois caractéristiques de X sont alors b € R, ¢ € Ry et F, mesure positive telle que
J1n 2?F(dz) < +0o. On peut de maniere plus générale définir les caractéristiques d'une
semimartingale, qui ne seront alors plus constantes (les accroissements de X n’étant plus
stationnaires) ni déterministe (& cause de la non-indépendance des accroissements).

Il est nécessaire d’introduire dans un premier temps quelques notions préliminaires :

Définition. Un processus est optionnel (resp. prévisible) s’il est mesurable (en tant que
fonction sur 2 x R ) pour la tribu optionnelle O (resp. prévisible P), c¢’ets-a-dire la tribu
engendrée par I'ensemble des processus cadlag (resp. cag) adaptés.

Sile Y est une fonction sur Q := Q x R x F, nous généralisons les notions de processus
optionnel et prévisible ci-dessus en considérant les tribus produit O := ORE et P := PRE.
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Pour étudier la mesure de sauts pX, nous avons besoin d’étendre ces notions aux
mesures aléatoires ; soit p une mesure aléatoire sur Ry x E.
Nous avons alors la définition :

Définition. Une mesure aléatoire u est optionnelle (resp. prévisible) si, pour tout proces-
sus optionnel (resp. prévisible) Y, le processus intégré Y * u; est lui-méme optionnel (resp.
prévisible), avec

f[o xR Y(w, s, x)u(w,ds,dz) deés qu’il y a intégrabilité

Y % py =
e { +o00 sinon.

Définition. Une mesure optionnelle y est une mesure aléatoire intégrable si E(u(., Ry x
E)) < 4o00. Elle est dite P—o-finie s’il existe une fonction V sur 2, prévisible et strictement
positive, telle que V * o soit intégrable.

Nous avons alors le résultat suivant

Théoreme 4. Soit p une mesure aléatoire optionnelle P — o-finie. 1l existe une unique
mesure aléatoire prévisible uP (a un ensemble de mesure nulle pour P prés) telle que, pour
tout processus prévisible Y, on ait :

E(Y * pyoo) = E(Y * piff )

Cette mesure aléatoire est la mesure compensatrice prévisible de pu (ou simplement le
compensateur de p). De plus si Y est un processus prévisible tel que le processus (croissant)
|Y'| * 1 soit localement intégrable, |Y|* pP D'est aussi et Y % u — Y * P est une martingale
locale, i.e. Y x uP est le compensateur, en tant que processus, de Y x* p.

Nous pouvons a présent définir les caractéristiques d’une semimartingale X. Choisis-
sons une fonction de troncature k; pour nous ramener a une semimartingale spéciale,
remarquons que la semimartingale définie par

X(k)e == X; = Y (AX, — h(AX,))

s<t

a des sauts bornés. Il s’agit donc d’une semimartingale spéciale, qui admet une unique
décomposition X (k) := Xy + M (k) + B(k) de la forme (1.2.1) avec B(k) prévisible.

Définition. Soient X une semimartingale et k une fonction de troncature. Nous appelle-
rons caractéristiques de X le triplet (B, C,v) (unique & un ensemble de mesure nulle pres)
dans lequel :
— B = B(k) est le processus prévisible a variations finies intervenant dans la décom-
position canonique de X (k) ;
— ' =< X X° > est la variation quadratique de la partie martingale continue de X ;
— v est la mesure compensatrice prévisible de la mesure de sauts de X pX.

Remarquons que seule la premiere caractéristique B dépend de la fonction de tronca-
ture choisie, de méme que seul le drift b dépend de la fonction de troncature choisie dans la
formule de Lévy-Khintchine. Il peut parfois étre utile de choisir une fonction de troncature
continue ; nous choisirons cependant pour la suite la fonction habituelle k(x) = rl{z <1y

Nous avons alors la représentation canonique ci-dessous d’une semimartingale X :
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1.2. QUELQUES RAPPELS SUR LES SEMIMARTINGALES

Théoréme 5. Soit X une semimartingale de caractéristiques (B, C,v) pour la fonction
de troncature k. X admet alors la représentation suivante :

X=Xo+ X4k —v)+(@—k(x)*pX+B (1.2.3)

Il est parfois plus utile de donner non pas la seconde caractéristique C' mais la seconde
caractéristique modifiée C'; en particulier elle intervient dans le critére de tension donné
en fin de section. Rappelons la décomposition X (k) = Xo + M (k) + B(k).

Définition. La seconde caractéristique modifiée de X est le processus prévisible

C =< M(k),M(k) >=C+h*xv - AB(k)*.

s<.

La donnée du triplet B ,6’,1/ est équivalente a celle de B,C,v. Remarquons qu’a la
différence de C, la seconde caractéristique modifiée dépend de la fonction de troncature
considérée.

1.2.2 Semimartingales d’Ito

Nous aurons généralement, par la suite besoin de faire des hypotheses d’absolue conti-
nuité sur les caractéristiques des semimartingales étudiées. Nous appellerons semimartin-
gale d’It6 une semimartingale dont les caractéristiques vérifient ’hypothese suivante :

Hypotheése. Les caractéristiques de la semimartingale X sont absolument continues par
rapport a la mesure de Lebesque, i.e. il existe des processus b, o et une famille Fy de
mesures aléatoire sur R tels que :

~ By = [ bsds

- Cy = fg o2ds

- v(dt, dr) = Fy(dx)dt

Ceci est encore équivalent au fait de pouvoir exprimer la semimartingale sous la forme
suivante (quitte éventuellement a agrandir I'espace 2 pour définir W et p) :

t t t t
X = Xm—/ bsds+/ USdWS+/ /h(&(x))(u—y)(ds,dx)—}—/ /(l—h(é(:c))),u(ds,dﬂr:)7
0 0 0 JR - o JR .

(1.2.4)
ou W est un mouvement brownien, et 1 et v sont respectivement une mesure de Poisson sur
Ry x E et son compensateur, tels que v(dt,dz) = dtA(dz); (E,£) est un espace auxiliaire
et A une mesure o-finie sur £. On peut de plus sans perte de généralité supposer o > 0,
et nous ferons cette hypothese dans tout ce qui suit.

1.2.3 Suite épuisant les sauts de X.

Si T est un temps d’arrét, nous utiliserons la notation classique [I] = {(w,t) €
Q x R+,T(W) = t}
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Soit X un processus cadlag adapté (par exemple une semimartingale). Alors il existe
une suite de temps d’arréts T, telle que {(w, ), AX;(w) # 0} = U[T%], avec, pour n # m,
IT.0NITwm] = 0. On dit qu'une telle suite épuise les sauts de X.

Pour une semimartingale d’It0, il est parfois utile de considérer une suite 7}, épuisant
plutot les sauts associés a u, pour laquelle AX7, peut éventuellement étre nul. Si I'on a
seulement {(w,t), AX(w)} C J[T], on parlera de suite épuisant faiblement les sauts de
X.

1.2.4 Le temps local d’'une semimartingale

Pour cette section, nous nous référons a [25]. (Nous donnons la définition générale du
temps local d’une semimartingale, qui n’est pas beaucoup plus longue a énoncer, cependant
nous n’utiliserons pour la suite que le temps local du mouvement brownien, pour lequel
on peut aussi se référer a [27]). Soit X une semimartingale, f une fonction convexe, dont
la dérivée & gauche est notée f’; alors il existe un processus adapté, cad et croissant A tel
que

t
f(Xt) = f(XO) + ot fl(Xs—)dXs + At

et AA; = f(Xy) — f(Xio) — f(Xi—)AX;. SiTon choisit f(z) = |z — a] (dou f/(z) =
sgn(z — a)), on note A® le processus croissant associé ; posons

Ly =Af = Y (IXs—a| - |Xs- —a] = sgn(Xe— — a)AX,). (1.2.5)
0<s<t

Le processus L* est appelé temps local du processus X au point a; on peut en choisir une
version continue en temps. Lorsque X est continu, les processus A% et L? sont confondus.

1.2.5 Tension pour la topologie de Skorokhod

Nous énongons ici un critere de tension sur l’espace de Skorokhod (correspondant au
théoreme VI.4.18 de [17]). Soit A™ une suite de processus cadlag (non nécessairement
définis sur le méme espace de probabilité) ; par définition, cette suite est tendue si la suite
des lois L(A™) de ces processus est elle méme tendue. Rappelons que par le théoreme
de Prokhorov, la tension des A" est alors équivalente a la relative compacité de la suite
L(A™). Avant de donner le critere de tension, nous avons besoin de définir une notion un
peu plus contraignante :

Définition. Soit A™ une suite de processus cadlag; cette suite est dite C-tendue si elle
est tendue et si tous les points d’accumulation de la suite £(A™) sont des lois de processus
continus.

Nous utiliserons plus précisément le critere suivant pour prouver la C-tension dans la
partie 3 :

Proposition 6. (Prop. 3.26 de [17]) La suite A™ est C-tendue si et seulement si
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(i) pour tous e, N > 0, il existe ng € N*, K € Ry tels que pour tout n > ng, on ait

P(sup |[A}7| > K) <&
t<N

(ii) pour tous €, n, N > 0, il existe no € N*, 6 > 0 tels que pour tout n > ngy, on ait
P( sup \Af—A’;]>77> <e.

0<s,t<N,|t—s|<6

De plus lorsque A™ est & variations finies et qu’il existe une suite de processus A™ telle
que les processus A — Var(A™) soient croissants (i.e. le processus A™ majore fortement
A™, pour tout n), la tension de la famille A" implique celle de la suite A™.

Considérons ensuite le cas particulier d’une suite de semimartingales X" issues de 0,
que 'on supposera définies sur le méme espace de probabilité (mais pas nécessairement
pour la méme filtration). Nous avons alors le critére de tension suivant :

Proposition 7. La suite X" est tendue si et seulement si

1. pour tous N,e > 0,

lim limsup P(v"([0, N| x {z,|z| > a}) >¢€) =0;

a—00 n

2. les suites de processus B™, Cn et (gp * ™)y sont tendues, pour tout p, avec gy(x) =
(plz| = 1)* AL
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Chapitre 2

Bivariations du mouvement
brownien bidimensionnel arrondi

2.1 Introduction

Lorsque le processus observé X = (X!, X2, ...) est multidimensionnel, il est naturel de
s’intéresser a une généralisation des p-variations mélant les deux composantes, c’est-a-dire
a des sommes de la forme :

]
> IARX AP XEP.

i=1

Jacod et Todorov ont par exemple récemment utilisé dans [18] des sommes variation-
nelles de ce type pour généraliser la méthode de [1] a la détection des temps de saut
communs aux deux composantes d'une semimartingale bidimensionnelle.

Remarque. Notons qu'un autre type de bivariations a été défini par Barndorff-Nielsen
et Shephard afin d’étudier la présence de sauts [31] ou de séparer, dans certains cas,
I'influence de la partie continue de celle des sauts dans la variation quadratique ([5], cf aussi
[33]). Ces bivariations mélent non pas les accroissements des différentes composantes d’un
processus multidimensionnel, mais les accroissements du méme processus en des temps
proches mais différents, du type : > |A’X|P|AT , X|9.... Nous ne nous intéresserons pas a
ce type de bivariations ici, notre objectif étant d’étudier les spécificités dues a un processus
multidimensionnel en présence d’arrondis.

Cette partie est une premiere approche dans I’étude des bi-variations, et peut étre vue
comme un prolongement naturel de [12] : nous nous limiterons au cas d’un mouvement
brownien bidimensionnel, dont la matrice de covariance est susceptible d’étre dégénérée.

On considére un mouvement brownien bidimensionnel

X =Xo+ SW,
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CHAPITRE 2. BIVARIATIONS DU M.B. PLAN ARRONDI

1
W2
vements browniens standards indépendants. Notons Xt(a) = a[%]le processus X arrondi
(inférieurement) a « pres,

ou S € M3(R) est une matrice réelle fixée, et W = < ), avec W' et W? deux mou-

AVA = Ay — A—1)/n
les accroissements d’un processus quelconque A et
(on) (an)
A A= Az/n B A(z—l)/n
les accroissements du processus A arrondi a «, pres.
On définit pour tous réels p,q > 0 les sommes (p, ¢)-variationnelles

[nt]
vra(x), =Y [ATX A7 X2
=1

(2.1.1)

dont on cherche & déterminer le comportement.

Rappelons brievement le comportement des p-variations d’un mouvement brownien
unidimensionnel arrondi : les variations quadratiques de W) ot () est la suite de pas
d’arrondis, ont été étudiées dans [12] en fonction du comportement de 53, := /nay,.

Notons L (X) le temps local (au sens des semimartingales) d’une semimartingale réelle
X, au temps t et au niveau a, h la densité d’une variable normale standard et p, son
moment absolu d’ordre p. On introduit enfin la fonction

L(p,B,0 /du/dxh \Bu—i-f]]

Quatre cas se présentent d’apres [12] et [8], pour un mouvement brownien unidimensionnel
W de variance o2, en fonction du comportement de la suite (3, (dont on peut supposer,
quitte & considérer des sous-suites, qu’elle converge vers 3 € [0, +00]) :

Théoréme 8. (Jacod, 96)
(i) Si B — 0

2
P2 W), S toPu,
(ii) Si B — B €]0, +o0
2
n?2ye (), L i (p, 8, 0)

p/2-1 2 2
ey L2
n s

(iii) Si B — 400

(iv) Si ay, = a €]0, 400]

1
ﬁvgg(W)t £, t\[ Py LW

kEZ
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2.2. RESULTATS

Le parametre (3,, peut étre vu comme le rapport du pas d’arrondi o, et de ’ordre
de grandeur des accroissements de X, a savoir ﬁ Il est donc naturel que, dans le cas
Bn — 0, on retrouve simplement les limites connues lorsqu’il n’y a pas d’arrondis : I’er-
reur commise en arrondissant est négligeable devant la taille typique des accroissements.
De méme, si 8, — 3, U'erreur d’arrondi est du méme ordre de grandeur que les accrois-
sements, ce qui explique pourquoi la renormalisation n’est pas modifiée. La fonction I' qui
apparait dans la limite s’explique par la remarque suivante : pour des réels a et b quel-
conques, on note {a} := a — [a] la partie fractionnaire de a; alors [a] — [b] = [{b} + a — b).
Par conséquent, on peut réécrire les accroissements sous la forme :

APX @ = a[{X(;_1)/m/a} + Al X/a], (2.1.2)

dans laquelle, pour i assez grand, le terme {X (i—1)/n /a} est proche d’une variable uniforme
(cf de nouveau [32]).

Lorsque par contre 3, —> +o0o, le comportement des K?X est tres différent : la plupart
de ces accroissements sont nuls ; ceux qui ne le sont pas seront de taille exactement a,, en
général.

Dans le cadre bidimensionnel, le comportement des sommes V,}"¢(X) dépend toujours
de celui de la suite f,. Il dépend aussi de la matrice S, et en particulier de son rang.
Lorsque celui-ci est égal a 1, les deux composantes sont proportionnelles et I’on traitera
séparément les cas ou leur rapport est rationnel et ceux ou il est irrationnel.

Les principaux résultats sont donnés dans la deuxieme section. Dans la section 2.3 on in-
troduit les principales notations, et ’on vérifie trois lemmes généralisant [32] lorsque 3,, —
B et B, — +o00. Les sections 2.4, 2.5, 2.6 et 2.7 sont enfin consacrées aux démonstrations
des résultats, respectivement lorsque 3, — 0, 8, — B €]0,+o0[, 5, — +o0 et a, = a € R.

2.2 Résultats

Lorsque 3, — 0, la convergence se déduit facilement de celle en ’absence d’arrondis,
et 'on retrouve les mémes limites :

Théoréme 9. Supposons que B, — 0. Alors, pour tout entier r > 1,

2-1 L 1 2
nPHOR=yRa(X), = tB(| X1 1P| X7|9)
On suppose donc pour ce qui suit que 3, a une limite non nulle (mais éventuellement
infinie).
2.2.1 Le cas non dégénéré : det S # 0.

Lorsque (3, ne converge pas vers 0, considérons tout d’abord le cas ou le processus
bi-dimensionnel X est non-dégénéré, i.e. det S # 0. Lorsque «,, — 0, les convergences ob-
tenues pour VA*9(X), sont des généralisations assez naturelles des résultats du théoreme
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8, tandis que le passage en plusieurs dimensions induit un changement de comporte-
ment lorsque a,, = « est constant. U,V désignent ici des variables uniformes sur [0, 1],
indépendantes entre elles et de X.

On pose S = o1 g1 , et 'on définit la fonction
021 022

L(p,q,8,5) : dud’l)/dydzh ()87 [u+‘w]p [UJF‘W'Y
P B [0 1]2 R 5 IB
=E(|8[U+x1/8]" |8V +X1/8]|) (2.2.1)

Théoreme 10. Supposons det S # 0.
(i) Si B, — B €]0, +00[, pour tout r > 1 on a

n(p+Q)/2_1V,—I;’q (X)t L tr(p, q, 3, S)

(ii) Si B, — +oo et a2logn — 0 on a

(p+q)/2-1 1
n L 1)) y2
va,q(){)t — tE(| X7 || XT])
(iii) Si a, = « constant, et Xg ¢ aZ? p.s., alors presque sirement V9 (X); est nul a
partir d’un certain rang, qui dépend de w.

Remarques. Dans le dernier cas «, constant, le résultat est encore vrai en dimension
quelconque d > 3, sans condition sur Xj.

Ce théoréme ne donne pas d’indication sur le comportement des V;)"?(X) lorsque le pas
d’arrondi converge tres lentement vers 0 (o, — 0 et o2 logn - 0), ni lorsque le brownien
est issu d'un point de la grille (aZ?) quand « est constant.

2.2.2 Le cas dégénéré : det S = 0.

Lorsque det S = 0, les deux composantes X! — X& et X2 — Xg de X sont propor-
tionnelles. On les écrit sous la forme X! = X} + oW et X2 = X2 + o'W, o W est un
mouvement brownien réel standard. o et ¢’ sont supposés non nuls, le cas ot 'un des deux
au moins est nul se ramenant au cas unidimensionnel. On note 6 le rapport ¢’/o, et Ay
la droite passant par I'origine et de pente 6. Les résultats different selon que 6 est ou non
rationnel.

Dans le cas rationnel, posons 6 = a/b, a, b entiers premiers entre eux. On définit la

fonction I :
F(p.q.5,0) - /du/dxh )grta [{u}+"§]

_ gt (‘ [{bU} + "Zvl] ’ [{aU} +

On obtient les convergences suivantes :

' (2.2.2)

G+

)

B

acr:z:]
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Théoreme 11. Supposons que det S = 0 avec 0 € Q, et que de plus Xo est porté par Ag.
(i) Si B, — B €]0, +oo[, pour tout r > 1,

n(p+Q)/2_1V,{”q(X)t 2N tD(p, q, 3, 0) (2.2.3)
(ii) Si By, — +00,
(pt+q9)/2-1 1
n L 2
WVTf’q(X)t Loy ;% (2.2.4)

(iii) Si o, = « constant,
—qu x), L \/72 aPtapre ) (2.2.5)
f kEZ

Par définition du temps local d’une semimartingale, L¥ (sX) = st/ *(X); la limite de
(2.2.5) s’exprime donc immédiatement en fonction des temps locaux de X! et X2, sous la

forme :
VEE o = T

Remarques. Si on ne suppose pas que Xy se trouve sur la droite Ay, les résultats
précédents ne sont plus valables, en effet :

Lkaa X2)

1. Lorsque 3, — 3, supposons que ¢/, soit une sous-suite de «, telles que
n

({Xo/ap} {X5/an}) — (/).

Alors la sous-suite des n(P+9/2=1YP49( X)), associée aux !, convergera vers

grHaE Q [{u FOUY + UWl] UlWl] '

B e

Sauf a supposer que la suite ({ X} /an}, {X2/an}) converge, on pourra donc construire
des sous-suites de n(®+ta)/2=1yP /(X)) ayant des limites différentes.

2. Si B, — 4o, la suite n(p+q)/2_1ﬁ£+q71Vf’q(X)t converge vers 0 lorsque P(Xy €
Ag) = 0.

3. Elle est méme nulle a partir d’un certain rang, p.s., lorsque «,, est constant.

[{v/ +aU} +

) . (2.2.6)

Lorsque 6 est irrationnel, on introduit une hypothese sur ses approximations ration-
nelles :

Hypotheése (H). Il existe deux suites d’entiers a,, € Z et b, € N*, a,, et b, étant premiers
entre eux pour tout n, telles que

n=1/2p, — 0
nfl/zbfl — 400
Vn>1, |0—an/by| <1/b,
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CHAPITRE 2. BIVARIATIONS DU M.B. PLAN ARRONDI

Nous pouvons a présent énoncer les lois des grands nombres dans le cas irrationnel :

Théoréme 12. Supposons detS =0 et 0 ¢ Q. Alors
(i) Si B — B €]0, +00[ et 8 vérifie H, pour tout r > 1,

n(p+Q)/2*1V£7Q(X)t £> tT'(p, q, B, S) (2.2.7)
(i) Si o, = v est constant,

1
NG

De plus, (H) est vérifiée par presque tout irrationnel @ (pour la mesure de Lebesgue).

2
vra(x), L \fapﬂL‘g(W) (2.2.8)
T

Nous retrouvons la limite obtenue lorsque la matrice de covariance est inversible; on
peut le comprendre a partir de la limite (2.2.3). En effet, si I'on approche § par une
suite de fractions réduites §2, les suites (an) et (b,) divergeant, les parties fractionnaires
({an U}, {b,U}) vont se comporter a la limite comme des couples de variables uniformes
indépendantes, et l'on retrouve alors a partir de (2.2.3) la limite du cas non dégénéré.
Cependant ce phénomene ne converge pas en général de facon suffisamment rapide pour
assurer la convergence lorsque (/3,,) diverge, ce qui explique que ’on n’ait obtenu de résultat

que lorsque 3, converge.

2.3 Résultats préliminaires

Les processus et variables aléatoires considérés sont supposés définis sur un méme es-
pace de probabilité (2, F,P).

2.3.1 Quelques notations

On rappelle les notations précédentes : [x] désigne la partie entiere d'un réel z, {x} = x—[z]
sa partie fractionnaire et z(® = af[Z] I'arrondi de x & o pres. U et V sont deux variables
aléatoires uniformes indépendantes et indépendantes de X. Le processus arrondi est noté
X(an) .= o, [X/ay,). et les accroissemnts de X et X (@) respectivement
P AN — Qn Qn

AZLX = Xz/n - X(z—l)/n et Az X = Xz/n - X(zfl)/n
Pour une fonction & valeurs réelles f définie sur un ensemble E, nous notons My :=
supg | f|- Enfin, A est la mesure de Lebesgue sur R¥ et (F;)s est la filtration engendrée
par le processus X.

Dans la suite, C' désignera une constante qui ne dépend, sauf indication contraire, que
de S, p et q.
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2.3. RESULTATS PRELIMINAIRES

2.3.2 L’hypothese H

Montrons que A-presque tout réel vérifie (H) :

Preuve du dernier résultat du théoréme 12. On utilise deux résultats simples d’approxi-
mations diophantiennes (cf [21], II.1) ; le premier est une application du lemme de Borel-
Cantelli, le second découle de la décomposition d’un irrationnel en fractions rationnelles
(Des preuves succintes de ces deux résultats sont données dans 1’annexe C).

1. D’apres le théoreme de convergence de Khintchine, si ¢ est une fonction positive
croissante telle que 3°7°] 1/(kv(k)) < +oo, alors pour presque tout (pour la mesure
de Lebesgue) réel ¢, I'inégalité d(k¢,Z) < 1/(ky(k)) ! est satisfaite par au plus un
nombre fini d’entiers k € N*,

2. Soit ¥ une fonction positive croissante et ¢ un réel satisfaisant la propriété ci-dessus
(donc irrationnel). D’apres le théoreme I1.2 de [21], il existe B > 0 tel que, pour
tout B > B, il existe deux entiers premiers entre-eux a et b vérifiant :

N
D) <b< B
3. On choisit ¢(z) = z/°, pour laquelle 3" 1/(ky(k)) < 4oco. Soit ¢ vérifiant la pro-
priété du 1.; il existe un rang n¢ tel que nd/12 > B des que n > n¢. D’apres le 2.,
on trouve donc pour tout n > n¢ un couple d’entiers premiers entre eux (ay, by) tel
que [¢ — an/by| < 1/b2 et n'/3 < b, < a,‘rf/m. On peut par exemple compléter la suite

en posant, pour tout n < n¢, (an,bn) := (ang, bn,)-
Nous avons ainsi construit, pour presque tout irrationnel ¢, une suite (by,), qui vérifie les
hypotheses de H. O

2.3.3 Lemme principal

On montre trois majorations utilisées dans les sections 2.5 (3, — ( fini) et 2.6 (v, — 0,
Bn — +00), correspondant & chacun des trois cas : detS # 0, detS = 0 et 6 € Q et
enfin det S = 0 et # ¢ Q. Rappelons que U et V sont des variables uniformes sur [0, 1]
indépendantes entre elles et indépendantes de X.

Lemme 13. Soient u, v réels, f : [0,1]> — R une fonction mesurable bornée. On note
My le mazimum et Iy Uintégrale de |f| sur [0,1]%. Soient n > 1 et j > 1 des entiers et
a > 0 un réel. Alors, il existe une constante C qui ne dépend que de la matrice S telle que
pour tous réels u et v,

(i) Si det S #0 :
w4 X1 v+ X2 By,

B2 A2 D) ~ BUW V)| < Oy 2 A My AT

1. d(k¢,Z) désigne ici la distance usuelle inf{|k¢ — n|,n € Z}.

Fn @) (2.3.1)

— +
Vi
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CHAPITRE 2. BIVARIATIONS DU M.B. PLAN ARRONDI

(1) Sidet S =0et 0 =a/beQ :

AX1 ’U—|—X a n
B2, () — B () ) < 02y

(iii) Sidet S =0 et 6 ¢ Q, on suppose de plus que f est lipschitzienne en sa deuziéme
coordonnée, de constante de lipschitz c, et qu’en outre il existe a € Z*,b € N* premiers
entre euz tels que |0 — a/b| < 1/b*. On pose M} := max(c, My). Alors

(2.3.2)

u+ X! v+ X2
B ) = BUWU.V) (23.3)

< CM; (\f t Pnyy Oalalb 1 +/+Oo d:rh(x)) .

Bub® Vi J b S/

2.3.4 Démonstration du lemme

On montre un premier lemme, correspondant au cas non dégénéré, en dimension quel-
conque, avec des pas a qui peuvent différer suivant les directions de ’espace. On introduit
pour cela la fonction

g: [Oa 1]2 — [_17 1]
(v,u) = v—T1gsy
id désigne I'opérateur identité sur I’ensemble des fonctions de R? & valeurs réelles.

Lemme 14. Soit ¢ € CHR% R) une densité de probabilité sur R, dont les dérivées
sont toutes intégrables. Soit f : [0,1]* — R mesurable, bornée. Alors, pour tous o =
(a1, ..., aq) €]0, +00[? et = (21,...,24) € R,

T+ wp T4+ Wy
R
a1 (0%

[ datwrerr b= (23.4)
Tr; + w;

[ s [ st (1 (v w50 ) ()

d
Démonstration. Notons A ::H1 «;. Le membre de gauche de (2.3.4) vaut, apres change-
1=

ment de variable,

[ @) (P (o)
Rd (7] Qaq
=A [ d\(w)e(awy =z, ..., aqwg — zq) f({wi}, ..., {wa})

R4

= Akgd /[0 . dAg(w)p(on (k1 4 u1) — @1, ..., ag(ka + uq) — xa) f(u) (2.3.5)
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2.3. RESULTATS PRELIMINAIRES

On compare ensuite (a1 (k1 + u1), ..., ag(kq + ug)) & sa moyenne sur [0, 1] :

f[o,l]d dv...dvg gp(al(kzl +v1) — X1y, q(kg +vg) — l‘d).
Pour cela, montrons, par récurrence sur d, que, pour toute fonction 1 vérifiant les hy-
potheses du lemme, et tout d-uplet u € [0, 1],

P(u) = /{071][1 dv;...dvg iljl (id +g(vs, ul)@?u)(¢)(vl’ ey Ud) (2.3.6)

)

Pour d = 1, on obtient en intégrant par parties :

1 1 u
/0 (zp(u) — w(v))dv = /0 / Y (w)dwdv

1 1
= —/ Y (w)dw +/ vy’ (v)dv

u 0
1 1

— [V~ 1z = [ glou )y
0 0
(2.3.6) est donc vérifiée en dimension 1.
Soit maintenant d > 2. On suppose la propriété (2.3.6) vraie pour d — 1. Fixons uy €

[0, 1] et appliquons I’hypothese de récurrence a la fonction v définie par : ¥ (wa, ..., wq) =
Y(ug, wa, ..., wqg). On obtient :

d
w(ul, . ud) = /[0 it dws...dwy <z£12 (id —|—g(w,~, ul)aawz) (1/))(U1, w9y, ...wd)>

~ o~ d
On définit a présent la fonction 9 : ¥ (wy) :.H2 (id +g(wi, ui)%)(@b)(wl,wg, ey Wy),
1= K
a laquelle on applique la propriété en dimension 1 :

~

Y(ur) = /0 dwy (id +g(wr, ul)dil) () (w1),

d’ou
¢<’U,1,...,’U,d>
d d 1d id 0 ﬁ id 0
—/[O’l]dlwz-.- wd/o w (i +O¢19(w1,ul)67m)(i:2 (i +9(wi,ui)%)(¢))(w1,---,wd)

On en déduit (2.3.6), vu que les opérateurs id et g(wj, ui)aiwi commutent.
En particulier, la fonction ¥ : ¥ (ug, ..., uq) = @ (a1(k1 +u1) — x1, ...y aqg(kqg + ug) — x4)
vérifie les mémes propriétés de régularité et d’intégrabilité que ¢, et %(wl, ey Wy) =

aiaa—ui(a.(k + w) — ), avec la notation habituelle pour le produit scalaire x.y. On déduit

donc de (2.3.6) que
k dvy...d 1(_1[ id 0 k 2.3.7
o(a.(k+u) —z) = /[071}(1 vi-dvg 1L (i +a7;g(vi,ui)a—w)(gp) (a.( +v) — x) (2.3.7)
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De (2.3.5) et (2.3.7), on déduit 1’égalité

x+v
L) s =3 [ an s

kEZ

d . 0
« /[0 A0) (1 (gl u)50) () 0+ 0) = o).

14 1= (%

Notons By les pavés [a1k; — z1, a1(k1 + 1) — 21] X ... X [agkqg — 24, aq(kq + 1) — 4], qui
constituent une partition de R?. Alors, aprés changement de variables dans chaque terme
de la somme,

Rﬁudw¢@ﬁGxZ”D=
d v; + x; ‘ i ;
%%/01 dAg(w) f(u) /Bk d/\(v)(z{l (id +a;g({ l },uz)avi)(gp)( )

La fonction g est bornée, de méme, par hypothese, que f; ¢ et ses dérivées étant sup-
posées intégrables, la série ci-dessus est sommable. En permutant la somme et la premiere
intégrale, on obtient le résultat voulu. O

On en déduit, en dimension 2 :

Corollaire 15. Soit ¢ une densité de probabilité sur R?, de classe C?, et dont les dérivées
sont toutes intégrables. Soit f : [0,1]> — R mesurable, bornée, My le maximum et Iy
lintégrale de |f|. Alors, pour tous a € R et tout (z,y) € R?,

T+ w y+z

1A

/ dwdzp(w, 2) f({ < ®(3aMA3M A (2a+0a?) 1),
R2

b - /[071Pdudvf(u, v)

(2.3.8)

2
avec ® := max{l, f\af,’ f‘ |, f‘aiugz

Remarque. De méme qu’en dimension une, des hypotheses nettement plus faibles sur la
loi du couple suffisent & assurer la convergence en loi : les arguments de la démonstration
de Tukey ([32]) sont toujours valables en plusieurs dimensions (cf Annexe A). Nous avons
cependant besoin de controler la vitesse de convergence, ce qui nécessite des hypotheses
de régularité plus fortes.

Démonstration. La majoration par 20M; est évidente. On applique le lemme 14 en di-
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mension 2, dont les hypotheses sont vérifiées par les fonctions ¢ et f :

/R dwdef({) (1) = (2:3.9)

+ayg <{y j; Z},v) gf(w,z)

+a’g ({xzw}’“) ! <{y o U> 58552 . Z)>

|g| est bornée (par 1), et, par définition, [ |p|, [ ‘Bf;‘ f\ Zlet [ ]%\ sont majorées par
®. Par conséquent,

‘/ dwdzf({x +w7 yt Z}) - (/ dudvf(u,v))’ < ®(2a + a?)My.
R2 (6] (6] [071]2
La majoration par 3a®M; s’en déduit lorsque a < 1. O

Le corollaire ci-dessus nous sera utile pour les preuves du cas ou det .S # 0; montrons
a présent une majoration similaire correspondant au cas rationnel, lorsque det S = 0.

Lemme 16. Soit ¢ une densité de probabilité sur R, de classe C' et dont la dérivée est
intégrable, et soit f mesurable bornée sur [0,1]2. Alors, pour tous réels x, y, tout réel
a > 0 et tout couple (a,b) d’entiers naturels premiers entre eux,

r+w, y+w(a/b) 1 z(a/b) a
[ duwetwr (A D [ s (D )

(0] o
< ab/ || M
R

Démonstration. On suit la méme méthode que précédemment : la premiere intégrale du
membre de gauche, apres changement de variable, vaut

(k+1)b a a
Z/k dwag(aw — z) f({w}, (L2 ( /o), G (2.3.10)

kez kb

—Z/dwcw (w4 kb) — ) (. (L2

kEZ

+ %w})

On compare ensuite ¢(a(w + kb) — x) a sa moyenne lorsque l'on fait varier w dans
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[0, 0], en intégrant par parties :
1 b
w(a(w—l—kb)—x)—b/dvgo( (v+kb) — x) /dva/ du¢'(a(u+ kb) — )
0

= %(—ab /wb du¢'(a(u + kb) — x) +/0 dv avy'(a(v + kb) — 33))

b
0
1 b )
=3 | dvag(v,w)¢(a(v+kb) - 2), (2.3.11)
0

en posant gy(v,w) := v — blyy>,y = bg(v/b,w/b). En injectant (2.3.11) dans (2.3.10), on
obtient

[ awew ), (e

=3 [Caw (s, 220

kEZ

X oz1 bdv ((av + kb) — x) + agy(v, w)¢ (a(u + kb) — z))
b 0
553 / du (w2 2 ([ :Zkﬂ)b_dﬁ) (o) + 02} )l ()
keZ T

Cette série est sommable, et

w4z, y+w(a/b) 1

[ dwptw)s =, (R 2 / w i) (L2 )

(a/b) a
b/ du f(fup (=002 S [ doag(b(*,

Le second terme du membre de droite peut bien étre majoré par abMy fR ||, d’ou le
résultat. O

2} w)e (v)

On donne enfin une majoration dans le cas ou la distribution de ¢ est portée par une
droite de pente irrationnelle.

Lemme 17. Soit ¢ € CY(R,R) d’intégrale 1; posons
® = sup{Lsup || [ [g(w)uldo).

Soit f : [0,1)2 — R une fonction mesurable bornée, et lipschitzienne de constante c en
sa seconde variable. Soit o un irrationnel et a € Z*,b € N* premiers entre-eux tels que
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lo —a/b| < 1/b2. Alors pour tout réel o > 0 et tous réels x et y, on a :

|/Rdwcp(w)f({xzw}, (LT / / dwdv f (w, v)| (2.3.12)

AM
<o <c+f +abMy + 5+ AMp = % |ab> + 2Mf/ dw|ip(w)|
ab? b fwl>a(ab—1)/(|o|V]a/b)

Démonstration. Si o < 0, en considérant § := o — y et f(u, v) == f(u,1 —v), qui vérifie
les propriétés requises, on se ramene a montrer le résultat avec —o. Nous pouvons donc
supposer pour la démonstration que o est positif. Posons ¢’ := a/b, qui est donc aussi
strictement positif, et

A= [ duwpu) =L (LT,
R

On commence par se ramener au cas rationnel précédent en approchant f({Zt2}, {¥£7%Y)

par f({¥%}, {W}) : signalons tout d’abord deux majorations utiles découlant immé-
diatement des hypotheses faites sur o, a et b.

’y—f—aw Y+ o'w
a a

- - < — (2.3.13b)

| < \ 1 (2.3.13a)

Comparons f(u,{v}) et f(u,{v'}) pour u € [0,1] et v < v'. On distingue trois cas :
1. [v'] = [v] > 2, auquel cas v' — v > 1, donc

[f(u{0}) = flu {o D] < e < e(v” — ),
2. [v] = [V']; alors {v'} —{v} = v/ — v, et de nouveau | f(u,{v})— f(u, {v'})] < clv—"1].

3. [v'] =[] + 1.

On peut alors majorer, en séparant 'intégrale ci-dessous en deux, selon que |
5]
(e

(] -

| est égal & 1 ou non, en utilisant (2.3.13a) dans le second cas :

A [ awptw)p((ZE (LT

1
< — ’
C@ b +2Mf/ dwsﬁ(w)l{l[yt:-w]_[y-ﬂ—gw]‘zl}

il reste a étudier 'intégrale dans le second terme du membre de droite, qui vaut encore :

/ Pyp—
A= /[Rdw¢(w)1{|[{z}+’;w][{Z}+”;ﬂ|=1} (2.3.14)
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On note ' := {y/a}. Alors [[y + 2] — [y + %”]\ = 1 est réalisé si et seulement s’il existe
un entier k tel que

ithtl1>y + % >k>y +29 >k 1
{SOI Tloy iy eyt 2 (2.3.15)

soit k+1>¢y' + 28 >k >y + 20 >k~ 1.

Nous supposerons pour Uinstant que o > a/b, le cas ¢ < a/b se traitant de maniere
similaire. L’alternative (2.3.15) implique alors I’existence d’un entier k tel que :

k—q k—q
M > || > M' (2.3.16)
g g

L’entier k est toujours du méme signe que k& — ¢/, puisque 0 < ¢/ < 1. On en déduit la
majoration :

/
| Al §/dw80(w)1{3k7k<ab’a<k—y'>>w>a<k—y/>|} + dw@(w)l{ak,mgab,a'“:,y’)'>|w|za‘<’“;y’>‘}

a(k—y') /o’
< Z / dwp(w Z / dwcp )—I—/ dwp(w).
0<k<ab”a(k=y')/o —abek<0’ alk=y")/o’ lw|>a(ab—1)/c
(2.3.17)

Comparons chacun des termes de la premiere somme ci-dessus a la valeur moyenne de
¢ sur un intervalle de taille a/o. De maniere générale, pour tout y et tous z > t > 0,

on a : ‘f:H dwe(w) —ﬁf:ﬁ dwgp(w)‘ < t(z — t)]|¢'||oo- En prenant z = «a/o et t =
alk—y')(1/o" —1/0), vu (2.3.13b), on obtient :

ab a(k—y') /o’ 1 1 p a(k+1-y') /o
>/ duwip(w) <a<k—y><,—>) / dwp(w)
i | alk—y")/o o o) aJalk—y)/o
o
<Zumm—2(l—<k—y’> (Z-1))
2

Par le méme raisonnement, cette majoration vaut aussi pour la seconde somme de (2.3.17).
Enfin,

ab a(k+1-y') /o
PR B | O'/ ( Y o / do
—(==-)Z < 2 < -2
)3 (=115~ 2)) dwgw) < 75 [ et < 7

a(k—y')/o
(2.3.18)
On en déduit :

2 +o0
|A'| < 4<I>—ab+ @Q + / dw(|p(w)] + |e(—w)|)).
a(ab—1)/c
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o< o, . . . ion, o o . 7
Si o < o', on obtient la méme majoration, en remplacant ar o’ dans le majorant, et de
plus 1/0’ < 1/, donc ce remplacement n’est nécessaire que pour les termes ayant o au
numérateur. Dans les deux cas, nous obtenons donc pour A :

- fomenr((237) ()

a? oVo
<® 5 +8Mj 2ab—i—QMf 5 | +2Mjy dw|p(w)]).
b ab lw|>a(ab—1)/ (Vo

On remarque en outre que
ocVao 2

< .

ab — b2

Appliquons & présent le lemme 16 :

« o b
< ab®M;. (2.3.20)

[ w0 () 2w g, (22D )|
R

Il reste donc a vérifier que

a a Lot c
]11)/ dwf({w}, {(/b)—i—bw})—/o /0 dudv f(u,v)| <B (2.3.21)

En effet,

(a/b) a y—ox a ak
b/ dwf({w}, {L—20F +w}) /0 bkz +yw+ ). (23.22)

[u—

Comme a est premier avec b, ak parcourt bien ’ensemble {1,...,0 — 1}. (2.3.22) est donc
de la forme : fol dw § Zf;é f(w,{z+ %}), en posant z := (y — oz)/a + aw/b. Vu que f
est supposée lipschitzienne par rapport a sa seconde coordonnée, |% Z?;é flw,{z+ %}) —
fo dv f(w,v)| < ¢, donc on a bien (2.3.21).

On peut donc conclure7 en rassemblant (2.3.19), (2.3.20) et (2.3.21). O

Le lemme 13 se déduit facilement du corollaire 15 et des lemmes 16 et 17 :

Preuve du lemme 13. Pour montrer (2.3.1) (resp. (2.3.2), resp. (2.3.3)), on applique le
corollaire 15 (resp. le lemme 16, resp. le lemme 17), en prenant pour ¢ la densité de X7 — X
(resp. X 1 — X{, resp. X;/n — Xy), qui vérifie les propriétés d’intégrabilité requises, et

a=ap, /%= &, = (u+ Xo)\/? ety = (v+ Xo)\/? On obtient ainsi une majoration
portant sur les espérances conditionnellement a X, donc sur les espérances puisque le
majorant ne dépend pas de Xg. Pour le terme intégral, on montre facilement qu’il existe
une constante C' ne dépendant que de la matrice S telle que (Jalb — 2)/|o| < (b2/C), a

I’aide des hypotheses faites sur a,b et o. O
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2.4 Lecas 3,—0

On connait la convergence des sommes sans arrondis : posons

[nt]
UP9(X) = n@ra/2=0 N " | AR X P AT X 2|9, (2.4.1)
i=1
Alors, pour m € N¥,
ure(x) L5 tB( X1 - XPIXE - X219, (2.4.2)
Il suffit donc de montrer que
VPAX) - URI(X) 25 (2.43)

On commence par se ramener a la convergence dans L' en prouvant I'uniforme in-
tégrabilité (par rapport & n) des n®*t9/2-1yP9(X), Par convexité, pour tout n-uplet
de réels positifs (a1, ...,a,) et tout & > 1, (3°0 ai)k < nk7L1YT aF) et par ailleurs
|A; X| < |APX| + o, donc, idi,

[nt] " [nt] i
n 020 S ATXIPIATX | < (3 (VAT 4+ 8,) (VAIATX?] 4 3,)°
Z - Z( ATX + 80)" (VR ATX?] + )
m— [rt]
t | m m
< (B L X (vaarxi|+ 5™ (vaapa? + 5.)"™.
=1

Par conséquent,
E ((ntrtor2-1vpax) ) ") < emB((1X] = X51+ B2)™ (1X3 - X3| + 8)™). (2.4.4)

Ces espérances sont bornées uniformément en n car {8,,n > 0} est borné. Il suffit
donc de prouver la convergence dans L'. Or

A7 X AT X — AT X P|Ar X
= (AT (AT X2~ |ATX2)) + | APXD (A X - AR )
donc
B(VP9(X) — URI(X))
< B(|1x} = X§1+ Bl x |(1X3 = X8| + B)? = 1X7 = X317]) + B(1X? = X317 x |(1X] — X§| + Bo)" —

Les espérances E(HXII_X&H[%‘ZP), E(‘X%—X&‘%} E(HX%—X%HBR‘%) et E(‘X%_
X§‘2q> sont bornées (uniformément en n), il reste donc a prouver la convergence vers 0

de B(|(1X7 = X3+ )7 — X3 = X311*) et B(|(1X} = X§|+ 8o — X1 = XGP[*), qui

est assurée par le théoreme de convergence dominée.
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2.5 Le cas 8, — [ €]0,+o0|

On traite les trois cas possibles simultanément, en utilisant respectivement les majo-
rations (2.3.1), (2.3.2) et (2.3.3) du lemme 13.

Les sommes renormalisées V;}"?(X};) sont comme précédemment uniformément intégra-
bles, vu (2.4.4) et du fait que la suite (8;,)n>1 est toujours supposée bornée. Il suffit donc
de montrer la convergence dans L2. T, (resp. I') désigne ici f(p, q, Bn,0) (resp. f(p, q,53,0))
ou I'(p, q, Bn, S) (resp. I'(p, q, 5,5)), selon que l'on est dans le cas det S =0 et § € Q ou
dans I'un des deux autres cas. On pose alors

np = PO AT X PAT X219 — T, (2.5.1)

Puisque 3, — 8, [Z—ﬂfn — I par continuité de p — I'(p, q, p, S), et il suffit de montrer que

2
nPra/2=lypa xy) — Mrn L. (2.5.2)
n
Décomposons :
(rt+a)/ e 7)1 p
+q)/2—1 , e | — 7 —
E<npq VPa(X) nF’"‘)_nZZ %) +n2; ;Emmﬂ

(2.5.3)
On a:
B(nP AT X ATXPC) < B(PH(ATX + an)*P(JAF X[+ an))
< C(1+ gt
Vu que la suite (8,) est bornée, on en déduit que E(|n?|) et E(|nl*|?) sont bornées,
uniformément en n (et en i). Par conséquent, la premiére somme du second membre,

dans (2.5.3), converge vers 0. On majore ensuite |[E(n'n;" ;)| < E(Inf||[E(nf ;|1 Fi/m)|), en
notant (j étant fixé)

X} X2 .
uf = {(lﬂ L/m } et v;' 1= {(H]_l)/n } .
an an

Xl
Rappelons que A X = apul + ’“ ], et de méme pour X2. Par conséquent,

A7 X1 A7 X2

By Figm) = BB (Bl + = Pl[ef + =11 F15-1)0) Fipn) = T
Posons
alot,0) = BB+ L[+ L), (25.4)
On a alors
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En vue d’appliquer le lemme 13, montrons (lorsque det S = 0 et 8 # Q) que f, est
liptschitzienne en sa seconde coordonnée.
Soient u € [0, 1], et (v,v’) tel que 0 < v < v’ < 1, alors?

|fn(uav) - fn(ua Ul)|

- ﬁﬁ*qédwh(x)\[U+m]\p(![v+

)0~ | + ZE)

/ q / q
< ot [+ S0 ||| 52] +1] = || 2] 1o eaterorsias
R ﬂn n 571
2 "2
< / h(L,éx)1[—v’,—v[+Z($)6_%(1§/0) ﬁ£+q+lpn(x)dxv
R g

apres changement de variable pour la seconde inégalité; P est ici un polyndéme en z, qui
dépend de 0, 0’, p et q. B est supposé non nul donc la fonction z — e~ 1(@B/ ‘7/)25£+q+1Pn(x)
tend vers 0 en l'infini et est continue; elle est donc bornée, uniformément en n puisque
est fini. Nous avons donc :

[l 0) = fulu ! |<02/

keZ

fﬂx

dx.

Nous majorons les termes k = 1 et k = 0 par C'(v—v") sup h. La fonction h étant strictement
décroissante (resp. croissante) sur R (resp. R_), nous pouvons encore majorer les termes

en k > 2 par C(v— v’) il h(\[ﬂx)daz et ceux en k < —1 par C(v — ') :H h(\/i,éx)dx
Finalement il existe une constante C, qui ne dépend C(v — v') pour |fy(u,v) — fn(u,v')],
et la fonction f est lipschitzienne en sa seconde variable, uniformément en n (remarquons
que nous aurions évidemment pu faire le méme raisonnement -y compris dans le lemme
17- en considérant la premiere variable).

La définition (2.5.4) des f,, assure qu’elles sont de plus bornées sur [0, 1]2, uniformément
en n. Remarquons aussi que I'(p, q, 5, S) = E(fn(U,V)) lorsque det .S # 0 ou det S = 0

et 0¢ Q et I'(p,q,Bn,S) = E(fu(bU,al)) si 6 = a/b € Q.

Appliquons aux fonctions f, le lemme 13; pour j > 2, il existe une constante C (qui
dépend de la suite /3, mais pas de n) telle que si det .S # 0,

C
B Fim)l < =5
J
sidet S =0et 0 =% €Q, (avec a et b premiers entre eux),
C

sidet S =0et 0 ¢ Q, et que 0 vérifie H, notons de nouveau %: la suite d’approximations
rationnelles de 6 obtenues grace a I’hypothese H. Nous avons :

Vi—1 by, 1 v +oo
Nisi|Fim) < C + — +—+ 2 +/ dzh(z) | . 2.5.5
| ( +]’ / )| < b2 \/jfl bn ] b%/(C’ =) ( ) ( )

2. En utilisant la notation classique 14(xz) =1 si x € A, 0 sinon.
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2.6. LE CAS By — +oo

La densité gaussienne vérifie, pour tout a positif, f;oo h(z)dz < e—a%/ 2 et ce terme est en-
core majoré par 1/a pour a suffisamment grand, donc & partir d’un certain rang, 'intégrale

ci-dessus est majorée par C\/j — 1/b2.

Finalement, on obtient une majoration de la double somme de (2.5.3) dans les deux
premiers cas :

1 [nt]—1 [nt]—1 —1 [nt]—1i

1 1
- Emini ;)] < ng Z; z:: (Ini'1) \/j_—l)Jrﬁ Z C

7

Il
—
<.
I
—

C - - C
< Z Vint =i+t
=1

< t1/2£.(nt)3/2 +4C
n n

C Ct
<

f

Dans le troisieme cas, on obtient de méme pour les quatre premiers termes du majorant

de (2.5.5) : .
nt]—1 [nt]—1

Vi—1 Ct5/2 Ct>/2
LI WL REE

b2 - anb2 ’
i=1 j=2
Z”’%’ Cb,__ O,
n? i=1 =2 Vi

Les deux sommes du membre de droite de (2.5.3) convergent bien vers 0 dans tous les
cas (en utilisant les hypotheses ayb, — 0 et apb, — +00 pour le troisieme) ; on a donc la
convergence (2.5.2).

2.6 Le cas (5, — +00

2.6.1 Résultats préliminaires

On commence par vérifier que les "grands” accroissements (i.e. tels que |A?X| > ay,) n'ont
pas d’influence sur la limite. On définit les ensembles

R? = Ugez([kan—can, kay [ X [kon, kan+ea,|Ulkay, kan+ean] X [kan—can, kay[) (2.6.1)
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R? est donc I'ensemble des couples (z,y) qui se trouvent de part et d’autre d'un seuil kay,,
et tels que x et y soient tout deux a une distance inférieure a a,, de ce seuil. En pratique,
seuls les accroissements du processus arrondi de taille exactement «, (pour chacune des
composantes) ont une influence, ainsi que le montre le lemme suivant :

Lemme 18. Supposons que 3, — +oo. Alors, pour tout réel a et tous 0 < e, ¢’ < 1, les
deuz différences suivantes convergent (dans L') vers 0 :

[nt] [nt]
n®HO2TLEE | S T IATXPIATXR) =Y T ol N s, AT X2 200 (2:6.2)
; =1
my
et p(Pta)/2—1ga Z AT X P AT X2 (2.6.3)
=1

—_oPta 1
o g n
no - (X gy X HERE {(X(Z /Xy JER

Démonstration. On désigne par .|| la norme sup de R2. Lorsque ||A; X|| > 2ay,, on a
IAZX | > o done [[A]X]| < o + [|A7X]| < 2| A7X]|. On en déduit que
an N
AT XPIATXP — ol xr x50, AT x2)50, < CHATXIPH 187 1200}
Par conséquent,
[nt]
_ an an
ﬁgn(P+Q)/2 1E(| Z Al X1|p|Ai X2|q _ Oéﬁ+q1|Z?X1|2an1|Z?X2\Zan|)
i=1
< CtBLE (|1 X1 = Xol P 1%, 128,))
Ct
< 5 E(1X0 - Xl
n

(2.6.2) est donc vérifié.
Par ailleurs nous avons, par définition des R7,

((X(lz 1)/n’ z/n) € Rn) - (’Z?Xl‘ > an)
[ATXY > o et (X_y) ), X)) & RE = [ATXY] > con.

Les implications similaires pour X2 et &’ sont aussi vérifiées, nous en déduisons que

a+p+q [nt] [nt]
n
n E ‘Z 1|Z7X1|2an1\Z?X2|2an_ Z 1(X(1i71)/n’ 1/n)€R€ (Xz 1)/n’ L/?’L)ER >
i=1 =1
Batp+a 4]
< —n "
- n — E <1{|A¢ Xl\Zan:(XéA)/n:Xil/n)%R”} + 1{|A X2|>04n7(X(z 1y /nX, i/n)fRE/})

< BUTPT(P (JATXY > ean) + P (JATX?| > £ay))
Ce terme converge vers 0 (des que 3, — +00). Vu (2.6.2), on en déduit (2.6.3). O
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On rappelle par ailleurs un résultat montré dans [12], qui permet d’obtenir la conver-
gence dans le cas dégénéré, lorsque 6 € Q :

Lemme 19. (Jacod, 96) Si B, — +o0 et a, — 0,
[nt]

Bn L? 2
Y Nm e wyza, Ot (2.6.4)
=1

2.6.2 Cas dégénéré lorsque 0 € Q

On montre tout d’abord la convergence dans le cas dégénéré, lorsque 6 est rationnel.
D’apres le lemme 18, il suffit de montrer la convergence (dans L') de

(p+q)/2-1 [
n + 1 1 2 2
e 2 O Lre (X Xioym) 1 XG0y X m)
=1

Mn = B£+Q71

vers t\/ga /b, pour ¢ et ¢/ > 0 judicieusement choisis.
[nt]

On remarque que M,, = %” ; 1gn (X(li_l)/n, X(l)/n) 1R§, (X(Qi_l)/n, X(Qi)/n). On est dans

7
le cas dégénéré rationnel, donc il existe deux entiers premiers entre eux a et b tels que
aX! = bX?, car on a supposé que Xy € Ay. On suppose dans le raisonnement qui suit
que 0 < a < b; les autres cas se démontrent exactement de la méme maniere. Fixons
1/(ab) > 6 > 0; on choisit alors e = bd et &/ = ad. On se ramene & la dimension 1 pour

appliquer le lemme 19 : montrons que

[nt]
B
M, = ;” D ARe (X i1y /b X0 /b) (2.6.5)
i=1
1l suffit de prouver que ((X!, X}) € R?) et (X2, X?) € R%)) < ((X!/b, X} /b) €
R?). Le sens réciproque (<) est évident. Montrons le sens direct : on suppose que (X!, X}) €
R™) et ((X2,X?) € R"). On peut supposer sans perte de généralité que X! < X/ (et donc
X2 < X}). Il existe alors deux entiers k et [ tels que

ko, — ey, < XS1 <ko, et ka, < th < ko, + eap,
lay, —e'ap < X2 <lay, et lay, < XP <lay +&ay;

des deux premiers encadrements, on déduit que (a/b)kay, — ', < X2 < (a/b)kay, et
(a/b)ka, < X? < (a/b)kay, + €'ay,. On a donc [bl — be'] N [ak — be'] # 0, ce qui n'est
possible (vu que 0 < be’ < 1) que si ak = bl. Par conséquent, b divise k, donc k/b est
entier. Or on a encore kay, /b — 6o, < X1/b < kay/b et kay, /b < X} /b < kay, /b + dau,.
D’ott (X1/b, X} /b) € R?. L’implication voulue est donc vérifiée, ainsi que (2.6.5).
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Par ailleurs, d’apres le lemme 19, Z 1‘ AT (oW)an | >an, —) \[ ot. En appliquant

[nt]
le lemme 18 (en dimension 1), on en déduit que 5" 231 1(X(1i71)/n/b X1, /bRy COnVerge vers
=

\/gta/b dans L'. On conclut avec (2.6.5).

2.6.3 Cas non dégénéré

On utilise encore le lemme 18 : il suffit de montrer la convergence dans L' de

n]
/2=l g (rra=2) Z} o L m7 X1 20y HUBT X2 200}
nt]

= (B2/7) 3 Vw7 x1 200 LB X2 200)

=1

vers tE(|X{X2|). On procéde de la méme maniére que dans la démonstration du cas
B, — B, en montrant la convergence dans L? & I'aide du lemme 13. Vu que (|A] X!| >

XL n y1l
an) <= (lan[{ O;i”"} + A;nX ]| > @), on obtient, en reprenant la notation précédente
(ul,vl") (avec j = 0),

R}

32 [nt] ,82 [nt]

1|Z?X1|Zan1|Z?X2\2an = n 1\[ ;L+A;1X1/an]\211|[vy+A;lX2/an]|21

i=1 =1

n

On définit f, par fp(u,v) == E(Ljjusarxt/an)=11vranx2/an]>1)-
Pour tout a € R, on a :

1 1 1
/ du 1|[u+a]|21 = / du lyta>1 +/ dulyigco=1Nar+1Aa_ = |a] A1,
0 0 0

Calculons alors :

/ / dudvfn U, U (/ / 1u+A”X1/an]|>11|[U+A”X2/an]|>l> par Fubini

1y1 1vy2
A1‘X |)(1 A |A1X ‘
Bn Bn

En particulier, la suite (32 fol fol fn)n est majorée par E(|A1X1|ALX?2|). D’aprés le théoréme
de convergence dominée, puisque 3, — 400, nous avons

= E((l A | )) vu le calcul ci-dessus.  (2.6.6)

B2 /[0 . fo —tE (JAIXTALX?)) =tE (|(X] — X)(XT — X3)]) -
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Il suffit & présent de vérifier que

9 [nt] 9

Pn L
Z (1 AT X >an AT X2 >an / / dudv fn(u,v)) = 0. (2.6.7)
On pose donc ) := 1\Z”X1|2an1|ZTLX2|Zan — fol fol dudv fp(u,v), auquel cas

B0 | Foyn) = ot o] / / dudv f,(u,0)
Commengons par étudier les n'. Par application du lemme 13 et de (2.6.6), nous
obtenons (la constante C' ne dépendant que de la matrice S) :
1 1
- + -
Bnvi —1 Jj—1

d’ol, en notant de nouveau I, l'intégrale de f,, (qui est positive) sur [0, 1]2

[Eni4 1 Fim)| < C( );

E(n']) = 0= 15)EQzxn x1 50, Yarx2za,) T 1 BE(L = 1am x1150, A7 X2)30,)
< |E(m")| + 21y,
1 1 1

CO(— + + - . 2.6.8
SR R A R 265
[nt]
Comme précédemment, pour obtenir (2.6.7), on majore les deux termes 31 /n? > E((n?)?)
i=2
[nt][nt]—i
et Bt/m% > Z E <\7]Z ]|E(7]Z+]|.7-"/n)|>, le terme 7} étant borné.
=2 j=1

Puisque |n?| < 1, on peut majorer |n'|? par |n?|, et grace a (2.6.8), nous obtenons (la

constante C; dépend ici seulement de S et de ) :

B4 [nt]
" E((nM)?) < Cy(a2 + a3 + al log(nt)). (2.6.9)
=1

Vue les majorations obtenues pour |E(n}")| et E(|n}'|), nous avons

[nt] [nt]—1 [nt] [nt]
B nE(nn | 'S N
n2 Z Z E (|771 E(niJrj’]:(zfl)/n)D < Can ; (IBTQL + 5n\ﬁ + i 14 Z ﬁn

i=2 j=1

IS

1
]
<C (ant3/2 + a2t + ant®? 4 a2 log(nt) (a2 + an vVt +t) + (a? log(nt)) 2)
(2.6.10)
Les membres de droite de (2.6.9) et (2.6.10) convergent vers 0 dés que o2 log(n) converge

lui aussi vers 0.
Sous cette hypothese, la convergence dans L? (2.6.7) est donc vérifiée.
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2.7 Le cas a,, = a constant

2.7.1 Cas dégénéré

On suppose d’abord que det S = 0 et 6 € Q. Nous reprenons les notations R et les choix
pour € et &’ du paragraphe 2.6.2. Ici la suite «;, est constante donc les ensembles R ne
dépendent pas de n ; nous les notons R.. Par uniforme continuité des trajectoires sur [0, t],
il existe un rang ng(w,t) a partir duquel la différence

[nt]

VPIXy) = b " R (X1 o X)L (XG0 Xi)
=1

est nulle. De méme qu’au paragraphe 2.6.2, la seconde somme est encore égale a

[nt] [nt]

Z 1R5 (i— 1)/n/b7 le/n/b Z Lz T(X1/a)|>a0

cette derniére égalité étant vraie & partir d’un certain rang (aléatoire). Les sommes renor-
Lyp +q(%I/Vl) ont donc la méme limite. On conclut en utilisant

malisées ﬁVf’q(X)t et 7 Va

la convergence connue en dimension 1 (cf théoréme 8) :

1
\/ﬁv,f(ny)t P, t\fap > oL

kEZ

avec ici v = o/a = o’ /b.

Supposons maintenant 6 ¢ Q. Pour € > 0 quelconque, on peut trouver M (e) telle que

P(supy<; | Xs| > M(e)) < e. Puisque 0 ¢ Q, 0ZNo'Z = {0}, et  := min{|ka—la/0], |ka| <

(e), |la/B] < M(g)} > 0. Par continuité des trajectoires, SUP1<i<[ng] |AT W] — 0 p.s.
On en déduit que, avec une probabilité supérieure a (1 — ¢) , a partir d’un certain rang,

V(X1 X%) —aPt ) 1 \ 1 =0.
( Z Xz/nX(z 1y/n<0 Xz/nX(z 1)/n

[nt]
Z 1{UWZ/,LUW(Z 1)/m<0} (avec X1 = oW). On

apq

ﬁVﬁ “(X); a donc la méme limite que

sait que ce terme converge vers \/gam'qL?(W), d’ou le résultat.

2.7.2 Cas non dégénéré

Dans ce paragraphe, la norme utilisée sera la norme sup : ||(z,y)|| = |z| V |y|. Nous
pouvons pour l'essentiel reprendre le raisonnement ci-dessus ; fixons 1" et considérons tout
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d’abord le cas du mouvement brownien standard dans le plan : S = ((1) (1]> On sup-
pose de plus que X n’est pas issu d’un point de le grille : P(Xg € (aZ)?) = 0 (on
peut méme supposer, puisque la loi de VP4(.) est invariante par translation de ok, k €
72, que presque siirement Xq € [0,1]?). Pour tout e, on peut trouver M(g) tel que
P(supy<p || Xs|| > M(e)a) < €. On sait par ailleurs que {X,, s > 0} N (aZ)? = 0 ps.
(cf [27]). La trajectoire étant continue, il existe donc pour chacun de ces sommets du
maillage une boule B(d;(w), (ka, o)) non atteinte par X sur le compact [0; 7]. On note
d(e) = inf{or, (ka,la), |k, |I| < M(e),(k,l) # (0,0)}. Vu ce qui précede, on ne peut
avoir simultanément [X!/a] # [X}] et [X2/a] # [X?/a] que si || Xy — Xs|| > 6(¢). Par
continuité des trajectoires, sup{||(X', X?);,, — (X1, X?);_1)/nll,1 <@ < [nT]} — 0 ps.
Par conséquent, avec une probabilité supérieure a 1 — &, V"Y(X)r est nul & partir d’'un
certain rang, qui dépend de la trajectoire. Ceci est valable pour tout € > 0, donc aussi
presque surement.

Deés que le déterminant S est non nul, (2.7.1) reste vrai dans le cas général. En effet,
les passages de niveaux de X' et X? se ramenent & des passages de niveaux des deux
browniens indépendant W et W', avec un maillage déformé (par S~!), et on peut encore
appliquer le raisonnement ci-dessus.

Lorsque le processus X est de la forme X = Xo + S.W, ott Xo/a ¢ Z2 p.s., VP4 X),
est donc nul a partir d’un certain rang, P-p.s.

Remarque. Nous avons supposé ici que X n’appartient pas & (aZ)?2. Si au contraire Xo = 0
p-s., nous aurons seulement

[nt]
Vi (X)e — o™ Z Lixy xy o <oplexe x2 ) <oy =0 (27.1)
i=1

& partir d’un certain rang : les seuls passages de niveau simultanés de X' et X? se pro-
duisent autour du niveau 0. Si ’on considere un mouvement brownien plan dont les com-
posantes sont indépendantes, issu de zéro, on peut calculer facilement ’espérance

[nt] [nt]
1 1 o 1
3 ; Lwy, wiy oy bz <0 | =3 T ; et <ﬂ> ‘

Ceci suggere pour V/*?(X); un comportement en Inn, lorsque n — +oo dés que Xy €
(aZ)?.

A partir de la dimension 3 par contre, aucune renormalisation n’est nécesaire lorsque
Xo =0 p.s., car on a par scaling :

[nt]
1 1 —)E 1 1
(X}, xt_y,,<0p X X (x4, x&_, ,, <0} {x}x} <oy X X lyxdxd <o}
i=1 i>1

ou la convergence a un sens car la limite est une variable aléatoire finie p.s. (a valeurs
entieres).
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Chapitre 3

p-variations de semimartingales
discontinues arrondies

Rappelons les notations concernant les arrondis utilisées dans toute la suite : [z] est
la partie entitre du réel z, {#} = x — [z] sa partie fractionnaire, et A, X représente
accroissement o, ([X;/n/an] — [X(i—1)/n/n]) du processus X arrondi & oy, preés.

On considere dans cette partie une semimartingale réelle X et une suite de pas d’arron-
dis (ap)p>1; pour une fonction réelle donnée f, on s’intéresse aux comportements asymp-
totiques des sommes f-variationnelles avec arrondis de X, notées V,,(f, X ), éventuellement
renormalisées (V,/(f, X)) :

[nt] [nt]
i=1 =1

Les fonctions les plus couramment utilisées en pratique sont les fonctions puissances, nous
noterons dans ce cas particulier VP(X) = V,,(f, X) et ViP(X) = V! (f, X) = n?/?VP(X),
lorsque f est la fonction : f(x) = |z|P. On supposera dans toute la suite que o,, — 0, et
que la suite 3, = /nay, converge dans [0, +00] :

B = an\/ﬁ
Bn — B €10,+], a, — 0.

On note inf, 8, = B3, ainsi que, lorsque 3 < +o0, sup,, B, = 3.

n . TR .z
Pour un processus quelconque Z, on notera Zt( )= 7 [nt]/n 168 Processus discrétisés associés.
On considerera I’hypothese classique suivante :

Hypotheése (H1). Les caractéristiques (B, C,v) de X vérifient
t t
At:/ bsds, C’t:/ olds, v(dt, dx) = dtFy(dx)
0 0

ot les processus considérés sont tous supposés adaptés, et o est cadlag positive. De plus,
b] et [ (2* A 1)Fy(dx) sont localement bornés et l'ensemble des zéros de o est de mesure
de Lebesgue nulle.
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Le processus X est alors une semimartingale d’It6 et, quitte a élargir 1'espace €2, il
existe une mesure de Poisson p, de mesure d’intensité la mesure de Lebesgue ¢ = dtdx sur
R4 x R, une fonction ¢ : 2 x Ry x R — R, et un mouvement brownien standard W tels
que 'on ait la représentation suivante de X :

¢ t t
Xt =Xo +/b5ds + /O’SdWS +/ /5(57:C)l{|5(s’m)|>1}p(ds,dx)
0 0 0JR

+ /0 /ﬂg(s,x)l{(g(s,m)Sl}(p—q)(ds,da:). (3.0.1)

3.1 Reésultats

3.1.1 Lois des grands nombres

Lorsque X est une semimartingale continue, et f & croissance au plus quadratique,
on connait (d’apres Delattre [8]) la convergence localement uniforme en probabilité de
%V’ (f, X) vers fo (f,B,05)ds, ot 'on a noté, h désignant la densité d’une variable nor-
male centrée réduite,

T(f,8,0) / / %)dxdu si 8> 0, (3.1.1)
T(f,0,0) = /R h(z)f(oz)dz. (3.1.2)

On notera encore I'P(3,0) := I'(8, 0, f) lorsque f est la fonction puissance x — |z|P. Re-
marquons que I'(f, 5,0) < 400 pour toutes les fonctions considérées ici, qui sont au plus
a croissance polynomiale.

Par ailleurs, en ’absence d’arrondis, le comportement asymptotique des p-variations de
semimartingales est bien connu (cf par exemple [13] qui donne des résultats aussi exhaustifs
que possible sur le sujet). Si X est une semimartingale, et f une fonction continue, notons
Un(f,X) et U, (f, X) les f-variations de X (non arrondi) :

[nt]

[nt]
X)e=)  [(A}X); Un(f. X t—zf Vi ATX)

Les convergences suivantes sont alors vérifiées :

(i) si X est une semimartingale d’It6 et f(r) = 0+o0(2?) (ou simplement & croissance
polynomiale lorsque X est continue), alors,

t
Ll p 1,0, 04)ds

0

LS, X

t
V20 [t 30 AX. P
0

s<t
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(iii) si f est une fonction continue, telle que f(z) = o(x?) en 0, alors :

Un(f, X): 222 ST raxy). (3.1.3)

Lorsque la semimartingale est de plus entachée d’erreurs d’arrondis, les mémes cas sont
a distinguer. Pour les p-variations renomalisées, la présence d’arrondis modifie la limite :
Théoreme 20. Soit X une semimartingale vérifiant I’hypothése H1.

(i) Supposons que B < +oo. Alors, pour toute fonction réelle continue f telle que
f(z) = 0100(2?), nous avons :

1 wp [
LX), l'—ff/o I(f, 3,04)ds. (3.1.4)

St on suppose en outre que X est continue, on peut affaiblir ’hypothése sur f en
supposant seulement que f est a croissance polynomiale.

(ii) Supposons que B, — 400 et ay, — 0. Alors, pour toute fonction f continue bornée,

L x v ) (3.15)

Remarques. Dans le cas continu, on retrouve la convergence montrée avec des hypotheses
légerement différentes dans [8].

Pour le (i), on peut supposer seulement o optionnel et non cadlag. Nous effectuerons
la démonstration sous cette hypothese.

Pour les sommes non renormalisées, par contre, sauf dans le cas limite quadratique, la
limite est la méme qu’en 'absence d’arrondis.

Théoreme 21. Supposons que X vérifie Hi et B < +oo. Alors
1 skp [*
VR0 = V20 / r2(8,0,)ds + 3 [AX,2
0 s<t

Théoréme 22. Si f est une fonction continue, telle que f(x) = o(x?) au voisinage de 0,
et telle que de plus n(|f(ay)| V |f(—an)|) — 0, alors dés que oy, — 0, on a :
n

s<t

Lorsque 3, converge, on retrouve la condition f(z) = o(2?) en 0 requise en I’absence
d’arrondis.
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CHAPITRE 3. VARIATIONS DE SEMIMARTINGALES ARRONDIES

En particulier, pour les fonctions puissances, en supposant Hq vérifiée dans les deux
premier cas, on obtient, en supposant de nouveau g fini :

t

Sip <2, P21y x) bl / TP(8,0,)ds (3.1.7)
0
) 0 o SEP [t o 2
Sip=2, V2(X) 25 | T?(B00)ds + > |AX,| (3.1.8)
0 s<t
Sip>2, vex) 2 ST ax, (3.1.9)

s<t

IN

Remarques. Notons que dans le premier cas (théoreme 20), on obtient la méme limite
que celle donnée dans par exemple [8], ce qui est naturel; en ’absence d’arrondis déja, la
limite obtenue pour p < 2 est la méme que celle d'une semimartingale continue : I'influence
des sauts est, du fait de la renormalisation, négligeable. La renormalisation adéquate est
en outre la méme que celle requise lorsqu’il n’y a pas d’arrondis; une nouvelle fois, cela
s’explique assez naturellement : I’hypothese faite sur S revient a considérer que l'erreur
d’arrondi et la taille " typique” des accroissements de la semimartingale sont du méme ordre
de grandeur. Les accroissements de la semimartingale arrondie sont alors encore du méme
ordre de grandeur que ceux de la semimartingale non arrondie, d’ou une renormalisation
similaire. Le résultat lorsque 8 est infini est cohérent avec la limite obtenue lorsque 1’on
fait tendre g vers l'infini dans (3.1.4) ; il est cependant tres insatisfaisant, vu la contrainte
sur la fonction f et le peu d’informations données par la limite.

La limite pour les sommes non renormalisée (théoreme 22) est par contre celle obtenue
en I’absence d’arrondis (cf [13]), avec la méme renormalisation (c’est a dire aucune). Ici, les
sauts sont prépondérants devant les accroissements du brownien, et ’erreur d’arrondi, des
que a,, — 0, devient négligeable devant la taille des sauts, quel que soit le comportement
de (,. On notera néanmoins que cela n’est vrai qu’au premier ordre, la limite obtenue
dans le théoreme central limite -lorsqu’il y en a un- étant modifiée par la présence des
arrondis, comme indiqué dans la section suivante.

De méme qu’en 'absence d’arrondis, I’hypothese H1 n’est pas utile lorsque la limite est
uniquement due aux sauts, ce qui est assez naturel, la démonstration étant tres similaire
dans notre cas. Par contre nous avons besoin de cette hypothese pour obtenir la limite
des variations quadratiques, alors qu’en ’absence d’erreur d’arrondis la convergence vers
le crochet de la semimartingale s’obtient sans hypothese supplémentaire.

3.1.2 Une loi des grands nombres dans le cas multidimensionnel
Dans la deuxiéme partie, nous avons étudié en détail les différents comportements pos-

nt]

sibles des p, g-variations Y |A; X![P|A; X?|? d'un mouvement brownien bidimensionnel,
i=1

en fonction du rang de la matrice de covariance. A 'aide des résultats préliminaires montrés

dans cette deuxieme partie, les lois des grands nombres montrées ci-dessus se généralisent
assez aisément aux p,g-variations d’une semimartingale bidimensionnelle. Considérons
X = (X!, X?) une semimartingale bidimensionnelle dont les deux composantes vérifie
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chacune ’hypothese Hq. Pour i = 1 ou 2, X* admet alors la décomposition suivante :
X; = X(’)—i—/ b’sds—l—/ otdWy +/ /1|5i(x)|<1(p’ —q)(ds, dx) (3.1.10)
0 0 0o JR

t
+/ /1|5i(x)|>1pl(d8>d9«“)
0 Jr

avec les mémes notations que précédemment, excepté pour W, ol et o2 qui sont & présent
bidimensionnels. 11 est toujours possible de prendre p' = p?, mais cela n’est pas nécessaire
pour ce qui suit.

Considérons pour X I'hypotheése suivante :

Hypothese (H;). Chacune des composantes de (X,Y) vérifie Hy. De plus | Det <§,> |1
est localement borné.

Notons, pour tous p > 0, 6,6 € R?, et toutes fonctions f, g pour lesquelles I'intégrale ci-
dessous est bien définie (en particulier toute fonction continue a croissance polynomiale) :

L(f,g,p,0,0")

1 1
- / / dudv / / dy' dy?h(y () f (ol + (51 52)0/0)) 9 (ol + (5,520 /0]) |
0 0 RJR

et, pour toutes fonctions f, g, tous 8,t > 0 et tout entier n > 1,

[nt]

Vi(f.9,8,X):=>_ f(vn A X)g(vn AT X?).
=1

Nous pouvons a présent énoncer le théoreme :

Théoreme 23. Soit X une semimartingale bidimensionnelle vérifiant ﬁl. Supposons que
0 < B < +oo. Soient f, g deux fonctions telles que f(x) = o(z?) et g(x) = o(z?) en
Vinfini. Alors

1 o Lup [

o 22 Valfi9.8,X) == | T(f9,8,05,0)ds.

=1

Ce résultat se démontre sans difficulté en suivant la démarche du cas unidimension-
nel, grace au corollaire 15 démontré dans la deuxiéme partie. Le passage aux dimensions
supérieures ne pose en outre pas de probleme particulier (sinon la lourdeur des nota-
tions...), une fois obtenu le lemme 14 qui généralise & une dimension quelconque le résultat
sur 'approximation de la partie fractionnaire d’une variable, lorsque celle-ci a une densité
suffisamment réguliere.
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3.1.3 Théoreme central limite

Lorsque la limite est la somme des sauts (i.e. dans le cas de (3.1.6)), avec I'hypothese
supplémentaire f = o, (z%), il existe, pour les semimartingales non arrondies, un théoreme
central limite associé avec la vitesse ﬁ Ce n’est pas le cas ici. En effet, un terme d’erreur
supplémentaire dii aux parties fractionnaires des AX;/a,, intervient, qui n’a en général
pas de limite, comme on peut le constater sur I’exemple élémentaire ci-dessous.

On suppose que ayy/n = 1. Posons Xy = Wy + 1i74(f), ot W est un mouvement
brownien standard et 1" le premier temps de saut d’un processus de comptage indépendant.
Soient par ailleurs m; une suite d’entiers telle que {\/m;} — a, 0 < a <1, et U,Y deux
variables indépendantes (entre elles et de JF),suivant respectivement la loi uniforme sur
[0,1] et la loi normale centrée réduite. Alors pour tout temps ¢ > 0 et toute fonction C!
telle que f = o,(z?), on vérifie que :

VIUVa (£, X)0 = f(Dlizr) =5 (F DU +Y +a] = a)lior (3..11)

Selon les sous-suites choisies, on peut ainsi trouver des limites de la forme f/'(1)([U +
Y +n]—mn), pour tout n € [0, 1], par exemple en considérant la sous-suite m; = n%42nn. On
ne peut donc espérer obtenir un théoreme central limite avec les hypotheses tres générales
requises dans [13]; il est par contre possible de prouver un résultat de tension. Introduisons
a cet effet ’hypothese suivante :

Hypotheése (Hz). Hi est vérifiée, et de plus il existe une suite croissante de temps d’arrét
Tn, tendant vers +oo et une suite de fonctions déterministes Gy, telles que |0(w,t,x)| <
Gn(x) sit < mp(w) et [z 1A Gn(z)?de < +oo.

L’hypothese Ho est assez classique, et déja requise lorsqu’il n’y a pas d’arrondis. Notons
que la condition supplémentaire sur les sauts est strictement plus forte que la condition
sur [ F2 A1 de Phypothese H;. Nous avons alors le

Théoréeme 24. Soit X une semimartingale vérifiant Ha, (o) une suite de réels positifs
tendant vers 0 et A™ une suite de processus adaptés tels que pour tout entier n et tout
(w,t) € A x Ry, |X; — A?| < ay,. Soit de plus f une fonction de classe C? telle que
f(0) = f'(0) = 0 et de plus f"(x) = O(z) au voisinage de 0. Si 3, — 400, on suppose
de plus que |f’| est majorée par une fonction g symétrique, croissante sur Ry et telle que
g(z) = O(x?) au voisinage de 0, avec de plus ng(4ay,) bornée. Alors la suite de processus

ViU - Y rax,)

s<[nt]/n
est tendue, relativement a la topologie de Skorokhod.

Remarquons que la condition supplémentaire lorsque g est infini est automatiquement
vérifiée lorsque [ est fini. Notons par ailleurs qu’ici la forme particuliere de l’erreur n’a
aucune importance, seule son amplitude maximale est a prendre en compte. En ’absence
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d’erreur par exemple nous retrouvons la tension de n(Un(f,X) = > s<jn/n [(AX5)).
Pour le cas particulier des erreurs d’arrondis auquel nous nous intéressons, nous déduisons

du théoréme 24 la tension de la suite v/n Aa; ! (Vn(f, X)— ng[nt]/n f(AXS)). Il est sans

doute possible d’affaiblir I’hypothese de régularité de la fonction f et de la supposer de
classe C? sur un voisinage de 0 uniquement et C' en-dehors.

Nous avons vu que Ho ne peut suffire a 'obtention d’un théoreme central limite; un
tel théoreme est néanmoins envisageable si I'on ajoute des hypotheses sur la structure des
sauts. Nous utiliserons I'’hypothese Hs :

Hypothése (Hsz). Ha est vérifiée, et de plus la mesure F; est, en tout temps et pour
tout w, absolument continue par rapport ¢ la mesure de Lebesque. On suppose en outre
que o ne s’annule pas au voisinage des temps de saut et que la convergence vers 0 de
Jz 0(x, 5)21|5(m’8)|§ndzx est uniforme en s.

Remarques. L'hypothese Hj est relativement contraignante sur F' (donc §) ; nous n’avons
ici qu'une hypothese suffisante pour que le théoréme central limite soit valide, néanmoins
on ne peut éviter des hypotheses de régularité (comme nous l’avons vu dans le contre-
exemple élémentaire ci-dessus) pour assurer la convergence en loi de la partie fractionnaire
de I'amplitude du saut.

Notons par ailleurs que I’hypothese Hs présentée ici peut sans doute étre tres légerement
affaiblie, comme nous le verrons dans la démonstration. Cette hypothese permet d’assurer
la convergence de {AX;/ay,} vers la loi uniforme sur [0, 1], or Tukey a amélioré dans [32]
le résultat de Kosulajeff en donnant une condition nécessaire et suffisante sur la fonction
de répartition F' de la variable A pour que la partie fractionnaire de 0 A converge vers la
loi uniforme, a savoir la convergence vers 0 de la transformée de Fourier-Stieltjes de F' en
+oo. (Le résultat de Kosulajeff s’en déduit immédiatement grace au lemme de Riemann-
Lebesgue.) La condition sur les sauts peut aussi étre affaiblie puisque en pratique nous ne
I'utilisons qu’au voisinage des temps de saut.

L’énoncé du résultat nécessite quelques notations supplémentaires. On considere une
extension (Q, F, P) de (€, F, P) sur laquelle sont définies les variables suivantes : les Uy,
U, et V, sont des variables uniformes sur [0, 1], et les Yy, Y des variables normales centrées
réduites, indépendantes entre elles et indépendantes de F.

On note

Z(f) =Val£, X) = Y f(AX). (3.1.12)

s<[nt]/n

On considere par ailleurs une suite S, de temps d’arrét épuisant faiblement les sauts de
X. Posons alors

Cq =05,V Ve Yy, (g=05, V1=V Y] et ¢ = G+ g
On définit enfin

Ly = [Ug + Ugliaxs, 200 + G /8] = Ugliaxs,20p 8160 — 0 < B < Foo,  (3.1.13)
Ly = Uy + Ugliaxs, 20] = Ugliaxs, 20} 51 B — +00. (3.1.14)
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Nous pouvons & présent énoncer un théoreme central limite associé a (3.1.6) :

Théoreme 25. Soit X une semimartingale vérifiant Hs, soit f une fonction réelle de
classe C' et C? sur un voisinage de 0 telle que f"(z) = o,(z), et f(0) = f'(0) = 0.
On suppose toujours que o, — 0, et de plus, lorsque (3, diverge, on suppose que |f'| est
magjorée par une fonction g symétrique, croissante sur Ry vérifiant : g(x) = o(x?) en 0 et
ng(2a,) — 0. Alors

Si By — 0, vaz"(f) =¥ 3 paxs,)¢ (3.1.15)
Se<t
Si B, — B, VnZ"(f) L > f(AXs,)BL, (3.1.16)
Se<t
Si By — 400, aizn(f) L8N p(AXs)L, (3.1.17)
n Sy<t

Notons que, si ce théoreme central est valable des que «, — 0, la vitesse de conver-
gence est variable; elle reste cependant (comme attendu!) inférieure ou égale a la vitesse
\/n obtenue en I'absence d’arrondis.

Par ailleurs, comme pour la tension, seule la partie concernant la vitesse de convergence
des g(2ay,) est une condition supplémentaire lorsque 3,, — 400 par rapport aux conditions
lorsque (8 est fini, et elle est automatiquement vérifiée si G est fini.

Les sommes précédentes sont bien définies, et leurs lois, conditionnellement a F, ne
dépendent pas de la suite (S;) choisie (cf [13] et la démonstration du théoreme 25). Nous
noterons par la suite A (f) cette limite (dont la définition dépend du comportement de £,
considéré).

La limite lorsque 8 = 0 est celle déja connue en I’absence d’arrondis (I'influence des
erreurs d’arrondis est donc négligeable). Le remplacement des ((’1’ par les L, dans les deux
autres situations s’explique une nouvelle fois a partir de la forme (0.0.3) des accroissements.
En effet, pour un temps de saut donné S, € [(i —1)/n,i/n], la contribution a la limite du
saut correspondant A X, proviendra de la différence o, [{ X ;1) 5/ cn }+A7F X/ |- A X,
qui vaut encore

T B e R R = ) R CER )

Qn n Qp

Les ¢, obtenus lorsque 3, — 0 suivent une loi (conditionnellement a F) gaussienne si o
et X n’ont pas de saut commun et ont pour variance, de maniere générale, (Jé, + O'%q) /2.
q

Ce n’est plus le cas ici, mais nous pouvons toujours calculer les premiers moments des
L, conditionnellement & F : ces variables sont centrées et leur variance est égale (avec la
convention 1/00 = 0) &

1 11
6T @5(0?%— +08,)-
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Il n’est pas évident a priori que ces variables soient centrées ; cela est simplement du au fait
que E([U +z]) = x pour tout réel z. Le processus v/nAa, Z"(f) converge donc stablement
en loi vers une variable dont la variance, conditionnellement a F, est égale a

51X (B ADG + (A ) 5(0% +d)

Sq<t

Comme attendu, lorsque 8 = 0, seuls restent les termes %(J?gr + O'%q), et la variance

conditionnelle est celle observée en ’absence d’arrondis. Lorsque ’arrondi est important,
dans le sens ou 5 = 400, on constate qu’au contraire les arrondis éliminent 'influence de
la partie martingale continue dans la limite. Enfin pour le cas intermédiaire 0 < § < 400,
la présence d’arrondis entraine une limite dont la variance est strictement supérieure a
celle obtenue en 'absence d’arrondis, et croissante en f3.

3.1.4 Perspectives

Ces résultats sont malheureusement incomplets, et en particulier deux éléments man-
quent ici : d’'une part un théoreme central limite associé a la premiere loi des grands
nombres (Théoreme 20 (i)), et d’autre part certaines convergences lorsque /3, — +o0.

En ce qui concerne un éventuel théoreme central limite, dans le cadre diffusif (donc
os = 0(Xs)), lorsque 3, — f, la convergence en loi stable suivante est donnée dans [9] ou
8] :

ﬁMme—Ammmamﬂﬂ/mﬂmanmm

/E U+asY/6]Y|f)dX LB

ott B’ est une certaine martingale continue (définie sur I'espace élargi) dont la varia-
tion quadratique est une fonction (connue) de la trajectoire de o(Xy), et f(z,u,y) =

o'(x)

) (2 o — 3)yf(Blu+y/F]). La premiere intégrale est un drift qui est di a 'ecart entre

la densité des accroissements de la diffusion et la densité du brownien par lequel on les
approxime. On peut donc s’attendre, s’il y en a une, a une limite similaire, mais avec
un drift modifié, défini non plus a partir de la fonction ¢ mais plutot en fonction de la
trajectoire de o. La difficulté réside ici dans I’absence (en général) de densité calculable
pour les accroissements de la semimartingale.

Les difficultés lorsque 3, — +oo sont assez similaires : pour une diffusion, un point clé
de la démonstration est la comparaison entre la densité des accroissements de la diffusion
et celle d’accroissements browniens. Il n’est évidemment plus possible de procéder ainsi
avec une semimartingale, et la méthode utilisée lorsque 5, — +oo consiste, pour étudier
I’accroissement Z?X , a remplacer les processus X par un processus proche, mais dont
les variations sont browniennes au voisinage du point (i — 1)/n. Lorsque 3, — 400, on
approche f(A; X) par I'(f, Bn,T(i—1)/n), qui converge simplement vers f(0) lorsque f est
bornée. Considérons maintenant un cas simple dans lequel f n’est pas bornée, et f(0) =0
a savoir f(z) = |z|. Lorsque n — 400, B,I'(f,Bn,0) — /2/mo. La renormalisation
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naturelle pour une loi des grands nombres serait donc non plus en 1/n, mais en ,/n, et
dans ce cas, les approximations utilisées quand f est bornée ne sont plus suffisamment
précises pour assurer la convergence.

3.2 Résultats préliminaires

3.2.1 Localisation

Commengcons par montrer que 'on peut se placer sous les hypotheses plus fortes H],
/ / 17!
2 3 et Hl :

Hypothese (H}). On a Hi, et de plus, o, |b| et |X| sont bornés (par une constante
M < +00).

Hypothése (H}). Chacune des composantes de (X,Y) vérifie 7/-271, et de plus det(c,o’)™"
est borné.

Hypotheése (H)). On a Ha, H}; de plus il existe une fonction G bornée vérifiant les
mémes hypothéses que les Gy, et en outre |§(w,t,z)| < G(x) pour tous w,t, .

Hypothese (H5). H5 et Hs sont vérifiées.

Lemme 26. Si le théoréme 20 (resp. 21, resp. 23, resp 25) est vérifié sous HY (resp H},
resp. MY, resp. Hb, resp. Hy), il Uest aussi sous Hy (resp Hi, resp. Hi, resp. Ha, resp.
H3) Si le lemme 31 et le théoréme 25 sont vérifiés sous Hb, ils le sont aussi sous Ha.

Les démonstrations de ces résultats seront donc toutes faites sous ces hypotheses glo-
bales :H) et H} pour les lois des grands nombres, H5 pour la tension (théoreme 24) et 1}
pour le théoreme central limite et le lemme 31.

Démonstration. On reprend la démarche habituelle (cf par exemple [16]). Supposons H ;
il existe alors une suite de temps d’arrét (7;) croissant vers +oo telle que pour tout s < T,
|05, |bs], | Xs| et [p(z? A1)Fy(dz) et |AX,| sont majorés par i. On construit des processus
b'c* de la maniere suivante :

O'g = O—S'l{ngi}7 b; = bsl{ngi}~ (321)

La semimartingale X* ci-dessous vérifie par construction H :
‘ t t tAT;
X! =Xo —i—/ bids —i—/ o dWy —|—/ / Tl cpz)<iyp(ds, dz)
0 0 R

0
tAT;
+/ /$1{|x§1}(/ﬁ— v)(ds, dz).
0 R
De plus, (cf [16]), les X* ainsi construits coincident avec X sur [0, 7j[ :

s<T;, = X! = X,p.s. (3.2.2)
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3.2. RESULTATS PRELIMINAIRES

Les sommes variationnelles, en tant que fonctions de la trajectoire de X (non anticipa-
tives) vérifient alors la méme propriété : par exemple pour V/, V/(f, X*); = V!(f, X)s pour
tout s < T, presque sirement (et pour tout entier n et toute fonction f). Si f; vérifie les
hypotheses du théoreme 20.(7) et fo celles du (iii), et que I'on suppose le théoreme vérifié
sous H}, alors, pour tout entier i,

1 ~lup 1 :
Vil X ([T, ,00)as) (323)
0
9 viv SEP, [f i
V2(XH) 25 (| T%(B,00)ds + > |AXEP), (3.2.4)
0 s<t
Vol(f2, X1 25 (O f2(AXD)), (3.2.5)
s<t
Posons €;; := {w € Q,t < T;}. Considérons par exemple la premiere convergence. Vu

la définition de la convergence localement uniforme en probabilité, il suffit de montrer le

résultat pour des processus considérés seulement sur l'intervalle [0, ¢], pour tout ¢ > 0. On

peut donc fixer ¢ pour ce qui suit. Pour tout ¢, sur ©;+, on a %Vé(fl, Xt = %V,fb(fl, X)¢ et

f(f L(f1,B,0')ds = fg I'(f1,8,05)ds; on conclut en utilisant (3.2.1) et le fait que, pour tout

t, P(Q;+) — 1. On procede de méme pour la convergence pour la topologie de Skorokhod,
(]

qui est elle aussi locale (i.e. il suffit de montrer la convergence sur [0, t], pour tout ¢ > 0).
Pour la convergence stable (et la tension), on définit de méme les processus X', qui
vérifient toujours (3.2.2), ainsi que H,, en considérant cette fois-ci les temps d’arréts
T! :=T; A 7;. Considérons par exemple la convergence en loi stable (3.1.15) dans laquelle
on notera la limite Z. Il s’agit alors de montrer que pour toute variable aléatoire A F-
mesurable bornée et toute fonction H bornée continue sur 'espace de Skorokhod, on a

E(AH(VnZ")) — E(AH(Z)).

On peut encore se restreindre sans perte de généralité & des fonctions H? telles que H*(z)

dépende uniquement des valeurs prises par z sur le segment [0,t]. Pour tout ¢ et tout 4,

la convergence E(AH!(\/nZ™")) — E(AH'(Z")) est vérifiée par les processus Z™! et Z°
n

associés & X', Sur 'ensemble {t < T}, pour tout s < t, on a encore Z" = ZI"' et Z, et
Z! ont la méme loi conditionnelle, puisque celles-ci ne dépendent que des trajectoires de
X et de o pour le premier et de X* et 0% pour le second, sur I'intervalle [0, s].Nous avons
donc E(AH'(\/nZ™)li<r,) — E(AH'(Z)14.7,) (Vindicatrice introduite étant elle aussi

bornée et F-mesurable). On peut conclure en faisant converger i vers l'infini, les variables
considérées étant bornées.
O

3.2.2 Résultats préliminaires connus

Rappelons un résultats de [8] que 'on utilisera; C' désigne dans toute la suite une
constante, qui peut éventuellement changer de ligne a ligne. On rappelle que h est ici la
densité d’une variable normale centrée réduite.
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Lemme 27. (Delattre 1997)

(i) Soit f une fonction intégrable : [0,1] — R ; il existe une constante C' indépendante

de f telle que
‘/ f{x/a})dx — / f(u)du

(ii) Soit f une fonction borélienne bornée, N € N — {0}. Alors, pour tous p,0 > 0 et
u € R,

[ o) [ m sl fex}ﬁy dyds — / | n) 1ol + 6/

C
< Il

(iii) Pour toute fonction f a croissance au plus polynomiale, la fonction 6,m+— T'(f,0,n)
est continue.

< Ca/ | f(w)|du (3.2.6)

Nous utiliserons surtout l'inégalité (3.2.6) sous la forme une peu plus générale (3.2.7)
ci-dessous : soit f 1ntegrable sur [0,1], @ un reel La fonction ¢ : g(v) = f({a +v}) et f
ont alors méme intégrale : fo v)dv = fo u)du. En appliquant (3.2.6) & la fonction g,
on obtient

|/ f{a+z/a}) dx—/ f(u)du| <C’a/ | f(u)|du. (3.2.7)

Notons aussi que le majorant du (i7) est trés simple et en particulier ne dépend pas
des parametres 6 et p.

Nous rappelons enfin deux résultats simples permettant de nous ramener a une vola-
tilité continue et inférieurement bornée :

Lemme 28. On se place sous hypothése H). Alors

(i) 1l existe une suite uniformément bornée de processus P continus tels que

t
E </ (05 35)2ds> — 0
0 p—o0

1 K 2
92E(/0 (o0sVO—o0s) ds> BO.

Rappelons la preuve du (7i), montré avec des hypotheses légerement plus fortes dans
[8]. Pour tout w et tout s > 0,

os| VO —|os 2 Os

(i) Pour tout 6 > 0

0

Sous I’hypothése Hi, ce terme converge vers 0 pour presque tout s et tout w lorsque 6
tend vers 0. On conclut avec le théoreme de Lebesgue.
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3.2.3 Remplacement des accroissements de X par des accroissements
browniens

Par la suite, les accroissements de X sur un petit intervalle seront souvent remplacés par
les accroissements d’un mouvement brownien sur le méme intervalle. Cette approximation
est 1égitimée par le lemme 29 ci-dessous. Fixons pour ce qui suit une suite o vérifiant les
hypotheses du lemme 28.i. Soient p un entier et # > 0 un réel, nous noterons ci-dessous,
oP? =GP v 6 (lorsque p et § sont supposés fixés, on notera encore abusivement & = o??).
Définissons les processus

X,(t) i= Xy + 0s(Wepy — Wy) et XL(t) = Xops — Xo(1), (3.2.8)
et, pour tout 0 < § < 1/2, les ensembles
K% :=[0,8] U1 —0,1].

Encore une fois, précisons que les processus X et X’ ci-dessus dépendent implicitement de
p et de 0. Alors

Lemme 29. Supposons H vérifiée et § > 0. Il existe une constante C telle que, pour
toust>0,0<0<1/2,0<6<1 ettousn,j>1,

[nt]—j+1 e .
1 X i—1)/n -
=Y E <1K59({(”/(9/”)})> < Ct5(0 + B) (3.2.9)
[t On
et
nt]—j+1 . .
limsup—[ ]ZJ: PUX! 1 (L)) > Sam) < C]/tE(U ~5)%)ds. (3.2.10)
T T

Démonstration. Supposons dans un premier temps vérifié le lemme 30 suivant :

Lemme 30. Supposons H'. Alors,
(i) pour tous s, t, a« >0 et tout 0 < 7 < 1/2,

E <1KT<{Xjft)}>m>

(i) De plus, pour tous s,t >0 et tous 0 <n < 1,7 <1,

<Cr(1+ -

m). (3.2.11)

C s+t s+t
P(‘Xé(t)’ > T|fs) SﬁE </ ((77« — 55)2617’ —|—/ /ﬂ§$21{|x<n}l/(d7', dx))

Ct 1
— 1+ - 212
o) (3:2.12)
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La majoration (3.2.9) est une conséquence immédiate de (3.2.11). Il reste donc a déduire
(3.2.10) de (3.2.12). En appliquant (3.2.12) avec 7 = dap, t = j/n et s = (i — 1)/n, puis
en sommant pour un 7' > 0 donné, sur ¢ = 1...[nT] — j, on obtient :

[nT]—j .
Z]p(p(ﬂ 0 (G/m)| > and) < & <T—|— T> (3.2.13)
- (i-1)/n = nBno .

Jj—1 T
~ 2
25 ZE (/k/n(‘fr = O((nr)—k)/n) d?‘)

([ [ nmtonan)

La premiére partie du majorant converge vers 0 lorsque n — 4+00. On majore la deuxiéme

par
i—1
i ([ o rar) g ([ o
—F op —0op)dr | + 5= E Or — Ofpr—kl/n) dr | .
g \Jy =) 2 2P\ o i)

Le second terme de cette expression converge lui aussi vers 0 lorsque n croit puisque o est
continue bornée. Les majorations précédentes sont valables pour tout 0 < n < 1; il suffit
donc pour conclure de prouver que

_l’_

T
limsup E (/ dr/ x21w|<,7F,,(dx)> — 0. (3.2.14)
n 0 R n—0

Fixons w; grace a hypothese H), pour tout 0 < r < T, fR x21|x‘§nFr(dx) < M. Cette
intégrale converge aussi, pour tout r, vers 0 lorsque 7 — 0. Par le théoréeme de Lebesgue,
I'intégrale fOT dr fR x21‘x|§nFr (dx) converge aussi vers 0 ; elle est de plus majorée par T M.
Ceci est valable pour tout w, et une nouvelle application du théoreme de convergence

dominée donne (3.2.14).
O

Il reste a démontrer le lemme 30.

Démonstration du lemme 30. Le premier résultat est une conséquence du lemme 27. En
effet,

POy = | [ nee 2
For 1 1
< / ) 1gs({ X Jras \[})da:—/o lKT(u)dul—l-/OlKT(u)du

<C

).

(0]
<C5(1+
< o9 a5\t
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Pour traiter la majoration (3.2.12), décomposons X' :

X!(t) = s+t(o— —og)dW, + s+tb dr + - xl ( —v)(dr,dx)
s - i T s T . T . ® {lz|<1}\H —V r,dx
s+t
+/ /Rxl{ubl}u(dr,dx).

Fixons n > 0 quelconque. Alors, en modifiant la fonction de troncature, on obtient :

s+t s+t
X (t) —/ (o — 05)dW, —l—/ b.dr —/ /azln<x|<11/ (dzx,dr)
s+t s+t
/ /x1x|>n,u (dr,dz) + / /x1|x<77 —v)(dr,dx).

Il suffit pour conclure de majorer la probabilité pour que chacun de ces cing termes
soit supérieur a 7/5. On étudie ces cinq probabilités séparément, en utilisant I'inégalité de
Markov et 'hypotheése H) (pour la quatriéme, rappelons que le processus X est supposé
borné donc ses sauts le sont aussi) :

P S+t<0'7’_&s)dwr|>7'/5 g%E( S+t(gT_o’—jg)2dr);
(] ) =

s+t s+t Ct
P <|/ bydr| > T/5> < C/ B(lbo)ar < £t
S T S T

s+t 5 st , ot
P (‘/S A|$’1n<|x|§1V(dT, d$)’ > T/5> < ml FE </R.T 1|x‘<1y(dr7 dx)> < E;
s+t 5 st ) ot
2 c ot
" <|/s /R|$!1x|>n,u(dr, dz)| > T/5> < E(Tﬁ/s /Ra; v(dr,dx)) < g
t 25 t 2
P <|/ /Rx1x|§n(u —v)(dr,dz)| > 7‘/5> <E = (/ /Rxl{xkn}(“ —v)(dr, da:))

2 t
SE(TZ)/ /R$21|z|gnV(dT7d$))- (3.2.15)

On obtient le résultat voulu en rassemblant ces cinq majorations.
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3.3 Preuve des lois des grands nombres pour les p-variations
renormalisées

3.3.1 Le cas 3, — 0 (Théoréme 20.i)

Nous traitons ici le cas 8 = 0, pour lequel la démonstration du cas général n’est
pas valable, en nous ramenant a la convergence bien connue lorsqu’il n’y a pas d’arrondi
(cf [13]). Sous ’hypothese H/, nous allons montrer dans un premier temps que lV’ " (f, X)
converge localement uniformément, en probabilité, vers fo (f,0,05)ds pour toute fonction
f uniformément continue, puis nous en déduirons le résultat pour toute fonction continue
telle que f(x) = o(x?) en I'infini.

1. f uniformément continue

Supposons dans un premier temps f uniformément continue. Il suffit alors de remar-
quer que |A;'X — A?X| < a,,. On en déduit la majoration :

[nt]

VX0 SN St s (f(s+9) = f(0)]

seR,e<f,

[nt
Puisque Z f(v/nA'X) converge localement uniformément en probabilité vers

fo (f,0,05) ds il en va de méme de n=*V’(f, X), grace & I'uniforme continuité de

2. Cas général
Supposons & présent f continue et telle que f(x) = o(z?) en l'infini. Notons, pour
a >0, fa la fonction continue égale a f sur | — a,a[ et constante en dehoNrS, qui est
uniformément continue. Vu ce qui précede, on a la convergence de V! (fa, X) vers

(fa, 0,0)¢. Il reste a vérifier que d’une part, pour tout a > 0,

t
/ D(fn0,0,)ds 2 "T(£.0.00)ds (3.3.1)
0 0
et que d’autre part, pour tout 7,n > 0, il existe ag > 0, ng > 1, Ya > ag,n > ng,
P(Sgp*IV’(f far X)s| > 7) <. (3.3.2)
s<t 1

Pour tous 0 <u <1,z € R,on a: |[u+ z]| < |z| + 1, donc, pour tout v > 0,

|(f = ) Y+ 2] < (1F O+ D] + 1@ V(=)D a0y (3.3.3)

Puisque f(z) = ouo(22), pour tout € > 0 il existe M’ vérifiant : Vo > M, |f(z)| < ex?.
On en déduit que pour tous 0 < u < 1, z € R, v > 0 et tout a suffisamment grand (i.e.
a> M +7),

‘(f - f;)(’}/[u + J)])‘ < 45’72(1 + x2)1{’y|x\>a—'y}; (334)
(f = fa)(@)] < 262°1 554 (3.3.5)
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De (3.3.5) on déduit

sup
s<t

/S F(f - ']?;1,0,0'7«)(17"
0

¢
§2f-:/ o2 / h(z)z?dz | ds.
0 lz|>a

Sous I'hypotheése H|, o est borné, la convergence presque sire du membre de gauche vers
0 en découle par le théoreme de Lebesgue, donc a fortiori (3.3.1).
De (3.3.4) nous déduisons par ailleurs qu’il existe une constante C telle que, pour tout
a Z M/ - Ba
[nt] [nt]

1 rs AN -2 n
- > ’(f — ) (VAT X)| < Cre(tB+ ) IAPX ). (3.3.6)
=1 i=1
[ni]
La somme des carrés des accroissements ., |A?X|? converge en probabilité, donc est
i=1

tendue. 1l existe donc un réel K > 0 et un entier ng > 1 tels que, pour tout n > ng, nous

ayons
[nt]

PO (AFX)? > t(K — 1)) < /2.
i=1
On choisit alors € > 0 tel que C1etK < 7. Il reste a fixer ag > M'(¢), et pour tous a > ag,
n > ng on a bien (3.3.2).

3.3.2 Lecas 0<f < +o0

La démarche globale est la méme que lorsque X est continu (cf [8]) : pour contourner
I’absence de densité des accroissement (contrairement au cas brownien ou diffusif) on ap-
proche chaque terme f(A; X) par f (Zﬁ,f( (i—N)/n) POUT se ramener & des accroissements
ayant une densité, ce qui permet d’utiliser les résultats de convergence des parties frac-
tionnaires énoncés précédemment.

Dans un premier temps, nous allons montrer (3.1.4) lorsque f est bornée, puis nous en
déduirons le cas général, et enfin le cas ou X est continu.

Démonstration lorsque f est bornée

Soit f une fonction réelle bornée continue, et M := sup | f|. Montrons la convergence

%VA( £y X))t IL'P; fg I'(f,B,05)ds, en reprenant la démarche de [8] dans le cas des semimar-

tingales continues.
Pour un entier N > 2 donné, décomposons :

1 S
—Val£, X)s = / L(f,B,05)ds = R} + A} + B + C}', (3.3.7)
0
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avec, pour tout s > N/n,

N-1
Ry = > WA, (3.3.8)
AP = ilf VIA!X) = B (f (Vi BN X wym ) 1P wym) - (3.3.9)
) [ns]—N -
Bl=n X B (f (VBN K i) = D(F. B Giga) Fim) (3:3.10)
o —1[nS]_NF(f,,Bn,Ei/n)—/SF(f,B,ar)dr. (3.3.11)
n i—0 0

Si s < N/n, on pose simplement R? = V,/(f, X)¢/n et A? = B = C? = 0.
Notons que ces variables dépendent toutes de N et que A7 et B dépendent en outre

de p et de 6. Nous les noterons le cas échéant R?(N), CI(N), A} (N,p,0) et B]*(N,p,0).
Nous allons montrer que

li]{[nlimsuplimsup limsup £ (Sup‘R?(N) + AY(N,p,0)+ By (N,p,0) + C’Q(N)|> =0.

0 D n s<t
(3.3.12)
Pour cela, vérifions les quatre convergences ci-dessous :
VN, Iim E(sup |IRY(N)|)=0 (3.3.13a)
VN, lim lim sup JTim sup E(Sup |AZ(N,p,0)]) =0 (3.3.13b)
0—0 pstoo
hm lim sup sup E(sup | By (N p,0)]) =0 (3.3.13¢c)
p,0 s<t
VN, hmE(sup |CE(N)|) =0 (3.3.13d)
L s<t

Montrons dans un premier temps les convergences de R}, By et CF'. Le reste R (N) est
majoré par M¢(N/n), d’ou (3.3.13a). La convergence (3.3.13c) des B} est une conséquence
du lemme 27 ii, une fois explicités les termes de B} sous la forme :

FVRANXi ) = T(f: Bns Gisn)
_ <5n H Xifn+ 0i/mWiirn-1)/m — Win) }+5i/n A?;NWD

[ [ s+ e

Par application du lemme, il existe une constante C', telle que pour tous N, p, 0, s < t, et
n> N/s,

B(BI(V))) < CM; .
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On en déduit (3.3.13c). La fonction (8,0) — I'(f,,0) est continue, et o cadlag donc

s—T'(f, 5, 03) lest aussi, d’out la convergence (localement uniforme) des sommes de Rie-

mann : %ZE L(f, Bn,Tifp) vers fo (f,B,05)ds, i.e. CH(N )lu_lf 0.

Il reste & montrer (3.3.13b). Posons

Si 'on note encore
V= F(VRAY X erinyjn) — B (FVRARX (eriney o) [ F ks iny n) »

iffé 5 —1N— k)/N
la différence A7 — A" se décompose sous la forme A — A =n =1 57" 1 Z[ ns—k)/ ] z,k
On en déduit que

[(ns—k)/N] 2

NN
E (A7 — AM?) gnkz Sk

i=1
par I'inégalité de Jensen. Les sommes Z[ ns=k)/n} s, N étant des martingales (relativement
a la filtration (Fy /n)) et f bornée, nous obtenons la majorations suivante :

CsN?
B (a7 - A7) < 20
On a donc E(supg<; |47 — AZ) — 0 pour tous N, 0, et il suffit de montrer la convergence

(3.3.13b) en remplagant A7 par AY. Majorons alors E(sup,<, |AY'|) par

[nt]

1 Z E(|f(VaA]X) = f(Va BN Xi—nym)l).

Il reste a étudier les termes de cette somme. f est supposée bornée, donc

E([f(/ra]X) = F(VrAR Ky )|) < 25up [ FIPATX £ AR Xer (3.3.14)

Vu la forme (0.0.3) des accroissements, 1'inégalité Z?X =+ Z;i,)?(i_ N)/n €st équivalente a

Xi—nym,  AIX Xi-wym((N=1)/n) | G n)mAIW
G-/my  AIX  Xny |y TN

n Qp Qp Qp

{ ).

Pour des réels quelconques a,a’,b,V’, on a :

|b—1b'| < 06/2

e b= e} + 0= [} + 0,

{d/ +V} ¢ K%
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donc, pour des variables aléatoires réelles a,a’,b et ',

P(H{o} + 8] # [{a} +¥)) < Pa—a| 2 )+ P(b—¥] 2 3)

+P({d'} € K% 4+ P({d +V'} € K%).

Par conséquent, si 'on note

(r-tme 0o 51
)Z-l_" (=1 o AP 3.3.15
= SNy G S
on obtient, vu (3.3.14),
¢
B < 2B ( © [il Plar —am > 2y 4 pqur — ) > 2 (3.3.16)
S — n - ~ K3 K3 — 2 (2 K3 — 2
1=

P({a" € K%) + P({a" + b"} € K59))) .

Il reste & majorer ces probabilités; on a a, (b — b") = AR X éii Ny/n € am(al — al) =
X E N) /n(Nn ) ; par application de (3.2.10) (la partie concernant les b}’ se déduit du lemme
30 de la méme maniere que (3.2.10)), il existe une constante C' telle que :

[nt]

t
lim sup — ! ZP (lal* —a*| > 50) + P(|b] = b > @) < C'NE </ (05 —55)2d3> ;
0

n—+oo N — 6262

on déduit par ailleurs du lemme 29 (3.2.9) une majoration des deux autres termes :

4]

1 _

- Y P({a"} € K*) + P({a]" + 1"} € K°%) < Ct6(6 + B).
i=N

La limite supérieure (en n) de |A}'| est donc majorée par

CN [t
+(5292E(/0 (04 — 5.)2ds)).

Rappelons que o, = 7% V 0 ; on obtient alors

CM;(t5(0 + B)

;E(/O (00~ 5)%3) < S F (/ (0, —ap)2d3)+022E(/( — 0,V 0)2ds)

Vues les convergences (i) et (i) du lemme 27, le premier terme du majorant converge vers
0 lorsque p — 400, le second lorsque 6 — 0. Ceci étant valable pour tout 0 < § < 1, on

obtient finalement (3.3.13b).

Nous avons montré (3.3.12), le théoreme 20.i est donc vrai pour toute fonction f
continue bornée.
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Cas général
Soit & présent f une fonction continue, telle que f(z)/z* — 0. On fixe une famille

(1a)a>0 de fonctions positives uniformément bornées et de classe C!, & valeurs dans [0, 1],
égales & 1 sur [—a, a] et nulles en dehors de [—a — 1,a + 1].
Alors pour tout a > 0, fi, est continue bornée ; donc

t
1Vri<f¢a7X)t Ly / L(f1ba, B, 05)ds. (3.3.17)
n 0

Nous pouvons reprendre ensuite les arguments utilisés lorsque 8 = 0, ainsi que la notation
M'(g); au lieu de (3.3.3), nous avons simplement, pour tous x € R, 0 <u <1,y >0:

‘f(l - ¢)(7[U + .’L‘])‘ < ‘f‘(’}’[u + x])l{'y|x|>a7'y}' (3'3'18)

Pour tous € > 0, 0 > 0 et a > M’(e), nous en déduisons :

IT(f(1=a),B,0)| < CE/R h(2)5%(0%/B%% + D)1jaj> (a-g)joda.

Ce dernier terme converge vers 0 lorsque a — +o0, uniformément par rapport a o € [0, M|
(Pextension & o = 0 est évidente, puisque I'(g, 3,0) est nul des que g(0) = 0). On obtient
par application du théoreme de Lebesgue

a——+00

/OF(]f(l—wa),B,as)ds 0 (3.3.19)

La convergence est vraie pour tout w. Le raisonnement concernant les V'" effectué lorsque
B = 0 est toujours valable, puisque 'on a ici, vu (3.3.18),

|(f(L = %)) (Balu+2])| < 2663 (1 + 2°)Lig, jof>a—p,}

des que a > M'(e)+ B,. De nouveau, pour tout 7 > 0, 7 > 0, nous pouvons trouver ag > 0
et ng > 1 tels que pour tout a > ag, n > ny,

P (sup LIvi(F(1 = ), X > ) <n. (3.3.20)

s<t N

On conclut en rassemblant (3.3.17), (3.3.19) et (3.3.20).

Cas ou X est continu

Montrons enfin la seconde partie de la proposition 3.1.4. Si X est continue et f a
croissance au plus polynomiale, on a toujours (3.3.17) et

t t
/OF(fwa,B,as)ds ,H—Joo/o I(f,8,04)ds
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par convergence dominée. Fixons ¢ > 1. En revenant a (3.3.18), on obtient :

[nt]

VX £~ )] < 71,,: (= ) (VA B! X prx o 0y (3:321)
< C[ﬁ%(l—i—n”/Q\FX\q)l 3
T o & ¢ {IA7X|>(a~2)B/v/n}
< C%(ﬁunqﬂwxm 7
=& i A7 X|>(a—28)/vn
c 1 . R
o35 (n 2 (VAIATXI 4 (VRIALX ) )

D’apres [13], cette derniére somme converge, localement uniformément en probabilité, vers
C
a—p

La constante C' ne dépend que de la suite oy, et de g et o est supposé borné; on conclut

/Ot/Rh(l‘)(Gsx%— (osz)PT1)dxds.

donc en faisant tendre a vers +oo.

3.3.3 Le cas ( infini

La preuve lorsque (3,, — 400 est proche de celle utilisée pour S fini, néanmoins cer-
taines majorations un peu grossieres utilisées précédemment ne sont plus suffisantes ici.
Reprenons la décomposition (3.3.7), en modifiant seulement le dernier terme :

1
—Valf, X)e = t(0) = R + AP + B + Dy, (3.3.22)

ou RP(N), A} (N, 0) et Bi*(N, ) sont définis comme dans la section précédente, et

[ns]—N

> T(f, BnsGipa) — LF(0). (3.3.23)

=0

n 1
Dt(N) ::E

Nous pouvons considérer ici o := oV, ce qui sera suffisant pour la démonstration car nous

avons supposé o cadlag. Il suffit de nouveau d’étudier A} au lieu de A} ; en reprenant les
notations précédentes pour les al, b, a/” et b]", nous avons toujours les majorations :

N
Blsup | R (N)]) < sup|f1-,

s<t

E(sup [BI(N,0)]) < Csup ij

s<t
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3.3. PREUVE DES LGN SANS RENORMALISATION

et, pour tout 0 < § < 1/2,

[nt]
Esup |A7))] < 2sup | f|E (1 3 (P(\a? —arz By -2 ) am
s<t n 2

i=1
+ P({al"} € K") + P({a}" + 8"} € K¥))).
Par la suite, nous remplacerons les constantes 9, 1 et 6 par des suites d,,, 0, et 0,,. Les pro-
cessus A™ et B™ ne dépendent alors plus que de deux parametres : n et N. Vus les lemmes

29 et 30, il existe une constante C' (qui peut dépendre de f) telle que E(sup,<;|A%|)| ait
pour majorant :

525292 (Z/k k)/N) dr
+N/ r—op VO )2d7~+N/ /:n L ja|<n,yv(dr, dx))

fﬂnd O </ or |d7“+/ /w Ll >, yv(dr dx))

+ Ct6,(0n + B)
C n n n CN
= Gagage (V) + RE(N) + RE(N)) +

Notons k}'(N) == E (Zg;ol fkt/n(ar = O(jnr]—k)/n) dr) et Kk, K5, K4, K les quatre autres

( ( )"—HB( ))_‘_Ct(sn(en‘i‘ﬁn)a

espérances d’intégrales intervenant dans le majorant ci-dessus. Le processus o étant sup-
posé cadlag et borné, grace au théoreme de Lebesgue, k7 — 0 la suite x5/ 62 converge
elle aussi vers 0 vu le lemme 28. La suite x4 converge quant-a-elle vers 0 des que 7,, — 0,
et k4 ne dépend pas de n. Enfin, la suite xZ est majorée par C/mn,,.

Nous pouvons & présent choisir une suite 7, telle que /nn, — +00, puis une suite 6,
telle que 0, — 0 et (K] + K5 + L)/92 — 0. Enfin, on choisit §,, telle que 8,6, — 0 et

(/“01 + HQ + 533 )/(6257219721) — 0 AIOI'S
limsup |E(A}*(N))| = 0.

n—oo

Il reste a étudier D}'(N) ; en utilisant le fait que f est bornée pour la premiere inégalité
ci-dessous, nous avons :

IT(f, Bryoign) — FO) = [E(f(BulU + 01/nY/ Ba) 1[040,y /8n10})|
< CP([U + 0i/,Y/Bn] # 0)

<o (g (2 + P
> T Uz/n|Y|26n) :

Nous en déduisons que |D}*(N)| < Ct <\/2/7T/5n + P(|Y] > Bn/M)>, puisque o est borné
par M, et D*(N) tend vers 0 pour tout w (uniformément en N et t € [0,7], pour tout
T >0).
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3.4 Preuve des lois des grands nombres pour les f-variations
sans renormalisation

11 suffit de démontrer que, sous 'hypothese H/,

[nt]

t
Zm?xﬁ—/ r23,0)ds— S |ax,2 2o (3.4.1)
0

i=1 s<[nt]/n
et, si f(z) = o,(x?) (sans hypothese particuliere sur X),

[n1]

S r@arx - Y faxy . (3.4.2)
i=1

s<[nt]/n

Les théoremes 21 et 22 en découlent immédiatement, vue la convergence en probabilité,
pour la topologie de Skorokhod, de > 1./, |AXs|? (respectivement 2 s<int]/n | (AX5))

Vers ) o |AX,|? (respectivement >os<t J(AXS)).

3.4.1 Preuve de (3.4.2) quand f est nulle sur un voisinage de 0

Dans un premier temps, vérifions que (3.4.2) est vraie lorsque f est nulle sur un voisinage
[—2¢,2¢] de 0, sans condition particuliere sur X et en supposant seulement que o, — 0.
Les arguments sont les mémes qu’en I’absence d’arrondis (cf [13]). L’ensemble des sauts
sur [0,t[ d’amplitude supérieure a € est fini, on note S; < ... < Sy < t leurs temps de
saut, et

. {nSq —1 sinS, est entier

a [nSy] sinomn.
Par définition, S, €lig/n, (if + 1)/n]. On note encore X,(t) := X, + (X{,, — X]), ou
X' désigne le processus X duquel ont été soustraits les sauts de taille supérieure a e.
Presque stirement, a partir d’un certain rang ng(w, ), d’une part les iq sont tous distincts
et (i% 4+ 1)/n < t, d’autre part |ATX ;.| est inférieur & 2¢ pour tout i < [nt] — 1. Dés
que n > ng, NOUS avons :

[ns] N
sup | FATX) = Y F(AX,) Z\ (AL,X) — f(AXs,)] .
=1 q=1

s<t r<s

Vue la définition de X, nous avons ]KZ;X - AXg, | < an+ \A’fyig |. Comme X est cadlag,

le processus X’ est continu en chacun des Sy, donc |A?Yig\ converge vers 0 (presque
stirement) lorsque n — +o00. On conclut en utilisant la continuité de f.

Remarque. La continuité de f n’est requise qu’aux valeurs prises par les A X;. Il est donc
possible d’affaiblir légerement I’hypothese de continuité de f en supposant seulement que
f est continue sur I’ensemble des valeurs que peuvent prendre les A Xy, ainsi que cela est
montré par exemple dans [13] en 'absence d’arrondis. Cette remarque est cependant d’un
intérét limité dans notre contexte, puisque 1’on suppose pour le théoreme central limite
associé que 'amplitude des sauts admet une densité.
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3.4. PREUVE DES LGN SANS RENORMALISATION

3.4.2 Convergence des sommes quadratiques

On fixe dans ce qui suit une fonction réelle ¢ de classe C*°, telle que 1|1 ;) < ¢ < 1[_99).
On suppose en outre ¢ paire, décroissante sur R;. Etant donnée une fonction f, ainsi que
deux réels 0 < a < b, on définit alors les fonctions réelles f,, f° et f° par :

falw) = f@)p(x/a), f3(z) = f(x)(W(x/b) —(x/a)) et fo(x) = f(2)(1 —(z/b)).

Soit g la fonction x — 2. Afin d’utiliser les résultats des sections précedentes, on
décompose pour 0 < a < b donnés chaque terme g(A?X ) sous la forme ci-dessous :

Q(K?X) = ga/\/ﬁ(Z?X) + gz/ﬁ(Z?X) + gb(Z?X). (3.4.3)

On isole ainsi en quelque sorte la contribution de la partie continue, correspondant aux
petits accroissements (les g,, \/E(Z?X ) de celle due aux sauts (les g®(A; X)).

Pour conclure, il suffit de prouver les trois convergences suivantes, correspondant a
chacun des trois termes du membre de droite de (3.4.3), pour tout p > 0 :

( ]

t
lim limsup P W (AT X —/ I'(g,B,05)ds| > 3.4.4a
i e P {13 0e B0 = [T s.00s >0 ) G
[nt]
lim lim i PO ¢, L(AVX =0. 44
fim lim lmsup ;ga/\/ﬁ(z )>p)=0 (3.4.4b)
lim lim sup P ]Zgb(Z?X)— Z g(AX )| >p| =0 (3.4.4c)
\ b—0 pn—+oco =1 s<[nt]/n

La premiere se déduit trivialement de (3.1.4). En effet, pour tout a > 0,

[nt]

3 g0/ e (BIX) = Z\\FAXW(fA Zga VREX),

=1
et g, est une fonction continue bornée, a laquelle on applique (3.1.4) pour obtenir :

[nt]

luP
Zga/f (A7 X) =

0

(gaa B, Us)ds

On en déduit (3.4.4a) grace a la convergence (3.4.5) ci-dessous, conséquence du théoréeme
de Lebesgue.

/t I'(gq, B,05)ds — /t I'(g,B,05)ds (pour tout w). (3.4.5)
0 0

Pour montrer (3.4.4b), on se rameéne a des sommes portant sur les accroissements sans
arrondis : des que a > f3, |AYX| > a//n implique que |A?X| > o, et par conséquent
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AT X| < 2|ATX|. On vérifie par aillewrs que (a/v/n < [Ar X| < 2b) = (42 < |A"X]| <
4b). On a donc, en posant a’ = a — 3 et b = 4b,

QZ/W(Z?X) < 492//\/5(A:‘LX)
Il ne reste plus qu’a appliquer le lemme 4.2 de [13], d’aprés lequel, pour tout p > 0,

[nt]
lim lim limsup P(Z E(gz/ﬁ(A?X)\f(i_l)/n) >p)=0. (3.4.6)

b—0a—00 500 —1
1=
La seconde convergence (3.4.4b) est donc aussi vérifiée.

Nous avons par ailleurs vu en 3.4.1 que, ¢° étant nulle au voisinage de 0,

[nt]
S PEIX) - Y gax) o, (3.4.7)
=1 s<[nt]/n
On conclut en remarquant que
Y AX) - ) g(AXy) < ) 1{|AXS|§2b}g(AXs);O>O- (3.4.8)
s<[nt]/n s<[nt]/n s<[nt]/n

3.4.3 Preuve de (3.4.2) lorsque f = o(z?) en 0

Soit f continue, telle que f = o,(g). Supposons seulement que «, — 0. On peut
conclure de la méme maniere que ci-dessus une fois prouvé que, en probabilité, et pour
tout ¢ > 0,

[nt]
lim lim su JAIX)| =0. 3.4.9
Hon%og;\f( )| (3.4.9)

Vu les hypotheses faites sur f, il existe une fonction €, qui tend vers 0 en 0, et telle
que |f,| < e(a)g, pour tout a > 0. Distinguons une nouvelle fois les cas 5, — f < +oo
et B, — +o0.

[nt] o [nt]
1. Supposons que 8 < +oo. Alors Y |fo(A; X)| < 2e(a) Y ((A’X)?2+a2). On a
i=1 i=1
[nt]
donc bien (3.4.9), car 21 (A7X)?% — > s<nt]/n f(AX)? | — 0 en probabilité.
1=

2. Traitons a présent le cas 5, — 400. Nous décomposons la fonction f, sous la forme :

fa = fgan/g + faan/3- Or f4an/3(K?X) ne peut prendre que trois valeurs : f(—ay,),

[nt]
0 ou f(an), donc | > fia, /3l < nt|f(—an)| V [f(an)|. Par hypothese, ce majo-
i=1

rant converge vers 0 lorsque n tend vers linfini. Choisissons un réel b > 0. Si
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fin, /3 (A} X) est non nul, puisque A, X € a,Z, nous avons de nouveau |A; X| > 2ay,,
donc |A?X| > ay et |AYX| < APX. Nous en déduisons que |fjan/3(Z?X)] <
C’gl‘f/ \/E(A?X ) & partir d’un certain rang qui ne dépend que de b et de la suite «,.
Nous pouvons donc appliquer de nouveau (3.4.6).

3.5 Preuve dans le cas bidimensionnel

La démonstration est tres similaire a celle proposée pour la loi des grands nombres
en dimension 1, nous n’en donnons donc ici que les éléments essentiels. On procede de
nouveau en deux étapes, en supposant pour commencer que les fonctions f et ¢ sont
bornées. Fixons un entier NV et posons, pour tout s > N/n, en utilisant la généralisation

évidente de la notation (3.2.8) pour X et X' (hormis le fait que dans cette section, ¢ = o) :

(N-1)
RM = % z; F(VABiX Y g (VA ATX?), (3.5.1)
[ns]
A = iZN f(VABrXY) g (VaBrx?) (3.5.2)
- E (f (ﬁﬁkfﬁ@_m/n) g (MZLE{VZ) |]:(i—N)/n) ,
(3.5.3)
1 [ns]—-N . . ) ,
B;l = ﬁ g E (f (\/HANXlz/n) g (\/EAZ X2) =TI <f7gvﬁn70-i/nao-7j/n> |~F'L/n> )
(3.5.4)
. 1 [ns]-N ) ,
IR (LA AR [rsotat)as (35.5)

De méme que dans le cas unidimensionnel, nous avons, pour tout NV,

lim _B(sup R (N)|+1C2(N)]) = 0

n—+oo
Pour étudier A}'(N), nous nous ramenons de nouveau a ’étude des termes de la forme :
E(|f (v B X g (Vi B X?) = F(VnBANX1)g(VaAT AN X)),
que nous majorons par :
E(If (VB XN (g(Vn & X?) — g(Vn 5] X2)
+1o(vn BIX2) (F(V/nATX") = f (VA ANX o))
Les fonctions f et g étant supposées bornées, il suffit de controler

E|f(VnAiX"Y) — f (\/ﬁmfl(i—m/n)

I
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ces espérances ont déja été étudiées dans la section 3.3.2, et nous obtenons ici aussi
lim sup,, E (sup,<; |A?]) = 0.

La convergence de lim sup,, E(supy<; |BY(N)|) vers 0 lorsque N — 400 est une consé-
quence du corollaire 15 de la partie 3. Fixons 7 et n, et posons temporairement

a=VnXi_n)m: b= VnX{_ym/n

NY/ns
et F(u,v) / [ 1l at (5) aatealo + 0% (2))/BDia () oy

Le terme d’indice ¢ dans la somme BJ'(N) est alors :

[ [e(Eprtar st @i [ [ Fava @50

ou ¢ est la densité du couple VN — 1(cY) (Y est ici une variable gaussienne standard dans
R?). D’aprés le corollaire 15, la valeur absolue de (3.5.6) est majorée par C 3, (sup |F|) @

avec ® := maz{1, [ | df}\ i |gf\ [12 dwaz £-1}. Notons D la valeur absolue du déterminant de
la matrice o. Un calcul rapide montre que

® < CP(0)/((N = 1)°D?) + Q(0)/((N - 1)**D?),

ol P(0) et Q(o) sont des polynomes en les composantes de o. Par conséquent, D~
étant borné sous I'hypotheése H/, nous avons limy limsup,, E (sup,<; |BY'(N)|) = 0, et le
théoreme est vérifié pour des fonctions f et g bornées.

Lorsque f(z) = o(x?) et g(z) = o(x?) en l'infini, on a

luP

)
,,:,I-Z Z (fd}a)gwthﬁn? ) (flﬁa,glba,ﬁ,as, S)
i=1

nous pouvons conclure une fois montré que fosl“(f(l — a),9(1 — ,), B,0L,02)ds et
lim sup Ly r(f(1 = 4ba), g(1 — 2a), B, X) convergent localement uniformément en proba-
bilité vers 0 lorsque a — +oo. Pour cela, remarquons de nouveau qu’il existe une fonction
¢ tendant vers 0 en I'infini -que ’on peut toujours choisir décroissante- telle que, pour tout
réel z, |f(1 — ) ()] < Ce(x)l|y>02” et de plus pour tout 0 < u < 1, [[u+z]| <1+ |z]
(et de méme pour g). Nous avons alors :

=) (5 urot (5) /8] ) at1-w) (5|02 () 18] ) (35.7)

4 4 4
<Cl| ;11—4—05 y|>a— 251|a§ 1x+gs y|>a— 2[3(,8 +x +y )

Posons, pour tous z,y, Xy = o’ Ly tob? yetv = oy +o? y L’application @5 : (x,y)
(x,v) est bijective et sa norme d’application linéaire est bornée, vue ’hypothese ’H’l. Par
conséquent, il existe une constante C' telle que

Lysav>a < Lig)lle>a < Ljj@y)lle>a/C
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On peut donc majorer (3.5.7) par ClH(x,y)||>a/C(54 + 2% + ). Nous en déduisons que

ID(f(1=a), 9(1 —=1a), B !<C//RQ (L)) > (a—28)/c (B + 2t +y*)dady.

Le membre de droite converge bien vers 0 lorsque a — +00. On majore enfin :

[n1]

3 B+ (VrarX ) 4 (Vaarx?)h),

=1

a.l

VIO =), (1= ) B, (X, X))| < Ce( )

Le membre de droite converge en probabilité lorsque n — 400 ; nous pouvons conclure
en faisant tendre a vers l'infini.
3.6 Preuve du théoreme central limite

Rappelons la forme (3.1.18) de la différence entre I'accroissement K:LX autour d’un
temps de saut S, et le saut AXg, lui-méme :

X(igfl)/n} N {AXSq}+ ARX  AXg, | {AXSq}'

Qn Qp Qp Qp Qp

an [{

Dans une premiere sous-section, nous montrons un lemme décrivant le comportement
limite des différents termes composant (3.1.18). La deuxieme sous-section est consacrée
a la démonstration du théoreme central limite (Théoreme 25). Dans les deux derniéres
enfin nous justifions respectivement la tension lorsque I'on suppose seulement H) et le
contre-exemple (3.1.11) & l'existence d’un théoréme central limite lorsque 'on ne fait plus
d’hypothese sur la loi de 'amplitude des sauts.

3.6.1 Un lemme préliminaire

Pour traiter le terme A}, X/, — AXg, qui intervient dans (3.1.18), c’est a dire celui
q

déja présent en I'absence d’arrondi), on introduit trois variables qui n’apparaissent pas
dans le théoreme 25 mais sont utilisées dans sa démonstration (et en particulier dans le
lemme 31 ci-dessous). Notons iy := [nSy] + 1 le premier temps de la grille suivant S,.
Lorsque nS, est entier, on devralt poser plutot 4 := nS;, néanmoins ce cas ne se produit
pas car, sous 'hypothése Hf (H; suffit), presque stirement, aucun temps de saut n’est

rationnel. On définit

n 1
Ky = n( ) = {nSq}
puis
n .__ \/ﬁ m ,__ \/ﬁ
wy = \/@(qu Win—1ym) et wy' = m(w’ﬂ;/n Ws,).

La convergence stable de la suite (wy, wy", ky)q vers (Yy, Yy, Vy)g a été démontrée dans

[16] (cf aussi [15]). Plus généralement, on peut montrer la convergence suivante, sous
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I'hypothese Hj :

n n

Xino1, AXg, . . 0 o\ Lst
<{ b= },wq,w’q,mq> 5 (Uq,l{Axsqﬁ}Ug,Yq,yg,%)q (3.6.1)
q

Nous allons en pratique vérifier un résultat légerement plus faible, mais suffisant pour
la démonstration du théoreme central limite. A partir de la représentation (3.0.1) de X on
définit, pour tout entier m > 1, Ap, := {r € R,G(x) > 1/m}. Le processus 14,\4,,_, *P
est un processus de Poisson sur Ry x R, d’intensité la mesure 14, \ 4,, , (G(7))dsdz; ses
temps de sauts sont indépendants de W (ce qui n’est pas forcément le cas des temps
de saut de X). On note Sy" ces temps de saut, classés par ordre croissant. Introduisons
en outre les notations 4y, ., Ky, ., Wy, . et wy - associées comme précédemment a chaque
temps S;*. Nous avons alors le lemme suivant :

K

Lemme 31. Supposons Hy vérifiée. Alors, pour tout m > 1,

n

() (2 g i) S (UL, U Yo Yina) - (362
n q

Notons que la démonstration de (3.6.1) est tres similaire & celle du lemme ci-dessus,
mais nécessite de réorganiser dans un premier temps les sauts par ordre croissant (voir
lannexe B).

Démontrons a présent le lemme 31. Le principe de la démonstration est proche de celle
de [15] lorsqu’il n’y a pas d’arrondis : les contributions significatives au processus limite
sont dues au comportement de la partie brownienne au voisinage de chacun des sauts. On
commence donc par raisonner avec un nombre de sauts fini, et ’on isole les contributions
correspondant a chacun de ces sauts, qui sont indépendantes pour deux sauts distincts.

Cependant, la présence des deux parties fractionnaires {Af:" } et {X(iz’;;l)/ ~} rend difficile
un traitement simultané de tous les sauts similaire a la démonstration de [15]. En effet, la
loi de ces deux variables est dépendante de Fg, . Il faut donc, dans notre contexte, traiter
chaque saut séparément, en conditionnant par rapport au passé, ce qui explique pourquoi

nous avons besoin de temps S;* classés par ordre croissant.

Décomposition du probléme

Le parametre m étant fixé pour toute la suite, nous noterons pour alléger 1’écriture
N n n m ) m ;n n n m 3 o
Sgs g Ky, Wy, wy" & la place de S, iy, o) Ky, g Wiy, 05 Wiy oo Solent [ > 1 un entier, Z une
variable aléatoire JF-mesurable bornée et g,}, e gg’ des fonctions lipschitziennes bornées.

Posons, pour tous entiers n, k > 1,

w

X(in_ AX
- L R=1)/n1 9, a3 S _ 1 2 3
Ap = I g (— Do wp)og =1, Ae= 1L 9,Us)g,(Yo),(Uy).
no.__ 4/ n 5 n _ 4 5
RIS CANCS ot By= 11 g,(Va)gy(Yy)-
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Montrons que, pour toute variable Z F-mesurable bornée,
E(ZAPBP) —s E(ZAB)).
n

On commence par fixer les temps de sauts : soit (G;) la plus petite filtration contenant
Fi) et telle que Sy, ..., S, donc aussi les 7', soient mesurables par rapport a Go. Pour > 0
q n
fixé, on définit encore G,/ comme la plus petite tribu contenant (G;) telle que les processus
Wy —Ws,)s, <s<S,+n soient G/-mesurables. Dés que n > 1/, les w!™ sont G/-mesurables,
q/5q<8<5¢+n 0 q 0

) ) (3.6.3)

Les arguments d’indépendance entre wy et G¢ que nous utiliserons dans la preuve ne sont
valables que si ) est suffisamment petit par rapport a I’écart entre deux temps .S, successif.
Pour traiter cette difficulté, associons & toute variable Z F-mesurable bornée la variable

E (ZA?BZ”

’7) —E (BZ"E (ZA?

/.
Z" = Z1oy<min{Sgs1—Sq,5,<t}-

Schéma de la preuve

1. Pour un saut donné, a I'instant Sy, on sépare les variables a étudier en trois catégories :
Xig—1)/n
a1

les variables (Fs, -mesurables) { et wy, le terme de saut { q} et enfin
wy" et y. Nous allons montrer pour tout ¢ < l les convergences (3.6. 4) et (3.6.5)
c1—dessous ainsi que la convergence stable (3.6.6) :

) AX L1~
VZ F-mesurable bornée, E(Z'g3({ - & Nigs,-) — E (Z’gg(l{AXSq;ﬁo}Uéﬂggq,) ;
(3.6.4)

VZ ggq_-mesurable bornée,

X in—1)/n 1
B g () g, ) B 82163, ) By (U)av):
' (3.6.5)
(g, wg")q £ (VYo (3.6.6)

2. Nous montrons ensuite que la convergence (3.6.7) ci-dessous (pour toute variable Z
F-mesurable bornée) se déduit de (3.6.4) et (3.6.5) :

n Ll ~ ~
BE(Z'AY|G)) = B(Z'Ty<194(Liaxs, 200Ug)1G0) E(Wy<igq (Ug)gg (Yy))-  (3.6.7)

3. Nous pouvons alors conclure en combinant (3.6.3), (3.6.7) et (3.6.6).
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Le terme de saut

Montrons (3.6.4). On définit g{;? = ggq_\/a(AX s,)- Puisque AXg, est par construction
mesurable par rapport a cette tribu, nous avons

B (20", ) = B (B a2 e, )

on peut donc supposer Z Gg'-mesurable. Vu la définition de G, il suffit de vérifier la
convergence pour les variables de la forme Z = ZH (AXg,—), ou 7 est ggqi—mesurable
bornée, et H une fonction bornée lipschitzienne. On peut toujours (quitte a devoir ajouter
une constante) supposer H positive. Finalement, il reste a vérifier que, pour toute fonction
réelle H lipschitzienne positive bornée,

AX ~
B (X8 G010 ) o B (HAXS)0 1 axe o UDIGL ) (365)

Conditionnellement & ggq_, et sur {AXg, # 0}, la variable AXg, admet une densité;
en effet, si A est un ensemble négligeable par rapport a la mesure de Lebesgue ne contenant
pas 0, vu Hj, on a encore P(AXg, € A\ggq_) = 0. Montrons pour conclure un lemme
simple qui étend légerement le résultat de Kosulajeff [20].

Lemme 32. Soient X une variable admettant une densité, et U une variable uniforme sur
[0,1] indépendante de X. Alors le couple (X,{cX}) converge en loi vers (X,U) lorsque
o — +00.

Remarque. La convergence jointe d’une variable et de sa partie fractionnaire a déja été
étudiée par Delattre et Jacod, qui, sous des conditions de régularité suffisantes de la den-
sité, controlent la vitesse de convergence de (X, {ocX}). Leurs hypotheses sont néanmoins
nettement plus fortes (la densité doit étre elle-méme absolument continue) et nous n’avons
pas ici besoin de précisions sur la vitesse de convergence de la partie fractionnaire de I'am-
plitude du saut vers une loi uniforme ; ’existence d’une densité est donc suffisante ici (mais
sans doute pas nécessaire).

Preuve du lemme. 1l suffit de prouver la convergence pour toutes fonctions g, k continues
bornées sur R de E(g(X™)k({cX})) vers E(g(X)k(U)) (cf [11], p. 114). On peut toujours,
quitte & ajouter une constante a la fonction g (qui est bornée), supposer que g est de plus
strictement positive. Soit f la densité de X ; alors

B(G(K(aX D) = [ gla)kl{ox ) (a)do = ( / fg) / Wk({w})dm.

L’intégrale de fg est finie puisque g est bornée et f une densité. La fonction fg/ [(fg)
est elle aussi une densité, d’apres [20] la deuxieéme intégrale du terme de droite converge
donc vers fol k(u)du lorsque o — +o0; la premiere est simplement l'espérance de g(X),
d’ou le résultat. O

Le lemme 32 ci-dessus appliqué a la loi conditionnelle de (AXg,,{AXg,/an}) permet
de conclure.
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Les termes avant le saut

Montrons & présent (3.6.5). Vu que ggq_ = Voo Qgrl Jm? il suffit de vérifier la pro-
priété pour toute variable Z ggq_ .-mesurable bornée, pour tout € > 0. Supposons dans
un premier temps que S < +oo. Fixons € > 0 et un entier N. Il existe un entier ng, qui
ne dépend que de € et de N, tel que pour tout n > ng, on ait : (iy — N)/n > S — e.
Définissons en outre Q" := {w € Q,2n < min ({Sg+1 — S¢, Sy < t})}. Sur 07, 1a loi de wy;

conditionnellement & G/ (in—1)/n est la loi gaussienne standard, donc

Xin_ n y Xi”— n
B(Z gy (=g )|y, ) = B(Z gy (=) B2 ()1, 01, )

Qi (ig
"y <sz (g;({qmggn ) o _g> B(g2(Y,)
(679 q
Il reste seulement a montrer que :

X(in

By (= g, 0 5 Baboy), (3.6.9)

et I'on peut réutiliser les arguments de la section 3.3.2. Nous reprenons la notation X

précédente en posant : )Nfs(t) = X5 + 0s(Wsyy — Wy). Sur Q" conditionnellement a

Z’”* NY /o la variable W(ig—l) /n— W(ig— N)/n €st encore une variable gaussienne centrée de
q

variance (N — 1)/n; nous pouvons donc appliquer (3.2.7) :

)?(ig—N)/n((N —1)/n)

Qp

|E(ga( { DGy ) = E(gé(Uq))‘

1 X(Zn N)/n—i—aln N)/ \/ —1/71,.%'
h(z)g,({
R 79}
___ Ch
- VN = 1o@n_ny/n

, ou C dépend seulement de la fonction g;. (3.6.10)

Le remplacement de X par X est de nouveau justifié par le lemme 29 ; en effet nous avons
pour tout 0 < 6 < 1/2

Xii-nym((N —1)/n) s
Bl o HY(; in—N)/m) < ma(igim/nﬂ +6n)  (3.6.11)
X, N_1 _
ot P(‘ (Z—N)/n(( - )/n) z 1) /Tl‘ > (5\9 in—N /n) n~>—+>oo 0. (3.6.12)

Le lemme 29 n’est pas donné conditionnellement & G/ (in—N)/n’ cependant la premiere partie

(3.6.11) est toujours valable car la loi de (W, — W(zg Nym) pour 0 < s < (N —1)/n

conditionnellement a ggn_ N)/m €St encore celle d'un mouvement brownien. Pour (3.6.12),
q

il faut revenir a la démonstration du lemme 29 : sous ’hypothése 7/, nous obtenons une
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majoration similaire a (3.2.12), conditionnellement & Q?ﬂ_ N/ POUT tout 0 <y < 1et
q
tout 0 < d < 1/2:

P(Xfgyya((N = 1)/m)| > 0|6l 1) (3.6.13)
< E</ﬁgnm( pars [ 4 [ a1y e
= 292 Or = O(ip—N)/n r+/ /x {lz|<n} TN (im -/
oy (in—N)/n ! @p-N)/mn IR
CN 1
+ nday, (1 5)

Puisque o est bornée et admet une limite a gauche en tout point, par le théoreme de
Lebesgue, nous avons la convergence vers 0 de

(ig—l)/n
(N — 1)/nE(/

_Uz" N) n) dr|gzn n)
(ig—N)/n ( % ( N/

Grace a la troisieme partie de 'hypothese Hg, on obtient (3.6.12) en faisant tendre n vers
Pinfini, puis 7 vers 0.
Vu la définition de K, (3.6.11) et (3.6.12) impliquent

{X(::/n} B {X(i—N)/n((N — 1)/”)}

Qn

limsup £ (‘
n

1Gin -y, ) < __@
VN —log, -
(3.6.14)
La fonction test g} est lipschitzienne, de (3.6.14) et (3.6.10) on déduit donc
cB

VN —log, - ’
puis (3.6.9) en faisant tendre N vers +oo (puisque og,— est non nul sous I’hypothese H3).

Lorsque 3, — +0o0, le raisonnement est le méme, en considérant non plus N mais une
suite N, telle que 32/N,, — 0 et N,/n — 0. A partir d’'un certain rang, déterministe,
(i) — Np)/n > Sq—e. On peut alors reprendre les arguments précédents, qui sont toujours

q
valables car, sur 27, la loi de W(z‘g—l) /n— W(z‘g— Nn)/n conditionnellement a g(”in_ No)/n est
q n

X 1
. (1q71)/n ~
tm sup B (g} ()15, ) — Blab(UIGE, )| <

encore celle d’une gaussienne centrée de variance (N, —1)/n. Pour traiter (3.6.13), on pose
N, = 32b,,, puis on choisit une suite 7, tendant vers 0 telle que oy, /7, — 0, une suite b/,
tendant vers Uinfini telle que ¥, [ 5(3:,3)21|5(x,s)|§%da: — 0 (uniformément en s, ce qui
est possible grace a I'’hypothese Hs) et b,a2 — 0. Il reste alors & choisir des b, tendant
vers 'infini et inférieurs a b/, tels que

b n " g /(Zq_]-)/ ( )2d ’g’r]
0<x£b' p2x (in—p2z) /n il (ig—B3z)/n
tende encore vers 0 (pour tout w).

Les termes gg-mesurables

Il reste a vérifier la convergence stable (3.6.6) de (wy", ky)q vers (Y, V;); celle-ci est
déja connue (cf [15]).
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Conclusion

Prouvons maintenant que (3.6.7) découle bien de (3.6.4) et (3.6.5). On pose Sy = 0, et
Pon traite chaque saut séparément. Soit Z une variable F-mesurable bornée. Alors

AXTZ

X
B NG = B (A Bl (O g o (25163, ) )

:E( A E <g}({w})g?(w?)E (Z’93< 2l )!9& > \90>

n

En appliquant successivement (3.6.4) puis (3.6.5), on est ramené & montrer la conver-
gence de E(Z'A} |G]) vers E(ng;’(l{AXSq}U'q)]Qg)E(Hqg,lg;(Uq)gg(Yq)). On conclut
par récurrence sur [ (le cas | = 0 est trivial), et (3.6.7) est vérifiée.

e (3.6.7) et de (3.6.6), nous déduisons la convergence voulue avec les variables Z’. Or

E(ZA'BY) — B (ZAlBl)‘ < CP (min{Sys1 — Sy, Sy < t} < 21)
+|E(Z/ArBr) ~ E (7 AiB)|.
Le second terme du membre de droite converge vers 0 lorsque n tend vers l'infini, pour
tout n > 0; le second lorsque n — 0.
O

3.6.2 Preuve du théoréme

On procede de la maniere habituelle, en prouvant dans un premier temps le théoreme
pour des fonctions nulles sur un voisinage de 0, puis dans le cas général. Notons, pour une
fonction f de classe C! s’annulant en 0,

. ZSq<tf( ) " s B, — 0,
= {quﬁtf< q) q Si Bn — B e]()’ +OO]. (3.6.15)

Cas ou f est nulle sur [—¢,¢]

Soit ¢ > 0 et f une fonction de classe C! nulle sur [—¢,¢]. Soit 7 un entier tel que
1/r <e.
On définit I’ensemble, de cardinal presque stiirement borné, uniformément en n,

3" = {iy < [nt],3Im <r, 3k, S, = S}

On pose X{ = X;— > AXg,.
ineJy”
Alors, a partir d’un certain rang ng = no(w,,t), les iy tels que S, = S;* < t,m <r
sont tous distincts et, de plus, |A?X™| < e Vi < [nt], donc F(AX) =0 des que i ¢ J;".
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On a par conséquent pour tout n > nyg

[nt]
YOFATX) =Y FAX) | = Y (FALX) - f(AXs,))
i=1 s<t ined,
Xi"* n A?nXE
:a”Zf/(AXSq+Tg)<[{(jll)/}—i-{ASqX}+ " _{qu}>
ip €Ty n (7% Qp, an,

ol 7y est compris entre 0 et AXg, — Al X (et donc inférieur a o, + \A%me.

Il reste donc a montrer les convergences suivantes :

X'Lnf n A;.”nXE_ A
Si B —0, (ﬁn { D }+ {Aiix} +— —{ f,fq}> = Jm
- q

Si 5 5. <5n [{ X(ﬁ,;;l)/n} i {AiiX} N A%j(e} - {Ai(:q }) £_>st (BLg)q-
- q

. X(n—1)/n Ag, X Al X AX t
519 - oo, ([{Tm} 4 {20} SEE ) {82m ) Ldqg,
L q

Supposons que 3, — 0. Alors

n )
5 [{ X(i{;—l)/n} N {Aqu} N A X
an an an
1 suffit donc de vérifier la convergence de (v/nAj, X¢), vers (¢ )q, qui est précisément celle
q
démontrée dans [13] pour le cas non arrondi. L’hypotheése Hs est en outre suffisante ici.

sup <28, — 0.

q

{AX%

Qp

} AL X

Supposons ensuite que /3, converge vers 3 €]0, +o00[. L’ensemble des points de disconti-
nuité de la fonction (définie sur [0, 1] x [0, 1] xR) (u, v, y) — [u+v+y]—v est de probabilité
nulle pour la loi de (U,V, C(’J’ ). Par conséquent, il suffit de montrer la convergence en loi
stable suivante :

Xin—1 AXg VAL, Xe r st ¢
(‘{ ojn F A . “} ﬂnq = <Uq7 1{Aqu#0}U47 5) (3.6.16)

Posons :

& = (\/Klos,—wy + /1 — Klog,w]) (3.6.17)

=n (qu_ <W5q - W(ig—l)/n) t+os, (Wig N WS‘?>> '
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Par définition,

MY g
Qn Bn B Bn

ig/n
/ bsds+ / y /5 8, ) Lyqa)<1/ry (P — ¢)(ds, dz)
ig— 1)/n

ig—1)/n

ig /T
/ ) /5 8, ) 1j5(s,2)<1],G(x)>1/r}4(ds, d)

+/ (Js — Usq_)dWs 4 / 1 (0’5 — USq)dWs) .
(ig—=1)/n Sq

On vérifie que chacun des termes du second membre converge (en probabilité) vers 0. C’est
évident pour le premier, puisque b est borné, et les deux derniers, car o est cadlag. Par
ailleurs, pour tout 7 < 1/r fixé,

in/n
/ 1// (8, 2)lyg@)<1/ry(p — ¢)(ds,dx) =

n/n ”/n
/ o) /5 $,2)l{r<c(x)<1/r} (P — @)(ds, dz)+ / o) /5 $, %) {G(z)<r} (p — @)(ds, dx).

ig/n
B(\vn [ 35901 <1702 - (s, )
(in—1)/n JR
n/n
< 2vnE(| ) /G ()<1/ryq(ds, dz)]).
Pour tout 7, on a donc
n/n Ll
/ o) /5 $, )L r<a(@)<1/ry (P — @)(ds, dz) — (3.6.18)

En outre,

ig/n 2
Eln (/ /5(s,x)1{g(x)<7}(p — q)(ds,dx))
(in—1)/n JR

Tb/n
/ N / G(2) 1 mymya(ds, dz))
S/G(IB) 1G(x)§7'dx'
R

Vu (3.6.18), finalement,
. . n/n
lim lim sup F(] /5 $,7)ia(@)<1/ry (P — @)(ds, dz)|) =
7—0 n (in—1)/n
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Nous avons donc, pour tout €, > 0 et tout ¢ > 1,

ALXE  ¢n
T — B—q\ >n) =0. (3.6.19)
n

lim sup P(]
n

n

Le lemme 31 permet de conclure.

On procede de méme lorsque 3,, — 400, en remarquant simplement que, vu la conver-
gence (3.6.16) et ﬁ% — 0, on a ici

Xin_1 AXg, . ApX© +
<{ R U B My —S><Uq,1{AXSq¢0}U;,0) (3.6.20)

Cas général

Soit & présent f € C%(R), telle que f”(x) = o, (x). On rappelle les notations précédentes,
fo = fy et fo = f.(1 —afp). f° vérifie les conditions du i. D’apres le i. (avec les notations
(3.1.12) et (3.6.15)), les convergences (3.1.15), (3.1.16) et (3.1.17) sont donc vérifiées par f°.
Vérifions brievement, en suivant les arguments de [13], que Z(g) est bien défini pour toute
fonction telle que g(z) = o, (|x]), et que sa loi, conditionnellement & F, est indépendante de
la suite S, considérée. Soit en effet g = o (|z|). Fixons w € €. Les variables L,(w,.) sont
(conditionnellement & F) centrées, de carré intégrable. On peut construire le processus
(toujours sur ')

Z(9)(w, ) =Y g(AXs,)Loli<s,
q

qui définit alors une martingale de carré intégrable, purement discontinue, dont I’ensemble
des temps de sauts est inclus dans celui de X, avec égalité lorsque g ne s’annule pas en
dehors de 0. La loi de son saut en S, dépend en outre uniquement du processus X et de
.

Nous avons montré dans la section précédente que, pour tout b > 0, /n A a; L Z7(f°) Lﬁ&
Z((f%)). Par ailleurs, nous avons

E(Z(f})}|F) Zfb AXs,)?E(A o(@)*|F) —0

pour tout ¢ et tout w. On en déduit, en utilisant I'inégalité de Doob, que Z((f3)) %) 0.

Il reste a vérifier, comme dans le cas sans arrondis, que pour tout p > 0,

lim lim sup P(sup v/n A —|Z”(fb)\ >p)=0 (3.6.21)

b—=0 n—+oo s<t

Traitons tout d’abord le cas B, — [ < +oo (éventuellement nul). On compare
[nt]

VnZ"(fy) avec son équivalent non arrondi : v/nZ"(f) = f(z FIATX)=32g, < [(AXS,)).

[nt]
VR|ZE() = 20| = Vi Y (BEX = ATX)[ALX +17),
=1
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oll 7 est compris entre 0 et A?X — A X. Dans tous les cas, || < a,,. On peut toujours
trouver une fonction g réelle symétrique, croissante sur Ry, continue, telle que g(z) =
o,(2?) et g» > |(f)’|- (On peut toujours en trouver une, vu les hypotheses faites sur f).
Alors pour tout s < t,

]
vn|Zg(fo) - Z?(fb)‘ < Bn Y (9UATX| + o) ((AFX +17)/ (D))
=1
]

< Bu Y (9Q2ATX) + 9(200)) (AT X +7]) /(1))

i=1

[nt] [nt]

Par hypothese, Y g(2a,) — 0. Comme en outre 253, > g(2ATX)Y((A'X +r")/(b))
i=1 i=1

converge en probabilité vers 2ﬂ > e<t 925(2AX5), on a :

lim lim sup P(|12"(fy) = Z"(fy)| > p) = 0.

b—=0 pn—+oo

On obtient enfin (3.6.21) en appliquant le résultat correspondant pour A "(f), montré dans
[13] :
lim lim sup P(sup v/n| Z™(f3)s| > p) = 0.

b—=0 n—+oo s<t

Lorsque (3, — 400, on choisit la fonction g telle que de plus ng(2a,,) — 0; on majore
comme précédemment

[nt]

1
— |2"(fs) = 2" (1) <3 (6QATX) + 9o (AT + 1)/ ),
n
et la propriété supplémentaire vérifiée par g permet de conclure de méme.

3.6.3 Preuve de la tension sous H,

Supposons ici que X vérifie seulement 'hypothese H), et que de plus la fonction test f
est de classe C2, telle que f(0) = f'(0) = 0 et f”(x)O(x) au voisinage de 0. En particulier,
pour tout a > 0, il existe une constante C' qui ne dépend que de la fonction f et de a tel
que pour tout réel —a < x < a, |f(z)| < Clz|3. Rappelons que les processus A" vérifient
|A™ — X;| < ay, pour tous n,w,t et notons en outre

n 1 n
D"(f)e=vnA— | Un(f A" = D F(AXS)

n s<[nf]/n
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CHAPITRE 3. VARIATIONS DE SEMIMARTINGALES ARRONDIES

Le processus D™( f) est une semimartingale adaptée a la filtration F(i—1)/n» qui se décompose
sous la forme :

[nt]

D"(f)i=7) (A?D"(f)1{|A?Dn<f>|s1} —E (A?D"(f)l{m?m(fng}\f@—l)/n))
=1

]
+ 3 (ArD (M gappnpisny + B (AFDM (D1 apomipi<nFicnm) )
i=1

ou la premieére somme est la partie martingale locale (purement discontinue) et le second
la partie a variation finie. La semimartingale D™(f) admet donc comme caractéristiques
associées a la fonction de troncation z1j,<; :

[nt]
By :; E (A?D"(f)l{mgm(mg}\]:(@'71)/71) 7
Ccp =0,

o]
I/n([(),t] X D) :; P (A?Dn<f) S D‘]:(z—l)/n) .

La seconde caractéristique modifiée de D™(f) vaut alors

[n1]
Cp =) Var (A?D"(f )1{IA?D”(f)\}§1‘}—(ifl)/n> :
i=1
Pour appliquer le critere de tension de la proposition 7, nous devons prouver que :
(i) Ye, N > 0,limg_ 0o limsup,, P(v™([0, N] x {z,|z| > a}) > ) = 0;
- [nt]
(ii) Les suites B", C™ et Y E ((p|A7D"(f)| —1)* A1|F;_1)/n) sont C-tendues (pour
i=1
tout p > 0).

Les trois processus du (7) sont a variations finies, et tous trois fortement majorés par
[nt]

Cy 231 E (|AD™(f)| A1|F-1)/n)- 11 suffit donc de prouver la C-tension de ce dernier
1=

processus (cf section 1.2.5). Par ailleurs

N
v([0,N] x {z, |z] > a}) =D P (|ATD™(f) > al Fi—1y/n) »

i=1
donc la probabilité du (i) est majorée, via I'inégalité de Markov, par

[nN]

> E(AID"()])-

i=1

L
ae
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3.6. PREUVE DU THEOREME CENTRAL LIMITE

Il reste donc a prouver, au vu du critere de C-tension du théoreme 6, que pour tout t > 0,

[nt]
lim Y Z E (|AYD"(f)]) < +o0; (3.6.22)
=1
Vn,e >0,30 > 0,n9 > 1,Vn > nyg,
[ns]

P sup > E(AIDMHIFi—ym) | >n| <e  (3.6.23)

[0<r<s<t|,|s—r|<0 i=[nr]+1

Etudions plus précisément chaque accroissement AP D"(f); remarquons que jusqu’ici, la
forme particuliere de ces accroissements n’a pas été utilisée. On utilise la décomposition
habituelle f = f, + f® pour un a > 0 donné. Vu H), le processus X est borné, donc ses
sauts et ses accroissements le sont aussi. Il existe par conséquent un a > 0 tel que pour
tous w, s,n, i, f*(A'A) = f*(AX,) = 0. Nous pouvons donc nous restreindre a I’étude de
D"™(f4) (ou, ce qui revient au méme, supposer des le départ que f est a support compact).
Nous avons :

1 1
|AF D™ (fa)l < x/ﬁAOTn |[fa(AFA™) = fa(A?X)Hx/ﬁAOTn faAFX) = Y fa(AXY)

i—1<ns<i

Le premier terme, qui traduit lerreur due aux arrondis, est inférieur a |f,(A’X + rl")],
ot |1l < 2au,. Etant données les hypotheses faites sur f, nous pouvons majorer ce terme
par C(|A?X|? + 1/n), de méme que pour la démonstration du théoréme central limite.
Le second terme peut étre étudié a 'aide de la formule d’It6, de maniére similaire a la
démonstration du théoreme 12.i de [13]. En effet par hypothese f, est de classe C?; la

différence fo(A’X)— > fo(AXj) est alors égale a :

i—1<ns<t
[nt]/n
il [
[ns]/n

[nt]/n [nt]/n
+ / X — XM)gdW, + / ko (Xr_ - Xﬁ”%&(r,x)) (p — q)(ds, dz) | ,
[ns]/n [ns]/n -

1
fa(X = XNy + £ (Xp = X)o7 + / ga (X = X, 6(r,) ) d””) @
R

ou l'on a noté en suivant [13] : kq(z,y) = fa(x+y) — fo(z) — fa(y) et go(x,y) = ko(z,y) —
f2(x)y. Nous avons seulement supposé ici que f = O(z?); par conséquent, on peut ma-
jorer f!(x), f!(x), kq et g, par respectivement C|x|?, C|z|, C|z||y| et C|z||y|*>. Grace &
I'hypothese Hj, b et o sont bornés, et de plus, pour tout 0 < v < 2, E(|Xy1s — Xi|7|F;) <
C's7/2. Nous pouvons & présent majorer les espérances conditionnelles, directement pour
la partie & variation finie, et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la partie
martingale locale :

=lQ

E || Vn(fa(A7X) Z Ja(AX)) || Fi—nym | <

i—1<ns<i

(3.6.24)
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CHAPITRE 3. VARIATIONS DE SEMIMARTINGALES ARRONDIES

Nous en déduisons immédiatement (3.6.22), ainsi que (3.6.23), en choisissant 0 et n tels
que C0+ 1/n soit inférieur & n, C' étant ici la constante obtenue dans (3.6.24). La tension
de la suite de processus D"(f) est donc prouvée.

3.6.4 Preuve de (3.1.11)

En modifiant légerement la preuve du théoréme central limite (section 3.6.2), on peut
plus généralement vérifier que, si 'amplitude des sauts de X est constante (égale & a),
alors, en conservant les notations précédentes,

VI | Vo, =3 Fa)liax,z0p | S5 F(@) Y (0, + b+ 78]~ b) Taxe, 20,

s<t Sq<t

pour toute suite n; telle que {\/nja} — b. En effet, la convergence (3.6.4) est dans ce
contexte trivialement remplacée par

3 AX Ll ~
VZ F-mesurable bornée, E(ZgJ({ 5 Higs,-) — E(Zgg(bl{AXSqio}ﬂggq_),

Qo

et le lemme 31 par

X'm _ AXS‘"L E St
<{ 1a,q 1}7{ o . }aw'ﬁ@,qaw:ﬁ,qa’i%,q> — <UQab1{AXSm7q7SO}a}/QvY:1/aV;])q‘
n q

n

La fin de la démonstration est identique a celle du théoreme central limite.
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Annexe A

La convergence vers la loi
uniforme en plusieurs dimensions

Nous dévelopons ici la remarque faite a ’occasion du corollaire 15 : la démonstration
de Tukey concernant la convergence de la partie fractionnaire d’'une variable aléatoire
vers la loi uniforme se généralise assez facilement aux dimensions supérieures. Soit X une
variable aléatoire, F' sa fonction de répartition et F'* celle de sa partie fractionnaire. La
démonstration repose sur deux éléments. D’une part (cf [35], p. 140) la convergence en loi
a lieu si et seulement si les coefficients de Fourier-Stieltjes (sur [0, 1]) de F™* convergent
vers ceux de la fonction de répartition de la loi uniforme (a savoir 1 pour le coefficient
constant, 0 pour les autres), d’autre part le coefficient de degré n de Fourier-Stieltjes de
F™* est égal a la transformée de Fourier-Stieltjes de F' prise en 2mn.

Nous pouvons généraliser cette méthode a des variables multidimensionnelles. Consi-
dérons une variable aléatoire d-dimensionnelle X = (X!, ..., X%), notons pour ¢ > 0 F,
la fonction de répartition de o X et F¥ (resp. Fy) celle de {oX} )({oX'},...,{oX4})
(resp. de la loi uniforme sur [0, 1]%). On définit les coefficients de Fourier-Stieltjes associés,
pour tout n € Z4, par : ¢, (FF) = f[071]d eXm-rdF¥(z). On a toujours co(F§) = 1, les
autres coefficients étant de nouveau nuls pour la loi uniforme. Notons de plus A(u, F,) =
Jga €%"dF,(x). Nous avons alors le résultat :

Proposition 33. Soit X une variable aléatoire d-dimensionnelle, F' sa fonction de ré-
partition. La partie fractionnaire ({o X'}, ..., {oX?}) de 0 X converge (en loi) vers la loi
uniforme sur |0, l]d si et seulement si, pour tout d-uplet d’entiers n € Z¢, la fonction
caractéristique A(on, F) converge vers 0 lorsque o tend vers l'infini.

Démonstration. Nous pouvons ici aussi nous ramener a ’étude des coeflicients de Fourier
grace au lemme suivant :

Lemme 34. Soit (X,Y), une suite de variables aléatoires a valeurs dans [0,1]?, et u une
loi sur [0,1]? de fonction de répartition F. Alors la suite (X,Y), converge en loi vers u si
et seulement si les coefficients de Fourier-Stieltjes de la fonction de répartition de (X,Y ),
convergent vers ceux de F.
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ANNEXE A. CV VERS LA LOI UNIFORME EN PLUSIEURS DIMENSIONS

Ce résultat est vrai en dimension 1, comme montré dans [35]; ceci signifie que les
fonctions = + €27 k € Z déterminent entierement la convergence en loi sur [0,1];
d’aprés la proposition 4.6 de [11], c’est encore le cas, pour [0,1]¢, des fonctions de la
forme x — H%_le%”"kmk =¥ e 74,

Les coefficients ¢, ,, (Fy) peuvent par ailleurs s’exprimer en fonction des transformées
A(2mn,2mm, Fy) :

A(27n, F,) = /R ) eI (x Z /0 o T A(Fy (x4 k) — Fy(k))

kezd
= / 2T (u) (A.0.1)
[0,1]
= c,(F)). (A.0.2)

O

Nous retrouvons bien str les différents comportements rencontrées précédemment :
si Fy, est la fonction de répartition de la loi de (W1,aWh), A(o,r0, F,) = e=o (1tar)/2,
Cette fonction (de o) converge vers 0 en l'infini pour tout rationnel r # —1/a : le couple
(W7,aW7) converge donc en loi vers un couple de variables uniformes indépendantes si et
seulement si a est irrationnel. Remarquons que le résultat est encore vrai pour les irration-
nels ne vérifiant pas la condition H, mais avec une vitesse de convergence éventuellement

< e . . a b . . . .
trés faible. Lorsque la matrice de covariance ( ) est inversible, son déterminant est
c

b

strictement négatif par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et le bindéme a + 2br + cr? de
A(o,ro, F) = e~o°(at2br+er®) 1og pas de racine réelle, donc la convergence vers 0 a lieu
pour tout rationnel (et méme tout réel) r
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Annexe B

La convergence stable (3.6.1)

La démonstration est pour I’essentiel la méme que celle du lemme 31, a ceci pres que
la suite de temps d’arrét S, n’est en général pas croissante, ce qui est pourtant nécessaire
dans la d’emonstration du lemme, afin de pouvoir conditionner par rapport au passé. Dans
un premier temps, nous allons donc devoir réorganiser les sauts par ordre croissant. 11 suffit
de prouver que pour tout entier [, toute variable aléatoire Z F-mesurable bornée et toutes
fonctions g;, e gg’ lipschitziennes bornées,

X(ig—1)/n . AX
Dy g2 gB ({

1) (55 ()

1
B(Z 11 g
I 1 2 3 APR: 5 /
— (2 I U5 11 UV ).
(B.0.1)

Soit (G) la plus petite filtration contenant (F;) et telle que S1, ..., S; soient mesurables par
rapport a Gg. On note 11 < ... < Tj les S1,...5] réorganisés par ordre croissant. Il existe
donc une permutation aléatoire m € &; telle que Tj; = Sy (,). On note aussi, pour ¢ < [,
Jq = in(g) = [nTy] + 1, wy = w;‘(q). Remarquons que j, est Go-mesurable, de méme que
7. Pour 7 > 0 fixé, on définit encore G;' comme la plus petite tribu contenant (G;) telle
que les processus (W), <s<j,+n soient GJ-mesurables. On définit comme précédemment

X(ig— AX
n— 1 2lig=/nyy 20 ny 302280
Af .—1§1;ng 9, 1 ga(wg)ga ({ - ), (B.0.2)
et de plus on pose :
R X, AX
= L2 Ua=D/nyy 200y 3 T,
A} '_1§I}§k 9, o 1) gq (g) g, ({ o 1. (B.0.3)

Comme dans la démonstration du lemme, on montre qu’il suffit enfin de prouver la conver-
gence :

n Ll , ~
B(ZA31GY) 5 B(Z63(1axs, 200U |00 B0} (U)g2 (V). (B.0.4)
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ANNEXE B. LA CONVERGENCE STABLE (3.6.1)

Pour cela, on prouve dans un premier temps la convergence pour les Ay :

n Ll ~
B(ZAIGY) 15 B(Z63 (1gaxs, 20y UG E(Tyi0} (U3 (Yy)). (B.05)

Cette derniere se montre la encore de la méme maniere que dans le lemme. Il suffit donc
finalement de vérifier que (B.0.4) se déduit de (B.0.5). En effet,

E(ZAPIG)) = Y L=y E(ZA7|G])

TEG,

X, .
_ 1 (Ja—=1)/m\\ 2 ~ny 3
= 3 U= B2 1L gty (U262 (0)g ) (4

AXr,
TEG, n

)IGg).-

De cette égalité et de (3.6.7), on déduit la convergence dans L' de E(ZA}|G]) vers

=( 3
> Ynw=nE <ng(q)(1{AXTQ¢0}UIQ)\QQ>
TEG;

o 1 2 3 !

Rappelons que Ty = Sy(q)- Les l-uplets (Uy, Ug, Yy)1<4<1 et (Ur(g), U;(q),YT(q))lqul ayant
méme loi, et chaque 7 constituant une bijection sur {1, ...,1}, les deux espérances

I 1 2 3 / n
B <1{W(W)T}Z qlgl gT(q)(Uq)gT(q) (Y;])gT(q)(1{AXTQ¢O}UQ)’gO>
et B (1{w(w>=T}Z g, (UQ)gg(Y;l)gg(1{Aqu7é0}UIQ)’gg>
sont égales quelle que soit la permutation 7. Par conséquent,

n Ll ~ ~
B(ZANG) = > Vnwi=n B (20 (Liaxs, 20U 0)|G) E(1, 93 (Ua)g;(Ya))- - (B.0.6)
TEG, -

(B.0.4) est donc démontré.
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Annexe C

L’hypothese H

Nous donnons ici brievement les démonstrations des deux résultats simples liés aux
approximations diophantiennes utilisés dans la derniere partie (cf [19] ou [21] pour le
premier, [21] pour le second).

C.1 Théoreme de convergence de Khintchine

Soit ¢ une fonction croissante telle que > 1/(kt(k)) soit finie. Il s’agit de montrer que
Iensemble des réels ¢ tels que, pour une infinité d’entiers k, on ait d(k(,Z) < 1/(ky(k))
est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, notée A. Il suffit évidemment de montrer
le résultat pour tout intervalle de la forme [m,m + 1], o m est un entier quelconque.
Posons, pour un entier m fixé,

A n 1
p={C€mm+1],Ine€Z,|¢ - E' < W}.
Cet ensemble est la réunion de k — 1 intervalles de taille 2/(k?¢(k)), et des deux intervalles
sur les bords, de longueur moitié moindre, donc A(Ay) = ﬁ(k), et vu I’hypothese faite sur
Y, ona )y~ A(Ag) < +oo. Par application du lemme de Borel-Cantelli, I’ensemble des
¢ appartenant & une infinité de A; est donc de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue,
ce qui est le résultat recherché.

C.2 Preuve du second résultat
A un réel ¢ et une fonction croissante v, on associe l’entier (éventuellement infini)
Ky (¢) :=sup{k > 1,d(k¢,Z) < 1/(ki(k))} € NU {400},

avec la convention habituelle sup) = 0. Remarquons que quelle que soit la fonction 1,
un réel vérifiant la condition Ky (¢) < +oo est nécessairement irrationnel. Nous allons
montrer le résultat suivant :
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ANNEXE C. L'HYPOTHESE H

Proposition 35. Soit ( € R, ¥ une fonction croissante. Si Ky (() est fini, alors il existe
M > 0 tel que pour tout z > B, il existe deux entiers premiers entre eux a et b vérifiant :

{ya—bg <1/b

Rt

(C.2.1)

Nous commencons par montrer le lemme suivant :
Lemme 36. Soient v un réel et N > 1 un entier; alors il existe b < N, d(by,Z) <1/N.

Démonstration. Si ny et m~y ont la méme partie fractionnaire, (n — m)~y est entier et
le résultat est évident. On peut donc supposer les {ny},n = 1,..., N tous distincts. On
note a;,i = 1, ..., N les parties fractionnaires des ny réorganisées par ordre croissant, puis
0; =a; —a;—1 pour i > 2, et 61 = 1+ a; — a,. La somme des §; est égale a 1, donc 'un
au moins des ¢§; est inférieur & 1/N (strictement inférieur sauf si les a; sont uniformément
répartis), et le lemme est démontré. (Autrement dit, si I’'on place N points sur le tore R/Z,
au moins deux d’entre eux sont a distance inférieure & 1/N). O

Preuve de la proposition. Fixons la fonction v et considérons un ¢ tel que Ky (¢) # 0. En
particulier,  est irrationnel donc pour tout entier b, d(b(, Z) est non nul, et on peut trouver
un entier N > 1/d(b(,Z). D’apres le lemme 36, 'ensemble {q > 1,d(¢¢,Z) < d(b(,Z)} est
alors non vide. La suite b,, ci-dessous est donc bien définie :

bo = 1
b1 = min{b > 1,d(b¢, Z) < d(boC,Z)}, Yn > 0. (C.2.2)

Cette suite est par définition strictement croissante. De plus, pour tout n, d’apres le
lemme 36, il existe b < by, 41 tel que d(b(,Z) < 1/b,+1. Par définition des b, nous avons
d(bn(,7Z) < d(b¢,Z). Nous avons donc construit une suite infinie d’entiers b,, strictement
croissante telle que pour tout n, on ait :

d(an7Z) < 1/bn+1- (023)

Soit B le premier b, supérieur a K. Soit z > B. Il existe m tel que K < by, < 2 < byp1.

De plus,
z z bm+1 1
< < < < bm.-
P(2) T pbm)  Pbm) T dbnl Z)Y(bpn) T
La premiére inégalité est due a la croissance de 1), la troisieme a la propriéte (C.2.3) et la
derniere au fait que b,, > K. Nous avons donc trouvé un entier vérifiant (C.2.1), a savoir
b
En particulier, d(by,(,Z) < 1/by,, donc il existe un entier a tel que |b,,{ — a| < 1/byy,.
Vérifions pour conclure que a et b, sont premiers entre eux. Supposons que a = ka' et
b, = kU, avec k > 2. Alors k|b'¢ — d'| = |b,,( — al, donc V' < by, et d(V'¢,Z) < d(bm(,Z),
ce qui est impossible, par définition de la suite b,,. O
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ANNEXE C. L'HYPOTHESE H

Remarque. Dans [21], Pauteur définit la suite b, a partir du développement en fraction
continue de (; nous avons choisi une approche un peu plus directe en définissant les b,
comme meilleures approximations de ¢ (c’est-a-dire vérifiant la propriété (C.2.2)), large-
ment suffisante dans notre contexte puisque la seule propriété utilisée est la condition
(C.2.3).
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Index des notations

Divers
My
x (o)
[z]
Bn
ATX
A'X
A ou )\d
{z}
rVy
TAY
o(z), O

Hypotheses
H
Ha
H
Ha

/
2

Hs
/
3

%

= sup |f|. 20

processus arrondi a « pres. 3
partie entiere (inférieure) de x. 3
= apy/n. 4

= Xi/n — X(i—1)/n : accroissement de X. 16

= Xi(/a:) - X ((iofl)) n accroissement du processus arrondi X (@n). 16
mesure de Lebesgue sur R ou R%. 20

= x — [z] : partie fractionnaire de x. 4

max(z,y). 93

min(z,y). 93

notation de Landau. 93

19

semimartingale d’It6 carac.
semimartingale d’It6 carac.
semimartingale d’Ito carac.
46

semimartingale d’Ito carac.
semimartingale d’It6 carac.
semimartingale d’Ito carac.

loc. bornées. 41
bornées. 49
loc. bornées et amplitude des sauts dominée.

bornées et amplitude des sauts dominée. 49
loc. bornées. 46

bornées et loi des sauts abs. continue. 49
loc. bornées dans R?. 45

bornées dans R2. 49

semimartingale d’It6 carac.
semimartingale d’Ito carac.

Types de p-variations et limites possibles

Va(f, X)
VP(X)
ZM(X)
Z"(f, X)
(8, 0)
IP4(g,0)

f-variation non renormalisée de X (o) 41
f-variation non renormalisée de X (@), 41
(p, q)-variation de X (@), 16

41

47

16

18
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INDEX DES NOTATIONS

IP4(8, ) 18

Types de convergences

£—>St Convergence en loi stable. 10

I&F Convergence en probabilite pour la topologie localement uniforme. 9
sﬂj Convergence en probabilite pour la topologie de Skorokhod. 9

variables aléatoires

L, 47
U, U’, V, U™ variables uniformes sur [0, 1]. 4, 47
Y,Y,Yy" variables normales centrées réduites. 4, 47
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