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Résumé

Les travaux présentés dans cette thèse s'inscrivent dans le cadre général de la descrip-
tion de l'e�et tunnel dans la limite semiclassique ~ ! 0. Nous présentons une nouvelle
méthode de calcul direct de la largeur des doublets tunnel. L'expression obtenue est ba-
sée sur l'utilisation de traces d'opérateurs quantiques, dont l'opérateur d'évolutionÛ(T)
prolongé analytiquement à l'aide d'un temps complexeT. L'étape suivante consiste en un
développement semiclassique de ces traces. Nous nous plaçons dans le cadre des systèmes
intégrables unidimensionnels a�n d'insister sur l'importance d'un temps complexe et on
montre que le choix d'un chemin du temps[t] adapté, lors du calcul semiclassique des
traces, fournit un critère de sélection e�cace des trajectoires complexes dominantes. Nous
verrons que cette approche retrouve la technique des instantons dans la limite d'un temps
purement imaginaire et qu'elle permet d'inclure les descriptions, inaccessibles par une rota-
tion de Wick complète, de l'e�et tunnel dynamique et résonant. Nous montrons également
comment adapter cette méthode au taux de transmission tunnel d'un état localisé dans un
minimum local vers un continuum d'états. En�n, nous proposerons, en guise de perspec-
tives, d'étudier l'e�et tunnel résonant à partir de modèles intégrables présentant des îlots
stables entourés de chaînes de tores pour lesquels nous tenterons d'adapter la théorie de
l'e�et tunnel assisté par les résonances.

Mots clés : E�et tunnel - e�et tunnel dynamique - e�et tunnel résonant - instantons -
rotation de Wick - méthodes semiclassiques - temps complexe - trajectoires complexes.

7



RÉSUMÉ

8



Abstract

The present work is developed within the general framework of the description of the
tunneling e�ect in the semiclassical limit ~ ! 0. We introduce a new method for the direct
computation of the tunneling splittings. We get a trace formula involving the evolution
operator continued in the complex plane using a complex timeT. The next step is to
obtain semiclassical expansion of these traces. Within the framework of one dimensionnal
integrable systems, we show the key role of a complex time. When performing semiclassical
calculations, an appropriate complex-time paths provide an e�cient criterion in order to
select the dominant complex trajectories involved in the traces. We will show that our
approach includes instanton techniques in the limit of a purely imaginary time and describes
dynamical tunneling and resonant tunneling for which a completeWick is not su�cient.
We will show also how our method works for the decay rates. Finally, as a perspective,
we will study resonant tunneling from integrable models which exhibit prominent islands
surrounded by chains of tori. From these models, we will try to apply the theory of resonant
assisted tunneling to integrable systems.

Keywords : Tunneling - dynamical tunneling, resonant tunneling - instantons -Wick
rotation - semiclassical methods - complex time - complex trajectories.
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Introduction

� Les rêves, ça se compare pas.�

Le Roi Arthur, Kaamelott, Livre VI - Dies Irae

L'e�et tunnel est un phénomène qui intervient en physique quantique et est générale-
ment décrit comme la capacité d'une particule quantique à traverser une barrière d'énergie
même si son énergie est inférieure à cette barrière. Un exemple illustratif consiste à consi-
dérer un potentiel formé de deux puits symétriques séparés classiquement par une barrière
d'énergie de hauteur �nie et à préparer une particule quantique dans un des puits avec
une énergie inférieure à la hauteur de cette barrière. Classiquement, cette particule est
condamnée à osciller à l'intérieur de ce puits. En revanche, du point de vue de la méca-
nique quantique, la particule est associée à une fonction d'onde, dont le module au carré
est relié à la probabilité de présence de cette particule, qui est alors initialement localisée
dans le puits choisi. Ce paquet d'onde va progressivement se déplacer d'un puits à l'autre
et ainsi e�ectuer des oscillations de part et d'autre de la barrière à une période� . On peut
alors dire que la particule quantique oscille d'un puits à l'autre par e�et tunnel et on parle
d'oscillations de Rabi [20].

Après la naissance de la théorie quantique et en particulier l'équation d'onde propo-
sée parSchrödinger [84] en 1926, l'e�et tunnel est très rapidement mis en avant pour
expliquer les phénomènes de désintégration radioactive des éléments instables et leur loi
de décroissance exponentielle, découverts seulement une trentaine d'années auparavant
[30] [83]. Parmi la série d'articles publiés dans ce contexte,Hund s'intéresse à un po-
tentiel borné V(q) à une dimension sous la forme d'un double puits symétrique et est le
premier à mettre en avant la sensibilité exponentielle de l'écart� E entre des énergies
propres quasi-dégénérées (appelées doublets) dans le spectre en fonction de la hauteur
de la barrière d'énergie [46] [47]. Au même moment, l'équation deSchrödinger suscite
un interêt du point de vue mathématique et entraîne le développement de méthodes de
résolution approchée de l'équation d'onde.Wentzel , Kramers , Brillouin et indépen-
damment Jeffreys posent les fondations de ce que l'on connaît aujourd'hui sous le nom
d'approximation semiclassiqueou théorie JWKB [99] [60] [15] [50]. Cette théorie fournit
une solution à l'équation d'onde dans la limite où le paramètre~, qui gouverne le monde
quantique, tend formellement vers la valeur nulle. Dans cette limite~ ! 0, les remarques
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INTRODUCTION

de Hund se véri�ent simplement et on montre que la largeur des doublets varie comme

� E ~! 0� A~e�j Sj=~; (1)

où A dépend d'ingrédients classiques du système. La fonctionS =
R

dq
p

2m(V (q) � E )
est l'action classique prolongée analytiquement sous la barrière de potentiel (E < V (q)) et
dépend donc de la forme de la barrière qui sépare les deux puits [61]. Il apparaît que la
période d'oscillation d'un paquet d'onde d'énergieE est reliée à la largeur de ce doublet
comme � E def= ~=� . Elle sera d'autant plus grande que l'énergie sera proche de celle des
fonds de puits et l'e�et tunnel s'en verra donc diminué.

On peut énumérer quelques exemples notoires de la réussite d'une telle description.
La théorie JWKB permet à Fowler et Nordheim en 1928 de formaliser le phénomène
d'émission d'électrons dans un métal froid soumis à un champ électrique intense [33] et la
même année le succès de l'e�et tunnel s'étend jusqu'au domaine de la physique nucléaire
avec l'interprétation par Gamow [35] et indépendammentGurney et Condon [40], de
la désintégration � . Quelques décennies plus tard,Esaki met en place le premier modèle
de diode à e�et tunnel [32] et utilise le principe de l'e�et tunnel résonant [14]. En 1962,
Josephson prédit l'existence d'un courant tunnel entre deux supraconducteurs séparés
par une barrière isolante très �ne [51]. En�n, en 1982,Binning et Rohrer présente le
mécanisme de fonctionnement du microscope à e�et tunnel [10]. L'e�et tunnel, ces dernières
années, s'étend aux expériences sur les atomes froids et les condensats deBose-Einstein
[42] [91] dans l'idée de comprendre l'in�uence des nonlinéarités et des e�ets collectifs sur
les phénomènes de transport.

La description semiclassique de l'e�et tunnel requiert naturellement le prolongement
analytique des solutions classiques du système [6]. Dans le cas des systèmes intégrables, on
peut montrer que le comportement exponentiellement décroissant de l'écart des énergies
propres quasi-dégénérées peut être obtenu en reliant des tores réels appartenant à des
régions distinctes de l'espace des phases à l'aide d'un prolongement analytique de ces tores
dans le plan complexe [24]. L'importance de ces trajectoires complexes a d'abord été mise
en avant par George et Miller [72] [37] a�n de décrire certains processus chimiques
comme les collisions moléculaires et les transitions électroniques. Ils abordent le problème
de la transmission tunnel à travers une barrière d'énergie dans le cas intégrable en traitant
semiclassiquement les propagateurs quantiques en énergie (fonction deGreen ) ~G(qf ; qi ; E )
et en extrayant les trajectoires complexes à l'aide d'un temps complexe [34] [18] [49]. Ce
temps complexe peut être vu comme un point critique de la phase stationnaire lorsque
l'on considère la fonction deGreen comme la transformée deFourier du propagateur
en tempsG(qf ; qi ; T). Pourtant bien adaptée pour les processus de di�usion, le calcul de
la largeur des doublets� En dans les systèmes bornés par la fonction deGreen n'est
cependant pas direct et nécessite l'extraction des pôles de sa trace [27] [98]

tr ~G(q; q; E) =
X

n

1
E � En

: (2)

En 1977, dans le cadre de la théorie des champs,Coleman donne �nalement une méthode
directe pour calculer la largeur des doublets [21], basée sur le propagateur en temps et
fait le choix d'une transformation t 7! � it , appelée rotation deWick , a�n de calculer
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l'intégrale de chemin du propagateur à l'aide de trajectoires réelles, appelées � instantons �.
Il calcule ainsi le doublet pour le double puits et également le taux de décroissance d'un
état localisé dans un minimum local vers un continuum d'état. Cependant, le choix d'un
temps purement imaginaire ne lui permet d'accéder qu'à l'état fondamental contrairement
à d'autres approches directes utilisant la formule d'Herring [100] [25] [36] qui sont basées
sur le prolongement des fonctions d'onde elles-mêmes.

Si l'e�et tunnel 1D indépendant du temps est bien compris, les choses se compliquent
lorsque l'on brise l'intégrabilité en augmentant le nombre de dimensions de l'espace des
phases ou en rendant non autonome le hamiltonien. L'espace des phases est alors divisé
génériquement en îlots réguliers composés de toresKAM séparés par une mer chaotique
(systèmes mixtes). La dé�nition de l'e�et tunnel peut être alors généralisée, au-delà d'une
barrière de potentiel, à deux régions classiquement distinctes de l'espace des phases, en
général symétrique, et est quali�é d'e�et tunnel dynamique par Davis et Heller [28].
L'e�et tunnel entre deux îlots réguliers symétriques, caractérisées maintenant par des dou-
blets de quasi-énergies dont les états sont localisés dans les tores réguliers, ne peut plus
être décrit par un simple comportement exponentiel mais est clairement in�uencée par la
structure plus riche de la dynamique classique.Bohigas , Tomsovic et Ullmo ont ob-
servé, en variant un paramètre du système (classique ou quantique), de larges �uctuations
de la largeur des doublets [13] [96] d'autant plus isolées que le régime est quasi-intégrable,
et ont proposé le processus d'e�et tunnel assisté par le chaos. Les �uctuations sont causées
par la proximité d'un niveau d'énergie associé à la mer chaotique avec le doublet tunnel
créant des couplages entre les états associés. L'e�et tunnel assisté par le chaos propose de
décrire ces couplages à l'aide de propriétés statistiques du système calculées par la théorie
des matrices aléatoires.

Greene et Percival ont montré que lorsque la dynamique n'est plus intégrable, le
prolongement analytique des toresKAM réels dans l'espace complexe est limité par la pré-
sence de frontières naturelles [39] et que l'approche deWilkinson qui consiste à connecter
dans le plan complexe les toresKAM est donc ine�cace. Néanmoins, la décennie suivante
amène son lot de bonnes nouvelles lorsqu'il est remarqué que certaines caractéristiques de
l'e�et tunnel pouvaient être reproduites à l'aide de sommes d'orbites périodiques complexes
(et aussi réelles) [64] [26]. Toujours dans cette direction,Shudo et Ikeda essayent d'isoler,
ces dernières années, les trajectoires complexes dominantes qui permettraient de recons-
truire par une approche WKB complexe les fonctions d'ondes localisées dans des îlots
réguliers et, en particulier, leurs queues exponentielles qui s'étendent au-delà des bords de
l'îlot, dans la mer chaotique [86] [87] [88] [89] [90]. Leur approche par l'étude des chaînes de
Laputa apparaît comme une voie prometteuse a�n de comprendre comment sélectionner,
parmi le nombre gigantesque d'orbites classiques complexes, les contributions dominantes.
Ce problème reste, à l'heure actuelle, encore ouvert.

Bien que principalement présentés dans le cadre des systèmes intégrables, les résultats
obtenus dans cette thèse sont en partie motivés par ces derniers développements. Nous
proposons une approche directe du calcul de la largeur des doublets� En , généralisant la
méthode instantons, qui s'appuie sur le calcul de la trace de propagateurs quantiques en
temps complexe et l'utilisation de certains chemins du temps complexe[t] comme critère
de sélection des orbites périodiques complexes. Les résultats obtenus dans le cadre de
l'approximation semiclassique sont très convaincants pour les systèmes1D indépendants du
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temps. La discussion sur l'existence de trajectoires périodiques complexes qui contribuent
à l'e�et tunnel dans le cas non intégrable laisse entrevoir, pour l'avenir, notre approche
comme un potentiel chemin (complexe ?) d'exploration vers l'interprétation semiclassique
de l'e�et tunnel chaotique.

Il n'existe pas encore de théorie semiclassique complète de l'e�et tunnel dans les sys-
tèmes mixtes. La théorie de l'e�et tunnel assisté par les résonances, développée ces dernières
années [16] [17] reste, à ce jour, le mécanisme le plus abouti a�n de décrire les �uctuations
géantes comme des couplages entre états localisés de part et d'autre d'une chaîne de réso-
nances non linéaires classiques au sein d'un îlot régulier [31] [76]. L'objectif est de remplacer
le hamiltonien exact par une approximation intégrable et traiter une perturbation de ce
hamiltonien par la théorie des perturbations quantiques. Les dernières améliorations ap-
portées [3] [67] [4] permettent d'obtenir des résultats en très bon accord avec les calculs
numériques. Cette approche sera abordée dans la dernière partie de ce manuscrit en tentant
de l'adapter dans le cadre de systèmes intégrables présentant deux îlots principaux séparés
par une chaîne de résonances.

Cette thèse se décompose en trois parties. La première tente d'établir un état des lieux
et de présenter les outils dont nous aurons besoin par la suite. En particulier, le premier
chapitre présentera principalement l'incontournable approximation semiclassiqueJWKB
qui conduit naturellement à la notion de quanti�cation EBK . En suivant la démarche
proposée parGarg [36], nous appliquerons cette approximation à l'exemple bien connu du
double puits a�n de retrouver simplement le comportement exponentiellement décroissant
de la largeur des doublets tunnel. Le chapitre 2 introduit la notion d'espace des phases et
d'intégrabilité. Dans le cas de systèmes non intégrables, nous décrivons comment approcher
la dynamique autour d'un point d'équilibre à l'aide des formes normales. Cette section
est un prétexte a�n de construire une classe de hamiltoniens intégrables sous la forme
de polynômes en les coordonnées de l'espace des phases. Nous proposerons ensuite de
complexi�er le temps d'évolution du système et d'en étudier les conséquences sur l'espace
des phases. Cette étude est justi�ée a�n de pouvoir évaluer semiclassiquement, en termes de
trajectoires complexes, les intégrales de chemins et les propagateurs quantiques en temps
complexe. Le troisième chapitre permet de dé�nir la notion de résonance quantique à l'aide
d'un des systèmes intégrables parmi les plus simples : le triple puits.

La seconde partie présente le coeur de cette thèse. Le chapitre 4 expose les limites, déjà
présentes dans les systèmes unidimensionnels, du calcul de la largeur des doublets tunnel
en utilisant l'approche par les instantons et décrit une nouvelle méthode de calcul direct
basée sur l'évaluation de traces de produits d'opérateurs incluant l'opérateur d'évolution
Û(T). Nous verrons qu'une rotation de Wick complète est insu�sante dans certaines
situations comme la description de l'e�et tunnel dynamique ou résonnant, par exemple.
Nous insisterons sur l'importance de l'utilisation d'un temps complexe et le fait que cette
approche englobe la technique instantons. Le chapitre 5 permet d'illustrer cette méthode
au travers de plusieurs exemples utiles comme le double puits, illustrant di�érentes facettes
de l'e�et tunnel, comme l'e�et tunnel en impulsion grâce au pendule ou encore l'e�et tunnel
résonant. La comparaison avec les résultats numériques montrent un très bon accord avec
le calcul exact obtenu par diagonalisation.
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La troisième partie est présentée comme une perspective prochaine de cette nouvelle
approche en proposant d'évaluer l'e�et tunnel dans des systèmes intégrables unidimension-
nels présentant au moins une chaînes de résonances séparant deux tores symétriques et
construits à l'aide des formes normales. Ces modèles peuvent rappeler les systèmes quasi-
intégrables mais en gardant les bonnes propriétés des systèmes intégrables, nous garantis-
sant une connaissance et un contrôle total de la dynamique classique. Nous commencerons
par rappeler la théorie de l'e�et tunnel assisté par les résonances dans le cadre des systèmes
quasi intégrables ne présentant qu'une seule résonance dominante et tenterons d'adapter
ce mécanisme à la classe de systèmes intégrables1D que nous aurons contruits.

En�n, nous conclurons et proposerons quelques ouvertures et pistes d'étude de cette
méthode sur les questions encore ouvertes.
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Première partie

L'état des lieux
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stephany: What did you do today ?
leonard: You know, I'm a physicist. I thought about stu�.
stephany: That's it ? ? ?
leonard: Hum... and I wrote some of them.

(The Big Bang Theory, season 2, episode 8)
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Chapitre 1

Les méthodes standard

Ce premier chapitre a pour but de présenter un ensemble de notions utiles qui se-
ront évoquées dans la présentation des méthodes originales développées dans cette thèse.
Les idées exposées dans ce manuscript étant centrées autour l'étude de l'e�et tunnel dans
la limite semiclassique, nous allons commencer par décrire la résolution de l'équation de
Schrödinger dans la limite ~ ! 0 à l'aide de la théorie jwkb , menant naturellement
à la notion de quanti�cation de Bohr-Sommerfeld . Nous présenterons l'e�et tunnel en
utilisant l'exemple standard du double puits unidimensionnel et comment il est interprété
en termes de doublets d'énergie quasi-dégénérées présents dans le spectre du système quan-
tique. Nous suivrons en�n la démarche proposée parGarg [36] a�n de donner une première
expression de la largeur de ces doublets tunnel dans la limite semiclassique.

1.1 L'approximation semiclassique jwkb

En 1926, Schrödinger rédige un article où il écrit pour la première fois l'équation d'onde
indépendante du temps qui décrit le comportement d'une particule quantique massive
sans spin dans un potentiel [84]. Très rapidement,G. Wentzel , H. Kramers et L.
Brillouin proposent une méthode de résolution approchée de cette équation [99] [60] [15].
Cette méthode1 consiste à résoudre l'équation dans la limite où le paramètre quantique
~ ! 0 en exprimant les fonctions d'onde propres de l'équation de Schrödinger avec les
ingrédients classiques du système. Cette idée semble assez naturelle si l'on remarque que
lorsque la longueur d'onde deDe Broglie � d'une particule devient très petite comparée
aux longueurs caractéristiques du système étudié, elle peut être interprétée � presque �
classiquement.

Pour présenter cette méthode, plaçons nous dans le cas simple unidimensionnel. L'équa-
tion d'onde stationnaire d'une particule de massem d'énergieE dans un potentiel constant
V dans l'espace des positionsq s'écrit dans ce cas :

 
~2

2m
d2

dq2 + E � V (q)

!

 (q) = 0 : (1.1)

1On peut noter qu'en 1923, H. Jeffreys avait déjà développé une méthode de résolution approchée
d'équations di�érentielles du second ordre dans un cadre plus général que celui de l'équation de Schrödinger.
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1.1. L'APPROXIMATION SEMICLASSIQUE JWKB

Il est alors naturel de choisir une solution de cette équation sous la forme :

 (q) = e
i
~ S(q;~) : (1.2)

En injectant cette solution dans l'équation (1:1), on obtient une équation di�érentielle du
2nd ordre pour S(q; ~) :

d2S(q; ~)
dq2 +

i
~

�
dS(q; ~)

dq

� 2

+
2mi

~
(V (q) � E ) = 0 : (1.3)

Comme formellement l'approximation semiclassique revient à faire tendre~ vers 0, il paraît
raisonnable de développer la fonctionS(q; ~) en série de puissance de~ :

S(q; ~) = S0(q) +
~
i
S1(q) +

�
~
i

� 2

S2(q) + � � � : (1.4)

Cette série n'est pasa priori convergente, mais en utilisant(1:4) dans(1:3) et en intégrant
de manière itérative on trouve à l'ordre 0, l'action classique associée à l'impulsion classique
p(q) de la particule à l'énergieE

S0(q) = �
Z q q

2m(E � V (q0))dq0 = �
Z q

p(q0)dq0 (1.5)

(le � correspond aux deux branches possibles de l'impulsion dans l'espace des phases)
puis en injectant ce résultat dans l'équation à l'ordre 1, on voit apparaître un terme en
préfacteur de l'exponentielle(1:2)

S1(q) = ln
u

p
jpj

(1.6)

où u correspond à une constante d'intégration. On peut continuer le même raisonnement
aux ordres supérieurs, cependant ces termes deviennent plus di�ciles à expliciter [7] d'un
point de vue algébrique et n'apportent pas d'autres informations classiques pertinentes
sur la fonction d'onde approchée (q). Les deux racines de(1:5) nous permettent d'écrire
l'expression générale de la solution approchée au premier ordre en~ dans la région classique-
ment autorisée (E > V (q)) comme une combinaison linéaire d'exponentielles complexes :

 (q) =
� 1p
jp(q)j

e
i
~

Rq
p(q0)dq0

+
� 1p
jp(q)j

e� i
~

Rq
p(q0)dq0

: (1.7)

L'avantage de cette méthode est de pouvoir prolonger analytiquement, de manière assez
naturelle, les solutions dans les régions de l'espace qui sont classiquement interdites aux
solutions réelles des équations du mouvement. Dans ces régions interdites (V (q) > E ),
l'impulsion p devient purement imaginaire

q
2m(V (q) � E ) = i

q
2m(E � V (q)) = i jpj (1.8)

et la forme de la solution dans ces régions s'écrit alors

 (q) =
� 2p
jp(q)j

e
1
~

Rq
jp(q0)jdq0

+
� 2p
jp(q)j

e� 1
~

Rq
jp(q0)jdq0

: (1.9)

24



1.1. L'APPROXIMATION SEMICLASSIQUE JWKB

Elle apparaît alors comme une combinaison linéaire d'exponentielles réelles croissantes et
décroissantes. Il est possible d'interpréter classiquement ces solutions. En e�et, l'élément
j (q)j2dq représente la probabilité de présence de la particule quantique dans l'intervalle
[q; q+d q]. En négligeant les termes d'interférence entre les deux parties de la solution dans
les régions classiquement autorisées

j (q)j2 /
1
p

: (1.10)

Il est alors plus probable de mesurer une particule quantique aux endroits où l'impulsion
classiquep est petite. D'un point de vue classique, si l'impulsion, proportionnelle à la
vitesse, est petite alors la particule passe plus de temps en ces endroits. Le préfacteur en
1=

p
p trouve donc bien une interprétation classique.

La dynamique classique nous indique qu'il peut exister des ensembles de points dis-
crets, où l'impulsion est même exactement nulle. Ces points, appelés points de rebrous-
sement (ou caustiques), relient, pour une énergieE donnée, les di�érentes régions (auto-
risées/interdites) de l'espace et correspondent à une zone de l'espace où la vitesse de la
particule (classique) devient nulle. On voit dés lors une première limite : près de ces points
les solutions(1:7) et (1:9) divergent. Ces solutions ne sont donc pas une bonne approxima-
tion des vraies fonctions d'onde partout et le second ordre en~ de la théorie nous permet
d'obtenir une condition de validité. Comme S2(q) ne va apparaître que dans l'argument
des exponentielles, ceci nous permet de dire que sij~S2(q)j � 1, alors son in�uence sera
négligeable dans la solution. En dé�nissant la longueur d'onde deDe Broglie comme
� (q) = 2 � ~=p(q), on arrive à l'égalité suivante

~S2(q) = �
1

2�

 
� 0(q)

4
�

1
8

Z q � 02(x)
� (x)

dx

!

(1.11)

où le 0 indique la dérivée par rapport à q. La seule façon de rendre ce terme petit est
d'imposer � 0(q) � 1 qui signi�e que les solutions jwkb ne sont valables que lorsque la
longueur d'onde deDe Broglie de la particule varie lentement sur une distance de l'ordre
de grandeur de la taille du système. Une autre façon de présenter cette condition revient à
dire que ces solutions sont exactes pour un système libre et décrivent plutôt bien les vraies
fonctions d'onde pour des potentiels su�samment � lisses � sur des échelles de l'ordre de
grandeur de� . S'assurer de la validité de ces solutions revient donc à être dans une zone de
l'espace oùp(q) n'est pas trop petit, c'es-à-dire loin des pointsq tels quep(q) = 0 , puisque
dans le cas contraire� ! 1 .

Les expressions(1:7) et (1:9) sont des approximations locales et ne prennent pas en
compte ni les conditions aux bords ni la normalisation. C'est près de la frontière entre ces
régions que les solutions locales deviennent singulières. L'approche semiclassique de solu-
tions d'équations d'onde précède de beaucoup la naissance de la physique quantique avec
des maîtres commeHamilton ou Liouville sans cependant remédier aux divergences de
ces solutions. C'est dans ce sens que la théoriejwkb est apparue nouvelle car elle permet
de résoudre ce problème. A�n d'éviter les comportements singuliers des fonctions d'ondes
jwkb , on peut choisir d'approcher le potentielV (q) au voisinage des points de rebrousse-
ment par son approximation linéaire. Près de ces points, l'équation deSchrödinger est
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E

b q

V(q)

Fig. 1.1: Une particule classique d'énergieE , soumise à ce type de potentielV (q), qui arrive
par la gauche rebroussera chemin lorsqu'elle atteindra le pointb où sa vitesse s'annulera.

équivalente à l'équation d'Airy . L'idée est alors de faire correspondre les solutionsjwkb
dans chaque région à des combinaisons linéaires des fonctions d'Airy A i (q) et B i (q), so-
lutions de l'équation du même nom. Supposons une situation où une particule, d'énergie
E , approche un point de rebroussementq = b comme celui présenté sur la �gure(1:1). Le
potentiel va, près du point de rebroussementb, prendre la forme suivante

E � V (q) � Fb(q � b); Fb = �
dV (q)

dq

�
�
�
�
q= b

< 0: (1.12)

L'équation de Schrödinger décrit alors, au voisinage deb, une particule soumise à une
force constanteFb. À partir des solutions de cette équation, il est possible d'établir des
connexions entre les solutions locales des di�érentes régions de l'espace [62] [71].

1.2 Formules de connexion

Nous allons maintenant décrire le moyen de relier les coe�cients des solutions semi-
classiques de part et d'autre d'un point de rebroussement. L'équation deSchrödinger
approchée autour d'un point de rebroussement à pente positive (comme le pointb)

 
~2

2m
d2

dq2 + Fb(q � b)

!

 (q) = 0 (1.13)

aura comme solution générale une combinaison linéaire des fonctions d'Airy [1]

 (q) = �A i (jFb(q � b)j) + �B i (jFb(q � b)j): (1.14)

Su�samment loin à droite (respectivement à gauche) du point de rebroussementq � b
(respectivement q � b), dans la zone classiquement interdite (respectivement autorisée),
la solution se réécrit à l'aide des formes asymptotiques des fonctions d'Airy

 (q)
q� b
�

1
p

2� jFb(q � b)j
1
4

�
� exp

�
�

1
~

Z q

b
jp(q0)jdq0

�
+ 2 � exp

�
1
~

Z q

b
jp(q0)jdq0

��
(1.15)

 (q)
q� b
�

1
p

� jFb(q � b)j
1
4

"

� sin

 
1
~

Z b

q
p(q0)dq0+

�
4

!

+ � cos

 
1
~

Z b

q
p(q0)dq0+

�
4

!#

(1.16)
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et prennent les formes(1:7) et (1:9) des solutions semiclassiques dans les régions interdite
et autorisée

 (q) =

8
>>>><

>>>>:

1p
2� jp(q)j

�
� de� 1

~

Rq

b
jp(q0)jdq0

+ � de
1
~

Rq

b
jp(q0)jdq0

�
; q > b

1p
2�p (q)

�
� ge

i
~

Rq

b
p(q0)dq0

+ � ge� i
~

Rq

b
p(q0)dq0

�
; q < b

(1.17)

en dé�nissant (
� g = � ei �= 4 + � e� i �= 4

� g = � e� i �= 4 + � ei �= 4 et

(
� d = �
� d = 2 �

:

Par identi�cation des deux expressions(1:17) et (1:15), (1:16), on relie les coe�cients � et
� . La démarche précédente peut être reproduite avec un point de rebroussement à pente
négative et également, plus simplement, une con�guration sans point de rebroussement. Les
résultats sont rassemblés dans le tableau(1:1) qui représente les matrices de transfert entre
les coe�cients de la fonction d'onde à droite et à gauche pour chacune des con�gurations.

Type de point de rebroussement Matrice de transfert

V(q)

q

E
b

(� d; � d)(� g; � g)

 
� d

� d

!

= T+ (b+ ; b� )

 
� g

� g

!

=

 
1
2e� i �= 4 1

2ei �= 4

ei �= 4 e� i �= 4

!  
� g

� g

!

q

V(q)

a

(� d; � d)
E

(� g; � g)

 
� d

� d

!

= T� (a+ ; a� )

 
� g

� g

!

=

 
1
2ei �= 4 e� i �= 4

1
2e� i �= 4 ei �= 4

!  
� g

� g

!

V(q)

q

ba
E(� g; � g) (� d; � d)

 
� d

� d

!

= T(b� ; a+ )

 
� g

� g

!

=

0

@e
i
~

Rb

a
pdq 0

0 e� i
~

Rb

a
pdq

1

A

 
� g

� g

!

Tab. 1.1: Matrices de transfert entre les coe�cients des fonctions d'onde semiclassiques de
gauche et droite.

1.3 Quanti�cation de Bohr-Sommerfeld

Lorsque une particule est con�née dans un potentiel comme, par exemple, celui décrit
par la �gure (1:2), le spectre en énergie est discret et l'approche semiclassique permet de
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retrouver cette propriété [94]. En e�et, dans la région autorisée, la solution est donnée par
l'équation (1:7) où les exponentielles peuvent être combinées sous la forme d'un sinus pour
donner

 (q) =
A

p
p(q)

sin
�

1
~

Z q

a
p(q0)dq0+

�
4

�
(1.18)

=
A

p
p(q)

sin

 
1
~

Z b

a
p(q0)dq0+

�
2

+
1
~

Z q

b
p(q0)dq0�

�
4

!

: (1.19)

La phase �= 4 apparaît naturellement lorsque l'on raccorde les solutionsjwkb avec les
formes asymptotiques des fonctions d'Airy . Il en est de même pour le facteurA qui relie
les constantes� g et � g comme � g = � � g = 2i A. Seulement les solutions semiclassiques
sont dé�nies à une constante près qui correspond à une des bornes de l'intégrale dans
l'exponentielle. Il est donc possible d'écrire cette même solution sous la forme

 (q) =
B

p
p(q)

sin

 
1
~

Z b

q
p(q0)dq0+

�
4

!

: (1.20)

avec � d = � � d = 2i B . Comme la fonction d'onde doit être univaluée, les deux équations
(1:18) et (1:20) doivent être égales. Il apparaît alors deux relations qui lient les préfacteurs
et les phases

A = ( � 1)nB (1.21)
I

p(q0; En )dq0 = 2 � ~(n +
1
2

); n = 0 ; 1; 2; : : : : (1.22)

La notation
H

correspond à l'intégrale le long du chemin classique partant dea allant jusqu'à
b puis revenant à a. On reconnaît l'action classique associée à une particule réalisant un
aller-retour complet, pendant une période, dans un système borné. Cette action représente
également l'aire entourée par l'orbite dans l'espace des phases comme nous le verrons au
chapitre suivant. Dans le cas d'un système unidimensionnel, cette dernière relation permet
de déterminer explicitement les niveaux d'énergie, caractérisés par l'indicen, en inversant
la dé�nition de l'impulsion p(q; En ) =

p
2m(En � V (q)) .
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q

V(q)

a b

E

Fig. 1.2: Une particule classique d'énergieE piégée dans un puits simple oscille à une
période T(E) entre les points de rebroussementa et b.

1.4 Le double puits

Le double puits est un exemple standard traité lorsque l'on étudie l'e�et tunnel. Il peut
modéliser les oscillations deRabi entre deux con�gurations stables de la molécule d'am-
moniac NH3 comme présenté sur la �gure(1:3), processus classiquement interdit lorsque
E0 < Vmax , à l'aide d'un hamiltonien du type

Ĥ (p̂; q̂) =
p̂2

2m
+ V̂ (q̂); (1.23)

avec le potentiel

V̂ (q̂) =
Vmax

a4 (q̂ + a)2(q̂ � a)2: (1.24)

Le symbolê nous permettra par la suite de distinguer les opérateurs quantiques des fonc-
tions classiques. Classiquement, il existe 2 con�gurations énergétiques identiques possibles
pour une particule d'énergieE donnée, inférieure àVmax : elle peut être piégée soit dans
le puits de droite ou celui de gauche. Semiclassiquement, ces deux con�gurations peuvent
être décrites par des quasimodesj G i et j D i , orthogonaux, localisés respectivement dans
le puits de gauche et de droite. Ces deux états ne sont pas des fonctions propres du sys-
tème et sont associés à la même énergieE0 qui véri�e la condition de quanti�cation de
Bohr-Sommerfeld dans chaque puits. Dans ce cas, on néglige le couplage entre les deux
puits. En e�et, en réalité les fonctions propres du système stationnaire sont globalement
délocalisées sur l'ensemble des deux puits. Au premier ordre de l'approximationjwkb , les
fonctions propres s'écrivent comme des combinaisons linéaires symétriques et antisymé-
triques des étatsj G i et j D i

j � i �
1

p
2

(j G i � j  D i ) (1.25)

et doivent véri�er exactement
Ĥ j � i = E � j � i : (1.26)
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-1 0 1

0

1

2

j Gi j D i

V(q)

a� a

E0

q

Vmax

Fig. 1.3: Une molécule d'ammoniacNH3 est constituée d'un atome d'azote (N) lié à trois
atomes d'hydrogène (H). Le plan formé par les trois atomes d'hydrogène est classiquement
infranchissable par l'atome d'azote pourE0 < Vmax . Quantiquement, l'atome d'azote oscille
de part et d'autre du plan par e�et tunnel, correspondant à deux états quantiques distincts
j G i et j D i . Ce système peut être décrit à partir du potentiel(1:24) (ici a = Vmax = 1 ).

La symétrie du système nous autorise à classer les états propres selon leur parité (� ).
Évaluer quantitativement l'e�et tunnel revient à calculer la di�érence d'énergie � E = E � �
E + . Pour cela, on commence par calculer les éléments de matrices

h G=D jĤ j D=G i �
1
2

h
(h + j � h  � j) Ĥ (j + i � j  � i )

i
(1.27)

=
1
2

h
h + jĤ j + i � h  � jĤ j � i � h  � jĤ j + i � h  + jĤ j � i

i
(1.28)

=
1
2

(E + � E � ) = �
� E

2
(1.29)

et

h G=D jĤ j G=D i �
1
2

h
(h + j � h  � j) Ĥ (j + i � j  � i )

i
(1.30)

=
1
2

h
h + jĤ j + i + h � jĤ j � i � h  � jĤ j + i � h  + jĤ j � i

i
(1.31)

=
1
2

(E + + E � ) � E0: (1.32)

La théorie semiclassique nous permet donc de réduire le problème à un système à deux
niveaux, dont la matrice du hamiltonien s'écrit dans la basefj  G i ; j D ig

Ĥ =

 
E0 � � E

2
� � E

2 E0

!

:
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Les termes en dehors de la diagonale représente le couplage entre les deux états localisés
dans les deux puits. Les vecteurs propres et énergies propres de ce hamiltonien sont

j � i =
1

p
2

(j G i � j  D i ) (1.33)

E � = E0 �
� E

2
: (1.34)

Le couplage lève la dégénérescence des niveaux d'énergie associés aux quasimodes. Ne
pas négliger ce couplage revient à autoriser un état localisé dans un des puits sous la
barrière d'énergie à traverser cette barrière par e�et tunnel. Ce modèle à deux niveaux
n'est cependant valable que sous l'hypothèse où le doublet (E+ ,E � ) est su�samment loin
des autres niveaux d'énergie du système a�n d'assurer un couplage faible avec ceux-ci.
Nous verrons par la suite qu'il n'est pas toujours possible de réduire le système de cette
manière comme, par exemple, lorsque l'on étudie l'e�et tunnel entre deux puits séparés par
un troisième puits intermédiaire. Le couplage entre les niveaux d'énergie n'est alors pas
toujours négligeable même dans un régime semiclassique.

1.5 Formule d' Herring

À partir des informations précédentes, il possible d'obtenir une première expression se-
miclassique pour la di�érence des niveaux d'énergie� E en utilisant une formule générale
dérivée parHerring [43],[44] dans les années soixante, largement utilisée par la suite [100],
[25]. Nous allons ici utiliser une forme simpli�ée (dans le cadre d'une théorie unidimension-
nelle avec certaines propriétés de symétrie) de cette formule en donnant un développement
alternatif [36] à la démonstration originale.

Supposons, par exemple, que l'on prépare une particule dans un état localisé dans le
puits de droite à l'instant initial t = 0

j	( t = 0) i = j D i =
1
2

(j + i + j � i ): (1.35)

Celle-ci va alors évoluer dans le temps et osciller d'un puits à l'autre suivant l'expression
de la fonction d'onde

j	( t)i = e � i E 0
~ t

�
cos

�
� E
2~

t
�

j D i + i sin
�

� E
2~

t
�

j G i
�

(1.36)

avec une période d'oscillationT = 4 � ~=� E . La période d'oscillation est donc d'autant plus
courte que la largeur du doublet est grande. La probabilité de trouver la particule dans
le puits de droite est donc donnée par le module au carré du recouvrement dej D i avec
j	( t)i

PD (t) = jh D j	( t)ij 2 1:36= cos2
�

� E
2~

t
�

: (1.37)

On peut également retrouver cette probabilité en utilisant l'équation de conservation du
courant de probabilité jhqj	( t)ij 2 = j	( q; t)j2

@P(q; t)
@t

= �
~
m

@
@q

Im
�

	 � (q; t)
@	
@q

(q; t)
�

: (1.38)
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Il su�t alors d'intégrer P(q; t) sur l'espace

PD (t) �
Z 1

0
P(q; t)dq: (1.39)

L'hypothèse semiclassique nous permet de négliger le couplage entre le puits de gauche et
de droite et justi�e le fait que, pour obtenir la probabilité de trouver la particule dans le
puits de droite, on intègre seulement dans l'intervalle[0; 1 [. On remarque que les solutions
bornées de l'équation deSchrödinger doivent être de carré intégrable

Z + 1

�1
j	( q; t)j2dq < 1 (1.40)

et que la symétrie du système permet de décrire les deux états stationnaireshqj D i def=  D (q)

et hqj G i def=  G(q) =  D (� q) par la même fonction. Si l'on calcule maintenant la dérivée
temporelle dePD (t)

dPD

dt
(t) �

Z 1

0

@P(q; t)
@t

dq 1:38=
~
m

Im
�

	 � (0; t)
@	
@q

(0; t)
�

(1.41)

1:36= �
~
m

 D (0)
d D

dq
(0) sin

�
� E
~

t
�

(1.42)

1:37= �
� E
2~

sin
�

� E
~

t
�

; (1.43)

les deux dernières expressions nous donnent �nalement une première formule semiclassique
de l'écart des niveaux d'énergie

� E =
2~2

m
 D (0)

d D

dq
(0) (1.44)

qui ne nécessite la connaissance du quasimode du puits de droite et de sa dérivée uni-
quement en 0. À partir de cette expression, il est possible de décrire le comportement
exponentiellement décroissant de� E , en particulier pour le doublet fondamental, c'est à
dire pour les deux premiers niveaux� E0 = E �

0 � E +
0 . L'approche habituelle, décrite par

Landau & Lifshitz [61], consiste à remplacer D et d D =dq par leur approximation se-
miclassique en utilisant, grâce aux formules de connexions, le prolongement analytique des
fonctions d'ondes dans les régions interdites. Il s'avère cependant que l'expression obtenue
n'est qu'exponentiellement précise et a�n d'obtenir le bon préfacteur,Garg [36] préco-
nise la comparaison des fonctions propres de l'oscillateur harmonique avec les solutions
semiclassiques en s'exemptant des formules de connexions.

Il n'est pas nécessaire de considérer exactement le potentiel dé�ni en(1:24). La dé-
monstration reste valable dans le cas d'un hamiltonien quadratique enp avec un po-
tentiel simplement en forme de double puits symétrique. En supposant que On note� b
les points de rebroussement tels que l'approximation harmonique de fond de puits donne
V(� b) = E0 = ~!= 2 où ! est la fréquence des petites oscillations dans les puits centrés
en � a, tels que V(� a) = 0 , comme présentés sur la �gure(1:4) La théorie jwkb nous
fournit une expression de la fonction d'onde D (q) du puits de droite, loin dans la région
classiquement interdite [� b; b]

 D (q) =
C

p
p(q)

e
1
~

Rq

0
jp(q0)jdq0

(1.45)
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0

0,05

q

V(q)

E0

Vmax

� b� a b a

Fig. 1.4: Double puits symétrique dé�ni par l'équation (1:24) avec les paramètresa = 0 :45
et Vmax = 0 :04100625. Les minima sont centrés en� a.

ainsi que de sa dérivée
d D

dq
(q) �

jp(q)j
~

 D (q): (1.46)

Le choix de la borne inférieure de l'intégrale dans l'argument de l'exponentielle est arbitraire
et peut être absorbée dans la constanteC. Elle est le plus souvent choisie de manière à
rendre commodes les calculs. La largeur du doublet(1:44) s'écrit alors

� E0 =
2~
m

C2: (1.47)

A�n d'obtenir C, on remarque qu'en fond de puits la fonction d'onde D (q) est bien
représentée par l'état fondamental de l'oscillateur harmonique

 D (q) =
�

m!
� ~

� 1
4

e� m!
2~ (q� a)2

(1.48)

et qu'elle reste en particulier valable dans la région interdite [� b; b]. L'impulsion classique
associée au niveau fondamental de l'oscillateur harmonique dans cette région devient alors
imaginaire dont le modulejp(q)j =

p
2m(V (q) � E0) = m!

p
(a � q)2 � ~=(m! ) et permet

de réécrire(1:45) comme

 D (q) �
C

p
m! (a � q)

e
1
~

Rb

0
jp(q0)jdq0+ � (q) (1.49)

où

� (q) = �
m!
~

Z b

q

s

(a � q0)2 �
~

m!
dq0 (1.50)

� �
m! (a � q)2

2~
+

1
2

ln

 
2
p

m! (a � q)
p

~

!

+
1
4

: (1.51)
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Il su�t en�n de comparer les deux expressions de D (q) (1:48) et (1:49) pour trouver C
et remplacer dans(1:47) pour obtenir la loi de l'écart du doublet fondamental

� E0 =
~!

p
e�

e� 1
~

Rb

� b
jp(q)jdq: (1.52)

La formule obtenue par Landau & Lifshitz [61] di�ère de celle-ci d'un facteur
p

e=� .
Nous reviendrons plus tard sur ce facteur qui semble apparaître uniquement pour le fon-
damental. On note que les bornes de l'intégrale dépendent des points de rebroussement� b
et donc de l'énergie moyenneE0 du fondamental. La formule ne montre pas explicitement
la dépendance en~ et rend par conséquent l'utilisation de cette formule délicate.Garg
dérive alors une expression dont les bornes de l'intégrale sont �xées par le fond des puits
� a et constate que le préfacteur varie en réalité comme

p
~

� E0 = 2a!
�

m! ~
�

� 1
2

eA e� 1
~

R+ a

� a

p
2mV (q)dq (1.53)

avec

A =
Z a

0

 
m!

p
2mV (q)

�
1

a � q

!

dq: (1.54)

Cette forme est identique à celle obtenue par la méthode standard des instantons développée
par Coleman [22]. À partir de la démarche décrite précédemment, on généralise(1:52) à
un doublet arbitraire � En = E �

n � E +
n tant que l'on reste dans un régime su�samment

semiclassique. L'idée est toujours de comparer la formejwkb de la fonction d'onde à l'état
de l'oscillateur harmonique correspondant [36] pour obtenir

� En = gn
~!
�

e� 1
~

R+ bn
� bn

jp(q)jdq (1.55)

avec

gn =

p
2�

n!
(n + 1=2)n+ 1

2 e� (n+1 =2) : (1.56)

Les � bn correspondent aux points de rebroussement d'une particule classique d'énergie
En = ~! (n + 1=2). Il est clair que plus le niveaun du doublet est élevé, moins l'approxi-
mation est bonne. Il est donc nécessaire de rester dans un régime très semiclassique a�n
de s'assurer que l'approximation harmonique de fond de puits reste valable.
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ln � E

1=~

Fig. 1.5: On trace la largeur des trois premiers doublets d'énergie� E0, � E1 et � E2

(respectivement en noir, rouge et vert) en échelle semi-logarithmique pour le potentiel
donné par l'équation (1:24) aveca = 0 :45 et Vmax = 0 :04100625. Les lignes représentent le
calcul � exact � (diagonalisation) tandis que les points correspondent à l'équation(1:55).
L'accord avec la diagonalisation est très bon pour le fondamental tandis que pour les deux
premiers doublets excités, la formule semble être d'autant plus précise que~ ! 0.
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Chapitre 2

Espace des phases et complexi�cation

Dans le cadre d'une interprétation de l'e�et tunnel en termes d'ingrédients classiques,
l'espace des phases s'avère être un outil très puissant. La première partie de ce chapitre
consiste à présenter les caractéristiques de l'espace des phases de systèmes intégrables et
certains objets semiclassiques (quanti�cation, distribution deHusimi ) ainsi qu'une mé-
thode d'approximation intégrable de l'espace des phases dans le cas où l'intégrabilité du
système n'est pas véri�ée. Dans la suite, une description semiclassique de l'e�et tunnel né-
cessitant d'étendre les trajectoires classiques dans l'espace complexe, nous proposerons une
complexi�cation de l'espace des phases et insisterons sur l'importance de ces trajectoires
complexes lors du calcul semiclassique de propagateurs quantiques.

2.1 L'espace des phases

La mécanique hamiltonienne est la description de l'évolution au cours du temps d'un
système physique classique àN degrés de liberté en termes de coordonnées canoniques
généraliséesqi (t) et de leurs moments conjuguéspi (t) (i = 1 : : : N ). Cette description est
particulièrement bien adaptée à l'analyse quantique et semiclassique et permet de dis-
cerner assez naturellement le caractère intégrable ou non-intégrable de ces systèmes. Il
est toujours possible, à l'aide d'un changement de variables, de réécrire un hamiltonien
dépendant explicitement du temps comme un système autonome àN + 1 degrés de li-
berté. Considérons alors, sans perte de généralité, un hamiltonien indépendant du temps
H (p1; : : : ; pN ; q1; : : : ; qN ) soumis aux équations du mouvement

dqi

dt
=

@H
@pi

; (2.1)

dpi

dt
= �

@H
@qi

(2.2)

avec i = 1 : : : N . Les solutions des équations d'Hamilton (2:1) et (2:2)

qi (t) = qi (q0 ; p0 ; t); pi (t) = pi (q0 ; p0 ; t); (2.3)

où q0 = ( q1(0); : : : ; qN (0)) et p0 = ( p1(0); : : : ; pN (0)) sont les conditions initiales qui déter-
minent entièrement et de manière unique la trajectoire classique, se propagent au cours du
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temps dans un espace de dimension2N appelé espace des phases. Un système hamiltonien
sera dé�ni comme intégrable s'il est possible de trouver autant de fonctions indépendantes
I i (p1; : : : ; pN ; q1; : : : ; qN ), qui commutent entre elles, que de degrés de liberté. Ces fonctions
doivent respecter la condition suivante sur les crochets dePoisson

f I i ; I j g = 0 ; i = 1 ; : : : ; N et j = 1 ; : : : ; N: (2.4)

L'existence de cesN fonctions indépendantes signi�e que les trajectoires classiques restent
con�nées sur une variété de dimensionN au sein de l'espace des phases de taille2N et cette
variété possède la topologie d'un tore de dimensionN plongé dans un espace de dimension
2N [2]. Si cesN fonctions peuvent être écrites commeN moments conjugués constants
alors les équations du mouvement s'intègrent très simplement

dI i

dt
= �

@
@�i

~H (I 1; : : : ; I n ) = 0 ; (2.5)

d� i

dt
=

@~H
@Ii

= ! i (I 1; : : : ; I n ) (2.6)

où ~H (I 1; � � � ; I N ) est le hamiltonien écrit dans le nouveau jeu de variables (I i ; � i ), appelées
coordonnées actions-angles. Elles sont obtenues par une transformation canonique

I i =
1

2�

I

Ci

NX

n=1

pndqn (2.7)

� i =
@

@Ii
F (q1; : : : ; qN ; I 1; : : : ; I N ): (2.8)

où F (q1; : : : ; qN ; I 1; : : : ; I N ) est la fonction génératrice associée à la transformation et où
les Ci correspondent auxN chemins irréductibles topologiquement indépendants sur le
N � tore qui contient la trajectoire. Les conditions initiales (q0 ; p0) dé�nissent les tailles
des N � tores et les fréquences! i de rotation des angles� i sur le tore. Par la suite nous
nous intéresserons principalement aux systèmes conservatifs unidimensionnels, c'est-à-dire

E = H (p; q) (2.9)

où E représente l'énergie du système dépendant alors des conditions initiales (q0; p0). L'inté-
grale du mouvement du système dépend explicitement et uniquement de l'énergieI = I (E ).
Dans ce cas le tore sur lequel évolue la trajectoire et la surface d'énergie correspondent
à une variété de dimension 1. Un hamiltonien unidimensionnel et indépendant du temps,
tel qu'il a été dé�ni précédemment, est donc nécessairement intégrable puisqu'il possède
autant de degrés de liberté que de constantes du mouvement, l'énergie.

L'approximation semiclassique permet de quanti�er, dans le cas multidimensionnel, les
énergies du système grâce à la quanti�cationebk (Einstein-Brillouin-Keller ) [55]
[54] qui généralise la condition deBohr-Sommerfeld vue au chapitre précédent

I i =
1

2�

I

Ci

NX

m=1

pm dqm = ~
�

ni +
� i

4

�
(2.10)
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p
I (E10)

I

� 2�

I (E3)

E10

E3
p� (q; E)

p+ (q; E)

Fig. 2.1: On représente ici l'espace des phases d'un oscillateur harmonique
H (p; q) = (1 =2)(p2 + q2) dans les coordonnées (p; q) (à gauche) puis dans les coordon-
nées action-angle (I; � ) (à droite) où le hamiltonien se réécrit ~H (I ) = I . L'approximation
ebk en (2:10) permet de quanti�er les niveaux d'énergieEn = I = ~(n + 1=2). Les lignes
d'isoénergie des niveauxn = 3 et 10 sont représentées pour~ = 0 :01. Dans le cas d'un
hamiltonien quadratique en p, chaque ligne est composée de deux branchesp� (q). La
transformation qui permet de passer de (p; q) à (I; � ) est canonique. Elle conserve donc les
aires (actions) couvertes (en rouge) par les lignes d'isoénergies d'un espace des phases à
l'autre

H
p(q; En )dq =

R2�
0 I (En )d� = 2 �I (En ). L'action apparaît donc comme un invariant

géométrique.

où les � i sont appelés indices deMaslov et représentent le nombre de caustiques tra-
versées par la trajectoire. Pour un système unidimensionnel, cette condition représente
simplement le fait que l'on compten états semiclassiques de taille� p� q / ~ sous l'aire
balayée par la ligne (1� tore) d'isoénergieEn . L'exemple de l'oscillateur harmonique est
brièvement présenté sur la �gure (2:1). L'espace des phases permet aussi de représenter
naturellement les fonctions d'onde quantiques des systèmes classiques étudiés. Une façon
de procéder est d'utiliser la distribution de Husimi [48] [95] qui représente la décompo-
sition d'un état dans une base adaptée à l'espace des phases, la base des états cohérents
[58]. En utilisant la dé�nition d'un état cohérent projeté sur la base des états propres de
l'oscillateur harmonique

j� i = e �j � j2=2
1X

n=0

� n
p

n!
jni (2.11)

où � def= ( p+ i q)=
p

2~ et les jni correspondent aux vecteurs propres de l'oscillateur harmo-
nique, on construit la distribution de Husimi qui est, par dé�nition, le module au carré de
la projection d'un état j i sur un état cohérent

h(p; q) def= jh� j ij 2 = e � (p2+ q2 )=(2~)

�
�
�
�
�

1X

n=0

� n
p

n!
h jni

�
�
�
�
�

2

: (2.12)

Cette fonction est une représentation, par construction positive, de l'étatj i et permet de
connaître la densité de probabilité de cet état en chaque point de l'espace des phases. Elle
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a) b)

p

q

p

q

h10(p; q) h3(p; q)

Fig. 2.2: Les distributions de Husimi des états propres 3 (b)) et 10 (a)) de l'oscillateur
harmonique dé�ni à la �gure (2:1) sont tracées ici. Les pointillés noirs représentent la
trajectoire classique d'énergie constante associée au niveau correspondant. Les distributions
sont d'autant plus localisées sur leur tore classique que l'on se trouve dans un régime
très semiclassique. Dans le cas particulier de l'oscillateur harmonique, il est important de
souligner que le traitement semiclassique est parfaitement exact.

peut-être vue encore comme le cas particulier de la convolution de la fonction deWigner
avec une gaussienne [95] [29]

h(p; q) =
1

� ~

Z 1

�1
dq0dp0W (q0; p0) exp

(

�
(p � p0)2

2~2b2 �
(q � q0)2b2

2~2

)

(2.13)

où b est un paramètre qui gouverne la largeur de la gaussienne etW (q; p) la fonction de
Wigner dé�nie comme

W (q; p) def=
1

2� ~

Z 1

�1
 (q + y=2) � (q � y=2)eipy=~dy: (2.14)

2.2 Formes normales

Dans le cadre des systèmes quasi-intégrables, le théorèmeKAM nous dit que, si la per-
turbation qui brise l'intégrabilité du système est su�samment faible, une fraction des tores
invariants de fréquences incommensurables1, appelés toresKAM , survit. Les autres tores
sont détruits et forment une structure caractéristique appelée résonances2 de Poincaré -
Birkhoff [11]. Ces résonances ont une structure fractale qui, lorsque la perturbation
augmente, conduit à l'apparition de régions chaotiques. Du point de vue de la quanti�-
cation des énergies du système, la coexistence de ces régions se traduit dans le spectre
quantique par une partie régulière, associée aux tores invariants, et par une partie irrégu-
lière principalement liée aux régions chaotiques [79]. Les toresKAM , à l'instar des tores
intégrables, peuvent servir de support au développement des méthodes semiclassiques, ce
qui permet de reproduire la partie régulière du spectre ; cependant on ne peut pas appliquer

1 Ici, l'adjectif � incommensurable � se rapporte à la irrationnalité du rapport entre les fréquences des
trajectoires vivant sur ces tores et la fréquence de la perturbation.

2Ces tores résonants satisfont une condition du type (2:22).
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2.2. FORMES NORMALES

ces méthodes au-delà des régions régulières. Pour tenter de décrire ces di�érentes parties du
spectre, en particulier la partie irrégulière, des méthodes d'approximations intégrables ont
été mises au point [66]. Ces approches ne sont que partiellement e�caces en ce qui concerne
la partie irrégulière du spectre [92]. Parmi elles, nous proposons de présenter brièvement
comment construire les formes normales deBirkhoff-Gustavson [41] [11] autour d'un
point d'équilibre de la dynamique du système

@H
@p

�
�
�
�
(p;q)=(0 ;0)

= 0 ; (2.15)

@H
@q

�
�
�
�
(p;q)=(0 ;0)

= 0 (2.16)

(on peut se ramener à un point �xe centré en(p; q) = (0 ; 0) sans perte de généralité).
Nous allons principalement suivre la démarche proposée dans [77] et [65]. Supposons ce
hamiltonien à une dimension et2� � périodique en tempsH = H (p; q; t) (notons qu'ici nous
ne supposons pas l'intégrabilité du système). Dans le cas d'un point d'équilibre stable, on
peut toujours développer en série deFourier-Taylor le hamiltonien

H (z; �z; t) = i !z �z +
1X

� + � = k

1X

l= �1

2iH ��l z� �z� ei lt ; k > 2 et (�; � ) 2 N2; (2.17)

où les coordonnées réelles (p; q) ont été remplacées par les coordonnées complexes indépen-
dantes (z; �z) grâce à la transformation

z = p + i q; �z = p � iq: (2.18)

A�n d'être sûr que le hamiltonien H (z; �z; t) reste purement imaginaire (ou de manière
équivalenteH (p; q; t) réel) pour n'importe quel couple (p; q) réel, on imposeH �

��l = H �� (� l ) .
Ici, k désigne le plus petit entier tel qu'il existe au moins unl tel que H ��l 6= 0 . L'objectif
est maintenant de simpli�er l'expression (2:17) à l'aide d'une transformation symplectique
(canonique) (z; �z) 7! (Z; �Z )

z = @S=@�z; �Z = @S=@Z; H(Z; �Z; t ) = H (z; �z; t) + @S=@t; (2.19)

ayant pour fonction génératrice un polynôme d'ordrek

S(Z; �z; t) = Z �z +
X

� + � = k

1X

l= �1

S��l Z � �z� ei lt : (2.20)

Les relations(2:19) peuvent être inversées à l'ordrek a�n d'obtenir

H (Z; �Z; t ) = i !Z �Z +
X

� + � = k

X

l

[2iH ��l + i( ! (� � � ) + l)S��l ] Z � �Z � ei lt + OZ; �Z (k + 1) :

(2.21)
L'idée est d'annuler un maximum de termes situé entre chaque crochet de l'équation pré-
cédente et de réécrire le hamiltonien sous la forme d'une série en puissance de hamiltoniens
quadratiques en éliminant tous les termes d'ordrek non résonants, c'est-à-dire tous les
termes (�; �; l ) qui ne véri�ent pas la condition

! (� � � ) + l = 0 : (2.22)
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Pour cela, Il su�t de choisir
8
<

:
S��l = 2H ��l

! (� � � )+ l dans le cas non résonant;

S��l = 0 dans le cas résonant:
(2.23)

La procédure peut être répétée ordre par ordre. On remarque d'ailleurs que la fonction gé-
nératrice S(Z; �z; t) est construite de sorte qu'elle ne modi�e pas les termes d'ordre inférieur
à k dans le hamiltonien.

Dans le cas où! = m=n est rationnel (m 6= 0 et n > 2 sont des entiers naturels
premiers entre eux), la relation de résonance(2:22) devient m(� � � ) = � nl . On peut alors
se débarrasser de la dépendance temporelle et du terme quadratique devant la somme dans
(2:21) à l'aide d'une nouvelle transformation canonique(Z; �Z ) 7! (Z 0; �Z 0)

Z = @S0=@Z0; �Z 0 = @S0=@�Z; H (Z 0; �Z 0; t) = H (Z; �Z; t ) + @S0=@t; (2.24)

avec comme fonction génératrice

S0(Z 0; �Z ) = Z 0�Z ei!t : (2.25)

Les nouvelles coordonnées sont alors associées à un repère tournant à la fréquence! attaché
à la dynamique [65]. Il reste �nalement une forme normale d'ordren avec uniquement les
termes � diagonaux � ( � = � ) construits ordre par ordre plus les termes résonants � non
diagonaux � de plus petit degrés (� = n; � = 0 ; l = m) et ( � = 0 ; � = n; l = � m)

H (Z 0; �Z 0; t) =
n=2X

k=2

2iHkkl (Z 0�Z 0)k + 2i Hn0m (Z 0)n + 2i H �
n0m ( �Z 0)n + OZ 0; �Z 0(n + 1) : (2.26)

Le hamiltonien peut être réécrit dans les coordonnées initiales (p; q)

H (p; q; t) =
n=2X

k=2

Hkkl (p2 + q2)k + jHn0m j< [(p + i q)n ] + Op;q(n + 1) (2.27)

ou bien encore dans les coordonnées actions-anglesI = ( p2 + q2)=2 et � = arctan ( q=p)

H (I; �; t ) =
n=2X

k=2

2kHkkl I k + 2 n=2jHn0m jI n=2 cos (n� ) + Op
I (n + 1) : (2.28)

On peut généraliser ces deux dernières expressions en supposant que le hamiltonien original
dépend d'un paramètre réel� tel que ! 0(� = 0) = ! . Pour de petites valeurs de� , le point
�xe de H (p; q; t; � = 0) restera un point �xe de H (p; q; t; �). Dans ce cas, la démarche
précédente est reconduite et en choisissant! 0(� ) � ! = � , on obtient alors la forme

H (p; q; t; �) =
�
2

(p2+ q2)+
n=2X

k=2

Hkkl (� )(p2 + q2)k + jHn0m (� )j< [(p + i q)n ]+ Op;q(n+1) (2.29)

ou encore dans les coordonnées actions-angles

H (I; �; t; � ) = �I +
n=2X

k=2

2kHkkl (� )I k + 2 n=2jHn0m (� )jI n=2 cos (n� ) + Op
I (n + 1) : (2.30)
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p

q

Fig. 2.3: On illustre, par un exemple, le �ot hamiltonien autour d'un point �xe stable (point
vert). La forme normale utilisée estH = ( p2 + q2)=2� 0:55(p2 + q2)2 + 0 :05< [(p+ i q)5]. Les
points rouges représentent les points �xes stables de la dynamique (k pair) et les points
bleus indiquent les points instables (k impair). Les points �xes sont obtenus par (2:32)
de manière exacte puisque nous n'avons pas à négliger les ordres supérieurs d'après le
hamiltonien choisi. L'ordre n de la forme normale dé�nit le nombre de petits îlots que
contient la chaîne qui entoure le point �xe central (ici n = 5 ).

La géométrie de ces formes normales est ici intéressante puisqu'il est possible de créer
des chaînes de tores autour du point �xe considéré à l'aide du terme résonant (qui dépend
de � ). En e�et, les points �xes du hamiltonien (2:30) sont donnés à partir des équations

8
>>><

>>>:

2n=2njHn0m (� )jI n=2 sin (n� ) + Op
I;

p
j � j(n + 1) = 0 ;

� +
n=2X

k=2

2kkH kkl (� )I k� 1 + 2 n=2 n
2

jHn0m (� )jI n=2� 1 cos (n� ) + Op
I;

p
j � j(n) = 0 :

(2.31)

Au premier ordre, on trouve 2n points �xes, autres que l'origine, dont les points de coor-
données sont

� k =

 
I = � �=(8H22l )

� k = k�=n

!

; où k 2 f 0; : : : ; 2n � 1g et H22l
def= H22l (� = 0) : (2.32)

En supposant que�=H 22l < 0, les2n nouveaux points �xes sont maintenant réels. Le point
�xe à l'origine est, dans ce cas, entouré den points �xes stables etn instables (�gure (2:3)).

Les termes résonants apparaissent comme un obstacle à la linéarisation des systèmes
d'équations di�érentielles. Lorsque ! n'est pas rationnel, on pourrait penser que la procé-
dure peut être étendue à l'ordre souhaité. Il s'avère cependant que même dans ce cas, il est
malgré tout toujours possible de construire une approximation rationnelle de! telle que la
condition de résonance(2:22) soit � presque � véri�ée. On retrouve alors le problème bien
connu des petits dénominateurs qui apparaît dans les théories perturbatives. La procédure
de normalisation lorsquen ! 1 n'a alors aucune raison de converger. Le cas d'un point
�xe instable peut être traité de manière similaire à la di�érence que la convergence des
transformations successives peut être prouvée localement [74].
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L'objectif de cette section est double. Premièrement, on a obtenu une classe de hamilto-
niens intégrables exprimés sous forme de polynômes qui permettent de simuler localement
un ilôt stable entouré de chaînes de résonance. Du point de vue de l'espace des phases, nous
verrons par la suite que nous pouvons générer ainsi, dans le cadre de l'e�et tunnel résonant
dans les systèmes intégrables, deux tores symétriques séparés par des chaînes de résonance
de façon plus sophistiquée que le triple puits présenté dans le chapitre suivant. En�n, les
formes normales présentées seront également utiles a�n de justi�er la dépendance en action
I des coe�cients de couplage mis en jeu dans le cadre de la théorie de l'e�et tunnel assisté
par les résonances [16] [67] [56].

2.3 Temps complexe et équations d'Hamilton

L'approche semiclassique permet de retrouver les résultats de la physique quantique à
l'aide des trajectoires classiques du système étudié. Il s'avère cependant que ces trajectoires
ne sont pas toujours exclusivement réelles et il devient également nécessaire de retenir
la contribution de trajectoires qui sont solutions des équations d'Hamilton complexes
[6]. En particulier, ces trajectoires apparaissent naturellement dans l'étude des processus
classiquement interdits comme l'exemple des oscillations deRabi dans le double puits traité
dans le premier chapitre. En e�et, dans une région classiquement interdite (E < V (q)), on a
vu, par exemple, que l'impulsion classique devient purement imaginaire. Plus généralement,
a�n de décrire la transmission tunnel d'une particule, partant du point qi et traversant une
barrière d'énergie pour atteindreqf , avec une énergieE inférieure à la hauteur de cette
barrière, on peut utiliser la fonction de Green ~G(qi ; qf ; E ) qui requiert de prendre en
compte certaines trajectoires classiques complexes dans l'espace des phases en utilisant un
temps complexe [34] [73]. Une façon généralement admise de comprendre ce temps complexe
est de voir la fonction de Green comme la transformée deFourier du propagateur
quantique en tempsG(qi ; qf ; t)

~G(qi ; qf ; E ) =
1

p
2� ~

Z + 1

0
G(qi ; qf ; t)eiEt= ~dt; (2.33)

et d'observer qu'en appliquant la méthode de la phase stationnaire, les points critiques don-
nant une contribution dominante à l'intégrale (2:33) correspondent à des temps complexes.
Nous reviendrons, dans la section suivante, sur le calcul semiclassique des propagateurs
quantiques en temps qui constituent un point clé de la méthode générale proposée dans la
seconde partie de cette thèse pour calculer la largeur d'un doublet tunnel arbitraire.

Il existe di�érentes façons de complexi�er un hamiltonien [52]. D'après les remarques
précédentes, nous choisirons de paramétrer de manière générale le temps d'évolution du
système avec un paramètres réel tel ques 7! t(s) suivant un chemin dans le plan complexe.
Les équations d'Hamilton (2:1) et (2:2) deviennent alors

dq
ds

=
@H
@p

dt
ds

; (2.34)

dp
ds

= �
@H
@q

dt
ds

: (2.35)
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où (p(s); q(s)) et H = H (p(s); q(s)) apparaissent maintenant comme des fonctions com-
plexes. La dynamique classique est maintenant décrite en termes de coordonnées conjuguées
canoniques complexes. Dans le cas où le hamiltonienH (p; q) est analytique en (p; q), ce
que nous supposerons vrai tout au long de cette thèse (excluant ainsi le cas important des
billards), il est alors possible de décomposer les équations du mouvement(2:34) et (2:35)
suivant leurs parties réelles et imaginaires. Nous choisirons de décomposer les variables
conjuguées (p; q) comme

p(s) def= Re p(s) + i Im p(s) = p1(s) + i p2(s); (2.36)

q(s) def= Re q(s) + i Im q(s) = q1(s) + i q2(s): (2.37)

D'autres complexi�cations de l'espace des phases sont possibles [53] commep = p1 + i q2 et
q = q1 + i p2 qui est, par exemple, utilisée dans l'étude de l'évolution d'états cohérents dans
un espace des phases complexes [101] [102]. À l'aide des relations deCauchy-Riemann

Re
�

dg
dz

�
=

@(Reg)
@(Rez)

=
@(Im g)
@(Im z)

; (2.38)

Im
�

dg
dz

�
=

@(Im g)
@(Rez)

= �
@(Reg)
@(Im z)

; (2.39)

valable pour toute fonction g(z) analytique, on obtient explicitement les relations entre les
parties réelles et imaginaires

d(Req)
ds

=
@

@(Rep)

�
Re

�
H

dt
ds

��
; (2.40)

d(Im q)
ds

=
@

@(� Im p)

�
Re

�
H

dt
ds

��
; (2.41)

d(Rep)
ds

= �
@

@(Req)

�
Re

�
H

dt
ds

��
; (2.42)

d(� Im p)
ds

= �
@

@(Im q)

�
Re

�
H

dt
ds

��
: (2.43)

La nouvelle dynamique est complètement équivalente à une dynamique décrite par le ha-
miltonien H1(p1; p2; q1; q2; s) def= Re( H dt=ds) possédant deux fois plus de degrés de liberté
que celle du hamiltonien réel. Les nouvelles variables sont (Req;Im q) et leurs moments
conjugués (Rep; � Im p). On aurait également pu choisir la partie imaginaire du hamilto-

nien H2(p1; p2; q1; q2; s) def= Im( H dt=ds) dont la dynamique est équivalente àH1 (bien que
la transformation qui permet de passer deH1 à H2 ne soit pas canonique).H1 et H2 ne
sont cependant pas autonomes par rapport au nouveau paramètre d'évolutions lorsque
dt=ds varie avecs. Par exemple

dH1

ds
=

@H1

@p1

dp1

ds
+

@H1

@p2

dp2

ds
+

@H1

@q1

dq1

ds
+

@H1

@q2

dq2

ds
+

@H1

@s
; (2.44)

(2:40)� (2:43)
= � f H1; H2g

| {z }
(2 :38) ;(2 :39)

= 0

+
@H1

@s
: (2.45)
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Le fait que le crochet dePoisson f� ; �g soit nul indique queH1 et H2 sont en involution. La
dé�nition que nous avons donnée de l'intégrabilité dans la section (2.1), nous assure alors
que le nouveau hamiltonien complexe reste intégrable. Ceci est une bonne nouvelle puisque
la description semiclassique de l'e�et tunnel requiert l'étude des trajectoires complexes. En
e�et, l'interprétation du phénomène ne peut pas être expliquée uniquement à l'aide des
trajectoires réelles.Maitra et Heller ont d'ailleurs montré que le calcul semiclassique
des propagateurs quantiques en temps nécessite d'inclure des trajectoires classiquement
interdites et que, pour des temps su�samment longs, celles-ci dominent les trajectoires
classiques autorisées [69]. De plus, pour des systèmes intégrables, le calcul semiclassique de
la largeur des doublets entre deux états localisés sur des tores symétriques est basé sur la
connexion régulière de ces tores prolongés analytiquement dans le plan complexe [24] [25].
De manière générale, les trajectoires complexes possèdent une topologie di�cile à com-
prendre, ce qui rend les calculs laborieux. Nous proposerons par la suite d'adapter le temps
complexe a�n de simpli�er la géométrie de ces trajectoires et d'appréhender plus facilement
les orbites dominantes dans le calcul des propagateurs quantiques. La �gure(2:4) illustre
la projection d'un ensemble de trajectoires complexes dans l'espace3D (Rep;Req;Im p),
formant une variété lagrangienne, partant d'un tore réel d'énergieE et connectant son
symétrique.

2.4 Propagateurs quantiques et intégrales de chemin

Nous avons brièvement justi�é dans la section précédente le recours à la complexi�cation
du temps (et de l'espace des phases) par le fait que la description de la transmission tunnel
à une énergie inférieure à la hauteur d'une barrière d'énergie nécessite de prendre en compte
des trajectoires classiques avec un temps complexe lorsque l'on calcule la fonction deGreen
(2:33) comme la transformée deFourier du propagateur quantique en tempsG(qf ; qi ; T).
Alors que l'étude de la fonction deGreen est plutôt bien adaptée pour les processus de
di�usion [49] [18], dans le cas des systèmes bornés, il est nécessaire d'extraire les signatures
spectrales de l'e�et tunnel des pôles de la trace de la fonction deGreen [45] [63] [98]

tr ~G(E) =
X

n

1
E � En

(2.46)

où lesEn correspondent aux énergies propres du système et la somme s'e�ectue sur tous les
états propres. Ces signatures caractéristiques de l'e�et tunnel correspondent à la présence
de niveaux quasi-dégénérés (doublets) dans le spectre. La procédure pour obtenir la largeur
du doublet tunnel en termes d'ingrédients classiques n'est donc pas directe puisqu'il faut
évaluer les contributions semiclassiques de la trace puis en extraire les pôles [78]. L'approche
développée dans cette thèse va consister à utiliser la trace du produit de plusieurs opérateurs
dont l'opérateur d'évolution avec la possibilité de travailler avec un temps complexe et non
purement imaginaire, contrairement à l'approche par les instantons [22], pour permettre
de calculer directement la largeur d'un doublet tunnel arbitraire. Cette section à pour but
de présenter le développement semiclassique de certaines expressions qui seront utilisées
dans le cadre de cette méthode.

46



2.4. PROPAGATEURS QUANTIQUES ET INTÉGRALES DE CHEMIN

Req

Im p

Rep

Fig. 2.4: On présente ici l'espace des phases complexes pour le double puits dé�ni par le
hamiltonien H = p2=2 + V(q) avec V (q) = � q2=2 + q4=4. L'espace des phases possède
4 dimensions et nous choisissons de nous restreindre à l'espace3D (Rep;Req;Im p) pour
projeter les trajectoires complexes reliant deux tores réels symétriques d'énergieE (ici
E = � 0:2). Les lignes rouges sont dans le plan (Rep;Req) et correspondent à des trajec-
toires réelles calculées avect(s) = s réel. Les équations d'Hamilton (2:41) et (2:43) sont
alors identiquement nulles et on retrouve les équations d'Hamilton usuelles(2:1) et (2:2).
La transformation du temps est triviale et on retrouve simplement le portrait de phases
habituel du double puits. Les trajectoires bleues sont les solutions des équations classiques
du mouvement lorsque l'on opère une transformation du tempst(s) = � is. Dans ce cas,
les quatre équations d'Hamilton complexes sont nécessaires pour décrire la dynamique.
On peut noter le cas particulier décrit par la courbe jaune qui correspond à la condition
initiale ( Rep = 0 ; Req = q(E)) sur le tore réel. Cette trajectoire n'évolue que dans le plan
(Im p;Req) et est appelée � trajectoire instanton �. Elle est équivalente à une trajectoire
réelle évoluant dans le potentiel inversé� V (q). La première section du chapitre 4 présente
plus en détails sur cette trajectoire et son utilité.
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Im u�
n

Reu�
n

Fig. 2.5: On représente dans le plan complexe les quinze premières valeurs propresu�
n de

l'opérateur d'évolution pour le double puits (1:24) avec les paramètres de la �gure(1:4)
et ~ = 0 :01. Les valeurs propres (points noirs) sont réparties sur le cercle unité (en noir)
lorsque T = jT je� i � est réel (jT j = 2 et � = 0 ). En revanche, si l'on e�ectue une rotation
du temps, d'un angle � , dans le plan complexe (jT j = 2 et � = 0 :3), les valeurs propres
(points verts) sont disposées sur une spirale logarithmique (rouge) d'équatione� isT=~ où s
est un paramètre réel. Dans ce cas, les valeurs propres les plus éloignées du centre de la
spirale correspondent aux énergies les plus basses. Les cercles bleus indiquent la position
du doublet fondamental dont la largeur est ici trop petite pour pouvoir distinguer les deux
niveaux.

On dé�nit l'opérateur d'évolution comme

Û(T) def= e � iĤT=~ (2.47)

Les états propres deÛ(T) sont les mêmes que ceux du hamiltonien. Par conséquent, les
symétries du hamiltonien sont aussi celles dêU(T). Si le hamiltonien est invariant sous
un opérateur de symétrieŜ tel que H (� p; � q) = H (p; q), ce qui sera vrai pour tous les
systèmes que l'on considérera par la suite, alors on sait qu'il existe une base commune qui
codiagonaliseŜ, Ĥ et Û(T). Dans cette base, les énergies propresE �

n sont classées selon
la parité (� ) des fonctions propres associéesj �

n i , et l'on a en particulier

Ŝj �
n i = �j  �

n i ; Ŝ2 = 1 : (2.48)

On pourra faire de même avec les valeurs propresu�
n de l'opérateur d'évolution

Û(T)j �
n i = e � iE �

n T=~j �
n i def= u�

n j �
n i (2.49)

où n est un entier naturel qui ordonne les énergies propres. Tant que le tempsT est réel,
l'opérateur d'évolution est unitaire et ses valeurs propres se répartissent sur le cercle unité
mais lorsque le temps devient complexe, l'opérateur n'est plus unitaire et ses valeurs propres
s'ordonnent le long d'une spirale logarithmique [75] comme présenté sur la �gure(2:5).
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L'amplitude de probabilité qu'un état initial, disons jqi i , évolue dans un état �nal,
disonsjqf i , en un temps complexeT �xé est donné par le propagateur quantique en temps

G(qf ; qi ; T) def= hqf jÛ(T)jqi i = hqf j(Û(T=N))N jqi i (2.50)

où N est un entier naturel qui permet de découper enN intervalles le chemin du temps
partant de t i = 0 et allant à t f = T. Nous choisissons de travailler dans la représentation
des positions jqi mais les formules présentées peuvent également être démontrées dans
l'espace des impulsionsjpi . En injectant 2N relations de fermeture

R
dpjpihpj et

R
dqjqihqj

entre chaque opérateurÛ(T=N) et en notant le produit scalaire (à une dimension)

hpjqi =
1

p
2� ~

eipq=~; (2.51)

le propagateur se réécrit sous une forme discrétisée

G(qf ; qi ; T) =
Z + 1

�1
� � �

Z + 1

�1
e(i =~)S(p1 ;q1 ;:::;pN ;qN ) dp1dq1 : : : dpN dqN

(2� ~)N (2.52)

où S(p1; q1; : : : ; pN ; qN ) est l'action discrète dé�nie comme

S(p1; q1; : : : ; pN ; qN ) def=
NX

n=1

�
pn (qn � qn� 1) �

�
T
N

�
H (pn ; qn� 1)

�
(2.53)

avecqN = qf et q0 = qi . Formellement, le passage à la limite continue(T=N) ! 0 permet
d'obtenir le propagateur (2:50) sous la forme d'une intégrale de chemin dans l'espace des
phases

G(qf ; qi ; T)
(T=N )! 0

=
Z

P
e(i =~)S(p;q;t)DqDp (2.54)

où l'action continue correspond à la fonctionnelle

S(p; q; t) def=
Z sf

si

�
p(s)

dq
ds

(s) �
dt
ds

(s)H (p(s); q(s))
�

ds: (2.55)

L'intégrale de chemin(2:54) est dé�nie sur le sous-ensembleP de tous les chemins possibles
de l'espace des phases (complexes) partant deqi et allant à qf en un temps T avec la
mesure formelleDpDq. Le chemin continu du temps complexes 7! t(s), paramétré par la
variable réelle s, est donné avec ses extrémités �xéest(si ) = t i = 0 et t(sf ) = t f = T.
McLaughlin a montré [70] que le découpage deT en petits intervalles de module d'ordre
(jT j=N) dans l'expression(2:52) est arbitraire et que, par conséquent, l'intégrale de chemin
(2:54) est indépendante du chemin complexe du tempst(s) choisi. Cependant, ceci est vrai
uniquement lorsque la partie imaginaire du chemin du tempsIm t(s) est non croissante
quand s varie de si jusqu'à sf . Cette condition est nécessaire a�n de s'assurer que le
propagateur reste bien dé�ni. En e�et, une variation positive de Im t(s), rendrait l'opérateur
d'évolution intermédiaire Û(T=N) non-borné. Par la suite, ces chemins temporels valables
seront notés[t]. Nous verrons que cette notion d'indépendance de contour va s'avérer être
un point crucial dans la façon de sélectionner les trajectoires classiques complexes qui
contribuent à l'e�et tunnel.
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On peut approcher la résolution de ce type d'intégrales de chemin(2:54) dans la limite
semiclassique~ ! 0. La méthode du col permet d'extraire les contributions à l'intégrale
et celles-ci correspondent aux chemins deP qui extrémisent l'action (2:55), c'est-à-dire
des chemins dans l'espace des phases qui sont solutions des équations complexes classiques
d'Hamilton (2:34) et (2:35) avec les conditions aux bordsq(si ) = qi et q(sf ) = qf pour
un chemin du temps[t] donné tel quet(si ) = 0 et t(sf ) = T. En retenant les contributions
dominantes, on aboutit au prolongement analytique de l'approximation deVan Vleck
habituelle à un degré de liberté [97] [80]

G(qf ; qi ; T) �
~! 0

X

o
(� 1)� o

vu
u
t

 
i

2� ~
@2So

@qi @qf

!

e(i =~)So : (2.56)

La somme s'e�ectue alors sur des trajectoireso de l'espace des phases qui sont solutions des
équations d'Hamilton complexes avec les conditions aux bords décrites précédemment.
L'action So = So(qf ; qi ; T), dé�nie par l'équation (2:55), est calculée le long de ces trajec-
toires. L'exposant � o est dé�ni selon le choix du feuillet deRiemann sur lequel est évalué
la racine carrée et permet également de compter le nombre de fois où l'approximation semi-
classique(2:56) n'est plus valable le long de la trajectoireo. L'indépendance de contour de
l'intégrale de chemin nous assure que tant que l'on ne traverse pas de bifurcations (points
de rebroussement) des trajectoires classiques lorsque l'on déforme continûment le chemin
du temps [t], le nombre de trajectoireso qui contribuent à l'intégrale, l'exposant � o et
l'action complexe So restent invariants.

Dans le même esprit que le calcul usuel de la trace de la fonction deGreen (2:46),
nous allons maintenant traiter la trace du produit d'opérateurs tr ÂÛ(T) avecÂ = Ŝ ou 1.
Formellement, cette expression peut s'écrire à l'aide de la base continue des positionsfj qig

tr ÂÛ(T) =
ZZ

dqdq0hqjÂjq0ihq0jÛ(T)jqi ; (2.57)

=
ZZ

dqdq0� (q � �q 0)G(q0; q; T); (2.58)

=
Z

G(�q; q; T )dq (2.59)

où � = +1 si Â = 1 et � = � 1 si Â = Ŝ. Il faut alors évaluer l'intégrale de chaque trajectoire
o qui contribue au propagateurG(�q; q; T ) et la contribution d'une telle trajectoire s'écrit

Z
dq(� 1)� o

vu
u
u
t

0

@ i
2� ~

@2So

@qi @qf

�
�
�
�
�
(�q;q;T )

1

A e(i =~)So (�q;q;T ) (2.60)

La méthode du col nous indique que les contributions à l'expression(2:60) sont les points
critiques qc de l'action So(�q; q; T ) qui doivent satisfaire la condition

@So
@q

=
@So
@qf

@qf
@q

+
@So
@qi

@qi
@q

= ( pf )
@qf
@q

+ ( � pi )
@qi
@q

= �p f � pi = 0 (2.61)
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où on a utilisé les conditions (qi = q), (qf = �q ) et également les propriétés des fonctions
génératrices des transformations canoniques

p(sf ) = pf =
@So
@qf

(qf ; qi ; T); (2.62)

p(si ) = pi = �
@So
@qi

(qf ; qi ; T): (2.63)

Il apparaît alors que les trajectoires qui vont contribuer à la tracetr ŜÛ(T) sont des orbites
demi-périodiques (� = � 1), plus précisément des trajectoires correspondant à la moitié
d'orbites périodiques de période2T, puisqu'elles respectent la condition(pi ; qi ) = ( � pf ; � qf ).
En revanche, les trajectoires qui donneront une contribution dominante à l'expression
tr Û(T) sont des orbites périodiques (� = +1 ) de période T qui véri�ent la condition
(pi ; qi ) = ( pf ; qf ).

Il faut distinguer deux types de contributions : celles provenant de trajectoirese de
longueur nulle, qui correspondent à des points d'équilibre, et les trajectoires périodiqueso
de longueur non nulle. Pour un système à un degré de liberté, la contribution d'un point
�xe dans (2:60) est

(� 1)� e
e(i =~)H (pe;qe)T

e� eT=2 � � e� � eT=2
(2.64)

où la dé�nition de � e dépend encore une fois de la façon dont sont calculées les racines
carrés et � � e correspondent aux exposants deLyapunov associés au point d'équilibre
(pe; qe) que l'on considère. La contribution d'une trajectoire o de longueur non nulle à
l'expression(2:60) donne

(� 1)� o

P
� T�p

� 2� i� ~

s
dEo

dT
e(i =~)So : (2.65)

L'exposant � o va compter principalement le nombre de points de rebroussement traversés
par l'orbite o. La somme discrète sur� correspond au temps (complexe) de parcours de
l'orbite o, soit

P
� T� = To. Ce temps To correspond dans le cas d'une trajectoire pério-

dique (� = +1 ) à la période de l'orbite o et dans le cas d'une trajectoireo qui est la moitié
d'une orbite périodique (� = � 1), à la moitié de la période (complexe) de l'orbite complète.
Chaque termeT� correspond au temps passé sur chaque branche� (portion de trajectoire
entre deux points de rebroussement) qui compose l'orbiteo. La démonstration des deux
expressions(2:64) et (2:65) est donnée dans l'annexe A. Il est important de noter l'ordre
dans lequel nous avons e�ectué les passages à la limite~ ! 0 et (T=N) ! 0. Nous avons
d'abord choisi de faire tendre vers0 les intervalles de tempsT=N de l'intégrale de chemin
a�n d'obtenir La limite du temps continu puis nous avons appliqué la méthode du col sur
l'intégrale oscillante, justi�ée par l'approximation semiclassique. Cette limite nous permet
d'obtenir des trajectoires continues dans l'espace des phases. En revanche, choisir l'autre
limite ( lim

(T=N )! 0
lim
~! 0

) revient à étudier une dynamique discrétisée gouvernée par des équa-

tions d'Hamilton discrètes comme le cas de systèmes pulsés. Dans ce cas, les contributions
aux traces(2:59) dépendent explicitement du paramètre de contrôleT=N du système. Les
développements présentés dans l'annexe A montrent que les contributions(2:64) et (2:65)
sont pratiques dans le sens où elles sont écrites à l'aide de quantités purement géométriques
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(T� , Eo, So) et donc indépendantes du choix de coordonnées et de la base sur laquelle sont
évaluées les traces. Elles présentent également l'avantage d'être valables même lorsque le
hamiltonien n'est pas de la formeH = p2 + V(q).
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Chapitre 3

Résonances quantiques

Ce chapitre est motivé par l'observation numérique de nombreuses �uctuations de plu-
sieurs ordres de grandeurs de l'e�et tunnel dans le cadre de systèmes mixtes [96] [16]. L'ob-
jectif est de créer un système intégrable simple dans lequel ces résonances sont observables
(ces �uctuations n'étant alors pas une signature caractéristique des systèmes chaotiques).
Nous présenterons alors un mécanisme de création de ces résonances ainsi qu'une étude
semiclassique à l'aide des outils développés dans le premier chapitre.

3.1 Un exemple simple : le triple puits

L'e�et tunnel résonant est généralement décrit dans les systèmes ouverts avec une
double barrière [104] [14] et la caractéristique principale est la présence de pics de résonances
dans le diagramme de la transmission tunnel lorsque l'on varie un paramètre du système
à l'image, par exemple, des �gures d'intensité lumineuse créées par un interféromètre type
Fabry � Perot . Une manière simple de faire apparaître des résonances quantiques dans un
système fermé consiste à traiter le double puits étudié précédemment et à introduire entre
les deux puits un troisième puits intermédiaire. Pour cela, nous utiliserons un potentiel
polynomial d'ordre 6

Ĥ =
p̂2

2m
+ V̂ (q̂) =

p̂2

2m
+ ( q̂2 � a2)2(q̂2 � b2) (3.1)

Les paramètres classiquesa et b seront choisis tels quea > b de sorte à �xer le minimum
des puits extérieurs à zéro et à s'assurer que le puits central est plus profond que les deux
autres comme l'illustre la �gure (3:1). L'objectif est toujours d'étudier la transmission
tunnel d'une particule entre le puits de gauche et de droite, comme dans le cadre du double
puits, à la di�érence que la présence d'un puits supplémentaire va modi�er drastiquement
le comportement principalement exponentiel des doublets� En observés pour le double
puits intégrable. Par souci de clarté, nous choisirons de travailler dans ce chapitre avec les
paramètres classiques du potentiel (

a = 1 :5

b = 0 :6:
(3.2)
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Fig. 3.1: Exemple d'un triple puits symétrique dont les minima locaux sont centrés en
� a et sont séparés par un minimum global centré en 0. Le passage tunnel d'une particule
située dans un des minima locaux doit franchir maintenant deux barrières a�n d'atteindre
l'autre minimum local.

3.2 Approche spectrale

A�n de dé�nir clairement ce que nous appellerons � résonances �, il semble naturel de
commencer par étudier le spectre en énergie d'un tel système. Dans le cadre d'une étude
semiclassique ultérieure, il est raisonnable d'utiliser comme paramètre d'étude~. La �gure
(3:2) représente donc l'évolution des niveaux d'énergie d'un triple puits en fonction de1=~.
Il est possible d'isoler deux types de comportement. Le premier correspond aux énergies
isolées du puits central. Elles tendent à descendre en fond de puits comme prévoit l'approxi-
mation harmonique En / ~! (n + 1=2) lorsque ~ ! 0 (en bleu sur la �gure (3:2)). D'un
autre côté, on voit apparaître certains niveaux qui semblent � traverser � ceux associés au
puits central. Ces niveaux sont reliés aux puits extérieurs et sont rassemblés en doublets (en
rouge). Il est important de noter que, dans notre cas, la notion de doublet n'a de sens que
grâce la structure symétrique qui existe entre les deux puits de droite et gauche1. Il est tou-
jours possible d'organiser les états propres du système selon une classe de symétrie, encore
une fois ici leur parité (� ). Un système à une seule dimension décrit par un hamiltonien du
type H (p; q) = p2=2 + V(q), où V (q) est borné et ne possède pas de singularités, ne peut
pas être associé à un spectre énergétique contenant des dégénérescences [19]. Les zones où
les doublets paraissent � traverser � les niveaux du puits central ne correspondent donc
pas à des croisements mais à des anti-croisements comme le montre la �gure(3:3). Une
résonance est alors décrite de la façon suivante : un doublet est, par dé�nition, la di�érence
d'énergie entre deux niveaux de parité opposée et su�samment éloignés des autres niveaux.
En faisant varier ~, on voit se rapprocher du doublet, un troisième niveau provenant du

1L'étude de l'e�et tunnel au sein d'un potentiel composé de N puits identiques nécessiterait l'étude de
la largeur des N -uplets qui composeraient le spectre. C'est d'ailleurs dans ce sens que l'on peut voir les
bandes continues d'énergie permises dans la limite des systèmes unidimensionnels composés d'une in�nité
de puits périodiques, comme par exemple certains modèles de cristaux métalliques (bandes de conduction
et de valence) en théorie du solide [20].
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Fig. 3.2: La �gure de gauche représente le potentiel décrit par l'équation(3:1) avec les
paramètres donnés par(3:2). Le spectre énergétique du système en fonction de1=~ (à
droite) montre un comportement particulier des niveaux d'énergie situés entre la valeur
des minima locaux et la hauteur maximumVmax des barrières (cette zone est séparée par
les deux lignes vertes pointillées). Dans cet intervalle, on peut isoler des niveaux regrou-
pés en doublets localisés sur les puits extérieurs (les deux niveaux constituant le doublet
fondamental sont représentés en rouge) et des niveaux isolés localisés dans le puits central
(en bleu).

puits central. À mesure que l'on s'approche d'une valeur critique~� , les trois niveaux de-
viennent su�samment proches de sorte que la notion de doublet devient ambigüe. Cette
dernière phrase deviendra plus claire lors de l'étude complémentaire des distributions de
Husimi des états mis en jeu. Cette valeur~� est dé�nie comme la valeur pour laquelle,
dans le spectre, les deux énergie de même parité sont à égales distances de l'énergie de pa-
rité opposée (voir �gure (3:3)). Nous choisirons de mesurer l'écart du doublet au voisinage
de l'anti-croisement comme l'écart minimum entre deux des trois niveaux mis en jeu. On
comprend alors qu'au plus proche de~� , l'écart du doublet prend sa valeur la plus grande.
La �gure (3:4) illustre la correspondance entre le spectre au voisinage d'anti-croisements
et les pics de résonance observés sur le pro�l de l'écart d'un doublet en fonction de1=~. Un
pic apparaît donc à chaque fois qu'un niveau appartenant au puits central vient perturber
le doublet que l'on considère. L'augmentation de la largeur du doublet diminue le temps de
passage tunnel entre un puits extérieur et son symétrique. Ceci a alors pour conséquence
de faciliter le transport de la particule d'un puits à l'autre. La façon de calculer la largeur
du doublet nous indique que les résonances ne sont pas des divergences au sens où les
pics ne représentent pas des singularités (néanmoins, la largeur n'est pas di�érentiable en
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Fig. 3.3: Agrandissement de la zone d'anticroisement entre les niveaux rouges et bleu
décrits sur la �gure (3:2). ~� représente la valeur à partir de laquelle il y a un échange des
niveaux d'énergies qui constituent le doublet. Les �èches rouges indiquent les niveaux qui
constituent le doublet. C'est au voisinage de cette valeur du paramètre (~) que la largeur
du doublet est la plus grande. Parmi les trois niveaux, on observe que le niveau de parité
di�érente (ici + ) des deux autres fait toujours partie du doublet.

~� puisque l'évaluation de l'écart du doublet immédiatement avant la valeur critique (en
~�

� ) et juste après (en~+
� ) n'utilise pas les mêmes niveaux d'énergie). Chaque pic a, par

conséquent, une hauteur �nie et elle peut être approchée dans le cadre de l'approximation
semiclassique comme nous le verrons dans la section suivante. Comme nous l'avons fait
remarquer dans le chapitre précédent, contrairement au double puits, il n'est pas possible
ici de décrire le triple puits comme un système à deux niveaux étant donné que le doublet
n'est pas toujours isolé des autres énergies. Il est donc nécessaire de faire intervenir un troi-
sième état, non dégénéré, couplé aux deux autres. Ainsi on peut modéliser le hamiltonien
dé�ni par l'expression (3:1) par la matrice suivante

Ĥ =

0

B
@

E0 � 
� E 0 
  E C

1

C
A

écrite dans la base des étatsfj  G i ; j D i ; j C ig qui correspondent respectivement aux états
semiclassiques des puits de gauche, de droite et du puits central. Par analogie au double
puits, le paramètre � correspond au couplage entre les états des puits de gauche et de droite
(dont l'énergie moyenne estE0) et représente la largeur du doublet loin des résonances.
Parallèlement,  représente le couplage local entre les états des puits extérieurs et celui du
puits central (d'énergie EC ) ce qui signi�e que même dans la limite où il n'y a pas d'e�et
tunnel entre les deux quasimodesj G i et j D i (� ! 0), il existe un e�et tunnel � indirect �
dû au couplage avec un état du puits intermédiaire. Il est important de remarquer que,
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E

ln(� E)

1=~

Fig. 3.4: On compare le spectre du potentiel (en haut) dé�ni en(3:1) avec la largeur
des trois premiers doublets� E0, � E1 et � E2 (respectivement en noir, rouge et vert)
en échelle semi-logarithmique (en bas). Les pics de résonances sont espacés de manière
régulière (typique d'un e�et Fabry � Pérot ) et chacun d'entre eux est clairement associé
à un anticroisement.

contrairement aux niveaux constituant le doublet tunnel, l'état propre localisé dans le puits
central ne fait pas partie d'un doublet et n'a alors pas de correspondance avec un état de
parité opposé. Ce type de modèle est retrouvé dans des systèmes plus complexes a�n de
décrire des couplages de quasimodes localisés sur des tores réguliers avec la mer chaotique
dans des systèmes mixtes [96]. Les éléments� et  représentent alors le couplage avec les
états chaotiques et sont évalués à l'aide de modèles de matrices aléatoires [12] [9].

Attardons nous quelques instants sur les fonctions d'ondes associées aux niveaux mis en
jeu à proximité de l'anti-croisement représentée sur la �gure(3:3). Le tableau(3:1) présente
les distributions de Husimi des trois états propres projetées sur l'espace des phases pour
di�érentes valeurs de~. Loin de la résonance, il est facile d'identi�er les niveaux provenant
du doublet, puisque ceux-ci sont distinctement localisés dans les puits extérieurs. Il en est
de même pour ceux reliés au puits central localisés sur les tores situés au centre de l'espace
des phases. En revanche, au voisinage d'une résonance, on constate que les deux états de
même parité sont complètement délocalisés sur l'ensemble des trois puits (Dans ce sens,
la notion de doublet devient alors ambigüe) tandis que l'état de parité opposé n'est pas
a�ecté par le couplage et reste localisé dans les puits extérieurs. Il appartient toujours au
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doublet tunnel.

E

1=~�
�

1=~

E7(-)

E5(-) E6(+ )

1=~
1=~�

E

E7(-)

E5(-) E6(+ )

E

1=~+
�

1=~

E7(-)

E5(-) E6(+ )

a)

h5(p; q)

b)

h5(p; q)

c)

h5(p; q)

d)

h6(p; q)

e)

h6(p; q)

f )

h6(p; q)

g)

h7(p; q)

h)

h7(p; q)

i )

h7(p; q)

Tab. 3.1: On compare les distributions deHusimi au voisinage de l'anticroisement décrit à
la �gure (3:3). Entre les �gures d'anticroisement et les distributions, on trace l'espace des
phases du triple puits. Avant la résonance (~�

� ), les niveauxE5 et E6 constituent le doublet
et sont clairement localisés sur les puits extérieurs ena) et d) tandis que le niveauE7 est
associé au puits central (g)). Juste après l'anticroisement (~+

� ) le niveau E7 fait maintenant
partie du doublet avec E6 sur les �gures f ) et i ) au détriment de E5 qui correspond alors
à un état situé principalement dans le puits central enc). En�n au plus proche de la
résonance (~� ) E6 est toujours associé aux puits extérieurs dee) tandis que les niveaux de
même parité E5 et E7 sont complètement délocalisés sur l'ensemble des trois puits. Dans
ce sens, la notion de doublet devient mal dé�nie.
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3.3 Matrices de transfert et expression semiclassique

L'objectif de cette section est de reproduire le comportement de l'e�et tunnel résonnant
décrit précédemment avec le triple puits à l'aide de la théorie semiclassique développée
dans le premier chapitre. Pour un état d'énergieE comprise entre les minima locaux des
puits extérieurs et la hauteur Vmax des barrières, il existe trois points de rebroussement
(q1, q2, q3) et leur symétriques associés aux trajectoires classiques, comme décrit sur la
�gure (3:5). La fonction d'onde semiclassique de cet état s'écrit de manière di�érente selon

-1 0 1

-2

-1

0

1

2

q

VmaxE

V(q)

q1 q2 q3

Fig. 3.5: Une particule classique piégée dans un triple puits à une énergieE comprise
entre la valeur des minima locaux et la hauteur maximum de la barrièreVmax peut osciller
soit dans un des puits extérieurs soit dans le puits central. Il existe alors 6 points de
rebroussement réels (q1; q2 et q3 ainsi que leur symétriques).

la constante d'intégration choisie dans l'argument de l'exponentielle, modi�ant ainsi les
préfacteurs devant chaque exponentielles

 (q) =
A0p
p(q)

e
i
~

Rq

0
p(q0)dq0

+
B0p
p(q)

e� i
~

Rq

0
p(q0)dq0

=
Aq1p
p(q)

e
i
~

Rq

q1
p(q0)dq0

+
Bq1p
p(q)

e
� i

~

Rq

q1
p(q0)dq0

(3.3)
et les coe�cients (A0; B0) et (Aq1 ; Bq1 ) sont reliés, grâce aux matrices de transfert dé�nies
dans le tableau(1:1) au premier chapitre, de la façon suivante

 
A0

B0

!

= T(0; q�
1 )

 
Aq1

Bq1

!

=

 
T11 T12

T21 T22

!  
Aq1

Bq1

!

(3.4)

avec

T(0; q�
1 ) = T(0; q+

3 )T� (q+
3 ; q�

3 )T(q�
3 ; q+

2 )T+ (q+
2 ; q�

2 )T(q�
2 ; q+

1 )T� (q+
1 ; q�

1 ): (3.5)
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Le produit des matrices va déterminer les quatre élémentsT11, T12, T21 et T22 de l'équation
(3:4) à l'aide des trois intégrales d'action suivantes

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

� q1q2 (E ) def=
1
~

Z q2

q1

p(q; E)dq;

� q2q3 (E ) def=
1
~

Z q3

q2

jp(q; E)jdq;

� q30(E ) def=
1
~

Z 0

q3

p(q; E)dq �
�
4

:

(3.6)

Comme la symétrie du potentiel permet de distinguer les états propres suivant leur parité
paire ou impaire (� ), les fonctions d'onde seront alors classées suivant deux conditions

8
>>><

>>>:

états impairs (-) :  (0) = 0 ) A0 = � B0;

états pairs (+) :
d (0)

dq
= 0 ) A0 = B0:

(3.7)

En ajoutant la condition supplémentaire que (q) doit être nulle à l'in�ni, il vient natu-
rellement Aq1 = 0 . Ces trois conditions couplées fournissent, en utilisant les éléments de
matrice de l'équation (3:4), des équations transcendantales de discrétisation de l'énergie

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

F� (E ) def= T12 + T22 = 0

= cos(� q30(E )) cos(� q1q2 (E )) +
1
4

e� 2� q2q3 (E ) sin(� q30(E )) sin( � q1q2 (E )) ;

F+ (E ) def= T12 � T22 = 0

= sin( � q30(E )) cos(� q1q2 (E )) �
1
4

e� 2� q2q3 (E ) cos(� q30(E )) sin( � q1q2 (E )) :

(3.8)

En écartant les termes exponentiellement petits, les énergies sont données approximative-
ment par (

F� (E ) � cos(� q30(E )) cos(� q1q2 (E )) = 0 ;

F+ (E ) � sin(� q30(E )) cos(� q1q2 (E )) = 0 :
(3.9)

On remarque qu'il est possible d'annuler simultanément les deux équations(3:9) lorsque
cos[� q1q2 (E )] = 0 . En première approximation, il existe alors deux niveaux dégénérés en
énergie. On noteEn la valeur qui annule cos[� q1q2 (E )] et qui véri�e par conséquent

� q1q2 (En ) = � (n +
1
2

) ) 2
Z q2

q1

p(q; En )dq = 2 � ~(n +
1
2

): (3.10)

On voit apparaître ici une première quanti�cation semiclassique des niveaux d'énergie. Ces
niveaux sont associés aux quasimodes localisés sur les puits extérieurs du triple puits et
vont permettre de construire les doublets qui nous intéressent. Le fait de négliger les termes
exponentiellement petits dans les équations(3:8) est équivalent à ne pas tenir compte
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des termes sous dominants lors des connexions des fonctions d'ondes entre les di�érentes
régions de l'espace [62] [8]. Cela revient, dans un premier temps, à supprimer la levée de
dégénérescence des niveaux d'énergie et donc l'e�et tunnel. Il est encore possible d'annuler
les deux équations(3:9) indépendamment viasin[� q30(E )] = 0 et cos[� q30(E )] = 0 et les
états auxquels elles sont associés sont localisés dans le puits central. Nous verrons un peu
plus loin comment ces niveaux sont responsables des résonances.

Les doublets tunnels vont se trouver au voisinage deEn : E �
n = En+ � � où � � correspond

au décalage créé en tenant compte des termes sous dominants négligés précédemment. A�n
d'évaluer cette di�érence, les équations(3:8) de discrétisation de l'énergie sont développées
au premier ordre autour desE �

n

F� (En + � � ) = F� (En ) + ( � � )
dF�

dE
(En ) + o(( � � )2) = 0 : (3.11)

Lorsque l'on imposecos[� q30(En )] 6= 0 et sin[� q30(En )] 6= 0 , on considère qu'il n'y a pas de
quasimode localisé dans le puits central dont l'énergie serait égale à l'énergie moyenne du
doublet En et que nous ne sommes pas à proximité d'une résonance. On peut extraire les
écarts à l'énergie des équations(3:11) pour donner

8
>>>>><

>>>>>:

� + � �
F+ (En )

(dF+ (En )=dE)
= �

~
2Tq1q2 (En )

e� 2� q2q3 (En ) 1
tan[� q30(En )]

;

� � � �
F� (En )

(dF� (En )=dE)
=

~
2Tq1q2 (En )

e� 2� q2q3 (En ) tan[� q30(En )]

(3.12)

en remarquant que la période de l'orbite périodique d'énergieE dans les puits extérieurs
est Tq1q2 (E ) = 2 ~(d� q1q2 =dE). La largeur du doublet devient

� En = E �
n � E +

n = � � � � + (3.13)

=
~

2Tq1q2 (En )
e� 2� q2q3 (En )

 

tan[� q30(En )] +
1

tan[� q30(En )]

!

: (3.14)

L'expression(3:14) fait apparaître, premièrement, le comportement exponentiellement dé-
croissant avec~ ! 0 et le facteur 2 dans l'argument de l'exponentielle compte bien le
passage tunnel à travers les deux barrières du système. En revanche, contrairement à une
simple barrière, il est clair que si on noteEm la valeur d'énergie telle que

� q30(Em ) = m
�
2

) 4
Z 0

q3

p(q; Em ) = 2 � ~(m +
1
2

) (3.15)

la formule (3:14) présente des divergences pour ces valeurs là. La nouvelle condition de
quanti�cation (3:15) provient des équations(3:9) et gouverne les niveaux d'énergie associés
au puits central. On est alors en présence d'une résonance lorsque l'énergie d'un état pair
(sin[� q30(E )] = 0 ) ou impair ( cos[� q30(E )] = 0 ) quanti�e au premier ordre. Son énergie est
alors dégénérée avec les niveaux localisés sur les puits extérieurs.

Le spectre énergétique ne possède pas de dégénérescence donc les pics de résonances
ne sont pas divergents mais présentent un maximum. L'équation(3:14) n'étant valable
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que loin d'une résonance, il est nécessaire d'étendre l'expression(3:11) à l'ordre suivant
en � � a�n d'obtenir ce maximum. On di�érentie une résonance par la parité du niveau
qui vient perturber le doublet tunnel. Les résonances paires sont décrites par la condition
� q30(E ) = m� et les équations de discrétisation deviennent

F+ (En + � + ) =
(� 1)n+ m

4

"

e� 2� q2q3 (En ) �
(� + )2

2
d� q1q2

dE
(En )

d� q30

dE
(En )

#

+ o(e� 3� q2q3 ) = 0

(3.16)
qui permet d'extraire � + , tandis que F� (En ) est exactement nul et donne immédiatement
� � = 0 . La hauteur maximum d'un pic créé par un état pair est alors

� E res:paire
n = � � � � + =

2~
q

Tq30(En )Tq1q2 (En )
e� � q2q3 (En ) (3.17)

en notant cette fois queTq30(E ) = 4 ~(d� q30=dE). De manière analogue, la procédure est
réalisée dans le cas d'une résonance impaire, décrite par� q30(E ) = (2 m + 1) �= 2, et fournit
le même résulat

� E res:impaire
n = � � � � + =

2~
q

Tq30(En )Tq1q2 (En )
e� � q2q3 (En ) : (3.18)

Les résultats(3:14), (3:17) et (3:18) sont regroupés sur la �gure(3:6) et comparés au calcul
� exact � de la largeur du doublet obtenu par diagonalisation.

Il est intéressant de constater que l'application d'une rotation deWick complète

t 7! � ijt j )

(
p(q; En ) 7! ijp(q; En )j

� q30(En ) 7! ij� q30(En )j
(3.19)

dans le cas d'un e�et tunnel résonant amène à une destruction totale des résonances.
L'expression(3:14) devient

j� En j =
~

2jTq1q2 (En )j

�
�
�
�
�
i tanh[ � q30(En )] +

i
tanh[� q30(En )]

�
�
�
�
�

(3.20)

�
2~

jTq1q2 (En )j
e� 2j� q30 (En )j (3.21)

et décrit un comportement exponentiellement décroissant comparable à celui d'une barrière
simple (de la largeur du puits central). Nous verrons dans le chapitre suivant le mécanisme
mis en jeu et dans quelles mesures une rotation complète (ou incomplète) est responsable
de la destruction totale ou partielle des pics de résonances.
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ln � E

1=~

Fig. 3.6: On représente la largeur du doublet fondamental en échelle semi-logarithmique
pour le triple puits dé�ni par l'équation (3:1) avec les paramètres(3:2). La courbe en trait
plein noir correspond au calcul � exact � (diagonalisation) et est comparée à la formule
(3:14) (pointillés rouges). La hauteur maximum des résonances est décrites par les expres-
sions (3:17) et (3:18) (étoiles vertes). L'accord avec les expressions semiclassiques n'est
évidemment pas bon pour des valeurs de~ trop grande (1=~ . 7:5). En�n on trace l'ex-
pression(3:21) (trait plein bleu) qui représente la destruction des pics de résonance lors
d'une rotation de Wick complète.
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Deuxième partie

Une approche nouvelle
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n I see skies of blue and clouds of white,
The bright blessed day, the dark sacred night,
And I think to myself,
What a wonderful world. n

Louis Armstrong, What a wonderful world
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Chapitre 4

Vers les instantons, et au-delà...

4.1 Les instantons...

À travers les chapitres précédents, nous avons mis en place di�érents outils (approxima-
tion semiclassique, complexi�cation, propagateur quantique, etc. . . ) qui vont être utiles au
developpement d'une méthode générale pour évaluer directement la largeur des doublets
tunnel. Cette méthode va nécessiter le prolongement analytique dans le plan complexe de
propagateurs quantiques(2:50) en complexi�ant le temps. Dans ce sens, elle peut être com-
prise comme une � extension � de l'approche par les instantons. La méthode des instantons
est initiée par Coleman et Polyakov dans les années soixante-dix [22] [81] dans le cadre
de la théorie des champs a�n de décrire le taux de décroissance d'un état localisé dans un
minimum local vers un continuum d'états ou encore l'e�et tunnel entre N vides dégénérés
de la théorie (dans la limite oùN = 2 , on retrouve le double puits présenté précédemment).
Cette technique a été, par la suite, largement utilisée et est présentée dans les livres de
références de théorie des champs [85] [103].

Les instantons sont présentés généralement comme des solutions classiques des équa-
tions du mouvement où le temps réel est remplacé par un temps purement imaginaire
t 7! � it . Cette transformation est appelée rotation deWick . Supposons, par exemple, un
système à une dimension gouverné par un hamiltonien classique réel de la forme

H (p; q) = E =
p2

2
+ V(q): (4.1)

sur lequel on applique une rotation deWick

t = se� i � ; � =
�
2

; (4.2)

où s est le paramètre réel du chemin du temps. Les équations d'Hamilton complexes
(2:34) et (2:35) deviennent

dq
ds

=
@~H
@~p

(~p; q); (4.3)

d~p
ds

= �
@~H
@q

(~p; q) (4.4)
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où ~p = i p et le nouveau hamiltonien ~H peut être vu comme un système dont la dynamique
réelle évolue dans le potentiel retourné

~H (~p; q) = E = �
~p2

2
+ V(q): (4.5)

Des trajectoires classiquement interdites pour le hamiltonienH (p; q) deviennent alors auto-
risées dans la nouvelle dynamique. L'action associée au nouveau système s'écrit en fonction
de l'ancienne action

~S(~p; q; s) =
Z sf

si

�
~p
dq
ds

�
dt
ds

~H (~p(s); q(s))
�

ds; (4.6)

=
Z sf

si

�
ip

dq
ds

� iH (p(s); q(s))
�

ds; (4.7)

= i S(p; q; t) (4.8)

La méthode deColeman requiert également le calcul semiclassique de propagateurs du
type (2:50) mais avec un temps purement imaginaire et l'inversion du potentiel par une
rotation de Wick rend l'intégrand réel dans l'intégrale de chemin. Cependant, comme nous
l'avons dit précédemment,Coleman cherche à décrire le transport tunnel d'une particule
initialement localisée dans le fond d'un puits vers un continuum d'états ou vers un desN
autres puits dégénérés. Les bornes du propagateur sont alorsqi = a et qf = b où a est la
position du fond du puits où se trouve la particule au départ etb peut être égal àa ou
bien à la position du fond de puits d'un des autres puits. Par conséquent, les contributions
dominantes aux propagateurs en temps purement imaginaire sont des orbites réelles du
hamiltonien ~H . Pour illustrer ce propos, on présente l'exemple du double puits sur la
�gure (4:1). Cette façon de procéder ne peut toutefois prédire le passage tunnel que pour
l'état de plus basse énergie.

Plus généralement, on parlera d'e�et tunnel pour décrire un processus classiquement
interdit par la dynamique du hamiltonien H (p; q). Cela implique qu'au-delà de l'e�et tunnel
en position, la théorie quantique autorise également la ré�ection d'une particule face à une
barrière d'énergie qu'elle peut classiquement franchir [68] [69]. Cet e�et tunnel en impulsion
est généralement appelée�et tunnel dynamique [56]. Un exemple révélateur est d'imaginer
un pendule simple dans un mouvement de révolution autour d'un axe. Quantiquement,
il est possible que le pendule se mette soudainement à tourner en sens contraire alors
que classiquement, ces deux mouvements sont déconnectés dans l'espace des phases réel.
L'approche par les instantons échoue à expliquer cet e�et tunnel dynamique parce que
l'énergie des états associés aux rotations dans un sens où l'autre ne correspond pas au
fondamental. Elle échoue également à la description de l'e�et tunnel résonant présenté
dans le chapitre 3, à travers le triple puits. Dans ce dernier cas de �gure, on voit clairement
qu'une rotation de Wick complète ne permet pas de trouver de trajectoires réelles dans le
potentiel inversé qui pourraient contribuer au propagateur, à cause du puits central plus
profond, comme on peut le voir sur la �gure(4:1). Dans les deux sections suivantes, nous
allons tenter de présenter une stratégie qui permet d'inclure le calcul des doublets excités,
de l'e�et tunnel dynamique et résonant en tirant pro�t de l'utilisation du temps complexe
et non purement imaginaire.
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V(q) � V(q)

� a a

q q

� a a

V(q)

� a a

� a

� V(q)

q

a

q

Vmax

� Vmax
E

E E

E

Vmin

� Vmin

t 7! � it

t 7! � it

a) b)

d)c)

Fig. 4.1: On présente l'e�et d'une rotation de Wick sur les potentiels quartique (ena) et
b))(même paramètres que la �gure(1:4)) et sextique (en c) et d)) (paramètres dé�nis en
(3:2)). Dans le cas du double puits, il existe une trajectoire (en bleu) qui permet d'aller de
� a à a dans le potentiel inversé. En revanche, pour le triple puits, la barrière central du
potentiel � V (q) ne permet pas à la particule d'atteindrea.

4.2 ... Et au-delà : Vers une formule de traces

Dans les chapitres précédents, nous avons largement utilisé le fait que les hamiltoniens
qui nous intéressent sont bornés et respectent certaines symétries a�n de séparer le spectre
discret selon la parité des niveaux d'énergies. Cette condition va, dans notre cas, être
cruciale. Supposons un hamiltonien borné indépendant du tempŝH = H (p̂; q̂) qui commute
avec un opérateur de symétriêS véri�ant Ŝ2 = 1 . Dans notre cas, cet opérateur correspond
à l'opérateur de parité et attribue au hamiltonien la symétrie

H (� p; � q) = H (p; q): (4.9)

Comme nous l'avons déjà mentionné, le spectre de l'opérateur hamiltonien̂H va pouvoir
être décomposé en niveaux d'énergie propres pairs et impairsE �

n sur la base des états
propres fj  �

n ig

Ĥ j �
n i = E �

n j �
n i ; (4.10)

Ŝj �
n i = �j  �

n i ; (4.11)

où n est un entier positif qui ordonne les états propres. L'approche alternative proposée
dans cette thèse pour calculer les doublets� En = jE �

n � E +
n j nécessite le calcul de la trace

de di�érents opérateurs dont l'opérateur d'évolution dé�ni au chapitre 2. En appliquant
la relation de fermeture de la base des états propresj �

n i sur l'opérateur d'évolution, on
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obtient

Û(T) def= e � iĤT=~ =
1X

n=0

e� (i =~)ĤT j �
n ih �

n j; (4.12)

=
1X

n=0

�
e� iĤT=~j +

n ih +
n j + e � iĤT=~j �

n ih �
n j

�
; (4.13)

=
1X

n=0

�
e� iE +

n T=~j +
n ih +

n j + e � iE �
n T=~j �

n ih �
n j

�
: (4.14)

De la même manière, le produit d'opérateurŝSÛ(T) donne

ŜÛ(T) =
1X

n=0

�
Ŝe� iĤT=~j +

n ih +
n j + Ŝe� iĤT=~j �

n ih �
n j

�
; (4.15)

(4:11)
=

1X

n=0

�
e� iE +

n T=~j +
n ih +

n j � e� iE �
n T=~j �

n ih �
n j

�
: (4.16)

La trace de ces deux opérateurs,évaluée sur la base des états propresfj  �
n ig , est immédiate

tr Û(T) =
1X

n=0

h �
n jÛ(T)j �

n i
(4:14)

=
1X

n=0

�
e� iE +

n T=~ + e � iE �
n T=~

�
; (4.17)

tr ŜÛ(T) =
1X

n=0

h �
n jŜÛ(T)j �

n i
(4:16)

=
1X

n=0

�
e� iE +

n T=~ � e� iE �
n T=~

�
: (4.18)

Si maintenant on prolonge analytiquement l'opérateur d'évolution en complexi�ant le
temps T = Re T + i Im T avec Im T < 0, on rend les sommes(4:17) et (4:18) conver-
gentes puisqu'elles contiennent des exponentielles décroissantes qui, àT �xé, sont d'autant
plus petites quen augmente.

On peut être confronté principalement à deux situations lorsque l'on veut évaluer la
largeur d'un doublet. La situation la plus simple est celle où l'on cherche à calculer la
largeur d'un doublet composé des deux niveaux les plus bas� E0 = E �

0 � E +
0 . Lorsque

l'on choisit la partie imaginaire du temps très négative, il est alors possible de ne retenir
que les deux premiers termes avecE �

0 des sommes(4:17) et (4:18), les autres termes
devenant exponentiellement petits. Cette première condition s'écrit quantitativement en
remarquant que l'écart moyen entre les niveaux qui composent le doublet fondamentalE �

0
et les premiers niveaux excitésE �

1 est de l'ordre de~! où ! est la courbure au fond des
puits où sont localisés les états. Pour pouvoir sélectionner seulement les deux premiers
niveaux, il faut que

�
�
�
�
�
e� iE �

1 T=~

e� iE �
0 T=~

�
�
�
�
�

= e Im T (E �
1 � E �

0 )=~ ' e! Im T � 1 (4.19)

et donc la première condition s'écrit

� ! Im T � 1: (4.20)
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Bien sûr, ceci n'est valable que dans l'hypothèse oùE �
0 sont isolés de tous les autres niveaux

du spectre (contrairement au cas d'une résonance quantique où un troisième niveau vient
perturber le doublet). Une fois cette condition réalisée, on calcule le rapport

tr ŜÛ(T)

tr Û(T)
'

e� iE +
0 T=~ � e� iE �

0 T=~

e� iE +
0 T=~ + e � iE �

0 T=~
=

eiT � E0=(2~) � e� iT � E0=(2~)

eiT � E0=(2~) + e � iT � E0=(2~)
; (4.21)

' i tan
�

T� E0

2~

�
: (4.22)

En�n, si la largeur du doublet est inférieure, de plusieurs ordres de grandeur, à la di�érence
E �

1 � E �
0 ' ~! alors on peut e�ectuer le développement limité au premier ordre du terme

de droite dans l'équation(4:22) sous la condition

jT j� E0

2~
� 1: (4.23)

Les conditions (4:20) et (4:23) restent compatibles pour une gamme de valeur deT su�-
samment large. On pourra le véri�er numériquement pour l'exemple du double puits. Sous
ces deux conditions, l'expression �nale pour le doublet fondamental s'écrit

� E0 ' � 0(T) def=
2~
iT

tr ŜÛ(T)

tr ^U(T)
: (4.24)

Une telle approximation dispense d'une diagonalisation, ce qui constitue un premier avan-
tage, numérique, non négligeable. L'expression(4:24) est déjà apparue dans [103], mais
encore fois dans le cadre plus restrictif des solutions instantons, c'est-à-dire en temps pu-
rement imaginaire.

La situation plus délicate consiste à obtenir la largeur d'un doublet excité arbitraire
� En = E �

n � E +
n et nécessite un peu plus de précaution. L'utilisation d'une partie ima-

ginaire négative importante du temps ne su�t plus à sélectionner des niveaux excités.
Nous allons alors utiliser un opérateur�̂ n qui va imiter le comportement du projecteur
j +

n ih +
n j + j �

n ih �
n j où on rappelle que lesj �

n i sont les états propres du système. On
adapte les expressions(4:17) et (4:18) comme

tr �̂ n Û(T) =
1X

m=0

h �
m j �̂ n Û(T)j �

m i ; (4.25)

=
1X

m=0

�
h +

m j �̂ n j +
m i e� iE +

m T=~ + h �
m j �̂ n j �

m i e� iE �
m T=~

�
; (4.26)

et

tr Ŝ�̂ n Û(T) =
1X

m=0

h �
m jŜ�̂ n Û(T)j �

m i ; (4.27)

=
1X

m=0

�
h +

m j �̂ n j +
m i e� iE +

m T=~ � h  �
m j �̂ n j �

m i e� iE �
m T=~

�
: (4.28)

L'opérateur �̂ n va être construit de façon à ce que ses éléments de matrices soient domi-
nants dans les régions de l'espace des phases où les distributions deHusimi  n (p; q) des
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états recherchés sont principalement localisées. Par construction,̂� n remplace la première
condition (4:20) et sert à sélectionner le doublet choisi. La di�érence, ici, est la présence
d'une compétition entre les éléments de matriceh �

m j �̂ n j �
m i et des exponentielles dépen-

dantes du temps. En e�et, pour savoir si les termes impliquant les niveauxn sont dominants
dans la somme, on regarde le rapport

h �
m j �̂ n j �

m i

h �
n j �̂ n j �

n i

e� iE �
m T=~

e� iE �
n T=~

� h  �
m j �̂ n j �

m i e� i( E �
m � E �

n )T=~: (4.29)

Les éléments de matrice sont exponentiellement petits lorsquen 6= m et proches de l'unité
sinon. Dans les expressions(4:26) et (4:28), les exponentielles telles queE �

m < E �
n tendent

à dominer la somme lorsque� Im T augmente arbitrairement. Les niveaux les plus bas
donnent alors les contributions les plus importantes aux sommes(4:26) et (4:28). Cepen-
dant, on peut s'attendre, une foisIm T < 0 �xé, à retrouver une approximation correcte
de la largeur du doubletn en augmentant considérablement la partie réelle du tempsReT
a�n de satisfaire ReT � j Im Tj. On retrouve alors la limite d'un temps réel. Nous verrons
plus tard que cette limite à une in�uence notable sur l'e�et tunnel résonant et qu'elle est
responsable de la destruction des pics de résonance présents, par exemple, sur la �gure
(3:6). En supposant cette dernière inégalité véri�ée, et en rappelant que, par construction
h �

n j �̂ n j �
n i � 1, on évalue le rapport des traces

tr Ŝ�̂ n Û(T)

tr �̂ n Û(T)
'

h +
n j �̂ n j +

n i e� iE +
n T=~ � h  �

n j �̂ n j �
n i e� iE �

n T=~

h +
n j �̂ n j +

n i e� iE +
n T=~ + h �

n j �̂ n j �
n i e� iE �

n T=~
; (4.30)

'
e� iE +

n T=~ � e� iE �
n T=~

e� iE +
n T=~ + e � iE �

n T=~
; (4.31)

=
eiT � En =(2~) � e� iT � En =(2~)

eiT � En =(2~) + e � iT � En =(2~)
; (4.32)

= i tan
�

T� En

2~

�
: (4.33)

Comme précédemment, dans l'hypothèse où la largeur du doubletn est inférieure de plu-
sieurs ordres de grandeurs à la di�érence d'énergie entre deux niveaux de même parité

jT j� En

2~
� 1; (4.34)

on e�ectue un développement deTaylor au premier ordre de la tangente pour �nalement
obtenir une approximation de la largeur d'un doublet arbitraire

� En ' � n (T) def=
2~
iT

tr Ŝ�̂ n Û(T)

tr �̂ n Û(T)
: (4.35)

L'étape suivante qui apparaît naturellement est le traitement semiclassique des formules
(4:24) et (4:35). L'appendice A regroupe presque toutes les informations pour calculer les
traces qui interviennent dans(4:24). En e�et, nous avons évalué la contribution pour une
orbite o de longueur nulle(2:64) ou non nulle (2:65) dans l'intégrale (2:59) qui englobe les
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deux castr ŜÛ(T) et tr U(T). Les traces mises en jeu dans l'approximation(4:35) s'écrivent
dans la base des positionsfj qig

tr Â �̂ n Û(T) =
Z

dqhqjÂ �̂ n Û(T)jqi ; (4.36)

=
ZZ

dqdq0� n (q; q0)G(�q 0; q; T); (4.37)

où � n (q; q0) = hqj�̂ n jq0i et Â et � sont dé�nis comme pour les traces(2:59). L'évaluation
de ces expressions est décrite dans l'appendice B.

Jusqu'à maintenant, nous n'avons pas expliqué comment retenir, parmi toutes les tra-
jectoires complexes qui satisfont les conditions de phase stationnaire, quelles sont celles qui
apportent une contribution aux traces. La condition nécessaire de retenir des (demi-)orbites
périodiques avec un temps de parcoursT = To n'est pas su�sante. Il est généralement très
di�cile d'extraire tous les points critiques complexes qui contribuent à la phase station-
naire même dans le cas d'une simple intégrale oscillante. La di�culté vient du fait que
pour connaître tous ces points critiques dominants, il faut savoir comment déformer tout
le contour d'intégration a�n de passer par chacun de ces points de selle en suivant la pente
maximale, ce qui n'est pas un problème trivial. Sans un traitement adapté du chemin du
temps pour résoudre ce type d'intégrales, les trajectoires complexes forment des structures
très délicates à traiter. Ceci est d'autant plus vrai lorsque l'on sort du cadre des systèmes
intégrables commeShudo et Ikeda l'ont montré dans des systèmes chaotiques où le temps
était purement réel [87] [89]. Dans ce dernier cas de �gure, on observe numériquement la
prolifération d'orbites complexes qui contribuent au calcul semiclassique des propagateurs
[88].

Ces raisons nous conduisent à faire un choix sur le chemin complexe du temps. Dans
l'évaluation des expressions(2:64) et (2:65), le chemin du temps[t] n'était pas choisi au
départ. Alors que les méthodes du type instantons forcent le temps à évoluer uniquement
sur l'axe imaginaire, la stratégie proposée ici consiste à garder les orbiteso périodiques pour
lesquelles on peut choisir un chemin complexe du temps[t] tel que l'orbite soit contrainte à
maintenir une des variables canoniques dans l'espace des phases réelles, selon le problème
étudié. Nous verrons dans le chapitre suivant qu'il sera, par exemple, plus avantageux pour
nous de maintenir la position sur l'axe réel (Im q(s) = 0 ) pour l'étude de l'e�et tunnel
en position dans le double puits tandis qu'il sera plus pro�table de maintenir l'impulsion
réelle (Im p(s) = 0 ) pour décrire un e�et tunnel dynamique pour un pendule simple. Ces
orbites complexeso doivent contribuer au calcul des traces puisqu'il n'est pas nécessaire de
déformer dans le plan complexe la variable canonique que l'on choisit de maintenir réelle.
Cependant, pour un chemin du temps[t] donné, il n'existe généralement que quelques
points de départ isolés (pi ; qi ) dans l'espace des phases, voire aucun, tels que la trajectoire
associée se propage en maintenant la variable canonique choisie réelle. Ceci nous oblige
alors à choisir, en général, deux chemins complexes du temps di�érents pour deux (demi-
)trajectoires périodiqueso di�érentes. Par exemple, lorsque l'on varie le point de départ
qi = q pour évaluer l'intégrale (A:18), il est indispensable de modi�er le chemin du temps
a�n de maintenir la condition Im q(s) = 0 sur la trajectoire. La déformation du contour
du temps n'est pas problématique puisque les quantités géométriques commeEo, � o ou So

restent invariantes tant que le point de départ (point critique de la phase) de la trajectoire
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ne croise pas de points de rebroussement.

Le choix de ne retenir uniquement les trajectoireso périodiques avec une des variables
canoniques réelles dans l'espace des phases n'est certainement pas un choix unique. Ce-
pendant, on le justi�e par l'idée intuitive que l'e�et tunnel doit être décrit à l'aide de
trajectoires périodiques qui relient les deux régions concernées de l'espace des phases réel,
c'est-à-dire les régions où les distributions deHusimi  n (p; q) sont principalement locali-
sées. Ce principe est décrit pour un doublet arbitrairen par l'opérateur �̂ n qui sélectionne
approximativement un ensemble de valeurs deq dans l'intégrale qui correspond à la pro-
jection sur l'espace des positions du tore d'énergieEn concerné par le doublet. Dans le
cas du doublet fondamental, nous verrons que la condition(4:20) force les trajectoires
sélectionnées à évoluer près d'une séparatrice. Néanmoins, la plupart du temps, nous ne
serons pas capable de justi�er analytiquement le fait que les autres trajectoires périodiques
complexes, c'est-à-dire celles qui n'ont pas au moins une variable canonique qui reste réelle
dans l'espace des phases, sont sous dominantes. On le justi�era malgré tout numériquement
a posteriori en comparant nos résulats aux valeurs exactes obtenues par diagonalisation du
hamiltonien [59]. Pour terminer, le critère de sélection que nous avons choisi nous per-
met de motiver les quatre règles développées parRobbins , Creagh et Littlejohn pour
calculer les orbites périodiques complexes qui contribuent à l'évaluation de la trace de la
fonction de Green [82]. On peut citer ces règles. La première consiste à inclure dans la
somme semiclassique uniquement des orbites périodiques complexes dont le point de départ
(qui est le même que le point d'arrivée) est situé sur un tore réel. La seconde règle stipule
que la somme n'est e�ectuée que sur les di�érentes classes topologiques des orbites pério-
diques complexes. Nous dé�nirons comme topologiquement di�érentes, deux trajectoires
qui ne traversent pas successivement la même séquence de points de rebroussement dans
l'espace des phases (cette dé�nition deviendra plus claire en traitant les exemples du cha-
pitre suivant). La troisième règle impose de choisir les orbites périodiques complexes dont
l'action fournit une contribution exponentiellement faible à l'e�et tunnel et donc éliminer
les contributions non physiques. En�n, la dernière règle demande à la trajectoire de suivre
le sens de propagation dé�ni par les équations d'Hamilton sur chacune des branches.
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Chapitre 5

Quelques exemples

Ce chapitre va permettre d'illustrer la méthode de calcul des doublets tunnel que nous
venons de mettre en place, à travers plusieurs exemples présentant chacun une facette de
l'e�et tunnel dans des cas simples.

5.1 Le double puits

Le double puits est l'exemple incontournable lorsque l'on s'intéresse à l'étude de l'e�et
tunnel et est généralement utilisé pour tester ou comparer une nouvelle description ou
méthode de calcul de ce phénomène classiquement interdit. Nous ne dérogerons pas à cette
règle et proposons de décrire avec ce modèle la procédure d'utilisation des formules(4:24)
et (4:35) dans l'approximation semiclassique~ ! 0.

Supposons un hamiltonien du type

H (p; q) =
p2

2
+ V(q); (5.1)

où le potentiel V (q) est pair et possède deux minima symétriques localisés enq = � a. Par
souci de simplicité, on choisiraV (� a) = 0 .

5.1.1 Formule pour le doublet fondamental � 0(T)

Commençons par étudier le cas du doublet fondamental� E0 = E �
0 � E +

0 à l'aide de
la formule (4:24). A�n de justi�er les conditions de validité (4:20) et (4:23) de la formule,
on trace la �gure (5:1) qui représente, à~ donné, la valeur absolue de la partie réelle de
� 0(T) en fonction des parties réelles et imaginaires du tempsT. On constate, au-delà d'une
valeur de � Im T � 1:5, un plateau indiquant la convergence de la formule vers une valeur
limite qui concorde avec la valeur exacte� E0, obtenue par diagonalisation. Le résultat
est indépendant de la partie réelle du temps. Les énergies du doublet étant théoriquement
réelles, on s'assure numériquement que la partie imaginaire de� 0(T) est négligeable, en
module devant la partie réelle.

On a vu au chapitre précédent que pour évaluer semiclassiquement les traces qui in-
terviennent dans (4:24), il fallait chercher un chemin du temps[t] de sorte qu'il existe des
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Fig. 5.1: On représente ici le résultat numérique du calcul de la largeur du doublet fonda-
mental pour V (q) = ( q2 � a2)2 avec a = 1 et ~ ' 1=12. La �gure a) représente la partie
réelle j Re � 0j de la formule (4:24) en fonction de la partie réelle et imaginaire du temps
(ReT; � Im T). On véri�e ainsi la condition de validité (4:20) qui nous impose d'avoir
� Im T � (1=! ) = 1 =(2

p
2a) ' 0:35. En e�et, on observe que la formule converge au-delà

de � Im T � 1:5 et ne dépend pas de la partie réelleReT. Une fois le plateau atteint, on vé-
ri�e que la partie imaginaire Im � 0 est négligeable devant la valeur deRe � 0 � 4:4� 10� 10

(qui coïncide avec la valeur � exacte �) et que la condition (4:23) est largement véri�ée.
Sur la �gure b), on compare le résultat exact� E0 en fonction de 1=~, obtenu par dia-
gonalisation, avec notre formule et les di�érentes approximations semiclassiques connues.
Les résultats di�èrent uniquement par leur préfacteur et a�n de souligner ces di�érences,
on représente en ordonnées le logarithme de la largeur du doublet auquel on soustrait
� (~) def= � ~Sc(~!= 2)=(2~) + ln( ~!=� ) où ~Sc est l'action instanton. La courbe noire épaisse
représente le calcul exact par diagonalisationln � E0 � � (~). La courbe épaisse bleue corres-
pond à ln j� 0j � � (~) pour T ' � 4i et on constate que les deux courbes coincident très bien
au delà de~ ' (1=3). La droite horizontale bleue en pointillé est égale 0 et représente notre
formule semiclassique(5:53), que nous appliquons au doublet fondamental, et correspond
à celle deLandau [61]. La formule deGarg (1:52) pour le doublet fondamental donne
la ligne rouge discontinue égaleln

p
�= e ' 0:07. En�n la formule semiclassique(5:42) que

nous obtenons spéci�quement pour le doublet fondamental donne la constanteln
p

� ' 0:6.
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(demi-)trajectoires périodiqueso reliant deux tores de l'espace des phases réel qui gardent
la variable canoniqueq(s) réelle. Pour le doublet fondamental, ces tores sont localisés au-
tour des points d'équilibre (p = 0 ; q = � a). Le hamiltonien étant quadratique en impulsion,
il existe deux branchesp� (q; E) = �

p
2(E � V (q)) qui sont réelles dans les régions clas-

siquement autoriséesE > V (q) et imaginaires quandE < V (q). À l'aide des équations
d'Hamilton , le caractère réel ou imaginaire de l'impulsion va �xer la forme générale que
devra avoir le chemin du temps. En e�et, d'après(2:34) on a

dt
ds

=
1

@pH
dq
ds

=
1
p

dq
ds

; (5.2)

on voit immédiatement que, commeq(s) doit rester réel, la façon dont doit évoluer le temps
dépend uniquement de l'impulsion. Dans une région autorisée,p(s) est réel donc l'évolu-
tion du temps est réelle et dans une région classiquement interditep(s) étant purement
imaginaire, le temps évoluera parallèlement l'axe imaginaire. On a dit vouloir rechercher
des (demi-)trajectoires périodiques reliant deux tores de l'espace des phases réel avecq(s)
réel à chaque instant, alors pour réaliser cette condition le chemin complexe du temps doit
nécessairement avoir la forme d'un escalier � descendant � (on rappelle qu'il est nécessaire
d'avoir une partie imaginaire du temps qui ne croît pas avec le paramètres pour garder
l'indépendance du contour de l'intégrale de chemin) et le temps ne peut évoluer que par
morceaux suivant l'axe réel ou imaginaire. Par conséquent, les (demi-)trajectoires pério-
diques complexeso qui nous intéressent vont correspondre à un assemblage d'orbites qui
évoluent en temps réel dans le potentielV (q) selon l'équation

E =
(Rep)2

2
+ V(q); (5.3)

et d'orbites qui évoluent en temps purement imaginaire dans le potentiel inversé, comme
on l'a vu dans la section4:1, suivant la ligne

~E def= � E =
(Im p)2

2
� V (q): (5.4)

La dynamique de la variableq2(s) = Im q(s) = 0 étant triviale dans l'espace des phases,
il est naturel de restreindre l'étudie des trajectoireso dans un espace des phases à 3 di-
mensions (Req;Rep; Im p). En invoquant la conservation de l'énergie le long de la trajec-
toire, les points de jonction de ces deux catégories d'orbites sont nécessairement sur l'axe
(Rep = 0 ; Im p = 0 ), où se situent les points de rebroussement.

Dans le cas du double puits, on peut distinguer trois types d'orbites primitives (issus
des deux catégories d'orbites dont on vient de parler) qui vont permettre de construire
n'importe quelles (demi-)trajectoires périodiques complexes qui respectent la condition
Im q(s) = 0 . En notant les 4 points de rebroussement réels lorsque l'énergie est inférieure
à la hauteur de la barrièresE < V max dans l'ordre desq croissantsf� q0

r ; � qr ; qr ; q0
r g, on

dé�nit
ˆ les orbites périodiques primitives r d'énergie E situées dans le puits de droite qui

oscillent entre les pointsqr (E ) et q0
r (E ) avec (Im p(s) = 0 , Im q(s) = 0 ).

ˆ les orbites périodiques primitivesc d'énergieE qui oscillent entre les points� qr (E ) et
qr (E ), correspondant à la région centrale du potentiel, avec les contraintesRep(s) = 0
et Im q(s) = 0 .
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ˆ les orbites périodiques primitivesl, d'énergieE , associées au puits de gauche, évoluent
dans l'intervalle � q0

r (E ) 6 q(s) 6 qr (E ) avec Im p(s) = 0 et Im q(s) = 0 .
Les orbites r et l sont symétriques et les unes peuvent être obtenues à partir des autres,
grâce à l'opérateur de paritéŜ. Finalement, chaque trajectoireo périodique qui va contri-
buer aux traces est alors composée d'un enchaînement successif de répétitions de ces trois
types d'orbites primitives. Cette construction d'orbite est présentée sur la �gure(5:2). On
compte, en tout, six branches possibles qu'une trajectoire peut potentiellement emprunter
car chacune des trois orbites primitives est composée de deux branches. Le temps complexe
T = To d'une (demi-)trajectoire périodique o peut être alors évalué en fonction de chacune
des périodes des orbites primitives, soit

To(E ) = wrTr(E ) � i
�

wc +
1 � �

4

�
Tc(E ); (5.5)

où wr et wc sont des entiers positifs ou nuls. Le tempsTc(E ) est la période de l'orbite
périodique primitive c tandis que Tr(E ) celle der. Ces périodes sont réelles et positives.
Notons que la période de l'orbite périodique primitive du puits de gauche n'apparaît pas
dans l'expression deTo(E ) simplement parce qu'elle est la même queTr(E ). L'entier wr

englobe ainsi les deux contributions. Les entiers respectifswr et wc comptent le nombre de
tours complets d'orbites primitives que le tempsTo(E ) autorise à e�ectuer, respectivement,
dans les deux puits deV(q) et le puits du potentiel � V (q). On traite encore simultanément
le cas detr Û(T) qui donne des trajectoires périodiques (� = +1 ) de périodeT = To et le cas
de demi-trajectoires périodiques (� = � 1), qui sont des moitiés de trajectoires périodiques
de période2T. Le terme (1 � � )=4 est introduit pour des raisons de symétrie. Il explique
qu'une trajectoire périodique (� = +1 ) doit e�ectuer un nombre entier de tours (ou aucun)
dans le puits inversé� V (q) si on veut qu'elle reboucle et que dans le cas d'une demi-
orbite périodique, la trajectoire doit au minimum traverser une fois (aller simple) la région
centrale associée àc.

À chaque fois que l'on pourra construire un chemin du temps[t] de longueurT sous la
forme d'un escalier de sorte qu'il existe une (demi-)trajectoire périodiqueo dans l'espace
des phases gardant la variableq(s) réelle, cette trajectoire devra être retenue. Deux orbites
qui partent d'un point de départ qi légèrement di�érents n'auront pas exactement le même
chemin du temps [t] et les dimensions des marches de l'escalier devront être légerement
ajustées pour maintenir la condition Im q(s) = 0 (�gure (5:3)). Cette situation apparaît
lorsque l'on évalue les contributions des trajectoires de longueur non nulle à l'intégrale
(2:60) où les points critiques sont dégénérés et correspondent au point de départ d'une
orbite dominante. Il faut ajuster le chemin du temps pour chaque point critique et sommer
leur contributions en calculant l'intégrale sur une branche� de la trajectoire. La sommation
de tous ces points sur une branche donne un termeT� dans la somme

P
� de l'expression

(2:65).

Il faut rappeler que le calcul du propagateur semiclassique(2:56) implique une somme
sur di�érentes trajectoires. Ces trajectoires se distinguent par le nombre et l'ordre des
points de rebroussement rencontrés le long de l'orbite (di�érentes énergies sont alors pos-
sibles). On doit alors calculer l'intégrale(2:60) pour chacune de ces trajectoires (le calcul
de l'intégrale impliquant des contributions du type (2:64) ou (2:65)) pour ensuite les som-
mer a�n d'obtenir l'expression semiclassique de chaque trace dans(4:24). La contribution
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totale aux traces des orbites de longueur non nulle correspond alors à la somme des di�é-
rentes classes topologiques de trajectoires, chacune des classes étant caractérisée de manière
unique par une séquence ordonnée des points de rebroussement[� 1; � 2; : : :] rencontrés le
long des trajectoires de cette classe. Autrement dit, il faudra sommer toutes les combinai-
sons autorisées dewr et wc et de chaque branche� où se situe le point de départ de la
trajectoire. Ce résulat n'est pas propre au double puits. Plus généralement, en sommant
toutes les contributions (2:65), la somme totale des orbiteso de longueur non nulle s'écrit

X

s

X

[� 1 ;� 2 ;:::]

(� 1)� o
T�p

� 2i�� ~

s
dEo

dT
e(i =~)So : (5.6)

La double somme indique qu'il faut sommer toutes les combinaisons[� 1; � 2; : : :] possibles
de chaque sections des surfaces d'énergie (plusieurs énergies sont possibles) dans le plan
complexe sur lesquelles, en choisissant correctement[t] pour forcer une des variables cano-
niques à rester réelle, on aura des trajectoireso périodiques (� = +1 ) de périodeT = To

ou demi-périodiques (� = � 1) de temps de parcoursT = To (la trajectoire périodique
complète possédant une période de2T). L'indice � indique la branche où démarre la tra-
jectoire o qui va rencontrer ensuite une succession de points de rebroussement ordonnée
exactement comme[� 1; � 2; : : :].

Pour comprendre cette somme, revenons à l'exemple du double puits. Si l'énergieE
est plus basse que la hauteurVmax de la barrière, la sections de la surface d'énergie telle
que Im q(s) = 0 comporte 4 points de rebroussements réels (0; � qr (E )) et (0; � q0

r (E )) dans
l'espace des phases complexe, comme on l'a vu précédemment. Cependant, il n'est pas
possible de contruire, pour une énergie donnée, des orbites périodiques avec tous les points
de cette sections et seules les valeurs deReq telles que� q0

r (E ) < Req < q0
r (E ) peuvent

servir de points de départ à une orbite périodiqueo. Cet ensemble de points appartient
nécessairement à un des trois types d'orbites primitivesr, c et l. Comme nous l'avons
dit plus haut, ces trois types d'orbites, pour former une trajectoire périodiqueo, doivent
se joindre dans l'espace des phases complexe (�gure(5:2)). On ne pourra pas relier les
orbites r et l ensemble mais les points de rebroussement(0; � qr (E )) sont les points sur
l'axe (Rep = 0 ; Im p = 0 ; Im q = 0 ) où se joignent les orbitesr et c ainsi que c et l. En
�xant T = To, on sélectionne un ensemble �ni d'énergiesE qui véri�ent toujours l'équation
(5:5) mais les valeurs dewr et wc seront di�érentes pour chaqueE (puisque les périodes
primitives dépendent aussi deE). La somme(5:6) contient alors un nombre �ni de termes.
Comme le tempsT est composé des périodes des orbites primitesr, c et l, on peut écrire
l'action associée aux trajectoireso à l'aide des actionsSr et Sc des orbites primitives. Pour
une trajectoire o on a

So = wrSr + i
�

wc +
1 � �

4

�
Sc: (5.7)

L'indice � o est évalué de la même manière

� o = wr + wc +
1 � �

2
; (5.8)

et est relié au nombre de points de rebroussement rencontrés et dans le cas d'orbites réelles,
2� o correspond à l'indice deMaslov . On peut déjà noter queSo(E ) et � o ne dépendent
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pas de la branche� où se situe le point de départ de la trajectoireo, cependant, le point
de départ à une in�uence surT� dans la somme(5:6). On rappelle queT� est le temps mis
pour rejoindre deux points de rebroussements successifs, c'est-à-dire le temps passé sur la
branche � . Lorsque la trajectoire commence sur une des orbites primitivesr ou l, le temps
passé sur n'importe laquelle des quatre branches correspond à la même valeur qui est la
moitié d'une période de l'orbite primitive, soit T� = Tr=2. Dans le cas où la trajectoire
démarre sur l'orbite c, alors T� correspond en, module, au temps d'une demi-période passé
dans le potentiel inversé� V (q). Cet intervalle de temps étant par construction, purement
imaginaire, on arrive à T� = � iTc=2.

La question est maintenant de savoir, parmi ces trajectoires, lesquelles dominent la
somme(5:6). La réponse est simple : les orbites dominantes sont celles avec la plus petite
action imaginaire Im So, les autres étant exponentiellement dominées. Nous allons main-
tenant montrer que ces trajectoires dominantes sont celles qui ne font qu'un aller-retour
dans le puits du potentiel inversé dans le cas des trajectoires périodiques (� = +1 ) et un
simple aller pour les demi-orbites périodiques (� = � 1). Considérons que, pour une énergie
E donnée, la partie� Im T soit au minimum égale à la période d'oscillation dans le puits
du potentiel inversé� V (q). On voit alors d'après(5:5) que pour fabriquer une orbite pério-
dique o, la trajectoire doit réaliser au moins un aller-retour dans la région centrale et donc
que la plus petite valeur pourwc est nécessairement 1. Dans le cas d'une demi-trajectoire
périodiqueo, un aller simple est au moins nécessaire, alors la plus petite valeur pourwc est
wc = 0 . La condition de validité (4:20) nous impose d'avoir une partie imaginaire du temps
su�samment grande, alors l'orbite primitive c qui compose les trajectoires avec les plus
petits wc sont très proches des séparatrices décrites par l'équationIm p = �

p
2V(q). Les

orbites primitives r et l de ces trajectoires vivent alors nécessairement autour des points
d'équilibre (p = 0 ; q = � a). Il faut montrer que, pour T donné, ces trajectoires possèdent la
plus petite action imaginaire Im So comparées à celles impliquant des répétitions de l'orbite
primitive c (d'énergie E plus grande). Pour cela, on commence par noter que, une fois le
temps T �xé, la partie imaginaire de l'action d'une trajectoire o s'écrit comme

Im So = ( wc +
1 � �

4
)Sc

(5:5)
= �

Sc

Tc
Im T: (5.9)

En rappelant que dans le potentiel inversé l'énergie~E est égale à� E et que� Vmax < ~E < 0,
on peut écrire l'action d'une orbite primitive c d'énergie ~E comme

Sc( ~E) = 4
Z qr (� ~E )

0

q
2( ~E + V(q))dq � ~ETc( ~E): (5.10)

On dérive maintenant l'expression

d

d ~E

 
Sc( ~E)

Tc( ~E)

!

=
d

d ~E

 
4

Tc( ~E)

Z qr (� ~E )

0

q
2( ~E + V(q))dq � ~E

!

; (5.11)

= �
4

T2
c ( ~E)

dTc( ~E)

d ~E

Z qr (E )

0
jp(q; E)jdq < 0: (5.12)

On voit alors d'après (5:9) que, commeSc=Tc est une fonction décroissante de~E, lorsque
~E croît, Im So décroît et atteint sa valeur minimale lorsqueE ! 0+ . On vient alors de
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montrer que les trajectoires les plus proches des séparatrices (c'est-à-dire d'énergie E la
plus basse) correspondant au trajet minimum à travers le puits du potentiel inversé (wc = 0
pour � = � 1 et wc = 1 pour � = +1 ) sont les trajectoires o dont la partie imaginaire de
l'action est la plus petite. Ces trajectoires seront donc, parmi les contributions de longueur
non nulle, exponentiellement dominantes dans le calcul des tracestr ŜÛ(T) et tr Û(T).

On commence par traiter la trace tr ŜÛ(T). Les contributions principales viendront
donc des demi-trajectoires périodiqueso d'énergieE telles que

Im T = �
Tc(E )

2
; (wc = 0) : (5.13)

Il faut cependant être prudent car pour une énergieE donnée qui véri�e (5:13), la partie
réelle du temps ne peut pas prendre n'importe quelle valeur. Il faut adapterReT de telle
façon à ce qu'elle soit égale à un nombre entier de période primitiveTr(E ). Les chemins
du temps T des trajectoireso qui contribuent à tr ŜÛ(T) devront être choisis comme

T = To(E ) = wrTr(E ) � i
Tc(E )

2
; (5.14)

avec la condition Im q(s) = 0 . Le chemin du temps[t] ressemble dans ce cas à un � escalier
ne possédant qu'une seule marche � comme présenté sur la �gure(5:3). La condition (4:20)
est ainsi d'autant plus véri�ée que l'énergieE est petite. Puisque l'on ne retient qu'une
énergieE dans les contributions dominantes, il n'existe alors plus qu'un seul terme dans
la somme

P
s dans (5:6). Il reste à expliciter la somme sur les combinaisons des points de

rebroussement.

On présente maintenant les di�érentes classes topologiques des trajectoireso qui appa-
raissent dans(5:6) :

ˆ Une trajectoire qui part d'un point situé sur la branche supérieure Im p > 0 de c va
atteindre le premier point de rebroussement� 1 (p = 0 ; q = qr (E )) puis e�ectuer wr

tours sur r en croisant alternativement les points de rebroussement (p = 0 ; q = q0
r (E ))

et (p = 0 ; q = qr (E )) avant de retourner sur la branche inférieureIm p < 0 de c
jusqu'au point symétrique du point de départ. Cette classe de trajectoire compte
pour un terme T� = � iTc=2 dans la somme(5:6).

ˆ Une trajectoire qui part d'un point situé sur la branche inférieure Im p < 0 de c
va suivre le parcours symétrique des orbites décrites dans le cas précédent. Elle
va premièrement atteindre le point de rebroussement� 1 (p = 0 ; q = � qr (E )) puis
tourner wl fois dans le puits de gauchel en traversant alternativement les points de
rebroussement (p = 0 ; q = � q0

r (E )) et (p = 0 ; q = � qr (E )) pour en�n retourner
sur la branche Im p > 0 de l'orbite primitive centrale c jusqu'au point symétrique
du point de départ. Cette classe de trajectoires compte le même termeT� = � iTc=2
dans la somme que le cas précédent.

ˆ Une trajectoire qui part de la branche supérieureRep > 0 du puits de droite r traverse
en premier le point de rebroussement� 1 = (0 ; q0

r (E )) puis le second� 2 = (0 ; qr (E )) .
La trajectoire e�ectue ensuite k tours toujours dans le puits de droite puis traverse
la branche inférieure dec pour terminer par tourner wr � k � 1 fois dans le puits de
gauchel et rejoindre le point symétrique du point de départ. On comprend bien que
l'on peut choisir le nombre de tours dans chaque puitsr et l en prenantk = 0 : : : wr � 1.
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On peut ainsi former wr classes topologiques de trajectoires di�érentes. En partant
de la branche inférieure der, on peut reproduire un schéma similaire qui conduit au
même résultat, à savoir que l'on peut compter encorewr autres classes topologiques.
Chaque classe compte pour un termeT� = Tr=2, donc la contribution totale pour les
deux branches du puits de droiter sont (2wr)Tr=2 = wrTr .

ˆ Par symétrie, on peut réaliser le même raisonnement que pour le puits de droiter
avec le puits de gauchel. On trouve encore2wr classes topologiques di�érentes qui
donnent alors la contribution wrTr dans la somme.

La somme restante
P

[� 1 ;� 2 ;:::] dans(5:6) n'a�ecte que T� puisque l'énergie etwr sont main-
tenant donnés,So et � o sont donc �xés. Finalement, la somme totale des di�érentes classes
topologiques mène à

X

[� 1 ;� 2 ;:::]

T� = � i
Tc(E )

2
� i

Tc(E )
2

+ wrTr(E ) + wrTr(E ) = 2 T: (5.15)

Avant de donner la somme �nale sur les trajectoires de longueur non nulle dominantes qui
contribuent à la trace tr ŜÛ(T), on analyse la contribution des trajectoires de longueur
nulle. Ce sont les points �xes de la dynamique et dans le cas detr ŜÛ(T), le seul point
d'équilibre qui contribue est l'origine (p = 0 ; q = 0 ) (il faut que (� pi ; � qi ) = ( pf ; qf ))
avec l'énergieH (0; 0) = Vmax . D'après (5:12), Sc=Tc est une fonction décroissante de~E et
lorsque ~E ! � Vmax , Im So tend vers sa valeur maximale. Ce point d'équilibre donne alors
une contribution sous dominante en comparaison des trajectoires de longueur non nulle. La
contribution totale à la trace tr ŜÛ(T), composée alors uniquement de demi-trajectoires
périodiqueso de longueur non nulle telle quewc = 0 , devient

tr ŜÛ(T) ~! 0�
2T(� 1)wr +1

p
2i~�

s
dEo

dT
e(i =~)So ; (5.16)

où la demi-trajectoire périodiqueo d'énergieEo est dé�nie par le temps

T = wrTr(E ) �
i
2

Tc(E ) = wr2
Z q0

r (E )

qr (E )

dq
p

2(E � V (q))
�

i
2

4
Z qr (E )

0

dq
p

2(V (q) � E )
(5.17)

et l'action
So(E ) = wrSr(E ) +

i
2

Sc(E ) (5.18)

avec

Sr(E ) + ETr(E ) = ~Sr(E ) def= 2
Z q0

r (E )

qr (E )

q
2(E � V (q))dq; (5.19)

Sc(E ) � ETc(E ) = ~Sc(E ) def= 4
Z qr (E )

0

q
2(V (q) � E )dq (5.20)

où on dé�nit ~Sr et ~Sc comme les actions réduites des orbites primitivesr et c.

Il reste à déterminer les contributions à la tracetr Û(T). En utilisant les relations (5:10)
et (5:12), on montre de la même manière que les contributions dominantes proviennent des
points �xes et non des orbites périodiqueso de longueur non nulle qui doivent nécessaire-
ment e�ectuer un aller-retour dans le puits du potentiel inversé� V (q). Il y a trois points
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d'équilibre e = f (p = 0 ; q = 0) ; (p = 0 ; q = � a)g. Encore une fois, en utilisant(5:10) et
(5:12), on montre que le point d'équilibre instable fournit une contribution sous dominante.
L'exposant deLyapunov des deux points stables (0; � a) est � e = i ! où ! correspond à la
fréquence des oscillations au voisinage des points stables. La tracetr Û(T) est donc dominée
par ces deux points stables et ils fournissent la même contribution du type(2:64)

tr Û(T) ~! 0�
e� (i =~)H (0;a)T

e� a T=2 � e� � a T=2
+

e� (i =~)H (0;� a)T

e� � a T=2 � e� � � a T=2
; (5.21)

~! 0�
1

ei!T= 2 � e� i!T= 2
+

1
ei!T= 2 � e� i!T= 2

; (5.22)

~! 0� 2e� i!T= 2: (5.23)

Cette dernière expression aurait pu être dérivée directement d'après la somme(4:17) avec
la condition (4:20) et en notant que E +

0 � E �
0 � ~!= 2. L'expression de la largeur du

doublet fondamental est donnée en regroupant les expressions(4:24), (5:16) et (5:23)

� 0(T) ~! 0�

s
2i~
�

�
dTo

dE

� � 1
2

e� [ ~Sc(E )+( E � ~!= 2)Tc(E )]=(2~)e� iwr [ ~Sr (E )+( E � ~!= 2)Tr (E )� � ~]=~:

(5.24)
L'objectif est de retrouver les formules habituelles de la largeur du doublet fondamental
(1:52) et (1:53). Pour cela, on choisit de faire un développement deTaylor autour de
E ! 0+ des grandeurs~Sr(E ) et ~Sc(E ) qui deviennent

~Sc(E ) = ~Sc(0) +
4E
!

ln

 p
2E

2a!

!

�
2(2A + 1)

!
E + o( E); (5.25)

~Sr(E ) =
2�E

!
+ BE 2 + o( E 2); (5.26)

avec

A def=
Z a

0

 
!

p
2V(q)

�
1

a � q

!

dq; (5.27)

B def=
�

24! 7

h
5(V (3) (a))2 � 3! 2V (4) (a)

i
: (5.28)

Les exposants entre parenthèses indiquent l'ordre de la dérivée surV (q). Le développement
des expressions(5:25) et (5:26) n'étant pas complètement trivial, on reporte les démons-
trations dans l'appendice C. On commence par évaluer la racine carré du préfacteur de
(5:24). Pour cela, on dérive(5:25) et (5:26) par rapport à l'énergie, ce qui donne

d ~Sc

dE
'

4
!

ln

 p
2E

2a!

!

�
4A
!

; (5.29)

(5:20)
= � Tc(E ) = 2 Im T (5.30)

et

d ~Sr

dE
'

2�
!

+ 2BE; (5.31)

(5:19)
= Tr(E ) (5.32)
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En égalisant (5:29) et (5:30), on peut extraire E et observer un comportement exponentiel
en fonction deIm T

E ' 2a2! 2e(2A+ ! Im T ) : (5.33)

On dérive ensuite les périodes des orbites primitivesc et r par rapport à l'énergie

dTc(E )
dE

(5:29)
=

d
dE

�
4A
!

�
2
!

ln
�

E
2a2! 2

��
= �

2
!E

; (5.34)

dTr(E )
dE

(5:31)
=

d
dE

�
2�
!

+ 2BE
�

= 2B: (5.35)

Finalement, on peut calculer la dérivée du temps de parcours(5:14) de l'orbite To par
rapport à l'énergie

dTo

dE
= wr

dTr

dE
�

i
2

dTc

dE
' �

i
2

dTc

dE
(5:34)

'
i

!E
: (5.36)

On a retenu seulement la dérivée de la périodeTc dans (5:36) puisque lorsque l'énergieE
est très petite, l'approximation harmonique nous dit que la période d'oscillationTr autour
des points d'équilibre (p; q) = (0 ; � a) ne dépend pas de l'énergie au premier ordre. En�n,
en injectant (5:25), (5:26), (5:33) et (5:36) dans (5:24), on obtient

� 0
~! 0�

s
4~a2! 3

�
eA eE=(~! )e� ~Sc(0)=(2~)eiwr BE (~! � E )=~: (5.37)

L'expression de la largeur du doublet obtenue peut être comparée formellement à son
développement semiclassique

� 0 � exp (a0(E )=~ + a1(E ) ln( ~) + a2(E )~ + o(1)) : (5.38)

À l'aide de la condition (4:20), la forme de l'énergie(5:33) nous assure queE est exponen-
tiellement faible et donc par association, on arrive à

a0(0) =
~Sc

2
; a1(0) =

1
2

: (5.39)

On remarque que l'expression de la largeur du doublet contient une exponentielle complexe.
A�n d'obtenir a2(0), on impose à l'expression(5:37) d'être réelle à tous les ordres en~. En
particulier, à partir de l'équation (5:24) il vient naturellement la condition de quanti�cation
EBK (1.22) pour le niveau d'énergie fondamental dans les puitsr et l

~Sr (E ) = � ~ ) E =
~!
2

+ o( ~): (5.40)

On obtient alors une condition plus précise sur la partie imaginaire du temps à imposer

Im T = �
1
2

Tc(~!= 2) =
2A
!

�
1
!

ln
�

~
4a2!

�
: (5.41)

Finalement, en remplaçant(5:40) dans la formule(5:24), on élimine la dépendance explicite
en temps et on arrive à

� 0
~! 0�

~!
p

�
e� ~Sc(~!= 2)=(2~) (5:25)

= 2a!

s
~e!
�

eA e� ~Sc(0)=(2~) : (5.42)
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Ces expressions sont proches des formules(1:52) et (1:53) obtenues parGarg en utilisant la
formule d'Herring [36] et parColeman à l'aide des instantons [22]. En e�et, elles di�èrent
d'un facteur

p
e de la dernière expression de(5:42). Cet écart provient des di�érentes

approximations et développements asymptotiques utilisés pour obtenir ces expressions et
apparaît au troisième ordre dans le développementJWKB (5:38). Nous allons voir que
la formule � n (T) développée pour un doublet arbitraire va fournir un résultat plus précis
pour le doublet fondamental.
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