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Résumé

Cette these explore le comportement quantique desreifs de mesure avec des illustrations en optique
quantique. Il s’agit de la premiére étude des pétfs quantiques de mesures effectuées par n'impoe! type
d’appareil de mesure. Nous montrons que les priggriguantiques d’une mesure, comme son caraciges i
ou non-classique, ne peuvent étre révélées qudepaétats quantiques d’'une approche inhabituelldade
physique quantique : I'approche rétrodictive. Cedpproche consiste a faire des rétro-prédictions lssir
préparations d’'états conduisant & un certain =#sdé mesure, contrairement a I'approche prédichivec
laguelle nous faisons habituellement des prédistgur les résultats d’'une expérience.

En précisant les fondations mathématiques de I@ghmr rétrodictive, nous mettons en évidence une
procédure générale de reconstruction des étatdiques de cette approche : les états rétrodictéas Mvons
réalisé ces reconstructions pour des détecteurphiddons uniques, trés utilisés dans les protocdies
cryptographie quantique par exemple. Il s’agitalpriemiere tomographie d’'états quantiques entiarefoadée
sur I'approche rétrodictive et des choix de prégamna contrairement aux reconstructions habitudii@sées sur
des résultats de mesure. Ces tomographies nougnispd’étudier expérimentalement l'influence duibsur
les propriétés quantiques des mesures effectuéescgsa détecteurs, en particulier leur transitiomnd’
comportement fortement quantique vers un comportepias classique.

Enfin, nous proposons un détecteur d'états « clmtSdhrédinger » de la lumiére qui sont des
superpositions d'états quasi-classiques de la kemigans une version moderne d’'une expérience dsépe
imaginée par Eugéne Wigner en 1961, un tel disppsitmettrait a « I'Ami de Wigner » de détecter chrat de
Schrddinger, contrairement & I'ceil humain dont nqarécisons certaines propriétés quantiques. Nous
généralisons l'usage d’'un tel détecteur non-classig un protocole d’estimation de parametre, emtient
fondé sur I'approche rétrodictive et des choix déppration. Une telle procédure permettrait deigéaldes
estimations optimales, en atteignant la limite dan@r-Rao quantique, qui est un enjeu tres actudhde
métrologie quantique.

Mots clés : Mesure quantique, rétrodiction quantique, étatoditté, tomographie quantique, projectivité,
idéalité, fidélité, détectivité, photon unique, dailmain, chat de Schrddinger, Ami de Wigner, mégid
guantique, limite de Cramér-Rao quantique.

Abstract

This thesis explores the quantum behavior of measent apparatus with illustrations in quantum aptic
This is the first study of quantum properties ofasiwrements performed by any kind of devices. Wevshat
the quantum properties of a measurement, sucls asdjective or non-classical character, are reeahly by
the quantum states of an unusual approach of guamptwysics: the retrodictive approach. This approach
involves retro-predictions about state preparatitgegling to a given measurement result, contrarghto
predictive approach with which we usually make #ahs about the results of an experiment.

By clarifying the mathematical foundations of th&adictive approach, we propose a general procedure
for reconstructing the quantum states of this apgno the retrodicted states. We have realized these
reconstructions for single-photon detectors, wideded in quantum cryptography for instance. Thithésfirst
tomography of quantum states totally based on ¢fwdictive approach and preparation choices, aontio
usual reconstructions based on measurement rebése tomographies enabled us to study experithetita
noise influence on the quantum properties of memseants performed by these detectors, in partidhkair
transition from a strongly quantum behavior intmare classical behavior.

Finally, we propose a detector of “Schrddinger’s "Catates of light, which are superpositions of
incompatible quasi-classical states of light. Imadern version of a thought experiment proposedtgene
Wigner in 1961, such a device could allow the “Wiga Friend” to detect a “Schrddinger’s Cat”, congréo
human eyes for which we precise some quantum piepeMe generalize the use of such a non-classical
detector to an estimation protocol, totally basedtlee retrodictive approach and preparation choiSesh a
procedure could enable optimal estimations, bymeacthe quantum Cramér-Rao bound, which is a vegigcab
issue of quantum metrology.

Keywords: quantum measurement, quantum retrodiction, rettedistate, quantum tomography, projectivity,
ideality, fidelity, detectivity, single photon, ham eyes, Schrbédinger's cat, Wigner's Friend, quantu
metrology, quantum Cramér-Rao bound.
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Introduction

A A Paube d’une ”seconde révolution” quantique ?

Notre monde est en partie fondé sur une économie dite numérique. Il s’agit de la ré-
volution d’Internet et des réseaux de communications puissants tissés par des terminaux
(ordinateurs, téléphones, ...) de plus en plus innovants et accessibles. Ainsi, pratiquement
tous les services qui faisaient 1’économie classique se retrouvent dotés du préfixe 7e-” (e-
mail, e-commerce, e-learning ...). Le grand public ignore parfois que cette premiére révo-
lution résulte d’une description tres particuliere des lois de la nature, celle de la Physique
Quantique. Cette physique a la réputation d’étre incompréhensible car elle défierait nos
intuitions forgées par I'expérience quotidienne. Elle constitue méme 'archétype du dia-
logue entre science fondamentale et philosophie, et cela des ses fondations avec des débats
passionnés entre ses peres fondateurs.

Cependant, cette science fondamentale est également a ’origine de grands progres tech-
nologiques. En expliquant la conduction électrique dans les matériaux, elle a donné nais-
sance a la physique du solide et a 'industrie des semi-conducteurs dont I'un des meilleurs
- et des plus vieux - ambassadeurs reste le transistor, inventé en 1947 dans les laboratoires
Bell. Ce dernier peuple aujourd’hui par millions les puces électroniques de nos ordinateurs
et de nos téléphones portables. Un autre ambassadeur est le laser qui résulte de la descrip-
tion quantique de la matiere et de la lumiere. Cette source lumineuse nous permet, entre
autres, de stocker et de lire de I'information sur divers supports (DVD, Blu-ray disc ...)
mais aussi de véhiculer de 'information d’un continent & un autre par le biais de fibres
optiques. Nul ne peut nier 'importance des télécommunications dans un monde de plus
en plus globalisé, et il est aujourd’hui facile de se convaincre qu'une grande partie des
richesses produites dans ce monde découle de cette connaissance quantique de la nature.
La figure 1 regroupe quelques illustrations des applications de la physique quantique.

Mais depuis les années 1970, dans les coulisses que constituent les laboratoires de re-
cherche, une autre révolution se prépare. Il s’agit de I’Information Quantique qui tente
d’exploiter [’étrangeté quantique pour traiter de I'information avec des performances inéga-
lables par tout autre moyen classique. On parle méme de “seconde révolution” quantique
et la terminologie parle d’elle méme. On parle en effet de communications quantiques,
d’oracle, d’intrication et méme de téléportation [1]. Dans l'imaginaire collectif, tout cela
s’apparente a de la science fiction mais dans de nombreux laboratoires a travers le monde,
cette révolution est bien en marche avec les premiers embryons de réseaux de commu-
nications quantiques ou d’ordinateurs quantiques. Nous sommes encore loin de solutions
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Transistor Laser, LED, LCD ...

U2 360 Tour

Figure 1: Quelques illustrations de la premiere révolution quantique. —Depuis I'invention du transistor
en 1947 dans les laboratoires Bell, ces commutateurs électroniques peuplent par millions
les microprocesseurs des ordinateurs. La description quantique de l'interaction entre la ma-
tiére et la lumiére a permis I'invention du laser et toutes les applications multimédias qui en
découlent. L'imagerie par résonance magnétique (IRM) repose sur une propriété spécifique-
ment quantique de la matiére : le spin. L’interaction de ce dernier avec un champ magnétique
permet de réaliser la tomographie des organes sans intervention invasive.

réellement commercialisables, méme si une société Suisse ! vend déja du hasard quantique
avec des générateurs de nombres aléatoires basés sur le comportement quantique des pho-
tons, ou encore assure la sécurité des votes du canton de Geneve avec des dispositifs de
cryptographie quantique.

Dans cette introduction, nous survolerons un certain nombre de notions élémentaires
mais importantes de la physique quantique sur lesquelles nous reviendrons tout au long
de ce mémoire de these, dans des formes plus avancées et illustrées dans un domaine
particulierement fertiles a I’heure actuelle : l'optique quantique.

B Le postulat de la description quantique

Avant d’aborder I’étrangeté du monde quantique, il est nécessaire de s’attarder sur
I’essence de cette derniere qui résulte en fait de ce que 'on peut appeler un choix de
description. L’'idée fondamentale est de décrire un systeme par un vecteur d’état, habi-
tuellement noté |¢)) et de norme unité. Ce choix de description est immédiatement riche
en conséquences, dont notamment certains aspects des plus étranges de la physique quan-
tique. En effet, la notion mathématique de vecteur est introduite tres tot, des le college,
et elle est ensuite formalisée au lycée dans ’espace a trois dimensions. N’importe quel bon
collégien est en mesure de comprendre que d’aller d'un point A a un point B, puis de ce
point B & un autre point C, revient tout simplement d’aller du point A au point C! C’est

1. Société IdQuantique : http ://www.idquantique.com/
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ainsi que la structure d’espace vectoriel est souvent introduite.

Le choix de décrire I’état d’un systeme par un vecteur implique directement, de part
la structure d’espace vectoriel, que la combinaison de deux états est également un état
possible du systeme. C’est ce que 'on appelle le principe de superposition quantique dont
la meilleure illustration est fournie par l’expérience du chat de Schrodinger que ’on étayera
dans la section suivante. On retrouve ce principe de superposition dans d’autres domaines
de la physique, ou I'on a affaire a des grandeurs vectorielles et a des équations de dynamique
linéaires (Equations de Maxwell, ...). Néanmoins, on peut déja noter qu’un espace des états
doit contenir au moins deux états de bases pour pouvoir engendrer ces superpositions. Pour
revenir aux technologies numériques, il s’agit par exemple de l'espace des états d’un bit
classique qui est I’entité élémentaire de I'information numérique. Les deux états classiques
d’un bit sont les chiffres binaires "0” et ”1”. On notera ces états |0) et |1), correspondant par
exemple a une tension électrique valant respectivement OV ou 5V, ou encore a la présence
ou non de lumiere.

Revenons a l’espace mathématique dans lequel évolue ces vecteurs d’états. Il s’agit
d’un espace de Hilbert dont les propriétés mathématiques garantissent un certain nombre
d’exigences "naturelles”, du moins justifiables. Afin de pouvoir décrire des systemes jouis-
sant d’un trés grand nombre - méme infini - de degrés de liberté, ce qui est le cas de la
lumiere par exemple, on doit pouvoir approcher ’état du systéme par une suite de vecteurs
aux composantes finies mais en nombre croissant. C’est le caractere complet de ’espace
des états qui assure l'existence de telles bases de Hilbert. Cette approximation se fait a
une exigence donnée et elle est similaire a celle que I'on rencontre dans la décomposition
en série de Fourier d’un signal périodique, ou un certain nombre d’harmoniques suffit gé-
néralement pour reconstituer un signal donné. Cette analogie avec ’analyse de Fourier
réapparaitra dans la suite de ce mémoire dans des situations parfois cruciales, puisqu’il
s’agira de signatures du caractere non-classique d’un état.

Ensuite, les coordonnées des vecteurs de cet espace des états doivent étre des nombres
complexes assurant la normalisation des vecteurs. Une justification du caracteére complexe
de ces amplitudes pourrait étre la nécessité d’une transition quantique/classique. En effet,
nous verrons que la phase relative entre les deux états d’une superposition joue un role
important dans son comportement quantique. Une dissipation de cette phase induit la
transition vers un comportement plus classique, c’est une forme du phénomene de déco-
hérence que 'on esquissera également dans la suite de cette introduction.

Enfin, il faut préciser la regle de description pour un systeme se composant de plusieurs
parties ou sous-systemes. Par exemple, un systeme composé de deux bits quantiques - ou
qu-bits - A et B comme illustré sur la figure 2.

Chacun de ces bits A ou B a deux états possibles, notés respectivement |04 g) et |14,5).
L’espace des états du systeme composé de ces deux bits peut étre engendré par une base
qui est simplement la liste des différentes combinaisons d’états classiquement possibles. On
parle alors de produit tensoriel d’états et des superpositions dans de tels espaces composites
peuvent avoir des manifestations non-locales pour le moins déroutantes.
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Figure 2: Description quantique d'un systéme de deux bits quantiques. —La base de I'espace des états
de ce systéme a deux bits est obtenue en considérant les différentes combinaisons possibles.
On parle alors de produit tensoriel noté ®.

C L’étrangeté quantique

Nous allons maintenant présenter deux aspects des plus étranges de la physique quan-
tique. Le principe de superposition avec ’expérience de pensée du "Chat de Schrédinger” et
la non-localité se manifestant lorsqu’un systéme composé de plusieurs parties se retrouvent
dans des états dits intriqués.

C.1 Le chat de Schrodinger

Cette expérience de pensée a été imaginée en 1935 par Erwin Schrodinger [2] pour illus-
trer I’étrangeté du monde quantique et les manifestations "absurdes” que pourrait avoir
une superposition d’états macroscopiques. Nous allons ’aborder dans une forme légere-
ment différente. On imagine un chat et un noyau atomique radioactif enfermés dans une
méme boite parfaitement isolée. La désintégration du noyau est amplifiée afin d’entrainer
I’explosion d’une fiole de cyanure. Cette derniére libére ainsi un gaz mortel pour le chat,
comme illustré sur la figure 3.

Le processus de mesure se résume ici a I'ouverture du coffre pour constater ’état du
chat. I’état initial du chat est évidemment I’état |vivant), alors que I’état du noyau - sys-
teme quantique par excellence - sera préparé dans une superposition des états fondamental

|f) et excité |e). Si Patome était isolé, cette superposition s’écrirait comme
|$noyau) = | f) + Ble), (1)
ol « et B sont deux nombres complexes assurant la normalisation de ce vecteur d’état
o2 + 1 = 1. 2)

Nous les préciserons dans la section suivante lorsque I’on abordera les processus de mesure
et de décohérence.
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Figure 3: Expérience du Chat de Schrédinger. —Un chat est enfermé dans un coffre avec un systéme
de mise a mort quantique. Ce dernier est composé d'un noyau atomique qui sera préparé
dans une superposition quantique telle qu'il a & chaque instant 50% de se désintégrer. Cette
désintégration entraine I'explosion d’une fiole de cyanure qui induit irrémédiablement la mort
du chat. Cette "mise en boite quantique” enchevétre les états du chat a ceux du noyau
atomique.
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Lorsque 'on isole le chat et le systeme de mise a mort "quantique” du reste de 'univers,
la préparation du noyau atomique dans la superposition (1) conduit a I’évolution globale :

[vivant) ® |pnoyau) — |¥) = ajmort) ® |f) + S|vivant) @ |e), (3)

La nature paradoxale de cette expérience de pensée réside en fait dans 'impossibilité
d’utiliser notre langage habituel pour qualifier un tel état (3). Pourtant 'origine de cette
étrangeté est liée a une notion mathématique a priori simple, celle de structure vectorielle
comme nous ’avons évoqué. La difficulté vient en fait de notre langage courant qui n’est
pas celui de 'algebre linéaire, méme si ce dernier est puissant et couvre un large éventail
d’applications. On doit donc s’y résigner : le seul langage de la physique quantique est
celui de son formalisme, initié par E. Schrédinger et W. Heisenberg, puis développé par
John Von Neumann [4] et Paul Dirac [3].

De plus, les états du chat et du noyau atomique se retrouvent fortement "enchevétrés”,
puisqu’il est impossible de préciser ’état du chat ou du noyau atomique seul. Cela se
traduit mathématiquement par I'impossibilité de séparer les états de chacune des parties,
en écrivant Iétat global (3) sous la forme d’un produit d’états |tchat) ® |Pnoyau). On parle
alors d’états intriqués, une autre étrangeté du monde quantique que nous allons maintenant
aborder.

C.2 Intrication et non-localité

Nous avons vu que le choix de description quantique impliquait directement ’existence
de superposition d’états classiquement incompatibles. Or, ce méme choix de description
pour des systemes a plusieurs parties conduit a ’existence d’états intriqués comme pour
le chat de Schrodinger. Ces états peuvent méme avoir des manifestations non-locales dé-
routantes. En effet, la position spatiale de chacune des parties n’a aucune incidence sur le
choix de description quantique. Ainsi, si 'on arrivait & séparer spatialement le chat et le
noyau - d’une distance arbitrairement grande - tout en veillant a ce qu’ils restent isolés du
reste de I'univers, I’état du systéme global serait toujours I'état intriqué (3) puisqu’il n’y
a pas eu d’autre interaction que celle intervenue dans la boite.

Pour illustrer les manifestations non-locales d’une telle intrication, imaginons que le
coffre soit composée de deux compartiments isolables et séparables. Le compartiment conte-
nant le chat est remis a Alice vivant a Paris. ’autre compartiment, contenant le noyau
et le systeme de mise a mort quantique, est remis a Bob vivant a San Fransisco. Lorsque
chacun des deux protagonistes a devant lui une boite fermée, il est incapable de dire dans
quel état est le chat ou le noyau. La seule chose qui est définie, c’est ’état du systeme
global (3). Par contre, si ’expérience est renouvelée un grand nombre de fois, les constats
d’Alice et de Bob a l'ouverture de la boite présenteront de tres fortes corrélations a la
confrontation de leurs relevés respectifs. Or, I’état de chacune des deux parties n’est pas
défini avant la mesure, et on pourrait croire & une ”action a distance” modifiant 1’état de
I’'une en fonction de I’état constaté de 'autre. On est alors en droit de se demander si de
telles corrélations ne pourraient pas simplement avoir une origine plus classique, puisque
ces corrélations ne sont révélées que par la confrontation des relevés d’Alice et de Bob. En
effet, si Alice découvre que le chat est mort, elle peut facilement en déduire que le noyau
s’est désintégré. Le pré-requis a une telle déduction est la connaissance du systeme de mise
a mort et le fait que le noyau a une certaine chance de se désintégrer a chaque instant.
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Ainsi, le chat ou le noyau pourrait étre dans un état bien déterminé avant I’ouverture de
la boite, tout en donnant les mémes corrélations que celles observées avec I’état intriqué
(3).

Les premieres tentatives pour rendre compte de telles corrélations par des modeles
classiques ont été initiées par Albert Einstein lui méme en 1935, avec le célebre argument
EPR du nom de ses trois auteurs [5]. Ce dernier soutenait le caractére incomplet de
la mécanique quantique en s’appuyant sur une conception tres particuliere de "réalité
physique” qu’il est inutile de reproduire ici. Albert Einstein allait méme jusqu’a supposer
I'existence de paramétres cachés dont la connaissance permettrait de rendre compte des
corrélations observées. Pour illustrer cette notion de variable cachée, nous considérons la
situation illustrée sur la figure 4.

Figure 4: Modele a variable cachée dans un "jeu a deux balles”. — Les corrélations entre les couleurs des
balles d’Alice et Bob s'expliquent par I'intervention d 'Eve. Cette derniére avait deux balles de
couleurs différentes et les a distribué (au hasard) dans les deux boites a destination d'Alice
et Bob. L'intervention d’Eve est la variable cachée du probleme.

Alice et Bob recoivent chacun une série de boites contenant chacune une balle dont
la couleur est inconnue. En ouvrant la boite, chacun de leur coté, il note la couleur de la
balle qui s’y trouve - rouge ou bleue - tout en ignorant 1’origine de ces boites. Ensuite, la
confrontation de leurs relevés révelent des corrélations du méme type que celles observées
avec le chat de Schrodinger. Est ce que l'on doit en déduire pour autant que les balles
étaient dans un état intriqué de la forme (3)? Dans ce "jeu a deux balles”, 'origine des
corrélations est liée a I'intervention d’une tierce personne : Eve. Elle a décidé consciemment
de mettre une balle dans chacune des boites, prise au hasard dans une paire de balles rouge
et bleue. Ce choix délibéré d’Eve est la variable cachée du probleme. Elle permet de rendre
compte des fortes corrélations observées, sans pour autant prédire avec certitude la couleur
de la balle contenu dans chacune des boites. Eve peut en effet faire ces choix au hasard,
en se bandant les yeux par exemple.

Afin de trancher ces débats de principe, John S. Bell proposa en 1964 un test accessible
a lexpérience [6] : une inégalité d’une quantité dépendant des corrélations mesurées et
dont la violation écarterait définitivement toute une classe de modeles a variables cachées.
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Les premieres véritables violations de cette inégalité de Bell ont été réalisées par John
F. Clauser en 1974 [7], Edward S. Fry en 1976 [8] et Alain Aspect en 1982 [9], avec des
photons intriqués en polarisation. Le chat de Schrédinger et le noyau atomique sont donc
bien dans un état intriqué de la forme (3). Mais une question reste ouverte : comment
réconcilier un tel état avec notre monde classique ? Cette réconciliation ne peut provenir
que de la mesure, comme nous allons le voir.

D Mesure et décohérence quantique

Nous nous intéressons a présent au processus de décohérence quantique qui permet
d’assurer une transition quantique/classique. Cette transition est également au coeur du
processus de mesure quantique. L’étude du lien entre la mesure quantique et la décohérence
releve plus généralement de ce que 'on appelle le probléeme de la mesure. Ce dernier a été
soulevé des les fondations de la théorie par John Von Neumann [4] pour éluder le statut
particulier du postulat de la mesure.

D.1 Postulat de la mesure

Ce postulat joue un role particulier dans les fondations de la physique quantique. Il
permet de faire le lien entre le formalisme et ’expérience. En effet, dans ’expérience du
chat de Schrodinger, la mesure faite par ’observateur ne peut conduire qu’a deux issues :
le chat ne peut étre "a ses yeux” que mort ou vivant. Cependant, ces états ne sont qu’une
base possible de ’espace de Hilbert du chat. Une autre base pourrait étre celle engendrée

par les deux états
_ |mort) + |vivant)

+
% ehat) = NG : (4)

Nous pouvons donc dire que I'on observe des superpositions d’états dans la vie quotidienne,

puisque I’état d’un chat vivant s’écrit comme une superposition d’états dans une autre base

[Vehat) — [Yehat)
7 :

Cependant, il s’agit d’une superposition d’états fortement non-classiques |11 ). La mesure

(5)

|vivant) =

semble réduire ou projeter 1’état du chat (3) dans une base d’états privilégiés”, celle
composée des états classiques mort ou vivant que I'on est capable d’observer ou détecter
directement avec nos sens. Nous verrons dans la troisieme partie de cette these comment il
devient possible de détecter directement de tels états (4) de la lumieére, avec une proposition
de détecteur d’états “chats de Schrodinger” de la lumiere.

Une fois la mesure faite et son résultat connu, ’état du chat est celui dans lequel on
le mesure : mort ou vivant. C’est la forme la plus simple du postulat de la mesure, aussi
appelé réduction du paquet d’onde. Dans la suite de ce mémoire, nous préférons I’appeler
regle de projection.

Plus précisément, lorsque 'on mesure une certaine quantité ou observable A, cette
derniere peut prendre un certain nombre de valeurs {ay }. Chaque valeur de cette observable
correspond idéalement & un état du systéme bien déterminé que I'on notera |ay). Ces états
{]ag)} sont mutuellement incompatibles, ce qui se traduit en termes de produits scalaires
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par (ag|la;) = di;. On représente alors l'observable physique A par un opérateur dans
I’espace de Hilbert :

A= arlak)(al. (6)
k

De maniere générale, toute observable physique sera représentée dans ’espace de Hilbert
par un opérateur hermitien, dont les valeurs propres ne sont rien d’autres que les différentes
valeurs possibles de cette observable. La regle de projection consiste alors a fixer ’état du
systeéme sur I’état propre |ag) correspondant a la valeur mesurée de 1’observable, A = ay.
Cette regle de projection s’apparente a une remise & jour de l’état de connaissance que
représente le vecteur d’état sous l’apport d’information que constitue la mesure. Nous
donnerons une forme beaucoup plus générale de cette régle de projection dans la suite de
cette these.

D.2 Phase et décohérence quantique

Le processus de mesure constitue un bel exemple de transition quantique/classique :
I’état du chat intriqué a celui du noyau atomique s’effondre dans une base d’états classiques,
ceux dans lesquels on observe le chat ou ’atome dans la vie de tous les jours. Dans
I’expérience du chat de Schridinger, le chat - objet macroscopique - joue en fait le role
d’appareil de mesure. Il permet de mesurer I’état d’excitation du noyau atomique. Cette
mesure s’accompagne nécessairement d’une transition de I’état intriqué (3) vers un état
au comportement plus classique. On sait déja que I'on se retrouvera avec une sorte de jeu
"pile ou face” dans lequel le chat sera retrouvé vivant avec une certaine chance, indiquant
que le noyau est excité, et dans les autres cas, le chat sera retrouvé mort indiquant que le
noyau est désexcité.

Afin de visualiser une telle transition, il est utile d’introduire un autre opérateur dans
I’espace de Hilbert. Il s’agit d’'une des formes les plus générales de 1’état quantique : la
matrice densité, qui est ici simplement la représentation matricielle du projecteur sur I’état

3)

o> 0 0 ap*
0 00 O
0= |UYW (| = 7
p=lwyl=| 0 00 )
par 0 0 B

Il s’agit également d’une observable et nous allons montrer que le caractere complexe des
amplitudes « et 8 est nécessaire pour assurer une transition vers un état au comportement
plus classique. Pour cela, nous supposons sans perdre en généralité que a est réel et que
B =|B| e, o1 ¢ désigne une phase relative. Lorsque cette phase relative n’est plus du tout
contrélée, 'observable (7) devra étre moyennée sur toutes les valeurs possibles de la phase
qui sont a priori équiprobables. La matrice densité devient alors diagonale et se réduit a

Paece = |a|?|vivant, e) (vivant, e| + |3|*|mort, f) (mort, f|. (8)

Il s’agit d’une des manifestations de la décohérence. La phase quantique ¢ et sa dissipation
sont nécessaires pour faire transiter I’état intriqué (3) vers un état au comportement plus
classique (8), que l'on appelle un mélange statistique. C’est une justification du caractere
complexe des amplitudes « et S d’une superposition d’états quantiques.
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Ce processus de décohérence est I'un des modeles du processus de mesure quantique.
Par exemple, il a été éprouvé expérimentalement par I’équipe de Serge Haroche [10]. En
réalité, la décohérence peut étre induite par divers mécanismes, notamment des couplages
a I’environnement. Le fait que la décohérence se fasse dans une base particuliere, celle des
états classiques "mort” ou "vivant”, est un aspect de la formulation moderne du probleme
de la mesure, dont I'un des acteurs les plus actifs est Z. H. Zurek [11].

D.3 Regle de Born

Nous cherchons maintenant a interpréter les amplitudes complexes a et 3 intervenant
dans la superposition (3). En fait, la matrice densité (8) prend également la forme d’une
observable donnée en (6). Cela signifie donc que la quantité |a|? est la valeur de cette
observable associée a un chat et un noyau respectivement dans les états mort et désexcité.
De méme, la quantité |3|? est associée & un chat et un noyau respectivement dans les états
vivant et excité.

L’éclairage sur ces quantités vient de la condition de normalisation (2). Il s’agit en fait
des probabilités de trouver le noyau excité ou désexcité. Historiquement, on doit [’inter-
prétation statistique des états quantiques a Max Born qui ’a formulé dans un tout autre
contexte [17] en 1926, et pour laquelle il a regu le prix Nobel en 1954. Cette interpréta-
tion a donné un sens a la fonction d’onde introduite par Erwin Schrédinger en 1925. Elle
fonde également l'interprétation majoritairement admise de la physique quantique, que
I’'on appelle également [ "Ecole de Copenhague.

La régle de Born postule que la probabilité de mesurer, ici avec le chat, le noyau dans
'état fondamental |f) est donnée par |a|? = |(f|Pnoyau)|?- Nous retrouverons une forme
beaucoup plus générale de cette régle dans la suite de ce mémoire. Ainsi, le chat jouant le
role d’appareil de mesure, la mesure sur le noyau correspondant au résultat "chat mort”
est uniquement caractérisée par I’état |f), puisqu’il permet de déterminer la probabilité de
retrouver le chat mort et le noyau dans 1’état |f).

Dans ce cas précis, le formalisme établi par John Von Neumann [4] décrit le compor-

tement des réponses de ’appareil de mesure par des projecteurs
pmort = ‘f><f|> pvivant = ’e><e|

Ces derniers constituent par ailleurs une résolution de I'espace de Hilbert du systeme me-
suré (le noyau), car ils vérifient Prort + Poivant = 1. On qualifie alors les mesures effectuées
par l'appareil de mesure (le chat) de mesures projectives. Nous montrerons dans cette these
que cette définition n’est pas la plus générale. Elle devient méme un cas particulier des

mesures projectives.



E. Contexte, objectifs et plan de ce travail doctoral 11

E Contexte, objectifs et plan de ce travail doctoral

Contexte

Mon travail doctoral était initialement dédié a la préparation conditionnelle d’états
"Chat de Schrodinger” de la lumiere qui sont des superpositions d’états quasi-classiques
de la lumiere. Ces protocoles de préparation consistent a tirer profit du postulat de la
mesure afin de projeter des états quantiques de la lumiere dans états plus exotiques.
En optique quantique, les ingrédients d’une telle préparation sont essentiellement deux
faisceaux lumineux dans un état intriqué et une mesure judicieuse effectuée sur I'un des
deux faisceaux. Lorsque l'on obtient le résultat espéré, I’état de I'autre faisceau est décrit
par un état qui peut étre fortement plus non-classique, dans un sens que ’on précisera.
Ces expériences ont été réalisées par plusieurs équipes a travers le monde. Apres avoir
contribué a I'implémentation d’une telle expérience dans le groupe d’optique quantique du
Laboratoire Kastler Brossel, mes recherches se sont focalisées sur le processus de mesure
intervenant dans ces préparations conditionnelles. C’est le point de départ d’un travail
théorique pour, et illustré par, 'expérience abordant les concepts fondamentaux de la
physique quantique.

Objectifs

Cette these porte sur le comportement quantique des appareils de mesure. 1l s’agit de
I’étude des propriétés quantiques de la mesure qui ont été peu étudiées jusqu’a présent,
malgré leur importance cruciale dans de nombreux protocoles quantiques basés sur des
mesures, comme des préparations conditionnelles.

La principale contribution de mon travail est la caractérisation de la mesure dans le
cadre d’une approche tres inhabituelle de la physique quantique : ’approche retrodictive.
Il s’agit d’une approche complémentaire a I’approche habituelle qui est fondée sur la regle
de Born, et avec laquelle on prédit les résultats de mesure d’une expérience. Cependant,
cette approche rétrodictive souffrait jusqu’a présent de quelques lacunes au niveau de
ses fondations, rendant I'interprétation de ses outils difficiles et quelques fois discutables.
En montrant pourquoi et comment elle permet de caractériser completement une mesure
quantique, ces travaux lui conferent désormais un véritable statut, équivalent a celui de
I'approche prédictive. D’autant plus que les propriétés introduites et étudiées dans cette
these ont été illustrées expérimentalement en optique quantique avec des détecteurs de
photons uniques. La pertinence de ces propriétés est également illustrée sur une propo-
sition de détecteur d’états ”chats de Schrédinger” de la lumiere, dont nous précisons les
applications en métrologie quantique.

Plan de la these

La these se compose de sept chapitres et quatre interludes dont ’articulation est illus-
trée sur la figure 5. Les interludes reviennent sur des notions abordées dans cette intro-
duction, tout en étant a la charniere des chapitres qu’ils séparent.

La premiere partie est composée de deux chapitres. Le premier chapitre introduit les
outils de description quantique de la lumiéere utiles pour cette these. Le second chapitre
aborde les protocoles quantiques. Il s’agit des procédures permettant de manipuler les états
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quantiques. La préparation conditionnelle y sera décrite sous sa forme la plus générale.
Nous illustrerons alors cette description sur 'une des mesures optiques intervenant dans
ce genre de protocoles en optique quantique : le comptage de photons.

La deuxieme partie aborde le coeur de ce travail doctoral sur le comportement quan-
tique des appareils de mesure. Le troisieme chapitre montrera comment introduire et définir
de maniere la plus générale les états quantiques. Les approches prédictive et rétrodictive
seront alors obtenues & partir de considérations tres générales sur les fondations mathé-
matiques de la physique quantique. La reconstruction des états quantiques y sera alors
abordée sans distinction entre les deux approches. Le chapitre IV est consacré a ’étude
des propriétés quantiques de la mesure dans le cadre de ’approche rétrodictive. Le chapitre
V présente l'illustration expérimentale des deux chapitres précédents sur des détecteurs de
photons uniques trés couramment utilisés en optique quantique.

Enfin, la troisieme partie aborde les applications de ce travail pour la métrologie quan-
tique. Le chapitre VI présente une proposition de détecteur d’états “chats de Schrodinger”
de la lumiere. Une étude théorique de ses propriétés est reproduite et s’appuie sur la
deuxieme partie de la these. Le dernier chapitre présente un protocole de métrologie quan-
tique basée sur cette proposition de détecteur

A A
&9
Y

Comportement Quantique des Appareils de Mesure

Chapitre |

Description quantique

de la lumiére

Illustrations en Optique Quantique

Chapitre Il

Protocoles Quantiques u

Chapitre V

Chapitre VI +

Illtfs_tration Détecteur de
Chapitre Il expérimentale 8

. « Chats de Schrédinger» |

Etats quantiques B

de la lumiére
et propositions

Chapitre IV

Propriétés quantiques

de la mesure Chapitre VII

Application a la métrologie
Interlude quantique

Figure 5: Plan et articulation de la thése. — La transition entre certains chapitres est assurée par des
interludes, qui reprennent dans une forme moins formelle des notions fondamentales abordées
dans l'introduction.
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CHAPITRE 1

Description Quantique de la Lumiere
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Dans cette these, les illustrations en optique quantique ne considérent essentiellement
qu’un seul mode du champ. Les outils de description quantique de la lumiére seront donc
introduits dans ce cadre.

A Autour de la quantification

A.1 Traitement classique

Dans un souci de concision, nous considérons un champ électromagnétique contenu
dans une cavité de longueur L arbitraire et dotée de miroirs parfaitement réfléchissants,
comme l'illustre la figure 1.1. Les résultats de ce chapitre se généralisent sans difficulté
au cas d’'un champ en propagation libre en faisant par exemple tendre la longueur de la
cavité vers 'infini.

15
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z=0 Z;L

Figure 1.1: Cavité optique en résonance avec le champ électromagnétique contenu entre ses deux mi-
roirs parfaitement réfléchissants : le champ électromagnétique est alors nul a leurs surfaces
en z =0 et z = L. La cavité délimite un volume de quantification arbitraire V' (en rouge)
pour le champ électromagnétique.

De plus, nous supposons que le champ électrique est polarisé linéairement selon 1’axe
x, et nous nous plagons au voisinage de ’axe de révolution de la cavité si bien que

E (x,y,2,t) = E(z,t) Uy

Le volume de la cavité peut alors s’écrire V' = Scr; L en terme d'une surface effective S,y s
qui tient compte du profil spatial du champ électrique.

Par ailleurs, le champ électrique et le champ magnétique ? décrivant la lumiere
contenue dans la cavité vérifient les équations de Maxwell dans le vide :

?xﬁz—ﬁ ?.3:0

ot

YV x B = joe,2E, VB =0 (1.1)

ol €, et p, sont respectivement la permittivité et la perméabilité du vide. Ces deux
constantes vérifient par ailleurs la relation e,p, = 1/c?, avec c la vitesse de la lumiere
dans le vide.

Avec les conditions aux limites imposées par les miroirs de la cavité, une solution
monomode de ces équations (1.1) est donnée par le champ électrique :

20?2

E (z,t) = v

x (t)sin (kz), (1.2)

ou V désigne le volume effectivement occupé par le champ électromagnétique et k = w/c
est le nombre d’onde avec la pulsation du champ w. Le champ magnétique = Bﬁy
s’obtient alors facilement a partir du champ électrique et nous 1’écrivons sous la forme

oo [ 2w?
k oV

p(t) cos (kz). (1.3)

L’énergie du champ électromagnétique contenu dans cette cavité s’obtient en intégrant la
densité d’énergie sur tout le volume occupé par le champ,

H = /d37 < oE? + 32) Seff/dz;<eoE2+1B2> (1.4)
Ho L Ho
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qui devient apres simplification :

H= [P2(t) + w?z?(1)] . (1.5)

Or, ce résultat est a mettre en regard de celui obtenu pour un oscillateur harmonique a
une dimension qui conduit & une énergie H = p;—fnt) + %mw2x2(t), ou x et p sont alors les
variables de position et d’impulsion. Nous constatons donc que les deux variables (z,p)
décrivant le champ électromagnétique sont les analogues classiques de la position et de
I'impulsion d’un oscillateur harmonique classique de masse unité m = 1. Cette analogie

vulgarise la procédure de quantification canonique, introduite par P. Dirac en 1927.

A.2 Traitement quantique

Pour une revue plus compléte de la quantification, nous renvoyons le lecteur aux ré-
férences [20, 21]. Notre traitement s’inspire de celui fait dans 'enseignement au niveau
Master. Il est suffisant pour introduire les outils nécessaires a la description quantique
d’un ou deur modes du champ lumineuz.

Quantification du champ. — Dans la quantification de l'oscillateur harmonique (voir
par exemple [19]), les deux variables (z,p) deviennent des opérateurs (&,p) vérifiant la
relation de commutation [#,p| = Zp — p& = ih, ou h est la constante de Planck réduite
h = h/2r. La quantification du champ consiste & traiter le mode du champ comme un
oscillateur harmonique quantique de masse unité m = 1. Les opérateurs (Z, p) constituent
alors les opérateurs de quadratures du champ qu’il convient d’écrire

X s o Jhwloo
T = %(a—f—cﬁ), p= 75(@—&), (1.6)
ou 'opérateur a n’est pas hermitien et vérifie la relation de commutation suivante
[&,aq =1 (1.7)

Ainsi, les champs électrique (1.2) et magnétique (1.3) qui constituent des observables
physiques sont maintenant représentés par des opérateurs hermitiens

E(z,t) =&, (a(t) + dT(t)> sin (kz),
B (z,t) = 1B, (a(t) — af(t)) cos (kz) (1.8)
ou &, = 1/5% et B, = &,/kc? sont des constantes qui dépendent du volume occupé par

le champ qui est a priori arbitraire. Cet arbitraire est en partie levé lorsque 1'on regarde
Pexpression de ’énergie du champ (1.5)

H = hw (&T&Jr;), (1.9)

qui est un opérateur hermitien et positif. Notons qu’il ne dépend plus du volume de quan-
tification V.
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Photons. — La quantification du champ apparait véritablement lorsque 1'on réduit cet

opérateur d’énergie (1.9) a ses éléments propres,
H=>" Euln)n, (1.10)
n

ou |n) désigne I'état du champ correspondant & une énergie E,,. Comme pour l'oscillateur
harmonique quantique, il est facile de montrer que I’énergie du champ est quantifiée. En
effet, nous avons H|n) = E,|n). En faisant agir sur les deux membres de cette égalité
lopérateur af, on montre & ’aide de la relation de commutation canonique [&, dT] =1 que
af|n) est également un état propre d’énergie E,, + fiw. L’opérateur a! ajoute donc une ex-
citation Aw a ’énergie du champ. On parle d’opérateur création et I’excitation élémentaire
hw est appelée photon en optique quantique. De plus, comme les valeurs propres de ’opé-
rateur a'é sont positives, les énergies propres sont discrétes et par conséquent indexées
par des entiers n. Ils correspondent simplement aux nombres de photons d’énergie hw que
le champ contient.

Dans un autre contexte, comme par exemple pour une corde de guitare vibrant entre
deux noeuds, cette quantification se reproduirait exactement de la méme maniere. C’est
I’énergie de la vibration qui révele cette nature "corpusculaire”, et celle ci devient accessible
lorsque "énergie d’une excitation Aw devient comparable a celle d'un niveau typique E,,.

FEspace des états. — L’espace de Hilbert du champ est engendré par les états propres
de I'opérateur nombre de photons 7 = a'a, noté |n) et d’énergie E, = hw (n+1/2). On
parle alors d’états nombres de photons ou d’états de Fock. Ces états du champ ont des
comportements tres fortement non-classiques comme nous le verrons dans la suite. Ainsi,
Paction des opérateurs @ sur un état nombre |n) devrait étre la suivante

aln) = cp|n — 1), (1.11)

ou ¢, est un coefficient que nous déterminons facilement puisque nous avons (n|N|n) =
lca|? = n, soit ¢, = y/n. Leur action sur les états nombre de photons se résume donc aux
relations suivantes

aln) = nln—1), aln) = vn+1jn+1). (1.12)

On les appellera respectivement opérateurs d’annihilation et de création d’un photon. Ils
permettent de générer tous les états nombre de photons |n) puisqu’il est facile de montrer
par récurrence que
n) = (ah)"
RV
ou |0) représente I'état vide de photon & ne pas confondre avec le vecteur nul de 'espace
de Hilbert.
Le champ dans la cavité (1.1), sans lumiere a Uintérieur, est également décrit par un
vecteur de l’espace de Hilbert, c’est 1’état vide de photon |0) d’énergie hw/2. Le vide de
photon a donc une énergie non nulle, ce qui n’est pas en contradiction avec le fait que le

10), (1.13)

volume V soit vide de photon. En effet, cette énergie est une énergie de point zéro par
rapport a laquelle sont jaugées les énergies des autres états, puisque le nombre de photons
est effectivement donné par n = (E, — E,) /hw. Elle résulte du confinement du champ
dans la cavité.
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Ces états nombre de photons constituent une base de I’espace de Hilbert, si bien que

nous avons une résolution de 'identité sur cet espace
oo
> In)(n| = 1. (1.14)
n=0
On peut ainsi décomposer n’importe quel état |1)) du champ sur la base de ces états,
o0
) = Baln), (1.15)
n=0

ou f, = (nly) désigne les amplitudes complexes avec lequel ’état se décompose sur les
états nombres de photons |n). Nous allons maintenant nous intéresser aux deux principales
représentations des états quantiques de la lumiere. Elles nous seront particulierement utiles
pour les illustrations en optique quantique.

B Description discrete et continue de la lumiere

Nous introduisons ici les outils de description quantique de la lumiere utilisés habi-
tuellement en optique quantique. On introduira la matrice densité et la représentation
de Wigner de maniéere courante et nous montrerons dans la deuxieme partie comment
introduire les états quantiques de maniere beaucoup plus générale.

B.1 Matrice densité

Nous allons introduire la forme la plus générale de la matrice densité a partir de
Iinterprétation statistique de Born, comme c’est habituellement le cas dans la littérature,
notamment une majorité de cours de mécanique quantique'. Pour cela, on s’intéresse a
la valeur moyenne d’une observable quelconque A lorsque le champ est décrit par I'état
(1.15). Si cette observable se décompose comme A = 37, aglag)(ax|, la probabilité de
mesurer la valeur A = a; est donnée par la régle de Born,

Pr(A = agl) = l{axl6)[2 (1.16)
Ainsi, la valeur moyenne de ’observable est simplement une espérance au sens des proba-
bilités
(A)p = arPr(A = alv). (1.17)
k

Cette derniere peut alors s’écrire sous une forme plus compacte

(A)y = (WIA[Y). (1.18)

Cette formule n’est cependant valable que lorsque la préparation du champ dans 1’état [1))
est compléetement maitrisée. Lorsque ’on ne maitrise pas le processus de préparation, le
champ peut se retrouver dans un état choisi parmi une collection d’états {|ty,)}m, avec
une probabilité p,, telle que ) = pm, = 1. La moyenne de I'observable A est une moyenne
statistique des moyennes "quantiques” correspondant & chacun des choix

(A) =" pm(A)m, (1.19)

1. Ce rappel permet de mettre en relief notre démarche qui est reproduite au chapitre 11T
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ot (A = (Y| Altm) est la moyenne quantique de Pobservable A dans I'état [¢),,). Nous
pouvons alors introduire une représentation plus générale de ’état quantique : la matrice
densité définie par

ﬁ = Z pm|¢m><wm| (1'20)

On parle également de mélange statistique des états |,,) et on peut déja en déduire un
certain nombre de propriétés générales qu'un état quantique doit satisfaire. En effet, un
état quantique doit étre représenté par une matrice hermitienne, positive et normalisée. La
normalisation correspond & une trace Tr{p} = > ° (n|p|n) = >, pm = 1. La moyenne
de Dobservable A prend une forme plus compacte

(A), = Tr{pA}. (1.21)

Comme nous 'avons souligné dans I'introduction, la matrice densité est également une
observable (i.e. matrice hermitienne) et a ce titre, nous pouvons calculer la moyenne de la
matrice densité elle-méme

. 9
p={p) ="Te{p"}. (1.22)
Sans perte de généralité, on suppose maintenant que les états |1,,) sont les états propres
de la matrice densité. Il est alors facile de montrer que

p=> P2 <> pm=1 (1.23)
m m

Il s’agit d’un estimateur de ce que ’on appelle la pureté quantique d’'un état. Lorsque cette
pureté p = 1, on se retrouve avec la préparation d’un état |,,) avec certitude absolue
puisque p,, = 1. On parle alors d’état quantique pur.
Un autre estimateur de la pureté d’'un état quantique est fourni par [’entropie de Von
Neumann [4] définie par

S17] = —Tr{plog 3}, (1.24)

N

qui se réduit dans la base propre {|{m) }m &

S[ﬁ] = _me log prm. (1.25)

Cette entropie est nulle pour un état pur p = |ty ) (¥, |. Elle devient maximale lorsque les
probabilités p,, sont uniformes, soit p,, = 1/D pour un espace de Hilbert de dimension
finie D, ce qui conduit & la matrice densité p = 1 /D. 1l s’agit de I’état quantique le plus
mélangé que l'on puisse avoir dans cet espace de Hilbert. La pureté quantique p constitue
également un indicateur du degré de mélange d’un état quantique, bornée de la maniere
suivante

1/D < p<1. (1.26)

Enfin, en optique quantique, la décomposition de la matrice densité se fait naturellement
dans la base des états nombres de photons

p=S" pmalm) (nl. (1.27)

Les éléments de cette matrice densité ont alors une signification particuliere. En effet, les
termes diagonaux py, de cette décomposition correspondent aux populations des états |n).
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Il s’agit simplement des probabilités de trouver la lumiere décrite par 1’état p dans un état
nombre de photons |n). Les éléments non diagonaux py,, rendent compte d’éventuelles
cohérences quantiques entre différents états nombre de photons. Il s’agit du principal outil
de la description discréte de la lumiere, puisqu’elle se décompose dans la base des états
propres de 'opérateur nombre de photons 7 : le meilleur ambassadeur du caractere cor-
pusculaire de la lumiere.

B.2 Fonction de Wigner

D’autres observables du champ lumineux peuvent étre mesurées, comme les opérateurs
de quadratures du champ Z ou p. Dans un souci de simplification, nous redéfinissons les
opérateurs canoniques de quadratures comme suivant

. A . o
x:%(aﬁ-at)v p:7(a—aT>, (1.28)

vérifiant toujours la relation de commutation [z, p] = 7 qui a avantage de ne plus dépendre
de la constante de Planck réduite h. Comme pour 'oscillateur harmonique, la base des
états propres de ces observables est de dimension infinie et continue. Ainsi, I'opérateur de
quadrature & se décomposera de la maniere suivante

fU:/ dx z|z) (x|, (1.29)

avec (z|x’) = 0 (x —a'). A ce stade, il est intéressant de donner le lien entre les états
propres de cet opérateur de quadrature et ceux de 'opérateur nombre de photons. Il s’agit
des fonctions d’onde de l'oscillateur harmonique [19] de masse m = 1 et de constante de
Planck réduite h =1,

L H,(z)e 2 (1.30)

Yn(z) = (2[n) = W n

. o g2 [ s R .
ou Hy(z) = 376 £ +2z2t),_ ) désigne le n-itme polynéome de Hermite.

En physique classique, une représentation intéressante de 1’état d’un systeme décrit
par de telles variables conjuguées (x,p) est l’espace des phases. Un point de cet espace
correspond & une valeur particuliere du couple de variables (z,p). En optique quantique
[22], cet espace des phases correspond au plan de Fresnel dans lequel on représente habi-
tuellement le champ électrique oscillant associé une onde lumineuse. L’espace des phases
est aussi propice a une description statistique. En effet, en physique statistique, on peut
s’intéresser a la probabilité jointe de trouver la particule a la position x avec une impulsion
p. On définit alors une distribution de probabilité jointe D (z,p) sur l'espace des phases
(z,p) telle que

D(x,p) >0, / dxdpD(z,p) = 1. (1.31)

Cette définition ne pose pas de probleme en mécanique classique car on peut mesurer
simultanément la position x et I'impulsion p avec une précision arbitraire, ce qui n’est pas
le cas en physique quantique. En effet, d’apres la relation de commutation des opérateurs
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de quadratures (1.28), on ne peut mesurer qu'une seule quadrature a la fois & ou p, ou
toute autre quadrature de la forme

o =R () &R (¢) = cos (¢) & + sin (¢)p, (1.32)
ol 7@(¢) = exp [—i¢n| désigne opérateur de rotation d’angle ¢. On vérifie toujours la
relation de commutation |24, py] = ¢ qui est a 'origine d'une relation d’incertitude [19] en
terme des variances de chacune des deux quadratures conjuguées

Lo
AwAp > L (ds, o)) = 7. (1.33)

Pour remédier a cette difficulté, une distribution a été introduite par Eugene Wigner
[23] en 1932. 11 s’agit de la fonction de Wigner W [23]. Pour un état quantique pur [1)),
cette fonction est définie par

Wy (z,p) = ;ﬂ/ du e (x — u/2) * (x +u/2). (1.34)

ou ¢ (x) = (z|y) est la fonction d’onde caractérisant 1'état |¢)). Une telle fonction a été
étendue par la suite a ’analyse de Fourier ou elle permet une représentation en termes de
variables réciproques quelconques, comme par exemple le temps et la fréquence. On parle
alors de représentation de Wigner-Ville [24].

La définition de la fonction de Wigner s’étend sans difficulté a un mélange statistique
p (1.20) pour lequel elle est donnée par,

W, (2,p) = ;ﬂ/ du ™ (& — w/2|ple + u)2). (1.35)

L’une des propriétés intéressantes de cette distribution W est qu’elle permet de réécrire la
moyenne d’une observable A (1.21) comme suivant

(A), = Tr{pA} = 27 / dadp W, (z, p)Wa (. p), (1.36)

ou Wy désigne la représentation de Wigner de I'observable A, définie de la méme maniére
que (1.35) en remplagant p par A. Ainsi, la fonction de Wigner semble jouer le réle d’une
distribution de probabilité sur I’espace des phases, puisque ’on peut facilement vérifier
que cette derniere est également normalisée :

/ dxdpW (z,p) = 1. (1.37)

Cependant, la positivité de cette distribution n’est absolument pas garantie pour tous
les états quantiques p. On qualifie alors la fonction de Wigner est une quasi-distribution
de probabilité. En effet, une telle représentation peut prendre des valeurs négatives pour
certains états quantiques, comme nous allons le voir dans la suite.

Néanmoins, il existe une classe particuliere d’états pour lesquels la fonction de Wigner
est toujours positive : les états Gaussiens en sont des exemples. Pour de tels états, la
fonction de Wigner peut alors jouer le role d’une distribution de probabilité permettant
de rendre compte des fluctuations quantiques du champ électrique dans le plan de Fresnel
(z,p). La probabilité de mesurer le couple de valeurs (z,p) a dxdp pres pour le champ est
alors donnée par W(z, p) dzdp.
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C Etats Gaussiens

C.1 Généralités

Les états gaussiens constituent la ressource d’une grande majorité d’expériences d’op-
tique quantique qui s’intéressent aux observables a variables continues [25, 26], comme
par exemple les quadratures du champ. Ces états sont caractérisés par des fonctions de
Wigner qui sont des formes gaussiennes. Elles sont donc assimilables a de véritables dis-
tributions de probabilités sur le plan de Fresnel. Pour des états purs, les états gaussiens
ont la particularité de minimiser I'inégalité de Heisenberg (1.33)

AzgApg = 1/2, (1.38)

Nous allons déterminer la fonction de Wigner d’'un état gaussien |¢) & partir de cette
condition (1.38). Pour cela, nous formons 1’état

) = (59~ 192 10), (139

ou 0% = T — (&) désigne l'opérateur des fluctuations affectant la quadrature &, et s est
un facteur d’échelle rendant compte d’une éventuelle asymétrie des variances Az? = 5 et
Ap? = L tout assurant I'égalité (1.38). La norme de cet état |®) s'écrit alors comme
Az? 1

B|D) = Ap® + —5- — = = 0. 1.40
(B]®) = Ap + =5 - (1.40)
Or, comme pour 'oscillateur harmonique [19], Popérateur de quadrature p admet pour
représentation différentielle p = —id,, ce qui conduit & une équation différentielle sur la

fonction d’onde ¢(x) = (z|¢) dont la solution normée est

(z — (x))?
2s

1
¢ (z) = W exp [—

La fonction de Wigner de cet état s’obtient en utilisant (1.34), soit

(z—(x)* (p—(p)?
P T ] (1.42)

+i(p>m]. (1.41)

1
Wiep) = 1 e |-

L’allure de cette derniere reproduite sur la figure 1.3.

De maniere générale, la dénomination d’états gaussiens couvrira tous les états - purs
ou mélangés - dont les fonctions de Wigner sont des formes gaussiennes. En particulier,
on démontre qu'un état pur ayant une fonction de Wigner positive est un état gaussien. 1l
s’agit du théoréme de Hudson-Piquet [27] que l'on retrouvera dans la suite de cette these.

Nous allons & présent dresser un inventaire des principaux états gaussiens utilisés dans
les expériences d’optique quantique, et qui constituent I'une des ressources des protocoles
de préparation conditionnelle que I’on abordera dans le chapitre suivant.

C.2 Etats cohérents ou quasi-classiques
Définition

Les états cohérents sont les états purs les plus “classiques” que l'on puisse définir en
optique quantique. On les appelle également états quasi-classiques. On rappelle que I'ex-
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Figure 1.2: Fonction de Wigner d'un état gaussien avec s = 1/2.

pression du champ électrique (1.8) fait intervenir les opérateurs de création a et d’anni-
hilation @' d’un photon. Afin de retrouver un comportement quasi-classique, on impose &
un état cohérent d’étre un état propre de 'opérateur d’annihilation a,

ala) = ala), (1.43)

oll « est une valeur propre nécessairement complexe puisque 'opérateur d’annihilation a
n’est pas hermitien. Elle constitue 'amplitude complexe de 1’état cohérent. Un tel état
est donc insensible a la soustraction d’un photon, ce qui n’est pas le cas de tous les états
gaussiens comme on le verra. Par ailleurs, on vérifie également la relation suivante

(a—a) (@a—a)|a) =0, (1.44)

ce qui conduit de la méme maniére que précédemment & une équation différentielle sur la
fonction d’onde de I'état ¢4 (x) = (x|a). On obtient alors une fonction de Wigner W, (z, p)
gaussienne, centrée en v2a = (x) +i(p) et symétrique (s = 1)

Wale,p) = = exp [~z — () = (0 - ())?] (1.45)

A partir de la relation (1.43), il est également possible de donner une décomposition des
états cohérents |«) sur la base des états de Fock {|n)}

o) = e—|a2/2n§::0 ﬁ\n). (1.46)

A Taide de cette décomposition, nous pouvons alors montrer la relation de fermeture

suivante 1

—/d2a la)(a| =1 (1.47)

™

avec d’a = dRea dIm(a).
D’autre part, comme pour les états nombres (1.13), les états cohérents peuvent étre
obtenus & partir du vide de photon |0) par 'action d’un opérateur

la) = D () |0), (1.48)
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o D () désigne l'opérateur de déplacement dans l’espace des phases défini par
D () = e’ —o"a, (1.49)

tel que D (o) = D (—a).

Autrement dit, les propriétés quantiques d’un état cohérent |a), produit usuellement
par un laser, sont simplement celles du vide de photon |0) dont la fonction de Wigner est
une gaussienne symétrique et centrée en o« = 0. Le vide est bien un état quantique a part
entiere, si bien que les variances de ses fluctuations quantiques constituent une référence.
Il s’agit de ce que 'on appelle le bruit quantique standard ou Limite Quantique Standard
(SQL) par rapport a laquelle on compare toutes mesures de bruit. On reviendra sur cette
limite lorsque ’on abordera la métrologie quantique dans la troisieme partie.

Représentation de Glauber-Sudarshan

De maniere beaucoup plus générale, tout état décrit par sa matrice densité p peut se
décomposer sur les états cohérents comme

p= [ dar, (@ jaal, (1.50)

ol P, () est la distribution de Glauber-Sudarshan [28, 29] de ’état. On vérifie facilement
que cette distribution est normalisée

/ d*a P, (a) = 1. (1.51)

Cette distribution permet de préciser la non-classicalité d’un état. En effet, lorsque cette
fonction P(«) ne satisfait plus aux conditions requises pour étre une vraie distribution de
probabilité, la décomposition (1.50) n’est plus assimilable & un mélange statistique d’états
quasi-classiques |a). L’état p est alors qualifié d’état non-classique. Une condition de non-
classicalité est une distribution P, (o) négative ou plus singuliere qu'une distribution de
Dirac, puisque un état cohérent |3) est représenté par ¢ (o — 3).

C.3 Etats comprimés

Nous avons vu que la fonction de Wigner d’un état gaussien faisait intervenir un facteur
d’échelle s au niveau des variances de leur représentation de Wigner
2 2
(SIJ — T (p - po)

1
Weg(z,p) = —eXp | = s |’ (1.52)

Ce facteur traduit simplement une asymétrie aux niveaux des variances Az? = 5 et Ap? =
55, comme représenté sur la figure 1.2.

S
On parle alors d’états comprimés comme le vide comprimé qui est tres utilisé en pra-
tique. Comme pour un état cohérent, un état de vide comprimé peut s’obtenir par I'action

d’un opérateur sur le vide |0). Il s’agit de 'opérateur de compression défini par

S(r) = exp [% (a2 - a”)] (1.53)

oll 7 est un parametre liée au facteur de compression par s = e 2",
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Ainsi, la décomposition de 1’état de vide comprimé dans la base des états nombres |n)
conduit a l’expression suivante ([30]) :

1/4 00 om, 1/2 A\

2

g = (1-2%)"* Y (n) <2) 2). (1.54)
n=0

ou A = tanh (r) permet d’exprimer le facteur de compression s en échelle logarithmique

comime

1+ A
Il permet de comparer directement la variance des fluctuations de I’état par rapport a celle

1—A
sqp = 10logy < > (1.55)

du vide. Il est également possible d’exprimer le nombre moyen de photons associé a I’état
comprimé en fonction du parametre A comme

A2
(s = (sqlataiing) = 755 = sinh® (r). (1.56)

Enfin, soulignons que ces états comprimés ont des représentations de Glauber-Sudarshan
tres singulieres. Elles sont effectivement composées de dérivées successives de distributions
de Dirac (voir par exemple [31]). Les états comprimés sont donc des états non-classiques
dont la compression des fluctuations est une signature de non-classicalité. Nous utiliserons
cette signature dans la suite de cette these.

C.4 Etats intriqués ou EPR

Dans la base des états nombres de deux modes A et B, dont les états de base sont
|m,n) =|m)a ® |n)p, I'état intriqué défini par

o
[ap) = (1= 227237 Nn,n), (1.57)
n=0
est également un état gaussien dont le parametre A = tanh (r) rend compte du degré
d’intrication entre les deux modes A et B. En effet, on montre [30] que la représentation
de Wigner d’un tel état est donnée par

- z—a p—yp z+a ptp
Wagp (x,p;a: 71)) =Wa <\/§7 \/§> Whg (\@7 ﬂ) : (1.58)
ou W4 et Wg désignent les fonctions de Wigner du vide comprimé (C.3) respectivement
de facteurs de compression s = e~ " et 1/s. La fonction de Wigner de cet état (1.58) est
donc bien une gaussienne.
Lorsque le parametre de compression s ~ 0, cette représentation tend vers un produit
de distributions de Dirac

Wagp (z,p;2',p) ~ 6 (z—2') 6 (p+7), (1.59)

Historiquement, cet état intriqué sert de base a I’argument EPR [5] que nous avons évoqué
dans l'introduction. Cependant, il ne peut pas étre utilisé pour violer des inégalités de Bell
car la fonction de Wigner d’un tel état est positive et constitue un modele statistique pour
décrire les corrélations observées. Elle constitue donc une variable cachée. Nous revien-
drons sur ces aspects dans la suite de ce chapitre avec les états non-gaussiens, puis nous
retrouverons cet état intriqué dans un tout autre contexte dans la deuxieme partie de cette
these.
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D Etats Non-Gaussiens

D.1 Négativité et non-classicalité

Nous venons de voir que les états gaussiens sont completement caractérisés par des
fonctions de Wigner positives qui sont assimilables a de véritables distributions de pro-
babilité sur ’espace des phases. Les fluctuations de tels états peuvent alors s’interpréter
comme des bruits statistiques décrits par la fonction de Wigner. Il devient donc possible
de simuler leur comportement avec des simulations stochastiques.

Théoreme de Hudson-Piquet

Il existe un lien entre la positivité et le caractere gaussien d’un état. Il s’agit du
théoréme de Hudson-Piquet [27] qui stipule qu’un état pur caractérisé par une fonction de
Wigner positive est un état gaussien. On en déduit donc que la fonction de Wigner d’un
état non-gaussien et pur présentera inévitablement des négativités qui sont la signature
d’un caractere spécifiquement quantique. En effet, une telle négativité dans une fonction
de Wigner écarte toute possibilité d’utiliser cette derniere comme une vraie distribution de
probabilité sur le plan de Fresnel. Nous ne pouvons donc pas reproduire le comportement
d’un tel état quantique avec une simulation stochastique.

Pour illustrer cette particularité, nous considérons ’état & un photon |1), dont la fonc-
tion de Wigner est donnée par

Wi (a,p) = 2 (3”2 +p° — ;) e ), (1.60)

Une représentation graphique de cette fonction est reproduite sur la figure 1.3, ou 'on
constate immédiatement que cette derniere prend une valeur minimale et négative a
Porigine de l'espace des phases W (0,0) = —1/m. Ainsi, l'interprétation selon laquelle
W(x, p) dedp représenterait la probabilité de mesurer le champ en (x,p) & daxdp pres de-
vient obsolete car elle conduirait & une probabilité négative.

Signification de la négativité

La négativité a l'origine d’une fonction de Wigner a une signification treés intéressante.
En effet, en utilisant la définition de la fonction de Wigner (1.35), une négativité a l’origine
est donnée par

W (0,0) = 1/ dv (v]plo), (1.61)

™

ou la matrice densité p sera décomposée dans la base des états nombres de photons,

5= pmn m) (. (1.62)
m,n
Ainsi, la valeur a 'origine (1.61) devient

W (0,0) = %Z P / du b (—0) ¥ (0) | (1.63)
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W (x.p)
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Figure 1.3: Fonction de Wigner d'un état a un photon - (a) La négativité a I'origine (0,0) est la
signature du caracteére fortement non-classique d’un tel état. (b) La distribution ne dépend

pas de la phase et elle est maximale sur la couronne rouge. Cette derniére correspond

hw
eV

approximativement au champ électrique £, = associé a un photon.

ol 1, (v) désigne le fonction d’onde de I’état & m photons donnée en (1.30). Comme
pour l'oscillateur harmonique, elles sont orthogonales et de méme parité que le nombre

quantique m

/ dum, (=) Y (V) = (=1)" - (1.64)
Nous reconnaissons finalement la moyenne de lopérateur parité P, = (—1)ﬁ du nombre
de photons
W(0,0) = 2 (P,) —1Tr[A75} (1.65)
P = Ul = A P P .

Ainsi, un état dont la représentation de Wigner est négative a l'origine est caractérisée
par une population p,, , en nombre de photons qui sera globalement impaire (P) p < 0.
Lorsque la négativité se présente en un point quelconque (x,p) de l'espace des phases, il
suffit de déplacer cet état d’une amplitude o = (2 + ip)/v/2 vers Porigine, soit

W (2, p) = %Tr () ] (1.66)

ol p(—a) = D (—a) pD (—a)' est Pétat quantique p déplacé dans 'espace des phases d'une
amplitude —a. Nous retrouvons une expression a la base d’'une méthode de détermination
directe de la fonction de Wigner a partir des statistiques de comptage [32].

La négativité de la représentation de Wigner constitue une signature importante de
non-classicalité. Elle traduit 'impossibilité de décrire le comportement d’un état quantique
par un modele statistique utilisant la fonction de Wigner comme une véritable distribution
de probabilité sur le plan de Fresnel (z,p). Cependant, une telle négativité n’est pas la
seule signature de non-classicalité. Une représentation de Wigner positive ne signifie pas
forcément que I'état est “classique”. En effet, le vide de photon |0) est un exemple important
d’état non-classique, puisque le vide classique est un champ électromagnétique nul sans
fluctuation.

Dans cette these, la premiere signature de non-classicalité que 'on vérifiera sera la
négativité dans la fonction de Wigner. Si cette derniere est positive, on s’attardera alors
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sur les fluctuations du champ pour y déceler une éventuelle compression qui est également
une signature de non-classicalité, au sens de distribution de Glauber singuliére, comme
expliquée précédemment.

D.2 Exemples

L’ensemble des états quantiques non-gaussiens est tres vaste et nous allons nous conten-
ter de deux cas particuliers d’états non-gaussiens qui nous seront utiles pour la suite de
cette these.

D.2.1 Etats de Fock

Les états nombres de photons |n) sont les états propres de opérateur nombre de
photons 7 = a'a. Les fonctions de Wigner de ces états s’obtiennent & partir de leurs
fonctions d’onde (1.30) :

—1)"

Wi, (z,p) = ( exp (—xQ — p2) L, [2 (a:2 +p2)] , (1.67)

ou Ly (x) = e®02 (e~*z™) /n! sont les polynémes de Laguerre. On vérifie notamment que
la valeur a l'origine de ces fonctions est

Wi (0,0) = (_;)n. (1.68)

On constate donc seuls les états nombres impairs de photons présenteront une négativité
a lorigine, comme on pouvait s’y attendre d’apres la relation (1.65). Notons que I’état de
vide de photon n = 0 est caractérisé par une représentation de Wigner gaussienne. Il s’agit
néanmoins d’un état non-classique du champ lumineux, puisque le vide classique n’est pas
affecté de fluctuations, comme nous ’avons évoqué précédemment.

D.2.2 Etats ”Chats de Schrédinger”

Par analogie avec la fameuse expérience de pensée [2, 33], on définit un chat de Schri-
dinger optique comme la superposition quantique de deux états quasi-classiques suffisam-
ment incompatibles

[Wear) = N () [le) £ = )], (1.69)
avec la constante de normalisation suivante
N () = [2 (1720 o (1.70)
L’incompatibilité des états cohérents se traduit en termes de recouvrement par
o] — a)| = e 2l « 1. (1.71)

Une condition nécessaire est une amplitude |a|? suffisamment grande. Cette "taille” cor-
respond simplement au nombre moyen de photons contenu dans 1’état quasi-classique |«).

Afin de déterminer la fonction de Wigner de ces états, on se place maintenant dans
le cas ou 'amplitude « est réelle, ce qui correspond simplement & un choix d’origine des
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phases dans le plan de Fresnel. En utilisant la relation (1.34), on montre que la fonction

de Wigner d’un état ”chat” |¢Ciat) admet pour structure générale

Weat (,9) = N2 (@) [Wa (2,p) + Wea (2.p) + Le(2,p) ], (1.72)

ou W, (z,p) est la fonction de Wigner gaussienne (1.45) d’un état cohérent d’amplitude
a et Zy(x,p) représente un terme d’interférences quantiques donné par

Zi(x,p) ==+ % e~ (@+P%) cos (2\/5&])). (1.73)

Ce terme est la manifestation directe des cohérences quantiques existant entre les deux
états quasi-classiques |a) et |—a). C’est également une signature du caractére non-gaussien
de cet état.

Franges d’interférences
quantiques

' Négativité
a lorigine

Figure 1.4: Fonction de Wigner d’'un état "chat de Schrédinger” |¢_;) de taille |a|> = 6 photons -
(a) On distingue bien les deux pics gaussiens correspondant aux deux états cohérents ainsi
que des oscillations dues aux interférences quantiques entre ces derniers. La fonction de
Wigner prend alors sa valeur minimale et négative a I'origine de I'espace des phases, avec
Weat (0,0) = —0.318. (b) Structure des franges d’interférences quantiques entre les deux
états quasi-classiques.

Les franges d’interférences quantiques révelent des oscillations a ’échelle Ap = 7/4/2|a|?.
Cette derniere peut devenir bien inférieure a celle de la limite quantique standard (Ap)LQS =
1/4/2 lorsque la taille du chat |a|? est suffisamment grande. On parle alors de structure
sub-Planck [109]. C’est I'un des aspects les plus intéressant de ces états notamment pour
la métrologie quantique ou de telles échelles permettent de battre la limite quantique stan-
dard. En effet, cette derniére constitue une graduation bien plus fine que 1’échelle de Planck
fixée par la limite quantique standard. Nous reviendrons plus en détails sur ces propriétés
dans la troisieme partie de cette these.

D.3 Intéréts et applications

Afin d’illustrer l'intérét de tels états non-gaussiens, nous allons énumérer brievement
un certain nombre d’applications potentielles, qui sont des champs de recherche tres actifs
a I’heure actuelle.
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Calcul quantique universel

Un calcul quantique effectué avec des ressources gaussiennes ne permet pas de gain
significatif, puisqu’il peut étre simulé avantageusement sur un ordinateur classique, en
utilisant les fonctions de Wigner comme de véritables distributions de probabilités. En
revanche, une superposition quantique - un chat de Schrédinger optique par exemple -
pourrait étre utilisée comme un bit quantique ou qubit qui est la brique élémentaire de la
logique quantique. De tels protocoles nécessitent cependant des chats de taille suffisante
si le codage des états logiques |0, 1) se fait avec les états | + o). Un traitement théorique
[34] montre qu'un chat de taille |a|?> ~ 6 photons est suffisant pour effectuer du calcul
quantique.

Distillation d’intrication

La distillation d’intrication consiste a augmenter le degré d’intrication d’un état initia-
lement intriqué. Il a été démontré [35] qu’une telle opération de distillation est impossible
sans avoir recours des ressources non gaussiennes ou des mesures non gaussiennes dont on
précisera la signification dans la deuxieme partie de cette these. Une telle distillation est
en fait indispensable si 'on souhaite réaliser des réseaux de communications quantiques
dans lesquels l'intrication joue un roéle crucial. En effet, le transfert d’information quan-
tique d’un relais quantique a un autre se fait par téléportation quantique qui est d’autant
plus efficace et stire que le degré d’intrication est élevé. Ainsi, la distillation d’intrication
permettrait de compenser, en amont et en aval des noeuds du réseau, les pertes liées a la
propagation de la lumiere sur les segments de ce dernier. Elles permettraient également
de se prémunir de celles intervenant lors des processus d’écriture et de lecture au sein de
mémoires quantiques, qui joueraient alors le role de répéteurs quantiques.

Tests ”sans échappatoire” des inégalités de Bell

Les expériences de violation [9] des inégalités de Bell [6] n’écartent pas toutes les théo-
ries a variables cachées, puisque les efficacités réduites des détecteurs utilisés permettent
I’existence de modeles rendant compte des résultats expérimentaux. Récemment, des tests
"sans échappatoires” ont été proposés en variables continues [37, 38| avec des états non-
gaussiens, ce qui permet d’écarter des le départ toute théorie & variables cachées. En effet,
une fonction de Wigner positive constituerait elle-méme un tel modele classique, en jouant
le role de la distribution de probabilité décrivant le comportement de I’état par un proces-
sus stochastique. Ces expériences devraient étre accessibles dans un avenir proche, méme
si la préparation des ressources nécessaires reste tres difficile.

Meétrologie quantique

La métrologie quantique regroupe les protocoles de manipulation d’états permettant
d’estimer un parametre quelconque avec la meilleure sensibilité, en mettant & profit les
propriétés quantiques de certains états non-classiques de la lumiere. En effet, une mesure
optique est ultimement limitée par le bruit quantique de la lumiere. En manipulant ce
dernier et en préparant la lumiere dans des états quantiques judicieux, il devient possible
d’améliorer 'estimation d’un parametre quelconque. Nous montrerons dans la troisieme
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partie de cette these comment de nouveaux types d’appareils de mesure pourraient réaliser
de tels protocoles de métrologie quantique.



CHAPITRE 2

Protocoles Quantiques

Sommaire
A Evolutions quantiques . . . . . . ..o oL e e e e e e e 33
A1 Evolution unitaire . . . . ... .. ... o 33
A2 Processus quantique . . . . .. ... 35
A.3  Tlustrations en optique quantique . . . . . . .. .. ... .... 38
B Préparation conditionnelle . . . . . . ... ... ... ..., 43
B.1 Regle de projection . . . . . . . ... oo Lo 43
B.2  Principe général . . . . . ... L Lo 45
B.3  Ilustration en optique quantique . . . . . . . ... ... ... .. 48
C Conclusions . . . . . . . o i it ittt e e e e e e e e e 51

Nous venons d’introduire les outils nécessaires a la description quantique de la lumiére.
Nous allons a présent nous intéresser aux protocoles quantiques qui permettent de mani-
puler ces états. Nous en donnerons une description trés générale, inspirée des traitements
modernes de la décohérence et orientée vers l’étude de la mesure quantique. Nous généra-
liserons le postulat de la mesure afin de traiter les protocoles de préparation conditionnelle

qui mettent a profit la mesure pour manipuler des états quantiques.

A Evolutions quantiques

Les évolutions quantiques permettent de manipuler les états quantiques. Il peut s’agir
d’évolutions unitaires décrites par I’équation de Schrodinger ou d’évolutions plus générales

que 'on appelle processus quantique.

A.1 Evolution unitaire

L’évolution la plus simple est celle d'un état quantique pur [¢)) qui est régie dans le
régime non-relativiste par ’équation de Schrodinger. Cette derniére prend alors la forme

suivante

L d >
i ¥ () = H (1) [ (1)), (2.1)

33
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ol H désigne 'opérateur d’énergie du systeme que ’on appelle également 1’hamiltonien. Ce
dernier peut éventuellement dépendre du temps. Cette équation se généralise sans difficulté
au cas d’un mélange statistique p =" Dm|¥m)(¥m| pour devenir

d o T
ih=p () = |H(®).5 (1)) (2.2)
ou [.,.] désigne le commutateur habituel défini par [A, B] = AB — BA.

Cas indépendant du temps. — Pour un hamiltonien indépendant du temps 7:l(t) = 7:[,
lintégration de I’équation de Schrédinger (2.1) conduit & introduire I’ opérateur d’évolution

U (t,ty) = exp [—;H (t — to)], (2.3)

tel que

~ ~

pt)=U(L o) p(to) U (t,10). (2.4)

De plus, cet opérateur d’évolution vérifie la relation de composition
U (ta,to) = U (ta2, 1)U (t1, 1) (2.5)

qui conduit immédiatement a

U (t,to)U (t,t,)" = 1. (2.6)

On parle alors d’évolution unitaire qui assure la normalisation des probabilités apres I’évo-
lution de I'état quantique.

Cas dépendant du temps. — Pour un hamiltonien dépendant du temps ’;Q(t), Iintégration
peut se faire de la méme maniere en segmentant 'intervalle de temps ¢t —t, en N intervalles
de largeur e suffisamment petite. Ainsi, entre un instant t; et tx41 = tx + €, opérateur
d’évolution est simplement

U (tr1, i) = exp [—;H (tr) 6]- (2.7)

La relation de composition (2.5) est toujours valable et conduit &

Ut to) =U(t tn—1) .U (tigr, tr) U (1, o) - (2.8)
L’opérateur d’évolution U (t,t,) s’écrit finalement comme [39)

1

U (t,t,) = Texp [—h/t: dt' 1 (t’)], (2.9)

o T désigne 'opérateur de produit chronologique qui reproduit 'ordre chronologique de
la relation (2.8).

En optique quantique, I'essentiel des opérations unitaires se base sur des combinaisons
de déplacements, de rotations et de compressions que nous avons introduit dans le premier
chapitre pour définir respectivement les états cohérents, les quadratures du champ et les
états comprimés. La figure 2.1 résume leur action sur un état cohérent.
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Déplacement Compression

~ ~

D(a)=exp [ac’i* —a‘&} R(8)=exp [iG&T&] S(r) =eXPB(52 -a" )}

3

Figure 2.1: Opérations unitaires de base de I'optique quantique - L’action de ces opérations sur un
état gaussien est représentée dans 'espace des phases (x,p).

A.2 Processus quantique

Un processus quantique constitue I’évolution la plus générale que peut subir un état
quantique. C’est le cadre naturel pour modéliser n’importe quel protocole manipulant
I’état quantique d’un systeme. En effet, un systéme quantique est rarement isolé et on ne
maitrise pas toujours l'interaction de ce dernier avec ce que ’on appelle [’environnement.
Nous allons nous intéresser aux outils qui permettent de décrire ce genre d’évolution, puis
les utiliser pour traiter de la maniere la plus générale le processus de mesure, en englobant
I’appareil de mesure dans ’environnement.

A.2.1 Evolution assistée par un environnement

Un systeme quantique S décrit par sa matrice densité pg peut se retrouver couplé -
méme faiblement - & un autre systeme que l'on appelle [’environnement. Ce dernier est
généralement décrit par une matrice densité pr dont il est toujours possible de prendre
une purification, en considérant un environnement encore plus grand, comme nous allons
maintenant le voir.

Purification d’un état quantique

L’environnement E est généralement décrit par un mélange statistique,

pr = rlBk)(Exl (2.10)
p

ou |Ey) désigne les états propres de lopérateur densité pp qui constitue une base de
I'espace de Hilbert de I’environnement E tel que (Ei|E;) = 0p.
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Si 'on prend en compte un autre environnement “fictif” F, ce mélange statistique peut en
fait s’obtenir a partir d’un état intriqué des environnements E et F

WEF) =Y /DrlEk: Fi), (2.11)
k

ou {|Fy)} désigne une base de I'espace de Hilbert de I'environnement F tel que (Fy|F;) =
5k,l-

On retrouve I’état de ’environnement E en procédant a une somme sur tous les états
de 'environnement F que 'on appelle trace partielle, et qui est définie par :

Trp{|ver) (e rl} =Y (Fnlter) (el Fn) = pb. (2.12)

Ainsi, I'état intriqué |¢g ) constitue ce que l'on appelle une purification du mélange
statistique pg. L’environnement F est introduit de maniere artificielle pour purifier ’état
quantique de I’environnement E afin de conduire certains développements, comme nous
allons maintenant le voir.

Evolution unitaire du systeme et de ’environnement

L’évolution du systeme S et de I'environnement E doit étre une évolution unitaire,
décrit par un opérateur d’évolution Usp (t), telle que

ps @ pu — Usk (1) (ps @ p) Ul (1) (2.13)

A partir de (2.13), I’évolution de I’état du systeme S est obtenue en effectuant la trace
partielle sur ’environnement E :

p(t) = Teg [Usn (1) (ps @ o) Ul (1)] (2.14)

La purification de I'environnement |¢g ) révele alors tout son intérét dans le développe-
ment de cette trace. En effet, cette derniere peut également s’écrire comme

p(t) = Tem,r [Usi (t) ps @ [Y,r) (il (1)] (2.15)

En explicitant cette trace sur les états de E et F', I’évolution du systéme admet pour forme
générale

pt) =" My (t) M, (1), (2.16)
k.l
ol Mk,l (t) = (Ey, FilUsg (t) |[Yp F) vérifiant la relation de fermeture

>N (t) My (t) = 1. (2.17)
kil

On constate donc que U'interaction du systeme avec un environnement nécessite toujours
une connaissance précise de ce dernier et de son interaction avec le systeme malgré la trace
partielle. Il existe cependant un résultat général qui apporte une simplification inattendue.
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A.2.2 Représentations de Kraus

L’expression (2.16) de I’évolution du systeme, assistée par un environnement, constitue
ce que 'on appelle une représentation de Kraus [40, 41] définie de maniere générale par

p(t) =" Kult) pE}, (1), (2.18)
o

ou les opérateurs K, désignent les opérateurs de Kraus du processus quantique ainsi
representé. Ces derniers vérifient également la relation de fermeture suivante

S KL K, () =1. (2.19)
I

Ainsi, comme l'illustre la figure 2.2, un processus quantique manipule un état quantique
p (t1) pour donner un autre état quantique p (t2). Cette manipulation est mathématique-
ment représentée par un opérateur linéaire L agissant sur I’ensemble des états de I'espace
de Hilbert.

Figure 2.2: Processus quantique manipulant un état quantique /5 (¢1) pour donner un autre état
quantique p (t3). — Dans un espace de Hilbert de dimension finie D, le processus quantique
se réduit aux transformations de chacun des D? éléments d’une matrice densité initiale
vers ceux d'une autre matrice densité.

Pour n’importe quel état initial p, le processus quantique doit toujours donner un état
quantique. L’opérateur linéaire L doit alors satisfaire les conditions suivantes :

1. I'hermiticité (ﬁ [ﬁ])T = L[p),

2. la positivité L [p] > 0,

3. la normalisation Tr{L [p]} = 1.
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De plus, 'opérateur L doit étre completement positif, c’est-a-dire que pour tout état in-
triqué |¢s ), on doit avoir :

(Ws,elL ® 1g [p$,E] I¥s,E) > 0 (2.20)

quel que soit I’état bipartite pg g sur lequel le processus Ls®1g agit. En effet, il peut
exister des opérateurs L vérifiant les conditions (A.2.2) sans étre complétement positifs.
Cette condition assure en fait une évolution physiquement acceptable de I’état ps g qui se
ramene a une évolution unitaire dans un espace de Hilbert plus grand.

Théoréme de Kraus

Lorsque ces quatres conditions sont remplies, le théoreme de Kraus [40] assure I'exis-
tence d’une représentation de Kraus (2.18) pour un tel processus L,

D2
p)=L15 =3 Ku(t) pKL (1), (2.21)
pn=1

ou D est la dimension de ’espace de Hilbert du systéme. C’est le résultat important de ce
théoreme. En effet, il réduit le nombre d’opérateurs de Kraus K , au carré de la dimension
de I'espace de Hilbert du systeme.

Sans reproduire la démonstration de ce théoréeme, nous pouvons donner une justifi-
cation simple de ce résultat qui est révélée par la figure 2.2. En effet, pour transformer
une matrice densité & D? éléments en une autre matrice densité & D? éléments, il est
suffisant d’avoir D? matrices K » modifiant un a un chacun des D? éléments. Ainsi, I'évo-
lution assistée par un environnement - méme tres grand - ne nécessite qu'un nombre réduit
d’opérateurs de Kraus, contrairement a ce que laisse croire I’expression (2.16). Par exemple,
pour un bit quantique (D = 2), quatre matrices & quatre éléments suffisent pour décrire
n’importe quelle évolution de ce qubit, y compris son couplage avec le reste de I'Univers !

Enfin, il faut préciser que cette décomposition n’est pas unique. En effet, le processus
quantique L peut également étre décrit par les opérateurs de Kraus

Jo=> M, K, (2.22)
n

ou les My, sont les éléments d'une matrice unitaire M telle que M fM = 1. On vérifie
alors facilement que

Lipl=) KupKf=) JpJf. (2:23)
17 v

Cette ambiguité de la décomposition de Kraus reflete en fait la possibilité de tracer sur une
autre base de 'environnement E. On passe effectivement d’une base & une autre par une
transformation unitaire. Cette ambiguité s’avere toutefois intéressante, car elle conduit a
différentes interprétations pour un méme processus quantique L. Chaque interprétation
correspond alors a un ensemble d’opérateurs de Kraus.

A.3 Illustrations en optique quantique

Modele d’interaction linéaire

Dans les sections précédentes, nous avons étudié I’évolution d’un systeme en interaction

avec un environnement. Lorsque le couplage entre le systéeme et son environnement est
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faible, ce qui est généralement le cas, I’évolution unitaire peut se réduire a un modele
linéaire. Nous détaillons maintenant la réalisation de ce modele d’interaction en optique
quantique. L’interaction linéaire entre deux faisceaux lumineux A et B est décrite par
Popérateur d’évolution unitaire

Uag (&,¢) = exp [125 (eiiw&iﬂ + eiwdT8>] ) (2.24)

otlaetb désignent respectivement les opérateurs d’annihilation d’un photon dans le mode
A et le mode B. Cette évolution linéaire se réalise tres facilement a 1’aide d’une lame
séparatrice de réflectivité R = sin? (£/2) et deux lames & retard +v, comme illustré sur la
figure 2.3.

1, (6|

cos(&/2)  —e" sin(é‘/2)]
le™sin(£/2)  cos(£/2)

W[ B]=W, [ N1-Ra—e"NRB|W,| e VRa+~1-RB|

Figure 2.3: Modele d'interaction linéaire entre deux faisceaux lumineux A et B. —L'interaction linéaire
la plus générale s'implémente & I'aide d’une lame séparatrice de réflectivité R = sin® (&/2)
et deux lames a retard +1. La matrice agit sur les vecteurs d’opérateurs a et b, dont les
valeurs propres sont o et 3. L'évolution des états quantiques en termes de leurs fonctions
de Wigner est également précisée (cf. texte).
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Pour la suite de cette these, il est également intéressant de préciser ’action d’une telle
évolution en termes des fonctions de Wigner. D’apres la définition générale de la fonction
de Wigner (1.35), la représentation de Wigner de 1’état pap est donnée par :

1 ; /
Wag (z,p;2’,p') = W / dudv PP (g — /2 2" — ' )2|paplr 4+ u/2, 2 + v/2),
T
(2.25)
avec
pap =Uap (pa @ pp) Ul 5. (2.26)

En faisant agir 'opération unitaire Z/A{I1 g sur le ket |z +u/2, 2" +v/2) ap, I'expression (2.25)
se factorise sous la forme suivante :

Wag |a, 8] = Wa |V1 — Ra — em\/ﬁﬂ} Ws [e*l'wx/ﬁa +vV1—= R3], (2.27)

ol « et B désignent les valeurs propres des opérateurs de champ dans les modes A et B
définies par

a=(z+ip) /V2, B = (' +ip) V2. (2.28)

Cette propriété (2.27) de la fonction de Wigner nous sera tres utile tout au long de cette
these. Elle est résumée sur 'encadré de la figure 2.3.

Modélisation des Réseaux de Communication Quantique

Nous terminons cette section en donnant des illustrations d’un tel traitement en optique
quantique, plus particulierement dans le contexte de 'information quantique et des réseaux
de communication quantique abordé dans 'introduction.

Les réseaux de communication quantique ont pour ambition de remplacer les réseaux
de communication actuels. On parle méme d’internet quantique [43]. Un embryon d’'un tel
réseau est illustré sur la figure 2.4. L’une des forces de ces réseaux est la possibilité de
distribuer de l'intrication entre différents noeuds distants. Pour cela, il suffit par exemple
de stocker sur deux noeuds distants de la lumiere dans un état intriqué [47]. Avec une telle
intrication, il devient alors possible de téléporter de I'information quantique d’un noeud a
un autre. Nous allons voir comment le traitement en termes de processus quantique permet
de modéliser entierement un tel réseau.

Noeuds quantiques. — Dans un réseau de communication quantique, un noeud est une
mémoire quantique qui permet de stocker et de manipuler ’état quantique de la lumiere.
Une telle mémoire repose par exemple sur le phénomene de transparence électromagnéti-
quement induite (EIT) dans des systémes atomiques a trois niveaux [44].

Comme illustré sur la figure 2.4, la manipulation d’un état quantique p;, se fait en trois
phases. Apres la phase d’écriture, la phase de stockage est celle ot 'on peut manipuler 1’état
de la mémoire avant la phase de lecture. Cette derniere libére une impulsion lumineuse
dans un état pyy¢, lorsque 'on rebranche le champ de contréle qui induit de nouveau la
transparence de ’ensemble atomique.

La description la plus générale de la mémoire quantique est donnée par un processus
quantique Ly tel que

D2
lsout = LM [ﬁzn} = Z Ku ﬁm KL (229)
pn=1



A. Evolutions quantiques 41

San Fransisco

Nceuds intriques

Segment

Nozud
quantique

Champ de \
contrile

1. Ecriture

fofn

2. Stockage

A J

v

3. Lecture

\-

Figure 2.4: Un réseau de communication quantique entre Alice et Bob. -Les noeuds d’un tel réseau
sont des mémoires quantiques permettant de stocker et de manipuler les états quantiques
de la lumiére, qui se propagent dans les segments du réseau. Ces mémoires sont par exemple
basées sur le phénomeéne d’EIT. Les segments sont constitués de fibres optiques acheminant
la lumiére d’'un noeud a un autre. lls permettent ainsi de distribuer de l'intrication sur les
différents noeuds du réseau.
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Une telle caractérisation d’'une mémoire n’a été réalisée expérimentalement que tres ré-
cemment [45, 46]. Il s’agit de ce que l'on appelle une tomographie quantique de processus
(QPT) qui consiste & déterminer les opérateurs de Kraus K - Pour cela, on sonde la mé-
moire avec une collection d’états cohérents de différentes amplitudes. On recherche alors
les opérateurs de Kraus donnant les matrices densités les plus proches de celles que 'on
mesure en sortie. On reviendra sur les méthodes de reconstruction des états quantiques
dans la deuxiéme partie de cette these.

Ensuite, si le role de la mémoire quantique est de jouer le role de répéteur quantique,
létat de sortie devrait étre idéalement proche d’un état cible piar [pin] dépendant de 1’état
d’entrée p;,. La performance du répéteur peut alors étre évaluée a l'aide de la fidélité [48]
définie de maniere générale par

frep = <Tr{\/\/ ﬁtarﬁout V ﬁtar})

Le répéteur joue son véritable role lorsque cette fidélité .., ~ 1. Sil’'on cherche maintenant

2
. (2.30)

a qualifier les performances de stockage de cette mémoire, I’état cible devra simplement
étre remplacé par I'état d’entrée prar = Pin.

La connaissance des opérateurs de Kraus du processus quantique décrivant la mémoire
permet donc de qualifier ses performances. Dans un avenir proche, ce genre de caracté-
risation deviendra indispensable pour véritablement modéliser tout systéeme prétendant
manipuler des états quantiques.

Canaux quantiques. — Dans un réseau de communication quantique, les canaux quan-
tiques regroupent les segments en fibres optiques reliant deux noeuds du réseau et les
protocoles de téléportation quantique (voir Interlude IV) qui permettent de transférer
I'information entre deux noeuds intriqués. La description en termes de processus quan-
tiques permet ici de traiter les phénomenes de décohérence induite par la propagation
dans les fibres optiques, mais aussi les protocoles de téléportation quantique entre deux
noeuds intriqués.

Les tomographies des processus quantiques associés a chacun de ces canaux permet-
traient d’avoir une modélisation complete, au niveau quantique, du réseau. Une telle des-
cription est indispensable si I'on veut traiter de 'information véhiculée par des états for-
tement non-classiques, comme des états "chats de Schrodinger” qui sont tres sensibles aux
perturbations comme nous le verrons dans la troisieme partie.
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B Préparation conditionnelle

Nous allons & présent nous intéresser a une autre maniere de manipuler les états quan-
tiques de la lumiere. 11 s’agit des protocoles de préparations conditionnelles qui tirent profit
de la mesure quantique et de la regle de projection.

B.1 Regle de projection
B.1.1 Cas idéal

Dans l'introduction, nous avons présenté la forme la plus simple de la régle de projection
qui consiste a une remise a jour de ’état du systeme, apres une mesure effectuée sur ce
dernier. L’état du systeme est alors simplement 1’état dans lequel le systeme est mesuré.

Dans ’expérience du "chat de Schrédinger”, le chat joue a merveille le role d’appareil de
mesure. C’est un systeme macroscopique dont I’état - mort ou vivant - permet de réaliser
une mesure de I’état du noyau atomique. Ainsi, un chat mort indique que le noyau est
dans son état fondamental |f) alors qu'un chat vivant indique que le noyau est dans son
état excité |e). Les mesures sur le noyau sont en fait caractérisées par ces états. On doit a
John Von Neumann [4] la représentation de ces mesures en termes de projecteurs :

Pmort = |f> <f|, Pvivant = ’e><e| (231)

Ces derniers agissent sur I’espace de Hilbert du systéme mesuré et constituent une résolu-
tion de son identité Pmort + Pvivant =1.

De maniéere plus générale, I’état du systeme mesuré |¢) a la lecture du résultat "n” est
projeté sur ’état correspondant a ce résultat,

B,
) — [geond) = W'@é/ (2.32)

ou les projecteurs P, constituent une ensemble complet de projecteurs orthogonaux tels
que
PPy = 6mnPr, Z P, =1. (2.33)
n

La projection (2.32) se généralise sans grande difficulté & un systéme décrit par un opéra-

teur densité p, o
p— i = _Lnbn
Tr{P,.pP,}

Il s’agit de I’énoncé habituel du postulat de projection introduit par John Von Neumann

(2.34)

[4] en 1932. Il donne ’état conditionné sur le résultat de la mesure 'n’, obtenu avec une
probabilité donnée par la regle de Born

Pr(n) = Te{pP,}. (2.35)

On parle également de mesures projectives qui sont trés intéressantes puisque ’état condi-
tionné est alors simplement donné par p¢°*! = P,,. Si I'on répéte une autre mesure, immé-

diatement apres la premiere mesure, le résultat de cette derniere devient méme certain :

A~

c’est encore une fois le résultat 'n’ puisque P2 = P,.
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Ce comportement est a l'origine de [’effet Zénon quantique ot I’évolution d’un systeme
peut étre “gelée” par la répétition de mesures judicieuses. Ce genre d’expérience ont été par
exemple réalisée au sein du groupe d’électrodynamique en cavité du laboratoire Kastler
Brossel [51]. L’évolution d’un champ microonde injecté dans une cavité supraconductrice
a été figée par des mesures successives du nombre de photons contenus dans la cavité. Ces
mesures ont été réalisées a 'aide d’atomes de Rydberg dont I'interaction avec le champ
est soigneusement controlée.

Enfin, lorsque le résultat de la mesure n’est pas utilisé pour conditionner 1’évolution
future du systeme, ’état du systéeme mesuré est alors simplement un mélange statistique
des différents états conditionnés :

pr=>Y Pr(n) pi =" PpP,. (2.36)
n

n

Nous reconnaissons en fait une représentation de Kraus (2.21) puisqu’il est facile de vérifier

Y BB =) P =1 (2.37)

n n

que

Ce résultat est tout a fait compréhensible : [’interaction du systéme avec l’appareil de
mesure rentre dans le cadre général des évolutions quantiques décrites par des processus
quantiques. Ce simple constat nous sert maintenant de point de départ pour généraliser la
regle de projection.

B.1.2 Cas général

Dans le cas d’une mesure généralisée "non lue”, I'’évolution du systeme mesuré doit
étre décrite par un processus quantique dont la représentation de Kraus la plus générale

est
pr=>_ My, pM,, (2.38)
n?l'l'
ou les opérateurs de Kraus vérifient toujours la relation de fermeture
> MMy, =1 (2.39)
n,p

Nous avons volontairement indexé ces opérateurs sur deux indices (n,pu) en jouant sur
I’ambiguité d’une décomposition de Kraus évoquée précédemment. Cette indexation nous
permet de gagner en généralité par rapport a la régle de projection idéale (2.34). En effet,
d’apres le théoreme de Kraus, nous devons avoir au plus D? opérateurs de Kraus dans un
espace de Hilbert de dimension D. Or, un appareil de mesure peut avoir un nombre de
réponses N < D. Une sommation seulement sur les résultats de mesure "n” ne permettrait
pas de rendre compte de I’évolution la plus générale.

Pour arriver a la régle de projection généralisée, nous mettons I’évolution (2.38) sous
la forme d’un mélange statistique d’états conditionnés sur les résultats de mesure n’ :

pr =Y Pr(n)pm. (2.40)
n
Les états conditionnés sont alors les résultats de la transformation suivante
M, . p M}
p— prnd =)y AT 2.41

I
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Nous obtenons la régle de projection généralisée qui se distingue de celle que 'on trouve
habituellement dans la littérature [41, 42, 50] par la sommation sur les opérateurs de
Kraus {Mn,#}”. Notons que cette regle de projection (2.41) ne constitue pas pour autant
un processus quantique, puisque la transformation de I’état p est non-linéaire a cause de
la normalisation par la probabilité Pr (n) d’obtenir le résultat "n”. Cette probabilité est ici
donnée par une forme plus générale de la regle de Born [17] :

Pr (n) = Tr [;3 ﬂn} , (2.42)
ol
O, = M M, (2.43)
n

Il s’agit d’un opérateur hermitien et positif que ’on appelle élément POVM pour "Positive
Operator Valued Measure” [41, 49]. Il est facile de vérifier que ces éléments POVM sont

également une résolution de l’identité

N
> I, =1 (2.44)
n=1

Contrairement aux mesures projectives décrites précédemment, ces opérateurs ne sont pas
des projecteurs puisque nous avons en général I1,,,I1,, # 9, n11,,. On parle alors de mesures
généralisées qui sont le cadre dans lequel nous allons décrire les protocoles de préparation
conditionnelle.

La signification physique de ces opérateurs ne sera précisée que dans la deuxieme partie
de cette these, lorsque nous aborderons les états quantiques et les propositions que 'on
peut faire sur ces derniers. Pour 'instant, les éléments POVMs nous permettent seulement
de prédire le comportement des réponses d’un appareil de mesure. Ils ne révelent pas les
propriétés quantiques des mesures effectuées par I'appareil.

B.2 Principe général

Un protocole de préparation conditionnelle tire profit de la régle de projection pour
préparer le systeme mesuré dans des états particuliers. Ces derniers sont les états condi-
tionnés (2.41) sur les résultats de la mesure effectuée sur le systeme. On distingue deux
types de protocoles, ceux basés sur des mesures non-destructives (une minorité) et ceux
utilisant des mesures destructives qui constituent la majorité des protocoles, notamment
en optique quantique.

Mesures non-destructives

Lors d’une mesure quantique non-destructive, le systéeme mesuré est disponible apres la
mesure. En optique quantique, une telle situation est illustrée sur la figure 2.5 et s’inspire
d’expériences d’électrodynamique en cavité [50].

Dans de telles expériences, des atomes interagissent avec le champ électromagnétique
stocké dans une cavité de telle maniere qu’ils permettent de réaliser des mesures non-
destructives de ce champ. L’état de la lumiere, conditionné sur le résultat de cette mesure,
s’écrit alors de maniere générale comme

o Moy p M},
p—s peond — Z n;Tn)wg (2.45)
I
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Résultat “n’

-
® - ©o
i,

Figure 2.5: Protocole de préparation conditionnelle basée sur des mesures non-destructives. —
L'interaction d’un atome avec un champ électromagnétique stockée dans une cavité permet
de réaliser une mesure non-destructive de ce dernier (voir par exemple [50]).

ol les opérateurs de Kraus {Mnu} . décrivent le détail du processus de mesure correspon-
dant au résultat n’.

Lorsque l'interaction entre la lumieére et ’atome est judicieusement controlée, une telle
expérience permet de réaliser des mesures quantiques non-destructives (QND) du nombre
de photons contenu dans la cavité [52]. Dans le cas idéal, les éléments POVM se réduisent
aux projecteurs sur les états nombre de photons P, = |n)(n|. Ainsi, il devient possible de
préparer le champ dans des états de Fock a partir de ressources aussi simple que des états
cohérents. On peut méme vérifier que le résultat de mesures projectives successives est
certain. Ce comportement a été par exemple vérifié expérimentalement [52] dans le groupe
de Serge Haroche au Laboratoire Kastler Brossel.

Mesures destructives

La majorité des mesures sont destructives, et cela est particulierement vrai en optique
quantique ou la lumiere doit étre généralement absorbée. Une préparation conditionnelle
basée sur de telles mesures doit donc utiliser au moins deux faisceaux lumineux dans un
état intriqué, comme illustré sur la figure 2.6.

Deux impulsions lumineuses sont préparées dans un état intriqué p4p qui constitue la
ressource du protocole. On effectue ensuite une mesure judicieuse sur 'impulsion lumineuse
dans le mode de conditionnement B. Lorsque ’on obtient le résultat espéré 'n’, I’état de
la ressource suit la régle de projection (2.41)

A~ 1 7 Y A 1 Y
PAB — Z m <1A ® Mn,#) PAB <1A ® MTJE,M) ‘ (2.46)
“w

)

L’état conditionné de 'impulsion dans le mode signal A est alors obtenu en prenant la trace
partielle de (2.46) sur les états dans le mode B. Comme la mesure n’agit que sur le mode de
conditionnement B, les propriétés de permutation circulaire de la trace permettent d’écrire
I’état conditionné sous la forme générale

~con 1 . ~
Pt = — —Trp |papla @1, |, (2.47)

Pr(n)
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Pz
A Résultat “n”

Figure 2.6: Protocole de préparation conditionnelle basée sur une mesure destructive. — Un processus
quantique L op permet de préparer deux impulsions lumineuses dans un état intriqué pap.

Une mesure destructive effectuée sur I'impulsion lumineuse, dans le mode de conditionne-

ment B, permet alors de préparer I'autre impulsion dans un état conditionné ﬁff‘;fi.

ot IT,, est I’élément POVM correspondant au résultat 'n’ donné par

Oy =Y M} My, (2.48)
w

Il permet d’obtenir le taux de préparation du protocole
Pr(n) = Trag {ﬁAB 14 @I, . (2.49)

Contrairement aux protocoles basés sur des mesures non-destructives, ’état conditionné
(2.47) ne dépend que de ’état de la ressource pap et de I'élément POVM I1,, correspondant
au résultat 'n’. En particulier, il ne dépend plus du processus de mesure décrit par les
opérateurs de Kraus {Mn,u}u-

D’autre part, une mesure caractérisée par un élément POVM donné peut se réaliser de
différentes maniéres, ce qui signifie qu’il n’existe pas de régle générale pour concevoir un
appareil de mesure caractérisé par un élément POVM donné. En effet, la décomposition
d’un élément POVM (2.43) n’est pas unique car ce dernier peut toujours s’écrire comme
une somme arbitraire d’opérateurs hermitiens et positifs de la forme

Iy = Ty (2.50)
k

ou les opérateurs f[n,k sont également hermitiens et positifs. Chacun de ces opérateurs
admet une décomposition de Cholesky f[nk = N:Lank qui fournit les opérateurs de
Kraus {Nnk}k d’un processus de mesure réalisant une mesure décrite par le POVM f[n
Enfin, il est intéressant de donner la représentation de Wigner de la regle de projection
(2.47). En effet, a partir de la définition de la représentation de Wigner (1.35), nous
vérifions que I’état conditionné admet pour fonction de Wigner
[ dudvWag (z, p;u,v) W, (u,v)

cond
_ 2.51
Wn (:Bap) f dx/dp/ dudv WAB (x/7p/;u7’l)) Wn (uy’l})’ ( )

ot Wap (z,p;u,v) et W, (u, v) désignent respectivement les représentations de Wigner de
la ressource pap et de 'élément POVM ﬂn.



48 Chapitre 2. Protocoles Quantiques

Ainsi, si la fonction de Wigner de la ressource pap est positive, une condition nécessaire
pour préparer conditionnellement un état avec une fonction de Wigner négative est de
réaliser une mesure pour laquelle la représentation de Wigner est négative. Cependant, la
signification d’une telle signature est difficile a appréhender pour un élément POVM, car
ce dernier n’est pas un état. Il est certes facile de normaliser cet opérateur et d’obtenir
formellement un opérateur densité. Mais la question reste ouverte : quelle est la signification
de cet état 7 Dans la deuxiéme partie de cette theése, nous préciserons le contenu physique
de ces opérateurs en donnant une signification précise des états obtenus en normalisant
I’élément POVM décrivant une mesure.

B.3 Illustration en optique quantique
Le comptage de photons

A travers ce deuxieéme chapitre, nous voyons que la mesure joue un role important dans
les protocoles de préparations conditionnelles. Nous avons montré que cette derniere est
décrite par un ensemble d’opérateurs hermitiens et positifs que 'on appelle les éléments
POVM. Nous allons maintenant déterminer les éléments POVM décrivant I'une des me-
sures les plus utilisées dans les protocoles conditionnels en optique quantique : le comptage
de photons.

Un compteur de photons est un dispositif qui est capable de déceler le nombre de
photons absorbés. Pour un détecteur idéal, le comportement de la réponse "n” est décrit
par le projecteur P, = |n)(n|. Or, les détecteurs sont en réalité inefficaces et soumis a
I'influence du bruit. Nous modélisons une telle détection par une mesure idéale effectuée sur
le mode signal ayant interagi avec un mode de bruit, aussi appelé mode d’environnement
E, comme illustré sur la figure 2.7.

Compteur de photons

Figure 2.7: Modélisation d'un compteur imparfait de n photons. — Le mode signal S est couplé 3 un
mode d’environnement E, par une lame séparatrice de transmission en intensité n, avant
d'étre soumis a un comptage idéal de n photons décrit par le projecteur P,.
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Afin de déterminer I'élément POVM I1,, décrivant le comptage inefficace de n photons,

il est nécessaire d’introduire la notion d’ordre normal des opérateurs de création a et

d’annihilation a. En effet, I’'ordre normal d’une puissance de ’opérateur nombre de photons
fi = a'a est par définition

Ak = atkak, (2.52)

En utilisant la relation de commutation canonique [&,ELT] =1, il est facile de voir que
atn = (ﬁ — i) at. On démontre alors par récurrence la relation suivante

L qk = gtk = kI <Z> (2.53)

Nous pouvons maintenant calculer ’ordre normal de I’exponentielle exp [:17 &Td]

. exp [x a*a] = i (Z) oF = (1+2)".

k=0

La décomposition de cette expression sur la base des états nombres

o0
L+2)"=>" (1+x)"|n)n| (2.54)
n=0
donne une autre expression du projecteur sur le vide |0) pour z = —1
By = [0)(0] =: exp [—aﬁa} 9 (2.55)

Cette derniére nous est utile pour exprimer le projecteur caractérisant le comptage idéal
de n photons

1
P, =n)(n| = ] al™ : exp [—dT&] ca”. (2.56)

Nous pouvons maintenant écrire la probabilité de compter n photons avec le modele décrit
sur la figure 2.7

Pr(n) = Trs [ (ps @ pi) Oy P Usi) (2557)

ot Ugp désigne l'opérateur d’évolution correspondant a la lame séparatrice donné (2.24).
Son action sur 'opérateur d’annihilation a est simple, car elle correspond a celle du champ
classique

UlyaUse = a+ /1 —1ae, (2.58)

ol ae désigne I'opérateur de d’annihilation d’un photon dans le mode d’environnement E.

Pour déterminer les éléments POVMs décrivant le comptage inefficace de n photons
sans bruit, nous considérons un mode d’environnement dans ’état de vide pg = |0g)(0g|.
L’expression de la probabilité (2.57) peut aussi s’écrire comme

Pr (n) = Trs [ps 11 (1)] . (2.59)

ou ’on reconnait 1’élément POVM :

n

I, (1) = (08[ULg P Usil0g) = ™ s exp [—nata) : am. (2.60)
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On retrouve la formule dite de Kelley-Kleiner [53] que I'on peut décomposer dans la base

des états nombres
o0

ity () = 3 () (0 9l (2:61)

m=n
ou 7 est 'efficacité de détection.

Cette modélisation du comptage de photons est en fait trés générale puisque elle consti-
tue une illustration du théoréme de Neumark [54] qui ramene toute mesure caractérisée
par un POVM a une mesure idéale, caractérisée par un projecteur, dans un espace de Hil-
bert plus grand. Ainsi, I'influence du bruit pourrait également étre traitée dans ce cadre
en prenant un environnement dans un état judicieux.

Nous allons plutot traiter les effets du bruit a ’aide d’une approche purement probabi-
liste [55], qui a ’avantage d’éviter des calculs inutilement lourds pour ce chapitre. En effet,
le bruit correspond & des coups noirs, c’est-a-dire du comptage en ’absence de photons
dans le mode signal. On sait expérimentalement que ces coups noirs sont distribués de
maniere aléatoire et totalement décorrélées. Ils suivent donc une statistique de Poisson
selon laquelle la probabilité d’avoir m coups noirs est donnée par

Vm
P,(m) = me*”. (2.62)
ou v désigne le nombre moyen de coups noirs sur une certaine fenétre de détection de
durée T.

Ensuite, comme nous ne pouvons pas distinguer les coups d’obscurité des vrais événe-
ment de détection, la probabilité de compter n photons en présence de bruit s’obtient par
la convolution de la probabilité d’avoir n — m coups noirs et de la probabilité d’avoir m
coups :

Pr(n) =Y P (n—m)Trs |ps T (n)] (2.63)
m=0

Le comptage de n photons sous I'influence du bruit est donc décrit par les éléments POVMs

n
n—m
~ v ~

O, (g,v) =™ Y L () - (2.64)

= (n—m)!

Dans le chapitre V, nous montrerons expérimentalement que ces éléments POVMs dé-
crivent bien le comportement de détecteurs de photons uniques sous l'influence du bruit.
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C Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons montré comment les outils issus des traitements modernes
de la décohérence quantique peuvent étre utilisés pour décrire des protocoles manipulant
des états quantiques. Ainsi, nous avons généralisé la regle de projection aux cas de me-
sures plus générales et réalistes, en considérant ’appareil de mesure comme une partie de
Penvironnement. Ce traitement nous a permis d’aboutir & une regle de projection (2.41)
beaucoup plus générale que celle que 1'on peut trouver dans la littérature [41, 42, 50].

Ensuite, nous avons décrit les protocoles de préparation conditionnelle qui permettent
de tirer profit de cette regle de projection pour préparer des états quantiques généralement
plus non-classiques. Ainsi, nous avons montré que le comportement des réponses d’un
appareil de mesure était décrit par une collection d’opérateurs hermitiens et positifs que
I’on appelle habituellement des éléments POVM.

Enfin, nous avons déterminé les éléments POVM décrivant un compteur de photons
soumis a l'influence du bruit. Ces derniers nous seront utiles tout au long de cette these
pour traiter des illustrations en optique quantique, et pour modéliser les reconstructions
d’états quantiques reproduites au chapitre V.
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Interlude |
Rétrospective d'une Approche de la
Physique Quantique

L’approche habituelle de la physique quantique est prédictive sur les résultats de me-
sure. Nous allons voir dans la deuzriéme partie de cette thése qu’une autre approche de la
physique quantique est possible, méme si cette derniére semble avoir été beaucoup moins
utilisée et enseignée. Dans cet interlude, nous proposons une breve rétrospective de la phy-

sique quantique pour comprendre les raisons d’un tel état de fait.

Apres la description du rayonnement en termes de photons par Max Planck [12] et
Albert Einstein [13], Louis De Broglie généralise dans sa these [14], en 1923, la dualité
onde-corpuscule & toute particule matérielle. Face & ’enthousiasme grandissant d’Albert
Finstein, Erwin Schrodinger s’attele a la description mathématique des "ondes de matiere”
postulée par L. De Broglie. D’abord dubitatif, il met & profit tous ses talents en matiere
d’équations aux dérivées partielles pour établir en 1925, ce que I'on appelle aujourd’hui,
l’équation de Schridinger [15]. La formulation de cette équation linéaire est faite par ana-
logie avec 'optique ondulatoire. Elle décrit la dynamique d’une fonction d’onde complexe,
dont la signification échappe aux physiciens de 1’époque. C’est I'une des premieres fois
qu’une telle séparation conceptuelle se produit entre I'outil mathématique d’une théorie
physique et son interprétation. Il faudra attendre une petite année de plus pour que Max
Born propose, en 1926, l'interprétation probabiliste de cette fonction d’onde [17]. Elle lui
vaudra le prix Nobel en 1954 et fonde en partie I'interprétation habituelle de la physique
quantique, que 'on appelle aujourd’hui I'Ecole de Copenhague en référence a Niels Bohr,
considéré comme son pere fondateur. Cette interprétation considere la physique quantique
comme une théorie de prédiction des résultats de mesure d’une expérience. L’état quan-
tique, quelle que soit sa forme, représente un état de connaissance du systeme. Il permet de
calculer les probabilités avec lesquelles on obtient les résultats de n’importe quelle mesure
effectuée sur le systeme. Des lors, les physiciens se heurtent & un indéterminisme irréduc-
tible sur I'issue d’une mesure. Ils doivent se résigner a seulement prédire des probabilités
pour les résultats d’une mesure, au grand dam de Albert Einstein qui ne se fera jamais
a l'idée de cet indéterminisme, remettant en question le caractere complet de la physique
quantique avec le célebre argument EPR [5].

A Taube des années 1930, la physique quantique ne fait pas encore 'unanimité. En
plus de I'indéterminisme quantique qui perturbe l’aspiration naturelle des physiciens de
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décrire les constituants élémentaires de la nature de maniere déterministe, le formalisme
mathématique de la théorie est confus. A 1’époque, Werner Heisenberg, qui est aussi ’as-
sistant de Max Born a Go6ttingen, formule indépendamment de Schrodinger un formalisme
matriciel de la physique quantique [16]. Peu de temps apres, Erwin Schrodinger démontre
I’équivalence de ces deux formulations. Sous 'impulsion de David Hilbert, John Von Neu-
mann s’intéresse des 1926 aux fondations mathématiques de la théorie quantique afin d’en
proposer un formalisme rigoureux et unifié, qui sera publié en 1932 [4]. Il comprend alors
que I'état quantique d’un systéme doit en fait étre représenté par un vecteur d’un espace
de Hilbert. La fonction d’onde de Schrodinger n’est rien d’autre qu’une projection de ce
vecteur dans une base particuliere de cet espace, tandis que les matrices de Heisenberg
ne constituent qu’une représentation des observables physiques, qui sont désormais re-
présentés par des opérateurs hermitiens. La version moderne de la physique quantique
est presque née, mais Paul Dirac procede également a une formalisation qui met I'accent
sur les principes physiques. Elle introduit notamment la notation élégante "bra-ket” qui
remportera I’adhésion des physiciens jusqu’a aujourd’hui.

Le formalisme de la physique quantique est maintenant cohérent avec un nombre réduit
de postulats, qui sont au nombre de cinq ou six dans la majorité des cours de physique
quantique [18, 19]. Deux de ces postulats méritent une attention particuliere. Il s’agit des
postulats dits "de la mesure” qui regroupent la regle de projection et la regle de Born, dont
nous avons donné les formes les plus générales au chapitre II de cette these. Cependant,
parmi ces deux regles, une seule mérite véritablement le statut de postulat. Il s’agit de la
regle de projection qui ne peut pas étre obtenue a partir d’une évolution du systéme mesuré
et de l'appareil de mesure. En effet, la régle de projection est une transformation non-
linéaire de I’état quantique qui ne résulte pas d’une évolution quantique, méme générale,
comme nous ’avons montré au chapitre II. Cette transformation brutale s’apparente en
fait & une remise a jour de l’état de connaissance que l'on a sur le systéme mesuré. Si
la regle de projection mérite bien le statut de postulat, il n’en est pas de méme pour la
regle de Born qui découle en fait d’un théoreme mathématique, comme nous le verrons
dans le chapitre I11. Il s’agit de la récente généralisation en 2003 par Paul Busch [57] d’'un
théoreme démontré par Andrew Gleason en 1957 [56]. Ce théoreme justifie I'expression
mathématique des probabilités dans un espace de Hilbert, sous des exigences tres générales
sur les probabilités et en utilisant seulement les propriétés mathématiques de ’espace
de Hilbert. De maniére assez surprenante, les physiciens n’ont accordé que relativement

14 ce théoreéme et ses corolaires, ce qui explique sans doute I’approche

peu d’importance
essentiellement prédictive de la physique quantique.

Le succes de la regle de Born provient de son lien direct avec l'expérience. Dans des
expériences d’interférence ou de diffraction de particules matérielles comme 1’électron, elle
décrit a merveille les figures observées. Des lors, il apparait inutile pour un physicien -
expérimentateur de surcroit - de savoir d’ou provient cette regle, tant qu’elle prédit cor-
rectement ce qui est mesuré. Ainsi, l'interprétation habituelle de la physique quantique
- I'Ecole de Copenhague - est en cela aussi qualifiée de minimale. L'outil de prédiction
que constitue la théorie quantique nécessite une connaissance précise de 1’état quantique
du systeme. Cette entité abstraite résulte pourtant de procédures expérimentales qui pré-

1. A larédaction de cette these, le site de la Société Américaine de Physique (APS) répertorie seulement
16 publications citant I’article de P. Busch [57].
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parent le systeme dans un état quantique donné. Une telle préparation peut également se
faire par le biais d’'une mesure, et elle est alors conditionnée sur un certain résultat qui
annonce la préparation du systeme, comme nous ’avons décrit au chapitre II. Bien que la
physique quantique soit réversible du point de vue de sa dynamique, décrite par I’équation
de Schrodinger, il semble que les actes de préparation et de mesure insufflent une fléche
du temps.

Aux alentours des années 1950, la question de la fleche du temps en physique quan-
tique occupe quelques physiciens, notamment Satoshi Watanabe [58] et Yakir Aharonov
[59]. Cette question est alors immédiatement liée & la mesure, car la regle de projection
est une transformation irréversible, comme l'avait déja noté John Von Neumann [4]. Le
postulat de la mesure semble ainsi nouer ’évolution quantique d’un systeme, au gré des
mesures jonchant son histoire. Ces mesures s’apparentent alors a de nouvelles conditions
“initiales”, car I’évolution du systéeme demeure réversible entre deux mesures successives.
Cependant, a 'instar d’autres sciences quantitatives ayant recours aux probabilités, les
rétrodictions ne semblaient pas avoir leur place en physique quantique, car la préparation
du systeme est généralement connue et maitrisée. En effet, rien ne justifie a priori de faire
des "rétro-prédictions” sur les préparations qui auraient pu conduire a un certain résultat
de mesure. Yakir Aharonov s’est intéressé a ces rétrodictions dans le formalisme simplifié
d’états quantiques purs. Dans notre contexte, nous illustrerons cela avec des états nombres
de photons et des détections idéales de ces états. Si I'on effectue un comptage idéal de n
photons, cela signifie que I’état détecté est un état nombre de photons |n). Yakir Aharonov
préconise alors d’assigner cet état au systeme, juste avant son interaction avec ’appareil
de mesure, et de le faire évoluer en arriere dans le temps pour "rétro-prédire” I’état dans
lequel le systéme a été préparé. Sans aucune justification, les probabilités rétrodictives
se calculent alors en utilisant la regle de Born : I'amplitude de probabilité rétrodictive
est la projection de 'état détecté |n) sur les différentes préparations du systeme. Si 'on
a préparé la lumiere dans différents états nombres |m), sans évolution entre la prépara-
tion et la mesure, la probabilité rétrodictive d’avoir préparé la lumiere dans un état a
m photons est évidemment maximale pour m = n. Nous avons méme la certitude sur la
préparation qui a conduit au résultat n. Cette situation idéale est loin de se généraliser
a d’autres procédures de préparation, ou 'on prépare par exemple d’autres états que les
états propres de ’observable mesurée, ou encore qu’un nombre réduit d’entre eux. La ré-
trodiction quantique semblait alors exiger des conditions supplémentaires, tres restrictives,
pour son application, comme le soulignait Frederik J. Belinfante [61].

A T'aube de I’an 2000, le statut de la rétrodiction quantique n’est toujours pas clair,
méme si une contribution majeure a été faite par Stephen M. Barnett et al. [63]. Ils
ont en effet montré que les probabilités rétrodictives peuvent étre obtenues a partir des
probabilités prédictives, en utilisant le théoreme de Bayes. Une analogie avec la regle de
Born leur permet alors d’obtenir une expression simple du principal outil de cet approche :
[’état rétrodicté, mais sous des conditions exigeantes sur les préparations qui sont difficiles a
appréhender physiquement, comme nous ’expliquerons dans le chapitre III. Ces difficultés
proviennent essentiellement de ’analogie avec la régle de Born qui a encore le statut de
postulat. David T. Pegg et al. [64] ont méme tenté de remplacer la régle de Born par un
autre postulat, plus symétrique, donnant les probabilités jointes d’avoir fait une certaine
préparation et d’obtenir un certain résultat de mesure. Les probabilités prédictives et
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rétrodictives s’obtiennent alors a partir de cette unique probabilité jointe, en appliquant le
théoreme de Bayes. Malgré I’élégante symétrie, il est tres difficile d’appréhender le contenu
physique des opérateurs intervenant dans cette probabilité jointe, comme le soulignaient
Stephen M. Barnett et al. en conclusion de leur article [63]. Ces difficultés sont analogues
a celles évoquées pour des éléments POVM dans le chapitre II de cette these, c’est-a-dire
I'impossibilité d’exploiter directement le contenu physique de ces opérateurs hermitiens et
positifs pour en déduire des propriétés sur les mesures.

La rétrodiction est appliquée a quelques situations, essentiellement en optique quan-
tique [65, 66, 67], mais elle se heurte toujours a une certaine réticence de la part des
physiciens. Ces appréhensions sont essentiellement liées au statut de son principal outil :
I’état rétrodicté. Ce dernier est assigné au systeme avant la mesure, sur la base d’un résul-
tat intervenant dans le présent, ce qui a conduit parfois & des "paradoxes” [68] impliquant
la causalité. La reconstruction de ces états semblait alors impossible, contrairement aux
états préparés. En effet, au cours de ces dernieres années, la tomographie des états quan-
tiques s’est généralisée, en particulier en optique quantique [75, 76]. Ces reconstructions
d’états quantiques, préparés dans diverses expériences, se font sur la base des statistiques
des mesures. Ces statistiques doivent étre données par la regle de Born, ce qui permet ainsi
de retrouver I’état quantique reproduisant les probabilités mesurées. La description de la
mesure, en termes d’éléments POVM, est donc implicite a ces reconstructions. Cela sou-
ligne par ailleurs I'importance d’une caractérisation de la mesure. L’approche prédictive
est maintenant consacrée, et la reconstruction des états quantiques dans des préparations
conditionnelles met fin aux quelques débats qui pouvaient encore entourer la réalité phy-
sique de la regle de projection.

Dans la deuxieme partie de cette these, nous allons montrer comment un retour ju-
dicieux aux fondations mathématiques de la théorie quantique nous permet de mettre
les approches prédictive et rétrodictive sur un méme piédestal. Nous proposerons une
procédure générale de reconstruction des états rétrodictés pour n’importe quel disposi-
tif de mesure. Nous montrerons également que les propriétés quantiques d’une mesure,
comme son caractere non-classique ou projectif, ne peuvent étre révélées que par son état
rétrodicté. Nous illustrerons théoriquement et expérimentalement ces propriétés sur des
détecteurs tres utilisés en optique quantique. Cette étude légitimera I’approche rétrodictive
pour I’étude des protocoles quantiques. La troisieme partie sera dédiée a des illustrations
dans le contexte de la métrologie quantique, ot nous montrerons comment détecter des
états fortement non-classiques de la lumiere, comme des ”chat de Schrodinger”.
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Dans ce chapitre, nous allons montrer comment un retour aux fondations mathéma-
tiques de la théorie quantique permet d’éclairer la motion d’état quantique. Nous montre-
rons qu’un état quantique est en fait indissociable d’une autre notion fondamentale, celle
de proposition que l'on fait sur lui. Les tests de ces propositions permettent alors de re-
construire les états quantiques de deux approches de la physique quantique que nous allons
étudier.

A Etats et propositions

A.1 Propriétés et propositions
Observable et propriétés

Une propriété Py d’un systeme correspond a une valeur précise aj pour une observable
A donnée de ce dernier.
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Idéalement, chaque valeur a; de cette observable correspond & un état bien déterminé
du systeme, que l'on note |ax). Ces états {|ar)} sont mutuellement incompatibles, ce qui
se traduit en termes de produits scalaires par la condition

(ag|ar) = Op,. (3.1)

L’observable physique A ne peut prendre qu’une seule valeur a la fois. Soulignons que cela
n’implique pas la mesure de cette observable. D’apres le chapitre II, nous pouvons tres
bien imaginer un protocole déterministe ou conditionnel préparant le systéeme dans un état
lag), et donc avec la propriété Py : A = aj. Nous pouvons donc mesurer le systeme avec
la propriété Py, tout comme nous pouvons le préparer avec cette méme propriété Pk.

Opérateurs de proposition

Cas idéal. — Une proposition sur le systéme correspond a une propriété a tester sur ce
dernier Py, : A = a;. Elle est représentée dans 'espace de Hilbert H par un opérateur de
proposition Py, qui n’est rien d’autre que le projecteur sur I’état propre |ay)

Py = lag){ak|. (32)
Ces opérateurs de proposition constituent également une résolution de I’'identité,

PP, = 6}, Py, Z b, =1. (3.3)
k

Nous parlons alors d’ensembles erhaustifs de propositions. Toutes les propriétés P ac-
cessibles au systéme sont alors énumérées et représentées de cette facon. Dans I’approche
traditionnelle, fondée sur la régle de Born (D.3), ces opérateurs de proposition nous per-
mettent de faire des prédictions sur les valeurs prises par une observable. Il s’agit en fait
des projecteurs introduits par John Von Neumann [4]. L’appareil de mesure apparait ainsi
comme un dispositif réalisant les tests de ces propositions.

Cas général. — Dans le chapitre précédent, nous avons montré que cette représentation
en termes de projecteurs n’étaient pas la plus générale. En effet, les résultats d’un appareil
de mesure sont généralement décrits par des éléments POVM qui sont des opérateurs seule-
ment hermitiens et positifs. Ils ne sont pas forcément orthogonaux BB =+ 5k,lpk- Ainsi,
la représentation la plus générale d’une proposition devrait étre un opérateur hermitien et
positif P, = ]5]1 > 0, vérifiant la condition d’exhaustivité (3.3) :

Y B=1 (3.4)
k

Nous allons voir que la justification d’une telle représentation est fournie par la récente
généralisation en 2003 d’un théoreme mathématique important pour les fondations ma-
thématiques de la théorie quantique.

A.2 Théoreme de Gleason-Busch

A partir d’exigences tres générales sur les probabilités et la structure mathématique
de l'espace de Hilbert, le théoreme de Gleason [56, 57| assure l'existence d’un opérateur
densité p permettant de faire des prédictions sur n’importe quelle propriété du systeme.
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Ce théoreme avait été initialement démontré par Andrew Gleason en 1957 pour des
propositions représentées par des projecteurs orthogonaux (cas idéal). Il n’était alors ap-
plicable qu’a des espaces de Hilbert de dimension D > 3. La généralisation de ce théoréeme
a des propositions plus générales (cas général) n’a été démontrée qu’en 2003 par Paul
Busch [57]. Elle est maintenant applicable & des espaces de Hilbert de dimension D > 2.
Il s’agit en fait de la condition minimale pour justifier 'usage des probabilités.

La probabilité Pr (k) de vérifier une proposition Py sur le systéme doit satisfaire les
exigences suivantes :

1. 0 < Pr(k) <1 pour toute proposition P.
2. 3, Pr(k) = 1 pour tout ensemble ezhaustif de propositions tel que 3>, Py, = 1.

3. Pr(kjoukqou...) = Pr(k;) + Pr(k2) + ... pour tout ensemble non-ezhaustif de pro-
position tel que Py, + Py, + ... < 1.

D’apres la généralisation [57] du théoréme de Gleason [56], dans un espace de Hilbert
de dimension D > 2, la probabilité de vérifier la proposition P, est donnée par

Pr(k) = Tr [f) Pk] , (3.5)

ou p désigne un opérateur hermitien, positif et normalisé qui nous permet de faire des
prédictions sur tout ensemble exhaustif de propositions. C’est la forme la plus générale de
ce que l'on peut appeler [’état quantique du systéme. Cet état ne dépend pas de I’ensemble
de propositions, a condition que ce dernier soit exhaustif. Ainsi, comme le systéme peut
a priori étre préparé dans tout état p, les probabilités (3.5) sont en fait conditionnées sur
la connaissance préalable de cet état Pr (k) = Pr (k|p). Nous verrons dans la suite de ce
chapitre comment représenter une telle connaissance. Si nous réduisons maintenant cet
opérateur p dans la base de ses états propres

p=" pultru)(Wul, (3.6)
17

nous retrouvons I'image d’un mélange statistique habituellement utilisée pour introduire
la matrice densité, comme nous l'avons fait au premier chapitre de cette these (B.1) a
partir de la regle de Born. Cette derniere est maintenant le résultat d’un théoreme fondé
sur un choix de représentation, celui de représenter les propositions par des opérateurs
hermitiens et positifs de I'espace de Hilbert du systeme.

A.3 Reconstruction d’un état quantique

Le principal enseignement des sections précédentes est que nous ne pouvons pas disso-
cier un état quantique des propositions que nous pouvons faire sur lui. Ces derniéres nous
permettent de faire des prédictions sur les propriétés physiques du systéme, mais égale-
ment de le reconstruire comme nous allons le montrer. En effet, les tests d’un ensemble
arbitraire et exhaustif de propositions permettent de reconstruire ’état quantique, comme
illustré sur la figure 3.1.

La reconstruction d’un état quantique p nécessite de réaliser les tests de propositions
P, pris d’un ensemble exhaustif tel que ), P,=1A partir des probabilités de succes de
ces tests,

Pr(k|p) = T |p By (3.7)
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Etat quantique

5

Propositions

S P

Figure 3.1: Reconstruction d'un état quantique a partir de tests de propositions. — Les tests d'un
ensemble arbitraire et exhaustif de propositions P, sur un état quantique permettent de
reconstruire cet état. Cette situation s'apparente a la reconstruction d'un puzzle composé de
différentes piéces. Chaque piéce correspond a une proposition P, dont les tests fournissent
la probabilité Pr (n|p). L'exhaustivité et la connaissance précise des propositions permettent
de reconstruire complétement |'état quantique p, sans que ce dernier ne dépende des
propositions B, vérifiées.

nous pouvons reconstruire 1’état quantique p qui donne ces probabilités. En effet, dans un
espace de Hilbert H de dimension finie D > 2, I’état quantique p prend la forme d’une
matrice hermitienne, positive et normalisée & D? éléments. Il est donc nécessaire de réaliser
les tests d’au moins D? propositions pour reconstruire la matrice densité.

Lorsque le nombre de propositions N devient supérieur au nombre d’éléments de la
matrice densité, les inversions linéaires fondées sur D? équations choisies parmi les N
tests disponibles peuvent conduire a différentes matrices densités ne vérifiant pas toujours
les conditions requises par cette derniere. Cela s’explique par les incertitudes entachant
Iestimation des probabilités de succes (3.7). Des méthodes d’estimation non-linéaires sont
alors nécessaires. Nous détaillerons 'une de ces méthodes dans le chapitre IV lorsque 'on
étudiera les propriétés quantiques de la mesure. Son implémentation expérimentale sera
reproduite au chapitre V avec des détecteurs de photons uniques tres utilisés en optique
quantique.



B. Préparations et Mesures 63

B Préparations et Mesures

Dans les sections précédentes, nous avons volontairement occulté la réalisation phy-
sique des tests de propositions nécessaires a la reconstruction d’un état quantique. En
effet, une proposition concerne une propriété physique donnée du systeme. Nous pouvons
mesurer le systeme avec une telle propriété, mais nous pouvons également préparer le
systeme avec cette méme propriété. Ainsi, les tests de propositions correspondent aux
taches incontournables de toute expérience de physique quantique : les préparations et les
mesures.

B.1 Un jeu quantique

En physique quantique, tout protocole est basé sur des préparations d’états, des évo-
lutions et des mesures. La préparation du systéeme dans un état quantique p,, peut étre
associée a une information que l'on appelle le choiz “m”. La mesure donne une autre
information classique qui est simplement le résultat "n”.

Dans un tel jeu ' quantique, nous pouvons seulement faire des prédictions sur les choix

99,77

"m” et sur les résultats "n”. Cela correspond a deux approches : 'approche prédictive
habituelle qui nous permet de faire des prédictions sur les résultats de mesure "n” en par-
tant d’un choix donné de préparation "m”, et 'approche rétrodictive - beaucoup moins
habituelle - qui nous permet de faire des prédictions sur les choix de préparation "m”
conduisant & un certain résultat de mesure "n”. D’apres la section précédente, chacune de
ces approches nécessite un état quantique et des propositions afin de réaliser ces prédic-

tions, comme l'illustre la figure 3.2.

B.2 Approche Prédictive

Dans les traitements habituels de la physique quantique, nous préparons le systéme
dans un état quantique p,, résultant d’un choix "m”. Ce dernier correspond généralement
a un processus quantique f)m, ou a une préparation conditionnelle, agissant sur une res-
source donnée. Avec I'état p,, résultant de ce choix de préparation, nous pouvons faire
des prédictions sur les résultats de mesure "n” correspondant au test d’un opérateur de
proposition, qui n’est rien d’autre que 1’élément POVM I1,,, introduit au chapitre II. Ainsi,
I'appareil de mesure peut étre vu comme un dispositif réalisant les tests de propositions
sur ’état du systeme interagissant avec lui.

9,477

D’apres le théoreme de Gleason-Busch, la probabilité d’obtenir le résultat "n” apres
avoir fait le choix de préparation "m” doit prendre la forme suivante

Pr (n|m) = Tr [ﬁmﬂn} . (3.8)

ou I, désigne 1’élément POVM décrivant la mesure donnant le résultat “n”. On retrouve
effectivement la regle de Born sur laquelle 'interprétation traditionnelle de la physique
quantique est en grande partie fondée.

1. En mathématique, la théorie du jeu définit un jeu comme au moins deux parties s’influengant mutuel-
lement. Dans cet autre contexte et sans lien avec la mécanique quantique, on doit & John Von Neumann une
contribution majeure : Theory of Games and Economic Behavior (1944) qui traite les jeux dits & somme
nulle (ce qui est perdu par l'un est gagné par 'autre).
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Prédiction
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o ?

Préparations Mesures

Rétrodiction

Figure 3.2: Le Jeu Quantique fondé sur des préparations et des mesures. — Les prédictions et les
retrodictions nécessitent des états quantiques et des propositions que nous notons respec-
tivement (ﬁm, fIn) et (ﬁ:f”, ém) (voir texte). Les probabilités prédictives et rétrodictives
peuvent s'interpréter comme des probabilités de 'passage” d'un état a travers des 'gaba-
rits” de propositions. Lorsqu’une proposition est vérifiée, une mesure donnant le résultat
"n" par exemple, I'état rétrodicté sur ce résultat est en quelque sorte "taillé dans le gabarit”
correspondant a la proposition II,. Ce "faconnage” se traduit mathématiquement par la
normalisation de |'opérateur de proposition.
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B.3 Approche Rétrodictive

Contrairement & ’approche prédictive, I'approche rétrodictive est beaucoup moins ha-
bituelle [58, 59, 60, 61, 62, 63, 64] si bien qu’elle peut quelques fois conduire a des difficultés
d’interprétation, essentiellement liées & un usage inapproprié de ses outils [voir par exemple
[68]]. L’approche rétrodictive consiste & faire des rétro-prédictions sur les choix de prépa-
rations, effectués dans le passé et conduisant a un certain résultat de mesure. On appelle
alors de telles prédictions des rétrodictions. Ces dernieres sont tres inhabituelles en phy-
sique quantique, car on maitrise généralement le choix de préparation et non le résultat
d’une mesure. C’est méme 'archétype de I'indéterminisme quantique. Cependant, il existe
des situations ou un seul résultat de mesure est intéressant. C’est par exemple le cas des
préparations conditionnelles. Nous allons voir que I'indéterminisme quantique affecte tout
autant les choix de préparation que les résultats de mesure.

B.3.1 Fondations mathématiques

Pour faire des rétrodictions, 'approche rétrodictive nécessite également un état quan-
tique et des propositions sur ce dernier, comme l'illustre la figure 3.2. L’état est mainte-
nant assigné au systéme uniquement sur la base d’un résultat de mesure "n”. C’est 1’état
rétrodicté que 'on note pretr| et avec lequel nous allons faire des "prédictions” sur les pré-
parations conduisant a ce résultat de mesure "n”. Cet état ne doit donc dépendre que de
la mesure qui fournit le résultat "n”, comme nous allons le préciser avec le théoreme de
Gleason-Busch.

Les propositions sur 1’état rétrodicté correspondent aux différentes préparations du
systeme avant son interaction avec I’appareil de mesure. Nous notons O lopérateur de
proposition associé a chacun des choix de préparation "m”. Afin d’avoir un ensemble ezx-

haustif de propositions, ces opérateurs doivent de plus constituer une partition de I'identité

> Om=1 (3.9)
m
D’apres le théoreme de Gleason-Busch, la probabilité rétrodictive d’avoir préparé le sys-
teme dans I’état p,, - quand la mesure donne le résultat "n” - peut s’écrire comme

Pr(m|n) = Tr [ﬁ;etré)m} . (3.10)

Dans cette expression, I'état rétrodicté pie™ ne doit dépendre que de la mesure donnant le

résultat "n”, et en aucun cas des propositions O,, faites sur cet état, comme le stipule le
théoreme de Gleason-Busch. L’expression de ces probabilités rétrodictives est similaire a la
regle de Born pour des résultats de mesure. A ce stade, elle est la meilleure illustration de
I'indéterminisme quantique affectant les choix de préparation. Autrement dit, il ne suffit
pas de connaitre le résultat d’une mesure pour remonter avec certitude a la préparation
conduisant a ce résultat.

Les expressions générales des états rétrodictés et des opérateurs de proposition peuvent
étre obtenues a I’aide du théoreme de Bayes [69]. Une dérivation avait été faite par Stephen
M. Barnett et al. en 2000 [63]. Cependant, elle se base uniquement sur une analogie avec la
regle de Born, en imposant aux probabilités rétrodictives de s’écrire sous la méme forme.
La dérivation des états rétrodictés nécessitait alors des hypotheses que notre approche
justifie complétement [70], tout en explicitant leur contenu physique.
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Dans la suite de cette these, nous verrons que les propriétés quantiques d’une mesure

ne sont révélées que par son état rétrodicté.

B.3.2 Lien avec I’approche prédictive

Nous allons maintenant établir I’expression des états rétrodictés en utilisant les théo-
remes de Bayes [69] et de Gleason-Busch. Le théoreme de Gleason-Busch justifie ’expres-
sion des probabilités rétrodictives (3.10). Chaque étape nécessaire a la rétrodiction des
états est maintenant justifiée dans le cadre de notre travail sur les états et les proposi-
tions.

La rétrodiction ne requiert aucun postulat supplémentaire que la regle de projection
qui peut intervenir dans la préparation des états. En effet, le théoreme de Bayes donne
pour la probabilité rétrodictive

Pr (n|m) Pr(m)
Pr(n)

Pr(m|n) = (3.11)
La probabilité marginale Pr(n) d’avoir le résultat "n” est obtenue en sommant la proba-
bilité jointe sur tous les états "candidats” :

Pr(n) = Y Pr(nfm)Pr(m) = Tr [ﬁsondeﬂn} , (3.12)

ol nous introduisons le mélange statistique de ces états "candidats”
,asonde = Z Pr(m) ,am (313)
m

Au chapitre II, nous avons montré sur une préparation conditionnelle qu’un tel état corres-
pond également aux effets d'une mesure "non-lue” : un mélange des états conditionnés sur
chaque résultat "m” et pondérés par leur probabilité de préparation Pr(m). La préparation
des états se fait alors de maniere indéterministe.

Afin d’écrire les probabilités rétrodictives (3.11) sous leur forme la plus générale (3.10),
imposée par le théoreme de Gleason-Busch, nous décomposons le mélange sondant comme

ﬁsonde = 5'16'7 (314)

en utilisant la décomposition de Cholesky & qui est possible pour tout opérateur hermitien
et positif. Elle devient méme unique pour tout opérateur hermitien défini positif. Les
propriétés de la trace nous permettent alors d’écrire les probabilités rétrodictives (3.11)
sous une forme proche de celle exigée par le théoreme de Gleason-Busch (3.10)

Tr |5 11,67 (574) Pr (m) o )
Pr (mfn) = ‘ " [ﬁn/\m] , (3.15)
Tr 511,57
ou nous identifions les opérateurs :
511, 6t
. cll, o
Pn = (3.16)
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et
A =Pr(m) (61 pmo". (3.17)

Ces opérateurs (3.16) et (3.17) vérifient respectivement toutes les propriétés mathéma-
tiques requises par des états quantiques :

pn=ph >0, Tr{p,} =1, (3.18)
et un ensemble exhaustif de propositions :

A=A}, >0, A, =1 (3.19)
m

Cependant, d’apres le théoréeme de Gleason-Busch (3.10), 'état quantique pi°* ne doit
pas dépendre de ’ensemble de propositions Om que l'on fait sur lui. Cette dépendance
intervient dans l’expression de 1’état (3.16) par le biais de la décomposition de Cholesky
. Pour éliminer cette dépendance, cette décomposition doit étre telle que & o 1. Dans un
espace de Hilbert de dimension finie D > 2, elle décrit un état sondant fsonde = 1 /D dans
un degré maximal de mélange, comme nous le verrons dans différentes situations pratiques.
Dans ces conditions, nous obtenons ’expression de I’état retrodicté a partir d’'un résultat
"n” d’une mesure

I
Pt = (3.20)

Tr [ﬂn}
L’état rétrodicté ne dépend donc que de la proposition vérifiée par la mesure donnant
le résultat "n”, ¢’est-a-dire son élément POVM II,,, comme illustrée sur la figure 3.2. Les
opérateurs de propositions portant sur la préparation du systeme sont donnés par

O, = DPr(m)ppm. (3.21)
Chaque opérateur Om dépend uniquement du choix de préparation "m” qui correspond a
la préparation du systeme dans un état quantique p,, avec une probabilité Pr (m) < 1/D.
La condition de normalisation (3.9) de ces opérateurs de proposition a maintenant une
signification intéressante. Elle correspond a la maximisation de I’entropie de Von Neumann
(1.24)

S[p] = —Tr[plog f]
par le mélange d’états psonde- Cet état est alors caractérisé par un degré de mélange
maximal qui permet de sonder toutes les réponses de l'appareil de mesure. Nous avons

alors une ignorance totale sur les différentes préparations conduisant & certains résultats
de mesure.

B.3.3 Discussions

Pour illustrer I’équivalence des deux approches de la physique quantique, nous allons
montrer comment les probabilités prédictives, données par le théoreme de Gleason-Busch,
permettent également d’obtenir les probabilités prédictives pour un ensemble non-exhaustif
de mesures. Nous considérons d’abord un ensemble de N mesures, caractérisées par des

élements POVM tels que
N

I, = 1. (3.22)

n=1
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Ces mesures peuvent étre réalisées par différents appareils de mesure, choisis judicieuse-
ment pour réaliser cette condition d’exhaustivité. Ainsi, quand nous préparons le systeme
dans un état p,,, les probabilités prédictives d’obtenir chacun des résultats "n” sont données
par

Pr(njm) =Tr {ﬁmﬂn} ) (3.23)

Nous considérons maintenant la procédure expérimentale dans laquelle nous préparons
létat quantique p,, un trés grand nombre de fois A,,. Durant cette procédure, nous allons
nous focaliser uniquement sur certaines mesures telles que

Np.<N
Z I, =11 +# 1. (3.24)

Ces mesures réalisent alors les tests d’'un ensemble non-exhaustif de propositions. Les
probabilités prédictives peuvent étre obtenues comme les limites des fréquences prédictives
d’obtenir chacune de ces réponses "n”. En effet, chaque réponse "n” se produit un certain
nombre de fois Nn|m donné par

Nj = Tr [ﬁmﬂn} N (3.25)

L’égalité stricte est assurée lorsque le nombre de préparations N, est suffisamment grand.
Si l'on se restreint & ’ensemble non-exhaustif de mesures (3.24), les fréquences prédictives
sont données par

Nn\m
= .
anrzl Nn’|m

Dans la limite des tres grands nombres de répétitions, ces fréquences prédictives tendent

F (njm) = (3.26)

vers les probabilités prédictives, qui sont alors données par

Tt [y 1
Pr(njm) = ————, (3.27)
Tr [,am H}
ou ’ensemble des mesures est représenté par 'opérateur
N, <N
II= IT,,, # 1. (3.28)
n/=1

Ces expressions sont remarquables, car elles sont similaires a celles donnant les probabilités
rétrodictives pour des préparations non-exhaustives. En effet, comme nous I’avons montré
précédemment en utilisant le théoréeme de Bayes (3.11), ces probabilités rétrodictives sont
données par

e [506,]

Pr (m|n) = , (3.29)

Tr |yt O
ou ’ensemble des préparations est représenté par ’opérateur

O=> 6, #1 (3.30)
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L’équivalence des deux approches de la physique quantique réside donc dans les tests
d’ensembles exhaustifs de propositions. Dans ’approche prédictive, un appareil de mesure
est généralement caractérisé de telle fagcon que ses éléments POVM constituent bien un
ensemble exhaustif : un appareil de mesure posséde au moins deux réponses “oui” et "non”.
Cette condition n’est généralement pas satisfaite par des préparations, car nous cherchons
habituellement a prédire les probabilités des différents résultats de mesures effectuées sur
un seul choix de préparation. Pour réaliser un ensemble exhaustif de préparations, la
préparation d’un état p,, doit s’accompagner de la préparation d’au moins un autre état.
Cette préparation complémentaire sera décrite par 'opérateur 1 — O.

Nous reviendrons sur ces aspects, d’un point de vue plus pratique, lorsque nous abor-
derons la reconstruction des états rétrodictés aux chapitres IV et V. Ces reconstructions
seront basées sur la statistique des choix de préparation conduisant a un certain résultat
de mesure.

B.3.4 Rétro-propagation des états rétrodictés
Evolutions unitaires

Contrairement aux états préparés, les états rétrodictés doivent étre propagés en arriere
dans le temps en utilisant les opérateurs unitaires d’évolution quantique. En effet, il est
bien connu que la regle de Born conduit a deux représentations possibles de la physique
quantique : la représentation de Schrdidinger ou 1’état évolue dans le temps et les obser-
vables restent fixes, et la représentation de Heisenberg ou les observables évoluent dans le
temps alors que I’état reste fixe. Ces deux représentations conduisent aux mémes valeurs
moyennes. Ainsi, dans le cas d’une évolution unitaire U (t), la moyenne d’une observable
A est donnée (1.21) par

(A), = Tr [p (t) A} . (3.31)

L’état quantique j évolue alors sous D'action d’une évolution unitaire U(t). En utilisant les
propriétés de permutations circulaires de la trace (3.31), on obtient la représentation de
Heisenberg de 'observable A

Ay =Utt) AU (@). (3.32)

L’état rétrodicté étant une observable (POVM) normalisée, on en déduit que ce dernier
évolue bien en arriere dans le temps

et 1) = O () e (0) 07, (3.39)

Tr [Hn (t)}
puisque I'on vérifie pour une évolution unitaire Ut (t) = U(—t).

Evolution quantique générale

La rétro-propagation des états rétrodictés n’est plus possible pour une évolution décrite
dans ’approche prédictive par un processus quantique L. En effet, la représentation de
Heisenberg d’un élément POVM peut toujours s’écrire comme

I, (t) = L [ﬁn} =" K (1) LK, (t), (3.34)
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on K , (t) désignent les opérateurs de Kraus du processus L tels que
YKL EK, () =1. (3.35)
o
L’état rétrodicté est toujours obtenu en normalisant 1’élément POVM

Fret () =

1L, (¢)
- Tr {A

# LT [preir] . (3.36)
10]

La normalisation ne permet plus d’écrire ’état rétrodicté comme le résultat du processus L,
a cause des propriétés de la trace et des opérateurs de Kraus (3.35). La rétro-propagation
d’un état rétrodicté n’est donc plus possible pour des évolutions quantiques décrites par
des processus dans ’approche prédictive. En effet, comme nous ’avons vu dans le deuxieme
chapitre, ces dernieres décrivent généralement I’évolution d’un systéme en interaction avec
un environnement qui induit des dissipations, et donc de lirréversibilité. Cette derniere
est révélée par la “simple” normalisation de 1’élément POVM, ce qui souligne toute son
importance.

Enfin, notons qu’il est possible d’écrire une équation maitresse pour 1’évolution des états
rétrodictés [65]. Dans le cadre du chapitre II, il serait donc possible de décrire la rétro-
propagation des états rétrodictés par un processus quantique Lretr, spécifique a ’approche
rétrodictive. Les opérateurs de Kraus de ce processus sont en effet différents de ceux
décrivant le processus L dans I’approche prédictive.

A la fin de ce chapitre, nous illustrerons la rétro-propagation pour un dispositif de
mesure tres utilisé en optique quantique : la détection homodyne. La rétro-propagation
sera également au centre de la troisieme partie, ott nous proposerons un dispositif de mesure
dont les états rétrodictés sont des états “chat de Schrodinger” de la lumiere.

B.4 Complémentarité, Indéterminisme et Causalité
Complémentarité

Pour illustrer la complémentarité des approches prédictive et rétrodictive, un résumé
de leurs outils est reproduit sur la figure 3.3. Le lien entre les deux approches réside dans
le test réussi d’une proposition. En normalisant ’opérateur de proposition associé a cette
derniere, nous obtenons un état quantique qui nous permet de faire des prédictions sur
des résultats de mesure ou sur des choix de préparation.

Une prédiction ne doit se faire que dans I'une ou l'autre de ces deux approches. Les
controverses sur la rétrodiction (voir par exemple [68]) viennent de l'usage inapproprié de
ses outils. Par exemple, si I'on prépare un état cohérent |a,,) devant un compteur parfait
de photons, ce dernier a une certaine probabilité d’afficher le résultat "n” correspondant
aux comptages de n photons. Cette probabilité suit une loi de Poisson

2 2 o>
Pr(n|a) = [(aln)? = el ——. (3.37)
n!
D’apres 'approche rétrodictive, 1'état rétrodicté est I’état & m photons pie™ = |n)(n|,

puisque Délément POVM décrivant le comptage idéal de n photons est II,, = [n)(n|. Cela
peut apparaitre en contradiction avec le fait que la lumiere ait été préparée dans un état
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Predictive Reétrodictive
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Figure 3.3: Complémentarité entre les approches prédictive et rétrodictive de la physique quantique.
—Le lien entre les deux approches réside dans le test réussi d’une proposition dans I'une de
deux approches. La normalisation de I'opérateur de proposition fournit alors I'état quantique
avec lequel nous pouvons faire des prédictions dans I'autre approche.
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cohérent |a), mais il n’en est rien. Cet état rétrodicté permet uniquement de faire des
prédictions sur les préparations, tout comme ’état préparé permet uniquement de faire
des prédictions sur les résultats de mesure. Quand nous lisons le résultat "n”, il n’y a aucune
certitude sur le choix de préparation conduisant a ce résultat, sauf bien évidemment la
préparation d’'un état nombre |n).

Indéterminisme et Causalité

Nous pouvons maintenant dire que l'indéterminisme entoure également les choix de
préparation conduisant a un certain résultat de mesure. Ainsi, quand on parle d’indéter-
minisme quantique, il serait plus juste d’évoquer également les choix de préparation et
non seulement les résultats de mesure. Par ailleurs, I'indéterminisme sur les résultats de
mesure assure le respect de la causalité. En effet, I'état rétrodicté est assigné au systeme
dans le passé, sur la base d’un résultat de mesure "n” se produisant dans le présent. Si ce
résultat devenait déterministe, on aurait la un moyen de controler les choix de préparation
faits dans le passé. La statistique de ces choix de préparation est en effet gouvernée par
I’état rétrodicté. Nous voyons donc que la forme habituelle d’indéterminisme quantique,
celle qui concerne les résultats de mesure, veille soigneusement au respect de la causalité
et au libre arbitre des préparateurs.

C Illustration en optique quantique

La détection homodyne

La détection homodyne joue un role trés important en optique quantique ot elle per-
met de mesurer I'observable de quadrature du champ %, comme nous allons le voir. Au
lieu de reproduire le traitement complet [71] de la détection homodyne afin d’obtenir ses
éléments POVMs, nous allons plutot mettre a profit ’approche rétrodictive pour directe-
ment déterminer ses états rétrodictés. Cela nous permettra de nous familiariser avec une
subtilité par rapport a ’approche habituelle : la rétro-propagation des états rétrodictés.
Cette derniere nous sera tres utile dans la troisieme partie de cette these.

C.1 Principe d’une détection homodyne

Le principe d’une détection homodyne est illustré sur la figure 3.4. Nous allons d’abord
montrer qu’un tel dispositif permet idéalement de mesurer une quadrature du champ d’un
faisceau signal. En effet, le faisceau dans le mode signal S interagit sur une lame séparatrice
50/50 avec un oscillateur local (OL), obtenu par modulation de la phase ¢ d'un état
cohérent |3) tel que f = |B|. L’action des lames séparatrice et a retard est représentée
par Popérateur d’évolution décrit sur la figure 2.3 du chapitre II. Les deux photodiodes
disposées sur les deux faisceaux sortants permettent de mesurer idéalement les intensités

Ie =alas = = [afa + b'b + e bl + etida! 13] : (3.38)
ottaetb désignent respectivement les opérateurs de champ dans le mode signal S et dans
le mode de loscillateur local (OL).
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2 D> ¢ Détection Homodyne

Oscillateur local A .:ﬂ
(OL) T S
X

Figure 3.4: Principe d'une détection homodyne. —Le signal dans le mode S interagit avec un oscillateur
local (OL), obtenu par modulation de phase ¢ d’un état cohérent |3). Deux mesures
d’intensités fi = dldi sont réalisées sur les deux faisceaux sortants. Les courants des

photodiodes résultant de ces mesures subissent enfin une soustraction électronique qui

donne idéalement la valeur de la quadrature &4.
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Dans le cas d’'une détection homodyne idéale, les courants délivrés par les photodiodes
sont proportionnels aux intensités I1. La soustraction électroniques de ces courants donne
alors :

Alsor =1, —1_=e bla+ et ?a'b. (3.39)

Cette observable concerne le signal S et l'oscillateur local OL. Lorsque le faisceau signal
est décrit par un état pg, la valeur moyenne de x; est donnée par (1.21) :

(z1r)s x Trsor [ﬁs ® 8)(8] Also L} — Trg [pSAfS} , (3.40)

avec la trace partielle sur tous les états de base de 'oscillateur local (OL)

Alg = Trop [Wﬁl AfS,OL} = (8|AlsoLlB) = |8] (ei%f n e—i%) . (3.41)

Nous voyons que la différence de courant x; est directement reliée a ’observable de qua-
drature 24, définie en (1.32), par

i1 o< Als = V2|8 &4 (3.42)

Les fluctuations de la quadrature &4 deviennent alors accessibles grace au gain que consti-
tue 'amplitude de l'oscillateur local, en particulier lorsque cette derniere est suffisamment
grande || > 1. Une détection homodyne idéale réalise donc bien la mesure de I'observable
de quadrature Z4. Ce dispositif de mesure est idéalement décrit par les éléments POVM

A

I, (21) = Py (z1) = |21, ) (21, 8], (3.43)

ou xy désigne la valeur de la quadrature obtenue a partir de la différence de courant Alg.

C.2 Etats rétrodictés

Dans 'approche prédictive, la modélisation d’une détection inefficace est illustrée sur
la figure 3.5-(a). Comme nous 'avons vu dans le deuxiéme chapitre pour le comptage de
photons, il s’agit d’une modélisation tres générale que 'on appelle une extension de Neu-
mark [54] : une mesure caractérisée par un élément POVM donné peut toujours étre vue
comme une mesure projective et idéale dans un espace de Hilbert plus grand. L’extension
de Neumark est en quelque sorte I’équivalent pour les élements POVM de la purification
des mélanges statistiques pour les états quantiques.

Une détection homodyne inefficace est ainsi équivalente & une détection homodyne
idéale sur le signal S qui a interagi avec un mode d’environnement E, dans un état vide de
photon |0g). L’interaction entre le signal et ’environnement est une interaction linéaire,
modélisée par une lame séparatrice de transmission en intensité égale a l'efficacité de
détection 7. La version rétrodictive de cette modélisation est représentée sur la figure
3.5-(b). Les préparations d’états deviennent maintenant des mesures ayant pour états
rétrodictés les états préparés, et vice versa. Nous reviendrons plus généralement sur ces
regles de correspondances dans la troisieme partie. L’exemple de la détection homodyne
nous permet de nous familiariser avec I’approche rétrodictive sur un appareil de mesure
bien connu en optique quantique.

Les états rétrodictés a partir des mesures doivent étre propagés en arriere dans le
temps afin d’obtenir I'état rétrodicté de la détection homodyne inefficace pL°"" (n). L’état



C. Hlustration en optique quantique 75

Prédictive Rétrodictive
Détection Homodyne Détection Homodyne
ﬂ Xy Xy
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Figure 3.5: Modélisation d'une détection homodyne inefficace dans les approches prédictive (a) et
rétrodictive (b). —(a) Une détection inefficace est équivalente & une détection idéale sur un
signal ayant interagi avec un mode d'environnement E, dans I'état de vide |0g), sur une
lame séparatrice de transmission égale a I'efficacité de détection ). (b) Version rétrodictive
de cette modélisation. Nous avons remplacé une mesure par la préparation de son état
rétrodicté, et une préparation par une mesure ayant le méme état rétrodicté (cf. texte).

rétrodicté ﬁ;‘j” a partir de la détection homodyne idéale, décrite par le projecteur (3.43),

est un état infiniment comprimé selon x, et centré autour de la valeur mesurée x;. La
fonction de Wigner de cet état est donnée par

2 2

1 —(zg —xr)” Py

Wretr 7 ~ — e o . .
vy (Tg:D) ~ o — eXp . s,

(3.44)

La perte du mode d’environnement E est équivalente a une mesure donnant une seule et
méme réponse. Son état rétrodicté est donc un état dans un degré de mélange maximum
PR o 1, dont la représentation de Wigner est simplement W (24, pg) < 1/27. L'in-
teraction sur la lame séparatrice affecte ici les arguments des fonctions de Wigner, comme
nous lavons illustré sur la figure (2.3) au chapitre II. Elle donne donc un état a deux

modes décrit par la fonction de Wigner suivante

WEE (5,63 lps 1) o Wist (Vg — /U=y, Vi = V1= p),) - (3.45)

La préparation du mode d’environnement E dans 1’état de vide |0g) devient maintenant
une mesure projective sur cet état, caractérisée par la fonction de Wigner

We (z,p) = % exp [—xQ — pQ]. (3.46)

La version rétrodictive représentée sur la figure 3.5-(b) correspond en fait au schéma
d’une préparation conditionnelle que nous avons décrit au chapitre II. L’état rétrodicté de
la détection homodyne inefficace est alors obtenu en utilisant la regle de projection (2.47)
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que nous avons réécrit en terme de représentations de Wigner (2.51). Cette derniere prend
ici la forme suivante

et [ da'dp WEE (x4, pg3 2, p) We (2, D) 57
xr,n ($¢7p¢) - dxdp dx' dp' retr YA W /A ( : )
J dxdp da'dp WS (x, py o/, p') We («/, D)

A Taide d’un outil informatique de calcul formel, ces intégrations de gaussiennes ne

posent pas de grandes difficultés, mise & part une expression a priori inextricable mais qui
reste tout de méme une gaussienne. Une représentation graphique de cette fonction est
illustrée sur la figure 3.6. Il s’agit d’une sorte "digue” au profil gaussien selon x4 et orientée
selon pg.

n=075 x,=1 ¢=r/3

Figure 3.6: Représentation de Wigner de I'état rétrodicté a partir du résultat z; = 1 d'une détection
homodyne d’efficacité n = 0, 75.

Nous vérifions formellement [72] qu’un équivalent asymptotique de la fonction (3.47)
est donné par

2 2
1 (2o — 21/v/M) 2
retr ~ _ _ . 4
Wil (26, 0g) en S0 T o a0 exp e s () Fen (3.48)

Il s’agit en fait d’'un état comprimé et déplacé dans ’espace des phases d’une amplitude

ay = x7/+/27n, mais avec un bruit en exces e, o< 1/s, trés important sur la quadrature

conjuguée py qui est a l'origine de 'allure de "digue” représentée sur la figure 3.6. En

pratique, la limite formelle e, — oo peut étre remplacée par la limite plus physique

en > 1/s(n). Le facteur de compression s (n) est lié a lefficacité de détection n par
y==1

s(n — (3.49)

Nous voyons apparaitre une justification physique du fait qu’une détection homodyne
idéale (n = 1) est impossible en réalité. En effet, cela impliquerait un état rétrodicté (état
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avant-mesure) contenant une énergie infinie, puisque le nombre moyen de photons (1.56)

dans un tel état comprimé est donné par

1
(MYpetr = ——— — 00. (3.50)
o as ()
Cette justification physique est plus forte que les raisons techniques (optique, électronique,
...) qui sont assujetties a de constantes améliorations augmentant sans cesse l'efficacité de
détection 7, comme nous le verrons plus tard.

C.3 Influence du bruit

A partir de cet état rétrodicté, nous décelons un comportement intéressant de la dé-
tection homodyne. En effet, une détection homodyne est généralement soumise a un bruit
électronique [73], notamment au niveau des soustractions électroniques. Ce dernier est
gaussien et peut étre modélisé par un mode d’environnement E dans un état gaussien
(3.46), avec une variance de bruit o2 > o2 qui peut étre supérieure a celle du vide 02 = 1/2.

L’expression de I'état rétrodicté (3.47) conduit a un état de la méme forme que (3.48),
mais avec une variance qui est affectée par celle du bruit gaussien

1-— 1-—
R R

n n

(3.51)

Nous obtenons alors une efficacité équivalente 7,, en utilisant la relation (4.53)

1—nn 1—n (o, 2
n o

Comme les facteurs de compression sont tels que s (1,) > s (1), nous en déduisons pour les
efficacités de détection 7, < 7. Ainsi, une détection homodyne inefficace et sous I'influence
d’un bruit gaussien est toujours équivalente a une détection d’efficacité n, < n plus faible
et sans bruit. Ce résultat n’a été éprouvé que récemment [73] dans le contexte de la
tomographie d’états quantiques basée sur des détections homodynes.

Dans le chapitre suivant, nous reviendrons sur cet état afin d’étudier les propriétés
quantiques des mesures réalisées par une détection homodyne. Nous préciserons alors des
propriétés quelque peu inhabituelles pour cet appareil de mesure pourtant tres utilisé en
optique quantique.
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D Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons montré qu'un état quantique est indissociable d’une
autre notion fondamentale, celle de propositions que ’on peut faire sur lui. Ces dernieres
sont arbitraires et permettent d’exploiter le contenu physique d’un état quantique, c’est-
a-dire les propriétés physiques que ce dernier distribue. La seule contrainte est que ces
propositions doivent étre exhaustives au sens ou elles doivent couvrir toutes les propriétés
accessibles au systeme. Lorsque cette condition est remplie, il devient méme possible de
reconstruire completement 1’état quantique a partir du tests de ces propositions.

Ensuite, nous avons montré les implications de ces outils dans un jeu tres universel en
physique quantique, celui fondé sur des préparations d’états et des mesures. Dans ce cadre,
deux approches de la physique quantique émergent naturellement : 'approche prédictive
habituelle et I’approche rétrodictive beaucoup moins habituelle, puisqu’elle consiste a faire
des prédictions sur les choix de préparations conduisant a un certain résultat de mesure.
Ces choix de préparation sont généralement maitrisés dans une expérience, ce qui explique
le caractere inhabituel de telles rétrodictions. Nous avons montré que cette approche est
pourtant batie sur les mémes fondations que celles de 'approche prédictive habituelle.

Nous allons maintenant illustrer la pertinence de cette approche dans I’étude des pro-
priétés quantiques de la mesure. Nous proposerons d’abord une méthode expérimentale
pour reconstruire le principal outil de ’approche rétrodictive : I’état rétrodicté, avant d’ex-
pliciter les propriétés quantiques de la mesure que seule cette approche révele par le biais
de ses états.



Interlude Il :
Intrication des Etats Rétrodictés

Dans cet interlude, nous revenons sur une notion qui mérite une attention toute par-
ticuliere. Il s’agit de l'intrication d’états rétrodictés. Lors de l'introduction, nous avons
évoqué la manifestation la plus populaire des états intriqués. Il s’agit des tres fortes cor-
rélations entre les résultats de mesures effectuées sur différentes parties séparées spatiale-
ment et dans un état intriqué. Comme pour l'indéterminisme quantique, nous ne pouvons
plus résumer l'intrication aux seules corrélations qu’elle induit sur des résultats de me-
sure. L’intrication se manifeste également par des corrélations sur les choix de préparation

conduisant a un certain résultat de mesure, comme l'illustre la figure 3.7.

Corrélations
(a,b)

Résultat “n”

@, Choix ‘b’
| —

v ".4

San Fransico

Figure 3.7: Intrication d'états rétrodictés. —Alice et Bob sont séparés par des milliers de kilométres.
Chacun d'eux réalise des choix de préparations notés "a” pour Alice et "b” pour Bob. Ces
choix correspondent respectivement a la préparation d’impulsions lumineuses dans les états
Da €t pp. Ces derniéres sont envoyées vers un appareil de mesure qui réalise des mesures
sur deux modes A et B. L'état rétrodicté a partir du résultat 'n" de ce détecteur est un
état intriqué. Cette intrication se manifeste par de trés fortes corrélations sur les choix de

préparation (a,b) qui conduisent a ce résultat de mesure.
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Nous considérons un appareil qui réalise des mesures sur deux modes A et B. Cet
appareil de mesure est caractérisé par un ensemble d’éléments POV Ms tels que

Z ﬂAB,n:iA®iB~ (3.53)

L’état rétrodicté a partir d’un résultat de mesure "n” peut étre un état intriqué, c’est-a-
dire un état inséparable tel qu’il devient impossible spécifier ’état rétrodicté de chacun
des modes A ou B : A
II
il = T # i © . (3.54)
Trap [HAB,n}
Alice et Bob préparent respectivement dans les modes A et B des impulsions lumineuses
dans les états p, et pp. Ces états résultent de choix (a,b) complétement arbitraires, car
Alice et Bob sont séparés par des milliers de kilometres et qu’ils n’ont instauré aucune
regle au préalable. Ainsi, les probabilités rétrodictives qu’Alice et Bob aient fait les choix

993477

(a,b) quand Pappareil affiche le résultat "n” s’écrivent comme
PM@bM):T@w[ﬂ$ﬁ©a®@b, (3.55)

ou éa,b désignent les opérateurs de propositions correspondant aux choix de préparations
d’Alice (a) ou de Bob (b). L’intrication de Iétat rétrodicté ne permet plus d’écrire ces
probabilités sous la forme d’un produit de probabilités

Pr(a,b|n) # Pr(a|n) Pr (bn), (3.56)

ce qui traduit bien l'existence de corrélations entre les choix de préparation faits par Alice
et Bob.

De la méme maniere que les résultats de mesures sur différentes parties dans un état
intriqué, ces corrélations de choix ne peuvent pas étre décrites par un modele a variables
cachées. Une telle notion est encore plus difficile & saisir dans I'approche rétrodictive
que dans 'approche prédictive. Nous pouvons simplement dire que lorsque le résultat
"n” se produit, certaines combinaisons de choix (a,b) sont plus probables que d’autres
pour conduire & ce résultat de mesure, mais cela n’entrave pas les libertés de choix d’Alice
ou de Bob. Seul I’état rétrodicté ﬁfgn permet de rendre compte de ces coincidences de
choix, comme nous allons maintenant I’illustrer sur un cas de détecteur.

L’archétype d’un appareil de mesure avec de tels états rétrodictés intriqués est repré-
senté sur la figure 3.8. Il s’agit de ce que nous appelons un détecteur EPR en référence au
célebre argument EPR [5] évoqué dans l'introduction. Nous nous intéressons a la réponse
"n” de cet appareil qui correspond a deux détections homodynes idéales, couplées par une
lame séparatrice 50/50, en quadratures de phase et donnant les résultats x; = py = 0.
Les états rétrodictés a partir de ces détections sont des états de vide infiniment compri-
més (3.44) selon les deux quadratures conjuguées x4 et py. Afin d’obtenir 'état rétrodicté
sretr

PABn de 'appareil, nous propageons en arriere dans le temps ces deux états comprimés
qui interagissent sur une lame 50/50. La fonction de Wigner de cet état est donnée par

—2 p—yp +a' p+p
Wretr x, ;w/7 N — yyretr (1‘ x 7pp> wretr (x ,— |, 3.57
AB,n ( p p) A \/g \/é B \/5 \/i ( )
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Figure 3.8: Détecteur EPR. —Le détecteur a deux modes se composent de deux détections homodynes

1”1

(HD) en quadratures de phase et a la sortie d'une lame séparatrice 50/50. Le résultat 'n
correspond aux valeurs jointes x; = 0 et p; = 0.

en utilisant les propriétés de la représentation de Wigner que nous avons précisées sur la
figure 2.3 au chapitre II. Nous reconnaissons alors ’état intriqué gaussien (1.58) décrit
dans le premier chapitre de cette these. Il s’agit de ce que 'on appelle un état EPR. En
effet, pour des détections homodynes idéales, cette représentation de Wigner tend vers un
produit de distribution de Dirac

WaB (m,p; m',p’) ~ 0 (:L' — x') 0 (p +p') ) (3.58)

Nous voyons donc que cet état présente de tres fortes corrélations sur les quadratures
de chacun des modes. Pour illustrer la manifestation de cette intrication sur les choix de
préparation d’Alice et Bob, nous prenons la décomposition de cet état (1.57) dans la base
des états nombre de photons :

(122" i N, k). (3.59)
k=0

retr

[V AE n) e
Ainsi, si Alice prépare une impulsion lumineuse dans un état a m photon |m)4 et que le
résultat "n” se produit, Alice est certaine du choix fait par Bob : il a également préparé
une impulsion lumineuse dans un état & m photons |m)p. Ces corrélations de choix ne
peuvent étre utilisées par Alice que lorsque le résultat et I’état rétrodicté de la mesure sont
connus par elle, et il est de méme pour Bob. Rappelons que dans ’approche prédictive
habituelle, les résultats de mesures de Bob ne peuvent étre prédit par Alice que lorsqu’elle
a connaissance du choix de préparation et de ’état résultant de ce choix. La situation est
donc ici identifique, sauf qu’elle porte sur des choix de préparation.
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Dans la suite de cette these, 'intrication d’états rétrodictés interviendra dans plusieurs
situations que nous étudierons sans spécialement s’attarder sur la quantification de cette
intrication. En effet, une telle caractérisation de Uintrication est a ce stade inutile. Elle
ne ferait que reproduire celle qui existe pour des états préparés, notamment dans le cadre
d’un traitement quantique de l'information fournie par 'intrication et les mesures [74].
Par contre, les effets de choix de préparation judicieux sur ces états rétrodictés intriqués
seront exploités dans la troisieme partie pour concevoir des appareils de mesures fortement
non-classiques.
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Dans ce chapitre, nous allons montrer comment ’approche rétrodictive de la physique
quantique permet de révéler de nouvelles propriétés pour les mesures effectuées par tout
appareil de mesure. En effet, cette approche nous permet de répondre d une question natu-
relle lorsque 'on effectue une mesure : quelles préparations ont pu conduire & ce résultat
de mesure ? Nous illustrerons les propriétés quantiques de la mesure sur deur détecteurs
largement utilisés en optique quantique : la photodiode d avalanche (APD) et la détection

homodyne.

A Comment caractériser un appareil de mesure 7

Un appareil de mesure réalise autant de mesures qu’il a de résultats de mesures ou
de réponses. Chaque mesure correspond a une réponse donnée, dont le comportement
dans l'approche prédictive est décrit par un élément POVM qui donne les probabilités
prédictives d’avoir cette réponse.

Pour caractériser un appareil de mesure et aller au-dela de ces simples probabilités
prédictives, on pourrait s’intéresser aux effets de la mesure sur un systeme. Ces effets sont
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au coeur des protocoles de préparation conditionnelle que nous avons décrit au chapitre
II. Cependant, un élément POVM ne suffit pas a rendre compte de tels effets dans le cas
général. En effet, nous avons montré que les effets d’une mesure généralisée sur un systeme
sont donnés par la regle de projection généralisée

M, . p M}
5 — scond _ U 1 4.1

ou Mn# sont les opérateurs de Kraus décrivant completement le processus de mesure
donnant le résultat "n”. La probabilité Pr(n) d’avoir ce résultat est associée a 1’élément
POVM
Oy = M} My, (4.2)
o

L’état conditionné sur le résultat d’une mesure non-destructive dépend donc du détail
du processus de mesure, décrit par les opérateurs de Kraus {Mmu}w et non de I'élément
POVM (4.2).

Dans le cas d’un préparation conditionnelle basée sur une mesure destructive, nous
devons effectuer la mesure sur une partie B d’une ressource intriquée a deux parties pap.
L’état de la partie A, conditionné sur le résultat de cette mesure, dépend cette fois de
I’élément POVM correspondant au résultat espéré "n” :

pond = Prtn) Trp [pag ia @ T] (4.3)
comme nous l’avons montré en (2.47) au chapitre II. Cependant, cet état conditionné fait
intervenir explicitement la ressource intriquée pap sur laquelle la mesure est effectuée.
Ainsi, Papproche prédictive ne peut pas conduire & une étude de appareil de mesure
comme une implémentation de tests vérifiant des propositions (éléments POVM). Les états
conditionnés dépendent en effet de I’état initial du systéme et/ou du détail du processus de
mesure décrivant cette mesure. De plus, nous avons montré qu’une mesure caractérisée par
un élément POVM donné peut étre réalisée par différents processus de mesure, puisque la
décomposition (4.2) n’est pas unique. L’approche prédictive est définitivement plus adaptée
a ’étude des effets de la mesure, dans des préparations conditionnelles par exemple, que
pour révéler les propriétés quantiques d’une mesure effectuée par un détecteur.

L’approche rétrodictive nous semble étre plus proche de ce but. A partir d’un certain
résultat de mesure, elle assigne un état au systeme : [’état rétrodicté qui nous permet
de faire des prédictions sur les préparations qui ont pu conduire a ce résultat. Elle nous
permet ainsi de répondre a des questions naturelles lorsque l'on effectue une mesure :
quelles préparations ont pu conduire a ce résultat de mesure ? Dans la suite de ce chapitre,
nous allons montré comment 1’état rétrodicté révele de nouvelles propriétés pour la mesure.
Nous devons donc étre capable de reconstruire ces états rétrodictés pour n’importe quel
appareil de mesure.
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B Tomographie des états rétrodictés

Avant d’aborder les propriétés quantiques de la mesure, nous allons montrer comment
les états rétrodictés peuvent étre directement reconstruits a partir de données expérimen-
tales, en utilisant les mémes outils qu'une tomographie d’états quantiques (QST) habi-
tuelle [75, 76]. Cependant, notre tomographie est ici entierement fondée sur I’approche
rétrodictive et des choix préparations, contrairement aux tomographies habituelles basées
sur 'approche prédictive et des résultats de mesures. A notre connaissance, il s’agit de
la premiere proposition [72, 86] de tomographie fondée sur ’approche rétrodictive (retro-
QST).

D’un point de vue fondamental, une telle reconstruction illustre la pertinence de I'ap-
proche rétrodictive. En effet, son principal outil : ’état rétrodicté peut étre reconstruit a
partir de données expérimentales tout comme les états préparés de ’approche habituelle.
Il n’y a donc plus de débats autour de "'existence” ou non d’un tel état, surtout que ces
états nous permettront d’introduire et d’étudier des propriétés quantiques pour la mesure.

B.1 Principe de la reconstruction

Nous devons sonder le comportement de ’appareil de mesure avec un certain nombre M
d’états quantiques p,,. Chaque choix de préparation "m” est effectué de maniere aléatoire
ou déterministe avec une probabilité Pr (m), si bien que I'appareil interagit globalement
avec le mélange statistique

M
Psonde = Z Pr(m)ﬁm =516, (4.4)
m=1

ou & désigne la décomposition de Cholesky du mélange sondant pgsonge. De maniere géné-
rale, cet état ne sera pas caractérisé par un degré maximal de mélange (ﬁsonde £ 1 / D),
comme exigée au chapitre III. Les probabilités Pr(m) devront donc étre choisies de telle
maniere que

det [fsonde] 7 0, (4.5)

afin d’obtenir des opérateurs hermitiens et positifs
A U BN PO |
A =Pr(m) (67)" pmo (4.6)

tels que

> An=1. (4.7)

Les probabilités rétrodictives d’avoir fait le choix "m” quand la mesure donne le résultat
"n” seront alors données par I’expression

Pr (m|n) = Tr [ﬁnAm} , (4.8)
comme nous 'avons montré en (3.15) au chapitre III. A chaque fois que le résultat "n” se
produit, nous enregistrons les choix de préparation "m” qui ont conduit a ce résultat. De
cette maniere, nous pouvons directement déterminer les fréquences rétrodictives f (m|n)
d’avoir préparé le systeme dans I’état résultant du choix "m” et conduisant au résultat "n”.
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Ensuite, nous utilisons ces fréquences pour reconstruire l'opérateur p, donnant les
probabilités rétrodictives Pr (m|n) = Tr [ﬁnf\m} qui sont les plus proches des fréquences
expérimentales f (m|n). Dans cette these, nous utiliserons une estimation par maximum
de vraisemblance de 'opérateur j, que nous décrirons dans la section suivante. Une fois

~retr

la matrice densité p,, estimée, nous obtenons I’état retrodicté p;°"" en effectuant la trans-

formation suivante :

s — 6 pn (671) 7 (4.9)
Tr [&—1ﬁn (&—I)T}
qui est simplement une inversion de la relation (3.16) établie au chapitre III. Notons
que nous retrouvons également ce genre de transformation dans les tomographies d’états
quantiques habituelles, basées sur des résultats de mesure. En effet, on sollicite rarement
toutes les réponses d’un appareil de mesure, comme une détection homodyne par exemple.
On se retrouve ainsi avec un ensemble non-exhaustif de propositions, puisque la somme
des éléments POVM n’égale généralement pas l'identité.

B.2 Estimation par maximum de vraisemblance (MaxLike)

L’état quantique que nous cherchons a reconstruire est celui qui optimise la vraisem-
blance entre les fréquences mesurées f (m|n) et les probabilités rétrodictives (4.8). Cette
vraisemblance est définie de maniere générale [76] par

M

Llpn] = H [ Pr (m|n)
m=1

f(min)
Do Pr (m’|n)] (4.10)

Il s’agit d’une fonctionnelle non-linéaire de 1’état quantique qui est plus robuste aux erreurs
affectant la détermination des fréquences rétrodictives, comme nous le verrons lors de
son implémentation au chapitre V. Cette vraisemblance devient maximale pour 1’état
quantique P tel que

dlog L [ppre*]

= 0. 411
e (4.11)

ou &, désigne la décomposition de Cholesky de 1’état p, = &Il&n. Nous pouvons vérifier

que
dlog Pr (m|n) _ Amél (4.12)
dé, Pr(m|n)’ '
ce qui permet d’écrire la condition (4.11) sur p)'** comme
R[pe] pres = ppes, (4.13)

avec

Z / m'” . (4.14)

Cette condition peut également se mettre sous la forme suivante

RG] e R[] = e, (4.15)
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puisque les opérateurs p, et R [pn] sont hermitiens. Cette relation est a la base du schéma
itératif dit "RpR” [76] basé sur la relation de récurrence suivante

A Ak A (k) o7 Ak
A(k+1) _ R[pn : Prn )R[Pn )] (4.16)
Y - - . .
Tr R[ﬁnk)]ﬁnk) [f’nk)]
L’algorithme est initialisé avec la matrice densité pﬁo) =1 /D. Ainsi, quand la matrice

densité pﬁ(zk) devient suffisamment proche de p'***, les probabilités rétrodictives redonnent

pratiquement les fréquences expérimentale
Pr(m|n) ~ f (m|n)

si bien que 'opérateur non-linéaire (4.14) devient

M
R(pn)~ Y A, =1

m=1

Nous retrouvons la condition de convergence (4.15) de l'algorithme. L’état rétrodicté a

M4

partir de la réponse "n” de l'appareil est alors obtenu en effectuant la transformation

suivante : ;
a.—l AMax a.—l
ﬁzetr — pn ( ) . (417)
Tr [5.71ﬁnma:p (571)1?

Nous pouvons méme déterminer I’élément POVM & partir de I'état estimé p;'** :

M, = Pr(n) 6~ o> (67)" (4.18)

99,77

Notons que nous obtenons ici I’élément POVM caractérisant uniquement la réponse "n” qui
nous intéresse, contrairement a une tomographie quantique de détecteur (QDT) [77, 78]
qui détermine tous les éléments POVM décrivant un appareil de mesure. En effet, une
QDT doit prendre en compte toutes les réponses de I'appareil afin de reconstruire les élé-
ments POVMs, vérifiant la condition ), II,, = 1. Cette condition complique notablement
I’algorithme de reconstruction, qui peut déja étre non-linéaire. Notre tomographie s’avere
donc plus judicieuse pour des appareils de mesures ayant un tres grand nombre de réponse,
voir un ensemble continu de réponses.

Dans le chapitre suivant, nous réaliserons la tomographie des états rétrodictés pour
étudier le comportement quantique d’un détecteur de photons uniques sous l'influence du
bruit. Ainsi, nous illustrerons expérimentalement les propriétés quantiques de la mesure

que nous allons maintenant introduire.
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C Propriétés quantiques de la mesure

Nous montrons maintenant comment les propriétés quantiques d’une mesure sont ré-
vélées par 1’état quantique rétrodicté a partir de son résultat. Cela nous permettra d’in-
troduire et de définir des propriétés quantiques qui restaient jusqu’ici évasives, comme le
caractére projectif ou non-classique d’une mesure, mais également de prédire des compor-
tements totalement inattendus.

C.1 Projectivité et idéalité

Une mesure idéale vérifie une proposition simple correspondant & un projecteur I, =
|thn) (¢| dans lespace de Hilbert. Cependant, dans des situations plus réalistes, un dis-
positif de mesure est caractérisé par des éléments POVM qui ne sont pas du tout des
projecteurs. Nous proposons des estimateurs du caractere projectif et idéal d’une mesure.

Projectivité

Une évaluation du caractére projectif d’une mesure : la projectivité est fournie par la
pureté m, de son état rétrodicté

=T | ()’ (4.19)

Quand cet état rétrodicté est un état quantique pur, avec m, = 1, la mesure effectuée par
I’appareil est projective pour la réponse "n”. Cependant, elle peut étre non-idéale. En effet,
I’élément POVM correspondant & une telle projectivité (m, = 1) est en fait donné par

Iy = 1 [ (5 (4.20)

retr>
)

ot i, = Tr{II,} peut étre vue comme Defficacité de détection de I'état retrodicté |¢"

puisque lapproche prédictive donne pour la probabilité prédictive Pr(n|i,) = n,. De
telles mesures projectives et non-idéales ne peuvent pas étre modélisées de maniere "tra-
ditionnelle”, notamment avec une lame séparatrice de transmission en intensité égale a
Pefficacité n,, ce qui est par exemple le cas pour le comptage inefficace de photons.

Idéalité

De maniere générale, I'idéalité d’une mesure sera évaluée par l’efficacité de détection de
son état rétrodicté. Cette efficacité n’est rien d’autre que la probabilité prédictive d’avoir
le résultat "n” quand on prépare I'état rétrodicté

Tr{I12
N = Pr (n|pp") = M (4.21)
Tr{IL,}

Ainsi, la projectivité et I'idéalité d’une mesure sont reliée par la relation suivante

I _ (1, (4.22)

n

Ces propriétés de la mesure illustrent bien la complémentarité entre les approches prédic-
tive et rétrodictive. Le caractere projectif d’une mesure n’est révélé que par I'approche
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rétrodictive, et non par ’approche prédictive. La définition habituelle d’'une mesure pro-
jective, introduite par John Von Neumann (1932) [4], correspond maintenant & un cas tres
particulier : une mesure projective et idéale (m, = n, = 1).

A notre connaissance, de telles mesures projectives et non-idéales n’avaient jamais été
étudiées auparavant [70]. Dans la troisieme partie de cette these, nous étudierons deux
dispositifs réalisant des mesures projectives mais non-idéales.

C.2 Fidélité avec une mesure projective et détectivité
Fidélité avec une mesure projective

Il peut étre intéressant et utile de comparer la mesure effectuée par un appareil, lorsque
ce dernier donne un certain résultat "n”, avec une mesure projective "cible”. L’état rétro-
dicté de cette mesure "cible” est un état quantique de référence |tiqy).

Nous estimons la fidélité d’une mesure par le recouvrement entre 1’état cible |yar) et
I'état rétrodicté pret™ & partir d’un certain résultat "n” de l’appareil que nous cherchons &

caractériser. Une telle fidélité peut s’écrire comme

]:n (Q;Z)tar) = <¢tar|ﬁ;etr|¢tar>- (4.23)

Avec I’approche rétrodictive, ce recouvrement a une interprétation intéressante. Il s’agit de
la probabilité rétrodictive de préparer le systeme dans I’état cible |y, ), avant le processus

de mesure donnant le résultat "n” :

F (rar) = Pr (¢rar|n) = Tr{ " Oar }- (4.24)

L’opérateur de proposition sur I’état du systeme, juste apres le processus de préparation,

est simplement le projecteur

é')tar = ‘wtar><wtar|- (425)

Notons que la probabilité marginale de préparer le systéme dans cet état cible est Pr (1a,) =
1/D dans ce cas particulier. Elle assure un mélange maximum des états purs constituant
une base de l'espace de Hilbert. Cette base est composée de I'état cible |1)iay) et de (D — 1)
autres états purs. Ainsi, pour avoir une description exhaustive du systéme, nous avons be-
soin de compléter cet ensemble par une autre proposition au moins. Cette derniére est
représentée par

O =1— 6Oyar. (4.26)

Elle correspond & la préparation du systéme dans 'état pr = O /Tr{O )} avec la

probabilité 1 — Pr (¢ar).

tar

Détectivité d’un état cible

Une mesure sera dite fidéle a une mesure projective sur un état cible lorsque sa fidélité
est suffisamment élevée (F,, ~ 1). La préparation la plus probable du systéme est alors
Pétat cible [iiar). Par contre, la détectivité de 'état cible est donnée par la probabilité

prédictive de détecter cet état

fin = Pr (n|tar) = Te{IL, }Tr{ prar o1} (4.27)
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En utilisant la relation entre la projectivité et I'idéalité (4.22), nous obtenons une relation
remarquable entre toutes les propriétés de la mesure que nous avons introduite jusqu’ici :

o = TS (4.28)

Tn

Le comportement de cette détectivité est intéressant. Lorsqu’une mesure est intrinseque-
ment efficace, la fidélité de la mesure avec 1’état cible ne peut qu’améliorer les chances
de détecter cet état. Par contre, a efficacité et fidélité fixées, une mesure moins projective
aura tendance a augmenter les chances de détecter 1’état cible. En effet, I'état rétrodicté
est alors moins pur et la mesure devient en quelque sorte moins "sélective”. Une illustra-
tion de ce comportement sera fournie dans la troisieme partie de cette these, lorsque nous
étudierons un détecteur d’états "chat de Schrodinger” de la lumiere.

C.3 Non-classicalité d’une mesure
Définition

La notion de non-classicalité est bien étudiée pour des états du champ en optique
quantique [79]. Il existe plusieurs signatures de non-classicalité correspondant & différents
niveaux de non-classicalité. On peut citer la négativité dans des quasi-distributions de
probabilité, comme la fonction de Wigner ou la distribution de Glauber-Sudarshan, mais
aussi la réduction des fluctuations quantiques en dessous de la limite quantique standard,
avec des états comprimés par exemple.

Quelle que soit la signature de non-classicalité que 1'on utilisera, nous avons mainte-
nant une définition précise d’une telle notion pour la mesure. La non-classicalité d’une
mesure correspond a la non-classicalité de son état rétrodicté, pour qui il existe différentes
signatures, notamment celles évoquées au chapitre I de cette these.

Signification

La négativité de certaines quasi-distributions de probabilité, comme la représentation
de Wigner, est I'une des premieres signatures du caractere non-classique d’un état quan-
tique. Pour une mesure, cela correspond a des négativités dans la représentation de Wigner
W (12 p) de son état rétrodicté prevr.

Pour appréhender la signification d’une telle signature, nous écrivons les probabilités
rétrodictives (3.10) en termes des fonctions de Wigner. En effet, la probabilité rétrodictive
d’avoir fait un choix de préparation "m”, décrit par 'opérateur de proposition @m, est

donnée par

Pr (m|n) = Tr{p"*0,} = 27 / dedp W (2, p) Wi (2, ) (4.29)
ou Wy, (z,p) désigne la représentation de Wigner de l'opérateur de proposition Om qui
est directement liée a celle de 1’état préparé p,, = O /Tr [é)m]

Si ’on prépare des états "quasi-classiques” p.,,, caractérisés par des fonctions de Wigner
positives, nous pouvons utiliser leurs fonctions de Wigner comme de véritables distribu-
tions de probabilité sur 'espace des phases (z,p). Les fluctuations quantiques peuvent
alors étre reproduites par un processus stochastique classique, distribué par la fonction de
Wigner.



C. Propriétés quantiques de la mesure 91

Cependant, si nous effectuons une mesure dont 1’état rétrodicté est caractérisé par une
fonction de Wigner W' (z, p) négative, il devient impossible de simuler le comportement
de l'appareil de mesure par un processus stochastique classique, comme le souligne ’ex-
pression (4.29). En effet, les négativités de I'état rétrodicté diminue le recouvrement avec
les états préparés, ce qui rend ces préparations beaucoup moins probables que I’on pourrait
le prévoir classiquement. Autrement dit, lorsque nous obtenons le résultat "n”, le choix de
préparation "m” ne peut étre "rétro-prédit” que par le traitement quantique de la mesure.

Illustration

Nous illustrons maintenant la pertinence de notre définition de la non-classicalité d’une
mesure pour des préparations conditionnelles utilisant des mesures destructives. Nous
avons décrit ces protocoles au chapitre II de cette these. Pour réaliser un tel protocole
en optique quantique, la premiere ressource intriquée qui vient a ’esprit en parcourant le
premier chapitre est I’état intriqué gaussien (1.57). Cet état admet pour décomposition
dans la base des états nombres de photons I’expression suivante :

o
1/2
[dam) = (1-A2)"Y > An,n). (4.30)
n=0
Lorsque cet état est suffisamment peuplé, A ~ 1, la représentation de Wigner de cette

ressource admet pour équivalent
Wan (:z:,p; x’,p') ~ 0 (x — :c') ) (p —i—p/) , (4.31)

comme nous l'avions montré dans le chapitre I de cette these. Ensuite, nous pouvons
mettre a profit 'expression de ’état conditionné en terme de fonction de Wigner, établie
en (2.51) au chapitre II. Nous rappelons ici cette expression

[ dudvWap (z,p; u,v) W, (u,v)

cond
_ 4.32
Wn (xap) f dx/dp/ dudv WAB (x/7p/;u7’l)) Wn (U)’l})’ ( )

ou W, (u,v) désigne la représentation de Wigner de 1’élément POVM II,, correspondant
au résultat espéré "n”. La fonction de Wigner de 1’état conditionné s’obtient alors sans
grande difficulté :

Wit (2, p) = Wi (a, —p) (4.33)

ce qui s’écrit en termes d’opérateurs densité :
pAcond ~ (pAzetr) * ) (434)

An —

Nous reconnaissons le complexe conjugué de I'état rétrodicté pretr, en utilisant la défini-

tion générale de la fonction de Wigner (1.35) et les propriétés de conjugaison du produit
hermitien.

Une condition nécessaire pour préparer des états non-classiques est donc d’utiliser des
mesures caractérisées par des états rétrodictés non-classiques. Si I’'on souhaite par exemple
préparer des états de Fock, il suffit d’utiliser une mesure dont I’état rétrodicté est un état
nombre de photons |n). Dans la troisieme partie de cette these, nous allons voir qu’il devient
méme possible d’imaginer des appareils de mesure caractérisés par des états rétrodictés
encore plus exotiques que des états de Fock.
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C.4 Caractere non-gaussien d’une mesure

Le caractére non-gaussien d’une mesure est essentiel dans beaucoup de protocoles
d’information quantique tels que la distillation d’intrication [35] ou la correction d’erreur
quantique [36]. Cette propriété pour la mesure peut étre mesurée a l'aide du caractere
non-gaussien de son état rétrodicté.

Non-Gaussianité

Lorsque la représentation de Wigner de 1’état rétrodicté d’une mesure est positive,
nous devons préciser son éventuel caractere non-gaussien. Nous évaluons alors sa non-
gaussianité (nonG) [80], définie comme ’entropie relative de Von Neumann (1.24) entre

son état rétrodicté et son état gaussien de référence ﬁ;ef :

nonGy = § ["] - S [pf] (4.35)

La non-gaussianité nonG est nulle seulement pour des mesures gaussiennes, dont 1’état
rétrodicté est alors I’état gaussien de référence ﬁgef. Cet état gaussien de référence est
I’état gaussien ayant la méme matrice de covariance que ’état rétrodicté. En effet, tout

état gaussien est entierement caractérisé par sa matrice de covariance :

(68 (GaeR)s
V_2<<5i75ﬁ>s (5) ) (4:36)

ou les variances croisées sont définies par
e T, o
(5567)s = 5 (5307) + (3p02) (4.37)

afin de tenir compte de la non-commutation des observables Z et p. Notons que cette
matrice est normalisée par la variance du vide dans nos notations. On montre [81] que
I’entropie de Von Neumann d’un état gaussien est liée a sa pureté

1- 1 2
S [[)gef} — Py ( + “) “In <“) (4.38)
2u 1—p 1+ p
ou u est la pureté donnée par = 1/vdet V.
L’évaluation de la non-G nécessite plusieurs étapes numériques que nous allons décrire

brievement. Dans un premier temps, nous devons déterminer la matrice de covariances
(4.36) avec la fonction de Wigner (numérique) de ’état rétrodicté, en utilisant la relation
(1.36) pour les observables correspondantes. Cette matrice de covariance nous permet alors

d’estimer l'entropie de Von Neumann (4.38) de I'état gaussien de référence [)gef. Ensuite,

nous devons diagonaliser la matrice densité de 'état rétrodicté pre™. Les valeurs propres

{pr}r de cet état nous permettent d’obtenir son entropie de Von Neumann :

St == prlogps (4.39)
p

Nous obtenons finalement la non-gaussianité de la mesure (4.35) en effectuant la différence
des entropies (4.39) et (4.38). Si cette différence est quasiment nulle, la mesure pourra étre
qualifiée de mesure gaussienne (nonG, = 0). On pourra donc simuler les rétrodictions
faites a partir de cette mesure par un modele stochastique, dont la fonction de Wigner est
la distribution gaussienne de probabilité.
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Lien avec la projectivité

Il existe un résultat intéressant basé sur le théoreme de Hudson-Piquet [27], que nous
avons évoqué dans le premier chapitre. Ce théoreme stipule que tout état pur, caractérisé
par une fonction de Wigner positive, est un état gaussien dont la fonction de Wigner est
une gaussienne caractérisée par une matrice de covariance précise.

Nous avons donc un lien intéressant entre le caractere gaussien d’une mesure et sa
projectivité. Quand une mesure est projective, avec une représentation de Wigner positive
pour son état rétrodicté, alors cette mesure est gaussienne (nonG = 0). Une telle mesure
ne pourra pas étre utilisée pour distiller I'intrication d’un état gaussien [35].

D Illustrations en optique quantique

Nous allons maintenant évaluer certaines de ces propriétés pour deux appareils de
mesure tres utilisés en optique quantique : la photodiode & avalanche (APD) et la détection
homodyne. Cela nous permettra d’aborder ces appareils incontournables sous un jour
nouveau, comme par le caractere non-classique des mesures effectuées par ces détecteurs.

D.1 Photodiode & Avalanche

La photodiode a avalanche (APD) est sans doute le détecteur de photon unique le
plus utilisé en optique quantique [82], en particulier dans le régime dit de "comptage de
photons” ou I'on cherche a distinguer les photons d’un faisceau lumineux.

D.1.1 Eléments POVM

Un tel détecteur possede uniquement deux réponses, traditionnellement appelées "oft”
et "on”. On parle alors de détecteur "on/off” qui couvre un large éventail de détecteurs
caractérisés par les mémes éléments POVM. En effet, la réponse "off” correspond a la
détection inefficace et bruyante d’aucun photon. Comme nous ’avons montré a la fin du
chapitre II, une telle mesure est caractérisée par I’élément POVM (2.64)

A~

o (777 l/) =e” Z (1 - 77)” ’n> <7”L‘, (440)
n=0

ou 1 et v désignent respectivement l'efficacité de détection et le nombre moyen de coups
d’obscurité. La réponse "on” de ce détecteur correspond a la détection inefficace et bruyante
d’au moins un photon, caractérisée par 1’élément POVM

A~

Mon = 1 — g (4.41)

La représentation de Wigner (1.35) de cet élément POVM est alors donnée par

Won (2,p) = % — % N (m—1)" e_(x2+p2)Lm [2 (a:Q +p2)] . (4.42)
m=0

ou Ly, (z) = €07 (z™e™™) /m! sont les polynomes de Legendre. L’allure de cette repré-
sentation est représentée sur la figure 4.1-(a).
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Figure 4.1: Evolution de la non-classicalité d'une mesure effectuée par une APD affichant le résultat
"on". —(a) Fonction de Wigner de I'élément POVM pour une efficacité n = 0.35 et un bruit
v=20.(b) Evolution de la négativité a l'origine avec I'efficacité n) et le bruit d'obscurité v.
La ligne noire correspond & une transition quantique/classique.
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D.1.2 Non-classicalité

Quand le résultat ”on” s’affiche, la non-classicalité de la mesure effectuée par ’APD
peut étre évaluée par la négativité de la représentation de Wigner de son état rétrodicté.
Cependant, la rétrodiction de cet état a partir de I’élément POVM (4.41) est délicate
dans une espace de Hilbert de dimension infinie D. Pour contourner cette difficulté, nous
choisissons pour la négativité a 'origine

Non (7,v) = Won (0,0) (4.43)

puisque la fonction de Wigner est minimale a l'origine, comme lillustre la figure 4.1-(a).
L’évolution de cette signature de non-classicalité, sous I'influence du bruit, est illustrée sur
la figure 4.1-(b). La négativité est alors assurée pour un nombre moyen de coups noirs v
tel que

v<v,=—In(l-n/2). (4.44)

L’évolution de ce seuil v, avec 'efficacité est représentée par la ligne noire sur la figure 4.1-
(b). Cette derniere correspond a une transition quantique/classique de la mesure effectuée
par PAPD. Comme nous 'avons montré dans le chapitre I, cette transition correspond
également a un changement de parité moyenne de I’état rétrodicté. En effet, a ’aide de
(1.65), nous avons

Now (1,) o€ (=1 )eer =~

= Tr [ﬁet" (—1)71 . (4.45)

on

Lorsque le bruit reste en-dessous du seuil (4.44), ’état rétrodicté est "plus souvent” dans
des états a nombres impairs de photons, donnant un autre sens a la dénomination de
détecteur de photon unique.

Enfin, notons que nous pouvons facilement vérifier une telle non-classicalité pour un
détecteur "on/off”. Il suffit de mesurer son efficacité de détection 1 et son bruit d’obscurité
v. Ces caractéristiques sont en fait disponibles sur les spécifications techniques de ’appareil.
Il devient méme possible de comparer cette signature pour différentes technologies de
détecteurs "on/off”, en placant simplement leurs points (n,v) sur la figure 4.1-(b).

D.1.3 Projectivité et idéalité

Pour une APD, la projectivité n’est pertinente que pour la mesure correspondant au
résultat "off” qui est caractérisé dans le cas idéal (n = 1) par I’état de vide |0). En effet,
létat rétrodicté a partir de la réponse "off” est obtenu en normalisant I’élément (4.40), soit

o
Ao () =nY  (1=n)"|n)(n|. (4.46)
n=0
La projectivité de cette mesure est alors donnée par sa pureté

n
s ,V) = ——. 4.47
ot (0.0) = 57 (4.47)
Nous voyons clairement que cet état et ses propriétés ne dépendent plus des coups d’obs-
curité v, contrairement a 1’élément POVM (4.40). En effet, les coups noirs correspondent
a des résultats "on” distribués aléatoirement et sans aucune corrélation entre eux.
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Ainsi, lorsqu’une APD affiche le résultat "off”, les propriétés de la mesure effectuée par
cette derniere ne dépendent plus que de lefficacité de détection 7). Si la mesure est quasi-
idéale n ~ 1, ’état rétrodicté devient fidele au vide, méme pour un bruit d’obscurité v
arbitrairement grand. Un tel comportement peut s’avérer intéressant pour des protocoles
conditionnels basés sur une telle mesure. La figure 4.2 représente un protocole conditionnel
d’addition d’un photon unique sur un faisceau lumineux. L’addition d’un photon unique
sur un faisceau signal est conditionnée sur le résultat d’'une détection du vide.

« off »

Figure 4.2: Protocole conditionnel d'addition d'un photon unique. —Le faisceau signal est initialement
décrit dans le mode A par un état p. Il interagit sur une lame séparatrice, de trés faible
coefficient de réflexion R < 1, avec un mode de conditionnement B préparé dans un état
a un photon |1g). L'addition du photon dans le mode signal A se produit lorsque la mesure
donne le résultat "off’, correspondant idéalement a un état rétrodicté |0p).

D.1.4 Fidélité
Résultat 7off”

Pour la mesure donnant le résultat "off”, la fidélité avec un comptage idéal de n photons
est donnée par
Fost (n,1) = Pr (noff) = n (1 — )" (4.48)

L’évolution de cette fidélité avec lefficacité de détection 7 est tracée pour différents
nombres de photons n sur la figure 4.3-(a). Comme on pouvait s’y attendre pour le résultat
7off” d’'une APD, la détection du vide n = 0 est la mesure la plus fidele a celle effectuée
par 'APD. En termes de probabilités rétrodictives, cela signifie que la préparation la plus
probable du systéme avant son interaction avec I’APD donnant ce résultat "off” est le vide
de photon |0). Pour de faibles efficacités n — 0, toutes les mesures de comptage deviennent
équiprobables car la mesure n’est plus du tout projective.
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Figure 4.3: Fidélités entre les mesures effectuées par une APD et des compteurs idéaux de photons.
—(a) Evolution de la fidélité, entre la mesure correspondant au résultat "off” d’'une APD
d'efficacité 1) et un comptage idéal de n photons. (b) Evolution de la probabilité prédictive
Pr (on|n) avec ['efficacité de détection n et le nombre de photons n, pour deux bruits
d’obscurité v.

Resultat ”on”

Pour la mesure donnant le résultat “on”, la situation est quelque peu délicate car 1’élé-
ment POVM (4.41) correspondant & ce résultat conduit & des divergences dans la rétro-
diction de I’état rétrodicté. Néanmoins, nous pouvons donner un équivalent asymptotique
de cet état rétrodicté

1 D

~ret _

ot (mv) o~ 5 ZO (L= (@ =n)"]In)nl, (4.49)
n=

ou D est en fait la dimension de I’espace de Hilbert. La fidélité entre cette mesure et un

comptage idéal de n photons est alors donnée par

1
Fon (n,m,v) = Pr(n|on) i D Pr (on|n), (4.50)
dans laquelle on reconnait la probabilité prédictive d’avoir le résultat "on” quand la lumiere
est préparée dans un état nombre de photons |n) :

Pr(onjn) =1—e"(1—n)". (4.51)

Ainsi, le comportement de la fidélité Foy (n,n,v) est identique & celui de la probabilité
prédictive (4.51). Son évolution avec le nombre de photons n et lefficacité de détection n
est illustrée sur la figure 4.3-(b).

Pour une efficacité donnée, seuls les états & grand nombres n de photons constituent
les préparations les plus probables conduisant au résultat "on”, et cela avec ou sans bruit
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d’obscurité. Nous pouvons également voir effet de ce bruit sur la figure 4.3-(b) qui est
principalement une probabilité non nulle pour un détecteur totalement inefficace (n = 0).
Cette probabilité tend alors a devenir la méme pour tous les états nombres, puisque I’APD
n’interagit plus avec la lumiere incidente.
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D.2 Détection homodyne
D.2.1 Etats rétrodictés

A la fin du chapitre précédent, nous avons déterminé les états rétrodictés d’une détec-
tion homodyne en utilisant ’approche rétrodictive. Nous rappelons 'expression (3.48) de
la fonction de Wigner de cet état rétrodicté a partir du résultat x

1 (2o — 21/ M) P 4

Wretr exp | — —
s (n) 1/5(n) +en

T, ~ A as al
mzﬂ?( ¢ p¢) en>1/s(n) T\/1 4+ €, s(n)

Il s’agit d’'un état comprimé et déplacé dans ’espace des phases d’une amplitude oy =
xr/+/2n, mais avec un bruit en exces e, tres important sur la quadrature conjuguée pe.
Son facteur de compression est lié a I'efficacité de détection n par

s(n)=——-. (4.53)

L’allure de cette fonction de Wigner est illustrée sur la figure 4.4-(a). L’évolution de sa

variance o2 () = 12_—77” avec Defficacité de détection est illustrée sur la figure 4.4-(b).

xT

-50 435 0a 24 o

n=0.9

= 25 oo 25 =0

X

(@) (b)

Figure 4.4: (a) Représentation de Wigner de I'état rétrodicté a partir du résultat 2y = 1 d’une
détection homodyne d'efficacité n = 0.75 dans le plan de Fresnel (z4,pg4). (b) Evolution
de cette représentation de Wigner avec I'efficacité de détection 7 dans le plan (x,p).
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D.2.2 Propriétés quantiques
Caractere Gaussien

Une détection homodyne inefficace est caractérisée par des états retrodictés (4.52) dont
le caractere gaussien est évident. Elle réalise donc des mesures gaussiennes (nonG = 0).
Ces mesures sont entierement caractérisées par des matrices de covariances, qui peuvent
facilement s’écrire pour les quadratures (x4, pe) :

(1—77 0 )
Vo = ! " (4.54)

Une détection homodyne est donc entierement caractérisée par son efficacité de détection 7.
Enfin, ce caractere gaussien a une conséquence immédiate : il est impossible de préparer des
états non-gaussiens, a partir de ressources gaussiennes, dans une préparation conditionnelle
utilisant des détections homodynes.

Non-classicalité et projectivité

Une détection homodyne effectue des mesures non-classiques au méme sens que des
états comprimés sont des états non-classiques. En effet, la compression des états rétrodictés
(4.52) est assurée pour une efficacité de détection telle que n > 50 %, comme l'illustre la
figure 4.5.

“\—anti-sqz

Figure 4.5: Evolution de la compression (en échelle logarithmique) de I'état rétrodicté d'une détection
homodyne avec son efficacité de détection n.— La compression (sqz) de cet état est perdue
3 des efficacités n < 0.5 pour lesquelles I'état rétrodicté est anti-comprimé (anti-sqz).
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Enfin, nous allons fixer quelques ordres de grandeur. L’efficacité de détection n at-
teint actuellement dans le régime continu des valeurs proches de 98% [83]. Elle correspond
a un taux de compression réellement impressionnant sqg ~ —17dB. En effet, 'une des
meilleures compressions pour des états préparés dans le régime continu [84] se situe ac-
tuellement autour de —10dB, correspondant a une efficacité de détection homodyne de
90%. Evidemment, I’état rétrodicté a partir d’une telle détection a une pureté beaucoup
plus faible qui correspond également & la projectivité de la mesure :

1 1
B /detV B V1+s(n)en

Une détection homodyne d’efficacité n # 1 n’est donc absolument pas projective. En

mup (1, €n) ~ 0. (4.55)

effet, la base des états propres |z, ¢) de 'observable de quadrature Z, est continue et de
dimension infinie. Une détection homodyne peut donc réaliser les tests d’'un nombre infini
de propositions. La moindre inefficacité rend la mesure totalement non-projective.

E Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons montré que I’approche prédictive habituelle de la physique
quantique ne permet pas de d’étudier les propriétés quantiques de la mesure. Nous nous
sommes alors tournés vers I’approche rétrodictive dont le principal outil : [’état rétrodicté
révele les propriétés quantiques de la mesure.

Nous avons proposé une méthode de reconstruction des états rétrodictés. Cette derniere
est entierement fondée sur I’approche rétrodictive et des choix de préparations, contrai-
rement aux tomographies habituelles basées sur 'approche prédictive et des résultats de
mesure.

Ensuite, nous avons introduit de nouvelles propriétés pour la mesure, comme une si-
gnification précise de sa non-classicalité. Ces propriétés ont été numériquement illustrées
sur deux appareils de mesure tres utilisés en optique quantique : la photodiode & avalanche
et la détection homodyne.

Nous allons maintenant aborder la réalisation expérimentale de la tomographie des
états rétrodictés a partir des réponses de détecteurs de photons uniques, ce qui nous
permettra d’explorer leur comportement quantique sous I'influence du bruit.



102 Chapitre 4. Propriétés Quantiques de la Mesure




CHAPITRE 5

lllustration Expérimentale

Sommaire
A Protocole expérimental . . . . . . ... ... ... ... ..., 103
Al Dispositif expérimental . . . . . . .. ... oL 103
A.2  Données expérimentales . . . . . ... ... ... ... 105
A.3  Reconstructions numériques . . . . . . .. ... L 105
B Résultats . . . .. ... . 0 i e 108
B.1 Réponse 7oft” . . . . . ... 108
B.2 Réponse "on” . . . .. oL 110
B.3 Réponse 717 . . . . . oL 111
C Conclusions . . . . . . . vt i it ittt e e e 115

Dans ce chapitre, nous décrivons la tomographie quantique des états rétrodictés (re-
troQST) a partir des réponses de détecteurs de photons uniques. Il s’agit de la premiére
reconstruction d’états quantiques totalement basée sur l’approche rétrodictive et des choix
de préparations. Elle nous permet d’illustrer expérimentalement les propriétés quantiques
que nous avons introduites dans le chapitre précédent.

A Protocole expérimental

A.1 Dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est décrit sur la figure 5.1. Nous sondons le comportement
des réponses d’un détecteur de photon unique (Single-Photon Detector, SPD) avec un
ensemble de M états cohérents, moyennés en phases py,, idéalement décrits par les matrices

densités suivantes :
N
R do =
P :/ D ) (o] = €N S gy (5.1)
k=1

olt ¢, = arg (auy,) et Ny, est le nombre moyen de photons simplement liés & 'amplitude
des états cohérents par N, = |a,|?. Avec notre dispositif expérimental, nous disposons
d’un nombre M 2 100 de valeurs pour ce nombre moyen de photons.

103
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rotroQST

Quantum Tomography of Retrodicted States

7 vV :
E| cw @1064 nm Resultat ‘n’
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Figure 5.1: Principe du dispositif expérimental.

Ces états sondes sont préparés a partir d’une source d’impulsions lumineuses, réalisée a
I’aide d’un laser femtoseconde dont on préleve une impulsion & intervalle de temps réguliers
(pulse-picking), sans controle de la phase de ces impulsions. Ainsi, nous arrivons & un taux
de préparation de 1,2 MHz tout en assurant une largeur d’impulsion suffisamment courte
(100 fs) pour qu’elle soit entierement intégrée par le détecteur, dont le temps d’intégration
T ~ 1ns. Chaque choix de préparation "m” correspond & un certain nombre moyen de
photons N, par impulsion que I’on mesure & I'aide d’un puissance-métre (p). Ce choix se
réalise & 'aide d’un ensemble d’élements optiques composé d’une lame demi-onde \/2 et
d’un cube séparateur de polarisation (PBS), suivi de densités optiques (OD) soigneusement
calibrées au préalable. Nous pouvons ainsi contrbler le nombre moyen de photons par
impulsion de 0 a 100, avec un pas de 0,1.

Le détecteur de photon unique (SPD) que nous avons sondé est une photodiode a
avalanche (Perkin-Elmer-AQRH-14) dont une photographie est reproduite sur la figure
5.2. Afin d’étudier 'influence du bruit sur ses propriétés quantiques, nous introduisons
une lame séparatrice dont la transmission nous permet d’ajuster 'efficacité de détection
n autour de 8%, 12% ou 26%. Nous injectons également sur la deuxieme voie E de la
séparatrice un faisceau continu dont nous contrélons tres finement la puissance. Il nous
permet de porter le nombre moyen de coups noirs v (sur le temps d’intégration 7' de PAPD)
aux valeurs 0.00, 0.08, 0.16 ou 0.36. Nous pouvons ainsi étudier différentes influences du
bruit (7, v) sur les propriétés quantiques de mesures effectuées par ’APD.

Ensuite, nous avons réalisé une autre configuration de ce détecteur en le dotant d’un
multiplexeur optique, & base d’éléments optiques fibrés. Cette configuration nous a permis
d’obtenir une réponse "1”, dont nous avons reconstruit 1’état rétrodicté pour une seule
influence de bruit (n,v). Cette derniere nous a permis de vérifier une modélisation de ce
détecteur, et de préciser 'intérét et les limites d’une telle configuration.



A. Protocole expérimental 105

(a)

Figure 5.2: Photodiode a Avalanche (APD SPCM-AQRH-16 de Perkin-Elmer).—(a) Photodiode 3
Avalanche seule avec une surface active de 180 um de diamétre sur laquelle la lumiére doit
étre focalisée. (b) APD montée sur son module délivrant sous la forme d’une tension les
réponses "off" (0V) et "on” (5V).

A.2 Données expérimentales

Pour chaque choix de préparation "m”, nous déterminons les fréquences prédictives

F (n|m) qui sont données par le rapport du taux d’apparition (dans le temps) de la réponse

"n” sur le taux de préparation (1,2 MHz). A l'aide du théoréme de Bayes, les probabilités

rétrodictives peuvent directement étre obtenues a partir de ces probabilités prédictives,
soit

Pr (m|n) = Pr (n|m) Pr (m) /Pr(n), (5.2)

ou Pr(m) et Pr(n) sont respectivement les probabilités marginales de faire le choix "m”
et d’avoir le résultat "n”. Comme le taux de répétition du laser pulsé est le méme pour
tous les choix de préparation "m”, la probabilité de préparer 1’état p,, est pour tous les
choix de préparation Pr (m) = 1/M, ou M est le nombre de choix possibles. Les fréquences

rétrodictives sont alors simplement données par
F'(n|m)
M
b F (nlm))

f(m|n) = (5.3)
(

A partir de ces fréquences rétrodictives, nous allons réaliser la tomographie des états
rétrodictés décrite au chapitre I'V.

A.3 Reconstructions numériques

La reconstruction numérique des états rétrodictés est ’application directe de la to-
mographie décrite au chapitre précédent. Dans le cas de détecteurs de photons uniques,
cette derniére bénéficie méme de certaines simplifications qui exigent toutefois quelques
précautions.

A.3.1 Espace de Hilbert et opérateurs de propositions

Nous devons tronquer I’espace de Hilbert a une dimension finie D. Comme nous I’avons
précisé dans le troisieme chapitre, la reconstruction d’un état quantique contenu dans un
tel espace nécessite les tests d’au moins D? propositions dans le cas général. Or, pour des
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détecteurs de photons uniques, la situation est plus simple car leurs états rétrodictés ne
présentent pas de cohérences dans la base de Fock. Leurs matrices densités sont en effet
diagonales et nécessitent seulement les tests de D propositions pour étre reconstruites.

Pour fixer cette dimension D, nous allons utiliser la modélisation de ’APD que nous
avons faite dans le chapitre précédent. Nous vérifierons par la suite que cette derniere est
valable. En effet, nous allons utiliser la représentation de Wigner (4.42) correspondant &
la réponse "on”. Nous prendrons une estimation de la négativité de cette derniere dans un
espace de dimension finie D :

e

1
Non<D) - %_

v D1 —v
m

-1 — Loer (5.4)
=0

T D—oo 21 (2 —n)

Ainsi, si nous souhaitons suivre ’évolution de cette signature de non-classicalité sous l'in-
fluence du bruit (n,v), nous devons nous assurer de sa convergence dans un espace de
dimension finie D. L’évolution de cette estimation de la négativité avec la dimension D
est illustrée sur la figure 5.3 pour l'efficacité n ~ 8% qui nécessiterait a priori la plus grande
dimension.

-0314 |
-0316 |
-0318 | n= 8%

_os0f D =100

-0322 Rl adabd
-0324 .

-0326 *
.

" 20 40 60 80 100 120 140 D

Figure 5.3: Evolution de I'estimation de la négativité a I'origine avec la dimension D de I'espace de
Hilbert. — L’estimation converge dans un espace de Hilbert de dimension D ~ 100.

Nous constatons donc qu’un espace de Hilbert de dimension D ~ 100 devrait étre
amplement suffisant pour reconstruire les états rétrodictés, mais surtout pour assurer la
convergence de la négativité qui nous servira de signature de non-classicalité. Il faudra
juste vérifier que le modele rend bien compte des résultats obtenus.

Avec notre dispositif expérimental, il est tout a fait possible de réaliser un nombre de
choix de préparation M 2 D. Ces derniers correspondent aux matrices de propositions :

A = (1/M) 6™ o6, (5.5)
ol nous utilisons la racine carrée 6 du mélange

1 M
. B N
Psonde = M Z Pm = 0, (56)

m=1
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soit 12
M ——=n
1 ~ N
opn = (n|é|n) = — [ E e_Nmm] . (5.7)
VM | = n!

Les états sondes (5.1) sont en effet décrits par des matrices densités diagonales dans la
base des états nombres de photons. La réalisation de I’algorithme de reconstruction devient
donc plus simple.

A.3.2 Algorithme de reconstruction

Afin de reconstruire la matrice densité p;'** qui maximise la vraisemblance entre

les fréquences rétrodictives (5.3) et les probabilités données par 1'approche rétrodictive

Pr (m|n) = Tr{pnA.,}, nous initialisons la matrice densité i ,5%0) = 1/D avec laquelle nous
calculons la matrice
; o~ f(mln)
R(pn) = E A 5.8
(Pn) 4= Pr(m|n) " (58)

(1) — . (5.9)

Nous répétons ces itérations jusqu’a obtenir une matrice densité suffisamment proche de
celle qui maximise la vraisemblance p;'#*. Les probabilités rétrodictives sont alors proches

des fréquences mesurées Pr (m|n) ~ f (m|n), ce qui conduit a

A M A A
R(pn) = Ap=1.

m=1

Nous retrouvons ainsi la condition de convergence de I’algorithme
B () R () = (5.10)

que nous évaluons numériquement avec l'erreur relative €, entre les probabilités et les

fréquences rétrodictives !
o IPr(min) = £ Gl o G11)
1S (mn) |2

ou ||.||2 désigne la norme euclidienne du vecteur dont les composantes sont simplement les

probabilités pour chaque choix de préparation "m”.
Enfin, nous obtenons I'état rétrodicté a partir du résultat "n” en effectuant la trans-

formation . .
~—1 smax ~—
~retr _ a pn g

= : 5.12
pn Tr{a__]_[)glaxa__]_} ( )

Nous pouvons également déterminer ’élément POVM décrivant cette réponse :
I, = Pr(n) 6~ pmaxg—L, (5.13)

1. La plupart des publications sur les reconstructions d’états quantiques par MaxLike occulte souvent
cet aspect. Avec de tels algorithmes non-linéaires, il est essentiel d’apprécier simplement ’écart entre les
probabilités mesurées et reconstruites, ce que nous faisons ici en évaluant en plus la fidélité de 1’état
reconstruit avec un modele de 1’état rétrodicté.
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Ces reconstructions numériques ont été réalisées a partir des fréquences rétrodictives dé-
terminées dans 'expérience pour différentes influences de bruit (n,v). Nous allons donc
explorer linfluence du bruit sur les propriétés quantiques des mesures réalisées par ce
détecteur de photon unique tres utilisé en optique quantique.

B Résultats

Nous reproduisons maintenant les résultats de ces reconstructions pour la photodiode a
avalanche (figure 5.2). Nous avons reconstruit les états rétrodictés a partir de ses résultats
sous différentes influences du bruit (7, ) et pour deux configurations de ce détecteur. La
premiere configuration est simplement une APD "nue”, fournissant deux réponses "off” et
”on” que nous avons modélisées au chapitre précédent.

La seconde configuration est une APD dotée d’un multiplexeur optique permettant en
principe d’améliorer certaine de ses propriétés. Ce détecteur fournit alors trois réponses : les
résultats 7off”, 717 et 72” que nous détaillerons dans la suite de ce chapitre. Nous mettrons
alors en évidence, expérimentalement, I'intérét et les limitations d’une telle configuration.

B.1 Réponse "off”

Un état rétrodicté a partir du résultat 7off” est illustré sur la figure 5.4 pour une
efficacité n = 26% et bruit d’obscurité v = 0, 08.

| Modéle | retroQST

025 F=995%

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 n+1

(a)

Figure 5.4: Etat rétrodicté 3 partir du résultat "off” de I'’APD avec une efficacité = 0.26 et un bruit
d'obscurité v = 0,08. —(a) Population de I'état rétrodicté dans la base des états nombres
de photons. La fidélité entre le modéle (rouge) et I'état reconstruit (bleu) est d’environ
99.5%. (b) Représentation de Wigner de I'état reconstruit par retroQST.



B. Résultats 109

Nous pouvons comparer 1’état reconstruit a celui obtenu a 'aide des éléments POVMs
décrivant I’APD. Nous avons déterminé ce dernier au chapitre précédent (4.46). En effet,
I’état rétrodicté a partir du résultat ”off” est donné par

P (nv) =nY_ (1—n)"|n)(n|. (5.14)
n=0

Ce modele rend parfaitement compte de I’état reconstruit a partir des données expérimen-
tales, comme l'illustre la figure 5.4-(a). En effet, la fidélité [48] entre ce modele et 1'état
rétrodicté est toujours supérieure & 99% pour toutes les influences de bruit (n,v), alors
que la convergence de ’algorithme intervient pour une erreur relative (5.11) €, ~ 0.5%.
Notons que le modele de I’état rétrodicté (5.14) conduit & une projectivité mog =
n/ (2 —mn) et une fidélité Fog = 7. Ainsi, pour une influence du bruit donnée (n,v), la
valeur de l'efficacité de détection sera prise égale a la fidélité pour ajuster le modele.
Ensuite, a partir des états reconstruits par retroQST, nous pouvons visualiser ’évo-
lution des propriétés de la mesure sous 'influence du bruit (n,r). La figure 5.5 illustre
I’évolution de la projectivité et de la fidélité de cette mesure avec l'influence du bruit

(n,v).

Topr ‘ Fop

0.0405 0.0403 0.0405 0.0404 - , g, 00757 0.0752 0.0752 0.0751 |

0.0663  0.0664 - 77~12% | 0123  0.124

17=~26%

v=000 v=008 v=0.16 v=036 v=000 v=008 v=016 v=036

(a) (b)

Figure 5.5: Evolution de la projectivité (a) et de la fidélité (b) avec une mesure projective sur le vide.
Seuls les chiffres significatifs qui restent invariants sous les changements de dimension D
sont reproduits. Les nuances de couleurs ont été générées séparément pour la projectivité
et la fidélité.

Nous retrouvons le comportement prédit dans le chapitre précédent. Bien que I'élément
POVM décrivant la réponse "off” dépende du bruit d’obscurité, nous voyons clairement
que les propriétés de la mesure ne sont plus influencées par ce dernier. En effet, les coups
d’obscurité correspondent a des résultats ”on”, et quand nous avons le résultat "off”, les
propriétés de la mesure effectuée par ’APD ne dépendent plus que de son efficacité de
détection 7. De telles propriétés peuvent étre intéressantes pour des protocoles basées sur
des détections du vide, comme nous ’avons vu pour le protocole d’addition d’un photon
(Fig. 4.2) décrit au chapitre IV.
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Notons que les nuances de couleurs de la figure 5.5 ont été générées séparément pour la
projectivité et la fidélité, pour les différentes influences de bruits (7, v). Les corrélations de
couleurs entre ces deux diagrammes illustrent bien la qualité de ces reconstructions. Enfin,
il faut souligner qu’il est tres difficile d’estimer I’erreur relative sur les estimateurs obtenus
a partir des états reconstruits. En effet, la propagation des incertitudes dans un algo-
rithme d’estimation non-linéaire est une question en partie ouverte. Nos estimateurs n’ont
un sens que si les états reconstruits reproduisent des probabilités proches des fréquences
expérimentales, ce qui est le cas dans nos reconstructions.

B.2 Réponse ’on”

Pour la réponse ”on”, la reconstruction directe de ’état rétrodicté n’est pas possible
dans un espace de Hilbert de dimension finie DD, comme nous ’avions déja évoqué au
chapitre IV. En effet, ’état retrodicté a partir de la réponse "on” (4.49) ne peut pas étre
tronqué dans la base des états nombres de photons. Pour pouvoir étudier I’évolution de la
non-classicalité de cette mesure, nous allons ici aussi utiliser la représentation de Wigner
de son élément POVM.

Nous pouvons reconstruire I’élément POVM décrivant le comportement de la réponse
"off” comme expliqué précédemment, en utilisant la relation (5.13). A partir de cet élément
POVM, nous obtenons facilement la représentation de Wigner du POVM décrivant la
réponse "on” ﬂon =1- ﬂoﬁ‘, soit

=
Won (l’,p) 2t kZ:O <k’HoH‘k> Wi (.%',p) ) (5'15)

ou W (z,p) est la fonction de Wigner de I’état a k photons |k) dont on rappelle ’expression

W (x,p) = ﬂ e_(r2+p2)Ln [2 (x2 +p2)]

s

avec les polynomes de Laguerre Ly, (x) = e*0 (e"*z™) /n!. Une de ces représentations de
Wigner est représentée sur la figure 5.6-(a).

Ensuite, a partir de nos reconstructions, nous avons déterminé I’évolution de la négati-
vité sous les différentes influences de bruit (7, ), comme illustré sur la figure 5.6-(b). Nous
retrouvons alors le comportement prédit au chapitre IV. Pour une efficacité n donnée, cette
signature de non-classicalité est perdue lorsque le bruit d’obscurité augmente au-dessus
d’un certain seuil. Nous avons montré (4.44) que ce seuil en bruit est donné par

vo(n) = —In(1—1n/2). (5.16)

La position des transitions, liées au franchissement de ces seuils v, par le bruit v, est indi-
quée par des marqueurs noirs sur la figure 5.6-(b). Les résultats expérimentaux concordent
bien avec ces prédictions, excepté pour I'efficacité la plus basse  ~ 8%, pour qui des bruits
expérimentaux ont eu des effets non négligeables. En effet, la puissance fournie par le laser
pouvait étre soumise a des fluctuations importantes, essentiellement liées aux conditions
d’utilisation de ce dernier.

Enfin, nous rappelons que cette négativité correspond a une parité moyenne négative
pour I'état rétrodicté

Won (0,0) o¢ (1)) = T [ (-1)7]. (5.17)



B. Résultats 111

on

W, (0,0)

n=%% | 0.012[| 0.018

7=12% H -‘Mf'l 0.002

3 n=26%| -0.001 || 0.007

v ~000 v=008 v=016 v=036

(b)

Figure 5.6: Reconstruction de I'élément POVM décrivant la réponse "on" de I'APD. (a) Représentation
de Wigner Woy (2, p) de I, pour une efficacité de détection 7 ~ 26% et un bruit d'obs-
curité v ~ 0.08. (b) Evolution de la négativité de Won (0, 0) avec I'efficacité 7 et le bruit
v. Seuls les chiffres significatifs qui restent invariants sous les changements de dimension
D sont reproduits. Les marqueurs noirs indiquent la position théorique du changement de
signe de W,,,(0,0) (cf. texte).

Ainsi, ’APD n’est véritablement un détecteur de photon unique que pour une influence
de bruit (n,v) préservant cette négativité. Cette négativité est par ailleurs une condition
nécessaire pour la préparation conditionnelle d’états non-classiques de la lumiere, basée
sur de telles mesures et des ressources gaussiennes, comme nous ’avons décrit au chapitre
II. Cependant, méme si cette mesure peut étre non-classique sous une influence de bruit
donnée (n,v < v,), sa fidélité avec le comptage idéal d’un photon et sa projectivité sont
pratiquement nulles, comme nous ’avons montré au chapitre IV.

B.3 Réponse ’1”

Afin d’améliorer la fidélité et la projectivité, nous avons réalisé un multiplexeur optique
devant ’APD. Le principe de ce dernier est illustré sur la figure 5.7.

Nous allons montrer que ce dispositif permet & ’APD de détecter un seul photon, sous
une certaine influence de bruit (7, ) que nous déterminerons. Cette nouvelle réponse ”1”
correspond a une seule réponse "on” de ’APD. La réponse 72” est une succession de deux
réponses “on” séparées par un délais de 150 ns. Nous ne réaliserons pas la tomographie
de cette réponse "2”, car elle correspond & l’absorption d’au moins deux photons. Elle
constitue donc une détection a seuil (2 photons) avec un état rétrodicté qui ne peut pas
étre directement reconstruit dans un espace de Hilbert de dimension finie D, comme pour
I’APD. Ces reconstructions ne feraient donc qu’alourdir notre exposé.

Par contre, pour illustrer la capacité d’un tel dispositif a détecter un seul photon, nous
réalisons la tomographie de I’état rétrodicté a partir du résultat ”1”. La convergence de
l’algorithme de reconstruction intervient maintenant pour une erreur relative (5.11), entre
les fréquences expérimentales et estimées par MaxLike, qui est aux alentours de 2%. Un
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[)HJ

150 ns

Figure 5.7: Multiplexeur optique réalisé devant I'APD. —Une impulsion lumineuse contenant en
moyenne deux photons donne, au passage de la premiére séparatrice, deux impulsions
contenant en moyenne un seul photon. L'une des deux impulsions est retardée, a I'aide
d’une ligne a retard optique (fibre optique), d’une durée de 150 ns avant de rencontrer
une seconde séparatrice 50/50. Les deux voies de sortie de cette derniére sont focalisée
sur I'APD et donneront deux réponses "on” séparées de 150 ns. C'est la réponse "2". Les
réponses "1” correspondent a des réponses "on” séparées d’un intervalle de temps inférieur
ou supérieur a 150 ns.

tel écart s’explique par la grande sensibilité au photon unique d’un tel dispositif. Il devient
alors difficile de contréler finement 'influence du bruit, comme nous avons pu le faire avec
I’APD.

Par conséquent, au lieu d’étudier 'influence du bruit, nous allons plutot confirmer la
modélisation du détecteur (figure 5.7) par les éléments POVMs décrivant le comptage
de photons. Nous avons déterminé ces derniers a la fin du chapitre II. En effet, si nous
prétendons que la réponse ”1” correspond au comptage d’un seul photon, la mesure doit
alors étre décrite par I’élément POVM

I (n,v) =e™" |:I/ﬂ() (n) + 11, (77)] , (5.18)
ity ()= 3 () (0= =" . (5.19)

L’état rétrodicté a partir du résultat ”1” s’obtient simplement en normalisant 1’élément
POVM (5.18), soit

oo

> { " mn (L—n)" | [m)(m]. (5.20)

m=0

Aretr (77
7

1 + v
La fidélité de cette mesure avec le comptage idéal d’un seul photon est donnée par
-n
Filnv) = 1o [+ v (=), (5.21)

Ce modele s’accorde tres bien avec I’état reconstruit & partir des données expérimentales,
comme illustré sur la figure 5.8.

La représentation de Wigner de 1’état reconstruit est reproduite sur la figure 5.9-(a).
Nous comparons cette représentation avec celle donnée par le modele (5.20) sur la figure
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Figure 5.8: Etat rétrodicté 2 partir du résultat "1” de I'APD multiplexée. —Populations de I'état ré-
trodicté dans la base des états nombres de photons. La fidélité entre le modéle (rouge) et
I'état reconstruit par retroQST (bleu) est d’environ 99%.

5.9-(b) en effectuant une coupe dans le plan de Fresnel. Cette derniére illustre tres bien la
fidélité de la modélisation que nous avons faite de ce détecteur.

e (\_ 0) Modele 77=0.195 v =0.02
1 s -

rrem ) i 2 SR, Sty retroQST A
W (x.p) . . —F S\ i
- = Ry 0,010 ‘d

0.010

0.005 0.005

0.000

(@) (b)

Figure 5.9: (a) Représentation de Wigner de I'état rétrodicté par retroQST. (b) Confrontation de la
fonction de Wigner de I'état reconstruit (en bleu) avec celle obtenue a partir du modele
(en rouge).

Ensuite, étant donné que le modele est particulierement fidele (F 2 99.5%) a I’état
reconstruit par MaxLike, nous pouvons évaluer 1’évolution de la non-classicalité de la
mesure effectuée par PAPD multiplexée. La signature utilisée est toujours la valeur a
Porigine de la fonction de Wigner de ’état rétrodicté (5.20). Pour obtenir cette valeur,
nous calculons la parité moyenne du nombre de photons a 'aide des populations de 1’état
rétrodicté (5.20) :

W (0,0) = %Tr [,3{6“" (—1>ﬁ] = iy VZ T {y - ﬁ] . (5.22)
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La négativité de cette parité est assurée pour un bruit d’obscurité tel que

v<vu,(n) = . (5.23)

2—n
Pour chaque valeur de Uefficacité de détection 7, ce seuil de bruit v, marque une transition
quantique/classique, comme pour la mesure donnant la réponse ”on”. Nous pouvons méme
comparer 1’évolution de ce seuil de transition avec celui correspondant au résultat ”on”,

comme illustré sur la figure 5.10.

1,0 5

0,3 +
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0,0 0,2 0,4 0,6 038 1,0

Figure 5.10: Evolution des seuils en bruit v, avec I'efficacité de détection 1 pour une APD simple
(en rouge) et une APD multiplexée (en bleu). — Le signe de la fonction de Wigner est
spécifiée pour chacune des mesures. Pour de fortes efficacités 1, la non-classicalité de la
mesure effectuée par I'’APD multiplexée est plus robuste au bruit que pour une APD. Pour
de faibles efficacités (zone en violet), le comportement de la non-classicalité est similaire
a celui de I'APD.

Ainsi, pour de fortes efficacités de détection, la non-classicalité de la mesure donnant
le résultat ”1” est relativement plus robuste au bruit que celle de la mesure donnant le
résultat “on”. Cette robustesse tend a disparaitre aux basses efficacités, puisqu’il est facile
de vérifier que les seuils en bruit v, pour chacune des mesures (5.16) et (5.24) ont le méme
comportement

Vo ~ n/2. (5.24)
n—0

Ce comportement justifie a posteriori notre choix d’avoir uniquement exploré I’évolution
de la non-classicalité de la mesure donnant le résultat "on” (figure 5.6). En effet, lefficacité
de détection de I’APD multiplexée (n ~ 20%) se situe dans le régime ou il n’y a plus de
réel avantage a mettre en oeuvre un multiplexeur optique devant ’APD. Ce régime est
représentée par la zone en violet sur la figure 5.6. Cette étude expérimentale permet donc
de simplifier certains protocoles de préparation conditionnelle basées sur des soustractions
successives d'un certain nombre de photons uniques [87]. Pour de faibles efficacités globales
de détection n, on peut utiliser de simples APDs au lieu de détections de photons uniques.
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C Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons reproduit les résultats des premieres reconstructions [86]
d’états quantiques entierement fondées sur I’approche rétrodictive. Elles nous ont permis
d’étudier les propriétés quantiques des mesures effectuées par un détecteur de photon
unique tres utilisé en optique quantique. Nous avons ainsi exploré 1’évolution des propriétés
quantiques de ce détecteur sous l'influence du bruit, confirmant les modélisations de ces
mesures.

Sur un plan fondamental, ces reconstructions d’états rétrodictés illustrent la perti-
nence de ’approche rétrodictive en lui donnant un statut équivalent a celui de I’approche
prédictive. Nous sommes désormais capables de reconstruire les états rétrodictés a partir
de données expérimentales comme pour les états préparés. En effet, ces reconstructions
peuvent se faire pour n’importe quelles préparations.

Dans notre expérience, nous avons utilisé des états cohérents, car ces états sont simples
a produire et manipuler. Le controle de la phase des ces états aurait été nécessaire pour
reconstruire les états rétrodictés d’un détecteur comme une détection homodyne. Ses états
rétrodictés sont en effet des états comprimés suivant la quadrature mesurée, sélectionnée
par la phase de l'oscillateur local. Il s’agit donc d’'un état gaussien qui est entierement
caractérisé par sa matrice de covariance. Nous avons montré au chapitre IV que cette
matrice (4.54) ne dépend que de lefficacité de la détection homodyne. Une détermination
[73, 83] de cette derniere revient donc a caractériser completement les états rétrodictés de
la détection homodyne.
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Interlude 1l :
L'Ami de Wigner et I'Oeil Humain

nerveux

Signal
lumineux

Figure 5.11: Notre version de I'expérience de "I'Ami de Wigner'™*. — Un observateur suit I'état de
vie ou de mort d’un chat de Schrédinger a I'aide d’un petit voyant lumineux. L'état de
cette lumiére est alors intriquée a I'état du chat et du noyau atomique. Les effets de
la perception de ce signal lumineux par I'’Ami de Wigner peuvent étre décrits par une
préparation conditionnelle (cf. texte), dont la mesure est réalisée par I'oeil humain.

*Note - L’oncle Sam de James Montgomery Flagg incarne ici "I’Ami de Wigner” en référence
& Dexpression qui lui est attribuée : T want you [...]”. Le "you” désigne évidemment le "chat de

Schrodinger” qu’il veut préserver, malgré sa curiosité...
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L’une des principales révélations de I’approche rétrodictive concerne I'indéterminisme
quantique. Ce dernier ne concerne plus seulement les résultats de mesure, mais également
les choix de préparation conduisant a un certain résultat de mesure. Il existe en effet des
situations ou l'on s’intéresse uniquement & un seul résultat de mesure comme dans des
préparations conditionnelles.

Pour illustrer I'importance de cette autre forme d’indéterminisme quantique, nous re-
venons a I'expérience du “chat de Schroédinger” que nous avons décrite dans I'introduction.
La régle de projection y prenait alors une forme tres simple : une fois la mesure faite et son
résultat connu, 1’état du chat est celui dans lequel on le mesure, soit |mort) ou |vivant).
Ces états constituent une base de ’espace de Hilbert du chat, mais il existe bien d’autres
bases puisque rien n’empéche de choisir la base composée des deux états

_ |mort) % |vivant)
[+) = NG : (5.25)

Ainsi, lorsque 'on observe un chat vivant dans la vie courante, ce dernier est en fait dans

une superposition d’états

|vivant) = ) — l9-). (5.26)
V2
Cependant, il s’agit d’une superposition d’états fortement non-classiques |11 ). L’observa-
tion semble donc réduire ou projeter I’état du chat (3) dans une base d’états privilégiés,
celle des états classiques mort ou vivant que 'on est capable d’observer ou de détecter
directement avec nos sens, notamment la vue.

Imaginons maintenant la situation illustrée sur la figure 5.11. Un observateur suit
I’état de vie ou de mort d’un chat de Schréodinger, a ’aide d’une petite diode laser jouant
le role de voyant. L’état de la lumiere produite par cette derniere est lié a ’état de vie
du chat, en amplifiant par exemple ses pulsations cardiaques. Il s’agit de notre version de
I’Ami de Wigner : une expérience de pensée imaginée par Eugéne Wigner en 1961 [8§]
pour soutenir le role hypothétique de la conscience dans la réduction d’une superposition
quantique. Nous allons montrer que la conscience n’intervient nullement dans la réduction
d’une superposition quantique. Les effets de la vision peuvent en fait étre décrits a ’aide
des outils introduits dans cette these.

Lorsque 'on isole la boite de I’environnement, I’état du systéme global composé du
chat (C), du noyau atomique (N) et de la diode (D) devient un état intriqué a trois parties

1 1
Ve pN) = ﬁ|m0rt>C|O>D|f>N + ﬁ|vivant>c|a>D|e>N. (5.27)

ou |0)p et |a) p désignent respectivement les états de vide et cohérent d’amplitude |a| > 1
de la lumieére provenant de la diode. Ces états de la lumiére sont distinguables par 'oeil
humain, dont il est méme possible de préciser les éléments POVMs. En effet, I'oeil humain
est un détecteur sensible a seulement quelques photons. Des expériences de neurophysiolo-
gie [89, 90] ont permis de déterminer le seuil de détection de la rétine. Pour un oeil normal,
ce dernier se situe aux alentours de 7 photons avec une efficacité de détection n ~ 0,08
et un bruit d’obscurité v ~ 0,03. En utilisant les éléments POVM décrivant le comptage
de photons (2.64), déterminés au second chapitre [B.3], la perception de lumiére par 1'oeil
humain est décrite par

oo
Moeit = »_ 1, (n,v). (5.28)
n=S5
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ou S est le seuil de perception exprimé en nombre de photons. La représentation de Wigner
de cet élément POVM est reproduite sur la figure 5.12-(a). Nous constatons alors que cette
derniere est toujours positive quelque soit le seuil de perception S, comme le montre la
figure 5.12-(b). Ainsi, le rayon du disque sur lequel la fonction de Wigner est quasiment
nulle correspond au champ moyen en-dessous duquel le sujet n’a plus la sensation de

percevoir de la lumiere.

I/Vne’i"f' (x" p)

0154

0,153 0,10
0.14
D,DS§ 0,05 4
] =30
004 10
-30 40 P
-10 .00 -
4 L 10 30 -1 £ 0 3 10

(a) (b)

Projectivite Negativite

oeil

s 20 W,..(0,0)=0

(©)

Figure 5.12: Représentation de Wigner de I'élément POVM décrivant la perception lumineux pour
un oeil humain normal avec un seuil de perception S = 7 photons. (b) Evolution de la
fonction de Wigner avec le seuil de perception S exprimé en nombre de photons. Le seuil
de perception normal est S & 7. (c) Projectivité et négativité d'un oeil humain normal,
avec un seuil S = 7 photons, une efficacité de détection n = 0,08, et un bruit d'obscurité
v =0,03.

L’état rétrodicté a partir de la sensation lumineuse s’obtient en normalisant I’élément
(5.28), soit
1 2
~retr 2
Poeil Dﬁf\jroo 5 Z I, (777 V) : (529)
n=_S

Nous constatons qu’une telle mesure n’est absolument pas projective, puisque la projecti-
vité est quasi-nulle moe ~ 0, méme pour un oeil parfait (n = 1,» = 0), comme résumé sur
la figure 5.12-(c).
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Les effets d’une telle observation sur 1’état du chat et du noyau (5.27) peuvent étre
décrits de maniere identique a ceux intervenant dans une préparation conditionnelle. Cette
préparation est alors basée sur une mesure destructive et elle a été décrite au chapitre II.
En effet, a la perception par I'oeil de la lumiére provenant de la diode, ’état du chat et
du noyau n’est rien d’autre que I’état conditionné (2.47) sur ce signal

wond T [[¥eon) (Yol Tc @ pigi @ L]
el Trepn [|\I’C,D,N><\IJC,D,N| le® ﬁgeeiisl?d ® 1N}

(5.30)

Comme la mesure réalisée par 1'oeil n’est absolument pas projective ﬁgg{’ ~ 1 /D, les
cohérences quantiques entre les états du chat et du noyau disparaissent a la perception de
la lumiere provenant de la diode

PR et ~ Trp [ %o n) (¥ep ] - (5.31)

Autrement dit, notre perception de la lumiere ne permet pas de préparer le chat et le
noyau dans une superposition d’états incompatibles.

Pour préserver ces cohérences, outre la protection du systeme contre toutes les autres
sources de décohérence, ’Ami de Wigner doit utiliser un appareil de mesure capable de
détecter directement des états "chat de Schrodinger” de la lumiere. Cela signifie que ’état
rétrodicté a partir d’une certaine réponse "n” d’un tel appareil est une superposition des

deux états produits par la diode (D) :

0} + |9
N

Lorsque l'appareil affiche la réponse "n”, I'état du systeme (5.27) est projeté sur cet état

[T = (5.32)

rétrodicté
1 1
v — | weond o (et = —|mort)o|f) y + —=|vivant)cle)ny. (5.33
|¥e,n,N) WEN L) o< (U Yo pN) \/5\ )elf)n \/5! yele)yn.  (5.33)

Les cohérences quantiques entre les états du chat et du noyau sont donc bien préservées
malgré la mesure réalisée par le détecteur. Cette derniére est une mesure projective sur
un état fortement non-classique du champ (5.32). Lorsque nous obtenons le résultat "n”,
la préparation la plus probable de la lumiere est précisément cet état “chat de Schrodin-
ger” de la lumiere. Cette certitude nous permet de préparer le chat et le noyau dans une
superposition d’états incompatibles. Le seul role de la conscience est donc d’instaurer une
regle de sélection, basée sur le résultat d’'une mesure dont on connait parfaitement les pro-
priétés quantiques. Cette préparation reste indéterministe comme dans toute préparation
conditionnelle.

Dans la troisieme partie de cette these, nous proposons le principe d’un détecteur de
“chats de Schrodinger” de la lumiére en nous appuyant sur la complémentarité entre les
approches prédictive et rétrodictive. Nous étudierons les propriétés quantiques des mesures
réalisées par ce dispositif, comme nous 'avons expliqué dans le quatrieme chapitre, avant
d’aborder les applications a la métrologie quantique d’un tel détecteur.



Troisieme partie

Application a la Métrologie
Quantique
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Dans ce chapitre, nous allons montrer comment la complémentarité entre les approches
prédictive et rétrodictive permet de concevoir des appareils de mesure dont les états rétro-
dictés sont des états “chats de Schridinger” de la lumiere. Nous évaluerons les propriétés
quantiques des mesures effectuées par ce détecteur. Ces derniéres nous seront utiles pour
les applications en métrologie quantique que nous aborderons dans le chapitre suivant.

A Versions prédictive et rétrodictive

L’idée centrale de cette proposition est de mettre a profit la complémentarité entre les
approches prédictive et rétrodictive, comme nous ’avons déja fait pour la modélisation de
la détection homodyne a la fin du troisieme chapitre.

Pour un protocole quantique basé sur des préparations, des évolutions unitaires et des
mesures, il existe des regles de correspondances simples qui permettent de passer d’une
version prédictive du protocole a une version rétrodictive, et inversement. Ces regles de
correspondance sont résumées sur la figure 6.1. Elles traduisent simplement 1'idée centrale
du chapitre III. En effet, nous pouvons mesurer un systéme avec une certaine propriété
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physique, mais nous pouvons également préparer le systéme avec cette méme propriété.

Ainsi, la préparation d’un état p,, dans une version prédictive devient une mesure dont

~retr

I’état rétrodicté doit étre identique ou fidele a ’état préparé p;*" = py,, et vice versa.

Prédictive Rétrodictive
~ retr
@— p}:e _
Choix « m » Résultat « n »

=—[;T(r) %[J/T(r)—a

o 1)

D_l f)m = p;‘";

——l

Résultat « n » Choix « m »

Figure 6.1: Reégles de correspondance entre les versions prédictive et rétrodictive d'un protocole basé
sur des préparations, des évolutions unitaires et des mesures. — Le caractére unitaire des
évolutions est nécessaire pour remplacer la préparation d’un certain état p,, par une mesure
ayant le méme état rétrodicté pie*™* = p,,, et vice versa. Ces régles traduisent simplement
le fait que nous pouvons mesurer le systéme avec une propriété physique donnée, mais que
nous pouvons également préparer le systéme avec cette méme propriété.

Pour appliquer ces reégles, une condition indispensable est le caractere unitaire des
évolutions quantiques intervenant dans le protocole. En effet, dans une version rétrodictive,
la rétro-propagation des états est intimement liée au caracteére unitaire des évolutions qui
est un gage de réversibilité, comme nous ’avons montré au chapitre III. Ces regles de
correspondance ne sont plus valables pour un protocole dont les évolutions quantiques
sont décrites par un processus quantique L. Ces derniers décrivent en effet ’évolution de
systemes ouverts, inévitablement soumis a des dissipations qui rendent leurs évolutions
irréversibles.

B Conception du détecteur

Nous appliquons maintenant ces regles pour concevoir un appareil de mesure capable de
détecter des états de la lumiere plus exotiques que des états de Fock ou des états comprimés
qui caractérisent les deux principaux appareils de mesure de l'optique quantique : les
compteurs de photons et la détection homodyne.
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B.1 Principe

Pour concevoir un tel appareil, il nous faut judicieusement choisir un protocole de
préparation d’états "chat de Schrédinger” afin d’obtenir une version rétrodictive pertinente.
Nous décrirons simplement le protocole et ses performances, sans les redémontrer car nous
traiterons completement les propriétés quantiques des mesures réalisées par le détecteur
dans la suite de ce chapitre. Pour l'instant, on se contente de "dénicher” ce protocole.

Pour préparer des états "chat de Schrodinger” de la lumiere, plusieurs protocoles condi-
tionnels ont été récemment proposés et implémentés [91, 92, 93]. A I’heure actuelle, le
protocole le plus intéressant est basé sur une ressource non-gaussienne et une détection
homodyne, comme illustré sur la figure 6.2. Ce protocole a été proposé en 2006 par H.
Jeong et al. [91]. Il a été ensuite réalisé en 2007 par A. Ourjoumtsev et al. [93], dans le
groupe de Philippe Grangier a I'Institut d’Optique, a partir d’un état a deux photons
produit par préparation conditionnelle.

p=0

n=5
|”A> R=1/2

Figure 6.2: Protocole de préparation conditionnelle d'états "chat de Schrédinger” de la lumiere. — La
ressource de ce protocole est obtenue a partir d’un état a n photons |n), préparé dans
le mode A d’une lame séparatrice 50/50 dont le mode B est dans I'état de vide |0). La
préparation est conditionnée sur une détection homodyne (HD), donnant le résultat p; = 0
pour une phase ¢ de l'oscillateur local (OL). Pour n = 5, les fonctions de Wigner sont
reproduites. L'état conditionné est fidéle & une superposition d'états cohérents | £+ o), avec
|a|? = n, et comprimée de -3dB selon la quadrature x4 (voir texte).

La ressource de ce protocole est obtenue & partir d'un état de Fock |n) que 'on prépare
dans le mode A d’une séparatrice 50/50. L’interaction de ce dernier avec le vide sur 'autre
mode B donne une ressource psp non-gaussienne et intriquée. Une détection homodyne
est alors effectuée sur le mode de conditionnement B. Lorsque le résultat espéré p; = 0 se
produit pour un oscillateur local de phase ¢, I’état conditionné est fidele a un état “chat de
Schrodinger” tel que nous 'avons défini en (1.69) au premier chapitre, mais comprimé de
—3dB selon la quadrature x4. Nous préciserons tous ces aspects dans la suite du chapitre.
Le principal intérét de ce protocole se révele au niveau de la fidélité qui a un comportement
asymptotique treés intéressant. En effet, on montre [93] que la fidélité de la préparation avec
un état "chat de Schrodinger” de taille |a|? = n et comprimé de -3 dB est F,, ~ 1—0,03/n,
lorsque le nombre de photons n > 3. Nous retrouverons ce comportement dans la suite.
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Le principe du détecteur de "Chat de Schridinger” de la Lumiére (DCSL) est reproduit
sur la figure 6.3. Il s’agit de la version rétrodictive du protocole conditionnel reproduit sur
la figure 6.2. Comme nous allons le montrer dans la suite, ’état rétrodicté a partir du
résultat m = (n,0) est effectivement fidele a un état "chat de Schrodinger” comprimé, dont
la taille est directement liée au nombre de photons détectés n. C’est I'un des intéréts d’un
tel dispositif que nous allons maintenant discuter d’un point de vue plus pratique.

~ retr

Pan

AN
A
&)

e e

Détecteur de “Chats de Schrodinger” de la Lumiére
(DCSL)

Figure 6.3: Principe du détecteur de "Chat de Schrédinger” de la lumiere (DCSL). —Les états rétrodictés
a partir des comptages de photons sont les états nombres |n) et le vide |0). Ces états se
propagent en arriére dans le temps en interagissant sur la lame séparatrice. La détection
homodyne de la version prédictive correspond maintenant a la préparation d’un état fidéle
a son état rétrodicté : un état comprimé pg.

B.2 Discussion

Version prédictive contre version rétrodictive

La version prédictive du protocole de la figure 6.2 nécessite la préparation d’états
de Fock. Ces derniers sont tres difficiles & préparer, méme pour de petits nombres de
photons. La réalisation de sources déterministes de photons uniques est d’ailleurs un enjeu
tres actuel [94, 95, 96, 97]. Le meilleur moyen pour préparer des états de Fock "libre” reste
la préparation conditionnelle basée sur de l'intrication gaussienne, comme nous ’avons
décrit au chapitre IV pour illustrer la non-classicalité d’'une mesure. Ainsi, des compteurs
de photons sont incontournables pour réaliser de telles préparations. Ces détecteurs doivent
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en plus étre caractérisés par de tres bonnes efficacités et des bruits d’obscurité tres faibles,
afin d’améliorer la pureté des états préparés.

Un choix technologique

Les détecteurs basés sur des supraconducteurs sont les plus prometteurs. En effet, les
TES (Transition Edge Sensors) [98] sont capable de discerner entre 0, 1, 2, ou 3 photons
avec de tres bonnes efficacités (n ~ 0.95) et un bruit d’obscurité réellement négligeables. De
plus, des projections [98] annongaient des efficacités plus élevées permettant de distinguer
des nombres de photons allant jusqu’a n = 5 photons, qui sont aujourd’hui atteintes.

Dans ces détecteurs, un mince ruban de tungsténe est maintenu en dessous de sa tem-
pérature critique (~ 100mK), devenant ainsi supraconducteur. Lorsqu’un certain nombre
n de photons est absorbé par le ruban, 1’élévation de la température AT - proportionnelle
au nombre n de photons absorbés - modifie la résistance R (T') du ruban. Cette variation
est détectée a 'aide d’une électronique supraconductrice, a base de dispositifs a interfé-
rences quantiques (SQUID), qui ont Pavantage d’étre extrémement sensible aux variations
de courant parcourant le ruban de tungsténe (polarisé en tension).

Un tel choix technologique peut apparaitre lourd mais, a ’heure actuelle, plusieurs
groupes a travers le monde se dotent de ce genre de dispositif. Dans le cas de notre
proposition, il n’est pas nécessaire d’avoir deux compteurs pour réaliser les deux mesures
de comptages impliquées dans le détecteur de chat. En effet, comme nous l'avons fait
dans le quatrieme chapitre pour ’APD, un multiplexeur optique permettrait de détecter
d’abord les n photons provenant du mode A, puis le vide du mode B aprés un certain
délais.

Pertinence

La pertinence de ce dispositif réside donc dans la relative facilité a détecter n photons
au lieu de préparer un état a n photons. Une telle préparation nécessite de toute maniere
des compteurs de photons avec les mémes exigences d’efficacité et de bruit que notre
dispositif.

Par ailleurs, une détection homodyne en régime pulsé est relativement plus difficile a
mettre en oeuvre qu’en régime continu. En effet, les efficacités se situent & environ 80%
dans le régime pulsé, alors qu’elles dépassent facilement les 95% dans le régime continu
[83]. La préparation d’états comprimés dans le régime pulsé est par contre prometteuse,
puisque les intensités crétes y sont tres importantes et exaltent les phénomenes d’optique
non linéaire a la base de ce genre de préparation.

Enfin, comme nous allons le montrer, un tel détecteur réalisera pour chacune de ses
réponses = (n,0) une mesure caractérisée par un état rétrodicté fidele & un état "chat
de Schrodinger”. La taille de ces états (nombre moyen de photons) est directement lié au
nombre de photons détectés. Ce nombre n est a fortiori plus important que pour celui des
états de Fock préparés.
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C Propriétés quantiques

Nous déployons ici les outils que nous avons introduits au quatrieme chapitre afin de
qualifier le comportement quantique d’un tel détecteur.

C.1 Eléments POVM et états rétrodictés
Eléments POVM

Dans I’approche prédictive, la probabilité d’avoir la combinaison particuliere de résultat
7 = (n;0) est donnée par :
Pr (7lm) = Trap [UaB (pm @ pra) Ul Tla () @ T ()] (6.1)
que nous pouvons également écrire comme

P (7m) = Tra [ Menae ()] (6.2)

En utilisant les propriétés de permutations circulaires de la trace partielle sur le mode B,
nous identifions I'expression des éléments POV Ms décrivant le comportement des réponses
n du détecteur :

Menat (7) = Trp | g Uk Tl () @ Tlo () U (6.3)
ot Upp est l'opérateur d’évolution associé & la lame séparatrice 50 /50, I, (n) désigne 1’é1é-
ment POVM décrivant le comptage de n photons avec Uefficacité n, et pqq (s, €n) représente
I’état de vide comprimé - préparé dans le mode B - avec un taux de compression s et un
exces de bruit e,.

L’usage de la représentation de Wigner s’avere plus judicieux pour déterminer les
propriétés de la mesure. Nous avons précisé les effets d’une évolution unitaire en termes de
fonctions de Wigner au chapitre II. Ces regles sont résumées sur I'encadré 2.3 du chapitre
II. Par exemple, pour le comptage inefficace de n photons, la modélisation faite sur la
figure 2.7 a la fin du deuxieme chapitre conduit directement a la représentation suivante

Way (2,p) = / dudv Wy (u, v) W, (\/ﬁx ++/1—=nu,/np+ 1 - nv) , (6.4)

ot W, (z,p) est la fonction de Wigner (1.68) de I’état & n photons.
Ensuite, la représentation de Wigner de I'état comprimé py, est simplement donnée
par la distribution gaussienne :

Wi ( )_; A (6.5)
sq \&> P /1 + se, P 1/s+e, s '

Il s’agit d’un état comprimé d’un facteur s selon la quadrature p et affecté d’un bruit en
exces e, sur la quadrature conjuguée x. Ce dernier affecte essentiellement la pureté de

I’état qui est donnée par
1

Hsq = /71+S€n.

Nous arrivons enfin & la représentation de Wigner des éléments POVMs (6.3) du détecteur,

Wehat,i (2, p) = 271'/ dudv Wag (1, 0) Wiy <x\}“ p\}”) Wou <mj§“,p\j§”). (6.7)

(6.6)
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Etats rétrodictés

La représentation de Wigner de 1’état rétrodicté a partir du résultat 7 est obtenue en
normalisant celle de I’élément POVM (6.7), soit

Wretr (1’, p) Wchat,ﬁ (xa p) (6.8)

chat,n =

B f dudv Wchat,ﬁ (’LL, U) .

L’allure de cette représentation est reproduite sur la figure 6.4-(a) pour un cas idéalisé
(n = psg = 1), avec une compression finie s = 0.5. Une telle compression correspond &
une détection homodyne d’efficacité npg = 1/ (1 + s) ~ 0.66 dans la version prédictive du
protocole (Fig. 6.2), comme nous I’avons montré en (4.53) au chapitre IV.

7=(50) n=1 s=05 g =1 £=07

Wﬁren' ( x: p)

0,181

0,081
0p2]
012

022

032

Fidélité Projectivité |dealité Négativité

F, =081 7, =1 7 =4.7% -0.318

(b)

Figure 6.4: (a) Représentation de Wigner de I'état rétrodicté a partir du résultat m = (5,0) pour un
comptage idéal (n = 1) et un état comprimé s = 0.5 de pureté py, = 1. (b) Fidélité,
projectivité, idéalité et négativité pour le résultat m = (5,0). Pour la fidélité, I'état cible
est un état chat de taille |a|? = 5 photons et comprimé selon x de & = 0.7.

C.2 Fidélité

Cette fidélité est le recouvrement entre 1’état rétrodicté (6.8) et un état cible |tiar)
que nous préciserons dans la suite. Cette fidélité s’écrit en termes de représentations de
Wigner comme

‘Fﬁ (r‘/}tar) = <¢tar|ﬁ%€tr|¢tar> = 277/ didp (I:F}exg;,ﬁ (az,p) thar (I,p) ’ (69)

olt Wy, (z,p) désigne la fonction de Wigner de I’état cible |t)gar).
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Cette fidélité correspond également a la probabilité rétrodictive d’avoir préparé la
lumiere dans 1’état cible |1tar) quand le résultat "n” se produit

Fn (wtar) = <wtar|ﬁrﬁetr|wtar> =Pr (wtar’ﬁ) s (610)

comme nous ’avons montré au chapitre IV. Ainsi, lorsque la mesure est fidele & la mesure
cible (Fz (¥tar) ~ 1), la préparation la plus probable - conduisant au résultat "n” - est
Pétat cible |thiar). Cet état cible est ici un état “chat de Schrédinger”, comprimé, défini par

[Yrar (0, 7)) = S (1) [ (@), (6.11)

ot Sy (r) = exp [g (&2 — &T)] est I'opérateur d’évolution unitaire décrivant une compres-
sion & = e~?" selon la quadrature z.

L’état "chat de Schrodinger” lwgflat () est toujours défini comme au premier chapitre par
la superposition d’états quasi-classiques | + «)

[Vepat (@) = N (@) [Ja) + | = a)] (6.12)
avec la constante de normalisation
Ny (o) = ! . (6.13)
2 (1 £ e2lal?)
Nous prendrons une amplitude réelle & = |a| sans perdre en généralité, puisque cela

correspond simplement & un choix de phase. L’expression de la fonction de Wigner de ces
états (6.12) prend alors la forme suivante

W o (.9) = N2 (0) Wa (2,p) + W-a (2,) + Lot (2,p)], (6.14)

ou Wy (z,p) = Wo (a: —V2a, p) est la fonction de Wigner de ’état cohérent |a) et
Zo.+ (x,p) désigne le terme d’interférence quantique donné par

2
To+ (z,p) =£— e~ (#2P%) cos (2\/50417). (6.15)
T
Ce terme d’interférence quantique joue un role treés important dans le caractere non-
classique des mesures effectuées par ce détecteur, comme nous le verrons dans la suite.
Enfin, nous devons déterminer 'action de l'opérateur de compression S, (6.11) sur

Pétat chat (6.12). Cette compression se traduit simplement sur la représentation de Wigner
de 'état (6.14) par

Wiar (33710) = Wél}:mt (33/\/5, \/gp) ) (616)

comme illustré sur la figure 2.1 du chapitre II.

Cas idéalisé

Nous nous intéressons maintenant au comportement de la fidélité dans le cas caractérisé
par des comptages de photons idéaux (n = 1) et un état de vide parfaitement comprimé
(s = 0) qui se rapproche de 'état rétrodicté a partir d’'une détection homodyne idéale
(nha = 1). A partir des comptages de photons i = (n,0), la rétro-propagation des états
rétrodictés conduit a un état rétrodicté intriqué :

- - +u p+v
Yretr DU, v) = wretr <1U U’ b U> yretr <SU , ) ' 6.17
AB,n(‘T piu ’U) n \/i \/i 0 \/5 \/5 ( )
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La préparation d’un état parfaitement comprimé dans le mode B conduit a assimiler sa
fonction de Wigner & une distribution de Dirac W (u, v) ~ d (v). L’état rétrodicté est
5—

alors donné par la régle de projection (2.51) du chapitre II, soit

retr .

W%etr (x,p) = f dl{d;z?dy\/}AB;Zt(rx,p’/%/(.)) ' (6'18)

P WAB,H("E y D5 U, 0)
L’évaluation numérique de la fidélité entre 1’état rétrodicté a partir de la réponse 7 et
un état cible (6.16) d’amplitude |a|? = n et comprimé de ¢ = 1/2 est reproduite sur
la figure 6.5. Nous retrouvons un comportement similaire a celui de la version prédictive
du protocole. C’est 'un des intéréts de ce détecteur. Chaque réponse 7 est idéalement
caractérisée par un état "chat de Schrodinger” de n photons et comprimés de 3 dB selon
la quadrature .

7=(n0) n=1 s=0 u =1 £=0.5

L ~ QC 0
ooos| =20:070
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1
. 1
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Figure 6.5: Evolution de la fidélité entre I'état rétrodicté 3 partir de la réponse @ du DCSL et un
état cible d’amplitude |a|?> = n et comprimé de £ = 1/2. — Pour des nombres de photons
n > 3, la fidélité (en bleu) est bien ajustée par F ~ 1 — 0.03/n (en rouge).

Cas réaliste

Pour une compression réaliste s # 0 correspondant dans la version prédictive a une
détection homodyne d’efficacité npq = 1/(1 + s), nous pouvons déterminer un facteur
de compression £ # 1/2 pour l'état cible (6.16) qui optimise la fidélité (6.9). Une telle
optimisation est illustrée sur la figure 6.4-(b).
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C.3 Projectivité et idéalité

La projectivité d’une mesure effectuée par ce détecteur est donnée par la pureté de son
état rétrodicté, soit

retr 2
T (0, Psg) = 27r/ dxdp [Wchgm (m,p)] , (6.19)

ou n est efficacité de détection du compteur de photons (n ~ 0.95 pour un TES) et
fsg = (1+ sen)*l/2 est la pureté de I’état comprimé.

L’idéalité de la mesure est, quant a elle, évaluée par 'efficacité de détection 7)., de son
état rétrodicté (6.8) :

Neat (1) = Pr (7|p5 ™) = 27 / dwdp Wenasa (2,0) Wenarm (€,) (6.20)

qui est la probabilité prédictive d’obtenir le résultat 'n’ quand la lumiere a été préparée
dans I’état rétrodicté.

Nous avons déterminé numériquement ces estimateurs sur la figure 6.4-(b) pour un
cas idéalisé correspondant a des comptages de photons idéaux et un état comprimé pur.
Malgré une bonne fidélité (Fr ~ 0.8) avec l'état cible, efficacité de détection de cet
état est particulierement basse (97 ~ 4%). Il s’agit en fait d’'une mesure projective, mais
non-idéale, comme nous 'avions prédit au chapitre IV sans avoir pu I’éprouver sur les
deux principaux détecteurs (APD et HD) de l'optique quantique. Le résultat de cette
mesure projective n’est pas certain, méme lorsque 'on prépare des états cibles fideles a
son état rétrodicté. Cette faible détectivité reflete en fait le taux de succes du protocole
de préparation conditionnelle, dont le détecteur est la version rétrodictive.

Par contre, lorsque nous obtenons le résultat @, nous sommes seulement certain d’une
chose : la préparation la plus probable qui a conduit a ce résultat est 1’état cible. C’est
une distinction importante avec la définition habituelle de mesures projectives pour qui le
résultat de deux mesures projectives devient certain.

Le détecteur de "chat de Schrodinger” constitue une belle illustration de la complé-
mentarité entre les approches prédictive et rétrodictive, puisqu’il nous a fallu déterminer
les éléments POVMs et les états rétrodictés de 'appareil pour révéler ses propriétés quan-
tiques et son comportement subtil.

C.4 Non-classicalité
Signature de non-classicalité

La principale manifestation de la non-classicalité des états rétrodictés du DCSL est le

terme d’interférence quantique dans sa représentation de Wigner. Ce terme est responsable
de négativités qui écartent toutes possibilités d’utiliser la fonction de Wigner comme une
vraie distribution de probabilité. Ces franges d’interférences sont une manifestation des
cohérences quantiques entre les deux états comprimés S, (r) | £ @) qui composent cette
superposition.
Lorsque 'état rétrodicté (6.8) se réduit a un simple mélange statistique des états com-
primés S, (r) | £ @), la fidélité de la mesure atteint la limite classique de 1/2 et le terme
d’interférence s’annule. Une fidélité supérieure a 1/2 constitue donc une signature de non-
classicalité de la mesure réalisée par le DCSL.



C. Propriétés quantiques 133

Pour des imperfections données, il est possible d’ajuster le taux de compression s de la
préparation afin d’améliorer la fidélité et la maintenir au-dessus de cette limite classique
de 1/2. Les résultats d’une telle optimisation sont reproduits sur la figure 6.6 pour un cas
de détecteur plus réaliste.

7=(5.0) n=095 s=03 u, =09 £=07

sq

25

'5 |EI_ | L JNSLINEL O [ NN B BN I O B R R R N N I N |
AN 25 0p0 25 50
b

Fidelite Projectivité ldéalité Neégativité

F =066 | 7,;=054 | n,=44% -0.139
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Figure 6.6: (a) Représentation de Wigner de I'état rétrodicté a partir du résultat m = (5,0) pour un
comptage d'efficacité n = 0.95 et un état comprimé s = 0.3 de pureté pz, = 0.9. (b)
Fidélité, projectivité, idéalité et négativité pour le résultat m = (5,0). Pour la fidélité, I'état
cible est un état chat de taille |a|?> = 5 photons et comprimé selon x de £ = 0.7.

Effets des imperfections

Pour apprécier les effets des imperfections sur les cohérences quantiques, nous compa-
rons les profils des fonctions de Wigner de 1’état rétrodicté. Les résultats sont reproduits
sur la figure 6.7. Nous constatons que les franges d’interférence de I’état rétrodicté ont
quasiment la méme période h, ~ 7/1/2n€ que celle de I’état cible dont la représentation
est

2 _2?_
Tiar (z,p) = (=1)" —e e cos <2 2n§p>. (6.21)

Les effets du bruit sont donc essentiellement une diminution de ’amplitude des oscilla-
tions et de la négativité a l'origine. Les cohérences quantiques des états rétrodictés nous
seront tres utiles dans le chapitre suivant, ol nous étudierons un protocole de métrologie
quantique basé sur les mesures réalisées par ce détecteur.
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7=(50) 7=095 s=03 g =09 £=07

0,2

—w (0.p) pl ,' "

Figure 6.7: Profils des représentations de Wigner selon (z = 0,p) de I'état rétrodicté a partir de la
réponse m = (5,0) du détecteur et de I'état cible correspondant. — Les franges d’interférence
ont quasiment la méme période h, ~ 7//2ng.

D Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons proposé et étudié le principe d’un dispositif de mesure
dont les états rétrodictés a partir de certains résultats sont fideles a des états “chat de
Schrodinger” de la lumieére. L’étude des propriétés quantiques de ces mesures révéle des
comportements subtiles pour une mesure, mais que nous avions prédits avec ’approche
rétrodictive au chapitre IV. Il s’agit essentiellement du caractere non idéal de mesures
pourtant projectives. De telles mesures ont été occultées par les traitements habituels qui
avaient pour unique cadre I’approche prédictive. Nous allons maintenant voir I'implication
de ces propriétés quantiques dans un protocole de métrologie quantique nécessitant un
détecteur de “chats de Schrodinger”.



Interlude IV :
Mesures Conditionnelles

Dans cet interlude, nous allons voir qu’il est possible de détecter n’importe quel état
quantique a condition de le préparer. Il s’agit en fait de la version rétrodictive d’une
préparation conditionnelle basée sur un état intriqué gaussien. Nous avons décrit cette
préparation conditionnelle pour illustrer la non-classicalité de la mesure au chapitre IV.
Ainsi, nous parlerons ici de mesure conditionnelle car la mesure effectuée sur un mode
A est conditionnée sur la préparation d’un état cible sur un autre mode B. La ressource
d’un tel dispositif est I’état rétrodicté intriqué de I'appareil EPR que nous avons décrit a
I'Interlude II. Le principe de cette mesure conditionnelle est reproduit sur la figure 6.8.

o

étecteur conditionnel
A Résultat “n” \‘\
— p=0
fA.rw !
x, =0 !
\ Résultat “n” i
l
I
|
go |
|
Détecteur |
EPR !

Figure 6.8: Principe d'une mesure conditionnelle basée sur une mesure EPR. — L’état rétrodicté du
détecteur EPR est un état fidéle & un état gaussien intriqué, lorsque les doubles détections
homodynes en quadrature donnent les résultats x; = p; = 0. Lorsque le mode B est
préparé dans un état cible |1y,,), I'état rétrodicté du mode A est un état quantique fidéle
a cet état cible (voir texte). Nous parlons alors de mesures conditionnelles : les mesures

effectuées dans le mode A sont conditionnées sur la préparation de I'état cible dans le mode
B.
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Dans la suite, nous supposerons que les détections homodynes sont quasi-idéales avec
une efficacité n = 0.98, ce qui est le cas dans le régime continu [83]. Comme nous I’avons
montré dans I'interlude II, I’état rétrodicté a partir de la réponse "n” admet pour repré-
sentation dans la base des états nombres

(123257 Aek, &), (6.22)
k=0

retr
|¢AB,n> sl

ou le parametre A est lié a 'efficacité des détections homodynes par
A(n) =2n—1~0.96. (6.23)

Lorsque l'on prépare I'état cible [¢),,) dans le mode B, 'élément POVM décrivant le
comportement de la réponse "n” est donné par

M, = Trp | prarllas ()] = (rar W55 (WK [rar). (6.24)

Nous obtenons ’état rétrodicté caractérisant la mesure sur le mode A en normalisant cet
élément POVM. Etant donné Iefficacité, la mesure est pratiquement projective, puisque
I’état rétrodicté est

. 1- )2 1/2 oo i
rewr ~ ar , '2
5 () S M i) ) (6.25)
k=0
ou 7, est I'idéalité de la mesure donnée par
o 2 (1= A2) > A (rar k). (6.26)
k

Pour I’état cible, nous allons prendre un état “chat de Schrédinger” impair tel que

har) = = [Ja) = [ = ). (6.27)
ou la phase de I’état cohérent |«) sera prise égale a la phase de l'oscillateur local ¢ des
détections homodynes, ce qui est possible en pratique avec un asservissement de phases.
Nous pouvons maintenant expliciter ’expression de 'idéalité de la mesure qui prend la
forme suivante

M~ (1—2?) e~ sinh (Aaf?). (6.28)

L’évolution de cette derniere avec la “taille du chat” |a|? est illustrée sur la figure 6.9.
Nous sommes en mesure de comparer 1'idéalité de cette mesure avec celle réalisée par
le détecteur décrit au chapitre précédent. Pour un état ”"chat de Schrodinger” de taille
|a|? ~ 5 photons, nous avons une efficacité deux fois plus faible que celle obtenue pour le
détecteur proposé au chapitre VI. De plus, ce détecteur ne devient réellement utilisable
que lorsque la préparation des états cibles est déterministe, ce qui est loin d’étre le cas
pour des états fortement non-classiques comme les états "chat de Schrodinger”.

Enfin, il existe une illustration célebre de telles mesures conditionnelles. En effet, le
protocole de téléportation quantique en variables continues [100] fait intervenir une mesure
conditionnelle dont ’état cible est simplement 1’état a téléporter. Une illustration de ce
protocole est reproduite sur la figure 6.10.
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Figure 6.9: Evolution de I'idéalité 7, de la mesure avec I'amplitude |«| de I'état cible. —Pour un état
"chat de Schrédinger” de taille n = 5 photons, I'idéalité est d'environ 2.6%.
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Figure 6.10: Protocole de téléportation quantique en variables continues. Extrait de [100]. — Alice
réalise deux détections homodynes en quadratures et transmet les résultats & Bob. Ce
dernier effectue a partir de ces résultats des modulations d’amplitude (AM) et de phase
(PM) sur le faisceau pour le retrouver idéalement dans I'état 3 téléporter.
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La mesure conditionnelle est effectuée sur un faisceau ”1” partageant de 'intrication
gaussienne avec un autre faisceau ”2” destiné a Bob. Cette intrication est idéalement décrite
par un état de la méme forme que I'état (6.25). La mesure effectuée par Alice sur le faisceau
”1” est conditionnée sur la préparation de I’état d’entrée p;,. Lorsque le résultat z; = p;y =0
se produit, I’état du faisceau destiné a Bob est alors préparé dans un état quantique fidele
a I’état cible de la mesure conditionnelle d’Alice, soit I’état d’entrée pi,.

La téléportation quantique n’est rien d’autre qu’un protocole de préparation condition-
nelle "améliorée”. Lorsque le résultat n = (x7,pr) # (0,0) se produit, 'état rétrodicté pret”
est fidele a I’état cible p;;,, ayant subi un déplacement et une rotation dans l’espace des
phases. Bob doit donc moduler en amplitude et en phase son faisceau ”2” afin de retrouver
un état fidele a 1’état cible. Le protocole de téléportation quantique tire donc profit de
I'information fournie par la mesure d’Alice afin de préparer - de maniere déterministe - un
état quantique fidele a 1’état cible. On parle alors de rétroaction quantique.

Un autre exemple récent [101] de rétroaction quantique a été étudié pour des expé-
riences d’électrodynamique quantique en cavité. Il permet de préparer a partir d’'un état
cohérent, stocké dans une cavité, un état de Fock arbitraire en effectuant des mesures
non-destructives du nombre de photons contenus dans la cavité. La rétroaction est alors
effectuée en fonction de I’historique des résultats de ces mesures, en injectant dans la cavité
un champ cohérent d’amplitude et de phase adéquate.
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Nous abordons le dernier chapitre dédié a 'application du détecteur de “chat de Schra-
dinger” de la lumiére a la métrologie quantique. Nous détaillerons une stratégie d’estima-
tion de petits déplacements d’états quantiques dans l’espace des phases. Nous généraliserons
ensuite l'usage de tels détecteurs non-classiques a des protocoles d’estimation de paramétre,
entierement fondés sur l’approche rétrodictive et des choix de préparation.

A Introduction

La métrologie quantique est un domaine de 'information quantique tres actif a ’heure
actuelle, en particulier en optique quantique, ot de nombreux protocoles [110, 102, 103,
104, 111] ont été étudiés. Ces protocoles exploitent les propriétés de certains états non-

classiques afin d’estimer un parametre physique avec la meilleure précision.
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Par exemple, dans le groupe d’optique quantique de Claude Fabre au Laboratoire
Kastler Brossel, le traitement multimode dans le régime continu a montré un role essentiel
de la mesure, en dressant des exigences précises sur les modes a travers lesquels la pré-
paration et la détection doivent étre effectuées [107]. Ces études ont été appliquées a des
estimations de petits déplacements spatiaux [105, 106] ou de durées [108]. Elles impliquent
essentiellement des états gaussiens et la compression des fluctuations quantiques de ces
états.

Dans ce chapitre, nous adopterons une approche différente, celle d’un traitement mo-
nomode ou ’on s’intéresse principalement aux propriétés quantiques d’états et de mesures
fortement non-classiques. Ces états nécessitent peu de photons, contrairement aux ré-
gimes continus. En effet, certains protocoles de métrologie exigent de faibles intensités
lumineuses, en particulier si ils font intervenir des substances biologiques ou des nano-
structures.

Une situation typique de la métrologie consiste a estimer de petits déplacements d’états
quantiques intervenant dans beaucoup de problemes pratiques, comme dans la microsco-
pie a force atomique pour ne citer qu'un exemple. A cet effet, un faisceau lumineux est
généralement focalisé sur une surface réfléchissante subissant de petits déplacements spa-
tiaux 0L. Ces derniers induisent un déplacement sur 1’état quantique de la lumiere que
I'on cherche a estimer avec la meilleure précision.

Déplacement Rotation

f)(.f:_)zexp [5&7 —E..".fiJ }E(b‘) :exp[iQ&T(}]

Figure 7.1: Estimation d'un déplacement ou d'une rotation dans I'espace des phases. — Un faisceau
lumineux préparé dans un état cohérent |«) est focalisé sur une surface réfléchissante. Un
petit déplacement spatial 6L de cette surface induit un déphasage 0 = kdL sur |'état
cohérent. L'évolution de cet état dans l'espace des phases est alors équivalente a une
rotation R () ou & un déplacement D(e) d’une amplitude complexe € ~ i (o/|c|) €.
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Si le faisceau lumineux qui sonde les déplacements du miroir est dans un état cohérent
|a), les effets des déplacements JL sont essentiellement un déphasage

la) — |ae®) (7.1)

ou 0§ = kdL avec le nombre d’onde k = 27/ caractérisant la lumiére de longueur d’onde A.
L’évolution de I'état cohérent est alors assimilable a une rotation dans I’espace des phases
décrite par 'opérateur R (0), comme illustré sur la figure 7.1. De plus, les déplacements § L
sont en général tres petits, y compris devant la longueur d’onde A de la lumiere utilisée.
Le déphasage 6 est alors suffisamment faible pour que I’évolution de 1’état cohérent puisse
également étre décrite par un déplacement dans ’espace des phases. Ce déplacement se
fait orthogonalement & Pamplitude o de ’état cohérent |ar). Il est décrit par 'opérateur
de déplacement D (€) avec une amplitude complexe € ~ i (or/||) |e].

L’estimation d’un déplacement spatial §L se ramene donc a ’estimation d’un dépla-
cement |e| de I’état quantique de la lumiere dans l’espace des phases (x,p). Nous allons
maintenant montrer que I’estimation d’un tel déplacement ne peut pas dépasser certaines
limites imposées par la structure dans ’espace des phases des états quantiques et des me-
sures utilisés dans le protocole. Ce genre d’argument a été initialement formulé par Z. H.
Zurek [109] pour apprécier le comportement de certains états vis-a-vis de la décohérence. I1
a ensuite été étendu a la métrologie quantique [111], sans toutefois considérer les mesures
nécessaires a ces estimations. C’est 'un des objectifs de ce chapitre.

B Limites Quantiques

B.1 Limite Quantique Standard (LQS)

Lors de la définition des états cohérents au premier chapitre, nous avons évoqué cette
limite fixée par les fluctuations quantiques du vide qui affectent I’amplitude et la phase
du champ classique. En effet, en optique quantique, les états les plus simples a préparer
sont justement les états cohérents, qui peuvent notamment étre produits par un laser tres
au-dessus de son seuil. Il est alors naturel de s’intéresser aux limitations imposées par ces
états dans l'estimation d’un déplacement dans I'espace des phases.

A Taide de la figure 7.1, nous pouvons facilement visualiser la limite de déplacement
le|Ls en-dessous de laquelle I’estimation perd son sens. En effet, une telle limite doit mini-
miser le recouvrement entre les états |a) et |ae™) afin de les rendre suffisamment distin-
guables. Cette limite correspond simplement & la surface occupée par 1’état cohérent dans
I'espace des phases, qui est directement liée a la variance du vide, soit

1
€l ~ —. 7.2
elus = 5 (72)
A Taide d’un simple argument géométrique dans le plan de Fresnel, nous obtenons égale-
ment la limite sur ’angle de rotation # qui rend les états cohérents discernables

1
2./(n)

ot (7) = |a|? est le nombre moyen de photons dans 1’état cohérent |a). Cette dépen-

Ors ~ , (7.3)

dance avec le nombre moyen de photons caractérise ce que ’on appelle la limite quantique
standard (LQS).
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B.2 Limite de Heisenberg (LH)

Nous venons de déterminer la limite quantique standard (LQS) en utilisant une classe
trés particuliere d’états gaussiens : les états cohérents. Or, plus généralement, les états
gaussiens purs ont la particularité de minimiser 'inégalité de Heisenberg sur les quadra-
tures 4 et Py, ce qui se traduit en termes de variances par

A$¢Ap¢ = 1/2 (74)
Les états comprimés vérifient une telle égalité avec une asymétrie au niveau de leurs
variances 1

2 _ 2 _ S

oll s =e 2" est le facteur de compression selon Do-
Ainsi, si I'on considere un état de vide comprimé selon pg, le déplacement minimal qui
rend un tel état distinguable devient

le[ = VslelLs < le|us- (7.6)

Pour de tres fortes compressions, cette limite devient bien inférieure a celle imposée par
la LQS. Nous pouvons méme la relier au nombre moyen de photons dans 1’état comprimé
(1.56) qui est donné par

() sy = sinh? (r) < e*/4. (7.7)
Nous arrivons finalement a la limite de Heisenberg pour le déplacement

1
lelLn o< ——. (7.8)

(7)
Cette dépendance avec le nombre moyen de photons caractérise la limite de Heisenberg
pour les déplacements. C’est I'un des enjeux de la métrologie quantique. Elle permet de
profiter du nombre moyen de photons de la ressource pour battre la limite quantique
standard. Enfin, la limite de Heisenberg pour une rotation d’angle 8 dans l’espace des
phases correspond a une dépendance avec le nombre moyen de photons telle que

1
(n)

Notons que cette limite n’est pas atteinte avec des états comprimés. Dans des dispositifs

eLH 08 (79)

d’interférométrie avec deux chemins A et B, elle est atteinte en utilisant par exemple des
états intriqués non-gaussiens dits "NOON?” [112] de la forme

NOON) = = [[n.0)a.5 + 0.1} a5 (7.10)

C Un protocole de métrologie

Nous décrivons maintenant un protocole de métrologie utilisant les états “chats de
Schrodinger” de la lumiere et le détecteur de ces états que nous avons décrit dans le
chapitre précédent. Nous allons montrer comment les propriétés quantiques des mesures
réalisées par ce dernier permettent de réaliser des estimations de petits déplacements a la
limite de Heisenberg. Bien que des protocoles basés sur des états "chat de Schrodinger”
alent été étudiés par le passé [110, 111], aucune proposition concernant la détection de ces
états "chat de Schrodinger” n’a été proposée et étudiée a ce jour [99].
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C.1 Description du protocole

Nous allons exploiter le caractere tres fortement non-classique des états "chat de Schro-
dinger” qui caractérisent les mesures du détecteur décrit au chapitre précédent. Dans I'es-
pace des phases, cette non-classicalité se manifeste par des franges d’interférence quantique
qui sont responsables des négativités de la fonction de Wigner de ces états, mais aussi de
leur tres grande sensibilité aux déplacements, comme nous allons le voir.

Le protocole consiste a préparer le faisceau sonde dans des états suffisamment fideles
aux états cibles du détecteur de ”chat de Schrédinger”, comme illustré sur la figure 7.2.
Les états cibles sont "perturbés” par un déplacement €, avant d’étre soumis a des mesures
réalisées par le détecteur de ”chat de Schrodinger”. Les effets d’un tel déplacement sur les
états sont également représentés dans ’espace des phases.

Déplacement
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Figure 7.2: Principe du protocole d'estimation d'un déplacement e dans |'espace des phases. — L effet
d’'un déplacement D (¢) d’amplitude e = i|e| sur I'état cible (de taille n = 5 photons et
comprimé d'un facteur & = 0.7 selon x) est représenté dans I'espace des phases (x,p).
Les franges d’interférence quantique joue alors le réle de "graduations”, dont la résolution
est la période h, = m/\/2&n selon la quadrature p qui est naturellement 3 la limite de

Heisenberg, hy, o< 1/1/{A)tar-

Les franges d’interférence dans la fonction de Wigner de ces états jouent le role d’'une
"régle” dans l'espace des phases (z,p). Cette reégle est orientée selon la quadrature p avec
des graduations espacées d’une période h, = 7/y/2&n. Cette échelle hy, est naturellement
a la limite de Heisenberg, puisque sa dépendance avec le nombre moyen de photons dans

I’état cible est
T 1

\/2€_n * vV <7¢L>tar.

Ainsi, les déplacements |e| ~ h,, deviennent discernables, avec une résolution d’autant plus

hy = (7.11)

fine que le nombre de photons n est grand.
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C.2 Principe de I’estimation

Nous décrivons maintenant le principe de ’estimation du déplacement en introduisant
d’abord la fonction de recouvrement entre états quantiques, puis en approchant son évo-
lution avec le déplacement pour des états “chat de Schrodinger”. Enfin, nous établirons
le lien entre cette fonction de recouvrement et le comportement des réponses du DCSL,
introduit au chapitre VI.

Fonction de recouvrement

Pour estimer un déplacement |e|, nous devons accéder au recouvrement entre 1’état
cible du détecteur et 1’état cible affecté par le déplacement. Cet fonction de recouvrement
s’écrit simplement avec leurs représentations de Wigner comme

§(0) =2 [ dudpWor (a,0) W (210). (7.12)

ol Wt(;l (z,p) = Wiar (z,p + V2|e|) désigne la fonction de Wigner de I'état cible apres
un déplacement d’une amplitude € = i|e|. Nous relirons cette fonction de recouvrement
au comportement du détecteur de ”chat de Schrodinger” de la lumieére dans la suite de ce

chapitre.

Approche qualitative

Dans un premier temps, il est intéressant d’approcher de maniere qualitative le compor-
tement de cette fonction de recouvrement avec le déplacement |e|. Nous avons représenté
sur la figure 7.3 I'allure du produit des fonctions de Wigner de I’état cible et de I’état cible
déplacé a différentes amplitudes |e|.

Lorsque le déplacement le long de p est égal & une demi-période h,/2, le produit des
fonctions de Wigner présente une série de franges strictement négatives. En effet, les franges
négatives se recouvrent avec les franges positives. L’intégrale sur I'espace des phases (7.12)
donne alors un recouvrement minimal S = S,,,;,. Par contre, lorsque le déplacement selon p
est égal & une période h,, le produit des fonctions de Wigner est positif, puisque les franges
d’interférences de méme signe se recouvrent. L’intégrale sur tout I’espace des phases (z, p)
donne alors un recouvrement maximal S = Sp,4z.

A partir de cette simple analyse qualitative, nous décelons le comportement le plus
intéressant de cette fonction de recouvrement : une oscillation sur une période h,/v/2. Le
nombre de photons n sera donc choisi afin que le déplacement |e| & estimer reste inférieur

au déplacement maximal
T
x| = ——, 7.13
|6ma ’ 4\/57” ( )

correspondant a un recouvrement minimal S = Sy, comme illustré sur la figure 7.3. Une

telle condition est indispensable afin d’avoir une relation univoque entre le recouvrement
et le déplacement, comme nous allons le montrer dans la suite.
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Déplacement
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Figure 7.3: Evolution du recouvrement entre les états cibles non-perturbé et perturbé par différents
déplacements €. — Le recouvrement entre les deux états est donné par l'intégrale du produits
de leurs fonctions de Wigner. L’allure de ce produit est représentée pour trois valeurs
particuliéres du déplacements e.
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Comportement des réponses du DCSL

La fonction de recouvrement (7.12) est directement accessible & partir du comporte-
ment des réponses du détecteur de ”chats de Schrodinger”. Nous allons d’abord traiter le
cas de mesures fideéles, au sens défini au chapitre IV. Nous généraliserons ensuite le résultat
aux cas des mesures quasi-fidéles, dont les fidélités F5 sont supérieures a la limite classique
de 1/2, assurant les cohérences quantiques des états rétrodictés du détecteur.

Mesures fideles. Sinous préparons des états cibles suffisamment fideles aux états rétro-
dictés décrivant la mesure associée au résultat m, alors la probabilité prédictive d’obtenir
ce résultat m est simplement liée a la fonction de recouvrement (7.12) par
— . — ~ ~retr U
pr (€) = Pr (n|var) = Tr{llehat ()} T¥ [frar (€) PE] = p— S (e). (7.14)
n
ol Ny et m désignent respectivement l'efficacité et la projectivité de la mesure donnant le

résultat m = (n,0). Nous avons effectivement utilisé ’expression de la trace d’un élément
POVM (4.22) établie au chapitre IV.

Mesures quasi-fideles. L’analyse qualitative a le mérite de révéler la robustesse de
ces oscillations qui sont assurées tant que I’état cible et 1’état rétrodicté présentent des
franges d’interférences avec quasiment la méme période. La fonction de recouvrement
(7.12) oscillera alors entre deux valeurs Spin, €t Spqaz avec une période hy, < 1/+/(7)¢ar-

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que cette non-classicalité de la mesure
est assurée lorsque sa fidélité est supérieure a la limite classique de 1/2. Nous le vérifions
pour le cas réaliste décrit a la fin du chapitre précédent, comme l’illustre bien la figure
6.7. Le recouvrement entre 1’état rétrodicté et 1’état cible ne pourra donc pas dépasser
cette fidélité. Plus précisément, si I'influence du bruit est négligeable, le contraste des
oscillations est pratiquement préservé. La probabilité prédictive d’avoir la réponse n est
alors simplement atténuée par la fidélité de la mesure :

P (€) =~ % FrS(e). (7.15)

Cette expression n’est valable que pour des comptages de photons de tres haute efficacité
et un état comprimé suffisamment pur. Notre proposition a été effectivement formulée
dans ce cadre, comme le résume la figure 6.6. Nous reviendrons encore sur ce cas réaliste
dans la suite de ce chapitre.

Enfin, notons que les résultats de cette section peuvent se généraliser a tout état cible.
De plus, nous pouvons effectivement imaginer la préparation déterministe de trains d’im-
pulsions lumineuses dans un état cible quelconque, puis utiliser certaines de ces impulsions
pour sonder le déplacement e, tandis que les autres impulsions serviront a conditionner
les mesures réalisées par un détecteur EPR, comme nous 'avons expliqué a 'interlude IV.
Les expressions des probabilités prédictives (7.14) et (7.15) demeurent alors valables, dans
les mémes conditions.
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C.3 Estimateur du déplacement

Nous allons maintenant expliciter ’expression de la fonction de recouvrement (7.12)
afin d’obtenir un estimateur du déplacement |e| de I’état cible. Dans une expérience réelle,
une telle fonction devra plutot étre calibrée par des déplacements maitrisés, comme c’est
souvent le cas en métrologie.

A Taide de la figure 7.3, le calcul de cette fonction de recouvrement se retrouve facilité.
En effet, nous voyons que les recouvrements entre les états comprimés, centrés en x =
+1/2€n, et le terme d’interférence quantique sont négligeables lorsque le nombre de photons
n est suffisamment grand. De plus, comme les déplacements |e| sont tres faibles pour
justifier I'usage d’un tel protocole, la fonction de recouvrement se réduit a la somme du
recouvrement entre les états comprimés d’une part, et des termes d’interférence d’autre

part, soit
1
S (e) ~ i [2 +/ dxdp Tiar (z,p) It(éz,(ac,p)] , (7.16)
ol It(gzﬂ(x,p) = Tiar (a;, D+ ﬂ]e[) désigne le terme d’interférence de 1’état cible, déplacé
d’une amplitude v/2|¢| selon p. Le terme non déplacé est donnée par
_ 70 2 2w
Itar (mvp) - Itar (1‘,]9) - <_1) —e ¢ cos | 2 2n§p ) (717)
T

et nous vérifions que son intégrale sur tout l'espace des phases (z,p) est rigoureusement
nulle.
Ensuite, en utilisant I'identité trigonométrique

cos (a) cos (a + €) = [cos (€) + cos (2a + €)] /2,

nous arrivons sans grande difficulté a I’expression de la fonction de recouvrement

1

S (e) ~ 3 [1 + cos <4\/§n]e|>] . (7.18)

Le recouvrement oscille donc bien avec une période h,,/ V2, comme nous I'avons déja trouvé

par l'analyse qualitative reproduite sur la figure 7.3. Cette échelle est naturellement a la

limite de Heisenberg, puisqu’elle est liée au nombre moyen de photons dans I’état cible par
T 1

mE i)

hy = (7.19)

E

Finalement, nous obtenons un estimateur du déplacement |e| & partir de la probabilité
prédictive pm d’obtenir le résultat "n”

€| arccos [2% - 1], (7.20)

Rn

1
T 4V

ou Ky = NpFn/mm est la détectivité de I'état cible que nous avons introduit en (4.28)
au chapitre IV. Si nous évaluons cette détectivité pour le détecteur étudié au chapitre
précédent, dont les propriétés quantiques sont résumées sur la figure 6.6-(b), nous obtenons

une détectivité
o Nt

T

~ 5%. (7.21)

Ry
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L’estimation du déplacement nécessite donc une connaissance précise de toutes les pro-
priétés quantiques de la mesure que nous avons introduites au chapitre I'V. La faible valeur
de la détectivité (7.21) souligne par ailleurs le comportement subtil de ce genre de mesures
non-classiques, qui sont des mesures projectives mais non-idéales. Il s’agit d’une illustra-
tion supplémentaire de la pertinence de ’approche rétrodictive dans I’étude des mesures
quantiques et des protocoles faisant intervenir des mesures.

Nous allons maintenant étudier plus précisément l'influence de ces propriétés sur les
performances de ce protocole qui est symétrique au niveau des préparations et des mesures,
puisqu’il nécessite la préparation des états cibles du détecteur. Nous aborderons a la fin
du chapitre le formalisme permettant la généralisation a des protocoles non symétriques,
ou 'on pourrait préparer d’autres états que les états cibles du détecteur.

C.4 Performances

L’estimation du déplacement repose sur la détermination aussi précise que possible de
la probabilité prédictive py (€). Cette détermination nécessite de répéter un grand nombre
de fois les préparations et les mesures décrites dans ce protocole. Nous allons évaluer
les performances du protocole en déterminant l'incertitude qui entoure ’estimateur du
déplacement (7.20). Nous dégagerons ainsi les conditions sous lesquelles cet estimateur
fournit véritablement le déplacement |e| & la limite de Heisenberg.

En effet, la détermination de la probabilité prédictive pm consiste a préparer M fois
I’état cible et de dénombrer le nombre de fois m que les réponses m se produisent. Une
estimation de cette probabilité est alors donnée par le rapport m/M. Dans ces conditions,
la probabilité d’obtenir m fois la réponse 7 est donnée par la loi binomiale

Pas (m) = Pr (m, 71| M, ra,) = (]‘nf ) P (1 —pp)Mm. (7.22)

ou py désigne la probabilité prédictive (7.15) d’avoir la réponse 7. L’estimateur du dépla-
cement (7.20) devient donc une fonction du rapport m/M

le| = 4\/571 arccos ( 27% - 1). (7.23)

Ces estimations du déplacement sont également distribuées suivant la loi binomiale (7.22),
puisque chaque rapport m/M donne une seule et unique estimation du déplacement (7.23).
Cela est vrai tant que le déplacement & estimer |e| reste inférieur au déplacement maximal
€| max = 7/4/16n&, comme nous 1’avons expliqué précédemment.

Lorsque le nombre de préparations M devient suffisamment grand, le rapport m/M
est assimilable a une variable continue, si bien que la distribution binomiale peut avanta-
geusement étre remplacée par une distribution normale de la forme générale

1
Puy(m) ¥ ——— exp [—
/M

2o
m

2
m/M
ww] (724
20’m M
ol la variance o2, v =P (1 — pm) /M. Ainsi, 'estimation m /M de la probabilité prédictive
pr devient de plus en plus juste, & mesure que le nombre de préparations M augmente. Il
s’agit simplement d’une manifestation de la ”"loi des grands nombres”.
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Cependant, certaines précautions sont nécessaires pour l'estimation du déplacement.
En effet, si les estimations de la probabilité m/M sont distribuées selon une gaussienne,
il en est de méme pour les estimations du déplacement (7.23). La distribution de ces
estimations prendra également la forme d’une distribution gaussienne

Pg (6) =

|€_ET, (7.25)

1
\/2mo? [ 207

ou la véritable valeur du déplacement est donnée par

1 2
le| = n arccos <’€npﬁ - 1). (7.26)

Pour déterminer la variance de cette distribution, nous allons mettre a profit son caractere

gaussien, comme illustré sur la figure 7.4.

P: (&)

Ixﬁ 1

0°
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Figure 7.4: Détermination de l'incertitude entourant |'estimation du déplacement €. — La courbe bleue
représente |'expression de I'estimateur (7.20). La probabilité prédictive pr (€) est entachée
d'une incertitude o,,,,; que nous pouvons évaluer tant que le déplacement a estimer €|
est inférieur ou proche de |emax|. La sensibilité maximale est obtenue pour un déplacement

le] =~ lemax]|/2-

Pour cela, nous considérons deux estimations |e+| du déplacement correspondant res-
pectivement aux deux rapports my /M = pz + om/M- D’autre part, rappelons que le
rapport entre les valeurs en ces points et la valeur au centre est une quantité invariante
pour une distribution gaussienne, puisque ’on vérifie facilement que

Pu (Mpz) — Pe(e) Ve
Ainsi, la déviation standard sur ’estimation du déplacement est simplement donnée par

o= 5 lle| ~ les ], (7.28)

PM (mi) 7)2 (ei) o 1 (7'27)
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ot un développement limité au premier ordre en o, /5, de (7.26) donne

Om/M

1
lex| = [e]
2kmVEN 1 (%—1)2

(7.29)

L’incertitude sur ’estimation du déplacement admet finalement pour expression générale

1
4/ (€) Mén’

ol Ky (€) est une détectivité effective qui dépend du déplacement & estimer € et de la

oc (€, kn) ~

(7.30)

détectivité intrinseque du détecteur k.,

_ knsin? (2v/€nlel)
o () = 1 — kp cos? (2¢/Enle|) =

Nous reconnaissons alors le nombre moyen de photons (1) = kg (€) Mén effectivement

En (€Emaz/2) = Kn. (7.31)

utilisés par le protocole pour estimer le déplacement e. Il s’agit du nombre moyen de
photons ayant conduit aux résultats m = (n,0). Pour améliorer la qualité de I’estimation,
nous devons en fait travailler avec un nombre de préparations effectivement détectées
M,, = ky (€) M suffisamment grand, ce qui améliore la précision relative sur l'estimateur
du déplacement (7.23).

Ensuite, notons que 'incertitude sur l’estimation n’est minimale que pour un dépla-
cement € ™~ €mqz/2 (7.13). De plus, si la mesure était caractérisée par une détectivité
parfaite k, = 1, l'incertitude (7.30) ne dépendrait plus du déplacement & estimer €. Elle
deviendrait méme optimale dans un sens que nous préciserons dans la suite.

Enfin, la faible détectivité d’un tel détecteur non-classique est malheureusement un
état de fait. Elle reflete le taux de succes du protocole de préparation conditionnelle, dont
le détecteur est la version rétrodictive. Nous verrons comment contourner cette faiblesse
dans la suite de ce chapitre en proposant une estimation ultimement optimale du parametre
€ totalement fondée sur I'approche rétrodictive et des choix de préparation.

C.5 Discussion

Pour apprécier les avantages du protocole que nous venons d’étudier, nous allons com-
parer ses performances avec celles d’un protocole utilisant uniquement des états comprimés
en guise d’états cibles. En effet, nous avons vu au début de ce chapitre que de tels états
permettent également d’atteindre la limite de Heisenberg dans I’estimation d’un déplace-
ment. Pour comparer les deux ressources, nous étudions I’évolution du taux de compression
s nécessaire pour atteindre la méme sensibilité que le protocole utilisant des états ”chat
de Schrodinger”. D’apres la section précédente, ces états permettent d’estimer des dépla-
cements

N|emax|_ T 1
e ey by (7.32)

Pour un état comprimé d’un facteur s donné, nous rappelons que le nombre moyen de
photons (1.56) est donné par
() g = sinh? (1), (7.33)

ol le parametre 7 est lié au facteur de compression par s = e 2". Pour atteindre les mémes
performances que notre protocole, il faut atteindre un taux de compression s tel que le
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nombre moyen de photon soit comparable & celui d’un état cible du détecteur de ”chat de
Schrodinger”. Nous obtenons ainsi la relation suivante

s(n,&) =exp [—2 sinh ™! (\/?ﬂ (7.34)

ou £ désigne la compression de ’état cible qui est le plus fidele a I’état rétrodicté a partir
du résultat m = (n,0). L’évolution de ce taux de compression s (n,§), avec le nombre de
photons n et la compression £ de ’état cible, est illustrée sur la figure 7.5.

=10 =
lSdB
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Figure 7.5: Evolution de la compression nécessaire s pour atteindre les méme sensibilités que celles
du protocole basé sur la mesure donnant le résultat 7@ = (n,0). — (a) Les plus fortes com-
pressions préparées dans le régime continu se situe autour de -10 dB 3 I'heure actuelle [84].
Cette derniére peut étre atteinte dans le régime pulsé avec la préparation et la détection
d’un état "chat de Schrédinger” contenant environ 3 photons. (b) Pour des états "chat de
Schrédinger” contenant environ 5 photons, il faut une compression dépassant les -12 dB
dans le régime pulsé, alors que I'appareil nécessite un état comprimé d’environ -5 dB.

Ce protocole d’estimation prédictive devient potentiellement intéressant si on utilise
une source continue de vide comprimé. Un tel état doit étre comprimé selon la quadrature
Pg, avec un taux de compression s donné par l'expression (7.34). La largeur de cet état
selon la quadrature p, est alors comparable a la période h, des franges d’interférences
de I’état rétrodicté du DCSL. L’état comprimé joue ainsi le role de "curseur”, déplacé de
V2 €| selon la quadrature py. La probabilité d’obtenir la réponse appropriée "n” du DCSL
présentera donc un comportement oscillatoire, mais avec un tres mauvais contraste. En
effet, la détectivité k, de la mesure est extrémement faible, puisque un état de vide com-
primé n’est pas du tout fidele a 1’état rétrodicté du DCSL. Cependant, le régime continu
atteint des fréquences de préparation tres élevées, qui peuvent assurer des fréquences de
répétition de la réponse "n” suffisantes pour estimer le déplacement. Cet genre d’argument
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est souvent mis en avant dans la détection de certains états intriqués, comme les états
intriqués "NOON” [112].

Le traitement quantique d’un tel protocole exige une décomposition multimode des
états et des mesures sur une base appropriée aux signaux limités en temps et en fréquence
[114, 115]. Il s’agit des fonctions d’ondes sphéroidales allongées. Nous ne ferons pas ce
traitement dans cette these, mais nous en décrivons brievement le principe. Les mesures
de comptage intervenant dans le DCSL sont effectuées sur une fenétre temporelle de largeur
T, alors que la préparation des états comprimés se fait par le biais de cavités optiques, qui
limitent ces états & un domaine spectral de largeur B. Le nombre de modes intervenant
dans cette décomposition est alors approximativement donné par le produit BT. Pour
réaliser I’estimation, nous devons assurer le caractere monomode des états et des mesures,
ce qui revient en fait a travailler avec un produit BT ~ 1 [115]. Cette condition doit
scrupuleusement étre assurée afin de pouvoir estimer le déplacement.



D. Généralisation 153

D Généralisation

Nous allons maintenant généraliser I'utilisation de détecteurs d’états fortement non-
classiques, comme le détecteur d’états "chat de Schrédinger”, a des protocoles d’estimation
fondés sur I'approche rétrodictive et des choix de préparations.

D.1 Principe d’une estimation rétrodictive

Les états rétrodictés de détecteurs non-classiques, comme le détecteur de “chat de
Schrodinger”, peuvent devenir tres intéressants dans une version rétrodictive d’un pro-
tocole d’estimation. En effet, comme nous ’avons montré dans le chapitre précédent, il
est toujours intéressant de considérer les versions prédictive et rétrodictive d’un protocole
pour distinguer la version qui est la plus judicieuse a réaliser et/ou la plus performante.

Imaginons un protocole d’estimation basé sur la préparation d’états fortement non-
classiques, des évolutions unitaires et des mesures, dont les états rétrodictés peuvent étre
plus simplement préparés. D’apres les regles de correspondance résumées sur la figure 6.1,
la version rétrodictive du protocole nécessitera la préparation des états rétrodictés a partir
des mesures intervenant dans la version prédictive, et des mesures non-classiques dont les
états rétrodictés sont fideles aux préparations intervenant dans ’approche prédictive.

Dans une telle version rétrodictive, 'estimation d’un parameétre € sera fondée sur la
statistique des choix de préparation "m” au lieu de celle des résultats de mesure habituel-
lement utilisée, comme l'illustre la figure 7.6.

~

pm
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Choix « m » Resultat « n »

N
Pr(m‘n)—ﬁ

Estimation du paramétre
£

Figure 7.6: Protocole d'estimation d'un paramétre € fondée sur I'approche rétrodictive. — La statistique

" o

des choix de préparation "m" conduisant a un résultat "n” d’'un détecteur non-classique
permet d'estimer le paramétre € associée a I'opération unitaire U ().

Une telle estimation ne semble pas impossible a ce stade, puisque nous avons montré
au chapitre V comment estimer des états quantiques a partir de la statistique des choix
de préparation conduisant a un certain résultat de mesure. Les tomographies quantiques
habituelles utilisent en effet la statistique des résultats de mesures effectuées sur une pré-
paration donnée du systeme.
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D.2 Information de Fisher
Définition

D’apres la théorie de l'information [49], l'information maximale que nous pouvons
extraire sur le parametre € a partir de la statistique des choix de préparation "m” conduisant
au résultat "n” est donnée par l’information de Fisher, définie ici par :

2
Ip (€) = ; Pr(;’n) <dPrg:L|n)> : (7.35)

ou Pr(m|n) désigne les probabilités rétrodictives d’avoir fait le choix de préparation "m”

quand on obtient le résultat "n”. Notons que l'information de Fisher dans ’approche pré-
dictive est définie exactement de la méme maniere, et s’obtient en permutant les choix de

préparation "m” et les résultats de mesure "n”.

Interprétation

L’information de Fisher (7.35) rend en fait compte des variations des distributions de
probabilités rétrodictives sous I'influence du parametre e. En effet, la distance entre deux
distributions de probabilités Pr(m|n) et Pr(m|n) + dPr(m|n), correspondant respective-
ment aux parametres € et € + de, peut étre mesurée par la métrique de Wootters [116] qui
prend ici la forme suivante

Z Pr (m|n) (ir((s“% )2. (7.36)

Il s’agit simplement de la moyenne des variations relatives des probabilités sur tous les
choix de préparation "m”. Lorsque ’on rapporte cette distance a la variation du parametre
de, nous retrouvons 'information de Fisher (7.35)

(‘;)2 — In (o). (7.37)

L’information de Fisher s’interpréte donc comme un taux global de variation des proba-
bilités rétrodictives sous l'influence d’une petite variation de du parametre e, que nous
cherchons a estimer avec la meilleure sensibilité. La condition requise pour une telle sen-
sibilité est donc de maximiser 'information de Fisher (7.35).

Cette optimisation est régulierement faite pour des protocoles prédictifs, basés sur une
préparation donnée et des mesures particulieres. Elle consiste alors a rechercher 1’estima-
teur du parametre ¢ qui rend l'information de Fisher maximale. Ainsi, 'estimation du
parametre € ne pourra jamais se faire avec une variance inférieure a ce que l'on appelle la

limite de Cramér-Rao [49]
1

()or = NI (7.38)

ou N est le nombre de répétitions de ’estimation. Ainsi, le comportement de I'information
de Fisher avec le nombre de photons déterminera celui de la limite de Cramér-Rao [117].
Un protocole atteignant la limite de Cramér-Rao réalisera une estimation optimale au sens
de cette limite.
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Illustration

Nous allons déterminer la limite de Cramér-Rao du protocole de métrologie que nous
avons décrit & la section précédente. Ce protocole est prédictif et I'information de Fisher
est ici associée aux probabilités prédictives py (€) données en (7.15).

L’estimateur de ce protocole considere le DCSL comme un détecteur caractérisé uni-
quement par des réponses binaires "oui” et "non”. La réponse ”oui” correspond au résultat
"1 qui se produit avec la probabilité ps (€), alors que la réponse "non” correspond a toutes
les autres réponses de I’appareil. Cette réponse "non” se produit alors avec une probabilité
1 — pr (€). L’information de Fisher prend donc la forme suivante

fo - L (dpﬁ<6>>2+1_1 (d{(l—m<e>}>{ 7.39)

de P (€) de

soit

_ 1 dpr (€)\”
1r0 = o () (740

A Taide de la fonction de recouvrement (7.20), nous arrivons & l’expression suivante

_ 16Kp8n sin? (2v/€nlel)

Ir(e) = 1 — Ky cos? (2y/Enle])’

(7.41)

qui est maximale pour un déplacement € ~ €y /2, comme l'illustre la figure 7.7.

16&n

Figure 7.7: Evolution de I'information de Fisher I (¢) avec le déplacement |e| et avec la détectivité &,
du DCSL. — Pour des détectivités k,, < 1, I'information de Fisher dépend du déplacement
a estimer € et prend sa valeur maximale 16k,én en € = €,,4./2. Pour une détectivité
parfaite k, = 1, l'information de Fisher ne dépend plus du déplacement € et atteint sa
valeur optimale 16&n.
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La limite de Cramér-Rao (7.38) associée a cette information admet donc pour expres-

sion 1
O)pp = e 7.42
(0der= | 7=rren (1.42)
avec une détectivité effective k, (€) donnée par
Kpsin? (2v/€nle|
Ko (€) nsint ( ) tin (€maz/2) = Fn. (7.43)

" 1= Ry cos? (2v/€nle|) =

Nous retrouvons l'incertitude o (€, ky,) déterminée précédemment en (7.30). L’estimation
du déplacement € est donc optimale, au sens de la limite de Cramér-Rao classique (7.38).
Cependant, rien ne prouve que la mesure effectuée par le détecteur soit optimale, ce qui
pourrait correspondre a une détectivité parfaite (k, = 1).

Dans la suite de ce chapitre, nous allons montrer comment contourner la faible détec-
tivité de tels détecteurs pour réaliser des estimations ultimement optimales, au sens d’une
optimisation quantique de la limite de Cramér-Rao.

D.3 Limite de Cramér-Rao Quantique

La limite de Cramér-Rao quantique est un enjeu tres actuel et largement ouvert de
la métrologie quantique, car elle repose sur une optimisation de la limite de Cramér-
Rao classique sur toutes les mesures d’un espace de Hilbert donné. Nous allons montrer
comment 'approche rétrodictive permet également de réaliser une telle optimisation, avec
des avantages que nous préciserons.

D.3.1 Etat de l’art dans P’approche prédictive

Dans 'approche habituelle de la physique quantique, 'optimisation de la limite de
Cramér-Rao doit également se faire sur toutes les mesures que l'on peut effectuer sur
une préparation donnée du systéeme sondant le parametre €. On espére alors estimer ce
parametre avec une incertitude atteignant la limite de Cramér-Rao quantique définie par

e = min (o, . 7.44
(deng = i (7d)cr (7.4

ol {f[n}n désigne un ensemble d’éléments POVM de l'espace de Hilbert H considéré.
L’optimisation de la limite de Cramér-Rao (7.38) doit alors se faire sur toutes les mesures
de cet espace de Hilbert. Cette tache est tres difficile en pratique, car ’ensemble des
mesures d’un espace de Hilbert donné est tres vaste.

Pour atteindre cette limite, une démarche courante est de borner l'information de
Fisher pour la préparation considérée Ir (€) par un majorant Mg . (€) aussi précis
que possible. Ce dernier ne dépend alors que de la ressource et de l'opération unitaire
caractérisée par le parametre e. Ensuite, par une démarche essentiellement qualitative et
inductive, une mesure est “exhibée” afin de calculer explicitement I'information de Fisher et
de montrer que cette derniére est égale au majorant Mg 4, (€). On parle alors de mesure
optimale, dans le sens ou elle permet d’atteindre la limite de Cramér-Rao quantique (7.44)

(0c)crg = 1/\/m (7.45)
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Cependant, si ’on trouve effectivement une mesure optimale par cette démarche, rien
ne garantit la réalisation de cette mesure qui restait jusqu’ici une question pratique lar-
gement ouverte. Cette question n’est pas seulement pratique, puisque nous avons montré
au chapitre II qu’une mesure caractérisée par un élément POVM pouvait étre réalisée par
différents processus de mesure. Par contre, nous avons montré au chapitre VI et a l'inter-
lude IV comment il est possible de détecter un état quantique, a condition de savoir le
préparer de maniere conditionnelle ou déterministe. Le détecteur de cet état correspond
en effet a la version rétrodictive d’un protocole de préparation conditionnelle de cet état,
si cette version rétrodictive est pertinente d’un point de vue pratique.

D.3.2 Optimisation dans I’approche rétrodictive

Nous allons maintenant décrire I'optimisation quantique de la limite de Cramér-Rao
pour un protocole d’estimation de parametre fondée sur 'approche rétrodictive, comme
illustré sur la figure 7.6. L’'information de Fisher (7.35) que nous devons optimiser décrit
maintenant la statistique des choix de préparation "m” conduisant a un certain résultat
de mesure "n”. En effet, les probabilités rétrodictives intervenant dans cette information
(7.35) sont données dans le cadre de 'approche rétrodictive par

Pr (m|n) = Tr [ﬁ:ﬁ” (e) ém} , (7.46)

ol I'état rétrodicté pre!" de la réponse "n” du détecteur est rétro-propagé par I'opération

unitaire U (€), caractérisée par le parametre e,

P () = Ut (e) pr" U (e) . (7.47)
Nous rappelons que les opérateurs de préparation sont donnés par ©,, = DPr(m)pp,. 1ls

doivent en plus constituer un ensemble exhaustif de propositions tel que

Y O, =1, (7.48)
m
En pratique, il est possible de se restreindre a un sous-espace de Hilbert de dimension
finie D. Par exemple, nous avons fait une telle réduction au chapitre V afin de réaliser
la tomographie des états rétrodictés de détecteurs de photons uniques. Ces tomographies
sont des estimations d’états quantiques par maximum de vraisemblance (MaxLike) avec
la statistique des choix de préparation conduisant a un certain résultat, contrairement
aux tomographies habituelles impliquant la statistique des mesures effectuées sur une
préparation donnée.
L’optimisation de I'information de Fisher (7.35) se fait maintenant sur tous les choix de
préparation de ’espace de Hilbert considéré. Une telle optimisation permettrait idéalement
d’atteindre la limite de Cramér-Rao quantique définie ici par

(Ug)CRQ = min (0)cp- (7.49)
{Om}m€EH
ou {ém}m désigne 'ensemble des choix de préparation que I'on peut faire dans l'espace
de Hilbert H de dimension finie D. Chaque choix de préparation "m” est représenté par
l'opérateur de proposition

N

Oy, = DPr (m) pp. (7.50)
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D’un point de vue pratique, nous pouvons dans un premier temps optimiser uniquement
sur tous les états quantiques p,, que I'on est effectivement capable de préparer. Il est facile
de se convaincre que de telles préparations sont plus nombreuses et manipulables que des
mesures quantiques. De plus, la détectivité d’'une mesure est un parametre difficilement
controélable, ce qui n’est pas le cas pour les probabilités Pr(m) des différents choix de
préparation "m”. Ces probabilités, comme nous le verrons, peuvent également étre ajustées
afin d’atteindre la limite de Cramér-Rao quantique.

Enfin, cette optimisation de la limite de Cramér-Rao (7.49) - sur tous les choix de
préparation d’un espace de Hilbert - n’est qu’une application des notions d’états quantiques
et de propositions introduites au chapitre III. Ces deux notions sont bien indissociables
et permettent d’exploiter le contenu physique d’'un état quantique. Dans un protocole
d’estimation, le parametre est en quelque sorte "imprimé” sur ’état quantique et nous
devons donc tester les propositions permettant la ”lecture” optimale de ce parametre.

D.4 Protocole d’estimation rétrodictive

Nous proposons maintenant une procédure générale d’estimation de la véritable valeur
€ d’'un parametre e dans 'approche rétrodictive, comme illustrée sur la figure 7.6. Nous
montrerons ensuite son caractere optimal au sens de la limite de Cramér-Rao quantique
(7.49).

D.4.1 Description de la procédure

Nous supposons que la mesure est projective et fidéle a un état cible piqr, mais elle
P = |1hyer) et une

reste non-idéale. Elle est donc caractérisée par 1’état rétrodicté
détectivité k, < 1.

1. On détermine la dimension D de ’espace de Hilbert H dans lequel on peut réaliser
I’estimation du parametre €. La valeur minimale de cette dimension est essentiel-
lement liée a 1’état rétrodicté a partir du résultat "n” de la mesure considérée et a
I’opération unitaire U (€). Nous avons par exemple fait une telle détermination au
chapitre V. La valeur D de cette dimension sera en réalité fixée a 1’étape (4) de cette
procédure.

2. Les différents choix de préparation "m” se feront & des fréquences temporelles
N = Pr(m) N,

o N, désigne un étalon de fréquence assurant un taux de répétition de la réponse
"n” suffisamment grand. Ces fréquences temporelles N, refletent directement les
probabilités Pr (m) de faire les différents choix de préparation "m”.

3. Pour le choix "oui”, on prépare 1'état cible |¢,,) de la mesure donnant le résultat
"n”. Cet état est ensuite soumis & une évolution modele U, (¢) ~ U' (¢), caractérisée
par une valeur ajustable du parametre e. La probabilité de faire ce choix "oui” doit
étre Pr (piqr) = 1/D afin de réaliser 'opérateur de proposition

Ooui (6) = DPr (Oui) Ptar (6) = W}tar (6)><wtm’ (6) |
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4. Pour les choix m # oui, on prépare autant d’états mélangés p,, que nécessaires afin
de réaliser la condition d’exhaustivité (7.48). Ces préparations peuvent se faire dans
un espace de Hilbert de dimension D plus grande que la valeur minimale déterminée
a I'étape (1).

L’exhaustivité des préparations s’évalue a ’aide de I’entropie de Von Neumann du
mélange sondant, comprenant 1’état cible |14, ),

/A)sonde = Z Pr (m) ﬁm'
m

Dans un espace de Hilbert de dimension finie D, cette entropie Sgopge doit étre
aussi proche que possible de sa valeur maximale Sy, = log D. L’augmentation du
nombre de choix de préparation "m”, avec des probabilités Pr (m) adéquates, permet
d’augmenter 'entropie de Von Neumann, puisque cette fonctionnelle est concave

Ssonde =S [Z Pr (m) ﬁm] > Pr(m)S[pm]-

Tous les choix de préparation "m # oui” réalise alors I'opérateur de proposition

énon = Z ém = i - éoui~

mZoui

5. On détermine expérimentalement les fréquences rétrodictives poy; (¢) = Pr(ouiln)
d’avoir fait le choix de préparation “oui” quand nous obtenons le résultat "n”, comme
illustré la figure 7.6. Nous avons fait ce genre de détermination au chapitre V pour
la tomographie des états rétrodictés des détecteurs de photons uniques. Cette pro-

babilité rétrodictive est idéalement donnée par

Poui (€) = S (€ =€) = [(¥tar (€) [ ()| < poui (€) = 1.

Lorsque le parametre est égale a sa valeur véritable € = €, la probabilité rétrodictive
est maximale et fournit une certitude sur le choix de préparation “oui”.

D.4.2 Caractere optimal

Nous allons maintenant vérifier que cette procédure est ultimement optimale en per-
mettant 'estimation du parametre € avec une incertitude atteignant la limite de Cramér-
Rao quantique (7.49). Nous adopterons pour cela la démarche décrite précédemment et
inspirée d’une démonstration faite dans le cadre de 'approche prédictive par Bruno M.
Escher [118] du groupe de Luiz Davidovich a I'Université Fédérale de Rio de Janeiro. Nous
allons d’abord majorer I'information de Fisher pour I’état rétrodicté a partir du résultat
"n”, puis calculer explicitement cette information pour les préparations introduites dans
la procédure que nous venons de décrire.

Majoration de linformation de Fisher. — Nous avons considéré une mesure projective,
fidele & un état cible |1)4,,) mais non-idéale. D’apres la figure 7.6, 'état rétrodicté a partir
de cette mesure doit étre propagé en arriere dans le temps par 'opérateur d’évolution
U (e), soit

et (6)) = U () [ue™). (7.51)
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La dérivation de cet état par rapport au parametre € a estimer peut s’écrire comme

I%b’“e” (e)) = id (e) [¥p""), (7.52)

avec
de) = [i e )] 0 (e). (7.53)
La probabilité rétrodictive p,, (¢) = Pr(m|n) est alors donnée par
Pm (€) = Pr (mln) = (07" (€) [Om [} (€)). (7.54)
La dérivée par rapport au parametre a estimer € de cette probabilité peut s’écrire comme

dpp, (€)

mE = G ()| [ O d ()] W5 () = —20m | (5 () [0 (d(€) =7 (€)) [ ()]

En effet, nous pouvons introduire une fonction scalaire arbitraire r (¢) a valeurs strictement
réelles. Cette fonction nous permettra d’obtenir la majoration la plus fine de 'information
de Fisher (7.35), qui fait intervenir le carré des dérivées (7.55), que l'on peut borner en
utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

<Cm;€(€)>2 < 4pm (€) (V57" (€) |Om [d(e) - (6)]2 T (). (7.55)

Nous arrivons ainsi & une majoration de 'information de Fisher (7.35)

2
r@ =% s (P2 O0) carr ) [d0 - @), 159

ou nous utilisons la relation d’exhaustivité (7.48) des opérateurs de proposition O,n. Nous
pouvons également écrire cette majoration en terme de 1'état rétrodicté [)7¢!") non rétro-
propagé, soit

Ir (€) < 4| & (e) —r ()] ™), (7.57)

avec

A

é(e)=U(e)d(e)Ut (e). (7.58)

Ensuite, le plus petit majorant de linformation de Fisher (7.57) est obtenue pour la
fonction r (€) définie par

r(€) = (e(€)o = (U le(e) [¥), (7.59)

ce qui conduit finalement a

Ir (€) < Mr (€) = 4(A8)%)o = (| [ (€) — (2 (€))o]” [07™"). (7.60)

Nous devons maintenant montrer que la procédure décrite précédemment permet effec-
tivement d’atteindre ce majorant Mg (€), et donc que l'estimation du parametre e est
ultimement optimale au sens de la limite de Cramér-Rao quantique.

Preuve du caractére optimal. — Pour I’estimation de la véritable valeur € du parametre e,
nous considérons les choix de préparation binaires "oui” et "non”. Le choix ”oui” correspond
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retr

a la préparation de I’état cible |

(¢)), alors que le choix "non” englobe tous les autres
choix de préparation m # oui. L’information de Fisher prend alors une forme similaire a

celle que nous avons calculée précédemment en (7.39), soit

o 1 dpoui (6) 2
Ir(9 = Poui (€) [1 — Poui (6)] < de ) . (7.61)

Lorsque le parametre e tend vers sa véritable valeur €, cette information de Fisher est
indéterminée, car la probabilité rétrodictive poy; (€) = 1 avec une dérivée nulle.
Pour lever cette indétermination, nous utilisons la regle de L’Hopital qui conduit a
I’expression suivante
dzpoui (6)
de2
Lorsque le parametre € tend maintenant vers sa véritable valeur € nous obtenons une

Ip (€) = =2 (7.62)

information de Fisher qui est égale a son majorant (7.60), soit
Ir (&) = 4(88)%)0 = ($ul [¢(€) = (&(@))o]” [¥n)- (7.63)

Cette égalité montre que la procédure d’estimation que nous avons proposée dans le cadre
de I'approche rétrodictive est ultimement optimale, dans le sens ou elle réalise une esti-
mation de la véritable valeur € d’un parameétre € avec une incertitude égale a la limite de
Cramér-Rao quantique.

D.4.3 Discussion
La limite de Cramér-Rao quantique atteinte par ce protocole est donnée par

(ong = ———— (7.64)

NIF (€)
ol N est le nombre de répétitions de la réponse "n”. Ce nombre est en fait lié au nombre
total M de préparations, tous choix "m” confondus, intervenant dans I’estimation

. M
N=Pr(n)M =Tt [psondeﬂn] M = iy 5 = K Miar. (7.65)

Nous reconnaissons alors le nombre de préparations d’états cibles k, M.y, effectivement
détectés par le détecteur, puisque la probabilité de préparer I’état cible est Pr (oui) = 1/D,
soit un nombre de préparations My, = M/D.

Le véritable avantage de notre procédure se révele au niveau de I'information de Fisher.
En effet, dans un protocole d’estimation prédictive, nous aurions eu le méme nombre effectif
de répétitions, mais avec une information de Fisher plus faible. Ce comportement est lié
au caractere projectif mais non-idéal de la mesure : le résultat "n” n’est pas certain méme
lorsque I'on prépare I’état cible de la mesure.

Par contre, la probabilité rétrodictive d’avoir préparé ce méme état cible, quand nous
obtenons le résultat "n”, fournit une certitude sur le choix de préparation “oui”. Cette
certitude est a l'origine de I'indétermination sur I'information de Fisher (7.61). Nous avons
évoqué ces aspects au chapitre IV, lorsque nous avons introduit la projectivité, 'idéalité
et la fidélité d’une mesure. Il s’agit d’une belle manifestation de ces propriétés qui ne sont
révélées que par I’approche rétrodictive.
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Enfin, nous comparons sur la figure 7.8 les informations de Fisher pour des protocoles
d’estimation prédictive et rétrodictive de petits déplacements d’états “chat de Schrédin-
ger”. Contrairement a l’estimation prédictive, I’estimation rétrodictive fournit I'optimum
d’information de Fisher sur le déplacement € que ’on cherche a estimer. L’incertitude sur
Iestimation atteint alors la limite de Cramér-Rao quantique, qui est la limite ultime pour

toute estimation de déplacement, basée sur des états "chat de Schrédinger”.

Prédictive

Rétrodictive

Nombre de répétitions N = M, tar

N = kp Mgy

Information de Fisher [ F (E) <1 Gf Nk,

Ir (e) =16&n

Limite de Cramér-Rao

1

(0)or = NiITI0)

Caractére optimal O >

(Uc)CR@

O-E — (O-E)CRQ

Figure 7.8: Comparaison des informations de Fisher fournies par des protocoles d’estimation prédictive
et rétrodictive de petits déplacements e d’'états "chat de Schrodinger”. — Pour I'estimation
prédictive, I'information de Fisher associée aux résultats de mesure n'est pas optimale et
dépend du déplacement a estimer. Pour I'estimation rétrodictive, I'information de Fisher
associée aux choix de préparation est optimale. Le nombre effectif de répétitions, interve-
nant dans la limite de Cramér-Rao, est identique pour les deux estimations. Il correspond
au nombre de préparations d'états cibles effectivement détectés k, Myqy, ot My, est le

nombre de préparations de ces états cibles.
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E Conclusions

Dans ce dernier chapitre, nous avons montré comment des détecteurs d’états fortement
non-classiques, comme le détecteur de ”chats de Schrédinger” de la lumiere, pouvaient avoir
des applications en métrologie quantique. En effet, nous avons d’abord montré qu’un tel
détecteur permettait d’estimer des petits déplacements d’états quantiques dans ’espace
des phases a la limite de Heisenberg.

Ensuite, nous avons généralisé 'usage de tels détecteurs non-classiques a des protocoles
d’estimation rétrodictive de parametre caractérisant une opération unitaire quelconque.
Ces estimations sont fondées sur I'approche rétrodictive et la statistique des choix de
préparation, contrairement aux protocoles d’estimation habituels utilisant la statistique
des résultats de mesure. Nous avons défini la limite ultime de telles estimations : la limite
de Cramér-Rao quantique qui est maintenant le résultat d’une optimisation sur tous les
choix de préparation possibles dans un espace de Hilbert donné. Cette optimisation peut
s’avérer plus judicieuse qu'une optimisation sur les mesures d’un espace de Hilbert.

Enfin, nous avons proposé une procédure d’estimation optimale pour des mesures pro-
jectives mais non-idéales. Cette procédure permet d’estimer un parametre avec une in-
certitude égale a la limite de Cramér-Rao quantique. Nous espérons que les protocoles
d’estimation quantique seront désormais étudiés dans le cadre de ’approche rétrodictive,
qui peut fournir plus d’information sur un parametre, tout en contournant certaines diffi-
cultés pratiques.
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Conclusions et Perspectives

A travers cette these, nous avons montré comment les propriétés quantiques d’une
mesure sont révélées par une approche de la physique quantique qui a souvent été oc-
cultée jusqu’a présent. L’approche rétrodictive est moins habituelle dans les traitements
quantiques, mais elle répond & des questions naturelles et légitimes quand on effectue une
mesure. En effet, elle consiste a faire des rétro-prédictions sur les choix de préparation qui
ont conduit & un certain résultat de mesure.

Les raisons de ce manque d’intérét sont en partie liées a I’histoire de la physique
quantique, comme nous I’avons montré a l'interlude 1. En effet, les outils de cette approche
rétrodictive avaient été formulés sur la base d’une analogie avec la regle de Born [63]. A
cause de ce statut, il était alors difficile de comprendre et d’exploiter le contenu physique
des outils de cette approche. Par exemple, rien ne venait justifier le fait que des probabilités
rétrodictives puissent se mettre sous la méme forme que la régle de Born. Cette regle
a été postulée par Max Born en 1926 [17] pour délivrer le formalisme mathématique
qui était en train d’étre élaboré afin de représenter la fonction d’onde, introduite par
Erwin Schrodinger en 1925. Une interprétation minimale de la physique quantique en
est née : U'Ecole de Copenhague qui considere la physique quantique avant tout comme
une théorie nous permettant de faire des prédictions sur des résultats de mesure. Tous
les débats sur l'interprétation de certains aspects de I’étrangeté quantique finissent par
ce constat. Certains physiciens se sont méme égarés dans des interprétations douteuses.
L’expérience dite de I’Ami de Wigner [88] en est la parfaite illustration. Nous avons décrit
cette expérience a 'interlude III en traitant I’oeil humain comme un véritable détecteur
optique.

Heureusement, 'interprétation de I’Ecole de Copenhague a été illustrée et complétée
par de belles expériences explorant le comportement quantique de la matiere et de la lu-
miere. L’enseignement de la physique quantique en est aujourd’hui fortement imprégné.
Cependant, ce pragmatisme met parfois dans 'ombre d’importants résultats issus de ce
que ’on appelle les fondations mathématiques de la théorie quantique. Pour la plupart des
physiciens en lien avec I’expérience, ces derniers se résument souvent a une axiomatisation
excessive de la physique quantique visant a en réduire au maximum les postulats qui sont
au nombre de cing ou six dans la plupart des manuels de mécanique quantique. La regle
de Born fait partie de ces postulats, alors qu’elle découle d’un théoreéme dont les seules
hypotheses relevent d’un choix de description, qui est le premier des postulats. En effet,
nous avons vu au chapitre III que le théoreme de Gleason-Busch justifie la forme mathé-
matique de la regle de Born. Ce résultat nous révele également qu’un état quantique n’est
exploitable qu’avec un ensemble exhaustif de propositions sur ce dernier. Ces propositions
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ne correspondent pas uniquement & des mesures, comme trop souvent invoqué par les ma-
thématiciens eux méme. En effet, nous pouvons mesurer le systéme avec une propriété,
mais nous pouvons également préparer le systeme avec cette méme propriété. L’applica-
tion du théoréeme de Gleason-Busch au jeu fondamental, basé sur des préparations d’états
et des mesures, nous a conduit naturellement aux approches prédictive et rétrodictive [70].
L’interprétation des outils de ces approches en est unifiée : il s’agit d’états quantiques
distribuant des propriétés physiques représentées par des opérateurs hermitiens et posi-
tifs. Nous avons ainsi proposé et réalisé des reconstructions d’états quantiques rétrodictés.
Il s’agit des premieres tomographies quantiques basées sur I’approche rétrodictive et des
choix de préparations illustrant la pertinence de cette approche [86].

Ensuite, nous avons étendu ’approche rétrodictive a la métrologie quantique ou il
devient maintenant possible d’estimer un parametre a partir de choix de préparations,
et non plus seulement des résultats de mesure. Des appareils de mesures plus exotiques
deviennent alors nécessaires. Nous avons proposé le principe d’un détecteur d’états “chat
de Schrodinger” de la lumiere [99]. L’étude des propriétés quantiques des mesures réalisées
par ce détecteur a été faite dans le cadre de notre approche. Nous avons ainsi obtenu
une illustration éloquente des propriétés de la mesure que nous avons introduit dans le
cadre de I'approche rétrodictive, comme le caractére projectif et non-idéal qui ne fournit
pas de certitude dans ’approche prédictive. Pour un protocole d’estimation prédictive,
ce caractere permettait des estimations de déplacements dans ’espace des phases a la
limite de Heisenberg, sans atteindre la limite de Cramér-Rao quantique qui est un enjeu
actuel de la métrologie quantique. Nous avons montré que cette limite est atteinte dans un
protocole d’estimation rétrodictive, utilisant le méme détecteur. L’interprétation en termes
d’information de Fisher est également tres intéressante : une estimation rétrodictive peut
fournir plus d’information sur un parametre qu’une estimation prédictive.

Dans le contexte particulierement actif de I'information quantique, nous espérons que
les protocoles proposés seront maintenant étudiés dans le cadre des deux approches de la
physique quantique. En effet, nous avons précisé les régles de correspondances entre les
versions prédictive et rétrodictive d’'un protocole. Cela nous permet de choisir la version
qui est la plus pertinente au niveau expérimental. Par exemple, la préparation d’états
“chats de Schrodinger” de la lumiere pose toujours des difficultés. Si un protocole implique
la préparation de tels états et des mesures dont les états rétrodictés sont plus facilement
réalisables, alors la version rétrodictive de ce protocole devient plus judicieuse. Le détecteur
de ”chats de Schrodinger” que nous proposons révélera alors tous ses avantages.

Enfin, le comportement quantique de la matiére ou de la lumieére dans des états toujours
plus non-classiques est intensivement exploré aussi bien au niveau théorique qu’expérimen-
tal. Nous espérons désormais qu’il en sera de méme pour le comportement quantique des
appareils de mesures dont cette these contribue a en préciser les aspects. Il reste maintenant
a imaginer et a concevoir des appareils de mesures toujours plus non-classiques que ceux
qui sont actuellement utilisés en optique quantique et dans d’autres domaines, notamment
la physique mésoscopique ou les analogies avec I'optique quantique sont tres intéressantes.
Le détecteur de "chat de Schrédinger” de la lumiere est une premiere proposition en ce
sens.

Taoufik AMRI
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Résumé

Cette these explore le comportement quantique desreifs de mesure avec des illustrations en optique
quantique. Il s’agit de la premiére étude des pétfs quantiques de mesures effectuées par n'impoe! type
d’appareil de mesure. Nous montrons que les priggriguantiques d’une mesure, comme son caraciges i
ou non-classique, ne peuvent étre révélées qudepaétats quantiques d’'une approche inhabituelldade
physique quantique : I'approche rétrodictive. Cedpproche consiste a faire des rétro-prédictions lssir
préparations d’'états conduisant & un certain =#sdé mesure, contrairement a I'approche prédichivec
laguelle nous faisons habituellement des prédistgur les résultats d’'une expérience.

En précisant les fondations mathématiques de I@ghmr rétrodictive, nous mettons en évidence une
procédure générale de reconstruction des étatdiques de cette approche : les états rétrodictéas Mvons
réalisé ces reconstructions pour des détecteurphiddons uniques, trés utilisés dans les protocdies
cryptographie quantique par exemple. Il s’agitalpriemiere tomographie d’'états quantiques entiarefoadée
sur I'approche rétrodictive et des choix de prégamna contrairement aux reconstructions habitudii@sées sur
des résultats de mesure. Ces tomographies nougnispd’étudier expérimentalement l'influence duibsur
les propriétés quantiques des mesures effectuéescgsa détecteurs, en particulier leur transitiomnd’
comportement fortement quantique vers un comportepias classique.

Enfin, nous proposons un détecteur d'états « clmtSdhrédinger » de la lumiére qui sont des
superpositions d'états quasi-classiques de la kemigans une version moderne d’'une expérience dsépe
imaginée par Eugéne Wigner en 1961, un tel disppsitmettrait a « I'Ami de Wigner » de détecter chrat de
Schrddinger, contrairement & I'ceil humain dont nqarécisons certaines propriétés quantiques. Nous
généralisons l'usage d’'un tel détecteur non-classig un protocole d’estimation de parametre, emtient
fondé sur I'approche rétrodictive et des choix déppration. Une telle procédure permettrait deigéaldes
estimations optimales, en atteignant la limite dan@r-Rao quantique, qui est un enjeu tres actudhde
métrologie quantique.

Mots clés : Mesure quantique, rétrodiction quantique, étatoditté, tomographie quantique, projectivité,
idéalité, fidélité, détectivité, photon unique, dailmain, chat de Schrddinger, Ami de Wigner, mégid
guantique, limite de Cramér-Rao quantique.

Abstract

This thesis explores the quantum behavior of measent apparatus with illustrations in quantum aptic
This is the first study of quantum properties ofasiwrements performed by any kind of devices. Wevshat
the quantum properties of a measurement, sucls asdjective or non-classical character, are reeahly by
the quantum states of an unusual approach of guamptwysics: the retrodictive approach. This approach
involves retro-predictions about state preparatitgegling to a given measurement result, contrarghto
predictive approach with which we usually make #ahs about the results of an experiment.

By clarifying the mathematical foundations of th&adictive approach, we propose a general procedure
for reconstructing the quantum states of this apgno the retrodicted states. We have realized these
reconstructions for single-photon detectors, wideded in quantum cryptography for instance. Thithésfirst
tomography of quantum states totally based on ¢fwdictive approach and preparation choices, aontio
usual reconstructions based on measurement rebése tomographies enabled us to study experithetita
noise influence on the quantum properties of memseants performed by these detectors, in partidhkair
transition from a strongly quantum behavior intmare classical behavior.

Finally, we propose a detector of “Schrddinger’s "Catates of light, which are superpositions of
incompatible quasi-classical states of light. Imadern version of a thought experiment proposedtgene
Wigner in 1961, such a device could allow the “Wiga Friend” to detect a “Schrddinger’s Cat”, congréo
human eyes for which we precise some quantum piepeMe generalize the use of such a non-classical
detector to an estimation protocol, totally basedtlee retrodictive approach and preparation choiSesh a
procedure could enable optimal estimations, bymeacthe quantum Cramér-Rao bound, which is a vegigcab
issue of quantum metrology.

Keywords: quantum measurement, quantum retrodiction, rettedistate, quantum tomography, projectivity,
ideality, fidelity, detectivity, single photon, ham eyes, Schrbédinger's cat, Wigner's Friend, quantu
metrology, quantum Cramér-Rao bound.
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