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climat détendu dans lequel j’ai pris beaucoup de plaisir à travailler. Je n’oublie évidemment
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Résumé

Le bruit de cavité est un phénomène très fréquent dans le domaine des transports aériens.
Il survient notamment lors de l’approche à l’atterrissage, où des interactions entre la cellule
de l’aéronef et l’écoulement sont à l’origine de fortes émissions tonales. Il devient dès lors une
source de pollution acoustique non-négligeable pour les populations résidant à proximité de
zones aéroportuaires. Les études numériques et expérimentales décrites jusqu’à présent dans
la littérature abordent essentiellement le cas des cavités rectangulaires. Pourtant, les cavités
rencontrées en pratique dans l’industrie aéronautique impliquent des géométries souvent plus
complexes. Lorsque ces cavités sont soumises à une excitation de nature aérodynamique, leur
spécificité géométrique conduit le plus souvent à des réponses acoustiques assez éloignées des
estimations issues de modèles académiques construits sur l’observation de cavités rectangu-
laires. Quelques travaux seulement abordent le cas des cavités cylindriques.

Ce travail est consacré à l’étude aéroacoustique des cavités cylindriques, à l’initiative
d’Airbus. Il s’inscrit dans le cadre du projet AEROCAV soutenu par la Fondation de Re-
cherche pour l’Aéronautique & l’Espace (FRAE). Son objectif est de déterminer les méca-
nismes impliqués dans les émissions acoustiques intenses et tonales pour les configurations
étudiées.

Une première partie présente les résultats expérimentaux issus des campagnes de mesures
menées dans la soufflerie anéchöıque du Centre Acoustique du LMFA et de l’École Centrale
de Lyon. Un modèle semi-empirique, reposant sur l’hypothèse d’une résonance acoustique
pilotée par les instabilités présentes dans la couche de cisaillement à l’ouverture de la cavité,
est construit à partir du modèle d’Elder (1978). Le modèle permet d’estimer les fréquences
susceptibles de dominer l’acoustique rayonnée en champ lointain à partir de la donnée du
champ moyen de vitesse longitudinale, que l’on mesure dans le plan de l’écoulement par
Vélocimétrie par Imagerie des Particules (PIV).

Une seconde partie est destinée au calcul direct du bruit rayonné par un écoulement
laminaire ou turbulent affleurant une cavité cylindrique de référence. Il consiste à calculer le
champ acoustique directement à partir de la résolution des équations tridimensionnelles de
la mécanique des fluides. Le solver Alesia est présenté dans une version modifiée et adaptée
à la mise en œuvre d’une approche multidomaine d’ordre élevé faisant intervenir plusieurs
maillages se recouvrant. Des techniques d’interpolation sont spécifiquement développées en
vue d’assurer une communication bidirectionnelle entre les différents maillages, malgré des
contraintes géométriques fortes. Un modèle d’excitation de l’écoulement est aussi développé
afin de disposer de fluctuations dans l’écoulement incident, pour le cas turbulent. Ces deux
points font l’originalité des calculs réalisés.

Les simulations, menées sur une cavité de rapport d’aspect géométrique égal à 1 et soumise
un écoulement incident à Mach 0.2, montrent que le rayonnement acoustique peut être fidè-
lement reproduit numériquement. La couche de cisaillement est caractérisée par la présence
de deux larges structures tourbillonnaires s’amplifiant lors de leur convection. Leur présence
s’accompagne de fortes fluctuations de vitesse à l’origine d’un débit aérodynamique de fluide
à l’ouverture qui excite la cavité acoustiquement. Une résonance forcée s’établit dans celle-ci,
excitant la couche de mélange au voisinage du point de séparation. Ce couplage auto-entretenu
est à l’origine du rayonnement acoustique intense et fortement tonal de la cavité. Il s’établit
à une fréquence proche de la fréquence prédite par le modèle semi-empirique développé.

Mots-clés : cavité cylindrique, écoulement subsonique affleurant, résonance acoustique pilotée
par les instabilités de la couche cisaillée, modèle d’Elder, calcul direct, simulation des grandes
échelles, ordre élevé, approche multidomaine, interpolations décentrées, modèle d’excitation
de la couche limite



Abstract

Cavity noise is a very frequent phenomenon in air transport. It occurs in particular during
landing approaches, where airframe–flow interactions are responsible for strong tonal emis-
sions. Accordingly, it turns to be a non negligible source of acoustic pollution for populations
living near airport areas. Numerical and experimental studies reported in the literature ta-
ckle essentially the case of rectangular cavities. Nevertheless, cavities may often exhibit more
complex shapes in practice. When subject to aerodynamic excitations, and because of their
geometrical specificity, these cavities may have acoustic responses which can be rather far
from estimations resulting from academic models designed for rectangular cavities. Only a
small number of studies tackle the case of cylindrical cavities.

The present work requested by Airbus is dedicated to the study of aeroacoustics in cy-
lindrical cavities. This work was been supported by the Fondation de Recherche pour l’Aéro-
nautique & l’Espace (FRAE) under contract reference AEROCAV. It aims at discerning the
mechanisms responsible for strong and tonal acoustic emissions for the studied configurations.

Experimental data resulting from measurements performed in the anechoic wind-tunnel of
the Centre Acoustique at École Centrale de Lyon are presented in a first part. A semi-empirical
model based on the hypothesis of a shear-layer driven acoustic resonance is constructed from
the Elder model (1978). The model provides an estimation of the frequences which are likely to
be predominant in the far-field acoustics, given the mean streamwise velocity field, currently
measured in the flow plane by Particle Image Velocimetry (PIV).

A second part deals with the direct computation of the noise radiated by a laminar or
turbulent grazing flow over a standard cylindrical cavity. The method consists in the calcu-
lation of the acoustic field directly from the resolution of the tridimensional Navier–Stokes
equations. The Alesia solver is presented in a modified form, adapted to the implementation
of a high-order chimera method involving several overlapping grids. Interpolation techniques
have been specifically developed to achieve a bidirectional communication between the meshes
in spite of strong geometrical constraints. A flow excitation model has also been constructed
in order to obtain fluctuations into the incoming flow in the turbulent case. These two last
points make the present computations original.

The simulations, which are performed on a cavity of geometric ratio taken as 1 and subject
to a grazing flow of Mach 0.2, reveal that it is possible to retrieve the radiated noise numerically
with high fidelity. They indicate the presence of two large amplifying vortices in the shear
layer. These vortices go with strong velocity fluctuations giving rise to an inflow of fluid at the
cavity mouth which excites the cavity acoustically. A forced acoustic resonance occurs into the
cavity, then destabilises the shear layer near the separation point. This self-sustained coupling
is responsible for strong tonal radiations from the cavity. The frequency of the radiated noise
is close to the one predicted by the semi-empirical model.

Keywords : cylindrical cavity, subsonic grazing flow, shear-layer driven acoustic resonance,
Elder model, direct computation, large eddy simulation, high order, chimera / overlapping
grid method, noncentered interpolations, boundary-layer excitation model
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1.2.4 Interactions d’origine aérodynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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7.2.1 Initialisation de l’écoulement incident . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
7.2.2 Initialisation des variables thermophysiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
7.2.3 Régime transitoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

7.3 Description de l’acoustique rayonnée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
7.3.1 Signaux temporels de pression fluctuante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
7.3.2 Visualisation du champ de pression fluctuante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226
7.3.3 Spectre acoustique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228
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Introduction générale

Problématique générale

Les dernières décennies ont vu l’essor considérable des moyens de transport à grande vi-
tesse, ce qui pose le problème de la gestion du bruit qu’ils génèrent. L’industrie aéronautique
est particulièrement concernée. En effet, le transport aérien reste aujourd’hui source de nui-
sances sonores importantes susceptibles d’affecter gravement les populations riveraines des
grandes plates-formes aéroportuaires. Face à l’augmentation soutenue du trafic aérien (de
l’ordre de 16% dans la zone euro entre 2004 et 2009 pour le nombre de passagers aéropor-
tés, et de 9% pour le fret, selon Eurostat [77, 78]), combinée à l’urbanisation croissante des
périphéries des grandes villes qui atteignent dorénavant les zones aéroportuaires initialement
éloignées des secteurs urbanisés, de plus en plus de personnes se retrouvent exposées à ces
nuisances sonores pouvant porter atteinte à leur santé. À titre illustratif, la figure 1 propose
une vue aérienne de la plate-forme aéroportuaire de Paris–Orly, où les installations sont au-
jourd’hui intégralement implantées dans le dense tissu urbain environnant. Cette vue donne
une idée de l’ampleur du nombre de personnes résidant à proximité de l’aéroport et subissant
constamment les nuisances sonores d’origine aéroportuaires.

Plusieurs mesures ont été prises ces dernières années pour lutter contre ces nuisances so-
nores : élimination des appareils les plus bruyants, interdiction des essais-moteurs, limitation
des mouvements aéroportuaires de nuit. Le paragraphe II de l’article 11 du Grenelle de l’En-
vironnement (2008) prévoit de renforcer la réglementation concernant les nuisances sonores
aéroportuaires [116]. Celui-ci prévoit également des mesures d’ensemble, comme le relèvement

1 km

Fig. 1: Vue aérienne de la plate-forme aéroportuaire de Paris–Orly (France) en 2010. source : maps.google.fr
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de 300 mètres de l’altitude de tous les avions lors de leur arrivée au-dessus de l’̂Ile-de-France,
qui doit permettre une diminution de moitié du bruit au sol.

Des efforts sont consentis par les avionneurs dans l’optique de réduire à la source ces
nuisances sonores. Des mesures récentes leur ont permis de quantifier avec précision, sur des
appareils modernes, les contributions des principales sources acoustiques sur le bruit rayonné
en fonction de la phase de vol, comme le montre la figure 2 pour un avion long courrier de la
famille Airbus.

Décollage Approche

Fig. 2: Répartition typique des sources de bruit d’un avion long courrier de la famille Airbus au décollage et
en configuration d’approche. (d’après [209])

Les études indiquent que le bruit rayonné au décollage est de nature propulsive, dont les
principales sources sont la motorisation (soufflante amont, soufflante aval) et le jet issu des
réacteurs. En phase d’approche, le bruit d’origine aérodynamique devient considérable, avec
47% du bruit rayonné provenant de la cellule (airframe). La forme extrêmement peu aéro-
dynamique des trains d’atterrissage [107], ansi que les multiples cavités que l’on retrouve sur
certaines pièces, comme les interstices ailes-volets hypersustentateurs (flaps) et ailes-becs de
bord d’attaque (slats), les cavités d’échappement du carburant (burst-disk cavities), les entrées
d’air des systèmes de contrôle environnemental (ECS cavities) etc., contribuent principalement
au bruit rayonné par l’aéronef. La figure 3(a) offre une vue générale des localisations des dif-
férentes cavités que l’on retrouve sur un Airbus A380. Les figures 3(b) et 3(c) proposent des
vues détaillées des cavités d’échappement de carburant que l’on retrouve usuellement sous les
ailes.

Parvenir à prédire précisément le bruit rayonné par ces cavités présenterait un intérêt à
la fois industriel et scientifique. En effet, cela offrirait la possibilité d’identifier et de mieux
comprendre les mécanismes générateurs de bruit, ouvrant la voie à leur contrôle et à la ré-
duction des nuisances que ces cavités engendrent. Quelques modèles analytiques, comme le
modèle de Rossiter (1964), permettent d’appréhender relativement simplement certains méca-
nismes de génération de bruit, et de prédire assez fidèlement les fréquences dominant le spectre
acoustique rayonné par des cavités rectangulaires, sans toutefois renseigner sur le niveau de
ces pics. La particularité géométrique des cavités que l’on rencontre en pratique ne permet
généralement pas l’application directe de ces modèles.

L’aéroacoustique numérique (CAA – Computational AeroA-

coustics)

L’outil numérique pourrait répondre en partie à ces besoins. En effet, l’augmentation
croissante de la puissance de calcul et de stockage rend envisageable la simulation numérique
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(a)

Entrées d’air ECS

Détails géométriques du train d’atterrissage

Cavité de train d’atterrissage

Cavité d’échappement du carburant

(b) (c)

Fig. 3: (a) Vue générale des localisations des cavités sur un Airbus A380. (b) Cavité d’échappement du car-
burant. (c) Zoom d’une cavité d’échappement du carburant. (d’après [209])

d’écoulements complexes de fluide avec prise en compte du champ acoustique rayonné.

L’acoustique se révèle cependant bien plus difficile à capturer numériquement que les autres
grandeurs de l’écoulement, en raison de la forte différence d’échelle caractérisant les fluctua-
tions acoustiques par rapport aux fluctuations aérodynamiques. Ces fluctuations acoustiques
sont typiquement de plusieurs ordres de grandeur plus petites que les oscillations aérodyna-
miques [232]. De plus, leurs longueurs d’onde sont souvent significativement plus grandes que
les dimensions caractéristiques de l’écoulement, telle l’épaisseur de la couche visqueuse pour
les écoulements de paroi. On comprend dès lors que le nombre de points à traiter numéri-
quement devient considérable si l’on souhaite résoudre à la fois une couche limite et obtenir
quelques longueurs d’onde du bruit généré.

La plupart des théories aéroacoustiques sont développées à partir de l’analogie de Lighthill
(1952), qui propose une recombinaison des équations de la mécanique des fluides afin de faire
apparâıtre le bruit généré par un écoulement comme la solution d’une équation de propagation
dans un milieu au repos :

∂2ρ

∂t2
− c2∞∆ρ = divdivT
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La quantité ρ représente la masse volumique du fluide, et c∞ la vitesse du son dans le milieu au
repos. Le membre de droite de l’équation correspond au terme source acoustique. Le tenseur T,
appelé tenseur de Lighthill, est construit à partir des champs de vitesse aérodynamique. Cette
analogie constitue l’une des premières formulations simples du couplage entre la génération et
la propagation du bruit [22].

Une première approche numérique, dite hybride, exploite cette analogie. L’écoulement est
d’abord résolu numériquement à l’aide d’un code de calul de type CFD (Computational Fluid
Dynamics). Ce champ aérodynamique permet d’évaluer le tenseur de Lighthill dans l’équation
précédente. L’application de l’analogie permet alors d’obtenir le rayonnement acoustique en
champ lointain généré par l’écoulement. L’application de cette méthode dans des cas pratiques
nécessite toutefois la délimitation d’une zone de sources [154], ce qui peut engendrer des
erreurs notamment au niveau des frontières de cette zone où une troncature est effectuée dans
les équations. Une estimation correcte du tenseur de Lighthill impose également une bonne
connaissance de la précision nécessaire concernant le calcul CFD préliminaire.

Une seconde méthode consiste à résoudre les équations de la mécanique des fluides sur un
domaine de calcul suffisamment grand et de manière suffisamment précise pour obtenir di-
rectement l’écoulement et son rayonnement acoustique. Aucune analogie n’est employée pour
parvenir au champ acoustique rayonné : on parle alors de calcul direct. Ce procédé im-
pose cependant de fortes contraintes numériques sur les algorithmes de résolution, car ceux-ci
doivent être en mesure de capturer et préserver les fluctuations acoustiques malgré des diffé-
rences d’échelle conséquentes avec les grandeurs aérodynamiques. Les méthodes de résolution
doivent donc être faiblement dissipatives, en vue d’éviter l’atténuation des ondes acoustiques
lors de leur propagation, et très peu dispersives, afin de ne pas modifier le contenu fréquentiel
des phénomènes simulés.

Le développement de schémas numériques performants faiblement dissipatifs et faiblement
dispersifs connait un formidable essor depuis une vingtaine d’années. Le code de calcul Alesia,
développé en cartésien par Bogey, permet la résolution précise des équations de Navier–Stokes
2–D puis 3–D dans le cadre d’une étude de bruit de jets ronds subsoniques [22]. Le solver a été
complété par la suite par Gloerfelt qui y a inclus des conditions de paroi rendant accessible
l’étude numérique du rayonnement acoustique généré par un écoulement affleurant une cavité
rectangulaire [97]. Le solver a ensuite été décliné dans des versions cylindrique par Barré [10],
pour l’étude de jets ronds subsoniques, curviligne et multidomaine par Marsden [153, 154] afin
d’étudier le bruit rayonné par des profils.

Objectifs de l’étude

Il existe à ce jour relativement peu d’études expérimentales et numériques caractérisant le
comportement aéroacoustique des cavités cylindriques. On se propose donc dans un premier
temps de traiter et de synthétiser l’intégralité des données expérimentales brutes issues de
campagnes de mesures menées à la soufflerie anéchöıque du Centre Acoustique de l’École
Centrale de Lyon dans le cadre du projet AEROCAV, soutenu par la Fondation de Recherche
pour l’Aéronautique & l’Espace (FRAE).

On souhaite aussi développer un code de simulation permettant de mener des calculs aé-
roacoustiques directs sur de telles cavités. Ce code est construit sur le solver Alesia autour
de schémas numériques explicites d’ordre élevé développés par l’équipe d’aéroacoustique nu-
mérique du Centre Acoustique. On proposera ici une version modifiée et adaptée à la mise en
œuvre d’une approche multidomaine. Son bon comportement est vérifié à l’aide de comparai-
sons avec les données expérimentales sur une configuration de référence. Le code de simulation
permet d’explorer en détail l’influence de l’état de la couche limite incidente sur la réponse
acoustique de la cavité à l’excitation aérodynamique.

Un objectif majeur est également l’identification et la compréhension des mécanismes
générateurs de bruit. Un modèle est enfin à envisager, reproduisant le processus de génération
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de bruit, dans l’optique de retrouver les fréquences dominant le spectre acoustique rayonné
par la cavité.

Organisation du mémoire

Ce manuscrit comprend sept chapitres. Une première partie introductive propose une syn-
thèse bibliographique des études expérimentales et numériques portant sur l’aéroacoustique
se développant dans des cavités rectangulaires et cylindriques. Une analyse des mesures ef-
fectuées au Centre Acoustique sur des cavités cylindriques est développée au chapitre 2. Le
troisième chapitre revisite le modèle semi-empirique de résonance acoustique pilotée par la
couche de mélange, proposé par Elder, en l’adaptant au cas des cavités cylindriques, en vue
de prédire les fréquences susceptibles de dominer l’acoustique rayonnée. On présente dans
un quatrième chapitre le développement d’un code de simulation d’ordre élevé sur plusieurs
maillages se recouvrant. Le recours à plusieurs maillages permet en effet d’utiliser des al-
gorithmes numériques éprouvés tout en tenant compte de la particularité géométrique des
cavités considérées, ce que ne permet généralement pas un unique maillage pour des géomé-
tries complexes. Le cinquième chapitre présente les outils numériques utilisés en vue d’assurer
une communication bidirectionnelle entre les différents maillages constituant le domaine de
calcul. Une technique d’interpolation bidimensionnelle décentrée d’ordre élevé est développée
dans l’optique de permettre cette communication à proximité de parois. La dernière partie
de ce chapitre aborde la mise en œuvre du calcul à grande échelle, et présente des notions de
parallélisation. Le sixième chapitre est consacré à l’implémentation numérique d’une couche
limite incidente. La cas d’une couche limite laminaire est d’abord présenté. L’obtention d’une
couche limite incidente de type turbulente, présentant des fluctuations ayant des amplitudes
raisonnables, nécessite l’élaboration à l’amont de la cavité d’une modèle d’excitation du profil
turbulent moyen de vitesse. Le dernier chapitre présente une synthèse des résultats obtenus
issus des simulations numériques. Ces résultats sont confrontés aux données expérimentales et
aux estimations obtenues à l’aide du modèle d’Elder. Ils permettent d’avancer une explication
sur les mécanismes de génération de bruit.





Chapitre 1

Étude bibliographique du bruit de cavité

Dans tout le manuscrit, la quantité u représente la vitesse eulérienne d’une particule fluide,
et on note (u1, u2, u3) ses composantes dans la base orthonormée (O,e1,e2,e3). Les quantités
p et ρ représentent respectivement la pression du fluide et la masse volumique du fluide
en un point M , repéré par ses coordonnées (x1, x2, x3). L’opérateur de moyennage temporel
est noté .̄ Les variables indexées par ′ représentent les variables fluctuantes autour de leur
moyenne temporelle. Enfin, tous les processus relatifs à la turbulence sont supposés ergodiques,
si bien que leur moyenne statistique est égale à leur moyenne temporelle [93].

1.1 Introduction

Le bruit de cavité apparâıt lorsqu’une ouverture est soumise à un écoulement affleurant.
Les premières observations réalisées sur des cavités rectangulaires révèlent que dans certaines
conditions, des oscillations auto-entretenues peuvent s’y établir. Une analyse spectrale de
la pression fluctuante indique la présence de pics intenses [129, 130, 197] dans la signature
acoustique du bruit rayonné. En effet, la présence de la cavité dans l’écoulement incident
provoque des fluctuations importantes de pression, de masse volumique et de vitesse dans son
voisinage, et de fortes ondes acoustiques en champ lointain. Des effets supplémentaires sont
aussi observés dans ce cas, comme l’augmentation de la trâınée de la cavité [197, 203], des
vibrations et la fatigue de la structure [79, 205], ou la modification des transferts thermiques
[1, 41].

Les premières campagnes de mesures expérimentales sont menées à partir des années 1950
par l’industrie aéronautique, notamment Boeing Airplane Co., Douglas Aircraft Co. et le Royal
Aircraft Establishment, concernant les soutes à bombes d’avions militaires [33, 174, 198].
Les mesures révèlent que pour les cavités parallélépipédiques de grandes dimensions et peu
profondes étudiées en présence d’un écoulement dont le nombre de Mach est compris entre 0.6
et 1.2, d’intenses fluctuations périodiques de pression ont lieu dans les soutes à bombes, qui
peuvent exciter les modes vibratoires de l’appareil. Les études indiquent aussi que les soutes
à bombes sont responsables de 30% de la trâınée totale de l’aéronef, et que dans certaines
configurations, le niveau de pression acoustique peut atteindre 170 à 180 dB dans le voisinage
de l’avion [30], ce qu’ont confirmé de récentes simulations numériques [137].

D’importantes études expérimentales et numériques à plus faibles nombres de Mach ont
été effectuées par la National Aeronautics and Space Administration (NASA) dans les années
1970–1980. Elles ont révélé que le bruit rayonné par un avion en configuration d’approche
est de nature aérodynamique, et dépend principalement des détails de la structure [139]. Une
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campagne de mesures acoustiques menée sur un Lockheed C-5 Galaxy permet de préciser les
principales sources de bruit lors d’une approche : la cavité accueillant le train d’atterrissage,
les détails géométriques du train d’atterrissage, les gouvernes horizontales et verticales, le
fuselage, et la vibration de la structure [95]. Les conclusions du progamme mené en 2001 par
Boeing Airplane Co. intitulé Quiet Technology Demonstrator vont également dans ce sens. Un
pic à 2 kHz a été détecté et localisé sur un Boeing 777-200 en approche par antennerie [59].
La figure 1.1 révèle que le pic est généré par les cavités anti-gel près des slats, qui permettent
la circulation d’air chaud provenant du circuit de distribution interne.

Fig. 1.1: Diagramme acoustique à 2 kHz pour un B 777-200 en approche, montrant la localisation des sources
de bruit près du bord d’attaque des ailes. (d’après [59])

Après la réduction progressive du bruit émis par les moteurs, le bruit d’origine aérody-
namique devient donc une source de nuisance sonore non-négligeable, pouvant dans un futur
proche éventuellement compromettre la certification acoustique de certains appareils. En effet,
celle-ci repose sur les normes imposées par l’Organisation de l’Aviation Civile Internationale
(OACI), qui permettent de classer les avions en fonction de leur niveau de bruit, et qui s’ap-
puyent notamment sur les mesures de l’EPNdB (Effective Perceived Noise Decibel). Ce critère
représente le niveau d’un bruit équivalent stable sur une durée normalisée de 10 secondes qui
aurait la même énergie sonore que celle observée pendant la partie la plus bruyante du passage
de l’avion. Il se caractérise par une forte pénalisation des émissions aux moyennes et hautes
fréquences, fortement génératrices de gêne, rayonnées par l’appareil aux différents points de
mesure [67].

Les cavités sont également omniprésentes dans le domaine des transports terrestres. Il
s’agit par exemple des cavités très allongées accueuillant les pantographes des trains à grandes
vitesses ou de l’interstice entre les wagons dans le domaine ferroviaire [132, 165, 171, 172].
Il s’agit des césures de portes ou du toit ouvrant dans l’industrie automobile [127, 189, 190].
De fortes pulsations basses fréquences de pression se produisent par exemple dans l’habitacle
du véhicule à certaines vitesses lorsque le toit ouvrant est déployé, ce qui peut entrâıner des
troubles physiques pour les passagers, et pénaliser le confort acoustique externe des riverains
lors du passage du véhicule.

Les cavités jouent aussi un rôle décisif dans la génération du son des instruments à vents,
pour lesquels les oscillations intenses dans la cavité ne sont pas nuisibles mais au contraire
recherchées. On souhaite en général maximiser le niveau de pression acoustique pour un écou-
lement donné [177], comme dans le cas des flûtes [247] ou des orgues [83].

De nombreux articles synthétisent les différents phénomènes physiques à l’origine des os-
cillations de cavité induites par un écoulement affleurant. Les études portent essentiellement
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sur des cavités rectangulaires, comme les travaux de Rockwell & Naudascher [195], ceux de
Blake & Powell [17], de Komerath [126], de Colonius [49] ou de Cattafesta [38]. On aborde
donc dans la partie qui suit le cas des cavités rectangulaires, car il s’agit d’une configuration
géométrique abondamment étudiée dans la littérature, et qui permet d’introduire simplement
les mécanismes physiques mis en jeu. Le cas spécifique des cavités cylindriques, moins détaillé
dans la littérature, sera ensuite discuté.

1.2 Cavités rectangulaires

Dans cette partie, on note L la longueur de la cavité, D sa profondeur et W sa largeur.
La vitesse de l’écoulement est notée u∞ comme le rappelle la figure 1.2.

u∞
u∞

coin avalcoin amont

W

L

D

δ

recirculation

couche cisaillée

ondes acoustiques

e2

O

e3

e1

Fig. 1.2: Notations pour une cavité rectangulaire soumise à un écoulement affleurant de vitesse u∞ et d’épais-
seur de couche limite δ.

1.2.1 Premières études expérimentales

On doit les tous premiers travaux expérimentaux sur les cavités à Wieghardt [246] et
Tillmann [240] au début des années 1940. Leurs études sur des cavités rectangulaires et cy-
lindriques s’inscrivent dans un travail plus global consacré à la trâınée engendrée par des
irrégularités de surface. Les mesures effectuées à bas nombres de Mach (0.04 à 0.08) leur
permettent d’évaluer la trâınée de la cavité en soustrayant les trâınées de la surface aérody-
namique obtenues avec et sans cavité. Tillmann montre que la trâınée engendrée par la cavité
dépend fortement des rapports L/D et L/δ, avec δ l’épaisseur de la couche limite incidente.
Il observe qu’un maximum de trâınée est atteint en certaines valeurs de L/D. Il montre aussi
qu’une modification elliptique de la forme du coin aval de la cavité rectangulaire permet de
réduire d’au moins 20% la trâınée induite par celle-ci. Wieghardt obtient enfin des images
d’un écoulement d’eau au-dessus d’un réservoir rectangulaire et dans celui-ci en y ensemen-
çant de la poudre d’aluminium. Les images révèlent l’existence de tourbillons dans la cavité.
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Les études expérimentales suivantes, menées au début des années 1950 par Norton [174] et
Brazier [33] s’intéressent également à la trâınée induite par les cavités à des fins militaires
(soutes à bombes). Leurs mesures confirment l’augmentation très nette de trâınée provoquée
par la présence de cavités. Des pics intenses sont également mentionnés dans la signature
acoustique du bruit rayonné par les cavité rectangulaires dans certaines configurations.

Les travaux de Roshko [197] et Krishnamurty [129, 130] constituent véritablement les
premières études consacrées au bruit aérodynamique rayonné par des cavités soumises à un
écoulement affleurant. Roshko étudie l’influence des dimensions géométriques de la cavité
sur le bruit rayonné, en considérant des cavités parallélépipédiques peu profondes de rapport
L/D variant de 0.4 à 62.5, et à basses vitesses. Il observe qu’un tourbillon principal se forme
systématiquement dans la cavité et note la présence de tourbillons secondaires dans les coins
inférieurs. Roshko remarque aussi que la trâınée induite est essentiellement due à la pression
pariétale sur la paroi aval de la cavité lors de l’impact des instabilités. Il note enfin que
cette tendance à la formation d’une recirculation ne dépend pas de l’état de la couche limite
incidente, mais que la recirculation principale tend à diminuer avec la diminution du rapport
L/D. Krishnamurty complète cette remarque grâce à des mesures d’intensité effectuées sur
des cavités parallélépipédiques peu profondes soumises à un écoulement affleurant hautement
subsonique ou supersonique à l’aide d’un interféromètre de Mach-Zehnder. Il précise que les
pics fréquentiels observés dans les spectres acoustiques sont beaucoup plus importants quand
la couche limite incidente est laminaire, tandis que le contenu spectral est plus large bande
lorsque celle-ci est turbulente. Des visualisations par strioscopie permettent de mieux observer
le rayonnement acoustique tonal, comme le montre la figure 1.3. Krishnamurty note enfin que

Fig. 1.3: Observation par strioscopie du rayonnement acoustique d’une cavité rectangulaire, de rapport L/D =
2, induit par un écoulement affleurant à Mach 0.85. La couche limite incidente est laminaire. (d’après
[129])

pour un nombre de Mach donné, la fréquence prédominante dans la signature acoustique de
la cavité est inversement proportionnelle à la longueur L de la cavité, aussi bien dans le cas
laminaire que dans le cas turbulent.

1.2.2 Caractère 3–D de l’écoulement et influence de la largeur

Le caractère tridimensionnel de l’écoulement à l’intérieur de la cavité est mis en évidence
par Maull & East au début des années 1960 grâce à une étude expérimentale à faible vitesse
de l’influence de la largeur W [151]. Ils visualisent l’écoulement dans la cavité à l’aide de
films d’huile et montrent l’existence d’un certain nombre de cellules de recirculation au fond
de la cavité. D’autres campagnes expérimentales ont confirmé le caractère tridimensionnel de
l’écoulement dans la cavité. Citons les travaux de Kistler & Tan, qui observent également
sur des cavités peu profondes des cellules de recirculation à l’aide d’un mélange de suie et
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d’alcool [124], ou ceux de Zhak et al. qui visualisent l’écoulement au fond de la cavité à l’aide
de poudre d’aluminium [249].

Plusieurs auteurs se sont intéressés à l’influence de la largeur W sur le rayonnement acous-
tique de la cavité [2, 45, 46, 101]. Ils observent que la couche cisaillée est essentiellement
bidimensionnelle pour L/W < 1. Des effets tridimensionnels dus aux bords peuvent appa-
râıtre pour L/W > 1. Tracy & Plentovich montrent que pour des cavités peu profondes, de
rapport d’aspect L/D supérieur à 2, et pour des écoulements subsoniques ou transoniques,
les pics observés dans la signature acoustique de la cavité sont plus élevés lorsque la largeur
W est petite [241]. Stallings & Wilcox observent qu’en supersonique, les effets de la largeur
de la cavité sur le rayonnement acoustique pour des cavités ouvertes sont nettement moins
importants que pour des cavités fermées [223]. Gloerfelt et al. notent enfin dans [101] que
la tridimensionnalisation de l’écoulement, observée pour une cavité de L/W = 1.28, tend à
réduire sa cohérence, entrâınant ainsi une diminution de l’intensité rayonnement acoustique.

1.2.3 Terminologie et classification

1.2.3.1 Types d’interaction

L’étude bibliographique montre que le bruit tonal observé peut avoir plusieurs origines.
Il peut être induit par des interactions d’origine aérodynamique. Les instabilités de
Kelvin–Helmholtz, se développant dans la couche cisaillée à une ou plusieurs fréquences privi-
légiées, sont amplifiées par un phénomène de bouclage [237] : l’impact des tourbillons contenus
dans la couche cisaillée sur le coin aval de la cavité génère des ondes acoustiques qui se pro-
pagent dans la cavité vers l’amont, et qui viennent exciter la couche de mélange au niveau de
la séparation, au coin amont. On parle de rétroaction aéroacoustique (feedback).

Le couplage avec un mode de résonance de la cavité peut également être à l’origine
du bruit tonal observé. Les fluctuations aérodynamiques à l’ouverture de la cavité peuvent
exciter acoustiquement la cavité, si la fréquence d’excitation est proche d’une fréquence de
résonance de la cavité, et générer des ondes stationnaires dans la cavité. On distingue princi-
palement les modes normaux (transverses et longitudinaux) et les modes de profondeur (mode
quart d’onde d’une cavité ouverte à l’une de ses extrémités). À noter que ce couplage avec un
mode de résonance est particulièrement observé pour les cavités profondes [71, 177, 182].

Enfin, le bruit tonal de cavité peut être le fait d’interactions de type élastique. Les
fluctuations générées par l’impact des tourbillons sur le bord aval excitent la structure solide
de la cavité. Les vibrations de la paroi amont peuvent alors exciter la couche de mélange. Ce
type de couplage est assez rare, car les cavités considérées ont dans la plupart des cas traités
des parois parfaitement rigides [97].

1.2.3.2 Classification

Une classification émerge dans les années 1960 notamment sous l’impulsion de Charwat
et al. [39], complétée plus tard par Sarohia [203, 204], afin d’établir le type d’interaction
privilégié, en fonction des paramètres géométriques de la cavité rectangulaire et des paramètres
de l’écoulement incident.

Ils observent que pour une cavité peu profonde (shallow), pour laquelle L/D > 1,
le mécanisme principal de génération de bruit est le bouclage aérodynamique. Pour une
cavité profonde (deep), dont le rapport L/D est inférieur à 1, la résonance acoustique due
aux modes de profondeur coexiste avec la rétroaction aéroacoustique, et peut même devenir
prépondérante à faibles nombres de Mach [203]. Pour des cavités allongées (L/D > 7), la
couche de mélange qui se développe au-dessus de la cavité peut se rattacher au fond de la
cavité, puis redécoller à l’approche du bord aval. On appelle cavité fermée (closed) ce genre
de cavités, qui peuvent être considérées comme la succession d’une marche descendante puis
d’une marche montante. Lorsque la couche cisaillée se rattache directement au bord aval, on
parle de cavité ouverte (open).
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Sarohia rappelle que ces valeurs critiques dépendent fortement d’autres paramètres, comme
la vitesse de l’écoulement u∞, l’épaisseur de couche limite δ, ou l’épaisseur de quantité de
mouvement δθ, que l’on définit pour une couche limite, en prenant en compte les effets de
compressibilité, par :

δθ =

∫ +∞

0

ρ u1

ρ∞u∞

(
1 − ρ u1

ρ∞u∞

)
dx3 (1.1)

avec ρ∞ la masse volumique de référence. Sarohia met en évidence que la profondeur de la
cavité D n’a que très peu d’influence sur les oscillations pour une cavité peu profonde, sauf
quand la profondeur est de l’ordre de l’épaisseur de la couche limite incidente. Des mesures
ont montré que dans cette configuration, la profondeur avait un effet stabilisateur considérable
lorsque la couche limite incidente est laminaire [203]. Sarohia révèle également l’influence du
rapport L/δθ sur le comportement de la cavité, et montre que les oscillations n’apparaissent
qu’à partir d’une valeur critique.

1.2.4 Interactions d’origine aérodynamique

Des interactions d’origine aérodynamique sont très souvent rencontrées lorsqu’un écou-
lement cisaillé vient impacter un obstacle [195]. Ce type d’interaction, mis en évidence par
Sondhaus qui observe que l’impact d’un jet sur un coin produit un son tonal (edgetone) [219],
est largement illustré dans la littérature, notamment par Rockwell [193, 194]. Ses différents
travaux révèlent principalement une modification de la couche cisaillée avec l’introduction de
l’obstacle et une plus grande organisation de l’écoulement, avec notamment la présence d’ondes
auto-entretenues. On propose dans cette partie de détailler les événements successifs consti-
tuant la boucle de rétroaction aéroacoustique que l’on observe dans une cavité rectangulaire,
et qui sont rappelés sur la figure 1.4.

génération deperturbations
ouhe limiteinidente

ampli�ation desperturbations interationstourbillon/oin

rétroation

Fig. 1.4: Événements successifs constituant la boucle de rétroaction aéroacoustique dans une cavité rectangu-
laire.

1.2.4.1 Génération de perturbations

Le mécanisme à l’origine du développement spontané de perturbations au point de sépa-
ration (angle amont) est décrit par Lord Rayleigh, pour un fluide non-visqueux : des ondes
d’instabilité résultent de la conservation du moment cinétique dans la couche cisaillée. En
supposant que la couche cisaillée ne s’épaississe pas au-dessus de la cavité, et en écrivant
l’équation de conservation de la vorticité pour un profil moyen perturbé dans la direction
longitudinale et verticale, il met en évidence que la conservation de la vorticité totale s’ac-
compagne nécessairement de la génération d’une onde d’instabilité qui s’amplifie spatialement,
si le profil moyen ū1 présente un point d’inflexion.
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Pour une couche de cisaillement turbulente, le mélange entre l’écoulement rapide du dessus
de cavité et de l’écoulement lent dans la cavité est réalisé sur une longueur très courte après le
décollement au coint amont. Le profil de vitesse longitudinale ū1 peut être approximé par un
profil de couche de mélange libre, en tangente hyperbolique [90, 160], qui présente un point
d’inflexion en 0 :

ū1(x3) =
u∞
2

(
1 + tanh

(
x3

ℓe

))
(1.2)

faisant intervenir ℓe la longueur d’échelle de la couche cisaillée, qui vaut :

ℓe = 2δθ =
u∞

2
∂ū1

∂x3

∣∣∣∣
x3=0

On peut estimer cette longueur d’échelle à partir d’un profil de vitesse expérimental.

1.2.4.2 Amplification des perturbations

L’élargissement de la couche de cisaillement, ignoré dans l’analyse de Rayleigh et que l’on
observe expérimentalement au-dessus de la cavité, peut être pris en compte dans la théorie
de la stabilité linéaire des écoulements parallèles non viqueux développée par Michalke [160],
notamment par l’intermédiaire de la longeur d’échelle de la couche cisaillée ℓe, qui dépend en
réalité de la position longitudinale x1. Cette longueur d’échelle peut être mesurée à partir de
plusieurs profils expérimentaux de vitesse moyenne longitudinale ū1 en différentes positions
longitudinales x1. Le calcul analytique mené par Michalke pour une couche de mélange libre
(équation (1.2)) permet d’estimer le nombre d’onde k d’une perturbation aérodynamique en
fonction de sa pulsation adimensionnelle β. Cette pulsation adimensionnelle est calculée à
partir de la pulsation ω par la relation : β(x1) = ωℓe(x1)/u∞ . Le nombre d’onde k est
complexe : sa partie réelle kr traduit la propagation de l’onde dans la couche de cisaillement,
tandis que sa partie imaginaire −ki est le facteur d’amplification associé à cette perturbation.
Les instabilités qui se développent de manière préférentielle dans la couche cisaillée sont donc
les instabilités qui ont une pulsation adimensionnelle β assurant une amplification maximale.

Rockwell fournit dans [196] un critère pour que des oscillations de la couche cisaillée soient
auto-entretenues, en considérant la couche cisaillée comme infiniment mince. Il considère que
la déviation provoquée par la propagation des perturbations est 1–D, dans la direction e3. En
considérant les variations longitudinales du nombre d’onde kr et du facteur d’amplification ki

des perturbations pour calculer l’amplification intégrée totale, il montre qu’une perturbation
est auto-entretenue si :

∫ L

0
exp

(∫ x1

0
ki(ξ) dξ

)
sin

(∫ x1

0
kr(ξ) dξ

)
dx1 = 0

Rockwell valide les fréquences auto-entretenues obtenues par l’équation précédente à l’aide
d’une comparaison aux mesures d’Ethembabaoglu [196], sur des écoulements à très faible
épaisseur de couche limite incidente.

En pratique, l’amplification des instabilités est en fait limitée par des phénomènes non-
linéaires [161]. L’approche linéaire peut toutefois donner des estimations d’amplification sa-
tisfaisantes lorsque des phénomènes de mélange complexes ne sont pas encore apparus.

1.2.4.3 Impact des perturbations au coin aval et génération de fluctuations

Les forces fluctuantes qui s’excercent au niveau du coin aval de la cavité sont à l’origine
de fluctuations de pression. Ces forces sont engendrées par la déformation des structures
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tourbillonnaires lors de leur impact au bord aval. La génération de bruit par des déformations
de tourbillons est abordée en détail dans la théorie du vortex sound [114].

Rockwell & Knisely étudient l’écrasement des tourbillons à l’aide de visualisations d’un
écoulement affleurant d’eau ensemencé de bulles d’hydrogène [194]. Ils distinguent quatre types
d’impact. Le tourbillon peut se rattacher complètement à la paroi aval de la cavité, puis être
convecté vers le fond (complete clipping). Les structures tourbillonnaires peuvent également
être intégralement convectées au-dessus du bord aval de la cavité sans être déformées (complete
escape). On parle de scission partielle (partial clipping) lorsque le tourbillon donne naissance
à plusieurs tourbillons lors de son impact avec le coin aval, certains se rattachant à la paroi
de la cavité, d’autres s’échappant au-dessus du coin aval. Un échappement partiel (partial
escape) a lieu lorsque le tourbillon est convecté intégralement au-dessus du coin aval avec
déformation. Pour des couches limites turbulentes, Rockwell & Knisely observent qu’aucun de
ses types d’impact n’est dominant sur les autres. Ils notent plutôt une alternance assez aléatoire
entre ces différents types (jitter). Les figures 1.5(b), (c), et (d) montrent respectivement un
rattachement total, une scission partielle, et un échappement partiel de tourbillons, qui ont
pû être observés dans des configurations identiques d’écoulement. Knisely & Rockwell relient
dans [125] la déformation des tourbillons lors de leur impact au coin aval aux fluctuations de
pression induites, en fonction de la nature de l’impact. Une étude analogue est proposée par
Tang & Rockwell [238].

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 1.5: Illustrations des différents types d’impact. (a) Tourbillon de la couche cisaillée avant impact. (b)
Rattachement total à la paroi de la cavité. (c) Scission partielle. (d) Echappement partiel. (d’après
[194])

Les travaux de Pereira & Sousa [179] étudient l’influence de la forme géométrique du coin
d’impact d’une cavité rectangulaire sur le bruit rayonné par celle-ci, et complètent les obser-
vations de Tillmann ou Rockwell & Knisely à ce sujet. Ils étudient le comportement de la
couche de cisaillement à l’impact pour trois géométries différentes : un bord carré, un bord
présentant un rebord en demi-cerle (nose-shaped edge) et un bord arrondi en quart de cercle,
comme le montre la figure 1.6. Une visualisation de l’écoulement près du bord aval et des
mesures par vélocimétrie laser Doppler (LDA) permettent d’observer que le mécanisme pré-
pondérant lors de l’impact sur le bord carré est la scission partielle, en alternance aléatoire
avec un rattachement total à la paroi de la cavité et un échappement partiel des tourbillons.
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(a) (b) (c)

Fig. 1.6: Géométries du coin aval étudiées par Pereira & Sousa [179] : (a) coin carré. (b) coin avec rebord en
demi-cercle. (c) coin arrondi en quart de cercle.

Dans le cas du coin arrondi en quart de cercle, le mécanisme prépondérant est le rattachement
total des structures tourbillonnaires de la couche de cisaillement à la paroi de la cavité. Ils ne
remarquent pas d’atténuation significative de l’amplitude des oscillations acoustiques rayon-
nées par la cavité, par rapport au cas de la géométrie carrée. Dans le cas du coin présentant
un rebord en demi-cercle, le comportement de la couche de cisaillée au coin aval est dominé
par l’échappement total des tourbillons, ayant pour conséquence une forte réduction du bruit
rayonné par la cavité. Ils notent enfin que les trois géométries étudiées ne modifient pas la
fréquence du pic dominant observé dans la signature acoustique de la cavité.

1.2.4.4 Relation de phase et modèle de Rossiter

Aussi bien les visualisations proposées par Krishnamurty (figure 1.3), montrant la présence
d’oscillations auto-entretenues dans le champ acoustique à des fréquences discrètes, que les
différentes observations sur les perturbations auto-entretenues dans la couche de cisaillement,
suggèrent l’existence d’un intervalle de temps préférentiel entre l’impact au coin aval des
tourbillons et leur génération par déstabilisation de la couche de cisaillement au point de
séparation.

Powell dans [184] et Curle dans [56] proposent une relation de phase qui permet de déter-
miner les fréquences auto-entretenues d’un écoulement en présence d’une rétroaction aéroa-
coustique, dans le cas de l’impact d’un jet émis depuis une buse sur un coin. Powell affirme
que la présence du coin dans l’écoulement provoque des perturbations de vitesse au niveau de
la buse, avec une fréquence correspondant aux perturbations subissant le maximum d’ampli-
fication dans la couche cisaillée. Il obtient la formule empirique suivante :

Stn =
fnL

u∞
=

(
n+

1

4

)
uc

u∞
(n ∈ N)

avec St est le nombre de Strouhal, n un entier décrivant le mode d’oscillation, fn la fréquence
correspondante, uc la vitesse de convection des perturbations, et L la distance entre la buse
et le coin. La valeur 1/4 provient empiriquement d’un bon accord entre la formule et les
fréquences obtenues expérimentalement. Il observe également une forte directivité du rayon-
nement acoustique vers l’amont, ce qui l’amène à proposer l’utilisation de simples sources
acoustiques pour modéliser la rétroaction aéroacoustique.

Ces résultats pour l’interaction jet/coin suggèrent l’existence d’une relation de phase entre
le coin amont et le coin aval d’une cavité rectangulaire. Rossiter avance ainsi en 1964 l’un des
modèles fondamentaux du bruit de cavité [199], en proposant un mécanisme de rétroaction
qui lui permet d’expliquer le couplage aéroacoustique qui produit un bruit tonal. Il suppose
que c’est le rayonnement acoustique qui provoque l’apparition d’instabilités au bord amont,
et que ce sont ces tourbillons qui sont responables du rayonnement acoustique lors de leur
impact sur le bord aval.

Dans toute la suite, on note λa la longueur d’onde acoustique et λv la longueur d’onde
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aérodynamique, qui correspond à l’espacement entre deux tourbillons de la couche de cisaille-
ment. Au temps t = 0, Rossiter suppose que na fronts d’onde acoustiques sont présents dans
la cavité, et que la phase de l’onde acoustique se propageant vers l’amont est nulle. A ce même
instant, un tourbillon, qui est convecté à la vitesse uc = κvu∞ se situe à une distance γvλv

au-delà du bord aval de la cavité (voir figure 1.7). Au temps t = t′, un front d’onde acoustique

t = 0

nvλv

κvu∞t′

λa

λv

κvu∞

naλa γvλvcat
′

t = t′

L

Fig. 1.7: Modèle de Rossiter de l’écoulement affleurant une cavité rectangulaire : convection des tourbillons
et propagation d’ondes acoustiques dans la cavité, à deux instants t = 0 et t = t′.

atteint le bord amont et donne naissance à un tourbillon. Les tourbillons déjà présents dans
la couche cisaillée ont donc pendant ce temps été convectés sur la distance κvu∞t

′, et le tour-
billon qui se trouvait à une distance γvλv au-delà du coin aval à l’instant t = 0 se retrouve
maintenant à une distance γvλv + κvu∞t

′ du bord aval. En prenant ce tourbillon en compte,
il y a donc nv tourbillons au-dessus de la cavité. Il vient :

nvλv = L+ γvλv + κvu∞t
′ (1.3)

Comme dans le même temps, les fronts d’onde acoustique se sont déplacés vers le bord amont
de cat

′, avec ca la vitesse du son dans la cavité, on a :

naλa + cat
′ = L (1.4)

En éliminant t′ dans les équations (1.3) et (1.4), on obtient :

nvλv − γvλv − L

κvu∞
=
L− naλa

ca

En introduisant la fréquence des oscillations f = κvu∞/λv = ca/λa, et le nombre de Mach
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Ma = u∞/c∞, où c∞ est la vitesse du son au-dessus de la cavité, il vient finalement :

fL

u∞
=
na + nv − γv

1

κv
+ Ma

c∞
ca

En considérant que la vitesse de propagation des ondes acoustiques dans la cavité est égale à
la célérité du son à l’extérieur, ce qui est le cas si les variations de température sont faibles
entre l’intérieur et l’extérieur de la cavité, que l’écoulement est subsonique, et en définissant
les modes de Rossiter par n = na + nv, on obtient la formule suivante :

Stn =
fnL

u∞
=

n− γv

1

κv
+ Ma

(n ∈ N∗) (Rossiter)
(1.5)

La formule de Rossiter est une formulation semi-empirique, car deux paramètres doivent
être déterminés. Il s’agit du rapport κv entre la vitesse de convection des instabilités de la
couche de cisaillement et la vitesse de l’écoulement moyen au-dessus de la cavité, et du facteur
de retard γv, qui correspond au retard temporel entre l’instant du passage d’un tourbillon au
niveau du bord aval, et l’émission d’une onde acoustique dans la cavité. Elle demeure toutefois
très utilisée, car elle découle d’une modélisation physique simple, et elle reste performante pour
prédire les fréquences des pics observés dans la signature acoustique de la cavité pour un large
domaine de configurations, les travaux de Rossiter explorant le domaine (L/D,Ma) ∈ [1, 10]×
[0.4, 1.2], comme l’illustre la figure 1.8. Rossiter fixe le rapport de la vitesse de convection des
perturbations sur la vitesse de l’écoulement à κv = 0.57. Il observe que γv = 1/4 fournit une
bonne concordance du modèle avec les résultats expérimentaux pour une cavité de rapport
d’aspect inférieur 4. Il doit cependant recaler le facteur de retard γv pour des cavités plus
allongées. Le tableau 1.1 donne les valeurs du facteur de retard en fonction du paramètre
géométrique L/D.

L/D γv

4 0.25
6 0.38
8 0.54
10 0.58

Tab. 1.1: Facteur de retard γv en fonction de L/D. (d’après [199])

On notera que le modèle de Rossiter ne prend pas en compte plusieurs aspects, comme les
caractéristiques de la couche limite incidente, l’influence de la profondeur ou de la largeur, qui
peuvent modifier la nature de l’écoulement. La formule de Rossiter ne donne pas de bonnes
estimations pour des écoulements à faibles vitesses, comme le montrent les mesures de Tam
& Block [237]. Par ailleurs, la formule de Rossiter ne renseigne pas sur les amplitudes des
oscillations acoustiques rayonnées. Le modèle ne décrit pas non plus comment les oscillations
acoustiques sont générées au bord aval lors de l’impact des perturbations, et comment la ré-
troaction aéroacoustique excite la couche de cisaillement au point de séparation à l’amont.
Tam & Block font remarquer que le modèle de Rossiter tend à localiser à l’extrême les tour-
billons dans la couche cisaillée, alors que les visualisations par strioscopie de Krishnamurty
(figure 1.3), ainsi que les travaux expérimentaux de Heller & Bliss [108] n’ont pas révélé une
présence localisée de ces tourbillons lors des oscillations de cavité dans le cas d’une couche
limite incidente turbulente.

Cependant, tous ces détails ne sont pas cruciaux dans le simple but de prédire les fréquences
susceptibles de dominer le rayonnement acoustique. Ils le sont en revanche beaucoup plus dans
le but de prédire les fréquences qui apparaissent réellement dans le rayonnament acoustique,
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Fig. 1.8: Nombre de Strouhal des pics observés dans le spectre du rayonnement acoustique de la cavité en
fonction du nombre de Mach : comparaison entre les mesures et les valeurs données par le modèle de
Rossier. (d’après [199])

ou dans l’optique de contrôler le bruit rayonné par la cavité.

1.2.4.5 Extensions de la formule de Rossiter

Si le modèle de Rossiter est établi à partir de considérations aéroacoustiques simples,
d’autres modèles plus élaborés sont formulés par la suite, afin de prendre en compte des
effets ignorés par la modélisation de Rossiter, ou pour s’affranchir des constantes empiriques
présentes dans la formule (1.5).

Extension aux écoulements hautement supersoniques

Plusieurs auteurs ont exploité le modèle de Rossiter pour l’adapter spécifiquement aux
écoulements présentant un faible nombre de Mach [203] ou aux écoulements hautement super-
soniques [109]. Heller et al. corrigent la formule de Rossiter pour la rendre plus performante
en régime supersonique. Ils supposent que la température à l’intérieur de la cavité est sensi-
blement égale à la température totale au coin amont. La modification de la célérité du son à
l’intérieur de la cavité s’écrit alors [109] :

c∞
ca

=
1√

1 +
γ − 1

2
Ma2

où γ est le rapport des chaleurs spécifiques. Ils réinjectent cette modification dans la formule
de Rossiter pour obtenir la relation suivante :

Stn =
n− γv

1

κv
+

Ma√
1 +

γ − 1

2
Ma2

(Heller et al.)

Modèle sans constantes empiriques

Bilanin & Covert reprennent en 1973 l’analyse de Rossiter dans [16], dans le but de trouver
une relation de phase ne faisant intervenir aucune constante empirique. Ils modélisent le pro-
blème de la cavité rectangulaire en scindant le domaine en deux parties distinctes : l’intérieur
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et l’extérieur de la cavité. La couche cisaillée séparant les deux régions est modélisée par une
fine nappe de vorticité, et le fluide contenu dans les deux régions est supposé non-visqueux.
Une source acoustique linéique de pulsation ω et présentant un déphasage ϕd est placée sur
le bord aval. Elle simule le rayonnement acoustique au niveau du coin aval, et Bilanin & Co-
vert supposent qu’elle n’a pas d’effet sur la nappe de vorticité. Une autre source linéique, de
pulsation ω et de déphasage ϕu est donc placée sur le bord amont pour simuler l’excitation
de la couche cisaillée. Ils relient ainsi le mécanisme conducteur des fluctuations acoustiques
de la cavité aux instabilités de la nappe de vorticité. La donnée du déphasage entre l’amont
et l’aval permet ainsi de déterminer les fréquences dominantes susceptibles d’être observées
dans la signature acoustique de la cavité par la relation :

Stn =
n− ϕd + ϕu

2π
kr u∞
ω

+ Ma
c∞
ca

(Bilanin & Covert) (1.6)

On retrouve la formule de Rossiter (1.5) si l’on choisit par identification γv = (ϕd − ϕu)/2π
et κv = ω/(kru∞). Bilanin & Covert suggèrent de prendre ϕd = 3π/4. Le déphasage à l’angle
amont ϕu n’est pas explicité. La formulation (1.6) fournit des résultats satisfaisants pour des
écoulements supersoniques (Ma > 1.2), alors que des écarts importants sont notés pour des
écoulements subsoniques avec Ma < 0.6.

Kerschen & Tumin proposent en 2003 une modélisation théorique du problème de cavité, en
fondant leur raisonnement sur la diffraction de bord (edge scattering) pour des écoulements
supersoniques [121]. L’épaisseur de la couche de cisaillement est prise en compte dans la
modélisation de la propagation des instabilités, mais demeure infiniment mince aux bords
amont et aval. Ils considèrent au bord amont le rapport complexe CSU entre l’amplitude
complexe des ondes acoustiques provenant du bord aval et l’amplitude complexe des ondes
d’instabilité générées à la séparation, et au coin aval le rapport complexe CUS entre l’amplitude
complexe des instabilités contribuant à générer de l’acoustique lors de l’impact sur la paroi
aval de la cavité et l’amplitude complexe de l’onde acoustique ainsi produite. Ils montrent
alors que :

Stn =
n− argCSU + argCUS

2π
u∞
uc

+ Ma
c∞
ca

(Kerschen & Tumin)

La formule obtenue est sensiblement équivalente à celle obtenue par Bilanin & Covert, mais
dans un cadre d’hypothèses différent. Une étude de stabilité linéaire est effectuée en vue de
caractériser la dynamique de la couche de cisaillement, notamment la vitesse de convection
uc. Les rapports CSU et CUS sont estimés à l’aide de la méthode de Wiener-Hopf. Le modèle
fournit d’excellents résultats pour des écoulements supersoniques, si bien qu’une extension au
cas des écoulements subsoniques est actuellement à l’étude par les auteurs.

Prise en compte de la profondeur de la cavité

Block propose de généraliser l’approche de Bilanin & Covert pour tenir compte des effets
induits par la profondeur D de la cavité rectangulaire, à faibles nombre de Mach, typique-
ment Ma ∈ [0.1, 0.4] [19]. L’auteur prend en compte les reflexions sur le fond de la cavité en
introduisant des sources images. Il introduit également un déphasage supplémentaire ϕa entre
la phase de la source acoustique linéique présente au coin aval et les déplacements positifs de
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la couche cisaillée à ce bord. La relation de phase s’écrit :

Stn =
n− 1

4
− ϕa + ϕu

2π
1

κ
+ Ma

(
1 +

0.514

L/D

) (1.7)

Block suggère que le déphasage ϕu est petit et décide donc de l’ignorer, ce qui correspond à
l’hypothèse faite par Rossiter qui n’introduit aucun déphasage au coin amont. L’auteur choisit
ϕa = −π/2, en supposant qu’un tourbillon s’échappe au-dessus du coin aval lorsque la couche
de cisaillement est infléchie vers le haut, c’est-à-dire à un quart de cycle après la position nulle.
La relation (1.7) devient :

Stn =
n

1

κ
+ Ma

(
1 +

0.514

L/D

) (Block)

La correction apportée par Block permet d’améliorer sensiblement les résultats à faible nombre
de Mach.

1.2.4.6 Modèle de Tam & Block

Tam & Block mènent en 1978 une étude théorique et expérimentale approfondie sur les
cavités peu profondes, présentant un rapport d’aspect L/D compris entre 2 et 8, en régime
subsonique (Ma < 0.4) [237]. L’objectif de l’étude est de développer un modèle mathématique
linéaire du mécanisme de rétroaction aéroacoustique, afin d’établir des bases théoriques pour
le contrôle du bruit rayonné. Tam & Block postulent que les oscillations de la couche cisaillée
sont un paramètre important à considérer dans la génération de bruit. En effet, les mouvements
inférieurs de la couche de cisaillement provoquent l’impact d’instabilités sur la paroi latérale,
tandis que ses mouvements supérieurs permettent aux perturbations de s’échapper au-dessus
du coin aval, sans impacter la paroi latérale. En effet, son inflexion vers le bas induit un

Fig. 1.9: (à gauche) Schématisation de la couche cisaillée déviée au-dessus de la cavité lors de ses oscillations.
(à droite) Schématisation de la couche cisaillée déviée au-dessous de la cavité lors de ses oscillations
et impactant la paroi : génération d’ondes acoustiques. (d’après [237])

phénomène d’aspiration du fluide extérieur vers l’intérieur de la cavité, donnant naissance à
une zone de forte pression près de la paroi. Une onde de compression est donc générée et
celle-ci se propage dans toutes les directions : une partie de cette onde se propage à l’intérieur
de la cavité, et subit des réflexions aux parois latérales et au fond de la cavité. Tam & Block
supposent que l’écoulement est bidimensionnel, et que l’écoulement moyen dans la cavité
est nul. Cette dernière hypothèse repose essentiellement sur les observations de East [70],
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dont les résultats montrent qu’il n’existe pas de corrélation entre l’écoulement moyen et le
rayonnement acoustique de la cavité rectangulaire. Les auteurs reprennent la modélisation de
Bilanin et Covert, en plaçant une source linéique monopolaire au bord aval afin de simuler la
rétroaction aéroacoustique. Ils suppriment en revanche la source linéique placée au coin amont,
car ils estiment que la prise en compte des conditions aux bords et des réflexions primaires
dans la cavité suffisent à rendre compte du mécanisme d’excitation au point de séparation.
La prise en compte d’une épaisseur moyenne de quantité de mouvement δθ est réalisé à l’aide
d’un profil moyen de vitesse longitudinale en tangente hyperbolique (équation (1.2)).

Un calcul analytique de la pression dans une cavité rectangulaire 2–D, et à l’extérieur de
celle-ci, est mené à l’aide de méthodes intégrales. On obtient une expression implicite assez
complexe, qui permet d’estimer les fréquences des modes en fonction du nombre de Mach, et
des rapports L/D et L/δθ :

arg
(
φ(fn)

)
≡ 0 [2π] (Tam & Block)

avec φ le rapport complexe entre le déplacement de la couche cisaillée au coin aval et la force
de la source acoustique linéique placée au bord aval, donné par [237] :

φ(fn) =
1

2π

β+β−(
∂∆

∂K

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
K=k+,Φ=fn

∫ L

0
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(
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H

(1)
0

(
2πfn (L− x1)

ca

)
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(
i
2πfnMa (L− x1)

c∞
(
1 − Ma2

)
)
H

(1)
0

(
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c∞
(
1 − Ma2

)
)
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(1)
0

(
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c∞

)
+H

(1)
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(
2πfn

√
(L− x1)2 + 4D2
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)

− 2πfn

caβ−
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2D√
(L− x1)2 + 4D2

H
(1)
1

(
2πfn

√
(L− x1)2 + 4D2

ca

)]
dx1

H
(1)
l est la lème fonction de Hankel de première espèce. La quantité k+ est le nombre d’onde

longitudinal au-dessus de la cavité, et tient compte de l’épaisseur de la quantité de mouvement
δθ. ∆, β+ et β− sont des fonctions du nombre d’onde longitudinal et de la fréquence :

β2
+

(
K,Φ

)
= K2 −

(
2πΦ − u∞K

c∞

)2

Re (β+) < 0

β2
−

(
K,Φ

)
= K2 −

(
2πΦ

ca

)2

Re (β−) < 0

∆
(
K,Φ

)
= ρ∞c

2
∞ (β+ + β−)

(
K2 − β+β−

)

Le nombre d’onde k+(f, δθ) peut être estimé à partir de la théorie de la stabilité linéaire des
écoulements parallèles non-visqueux de Michalke [160].

Les résultats obtenus sont en bon accord avec les mesures effectuées sur deux cavités
de rapport L/D = 2.36, comme le montre la figure 1.10(b), sauf pour des nombres de Mach
inférieurs à 0.2, où les écarts importants observés suggèrent que les pics spectraux proviennent
plutôt du mécanisme de résonance correspondant à un mode de profondeur de la cavité.
La transition entre le mécanisme de rétroaction et celui de la résonance semble progressive.
L’amélioration des prédictions sur le nombre de Strouhal à bas nombre de Mach est nette, par
rapport au modèle de Rossiter, comme le montre la figure 1.10(a). La figure 1.10(b) montre
également l’importance de la prise en compte du paramètre L/δθ.
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(a) (b)

Fig. 1.10: Nombre de Strouhal en fonction du nombre de Mach. Données expérimentales : × × × : L = 12 cm,
D = 5, 05 cm, L/D = 2.36, ◦ ◦ ◦ : L = 7.5 cm, D = 3, 175 cm, L/D = 2.36. Valeurs estimées : (a)
par le modèle de Rossiter. (b) par le modèle de Tam & Block, : L/δθ = 180, : L/δθ = 140.
(d’après [237])

1.2.5 Résonance acoustique

1.2.5.1 Résonance acoustique naturelle

La résonance acoustique domine généralement l’acoustique rayonnée par une cavité rec-
tangulaire lorsque l’écoulement incident est très lent, où lorsque la cavité présente une grande
dimension par rapport aux autres [62, 69, 70, 182]. Le phénomène est fréquemment observé en
musique, où il est responsable de la génération du son de certains instruments. La résonance
acoustique est caractérisée par l’existence d’ondes stationnaires dans la cavité, potentiellement
dans les trois directions de l’espace, mais préférentiellement dans la direction la plus longue,
et dont les fréquences d’oscillation sont estimées par la relation :

fl,m,n =
c∞
2π

√
l2π2

L2
+
m2π2

W 2
+

n2π2

4(D +H ′)2
(l,m, n) ∈ N2 × {0, 1, 3, . . .} (1.8)

pour une cavité rectangulaire bafflée, où l,m, n sont des entiers non tous nuls. La quantité
D +H ′ représente la profondeur acoustique effective. La correction H ′, nécessaire pour tenir
compte de l’inertie du flux acoustique à l’ouverture de la cavité, doit cependant être évaluée
en fonction des paramètres géométriques de l’ouverture de la cavité.

East propose une relation dans [70], valable pour des cavités ayant des rapports d’aspect
L/D et L/W inclus respectivement dans les intervalles [0.12, 1.17] et [0.053, 0.162]. Il reprend
le travail théorique réalisé par Plumblee et al. dans [182], qui étudièrent la réponse d’une
cavité rectangulaire à un forçage en pression à son ouverture, en supposant l’écoulement au
repos à l’intérieur de la cavité, et uniforme au-dessus. Les auteurs montrent que la réponse de
la cavité dans le mode de profondeur fondamental est donnée par :

(pb − p̄b)2

(pf − p̄f )2
=

1
(
RM sin

2πfD

c∞

)2

+

(
XM sin

2πfD

c∞
− cos

2πfD

c∞

)2

où pb et pf sont respectivement la pression à la base de la cavité et la pression de forçage à
l’ouverture. Les quantités RM et XM représentent respectivement la partie réelle et la partie
imaginaire de l’impédence acoustique de l’ouverture de la cavité vue depuis l’intérieur. La
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réponse dans le mode de profondeur fondamental est maximale pour :

f =
c∞

4D

(
1 + A

(
L

D

)B
)

East trouve empiriquement A = 0.65 et B = 3/4. Finalement, la correction H ′ peut être

estimée par : H ′ = 0.65
4
√
L3D.

Liljencrants propose dans [144] une approche différente, en s’appuyant sur la correction
proposée par Nomura et al. pour une cavité cylindrique bafflée [173]. Il réécrit la correction
H ′ en fonction de la surface S de l’ouverture de la cavité :

H ′ = 0.8216

√
S

π
(1.9)

et remplace cette surface par celle d’une ouverture rectangulaire. La relation obtenue s’écrit :
H ′ = 0.4636

√
LW .

1.2.5.2 Couplage avec la couche de cisaillement

En présence d’un écoulement, les tourbillons présents dans la couche de cisaillement
peuvent exciter un mode de résonance de la cavité [20]. C’est ce que met en évidence l’étude
réalisée par East dans [70], menée pour des écoulements faiblement subsoniques sur des ca-
vités profondes. Il observe la présence d’un pic intense dans la signature acoustique de la
cavité, dont la fréquence augmente en fonction du nombre de Mach. L’amplitude de ce pic
crôıt lorsqu’on se rapproche par valeurs inféreures de la fréquence de résonance naturelle de
la cavité, puis décrôıt lorsqu’on s’en éloigne. East explique que ce rayonnement n’est possible
que lorsque les perturbations dans la couche de cisaillement à l’ouverture de la cavité sont
amplifiées par un couplage avec un mode de résonance de la cavité.

D’autres auteurs, comme Elder [71] ou Parthasarathy [177] étudient le couplage possible
entre la couche de cisaillement et les modes de résonance de cavité. Ces études, menées sur
des cavités cylindriques, sont revisitées dans la partie qui leur est consacrée (voir partie 1.3).

1.2.5.3 Seuil d’apparition du couplage

East montre que le couplage ne peut intervenir que si le nombre de Mach est suffisamment
élevé [70]. La démonstration repose sur l’estimation de la fréquence dominante dans la couche
cisaillée, qui est approximée à l’aide de la formule de Rossiter, en négligeant le terme relatif au
nombre de Mach : fn = κv(n−γv)u∞/L. Le couplage avec le mode de profondeur fondamental
donne que cette fréquence est proche de la fréquence de résonance, qui vérifie fD/c∞ ≥ 0.15
pour les rapports d’aspect et nombres de Mach considérés. Ces deux relations permettent
d’obtenir l’inégalité :

Ma ≥ L

D

0.15

κv(n− γv)

Le fait que le nombre n de tourbillons à l’ouverture de la cavité vaille souvent 1 ou 2 dans
les écoulements usuels montre l’existence d’un nombre de Mach critique en-deça duquel les
oscillations associées aux fréquences discrètes sont très petites.

1.2.5.4 Résonateur de Helmholtz

Lorsque la cavité est recouverte partiellement de rebords, comme c’est le cas par exemple
pour le tôıt ouvrant d’un véhicule, la cavité apparâıt comme un large volume présentant un
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goulot à l’ouverture, telle une bouteille. L’entrée d’air dans la cavité entrâıne alors une aug-
mentation de la pression à l’intérieur, qui tend à éjecter de l’air du résonateur. Cette éjection
d’air s’accompagne d’une diminution de la pression à l’intérieur du résonateur. L’inertie de
la colonne d’air dans le goulot fait alors que la pression dans le résonateur devient inférieure
à la pression externe, entrâınant un nouvel appel d’air dans le résonateur. Le résonateur se
comporte finalement comme un système masse–ressort, où l’air dans le goulot joue le rôle
d’une masse acoustique, et le cœur du résonateur celui du ressort acoustique, lorsque les lon-
gueurs d’onde acoustiques considérées sont grandes devant les dimensions géométriques du
résonateur. La figure 1.11 montre un exemple de résonateur, où l’on a noté V son volume, S
la surface de la section transverse du goulot, et H la hauteur du goulot.

V

H

S

Fig. 1.11: Résonateur de Helmholtz de volume V , et dont le goulot, de hauteur H a une section transverse de
surface S.

Il est possible d’estimer la fréquence d’oscillation de ce système à l’aide d’un modèle linéaire
simple. En supposant que la colonne d’air présente dans le goulot du résonateur se déplace de
dξ, le volume d’air déplacé dans le résonateur vaut dv = S dξ. En supposant l’air comme un
gaz parfait, et la cavité adiabatique, la loi de Laplace permet d’évaluer la variation de pression
dp dans le résonateur :

dp = −γp
V
dv

où p est la pression à l’intérieur du résonateur. Cette variation de pression engendre une
force de rappel dF sur la colonne d’air du goulot, qui vaut dF = S dp = −γpS2/V dξ. Une
application du principe fondamental de la dynamique permet d’obtenir une équation de son
mouvement :

ρSH
d2ξ

dt2
+
γpS2

V
ξ = 0

Il s’agit de l’équation d’un système harmonique non-amorti, dont la fréquence d’oscillation est
donnée par :

f =
1

2π

√
γpS

ρV H
=
c∞
2π

√
S

V H

où l’on suppose que la célérité du son à l’intérieur et à l’extérieur du résonateur sont égales.
En pratique, la hauteur du goulot doit être corrigée, pour tenir compte de l’inertie du flux
acoustique au deux ouvertures du goulot (vers l’extérieur et l’intérieur du résonateur). La
fréquence de Helmholtz du résonateur est généralement estimée par :

f =
c∞
2π

√
S

V (H + 2H ′)
(1.10)

La correction H ′ peut être estimée par la relation (1.9).
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En présence d’un écoulement affleurant, la formule (1.10) doit être modifiée à nouveau pour
prendre en compte la destabilisation de la couche limite incidente [180]. Golliard propose dans
[96] un modèle semi-empirique pour estimer le bruit rayonné par une cavité de type résonateur
de Helmholtz en présence d’un écoulement turbulent à faible nombre de Mach. Le modèle
repose sur l’hypothèse que le bruit large bande observé est le résultat d’une réponse passive
de la cavité à une source acoustique située à son ouverture. Dans le cas présent, cette source
est les perturbations turbulentes de la couche limite incidente. Les estimations fournies par
le modèle se comparent favorablement aux mesures expérimentales recueillies sur une cavité
rectangulaire de 10×14.4×10 cm avec une ouverture rectangulaire de 7 mm dans l’envergure,
en présence d’un écoulement turbulent d’épaisseur de couche limite δ = 32 mm et de vitesse
16.9 m/s ou 38.8 m/s.

1.2.6 Mode de sillage

Gharib & Roshko mettent en évidence, pour de faibles épaisseurs de couche limite laminaire
incidente et des écoulements d’eau à très basse vitesse (u∞ = 0.27 m/s), l’existence d’un
mode de sillage (wake mode), dans le cadre de leurs études expérimentales menées sur des
cavités axisymétriques [92]. Ils observent que l’écoulement oscillant au-dessus de la cavité
devient asymétrique, par rapport au plan longitudinal de la cavité, et ne recolle plus forcément
au niveau du bord aval de la cavité. L’écoulement présente alors de fortes fluctuations qui
ressemblent davantage à un sillage que générerait un corps à arêtes vives, plutôt qu’à une
couche de cisaillement libre. Les auteurs mesurent aussi un accroissement significatif de la
trâınée induite par la cavité.

La transition vers le mode de sillage est étudié numériquement en détail par Colonius et
al. dans [50] pour des couches limites incidentes laminaires et des écoulements compressibles.
Le mode de sillage se caractérise par la taille de la structure tourbillonnaire lâchée à l’angle
amont, qui est proche de celle de la cavité. Le tourbillon est suffisamment gros pour provoquer
un décollement de l’écoulement incident au niveau du coin amont. L’écoulement affleurant
est alors fortement dévié dans la cavité, comme le montre la figure 1.12(a). La structure
tourbillonnaire est ensuite violemment éjectée de la cavité au niveau de l’angle aval (figure
1.12(b)), et sa grande taille entrâıne un nouveau décollement de l’écoulement. Le rayonnement

(a) (b)

Fig. 1.12: Isocontours de vorticité instantanée à deux instants différents, pendant un cycle du mode de sillage,
pour une cavité de rapport d’aspect L/D = 4, avec une épaisseur de quantité de mouvement initiale
vérifiant L/δθ = 102.1, et pour un écoulement à Mach 0.6. (d’après [50])

acoustique est profondément différent de celui obtenu lorsque les oscillations dans la cavité
sont le résultat d’une rétroaction aéroacoustique. Le spectre acoustique du bruit rayonné
n’est pas dominé par une ou deux fréquences correspondant à des modes de Rossiter, mais
présente plutôt des composantes larges bandes, avec l’émergence de très basses fréquences,
comme le montre la figure 1.13. Cette figure représente le rayonnement acoustique pour deux
cavités excitées par un écoulement à Mach 0.6, présentant respectivement un rapport d’aspect
L/D = 2, qui est le lieu d’une rétroaction aéroacoustique (figure 1.13(a)) et L/D = 4, qui
fonctionne en mode de sillage (figure 1.13(b)). Colonius et al. notent aussi que l’éjection de



38 Ch.1 Étude bibliographique du bruit de cavité

(a) (b)

Fig. 1.13: Dilatation instantanée, pour un écoulement affleurant de Mach 0.6. (a) Cavité de rapport d’aspect
L/D = 2 : mode de Rossiter. (b) Cavité de rapport d’aspect L/D = 4 : mode de sillage. (d’après
[50])

la structure tourbillonnaire s’accompagne d’une forte impulsion haute fréquence de pression.
L’étude paramétrique menée par l’équipe de Colonius montre que le mode de sillage apparâıt
pour les cavités plutôt allongées, indépendemment du nombre de Mach de l’écoulement.

L’existence de modes de sillage a aussi été observée numériquement par Gloerfelt et al. dans
[100], ou par Shieh & Morris pour des couches limites incidentes turbulentes [213]. Les études
expérimentales menées par Kriesels et al. sur des raccordements cylindriques de canalisation
montrent une structure d’écoulement qui ressemble étroitement à un mode de sillage [128].

1.2.7 Précédentes simulations numériques

De nombreuses études numériques ont été menées, depuis les toutes premières simulations
de Borland de 1977, s’appuyant sur une résolution 2–D des équations d’Euler [30]. On présente
dans cette partie seulement quelques références. Un inventaire plus exhaustif des simulations
numériques effectuées sur des cavités rectangulaires est disponible dans les références [97] ou
[34].

Les premiers calculs sont systématiquement réalisés pour des écoulements supersoniques.
En effet, le rayonnement acoustique de la cavité est alors une succession d’ondes de choc dont
les fortes amplitudes peuvent être capturées par un code CFD. Les premiers calculs CFD sont
menés en 1980 par Hankey & Shang dans [106]. Ils proposent une résolution numérique en
instationnaire des équations de Navier–Stokes moyennées (RANS) sur une cavité peu pro-
fonde de rapport d’aspect L/D = 2.55 soumise à un écoulement affleurant à Mach 1.5. La
discrétisation est réalisée à l’aide de schémas aux différences finies de McCormack [158], et
d’un modèle de viscosité turbulente de Cebeci–Smith [217], sur un maillage cartésien 2–D
de 78 × 52 points. Les résultats obtenus sont encourageants, et la pression pariétale obtenue
numériquement est en bon accord avec les mesures effectuées par Heller & Bliss dans [108],
ainsi que la fréquence du pic spectral obtenue par le calcul. Même si une solution numérique
d’une durée plus longue permettrait une analyse spectrale plus fine, cette première simulation
montre les capacités prometteuses de l’outil numérique, en vue de comprendre les phénomènes
physiques mis en jeu dans le rayonnement acoustique d’une cavité.

Les simulations RANS effectuées dans les années 1990 montrent cependant que les résultats
sont sensibles à la dissipation induite par le modèle de turbulence choisi. La majorité des
auteurs ont recours au modèle de Baldwin–Lomax [7] pour sa simplicité. On trouve néanmoins
quelques références où d’autres modèles de turbulence sont utilisés. Le modèle à deux équations
k − ε est par exemple implémenté par Shih et al. [214] pour simuler l’acoustique d’une cavité
supersonique.

Les premiers calculs RANS 3–D, effectués par Rizzetta [191] sur une cavité rectangulaire de
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rapports L/D = 5.07 et L/W = 1.9 excitée par un écoulement affleurant à Mach 1.5 donnent
des résultats qui se comparent favorablement aux données expérimentales de Kaufman et
al. [119]. Cependant cette simulation n’apporte pas d’amélioration sensible par rapport aux
simulations 2–D déjà effectuées, ce qui confirme numériquement le caractère bidimensionnel
en moyenne de la couche cisaillée pour cette configuration.

Sinha et al. font remarquer dans [215] que le recours à des équations moyennées tend
toutefois à surestimer la viscosité turbulente amortissant les fluctuations de pression, et par
conséquent à sous-estimer les niveaux acoustiques obtenus numériquement. Ils initient donc
le recours aux simulations des très grandes échelles (VLES), fermées par un modèle de sous-
maille de Smagorinsky, car ils estiment qu’elles fournissent une meilleure représentation des
interactions aéroacoustiques. Les résultats qu’ils obtiennent s’accordent davantage aux expé-
riences.

Banks et al. proposent dans [8] une formulation variationnelle complète 2–D pour des ca-
vités rectangulaires peu profondes, en vue d’une résolution par des méthodes de type éléments
finis. Ils découpent le domaine de calcul en deux parties : le fluide est supposé visqueux et
incompressible au-dessus de la cavité, compressible et non-visqueux à l’intérieur. Les deux ré-
gions communiquement par des conditions d’interface dans la couche de cisaillement supposée
infiniment mince. Le modèle dresse un cadre mathématique rigoureux, mais aucune simulation
n’est présentée.

Nécessitant une grande puissance de calcul et une forte capacité de stockage, la simulation
numérique directe (DNS) est envisagée par des auteurs uniquement pour étudier des cavités
en 2–D à faible nombre de Reynolds. C’est le cas de Colonius et al., qui utilisent des schémas
faiblement dispersifs et faiblement dissipatifs de Tam & Webb [235] et des conditions aux
limites non-réfléchissantes pour effectuer une DNS sur des cavités de rapport d’aspect L/D
variant de 1 à 5, soumises à un écoulement affleurant dont le nombre de Mach varie entre
0.2 et 0.8 [50]. Gloerfelt montre qu’il est possible d’obtenir le champ acoustique rayonné par
une cavité rectangulaire de rapport d’aspect L/D = 3 soumise à un écoulement à Mach 0.7
à l’aide d’une simulation des grandes échelles 2–D [97]. Le rayonnement acoustique obtenu
s’accorde favorablement aux visualisations par strioscopie de Krishnamurty.

L’accès aux nombres de Reynolds plus élevés est rendu possible par la simulation des
grandes échelles. Larchevêque et al. montrent dans [138] que la LES permet de simuler fidèle-
ment l’écoulement de cavité et le bruit rayonné, en comparant favorablement les résultats de
leurs simulations aux mesures expérimentales de Forestier [85].

1.3 Cavités cylindriques

Alors que les cavités rectangulaires ont fait l’objet de nombreuses investigations, la lit-
térature est relativement peu fournie en études consacrées aux cavités cylindriques. C’est
pourtant une géométrie que l’on retrouve fréquemment dans l’industrie des transports. Seuls
quelques articles, que l’on se propose de revisiter, abordent cette spécificité géométrique. La
figure 1.3 rappelle les principales notations utilisées dans la suite. On note D le diamètre de
la cavité, H sa profondeur, et β la position angulaire prise à partir du coin aval, dans le sens
trigonométrique.

1.3.1 Classification

L’étude pionnière menée par Hiwada et al. en 1983 [113] tente d’établir, à partir d’obser-
vations expérimentales, une classification selon le comportement de la cavité en fonction du
rapport d’aspect D/H. L’étude est effectuée sur une cavité cylindrique de 65 mm de diamètre,
dont la profondeur peut être ajustée pour obtenir des rapports d’aspect variant de 1 à 10. La
cavité est excitée par un écoulement affleurant u∞ variant de 10 à 25 m/s.

– Un écoulement stable et symétrique est observé lorsque la cavité est peu profonde
D/H ≥ 5 ou lorsque la cavité à un rapport d’aspect D/H compris entre 1 et 1.25. Cette
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Fig. 1.14: Notations pour une cavité cylindrique soumise à un écoulement affleurant de vitesse u∞ d’épaisseur
de couche limite δ.

symétrie est par exemple observée sur le coefficient de pression mesurée au fond de la
cavité, comme le montre la figure 1.15(a), pour un rapport d’aspect de 1.

– Ils observent un écoulement instable avec un phénomène de battement rapide
de la couche de cisaillement (flapping), pour un rapport d’aspect compris entre 2.5
et 5.

– Pour des rapports d’aspect compris entre 1.4 et 2.5, l’écoulement est asymétrique
par rapport au plan de l’écoulement, et bistable (switching). La figure 1.15(b),
montre l’asymétrie des isocontours du coefficient de pression au fond de la cavité pour
un rapport d’aspect de 2. Ils montrent que lorsque l’asymétrie s’est développée dans la
cavité, il est possible de basculer vers l’autre état stable asymétrique par l’introduction
de perturbations forcées.

(a) (b)

Fig. 1.15: Isocontour du coefficient de pression. (a) D/H = 1. (b) D/H = 2 (d’après [113]).

Hiwada et al. observent aussi que le choix de l’épaisseur de couche limite δ et de la vitesse
de l’écoulement u∞ n’affectent que très peu la trace générale du coefficient de pression ou du
coefficient de transfert de chaleur aux parois de la cavité.
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Une étude expérimentale menée par Haigermoser et al. vient étayer les précédentes ob-
servations [105]. Une campagne de vélocimétrie par imagerie de particules (Particle Image
Velocimetry – PIV ) est effectuée sur une cavité de rapport d’aspect D/H = 2, soumise à
un écoulement turbulent affleurant d’épaisseur de couche limite δ = 22.5 mm et de vitesse
u∞ = 22.5 m/s. L’expérience met en évidence un espacement irrégulier entre les tourbillons
au-dessus de la cavité, ce qui démontre que le lâcher de tourbillons au coin amont de la cavité
se fait de manière irrégulière. Ils remarquent également l’établissement d’une recirculation
aérodynamique asymétrique dans la cavité. Une turbulence élevée est enfin observée près du
coin aval de la cavité, lorsque l’écoulement extérieur est entrâıné à l’intérieur de la cavité, et
dans les régions où le fluide sort de la cavité et interagit avec la couche limite incidente.

1.3.2 Résonance acoustique naturelle

Les fréquences de résonance naturelle d’une cavité cylindrique bafflée peuvent être estimées
grâce à la relation [18] :

fl,m,n =
c∞
2π

√
4z2

l,m

D2
+

n2π2

4(H +H ′)2
(l,m, n) ∈ N2 × {0, 1, 3, . . .} (1.11)

où l ∈ N représente le nombre de diamètres nodaux (correspondant aux modes azimutaux),
m ∈ N le nombre de cercles nodaux (correspondant aux modes radiaux) et n ∈ {0, 1, 3, . . .}
le nombre de quart-d’onde dans la profondeur (modes de profondeur). La quantité zl,m re-
présente le mème zéro de la dérivée de la lème fonction de Bessel de première espèce Jl, et
H+H ′ la profondeur acoustique effective, dont la correction H ′ vaut 0.4108D pour une cavité
cylindrique bafflée [173]. Le tableau 1.2 donne des approximations des premiers zl,m, obtenus
à partir des courbes représentatives de la dérivée des fonctions de Bessel de première espèce
J ′

0, J
′
1, J

′
2, J

′
3 et J ′

4 (figure 1.16).

l
0 1 2 3 4

m
0 0 1.841 3.054 4.201 5.318
1 3.832 5.331 6.706 8.015 9.282
2 7.016 8.536 9.970 11.346 12.682

Tab. 1.2: Table des premiers zl,m.
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Fig. 1.16: Courbe représentative de la dérivée des premières fonctions de Bessel de première espèce. :
J ′

0, : J ′
1, : J ′

2, : J ′
3, : J ′

4.

Dybenko & Savory observent une résonance acoustique pour des cavités cylindriques ayant
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un diamètre de 76 mm et de rapport d’aspect D/H de 5 ou de 1.4, excitées par un écoulement
affleurant de u∞ = 27 m/s [69]. En effet, un pic intense est observé proche de la fréquence
fournie par l’équation (1.11) pour le premier mode de profondeur, dans les deux configurations.

1.3.3 Modèle de résonance couplée d’Elder

Elder propose dans [71] un modèle en vue d’expliquer le comportement tonal des cavités
cylindriques profondes excitées par un écoulement affleurant turbulent. La partie expérimen-
tale de son étude est menée sur une cavité cylindrique de 61 mm de diamètre et de 264 mm de
profondeur, couverte par une fente rectangulaire réglable, et soumise à un écoulement affleu-
rant de 27 m/s. La couche cisaillée se développe ainsi au-dessus de l’ouverture rectangulaire,
tandis que la résonance de la cavité est régie par sa géométrie cylindrique.

Le modèle proposé par Elder repose sur l’hypothèse d’un pilotage du développement de la
couche cisaillée par des ondes stationnaires qui se forment dans la cavité et qui correspondent à
des modes acoustiques de profondeur. Il suppose aussi que le débit aérodynamique de fluide qui
entre et sort de la cavité permet de maintenir l’amplitude de ces ondes stationnaires, comme
c’est le cas pour des tuyaux d’orgue [72]. La conversion du débit acoustique en flux/reflux
aérodynamique est modélisée à l’aide d’une fonction de transfert qu’il nomme Forward Trans-
fer Function (FTF). Une seconde fonction de transfert, nommée Backward Transfer Function
(BTF), décrit la manière dont la cavité profonde convertit le débit aérodynamique de fluide en
acoustique. Alors que la fonction de transfert BTF est modélisée en introduisant l’impédance
acoustique de la cavité vue depuis l’ouverture et l’impédance acoustique de l’ouverture vue
depuis l’intérieur de la cavité, la fonction de transfert FTF est beaucoup plus délicate à éva-
luer. Le débit aérodynamique est estimé à l’aide d’un modèle 1–D du déplacement vertical de
l’interface de la couche de mélange. Le déplacement s’écrit comme la somme d’un déplacement
d’origine acoustique et d’un déplacement engendré par l’onde qui se développe et s’amplifie
le long de l’ouverture rectangulaire de la cavité. L’estimation proposée par Elder du débit
aérodynamique fait finalement intervenir la dimension transverse à l’écoulement de la fente
rectangulaire placée à l’ouverture de la cavité, et le maximum de déplacement de la couche
limite. Le flux volumique acoustique est estimé en supposant que la phase du déplacement
acoustique de l’interface est constante dans la direction transverse à l’écoulement.

Des oscillations harmoniques auto-entretenues sont obtenues lorsque le produit de ces
deux fonctions de transfert vaut 1. Elder utilise en outre cette condition pour déterminer la
longueur de la fente rectangulaire à l’ouverture de la cavité permettant d’obtenir une fréquence
d’émission égale à la fréquence d’un des modes de profondeur naturels de la cavité. Ce modèle
est revisité dans la section 3.

1.3.4 Modèle de résonance couplée de Parthasarathy

Parthasarathy et al. proposent dans [177] un modèle pour estimer la fréquence principale
du rayonnement acoustique de cavités cylindriques profondes ayant un rapport d’aspect D/H
d’environ 0.38, soumises à un écoulement à faible nombre de Mach (Ma ∈ [0.12, 0.24]). Ils sup-
posent que les cavités profondes se comportent comme des résonateurs, et que les oscillations
de la couche cisaillée à l’ouverture de la cavité assurent un mécanisme d’excitation pour la
résonance. Ainsi une cavité profonde peut avoir simultanément une résonance acoustique na-
turelle, de nature géométrique, et/ou une résonance forcée due aux instabilités dans la couche
cisaillée.

Ils proposent un modèle d’oscillateur 1–D piloté par les instabilités de l’écoulement à
l’ouverture de la cavité. Le modèle reprend l’équation d’oscillations libres dans un conduit, en y
ajoutant un terme de forçage dans le second membre, traduisant la convection des oscillations à
l’ouverture de la cavité. Le modèle permet d’estimer la première fréquence de résonance forcée,
mais de manière non-explicite. Une comparaison entre les résultats prédits par le modèle et
des mesures effectuées sur une cavité cylindrique de 5.1 mm de diamètre et 13.2 mm de
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profondeur excitée par des écoulements à faible nombre de Mach est menée avec succès. Ils
observent que leurs données peuvent être relativement bien décrites par la relation empirique :

f =
c∞

4(1 − Ma)(D +H)
(1.12)

1.3.5 Quid des modes de Rossiter ?

La pertinence du modèle de Rossiter, qui explique le rayonnement acoustique de cavités
rectangulaires comme la conséquence d’une rétroaction aéroacoustique, est beaucoup moins
évidente dans le cas cylindrique, car la longueur L utilisée dans le modèle d’origine (équation
(1.5)) n’est plus constante dans la direction transverse à l’écoulement, mais dépend de la posi-
tion angulaire β. Formellement, le modèle de Rossiter peut être réécrit pour une géométrique
cylindrique :

fnD cos β

u∞
=

n− γv

1

κv
+ Ma

(1.13)

Expérimentalement, on observe généralement la présence de pics dans la signature acoustique
du rayonnement de la cavité cylindrique [69], et non une bande de fréquences où les niveaux
sont intenses, ce que l’on obtiendrait en faisant varier cos β entre 0 et 1.

Cependant, Dybenko & Savory observent que pour une cavité ayant un diamètre de 76 mm
et un rapport d’aspect de D/H = 2.1 soumise à un écoulement de 27 m/s, la fréquence du pic
observé dans le bruit rayonné par la cavité, mesurée à 147 Hz, est en accord avec l’estimation
fournie par la formule (1.13) dans le plan de l’écoulement passant par le centre O de la cavité
(β = 0) [69]. Ils en concluent que l’acoustique rayonnée par la cavité cylindrique dans cette
configuration est reliée d’une façon ou d’une autre à un mécanisme de rétroaction aéroacous-
tique dans la cavité. N’observant pas ce pic pour d’autres rapports d’aspect testés (D/H = 5
et D/H = 1.4), Dybenko & Savory suggèrent que la boucle de rétroaction aéroacoustique est
également à l’origine de la dissymétrie de l’écoulement et de la forte trâınée observée pour le
rapport d’aspect de 2.1.

Czech et al. proposent dans [59] une adaptation de la formule de Rossiter pour le cas
cylindrique. La longueur effective L est évaluée par analogie avec une cavité carrée de même
surface que la cavité circulaire considérée. On trouve L2 = πD2/4. Finalement l’adaptation
de la formule de Rossiter donne :

fn
√
πD

2u∞
=

n− γv

1

κv
+ Ma

Cette formule donne d’assez bonnes estimations de la fréquence dominant le rayonnant acous-
tique de la cavité cylindrique pour une cavité de 19.6 mm de diamètre soumise à un écoulement
affleurant dont le nombre de Mach est compris entre 0.1 et 0.3 [59].

1.3.6 Précédentes simulations numériques

La spécifité géométrique des cavités cylindriques n’est abordée numériquement que dans
la littérature très récente. Outre les difficultés de mise en œuvre de méthodes numériques
robustes pour cette géométrie, le peu de données expérimentales publiées à ce jour pour des
cavités cylindriques limite singulièrement le nombre d’éléments de comparaison en vue de
valider les codes de simulation.

Hering et al. effectuent une simulation d’un écoulement turbulent sur des cavités cylin-
driques de rapport d’aspect D/H de 5, 2.1 et 1.4 [110]. Ils ont recours au code commercial
Fluent, qui utilise la méthode des volumes finis. Ils effectuent la simulation en stationnaire,
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et comparent les champs moyens de vitesse et de pression pariétale à des mesures effectuées
à la soufflerie de l’Université de Western Ontario sur une cavité de 76 mm de diamètre, en
présence d’un écoulement de 27 m/s. Ils observent un coefficient de pression symétrique pour
les cas D/H = 5 et D/H = 1.4 sur la paroi latérale et sur la paroi de fond de la cavité. Le
coefficient de pression est asymétrique pour la cavité au rapport d’aspect D/H = 2.1. Quan-
titativement, les résultats se comparent favorablement aux données expérimentales pour les
écoulements symétriques sauf pour le cas D/H = 2.1. L’asymétrie observée dans la simulation
pour ce rapport d’aspect n’est en effet pas aussi marquée que dans les résultats expérimen-
taux. Le coefficient de pression à la paroi est aussi largement sous-estimé. Ces calculs en
stationnaire permettent donc d’illustrer les observations d’Hiwada et al., mais ne peuvent
aborder la question du rayonnement acoustique engendré, qui nécessiterait des simulations en
instationnaire.

Grottadaurea & Rona proposent dans [103] deux simulations en DES réalisées sur deux
cavités de 10 cm de diamètre et de rapport d’aspect D/H respectif 0.7 et 2.5, en présence d’un
écoulement affleurant de 80 m/s. Leur algorithme de résolution est fondé sur une méthode des
volumes finis d’ordre 2, qui s’appuie sur une discrétisation du domaine de calcul à l’aide d’un
maillage curviligne composé de 1.3 million de points. La couche limite turbulence incidente
est implémentée à l’aide d’un profil de vitesse moyenne ū1 de Spalding [222], et d’un modèle
empirique de perturbations. Les auteurs observent dans les deux configurations la présence
d’instabilités périodiques dans l’écoulement, dont la période crôıt avec la profondeur. La direc-
tivité du rayonnement acoustique de la cavité diffère selon les deux cas simulés. La cavité peu
profonde présente un lobe principal assez marqué vers l’amont, tandis que la cavité profonde
montre l’existence d’un lobe secondaire vers l’aval. Dans un plan perpendiculaire à l’écoule-
ment, l’étude révèle que l’acoustique rayonnée en champ proche est symétrique pour la cavité
profonde et asymétrique pour la cavité de rapport d’aspect D/H = 2.5. Qualitativement, la
nature asymétrique du rayonnement acoustique en champ proche obtenue pour la cavité de
rapport d’aspect D/H = 2.5 pourrait s’expliquer par l’asymétrie de l’écoulement dans cette
configuration, observée par Hiwada et al. [113]. Il manque cependant à cette étude une com-
paraison à des données expérimentales (périodes des perturbations, niveaux acoustiques en
champ proche, directivité, etc.) pour valider complètement l’étude numérique.

Une autre simulation numérique du bruit rayonné par une cavité cylindrique est propo-
sée par Mincu et al. dans [162], sur une cavité de 10 cm de diamètre et de rapport d’aspect
D/H = 1, soumise à un écoulement de 70 m/s. Un profil de vitesse sans perturbation est
imposé à l’entrée du domaine de calcul. La simulation est réalisée à l’aide d’une méthode
numérique hybride : un calcul LES est effectué dans le voisinage de la cavité, en vue de cap-
turer les instabilités tourbillonnaires se développant et le rayonnement acoustique en champ
proche. Ces perturbations en champ proche sont ensuite injectées dans un code de propagation
afin d’obtenir le rayonnement acoustique en champ lointain. La simulation montre l’établisse-
ment d’un écoulement symétrique dans la cavité. Les résultats numériques sont comparés aux
données expérimentales issues d’une campagne de mesures menée par l’ONERA sur cette géo-
métrie, mais en présence d’une couche limite incidente turbulente. Malgré une sous-estimation
de l’amplitude du rayonnement acoustique, les résultats sont en bon accord avec les mesures.
Ce calcul tend aussi à montrer que le champ acoustique n’est que faiblement influencé par
la présence ou non de fluctuations dans la couche limite incidente. Chicheportiche & Gloer-
felt proposent dans [43] un calcul direct du bruit rayonné par un écoulement affleurant sur
la même géométrie que Mincu et al. et pour un écoulement de 70 m/s. Un profil turbulent
moyen est implémenté à l’entrée du domaine de calcul, mais aucune perturbation de ce profil
n’est appliquée pour rendre plus réaliste la couche limite turbulente incidente. Les résultats
issus de l’étude numérique se comparent assez favorablement aux mesures effectuées dans le
cadre du programme AEROCAV. Les niveaux de turbulence obtenus numériquement dans la
cavité reste cependant inférieurs aux niveaux mesurés expérimentalement. L’étude met en-
fin en évidence des différences dans la dynamique de l’écoulement par rapport aux cavités
rectangulaires.
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1.4 Conclusion

L’étude bibliographique met en évidence la complexité du comportement aérodynamique
des cavités. Elle révèle que différentes interactions entre l’écoulement affleurant et l’acous-
tique générée peuvent avoir lieu dans la cavité. Il s’agit d’interactions aérodynamiques avec
la présence d’une rétroaction aéroacoustique dans la cavité, ou de couplages entre la couche
de cisaillement et un mode de résonance. Le résultat de ces interactions, bien que de nature
différente, est l’établissement de fluctuations auto-entretenues à l’origine d’un rayonnement
acoustique tonal intense. La géométrie de la cavité (L, W , D, H), ainsi que les caractéris-
tiques de l’écoulement affleurant (u∞, δ, δθ), sont des paramètres importants pour le choix
préférentiel d’un type d’interaction plutôt qu’un autre. Alors que l’acoustique d’une cavité
rectangulaire peu profonde est généralement dominée par un pic lié à la rétroaction aéroa-
coustique, l’acoustique des cavités profondes est souvent de nature résonante. Cette séparation
idéale entre deux comportements de nature différente n’est pas si nette en pratique, car il peut
exister des jeux de paramètres pour lesquels ces deux types d’interactions peuvent coexister
simultanément.

La structure complexe de l’écoulement de cavité peut être mieux appréhendée grâce aux
techniques modernes de mesure. La vélocimétrie laser Doppler permet par exemple des mesures
précises et non-intrusives de la vitesse instantanée de l’écoulement en un point donné. Elle
est par exemple utilisée par Forestier dans [85] pour une étude expérimentale complète d’une
cavité profonde en régime transonique. Il s’agit également de la vélocimétrie par imagerie
de particules, qui permet notamment d’obtenir des cartographies précises de l’écoulement
instantanée dans un plan perpendiculaire à la caméra, comme le montrent les visualisations
de Lin & Rockwell d’un écoulement turbulent affleurant une cavité [145].

L’outil numérique se montre également très prometteur. La puissance de calcul aujourd’hui
disponible permet le recours à méthodes de résolution d’ordre élevé sur des maillages raffinés.
De nombreux études numériques montrent qu’il est possible de simuler fidèlement le bruit
rayonné par une cavité, en retrouvant une partie de la physique de l’écoulement.





Chapitre 2

Mesures cinématiques et acoustiques sur des
cavités cylindriques

Dans le cadre du projet AEROCAV, soutenu par le Fondation de Recherche Aéronau-
tique et Espace (FRAE), plusieurs campagnes expérimentales ont été effectuées au Centre
Acoustique de l’École Centrale de Lyon, sur des cavités cylindriques de rapport d’aspect
D/H variant de 0.67 à 2, et pour des écoulements subsoniques compris entre 50 et 110 m/s.
L’objectif de ces campagnes est de constituer une base de données complète, pour un large
éventail de jeux de paramètres, en vue d’apporter des éléments de compréhension sur l’origine
du rayonnement acoustique des cavités cylindriques. Des mesures acoustiques, cinématiques
et de pression pariétale ont été réalisées par Emmanuel Jondeau & Pascal Souchotte. On
présente ici une analyse de cette base de données expérimentales.

2.1 Conditions expérimentales

2.1.1 Installation et banc d’essais

Les essais ont été réalisés dans la soufflerie anéchöıque du Centre Acoustique de l’École
Centrale de Lyon. Le principe de fonctionnement de la soufflerie est détaillé dans [84]. Celle-ci
permet de disposer d’un jet pariétal subsonique. La buse de ce jet est une veine de section
rectangulaire de 0.5 m de largeur et de 0.25 m de hauteur. Le jet se développe ensuite sur
une plaque plane de 0.8 m de longueur et de 0.6 m de largeur, biseautée en aval en vue de
réduire le décollement de l’écoulement et le rayonnement acoustique parasite qui en résulte.
On s’assure du développement complet de la couche limite turbulente en plaçant une bande
de toile émeri en amont du convergent amenant l’écoulement à la cavité. La figure 2.1 permet
de voir schématiquement le banc d’essais considéré.

2.1.2 Maquettes des cavités cylindriques

Quatre maquettes, toutes de diamètre D = 10 cm, ont été réalisées pour ces campagnes
expérimentales. La première maquette, non instrumentée, est destinée à l’étude du rayonne-
ment acoustique (figure 2.2(a)). Elle dispose d’un piston en fond de cavité qui permet de faire
varier la profondeur. La seconde maquette, de 10 cm de profondeur, sert aux mesures de la
pression pariétale, et est instrumentée en conséquence (figure 2.2(b)). Une troisième maquette
de 10 cm de profondeur également, et construite en plexiglas, permet d’envisager des mesures
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e2

O

e3

e1

Fig. 2.1: Schéma du banc d’essais, et repère de référence. La bande de toile émeri est représentée en bordeaux.

cinématiques dans la cavité par Vélocimétrie Laser Doppler (LDA) (figure 2.2(c)). Une qua-
trième maquette est constituée d’une plaque rigide qui permet de mesurer le bruit de fond de
l’installation (figure 2.2(d)).

2.1.3 Instrumentation

2.1.3.1 Mesures cinématiques au fil chaud

Les profils de vitesse incidente u1 sont mesurés à l’aide d’une sonde à fil chaud simple.
Elle délivre des signaux temporels, qui sont échantillonnés à la fréquence de 10 kHz sur une
durée d’enregistrement de 10 s à l’aide d’un analyseur PXI National Instruments piloté par
LabView. Un tube de Pitot est placé à coté de la sonde à fil chaud en vue d’avoir une
seconde estimation de la vitesse moyenne longitudinale ū1. Le fonctionnement de la sonde à
fil chaud repose sur le principe suivant : l’écoulement refroidit un fil en platine très fin chauffé
par effet Joule par un courant électrique. Comme la résistance électrique augmente avec la
température, il suffit de mesurer la diminution de cette résistance électrique provoquée par le
refroidissement de la sonde pour obtenir la vitesse de l’écoulement perpendiculaire à l’axe du
fil métallique. Bailly & Comte-Bellot détaillent dans [6] comment retrouver la vitesse à partir
de la résistance électrique.

Les mesures sont menées à 225 mm à l’amont du centre O de la cavité. Une trentaine de
points de mesure est effectuée dans la direction verticale à la plaque e3, assurant une résolution
spatiale acceptable. Un raffinement est réalisé près de la paroi. L’erreur de positionnement
vertical du fil chaud est estimée à 0.5 mm. En chacun des points de mesure, l’évolution
temporelle de la vitesse est enregistrée afin d’estimer la valeur moyenne du champ de vitesse
ū1 et le champ fluctuant u′1. La figure 2.5(a) montre l’instrumentation mise en œuvre pour la
mesure de la couche limite amont par fil chaud.

2.1.3.2 Mesures cinématiques par LDA

La Vélocimétrie Laser Doppler (Laser Doppler Anemometry – LDA) est une technique de
mesure optique qui permet d’effectuer des mesures cinématiques dans la cavité de manière non-
intrusive. Seule la configuration D/H = 1 est explorée avec cette méthode. L’écoulement est
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 2.2: Vue des quatre maquettes avant leur implantation sur le banc d’essais. (a) Cavité à profondeur
réglable. (b) Cavité de rapport d’aspect D/H = 1 instrumentée en vue de mesurer la pression
pariétale. (c) Cavité de rapport d’aspect D/H = 1 en plexiglas pour les mesures LDA. (d) Plaque
rigide permettant de mesurer le bruit de fond.

ensemencé en continu à l’aide d’un générateur de fumée. Le fonctionnement de base de la LDA
implique l’intersection de deux rayons laser monochromatiques, cohérents, et focalisés. Cette
intersection est caractérisée par un réseau de franges d’interférence, constituant le volume de
mesure. Lorsqu’une particule de fumée traverse ce réseau de franges, elle diffuse un signal
lumineux vers un photomultiplicateur avec une modulation en fréquence (décalage Doppler).
La fréquence fs du signal lumineux reçu par le photomultiplicateur dépend linéairement de
la vitesse u normale aux franges d’interférence, par la relation fs = u/i, où i est l’interfrange
du réseau d’interférences, qui vaut : i = λ/(2 tan(θ/2)). θ est l’angle entre les deux faisceaux.
Il est considéré comme petit, si bien que l’interfrange peut être approximée par i = λ/θ. λ
représente la longueur d’onde du laser source. On obtient avec cette méthode l’intensité de
la vitesse, mais pas son sens. Cette indétermination est levée à l’aide d’une cellule de Bragg
placé sur l’un des faisceaux. Une description détaillée de la LDA est disponible dans [6].

Une sonde à 2 paires de faiseaux laser de couleurs différentes, placées sur deux plans
perpendiculaires, permet d’accéder directement à la mesure de deux composantes de vitesse
(voir la figure 2.5(b)). La sonde que l’on utilise fournit deux couples de faisceaux laser de
diamètre de 2.2 mm, distants de 39 mm et ayant une distance focale de 250 mm. Ces couples
de faisceaux laser ont une longueur d’onde respective de λ = 514, 4 nm et λ = 488.0 nm.
L’angle formé par les faisceaux est de θ = 8.94◦ pour les deux couples. Le réseau d’inteférences
est constitué de 22 franges. L’analyse des signaux est réalisée avec le processeur Dantec modèle
BSA F80, piloté par le logiciel BSAFlow. Chaque point de mesure est réalisé par moyennage
sur plus de 200000 particules. La figure 2.3 montre les différentes positions (x1, x2) où les 2
composantes de vitesse (u1, u2) sont mesurées. Les profils verticaux de vitesse sont obtenus
en effectuant en ces positions (x1, x2) une cinquantaine de mesures à différentes positions
verticales.
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Fig. 2.3: Coordonnées (x1, x2) des points de mesure par LDA des 2 composantes de vitesse (u1, u2), représentés
par un point • (coordonnées en mm).

2.1.3.3 Mesures cinématiques par PIV

La technique de Vélocimétrie par Imagerie de Particules (Particle Image Velocimetry –
PIV) est utilisée dans ce travail pour mesurer de manière non-intrusive le champ de vitesse
instantanée u1 et u3 dans le plan de l’écoulement au niveau de l’ouverture, pour la configura-
tion D/H = 1. Son principe de fonctionnement est le suivant. Le fluide est d’abord ensemencé
en continu à l’amont avec de la fumée. L’écoulement est illuminé par un flash laser dans une
fenêtre d’acquisition. Une caméra haute résolution réalise des captures d’image de la lumière
diffusée par les particules. Le laps de temps entre les deux clichés est très court, si bien que
le champ de vitesse peut être obtenu en effectuant une corrélation croisée entre deux images
successives. Avec l’acquisition d’un nombre élevé d’images, on peut estimer des quantités
statistiques de la vitesse.

La caméra PIV est inclinée d’un angle de 7◦ par rapport au plan normal à la plaque plane,
afin de visualiser complètement la couche de cisaillement au-dessus et à l’intérieur de la cavité.
Pour obtenir une fenêtre de travail dans le plan (O,e1,e3), une correction est à apporter aux
images en raison de la distorsion optique engendrée par l’inclinaison. On utilise l’algorithme
décrit par Soloff et al. dans [218]. La fenêtre d’acquisition PIV est constituée de 160 pixels
dans la direction e1, et de 100 pixels dans la direction e3. Les images sont enregistrées à la
fréquence de 3 kHz. 10 essais ont été réalisés, chacun étant composé de l’enregistrement de
2700 images PIV.

2.1.3.4 Mesures des pressions pariétales

Les mesures pariétales de pression statique et fluctuante sont effectuées sur la cavité ins-
trumentée de 20 prises de pression insérées aux parois de la maquette. Elles sont positionnés
sur un réseau en croix à 4 branches, aux profondeurs 10 mm, 25 mm, 50 mm et 75 mm. 4
capteurs sont placés sur la paroi de fond aux rayons 0 mm, 12.5 mm, 25 mm et 37.5 mm.
L’ensemble peut pivoter par pas angulaire de 10◦, ce qui permet d’effectuer 144 points de
mesure à la paroi de la cavité, et 72 pour le fond. Ces prises de pression sont reliés au système
PXI National Instruments, couplé au logiciel Ideas Test. L’enregistrement se fait sur une
période de 64 s, avec une fréquence d’échantillonnage de 12.8 kHz. La figure 2.5(c) offre une
vue d’ensemble de l’installation.

2.1.3.5 Mesures acoustiques par une antenne mobile

Les mesures acoustiques en champ lointain sont effectuées à l’aide de microphones disposés
sur un arc de cercle de 1 m de rayon, centré sur la cavité. Les signaux délivrés par les mi-
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crophones sont échantillonnés à 25 kHz par un analyseur PXI National Instrument piloté par
LabView, sur une durée d’acquisition variant de 40 à 100 s. Pour les mesures de directivité,
la fréquence d’échantillonnage est abaissée à 2.5 kHz. L’antenne mobile est constituée de 7
microphones placés à des angles de 30◦, 45◦, 70◦, 90◦, 110◦, 135◦ et 150◦ par rapport au plan
de la plaque. L’antenne mobile pivote autour de l’axe e3 sur le secteur angulaire [45◦, 130◦].
Ce secteur est limité en raison de la présence de la buse, qui fait obstruction à la rotation.
La figure 2.4 schématise l’antenne mobile montée sur le banc d’essais et ses angles limites de
rotation.

O

e1

e2

130◦

45◦

e3

miro 2 (45◦)

miro 1 (30◦)

miro 3 (70◦) miro 4 (90◦) miro 5 (110◦)
miro 6 (135◦)

miro 7 (150◦)

Fig. 2.4: Schéma de l’antenne acoustique mobile, installée sur le banc d’essais, et ses angles limites de rotation.

2.1.4 Configurations d’étude

Dans toute la suite, la configuration de référence est la cavité de rapport d’aspectD/H = 1,
en présence d’un écoulement affleurant à u∞ = 70 m/s. C’est le cas le mieux documenté dans
la base de données expérimentales, où des mesures cinématiques LDA, des champs PIV, des
mesures de pression pariétale et des données acoustiques sont disponibles.

L’influence de la profondeur de la cavité est étudiée à l’aide de la maquette à profondeur
ajustable. Des mesures acoustiques sont effectuées pour les profondeurs H = 0 mm (mesure
du bruit de fond), H = 50 mm, H = 100 mm, H = 125 mm et H = 150 mm. Ces quatre
dernières profondeurs permettent donc d’étuder des cavités cylindriques de rapport d’aspect
respectif D/H = 2, D/H = 1, D/H = 0.8 et D/H = 0.67.

L’influence de la vitesse de l’écoulement est examinée sur la maquette à profondeur va-
riable, grâce aux mesures effectuées pour des vitesses variant de 50 m/s à 110 m/s, par palier
de 5 m/s. Des mesures LDA ont été effectuées pour des écoulements de 70 m/s et 90 m/s sur
la cavité de rapport d’aspect D/H = 1. Des données PIV sont disponibles uniquement pour
la configuration de référence.

2.2 Résultats dans la configuration de référence

On présente dans cette partie les résultats obtenus lors de l’étude du cas de référence
correspondant à une cavité de rapport d’aspect D/H = 1, soumise à un écoulement affleurant
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Fig. 2.5: Montages de mesure. (a) Mesures cinématiques à l’aide d’une sonde à fil chaud. (b) Mesures cinéma-
tiques par LDA à l’aide d’une sonde à 4 faisceaux laser (ici dans le plan (O, e1, e3). (c) Mesures des
pressions pariétales à l’aide d’un réseau de capteurs insérés à la paroi de la maquette. (d) Mesures
acoustiques à l’aide d’une antenne mobile de 7 microphones.

de u∞ = 70 m/s.

2.2.1 Description de l’acoustique rayonnée en champ lointain

2.2.1.1 Signal temporel de pression fluctuante

Une visualisation du signal de pression fluctuante enregistré par le micro situé sur l’antenne
mobile à 1 m au-dessus de la cavité est proposée à la figure 2.6. La figure 2.6(a) montre
des oscillations pseudo-périodiques fortement marquées à une fréquence f . Cependant, deux
phénomènes sont mis en évidence. En effet, le niveau des fluctuations varient d’une part assez
fortement localement, donnant l’impression d’un phénomène de battement. Le signal révèle
une multitude de zones, comme l’intervalle u∞t/D ∈ [3218, 3225] représenté sur la figure
2.6(a), où l’amplitude des oscillations est divisée par 3 ou 4, par rapport aux zones dites
de bouffées, correspondant aux régions où les fluctuations de pression présentent une grande
amplitude. D’autre part, le second phénomène est illustré par la figure 2.6(b) : la fréquence
porteuse des oscillations ne semble pas constante sur l’ensemble du signal. En effet, la figure
révèle des zones où la fréquence porteuse peut varier fortement localement, comme l’intervalle
u∞t/D ∈ [350, 370] sur la figure. Alors que la fréquence f domine largement les zones de
bouffées, les zones de faibles amplitudes à la fréquence f peuvent être assez marquées par des
fréquences plus basses sur des durées atteignant 20 temps de traversée convective de la cavité.

2.2.1.2 Spectre acoustique

L’obtention du spectre acoustique en champ lointain nécessite un traitement des mesures
temporelles de pression p enregistrées par le micro placé à 1 m au-dessus de la cavité puis
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Fig. 2.6: Signal temporel de pression fluctuante mesuré à 1 m au-dessus de la cavité, et représenté à différents
intervalles de temps. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

échantillonnées à la fréquence fe = 1/∆t, donnant le signal discret de longueur N : p[n] =
p(n∆t) (n ∈ {0, 1, . . . ,N − 1}), avec ∆t le pas de discrétisation temporelle.

Méthode de Welch

La densité spectrale de puissance (DSP) est estimée à l’aide de la méthode de Welch [245].
Cette méthode consiste dans un premier temps à pondérer le signal échantillonné p[n] par
une fenêtre glissante de longueur N , construite à partir d’une fenêtre génératrice w(t). On
choisit dans ce travail une fenêtre génératrice de type Hanning de période T = N∆t. En
pratique, la fréquence d’échantillonnage est relativement élevée, de l’ordre de 13 kHz, et on
choisit N = 4096. La fenêtre génératrice est donnée par :

w(t) =





0.5

(
1 − cos

(
2π

t

T

))
si t ∈ [0, T ]

0 sinon

La fenêtre glissante discrète wm[n] est donnée à la position m par :

wm[n] = w
(
(n−mDw)∆t

)

où Dw est le décalage entre deux positions de la fenêtre. Il n’y a pas de chevauchement quand
Dw = N . Il y a en revanche un recouvrement de 50% en choisissant Dw = N/2. En pratique,
on choisit un taux de recouvrement de 25%, en prenant Dw = 3N/4. Pour chaque position de
la fenêtre m, on calcule le périodogramme échantillonné Pm à partir du signal échantillonné
et fenêtré wm[n]p′[n] = wm[n](p[n] − p̄) :

Pm(f) =

∣∣∣ŵm p′(f)
∣∣∣
2

N

L’opérateur ̂ représente la transformée de Fourier discrète du signal échantillonné, évaluée à
la fréquence discrète fk = k fe/N , k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} par :

ŵm p′(fk) =

N−1∑

n=0

wm[n+mDw] p′[n+mDw] exp

(
−2iπkn

N

)
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On effectue enfin la moyenne de tous les périodogrammes, ce qui donne un périodogramme
lissé PW :

PW (f) =
1

M

M−1∑

m=0

Pm(f)

avec M = E(N/Dw) le nombre de positions de la fenêtre. La densité spectrale de puissance
est enfin exprimée en dB/Hz par :

DSP(f) = 10 log10

(
PW (f)

Pref

)

La quantité Pref est le carré de la pression acoustique de référence, que l’on prend classiquement
à Pref = 4 × 10−10 Pa2.

L’avantage de cette méthode est que l’estimateur ainsi construit est sans biais et présente
une faible variance, ce qui n’est pas le cas de l’estimation par périodogramme simple calculé
sur l’ensemble du signal échantillonné. Le fait d’avoir recours à un recouvrement entre deux
positions successives de la fenêtre de pondération permet d’améliorer la résolution, et de
réduire la variance de l’estimateur par rapport à d’autres méthodes, comme la méthode de
Bartlett.

Résultats

La figure 2.7 présente la densité spectrale de puissance obtenue avec la méthode de Welch
en champ lointain à 1 m au-dessus de la cavité (micro 4), avec et sans cavité, à une résolution
fréquentielle de ∆f = 1.5 Hz. Le cas sans cavité permet d’avoir une estimation du bruit de
fond de l’installation. Ce bruit est large bande et provient notamment de la turbulence générée
par l’écoulement du jet incident sur la plaque plane. Cette mesure permet ainsi de mettre en
évidence l’influence de la présence de la cavité sur le rayonnement acoustique. Celle-ci est
surtout perceptible sur le domaine fréquentiel [300, 3000] Hz. À l’instar de ce que l’on observe
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Fig. 2.7: Densité spectrale de puissance du rayonnement acoustique de la cavité mesurée à 1 m au-dessus de
son centre. : H = 0 mm, : H = 100 mm. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

sur des cavités rectangulaires, on remarque l’émergence d’un certain nombre de pics dans le
contenu fréquentiel du rayonnement acoustique de la cavité ronde de référence. Un pic très
intense de 89.3 dB à f = 656 Hz, dépasse de plus de 30 dB le niveau sonore ambiant. Sa
prédominance rend donc le rayonnement acoustique de la cavité fortement tonal. La première
harmonique de ce pic émerge également à f = 1310 Hz, dépassant de 7 dB le niveau ambiant.
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2.2.1.3 Directivité

La directivité du rayonnement acoustique en champ lointain au-dessus de la cavité est
disponible à partir du traitement des signaux temporels de pression enregistrés par les mi-
crophones placés sur l’antenne mobile. Pour chaque position de l’antenne et pour chaque
microphone, la densité spectrale de puissance est estimée à l’aide de la méthode de Welch,
en ne conservant dans la suite que la valeur obtenue à la fréquence f = 656 Hz, étant donné
la nature tonale du rayonnement acoustique. La figure 2.8 synthétise les résultats obtenus
pour l’ensemble des positions de mesure. La cartographie suggère un rayonnement presque

Fig. 2.8: Densité spectrale de puissance (en dB/Hz) à la fréquence f = 656 Hz, selon la position de l’antenne
mobile (vue de dessus). Les positions de mesure sont représentées par le symbole •. Vitesse de
l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

symétrique. Il est un peu plus marqué vers l’aval, avec des niveaux proches de 90 dB. Le
rayonnement est également plus prononcé vers l’amont, dans le cône [110◦, 250◦], avec des
niveaux de l’ordre de 85 dB. C’est dans la direction perpendiculaire à l’écoulement que le
rayonnement à la fréquence de 656 Hz semble le moins marqué, où le niveau atteint est estimé
à 80 dB.

2.2.2 Description de l’écoulement

2.2.2.1 Couche limite incidente

La couche limite incidente est mesurée au fil chaud à 225 mm en amont du centre de la
cavité, dans le plan de l’écoulement. Elle est turbulente et pleinement développée, en raison de
la bande de toile émeri placée à l’amont pour forcer la transition vers le régime turbulent. Les
figures 2.9(a) et (b) montrent respectivement les profils de vitesse moyenne longitudinale ū1 et
la moyenne quadratique des fluctuations de vitesse longitudinale u′1 en fonction de l’altitude
x3, normalisée par la vitesse u∞. Cette moyenne quadratique, que l’on note u′nrms pour les
fluctuations de vitesse dans la direction en, est calculée par la relation :

u′nrms =

√
u′2n =

√
(un − ūn)2

Le taux de fluctuations présenté à la figure 2.9(b) est donc estimé par :

In =
u′nrms

u∞

Le profil de vitesse moyenne permet de mesurer l’épaisseur de la couche limite δ, définie
comme l’altitude minimale à partir de laquelle ū1 ≥ 99%u∞. On trouve expérimentalement
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Fig. 2.9: (a) Profil de vitesse moyenne longitudinale ū1 en fonction de l’altitude x3 à l’amont de la cavité. (b)
Taux de fluctuations I1 en fonction de l’altitude x3 à l’amont de la cavité. Les points de mesure sont
représentés par le symbole •. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

δ ≃ 15 mm. L’intégration de ce profil permet également d’estimer l’épaisseur de quantité de
mouvement δθ, qui vaut 1.8 mm. La configuration de référence correspond donc aux rapports
D/δ = 6.7 et D/δθ = 55. Le maximum du taux de fluctuations longitudinales IM

1 , mesuré
à 6.5%, est observé à la position x3 ≃ 3 mm de la paroi. Le niveau non-nul du taux de
fluctuations au-delà de la couche limite est probablement d’origine acoustique : il semble être
engendré par les fortes ondes acoustiques rayonné par la cavité vers l’amont.

Estimation de la vitesse de frottement

Une variable essentielle de la turbulence pariétale est la vitesse de frottement uτ à la paroi,
qui sert généralement d’échelle de vitesse dans les descriptions de profils. Elle est définie par :

uτ =

√
ν∞

∂ū1

∂x3

∣∣∣∣
x3=0

où ν∞ est la viscosité cinématique de l’air, que l’on fixe à ν∞ = 1.5 × 10−5 m2/s.
L’étude qui suit développe la possibilité d’estimer cette variable directement à partir des

mesures du profil de vitesse moyenne longitudinale ū1. L’évaluation de la vitesse de frottement
demande a priori une estimation à la paroi du gradient vertical de vitesse moyenne longitu-
dinale. Une approximaion à l’ordre 1 de ce gradient, à l’aide de la relation ū1(x3(1))/x3(1),
où x3(1) est l’altitude du point de mesure le plus proche de la paroi, n’est pas envisageable
en pratique pour calculer la vitesse de frottement. En effet, le premier point de paroi x3(1)
est généralement hors de la sous-couche visqueuse, et donc bien trop loin de la paroi pour que
l’approximation à l’ordre 1 soit satisfaisante. C’est le cas dans l’étude expérimentale présentée
ici, où le premier point de paroi est placé à x3(1) = 0.25 mm pour les mesures au fil chaud,
alors que l’épaisseur de la sous-couche visqueuse est estimée à 0.005 mm.

Clauser propose dans [47] une méthode pour estimer la vitesse de frottement, par extra-
polation des mesures directes du profil de vitesse moyenne ū1. La méthode présuppose que les
points de mesure suivent la loi logarithmique “universelle”, définie par [6] :

ūth
1

uτ
=

1

κ
ln
x3uτ

ν∞
+ C

où κ = 0.41 est la constante de von Kármán, et C = 5.1. On obtient une famille de profils
théoriques, en fonction de choix de uτ . On retient le profil qui s’ajuste au mieux aux mesures
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expérimentales, c’est à dire celui qui minimise le résidu Φ, défini par :

Φ(uτ ) =
1

N

N∑

k=1

∣∣ū1

(
x3(k)

)
− ūth

1

(
x3(k)

)∣∣
ūth

1

(
x3(k)

)

avec N le nombre de points de mesure, ū1 le profil de vitesse longitudinale mesuré, ūth
1 le

profil théorique obtenu par la loi logarithmique universelle, et x3(k) l’altitude du kème point
de mesure pour les données expérimentales.

La figure 2.10(a) montre l’évolution du résidu Φ en fonction de la vitesse de frottement uτ .
On y observe la présence d’un minimum, localisé en uτ ≃ 2.62 m/s. La figure 2.10(b) présente
le profil universel correspondant en échelles de paroi, superposé aux points de mesure. Les
variables de paroi sont définies par :

x+
3 =

x3 uτ

ν∞
et ū+

1 =
ū1

uτ

Les points de mesure représentés par des points rouges n’ont pas été retenus dans la méthode
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Fig. 2.10: (a) Courbe représentative du résidu Φ en fonction de la vitesse de frottement uτ . (b) Profil de
vitesse moyenne longitudinale universel et profil mesuré représenté en échelles de paroi, pour une
vitesse de frottement assurant le minimum du résidu Φ. Les points de mesure utiles à la méthode
de Clauser sont représentés par le symbole •, les points de mesure non-conservés par le symbole •.
Vitesse de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

de Clauser, car on a estimé qu’ils n’étaient pas situés dans la zone logarithmique, mais plutôt
dans la loi de sillage, en zone externe de la couche limite. Seuls les points de mesure représentés
par des points verts ont donc été utiles à l’estimation de uτ .

Kendall & Koochesfahani proposent dans [120] une solution analogue, lorsque l’on dispose
de points de mesure dans la zone de transition entre la sous-couche visqueuse et la zone
logarithmique de l’écoulement. Les auteurs proposent de remplacer la loi logarithmique dans la
méthode de Clauser, par un profil de Spalding, qui offre, en une seule équation, une description
fidèle de la loi de sous-couche linéaire et de la loi logarithmique. Le profil est formulé de manière
implicite par [222] :

x+
3 = ūth

1
+ + exp(−κC)

(
exp(κūth

1
+) − 1 − κūth

1
+ −

(
κūth

1
+
)2

2
−
(
κūth

1
+
)3

6

)

Dans ce travail, cette méthode ne peut améliorer l’estimation précédente de la vitesse de
frottement, car aucun point de mesure n’est disponible dans la zone de transition entre la
sous-couche linéaire et la zone logarithmique.
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On propose de profiter de l’information apportée par les points de mesure présents dans
la loi de sillage pour tenter d’améliorer l’estimation de la vitesse de frottement. Pour cela,
on remplace la loi logarithmique dans la méthode de Clauser par un profil à une équation
développé par Guarini et al. dans [104]. Ce profil décrit les lois linéaire et logarithmique de
paroi, auxquelles est ajouté un terme de sillage pour raccorder la zone logarithmique à la zone
d’écoulement libre, où ū1 = u∞. Ce terme de sillage est de la forme Πw/κ W(x3/δ), avec Πw

le coefficient de sillage, et W la fonction de sillage. Il résulte de l’étude exaustive de profils
expérimentaux réalisée par Coles dans [48]. Une formulation explicite donne, pour x3 ≤ δ :

ūth
1

+ =
1

κ
ln
(
1 + κx+

3

)
+Cg

(
1 − exp

(
−x

+
3

ηg

)
− x+

3

ηg
exp

(
−bgx+

3

))

+
1

κ

(
(1 + 6Πw)

(x3

δ

)2
− (1 + 4Πw)

(x3

δ

)3
)

(2.1)

Les constantes du modèle sont fournies dans [181], et valent : Cg = C − lnκ/κ, Πw = 0.20,
ηg = 11 et bg = 0.33.

La figure 2.11(a) montre l’évolution du résidu Φ en fonction de uτ . Le minimum de résidu
a été déplacé : il est maintenant localisé en uτ ≃ 2.73 m/s. La figure 2.11(b) montre le profil
de Guarini et al. correspondant, et superposé aux points de mesure, en échelles de paroi.
Pour réaliser cette étude, on a conservé tous les points présents dans le sillage, et quelques
points au-delà de l’épaisseur de couche limite, comme le montre la figure 2.11(b). L’estimation
trouvée est assez sensible à l’épaisseur de la couche limite δ mesurée.
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Fig. 2.11: (a) Courbe représentative du résidu Φ en fonction de la vitesse de frottement uτ . (b) Profil de
vitesse moyenne longitudinale de Guarini et al. et profil mesuré représenté en échelles de paroi,
pour une vitesse de frottement assurant le minimum du résidu Φ. Les points de mesure utiles à la
méthode sont représentés par le symbole •, les points de mesure non-conservés par le symbole •.
Vitesse de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

Une valeur de comparaison peut enfin être obtenue analytiquement à partir du profil de
Guarini et al. et de la connaissance de la vitesse de l’écoulement et de l’épaisseur de couche
limite. Pour cela, il suffit de réécrire la relation (2.1) à la position δ. En remarquant que
les termes exp (−δ+/ηg) et δ+/ηg exp (−bgδ+) peuvent être négligés, puisque δ+/ηg ≫ 1 et
bgδ

+ ≫ 1, on obtient une expression implicite de uτ :

δ =
ν∞
κuτ

(
exp

(
κu∞
uτ

− κCg − 2Πw

)
− 1

)

Les quantités δ et u∞ étant connues, la vitesse de frottement peut être estimée par dichotomie
à l’aide de la relation précédente. On trouve pour le cas étudié uτ ≃ 2.75 m/s. On retiendra
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cette valeur dans toute la suite.

2.2.2.2 Champs de vitesse

Des profils de vitesse moyenne longitudinale mesurés par LDA dans le plan x2 = 0 sont
représentés à la figure 2.12(a), aux positions x1 = −35, 0, 35, 55 et 90mm. Ces profils montrent
une recirculation de l’ordre de 20 m/s, localisée proche de la paroi de fond de la cavité. Les
vitesses longitudinales sont faibles au milieu de la cavité, de l’ordre de 15% de la vitesse de
l’écoulement libre. Le profil en x1 = −35 mm est inflexionnel, proche d’un profil de couche de
mélange libre pouvant être approximé par un profil en tangente hyperbolique. Il montre que
la transition de la couche limite turbulente incidente vers une couche de cisaillement nécessite
une distance relativement courte, inférieure à δ. Enfin le point d’inversion, correspondant à
une vitesse moyenne nulle, se trouve de plus en plus près de l’ouverture de la cavité, au fur et
à mesure que l’écoulement se développe dans la cavité. La figure 2.12(b) montre des profils de
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Fig. 2.12: Profils mesurés par LDA dans le plan x2 = 0 aux positions x1 = −35, 0, 35, 55 et 90 mm, avec
un rappel du profil incident en x1 = −90 mm. (a) Vitesse moyenne longitudinale ū1. (b) Taux de
fluctuations longitudinales I1. Les points de mesure sont représentés par le symbole •. Vitesse de
l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

taux du turbulence longitudinale estimés à partir d’enregistrements en temps des fluctuations
de vitesse longitudinale. Ces profils révèlent la présence d’un pic de turbulence proche de
x3 = 0 dans la couche cisaillée. Le niveau de turbulence est aussi relativement élevé près du
bord aval, comme le révèle le profil en x1 = 35 mm, et près de la paroi de fond de la cavité.
Ceci montre donc la présence de structures tourbillonnaires intenses dans la recirculation,
provenant vraisemblablement de l’impact de la couche de cisaillement au niveau du coin aval.

La PIV permet d’apporter une visualisation détaillée des champs de vitesse dans la couche
de mélange. Les figures 2.13(a) et (b) présentent respectivement des isocontours des champs de
vitesse moyenne longitudinale et verticale dans le plan x2 = 0. La première figure confirme que
la vitesse moyenne longitudinale est de l’ordre 15% de la vitesse de l’écoulement libre, sous la
couche de cisaillement, mais varie sensiblement en fonction de la position x1. La recirculation
qui a lieu dans la cavité est particulièrement mise en évidence sur la seconde figure, où un
flux sortant, avec une vitesse moyenne verticale de 2 à 5 m/s, est visible sur les 3 premiers
quarts de la cavité, et un flux entrant à plus de 5 m/s proche du bord aval. L’écoulement
recolle enfin au niveau du bord aval, comme le montre l’isocontour à 20% de la vitesse u∞ sur
la figure 2.13(a).

Les taux de fluctuations atteignent environ 13% pour les fluctuations longitudinales et
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Fig. 2.13: Isocontours des champs mesurés par PIV dans le plan x2 = 0 à l’ouverture de la cavité. La fenêtre
PIV est représentée par le rectangle noir. (a) Vitesse moyenne longitudinale ū1. Isocontours à 20,
30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 95 et 98% de la vitesse u∞. (b) Vitesse moyenne verticale ū3. Isocontours
de -5 à 5 m/s par pas de 1 m/s. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

10% pour les fluctuations verticales, comme le montrent les figures 2.14(a) et (b). Les profils

(a) (b)

Fig. 2.14: Taux de fluctuations (en %) obtenu par PIV. (a) Turbulence longitudinale I1. (a) Turbulence
verticale I3. La fenêtre PIV est représentée par le rectangle noir. Vitesse de l’écoulement : u∞ =
70 m/s.

du taux de fluctuations longitudinales basculent au coin amont d’un profil caractéristique de
couche limite, avec un maximum très proche de la paroi (voir la figure2.9(b)), en un profil de
couche de mélange, avec des niveaux de turbulence comparables à ceux que mesurent Pereira
& Sousa pour des géométries rectangulaires [179], qui sont de l’ordre de 15%.

2.2.2.3 Épaississement de la couche de cisaillement

On propose dans cette partie plusieurs critères pour quantifier l’épaississement de la couche
de cisaillement. Un critère fréquemment utilisé pour les couches de cisaillement libres est
d’évaluer l’évolution longitudinale de l’épaisseur de la quantité de mouvement δθ. Pour une
couche de cisaillement libre correspondant à un écoulement cisaillé de vitesse libre u∞ dans
la direction e1 au-dessus de l’interface, et ū− dans la direction −e1 au-dessous de l’interface,
on définit l’épaisseur de quantité de mouvement par la relation :

δθ1(x1) =

∫ +∞

−∞

ū1 − ū−(x1)

u∞ − ū−(x1)

(
1 − ū1 − ū−(x1)

u∞ − ū−(x1)

)
dx3
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L’inconvénient avec cette relation est qu’elle n’est pas directement applicable dans le cas de la
cavité, en raison de la non-uniformité de l’écoulement sous l’ouverture de la cavité. Il se pose
aussi un autre problème, lié à la fenêtre d’acquisition des mesures PIV, dont le bord inférieur
est très proche du bord inférieur de la couche de cisaillement.

Un second critère est donc proposé. Ce critère consiste à approximer, au sens des moindres
carrés, chaque profil de vitesse moyenne longitudinale mesuré à une position x1 par un profil
de couche de mélange libre. Ceci permet de profiter de la bonne concordance avec ce type de
profil de la partie supérieure des profils de vitesse mesurés, et d’estimer l’épaisseur de quantité
de mouvement par extrapolation de la partie inférieure des profils mesurés sur un profil de
couche de mélange libre. Cette démarche permet d’avoir une estimation assez cohérente avec la
définition usuelle de l’épaisseur de quantité de mouvement pour des couches de mélange libres,
tout en s’affranchissant du caractère non-uniforme de l’écoulement dans la cavité. Cependant,
les profils PIV étant tronqués dans la partie inférieure de la cavité, en raison des dimensions
de la fenêtre d’acquisition PIV, un biais peut être introduit par cet estimateur. Les profils de
vitesse moyenne longitudinale sont approximés par une tangente hyperbolique [160] :

˜̄u1(x1, x3) = a(x1)

(
c(x) + tanh

(
x3 − b(x1)

2δθ2(x1)

))

où δθ2 est l’épaisseur de quantité de mouvement à la position longitudinale x1. Les quantités
a, b et c sont des fonctions de la position longitudinale, constituant des degrés de liberté
pour approximer au mieux les profils de vitesse mesurés. Pour chacune des positions x1, les
quantités δθ2 , a, b et c sont obtenues en minimisant l’erreur intégrale d’approximation εtanh :

εtanh(x1) =

(
1

hPIV

∫

x3∈HPIV

(
ū1(x1, x3) − ˜̄u1(x1, x3)

u∞

)2

dx3

)1/2

avec HPIV l’intervalle d’acquisition de la fenêtre PIV dans le sens de la hauteur, et hPIV

sa longueur. La minimisation portant sur un nombre relativement restreint de paramètres,
celle-ci peut être réalisée en explorant exaustivement un pavé de R4. On note δ◦θ2

la valeur de
l’épaisseur de la quantité de mouvement au coin amont de la cavité.

La figure 2.15(a) montre l’erreur intégrale d’approximation εtanh en fonction de la position
longitudinale x1. L’erreur décroit en fonction du développement de la couche de cisaillement
sur les 3 premiers quarts de la distance de développement. Elle reste acceptable proche du
point de séparation. L’erreur d’approximation crôıt enfin légèrement à l’approche du bord
aval en raison du rattachement de la couche de cisaillement. La figure 2.15(b) présente la
courbe représentative de l’épaisseur de quantité de mouvement en fonction de la position
longitudinale, dans l’axe de l’écoulement. Elle révèle quatre zones distinctes. Une première
zone, qui s’étend du bord amont jusqu’à environ x1 = −35 mm, est le lieu d’un épaississement
rapide de la couche de cisaillement, avec un taux de croissance de dδθ2/dx1 = 0.0540. Une
seconde portion, caractérisée par une croissance plus lente de dδθ2/dx1 = 0.0304 et s’étendant
jusqu’à environ 20 mm du coin aval, succède ensuite à cette première zone de forte croissance.
Au niveau du coin aval, on observe une courte zone de croissance très prononcée, s’étendant
jusqu’à moins de 10 mm du bord aval, suivie d’une portion de forte décroissance, provoquée
par le recollement de l’écoulement sur la plaque. Ces valeurs peuvent être comparées à titre
indicatif à des données expérimentales obtenues sur des cavités rectangulaires. Sarohia mesure
un taux de croissance maximal de dδθ/dx1 = 0.022 sur des cavités rectangulaires à faibles
nombres de Reynolds soumises à des écoulements laminaires [203]. Forestier et al. mesurent
un taux de croissance de dδθ/dx1 = 0.042 pour des cavités rectangulaires soumises à un
écoulement à Mach 0.8 [86].

Un dernier critère moins conventionnel peut être formulé directement à partir de la dé-
finition (1.1), en restreignant les bornes d’intégration aux altitudes où la vitesse moyenne
longitudinale est comprise entre 20% et 100% de u∞, valeurs choisies arbitrairement pour
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Fig. 2.15: (a) Courbe représentative de l’erreur intégrale d’approximation εtanh en fonction de la position
longitudinale x1. (b) Courbe représentative de l’épaisseur de quantité de mouvement δθ2

en fonction
de la position longitudinale x1, dans le plan x2 = 0. Le diamètre longitudinal de la cavité est scindé
en 4 portions où les asymptotes linéaires sont représentées par les lignes en pointillés bleus. La valeur
de la pente dδθ2

/dx1 est donnée pour chacune des portions. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

caractériser la couche de cisaillement :

δθ3(x1) =

∫ +∞

−∞

ū1(x1, x3)

u∞

(
1 − ū1(x1, x3)

u∞

)
1{ū1(x1,x3)/u∞∈[0.2,1]} dx3 (2.2)

On note δ◦θ3
la valeur de l’épaisseur de la quantité de mouvement définie par l’équation (2.2)

au coin amont de la cavité x1 = −0.05 mm. Ce critère présente l’avantage de s’affranchir
du biais possible du critère précédent. En effet, la fenêtre d’acquisition de la PIV considérée
permet de capturer intégralement l’isocontour de vitesse moyenne longitudinale correspondant
à 20% de la vitesse de l’écoulement (premier isocontour bleu sur la figure 2.12(a)). Il présente
cependant l’inconvénient d’avoir une signification physique différente de l’épaisseur de quantité
de mouvement, telle qu’on la définit pour des couches de mélange libres.

La figure 2.16 montre les variations longitudinales de l’épaisseur de quantité de mouvement
δθ3 . On y observe 4 zones distinctes. Une première zone de croissance lente, qui s’étend du
coin amont à x1 = −20 mm est suivie d’une zone à croissance rapide de dδθ3/dx1 = 0.0343,
jusqu’à x1 = 10 mm. Une zone de croissance très lente est ensuite observée jusqu’à environ
15 mm du bord aval. S’en suit une décroissance assez forte, localisée proche du bord aval,
engendrée par le recollement de l’écoulement au coin aval.

2.2.2.4 Organisation de la couche de mélange

Une étude concernant la présence de larges structures dans la couche de cisaillement est
réalisée en calculant les coefficients de corrélation spatiale des vitesses fluctuantes longitudi-
nales et verticales, définis dans le plan x2 = 0 par :

Ru′
m,u′

n
(x1, x3) =

u′m(x◦1, x
◦
3)u

′
n(x1, x3)

u′mrms(x◦1, x
◦
3)u

′
nrms(x◦1, x

◦
3)

où (x◦1, x
◦
3) est le point de référence. Les moyennes temporelles sont effectuées par moyennage

des 27000 images issues de la PIV.
Les figures 2.17 et 2.18 montrent respectivement les coefficients de corrélation longitudi-

naux Ru′
1,u′

1
et normaux Ru′

3,u′
3

pour différents points de référence. Les échelles de couleurs
ont été saturées à ±40% afin de mettre en évidence les régions de la couche de cisaillement
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Fig. 2.16: Courbe représentative de l’épaisseur de quantité de mouvement δθ3
en fonction de la position

longitudinale x1, dans le plan x2 = 0. Le diamètre longitudinal de la cavité est scindé en 4 portions
où les asymptotes linéaires sont représentées par les lignes en pointillés bleus. La valeur de la pente
dδθ3

/dx1 est donnée pour chacune des portions. Écoulement de u∞ = 70 m/s.
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à forts niveaux de corrélation, supérieurs à 10%. Les coefficients de corrélation longitudinaux
montrent un pic principal centré sur le point de référence, et ayant une forme elliptique. Pour
les valeurs négatives de la position longitudinale de référence (figure 2.17(a) et (b)), un fort
niveau de corrélation (15% environ) est visible à 50 mm à l’aval du pic principal. Les coef-
ficients de corrélation normaux présentent un pic elliptique dans la direction e3 centré sur
le point de référence. Les figures 2.18(e) et (f) révèlent aussi la présence d’une corrélation
marquée de 10 à 15% à 50 mm en amont de l’écoulement.

Ces résultats suggèrent la présence en moyenne de 2 larges structures assez corrélées dans
la couche de cisaillement, espacées d’environ 50 mm. Une mesure précise donne une longueur
d’onde aérodynamique de λa = 50.9 mm. Le temps moyen de traversée des structures entre
les positions (x◦1 − λa, 0) et (x◦1, 0) peut être a priori estimé en considérant le maximum du
coefficient de correlation spatio-temporelle des fluctuations de vitesse longitudinale ou verticale
entre ces deux positions, avec x2 = x3 = 0 :

Rt
u′

n,u′
n
(x◦1, x

◦
1 − λa, τ) =

u′n(x◦1, t)u
′
n(x◦1 − λa, t+ τ)

u′nrms(x◦1, x
◦
3)u

′
nrms(x◦1, x

◦
3)

(2.3)

où τ est le décalage temporel. Cependant, la fréquence d’acquisition de 3 kHz du matériel
PIV ne permet pas d’évaluer correctement ce maximum en raison de la sous-discrétisation
temporelle des échantillons (4.5 images par période). L’étude au point x◦1 = 35 mm ou x◦1 =
45 mm sur les fluctuations de vitesse verticale suggère un encadrement du retard τ assurant un
maximum de corrélation, compris entre −1.67 et −1.33 ms, ce qui correspond à une fréquence
des structures comprise entre 600 Hz et 750 Hz. Cet encadrement, en bon accord avec la
fréquence tonale rayonnée par la cavité mesurée à 656 Hz, suggère un rôle prépondérant
de ces larges structures présentes dans la couche de cisaillement sur le contenu spectral du
rayonnement acoustique de la cavité. Une estimation plus précise pourrait être obtenue à
l’aide d’une acquisition haute fréquence par LDA au point amont x◦1 − λa, et par fil chaud au
point aval x◦1. Cette technique permettrait en effet d’obtenir des signaux mieux échantillonnés
(typiquement à 25 kHz), et donc une estimation plus affinée du temps moyen de traversée τ ,
et donc de la fréquence des structures dans la couche cisaillée.



64 Ch.2 Mesures cinématiques et acoustiques sur des cavités cylindriques

(a)

(c)

(e)

(b)

(d)

(f)

 

Ru′

1
,u′

1

−0.4 −0.2 0 0.2 0.4

Fig. 2.17: Coefficient de corrélation de vitesse longitudinale Ru′
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2.2.3 Coefficient de pression aux parois

Le coefficient de pression Cp permet de quantifier la pression excercée par le fluide sur les
parois de la cavité. On le définit pour un écoulement faiblement subsonique comme le rapport
de la pression relative et de la pression dynamique :

Cp =
p̄− p∞

1/2ρ∞u2
∞

Les figures 2.19(a) et (b) présentent des isocontours du coefficient de pression respective-
ment sur la paroi latérale de la cavité et sur la paroi de fond. La distribution de pression est
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Fig. 2.18: Coefficient de corrélation de vitesse verticale Ru′
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presque symétrique par rapport à l’axe de l’écoulement e1. La très faible asymétrie observée
peut provenir d’un alignement imparfait des positions des prises de pression pariétale. La zone
d’impact de la couche de cisaillement au coin aval est clairement visible, correspondant à la
région où le coefficient de pression est positif, centrée sur la position β = 0◦.

On remarque également que l’impact au coin aval génère un mouvement général du fluide
vers le fond de la cavité, comme le montre la trace de positivité du coefficient de pression
le long de l’axe β = 0◦ en fonction de la profondeur, et sur la paroi de fond de la cavité.
Ce mouvement est à l’origine d’une grande zone de recirculation dans la cavité dont l’axe
de rotation est sensiblement perpendiculaire à l’axe de l’écoulement, comme le montrent les
isocontours négatifs du coefficient de pression centrés autour des positions angulaires β =
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Fig. 2.19: Isocontours du coefficient de pression Cp. (a) Paroi latérale. La position β = 0◦ correspond au coin
aval, comme le montre la figure 1.3. (b) Paroi de fond. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

±90◦. Ils sont de forme ovöıde, et non circulaire comme dans le cas d’une cavité rectangulaire,
en raison de la circularité de la paroi latérale de la cavité.

Les isocontours du coefficient de pression obtenus à la paroi de fond s’accordent bien
avec les résultats expérimentaux d’Hiwada et al. [113] pour une cavité ronde ayant un rapport
d’aspect identique. L’isocontour nul présente une forme caractéristique en fer à cheval, comme
on peut le voir sur la figure 1.15(a). La positivité du coefficient de pression proche du bord
amont au fond de la cavité indique la présence d’une recirculation contrarotative, comme on
peut souvent l’observer sur des cavités rectangulaires. Toutefois, la forme en croissant où le
Cp est positif suggère que la recirculation contrarotative ne se fait pas autour de l’axe e2,
mais plutôt autour d’un axe variable, en raison de la géométrie circulaire de la paroi amont.

2.2.4 Pression fluctuante aux parois

Les fluctuations de pression au niveau des parois peuvent avoir plusieurs origines. Il peut
s’agir de fluctuations d’origine aérodynamique, notamment en raison de l’impact de la couche
de cisaillement sur la paroi latérale aval de la cavité ou de la recirculation intense qui s’établit
dans la cavité. Il peut aussi s’agir de fluctuations d’origine acoustique, liées au phénomène de
résonance, dont les fréquences naturelles peuvent être estimées par la relation (1.11) pour une
cavité ronde bafflée. Le tableau 2.1 donne les fréquences de résonance naturelle des premiers
modes pour la cavité de référence.

2.2.4.1 Paroi latérale de la cavité

Les figures 2.20(a), (b), (c) et (d) présentent les spectres des fluctuations de pression à la
paroi latérale de la cavité, obtenus par la méthode de Welch sur 500 séquences et à l’aide d’un
fenêtrage de Hanning, pour des profondeurs respectives de x3 = −10 mm, x3 = −25 mm,
x3 = −50 mm, et x3 = −75 mm. Comme lors de l’étude de la pression statique aux parois, une
légère asymétrie est observée par rapport à la direction de l’écoulement β = 0◦. Les spectres
varient peu en forme et en niveau en fonction de la profondeur des points d’observation.

La zone d’impact de la couche de cisaillement, s’accompagnant d’un écoulement turbulent
le long de la paroi aval de la cavité, est mis en évidence par la frange de niveaux intenses
s’étirant de ±60◦ par rapport au coin aval (β = 0◦), quelle que soit la profondeur dans la cavité
des points d’observation. Cette frange est large bande, et de forts niveaux de fluctuations sont
observés jusqu’à une fréquence d’environ 3.5 kHz. Pour des positions angulaires au-delà de
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mode (l,m, n) fréquence (Hz)

(0,0,1) 608
(0,0,3) 1824
(1,0,0) 2010
(1,0,1) 2100
(1,0,3) 2714
(0,0,5) 3039
(2,0,1) 3389
(1,0,5) 3644
(2,0,3) 3801
(0,1,0) 4184
(0,1,1) 4228

Tab. 2.1: Fréquences de résonance naturelle des premiers modes pour la cavité de référence. l correspond aux
modes azimutaux, m aux modes radiaux, et n aux modes de profondeur.
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Fig. 2.20: Densité spectrale de puissance au niveau de la paroi latérale de la cavité, en fonction des positions
angulaire β et de profondeur x3. (a) x3 = −10 mm. (b) x3 = −25 mm. (c) x3 = −50 mm. (d)
x3 = −75 mm. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

±65◦, le spectre ne semble pas affecté par l’impact de la couche cisaillée et les pics restants sont
alors de nature acoustique. Quelle que soit la position angulaire, un pic très intense est observé
à la fréquence f = 656 Hz, qui correspond à la fréquence tonale de l’acoustique rayonnée en
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champ lointain (voir la figure 2.7). Ce pic est d’ailleurs plus intense dans la zone d’impact
des tourbillons au bord aval qu’ailleurs, ce qui suggère que la couche de cisaillement est aussi
fortement marquée par cette fréquence. Le pic secondaire obtenu à la fréquence f ≃ 2130 Hz
indique la présence du mode de résonance (1,0,1) dans la cavité, correspondant au premier
mode azimutal combiné avec le premier mode de profondeur. Enfin, des composantes basses-
fréquences sont présentes dans les spectres quelle que soit la position x3, notamment à la
fréquence f = 395 Hz.

2.2.4.2 Paroi de fond de la cavité

Les figures 2.21(a), (b), (c) et (d) montrent les spectres des fluctuations de pression à la
paroi de fond de cavité en fonction de l’angle β pour différentes positions radiales : r = 0 mm,
r = 12.5 mm, r = 25 mm et r = 37.5 mm. La cartographie pour r = 0 est obtenue en
dupliquant le spectre mesuré en β = 0◦ pour chaque position angulaire β.
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Fig. 2.21: Densité spectrale de puissance au niveau de la paroi de fond de la cavité, en fonction des positions
angulaire β et radiale r. (a) r = 0 mm. (b) r = 12.5 mm. (c) r = 25 mm. (d) r = 37.5 mm. Vitesse
de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

Les spectres, présentant tous une forme symétrique par rapport à la direction de l’écou-
lement β = 0◦, sont très marqués par la fréquence f = 656 Hz, quelle que soit la position
radiale. Ces figures révèlent également la présence de modes azimutaux et radiaux. En effet,
le pic observé à la fréquence f ≃ 2130 Hz sur les figures 2.21(b) à (d) indique la présence du
mode azimutal (1,0,1), tandis que le pic à la fréquence f ≃ 4.3 kHz correspond au mode radial
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(0,1,1), nettement visible sur les figures 2.21(a) et (c). Le mode azimutal (1,0,1) se remarque
très distinctement, en raison de la présence de maxima à la position β = 0◦ et β = 180◦, et
de minima près des angles β = ±90◦. Le second mode azimutal (2,0,1) est enfin perceptible
sur les figures 2.21(b) et (d), où un pic est observé à la fréquence f ≃ 3.4 kHz.

2.2.4.3 Fonction de cohérence

Les résultats précédents peuvent être étayés à l’aide d’une étude de cohérence entre les
signaux de pression fluctuante aux parois, puisque ceux-ci sont enregistrés simultanément. La
fonction de cohérence C2

0,1 entre deux signaux de pression fluctuante p′0 = p′(x0) et p′1 = p′(x1)
s’exprime par définition en fonction de la fréquence f :

C2
0,1(f) =

∣∣PW0,1(f)
∣∣2

PW0(f)PW1(f)

La quantité PW0,1 représente le spectre de puissance croisé lissé des signaux p′0 et p′1. Il est
obtenu à l’aide de la méthode de Welch décrite à la partie 2.2.1.2, en calculant les périodo-
grammes échantillonnés Pm par la relation :

Pm =
ŵmp′0 ŵmp′1

∗

N

où l’opérateur ∗ représente la conjugaison complexe. Les quantités PW0 et PW1 représentent
respectivement les densités spectrales de puissance des signaux p′0 et p′1.

La figure 2.22 présente l’amplitude au carré de la fonction de cohérence entre l’amont
et l’aval de la cavité, c’est à dire entre les prises de pression placées à la position angulaire
β = 0◦ (paroi aval) et celles placées en β = 180◦ (paroi amont). La fonction de cohérence
est calculée pour chaque profondeur disponible. La cohérence à la fréquence f = 656 Hz est
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Fig. 2.22: Courbe représentative de la fonction de cohérence C2, entre l’amont (x1 = −R) et l’aval (x1 = R)
de la cavité, dans le plan de l’écoulement, pour différentes profondeurs. : x3 = −10 mm. :
x3 = −25 mm. : x3 = −50 mm. : x3 = −75 mm. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.

presque parfaite (supérieure à 99.7%) quelle que soit la profondeur, ce qui indique une très
forte corrélation acoustique entre les parois amont et aval de la cavité. On observe aussi un
pic significatif de la cohérence vers f = 400 Hz, qui pourtant n’est pas vraiment marquée
dans le spectre acoustique rayonné en champ lointain de la cavité. Les modes de résonance
acoustique sont également clairement visibles autour des fréquences f = 2130 Hz, f = 3.4 kHz
et f = 4.6 kHz. À noter enfin la présence d’un pic secondaire, pour les profondeurs de 10 mm
et 25 mm, autour de la fréquence f = 1310 Hz, qui correspond à la première harmonique du
pic principal.
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2.2.5 Conclusion

Les mesures expérimentales acoustiques indiquent, pour la configuration de référence, la
présence d’un rayonnement acoustique tonal intense de la cavité caractérisé par un pic à la
fréquence f = 656 Hz. Une étude de directivité montre que ce rayonnement est plus intense
de 5 à 10 dB vers l’amont et l’aval à 1 m de la cavité, que perpendiculairement à l’écoulement.
Des mesures cinématiques effectuées par LDA indiquent la présence d’une large recirculation
dans la cavité. Cette recirculation prend naissance au bord aval de la cavité, notamment avec
l’impact de la couche de cisaillement qui amorce l’établissement d’un flux turbulent intense
de fluide vers l’intérieur de la cavité le long de la paroi aval, comme l’indique les mesures
de pression statique à la paroi latérale. Des mesures PIV mettent en évidence la présence
en moyenne de deux larges structures tourbillonnaires dans la couche de cisaillement. Des
mesures de pression fluctuante aux parois montrent que la couche de cisaillement est fortement
marquée à la fréquence du rayonnement tonal de la cavité, et indiquent la présence de plusieurs
autres modes acoustiques de résonance dans la cavité, que l’on ne retrouve pas dans le champ
acoustique rayonné.

2.3 Influence de la vitesse et de la profondeur

2.3.1 Acoustique rayonnée en champ lointain

Une montée en vitesse, de 50 m/s à 110 m/s, est réalisée sur la cavité à profondeur
variable, afin d’explorer le comportement acoustique en champ lointain, en fonction de la
vitesse de l’écoulement et du rapport d’aspect D/H. Des mesures acoustiques sont effectuées
à l’aide de l’antenne mobile à 1 m au-dessus du centre de la cavité, pour les 4 configurations
géométriques décrites à la section 2.1.4, à savoir des cavités de profondeur H = 50 mm,
H = 100 mm, H = 125 mm et H = 150 mm.

2.3.1.1 Spectre et niveau de pression acoustique

Les figures 2.23(a), (c), (e) et (g) présentent les spectres acoustiques en fonction de la
vitesse de l’écoulement pour des profondeurs de cavité valant respectivement H = 50 mm,
H = 100 mm, H = 125 mm et H = 150 mm. Les cartographies de densité spectrale de
puissance mettent en évidence l’existence d’un ou plusieurs pics qui déterminent ainsi des
modes acoustiques dans le rayonnement en champ lointain. La figure 2.23(c) révèle l’existence
de deux modes pour la cavité de 100 mm de profondeur sur l’intervalle de vitesse étudié. Un
premier mode, noté I, s’étend fréquentiellement de 450 Hz, pour une vitesse d’écoulement de
80 m/s, à 570 Hz pour 110 m/s. Un second mode, noté II, est visible pour des vitesses variant
de 50 à 95 m/s, et dont la fréquence varie de 500 Hz à 820 Hz. Les cartographies 2.23(e) et (g)
montrent que la fréquence de ces modes, à une vitesse donnée, diminue avec l’augmentation
de la profondeur de la cavité. Aussi, le mode I apparâıt pour des vitesses plus faibles, et son
niveau acoustique maximal crôıt avec la profondeur. Les seuils d’apparition et de disparition
du mode II se déplacent vers des vitesses plus faibles, et son niveau maximal tend à décrôıtre
légèrement. Des harmoniques du mode I sont enfin présentes de manière assez intense dans la
signature acoustique. Leur nombre dépend de la profondeur de la cavité. Une seule harmonique
est présente pour la cavité de profondeur 100 mm, pour une vitesse supérieure à 100 m/s.
Avec l’augmentation de la profondeur de la cavité, une seconde puis une troisième harmonique
apparaissent, et sont visibles pour des vitesses plus faibles : 80 à 90 m/s pour la cavité de
profondeur 125 mm, 70 à 80 m/s pour la cavité de profondeur 150 mm.

La fréquence du mode I obtenue expérimentalement est comparée à la fréquence fonda-
mentale de résonance pilotée par la couche de cisaillement estimée grâce à la relation (1.12) du
modèle de Parthasarathy et al. [177]. Ses variations en fonction de la vitesse de l’écoulement
sont représentées en pointillés noirs sur les figures 2.23(c), (e) et (g). Ce modèle ayant été
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Fig. 2.23: À gauche : Densité spectrale de puissance (en dB/Hz) en fonction de la vitesse u∞ de l’écoulement,
pour différentes profondeurs de cavité. : Fréquence du mode I estimée par le modèle de
Parthasarathy et al. (équation (1.12), [177]). À droite : Niveau de pression acoustique correspondant
(en dB) en fonction de la vitesse u∞ de l’écoulement, pour différentes profondeurs de cavité. :
SPL. : Loi en u6

∞. (a) et (b) : H = 50 mm. (c) et (d) : H = 100 mm. (e) et (f) : H = 125 mm.
(g) et (h) : H = 150 mm. Les points de mesure sont représentés par le symbole •.
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construit et ajusté pour des cavités relativement profondes (D/H ≃ 0.4), il parâıt légitime
d’observer un écart assez important entre les résultats de mesure et l’estimation de Partha-
sarathy et al., pour la cavité de D/H = 1. L’estimation de la fréquence du mode I par le
modèle de Parthasarathy et al. est meilleure pour les cavités plus profondes (H = 125 mm et
H = 150 mm), et les écoulements dont la vitesse est supérieure à 90 m/s. Toutefois, le modèle
ne parvient pas à retrouver la faible concavité de la courbe représentative du pic acoustique en
fonction de la vitesse. Malgré cela, l’assez bonne concordance entre l’estimation fournie par le
modèle et les mesures pour les cavités profondes peut suggérer que le rayonnement acoustique
du type mode I proviendrait d’un couplage entre le mode de résonance dans la profondeur et
le premier mode de la couche de cisaillement, d’après la modélisation faite par les auteurs.

Les figures 2.23(b), (d), (f) et (h) montrent le niveau de pression acoustique (Sound Pres-
sure Level – SPL) correspondant, en fonction de la vitesse. Ce niveau de pression acoustique
est une mesure logarithmique du bruit effectif. Il est calculé directement à partir de la densité
de puissance acoustique surfacique PT , qui peut être évaluée par intégration fréquentielle du
périodogramme lissé PW :

PT =

∫ +∞

0
PW (f) df =

∫ +∞

0
Pref 10DSP(f)/10 df

Ainsi, le niveau de pression acoustique vaut :

SPL = 10 log10

(
PT

Pref

)
= 10 log10

(∫ +∞

0
10DSP(f)/10 df

)

Pour la cavité de 50 mm de profondeur, le niveau de pression acoustique varie presque li-
néairement, en échelles logarithmiques, en fonction de la vitesse. Ce niveau est comparé à
une évolution en u6

∞ du niveau de pression acoustique, ajusté pour correspondre à la mesure
du niveau sonore pour 50 m/s. Cette dépendance en u6

∞ est caractéristique d’un mécanisme
de production de bruit dipolaire compact, telles des fluctuations turbulentes sur une surface
rigide, comme le montrent Curle [57] et Ffowcs-Williams & Hall [82]. La comparaison montre
que la loi en u6

∞ décrit relativement bien l’augmentation du niveau de pression acoustique en
fonction de la vitesse lorsqu’aucun mode n’est présent (figure 2.23(a)) suggérant que le rayon-
nement acoustique est alors principalement le résultat de l’interaction de la couche cisaillée
sur la paroi aval de la cavité. Pour la cavité de 100 mm de profondeur, le niveau de pression
acoustique varie, sur l’intervalle de vitesse étudié, de 79 dB à 50 m/s, à 104.5 dB à 100 m/s,
avec la présence d’un maximum local à 95.2 dB à 70 m/s, correspondant au mode II. Un
minimum local est à remarquer pour une vitesse de 85 m/s, qui correspond à la configuration
où les modes I et II coexistent simultanément, d’après la figure 2.23(a). Le niveau de pression
acoustique est enfin globalement supérieur, quelle que soit la vitesse, à celui obtenu pour la
cavité de 50 mm de profondeur. Pour les cavités de profondeur 125 et 150 mm, les niveaux de
pression acoustique sont globalement encore plus intenses. On observe dans les deux cas une
réduction du niveau de pression acoustique lorsque les deux modes coexistent simultanément.

2.3.1.2 Directivité

L’influence de la vitesse sur la directivité est étudiée dans cette partie uniquement sur la
cavité de rapport d’aspect D/H = 1, pour des écoulements de 50, 90, et 110 m/s.

La figure 2.24 présente les résultats des mesures de directivité pour un écoulement de
90 m/s. Le spectre acoustique mesuré à 1 m au-dessus de la cavité (figure 2.24(a)) indique
précisément les fréquences des deux pics correspondant aux modes I et II observés précédem-
ment sur la figure 2.23(a). Le premier pic se situe à une fréquence de 500 Hz et le second à
790 Hz. Ces deux pics n’émergent pas autant du bruit ambiant que dans le cas à 70 m/s, où
le dépassement du mode prépondérant était de plus de 30 dB. Ici le mode I émerge d’environ
18 dB, tandis que le mode II ne se démarque que de 11 dB. La cartographie de directivité du
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Fig. 2.24: (a) Densité spectrale de puissance du rayonnement acoustique de la cavité mesurée à 1 m au-dessus
de son centre. (b) Densité spectrale de puissance (en dB/Hz) à la fréquence f = 500 Hz (mode I),
selon la position de l’antenne mobile (vue de dessus). (c) Densité spectrale de puissance (en dB/Hz)
à la fréquence f = 776 Hz (mode II), selon la position de l’antenne mobile (vue de dessus). Les
positions de mesure sont représentées par le symbole •. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 90 m/s.

mode I (figure 2.24(b)) révèle une directivité symétrique par rapport au plan x2 = 0 nette-
ment orientée vers l’amont de la cavité. La cartographie du mode II (figure 2.24(c)) montre une
directivité plutôt dirigée vers l’aval. Ainsi, chacun des modes est rayonné préférentiellement
dans une direction. Cette tendance est donc différente du cas où il n’y a qu’un seul mode,
précédemment discuté à la partie 2.2.1.3 pour un écoulement de 70 m/s, où le mode présent
(mode II) était rayonné de manière assez identique à la fois vers l’amont et l’aval de la cavité.

Les résultats des mesures acoustiques pour un écoulement de 110 m/s sont présentés à
la figure 2.25. Cette configuration correspond à la présence dans la signature acoustique du
mode I, dont la fréquence est de 574 Hz, et de sa première harmonique, à la fréquence 1148 Hz
(figure 2.25(a)). On distingue d’autres harmoniques d’ordre supérieur, autour de 1725 Hz et
de 2295 Hz, mais leur niveau acoustique correspondant est négligeable par rapport à ceux du
mode I et de sa première harmonique. La cartographie de la densité spectrale de puissance à
la fréquence du mode I (figure 2.25(b)) montre que la directivité est orientée de manière assez
identique vers l’amont et vers l’aval, comme dans le cas à un unique mode, le mode II, pour
un écoulement de 70 m/s. La zone de plus faible directivité est particulièrement resserrée
dans la direction verticale à l’écoulement, dans le secteur angulaire ±[85◦, 100◦]. La première
harmonique semble surtout rayonner vers l’aval, et perpendiculairement à la cavité, comme le
montre la figure 2.25(c).
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Fig. 2.25: (a) Densité spectrale de puissance du rayonnement acoustique de la cavité mesurée à 1 m au-dessus
de son centre. (b) Densité spectrale de puissance (en dB/Hz) à la fréquence f = 574 Hz (mode I),
selon la position de l’antenne mobile (vue de dessus). (c) Densité spectrale de puissance (en dB/Hz)
à la fréquence f = 1148 Hz (première harmonique du mode I), selon la position de l’antenne mobile
(vue de dessus). Les positions de mesure sont représentées par le symbole •. Vitesse de l’écoulement :
u∞ = 110 m/s.

2.3.2 Pression fluctuante aux parois

Des mesures de pression fluctuante aux parois sont disponibles pour la cavité de rapport
d’aspect D/H = 1 soumise à un écoulement affleurant à 90 m/s. Il s’agit d’une configuration
où coexistent simultanément les modes acoustiques I et II.

Les figures 2.26(a), (b), (c) et (d) montrent les spectres des fluctuations de pression sur la
paroi latérale de la cavité, pour des profondeurs respectives de x3 = −10 mm, x3 = −25 mm,
x3 = −50 mm, et x3 = −75 mm. Les deux pics présents dans le rayonnement acoustique en
champ lointain sont visibles quelle que soit la position angulaire β et pour les 4 profondeurs
considérées. Le pic basse fréquence à 500 Hz ainsi que celui plus haute fréquence, à 795 Hz,
émergent considérablement plus du bruit de fond que n’émergent ces deux pics dans le spectre
acoustique en champ lointain, la différence étant d’environ 5 dB. On remarque également
la présence des modes de résonance azimutaux couplés au mode de profondeur (1, 0, 1) et
(2, 0, 1), autour des fréquences f = 2150 Hz et f = 3400 Hz, dont l’émergence par rapport au
bruit ambiant est davantage marquée que dans le cas d’un écoulement affleurant à 70 m/s.
On observe enfin l’émergence de deux plages de fréquences, autour de 3 kHz et de 4.1 kHz, et
dont l’origine n’a pas été déterminée. La zone d’impact de la couche de cisaillement s’étend
sur un secteur de ±60◦ autour de la position angulaire correspondant au coin aval de la cavité
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Fig. 2.26: Densité spectrale de puissance au niveau de la paroi latérale de la cavité, en fonction des positions
angulaire β et de profondeur x3. (a) x3 = −10 mm. (b) x3 = −25 mm. (c) x3 = −50 mm. (d)
x3 = −75 mm. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 90 m/s.

(β = 0◦).

Les figures 2.27(a), (b), (c) et (d) présentent les spectres des fluctuations de pression
sur la paroi de fond de cavité en fonction de l’angle β pour différentes positions radiales :
r = 0 mm, r = 12.5 mm, r = 25 mm et r = 37.5 mm. Les deux pics à 500 Hz et 795 Hz
émergent également du bruit ambiant à la paroi de fond quel que soit le rayon d’observation
et la position angulaire. Les modes de résonance acoustique (1, 0, 1) et (2, 0, 1) se démarquent
également assez nettement. On note enfin la présence du mode radial couplé au premier mode
de profondeur (0, 1, 1) à la fréquence f = 4.3 kHz. Ces modes acoustiques émergent également
davantage ici que dans le cas de référence avec un écoulement affleurant à 70 m/s.

La figure 2.28 montre la fonction de cohérence entre l’amont et l’aval de la cavité pour
un écoulement affleurant de 90 m/s, et pour diverses profondeurs des prises de pression. Une
très forte cohérence est obtenue, quelle que soit la profondeur, aux fréquences correspondant
aux deux pics présents dans le rayonnement acoustique en champ lointain. Le mode I, qui
est plus intense d’environ 8 dB que le mode II en champ lointain, présente une cohérence de
plus de 99% entre les parois amont et aval de cavité, tandis que la cohérence du mode II est
comprise entre 72 et 86% en fonction de la profondeur des capteurs. Les modes de résonance
acoustique (1,0,1) et (2,0,1) émergent enfin très nettement dans la fonction de cohérence, bien
plus que dans le cas à 70 m/s, notamment pour les mesures effectuées en fond de cavité
(x3 = −75 mm).
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Fig. 2.27: Densité spectrale de puissance au niveau de la paroi de fond de la cavité, en fonction des positions
angulaire β et radiale r. (a) r = 0 mm. (b) r = 12.5 mm. (c) r = 25 mm. (d) r = 37.5 mm. Vitesse
de l’écoulement : u∞ = 70 m/s.
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Fig. 2.28: Courbe représentative de la fonction de cohérence C2, entre l’amont (x1 = −R) et l’aval (x1 = R)
de la cavité, dans le plan de l’écoulement, pour différentes profondeurs. : x3 = −10 mm. :
x3 = −25 mm. : x3 = −50 mm. : x3 = −75 mm. Vitesse de l’écoulement : u∞ = 90 m/s.

2.3.3 Conclusion

L’étude paramétrique met en évidence la présence d’un ou plusieurs pics dans le rayonne-
ment acoustique tonal des cavités cylindriques, en fonction du rapport d’aspect D/H de la
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cavité et de la vitesse de l’écoulement affleurant. La fréquence de ces pics augmente avec la
vitesse de l’écoulement, et diminue avec la profondeur de la cavité. L’intervalle de variations
fréquentielles des pics en fonction de la vitesse de l’écoulement tend également à s’amincir
autour de la fréquence de résonance f0,0,1, indiquant une augmentation du facteur de qualité
de la résonance avec l’augmentation de la profondeur. Pour les vitesses comprises entre 50
et 70 à 90 m/s suivant la profondeur de la cavité, le mode II est dominant, tandis que le
mode I devient prépondérant pour les vitesses plus élevées. On note une zone de transition où
ces deux modes acoustiques peuvent coexister simultanément, et caractérisée par un niveau
de pression acoustique moins élevé que lorsqu’un seul mode domine. Pour les vitesses testées
les plus élevées, on remarque l’apparition d’une ou plusieurs harmoniques du mode I dans
la signature acoustique de la cavité. Les mesures de directivité révèlent que le rayonnement
acoustique à la fréquence dominante est préférentiellement orienté vers l’amont et l’aval de la
cavité, lorsqu’il n’y a qu’un seul mode. Ce n’est pas le cas quand les deux modes coexistent,
pour un écoulement à 90 m/s par exemple, où le rayonnement du mode I est orienté vers
l’amont de la cavité, tandis que celui du mode II est dirigé préférentiellement vers l’aval. Dans
cette configuration d’écoulement, les mesures de pression fluctuante aux parois révèlent que
ces deux pics marquent également fortement les spectres de pression à la paroi. Elles mettent
enfin en évidence la présence dans la cavité de fluctuations liées aux modes de résonance
acoustique azimutaux et radiaux couplés au premier mode de profondeur.





Chapitre 3

Modèle de résonance acoustique pilotée par
la couche de mélange

On présente dans cette partie une modélisation semi-empirique du mécanisme potentiel-
lement à l’origine du bruit tonal rayonné, à la vue des résultats expérimentaux. L’approche
repose essentiellement sur le modèle de résonance acoustique pilotée par la couche de mélange
d’Elder [71], présenté à la partie 1.3.3, et repris ici dans un cadre d’hypothèses différent.

En effet, la cavité cylindrique considérée ici n’est pas recouverte d’une fente rectangu-
laire. La conséquence est que la dimension transverse L2 de l’ouverture de la cavité, constante
dans le modèle d’Elder en raison de la présence de la fente rectangulaire, n’est plus constante
dans le cas d’une ouverture cylindrique. Elle depend de la position longitudinale x1, et vaut
L2 = 2

√
R2 − x2

1, où R est le rayon de la cavité. De plus, en raison de la géométrie circulaire,
il n’est pas aussi naturel, contrairement au cas de l’ouverture rectangulaire, de supposer que la
phase du déplacement de l’interface est constante dans la direction transverse à l’écoulement.
Cependant, en restreignant le modèle à une zone relativement étroite le long du diamètre lon-
gitudinal de la cavité, on peut négliger le déphasage transversal du déplacement de l’interface.
Enfin, la modélisation ici concerne des cavités de rapports d’aspect D/H proche de 1, moins
profondes que celles considérées par Elder, et des écoulements deux à quatre fois plus rapides,
dont la vitesse est comprise entre 50 et 110 m/s.

Comme dans le cadre du modèle d’Elder, la modélisation se fait en deux temps, avec le
même formalisme de fonctions de transfert amont (FTF) et aval (BTF). Dans un premier
temps, on modélise l’influence des ondes stationnaires correspondant aux modes acoustiques
de profondeur sur la formation d’instabilités dans la couche de cisaillement au niveau du
bord amont (fonction de transfert FTF). On modélise ensuite comment ces instabilités vont
permettre de maintenir l’amplitude de ces ondes stationnaires proche du bord aval (fonction
de transfert BTF).

3.1 Déstabilisation de la couche de cisaillement par excitation
acoustique (fonction FTF)

Cette partie a pour objectif de modéliser la formation d’instabilités dans la couche de
cisaillement par couplage avec les ondes stationnaires relatives aux modes acoustiques de
profondeur qui existent dans la cavité. Elle repose essentiellement sur l’étude de l’interface de
la cavité, définie comme l’ensemble des points d’inflexion des profils de vitesse longitudinale.
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3.1.1 Déplacement de l’interface

Les particules de fluide sont mises en mouvement vertical au niveau de l’ouverture de la
cavité en raison d’ondes stationnaires dans la cavité de pulsation ω, liées à la présence d’un
mode acoustique de profondeur. Ces particules traversent alors le plan de l’ouverture x3 = 0
à la vitesse acoustique verticale uM , ce qui génère un déplacement de l’interface ξa s’écrivant
en notation complexe :

ξa =
uM

iω
exp (iωt)

Le déplacement local de l’interface s’accompagne de la convection de la déviation ainsi générée.
Cette déviation se déplace vers le bord aval en s’amplifiant. Le déplacement de l’interface ξv
dû au passage de cette déviation s’écrit :

ξv = Aχ(x2) exp

(∫ x1

−R
ki(x) dx

)
exp (i(ωt − krx1))

La partie réelle kr du nombre d’onde complexe k, relative à la convection de la déviation,
vaut kr = ω/uc, avec uc la vitesse de convection de la déviation. La partie imaginaire ki de
k, relative à l’amplification associée, peut être estimée en fonction de la pulsation ω par la
théorie de la stabilité linéaire des écoulements cisaillés de Michalke [160]. La quantité A est
une constante à déterminer. Le déplacement total ξ peut être calculé par :

ξ(x1, x2, t) =
uM

iω
exp (iωt) +Aχ(x2) exp

(∫ x1

−R
ki(x) dx

)
exp (i(ωt − krx1))

On s’intéresse dans la suite au déplacement de l’interface dans le plan x2 = 0, en prenant
χ(x2) = 1. La valeur de A est déterminée en remarquant que le point d’inflexion est à l’altitude
x3 = 0 au coin amont, soit :

ξ(−R, t) = 0

ce qui donne :

ξ(x1, t) =
uM

iω
exp (iωt)

(
1 − exp

(∫ x1

−R
ki(x) dx

)
exp (−ikr(x1 +R))

)
(3.1)

Il s’agit là de l’équation du déplacement du point d’inflexion. Elle n’est réellement valable que
proche du bord amont en raison de la non-prise en compte d’effets non-linéaires susceptibles
d’intervenir lors de la convection de la déviation à l’ouverture de la cavité.

3.1.2 Estimation du débit aérodynamique de fluide à l’ouverture de la ca-
vité

Une détermination exacte du débit de fluide à l’ouverture de la cavité nécessite de disposer
d’une base de données détaillée pour pouvoir procéder à une intégration précise du champ
de vitesse dans le plan x3 = 0. Elder propose une autre méthode d’estimation, fondée sur
l’observation du comportement de l’interface au cours d’une période acoustique, comme le
représente la figure 3.1.

Elder explique que, lorsque l’interface redescend vers l’intérieur de la cavité et rencontre
exactement le coin aval (on parle de fermeture au coin aval), le débit aérodynamique de fluide
noté q+ entrant dans la cavité est maximal (figure 3.1(b)). Ce débit peut être estimé par
continuité en calculant le débit de fluide traversant la surface verticale entre l’ouverture de
la cavité (x3 = 0) et le maximum de déplacement de l’interface ξM, qui a lieu à la position
longitudinale xM (figure 3.2(a)).
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Fig. 3.1: Comportement de l’interface pendant une période acoustique, d’après Elder [71]. (a) Un quart de
période avant la fermeture au coin aval. Le maximum de déplacement vers l’extérieur est atteint en
x1 = R. Le flux net aérodynamique de fluide dans la cavité est nul. (b) Fermeture au coin aval. Le
flux entrant dans la cavité est maximal. (c) Un quart de période après la fermeture au coin aval. Le
flux net de fluide sortant de la cavité est nul. (d) Une demie période après la fermeture au coin aval.
Le flux net de fluide sortant de la cavité est maximal. Les flèches blanches représentent un débit
entrant de fluide, et les flèches noires un débit sortant.

En effet, à cet instant, le fluide est entré dans la cavité proche du bord amont, mais ne
s’est pas encore échappé proche du bord aval, puisqu’il est en train de convecter la déviation
vers le bord aval, à la vitesse moyenne ū+.

La dimension transverse de la surface d’integration du flux q+ est délicate à estimer, si l’on
veut s’affranchir du déphasage transversal potentiel du déplacement de l’interface, et conserver
l’aspect 1–D de la modélisation. On choisit dans la suite de l’approximer par la dimension
transverse de la cavité à la position longitudinale du maximum de déplacement de l’interface,

que l’on note LM
2 , et qui vaut LM

2 = 2
√
R2 − x2

M. On peut donc estimer le débit entrant par :

q+ = LM
2 ū+ξM

De la même manière, une demie-période plus tard, le déplacement est maximal au-dessus de
l’ouverture (figures 3.1(d) et 3.2(b)), et le flux sortant q− peut être approximé par :

q− = LM
2 ū−ξM

Ainsi, le débit aérodynamique de fluide dans la cavité peut être estimé par la relation :

qJ = LM
2 ξM

ū+ + ū−
2

= LM
2 ξMu0
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Fig. 3.2: Illustration de l’estimation du débit aérodynamique de fluide (a) entrant dans la cavité. (b) sortant
de la cavité.

où u0 est la vitesse moyenne longitudinale à l’altitude x3 = 0, au niveau de l’ouverture de la
cavité. L’évaluation du débit aérodynamique nécessite finalement de connâıtre le maximum
de déplacement de l’interface ξM.

3.1.3 Estimation du maximum de déplacement de l’interface

L’évaluation du maximum de déplacement de l’interface ξM est une étape assez délicate.
En effet, l’expression (3.1), qui correspond à un modèle linéaire d’amplification et de convec-
tion, n’est valable que proche du bord amont. Cependant, quand la déviation est convectée,
celle-ci voit un déplacement acoustique effectif variant avec la position longitudinale x1. Une
modélisation lagrangienne permet de quantifier l’amplitude du déplacement acoustique effec-
tif, après une convection de la déviation sur jusqu’à la position longitudinale x1, en suivant
une particule de fluide convectée à la vitesse u0. Le déplacement acoustique effectif ξa,eff est
donné par :

ξa,eff =

∫ (x1+R)/u0

0

uM

iω
exp (iωt) dt =

uM

ω2

(
1 − exp(iω(x1 +R)/u0)

)

Dans l’expression ci-dessus, le bord amont est repéré par la position longitudinale −R. Si le
temps de convection à travers l’ouverture de la cavité est comparable à la période acoustique,
ou s’il est multiple de celle-ci, alors ce terme décrôıt progressivement proche du bord aval et
sa contribution sur le déplacement total y est alors très réduite, ce que remarque Elder pour
son cas. En tenant compte de ses observations, et en notant que l’amplification de la déviation
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est effective uniquement sur le premier rayon longitudinal lors sa convection et sature dans la
seconde partie de l’ouverture de la cavité en raison d’effets non-linéaires, le déplacement total
peut être évalué proche du bord aval par :

ξ(x1, t) =
uM

ω
exp

(∫ R

−R
ki(x) dx

)
exp (i(ωt − kr(x1 +R) + π/2)) (3.2)

En basculant en notation réelle, le déplacement proche du bord aval s’écrit :

ξ(x1, t) =
uM

ω
exp

(∫ R

−R
ki(x) dx

)
sin (kr(x1 +R) − ωt)

Le maximum de déplacement (positif ou négatif) est donc atteint à l’instant tM et à la position
longitudinale xM vérifiant :

kr(xM +R) − ωtM =
π

2
+ nπ , n ∈ Z (3.3)

À ce même instant tM, le déplacement de l’interface est supposé nul au bord aval (fermeture
au coin aval, voir les figures 3.1 et 3.2), ce qui impose que :

krD − ωtM = π + nπ (3.4)

En combinant les équations (3.3) et (3.4), on obtient :

kr(xM +R) = krD − π

2

soit :

xM +R = D − λv

4
(3.5)

Finalement, le maximum de déplacement de l’interface est approximé par :

ξM =
uM

ω
exp

(∫ R

−R
ki(x) dx

)
exp (i(ωt − (krD − π)))

3.1.4 Estimation du débit acoustique à l’ouverture de la cavité

Théoriquement, le débit acoustique qM à l’ouverture de la cavité est évalué par :

qM =

∫ R

0
uM exp(iωt) 2πr dr = πuMR

2 exp(iωt)

Cependant, pour rester cohérent avec la largeur de la fenêtre d’intégration utilisée lors de
l’estimation du débit aérodynamique de fluide à l’ouverture de la cavité, on choisit de consi-
dérer comme surface d’intégration non pas le disque de l’ouverture, mais plutôt le rectangle
de longueur D et de largeur LM

2 . Le flux acoustique est donc approximé par :

qM = uMDL
M
2 exp(iωt)

3.1.5 Fonction de transfert amont FTF

La fonction de transfert amont (FTF) permet d’évaluer la conversion du débit acoustique
en un débit aérodynamique de fluide à l’ouverture de la cavité, et quantifie ainsi le processus
d’excitation de la couche de cisaillement par un mode acoustique de profondeur. Elle se calcule
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par la relation :

FTF(ω) =
qJ
qM

Elle s’écrit explicitement :

FTF(ω) =
u0

Dω
exp

(∫ R

−R
ki(x) dx

)
exp (−i(krD − π)))

3.2 Mode acoustique de profondeur entretenu (fonction BTF)

On modélise dans cette partie la conversion des fluctuations de l’interface en fluctuations
correspondant à un mode acoustique de profondeur. On considère que le débit aérodynamique
de fluide à l’ouverture de la cavité voit celle-ci comme un circuit résonant parallèle [71], dont
la pression acoustique produite pM vaut :

pM =
ZMZC

ZM + ZC
qJ

où ZM est l’impédance acoustique de l’ouverture de la cavité, caractérisée par un vecteur nor-
mal unitaire pointant vers l’extérieur, et ZC l’impédance de la cavité, vue depuis l’ouverture.
À l’ouverture de la cavité, cette pression acoustique produit le flux acoustique qM :

qM = − pM

ZM

Le signe négatif provient de la convention selon laquelle le flux entrant dans la cavité est repéré
positivement. On obtient finalement :

qM = − ZC

ZM + ZC
qJ

3.2.1 Estimation de l’impédance acoustique de la cavité

L’impédance acoustique de la cavité, vue depuis l’ouverture, peut être évaluée à partir de
la théorie des tuyaux d’orgue de Cremer & Ising [55], en supposant que la célérité du son vaille
c∞ dans la cavité et en négligeant les effets de compressibilité :

ZC(ω) =
ρ∞c∞
πR2

(α0D − i cotan kaD)

où ka est le nombre d’onde acoustique, valant ka = ω/c∞, et α0 le coefficient d’atténuation
acoustique par unité de longueur dans un tuyau. Il est estimé par la relation [71] :

α0 = 2.76 × 10−5

√
ωR2

2π

Dans la suite, on néglige l’atténuation acoustique dans le tuyau, car son effet est vraiment
minime sur le domaine fréquentiel considéré. L’impédance acoustique de la cavité s’écrit fina-
lement :

ZC(ω) = −iρ∞c∞
πR2

cotan
ωD

c∞
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3.2.2 Estimation de l’impédance acoustique de l’ouverture de la cavité

L’impédance acoustique de l’ouverture de la cavité, vue depuis l’intérieur, est estimée grâce
à la relation suivante, en négligeant le terme de résistance non-linéaire, petit devant le terme
de résistance linéaire pour des cavités ayant un rapport d’aspect D/H proche de 1 [71] :

ZM (ω) =
ρ∞c∞
πR2

(
1

2
(kaR)2 + ikaH

′

)

3.2.3 Fonction de transfert aval BTF

La fonction de transfert aval (BTF) peut être explicitée par :

BTF(ω) =
qM
qJ

= − ZC

ZM + ZC
=

i cotan
ωD

c∞
1

2

(
ωR

c∞

)2

+ i

(
ωH ′

c∞
− cotan

ωD

c∞

)

3.3 Prédiction des pulsations auto-entretenues

Les pulsations des oscillations harmoniques susceptibles d’être auto-entretenues par le cou-
plage entre un mode acoustique de profondeur et la couche de cisaillement, sont les pulsations
vérifiant la condition complexe :

FTF(ω) × BTF(ω) = 1

Ce système peut être réécrit :





∣∣FTF × BTF
∣∣(ω) = 1

arg
(
FTF

)
(ω) = arg

(
1/BTF(ω)

)
= −arg

(
BTF

)
(ω)

(3.6)

En pratique, il parâıt illusoire d’espérer vérifier les deux conditions simultanément, notamment
en raison des nombreuses approximations réalisées pour estimer l’amplitude de la fonction de
transfert amont FTF. Le membre de gauche dans la première équation du système (3.6)
renseigne sur le comportement en amplitude du système (amplification (> 1), auto-entretien
(= 1), ou amortissement (< 1)) aux excitations de pulsation ω, tandis que la seconde équation
renseigne sur la pulsation des oscillations potentiellement auto-entretenues. On choisit donc
de ne conserver que la seconde équation du système (3.6) pour déterminer les fréquences
auto-entretenues par le système résonant.

3.4 Application aux cavités cylindriques étudiées

3.4.1 Détermination semi-empirique des paramètres du modèle

Le modèle précédent est semi-empirique. En effet, certains paramètres nécessitent des
mesures expérimentales pour pouvoir être évalués. Il s’agit par exemple de la vitesse moyenne
u0 sur l’axe x3 = 0 et du nombre d’onde aérodynamique kr fonction de la vitesse de convection
uc, qui peuvent être estimés à partir de la connaissance du champ de vitesse longitudinale
à l’ouverture de la cavité. Ce champ de vitesse permet également de calculer l’épaisseur de
quantité de mouvement δθ2 en fonction de la position longitudinale, paramètre nécessaire
dans les tables de Michalke pour évaluer l’amplification locale −ki en fonction de la pulsation.
Enfin des mesures de pression pariétale sont nécessaires pour estimer la vitesse acoustique des
particules de fluide uM .
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Le cas de référence peut ainsi être trâıté en détail, à partir du champ de vitesse PIV
disponible pour u∞ = 70 m/s et des mesures de pression pariétale disponibles. La vitesse
moyenne u0 est mesurée à u0 = 25 m/s, tandis que la vitesse de convection uc est estimée
par uc/u∞ = 0.55. Les variations longitudinales de l’épaisseur de quantité de mouvement sont
disponibles à la figure 2.15. La vitesse acoustique des particules de fluide uM est estimée à
2.5 m/s à partir des enregistrements de pression pariétale au fond de la cavité.

Pour les autres configurations, des extrapolations linéaires de pente u∞/70 sont effectuées
sur la valeur de u0, uc et sur l’épaisseur de quantité de mouvement δθ2 à partir des résultats
de mesure obtenus pour la configuration de référence. On suppose que la vitesse uM ne varie
que faiblement en fonction du rapport d’aspect de la cavité considérée et de la vitesse de
l’écoulement affleurant.

3.4.2 Résultats pour la configuration de référence

La figure 3.3 présente les résultats obtenus pour la configuration de référence : D/H = 1
et u∞ = 70 m/s. La figure 3.3(a) montre les courbes représentatives de l’argument de la
fonction de transfert amont et de l’inverse de la fonction de transfert aval, en fonction de
la fréquence f de l’excitation. Sur le domaine fréquentiel considéré, f ∈ [200, 1000] Hz, ces
courbes s’intersectent deux fois. La première intersection a lieu en f = 393 Hz et la seconde en
f = 658Hz. Se sont donc les seules fréquences susceptibles d’être auto-entretenues, puisqu’elles
vérifient la seconde équation du système (3.6). La figure 3.3(b) représente le diagramme de
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Fig. 3.3: (a) Courbe représentative de l’argument de la fonction de transfert amont (FTF), représentée par
, et de l’inverse de la fonction de transfert aval BTF−1, représentée par . (b) Diagramme de

Bode de la fonction de transfert FTF × BTF. Les positions f = 393 Hz et f = 658 Hz sont repérées
par les lignes bleues verticales.

Bode de la fonction de transfert FTF × BTF du système. On retrouve sur le diagramme
des phases les deux fréquences précédentes assurant la nullité de la phase de la fonction de
transfert. Le diagramme du gain confirme que sous les diverses approximations réalisées pour
estimer la fonction de transfert amont du système, il n’est pas envisageable de retrouver un
gain nul aux fréquences auto-entretenues.

Ces fréquences vérifient approximativement la relation krD = 2πM − π/2, obtenue par
Elder quand les fréquences auto-entretenues cöıncident avec les fréquences de résonance na-
turelle de la cavité, où l’entier M correspond au nombre de larges structures tourbillonnaires
présentes dans la couche cisaillée. La fréquence f = 393 Hz correspond donc au mode I auto-
entrenu par couplage entre le premier mode de profondeur et le premier mode de la couche
de cisaillement, et la fréquence f = 658 Hz au mode II auto-entretenu par couplage entre
le premier mode de profondeur et le second mode de la couche de cisaillement. Le modèle
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suggère ainsi que le pic à f = 656 Hz mesuré dans le spectre acoustique de la cavité en
champ lointain provient d’un couplage entre le premier mode de résonance acoustique dans
profondeur et le second mode de la couche de cisaillement. Il suggère également que le pic
observé à 395 Hz dans les densités spectrales de puissance au niveau de la paroi latérale de
la cavité (figure 2.20(a) à (d)) ou dans la fonction de cohérence entre la pression fluctuante
au coin amont et celle au coin aval (figure 2.22), provient de la présence du mode I dans la
couche de cisaillement.

3.4.3 Résultats pour les autres configurations

Les résultats obtenus par le modèle d’Elder pour les autres configurations étudiées sont
synthétisés aux figures 3.4(a) à (c) pour une profondeur de cavité de 100, 125 et 150 mm
respectivement. Ces figures proposent une comparaison avec les spectres acoustiques obte-
nus expérimentalement en champ lointain. Le modèle offre de très bonnes estimations des

(a) (b)

(c)

 
DSP (dB/Hz)

40 50 60 70 80 90

Fig. 3.4: Estimations des fréquences des deux premiers modes par le modèle d’Elder en fonction de la vitesse
de l’écoulement, superposées aux spectres acoustiques mesurés à 1 m au-dessus de la cavité. :
mode I, : mode II. (a) H = 100 mm. (b) 125 mm. (c) H = 150 mm.

fréquences des modes I et II en fonction de la vitesse, pour les trois profondeurs de cavité
considérées. Le mode I est particulièrement bien prédit par le modèle, qui réussit à capturer
également la concavité de la courbe représentative du pic en fonction de la vitesse. L’esti-
mation du mode II est également satisfaisante, sauf pour les vitesses où ce mode est moins
dominant, où le modèle tend à surévaluer la fréquence du pic.
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3.5 Approximation des fréquences des modes I et II

Le but de la partie qui suit est de proposer une expression simple approximant les fré-
quences des modes I et II en fonction de la vitesse de l’écoulement et du rapport d’aspect D/H
de la cavité. Les approximations formulées sont valables pour des vitesses comprises entre 50
et 110 m/s, et pour des rapports d’aspect D/H compris entre 0.67 et 1.

Les cavités considérées étant relativement profondes, on cherche une approximation de la
fréquence du mode I à partir de l’expression de la fréquence de résonance naturelle du premier
mode de profondeur non corrigée f = c∞/(4H), que l’on module par un terme correctif dépen-
dant du nombre de Mach et/ou du rapport d’aspectD/H. Si l’on trace les courbes resprésenta-
tives de la fonction Ma 7→ 4HfI/c∞Ma pour tous les rapports d’aspect D/H testés, on obtient
des droites relativement parallèles. On ajoute donc un nouveau terme −0.125(1−D/H), cor-
rigeant l’ordonnée à l’origine, ce qui permet d’obtenir des droites presque confondues. Une
approximation de la fréquence fI du mode I peut donc être obtenue en considérant la fonction
FI définie par :

FI(Ma,D/H) =
4HfI(Ma,D/H)

c∞
Ma − 0.1250

(
1 − D

H

)

La figure 3.5(a) illustre son comportement presque linéaire en fonction du nombre de Mach,
et sa faible sensibilité à la valeur du rapport d’aspect D/H. On choisit d’approximer cette
fonction indépendamment de la valeur du rapport d’aspect de la cavité à l’aide d’une régression
linéaire, par :

FI(Ma,D/H) ≃ 1.0001Ma − 0.1095

Cette approximation est representée sur la figure 3.5(a) en noir. On obtient à partir de cette
approximation, une approximation de la fréquence fI :

fI ≃
c∞
4H

1

Ma

(
Ma +

1 − 8D/H

64

)

(a)

u∞ (m/s)

50 60 70 80 90 100 110
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

(b)

u∞ (m/s)

50 60 70 80 90 100 110

0.3

0.4

0.5

0.6

Fig. 3.5: (a) Valeurs de la fonction FI fournies par le modèle d’Elder pour des vitesses comprises entre 50 et
110 m/s par pas de 5 m/s, et pour différents rapports d’aspect de la cavité. La fonction approximante
est représentée par . (b) Valeurs de la fonction FII fournies par le modèle d’Elder pour des vitesses
comprises entre 50 et 110 m/s par pas de 5 m/s, et pour différents rapports d’aspect de la cavité.
La fonction approximante est représentée par . • : D/H = 1. • : D/H = 0.8. • : D/H = 0.67.

La même technique peut être utilisée pour approximer la fréquence fII relative au mode II.
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Cependant, les courbes obtenues avec une fonction de type FI, en remplacant la fréquence fI

dans son expression par celle du mode II, ne sont plus presque linéaires en fonction du nombre
de Mach, mais présentent une nette convexité ou concavité, en fonction du rapport d’aspect
D/H. Une approximation précise par une régression linéaire en fonction du nombre de Mach
n’est donc plus possible. En revanche, on observe que l’ajout d’une puissance 1/2 à la fonction
FI permet de réduire assez fortement cette convexité/concavité. On considère ainsi la fonction
FII définie par :

FII(Ma,D/H) =

√
4HfII(Ma,D/H)

c∞
Ma − 0.1667

(
1 − D

H

)

La figure 3.5(b) présente sur un graphique la valeurs de cette fonction pour différentes vitesses
et pour différentes valeurs du rapport d’aspect D/H. La fonction FII évolue quasi-linéairement
en fonction de la vitesse et semble peu dépendante du rapport d’aspect de la cavité, ce qui
suggère une approximation linéaire indépendamment de D/H. On obtient :

FII(Ma,D/H) ≃ 1.6670Ma + 0.0550

Comme le montre sa courbe représentative en noir sur la figure 3.5(b), cette approximation
sousestime volontairement la fréquence du mode II lorsque celui-ci devient moins prépondé-
rant, afin de compenser la surestimation fournie par le modèle d’Elder dans cette zone par
rapports aux résultats expérimentaux. On obtient à partir de cette approximation, une esti-
mation de la fréquence fII :

fII ≃
c∞
4H

1

9Ma

(
5Ma +

4 − 3D/H

6

)2

3.6 Conclusion

Le modèle proposé par Elder, adapté ici au cas d’une cavité cylindrique sans fente rec-
tangulaire à son ouverture, est fondé sur l’hypothèse d’un couplage entre un mode de réso-
nance acoustique dans la cavité et la couche de cisaillement, assurant de ce fait la présence
de perturbations auto-entretenues dans la couche cisaillée. En effet, les ondes stationnaires
correspondant à un mode acoustique de profondeur sont supposées perturber à l’amont la
couche cisaillée qui se déstabilise, et qui entrâıne proche du bord aval un flux/reflux de fluide
qui excite le mode acoustique de profondeur. On montre, par un formalisme de fonctions
de transfert amont et aval, que ce phénomène ne peut exister qu’à des fréquences discrètes,
marquant fortement la couche de cisaillement et qui peuvent également marquer le rayonne-
ment acoustique. Une comparaison aux mesures acoustiques en champ lointain montre que
les fréquences ainsi estimées par le modèle sont en bon accord avec les fréquences dominant
le rayonnement acoustique de la cavité. Le modèle est capable de retrouver fidèlement la pré-
sence de deux modes acoustiques, notés I et II, correspondant à la présence d’une ou de deux
larges structures tourbillonnaires dans la couche de cisaillement.

Toutefois, le modèle fait intervenir un certain nombre de paramètres qui nécessitent la don-
née du champ de vitesse à l’ouverture de la cavité, pour pouvoir être évalués. Aussi, quelques
hypothèses faites en vue d’estimer la fonction de transfert amont (FTF) mériteraient d’être
vérifiées en détail, notamment la manière dont est estimé le débit aérodynamique de fluide
à l’ouverture de la cavité, ce que ne permet pas les données expérimentales disponibles. Une
étude numérique peut donc apporter des éléments de validation du modèle, en donnant accès à
des quantités difficilement mesurables expérimentalement, comme la vitesse de convection des
perturbations dans la couche de cisaillement ou le flux aérodynamique de fluide à l’ouverture.





Chapitre 4

Développement d’un code de simulation avec
recouvrement de maillages

Le calcul direct du bruit rayonné par un écoulement consiste à calculer le champ acoustique
directement à partir de la résolution des équations de la mécanique des fluides instationnaires
écrites pour un fluide compressible. On suppose dans toute la suite qu’il n’y a ni sources
de chaleur, ni sources de masse et de forces massiques s’excerçant sur le fluide. Après une
formulation tensorielle des équations, ce chapitre présente l’approche numérique LES (Large
Eddy Simulation) retenue dans ce travail. La discrétisation de la cavité cylindrique par re-
couvrement de maillages structurés est ensuite brièvement présentée. Puis, les équations de
Navier–Stokes sont explicitées en 2–D et 3–D sous forme conservative pour des paramétrages
cartésien et cylindrique. Enfin, on présente les méthodes numériques utilisées pour le traite-
ment des points intérieurs et pour les points aux frontières, qui nécessitent des algorithmes
spécifiques.

4.1 Équations de Navier–Stokes pour un fluide compressible

Les équations à résoudre sont l’équation de la conservation de la masse :

∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0 (4.1)

l’équation de conservation de la quantité de mouvement :

∂ρu

∂t
+ div(ρu ⊗ u) = −grad p+ div τ (4.2)

l’équation de conservation de l’énergie totale :

∂ρet
∂t

+ div(ρetu) = −div(pu) − divq + div(τ · u) (4.3)

où les inconnues sont u la vitesse eulérienne d’une particule fluide, ρ la masse volumique du
fluide, p la pression, et et l’énergie totale par unité de masse. La quantité τ est le tenseur des
contraintes visqueuses, et q représente le flux de chaleur. Le système formé par les équations
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(4.1), (4.2) et (4.3) sont les équations de Navier–Stokes :





∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0

∂ρu

∂t
+ div(ρu⊗ u) = −grad p+ div τ

∂ρet
∂t

+ div(ρetu) = −div(pu) − divq + div(τ · u)

(4.4)

Fermeture des équations de Navier–Stokes

L’énergie totale peut se décomposer en une énergie interne ei et une énergie cinétique :

et = ei +
1

2
‖u‖2

Pour un gaz parfait, l’énergie interne par unité de masse ei est donnée par :

ρei =
p

γ − 1

où γ est le rapport des chaleurs spécifiques (γ = cp/cv), avec cp la chaleur massique spéci-
fique à pression constante et cv la chaleur massique spécifique à volume constant. Le système
d’équations (4.4) est donc fermé, pour un gaz parfait, par l’équation :

ρet =
p

γ − 1
+

1

2
ρ‖u‖2 (4.5)

Le tenseur des contraintes visqueuses τ est donné pour un fluide newtonien sous l’hypo-
thèse de Stokes par :

τ = µ

(
gradu + tgradu − 2

3
(divu) I

)
(4.6)

et le flux de chaleur q par la loi de Fourier :

q = −λth gradT (4.7)

où µ représente la viscosité dynamique moléculaire, T la température, et λth la conductivité
thermique du fluide. I est le tenseur identité. La viscosité dynamique et la conductivité ther-
mique sont fonctions de la température. Pour les problèmes traités, et en considérant l’air
comme gaz de référence, on observe usuellement que le nombre de Prandtl Pr resprésentant
le rapport entre la diffusivité de mouvement et la diffusivité thermique, reste voisin de 0.72,
ce qui permet d’écrire [10] :

λth(T ) =
cp µ(T )

Pr

Une relation explicite entre la conductivité thermique λth et la température T peut être
obtenue à l’aide de la loi de Sutherland, qui modélise la dépendance de la viscosité dynamique
µ à la température T [228]. On obtient :

λth =
cp µ∞

Pr

(
T

T∞

)3/2 T∞ + Sgaz

T + Sgaz

où Sgaz est la température de Sutherland du gaz considéré. Les variables indicées par ∞ sont
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des variables de référence. Cette relation permet une bonne approximation de la conductivité
thermique pour une large plage de température, typiquement T ∈ [50 K, 1000 K] pour l’air.
La viscosité dynamique de référence est donnée pour un gaz parfait par :

µ∞ =
ν∞Mgaz p∞
Rg T∞

avec Rg = 8.314 J ·mol−1 · K−1 la constante des gaz parfaits, ν∞ la viscosité cinématique
de référence, et Mgaz la masse molaire du gaz parfait considéré. Le tableau 4.1 résume les
valeurs des différentes variables thermophysiques de référence pour l’air. La masse volumique
de référence est estimée grâce à la relation ρ∞ = Mgazp∞/(RgT∞). La vitesse du son est

donnée par c∞ =
√
γRg T∞/Mgaz.

T∞ 298.15 K
p∞ 101325 Pa
ν∞ 1.50 × 10−5 m2 · s−1

Sair 119.40 K
Mair 28.9 × 10−3 kg ·mol−1

ρair 1.18 kg ·m−3

µ∞ 1.77 × 10−5 Pa · s
c∞ 346.5 m · s−1

Pr 0.72
γ 1.4

Tab. 4.1: Valeurs des variables thermophysiques de référence pour l’air.

4.2 Approches numériques du calcul direct du bruit

Il existe plusieurs approches pour résoudre numériquement les équations de Navier–Stokes.
La partie qui suit explore d’abord les principales stratégies rencontrées en CAA. La résolu-
tion des équations de Navier–Stokes par Simulation des Grandes Échelles (LES) est ensuite
détaillée.

4.2.1 Les différentes approches

Cette partie détaille quatre stratégies de résolution numérique des équations de la méca-
nique des fluides compressibles instationnaires.

4.2.1.1 Simulation Numérique Directe (DNS)

Une première stratégie est la Simulation Numérique Directe (DNS – Direct Numerical
Simulation). La DNS consiste à résoudre les équations de Navier–Stokes avec la plus grande
précision possible. On ambitionne donc de calculer toutes les échelles constituant le spectre
de l’énergie cinétique turbulente. La plage à couvrir s’étend des plus grandes échelles des
tourbillons, typiquement l’échelle intégrale Lf , porteurs de l’énergie cinétique turbulente, jus-
qu’aux plus fines structures tourbillonnaires, qui dissipent l’énergie cinétique turbulente, et
qui sont de la taille de l’échelle de Kolmogorov lη. Dans le cadre d’une simulation, le nombre
de points de maillage N1–D dans une direction de l’espace est proportionnel au rapport Lf/lη :

N1–D ∝ Lf

lη
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Pour une turbulence homogène isotrope, on a, d’après [6] :

Lf

lη
∝ Lf

ν
3/4
∞ ǫ−1/4

≃ Lf

ν
3/4
∞

(
‖u − ū‖3/Lf

)−1/4
= Re

3/4
Lf

où ǫ est le taux de dissipation d’énergie cinétique turbulente, et ReLf
le nombre de Reynolds

fondé sur l’échelle intégrale, qui a pour expression : ReLf
= ‖u− ū‖Lf/ν∞. Ainsi, le nombre

de points N3–D nécessaire pour une simulation complète en 3–D est typiquement proportionnel
à N3

1–D, et vérifie donc :

N3–D ∝ Re
9/4
Lf

On constate que la DNS est envisageable à bas Reynolds car le nombre de points requis
reste modéré. Ainsi Mitchell et al. ont pu calculer dans [163] et [164] le bruit rayonné par un
jet axisymétrique pour un nombre de Reynolds de 5.0× 103. Freund et al. ont simulé des jets
3–D présentant respectivement un Mach de 0.9 et un Reynolds de 3.6 × 103 dans [88], et un
nombre de Mach de 1.92 et un nombre de Reynolds de 2.0 × 103 dans [89]. Plus récemment,
Boersma a calculé le champ acoustique rayonné par un jet à faible nombre de Mach et à
Reynolds 5.0 × 103 [21]. Cependant, même si la puissance informatique ne cesse de crôıtre,
il faut garder à l’esprit que la plupart des écoulements industriels sont hors d’atteinte par la
DNS, car à haut Reynolds, le calcul devient prohibitif en terme de moyens de calcul (mémoire,
temps de calcul), typiquement au-delà d’un Reynolds de 104. Les nombres de Reynolds des
simulations numériques que l’on projette de faire sont largement supérieurs à cette valeur, et
donc la simulation de l’écoulement seul par DNS sera déjà problématique. Cette difficulté est
même amplifiée par le fait que l’on doit rajouter un nombre non négligeable de points par la
suite pour mailler la partie supérieure de la cavité afin de récupérer le champ acoustique.

4.2.1.2 Simulation des Grandes Échelles (LES)

Pour pouvoir accéder à des nombres de Reynolds plus élevés, la Simulation des Grandes
Échelles (LES – Large Eddy Simulation) se propose de ne calculer directement que les grandes
échelles de l’écoulement. Pour un pas de maillage donné, il existe intrinsèquement une échelle
∆ (typiquement la moyenne géométrique des discrétisations dans les trois directions de l’es-
pace) en-deçà de laquelle les structures turbulentes ne sont pas discrétisées (structures dites
de sous-maille). Les grandes échelles sont donc isolées par le maillage qui agit comme un
filtre spatial. L’approche LES nécessite alors la modélisation de l’influence des échelles non
résolues (de taille inférieure à ∆). Cela présuppose donc que l’écoulement est essentiellement
caractérisé par les grandes échelles et que les plus fines structures ont a priori un compor-
tement se rapprochant de l’isotropie. Un modèle de sous-maille est introduit pour simuler le
comportement principalement dissipatif des petites structures tourbillonnaires non-résolues.

En terme de coût de calcul, on montre que si l’on souhaite avoir un modèle de sous-maille
purement dissipatif, il convient de mailler jusqu’à l’échelle de Taylor λg [22]. le nombre de
points de maillage N1–D dans une direction de l’espace est proportionnel au rapport Lf/λg,
et on montre que [6] :

N1–D ∝ Lf

λg
≃ Re

1/2
Lf

Ainsi, le nombre de points N3–D nécessaire pour une simulation complète en 3–D est propor-
tionnel à N3

1–D, et vérifie :

N3–D ∝ Re
3/2
Lf
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L’équation précédente montre que la LES est moins coûteuse que la DNS. La limitation
imposée au nombre de Reynolds par le nombre de points pouvant être traités informatiquement
est aussi moins contraignante, mais reste cependant présente.

4.2.1.3 Équations de Navier–Stokes Moyennées (RANS)

L’approche RANS (Reynolds Average Navier–Stokes Simulation) consiste à ne calculer que
les valeurs moyennées en temps des différentes variables, de manière analogue à ce que l’on
obtient expérimentalement à partir d’une analyse statistique des résultats. Les variables sont
décomposées en une partie moyenne et une partie fluctuante (décomposition de Reynolds).
On prend ensuite la moyenne temporelle des équations de Navier–Stokes. Le moyennage des
termes non-linéaires fait apparâıtre des termes supplémentaires qui nécessitent une modélisa-
tion, afin de fermer le système d’équations. L’un des modèles le plus employés dans l’industrie
reste le modèle k − ǫ, qui introduit deux nouvelles équations : une équation d’́evolution de
l’énergie cinétique turbulente k et une équation pour le taux de dissipation de l’énergie ci-
nétique turbulente ǫ. Les simulations RANS sont moins coûteuses numériquement que les
simulations LES, mais ce gain se fait au prix d’une réduction des informations disponibles à
partir de la simulation, et d’une précision moindre. L’approche RANS reste cependant très
pratique pour fournir les champs moyens d’un écoulement, mais elle n’est généralement pas
adaptée au calcul direct des fluctuations acoustiques.

4.2.1.4 Approches hybrides (DES)

Ces approches couplent la stratégie RANS et la LES. L’approche hybride type DES (De-
tached Eddy Simulation) permet de calculer la solution près de parois ou lorsque les échelles
de la turbulence sont plus petites que la taille maximale de maille via une approche RANS, et
utilise l’approche LES dans les autres régions où les échelles de la turbulence sont plus grandes
que la taille d’une maille [60]. La résolution par DES ne requiert pas un maillage de résolution
aussi fin qu’en LES pure, notamment près de parois, ce qui réduit les coûts de calcul [40].
Cependant le basculement RANS/LES impose un soin particulier dans la construction et la
gestion du maillage. L’approche DES suscite actuellement un intérêt certain, et elle est implé-
mentée dans divers codes, comme le code elsA développé par l’Office National d’Etudes et de
Recherches Aerospatiales (ONERA), en collaboration avec le Centre Européen de Recherche
et de Formation Avancée en Calcul Scientifique (CERFACS). Grottadaurea & Rona ont par
ailleurs publié des résultats numériques obtenus par DES sur le bruit rayonné par des cavités
cylindriques de rapport d’aspect 0.713 et 2.5, excitées par un écoulement affleurant à Mach
0.235 [103].

4.2.2 Équations de Navier–Stokes filtrées pour la LES

L’approche LES présentée précédemment est la stratégie retenue dans toute la suite pour
résoudre numériquement les équations de Navier–Stokes. On détaille ici son fonctionnement.

4.2.2.1 Notion de filtrage LES

Le choix d’un maillage présentant une taille caractéristique de maille ∆ plus grande que
certaines échelles de la turbulence agit comme une filtre spatial passe-bas, qui sépare les
échelles que l’on résout explicitement de celles qui doivent être modélisées. En notant D le
domaine de calcul et x un point de ce domaine, une grandeur filtrée f̄ peut s’écrire en fonction
de la variable non-filtrée f par un produit de convolution dans l’espace physique [141] :

f̄ = G∆ ∗ f , soit f̄(x) =

∫

D
G∆(x,x′) f(x − x′) dx′ (4.8)
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avecG∆ le noyau du filtre normalisé. On remarque que ce filtrage n’est a priori pas idempotent,
puisque dans le cas général, on a ¯̄f 6= f̄ . On observe toutefois que les dérivées temporelles et
spatiales commutent avec l’opérateur de filtrage, sous réserve que le filtre soit homogène. Le
choix du noyau G∆ est une étape importante dans la mise en œuvre de la LES. Divers noyaux
sont proposés par Sagaut dans [200] ou Lund dans [149].

On introduit dans toute la suite la notion de fitrage de Favre. Une grandeur f peut être
filtrée au sens de Favre, notée f̃ , à partir du filtrage précédent par [81] :

f̃ =
ρ f

ρ̄

soit :

ρ̄f̃ = G∆ ∗ (ρ f)

Il s’agit donc du même filtrage que précédemment, où les grandeurs sont pondérées par la
masse volumique. Il est possible de définir pour une grandeur f une décomposition au sens de
Favre, en une partie filtrée f̃ et résolue par le calcul, et en une partie non-résolue, notée f ′′.
On a alors : f = f̃ + f ′′.

4.2.2.2 Équations filtrées

On choisit de résoudre numériquement le système (4.4) en variables conservatives (et donc
de les filtrer avec le filtre de la LES) : la masse volumique ρ, la quantité de mouvement ρu
et l’énergie totale ρet. On exprime les autres variables à l’aide de ces variables résolues. On
définit les variables p̂ et T̂ , respectivement la pression et la température construites à partir
des variables résolues, grâce à une formulation analogue à l’équation (4.5) ou à l’équation des
gaz parfaits :

p̂ = (γ − 1)

(
ρ̄ẽt −

1

2
ρ̄ ‖ũ‖2

)
et T̂ =

Mair p̂

R ρ̄

• L’équation de conservation de la masse filtrée s’écrit :

∂ρ̄

∂t
+ div(ρ̄ũ) = 0

• L’équation de conservation de quantité de mouvement filtrée s’écrit :

∂ρ̄ũ

∂t
+ div(ρ̄ũ⊗ u) = −grad p̂+ div τ − grad (p̄ − p̂)

Le tenseur visqueux filtré vaut : τ = µ
(
gradu + tgradu− 2/3 (div u) I

)
.

Dans toute la suite on note τ̂ le tenseur visqueux calculé uniquement à partir de grandeurs
résolues :

τ̂ = 2µ̂ ŝ avec ŝ =
1

2

(
grad ũ + tgrad ũ− 2

3
(div ũ) I

)
et µ̂ = µ(T̂ )

Comme le font remarquer Erlebacher et al. dans [75], le vecteur div ( τ − τ̂ ) est souvent
négligeable. Il devient donc commode d’approximer la divergence des flux visqueux filtrée
par la divergence des flux visqueux calculés uniquement à l’aide des grandeurs explicitement
résolues.

Le tenseur de Reynolds de l’équation de conservation de la quantité de mouvement filtrée
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peut être réécrit à l’aide d’une décomposition de Favre :

ũ⊗ u = ũ⊗ ũ + Tsgs

où Tsgs est le tenseur des échelles de sous-maille. Il contient les effets des échelles non-résolues
et ne peut être déduit uniquement des champs résolus. Ce tenseur doit donc être modélisé.

Une approche classique consiste à ne retenir que le terme ˜u′′ ⊗ u′′.

Enfin, le terme en grad (p̄ − p̂) est négligé. En effet, pour des écoulements subsoniques,
l’énergie cinétique de sous-maille 1/2 ρ̄‖u′′‖2, ainsi que les termes croisés sont dominés par
l’énergie cinétique filtrée [75]. Finalement, l’équation de la conservation de la quantité de
mouvement filtrée peut s’écrire :

∂ρ̄ũ

∂t
+ div(ρũ ⊗ ũ) + grad p̂− div τ̂ = −div(ρ̄ ˜u′′ ⊗ u′′)

• L’équation de conservation de l’énergie totale filtrée s’écrit :

∂ρ̄ẽt
∂t

+div(ρ̄ẽtũ) = −div(p̂ũ+q−τ̂ ·ũ)+div(−ρ̄ẽtu + ρ̄ẽtũ︸ ︷︷ ︸
Va

+pu′′−τ̂ · ũ + τ · u︸ ︷︷ ︸
Vb

)−div(p̄ũ−p̂ũ)

Le vecteur Va peut être formellement décomposé en trois parties :

Va = −ρ̄ ˜̃etũ + ρ̄ẽtũ︸ ︷︷ ︸
La

−ρ̄ ˜̃etu′′ − ρ̄ẽ′′t u︸ ︷︷ ︸
Ca

−ρ̄ ẽ′′t u′′

︸ ︷︷ ︸
Ra

On peut montrer que le vecteur de Léonard La ainsi que le vecteur des termes croisés Ca

peuvent être négligés. Il ne reste donc plus que le terme Ra qu’il convient de modéliser.
Le vecteur Vb peut être négligé, comme le font remarquer Bailly & Comte-Bellot dans [6].
Finalement, l’équation de conservation de l’énergie totale filtrée peut être réduite à :

∂ρ̄ẽt
∂t

+ div(ρ̄ẽtũ) + div(p̂ũ + q̂− τ̂ · ũ) = −div(ρ̄ẽ′′t u
′′ + pu′′)

avec q̂ le flux de chaleur résolu, défini par : q̂ = −λ̂th grad T̂ , avec λ̂th = λth(T̂ ), en supposant
que l’on puisse négliger le terme en div (q − q̂) et en négligeant le terme de droite −div(p̄ũ−
p̂ũ).

4.2.2.3 Modélisation des termes de sous-maille

Il existe de nombreuses modélisations des termes de sous-maille. On ne présente ici que
les approches les plus souvent rencontrées.

Une première méthode pour prendre en compte les effets des échelles de sous-maille est
d’introduire une viscosité dynamique turbulente µt, construite à partir d’une analyse
dimensionnelle faisant intervenir une longueur et une vitesse caractéristique de l’écoulement.
Il existe une myriade de modèles, qui se différencient dans l’évaluation de la longueur ou la
vitesse caractéristique. Ces modèles reposent pour la plupart sur l’hypothèse de Boussinesq, en
reliant le tenseur de sous-maille au tenseur des déformations résolues ŝ à l’aide de la viscosité
turbulente. Pour un écoulement subsonique, on pose :

−ρ̄ ˜u′′ ⊗ u′′ = 2µt ŝ

L’une des fermetures les plus populaires est celle proposée par Smagorinsky, qui écrit [216] :

µt = ρ̄ (CS∆)2 (2 ŝ : ŝ)1/2
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où CS est la constante de Smagorinsky. Cette constante peut être estimée si l’on suppose
que le nombre d’onde de coupure du filtre (π/∆) se situe dans la partie inertielle du spectre
de la turbulence. Ainsi, la viscosité turbulente introduite doit dissiper l’énergie transférée du
champ résolu (les grosses structures) vers le champ non résolu. Ceci implique que CS = 0.18
pour une turbulence homogène isotrope et un spectre simplifié. De récents développements à
partir de ce modèle et une discussion plus complète sont proposés par Meyers & Sagaut dans
[159]. Le modèle de Smagorinksy, dans sa forme présentée ici, a l’avantage d’être très simple à
mettre en œuvre, mais présuppose une dissipation turbulente dès que des gradients de vitesse
sont non nuls, ce qui n’est pas toujours le cas. L’équation de conservation de la quantité de
mouvement filtrée s’écrit finalement :

∂ρ̄ũ

∂t
+ div(ρ ũ ⊗ ũ) + gradp̂− div

(
1 +

µt

µ̂

)
τ̂ = 0

Celle-ci a par conséquent la même expression que l’équation de conservation de la quantité de
mouvement non-filtrée, avec un fluide présentant une viscosité µ̂+ µt au lieu d’une viscosité
µ̂. Ce modèle augmente artificiellement la viscosité réelle du fluide sur toutes les échelles
du calcul, ce qui a des conséquences néfastes lors du calcul direct de bruit rayonné par des
structures ou un jet [10].

En ce qui concerne la fermeture de l’équation de conservation de l’énergie filtrée, un calcul
montre, en réutilisant le modèle de sous-maille, que :

−ρ̄ ẽ′′t u′′ − pu′′ = −ρ̄ cpT̃ ′′u′′ − 2µt ŝ · ũ

Une fermeture en gradient est généralement utilisée [6], comme pour les modèles de turbu-
lence :

−ρ̄ cpT̃ ′′u′′ = λt grad T̂

où λt est la conductivité thermique turbulente. L’équation de la conservation de l’énergie
filtrée s’écrit :

∂ρ̄ ẽt
∂t

+ div(ρ̄ ẽtũ) + div

(
p̂ ũ +

(
1 +

λt

λ̂th

)
q̂−

(
1 +

µt

µ̂

)
τ̂ · ũ

)
= 0

Celle-ci est par conséquent la même que l’équation de conservation de l’énegie non-filtrée,
avec un fluide présentant une viscosité µ̂ + µt au lieu d’une viscosité µ̃, et une conductivité
λ̂th + λt au lieu d’une viscosité λ̃th. La fermeture de cette équation reste un problème ouvert
[6]. Il peut être toutefois possible d’estimer dynamiquement la conductivité turbulente mais
ces modèles s’avèrent extrêmement coûteux numériquement [75].

Il existe d’autres méthodes de fermeture, comme la méthode de Bardina et al. [9], qui
modélisent le tenseur de sous-maille sans avoir recours à une viscosité turbulente, mais plutôt
en supposant l’invariance entre les plus grandes échelles de sous-maille et les plus petites
échelles résolues. Un panorama plus complet des méthodes de fermeture est proposé par
Sagaut dans [200].

Une autre technique pour dissiper l’énergie cinétique turbulente comme le feraient les fines
structures non-résolues, consiste à utiliser la dissipation numérique des schémas de discrétisa-
tion, ce que l’on appelle de la LES implicite. En effet, il est possible d’exploiter le fait que la
dissipation issue de modèles de discrétisation puissent agir comme un modèle de sous-maille
ou une viscosité numérique, en considérant que cette dissipation artificielle convienne pour
modéliser la dissipation dûe aux échelles non-résolues. La LES implicite ne nécessite donc
aucun calcul de tenseur de sous-maille. Il est à noter toutefois que la LES implicite requiert
l’utilisation de méthodes de discrétisation spécialement construites, optimisées et validées pour
calculer proprement les solutions des équations que l’on se propose de résoudre, sous peine
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d’être trop dissipative et d’affecter le nombre de Reynolds effectif de l’écoulement [65].

Il peut être aussi envisagé de reconstruire les grandeurs non filtrées à partir des gran-
deurs filtrées, en inversant la relation de convolution de l’équation (4.8), ce que l’on appelle
la méthode de déconvolution. L’opération de déconvolution du filtrage G−1

∆ se formule
théoriquement par [226] :

G−1
∆ =

+∞∑

j=0

(I −G∆)j

où I est l’opérateur identité. G−1
∆ peut alors être déterminé par approximation polynomiale,

comme le rappellent Hickel & Adams dans [112], en ne conservant dans la somme que les 5 ou
6 premiers termes. Cette approche a l’avantage de ne pas introduire de modélisation physique.
Le filtrage inverse ne peut cependant pas être réalisé exactement [111], et la déconvolution
revient à appliquer un filtre très sélectif, comme le montrent Mathew et al. dans [157].

La prise en compte des effets des échelles non-résolues par la LES peut également être
assurée par un filtrage sélectif explicite d’ordre élevé, comme ceux développés au LMFA
par Bogey & Bailly [23, 24, 25]. Ce filtrage passe-bas sert à dissiper le flux d’énergie transféré
depuis les grandes échelles vers les petites échelles non-résolues. La dissipation utilisée est
très sélective, et par construction, elle ne modifie que marginalement les grandes échelles
calculées. Cela permet de préserver le nombre de Reynolds effectif, ce qui est un point clé
pour une simulation de qualité du calcul direct du bruit rayonné par une structure. Cette
méthode est enfin très avantageuse numériquement puisqu’elle présente un surcoût de calcul
tout-à-fait dérisoire. Le recours à un filtrage sélectif parâıt donc préférable à celui d’un modèle
de fermeture via une viscosité turbulente, ou à une approche implicite, puisqu’il n’est pas
tributaire d’une modélisation physique, et que l’on contrôle explicitement la dissipation du
filtrage, ainsi que le nombre d’onde de coupure du filtrage. À noter que la LES avec filtrage
sélectif explicite est menée avec succès dans de nombreuses configurations, notamment pour
le bruit de jet [22, 23, 24], ou pour le bruit rayonné par une cavité rectangulaire placée dans
un écoulement [97, 99]. On utilise cette méthode dans ce travail.

Les équations filtrées à résoudre peuvent finalement s’écrire :

∂U

∂t
+ Ke − Kv = Kf (4.9)

où U est est le vecteur des variables conservatives résolues :

U =




ρ̄
ρ̄ũ
ρ̄ẽt


 (4.10)

Les quantités Ke et Kv sont respectivement les flux eulériens et les flux visqueux, qui ont
pour expression :

Ke =




div(ρ̄ũ)
div(ρ̄ũ ⊗ ũ) + gradp̂
div(ρ̄ẽtũ) + div(p̂ũ)


 Kv =




0
div τ̂

div(τ̂ · ũ− q̂)


 (4.11)

Le terme Kf dans l’équation (4.9) est le terme de filtrage modélisant les effets des échelles
non-résolues, qui sera explicité dans la suite. À ce terme de filtrage près, le système d’équations
(4.9) est identique aux équations de Navier–Stokes non-filtrées (4.4), où l’on a remplacé les
inconnues ρ, ρu et ρet par les variables filtrées ρ̄, ρ̄ũ et ρ̄ẽt. Dans un souci de lisibilité, on ne
précisera plus dans la suite que les inconnues sont des variables filtrées. Par conséquent, on
allège les notations ne faisant plus apparâıtre le symbole de filtrage ¯ et ˜ pour les variables
filtrées et le symbole ̂ pour les autres variables construites à partir des variables résolues.
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4.3 Discrétisation du domaine de calcul par recouvrement de
maillages

De nombreux problèmes aéroacoustiques, comme le bruit de bord de fuite, ou le bruit
de cavité, impliquent des profils et des géométries souvent complexes. En CFD, ce genre de
situation est traité à l’aide de maillages non-structurés sur lesquels les calculs sont menés par
des méthodes de type volumes finis. Ces méthodes, qui sont généralement d’ordre un ou deux,
s’avèrent d’une précision insuffisante pour une utilisation adaptée à la CAA [229].

Le recours à un unique maillage structuré dont les lignes de maillage ne se superposent pas
avec les parois de la géométrie étudiée peut être envisagé pour traiter les géométries complexes.
Cette technique nécessite alors la mise en œuvre d’une méthode permettant le traitement
numérique aux frontières non-confondues avec des lignes de maillage, comme par exemple
les méthodes des frontières immergées (Immersed boundary methods) [134, 178]. Cependant,
l’opération reste généralement délicate, en raison des instabilités engendrées par les techniques
d’extrapolation mises en jeu, et s’avère souvent peu précise.

4.3.1 Méthode de recouvrement de maillages

Une autre technique consiste en la décomposition du domaine de calcul en un système
de maillages élémentaires structurés, sur lesquels se feront la résolution des équations, et qui
communiquent entre eux dans leurs zones de superposition. C’est la méthode de recouvrement
de maillages (Overlapping grid method). La décomposition du maillage composite [156] est
construite de telle sorte que la paroi de l’objet étudié est représentée par une ligne de maillage
d’un ou plusieurs maillages élémentaires, comme le montre la figure 4.1.
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Fig. 4.1: Exemple de discrétisation d’un espace libre en présence de deux cylindres par recouvrement de trois
maillages élémentaires 2–D. Le maillage composite est constitué d’un maillage élémentaire cartésien
(en bleu) et deux maillages élémentaires polaires (en noir et en vert). La paroi de chaque cylindre
est représentée par une ligne d’un des maillages polaires.

Cette approche, qui rend accessible les géométries complexes à l’aide de maillages structu-
rés, offre certains avantages : le recours à des maillages structurés topologiquement très simples
permet l’utilisation de méthodes numériques précises et éprouvées pour les points intérieurs,
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ainsi que l’utilisation de conditions aux limites robustes pour les points près des frontières [185].
Cette technique, introduite sous le nom de méthode chimère (Chimera method) par Benek et
al. [11, 12], et parfois reprise sous l’appellation d’approche multi-domaines [73, 74], a suscité
un intérêt certain ces trente dernières années dans la littérature [42, 61, 63, 185, 211, 230].
De récents travaux ont montré qu’il était possible de mener des simulations de phénomènes
acoustiques sur des recouvrements de maillages avec une grande fidélité aux mesures expéri-
mentales. Marsden et al. ont par exemple recours au recouvrement de maillages afin de simuler
la diffraction acoustique de deux cylindres de diamètres différents [155]. Citons aussi Lummer
et al., qui étudient numériquement, à l’aide d’une méthode chimère, la génération de bruit
par des tourbillons s’écoulant le long de bords de fuite de profils d’aile [147].

Il existe divers codes pour construire des recouvrements de maillages et gérer automati-
quement les algorithmes de communication entre les maillages élémentaires. Le code le plus
répandu est probablement Pegasus 5, développé par la National Aeronautics and Space Ad-
ministration (NASA) en fortran90, et optimisé pour minimiser le nombre de paramètres que
doit définir l’utilisateur. La routine Ogen du code Overture, code développé en C++ par
Henshaw [42] au Lawrence Livermore National Laboratory (LLNL), permet également une
construction assistée de recouvrements de maillages et une gestion simplifiée des algorithmes
de communication. Le code SUGGAR, développé par Noack [170], explore enfin les possibili-
tés de recouvrements de maillages structurés avec des maillages non-structurés, et montre les
efforts actuels au développement de grilles hybrides [207].

4.3.2 Maillage composite d’une cavité cylindrique

Dans cette partie, on expose succintement le type de maillage composite retenu pour
l’étude numérique du bruit rayonné par un écoulement affleurant une cavité cylindrique. Une
vue générale de la cavité cylindrique étudiée est donnée par la figure 4.2. La géométrie se
décompose en une cavité ronde aux parois rigides et une plaque supérieure plane et rigide à
l’origine des altitudes.

Fig. 4.2: Vue générale d’une cavité cylindrique.

Il est possible de mailler l’ensemble de la géométrie à l’aide d’une unique maillage struc-
turé. Il s’agit par exemple d’un maillage cylindrique qui permet d’avoir des points de maillage
exactement sur la paroi de la cavité ronde, dont l’axe cöıncide avec celui de la cavité, et
qui est extrudé jusqu’au haut de la cavité. Il est alors étendu radialement pour recouvrir
la totalité de la plaque plane supérieure, comme le montre la figure 4.3, et extrudé jusqu’à
une altitude donnée. Ce choix n’est toutefois pas recommandé. En effet, de manière intrin-
sèque aux coordonnées cylindriques, les mailles deviennent très grandes loin de l’axe dans
la direction azimutale. Cette sousdiscrétisation notamment en amont de la cavité peut être
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particulièrement néfaste pour une bonne implémentation de la couche limite incidente.

Fig. 4.3: Maillage de la cavité cylindrique à l’aide d’un unique maillage cylindrique.

Il est donc à envisager d’avoir recours à un recouvrement de maillage dans les zones où la
discrétisation azimutale n’est plus assez fine, en basculant vers un maillage cartésien conservant
le degré de raffinement du maillage cylindrique d’origine, comme le montre la figure 4.4. Ce

Fig. 4.4: Maillage composite de la cavité cylindrique, à l’aide d’un maillage cylindrique dans la cavité (en
bleu), et d’un maillage cartésien pour le demi-espace supérieur (en vert), lorsque la discrétisation
azimutale de l’extension du maillage cylindrique de cœur (en noir) n’est plus assez fine. Les zones de
superposition ne sont pas représentées pour plus de lisibilité.

recouvrement impose alors une communication entre le maillage cylindrique de la cavité et le
maillage cartésien du demi-espace supérieur dans la couche limite, comme le montre la figure
4.5, où les gradients de vitesse peuvent être particulièrement grands. C’est une situation très
contraignante en pratique, notamment dans le cas d’une couche limite incidente turbulente,
puisque l’algorithme de communication doit alors être capable de supporter un spectre large
bande.
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e3

e1

O

zone de communication

Fig. 4.5: Vue de coupe dans la plan (O, e1, e3) du maillage composite de la cavité cylindrique, à l’aide d’un
maillage cylindrique dans la cavité (en bleu), et d’un maillage cartésien pour le demi-espace supérieur
(en vert), lorsque la discrétisation azimutale de l’extension du maillage cylindrique de cœur (en noir)
n’est plus assez fine. : zone de communication (superposition) dans la couche limite de l’écoulement.

Une autre technique consiste à ne pas étendre le maillage cylindrique au haut de la cavité, et
de basculer directement vers un maillage cartésien pour l’ensemble du demi-espace supérieur.
Le maillage composite résultant peut être visualisée sur la figure 4.6. Cette technique permet

Fig. 4.6: Maillage composite de la cavité cylindrique, à l’aide d’un maillage cylindrique dans la cavité, et d’un
maillage cartésien pour le demi-espace supérieur dès la lèvre de la cavité. Les zones de superposition
ne sont pas représentées pour plus de lisibilité.

d’éviter une communication entre les deux maillages élémentaires directement dans la couche
limite de l’écoulement. Le maillage cartésien supérieur s’enfonce légèrement dans la cavité, ce
qui permet d’établir une zone de communication plutôt dans la lèvre1 de la cavité, qui est une
zone où les gradients devraient être plus faibles que dans la couche limite. On choisit ce type
de maillage composite dans la suite.

Les maillages élémentaires choisis sont donc restreints dans ce travail à des maillages
cartésiens ou cylindriques, même si d’autres types de maillages peuvent être considérés, comme
les maillages sphériques ou les maillages curvilignes [154]. La mise en œuvre de la méthode
de recouvrement nécessite dès lors une formulation des équations de Navier–Stokes (4.9) en
coordonnées cartésiennes et cylindriques 3–D, qui sont détaillées dans la partie suivante. Les

1Partie supérieure de la cavité située au niveau l’ouverture vers le demi-espace supérieur.
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O

e3

e1

zone de communication

Fig. 4.7: Vue de coupe dans la plan (O, e1, e3) du maillage composite de la cavité cylindrique, à l’aide d’un
maillage cylindrique dans la cavité (en bleu), et d’un maillage cartésien pour le demi-espace supérieur
dès la lèvre de la cavité (en vert) : zone de communication (superposition) dans la lèvre de la cavité.

algorithmes de communication entre les différentes entités du recouvrement de maillages seront
explorés en détail dans le chapitre 5, et seront testées sur des configurations 1–D et 2–D.

4.4 Flux eulériens et visqueux en 2–D et 3–D

Le calcul direct du bruit rayonné par un écoulement sur un recouvrement de maillages
nécessite la résolution sur chaque maillage élémentaire des équations de Navier–Stokes. Deux
versions du code ont été développées. Une première version 2–D permet essentiellement la mise
au point des méthodes numériques, tandis qu’une version 3–D permet une étude tridimen-
sionnelle complète des phénomènes aérodynamiques, turbulents, et acoustiques. Deux versions
sont à chaque fois nécessaires pour traiter les maillages élémentaires considérés : une version
en coordonnées cartésiennes et une version en coordonnées cylindriques. Les figures 4.8(a) et
4.8(b) rappellent le choix des notations pour ces types de coordonnées, respectivement en 2–D
et 3–D.

(a)

O

eθ

θ

θ

M

er

e2

x2

x1

e1

r

(b)

M

O

er
e1

e2

θ

eθ

x2

x1

θ
r

x3 = z

e3 = ez

Fig. 4.8: (a) Coordonnées cartésiennes M(x1, x2) et coordonnées polaires M(r, θ) en 2–D. (b) Coordonnées
cartésiennes M(x1, x2, x3) et coordonnées cylindriques M(r, θ, z) en 3–D.
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4.4.1 Formulation 2–D en coordonnées cartésiennes

Pour une géométrie bidimensionnelle cartésienne, les flux eulériens et visqueux s’expriment
comme la projection sur la base orthonormée (O,e1,e2) des vecteurs définis par l’équation
(4.11) :

Ke =
∂Ee

∂x1
+
∂Fe

∂x2
Kv =

∂Ev

∂x1
+
∂Fv

∂x2

Le vecteur U des variables conservatives défini par l’équation (4.10) est donné par :

U =




ρ
ρu1

ρu2

ρet




où u1 et u2 représentent respectivement les composantes du vecteur vitesse u suivant e1 et
e2.

Les flux eulériens Ke se décomposent en 2 parties Ee et Fe, et les flux visqueux Kv en
Ev et Fv. Ces flux ont pour expression :

Ee =




ρu1

p+ ρu2
1

ρu1u2

(ρet + p)u1


 Fe =




ρu2

ρu1u2

p+ ρu2
2

(ρet + p)u2




Ev =




0
τ11
τ12

u1τ11 + u2τ12 − q1


 Fv =




0
τ21
τ22

u1τ21 + u2τ22 − q2




Les flux termiques qm ont été ajoutés au flux visqueux par souci de simplicité. Les variables
τm,n et qm représentent les composantes dans la base (O,e1,e2) respectivement du tenseur
des contraintes visqueuses τ et du vecteur flux de chaleur q. Elles ont pour expression, d’après
(4.6) : ∀(m,n) ∈ {1, 2}2,

τm,n = µ

(
∂um

∂xn
+
∂un

∂xm
− 2

3

(
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2

)
δn
m

)

qm = −λth
∂T

∂xm

où δn
m est le symbole de Kronecker entre les entiers m et n.

Le système d’équations (4.9) est fermé par l’équation (4.5), qui peut être explicitée dans
ce système de coordonnées :

ρ et =
p

γ − 1
+

1

2
ρ
(
u2

1 + u2
2

)

4.4.2 Formulation 2–D en coordonnées polaires

Pour une géométrie bidimensionnelle polaire, les flux eulériens et visqueux s’expriment
comme la projection sur la base orthonormée (O,er,eθ) des vecteurs définis par l’équation
(4.11). Cette projection est généralement obtenue à partir des équations en coordonnées car-
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tésiennes en effectuant les changements de variable :





x1 = r cos θ

x2 = r sin θ
ou réciproquement :





r =
√
x2

1 + x2
2

θ = 2 tan−1

(
−x1/x2 + sgn(x2)

√
1 + (x1/x2)

2

)

Les flux eulériens et visqueux dans ce système de coordonnées s’écrivent sous la forme
suivante :

Ke =
∂ (rEe)

r∂r
+
∂Fe

r∂θ
+

He

r
Kv =

∂ (rEv)

r∂r
+
∂Fv

r∂θ
+

Hv

r

Le vecteur U des variables conservatives est donné par :

U =




ρ
ρur

ρuθ

ρet




où ur et uθ représentent respectivement les composantes du vecteur vitesse u suivant er et
eθ. Les flux ont pour expression :

Ee =




ρur

p+ ρu2
r

ρuruθ

(ρet + p)ur


 Fe =




ρuθ

ρuruθ

p+ ρu2
θ

(ρet + p)uθ


 He =




0
−(ρu2

θ + p)
ρuruθ

0




Ev =




0
τrr

τrθ

urτrr + uθτrθ − qr


 Fv =




0
τrθ

τθθ

urτrθ + uθτθθ − qθ


 Hv =




0
−τθθ

τrθ

0




Les variables τrr, τrθ, et τθθ sont les composantes du tenseur des contraintes visqueuses τ .
Elles ont pour expression en coordonnées polaires :

τrr = µ

(
2
∂ur

∂r
− 2

3

(
∂(rur)

r∂r
+
∂uθ

r∂θ

))

τrθ = µ

(
∂ur

r∂θ
+
∂uθ

∂r
− uθ

r

)

τθθ = µ

(
2

(
∂uθ

r∂θ
+
ur

r

)
− 2

3

(
∂(rur)

r∂r
+
∂uθ

r∂θ

))

Les variables qr et qθ sont les composantes du vecteur flux de chaleur q en coordonnées
polaires. Elles valent :

qr = −λth
∂T

∂r
et qθ = −λth

∂T

r∂θ

Le système (4.9) est fermé par l’équation (4.5) réécrite en coordonnées polaires :

ρ et =
p

γ − 1
+

1

2
ρ
(
u2

r + u2
θ

)
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4.4.3 Formulation 3–D en coordonnées cartésiennes

Les flux eulériens et visqueux 3–D en coordonnées cartésiennes sont obtenus par projection
sur la base orthonormée (O,e1,e2,e3) de (4.11). Ils ont pour expression :

Ke =
∂Ee

∂x1
+
∂Fe

∂x2
+
∂Ge

∂x3
Kv =

∂Ev

∂x1
+
∂Fv

∂x2
+
∂Gv

∂x3

Le vecteur U des variables conservatives vaut :

U =




ρ
ρu1

ρu2

ρu3

ρet




où u1, u2 et u3 représentent respectivement les composantes du vecteur vitesse u suivant e1,
e2 et e3. Les flux sont donnés par :

Ee =




ρu1

p+ ρu2
1

ρu1u2

ρu1u3

(ρet + p)u1




Fe =




ρu2

ρu1u2

p+ ρu2
2

ρu2u3

(ρet + p)u2




Ge =




ρu3

ρu1u3

ρu2u3

p+ ρu2
3

(ρet + p)u3




Ev =




0
τ11
τ12
τ13

u1τ11 + u2τ12 + u3τ13 − q1




Fv =




0
τ21
τ22
τ23

u1τ21 + u2τ22 + u3τ23 − q2




Gv =




0
τ31
τ32
τ33

u1τ31 + u2τ32 + u3τ33 − q3




Les variables τm,n et qm représentent les composantes dans la base (O,e1,e2,e3) respective-
ment du tenseur des contraintes visqueuses τ et du vecteur flux de chaleur q. Elles ont pour
expression, d’après (4.6) : ∀(m,n) ∈ {1, 2, 3}2,

τm,n = µ

(
∂um

∂xn
+
∂un

∂xm
− 2

3

(
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
+
∂u3

∂x3

)
δn
m

)

qm = −λth
∂T

∂xm

Le système (4.9) est fermé par la définition de l’énergie totale pour un gaz parfait (4.5) :

ρ et =
p

γ − 1
+

1

2
ρ
(
u2

1 + u2
2 + u2

3

)
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4.4.4 Formulation 3–D en coordonnées cylindriques

Les flux eulériens et visqueux 3–D en coordonnées cylindriques sont obtenus par projection
sur la base orthonormée (O,er,eθ,ez) du système (4.11). Ils s’écrivent :

Ke =
∂ (rEe)

r∂r
+
∂Fe

r∂θ
+
∂Ge

∂z
+

He

r
Kv =

∂ (rEv)

r∂r
+
∂Fv

r∂θ
+
∂Gv

∂z
+

Hv

r

Le vecteur U des variables conservatives est donné par :

U =




ρ
ρur

ρuθ

ρuz

ρet




où ur, uθ et uz représentent respectivement les composantes du vecteur vitesse u suivant er,
eθ et ez. Les flux ont pour expression :

Ee =




ρur

p+ ρu2
r

ρuruθ

ρuruz

(ρet + p)ur




Fe =




ρuθ

ρuruθ

p+ ρu2
θ

ρuθuz

(ρet + p)uθ




Ge =




ρuz

ρuruz

ρuθuz

p+ ρu2
z

(ρet + p)uz




He =




0
−(ρu2

θ + p)
ρuruθ

0
0




Ev =




0
τrr

τrθ

τrz

urτrr + uθτrθ + uzτrz − qr




Fv =




0
τrθ

τθθ

τθz

urτrθ + uθτθθ + uzτθz − qθ




Gv =




0
τrz

τθz

τzz

urτrz + uθτθz + uzτzz − qz




Hv =




0
−τθθ

τrθ

0
0




Les variables τrr, τrθ, τrz, τθθ, τθz et τzz sont les composantes du tenseur des contraintes
visqueuses τ . Elles ont pour expression en coordonnées cylindriques :

τrr = µ

(
2
∂ur

∂r
− 2

3

(
∂(rur)

r∂r
+
∂uθ

r∂θ
+
∂uz

∂z

))

τrθ = µ

(
∂ur

r∂θ
+
∂uθ

∂r
− uθ

r

)

τrz = µ

(
∂ur

∂z
+
∂uz

∂r

)

τθθ = µ

(
2

(
∂uθ

r∂θ
+
ur

r

)
− 2

3

(
∂(rur)

r∂r
+
∂uθ

r∂θ
+
∂uz

∂z

))

τθz = µ

(
∂uθ

∂z
+
∂uz

r∂θ

)

τzz = µ

(
2
∂uz

∂z
− 2

3

(
∂(rur)

r∂r
+
∂uθ

r∂θ
+
∂uz

∂z

))

Les variables qr, qθ et qz sont les composantes du vecteur flux de chaleur q en coordonnées
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cylindriques. Elles valent :

qr = −λth
∂T

∂r
, qθ = −λth

∂T

r∂θ
et qz = −λth

∂T

∂z

Le système (4.9) est fermé par l’équation (4.5) réécrite en coordonnées cylindriques :

ρ et =
p

γ − 1
+

1

2
ρ
(
u2

r + u2
θ + u2

z

)

4.5 Traitement des points intérieurs d’un maillage élémentaire

On considère dans cette partie une grandeur f fonction du paramètre spatial ξ. On consi-
dère également un maillage uniforme monodirectionnel, avec un pas de discrétisation ∆ξ. Ce
formalisme permet de traiter dans le même temps les cas cartésiens et cylindriques : on re-
trouve en effet le cas d’un maillage cartésien en considérant ξ = x1, ξ = x2 ou ξ = x3, tandis
que ξ = r, ξ = θ ou ξ = z permet de traiter le cas d’un maillage cylindrique.

4.5.1 Dérivation spatiale

4.5.1.1 Flux eulériens

Dans les équations introduites précédemment, les flux eulériens jouent un rôle décisif,
puisque les termes non-linéaires de vitesse contenus dans ces flux sont responsables de la gé-
nération de bruit d’origine aérodynamique. Ils décrivent aussi toutes les interactions entre le
champ de vitesse et les fluctuations acoustiques, qui sont de plusieurs ordres de grandeur in-
férieurs aux grandeurs aérodynamiques. L’estimation des dérivées spatiales des flux eulériens
nécessite donc un soin particulier dans le choix de la méthode numérique, car les estimations
réalisées doivent être très précises. On choisit une méthode aux différences finies centrée ex-
plicite sur 2N +1 points, ce qui permet d’écrire formellement, pour tout point ξ du maillage :

∂f

∂ξ
(ξ) =

1

∆ξ

N∑

j=−N

aj f(ξ + j∆ξ) + O(∆ξp) (4.12)

où les aj sont les coefficients du schéma aux différences finies choisi et p son ordre formel. Les
aj sont antisymétriques, vérifiant a−j = −aj , afin d’obtenir un schéma non-dissipatif.

Les schémas standard sont d’ordre maximal, soit p = 2N . Ils sont obtenus en effectuant
des développements de Taylor–Lagrange des f(ξ+j∆ξ) autour du point de maillage ξ à l’ordre
2N , en les réinjectant dans l’équation (4.12), et en annulant tous les termes d’ordre inférieur
à 2N , à l’exception du terme relatif à la dérivée première. Les schémas obtenus pour N ≥ 3
s’avèrent suffisamment précis pour les grandes longueurs d’onde, mais ils présentent des erreurs
d’approximation élevées pour des longueurs d’onde plus petites, typiquement λ/∆ξ ≤ 10. De
nombreuses méthodes aux différences finies ont été exposées dans la littérature en vue d’une
estimation numérique très précise des flux eulériens pour les petites longueurs d’onde. Tam
& Webb proposent un schéma DRP (Dispersion Relation Preserving) peu dispersif à 7 points
d’ordre 4, optimisé dans l’espace des nombres d’onde au prix d’une réduction de l’ordre formel.
Le schéma DRP à 7 points offre ainsi une meilleure résolution pour les faibles longueurs d’onde
(λ/∆ξ ∈ [5, 10]) [235] que les différences finies standard sur 7 points qui sont formellement
d’ordre 6. Les schémas compacts de Lele [140] sont une autre famille de schémas développés
spécifiquement pour la CAA.

Le schéma aux différences finies retenu pour le traitement des flux eulériens est le schéma
sur 11 points d’ordre 4 développé par Bogey & Bailly, noté FDo11p [25]. À l’instar de Tam
& Webb, le schéma est optimisé dans l’espace des nombres d’onde afin de minimiser sur
l’intervalle [π/16, π/2] l’erreur de dispersion |k⋆∆ξ − k∆ξ|/π entre le nombre d’onde effectif



110 Ch.4 Développement d’un code de simulation avec recouvrement de maillages

k⋆ et le nombre d’onde réel k. Le nombre d’onde effectif est obtenu par transformée de Fourier
de l’équation (4.12) et s’écrit :

k⋆∆ξ = 2
N∑

j=1

aj sin(j k∆ξ) (4.13)

La courbe représentative du nombre d’onde effectif en fonction du nombre d’onde réel est
tracée sur la figure 4.9(a). Le nombre d’onde effectif reste très proche du nombre d’onde
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Fig. 4.9: (a) Courbe représentative du nombre d’onde effectif k⋆∆ξ du schéma aux différences finies FDo11p
en fonction du nombre d’onde k∆ξ. La première bissectrice est représentée en pointillés. (b) Erreur de
dispersion |k⋆∆ξ − k∆ξ|/π du schéma aux différences finies FDo11p en fonction du nombre d’onde
k∆ξ en échelle logarithmique. L’erreur limite de dispersion 5 × 10−5 et la limite de résolution en
nombre d’onde k∆ξ ≃ 2π/5 sont représentés en bleu.

réel pour les faibles nombres d’onde. L’erreur de dispersion augmente avec k∆ξ est n’est
plus négligeable pour les hauts nombres d’onde. À noter que le schéma ne permet pas une
résolution dans les hauts nombres d’onde k∆ξ voisin de π, puisque le nombre d’onde effectif
correspondant est nul. Le schéma assure une erreur de dispersion inférieure à 5×10−5 jusqu’à
k∆ξ ≃ 2π/5, comme le montre la figure 4.9(b). Les coefficients aj correspondant à ce schéma
sont reportés dans le tableau 4.2.

4.5.1.2 Flux visqueux

Une telle précision n’est pas nécessaire pour l’estimation des flux visqueux [22]. On utilise
donc un schéma aux différences finies standard sur 5 points d’ordre 4, noté FDs5p, pour le
calcul des flux visqueux. Les coefficients aj correspondant à ce schéma sont rappelés dans le
tableau 4.2.

4.5.2 Filtrage sélectif

Le filtrage sélectif permet dans un premier temps de prendre en compte des effets des
échelles non-résolues par la LES : il sert à dissiper le flux d’énergie transféré depuis les grandes
échelles vers les petites échelles non-résolues (voir partie 4.2.2.3). Le filtrage permet également
d’éliminer les oscillations hautes fréquences qui peuvent être générées notamment par les
effets non-linéaires dans les équations de Navier–Stokes, ou les oscillations maille à maille qui
naissent numériquement par les troncatures dans les méthodes d’estimation par différences
finies, par le traitement spécifique de parois, ou par un étirement du maillage. La viscosité
sélective que l’on introduit supprime ces oscillations parasites, ce qui permet de stabiliser le
calcul sans affecter la solution physique sur les échelles résolues.
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j FDs5p FDo11p

0 0 0
1 8/12 0.872756993962667
2 −1/12 −0.286511173973333
3 9.032000128000002 × 10−2

4 −2.077940582400000 × 10−2

5 2.484594688000000 × 10−3

Tab. 4.2: Coefficients aj correspondant au schéma aux différences finies sur 11 points FDo11p de Bogey &
Bailly [25], et au schéma aux différences finies standard sur 5 points FDs5p. Les coefficients vérifient
a−j = −aj .

Le filtrage sélectif de la quantité f peut s’écrire au point ξ de manière centrée sur 2N + 1
points dans la direction de l’espace eξ :

Kf
ξ(f)(ξ) = − σ

∆t

N∑

j=−N

dj

(
f(ξ + j∆ξ) − f̄(ξ + j∆ξ)

)
(4.14)

où f̄ désigne la moyenne temporelle de la grandeur f , ∆t le pas de temps, et les dj les
coefficients du schéma de filtrage. Les dj sont symétriques, vérifiant d−j = dj , afin d’obtenir
un filtrage non-dispersif. La constante σ est la dissipation (ou la force) du filtrage. C’est un
réel compris entre 0 et 1.

La fonction d’amortissement du filtre Gf est obtenue par transformée de Fourier de l’ex-
pression (4.14) :

Gf(k∆ξ) = d0 + 2
N∑

j=1

dj cos(j k∆ξ)

Les coefficients dj doivent être construits de telle sorte que l’amortissement du filtrage soit
maximal pour les longueurs d’onde mal résolues et minimal (idéalement 0) pour les longueurs
d’onde correctement résolues. Le nombre d’onde de coupure du filtrage sélectif est donc for-
tement corrélé avec la limite de résolution du schéma de dérivation spatiale utilisé. Il existe
de nombreux modèles de filtrage, comme le filtrage sur 7 points de Tam & Shen [234] ou
les schémas de Tam et al. [236]. Bogey et al. proposent dans [27] un filtrage sélectif sur 11
points d’ordre 6, noté SFo11p. Ce filtrage est construit en minimisant l’amortissement intégral
pour k∆ξ ∈ [π/16, π/2], et en imposant que Gf(k∆ξ) soit positif pour k∆ξ ∈ [0, π]. La figure
4.10(a) montre la fonction d’amortissement associée à ce filtre en échelle linéaire et la figure
4.10(b) en échelle logarithmique. On observe un très faible amortissement du filtrage pour
les faibles nombres d’onde, ce que l’on souhaitait. L’amortissement crôıt ensuite avec k∆ξ et
atteint sa valeur maximale 1 pour des oscillations maille à maille, en k∆ξ = π.

Le nombre d’onde de coupure peut être défini comme la plus grande valeur de k∆ξ vérifiant
σGf(k∆ξ) ≤ 5×10−4. Comme le filtrage sera appliqué à chaque itération, il n’est pas nécessaire
de prendre la force du filtrage maximale (σ = 1) pour stabiliser numériquement le calcul. Bogey
& Bailly choisissent σ = 0.2 dans [25]. Finalement, le nombre d’onde de coupure est obtenu
pour Gf(k∆ξ) = 2.5× 10−3. On trouve k∆ξ ≃ 2π/5, comme le montre la figure 4.10(b). Ainsi
le nombre d’onde de coupure du filtre SFo11p est sensiblement égal à la limite de résolution
du schéma de dérivation spatiale FDo11p : il y a donc compatibilité entre les deux méthodes.
On utilisera ce filtrage dans toute la suite.

Les coefficients du filtrage SFo11p de Bogey et al. sont rappelés dans le tableau 4.3.

En pratique, on filtre successivement dans chaque direction de l’espace. L’expression du
terme de filtrage total Kf introduit dans l’équation (4.9) est donnée dans le tableau 4.4,
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Fig. 4.10: (a) Courbe représentative de la fonction d’amortissement Gf du filtrage sélectif SFo11p en fonction
du nombre d’onde k∆ξ. (b) Courbe représentative de la fonction d’amortissement Gf du filtrage
sélectif SFo11p en fonction du nombre d’onde k∆ξ en échelle logarithmique. L’obtention du nombre
de coupure est représentée en bleu.

j SFo11p

0 0.234810479761700
1 −0.199250131285813
2 0.120198310245186
3 −4.930377563602000 × 10−2

4 1.239644987396400 × 10−2

5 −1.446093078167000 × 10−3

Tab. 4.3: Coefficients dj correspondant au filtrage sélectif sur 11 points d’ordre 6 SFo11p de Bogey et al.

SFo11p [27]. Les coefficients vérifient d−j = dj .

suivant la dimension de l’espace et le paramétrage utilisé. Dans la suite, on note Kf(f) la
composante de filtrage du vecteur Kf relative à la grandeur f .

Coord. 2–D 3–D

Cart. Kf =




Kf
x1(ρ) + Kf

x2(ρ)
Kf

x1(ρu1) + Kf
x2(ρu1)

Kf
x1(ρu2) + Kf

x2(ρu2)
Kf

x1(ρet) + Kf
x2(ρet)


 Kf =




Kf
x1(ρ) + Kf

x2(ρ) + Kf
x3(ρ)

Kf
x1(ρu1) + Kf

x2(ρu1) + Kf
x3(ρu1)

Kf
x1(ρu2) + Kf

x2(ρu2) + Kf
x3(ρu2)

Kf
x1(ρu3) + Kf

x2(ρu3) + Kf
x3(ρu3)

Kf
x1(ρet) + Kf

x2(ρet) + Kf
x3(ρet)




Pol/Cyl. Kf =




Kf
r(ρ) + Kf

θ(ρ)

Kf
r(ρur) + Kf

θ(ρur)

Kf
r(ρuθ) + Kf

θ(ρuθ)

Kf
r(ρet) + Kf

θ(ρet)


 Kf =




Kf
r(ρ) + Kf

θ(ρ) + Kf
z(ρ)

Kf
r(ρur) + Kf

θ(ρur) + Kf
z(ρur)

Kf
r(ρuθ) + Kf

θ(ρuθ) + Kf
z(ρuθ)

Kf
r(ρuz) + Kf

θ(ρuz) + Kf
z(ρuz)

Kf
r(ρet) + Kf

θ(ρet) + Kf
z(ρet)




Tab. 4.4: Expression du terme de filtrage Kf introduit dans l’équation (4.9), suivant la dimension de l’espace
et le paramétrage utilisé.
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4.5.3 Intégration temporelle

On rappelle que l’équation à intégrer temporellement s’écrit, d’après (4.9) :

∂U

∂t
= −Ke(U) + Kv(U) + Kf (U)

On choisit dans toute la suite une méthode de Runge–Kutta explicite à p étapes. L’avancement
en temps du vecteur Un = U(n∆t) au temps n∆t, pour atteindre le vecteur Un−1 = U((n+
1)∆t) au temps (n+ 1)∆t, peut être décrit de la manière suivante :

– On effectue p étapes d’intégration temporelle en n’intégrant que les flux eulériens, ce
qui peut s’écrire, en posant U(j) le vecteur U à l’étape j de l’algorithme :

U(0) = Un

U(j) = Un − αj∆tKe

(
U(j−1)

)
pour j ∈ {1, 2, . . . , p}

où les αj sont les coefficients du schéma d’intégration temporelle.
– On effectue à la dernière étape une intégration des flux visqueux et du filtrage sélectif,

comme le préconisent Bogey & Bailly dans [26] :

Un+1 = U(p) + ∆t
(
Kv(Un) + Kf (U

n)
)

La fonction d’amplification GRK de l’algorithme peut être obtenue par transformée de
Fourier temporelle dans le cas où Ke est linéaire, et en négligeant le traitement des flux
visqueux et du filtrage sélectif à l’étape finale :

GRK(ω∆t) = 1 +

p∑

j=1




p∏

m=p−j+1

αm


 (i ω∆t)j

Dans l’algorithme à 6 étapes d’ordre 2 proposé par Bogey & Bailly dans [25], noté RKo6s,
les coefficients αj sont déterminés par minimisation de la dispersion et de la dissipation pour
des pulsations ω∆t allant jusqu’à π/2. La figure 4.11(a) montre la fonction d’amplification
|GRK| associée à cet algorithme d’intégration temporelle en échelle linéaire tandis que la figure
4.11(b) montre la dissipation 1 − |GRK| en échelle logarithmique.
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Fig. 4.11: (a) Courbe représentative de la fonction d’amplification |GRK| de l’algorithme d’intégration tempo-
relle RKo6s en fonction de la pulsation ω∆t. L’obtention de la limite de stabilité est représentée en
bleu. (b) Courbe représentative de la dissipation 1− |GRK| de l’algorithme d’intégration temporelle
RKo6s en fonction de la pulsation ω∆t en échelle logarithmique. L’obtention de la pulsation de
coupure est représentée en bleu.
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On observe une amplification et une dissipation nulle du signal pour les faibles pulsations.
L’algorithme devient très dissipatif, avec |GRK| très nettement en-deçà de 1 à partir de ω∆t =
2π/3. Il devient instable pour ω∆t > 5π/4.

La pulsation de coupure est déterminée par la plus grande valeur de ω∆t assurant une
dissipation inférieure à 5 × 10−5. On trouve ω∆t ≃ π/2, comme le montre la figure 4.11(b).
Dans toute la suite, l’intégration temporelle sera menée à l’aide du schéma RKo6s. Le tableau
4.5 donne les coefficients αj de ce schéma.

j RKo6s

1 0.117979901628817
2 0.184646966494485
3 0.246623604309588
4 0.331839542735621
5 0.5
6 1.

Tab. 4.5: Coefficients αj correspondant à l’intégration temporelle de Runge–Kutta à 6 étapes d’ordre 2 RKo6s
de Bogey & Bailly [25].

4.5.4 Critère de stabilité

Le recours à un algorithme d’intégration temporelle explicite s’accompagne d’une contrainte
de stabilité numérique reliant le pas de discrétisation temporelle ∆t et la taille de maille mi-
nimale ∆ξmin du maillage. Cette contrainte, liée aux termes convectifs, impose la distance,
rapportée à la taille de maille minimale ∆ξmin, que peut parcourir pendant le temps ∆t une
perturbation se propageant dans la direction eξ à la vitesse c∞ + |ūξ|max, où c∞ est la vitesse
de propagation des ondes acoustiques, et |ūξ|max la vitesse moyenne maximale de l’écoulement
dans la direction eξ. Il s’agit du critère de Courant–Friedrichs–Lewy, donné par [54] :

CFL =
(c∞ + |ūξ|max)∆t

∆ξmin
≤ CFLmax (4.15)

La quantité CFLmax est le nombre de Courant–Friedrichs–Lewy maximal assurant la sta-
bilité du calcul.

4.5.4.1 Sans prise en compte du filtrage

Pour calculer la quantité CFLmax, on considère la fonction d’amplification de l’algorithme
d’intégration temporelle GRK, écrite en fonction de k∆ξ au lieu de ω∆t, dans le cas d’un
milieu convecté à une vitesse |ūξ|max < c∞. Pour cela, il suffit de considérer la relation d’onde
effective ω = (c∞ + |ūξ|max) k

⋆, que l’on peut réécrire ω∆t = CFL k⋆∆ξ, puis d’utiliser la
relation entre k⋆ et k fournie par l’équation (4.13). On obtient :

GRK(k∆ξ) = 1 +

p∑

j=1




p∏

m=p−j+1

αm



(

2 iCFL

N∑

n=1

an sin(n k∆ξ)

)j

L’algorithme d’intégration temporelle est stable si |GRK| ≤ 1 pour k∆ξ ∈ [0, π]. La figure 4.12
montre la fonction d’amplification |GRK| dans l’espace des nombres d’onde pour différents
CFL : 0.7, 1.4, 1.98 et 2.1. On observe que l’amplification vaut 1 à faibles CFL (cas par
exemple pour CFL = 0.7). Quand le nombre CFL augmente, une zone de dissipation apparâıt
dans les hautes nombres d’onde près de k∆ξ = 3π/4 (cas CFL = 1.4). Il apparâıt ensuite avec
une augmentation du CFL un maximum local, qu’il convient de conserver inférieur à 1 pour
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Fig. 4.12: Courbe représentative de la fonction d’amplification |GRK| en fonction du nombre d’onde k∆ξ
pour différents nombres de Courant–Friedrichs–Lewy : CFL = 0.7, CFL = 1.4,
CFL = 1.98, CFL = 2.1

assurer la stabilité de l’algorithme pour tous les nombres d’onde. Ce maximum local vaut 1
pour CFL = 1.98. Pour des valeurs supérieures du nombre CFL, ce maximum local dépasse
1 et l’algorithme devient instable, comme le montre le cas CFL = 2.1. On trouve donc ici
CFLmax = 1.98, ce qui démontre la très bonne robustesse des algorithmes présentés.

Pour des géométries 2–D ou 3–D, on construit un nombre CFL multidimensionnel, res-
pectivement CFL2–D ou CFL3–D, calculé de la même manière que le nombre CFL en 1–D,
mais en considérant la plus grande vitesse dans chacune des directions au lieu de |ūξ|max, et
en considérant la plus petite longueur de maille au lieu de ∆ξmin. Le tableau 4.6 explicte le
nombre CFL multidimensionnel en fonction de la dimension de l’espace, pour les différents
systèmes de coordonnées considérés dans ce travail.

Coord. 2–D

Cart. CFL2–D =

(c∞ + max
i∈{1,2}

|ūi|max)∆t

min
i∈{1,2}

∆ximin

Pol. CFL2–D =
(c∞ + max {|ūr|max, |ūθ|max})∆t

min {∆rmin, (r∆θ)min}

3–D

Cart. CFL3–D =

(c∞ + max
i∈{1,2,3}

|ūi|max)∆t

min
i∈{1,2,3}

∆ximin

Cyl. CFL3–D =
(c∞ + max {|ūr|max, |ūθ|max, |ūz |max})∆t

min {∆rmin, (r∆θ)min,∆zmin}

Tab. 4.6: Expression du CFL multidimensionel, suivant la configuration étudiée et le paramétrage utilisé.

En se plaçant sur un maillage cartésien dont les pas de discrétisation spatiale sont égaux
à ∆ξ dans toutes les directions de l’espace, et en l’absence d’écoulement, les nombres d’onde
les plus grands sont obtenus en multidimensionnel le long des diagonales des mailles. En
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considérant une perturbation ayant un nombre d’onde correctement résolu k∆ξ dans cha-
cune des directions de l’espace, on obtient un nombre d’onde résultant, qui doit également
être correctement résolu, de k

√
n∆ξ dans la direction de la diagonale des mailles pour un

espace à n dimensions (n ∈ {1, 2, 3}). La relation ω∆t = CFLmax k
⋆∆ξ, obtenue en 1–D

dans une direction paramétrée, peut alors être réécrite dans la direction de la diagonale des
mailles en dimension n : ω∆t = CFLn–D

max k
⋆√n∆ξ. On obtient alors CFLn–D

max = CFLmax/
√
n.

L’augmentation en dimension du domaine de calcul requiert donc une diminution du nombre
CFLmax par rapport au cas 1–D d’un facteur

√
n, en vue d’assurer la stabilité de la réso-

lution numérique le long des diagonales des mailles. Avec les algorithmes choisis, le nombre
de Courant–Friedrichs–Lewy maximal assurant la stabilité du calcul vaut, en fonction de la
dimension de l’espace :





CFL1–D
max = 1.98

CFL2–D
max = 1.40

CFL3–D
max = 1.14

À noter que des critères de stabilité peuvent être formulés pour les termes visqueux et
les termes de conduction–diffusion, mais les critères obtenus sont typiquement 100 fois plus
grands que le critère CFL formulé par l’équation (4.15) [22, 97].

On remarque enfin que le pas de temps, imposé par la plus petite maille par la relation
(4.15), sera toujours très petit en pratique. C’est le principal inconvénient de la méthode
explicite utilisée dans ce travail.

4.5.4.2 Avec prise en compte du filtrage

Le fitrage sélectif n’intervenant qu’à la dernière étape de l’algorithme d’intégration tem-
porelle, sa prise en compte nécessite seulement une pondération de la fonction d’amplification
|GRK| par la fonction de transfert du filtre 1−σGf. On choisit ici une force de filtrage maximale
σ = 1. On obtient :

GRK(k∆ξ)=


1 +

p∑

j=1




p∏

m=p−j+1

αm



(

2 iCFL

N∑

n=1

an sin(n k∆ξ)

)j



1−d0− 2

N∑

j=1

dj cos(j k∆ξ)




La figure 4.13 montre la fonction d’amplification |GRK| avec prise en compte du filtrage SFo11p
dans l’espace des nombres d’onde pour différents CFL : 0.7, 1.4, 1.98, 2.05 et 2.1. La dissipation
introduite par le filtrage est clairement visible pour les hauts nombres d’onde, pour lesquels
la fonction d’amplification |GRK| tend vers 0. On observe la présence d’un maximum local
près de k∆ξ = 3π/4 pour des CFL suffisamment élevés. Le cas CFL = 1.98, qui correspondait
au cas critique de stabilité sans prise en compte du filtrage, et maintenant stable, et le cas
critique de stabilité est obtenu pour CFLmax = 2.05. On obtient :





CFL1–D
max = 2.05

CFL2–D
max = 1.45

CFL3–D
max = 1.19

La prise en compte du filtrage permet ainsi d’étendre légèrement la plage des nombres CFL
pour lesquels l’algorithme est stable.
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Fig. 4.13: Courbe représentative de la fonction d’amplification |GRK| avec prise en compte du filtrage, en
fonction du nombre d’onde k∆ξ pour différents nombres de Courant–Friedrichs–Lewy : CFL =
0.7, CFL = 1.4, CFL = 1.98, CFL = 2.05, CFL = 2.1. La limite de stabilité
|GRK| = 1 est représenté en pointillés bleus.

4.5.5 Traitement de l’axe en coordonnées polaires ou cylindriques

Les équations de Navier–Stokes sont singulières en coordonnées polaires ou cylindriques
sur l’axe r = 0, notamment en raison des termes en 1/r, ou de la dégénérescence de la
définition des vecteurs er et eθ. Un soin spécifique dans le traitement numérique de l’axe est
donc nécessaire.

Il existe diverses méthodes pour contourner cette difficulté. Mohseni & Colonius proposent
dans [166] de sauter l’axe en commençant la grille de discrétisation à r = ∆r/2, comme le
montre la figure 4.14(b). L’avantage de cette formulation est que les équations ne sont pas
traitées à l’axe, et donc les équations en polaire peuvent être utilisées dans tout le domaine de
calcul. Pour le traitement numérique près de l’axe, Mohseni & Colonius proposent de prendre
un nombre pair de directions θ, afin que chaque point dans la direction θ admette un sy-
métrique par rapport à l’axe dans la direction θ + π. Cette astuce permet l’utilisation des
schémas aux différences finies centrées FDo11p et du filtrage sélectif centré SFo11p près de
l’axe. La méthode proposée présente le désavantage d’imposer une surdiscrétisation spatiale
près de l’axe. En effet, afin d’assurer une précision acceptable loin de l’axe r = 0, la discré-
tisation azimutale ∆θ doit être très petite. Ceci a des conséquences néfastes sur le pas de
temps, puisque l’utilisateur est contraint, par la condition CFL, de choisir un pas de temps
excessivement petit.

Constantinescu & Lele proposent de traiter la difficulté sur une structure de maillage
standard, avec un point en r = 0 [53], comme le montre la figure 4.14(a). Les équations sont
développées en séries près de l’axe afin de lever les singularités, et traitées séparément. Cette
technique, bien que lourde, permet alors d’avoir un pas de temps deux fois plus grand que
pour la méthode de Mohseni & Colonius.

Freund et al. suggèrent dans [87, 89] de résoudre les équations de Navier–Stokes près
de l’axe en coordonnées cartésiennes, les équations étant régulières dans ce paramétrage. Ce
basculement de systèmes de coordonnées peut nécessiter la mise en œuvre d’un recouvrement
de maillages, comme le montre la figure 4.15. On appliquera cette méthode dans la suite,
puisqu’elle s’inscrit parfaitement dans l’approche multidomaine réalisée dans ce travail. Aussi,
cette méthode permet d’éviter une surdiscrétisation près de l’axe, rendant ainsi accessibles des
pas de temps ∆t plus grands, ce que ne peremettent pas les 2 méthodes précédentes.
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(a) (b)

Fig. 4.14: (a) Maillage 2–D polaire classique avec un premier point en r = 0, utilisé par Constantinescu & Lele
[53]. (b) Maillage 2–D polaire avec un premier point en r = ∆r/2, utilisé par Mohseni & Colonius
[166].

Fig. 4.15: Recouvrement de maillages 2–D cartésien au cœur et polaire en périphérie.
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4.6 Traitement des points de frontière d’un maillage élémen-
taire

Il existe deux familles de points de frontière pour un maillage élémentaire. Les points,
tout d’abord, correspondant à une zone de superposition avec un autre maillage élémentaire
du recouvrement de maillages. Le traitement numérique en ces points est détaillé dans le
chapitre 5. L’autre famille est les points correspondant à une frontière physique du domaine
de calcul. Il peut s’agir par exemple d’une paroi de la géométrie étudiée, ou d’une limite de
type espace libre du domaine de calcul (condition de rayonnement). L’implémentation propre
de conditions aux limites est un point décisif pour une simulation de qualité. En effet, sans soin
particulier, de petites perturbations de pression peuvent être émises par la réflexion d’ondes
incidentes dans les zones de rayonnement ou à la sortie du domaine de calcul de structures
tourbillonnaires, ce qui peut contaminer complètement le rayonnement acoustique proprement
calculé. À titre d’exemple, une réflexion de 1% sur la pression aérodynamique dans une zone
de rayonnement génère typiquement sur la pression acoustique une erreur de 100%. Cette
erreur se propage ensuite dans tout le domaine de calcul, ce qui ne permet pas de préserver
le champ acoustique calculé.

Une autre difficulté est le recours à des schémas de différentiation et de filtrage décentrés
sur les premières et dernières rangées de points. En effet, des schémas centrés à 11 points ne
peuvent plus être utilisés sur les 5 premières et les 5 dernières rangées de points. Le décentrage
introduit de la dispersion et de la dissipation près des frontières, et peut donc générer des
instabilités numériques. Enfin, la dernière difficulté est d’assurer la compatibilité entre les
différentes conditions aux limites sur l’ensemble du domaine de calcul notamment près des
coins. Dans le cas complexe de la cavité cylindrique, il faut coupler des conditions d’entrée de
fluide, des conditions de sortie de fluide (zone éponge), des conditions de rayonnement non
réfléchissantes pour les parois supérieure, amont et aval, ainsi que pour les parois latérales
parallèles à l’écoulement, et des conditions de paroi non-glissantes pour les parois de la cavité
et de la plaque plane, comme le montre la figure 4.16.

Fig. 4.16: Vue éclatée des conditions aux frontières sur l’ensemble du domaine de calcul 3–D pour l’étude
d’une cavité cylindrique. L’écoulement vient de la gauche du domaine de calcul.
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4.6.1 Décentrage des schémas de dérivation spatiale et du filtrage

4.6.1.1 Dérivation spatiale décentrée

Lorsque l’on s’approche des frontières du domaine de calcul, l’utilisation de schémas centrés
pour estimer les dérivées spatiales devient impossible, faute de points dans l’une des directions
spatiales. On utilise dans ce cas des schémas décentrés, lorsque l’on dispose de N − d points
dans la direction de la frontière :

∂f

∂ξ
(ξ) =

1

∆ξ

N+d∑

j=−N+d

aj f(ξ + j∆ξ) + O(∆ξp)

avec d l’indice de décentrage. Dans toute la suite, on utilise des schémas décentrés aux diffé-
rences finies optimisées sur 11 points de Berland et al. [14] pour le calcul près des frontières
des flux eulériens, notés FDo11pd. Des schémas décentrés aux différences finies standard sur
5 points, notés FDs5pd, permettent l’estimation des flux visqueux. La figure 4.17 rappelle la
nomenclature adoptée pour tous les cas de décentrage. Les tableaux A.1 et A.2 en annexe A
donnent les coefficients aj de ces deux schémas en fonction du décentrage. À noter que les
décentrages négatifs sont gérés en observant, pour un schéma sur 2N + 1 points, avec d ≥ 0
et j ∈ {−N − d, . . . ,N − d}, que :

aj

(
FD(2N + 1)p−d

)
= −a−j

(
FD(2N + 1)pd

)

Ke Kf

Kv

FDo11p5

FDo11p4

FDo11p3

FDo11p2

FDo11p1

FDo11p

SFo11p5

SFo11p4

SFo11p3

SFo11p2

SFo11p1

SFo11p

FDs5p2

FDs5p1

FDs5p

d

5

4

3

2

1

0

d

2

1

0

Fig. 4.17: Nomenclature des schémas de différences finies et de filtrage décentrées, en fonction du décentrage
d, pour évaluer les flux eulériens Ke, les flux visqueux Kv et le terme de filtrage Kf . Pour évaluer
une dérivée ou pour filtrer en un point de maillage plein •, on a recours aux variables évaluées aux
points voisins marqués par des symboles vides ◦.

4.6.1.2 Filtrage sélectif décentré

Concernant le filtrage sélectif, on choisit également de décentrer les schémas utilisés en
vue d’une utilisation près des frontières du domaine de calcul. Pour un indice de décentrage
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d, le filtrage s’écrit :

Kf
ξ(f)(ξ) = − σ

∆t

N+d∑

j=−N+d

dj

(
f(ξ + j∆ξ) − f̄(ξ + j∆ξ)

)

Les décentrages négatifs sont traités, pour un schéma sur 2N + 1 points, avec d ≥ 0 et
j ∈ {−N − d, . . . ,N − d}, en remarquant que :

dj

(
SFo(2N + 1)p−d

)
= d−j

(
SFo(2N + 1)pd

)

On utilise dans la suite des schémas décentrés optimisés sur 11 points de Berland et al. [14],
notés FDo11pd, qui dégénèrent en un schéma à 10 points puis 7 points pour les décentrages
d = 3 et d ≥ 4, respectivement. La figure 4.17 explicite la nomenclature adoptée pour le
filtrage sélectif décentré en fonction du décentrage d, tandis que le tableau A.3 en annexe A
rappellent les coefficients dj des schémas de filtrage en fonction du décentrage d.

4.6.2 Condition de rayonnement de Tam & Dong

Le type d’approche retenu dans ce travail présuppose que les frontières où une condition de
rayonnement doit être appliquée sont loin des sources de bruit. Les fluctuations acoustiques à
ces frontières peuvent alors être écrites comme une solution des équations de Navier–Stokes, ré-
écrites dans le cas purement acoustique pour un fluide parfait. Les conditions aux limites non-
réfléchissantes s’écrivent donc comme un développement asymptotique des équations d’Euler
linéarisées autour des champs moyens. La formulation proposée par Tam & Webb [235] est
2–D et suppose un écoulement uniforme. Tam & Dong ont étendu la formulation dans le cas
d’écoulements quelconques [231].

4.6.2.1 Formulation 2–D

Les conditions de rayonnement s’écrivent naturellement en coordonnées polaires, du fait
de l’hypothèse d’une application de ces conditions loin des sources acoustiques considérées
comme ponctuelles. L’origine des coordonnées r = 0 est fixée sur les sources acoustiques. Les
conditions non-réfléchissantes de rayonnement ont pour expression :

1

Vg

∂

∂t




ρ
ur

uθ

p


+

(
∂

∂r
+

1

2r

)



ρ− ρ̄
ur − ūr

uθ − ūθ

p− p̄


 =

K̃f

Vg
(4.16)

Le terme de filtrage K̃f correspond ici au terme de filtrage Kf défini au tableau 4.4, où l’on
a remplacé le terme de filtrage en l’énergie totale ρet par un terme de filtrage indirect en
la pression p construit à partir du filtrage direct en ρ, ρu et en ρet. L’écriture ici n’est que
formelle puisqu’en pratique, on intègre temporellement l’équation (4.16) en p. On remplace
ensuite la pression p par l’énergie totale ρet à l’aide de l’équation (4.5), avant de procéder à
l’opération de filtrage (dernière étape de l’algorithme de Runge–Kutta).

Dans l’équation (4.16), Vg est la vitesse de groupe des ondes acoustiques. La vitesse de
groupe Vg peut être décomposée en la vitesse moyenne du son c̄, perpendiculaire aux fronts

d’onde et dont la norme vaut c̄ =
√
γp̄/ρ̄, et la vitesse moyenne de l’écoulement ū. On obtient

donc Vg = c̄+ū. Le vecteur Vg étant colinéaire au vecteur er, sa valeur algébrique est calculée
par projection de c̄ + ū sur er comme le montre la figure 4.18. On obtient :

Vg = ur +
√
c̄2 − u2

θ
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Vg

eθ

er

c̄

ū

Fig. 4.18: Calcul de la vitesse de groupe Vg par projection sur er du vecteur c̄ + ū.

Une formulation en coordonnées cartésiennes est obtenue par linéarité, en considérant que
les sources de bruit sont à l’origine (x1 = 0, x2 = 0). On obtient :

1

Vg

∂

∂t




ρ
u1

u2

p


+

1√
x2

1 + x2
2

(
x1

∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+

1

2

)



ρ− ρ̄
u1 − ū1

u2 − ū2

p− p̄


 =

K̃f

Vg

La vitesse de groupe Vg est obtenue par l’équation :

Vg = ū · er +

√
c̄2 − (ū · eθ)2 avec : er =

[
cos θ
sin θ

]
eθ =

[
− sin θ
cos θ

]

4.6.2.2 Formulation 3–D

Les conditions de rayonnement s’écrivent en coordonnées sphériques, en considérant les
sources de bruit ponctuelles et placées en r = 0, et en supposant une application loin des
sources de bruit :

1

Vg

∂

∂t




ρ
ur

uθ

uϕ

p




+

(
∂

∂r
+

1

r

)



ρ− ρ̄
ur − ūr

uθ − ūθ

uϕ − ūϕ

p− p̄




=
K̃f

Vg
(4.17)

où uϕ est la composante de vitesse dans la direction zénithale, et ūϕ sa moyenne temporelle.
Vg est portée par le vecteur radial er et a pour valeur algébrique :

Vg = ur +
√
c̄2 − u2

θ − u2
ϕ

Il est possible d’exprimer ces conditions en coordonnées cartésiennes ou cylindriques par chan-
gement de variables, comme le proposent respectivement la figure 4.19(a) et 4.19(b).

En coordonnées cartésiennes, on pose le changement de variables :





x1 = r cos θ sinϕ
x2 = r sin θ sinϕ
x3 = r cosϕ

soit :





r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3

θ = 2 tan−1

(
−x1/x2 + sgn(x2)

√
1 + (x1/x2)

2

)

ϕ = cos−1
(
x3/
√
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
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Fig. 4.19: (a) Coordonnées sphériques M(r, θ, ϕ) et coordonnées cartésiennes M(x1, x2, x3). (b) Coordonnées
sphériques M(r, θ, ϕ) et coordonnées cylindriques M(r, θ, z).

Les conditions de rayonnement s’écrivent :

1

Vg

∂

∂t




ρ
u1

u2

u3

p




+
1√

x2
1 + x2

2 + x2
3

(
x1

∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
+ 1

)



ρ− ρ̄
u1 − ū1

u2 − ū2

u3 − ū3

p− p̄




=
K̃f

Vg

La vitesse de groupe Vg est donnée par l’équation :

Vg = ū · er +

√
c̄2 − (ū · eθ)2 − (ū · eϕ)2 (4.18)

avec :

er =




cos θ sinϕ
sin θ sinϕ

cosϕ


 eθ =




− sin θ
cos θ

0


 eϕ =




cos θ cosϕ
sin θ cosϕ
− sinϕ




En coordonnées cylindriques, le changement de variables est le suivant :

{
r = r sinϕ
z = r cosϕ

soit :





r =
√
r2 + z2

ϕ = 2 tan−1

(
−z/r + sgn(r)

√
1 + (z/r)2

)

On obtient :
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Vg
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ρ
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uθ
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p




+
1√
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r
∂

∂r
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∂
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ρ− ρ̄
ur − ūr

uθ − ūθ

uz − ūz

p− p̄




=
K̃f

Vg

La vitesse de groupe est donnée par l’équation (4.18), où les vecteurs er, eθ et eϕ peuvent
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être explicités dans la base (er,eθ,ez) :

er =




sinϕ
0

cosϕ


 eθ =




0
1
0


 eϕ =




cosϕ
0

− sinϕ




4.6.3 Condition de sortie et élaboration d’une zone éponge

Les conditions de rayonnement décrites précédemment ne permettent pas la sortie de
fluctuations aérodynamiques du domaine de calcul. Outre la génération de fortes réflexions
qui peuvent masquer le champ acoustique physique calculé dans le domaine de calcul, on
assiste également à une accumulation des fluctuations aérodynamiques près des frontières de
sortie, ce qui tend à faire diverger le calcul. On choisit dans ce travail d’ajouter une zone
éponge comme le proposent Colonius et al. [51] et Bogey [22], qui permet de dissiper l’énergie
tourbillonnaire sans générer d’ondes acoustiques.

L’élaboration d’une zone éponge repose sur l’association d’un étirement de maillage et
l’ajout d’un terme dissipatif dans les équations résolues. Le fort étirement du maillage dans le
sens de l’écoulement, de l’ordre de 5%, permet de dissiper en partie les structures tourbillon-
naires. Une dissipation supplémentaire K∆ est introduite dans l’équation (4.9) pour réduire
davantage ces structures tourbillonnaires. Cette dissipation supplémentaire joue même un
double rôle, puisqu’elle permet également de dissiper les ondes parasites générées par le fort
étirement de maillage. Le terme de filtrage Kf dans le membre de droite de l’équation (4.9)
est donc remplacé par le terme Kf +K∆. La réduction des ondes parasites est menée à l’aide
d’un filtrage standard sur 3 points FDs3p, dont les coefficients sont donnés dans le tableau
4.7, appliqué dans chacune des directions de l’espace. Dans la direction paramétrée par ξ, il
s’écrit :

K∆
ξ(f)(ξ) = −σép(ξ)

∆t

1∑

j=−1

dj

(
f(ξ + j∆ξ) − f̄(ξ + j∆ξ)

)

où σép est la dissipation supplémentaire dans la zone éponge. Elle est introduite progressive-
ment :

σép(ξ) = σmax
ép

(
ξ − ξmin

ép

ξmax
ép − ξmin

ép

)2

1{ξ∈[ξmin
ép ,ξmax

ép ]}(ξ)

avec σmax
ép la dissipation maximale dans la zone éponge. En pratique, on choisit la dissipation

maximale telle que σmax
ép /∆t = 2 × 10−3.

j SFs3p

0 1/2
1 −1/4

Tab. 4.7: Coefficients dj correspondant au filtrage sélectif standard sur 3 points SFs3p. Les coefficients vérifient
d−j = dj .

4.6.4 Condition d’entrée

Dans ce travail, on utilise à l’entrée du domaine une condition de rayonnement de Tam &
Dong. Afin d’imposer proprement le profil de vitesse uentrée et d’éviter une dérive des champs
moyens de vitesse, on a recours à un terme de rappel sur la vitesse. On ajoute à l’équation de
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la vitesse u, dans (4.16) ou (4.17), le terme Ku
r dans le membre de droite :

Ku
rap = −

αu
rap

∆t
(ū− uentrée)

où αu
rap est la force du rappel sur la vitesse. On prend typiquement αu

rap = 5 × 10−3.

Comme aucune information ne peut provenir de l’extérieur du domaine de calcul, on assiste
également à une dérive des champs moyens p̄ et ρ̄ en l’asbence de traitements spécifiques.
L’ajout d’un terme de relaxation sur la pression à l’entrée permet de maintenir le champ moyen
de pression près des frontières libres du domaine. On ajoute à l’équation de la pression, dans
(4.16) ou (4.17), le terme Kp

r dans le membre de droite sur les premiers points du domaine :

Kp
rap = −α

p
rap

∆t
(p̄− p∞)

où αp
rap est la force du rappel sur la pression, qui vaut typiquement 2 × 10−3.

Un rappel du même type est introduit également sur la masse volumique ρ :

Kρ
rap = −α

ρ
rap

∆t
(ρ̄− ρentrée)

où ρentrée est le profil de masse volumique à l’entrée. La quantité αρ
rap est la force du rappel

sur la masse volumique, fixée à αρ
rap = 10−3 dans la suite.

4.6.5 Condition de paroi solide

Les conditions aux parois sont des conditions physiques naturelles imposées aux équations
de Navier–Stokes. Pour un fluide visqueux, on impose une condition d’adhérence à la paroi.
Le non-glissement du fluide sur la paroi et la non-pénétration de la surface solide s’écrit :

u|paroi = 0

Des hypothèses sur le comportement thermodynamique de la paroi contraignent davantage le
système, avec l’ajout d’une équation sur la température à la paroi dans le cas isotherme ou
sur le flux de chaleur dans le cas adiabatique.

Comme le précise Berland dans [13], l’introduction des conditions aux limites à la paroi
rend hyperstatique le problème aux différences finies. En effet, les points à la paroi doivent à
la fois vérifier les équations de Navier–Stokes et aussi satisfaire les conditions d’adhérence et
la condition thermodynamique. On se retrouve dès lors avec plus d’équations que d’inconnues.
Il existe plusieurs démarches pour s’affranchir du caractère hyperstatique de la formulation
du problème par différences finies. Gloerfelt propose dans [97] une description détaillée de ces
différentes démarches. Une première méthode, par analogie à la méthode des points images
utilisée en optique, consiste à utiliser des points fantômes, ou points fictifs, afin de simuler la
reflexion (symétrique pour la pression, les vitesses tangentielles à la paroi et pour la masse
volumique, ou antisymétrique pour la composante normale de la vitesse), engendrée par la
paroi. Une seconde méthode, proposée par Tam & Dong dans [233], propose de lever l’hyper-
statisme du problème en faisant appel au minimum nécessaire de points fantômes, apportant
ainsi autant d’inconnues supplémentaires que de conditions additionnelles. Une troisième mé-
thode repose sur l’utilisation des caractéristiques 1–D de Thompson [239], étendues pour un
fluide visqueux par Poinsot & Lele [183]. La méthode consiste en le calcul des invariants tour-
billonnaire, entropique et acoustiques (progressif et retrograde) dans la direction normale à
la paroi. On impose que l’amplitude de l’onde réfléchie est égale à celle de l’onde incidente,
en forçant l’égalité des invariants entrant et sortant, et en imposant la nullité des invariants
tourbillonnaire et entropique. Une dernière méthode, que l’on utilisera dans la suite, est la
réécriture des équations de conservation de la masse et de l’énergie totale en y imposant les
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conditions d’adhérence et en estimant les gradients à partir des points intérieurs à l’aide de
schémas de différences finies décentrés. Cette méthode permet de calculer la masse volumique
et l’énergie totale par unité de masse à la paroi directement, tout en imposant la condition
u|paroi = 0.

Formulation 3–D

En coordonnées cartésiennes, les conditions de paroi, pour une paroi dans le plan (x1, x2)
peuvent être réécrites :
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où le vecteur Kf est réduit au filtrage relatif aux variables ρ et ρet.
En coordonnées cylindriques, les conditions de paroi, pour une paroi dans le plan r constant

peuvent être réécrites :




∂ρ

∂t
+ ρ

∂ur

∂r
∂ρet
∂t

+
γ p

γ − 1

∂ur

∂r
−µ
(

2

(
∂ur

∂r

)2

− 2

3

∂ur

∂r

∂(rur)

r∂r
+

(
∂uθ

∂r

)2

+

(
∂uz

∂r

)2
)

+
∂qr
∂r

+
∂qθ
r∂θ

+
∂qz
∂z


=Kf

Pour une paroi dans le plan (r, θ), on obtient :
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Une condition d’adiabaticité est obtenue en imposant un flux de chaleur normal à la paroi
nul. L’utilisation de cette méthode peut conduire à des instabilités numériques importantes à
la paroi, lorsque les dérivées spatiales sont évaluées à l’aide de schémas décentrés d’ordre élevé.
La mise en place du filtrage sélectif Kf est donc une étape importante, en vue de dissiper les
instabilités hautes fréquences générées numériquement. On utilisera les filtrages sélectifs sur
11 points décentrés de Berland [14].

4.6.6 Traitement spécifique des points au coin de fond de cavité

Les points proches du coin de fond de cavité peuvent nécessiter, en fonction des pas de
discrétisation choisis, un traitement spécifique lors du régime transitoire. En effet, l’utilisation
de schémas numériques complètement décentrés dans les directions er et ez, pour traiter le
coin de fond de cavité (voir la figure 4.20), peut donner naissance à des instabilités numériques
qui compromettent la stabilité du calcul, notamment lors de l’opération de filtrage lorsque les
champs moyens n’ont pas encore convergé. Ces instabilités parasites présentent usuellement
une longueur d’onde comprises entre 4 et 12 points de maillage. Elles sont réduites à l’aide du
filtrage filtrage sur 3 points SFs3p, moins sélectif que le filtrage SFo11p, dans les directions
er et eθ sur les derniers points en r et en z de coin de cavité. Un filtrage décentré sur 4
points SFo4p1, dont les coefficients sont rappelés en annexe A, est utilisé pour le traitement
spécifique aux points de paroi. Ce filtrage est fenêtré par la fonction w(r, z), ce qui permet
de l’introduire progressivement. En notant respectivement rmin

∆ , rmax
∆ , et zmax

∆ les bornes géo-
métriques inférieure et supérieure du filtrage radial, et la borne géométrique supérieure du
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Fig. 4.20: Aperçu du décentrage complet dans les directions er et ez pour les points au coin de fond de cavité.
Pour évaluer une dérivée ou pour filtrer en un point de maillage plein • au coin de fond de cavité,
on a recours aux variables évaluées aux points voisins marqués par des symboles vides ◦.

filtrage en z, on pose :

w(r, z) =

(
rmax
∆ − r

rmax
∆ − rmin

∆

)3/2( z

zmax
∆

)3/2

1{r∈∆≤r≤rmax
∆ }(r)1{0≤z≤zmax

∆ }(z)

On prend typiquement : rmin
∆ = R − 10∆r, rmax

∆ = R, et zmax
∆ = 8∆z, avec R le rayon de la

cavité cylindrique. On choisit enfin une force de filtrage σ de 5 × 10−4.

4.6.7 Condition de périodicité

Une condition de périodicité dans une direction consiste à compléter le support de points
nécessaire pour une opération numérique (dérivation, filtrage, etc.) près d’une frontière en du-
pliquant, au-delà de la frontière, les points de maillage nécessaires présents à l’autre extrémité
du maillage, comme le montre la figure 4.21. Cette condition de périodicité est appliquée dans

périodicité

duplication

Fig. 4.21: Condition de périodicité pour un support à 11 points centrés. Le calcul en un point plein • se fait
à l’aide des points voisins ◦ et des points •◦ obtenus par duplication des points de frontière × de
l’autre extrémité du maillage.



128 Ch.4 Développement d’un code de simulation avec recouvrement de maillages

le cas d’un maillage polaire ou cylindrique pour la discrétisation azimutale, autour de l’angle
de coupure, que l’on choisit à θ = 0. La mise en œuvre de la condition de périodicité est en
pratique obtenue en dupliquant les 5 rangées de points de part et d’autre de la coupure par
congruence modulo 2π, comme l’illustre la figure 4.22. Ceci permet de conserver un support
centré sur 11 points pour les méthodes numériques autour de la coupure.

Fig. 4.22: Vue éclatée de la discrétisation azimutale pour un maillage polaire. L’utilisation du support sur 11
points centré au niveau de la coupure θ = 0 nécessite le recours aux points de maillage notés •
obtenus par duplication des points de maillage congrus modulo 2π.

4.7 Calcul des champs moyens

Le modèle de sous-maille (filtrage), ainsi que les conditions de rayonnement de Tam &
Dong appliquées aux frontières du domaine de calcul, font intervenir la valeur moyenne f̄
d’une quantité f (voir les équations (4.14), (4.16) et (4.17)). Or, cette valeur f̄ n’est a priori
accessible qu’une fois le calcul achevé, en prenant la moyenne arithmétique de la quantité f
en fonction du temps, une fois le régime transitoire écoulé. Cette quantité étant cependant
nécessaire à chaque itération de l’algorithme de résolution numérique, on choisit de l’estimer
à chaque itération à partir des valeurs de f aux itérations précédentes. Cette estimation
nécessite cependant un soin particulier : une mauvaise estimation de la valeur moyenne peut
en effet prolonger “artificiellement” le régime transitoire de l’écoulement simulé, voire nuire à
la stabilité même du calcul, notamment dans les régions où un filtrage sélectif décentré est
utilisé.

Dans le cadre de nos simulations, on choisit de calculer la quantité moyenne f̄ de manière
récurrente, à une fréquence nf∆t, qui dépend typiquement de la vitesse de l’écoulement et
de la taille des plus petites structures tourbillonnaires. En notant f̄n la quantité moyenne à
l’instant n∆t, la moyenne à l’instant (n+ nf )∆t est estimée à l’aide de la relation :

f̄n+nf =
(n− nmoy)f̄

n + fn+nf

n− nmoy + 1

où la quantité nmoy, qui peut dépendre du temps, permet d’ajuster les pondérations dans la
moyenne barycentrique estimant la quantité moyenne f̄n+nf , en fonction de l’avancement de
la simulation. Elle joue donc directement sur la vitesse de convergence de f̄n vers f̄ .







Chapitre 5

Outils de communication associés à l’utilisa-
tion de recouvrements de maillages

On détaille dans ce chapitre le développement de méthodes numériques afin d’effectuer les
communications entre les différents maillages élémentaires constituant le maillage composite
de la cavité cylindrique. Les communications sont effectuées par produit tensoriel d’interpola-
tions 1–D d’ordre élevé qui garantissent la précision du calcul. Les méthodes d’interpolation
utilisées dépendant fortement de la géométrie de la zone de communication, des interpolations
décentrées d’ordre élevé sont développées pour réaliser les communications à l’ouverture de la
cavité, près des parois (voir la partie 4.3.2). Toute la partie théorique concernant ces interpola-
tions a fait l’objet d’une publication [64]. La dernière partie aborde la mise œuvre du calcul à
grande échelle. En effet, la technique de recouvrement de maillages, qui permet de partitionner
le domaine de calcul en plusieurs maillages élémentaires sur lesquelles les tâches numériques
peuvent être en partie effectuées indépendamment des autres maillages élémentaires, invite à
la parallélisation du code de simulation.

5.1 Contexte

La bonne gestion des communications entre les maillages élémentaires d’un maillage com-
posite constitue un élément décisif pour mener une simulation de qualité. Plusieurs contraintes
conditionnent le développement des méthodes de communication.

5.1.1 Contraintes numériques

Dans le cadre d’un calcul direct aéroacoustique sur un maillage composite, les algorithmes
de communication sont utilisés en association avec un schéma aux différences finies et un
filtrage sélectif d’ordre élevé. Ceci implique alors de devoir contrôler l’erreur introduite par
les méthodes de communication afin de garantir la même précision que les autres méthodes
numériques utilisées dans la simulation. On souhaite ainsi introduire une erreur en-deçà de
10−5 sur l’intervalle des nombres d’onde correctement résolus par le schéma aux différences
finies utilisé, c’est à dire k∆ξ ∈ [0, 2π/5].

Comme le font remarquer Tam & Kurbatskii dans [230], cela passe généralement par
l’utilisation de supports centrés assez longs de points donneurs, qui envoient de l’information
vers un point receveur. Les méthodes de communication à développer peuvent donc dépendre
aussi fortement des zones géométriques où elles seront appliquées, en raison de la nécessité
d’utiliser de larges supports de communication, afin de garantir une bonne précision du calcul.
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En effet, il est tout à fait envisageable d’avoir des régions de communication où pour des raisons
géométriques, un large support de points donneurs ne peut être utilisé. Il est donc nécessaire
d’identifier précisément les régions du maillage composite qui requièrent la mise en œuvre
d’outils de communication.

5.1.2 Contraintes géométriques

Le type de maillage composite retenu pour l’étude numérique de la cavité cylindrique a
été brièvement introduit à la partie 4.3.2. Cependant, le véritable maillage composite que
l’on retient pour l’étude numérique de la cavité cylindrique est légèrement différent de ce
dernier, compte tenu de la remarque faite à la partie 4.5.5 pour s’affranchir de la singularité
des équations à l’axe du maillage cylindrique. En effet, on choisit de basculer au cœur de la
cavité, autour de l’axe du maillage cylindrique, en un paramétrage cartésien. Par conséquent,
le maillage composite considéré est constitué de 3 maillages : un maillage cartésien au cœur de
la cavité, un maillage cylindrique près des parois latérales de la cavité, et un maillage cartésien
pour le demi-espace supérieur, comme l’illustrent la figure 5.1 et la figure 5.2.

Fig. 5.1: Maillage composite de la cavité cylindrique, construit à l’aide d’un maillage cartésien au cœur de la
cavité (en rouge), d’un maillage cylindrique près des parois latérales de la cavité (en bleu), et d’un
maillage cartésien pour le demi-espace supérieur dès la lèvre de la cavité (en vert). Les zones de
superposition ne sont pas représentées pour plus de lisibilité.

Sur la figure 5.2, qui propose une vue en coupe du maillage composite dans le plan
(O,e1,e3), on distingue trois zones de superposition qui sont le lieu de communications.

La première zone de superposition concerne le maillage cartésien de cœur (en rouge sur
les figures 5.1 et 5.2) et le maillage cartésien du demi-espace supérieur (en vert sur les figures
5.1 et 5.2), illustrée par la figure 5.3. Comme ces deux maillages ont le même système de
paramétrage, il parait commode de faire cöıncider les points dans la zone de superposition, ce
qui permet une communication par collocation. C’est en outre le moyen de plus simple et
le moins coûteux pour faire communiquer deux maillages. En pratique, on choisit les mêmes
pas de discrétisation pour ces deux maillages et l’on place un point de maillage au centre de
la cavité O pour les deux maillages.

La seconde zone de superposition est celle entre le maillage cartésien de cœur (en rouge
sur les figures 5.1 et 5.2) et le maillage cylindrique périphérique (en bleu sur les figures 5.1
et 5.2), comme le montre la figure 5.4. Le type de paramétrage étant différent entre ces deux
maillages, on ne peut pas assurer géométriquement une collocation en chacun des points
de la zone de superposition. Comme le suggèrent certains auteurs dans la littérature [63,
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e3

e1

O

Fig. 5.2: Vue de coupe dans la plan (O, e1, e3) du maillage composite de la cavité cylindrique, construit à
l’aide d’un maillage cartésien au cœur de la cavité (en rouge), d’un maillage cylindrique près des
parois latérales de la cavité (en bleu), et d’un maillage cartésien pour le demi-espace supérieur dès
la lèvre de la cavité (en vert)

zone de communication

e3

e1

O

Fig. 5.3: Zone de communication no1 entre le maillage cartésien du demi-espace supérieur (en vert) et le
maillage cartésien de cœur de cavité (en rouge). Le maillage cylindrique périphérique est masqué
pour plus de lisibilité.

229, 230], la communication entre ces deux maillages élémentaires peut alors être effectuée
par interpolation multidimensionnelle. Ces interpolations multidimensionnelles peuvent être
réalisées par produit tensoriel d’interpolations 1–D, ce qui présente l’avantage de réduire une
interpolation multidimensionnelle à une succession d’interpolations 1–D [31, 37, 91, 154]. On
choisit une communication par succession d’interpolations centrées d’ordre élevé, c’est
à dire que l’on dispose d’un nombre important de points donneurs de part et d’autre du
point receveur où une interpolation est menée. Afin de faciliter la mise en œuvre numérique
des interpolations 1–D successives, on choisit le même pas de discrétisation dans l’axe e3 du
maillage cartésien et l’axe ez du maillage cylindrique, rendant coplanaires les points donneurs
d’un maillage et les points receveurs de l’autre maillage.

Enfin la troisième zone de superposition concerne le maillage cartésien du demi-espace su-
périeur (en vert sur les figures 5.1 et 5.2) et le maillage cylindrique périphérique (en bleu sur les
figures 5.1 et 5.2), près du bord de la cavité. La zone de superposition est illustrée par la figure
5.5. Là aussi, les paramétrages des deux maillages étant différents, une collocation en chacun
des points de la zone de superposition est géométriquement impossible. On a donc recours à
une méthode d’interpolation pour réaliser la communication entre les deux maillages. La com-
munication depuis le maillage cartésien du demi-espace supérieur vers le maillage cylindrique
de paroi peut être gérée par interpolations centrées 1–D successives d’ordre élevé. Cependant,
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zone de communication
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Fig. 5.4: Zone de communication no2 entre le maillage cartésien de cœur (en rouge) et le maillage cylindrique
périphérique (en bleu). Le maillage cartésien du demi-espace supérieur est masqué pour plus de
lisibilité.

zone de communication
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Fig. 5.5: Zone de communication no3 entre le maillage cartésien du demi-espace supérieur (en vert) et le
maillage cylindrique périphérique (en bleu). Le maillage cartésien de cœur est masqué pour plus de
lisibilité.

le transfert d’information depuis le maillage cylindrique périphérique vers le maillage cartésien
supérieur, qui se fait près de la paroi dans la lèvre de la cavité, ne peut se faire directement par
une succession d’interpolations centrées utilisant un large support de points donneurs comme
dans le cas précédent. En effet, alors que l’on dispose a priori d’autant de points du maillage
cylindrique que l’on désire dans la direction du cœur de la cavité, le nombre de points donneurs
disponibles est très limité dans la direction de la paroi, comme l’illustre la figure 5.6 : pour les
points rouges du maillage cartésien qui recoivent des données depuis le maillage cylindrique
périphérique, un unique point de maillage cylindrique est disponible dans la direction de la
paroi. Pour les points magenta du maillage cartésien, seulement deux points dans la direction
de la paroi sont disponibles.

Des méthodes numériques faisant appel à des points fantômes ont été développées pour
pouvoir utiliser de larges supports de communication même près des parois latérales de la
cavité [134, 233], mais le choix des valeurs des différentes variables à assigner aux points
fantômes restent un problème majeur, notamment dans le cas de parois non-glissantes. On
n’utilisera donc pas cette méthode dans la suite. On choisit finalement pour cette troisième
zone de superposition de développer une méthode d’interpolation spécifique au cas
décentré, pour effectuer la communication depuis le maillage cylindrique périphérique vers
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Fig. 5.6: (a) Coupe dans le plan (O, e1, e3) de la zone de superposition entre le maillage cartésien du demi-
espace supérieur (en vert) et le maillage cylindrique périphérique (en bleu). (b) Coupe dans le plan
(O, e1, e2) de la zone de superposition entre le maillage cartésien du demi-espace supérieur (en
vert) et le maillage cylindrique périphérique (en bleu). Sur les deux figures, les points receveurs du
maillage cartésien n’ayant de disponible dans la direction de la paroi qu’un seul point donneur du
maillage cylindrique sont représentés point rouge •, les points receveurs du maillage cartésien n’ayant
de disponibles dans la direction de la paroi que deux points donneurs du maillage cylindrique sont
représentés d’un cercle magenta ◦.

le maillage cartésien du demi-espace supérieur.

5.1.3 Environnement mathématique

Cette sous-partie détaille les notations adoptées dans ce chapitre. Soit N un entier dans
N∗\{1}. On note Sξ = {ξ0, ξ1, . . . , ξN−1} un ensemble de réels vérifiant ξj = ξ0 + j∆ξ pour
tout j ∈ {0, 1, . . . , n−1} avec ∆ξ le pas de discrétisation. Cet ensemble de N réels définitN−1
intervalles (ou cellules) sur lesquels on peut mener une interpolation à la position ξ. Dans toute
la suite, on suppose que les interpolations sont menées sur la cellule d. Le cas centré est obtenu
en choisissant N pair et en prenant d = N/2. Le point receveur ξ s’écrit ξ = ξ0+(d−1+η)∆ξ,
où η est la partie fractionnaire de (ξ − ξ0)/∆ξ (η ∈ [0, 1[). Ce support d’interpolation 1–D
de points donneurs est représenté par la figure 5.7. Le pas de discrétisation ∆ξ est supposé

ξ0 ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5

∆ξ η∆ξ

ξ

d eme cellule

Fig. 5.7: Support d’interpolation 1–D dans le cas N = 6 et d = 2.

constant. Le cas des maillages non-réguliers usuellement rencontrés en pratique ne pose pas
de difficultés supplémentaires, puisqu’il est généralement possible de se ramener à un maillage
cartésien régulier (le domaine transformé) en effectuant une transformation mathématique du
domaine physique [212].

Soit f une fonction discrète connue de Sξ dans C. On note fj = f(ξj). La valeur de son

interpolation au point receveur ξ est notée f̃(ξ). Une formulation 1–D explicite non-couplée
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peut être écrite, d’après Sherer & Scott par [211] :

∀ ξ ∈ [ξ0, ξN−1[, f̃(ξ) =

N−1∑

j=0

Sj(ξ) fj (5.1)

où Sj(ξ) sont N coefficients d’interpolation. On note sd
j (η) = Sj(ξ) = Sj

(
ξ0 + (d− 1 + η)∆ξ

)

et χ = −(d− 1 + η). L’équation (5.1) peut être reformulée :

∀ η ∈ [0, 1[, f̃(ξ) =
N−1∑

j=0

sd
j (η) fj (5.2)

Ainsi, une méthode d’interpolation explicite à N points sur la cellule d est entièrement déter-
minée par la construction des N fonctions d’interpolation sd

j , definies de [0, 1[ dans R. Aussi,
une méthode d’interpolation explicite à N points sur la cellule N−d peut être déduite à partir
d’une méthode d’interpolation explicite à N points sur la cellule d en remarquant que :

sN−d
j (η) = sd

N−1−j(1 − η)

5.2 Techniques d’interpolation 1–D

Il existe dans la littérature une myriade de méthodes d’interpolation 1–D. La principale
différence entre ces méthodes est l’espace d’interpolation dans lequel on choisit de construire
les fonctions interpolatrices sd

j . On peut citer par exemple les splines, les interpolations trigono-
métriques, les interpolations polynomiales, les interpolations de Tchebychev, les interpolations
en sinus cardinaux ou les interpolations par ondelettes [31]. On présente ici deux méthodes
d’interpolation 1–D : les interpolations de Lagrange, et les interpolations optimisées dans l’es-
pace des nombres d’onde développées par Tam & Kurbatskii dans [230], que l’on se propose
de revisiter pour un décentrage d quelconque.

5.2.1 Interpolations de Lagrange 1–D

Quel que soit le point donneur ξj, un unique polynôme ℓj de degré au plus N , qui vaut 1
au point donneur ξj et 0 aux autres points donneurs, peut être construit [135, 243]. Il s’agit
du polynôme défini par, ∀ ξ ∈ [ξ0, ξN−1[ :

ℓj(ξ) =

N−1∏

q = 0
q 6= j

ξ − ξq
ξj − ξq

La valeur de l’interpolation de f au point receveur ξ situé dans la cellule d est alors calculée
par :

∀ ξ ∈ [ξd−1, ξd[, f̃(ξ) =
N−1∑

j=0

ℓj(ξ)fj (5.3)

À partir des équations (5.2) et (5.3), une projection sur la base canonique de l’ensemble
vectoriel de fonctions Sξ 7→ C permet d’expliciter le coefficient d’interpolation sd

j :

sd
j (η) =

N−1∏

q = 0
q 6= j

q + χ

q − j
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avec χ la quantité définie par χ = −(d − 1 + η). Dans la suite, cette famille de méthodes
d’interpolation est notée LINpd, oùN correspond à la longueur du support de points donneurs,
et d la cellule d’interpolation. L’interpolation est centrée quand N est pair et d vaut N/2.
L’interpolation linéaire est obtenue en considérant l’interpolation de Lagrange à 2 points
centrée LI2p1.

Il est possible de quantifier les performances de cette famille de méthodes d’interpolation
en considérant l’erreur global, l’amplification et le déphasage d’interpolation.

5.2.1.1 Erreur globale d’interpolation

Une erreur locale d’interpolation peut être d’abord construite à partir de la formulation
proposée par Tam & Kurbatskii dans [230]. On note fk une fonction-test harmonique ayant
un nombre d’onde k et une phase φ :

fk :

{
[ξ0, ξN−1] 7−→ C

ξ 7−→ ei(kξ+φ) (φ ∈ [−π, π[)

L’erreur locale d’interpolation sur la cellule d, que l’on note εdloc peut être définie par :

εdloc(η, k∆ξ) =

∣∣∣∣∣
fk(ξ) − f̃k(ξ)

fk(ξ)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 −

N−1∑

j=0

sd
j (η) e

i(j+χ)k∆ξ

∣∣∣∣∣∣

Une interprétation géométrique de l’erreur locale d’interpolation est représentée sur la figure
5.10. L’erreur globale d’interpolation sur la cellule d, notée εd, est construite en prenant la
plus grande erreur locale d’interpolation lorsque la position relative d’interpolation η parcourt
l’ensemble de la cellule d. On a donc :

εd(k∆ξ) = max
η∈[0,1[

εdloc(η, k∆ξ)

La figure 5.8 montre l’erreur globale d’interpolation dans l’espace des nombres d’onde
pour les interpolations de Lagrange centrées à 2, 4, 6, 8 et 10 points. Dans chacun des cas,
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Fig. 5.8: Erreur globale d’interpolation εN/2 dans l’espace des nombres d’onde pour des interpolations de
Lagrange centrées à N points, avec N pair : Interpolation de Lagrange à 2 points LI2p1,
Interpolation de Lagrange à 4 points centrée LI4p2, Interpolation de Lagrange à 6 points centrée
LI6p3, Interpolation de Lagrange à 8 points centrée LI8p4, Interpolation de Lagrange à
10 points centrée LI10p5.

l’erreur globale d’interpolation décrôıt quand le nombre d’onde k∆ξ diminue. La décroissance
est d’autant plus importante que le nombre de points donneurs est grand. Pour des nombres
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d’onde k∆ξ inférieurs à π/4, on remarque que l’erreur est divisée respectivement par 4, 16,
64, 256 et 1024 quand le nombre d’onde k∆ξ est divisé par 2, pour les méthodes à 2, 4, 6,
8 et 10 points, ce qui correspond à des pentes respectives de 2, 4, 6, 8 et 10 octaves par
octave. Les méthodes d’interpolation de Lagrange sont donc d’ordre formel maximal, égal au
nombre de points donneurs du support d’interpolation. Le maximum d’erreur d’interpolation,
qui vaut 100%, est obtenu pour des oscillations maille à maille. On observe qu’aucune des 5
méthodes proposées n’assure la contrainte numérique que l’on s’était fixé dans la partie 5.1.1,
à savoir que l’erreur globale d’interpolation sur la cellule centrale εN/2 soit inférieure à 10−5

pour k∆ξ ∈ [0, 2π/5].
La figure 5.8 montre l’erreur globale d’interpolation dans l’espace des nombres d’onde pour

les interpolations de Lagrange à 2, 4, 6, 8 et 10 points, mais décentrées sur la première cellule
du support d’interpolation. Pour les bas nombres d’onde, allonger le support d’interpolation
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Fig. 5.9: Erreur globale d’interpolation ε1 dans l’espace des nombres d’onde pour des interpolations de La-
grange décentrées sur la première cellule : Interpolation de Lagrange à 2 points LI2p1 (centrée),

Interpolation de Lagrange à 4 points LI4p1, Interpolation de Lagrange à 6 points LI6p1,
Interpolation de Lagrange à 8 points LI8p1, Interpolation de Lagrange à 10 points LI10p1.

réduit l’erreur d’interpolation. Dans le même temps, l’erreur d’interpolation pour les hauts
nombres d’onde augmente significativement et peut dépasser les 100% d’erreur pour les os-
cillations maille à maille. Aussi, la contrainte ε1 ≤ 10−5 parâıt inaccessible sur l’intervalle
[0, 2π/5] pour le cas décentré. Elle n’est pas requise de toute façon, puisque les méthodes nu-
mériques décentrées utilisées introduisent des niveaux d’erreur supérieurs. On choisit d’aligner
les contraintes d’erreurs pour les interpolations décentrées sur les erreurs que l’on observent
pour les schémas numériques décentrés de Berland et al. que l’on utilise dans ce travail [14],
soit typiquement une erreur d’interpolation inférieure à 10−4 pour k∆ξ ≤ π/8 et inférieure à
10−5 pour k∆ξ ≤ π/16. Les méthodes de Lagrange à 8 et 10 points décentrées sur la première
cellule vérifient ces contraintes. L’interpolation linéaire LI2p1 est enfin trop peu précise pour
être utilisée dans les régions de communication impliquant un décentrage complet. En effet,
l’erreur d’interpolation est beaucoup trop élevée même pour les bas nombres d’onde, puis-
qu’elle comprise entre 10−3 et 3 × 10−2 sur le domaine k∆ξ ∈ [π/8, π/4]. Elle ne vérifie donc
pas les limites d’erreur que l’on s’impose.

5.2.1.2 Amplification et déphasage d’interpolation

L’amplification locale d’interpolation sur la cellule d, que l’on note αd
loc, peut être définie

par :

αd
loc(η, k∆ξ) =

∣∣∣∣∣
f̃k(ξ)

fk(ξ)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

N−1∑

j=0

sd
j (η) e

i(j+χ)k∆ξ

∣∣∣∣∣∣
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Fig. 5.10: Représentation dans le plan complexe de fk(ξ) (•) et de efk(ξ) (•), l’interpolation de fk au point ξ
obtenue par une méthode d’interpolation donnée. Le schéma offre une visualisation géométrique de
l’erreur locale εd

loc, de l’amplification locale αd
loc et du déphasage local ϕd

loc.

L’amplification globale d’interpolation sur la cellule d, notée αd, est construite en prenant la
plus grande amplification locale d’interpolation, lorsque la position relative d’interpolation η
parcourt l’ensemble de la cellule d :

αd(k∆ξ) = max
η∈[0,1[

αd
loc(η, k∆ξ)

De la même manière, un déphasage local d’interpolation φd
loc peut être estimé par :

φd
loc(η, k∆ξ) = arg

f̃k(ξ)

fk(ξ)
= 2 tan−1


−R

I
+ sgn (I)

√

1 +

(
R

I

)2



où les quantités R et I sont respectivement les parties réelle et imaginaire du nombre com-
plexe :

∑N−1
j=0 sd

j (η) e
i(j+χ)k∆ξ . Le déphasage global d’interpolation sur la cellule d vaut :

φd(k∆ξ) = max
η∈[0,1[

∣∣∣φd
loc(η, k∆ξ)

∣∣∣ (5.4)

La figure 5.11 montre l’amplification et le déphasage d’interpolation dans l’espace des
nombres d’onde pour des interpolations de Lagrange centrées à 2, 4, 6, 8 et 10 points. On
observe sur la figure 5.11(a) que l’amplitude est constante égale à 1 quels que soient les nombres
d’onde. Les interpolations de Lagrange centrées n’introduisent donc aucune amplification.
Pour chacune des méthodes, le déphasage d’interpolation est nul pour les bas nombres d’onde,
puis crôıt vers π/2 pour les hauts nombres d’onde. Pour les hauts nombres d’onde, allonger
le support d’interpolation réduit aussi le déphasage d’interpolation.

Sur la figure 5.12, on peut observer l’amplification et le déphasage d’interpolation dans
l’espace des nombres d’onde pour des interpolations de Lagrange à 2, 4, 6, 8 et 10 points,
décentrées sur la première cellule du support d’interpolation. Pour les bas nombres d’onde,
l’amplification d’interpolation est très proche de 1, puis elle crôıt significativement pour les
hauts nombres d’onde, et atteint son maximum pour les oscillations maille à maille. Ceci
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Fig. 5.11: (a) Amplification globale d’interpolation αN/2 dans l’espace des nombres d’onde pour des inter-
polations de Lagrange centrées à N points, avec N ∈ {2, 4, 6, 8, 10} : les courbes sont confondues
pour toutes les méthodes. (b) Déphasage global d’interpolation φN/2 dans l’espace des nombres
d’onde pour des interpolations de Lagrange centrées à N points, avec N pair : Interpolation
de Lagrange à 2 points LI2p1, Interpolation de Lagrange à 4 points centrée LI4p2, Inter-
polation de Lagrange à 6 points centrée LI6p3, Interpolation de Lagrange à 8 points centrée
LI8p4, Interpolation de Lagrange à 10 points centrée LI10p5.
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Fig. 5.12: (a) Amplification globale d’interpolation α1 dans l’espace des nombres d’onde pour des interpo-
lations de Lagrange à N points décentrées sur la première cellule (N pair). (b) Déphasage global
d’interpolation φ1 dans l’espace des nombres d’onde pour des interpolations de Lagrange à N points
décentrées sur la première cellule, avec N pair. Interpolation de Lagrange à 2 points LI2p1

(centrée), Interpolation de Lagrange à 4 points LI4p1, Interpolation de Lagrange à 6
points LI6p1, Interpolation de Lagrange à 8 points LI8p1, Interpolation de Lagrange à
10 points LI10p1.

est d’autant plus exacerbé que le support de points donneurs est long. Un tel comportement
amplificateur tend à exclure cette famille d’interpolations décentrées pour notre calcul. En
effet, la dissipation générée par le filtrage sélectif à hauts nombres d’onde peut ne pas être
suffisante pour atténuer de forts niveaux d’amplification, ce qui conduirait à une pollution
globale de la solution par des instabilités hautes fréquences. Sur la figure 5.12(b), on voit que
le déphasage d’interpolation reste faible pour les bas nombres d’onde, mais il crôıt ensuite
rapidement à partir de k∆ξ = π/2, avec présence d’un maximum local pour les méthodes de
Lagrange à 6, 8 et 10 points. Le maximum de déphasage d’interpolation est atteint pour des
oscillations maille à maille, avec une opposition de phase entre le signal original et le signal
interpolé (φ1 = π).
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En conclusion, les interpolations de Lagrange présentent plusieurs inconvénients, aussi bien
dans le cas centré que dans le cas décentré. Dans le cas centré, même avec un large support
de points donneurs, elles ne permettent pas d’assurer une erreur d’interpolation suffisamment
petite pour être utilisées avec les autres algorithmes numériques (différences finies, filtrage,
etc.) sans dégrader la précision du calcul. Dans le cas décentré, les interpolations de Lagrange
agissent à hauts nombres d’onde comme des amplificateurs, ce qui peut nuire à la stabilité
numérique du calcul.

5.2.2 Interpolations optimisées 1–D

Cette partie propose une méthode d’interpolation optimisée dans l’espace des nombres
d’onde, introduite par Tam & Kurbatskii dans [230], et revisitée pour un décentrage d quel-
conque. Le but de cette méthode est de diminuer l’erreur d’interpolation dans le domaine des
nombres d’onde correctement résolus, au moins dans le cas centré.

5.2.2.1 Minimisation de l’erreur intégrale d’interpolation

On introduit l’erreur intégrale d’interpolation εdint associée à la cellule d’interpolation d
sur l’intervalle des nombres d’onde k∆ξ ∈ [κl, κu] par :

εdint(η) =

∫ κu

κl

(
εdloc(η, k∆ξ)

)2
d(k∆ξ) (5.5)

On se propose de minimiser cette erreur intégrale afin d’augmenter la limite de résolution
d’interpolation. Le choix de l’intervalle d’intégration dépend bien sûr fortement du contexte
d’utilisation de la méthode d’interpolation. L’utilisation de ces interpolations avec le schéma
aux différences finies FDo11p invite à prendre comme intervalle d’intégration son domaine de
résolution, c’est à dire l’intervalle [0, 2π/5].

Dans la suite, on suppose que l’interpolation f̃ de la fonction discrète f est CN−1 sur le
support d’interpolation ]ξ0, ξN−1[, afin de pouvoir la dériver au plus N − 1 fois.

5.2.2.2 Contraintes d’ordre formel d’interpolation

La méthode de Lagrange assure l’égalité de l’interpolation f̃ et de la fonction f en chacun
des points donneurs du maillage ξj. On choisit ici une condition plus flexible en chacun des
points donneurs, en imposant que :

f̃(ξj) = fj + O(∆ξ p) (5.6)

où p est l’ordre formel d’interpolation (p ∈ {1, . . . , N − 1}). À proprement parler, la méthode
résultante n’est donc plus une interpolation mais une approximation. Cette condition peut
être exprimée comme des contraintes sur les coefficients d’interpolation sd

j (η). Pour cela, on

effectue un développement de Taylor de la fonction f̃ à l’ordre p dans un voisinage de chaque
point donneur : ∀ j ∈ {0, 1, . . . , N − 1},

f̃(ξj) =

p−1∑

r=0

(j + χ)r ∆ξ r

r!
f̃ (r)

(
ξ0 − χ∆ξ

)
+ O(∆ξ p)

que l’on peut réécrire, grâce à l’équation (5.6) :

fj =

p−1∑

r=0

(j + χ)r ∆ξ r

r!
f̃ (r)

(
ξ
)

+ O(∆ξ p) (5.7)
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Ces N équations (5.7) sont ensuite réinjectées dans l’équation (5.2). Une analyse de l’ordre
des termes fournit les p équations : ∀ r ∈ {0, 1, . . . , p− 1},

N−1∑

j=0

sd
j (η)(j + χ)r = δr

0 (5.8)

5.2.2.3 Résolution par la méthode des multiplicateurs de Lagrange

L’obtention d’une interpolation optimisée passe par la résolution d’un problème de minimi-
sation sous contraintes. On propose ici une résolution grâce à la méthode des multiplicateurs
de Lagrange [15]. On introduit p multiplicateurs de Lagrange λr associés aux contraintes
d’ordre formel. Le problème d’optimisation sous contraintes précédent peut être traité comme
un problème d’optimisation sans contraintes sur le Lagrangien L, défini par :

L(sd
0, s

d
1, . . . , s

d
N−1, λ0, . . . , λp−1) =

∫ κu

κl

(
εdloc(η, k∆ξ)

)2
d(k∆ξ)

+

p−1∑

r=0

λr




N−1∑

j=0

sd
j (j + χ)r − δr

0


 (5.9)

Les coefficients d’interpolation sd
j ainsi que les multiplicateurs de Lagrange λr sont obtenus

par la résolution du système linéaire suivant : ∀ l ∈ {0, 1, . . . , N − 1} et ∀ r ∈ {0, 1, . . . , p− 1},

∂L
∂sd

l

= 0,
∂L
∂λr

= 0 (5.10)

Ce système linéaire peut s’écrire matriciellement de la manière suivante :

[
M1 M2
tM2 0

]

︸ ︷︷ ︸
M

·




sd
0(η)
sd
1(η)
...

sd
N−1(η)
λ0(η)
λ1(η)

...
λp−1(η)




=




V
1/2
0
...
0




(5.11)

où M est la matrice symétrique inversible de taille (N + p) × (N + p) définie par :

∀ (l, j) ∈ {0, . . . , N − 1}2, M1(l + 1, j + 1) = κu sincκu(j − l) − κl sincκl(j − l)
∀ (l, j) ∈ {0, . . . , N − 1} × {0, . . . , p− 1}, M2(l + 1, j + 1) = 1/2 (l + χ)j

et le vecteur V vaut :

∀ l ∈ {0, . . . , N − 1}, V(l + 1) = κu sincκu(l + χ) − κl sincκl(l + χ)

Les détails de calcul sont disponibles en annexe B.

La solution s’exprime de manière explicite grâce à la méthode d’inversion par blocs de
Strassen [227] :
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sd
0(η)
sd
1(η)
...

sd
n−1(η)
λ0(η)
λ1(η)

...
λp−1(η)




=

[
M1

−1 + DC−1 tD −DC−1

−C−1 tD C−1

]
·




V
1/2
0
...
0




où la matrice C est le complément de Schur de la matrice M1 que l’on définit par C = − tM2D,
avec D = M1

−1M2.
Dans la suite, cette famille de méthodes d’interpolation est notée OINppod, où N corres-

pond à la longueur du support de points donneurs, p l’ordre formel d’interpolation et d la
cellule d’interpolation. L’interpolation est centrée quand N est pair et d vaut N/2.

5.2.2.4 Erreur globale d’interpolation

La figure 5.13 présente l’erreur globale d’interpolation dans l’espace des nombres d’onde
pour l’interpolation de Lagrange centrée à 10 points et pour les interpolations optimisées cen-
trées à 10 points d’ordre 2, 4, 6 et 8. Pour les hauts nombres d’onde, l’erreur d’interpolation
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Fig. 5.13: Erreur globale d’interpolation ε5 dans l’espace des nombres d’onde pour l’interpolation de Lagrange
centrée à 10 points et les interpolations optimisées centrées à 10 points d’ordre 2, 4, 6, et 8 :
Interpolation de Lagrange à 10 points centrée LI10p5, Interpolation opimisée à 10 points

centrée d’ordre 2 OI10p2o5, Interpolation opimisée à 10 points centrée d’ordre 4 OI10p4o5,
Interpolation opimisée à 10 points centrée d’ordre 6 OI10p6o5, Interpolation opimisée à

10 points centrée d’ordre 8 OI10p8o5.

obtenue pour des interpolations optimisées à 10 points est inférieure, quel que soit l’ordre
formel, à celle obtenue pour une interpolation de Lagrange à 10 points. L’amélioration est
notable, car on obtient jusqu’à deux ordres de grandeurs de réduction de l’erreur d’interpo-
lation, notamment dans l’intervalle k∆ξ ∈ [π/4, π/2]. Pour les bas nombres d’onde, l’erreur
d’interpolation des méthodes optimisées est supérieure de plusieurs ordres de grandeurs à
celle obtenue pour la méthode de Lagrange, mais reste inférieure à 10−5 par exemple pour
la méthode optimisée d’ordre 2. On observe que la méthode optimisée à 10 points d’ordre 2
permet même d’assurer une erreur d’interpolation inférieure à 10−5 sur l’ensemble du domaine
correctement résolu. On utilise donc cette méthode pour faire communiquer deux maillages
élémentaires, quand une interpolation centrée à 10 points est possible.

La figure 5.14 montre l’erreur globale d’interpolation dans l’espace des nombres d’onde
pour l’interpolation de Lagrange à 10 points et pour les interpolations optimisées à 10 points
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d’ordre 2, 4, 6 et 8, décentrées sur la première cellule. Pour chacune des méthodes, l’erreur
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Fig. 5.14: Erreur globale d’interpolation ε1 dans l’espace des nombres d’onde pour l’interpolation de Lagrange
à 10 points et les interpolations optimisées à 10 points d’ordre 2, 4, 6, et 8, décentrées sur la
première cellule : Interpolation de Lagrange à 10 points LI10p1, Interpolation opimisée
à 10 points d’ordre 2 OI10p2o1, Interpolation opimisée à 10 points d’ordre 4 OI10p4o1,
Interpolation opimisée à 10 points d’ordre 6 OI10p6o1, Interpolation opimisée à 10 points

d’ordre 8 OI10p8o1.

d’interpolation est globalement dix fois plus élevée que dans le cas centré. Augmenter l’ordre
formel d’interpolation tend à diminuer l’erreur d’interpolation pour les bas nombres d’onde.
L’erreur d’interpolation est aussi significativement réduite par le procédé d’optimisation pour
les hauts nombres d’onde k∆ξ ∈ [π/4, π/2], par rapport à l’interpolation de Lagrange sur le
même support de points donneurs. Cependant, la réduction ne reste que marginale pour les
oscillations maille à maille. En effet, le maximum d’erreur reste élevé, de l’ordre de 10, quel
que soit l’ordre formel d’interpolation.

5.2.2.5 Amplification et déphasage d’interpolation

Dans le cas centré, l’amplification globale d’interpolation sur la cellule centrale αN/2 est
identiquement égale à 1, quel que soit le nombre de points pair N du support d’interpolation
et l’ordre formel d’interpolation. À longueur de support d’interpolation constante, l’ordre
formel d’interpolation n’a que très peu d’influence sur le déphasage d’interpolation, et le
procédé d’optimisation n’améliore pas significativement le déphasage d’interpolation, comme
le montre la figure 5.15 pour la méthode de Lagrange centrée à 10 points et les méthodes
d’interpolation optimisées centrée à 10 points d’ordre 2, 4, 6 et 8. Une diminution marginale
du déphasage d’interpolation est observée essentiellement sur l’intervalle [π/4, π/2] par rapport
à l’interpolation de Lagrange, pour laquelle le déphasage d’interpolation est déjà négligeable,
puisqu’inférieur à 10−3π.

Dans le cas décentré, l’amplification globale d’interpolation α1 dans l’espace des nombres
d’onde pour l’interpolation de Lagrange à 10 points et les interpolations optimisées à 10 points
d’ordre 2, 4, 6 et 8, décentrées sur la première cellule est présentée à la figure 5.16(a). On
observe qu’une amplification est toujours présente pour les hauts nombres d’onde. Une dimi-
nution de l’ordre formel tend à réduire le domaine des hauts nombres d’onde où l’amplification
d’interpolation dépasse 1. L’amplification d’interpolation, qui est maximale pour des oscilla-
tions maille à maille, augmente enfin significativement avec l’ordre formel d’interpolation. La
figure 5.16(b) montre le déphasage d’interpolation associé. On observe pour chaque méthode
un déphasage proche de 0 pour les faibles nombres d’onde, et un déphasage important pour
les hauts nombres d’onde, avec la présence d’un maximum local pour k∆ξ ∈ [π/2, π[, et un
déphasage maximal de π pour les oscillations maille à maille. La diminution de l’ordre formel
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Fig. 5.15: Déphasage global d’interpolation φ5 dans l’espace des nombres d’onde pour l’interpolation de La-
grange centrée à 10 points et les interpolations optimisées centrées à 10 points d’ordre 2, 4, 6, et 8 :

Interpolation de Lagrange à 10 points centrée LI10p5, Interpolation opimisée à 10 points
centrée d’ordre 2 OI10p2o5, Interpolation opimisée à 10 points centrée d’ordre 4 OI10p4o5,

Interpolation opimisée à 10 points centrée d’ordre 6 OI10p6o5, Interpolation opimisée à
10 points centrée d’ordre 8 OI10p8o5. (a) Échelle linéaire. (b) Échelle logarithmique.

d’interpolation tend à réduire le déphasage, notamment dans la région du maximum local
k∆ξ ∈ [π/2, π[.
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Fig. 5.16: (a) Amplification globale d’interpolation α1 dans l’espace des nombres d’onde pour l’interpolation
de Lagrange à 10 points et les interpolations optimisées à 10 points d’ordre 2, 4, 6 et 8, décentrées
sur la première cellule. (b) Déphasage global d’interpolation φ1 dans l’espace des nombres d’onde
pour l’interpolation de Lagrange à 10 points et les interpolations optimisées à 10 points d’ordre 2,
4, 6 et 8, décentrées sur la première cellule. Interpolation de Lagrange à 10 points LI10p1,

Interpolation optimisée à 10 points d’ordre 2 OI10p2o1, Interpolation optimisée à 10
points d’ordre 4 OI10p4o1, Interpolation optimisée à 10 points d’ordre 6 OI10p6o1,
Interpolation optimisée à 10 points d’ordre 8 OI10p8o1.

Cette étude montre que le processus d’optimisation dans l’espace des nombres d’onde per-
met dans le cas centré d’assurer une précision comparable aux autres méthodes numériques
utilisées dans les simulations sur l’ensemble du domaine correctement résolu, quand le support
d’interpolation est assez long : c’est le cas par exemple pour la méthode centrée à 10 points
d’ordre 2 (OI10p2o5). Elle est donc utilisée comme outil de communication, lorsqu’une inter-
polation centrée est possible. Dans le cas décentré, certaines méthodes permettent d’assurer la
précision requise. Même si une réduction de l’ordre formel d’interpolation permet de réduire
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l’amplification d’interpolation, la réduction n’est pas suffisante pour assurer une simulation
stable. En effet, les niveaux d’amplification pour les oscillations maille à maille restent éle-
vées, entre 10 et 20, pour des méthodes à 10 points. On envisage donc à la partie 5.3 d’ajouter
dans le processus d’optimisation un contrôle sur l’amplification afin de limiter au maximum
ce phénomène.

5.2.2.6 Bibliothèque LAPACK pour le calcul scientifique

L’utilisation de méthodes d’interpolation optimisées centrées nécessite des inversions ma-
tricielles pour obtenir les coefficients d’interpolation sd

j . L’inversion matricielle, très coûteuse
numériquement, est menée à l’aide de la bibliothèque d’algèbre linéaire LAPACK (Linear Al-
gebra Package), qui fournit des fonctions préprogrammées optimisées pour effectuer ce genre
d’opérations. Ainsi, la fonction DGESV permet une résolution directe d’un système linéaire de
taille quelconque de manière très performante. L’optimisation porte à la fois sur les méthodes
numériques d’inversion matricielle (décomposition LU), et sur l’implémentation même des
méthodes.

5.2.3 Mise en œuvre d’une communication bidirectionnelle

Cette partie détaille la mise en œuvre en pratique d’une zone de communication bidi-
rectionnelle entre deux maillage à l’aide de la méthode OI10p2o5, dans le contexte d’une
utilisation couplée avec un schéma aux différences finies sur 11 points et un algorithme d’in-
tégration temporelle de Runge–Kutta. On se donne deux maillages M et M′ ayant un pas
de discrétisation identique ∆ξ à titre démonstratif. On souhaite établir une communication
avec la méthode OI10p2o5 aussi bien pour la communication depuis M vers M′ que pour la
communication réciproque, depuis M′ vers M. Le maillage M′ est translaté du maillage M
de telle manière que les interpolations depuis M vers M′ sont effectuées à la position η∆ξ
dans la cellule d’interpolation.

La figure 5.17 donne un aperçu des fonctions de chacun des points dans la zone de superpo-
sition. Elle met en évidence des contraintes géométriques à respecter pour assurer la stabilité
du calcul. Le nombre de points receveurs dépend de la longueur du support du schéma centré

η∆ξ

(1 − η)∆ξ

point libre points donneurs

Maillage M
′

points donneurs

points receveurs

point libre points receveurs

Maillage M

∆ξ
∆ξ

Fig. 5.17: Détail des fonctions des points de maillage d’une zone de superposition pour une communication
par interpolation centrée optimisée à 10 points d’ordre 2 (OI10p2o5), avec des maillages de pas de
discrétisation égaux. •◦/•◦ : points receveurs, •◦/•◦ : points donneurs, •◦/•◦ : points libres, •◦/•◦ : points
hors zone de communication.

aux différences finies utilisé. Pour un schéma à 11 points, un support centré n’est utilisable
qu’à partir du 6ème point jusqu’au 6ème dernier point. Ceci implique que les 5 premiers points
du maillage M soient des points receveurs, ainsi que les 5 derniers points du maillage M′.
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En chacun de ces points receveurs (points remplis en blanc sur la figure 5.17), l’avancement
en temps est mené par interpolation. Ainsi, lorsque le processus d’interpolation est effectué,
les points receveurs doivent recevoir des données qui ont déjà été intégrées en temps par l’al-
gorithme de Runge–Kutta. Par conséquent, les zones donneuse et réceptrice de chacun des
maillages ne doivent pas se chevaucher, afin d’éviter qu’un point receveur d’un maillage, dont
les données n’ont pas été avancées en temps, n’envoie ces mêmes données pour un avancement
en temps vers un point receveur du second maillage. On impose donc la présence d’au moins
un point libre entre les zones donneuse et réceptrice de chacun des maillages dans la zone de
superposition (points remplis en magenta sur la figure 5.17).

En pratique, les maillages M et M′ ont bien souvent des pas de discrétisation respectifs
∆ξ et ∆ξ′ différents. La zone de superposition ressemble alors à celle exposée par la figure
5.18. Contrairement au cas précédent, les interpolations de communication depuis M vers M′

Maillage M
′

points donneurs point libre points receveurs

Maillage M

∆ξ
∆ξ′

points receveurs points libres points donneurs

Fig. 5.18: Détail des fonctions des points de maillage d’une zone de superposition pour une communication
par interpolation centrée optimisée à 10 points d’ordre 2 (OI10p2o5), avec des maillages de pas
de discrétisation différents. •◦/•◦ : points receveurs, •◦/•◦ : points donneurs, •◦/•◦ : points libres, •◦/•◦ :
points hors zone de communication.

ne sont plus systématiquement menées à la position relative η, mais à une position relative
qui dépend de la maille où est menée l’interpolation. Il en est de même pour la communica-
tion depuis M′ vers M. La mise en œuvre d’une communication bidirectionnelle ne présente
toutefois pas plus de difficulté que dans le cas exposé précédemment : il faut simplement
rester vigilant à conserver au moins un point libre sur chacun des maillages dans la zone de
superposition afin d’assurer le bon fonctionnement des algorithmes de communication.

5.3 Interpolations décentrées optimisées 1–D avec contrôle de
l’amplification

Le cas décentré demande une attention particulière car les interpolations décentrées agissent
naturellement comme des amplificateurs hautes fréquences. Leur utilisation dans une simula-
tion nécessite donc un contrôle du maximum d’amplification d’interpolation pour assurer la
stabilité de la simulation. Ceci constitue une contrainte supplémentaire dans la résolution du
problème de minimisation sous contraintes précédent.
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5.3.1 Contrainte de contrôle de l’amplification d’interpolation

Idéalement, la contrainte de contrôle de l’amplification d’interpolation limiterait l’ampli-
fication à 1, quel que soit le nombre d’onde et quelle que soit la position d’interpolation :

∀ k∆ξ ∈ [0, π],∀ η ∈ [0, 1[, αd
loc(η, k∆ξ) ≤ 1

que l’on peut reformuler en une unique équation, par :

max
k∆ξ ∈ [0, π]

η ∈ [0, 1[

αd
loc(η, k∆ξ) ≤ 1

Cette contrainte pose une difficulté majeure pour la résolution du problème d’optimisa-
tion : elle est globale en la position d’interpolation η, alors que le reste du problème est
formulé localement. Elle couple donc un ensemble de problèmes d’optimisation formulés à des
positions η fixées dans [0, 1[. En d’autres termes, le problème d’optimisation à une position
d’interpolation η donnée ne peut être résolu indépendamment de la résolution du problème
en toutes les autres positions d’interpolation. Nous ne connaissons pas de méthodes pour ré-
soudre un problème d’optimisation avec ce type de contrainte. Aussi, il parâıt peu raisonnable
d’interdire toute amplification, même minime, car cela risquerait d’éliminer toute solution au
problème.

Ce constat invite à préférer une expression locale du contrôle de l’amplification d’interpo-
lation, avec un contrôle portant sur le dépassement d’amplification toléré αtol. La contrainte
de contrôle de l’amplification d’interpolation s’exprime localement par :

∀ k∆ξ ∈ [0, π], αd
loc(η, k∆ξ) ≤ 1 + αtol

L’équation précédente peut être reformulée en une unique équation locale, dépendant de la
position relative d’interpolation η :

‖αd
loc(η, k∆ξ)‖∞ = max

k∆ξ∈[0,π]
αd

loc(η, k∆ξ) ≤ 1 + αtol

La contrainte précédente, en tant qu’inégalité, rend le problème difficile à résoudre. Même si
des algorithmes existent pour traiter les problèmes de minimisation avec des contraintes inéga-
lités, comme l’algorithme de Karush–Kuhn–Tucker [118, 133], ou l’algorithme du Lagrangien
augmenté, on préfère imposer l’égalité ‖αd

loc(η, k∆ξ)‖∞ = 1 + αtol, qui est plus facile à mani-
puler. Ce choix a un impact important, puisqu’il impose une amplification, même minime, en
chacune des positions d’interpolation, y compris les positions d’interpolation stables avec les
méthodes décentrées décrites précédemment, pour lesquelles on a ‖αd

loc(η, k∆ξ)‖∞ < 1 +αtol.

La dérivabilité de la fonction ‖αd
loc(η, k∆ξ)‖∞ par rapport aux coefficients d’interpolation

sd
j , nécessaire pour une résolution à l’aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange, n’est

pas évidente. On choisit donc d’approximer la norme infinie dans la contrainte de contrôle de
l’amplification d’interpolation par la norme L2q, avec q un entier supérieur à 2, que l’on sait
dérivable par rapport aux coefficients sd

j . Cette approximation est justifiée par la convergence

simple dans l’espace de fonctions C0([0, π],R+) de la norme L2q vers la norme infinie1. La

1Pour démontrer ce résultat, on se place à η fixé. Il suffit d’observer que pour tout réel m ∈ [0, ‖αd
loc‖∞[, on

a l’encadrement : (
R π

0
1αd

loc
(k∆x)>m(k∆ξ) d(k∆ξ))1/2q m ≤ ‖αd

loc‖2q ≤ π1/2q ‖αd
loc‖∞. Comme αd

loc est continue

sur [0, π] en la variable k∆ξ, il existe un intervalle non-dégénéré sur lequel αd
loc(k∆ξ) > m : l’intégrale du

membre de gauche dans l’encadrement est donc non-nulle. Il suffit maintenant de prendre la limite quand q
tend vers +∞, puis de faire tendre m vers ‖αd

loc‖∞ le maximum de la fonction αd
loc, pour établir le résultat,

par théorème d’encadrement.
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contrainte de contrôle de l’amplification d’interpolation s’exprime donc :

‖αd
loc(η, k∆ξ)‖2q =

(∫ π

0

(
αd

loc(η, k∆ξ)
)2q

d(k∆ξ)

)1/2q

= 1 + αtol (5.12)

Le problème de minimisation peut donc maintenant être résolu à l’aide de la méthode des
multiplicateurs de Lagrange. Cependant, le choix de l’entier q reste un problème délicat.

5.3.1.1 Choix de l’entier q

Le fait d’avoir seulement une convergence simple des normes L2q vers la norme infinie
dans l’espace de fonctions C0([0, π],R+) rend non seulement l’entier q dépendant de la posi-
tion relative d’interpolation η, mais rend aussi impossible le contrôle de l’erreur d’approxima-
tion |‖αd

loc(η, k∆ξ)‖2q − ‖αd
loc(η, k∆ξ)‖+∞| indépendamment de la fonction αd

loc. En d’autres
termes, pour une erreur d’approximation donnée, l’entier q dépend de la position relative
d’interpolation η, de la longueur du support d’interpolation N , du degré de décentrage d et
de l’ordre formel d’interpolation p. Il a été observé numériquement que poser q = 30 assure
un bon compromis entre la précision d’approximation et la convergence de l’algorithme de
résolution du problème de minimisation sous contraintes présenté dans la suite.

5.3.1.2 Choix de la tolérance αtol

La tolérance αtol doit être prise aussi petite que possible, pour réduire au maximum l’am-
plification d’interpolation à hauts nombre d’onde. Compte tenu des différentes approximations
qui sont effectuées dans la formulation de la contrainte de contrôle de l’amplification d’inter-
polation et de la nature amplificatrice des interpolations décentrées, la tolérance ne peut être
prise nulle. En pratique, on observe que αtol = 0.035 assure de bons résultats. Néanmoins,
pour certaines méthodes d’interpolation présentant un support d’interpolation de plus de 5
points ou pour une interpolation sur la première cellule d = 1, une tolérance relaxée jusqu’à
0.3 a été nécessaire pour assurer la convergence de l’algorithme de résolution du problème de
minimisation sous contraintes.

5.3.2 Résolution par la méthode des multiplicateurs de Lagrange

On introduit µ1 le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte sur le contrôle de
l’amplification d’interpolation. Le Lagrangien associé à ce problème de minimisation s’écrit :

L(sd
0, s

d
1, . . . , s

d
N−1, λ0, . . . , λp−1, µ1) =

∫ κu

κl

(
εdloc(η, k∆ξ)

)2
d(k∆x)

+

p−1∑

r=0

λr




N−1∑

j=0

sd
j (j + χ)r − δr

0




+ µ1

(∫ π

0

(
αd

loc(η, k∆ξ)
)2q

d(k∆ξ) − (1 + αtol)
2q

)

(5.13)

Les coefficients d’interpolations sd
j , ainsi que les multiplicateurs de Lagrange λr et µ1 sont ob-

tenu en résolvant le système non-linéaire suivant : ∀ l ∈ {0, 1, . . . , N −1} et ∀ r ∈ {0, 1, . . . , p−
1},

∂L
∂sd

l

= 0 (E1
l ),

∂L
∂λr

= 0 (E2
r ),

∂L
∂µ1

= 0 (E3) (5.14)
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Les contraintes sur l’ordre formel d’interpolation sont contenues dans les p équations de type
(E2), tandis que la contrainte sur le contrôle de l’amplification d’interpolation est contenu
dans l’équation (E3). Les N équations de type (E1) peuvent être explicitées (voir en annexe
B) : ∀ l ∈ {0, 1, . . . , N − 1},

2
N−1∑

j=0

sd
j (η)

(
κu sinc (j − l)κu − κl sinc (j − l)κl

)
− 2 (κu sinc (l + χ)κu − κl sinc (l + χ)κl)

+

p−1∑

r=0

λr(η) (l + χ)r + 2q µ1(η)

∫ π

0




N−1∑

j=0

sd
j (η) cos(j − l)k∆x



(
αd

loc(η, k∆ξ)
)2q−2

d(k∆ξ) = 0

Dans toute la suite, on note E = 0 le système non-linéaire à résoudre, avec E = t[E1,E2, E3].
Les vecteurs E

1 et E
2 sont respectivement le vecteur composé des membres de gauche dans

les équations E1
l et E2

r .

5.3.2.1 Résolution du système non-linéaire

Il existe une multitude de méthodes plus ou moins élaborées pour résoudre le système
non-linéaire E = 0 [4, 36, 52, 58, 102]. On choisit ici la méthode de Newton–Raphson pour sa
simplicité, que l’on décrit dans la suite. On note F le vecteur des inconnues :

F = t[sd
0(η), s

d
1(η), . . . , s

d
N−1(η), λ0(η), λ1(η), . . . , λp−1(η), µ1(η)]

On note F
n le vecteur des inconnues à l’itération n. L’algorithme est d’abord initialisé à

l’aide d’un vecteur de départ arbitraire à déterminer F
0. Le vecteur des inconnues est ensuite

calculé à l’itération n + 1 à l’aide de sa valeur à l’itération n précédente par la relation de
récurrence :

F
n+1 = F

n − ∇E
−1(Fn)E(Fn)

La matrice ∇E est la matrice jacobienne du vecteur E, symétrique, inversible et de dimension
(N + p+ 1) × (N + p+ 1). Le calcul de cette matrice est explicité en annexe B. L’algorithme
s’arrête quand la norme euclidienne du vecteur F

n+1 − F
n est en-deçà d’une tolérance εtol,

fixée ici à 10−12. À noter que ce critère d’arrêt est une condition non-suffisante de convergence.

5.3.2.2 Choix de l’initialisation F
0

L’élément final pour obtenir une méthode d’interpolation décentrée optimisée avec contrôle
de l’amplification d’interpolation est le choix de vecteur initialisant l’algorithme itératif de
Newton–Raphson F0. Cependant, il n’est pas aisé de choisir ce vecteur d’initialisation, ce
qui en fait l’un des inconvénients de la méthode [168]. Sebah & Gourdon rapportent que
l’algorithme de Newton–Raphson converge si l’initialisation est choisie dans un voisinage de
la solution, mettant en évidence l’aspect local de la convergence [208]. Dans notre cas, pour une
position relative d’interpolation donnée η, la valeur des coefficients sd

j et des multiplicateurs
de Lagrange sont inconnues a priori, ce qui rend l’algorithme vraiment délicat à initialiser.
On choisit dans ces conditions d’initialiser l’algorithme de Newton–Raphson indépendamment
de la position d’interpolation η. On observe numériquement que les initialisations suivantes
permettent d’assurer la convergence de l’algorithme : ∀ j ∈ {0, 1, . . . , N−1}, ∀ r ∈ {0, 1, . . . , p−
1} :

F
0
init0 :





sd
j (η) = 0

λr(η) = 0
µ1(η) = 0

F
0
init1 :





sd
j (η) = 1/N

λr(η) = 0
µ1(η) = 0



5.3 Interpolations décentrées optimisées 1–D avec contrôle de l’amplification 151

Dans certains cas, une quadruple précision est nécessaire pour gérer les très grandes normes du
vecteur F

m+1 −F
m, surtout pour les premières itérations. Il a été observé que l’initialisation

F
0
init0 convient pour les méthodes décentrées sur un nombre faible ou modéré de points,

tandis que l’initialisation F
0
init1 est appropriée pour les méthodes décentrées à large support

d’interpolation, ou d’ordre formel élevé.
Dans toute la suite, les méthodes d’interpolation optimisée à N points d’ordre formel p

décentrée sur la cellule d du support d’interpolation sont notées COINppod.

5.3.3 Résultats numériques

On étudie dans un premier temps l’influence de l’ordre formel d’interpolation à longueur
de support d’interpolation constante.

5.3.3.1 Influence de l’ordre formel d’interpolation

La figure 5.19(a) montre l’erreur globale d’interpolation dans l’espace des nombres d’onde
pour des méthodes d’interpolation à 6 points avec contrôle de l’amplification d’interpola-
tion d’ordre 1, 3 et 5, et sans contrôle d’interpolation d’ordre 3 (OI6p3o1). La figure 5.19(a)
présente une vue locale pour les hauts nombres d’one k∆ξ ∈ [π/2, π]. Pour les interpola-
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Fig. 5.19: (a) Erreur globale d’interpolation ε1 dans l’espace des nombres d’onde pour les interpolations dé-
centrées sur la première cellule à 6 points, avec et sans contrôle de l’amplification d’interpolation,
d’ordre 1, 3 et 5. (b) Vue locale pour les hauts nombres d’one k∆ξ ∈ [π/2, π]. COI6p1o1,
COI6p3o1, COI6p5o1, OI6p5o1.

tions avec contrôle de l’amplification d’interpolation, l’erreur est proche de 2 pour les hauts
nombres d’onde, puis décrôıt rapidement pour les bas nombres d’onde. Une augmentation
de l’ordre formel permet également une nette diminution de l’erreur d’interpolation à bas
nombres d’onde. Enfin, on remarque que l’ajout de la contrainte de contrôle de l’amplification
d’interpolation est à l’origine d’une augmentation globale de l’erreur d’interpolation de plu-
sieurs ordres de grandeurs, comparée à celle obtenue pour la méthode associée sans contrôle
d’amplification d’interpolation, comme le montre la figure 5.19(a) pour la méthode COI6p3o1

et pour OI6p3o1, sauf pour des nombres d’onde k∆ξ proches de π (figure figure 5.19(b)).
Les courbes d’amplification et de déphasage globaux d’interpolation dans l’espace des

nombres d’onde sont données par la figure 5.20 pour des méthodes d’interpolation à 6 points
avec contrôle de l’amplification d’interpolation d’ordre 1, 3 et 5, et sans contrôle d’interpo-
lation d’ordre 3. L’amplification d’interpolation pour les méthodes avec contrôle reste faible
quels que soient les nombres d’onde, ce qui n’est pas le cas pour les méthodes sans contrôle.
L’amplification est légèrement supérieure pour la méthode avec contrôle d’ordre 5 COI6p5o1

car on a utilisé une tolérance αtol relaxée à 0.2 dans l’équation (5.12) pour assurer la stabilité
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Fig. 5.20: (a) Amplification globale d’interpolation α1 dans l’espace des nombres d’onde pour les interpolations
décentrées sur la première cellule à 6 points, avec et sans contrôle de l’amplification d’interpolation,
d’ordre 1, 3 et 5. (b) Déphasage global d’interpolation φ1 dans l’espace des nombres d’onde pour les
interpolations décentrées sur la première cellule à 6 points, avec et sans contrôle de l’amplification
d’interpolation, d’ordre 1, 3 et 5. COI6p1o1, COI6p3o1, COI6p5o1, OI6p5o1.

et la convergence de l’algorithme de Newton–Raphson. Le déphasage global d’interpolation,
proche de 0 pour les faibles nombres d’onde, devient maximal pour les nombres d’onde k∆ξ
supérieurs à π/4, avec plusieurs plateaux de saturation à φ1 = π. Cela implique que pour
les hauts nombres d’onde, il existe une position relative d’interpolation η pour laquelle on
constate une opposition de phase entre le signal original et le signal interpolé, ce qui a été ob-
servé en pratique. Le déphasage est enfin nettement réduit, sauf à très hauts nombres d’onde,
par une augmentation de l’ordre formel d’interpolation.

Cette étude montre finalement qu’une méthode avec contrôle de l’amplification d’inter-
polation ayant l’ordre formel le plus grand, à longueur de support fixé, est susceptible de
convenir pour nos simulations. En effet, c’est elle qui assure l’erreur globale d’interpolation la
plus faible sur l’ensemble des nombres d’onde correctement résolus.

5.3.3.2 Influence de la longueur du support d’interpolation

On fixe maintenant l’ordre formel d’interpolation et on fait varier le nombre de points du
support de points donneurs.

L’erreur globale d’interpolation est présentée à la figure 5.21 dans l’espace des nombres
d’onde pour les interpolations décentrées sur la première cellule à 4, 5, 6, 7 et 8 points d’ordre
3, avec contrôle de l’amplification d’interpolation. Quels que soient les nombres d’onde, une
augmentation de la longueur du support d’interpolation entrâıne une augmentation de l’erreur
d’interpolation. Ce comportement est assez intéressant car a priori contre-intuitif : on antici-
perait plutôt une amélioration des performances d’interpolation en augmentant le nombre de
points donneurs. Concernant l’amplification globale d’interpolation, la figure 5.22(a) montre
qu’elle reste très modérée pour ces méthodes d’interpolation quelle que soit la longueur du
support d’interpolation. La figure 5.22(b) montre le déphasage global d’interpolation pour
ces méthodes. L’augmentation du nombre de points donneurs dégrade fortement le déphasage
d’interpolation, qui atteint π d’autant plus vite que le nombre de points donneurs est élevé.

On conclut de cette étude d’influence qu’une méthode avec contrôle de l’amplification
d’interpolation ayant le support d’interpolation le plus petit, pour un ordre formel donné, est
susceptible de convenir pour nos simulations. Les deux études paramétriques montrent finale-
ment qu’il y a un compromis à faire entre un ordre formel d’interpolation élevé, et un support
d’interpolation court. On étudie dans la suite spécifiquement les cas d’une interpolation sur
la première cellule du support (d = 1) et d’une interpolation sur la seconde cellule d = 2.
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Fig. 5.21: Erreur globale d’interpolation ε1 dans l’espace des nombres d’onde pour les interpolations décentrées
sur la première cellule à 4, 5, 6, 7 et 8 points d’ordre 3, avec contrôle de l’amplification d’interpo-
lation. COI4p3o1, COI5p3o1, COI6p3o1, COI7p3o1, COI8p3o1.
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Fig. 5.22: (a) Amplification globale d’interpolation α1 dans l’espace des nombres d’onde pour les interpolations
décentrées sur la première cellule à 4, 5, 6, 7 et 8 points d’ordre 3, avec contrôle de l’amplification
d’interpolation. (b) Déphasage global d’interpolation φ1 dans l’espace des nombres d’onde pour les
interpolations décentrées sur la première cellule à 4, 5, 6, 7 et 8 points d’ordre 3, avec contrôle de
l’amplification d’interpolation. COI4p3o1, COI5p3o1, COI6p3o1, COI7p3o1,

COI8p3o1.

5.3.4 Interpolation sur la première cellule du support : COI6p5o1

Le but de cette partie est de trouver la méthode décentrée sur la première cellule qui
assure l’erreur globale d’interpolation la plus faible sur le domaine des nombres d’onde résolu.
D’après la partie précédente, on sait que cette méthode est à chercher parmi les méthodes
optimales : LI2p1 pour l’ordre 2, COI4p3o1 pour l’ordre 3, COI5p4o1 pour l’ordre 4, COI6p5o1

pour l’ordre 5, COI8p6o1 pour l’ordre 6 . . . À noter que la méthode optimale d’ordre 6 a un
support d’interpolation de 8 points et non 7, car nous n’avons pas réussi à faire converger
l’algorithme de Newton–Raphson pour cette dernière méthode.

La figure 5.23 permet une comparaison de l’erreur globale d’interpolation des différentes
méthodes énumérées précédemment. Il apparâıt que sur l’espace des nombres d’onde correcte-
ment résolus k∆ξ ∈ [0, 2π/5], la méthode à 6 points d’ordre 5 avec contrôle de l’amplification
d’interpolation est la méthode qui assure la plus petite erreur. Elle convient d’autant plus
pour nos simulations qu’elle respecte approximativement les contraintes que l’on s’était don-
nées au paragraphe 5.2.1.1, à savoir que l’erreur globale d’interpolation soit inférieure à 10−4
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Fig. 5.23: Erreur globale d’interpolation ε1 dans l’espace des nombres d’onde pour les interpolations décentrées
sur la première cellule optimales d’ordre 2, 3, 4, 5 et 6. LI2p1, COI4p3o1, COI5p4o1,

COI6p5o1, COI8p6o1.

pour k∆ξ ≤ π/8 et inférieure à 10−5 pour k∆ξ ≤ π/16. Le gain en performance par rapport
à l’interpolation linéaire est non-négligeable. Il est de plusieurs ordres de grandeurs pour les
faibles nombres d’onde, et d’un facteur 10 pour des nombres d’onde modérés k∆ξ ∈ [π/8, π/4].

La figure 5.24 présente les courbes représentatives des coefficients d’interpolation s1j en
fonction de la position relative d’interpolation η, pour la méthode décentrée sur la première
cellule à 6 points d’ordre 5 avec contrôle de l’amplification d’interpolation (COI6p5o1). Les

η

s
1 j

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−0.5

0

0.5

1

Fig. 5.24: Courbe représentative des coefficients d’interpolation s1
j en fonction de la position relative d’inter-

polation η, pour la méthode décentrée sur la première cellule à 6 points d’ordre 5 avec contrôle de
l’amplification d’interpolation (COI6p5o1). s1

0(η), s1
1(η), s1

2(η), s1
3(η),

s1
4(η), s1

5(η).

coefficients sont des fonctions continues en la variable η, mais leur dérivée présentent de fortes
discontinuités. Afin de faciliter l’accès à la méthode, des régressions polynomiales d’ordre élevé
par morceaux sont effectuées. À cet effet, l’intervalle [0, 1[ est partitionné en Ni intervalles Ir,
avec r ∈ {0, 1, . . . , Ni − 1}. Sur chacun de ces sous-intervalles Ir, le coefficient d’interpolation
s1j peut être approximé à l’aide d’un polynôme en η, que l’on note s̃1j , par :

∀ j ∈ {0, 1, . . . , N − 1},∀ η ∈ Ir, s̃
1
j(η) =

Qr∑

q=0

ar
q η

q

Sur chacun des sous-intervalles Ir, les coefficients de régression ar
q sont calculés par la méthode
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des moindre carrés. Aussi, les degrés des polynômes Qr sont choisis de telle manière que la
norme résiduelle est inférieure à 5 × 10−3 sur l’intervalle [0, 1[ tout entier :

(∫ 1

0

(
s̃d
j (η) − sd

j (η)
)2

dη

)1/2

≤ 5 × 10−3

Tous les coefficients de régression associés à la méthode COI6p5o1 sont disponibles en annexe
A. À noter qu’un nombre important de décimales sur les coefficients de régression est nécessaire
afin d’obtenir l’erreur résiduelle qu’on s’est fixée.

5.3.5 Interpolation sur la seconde cellule du support : COI6p5o2

On souhaite trouver la méthode décentrée sur la seconde cellule qui assure l’erreur globale
d’interpolation la plus faible sur le domaine des nombres d’onde résolu. Cette méthode est
à chercher parmi les méthodes optimales : LI4p2 pour l’ordre 4, COI6p5o2 pour l’ordre 5,
COI7p6o2 pour l’ordre 6, . . .

La figure 5.25 permet une comparaison de l’erreur globale d’interpolation des différentes
méthodes énumérées précédemment. Sur l’espace des nombres d’onde correctement résolus
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Fig. 5.25: Erreur globale d’interpolation ε2 dans l’espace des nombres d’onde pour les interpolations décentrées
sur la seconde cellule optimales d’ordre 4, 5 et 6. LI4p2, COI6p5o2, COI7p6o2.

k∆ξ ∈ [0, 2π/5], la méthode à 6 points d’ordre 5 avec contrôle de l’amplification d’interpolation
est la méthode qui assure la plus petite erreur. Le gain par rapport à l’interpolation centrée
de Lagrange sur 4 points n’est pas aussi spectaculaire que pour le décentrage sur la première
cellule. Cependant, la méthode sélectionnée permet de gagner un ordre de grandeur sur l’erreur
globale d’interpolation pour les faibles nombres d’onde, et de maintenir une erreur en-deçà de
celle obtenue par une interpolation centrée de Lagrange sur 4 points pour les nombres d’onde
modérés k∆ξ ∈ [π/8, π/4].

La figure 5.26 présente, pour la méthode décentrée sur la seconde cellule à 6 points d’ordre
5 avec contrôle de l’amplification d’interpolation (COI6p5o2), les courbes représentatives des
coefficients d’interpolation s2j en fonction de la position relative d’interpolation η. Les courbes
sont beaucoup plus régulières que dans le cas précédent d’un décentrage sur la première cel-
lule. Il parâıt donc inutile de devoir partitionner l’intervalle [0, 1[ en plusieurs sous-intervalles
pour assurer une erreur résiduelle inférieure à 5 × 10−3. On choisit donc d’effectuer des ré-
gressions polynomiales d’ordre élevé sur l’ensemble de l’intervalle [0, 1[, afin d’approximer les
coefficients d’interpolations s2j par une fonction polynomiale s̃2j . Les coefficients de regressions
polynomiales, obtenus par la méthode des moindres carrés, sont donnés en annexe A.
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Fig. 5.26: Courbe représentative des coefficients d’interpolation s2
j en fonction de la position relative d’inter-

polation η, pour la méthode décentrée sur la seconde cellule à 6 points d’ordre 5 avec contrôle de
l’amplification d’interpolation (COI6p5o1). s1
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5.3.6 Stabilité temporelle

La contrainte que l’on a ajoutée à la construction des méthodes d’interpolation optimisées
décentrées a rendu possible le contrôle de l’amplification d’interpolation. Cependant, même si
l’amplification est très nettement réduite en comparaison à l’amplification obtenue avec des
méthodes décentrées de Lagrange ou optimisées sans contrôle de l’amplification d’interpola-
tion, elle n’a pas été complètement retirée. Il est donc pertinent d’étudier en détail la stabilité
de l’intégration temporelle de Runge–Kutta couplée à un filtrage sélectif et des interpolations
décentrées.

On considère dans cette partie l’équation de convection 1–D : ∀x ∈ I, ∀ t ∈ R+,





∂u

∂t
+ c0

∂u

∂x
= 0 (t > 0)

u(x, 0) = fk(x) = eikx+iφ

(5.15)

avec c0 une constante. La perturbation initiale est convectée à la vitesse c0. La solution
théorique s’écrit donc uth(x, t) = eik(x−c0t)+iφ.

On maille l’intervalle I à l’aide d’un maillage composite, constitué de deux maillages uni-
formes M et M′ composés respectivement de N et N ′ points, et ayant le même pas d’espace
∆x. On note x0 le premier point de maillage du maillage M, u la solution numérique sur
M et u′ la solution sur M′. La communication depuis le maillage M vers M′ est réalisée à
l’aide d’une méthode d’interpolation à N points d’ordre formel p décentrée sur la cellule d
du support et avec contrôle de l’amplification d’interpolation (COINppod), alors que la com-
munication réciproque depuis le maillage M′ vers M est réalisée par interpolation optimisée
centrée à 8 points d’ordre 2 (OI8p2o4). Cette méthode n’étant pas amplificatrice, cela permet
d’étudier l’influence seule de la méthode testée (COINppod) sur la stabilité temporelle de la
zone de superposition. On translate le maillage M′ du maillage M de telle manière que les
interpolations décentrées soient menées à la position η∆x dans la cellule d’interpolation. On
considère ici une zone de superposition minimale, c’est à dire qu’on réduit au maximum le
nombre de points libres sur chacun des maillages (respectivement nf et n′f ). Le tableau 5.1
donne les paramères géométriques du maillage composite assurant une zone de superposition
minimale. La figure 5.27 donne un aperçu du maillage composite considéré et de la zone de
communication, pour le cas (N, d) = (6, 1). Les dérivées spatiales sont évaluées à l’aide du
schéma aux différences finies à 11 points optimisé FDo11p. L’intégration temporelle est menée
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Maillage M
N N + nf + 14
nf 1 si N − d ≥ 4

4 − N + d + n′
f if N − d < 4

x0 arbitraire

Maillage M′

N ′ n′
f + 22

n′
f N − d − 4 + nf if N − d ≥ 4

1 if N − d < 4
x′

0 x0 + (d − 1 + η + 5)∆x

Tab. 5.1: Paramètres géométriques du maillage géométrique assurant une zone de superposition minimale.

par l’algorithme de Runge–Kutta explicite optimisé à 6 étapes RKo6s. Le filtrage sélectif est
réalisé grâce au schéma à 11 points optimisé SFo11p de force σ (σ ∈ [0, 1]).

η∆x

(1 − η)∆x

points donneurs

Maillage M
′

points receveurs

point libre points receveurs

Maillage M

∆x
∆x

points donneurspoints de frontière

points de frontièrepoints libres

Fig. 5.27: Détail des fonctions des points de maillage d’une zone de superposition minimale pour une com-
munication par méthode d’interpolation à 6 points d’ordre sur la première cellule du support. •◦/•◦ :
points receveurs, •◦/•◦ : points donneurs, •◦/•◦ : points libres, •◦/•◦ : points de frontière.

Le problème linéaire peut être mis sous forme matricielle. On définit quatre matrices :
Une matrice d’interpolation MINT, une matrice de différentiation spatiale MFD, une matrice
d’intégration temporelle MTI, et une matrice de filtrage MSF. L’expression de ces matrices
est donnée en annexe B. L’algorithme d’intégration temporelle de Runge–Kutta à 6 étapes
peut s’écrire dans le cas linéaire sous la forme matricielle suivante :

MTI = ITI +
6∑

j=1

γj (−CFL)j
(
MFD MINT

)j
(5.16)

La matrice ITI est la matrice diagonale définie par :

ITIj,j =

{
1 pour 6 ≤ j ≤ N +N ′ − 5
e−i CFLk∆x sinon

La valeur théorique de la solution est imposée aux points de frontière pour des raisons pratiques
(équation (5.16)), non pas à chaque étapes de Runge–Kutta, mais seulement à chaque pas de
temps. Cette simplification tend à générer un faible déphasage entre la solution numérique
et la solution théorique. Cependant, son impact est très limité sur la stabilité temporelle des
méthodes d’interpolation décentrées testées, si bien qu’on le néglige dans la suite.

Une itération consistant en une intégration temporelle, suivie d’une interpolation et du
filtrage, le vecteur des inconnues t[u0, u1, . . . , uN−1, u

′
0, u

′
1, . . . , u

′
N ′−1], noté Um à l’instant

m∆t, suit une loi de récurrence, donnée par :

Um+1 = Miter Um
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avec Miter = MSF MINT MTI.

La Miter est diagonalisable, car sa matrice des vecteurs propres associée est de rang maxi-
mal. Ainsi, la stabilité de la méthode d’interpolation COINppod est régie par les valeurs
propres de Miter : la zone de communication est stable si chaque valeur propre de la matrice
Miter est de module inférieur à 1, quelle que soit la position relative d’interpolation dans [0, 1[
et quels que soient les nombres d’onde k∆x dans [0, π]. On peut donc établir un critère (noté
critère Λ) renseignant sur la stabilité de la zone de superposition. Il vaut :

Λ(σ,CFL) = max
ν ∈ SpecMiter

η ∈ [0, 1[
k∆x ∈ [0, π]

∣∣∣ν(η, k∆x, σ,CFL)
∣∣∣ ≤ 1 (5.17)

La stabilité dépend donc uniquement du nombre CFL et de la force du filtrage σ.

Les résultats des calculs de stabilité sont présentés sous la forme d’une cartographie du
critère Λ dans le plan (σ,CFL) pour les méthodes d’interpolation optimisées à 8 points d’ordre
4 décentrées sur la première cellule sans contrôle de l’amplification d’interpolation (OI8p4o1)
sur la figure 5.28(a) et avec contrôle de l’amplification d’interpolation (COI8p4o1) sur la figure
5.28(b). Les régions stables (Λ ≤ 1) figurent en blanc, tandis que les régions instables (Λ > 1)
sont représentées en gris. La courbe de stabilité neutre sépare les régions stables des régions
instables. Sur la figure 5.28(a) on peut définir un nombre CFL critique CFLcritique pour le-
quel la stabilité n’est obtenue que dans le cas d’une force de filtrage maximale σ = 1. Pour
la méthode OI8p4o1, on trouve CFLcritique = 1.67. Pour des nombres CFL en-deçà de cette
valeur critique, il existe un intervalle de dissipation pour lequel la zone de communication est
stable, mais cet intervalle est de plus en plus restreint avec l’augmentation du CFL. Pour des
nombres CFL supérieurs à la valeur critique CFLcritique, la zone de superposition est incondi-
tionnellement instable, comme le montre la figure 5.28(a). La figure 5.28(b) montre que cette
situation n’est jamais atteinte pour la méthode d’interpolation optimisée décentrée associée
avec contrôle de l’amplification d’interpolation. La stabilité de la zone de communication est
assurée pour CFL ∈ [0, 2] et pour des forces de filtrages modérées ou élevées. Ainsi l’ajout
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Fig. 5.28: Cartographie de stabilité dans le plan (σ, CFL), à l’aide du critère Λ. Les régions de stabilité, où
Λ ≤ 1, sont représentées en blanc. Les régions instables, où Λ > 1 sont représentées en gris. (a) :
OI8p4o1. (b) : COI8p4o1. Courbe de stabilité neutre.

d’une contrainte de contrôle de l’amplification d’interpolation a augmenté la région de sta-
bilité de la méthode d’interpolation décentrée. Par conséquent, le contrôle de l’amplification
permet l’accès à des pas de temps plus grands, pour des simulations numériques requiérant
des interpolations décentrées.
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5.3.7 Cas-tests de validation

On se propose de vérifier la stabilité de la zone de communication sur quelques cas-tests
numériques. L’équation de convection 1–D est résolue numériquement sur le même maillage
composite I que précédemment étendu en chacune de ses bornes : ∀x ∈ I, ∀ t ∈ R+ :





∂p

∂t
+ c0

∂p

∂x
= s(x) (t > 0)

p(x, 0) = g(x)

avec c0 = 340 la vitesse de propagation, et g(x) la perturbation initiale. Le terme s(x) est un
terme source. La solution analytique vaut :

pth(x, t) = g(x− c0 t) +
1

c0

∫ x

x−c0 t
s(u) du

On utilise les mêmes méthodes numériques que dans l’étude de stabilité. On ne teste que les
méthodes d’interpolation OI8p4o1 et COI8p4o1 pour effectuer la communication depuis M
vers M′. On choisit une position locale d’interpolation ηi = 0.3878, qui assure le maximum
d’amplification d’interpolation pour la méthode OI8p4o1, pour des oscillations maille à maille.

On souhaite convecter un paquet d’ondes basses fréquences sur le maillage composite. La
perturbation initiale vaut :

g :





g(x) = p0 + A cos

(
2π(x− xc)

a∆x

)
exp

(
− ln 2

(
x− xc

b∆x

)2
)

sur M

g(x′) = p0 + A cos

(
2π(x′ − xc)

a∆x

)
exp

(
− ln 2

(
x′ − xc

b∆x

)2
)

sur M′

avec p0 la perturbation moyenne initiale, que l’on fixe à p0 = 101325. La quantité A = 100
est l’amplitude de la perturbation initiale, xc la position initiale du paquet d’ondes, que l’on
pose à xc = −600∆x, a = 30 est le nombre de points de maillage par longueur d’onde des
oscillations, et b = 20 est le nombre de points dans la demi-largeur du paquet d’ondes initial.

5.3.7.1 Terme source

Le terme source s a pour finalité de simuler le bruit numérique qui apparâıt en pratique en
raison des conditions aux frontières, des étirements de maillage et des erreurs de troncature
des méthodes numériques. Ce bruit numérique a généralement une très faible amplitude et
présente des hautes fréquences. On choisit donc le terme source comme un bruit harmonique
haute fréquence de faible amplitude :

s :





s(x) =
2πA c0
λs∆x

As sin

(
2π

x

λs∆x

)
sur M

s(x′) =
2πA c0
λs∆x

As sin

(
2π

x′

λs∆x

)
sur M′

avec λs le nombre de points par longueur d’onde des oscillations du bruit numérique, et As le
rapport entre l’amplitude de ce bruit et celui du paquet d’ondes. On fixe λs à 2, ce qui permet
de simuler des oscillations maille à maille de type bruit numérique. On fixe aussi le paramètre
As à 10−5 pour obtenir un bruit numérique qui est plus petit de cinq ordres de grandeur que
le paquet d’ondes convecté. On choisit enfin une force de filtrage à σ = 0.8.
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5.3.7.2 Simulation à bas nombre CFL : CFL = 0.67

La figure 5.29 présente la solution analytique du problème et la solution numérique sur le
maillage composite à différents instants, et pour les deux méthodes d’interpolation optimisées
à 8 points d’ordre 4 décentrées sur la première cellule avec et sans contrôle de l’amplification
d’interpolation, avec un nombre CFL de 0.67. Pour ces deux méthodes, le bruit numérique
hautes fréquences simulé ne devrait pas être amplifié en temps. Le paquet d’ondes basses
fréquences est proprement convecté à travers la zone de superposition, et est correctement
recupéré sur le maillage M′. Les deux méthodes d’interpolation restent stables.

5.3.7.3 Simulation à haut nombre CFL : CFL = 1.33

On présente maintenant les résultats de simulation pour un CFL plus élevé : CFL = 1.33.
La solution théorique et les solutions numériques sur le maillage composite obtenues pour les
deux méthodes d’interpolation optimisées à 8 points d’ordre 4 décentrées sur la première cel-
lule avec et sans contrôle de l’amplification d’interpolation sont comparées à la figure 5.30. La
méthode d’interpolation décentrée sans le contrôle de l’amplification d’interpolation OI8p4o1

n’est pas stable en temps. En effet, les oscillations du terme source, qui présentent une lon-
gueur d’onde de deux points de maillage, sont amplifiées à chaque pas de temps au niveau
des cellules d’interpolation accueillant des interpolations décentrées (communication depuis
M vers M′). Cette amplification est ensuite convectée vers les cellules où la communication
depuis M′ vers M a lieu. Cette amplification est alors rediffusée par cette communication
réciproque sur le maillage M et retourne vers les points donneurs de M, ce qui exacerbe le
phénomène d’amplification. Malgré les très faibles amplitudes du terme source, de 5 ordres de
grandeur plus faibles que l’amplitude du paquet d’ondes, il ne faut que 750 itérations pour que
la méthode OI8p4o1 n’amplifie ces oscillations à des niveaux comparables au signal convecté.
Le critère Λ, qui donne Λ = 1.0157, corrobore cette observation, puisque Λ750 ≃ 105 ≃ 1/As.
Les oscillations maille à maille qui croissent finissent par polluer la convection du paquet
d’ondes dans la zone de superposition, si bien que le signal n’est pas correctement récupéré
sur le maillage M′. Le paquet d’ondes se retrouve après quelques centaines d’itérations supplé-
mentaires complètement noyé dans le bruit numérique provenant de la zone de superposition.

Ce phénomène n’a pas lieu pour la méthode d’interpolation avec contrôle de l’amplification
d’interpolation COI8p4o1. La zone de superposition reste stable et le signal, parfaitement
convecté à travers la zone de communication, est retrouvé avec précision sur le maillage M′

5.3.8 Conclusion

Des méthodes d’interpolation optimisées décentrées avec contrôle de l’amplification d’inter-
polation ont été obtenues par la résolution d’un problème de minimisation avec des contraintes
relatives à l’ordre formel d’interpolation et au contrôle de l’amplification. Une étude sur l’er-
reur d’interpolation de ces méthodes a été réalisée afin d’identifier la méthode assurant l’erreur
d’interpolation la plus basse sur le domaine des nombres d’onde correctement résolus, pour
un décentrage donné. Un critère fondé sur une étude de valeurs propres a été proposé pour
prédire la stabilité des interpolations décentrées couplées à un filtrage sélectif. Ce critère ne
dépend que de la force du filtrage et du nombre CFL. L’étude a enfin révélé que les inter-
polations décentrées sans contrôle de l’amplification nécessitent un nombre CFL plus petit
et/ou un filtrage plus fort pour être stable, en comparaison aux méthodes avec contrôle de
l’amplification d’interpolation. Ceci est un inconvénient majeur, particulièrement pour une
utilisation dans une simulation 3–D, où le nombre CFL doit être pris le plus grand possible
afin de réduire les coûts de simulation. Cette limitation du nombre CFL pour des raisons de
stabilisation n’existe pas pour les méthodes d’interpolation avec contrôle de l’amplification
que l’on vient de construire, sous condition d’être utilisées avec un filtrage sélectif modéré à
fort.
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Fig. 5.29: Cas-test avec CFL=0.67. Amplitude adimensionnalisée du paquet d’ondes (p − p0)/A à différents
instants : 930∆t, 960∆t, 990∆t, 1020∆t, 1050∆t, 1080∆t, 1110∆t, 1140∆t, et 3000∆t. Solu-
tion théorique sur M, • Solution numérique sur M, Solution théorique sur M′, • Solution
numérique sur M′.
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Fig. 5.30: Cas-test avec CFL=1.33. Amplitude adimensionnalisée du paquet d’ondes (p − p0)/A à différents
instants : 450∆t, 480∆t, 510∆t, 540∆t, 570∆t, 600∆t, 750∆t, 900∆t et 1500∆t. Solution théo-
rique sur M, • Solution numérique sur M, Solution théorique sur M′, • Solution numérique
sur M′.
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5.4 Décentrage progressif

En pratique, les méthodes d’interpolation décentrées avec contrôle de l’amplification d’in-
terpolation ne sont utilisées que dans le cas où seulement un ou deux points sont disponibles
dans la direction de la paroi. Dès que l’on dispose de trois points ou plus dans cette direction,
une méthode d’interpolation optimisée centrée suffit pour assurer une erreur d’interpolation
acceptable sans amplification. La figure 5.31 donne les méthodes d’interpolation que l’on uti-
lise en fonction du nombre de points disponibles dans la direction perpendiculaire à la paroi.

COI6p5o1

OI6p2o3

OI8p2o4

OI10p2o5

d

1

2

3

4

5

COI6p5o2

Fig. 5.31: Méthodes d’interpolation utilisées dans le cas d’un décentrage progessif. La cellule d’interpolation
est représentée par des points verts ◦. Le point receveur est représenté en noir •. Les autres points
donneurs sont représentés par des points vides ◦.

5.5 Techniques d’interpolation multidimensionnelle

On choisit le même pas de discrétisation dans l’axe e3 des maillages cartésiens et l’axe ez

du maillage cylindrique, de manière à rendre coplanaires les points donneurs d’un maillage et
les points receveurs de l’autre maillage (voir partie 5.1.2). On n’aborde donc dans cette partie
la mise en œuvre d’une interpolation 2–D uniquement.

Le problème général consiste à calculer la valeur d’une fonction f de deux variables en un
point receveur x = (ξ, ζ) ∈ R2 dans un repère cartésien de référence à partir des valeurs de
f connues aux autres points du maillage structuré donneur. On présente ici deux méthodes
d’interpolation multidimensionnelle : une méthode d’interpolation 2–D par produit tensoriel
d’interpolations 1–D, et une méthode d’interpolation 2–D directe.

5.5.1 Interpolation par produit tensoriel d’interpolations 1–D

5.5.1.1 Interpolation dans le domaine physique

Le principe général de l’interpolation multidimensionnelle par produit tensoriel d’interpo-
lations 1–D est illustré par la figure 5.32. On recherche d’abord la maille [xj,l,xj+1,l,xj,l+1] du
maillage donneur, supposé localement quasi-orthogonal, contenant le point receveur x. Cette
étape peut être coûteuse numériquement. On considère ensuite la droite D passant par le point
receveur x parallèle à l’arête [xj,l,xj+1,l] du maillage donneur. Cette droite coupe les N lignes
Dp du maillage donneur aux points xp, où N est la longueur du support d’interpolation, et p
varie entre j−d+1 et j−d+N , pour une méthode d’interpolation 1–D à N points décentrée
sur la cellule d.

Une première série de N interpolations 1–D préliminaires est effectuée pour estimer la
valeur de la fonction f aux points xp (notés en vert sur la figure 5.32) à partir des points
donneurs xp,l (le long des lignes bleues sur la figure 5.32(b)). Ce processus d’interpolation
peut être complètement explicité, en donnant la position relative d’interpolation ηp dans la
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(a) (b)
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xj+1,l xj,l+1
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Fig. 5.32: Interpolation 2–D en un point receveur x noté •, par produit tensoriel d’interpolations 1–D centrées
à N points : on effectue N interpolations 1–D préliminaires en chacun des points receveurs xp notés
◦ à partir des points donneurs ◦ suivant les flèches bleues. On effectue une interpolation finale 1–D
suivant la flèche verte au point receveur x à partir des points donneurs xp. (a) Vue générale. (b)
Vue détaillée. La cellule contenant le point receveur x est repérée par les trois points xj,l,xj+1,l et
xj,l+1, notés •◦. (schéma pour N = 6 et d = 3)

cellule d’interpolation le long de la droite Dp. En notant (ξp, ζp) les coordonnées du point xp

dans le repère de référence, et (ξl
j, ζ

l
j) les coordonnées du point xj,l, on a :
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La position relative d’interpolation ηp pour une interpolation au point receveur xp vaut :

ηp =

√
(ξp − ξl

p)
2 + (ζp − ζ l

p)
2

(ξl+1
p − ξl

p)
2 + (ζ l+1

p − ζ l
p)

2

Une interpolation finale 1–D est réalisée pour estimer la valeur de la fonction f en x à
partir des valeurs obtenues aux points xp (le long de la ligne verte sur la figure 5.32(b)). La
position relative d’interpolation η vaut :

η =

√
(ξ − ξj)2 + (ζ − ζj)2

(ξj+1 − ξj)2 + (ζj+1 − ζj)2

Le fait d’avoir un pas de discrétisation non-constant le long de la droite D peut entrâıner des
erreurs d’interpolations supplémentaires, dans le cadre d’une interpolation optimisée qui a été
développée en supposant une discrétisation constante.

La méthode présentée n’est pas symétrique vis à vis des deux directions, mais elle permet de
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s’appuyer sur les droites préexistantes du maillage. À noter enfin qu’il est évidemment possible
de mélanger les différentes méthodes d’interpolation 1–D : les interpolations intermédiaires
peuvent, si la géométrie le permet, se faire de manière centrée, tandis que l’interpolation finale
(le long de la droite D) peut être menée de manière décentrée, ou réciproquement.

Le recours à des droites d’interpolation est lourd et coûteux d’un point de vue du temps
de calcul. Une difficulté apparâıt aussi lorsque le point receveur est proche d’une arête du
maillage donneur, et que les supports d’interpolation sont longs : il peut en effet arriver que
les points xp ne soient pas sur la même couronne de maillage que le point x, ce qui rend délicat
la recherche des points donneurs pour les N interpolations préliminaires, comme le montre la
figure 5.33.

Dp

D

xj,l

xj+1,l xj,l+1
xp

x

Fig. 5.33: Interpolation 2–D en un point receveur x noté •, par produit tensoriel d’interpolations 1–D centrées
à N points : on effectue N interpolations 1–D préliminaires en chacun des points receveurs xp notés
◦ à partir des points donneurs ◦ suivant les flèches bleues. On effectue une interpolation finale 1–D
suivant la flèche verte au point receveur x à partir des points donneurs xp. La cellule contenant le
point receveur x est repérée par les trois points xj,l,xj+1,l et xj,l+1, notés •◦. Certains points xp ne
sont pas sur la même couronne de maillage que le point x. (schéma pour N = 6 et d = 3)

Il est possible de généraliser la méthode précédente : Au lieu d’effectuer les interpolations
successives sur des droites, il est possible de les faire suivant les courbes données par le maillage,
ce qui évite le calcul des coordonnées de tous les points d’intersections décrit précédemment,
et la recherche fastidieuse des supports d’interpolation lorsque le point receveur x est proche
d’une arête du maillage donneur.

5.5.1.2 Interpolation dans le domaine transformé

Pour une interpolation à partir d’un maillage cylindrique donneur, il parâıt intéressant
d’interpoler le long d’un arc de cercle plutôt que le long d’une droite. Cette approche présente
en effet l’avantage de rendre les interpolations cartésiennes dans le domaine tranformé (r, θ).
On effectue ainsi une première série de N interpolations à θ constant, puis une interpolation
finale à r constant, comme l’illustre la figure 5.34. Les pas de discrétisation (∆r et ∆θ) étant
constants, on s’affranchit des difficultés liées au pas d’espace non constant le long de la droite
D. Cette approche permet enfin d’éviter le fait que les points xp ne soient pas sur le même arc
de maillage que le point x, lorsque ce point est proche d’une arête du maillage donneur, ce qui
rendait délicat le calcul des supports d’interpolation. Dans toute la suite, les interpolations
2–D par produit tensoriel d’interpolations 1–D sont effectuées dans le domaine transformé. On
adopte la convention de notation suivante : lorsque les interpolations 1–D préliminaires sont
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Fig. 5.34: Interpolation dans le domaine physique (ξ, ζ) le long d’un arc de cercle et dans le domaine transformé
(r, θ) le long d’une droite, pour un maillage donneur cylindrique.

menées à l’aide d’une interpolation de Lagrange à N points sur la maille d dans la direction eξ

et l’interpolation finale 1–D à l’aide d’une interpolation de Lagrange à N ′ points sur la maille
d′ dans la direction eζ, la méthode globale d’interpolation 2–D est notée LINpd ⊗ LIN ′pd′ .

5.5.1.3 Erreur d’interpolation

Compte tenu de la remarque précédente, on ne considère dans la suite que des maillages
donneurs cartésiens. On suppose que les supports d’interpolation sont rectangulaires. Le point
x = (ξ, ζ) ∈ R2 où l’on souhaite interpoler se situe sur la cellule (dξ , dζ) d’un réseau rec-
tanglulaire d’interpolation, comme le montre la figure 5.35, avec (dξ , dζ) ∈ {1, 2, . . . , Nξ} ×
{1, 2, . . . , Nζ}, avec Nξ et Nζ respectivement le nombre de points donneurs pour les interpo-
lations dans les directions eξ et eζ. On note ηξ et ηζ respectivement les positions relatives
d’interpolation dans la cellule (dξ , dζ) dans les directions eξ et eζ.

ζ0

ξ0 ξ1 ξ ξ2 ξ3 ξ4 ξ5

ζ1

ζ2

ζ3

ζ4

ζ5

ζ

ηξ∆ξ

ηζ∆ζ

ξ6

Fig. 5.35: Support d’interpolation carré, avec interpolation sur la cellule (2,3), pour (Nξ, Nζ) = (7, 6). Le
point receveur x = (ξ, ζ) est représenté par •, les points donneurs de la cellule d’interpolation (2,3)
par ◦ et les autres points donneurs du support par ◦.

De manière analogue au cas 1–D, on introduit fkξ,kζ
une fonction-test harmonique ayant
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un nombre d’onde kξ dans la direction eξ, kζ dans la direction eζ, et une phase φ :

fkξ,kζ
:

{
[ξ0, ξNξ−1[×[ζ0, ζNζ−1[ 7−→ C

(ξ, ζ) 7−→ ei(kξξ+kζζ+φ) (φ ∈ [−π, π[)

L’erreur locale d’interpolation sur la cellule (dξ, dζ), que l’on note ε
dξ,dζ

loc , vaut :

ε
dξ ,dζ

loc (ηξ , ηζ , kξ∆ξ, kζ∆ζ) =

∣∣∣∣∣
fkξ,kζ

− f̃kξ,kζ

fkξ,kζ

∣∣∣∣∣

L’erreur global d’interpolation sur la cellule (dξ , dζ), notée εdξ ,dζ , est construite en prenant
la plus grande erreur locale d’interpolation sur l’ensemble de la cellule d’interpolation. On a
donc :

εdξ ,dζ(kξ∆ξ, kζ∆ζ) = max
(ηξ ,ηζ)∈[0,1[2

εdloc(ηξ , ηζ , kξ∆ξ, kζ∆ζ)

La figure 5.36 montre l’erreur globale d’interpolation dans l’espace des nombres d’onde des
méthodes d’interpolation 2–D à support carré obtenues par produit tensoriel d’interpolations
centrées 1–D de Lagrange à 2, 6, et 10 points ou d’interpolations optimisées, d’ordre 2, à 4, 6
et 10 points. Parmi toutes les méthodes représentées, la méthode OI10p2o5 ⊗ OI10p2o5 est la
seule qui assure une erreur d’interpolation inférieure à 10−5 sur le domaine [0, 2π/5]×[0, 2π/5].
Enfin, on retrouve bien sûr asymptotiquement les courbes d’erreur 1–D relatives aux méthodes
d’interpolation utilisées dans une dimension lorsque l’on fait tendre le nombre d’onde dans
l’autre direction vers 0.

5.5.2 Interpolation de Lagrange 2–D

À l’exception du livre pionnier de Steffensen [224], très peu de livres d’analyse numérique
consacrent une partie sur l’interpolation multivariable [91]. Elle n’est abordée (partiellement
ou totalement) que dans la littérature récente, comme par exemple par de Boor dans [29] ou
par Gasca dans [94].

On souhaite dans cette partie construire une méthode d’interpolation multivariable directe
sur un support carré de N2 points. De manière analogue à la construction d’une interpolation
1–D, on note f̃ l’interpolation au point x d’une fonction de 2 variables f définie de Sξ × Sζ

dans C.
Une interpolation 2–D non couplée explicite s’exprime par [229] :

f̃(ξ, ζ) =

N−1∑

j=0

N−1∑

l=0

Sj,l(ξ, ζ)fj,l (5.18)

où les quantités Sj,l(ξ, ζ) sont les N2 coefficients d’interpolation à déterminer. Il ne reste donc
qu’à choisir un espace d’interpolation dans lequel on construit les coefficients d’interpolation.
À l’instar de la construction des interpolations de Lagrange 1–D, on souhaite choisir un espace
d’interpolation de type polynomial.

Cependant, de nombreux auteurs rappellent que le choix de l’espace d’interpolation est
une étape délicate [28, 131, 146], particulièrement pour des espaces vectoriels de polynômes.
Prenons par exemple l’ensemble des polynômes à 2 variables de degré au plus N − 1, que l’on
note RN−1[ξ, ζ]. Cet ensemble offre N(N + 1)/2 degrés de liberté, et semble a priori ne pas
convenir car l’on dispose de N2 coefficients d’interpolation à déterminer. A contrario, si l’on
fait le choix d’un nombre de points donneurs égal au nombre de degrés de liberté fourni par
RN−1[ξ, ζ], il n’est plus possible de les placer suivant un carré. On observe alors, en plaçant
les N(N + 1)/2 points donneurs de manière non-symétrique, que le système d’équations liées



168 Ch.5 Outils de communication associés à l’utilisation de recouvrements de maillages
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(c) (f)

 εN/2,N/2
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Fig. 5.36: Erreur globale d’interpolation εN/2,N/2 dans l’espace des nombres d’onde pour des interpolations
2–D à support carré obtenues par produit tensoriel d’interpolation 1–D à N points centrées (N
pair) : (a) LI2p1 ⊗ LI2p1. (b) LI6p3 ⊗ LI6p3. (c) LI10p5 ⊗ LI10p5. (d) OI4p2o2 ⊗ OI4p2o2. (e)
OI6p2o3 ⊗ OI6p2o3. (f) OI10p2o5 ⊗ OI10p2o5. Les erreurs en-deçà de 10−6 sont majorées par
10−6.

aux conditions de collocation (le polynôme de Lagrange 2–D associé au point donneur (ξj, ζl)
prend la valeur 1 en (ξj , ζl) et 0 aux autres points donneurs) est singulier.

5.5.2.1 Espaces de Haar

Le problème du choix de l’espace d’interpolation peut être appréhendé plus formellement
à l’aide des travaux de Gasca & Sauer [91].
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Le problème d’interpolation de Lagrange consiste formellement à trouver, pour N points
distincts {x0,x1, . . . ,xN−1} de R2 et pour N réels {y0, y1, . . . , yN−1}, un polynôme P dans
un sous-espace H de R[ξ, ζ] de dimension supérieure ou égale à N , par lequel l’image de
{x0, . . . ,xN−1} est {y0, . . . , yN−1}, c’est à dire que P (xj) = yj, pour tout j ∈ {0, 1, . . . ,N −
1}.

L’ensemble H est un espace de Haar d’ordre N si quels que soient les N points distincts
{x0, . . . ,xN−1} de R2 donnés, et quels que soient les N réels {y0, . . . , yN−1}, il existe un
polynôme P ∈ H tel que P (xj) = yj, pour tout j ∈ {0, 1, . . . ,N − 1}.

L’utilisation de supports d’interpolation carrés comme celui présenté à la figure 5.35 impose
donc le recours à un espace d’interpolation qui est un espace de Haar d’ordre N2.

On peut montrer que l’ensemble RN−1[ξ, ζ] introduit précédemment ne convient pas, car
il forme un espace de Haar d’ordre N . En effet, il suffit par exemple d’expliciter un polynôme
P contenu dans RN−1[ξ, ζ] par lequel l’image de N points distincts {x0,x1, . . . ,xN−1} quel-
conques de R2 est les N réels {y0, . . . , yN−1} quelconques. On considère pour cela une équation
Hj(x) = 0 d’une droite qui contient le point xj et aucun des autres points xl (j 6= l), puis on
pose :

P (x) =
N∑

m=0

ym

N∏

n = 0
n 6= m

Hn(x)

Hn(xm)

On considère PN−1[ξ, ζ] l’ensemble des polynômes de degré au plus (N − 1)2 défini par :

PN−1[ξ, ζ] =

{
P (ξ, ζ) =

N−1∑

m=0

N−1∑

n=0

am,nξ
mζn, am,n ∈ R

}
= RN−1[ξ] ⊗ RN−1[ζ]

Cet ensemble est un espace d’interpolation adapté à la structure de support de points don-
neurs en carré, puisqu’il s’agit d’un espace de Haar d’ordre N2. En effet, pour un ensemble
{x0,x1, . . . ,xN2−1} de points distincts quelconques de R2 et pourN2 réels {y0, y1, . . . , yN2−1}
quelconques, on peut expliciter un polynôme P de PN−1[ξ, ζ] par lequel l’image des points
{x0,x1, . . . ,xN2−1} est l’ensemble {y0, y1, . . . , yN2−1}. Il s’agit du polynôme P dont les am,n

correspondants vérifient :

Mp A = t
[
y0 y1 · · · yN2−1

]

avec A la matrice des coefficients, définie par :

t
[
a0,0 a0,1 · · · a0,N−1 a1,0 · · · a1,N−1 a2,0 · · · aN−1,N−1

]

et Mp la matrice des positions géométriques des points donneurs :

Mp =




1 ζ0 · · · ζN−1
0 ξ0 ξ0ζ0 · · · ξ0ζ

N−1
0 · · · ξN−1

0 ζN−1
0

1 ζ1 · · · ζN−1
1 ξ1 ξ1ζ1 · · · ξ1ζ

N−1
1 · · · ξN−1

1 ζN−1
1

...
... · · · ...

...
... · · · ... · · · ...

1 ζN2−1 · · · ζN−1
N2−1

ξN2−1 ξN2−1ζN2−1 · · · ξN2−1ζ
N−1
N2−1

· · · ξN−1
N2−1

ζN−1
N2−1




Le fait de prendre les points {x0,x1, . . . ,xN2−1} distincts assure que la matrice Mp est
inversible, ce qui définit de manière unique les coefficients am,n, et donc le polynôme P .

5.5.2.2 Polynômes de Lagrange 2–D

Les polynômes de Lagrange 2–D ℓj,l associés aux points donneurs xj,l = (ξj , ζl), qui
forment un support d’interpolation carré de N2 points, sont pris dans l’ensemble PN−1[ξ, ζ].
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On obtient, ∀ (ξ, ζ) ∈ [ξ0, ξN−1[×[ζ0, ζN−1[ :

ℓj,l(ξ, ζ) =

N−1∑

m=0

N−1∑

n=0

aj,l
m,n ξ

mζn

Les coefficients aj,l
m,n sont déterminés par la résolution du système linéaire suivant :

V ({ξ0, . . . , ξN−1}) ⊙ V ({ζ0, . . . , ζN−1})Aj,l = δj ⊙ δl

avec Aj,l le vecteur des coefficients associés au polynôme de Lagrange ℓj,l :

Aj,l = t
[
aj,l

0,0 aj,l
0,1 · · · aj,l

0,N−1 aj,l
1,0 · · · aj,l

1,N−1 aj,l
2,0 · · · aj,l

N−1,N−1

]

Le symbole ⊙ désigne le produit de Kronecker de deux matrices et V l’opérateur de Vander-
monde, défini par :

V ({ξ0, . . . , ξN−1}) =




1 ξ0 ξ20 · · · ξN−1
0

1 ξ1 ξ21 · · · ξN−1
1

1 ξ2 ξ22 · · · ξN−1
2

...
...

...
. . .

...

1 ξN−1 ξ2N−1 · · · ξN−1
N−1




Le vecteur δi est donné par :

δj = t
[
δj
0 δj

1 · · · δj
N−1

]

Dans la suite, l’interpolation de Lagrange 2–D à N×N points sur la cellule d’interpolation
(dξ, dζ) est noté LINpdξ,dζ .

5.5.2.3 Comparaison à l’interpolation par produit tensoriel d’interpolations 1–D
de Lagrange

Les figures 5.37(a) et 5.37(b) montrent la valeur absolue de la différence entre l’erreur
globale d’interpolation 2–D par produit tensoriel d’interpolations centrées respectivement à
4 et 8 points, et l’interpolation de Lagrange 2–D directe à 4 et 8 points. On observe que

(a) (b)

Fig. 5.37: Valeur absolue de la différence entre l’erreur globale d’interpolation de l’interpolation de Lagrange 2–

D par produit tensoriel d’interpolations centrées à N points LINpN/2 ⊗ LINpN/2, et l’interpolation
de Lagrange 2–D centrée à N points directe LINpN/2,N/2. (a) N = 4. (b) N = 8.



5.6 Cas tests de validation 171

dans les deux cas, les méthodes d’interpolation 2–D directes et celles obtenues par produit
tensoriel d’interpolations 1–D ont la même erreur globale d’interpolation. En effet, leurs erreurs
d’interpolation sont distantes de moins de 10−11 sur l’ensemble de l’espace des nombres d’onde,
ce qui est négligeable.

Même si les deux méthodes sont équivalentes en terme d’erreur d’interpolation, elles ne le
sont pas en terme de coût de calcul. L’inversion matricielle nécessaire pour la méthode 2–D
directe pénalise fortement ses performances pour le calcul des coefficients d’interpolation. À
titre illustratif, le tableau 5.2 propose les temps moyens de calcul des coefficients d’interpo-
lation pour les méthodes directes et les méthodes par produit tensoriel d’interpolations 1–D,
pour N variant de 2 à 10. Le temps de calcul des coefficients est jusqu’à 100 fois plus long pour
la méthode 2–D directe à 10 points, ce qui est handicapant dans le cadre d’un calcul haute
performance. Aussi, le temps nécessaire pour effectuer une interpolation 2–D, sans considérer
le calcul des coefficients, est plus grand pour une méthode directe que pour une méthode par
interpolations 1–D successives. Des tests effectués avec Matlab 7.7, exécuté sous Linux Ubuntu
9.04 sur un CPU Intel Xeon E5320 @ 1.86 GHz, associé à 2 Go de mémoire RAM, donnent
un temps d’interpolation de 0.46 ms pour la méthode LI10p5 ⊗ LI10p5, et plus de 1 ms pour
la méthode directe LI10p5,5.

N Points donneurs 1–D ⊗ 1–D 2–D

2 4 0.83 5.0
4 16 0.84 9.1
6 36 0.86 15.2
8 64 0.88 31.3
10 100 0.92 129.5

Tab. 5.2: Temps moyen de calcul (en ms) des coefficients d’interpolation 2–D avec Matlab 7.7, exécuté sous
Linux Ubuntu 9.04 sur un CPU Intel Xeon E5320 @ 1.86 GHz, associé à 2 Go de mémoire RAM,
en fonction du nombre de points donneurs, pour différentes méthodes de Lagrange.

Compte tenu de ces résultats, on utilise donc dans la suite les interpolations multidimen-
sionnelles obtenues par produit tensoriel d’interpolations 1–D car elles offrent de meilleures
performances que les méthodes directes pour une précision d’interpolation équivalente.

5.6 Cas tests de validation

On présente ici la simulation 2–D d’un tourbillon bidimensionnel introduit au centre d’un
maillage composite de type polaire-cartésien, en présence d’un écoulement de u∞ = 150 m/s
dans la direction e1. Le maillage cartésien, au cœur, est composé de 200 × 200 points, tandis
que le maillage polaire, en périphérie, est constitué de 175 points radialement et de 500 points
azimutalement. Le premier point du maillage polaire est placé à un rayon rmin du centre du
maillage cartésien. Les pas de discrétisation, tous constants, sont choisis de telle sorte que les
mailles polaires soient sensiblement de la même taille que les mailles cartésiennes dans la zone
de superposition. Les pas de discrétisation du maillage cartésien dans chacune des directions
sont pris égaux, soit ∆x1 = ∆x2. Parallèlement à ce calcul, le cas test est mené sur un maillage
cartésien plus grand, de 700 × 700 points, présentant les mêmes pas de discrétisation que le
maillage cartésien de cœur du maillage composite. Ce calcul simule le comportement de zones
de communication parfaites et fournit donc une solution de référence, qui est rapportée sur le
maillage composite à l’aide d’une méthode d’interpolation OI10p2o5 ⊗ OI10p2o5. On indicera
les variables par ref pour cette solution. Le pas de temps est défini en choisissant un nombre
CFL de 0.5 : ∆t = 0.5 rmin∆θ/(c∞ + u∞).



172 Ch.5 Outils de communication associés à l’utilisation de recouvrements de maillages

Initialisation

À t = 0, le tourbillon est introduit au centre du maillage composite grâce à l’initialisation
suivante, respectivement sur le maillage cartésien au cœur et le maillage polaire périphérique :

• Maillage cartésien au cœur : • Maillage polaire en périphérie :





p(x1, x2) = p∞

u1(x1, x2) = u∞ + ω0 x2 exp

(
− ln 2

x2
1 + x2

2

l2t

)

u2(x1, x2) = −ω0 x1 exp

(
− ln 2

x2
1 + x2

2

l2t

)

ρ(x1, x2) = ρ∞





p(r, θ) = p∞
ur(r, θ) = u∞ cos θ

uθ(r, θ) = −u∞ sin θ − ω0 r exp

(
− ln 2

r2

l2t

)

ρ(r, θ) = ρ∞

avec ω0 la vorticité au cœur du tourbillon, et lt la demi-largeur du tourbillon. Le rayon du
tourbillon est défini comme le rayon pour lequel le maximum de vitesse tangentielle est atteint.
Il vaut :

rtourb =
lt√

2 ln 2

Dans toute la suite, on choisit un tourbillon d’un diamètre de 5∆x1, soit lt = 3.5∆x1, et
une vitesse maximale tangentielle de 15 m/s (ω0 ≃ 1200 rad/s). Ceci permet de tester les
différentes méthodes d’interpolation à la longueur minimale correctement résolue par le schéma
aux différences finies.

Résultats

La figure 5.38 présente la pression fluctuante p−p∞ à différents pas de temps sur l’ensemble
du maillage composite, pour des communications entre le maillage cartésien au cœur et le
maillage polaire périphérique effectuées respectivement à l’aide d’interpolations 2–D obtenues
par produit tensoriel d’interpolations 1–D centrées de Lagrange à 2 points, de Lagrange à
6 points et optimisées à 10 points d’ordre 2. La figure 5.39 montre l’erreur relative sur la
pression par rapport à la solution de référence.

Les fronts d’onde circulaires nettement visibles à la figure 5.38 correspondent au régime
transitoire engendré par des conditions initiales hors équilibre. Le petit disque central de
dépression correspond au tourbillon que l’on convecte. Les 3 méthodes testées introduisent
un rayonnement parasite lors du passage du tourbillon dans la zone de superposition des
deux maillages. Ce rayonnement parasite présente une intensité qui dépend de la méthode
d’interpolation utilisée. Elle est très intense pour la méthode de Lagrange à 2 points (de
l’ordre de 10−5p∞ à 10−4p∞), alors qu’elle est plus modérée pour la méthode de Lagrange à
6 points (de l’ordre de 10−6p∞) et elle devient négligeable pour la méthode optimisée à 10
points d’ordre 2 (de l’ordre de 10−7p∞). La fréquence du rayonnement dépend également de
la méthode d’interpolation utilisée. Alors qu’il est plutôt basse fréquence pour la méthode de
Lagrange à 2 points, il devient haute et très haute fréquence respectivement pour les méthodes
de Lagrange à 6 points et la méthode d’interpolation optimisée à 10 points d’ordre 2. Il peut
être alors davantage affecté par le filtrage sélectif, ce qui réduirait son impact négatif sur la
simulation.

On observe également de la réflexion le long des zones de superposition, particulièrement
sur le front d’onde transitoire. Cette réflexion parasite est d’autant plus marquée que le support
d’interpolation est court. La méthode d’interpolation à 2 points introduit enfin énormément de
rayonnement parasite haute fréquence sur le maillage cylindrique au passage du front d’onde
transitoire dans la zone de superposition.
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LI2p1 ⊗ LI2p1 LI6p3 ⊗ LI6p3 OI10p2op5 ⊗ OI10p2op5

 
p− p∞ (Pa)

−1 −0.5 0 0.5 1

Fig. 5.38: Pression fluctuante p − p∞, bornée entre ±1 Pa à t = 480∆t, t = 600∆t, t = 720∆t, et t = 840∆t.

À gauche : interpolations centrées de Lagrange à 2 points. Au centre : interpolations centrées de
Lagrange à 6 points. À droite : interpolations optimisées à 10 points d’ordre 2. Les limites de la
zone de communication sont représentées en pointillés noirs.
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LI2p1 ⊗ LI2p1 LI6p3 ⊗ LI6p3 OI10p2op5 ⊗ OI10p2op5

 
(p− pref )/pref

10−7 10−6 10−5 10−4

Fig. 5.39: Erreur relative entre la pression p et la solution de référence pref, bornée entre 10−7 et 10−4, à

t = 480∆t, t = 600∆t, t = 720∆t, et t = 840∆t. À gauche : interpolations centrées de Lagrange
à 2 points. Au centre : interpolations centrées de Lagrange à 6 points. À droite : interpolations
optimisées à 10 points d’ordre 2. Les limites de la zone de communication sont représentées en
pointillés blancs.
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Le recours à la méthode optimisée à 10 points est donc doublement bénéfique : il permet une
réduction maximale de l’amplitude du rayonnement parasite par rapport aux autres méthodes
testées, et le rayonnement parasite généré est très haute fréquence. Il est donc susceptible d’être
en partie dissipé par le filtrage sélectif. On se propose d’étudier dans la section suivante le
mécanisme de génération du rayonnement parasite.

Mécanisme de génération du rayonnement parasite

Les méthodes d’interpolation testées étant obtenues par produit tensoriel d’interpolations
1–D, l’étude qui suit peut être réduite au cas 1–D sans perte de généralité. Comme le dé-
montre Desquesnes et al. pour une interpolation de Lagrange à 4 points [63], le processus
d’interpolation, qui consiste à construire un signal continu à partir d’un signal échantillonné,
puis à le rééchantillonner sur un second maillage génère un repliement spectral (aliasing) à
l’origine du rayonnement parasite.

On considère un échantillonnage régulier infini de R de pas ∆ξ par le maillage ξj = j∆ξ.
Pour toute fonction f de R 7→ R, on introduit son échantillonnage, que l’on note fx, défini
par fx(ξ) = f(ξ)X∆ξ(ξ). La fonctionX∆ξ désigne le peigne de Dirac de période ∆ξ, donné
parX∆ξ(ξ) =

∑
j∈Z

δ(ξ− j∆ξ), avec δ la distribution de Dirac. Une réécriture de l’équation
(5.2) donne :

f̃(ξ) = fx(ξ) ∗ hs(ξ)

où ∗ est l’opérateur de convolution, et hs le filtre d’interpolation associé à la méthode d’inter-
polation déterminée par les coefficients sd

j . Il est calculé directement à partir des coefficients

sd
j par :

hs(ξ) =

N−d∑

j=1−d

1[0,1[

(
ξ

∆ξ
+ j

)
sd
j+d−1

(
ξ

∆ξ
+ j

)

Dans toute la suite, pour toute fonction f intégrable sur R, pour tout réel k, on note f̂ la
transformée de Fourier de la fonction f , définie par :

f̂(k) =

∫ +∞

−∞
f(ξ) exp(−ikξ) dξ

La figure 5.40(a) montre les courbes représentatives du filtre d’interpolation hs pour les
méthodes d’interpolation testées, et la figure 5.40(b) le module normalisé de leur transformée
de Fourier. On y a représenté le filtre d’interpolation idéale correspondant à l’interpolation de
Whittaker–Shannon, donné par le théorème de Shannon–Nyquist [210] :

hs(ξ) = sinc

(
πξ

∆ξ

)

Les filtres des méthodes à N points sont à support compact de longueur N centré en
0, approximant le filtre idéal de Whittaker–Shannon en sinus cardinal à support infini. On
constate sur la figure 5.40(b) que contrairement à l’interpolation idéale, les transformées de
Fourier des filtres d’interpolation des méthodes testées ne sont pas à support compact inclus
dans ]− π/∆ξ, π/∆ξ[. En effet, le pic principal s’étale au-delà de cet intervalle, et on observe
des pics secondaires au voisinage des nombres d’onde k∆ξ = ±3π, k∆ξ = ±5π, k∆ξ =
±7π, etc. La transformée de Fourier de l’interpolation de Whittaker-Shannon est d’autant
mieux approximée que le nombre de points donneurs est grand. Les pics secondaires ont une
amplitude qui diminue avec le nombre de points donneurs.

La dernière étape du processus est l’échantillonnage de la fonction f̃ sur un second maillage
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(a)

ξ /∆ξ
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Fig. 5.40: (a) Courbe représentative du filtre d’interpolation hs pour les méthodes d’interpolation testées. (b)

Module normalisé de la transformée de Fourier du filtre d’interpolation |bhs| pour les méthodes d’in-
terpolation testées. : LI2p1, : LI6p3, : OI10p5, : Interpolation de Whittaker–
Shannon.

infini de R, de pas de discrétisation ∆ξ′, translaté de −d′ par rapport au premier maillage. Il
est construit à l’aide des points ξ′j = j∆ξ′ + d′, avec d′ ∈ [−∆ξ/2,∆ξ/2[. L’échantillonnage de

f̃ s’écrit :

f̃x(ξ) = f̃(ξ)X∆ξ′(ξ − d′) (5.19)

L’équation (5.19) peut être réécrite dans l’espace des nombres d’onde :

̂̃
fx(k) =

√
2π

∆ξ′

+∞∑

j=−∞

exp

(
−2iπjd′

∆ξ′

)
ĥs

(
k − 2πj

∆ξ′

)
f̂x(k − 2πj

∆ξ′

)

La transformée de Fourier de la fonction f̃ échantillonnée sur le second maillage s’écrit
donc comme une somme des translations de 2π/∆ξ′ du produit de la transformée de Fourier
du filtre d’interpolation hs et de la transformée de Fourier de la fonction échantillonnée sur
le premier maillage fx. Dans le cas général, ce produit n’est pas à support compact inclus
dans ]−π/∆ξ′, π/∆ξ′[, en raison des pics secondaires observés pour la transformée de Fourier

du filtre d’interpolation ĥs. On assiste donc à un repliement spectral : les niveaux non-nuls
observés pour k∆ξ = 3π/∆ξ, 5π/∆ξ, etc. peuvent se retrouver par translation dans l’intervalle
]−π/∆ξ′, π/∆ξ′[ dans la signature fréquentielle du signal échantillonné sur le second maillage.
La conséquence est alors l’introduction de composantes basses fréquences parasites dans le
signal discret sur le second maillage. Le phénomène est d’autant plus marqué que ∆ξ′ est
proche de ∆ξ, ce qui était le cas dans les cas-tests précédents, pour lesquels les mailles avaient
des tailles identiques dans la zone de superposition.

5.7 Parallélisation du code de simulation

Les simulations directes en CAA nécessitent généralement un nombre important de points
de maillage, et par conséquent un espace mémoire de grande taille et des temps de calcul
considérables. C’est particulièrement le cas dans ce travail, où la présence de parois oblige à
une réduction de la discrétisation spatiale à leur voisinage, en vue de simuler correctement
le comportement de la couche limite. L’utilisation d’un recouvrement de maillages partion-
nant le domaine de calcul en 3 sous-maillages élémentaires trâıtés indépendamment, invite
naturellement à la parallélisation du code de simulation afin d’améliorer les performances de
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simulation. Celle-ci consiste en la partition de l’application en tâches adaptées et fractionnées
entre plusieurs unités de calcul (processeurs (CPU) ou cœurs pour les processeurs multicœurs)
opérant simultanément.

5.7.1 Plateformes parallèles

De manière générale, les plateformes parallèles sont constituées d’un grand nombre d’unités
de calcul, et d’une grande quantité de mémoire vive (RAM), qui peut être soit partagée, soit
distribuée.

Les plateformes à mémoire partagée sont des architectures multi-processeurs où toutes
les unités de calcul ont accès à une mémoire commune. Si ce type de plateformes permet de
s’affranchir des problèmes liés au partitionnement du domaine de calcul et de la répartition
des données, il n’en reste pas moins limité par le problème sous-jacent de la vitesse d’accès aux
données et des cohérences de cache entre les différents niveaux d’antémémoire que possèdent
l’architecture. En effet, lorsqu’une donnée est modifiée et qu’elle est utilisée par différentes
unités de calcul, cette mise à jour doit également être effectuées dans tous les caches, sans
quoi les unités de calcul travailleraient avec des données incohérentes. L’architecture nécessite
donc la mise en place de protocoles de maintien de cohérence, qui peuvent dans certains cas
constituer un goulot d’étranglement au traitement de l’information. Elle demande aussi du
matériel spécifique permettant à plusieurs processeurs d’accéder à la même mémoire. Des
plateformes possédant un grand nombre de processeurs à mémoire partagée sont aujourd’hui
disponibles mais cela reste du matériel coûteux.

Une alternative est la mémoire distribuée. Les plateformes à mémoire distribuée sont des
architectures multi-processeurs où toutes les unités de calcul, reliées par un réseau de commu-
nication, ont une mémoire vive propre. Le traitement des données n’est donc effectué qu’au
niveau local, et les unités de calcul doivent utiliser le réseau pour accéder aux données pré-
sentes dans la mémoire d’un autre processeur. Une telle structure peut être obtenue facilement
en reliant des ordinateurs standard par un réseau de communication, sans contrainte sur le
nombre d’unités. Le coût du matériel, qui décrôıt de manière constante, est l’un des principaux
facteurs qui contribuent à la forte tendance actuelle en faveur du calcul parallèle à mémoire
distribuée. Cependant, l’utilisation de ce type de plateformes exige un effort de programma-
tion conséquent afin de répartir au mieux les tâches et les données entre les différentes unités
de calcul et mémoires propres. Les performances sont également très dépendantes de la rapi-
dité du réseau et de la latence de celui-ci (délai d’établissement de la communication, etc.).
Aujourd’hui, un réseau ethernet domestique permet un débit de 100 Mbits/s pour la norme
Fast Ethernet, soit environ 12 Mo/s. Des technologies plus récentes permettent d’atteindre
un débit de 1 000 Mbits/s (Gigabit Ethernet), soit environ 125 Mo/s, et de 10 000 Mbits/s
(environ 1.2 Go/s), pour la norme 10 Gigabit Ethernet, à l’aide de connectiques à fibre op-
tique ou en cuivre. Les technologies InfiniBand SDR (Single Data Rate), DDR (Double Data
Rate) et QDR (Quad Data Rate) sont aujourd’hui très utilisées dans le monde des superor-
dinateurs (High Performance Computing), assurant respectivement des débits maximaux de
10 000, 20 000 et 40 000 Mbits/s pour la norme 4X. Le réseau InfiniBand SDR a une latence
extrêmement faible, de l’ordre de 200 ns tandis que celle d’un réseau InfiniBand DDR est
de 140 ns. La technologie 100 Gigabit Ethernet est en cours de développement depuis dé-
but 2008. Reposant sur des liaisons filaires à fibre optique, elle promet un débit maximal de
100 000 Mbits/s, soit 12.2 Go/s.

5.7.2 Bibliothèque MPI pour le calcul parallèle

De nombreuses bibliothèques de fonctions préprogrammées ont été développées pour fa-
ciliter l’envoi et la réception de paquets d’information, ainsi que la synchronisation entre les
différents processus. La bibliothèque utilisée dans ce travail est la bibliothèque MPI (Mes-
sage Passing Interface), qui est devenue de facto un standard de communication pour le calcul
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parallèle. Utilisable avec les langages C et fortran, cette bibliothèque permet le transfert indi-
viduel ou en masse de variables ou de tableaux. Elle permet d’obtenir de bonnes performances
aussi bien sur des machines parallèles à mémoire partagée, que sur des clusters d’ordinateurs
hétérogènes à mémoire distribuée. La communication entre plusieurs processus s’exécutant sur
une même unité de calcul peuvent être gérée avec la bibliothèque MPI, mais les performances
sont optimales lorsqu’un processeur (ou cœur pour des machines multicœurs) est assigné à
un unique processus. Les communications entre les processus sont menées au sein d’un même
communicateur, dans lequel chaque processus à un identifiant unique. Un communicateur ini-
tial (MPI_COMM_WORLD) permet d’englober tous les processus. Les fonctions simples d’envoi et
de réception de messages, respectivement MPI_SEND et MPI_RECV sont bloquantes, c’est à dire
qu’elles bloquent temporairement l’exécution du programme tant que le transfert de paquets
n’est pas achevé et son bon déroulement confirmé. Les processus ne continuent donc pas les
tâches numériques pendant la durée d’un transfert, ce qui tend à réduire les performances du
calcul mais ce qui assure une entière cohérence entre les différents processus.

Il existe d’autres bibliothèques de communication, comme PVM (Parallel Virtual Ma-
chine) permettant à un réseau d’ordinateurs d’apparâıtre comme un unique ordinateur, ap-
pelé machine virtuelle. PVM s’occupe du routage de messages, de la conversion de données
et la répartition des tâches au sein d’un réseau d’architectures distinctes et normalement
incompatibles.

5.7.3 Parallélisation du maillage cartésien supérieur

Dans toute la suite, on note indifféremment ex = e1, ey = e2 et ez = e3.
On scinde le maillage cartésien supérieur respectivement en M sup

x , M sup
y et M sup

z blocs
dans chaque direction ex, ey et ez. Chaque bloc, alloué à une unité de calcul différente,
est maillé cartésiennement et comporte nx × ny × nz points. On définit des bandes de ns

points donneurs et de ns points receveurs, chargées respectivement de transférer les variables
calculées en ces points aux blocs voisins, et de recevoir des données depuis les blocs voisins,
comme le schématise la figure 5.41. Le transfert de données est assuré par collocation, c’est à

Fig. 5.41: Détail des fonctions des nœuds du maillage d’un bloc appartenant au maillage cartésien supérieur,
dans le plan (ex, ez), avec ns = 3.

dire que les points donneurs d’un bloc cöıncident avec les points receveurs d’un bloc voisin,
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comme l’illustre la figure 5.42. Une double routine MPI d’envoi et de réception permet donc
de gérer complètement la communication entre les blocs appartenant au maillage supérieur.
Le choix des schémas aux différences finies et du filtrage sélectif conditionne la valeur de la
largeur de bande ns. Celle-ci doit être plus grande que la moitié du plus grand support des
différentes méthodes numériques considérées, arrondie à l’inférieur. Ainsi, pour des schémas
sur 11 points, on choisit ns = 5. À noter aussi que les coins des blocs n’ont pas besoin d’être mis
à jour car toutes les méthodes 3–D de discrétisation par différences finies et de filtrage sélectif
sont réalisées respectivement par discrétisations 1–D successives dans les trois directions ou
par filtrage 1–D successif.

Fig. 5.42: Détail du transfert de données par collocation entre deux blocs voisins appartenant au maillage
cartésien supérieur, dans le plan (ex, ez), avec ns = 3.

Le maillage cartésien supérieur est constitué de nsup
x ×nsup

y ×nsup
z points de maillage, avec :





nsup
x = M sup

x (nx − 2ns) + 2ns

nsup
y = M sup

y (ny − 2ns) + 2ns

nsup
z = M sup

z (nz − 2ns) + 2ns

Le nombre de blocs nécessaires à la parallélisation du calcul sur ce maillage, à nombre total
de points fixé sur l’ensemble du maillage cartésien supérieur, est calculé simplement à l’aide
d’un nombre de points maximal nmax que l’on s’impose par unité de calcul, typiquement
nmax = 106. En supposant que le nombre d’opérations effectuées en chacun des points du
maillage est le même, le triplet choisi (M sup

x ,M sup
y ,M sup

z ) doit vérifier :

(
nsup

x − 2ns

M sup
x

+ 2ns

)(
nsup

y − 2ns

M sup
y

+ 2ns

)(
nsup

z − 2ns

M sup
z

+ 2ns

)
≤ nmax

La figure 5.43 propose une vue schématique de la parallélisation du maillage cartésien
supérieur, dans le plan de coupe (ex,ez). Elle explicite toutes les régions de chevauchement
entre les différents blocs constituant le domaine de calcul supérieur.

5.7.4 Parallélisation de la cavité

Le cœur de la cavité est maillé de manière cartésienne, tandis que la périphérie est maillée
cylindriquement. On ne considère dans cette partie qu’une parallélisation dans la direction
ez. Ces deux maillages présentent le même pas de discrétisation ∆z. Le maillage de cœur
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Fig. 5.43: Vue schématique de la parallélisation du calcul sur le maillage cartésien supérieur dans le plan
(ex, ez), avec M sup

x = 3 et M sup
z = 2.

et le maillage de périphérie sont chacun partitionnés en M int
z blocs de même hauteur. Ces

blocs sont alloués chacun à une unité de calcul différente. Les transferts de données dans la
direction ez sont assurés par collocation aussi bien pour les blocs de cœur que pour les blocs
périphériques. Ainsi, une double routine MPI d’émission de données et de réception permet
de gérer intégralement la communication suivant ez entre les différents blocs.

La suite concerne la communication latérale entre le maillage cartésien de cœur et le
maillage cylindrique périphérique. La figure 5.44(a) montre les zones de réception et d’émis-
sion pour un bloc du maillage cartésien de cœur dans le plan de coupe (ex,ey). Les bandes
périphériques de réception de données font une largeur ns pour correspondre à la demi-largeur
des supports des différentes méthodes numériques considérées. Les bandes internes d’émission
sont beaucoup plus larges que ns car il n’y a pas collocation, pour des raisons géométriques,
entre le bloc de cœur et le bloc périphérique. Le transfert depuis le bloc de cœur vers le bloc
cylindrique est effectué à l’aide d’interpolations centrées optimisées. La largeur des bandes
d’émission du bloc de cœur dépend alors de la longueur du support du schéma d’interpola-
tion choisi. Les bandes d’émission contiennent l’ensemble des points constituant les supports
d’interpolation et recouvrent intégralement toutes les zones de réception du bloc cylindrique
périphérique. Une double routine MPI permet l’envoi de données vers le bloc périphérique, puis
la réception de ces données par celui-ci. La figure 5.44(b) explicite les couronnes d’émission
et de réception pour un bloc du maillage cylindrique périphérique. On observe une couronne
de ns points recepteurs près de la frontière intérieure du domaine, et une large couronne
d’émission vers le bloc cartésien de cœur, contenant tous les points constituant les supports
d’interpolation. Une double routine MPI d’envoi vers le bloc de cœur et de réception par celui-
ci permet de finaliser le transfert de données depuis le bloc cylindrique périphérique. La figure
5.45 permet une visualisation détaillée dans le plan (ex,ey) du processus complet de transfert
bidirectionnel de données entre le bloc de cœur et le bloc périphérique par interpolation.

La figure 5.46 propose un bilan schématique dans le plan (ex,ez) de la parallélisation du
calcul dans la cavité : elle rappelle la partition des maillages cartésien au cœur et cylindrique
en périphérie en plusieurs blocs communiquant par interpolation dans le plan (ex,ey) et par
collocation dans la direction ez.

Le nombre d’unités de calcul nécessaires à la parallélisation des 2 maillages constituant la
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(a) (b)

Fig. 5.44: (a) Détail des fonctions des points d’un bloc appartenant au maillage cartésien de cœur, dans le
plan (ex, ey ), pour une méthode d’interpolation sur 2 points, avec ns = 3. (b) Détail des fonctions
des points d’un bloc appartenant au maillage cylindrique périphérique, dans le plan (ex, ey ), pour
une méthode d’interpolation sur 2 points, avec ns = 3.

Fig. 5.45: Bilan détaillé des fonctions des points d’un bloc du maillage de cœur et du maillage cylindrique
dans le plan (ex, ey), pour une méthode d’interpolation sur 2 points et avec ns = 3.
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Fig. 5.46: Vue schématique de la parallélisation du calcul sur maillage cartésien de cœur et du maillage

cylindrique périphérique dans le plan (ex, ez), avec M int
z = 2

cavité est calculé à partir de la taille du maillage cartésien de cœur et du maillage périphérique.
On fixe la taille du maillage cartésien à nint

x ×nint
y ×nint

z , où nint
x , nint

y et nint
z sont respectivement

le nombre de points dans les directions ex, ey et ez. La taille du maillage cylindrique est fixée
à nint

r × nint
θ × nint

z , avec nint
r et nint

θ respectivement le nombre de points dans les directions
radiale et azimutale. Le nombre de blocs M int

z doit vérifier :





nint
z − 2ns

M int
z

+ 2ns ≤ nmax

nint
x nint

y

nint
z − 2ns

M int
z

+ 2ns ≤ nmax

nint
r nint

θ

avec nmax le nombre maximal de points qu’on choisit de traiter sur une seule unité de calcul.
Finalement,

M int
z ≥ max




nint
z − 2ns

nmax

nint
x nint

y

− 2ns

,
nint

z − 2ns
nmax

nint
r nint

θ

− 2ns




Un bilan complet de la parallélisation du code de simulation est schématisé par la fi-
gure 5.47. On y distingue notamment toutes les bandes de points donneurs et receveurs des
différents blocs, ainsi que les différents types de communication mis en œuvre lors de la
parallélisation du code de calcul. La figure 5.48 offre une visualisation 3–D éclatée du par-
titionnement du maillage composite de la cavité cylindrique permettant la parallélisation du
code de simulation.

5.7.5 Efficacité de la parallélisation

5.7.5.1 Loi d’Amdahl

Il existe de nombreux modèles pour décrire l’accélération d’une tâche en fonction du
nombre d’unités de calcul qui lui sont allouées. Parmi ces modèles, le plus élémentaire est
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Fig. 5.47: Bilan de la parallélisation complète du calcul sur le maillage composite, avec M sup
x = 7, M sup

z = 3

et M int
z = 2.

Fig. 5.48: Vue schématique 3–D éclatée de la parallélisation complète du code de simulation sur le multido-

maine, avec M sup
x = 7, M sup

y = 3, M sup
z = 3 et M int

z = 2.



184 Ch.5 Outils de communication associés à l’utilisation de recouvrements de maillages

probablement la loi d’Amdahl, qui permet d’estimer simplement le temps d’exécution d’une
tâche parallèle sur une plateforme homogène. Le temps d’exécution T ⋆

Np
d’une tache parallé-

lisée idéalement sur NP unités de calcul, avec α la fraction non-parallélisable de la tâche lors
d’une exécution séquentielle, est donné par [5] :

T ⋆
Np

=

(
α+

1 − α

NP

)
T1

où T1 le temps d’éxecution en séquentiel de la tâche. Cette loi énonce simplement que le temps
d’exécution de la partie parallélisable est idéalement inversement proportionnel au nombre
d’unités de calcul allouées, tandis que la fraction non-parallélisable de la tâche ne change pas
quel que soit le nombre d’unités disponibles. Ces deux parties s’exécutant séquentiellement,
le temps d’exécution total de la tâche est la somme de ces deux temps d’exécution. La figure
5.49 propose une comparaison en schémas-blocs des temps de calcul pour une exécution de
la tâche en séquentiel ou en parallèle. À noter que cette loi ne tient pas compte des coûts

Exécution parallèle

0

t/T1

Exécution séquentielle

0 1

t/T1

CPU 2

CPU 3

CPU 4

CPU Np

... ...

CPU 1

T ⋆
Np

/T1

CPU 1

1 − αα

α

α

α

α

α

(1 − α)/Np

(1 − α)/Np

(1 − α)/Np

(1 − α)/Np

(1 − α)/Np

Fig. 5.49: Schématisation de la parallélisation idéale d’Amdahl. La fraction non-parallélisable de la tâche
séquentielle est représentée en rouge, et la fraction parallélisable en vert.

supplémentaires en temps liés à la parallélisation (processing overheads), comme le temps de
communication entre les processeurs (interprocessor communications (IPCs)), les temps de
synchronisation ou les temps d’ordonnancement, et qu’elle présuppose que la fraction paral-
lélisable puisse être scindée en Np partitions de durée d’exécution égale.

On peut définir l’accélération G⋆
S (speed-up) d’une tâche parallélisée idéalement comme

étant le rapport entre le temps d’exécution séquentielle de la tâche T1 et son temps d’exécution
sur NP unités de calcul. Il vient :

G⋆
S =

NP

α(NP − 1) + 1

La figure 5.50 montre l’évolution de l’accélération en fonction du nombre d’unité de calcul.
L’accélération crôıt avec le nombre de processeurs mais l’activité non-parallélisable limite le
gain de vitesse à 1/α.

On définit enfin l’efficacité d’une parallélisation idéale τ⋆
eff comme le rapport de l’accéléra-
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Fig. 5.50: Accélération par parallélisation idéale d’Amdahl G⋆
S en fonction du logarithme binaire du nombre

d’unités de calcul NP , pour différentes valeurs de la fraction non-parallélisable de la tâche en
séquentiel α. α = 25%, α = 15%, α = 10%, α = 5%.

tion idéale sur l’accélération d’une parallélisation totale (cas où α = 0). On obtient :

τ⋆
eff =

G⋆
S

NP
=

1

α(NP − 1) + 1

En pratique, de nombreux auteurs observent que la loi d’Amdahl fournit une estimation opti-
miste de l’accélération par parallélisation. En effet, il est fréquent que la partie parallélisable
d’une tâche ne puisse être scindée en plusieurs tâches indépendantes de durée d’exécution
équivalente. La partition la plus coûteuse en temps est alors limitante. La figure 5.51 syn-
thétise ce cas réel de parallélisation. On observe que la fraction parallélisable de la tâche est
scindée en NP partitions de durées d’exécution différentes. Le temps d’éxecution en paral-
lèle de l’application est supérieur au temps d’exécution d’Amdahl, car la tâche sur l’un des
nœuds, qui nécessite le plus de temps, limite l’activité de tous les autres nœuds de calcul, qui
attendent à la synchronisation que ce nœud ait fini de traiter sa tâche.

La situation se dégrade encore lorsque les tâches parallèles sont elles-mêmes partition-
nées en plusieurs sous-tâches séquentielles, avec une synchronisation parallèle entre chaque
sous-tâche. Les temps de synchronisation deviennent alors importants, et le temps total de
l’exécution de l’application devient la somme des maxima des temps d’exécution de chacune
des sous-tâches.

5.7.5.2 Loi d’Amdahl modifiée

De manière générale, en notant τo le temps dû aux processing overheads (temps de synchro-
nisation des processus, temps d’ordonnancement et de communication entre processeurs, etc.)
le temps d’exécution réel TNp d’une tâche parallélisée peut être estimé par une loi d’Amdahl
corrigée :

TNp =

(
α+

1 − α

NP

)
T1 + τo(Np)

Le terme τo peut dépendre de plusieurs manières du nombre d’unités de calcul, car il dépend
implicitement des caractéristiques de l’architecture sur laquelle la parallélisation est appliquée,
du réseau entre les nœuds de calcul, de la manière dont est gérée pour chaque unité de calcul
la parallélisation, etc. L’hypothèse la plus simple est de considérer que τo ne tient compte que
des communications interprocesseurs. Le temps de communication entre deux processeurs est
supposé constant, et l’on se place dans le cas le plus défavorable où chaque processeur traite
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Exécution parallèle
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Fig. 5.51: Schématisation d’une parallélisation non-idéale. La fraction non-parallélisable de la tâche séquen-
tielle est représentée en rouge, et la fraction parallélisable en vert. La fraction parallélisable de la
tâche est scindée en NP partitions de durées d’exécution différentes. Le temps d’attente lié à la
synchronisation des nœuds de calcul est représenté en bleu.

sequentiellement les transferts de données vers chaque autre processeur [35]. En notant τ2 le
temps de communication entre deux processeurs, il vient τo(NP ) = τ2NP (NP − 1)/(2NP ).
Le terme NP (NP − 1)/2 est le nombre de communications possibles entre tous les proces-
seurs, tandis que la division par NP traduit la parallélisation du processus de communication
interprocesseurs. Finalement :

TNp =

(
α+

1 − α

NP
+
k//

2
(NP − 1)

)
T1

où k// est le rapport du temps de communication entre deux processeurs et le temps d’exécu-
tion séquentielle de l’application. L’accélération modifiée est donnée par :

GS =
NP

(NP − 1)

(
α+

k//

2
NP

)
+ 1

Il est à noter qu’en pratique le temps de communication entre deux processeurs n’est pas
constant en fonction de NP , puisque celui dépend fortement de la quantité de données à
transférer. Plus le nombre de processeurs crôıt, plus la quantité de données à transférer entre
deux processeurs est a priori petite, et donc plus le temps de communication est court. Ce-
pendant, la gestion des requêtes de communication et les accès mémoire nécessite un laps de
temps incompressible, et l’hypothèse de τ2 constant devient raisonnable pour un nombre de
processeurs important.

La figure 5.52 montre l’évolution de l’accélération en fonction du nombre de processeurs,
pour une fraction non-parallélisable de la tâche de 5% et pour un rapport k// de 0.02%. Elle ré-
vèle que pour une tâche fixée, il existe un nombre optimal de processeurs à allouer. L’allocation
d’un nombre trop important de processeurs nuit aux performances de la parallélisation, ce que
montre la décroissance de l’accélération pour un nombre d’unités de calcul élevé. Les temps de
communication interprocesseurs deviennent alors importants, et réduisent considérablement
l’accélération de l’application.
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Fig. 5.52: Accélération par parallélisation en fonction du logarithme binaire du nombre de processeurs NP ,
pour α = 5% et k// = 0.02%. Loi d’Amdahl modifiée (GS), Loi d’Amdahl (G⋆

S).

5.7.5.3 Efficacité sur le supercalculateur titane du CCRT

L’accélération du code de simulation sur plusieurs maillages se recouvrant est mesurée
sur le supercalculateur titane du CCRT au CEA. Ce cluster est constitué de 1068 nœuds,
composés chacun de 2 processeurs Intel Nehalem quadricœurs cadencés à 2.93 GHz et de 24 Go
de mémoire vive. Ceci donne un total de 8544 unités de calcul (cœurs) et de 25 To de mémoire
RAM. Les nœuds de calcul sont interconnectés par un réseau Voltaire très performant, basé
sur la technologie InfiniBand DDR, assurant des débits jusqu’à 20 Gbits/s, soit 2.5 Go/s.

La mesure de référence est obtenue pour une exécution du code de simulation en séquentiel
sur un unique processeur prenant en charge l’intégralité du maillage composite. Le maillage
cartésien supérieur est constitué de 646 × 354 × 172 points, le maillage cartésien de cœur
de 153 × 177 × 220 points, et le maillage cylindrique périphérique de 41 × 286 × 220 points.
Une montée en nombre de processeurs est menée ensuite pour des exécutions en parallèle. Le
tableau 5.3 rappelle la répartition des processeurs pour chaque configuration parallèle testée.
Les nombres de blocs ont été choisis afin de garantir sensiblement le même nombre de points
à traiter pour chacun des blocs.

NP M sup
x M sup

y M sup
z M int

z Nbre points / CPU (×106)

6 2 2 1 1 10
16 6 2 1 2 3
32 6 4 1 4 2
60 6 4 2 6 1

Tab. 5.3: Nombre de blocs partitionnant le maillage composite lors de la montée en nombre de processeurs
pour des exécutions en parallèle.

La figure 5.53 illustre l’accélération obtenue par la parallélisation du code de simulation.
L’accélération mesurée est comparée à l’accélération théorique maximale, qui est égale au
nombre d’unités de calcul utilisé (α = 0 dans la loi d’Amdahl). L’accélération obtenue sur
titane peut être approximée par une droite ayant une pente de dGS/dNP = 0.87, contre
1 pour l’accélération maximale : la parallélisation engendre donc un surcoût en temps de
communication qui reste tout à fait acceptable.
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Fig. 5.53: Accélération du calcul GS en fonction du nombre d’unités de calcul NP . : accélération théorique
maximale. : accélération mesurée sur le supercalculateur titane au CCRT. • : points de
mesure.







Chapitre 6

Implémentation numérique de la couche limite
incidente

L’objectif de ce chapitre est de décrire précisément la mise en œuvre numérique d’une
couche limite incidente laminaire ou turbulente. Cette étape permet dans la suite d’explorer
numériquement l’influence de l’état de la couche limite incidente sur le rayonnement acoustique
de la cavité cylindrique dans la configuration de référence (D = H = 10 cm, u∞ = 70 m/s,
δ = 15mm). Le nombre de Reynolds Reδ vaut 7×104. Alors que l’implémentation d’une couche
limite laminaire est aisée, le cas d’une couche limite turbulente est beaucoup plus délicat à
mettre en œuvre, surtout pour un tel nombre de Reynolds, et demeure encore aujourd’hui un
problème assez ouvert. On présente ici les méthodes utilisées dans ce travail, et les résultats
de cas tests numériques.

6.1 Couche limite laminaire

6.1.1 Équation de Blasius

On considère dans cette partie une couche limite laminaire 2–D se développant le long
d’une plaque plane non-glissante dans le plan (O,e1,e3). On considère donc un écoulement
stationnaire ū = (ū1, ū3) le long de la plaque, en négligeant le gradient longitudinal de pression,
et dont la vitesse d’écoulement libre vaut u∞. Pour un écoulement incompressible, et sous les
conditions précédentes, les équations de Navier–Stokes (4.4) peuvent être réécrites, en ne
conservant que les termes dominants :
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∂2ū1

∂x2
3

(6.1)

Les conditions aux limites de non-glissement et non-pénétration à la paroi, et d’écoulement
libre à l’infini s’écrivent :





ū1(x1, 0) = 0
ū3(x1, 0) = 0

lim
x3→+∞

ū1(x1, x3) = u∞
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Comme le système n’a, a priori, pas de longueur caractéristique, on peut supposer que les
profils de vitesse à différentes distances de l’arête amont de la plaque sont similaires les uns
aux autres, c’est-à-dire que le profil de vitesse ū1(x1, x3) à une distance longitudinale x1 de
l’arête amont de la plaque peut être obtenu à partir du profil de vitesse en une autre position
longitudinale x0, en changeant seulement les facteurs d’échelle pour u1 et x3. Les facteurs
d’échelle naturels sont la vitesse d’écoulement libre u∞ pour u1 et l’épaisseur δ̃, qui mesure à
un coefficient multiplicatif près l’épaisseur de couche limite, pour x3. La grandeur δ̃ croit en√
x1 et vérifie [206] :

δ̃(x) =

√
ν∞ x1

u∞

On introduit la variable de similitude η = x3/δ̃(x1). L’équation de continuité (première
équation du système (6.1)) est intégrée en introduisant la fonction courant ψ et la fonction
courant réduite f , qui ne dépend que de η, et dont les expressions sont :





ū1 =
∂ψ

∂x3

ū3 = − ∂ψ

∂x1

f(η) =
ψ(η)√
u∞ν∞ x1

On obtient alors en réinjectant l’intégration de l’équation de continuité dans l’équation de
conservation de la quantité de mouvement (deuxième équation du système (6.1)) :

2f ′′′ + ff ′′ = 0 (Équation de Blasius) (6.2)

où l’opérateur ′ désigne une dérivation par rapport à la variable η. Les conditions aux limites
associées sont :





f(0) = 0
f ′(0) = 0
lim

η→+∞
f ′(η) = 1

6.1.2 Résolution numérique de l’équation de Blasius

L’équation de Blasius (6.2) est résolue numériquement par des schémas aux différences
finies explicites d’ordre 4 sur un maillage très raffiné, et à l’aide d’une méthode de tir qui
consiste en une dichotomie sur la valeur de f ′′ en 0. On trouve numériquement f ′′(0) ≃
0.332 ≃ 1/3. La figure 6.1 présente la courbe représentative de f et de sa dérivée en fonction
de la variable de similitude η. On retrouve les composantes de vitesse, appelées solution de
Blasius, en fonction de f par :





ū1(x1, x3) = u∞f
′(η)

ū3(x1, x3) =
u∞
2

√
ν∞
u∞x1

(
ηf ′(η) − f(η)

)

6.1.3 Approximations de la solution de Blasius

Il existe différentes techniques pour obtenir une approximation de la solution de Blasius.
Wazwaz utilise une méthode d’itération variationnelle [244] afin d’obtenir une approxima-
tion polynomiale, tandis que Khabibrakhmanov & Summers ont recours aux polynômes de



6.1 Couche limite laminaire 193

(a)

0 1 2 3 4 5 6 7
0

1

2

3

4

5

6

η

f

(b)

0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

η

f
′

Fig. 6.1: (a) Courbe représentative de f . (b) Courbe représentative de f ′.

Laguerre généralisés [123]. Plus simplement, il est possible d’obtenir des approximations po-
lynomiales du profil de vitesse ū1(x1, x3) dans la couche limite en approchant la fonction f ′

par un polynôme P vérifiant un certain nombre de conditions aux bords. Le degré du poly-
nôme augmente avec le nombre de contraintes aux bords qu’on impose. En remarquant que la
vitesse tangentielle à la paroi vaut au moins 99.9% de la vitesse maximale u∞ pour η au-delà
de η99.9 ≃ 6, on peut obtenir un développement à l’ordre 4 en imposant que :





P (0) = f ′(0) = 0
P ′(0) = f ′′(0) = 1/3
P ′′(0)f ′′′(0) = 0
P (η99.9) = lim

η→+∞
f ′(η) = 1

P ′(η99.9) = lim
η→+∞

f ′′(η) = 0

En définissant l’épaisseur de couche limite δ par δ = η99.9 δ̃ = 6 δ̃, on obtient pour tout x3 ≤ δ :

ū1

u∞
= 2

x3

δ
− 2

(x3

δ

)3
+
(x3

δ

)4

L’approximation polynomiale à l’ordre 4 du profil de vitesse u3 correspondant est obtenue en
approchant la fonction η 7→ ηf ′(η) − f(η) par un polynôme Q vérifiant :





Q(0) = 0
Q′(0) = 0
Q′′(0) = f ′′(0) = 1/3
Q(η99.9) = lim

η→+∞
ηf ′(η) − f(η) ≃ 1.722

Q′(η99.9) = 0

On obtient :
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où Rex est le nombre de Reynolds construit sur la longueur de développement de la couche
limite, donné par Rex = u∞x1/ν∞.

On peut également construire un développement à l’ordre 6 en ajoutant aux conditions



194 Ch.6 Implémentation numérique de la couche limite incidente

précédentes les contraintes suivantes :





P ′′′(0) = f (4)(0) = 0
P ′′(η99.9) = 0
Q′′′(0) = 0
Q′′(η99.9) = 0

On obtient :
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Les figures 6.2 et 6.3 présentent les courbes représentatives de ces approximations par rapport
à la solution de Blasius pour ū1 et ū3 respectivement, normalisées par u∞ et u∞/

√
Rex. On

observe que l’approximation à l’ordre 4 approche la solution de Blasius en u1 avec une erreur
maximale de 5% de la vitesse de l’écoulement u∞, tandis que l’ordre 6 l’approxime à moins de
1% de u∞. Les écarts sont plus importants pour les profils en u3, où la solution de Blasius est
approchée à plus de 10% de w∞ = 0.861u∞/

√
Rex pour l’approximation polynômiale d’ordre

4, tandis que l’erreur est inférieure à 5% de w∞ pour l’ordre 6.

(a)

x3/δ

ū
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Fig. 6.2: (a) Profil de vitesse moyenne longitudinale ū1 : Solution de Blasius. Approximation d’ordre
4. Approximation d’ordre 6. (b) Valeur absolue de l’écart par rapport à la solution de Blasius
du profil de vitesse ū1 : Approximation d’ordre 4. Approximation d’ordre 6.

Dans toute la suite, les profils laminaires de vitesse moyenne ū1 et ū3 sont obtenus à l’aide
de l’approximation d’ordre 6 de la solution de Blasius. Le nombre de Reynolds construit sur
la distance de développement peut être exprimé en fonction de la vitesse d’écoulement libre
et de l’épaisseur de couche limite :

√
Rex =

u∞δ

6 ν∞

6.2 Couche limite turbulente

6.2.1 Introduction

La formulation d’une condition d’entrée d’écoulement turbulent le long d’une paroi en
compressible est quelque chose de complexe à mettre en œuvre [248]. Face à cette difficulté,
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profil de vitesse ū3 : Approximation d’ordre 4. Approximation d’ordre 6.

certains auteurs choisissent d’implémenter uniquement un profil turbulent moyen sans per-
turbation à l’entrée du domaine de calcul [43], comme on le ferait dans le cas laminaire. Si
l’on souhaite une condition d’entrée avec perturbation, il existe dans la littérature 4 méthodes
principales, que l’on présente dans la suite.

6.2.1.1 Simulation de la transition laminaire-turbulent

Il s’agit probablement de l’approche la plus directe pour implémenter le développement
d’une couche limite turbulente [187]. Un profil laminaire est imposé à l’entrée du domaine de
calcul loin en amont de la zone d’intérêt, auquel on a superposé de petites perturbations aléa-
toires, pour provoquer la transition vers la turbulence. Cette technique a l’avantage de ne pas
nécessiter de perturbations turbulentes dépendantes du temps à l’entrée du domaine de calcul.
Toutefois, la simulation est très coûteuse, puisque la couche limite laminaire peut nécessiter
un long développement spatial avant de transiter vers un régime turbulent, et que cette tran-
sition peut prendre un grand nombre d’itérations temporelles avant de s’établir. Aussi, il est
très difficile de contrôler avec cette méthode le frottement pariétal et l’épaisseur de quantité
de mouvement à la fin de la zone de développement. Cette approche n’est donc généralement
pas utilisée pour implémenter une couche limite turbulente, mais elle peut toutefois servir à
l’étude même de la transition du régime laminaire vers le régime turbulent [68].

6.2.1.2 Perturbation du profil turbulent moyen

En vue de réduire le coût associé à la simulation du processus de transition, il est envi-
sageable de rapprocher significativement de la zone d’intérêt l’entrée du domaine de calcul.
Idéalement, il faudrait des conditions d’entrée très précises afin de disposer d’une couche limite
turbulente présentant une épaisseur de quantité de mouvement ou un frottement superficiel
corrects en amont de la zone d’intérêt. En pratique, ce n’est pas toujours possible et il faut
parfois déplacer plus en amont les conditions d’entrée pour disposer d’une zone de relaxation
des erreurs faites par les approximations à l’entrée [148].

L’approche la plus simple pour spécifier des conditions d’entrée turbulentes est de super-
poser des perturbations aléatoires à un profil moyen. Ces fluctuations génèrent cependant du
bruit parasite, ce qui peut être très pénalisant pour une simulation en aéroacoustique. Aussi,
les relations de phase des fluctuations de vitesse étant générées aléatoirement, une structure
réaliste peut être longue à se former [248].
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6.2.1.3 Simulation auxiliaire d’entrée turbulente

Le contrôle difficile du frottement pariétal et de l’épaisseur de quantité de mouvement à la
sortie de la zone de développement pour les méthodes précédentes a motivé le développement
d’une méthode où l’on sépare le calcul de la transition laminaire-turbulent du développement
de la couche limite dans la simulation que l’on souhaite mener. La simulation auxiliaire permet
ainsi de générer un développement de couche limite turbulente et de choisir une position de
sortie où la couche limite présente des caractéristiques souhaitées. Les données sont extraites
de cette simulation, puis réinjectées de manière synchronisée à l’entrée du domaine de calcul
de la simulation principale. Il est cependant généralement difficile d’obtenir simultanément
une épaisseur de quantité de mouvement et une vitesse de frottement correctes. Ce procédé
présente cependant l’avantage d’être beaucoup moins coûteux que la méthode de simulation
de la transition laminaire-turbulent directement dans la simulation principale. En effet, le
maillage de la simulation auxiliaire n’a besoin d’avoir les mêmes dimensions transverses et
verticales que le maillage de la simulation principale, permettant une économie conséquente
du nombre de points à traiter par rapport au cas où l’on simulerait directement la transition
laminaire-turbulent dans la simulation principale. Cette technique, initiée par Akselvoll &
Moin [3], est utilisée avec succès dans plusieurs cas. Lund & Moin [150] ont par exemple
recours à cette approche pour une simulation LES du développement d’une couche limite
sur une paroi concave. Les conditions d’entrée du régime turbulent sont générées par une
simulation auxiliaire présentant une zone de développement de l’ordre de 10 fois l’épaisseur
de couche limite souhaitée. Les résultats obtenus à la sortie de la paroi concave sont en bon
accord avec les mesures expérimentales.

Spalart & Watmuff proposent dans [220] d’ajouter un bouclage entre l’entrée et la sortie
du domaine de calcul dans la simulation auxiliaire. La méthode proposée, appelée méthode des
franges (fringe method), consiste, dans la simulation auxiliaire, en l’élaboration d’une première
frange qui permet de collecter les données en vue de les injecter dans la simulation principale, et
d’une seconde frange près de la sortie du domaine de calcul. Dans cette frange, les variables sont
réajustées avant d’être réinjectées à l’entrée du domaine de calcul de la simulation auxiliaire.
Ce réajustement est réalisé par l’ajout de termes supplémentaires (growth terms) dans les
équations de Navier–Stokes. Ils sont issus d’un changement du sytème de coordonnées. Dans
ce nouveau système de coordonnées, le développement de la couche limite est minimal, ce
qui permet d’appliquer des conditions périodiques entre l’entrée et la sortie du domaine de
calcul. Ces termes supplémentaires présentent généralement une forme complexe. Une analyse
des ordres de grandeur permet d’en négliger certains. Les termes restants peuvent toutefois
engendrer un gradient suivant x1 sur les champs moyens qu’il convient de compenser, et
dont les valeurs peuvent être déduites des simulations numériques de Spalart dans [221]. Des
modifications de la méthode de Spalart sont apportées par d’autres auteurs, comme Lund et
al. dans [148], afin d’éviter de devoir estimer les gradients sur les champs moyens à l’aide de
plusieurs simulations préliminaires. La méthode de Spalart, au-delà de sa complexité, présente
l’avantage de pouvoir prendre en compte les gradients de pression dans l’écoulement, ainsi
que le développement spatial de la couche limite turbulente dans la condition d’entrée de
la simulation principale. Elle permet aussi un contrôle direct de l’épaisseur de quantité de
mouvement et du frottement pariétal.

Cette méthode, numériquement coûteuse, présuppose que l’on connaisse cependant à
l’avance le développement de la couche limite incidente. Dans le cas de la cavité cylindrique,
on ne connait pas a priori l’effet de la cavité sur la couche limite turbulente incidente, ce qui
peut nuire au succès de la méthode.

6.2.1.4 Bouclage direct entrée-sortie

Cette approche, parfois appelée méthode de redimensionnement (rescaling method) [148],
s’appuie sur les lois d’échelle des couches limites turbulentes. L’écoulement à l’entrée est
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obtenu par la réinjection de l’écoulement de sortie après avoir subi un redimensionnement. En
pratique, la taille du domaine de calcul doit être assez longue dans la direction de l’écoulement
afin de décorréler les tourbillons à l’entrée, au milieu et près de la sortie du domaine de
calcul. Plusieurs équipes utilisent cette technique, comme Stolz & Adams [225]. Toutefois
des difficultés demeurent pour le redimensionnement en compressible, puisqu’il faut aussi
redimensionner les variables thermodynamiques de l’écoulement, c’est-à-dire, la pression, la
masse volumique et la température. Xu & Martin proposent dans [248] de fonder la démarche
sur l’hypothèse de Morkovin [32], en supposant que les échelles de temps liées à la turbulence
sont indépendantes du nombre de Mach. Le nombre de Mach affecte ainsi uniquement les
variations des propriétés du fluide mais ne modifie pas la dynamique de la couche limite. La
vitesse est redimensionnée à l’aide d’un profil moyen de van Driest, en prenant en compte la
variation de la masse volumique dans la couche limite. La pression moyenne dans la couche
limite est la même que celle dans l’écoulement libre car on suppose une couche limite sans
gradient de pression. La température est redimensionnée à l’aide de la relation de Crocco
modifiée. La masse volumique moyenne est redimensionnée à l’aide de l’équation des gaz
parfaits.

Le redimensionnement des variables thermodynamiques fluctuantes est réalisé à partir du
redimensionnement sur le profil des vitesses fluctuantes. Les vitesses fluctuantes sont redimen-
sionnées par une division par la vitesse de frottement uτ . Une différentiation de l’équation des
gaz parfaits à pression constante permet d’écrire que :

ρ′

ρ̄
= −T

′

T

L’analogie forte de Reynolds (SRA) donne une relation entre la fluctuation de la température
et la fluctuation de vitesse u′ :

T ′

T
= (1 − γ)Ma2u

′
1

ū1

ce qui permet d’expliciter complètement le redimensionnement de T ′ et de ρ′.

Parmi toutes ces méthodes proposées, on choisit dans ce travail d’utiliser la méthode de
perturbation du profil de vitesse moyenne longitudinale, car elle présente l’énorme avantage
d’être simple à implémenter et peu coûteuse en temps de calcul supplémentaire.

6.2.2 Modèle de perturbation du profil moyen de Sandham et al.

Sandham et al. proposent dans [202] une approche déterministe en vue de reproduire
numériquement un écoulement de paroi transonique turbulent 3–D, en imposant sur le profil
turbulent moyen, à l’entrée du domaine de calcul, des perturbations spécifiques à la couche
limite interne et à la zone externe de la couche limite. On se propose de revisiter ce modèle
dans la partie qui suit.

6.2.2.1 Profil turbulent de vitesse moyenne longitudinale

Il convient dans un premier temps de modéliser le profil de vitesse moyenne longitudinale
à perturber. Contrairement aux écoulements de paroi laminaires, il n’existe pas de loi auto-
similaire pour décrire l’ensemble du profil moyen de vitesse dans le cas turbulent. La théorie
classique propose alors de décomposer la couche limite turbulente en zones. Elle a recours aux
variables de paroi, reposant sur l’estimation de la vitesse de frottement uτ . Une zone interne,
la plus proche de la paroi, où le frottement pariétal et les effets visqueux y jouent un rôle
prépondérant, est usuellement modélisée par une loi linéaire. La zone externe est dominée par
les effets d’inertie, où la vitesse tend vers la vitesse d’écoulement libre par valeurs inférieures.
On modélise le déficit en vitesse par une loi de sillage (voir les travaux de Coles [48]). La
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zone intermédiaire est le plus souvent modélisée par une loi logarithmique. Il existe dans la
littérature diverses approximations [6, 169, 222, 242] pour otenir en une seule équation un
profil fidèle aux modélisations dans chaque zone. On retient celle proposée par Guarini et al.
dans [104]. Il s’agit de l’expression (2.1), que l’on rappelle ici :
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La figure 6.4(a) présente, en échelles de paroi, le profil obtenu par l’équation (2.1) dans le
cas que l’on souhaite simuler, à savoir un écoulement de vitesse 70 m/s ayant une épaisseur
de couche limite δ de 15 mm. On observe parfaitement la sous-couche visqueuse linéaire
pour x+

3 ≤ 5, et la zone logarithmique pour x3 ∈ [30, 500], avec une zone de transition
pour x+

3 ∈ [5, 30]. La modélisation prend également bien en compte le comportement de
sillage décrit par Coles [48] en sortie de la zone logarithmique, et observé expérimentalement
notamment par Österlund [176], ou numériquement par DNS par Spalart [221]. La figure
6.4(b) donne un aperçu du profil moyen correspondant en variables physiques.
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Fig. 6.4: (a) Profil turbulent moyen en variables de paroi obtenu par l’équation (2.1), pour δ = 15 mm et

u∞ = 70 m/s. · · · · · Asymptotes linéaire (x+
3 ≤ 10) et logarithmique (x+

3 ≥ 30). (b) Profil turbulent
moyen en variables physiques obtenu par l’équation (2.1), pour δ = 15 mm et u∞ = 70 m/s.

6.2.2.2 Perturbations du profil turbulent moyen

La méthode élaborée par Sandham et al. consiste à imposer aux premiers points du maillage
des perturbations, en distinguant la sous-couche interne et la zone externe de la couche limite,
qui ont des comportements assez différents. Les perturbations dans la région interne, que
l’on note ũi = (ũi, ṽi, w̃i), modélisent les stries basses-vitesses (low-speed streaks) que l’on
trouve pour le champ de vitesse instantané dans la sous-couche visqueuse, tandis que les
perturbations dans la zone externe de la couche limite, notées ũo = (ũo, ṽo, w̃o), représentent
les grandes structures tourbillonnaires présentes dans cette région de l’écoulement. Sandham
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et al. écrivent formellement [202] :
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où les ci,j sont des constantes. La quantité δ⋆ représente l’épaisseur de déplacement de la
couche limite, donnée en fonction du profil turbulent moyen par :

δ⋆ =

∫ +∞

0

(
1 − ū1

u∞

)
dz

La sensibilité de δ⋆ à ū, notamment dans la zone de sillage, justifie le soin pris concernant
le choix du modèle du profil turbulent moyen. Les ωj représentent les fréquences de forçage
des différents modes j ∈ {0, . . . , 3}. Les βj sont les nombres d’onde adimensionnels associés
dans la direction transverse à l’écoulement et ϕj le déphasage correspondant au mode j. Les
positions adimensionnelles x3

+
p,0 et x3p,j correspondent au maximum d’amplitude des modes.

Les perturbations sur la vitesse suivant e2 sont obtenues en vérifiant l’hyopthèse de divergence
nulle (écoulement incompressible) sur le champ de vitesse perturbé, ce qui donne :
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Sandberg & Sandham remarquent dans [201] que plusieurs simulations préliminaires sont
parfois nécessaires pour ajuster au mieux les coefficients du modèle. En effet, ces paramètres
dépendent du nombre de Reynolds construit sur l’épaisseur de la couche limite et dépendent
des pas de discrétisation spatiale, notamment le pas de discrétisation longitudinale ∆x1.

6.2.2.3 Cas-test de validation

Cette partie détaille l’implémentation numérique de la méthode de perturbation de Sand-
ham et al. pour un écoulement 3–D turbulent de 70 m/s présentant une épaisseur de couche
limite δ = 15 mm. Les équations résolues numériquement sont les équations de Navier–Stokes
3–D en coordonnées cartésiennes, avec une condition de non-glissement et de non-pénétration
à la paroi, supposée parfaitement rigide. Le code de calcul reprend intégralement les méthodes
numériques exposées au chapitre 4.



200 Ch.6 Implémentation numérique de la couche limite incidente

Construction du maillage

On choisit d’implémenter la méthode de Sandham et al. sur le domaine de calcul suivant :
le maillage considéré est cartésien, constitué de 890 × 95 × 170 points, soit environ 6.7 × 106

points, et il présente des pas de discrétisation spatiale ∆x1 = 0.400 mm, ∆x2 = 0.067 mm
et ∆x3 = 0.050 mm. Un tel maillage permet d’assurer un premier point de calcul près de la
paroi à x+

3 = 9, en utilisant la vitesse de frottement obtenue à partir du modèle de Guarini et
al. La discrétisation dans la direction e3 est étirée, et l’on dispose d’environ 100 points dans
la couche limite. La longueur de développement de la couche limite vaut approximativement
12 δ.

Le code de calcul est parallélisé pour améliorer ses performances. Le maillage est alors
scindé dans la direction e1 en 8 blocs de 120 points longitudinalement, et 4 blocs dans la
direction e3 de 50 points perpendiculairement à la plaque, ce qui permet de réduire chaque
bloc à 570000 points. On choisit le nombre CFL = 0.85, fixant la discrétisation temporelle à
∆t = 1.03 × 10−7 s.

Les calculs sont menés sur le calculateur galilee du Laboratoire de Mécanique des Fluides
et d’Acoustique (LMFA), cluster composé de 52 processeurs quadricœurs Intel Nehalem E5540
@2.53 GHz et Intel Nehalem X5550 @2.66 GHz, de 84 Go de mémoire RAM, et d’un réseau
InfiniBand DDR.

Choix des paramètres du modèle

Les coefficients donnés par Sandham et al. dans [202] sont adaptés pour des simulations en
écoulements transoniques, mais ne conviennent pas pour simuler correctement un écoulement
de paroi de vitesse u∞ = 70 m/s et de 15 mm d’épaisseur de couche limite. En effet, une
simulation préliminaire non-détaillée ici a montré que les perturbations introduites à l’entrée
du domaine de calcul ont des taux de fluctuations de l’ordre de 80%, si bien qu’un rayonne-
ment parasite très intense est généré et dégrade rapidement la qualité de la simulation. Les
paramètres du modèle nécessitent donc un réajustement pour le type d’écoulement que l’on
souhaite simuler. On choisit dans la suite le jeu de paramètres synthétisé au tableau 6.1. La

j cu,j cw,j ωj βj ϕj x3
+
p,0 x3p,j

interne 0 0.01 −0.008 0.1 π 0.0 12 −
externe 1 0.03 −0.03 0.25 0.75π 0.0 − 1.0

2 0.03 −0.03 0.125 0.5π 0.1 − 1.5
3 0.03 −0.03 0.0625 0.25π 0.15 − 2.0

Tab. 6.1: Paramètres du modèle de Sandham et al. utilisés dans ce cas-test.

simulation est menée sur 300000 itérations, ce qui représente environ 70 périodes du mode
d’excitation de fréquence la plus basse.

Résultats

La figure 6.5 propose une visualisation instantanée dans le plan x2 = 0 de la pression
fluctuante. Elle met en évidence un rayonnement acoustique intense provenant de la zone
d’excitation.

Un tracé du signal de pression au point de coordonnées (12 δ, 0, 3 δ), en sortie du domaine
de developpement, permet de rendre compte de la périodicité très prononcée du rayonnement
acoustique parasite (figure 6.6(a)). Une analyse spectrale met en évidence l’émergence de trois
pics principaux. Un premier pic à 107 dB et centré autour de la fréquence f = 2180 Hz corres-
pond au mode 3 d’excitation de la zone externe de la couche limite. Le spectre est également
très marqué par les modes 1 et 2 d’excitation, respectivement aux fréquences f = 8700 Hz
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Fig. 6.5: Pression fluctuante instantanée (en Pa), bornée entre ±500 Pa, dans le plan x2 = 0.
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Fig. 6.6: (a) Évolution temporelle de la pression fluctuante au point de coordonnées (12δ, 0, 3δ) en fonction
du nombre d’itération à partir de l’instant t0 = 120000 ∆t : (t − t0)/∆t . (b) Densité spectrale de
puissance acoustique associée.

et f = 4360 Hz, avec des niveaux acoustiques qui atteignent 112 dB et 114 dB respective-
ment. Ce rayonnement acoustique parasite intense peut avoir deux origines. Il peut provenir
de la frontière amont, où l’on choisit de perturber l’écoulement alors que des conditions non-
réfléchissantes de Tam & Dong sont appliquées. En effet, ces conditions permettant aux fluc-
tuations acoustiques de sortir du domaine de calcul, ne sont pas adaptées aux perturbations
aérodynamiques que l’on impose dans la zone de perturbation, ce qui peut donner naissance à
un rayonnement parasite. Aussi, le fait d’écraser dans la zone de perturbation toute fluctua-
tion par des excitations imposées entrâıne nécessairement des discontinuités dans les champs
de vitesse, à l’origine d’un rayonnement acoustique d’autant plus intense que les excitations
forcées de vitesse sont fortes.

Conclusion

L’utilisation du modèle de Sandham et al., ajusté ici au cas d’un écoulement de paroi
faiblement subsonique n’apporte pas de résultats vraiment concluants. En effet, l’imposition
de perturbations à l’entrée du domaine de calcul génère, dans l’implémentation réalisée et pour
la configuration testée, un rayonnement parasite très intense, qui contamine l’ensemble de la
simulation. Ceci n’est toutefois pas surprenant, puisque ce modèle est conçu pour simuler des
phénomènes extrêmement bruyants, avec des niveaux bien supérieurs à ceux du rayonnement
parasite. C’est notamment le cas en présence d’écoulements supersoniques.

On propose dans la suite d’élaborer un autre modèle de perturbation plus adapté à l’écou-
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lement de paroi faiblement subsonique que l’on souhaite simuler.

6.2.3 Développement d’un modèle de perturbation

6.2.3.1 Finalité du modèle

On présente dans cette partie un modèle de perturbation du profil turbulent moyen. Son
développement a été principalement conditionné par la finalité que l’on désire lui donner.
Dans notre cas, on ne souhaite pas synthétiser à l’amont de la cavité cylindrique une couche
limite turbulente incidente réaliste, ce qui parait de toute façon peu envisageable aujourd’hui
pour une couche limite ayant un nombre de Reynolds Reδ de 70000. On aimerait simplement
disposer d’une couche limite incidente contenant des fluctuations ayant des amplitudes rai-
sonnables, sur un maillage adapté à la mise en place d’une stratégie LES pour le calcul direct
du bruit rayonné par la cavité cylindrique.

On choisit de ne pas imposer de perturbations de vitesse, en vue de limiter au maximum le
rayonnement acoustique parasite. On préfère plutôt introduire de faibles perturbations sur les
variables conservatives totales (ρu1, ρu2, ρu3). Si les fréquences d’excitation sont bien choisies,
ces perturbations devraient se développer naturellement. Cette technique offre l’avantage de ne
pas “écraser” les fluctuations acoustiques susceptibles d’exister dans la zone d’excitation. On
déplace également cette zone d’excitation d’une trentaine de points vers l’intérieur du domaine
de calcul, afin de ne pas contaminer les conditions aux frontières non-réfléchissantes de Tam
& Dong, avec la sommation de perturbations aérodynamiques dans cette région adaptée à la
sortie d’ondes acoustiques uniquement. Les perturbations acoustiques peuvent dès lors sortir
nettement plus facilement du domaine de calcul que dans le cas de notre implémentation du
modèle de Sandham et al., ce qui limite la formation d’un rayonnement parasite à la frontière
amont.

6.2.3.2 Perturbation optimale de Tollmien–Schlichting

À l’instar de Schlichting & Gersten, qui établissent pour un écoulement laminaire la fré-
quence d’excitation modale longitudinale la plus instable temporellement [206], on souhaite
obtenir cette fréquence d’excitation optimale pour un profil turbulent. L’idée sous-jacente est
qu’en perturbant le profil turbulent moyen à cette fréquence, on minimise a priori la distance
de développement de la couche limite turbulente.

Équation de stabilité d’Orr–Sommerfeld généralisée au cas turbulent

On considère un écoulement turbulent moyen ū supposé bidimensionnel (pas de variations
dans la direction x2) et incompressible. Le champ de vitesse moyenne longitudinale ū1 ne
dépend que de l’altitude x3 tandis que le champ de vitesse moyenne verticale ū3 vaut 0. On
introduit la fonction courant associée à une perturbation de vitesse, définie par u′1 = ∂ψ/∂x3 et
u′3 = −∂ψ/∂x1. On réduit ψ à une forme modale dans la direction longitudinale, en s’inspirant
du travail réalisé par Schlichting & Gersten dans pour l’étude de stabilité d’un écoulement de
paroi laminaire [206] :

ψ(x1, x3, t) = ϕ(x3) exp
(
i kr(x1 − ξ u∞ t)

)

où kr est le nombre d’onde de la perturbation modale dans la direction longitudinale, et ξ
un nombre complexe. La partie réelle de ξ u∞ représente la vitesse de phase de l’onde se
propageant dans la direction x1 et la partie imaginaire de ξ renseigne si l’onde est amortie
(Im(ξ) < 0) ou au contraire amplifiée (Im(ξ) > 0). La fonction d’amplitude ϕ ne dépend quant
à elle que de x3 car l’écoulement plan considéré ne dépend également que de x3. On introduit
ces termes dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement 2–D, réécrite dans le
cas de perturbations bidimensionnelles de vitesse, et en ignorant tous les termes quadratiques
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de perturbations, on obtient l’équation de Orr–Sommerfeld pour un profil turbulent moyen
[186] :
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(6.3)

où ζ = x3/δ est l’altitude adimensionnelle, U = ū1/u∞ le profil de vitesse moyenne longitudi-
nale adimensionnelle, et ReT

δ = u∞δ/νT le nombre de Reynolds total construit sur l’épaisseur

de couche limite. À noter que la viscosité cinématique totale νT = ν∞ + νt nécessite la modé-
lisation de la viscosité cinématique turbulente νt utilisée pour modéliser les termes turbulents
dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement. On choisit un modèle classique,
de type longueur de mélange (hypothèse de Prandtl) :

νt = ℓ2m
dū1

dx3

avec ℓm la longueur de mélange à modéliser. L’hypothèse la plus simple consiste à supposer
que la longueur de mélange varie linéairement avec la distance à la paroi : ℓ+m = κx+

3 , avec
κ ≃ 0.41 la constante de von Kármán [104]. D’autres modèles de longueur de mélange peuvent
être considérés, comme le modèle d’Escudier [76] :

l+m = κx+
3 1{x+

3 /δ+≤κ0/κ} + κδ+ 1{x+
3 /δ+≥κ0/κ}

avec κ0 = 0.09, ou le modèle de van Driest [242] :

l+m = κx+
3

(
1 − exp

(
−x+

3 /A
+
0

))

avec A+
0 = 26. Finalement on a :

νt

κ2δ u∞
= ζ2 dU

dζ
(6.4)

Enfin, le nombre de Reynolds total peut être exprimé en fonction du nombre de Reynolds Reδ

construit sur l’épaisseur de couche limite par :

ReT
δ =

1
1

Reδ
+

1

Ret
δ

où Ret
δ est le nombre de Reynolds turbulent construit sur l’épaisseur de couche limite : Ret

δ =
u∞δ/νt. L’établissement de l’équation de Orr–Sommerfeld généralisée au cas turbulent est
détaillée en annexe C. Cette équation diffère de la version classique de l’équation de Orr–
Sommerfeld par la dépendance suivant x3 du nombre de Reynolds, via la viscosité cinématique
turbulente, et par le terme relatif au gradient de viscosité dνT /dζ et au laplacien de viscosité
d2νT/dζ

2 dans la direction x3.

Les conditions aux limites associées à l’équation (6.3) sont l’adhérence à la paroi en x3 = 0,
et une décroissance au loin. On a donc :

• ϕ(0) = 0 • dϕ

dζ
(0) = 0
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• lim
ζ→+∞

ϕ(ζ) = 0 • lim
ζ→+∞

dϕ

dζ
= 0

Résolution numérique

La résolution de l’équation de Orr-Sommerfeld consiste à résoudre un problème aux valeurs
propres généralisées, puisque l’on cherche essentiellement la valeur de ξ, en fonction du nombre
adimensionnel krδ. La résolution est menée numériquement à l’aide d’un code fortran90. La
fonction propre associée ϕ est recherchée sous forme d’un développement en polynômes de
Tchebychev, comme le propose Orszag dans le cadre d’une étude de stabilité en laminaire
[175], et le système d’équations est relaxé à l’aide de la méthode−τ de Lanczos [136]. La
recherche de valeurs propres est réalisée grâce à l’algorithme QZ de Moler & Stewart [167].
La résolution numérique est détaillée en annexe C. L’algorithme de résolution converge très
rapidement, puisqu’il suffit d’un nombre relativement restreint de polynômes de Tchebychev
pour assurer une bonne précision sur la valeur fonction propre propre (et donc aussi sur ξ).
En pratique on choisit les 260 premiers polynômes de Tchebychev. Cependant l’algorithme
introduit un nombre conséquent de valeurs propres parasites, en raison de la troncature liée
à la décomposition de la fonction propre ϕ sur une base polynomiale de dimension finie. Il
convient d’ignorer ces valeurs propres parasites. Elles peuvent être détectées aisément, en
observant que la fonction propre associée est nulle ou oscillante maille à maille.

Résultats

La résolution numérique révèle que le profil turbulent est stable quel que soit le nombre
d’onde adimensionnel krδ dans la direction longitudinale. Ce résultat provient vraisemblable-
ment de la nature 2–D de l’excitation, modale dans la direction e1, et qui s’avère inadéquate
pour perturber de manière instable le profil turbulent moyen. À noter aussi que d’autres
modèles de longueur de mélange (van Driest, etc.) ont été testés, et ont abouti au même ré-
sultat. L’obtention de fréquences instables passe donc nécessairement par la prise en compte
de perturbations 2–D modales dans d’autres directions de l’espace, ou 3–D, ce qui n’a pas été
effectué dans ce travail. La thèse de Pujals [186], soutenue postérieurement à la réalisation de
cette étude de stabilité, confirme d’ailleurs cela. Il envisage dans ces travaux des perturba-
tions 3–D, et montre qu’un écoulement de paroi turbulent est instable pour des perturbations
très allongées longitudinalement (kr ≃ 0), ce qui revient finalement à fortement privilégier les
perturbations modales dans la direction x3.

Dans la suite, on présente une autre méthode pour perturber le profil turbulent moyen de
vitesse.

6.2.3.3 Modèle d’excitation par zone

Les perturbations sont introduites en distinguant une zone de type sous-couche interne
de la zone externe de la couche limite, qui ont des comportements différents. L’excitation du
profil de vitesse moyenne longitudinale se formule par l’addition de termes supplémentaires
dans l’intégration temporelle des variables conservatives (ρu1, ρu2, ρu3).

Zone de type sous-couche interne

Le fait de distinguer la sous-couche interne dans la couche limite permet de prendre en
compte plus ou moins fidèlement l’existence de stries basses-vitesses dans cette zone. Selon
le maillage LES considéré, cette distinction peut être omise, notamment dans le cas où l’on
ne dispose que d’un très faible nombre de points dans la sous-couche visqueuse, ce qui est
le plus souvent le cas. Ces perturbations sont introduites en ajoutant le terme suivant dans
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l’intégration temporelle des variables conservatives (ρu1, ρu2, ρu3) :
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(6.5)

Les constantes du modèle sont données dans le tableau 6.2. La fréquence d’excitation fint est
estimée en se donnant une longueur caractéristique des stries. La zone d’excitation, centrée sur
la position xe et de longueur 4Le, s’étend généralement sur une dizaine de points longitudina-
lement. Elle est fenêtrée dans la direction e1 par une fenêtre de Tukey wT(x1) de paramètre
1/2, afin d’éviter une forte discontinuité aux premiers et derniers points d’excitation :

wT(x1) =





1

2

(
1 − cos

π|x− xe|
Le

)
si Le ≤ |x1 − xe| ≤ 2Le

1 si 0 ≤ |x1 − xe| ≤ Le

κu κv κw ny1 ny2 nz fint∆t

10−3 3 × 10−4 3 × 10−4 10 5 10 1/1150

Tab. 6.2: Constantes empiriques du modèle pour l’excitation de la sous-couche interne.

Zone externe de la couche limite

L’excitation en zone externe de la couche limite permet d’y introduire de larges fluctua-
tions. On ne prend en compte que 3 modes dans la modélisation, comme le suggèrent Sandham
et al. [202]. Les perturbations relatives au mode n dans la zone externe de la couche limite
sont introduites par l’addition du terme supplémentaire suivant dans l’intégration temporelle
des variables conservatives (ρu1, ρu2, ρu3) :
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Les constantes du modèle correspondant à chacun des modes n sont données dans le tableau
6.3.
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n κun κvn κwn nyn nzn ϕn fn∆t

1 0.015 0.015 0.015 5 15 0.04 1/2800
2 −0.015 −0.015 0.010 8 35 0.16 1/1700
3 −0.030 −0.025 −0.040 12 45 0.23 1/2100

Tab. 6.3: Constantes empiriques du modèle pour l’excitation des modes n.

6.2.3.4 Cas-tests de validation

Construction du maillage

On se limite dans la suite à un maillage 3–D cartésien. On propose ici quatre simulations
sur des maillages différents afin de mesurer l’influence de la discrétisation longitudinale. Dans
les quatre simulations, la longueur de développement est fixée à 25 δ, ce qui correspond à la
longueur de developpement que l’on se donne pour la simulation LES de l’écoulement affleurant
la cavité cylindrique. Les pas de discrétisation transversale et verticale sont identiques pour
toutes les simulations : on fixe ∆x2 = 0.7 mm, et ∆x3 = 0.2 mm. Le maillage est constitué de
80 points transversalement et de 150 points dans la direction e3. Un étirement de maillage est
effectué dans la direction normale à la plaque. On dispose d’une cinquantaine de points dans la
couche limite. En échelles de paroi, le premier point de maillage dans la direction verticale est
placé à x+

3 = 30, en estimant la vitesse de frottement uτ à partir du modèle de Guarini et al.
On ne dispose donc pas de point de maillage dans la sous-couche visqueuse. La constante CFL
est fixée à 0.85. Le pas de discrétisation temporelle ∆t, fixé à 4.1 × 10−7 s, est le même dans
les quatre simulations. Le code de simulation est enfin parallélisé en décomposant le domaine
de calcul en 10 blocs longitudinalement, et en 3 blocs dans la direction e3. Une zone éponge
est placée à l’aval de la zone de développement afin de permettre la sortie de la turbulence. La
quatrième simulation est effectuée en présence d’une source compacte monopolaire, simulant
le rayonnement tonal de la cavité, et permet de quantifier les effets de ce rayonnement sur le
développement de la couche limite incidente.

Cas test avec ∆x1 = 1 mm

Avec un pas de discrétisation longitudinale de ∆x1 = 1 mm, la longueur de développement
de la couche limite est constituée d’environ 375 points de maillage. La zone d’excitation
est centrée autour du 35e point de maillage longitudinalement, soit à une position x1 ≃
2.3 δ. La simulation est menée sur 400000 itérations, correspondant à environ 140 périodes
aérodynamiques du mode 1, qui est le mode présentant la fréquence d’excitation la plus
petite : f1 = 1/(2800∆t) ≃ 900 Hz. Les calculs sont effectués sur le calculateur galilee et
ont nécessité 7000 heures.

Fig. 6.7: Pression fluctuante instantanée (en Pa), bornée entre ±0.5 Pa, dans le plan x2 = 0.
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La figure 6.7 présente le champ instantané de pression fluctuante, bornée entre ±0.5 Pa
dans le plan longitudinal x2 = 0. La zone d’excitation est parfaitement détectable grâce aux
deux lobes intenses de surpression/dépression aux environs de x1 = 2 δ. Aucun rayonnement
parasite notable n’est visible en provenance de cette zone, ce qui est numériquement parlant
remarquable. Une analyse spectrale est réalisée hors de la couche limite au point de coor-
données (25 δ, 0, 6 δ) pour confirmer ce résultat plus finement. La figure 6.8 montre la densité
spectrale de puissance acoustique obtenue grâce à un enregistrement du signal de pression
fluctuante sur 105 périodes aérodynamiques en sortie de la zone de développement.
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Fig. 6.8: Densité spectrale de puissance acoustique mesurée au point de coordonnées (25 δ, 0, 6 δ).

On observe l’émergence d’un certain nombre de pics, principalement aux alentours de 590,
1450 et 2200 Hz. Ces deux dernières fréquences correspondent respectivement aux fréquences
d’excitation du mode 2 de la zone externe de la couche limite et de la sous-couche interne.
Les niveaux de ces pics, de l’ordre de 60 dB pour le pic à 590 Hz et inférieurs à 50 dB pour
les pics secondaires, montrent que ce rayonnement acoustique parasite généré par la zone
d’excitation est admissible en vue d’une utilisation dans une simulation LES du bruit rayonné
par la cavité cylindrique dans la configuration de référence et avec une couche limite incidente
présentant des fluctuations. En effet, ces niveaux sont inférieurs de plus de 20 dB aux niveaux
correspondants au rayonnement acoustique de la cavité mesuré en champ lointain, comme le
rappelle la figure 2.7.

Les figures 6.9(a) et 6.9(b) présentent la valeur absolue de la composante de vorticité dans
la direction e2 respectivement dans les plans x2 = 0 et x3 = δ/8. La vorticité ω est calculée
par la relation :

ω = rot u

Les perturbations déterministes injectées sont nettement visibles par le caractère “struc-
turé” et “organisé” du champ de vorticité jusqu’à la position x1 = 18 δ. La figure 6.9(b) révèle
une amplification spontanée des perturbations de vitesse au cours du développement de la
couche limite, et un renforcement progressif du caractère aléatoire des perturbations. Même si
les perturbations ne semblent pas tout-à-fait aléatoires à la sortie de la zone de développement,
elles ont perdu en cohérence au cours de leur convection et leur amplification.

La figure 6.10, montrant le contenu spectral des fluctuations de vitesse longitudinale à la
sortie de la zone de développement à l’altitude x3 = δ/8, confirme cette appréciation. Même
si les fluctuations de vitesse restent à la sortie assez marquées par les fréquences d’excitation,
comme le révèle le pic intense observé à f = 1450 Hz, les effets non-linéaires ont permis un
remplissage progressif du spectre sur un large éventail de fréquences.

La figure 6.11 présente le développement du taux de fluctuations longitudinales dans le
plan x2 = 0, tandis que la figure 6.12 montre le profil du taux de fluctuations longitudinales
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Fig. 6.9: Valeur absolue de la composante de vorticité dans la direction e2 |ω2| (a) dans le plan x2 = 0. (b)
dans le plan x3 = δ/8.
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Fig. 6.10: Module de la transformée de Fourier des fluctuations de vitesse longitudinale au point de coordon-
nées (25 δ, 0, δ/8).

à la sortie de la zone de développement.

Fig. 6.11: Taux de fluctuations longitudinales I1 (en %) dans le plan x2 = 0.

Le profil obtenu reproduit qualitativement assez fidèlement la forme du profil que l’on
a obtenu expérimentalement à l’amont de la cavité, (voir la figure 2.9(b)) avec notamment
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Fig. 6.12: Profil vertical du taux de fluctuations longitudinales I1 à la sortie de la zone de développement
(x1 = 25 δ), en fonction de x3.

la présence d’un maximum du taux de fluctuations très proche de la paroi, calculé ici à
environ 3%. Quantitativement, les niveaux de turbulence sont environ 50% plus faibles par
rapport aux données expérimentales (voir la figure 2.9(b)) à l’amont de la cavité. Ce déficit
en énergie cinétique turbulente à la sortie de la zone de développement peut avoir plusieurs
origines, qu’on se propose d’étudier dans la suite. Ce déficit est vraisemblablement le fait
d’une discrétisation verticale trop grossière (x+

3 = 30), avec notamment l’absence de points
de maillage dans la sous-couche visqueuse. Seulement, pour synthétiser une couche limite
turbulente incidente réaliste, il conviendrait de prendre une discrétisation proche de la paroi
de l’ordre de x+

3 = 1 [68, 97]. Ceci représente globalement un ordre de grandeur sur le pas
de discrétisation verticale, ce qui n’est pas envisageable, pour des raisons de coûts de calcul,
pour le calcul LES que l’on souhaite effectuer. Aussi, on peut anticiper le fait qu’une division
par 2 ou 3 du pas de discrétisation verticale ne permet pas d’améliorer significativement le
comportement de la couche limite avec fluctuations que l’on a produit, puisque l’on aura
encore trop peu de points dans la sous-couche interne.

Le déficit en énergie cinétique turbulente peut également être une conséquence du choix
d’une discrétisation longitudinale vraisemblalement trop grossière, pour l’écoulement turbu-
lent que l’on souhaite synthétiser. En effet, des structures turbulentes, suffisamment larges
pour être porteuses d’une quantité non-négligeable d’énergie cinétique turbulente, semblent
d’une part trop petites pour être supportées par le maillage. D’autre part, le rôle des petites
structures proches de la paroi influe sur le comportement global de la couche limite. Ainsi,
l’absence de ces petites structures peut avoir une conséquence directe sur l’état global de
la couche limite synthétisée. Une simulation avec une discrétisation longitudinale plus petite
pourrait donc réduire l’impact négatif de la sous-discrétisation longitudinale sur la qualité de
la couche limite obtenue. Le déficit en énergie cinétique turbulente peut également provenir
de la non-prise en compte d’interactions entre la couche limite et le rayonnement acoustique
intense généré par la cavité, présente dans le cadre des mesures et absence de la simulation
présentée. Enfin, le gradient de pression engendré par la cavité dans son voisinage amont,
et non pris en compte dans la simulation présentée, peut également avoir un effet sur le ni-
veau des fluctuations dans la couche limite. On se propose dans la suite d’étudier l’effet de la
discrétisation dans la direction longitudinale.

Cas test avec ∆x1 = 0.6 mm

On présente ici les résultats de la simulation avec une discrétisation spatiale de ∆x1 =
0.6 mm. La longueur de développement de la couche limite est constituée de 710 points de
maillage. La zone d’excitation, centrée autour du 35e point de maillage longitudinalement,
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correspondant à une position x1 ≃ 1.4 δ. La simulation est effectuée sur 300000 itérations. Le
calcul, mené sur le calculateur galilee a nécessité envrion 5000 heures.

La figure 6.13 présente une visualisation de la pression fluctuante instantanée bornée entre
±0.5 Pa, dans le plan x2 = 0. Aucun rayonnement acoustique majeur provenant de la zone
d’excitation n’est détecté, ce que confirme le spectre acoustique en sortie de la zone de dé-
veloppement, à l’altitude 6 δ (figure 6.14). Aucun pic ne ressort dans le spectre acoustique,

Fig. 6.13: Pression fluctuante instantanée (en Pa), bornée entre ±0.5 Pa dans le plan x2 = 0.
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Fig. 6.14: Densité spectrale de puissance acoustique mesurée au point de coordonnées (25 δ, 0, 6 δ).

ce qui n’était pas le cas pour une discrétisation longitudinale plus grande. Le niveau sonore
ambiant reste aussi tout-à-fait acceptable, puisqu’il est compris entre 20 et 40 dB, pour les
hautes fréquences, et vaut environ 50 dB pour les basses fréquences.

Une visualisation de la composante transversale de la vorticité dans les plans x2 = 0 et
x3 = δ/8 est proposée aux figures 6.15(a) et (b). On observe que la déstabilisation de la
couche limite est plus longue spatialement que dans le cas d’une discrétisation longitudinale
plus grossière. En effet, le champ de vorticité semble beaucoup plus organisé, même proche
de la sortie de la zone de développement, que dans la simulation précédente. Cependant
on remarque la présence plus importante de fines structures près de la sortie de la zone de
développement, ce qui laisse penser que le spectre des fluctuations de vitesse y est un peu
plus riche, comme le confirme la figure 6.16. Cette figure présente le contenu spectral des
fluctuations de vitesse à la sortie de la zone de développement, à la position x3 = δ/8. Une
comparaison avec les résultats obtenus pour une discrétisation spatiale plus grossière (figure
6.10) montre que le spectre est moins marqué par les fréquences d’excitation. Combiné à une
légère augmentation des composantes hautes fréquences dans le spectre des fluctuations de
vitesse, ceci a pour effet de renforcer considérablement le niveau relatif des fluctuations hautes
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Fig. 6.15: Valeur absolue de la composante de vorticité dans la direction e2 |ω2| (a) dans le plan x2 = 0. (b)
dans le plan x3 = δ/8.

fréquences par rapport aux fluctuations issues de l’excitation.
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Fig. 6.16: Module de la transformée de Fourier des fluctuations de vitesse longitudinale au point de coordon-
nées (25 δ, 0, δ/8).

La figure 6.17 présente le profil vertical du taux de fluctuations longitudinales à la sortie
de la zone de développement. Le profil obtenu s’accorde qualitativement avec ceux obtenus
expérimentalement. Quantitativement, les niveaux des fluctuations sont plus faibles que ceux
obtenus expérimentalement, mais on observe un gain de 30% environ par rapport aux niveaux
obtenus pour une discrétisation longitudinale plus longue.

En conclusion, un raffinement de la discrétisation longitudinale apporte une amélioration
sensible dans l’implémentation de la couche limite turbulente. Cette amélioration provient de
la prise en compte d’échelles de turbulence plus petites, qui permet une meilleure estimation
des niveaux des fluctuations de vitesse longitudinale dans la couche limite. Elle provient éga-
lement du filtrage sélectif qui n’amortit pas les mêmes perturbations, comparativement à la
simulation avec une discrétisation longitudinale plus grande. Cependant, la déstabilisation de
la couche limite est plus lente sur le maillage raffiné, et requiert donc une zone de développe-
ment plus longue. À longueur de zone de développement égale, le champ de vorticité est en
effet beaucoup moins décorrélé sur le maillage raffiné que dans le cas du maillage plus grossier.
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Fig. 6.17: Profil vertical du taux de fluctuations longitudinales I1 à la sortie de la zone de développement
(x1 = 25 δ), en fonction de x3.

La cas test suivant propose une étude sur un maillage présentant une discrétisation longi-
tudinale non-constante. C’est en général ce que l’on a en pratique, où le maillage est relative-
ment grossier près des frontières du domaine de calcul, et beaucoup plus raffiné dans les zones
d’intérêt, afin de capturer au mieux les effets aérodynamiques et acoustiques mis en jeu.

Cas test avec ∆x1 décroissant de 2 mm à 0.6 mm

On envisage dans cette partie le cas d’une discrétisation longitudinale décroissante. Le
pas de discrétisation vaut 2 mm à l’entrée du domaine de calcul, et 0.6 mm à la sortie
de la zone de développement. La zone d’excitation est centrée à la position x1 = 4.5 δ, et sa
longueur de développement s’étend sur 410 points. La zone de décroissance de la discrétisation
longitudinale s’étend de x1 = 12 δ à x1 = 22 δ, avec un facteur de compression géométrique
fixé à 1.5%. La simulation, effectuée sur 280000 itérations, a nécessité 4500 heures sur le
calculateur galilee.

La figure 6.18 présente la densité spectrale de puissance acoustique obtenue à la sortie
de la zone de développement, à x3 = 6 δ de la paroi. Le spectre acoustique n’est absolument
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Fig. 6.18: Densité spectrale de puissance acoustique mesurée au point de coordonnées (30 δ, 0, 6 δ).

pas marqué aux fréquences d’excitation des perturbations que l’on injecte au début de la
zone de développement. Le niveau sonore ambiant reste aussi inférieur à 50 dB, ce qui est
numériquement admissible en vue de l’utilisation de la méthode d’excitation pour la cavité
cylindrique.
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Le développement de la couche de cisaillement peut être visualisé à la figure 6.19, où l’on a
représenté dans le plan x3 = δ/8 la composante transversale de la vorticité. On remarque que
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Fig. 6.19: Valeur absolue de la composante de vorticité dans la direction e2 |ω2| dans le plan x3 = δ/8.

l’amplification des perturbations est assez prononcée au début de la zone de développement, où
le pas de discrétisation spatiale est le plus grand. La zone de décroissance de la discrétisation
longitudinale, comprise entre x1 = 12 δ et x1 = 22 δ, semble avoir un effet de déstabilisation de
la couche limite. On observe également l’apparition de fines structures tourbillonnaires dans
la zone de développement où le pas de maillage est minimal (x1 ≥ 22 δ). À la sortie de la zone
de développement, le champ de vorticité n’est plus aussi organisé que dans les simulations à
pas de maillage constant. Il met ainsi en évidence la présence de structures tourbillonnaires
présentant une grande variété d’échelles.

La zone de décroissance de la discrétisation longitudinale est caractérisée par la présence
d’une dispersion engendrée par les méthodes numériques, développées pour une utilisation sur
des maillages réguliers. Cette dispersion pourrait avoir un effet déstabilisateur sur la couche
limite.

Les précédentes remarques concernant les échelles de turbulence présentes dans la couche
limite sont confirmées par la figure 6.20, présentant le contenu fréquentiel des fluctuations de
vitesse longitudinale à la sortie de la zone de développement, à une altitude x3 = δ/8 dans la
couche limite. Une comparaison aux résultats obtenus pour une discrétisation longitudinale
constante de ∆x1 = 0.6 mm met en évidence, pour le cas de la discrétisation spatiale non-
constante, un renforcement des composantes basses et hautes fréquences des fluctuations de
vitesse dans le spectre des fluctuations de vitesse.
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Fig. 6.20: Module de la transformée de Fourier des fluctuations de vitesse longitudinale au point de coordon-
nées (30 δ, 0, δ/8).

La figure 6.21 montre le profil vertical du taux de fluctuations longitudinales à la sortie
de la zone de développement. Le profil présente un maximum de 4% très proche de la paroi
(x3 ≃ 2mm), ce qui est qualitativement en accord avec les données expérimentales. On observe
aussi que comparativement aux résultats issus des simulations à discrétisation longitudinale
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Fig. 6.21: Profil vertical du taux de fluctuations longitudinales I1 à la sortie de la zone de développement
(x1 = 30 δ), en fonction de x3.

constante, le taux de fluctuations s’est assez nettement renforcé dans la zone externe de
la couche limite (x3 ∈ [5, 15] mm). Quantitativement, les niveaux de turbulence obtenus
numériquement restent en-deçà des niveaux mesurés expérimentalement à l’amont de la cavité.

Ce cas test montre en conclusion l’importance du caractère non-constant de la discrétisa-
tion longitudinale sur le contenu spectral des pertubations en sortie de zone de développement.
Un pas de discrétisation grand à l’entrée de la zone de développement permet une amplifica-
tion rapide des perturbations déterministes que l’on injecte. Dans le cas simulé, on observe
une nette déstabilisation de la couche limite dans la zone de maillage irrégulière. Le maillage
plus raffiné, proche de la sortie de la zone de développement, permet alors à de plus petites
structures turbulentes d’émerger. On dispose ainsi d’un spectre des fluctuations de vitesse
plus riche en sortie, et donc d’une couche limite dont l’aspect aléatoire a été renforcé. Il se-
rait intéressant d’étudier plus en détail l’influence de la partie irrégulière du maillage sur la
couche limite, notamment de déterminer si l’effet déstabilisateur observé est systématique ou
seulement présent sous certaines conditions, et d’isoler l’origine exacte de la déstabilisation.

Cas test avec un terme source compact monopolaire

Ce cas test anticipe un peu sur des observations faites au chapitre suivant. Ce chapitre
présente en effet les résultats des simulations numériques en présence de la cavité cylindrique.
La figure 7.20(b) révèle que les des niveaux de fluctuations obtenus numériquement sont supé-
rieurs à ceux mesurés expérimentalement dans la couche limite incidente. Pourtant, le maillage
considéré présente les mêmes pas de discrétisation spatiale que le maillage irrégulier utilisé
dans le cas test précédent, et le même facteur de compression dans la zone de développement
de la couche limite. La présence de la cavité semble donc jouer un rôle sur l’amplitude des
fluctuations présentes dans la couche limite amont. Parmi toutes les conséquences qu’entrâıne
la présence de la cavité dans l’écoulement (rayonnement acoustique, gradient de pression à
son voisinage, etc.), on choisit d’étudier l’influence du rayonnement acoustique intense pro-
duit par la cavité sur la couche limite incidente. La nature du rayonnement acoustique de la
cavité, très tonal et relativement peu directif (voir le chapitre 2), invite à le simuler à l’aide

d’une source acoustiquement compacte et monopolaire pulsant à la fréquence f̃ = 656 Hz. La
source monopolaire est implémentée en ajoutant le terme psource(t)/(γ − 1) à l’équation de
conservation de l’énergie totale ρ et. Ce terme source peut être explicité :

psource(t) = ps 2πf̃ sin
(
2πf̃ t

)
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Il est spatialement fenêtré par une gaussienne afin d’éviter l’introduction de discontinuités
dans l’équation d’énergie. La source acoustique est placée en sortie de zone de développement
(x1 = 30 δ), et légèrement au-dessus de la plaque plane (x3 = 0.1 δ), afin d’éviter tout problème
d’ordre numérique que l’on pourrait rencontrer si celle-ci était placée exactement à la paroi. On
suppose que cette source est sphérique de rayon 4∆x1. En considérant son intensité acoustique
sur la sphère de rayon 4∆x1 et celle sur la demi-sphère supérieure de rayon r0 > 4∆x1, où
l’on connait l’amplitude pa des fluctuations de pression, on peut écrire :

ps =
1√
2

r0
4∆x1

pa

Les observations expérimentales sur la cavité de référence permettent d’estimer l’amplitude
des fluctuations de pression à une distance r0 = 50 mm de son centre, à pa ≃ 50 Pa. Ceci
permet de déterminer complètement l’amplitude des fluctuations de pression à la source ps.
La simulation est réalisée sur le calculateur galilee, et menée sur 400000 itérations.

La figure 6.22 permet d’avoir un aperçu du champ de pression fluctuant instantané dans
le plan x2 = 0. On peut notamment y apercevoir la source acoustique, aux environs du point

Fig. 6.22: Pression fluctuante instantanée (en Pa), bornée entre ±30 Pa, dans le plan x2 = 0.

(30 δ, 0, 0.1 δ), le rayonnement acoustique monopolaire qu’elle engendre, ainsi que la couche
limite implémentée, caractérisée par la zone d’excitation centrée sur la position x1 = 4.5 δ,
et l’allée de surpressions et dépressions le long de la paroi. La densité spectrale de puissance
acoustique en sortie de zone de développement, à une altitude de x3 = 6 δ, est évidemment
largement dominée par le rayonnement acoustique tonal de la source à f = 656 Hz, comme
le montre la figure 6.23. Hormis ce pic très intense, le niveau sonore ambiant est faible aux
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Fig. 6.23: Densité spectrale de puissance acoustique mesurée au point de coordonnées (30 δ, 0, 6 δ).

autres fréquences, de l’ordre de 40 à 50 dB.
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La figure 6.24 présente le champ de vorticité transversale dans le plan x3 = δ/8. La prise en
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Fig. 6.24: Valeur absolue de la composante de vorticité dans la direction e2 |ω2| dans le plan x3 = δ/8.

compte d’interactions aéroacoustiques éventuelles entre la couche limite et la rayonnement de
la source semble avoir peu d’effets sur le développement de la couche limite. En effet, le champ
obtenu est relativement similaire à celui obtenu sur le même maillage sans la source acoustique
monopolaire (figure 6.19), à savoir une zone de forte croissance où la discrétisation longitu-
dinale est grande, une zone de destruction de la cohérence des perturbations, correspondant
à la partie où le pas de discrétisation longitudinale diminue géométriquement, puis une zone
avec un maillage assez raffiné pour supporter la présence de fines structures tourbillonnaires
dans la couche limite. La figure 6.25, qui présente le contenu spectral des perturbations de
vitesse longitudinale, en sortie de zone de développement à la position x3 = δ/8, confirme ces
observations. Les perturbations de vitesse restent relativement marquées par les fréquences
d’excitation, mais présentent des composantes basses et hautes fréquences assez intenses, dont
les niveaux relatifs sont parfois supérieurs à 10% des niveaux obtenus aux fréquences d’exci-
tation.

La figure 6.25 montre le profil vertical du taux de fluctuations longitudinales. Le profil
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Fig. 6.25: Module de la transformée de Fourier des fluctuations de vitesse longitudinale au point de coordon-
nées (30 δ, 0, δ/8).

obtenu ressemble énormément à celui obtenu sans la source acoustique dans la couche limite
(figure 6.21). La prise en compte du rayonnement engendré par la source acoustique a surtout
un effet hors de la couche limite. En effet, le niveau des fluctuations y est non-nul, en raison
du passage successif des fronts d’onde acoustiques générés par la source.

En conclusion, l’étude montre que les interactions entre le rayonnement acoustique de
la cavité, modélisé par une source compacte monopolaire, et la couche limite incidente sont
faibles, puisque leur prise en compte n’apporte pas de modifications notables par rapport à la
simulation réalisée sans source acoustique.
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Fig. 6.26: Profil vertical du taux de fluctuations longitudinales I1 à la sortie de la zone de développement
(x1 = 30 δ), en fonction de x3.

6.2.3.5 Conclusion

L’étude bibliographique a mis en évidence toute la complexité de l’implémentation nu-
mérique d’une couche limite turbulence pour le calcul direct. Parmi les différentes méthodes
développées dans la littérature, l’approche retenue dans ce travail est une méthode de per-
turbation du profil turbulent moyen. Un modèle empirique est développé en s’inspirant de la
méthode proposée par Sandham et al. dans [202]. Il consiste en une excitation de l’écoule-
ment moyen dans une zone de type sous-couche interne, même si l’on dispose a priori que de
très peu de points dans cette région, et une série d’excitations modales dans la zone externe
de la couche limite. Ces perturbations sont déterministes, puisqu’aucune variable aléatoire
n’est introduite dans le modèle. Une attention particulière est portée sur la mâıtrise du bruit
rayonné par le processus d’excitation. Le modèle permet de synthétiser des fluctuations dans
la couche limite ayant une amplitude raisonnable en produisant un rayonnement acoustique
parasite minime.

Le pas de discrétisation verticale, fixé à x+
3 = 30 pour le maillage que l’on se donne en

vue des simulations LES de l’écoulement affleurant la cavité cylindrique, est trop grand pour
envisager la production d’une couche limite turbulente réaliste. Sa réduction d’un ordre de
grandeur permettrait de synthétiser une couche limite turbulente plus fidèle à la réalité, mais
elle n’est pas concevable tant les coûts de calcul engendrés seraient prohibitifs. L’un des seuls
degrés de liberté restant pour tenter d’améliorer l’état de la couche limite incidente produite est
le pas de discrétisation longitudinale du maillage. Une étude numérique met en évidence que
le modèle présenté est sensible aux pas de discrétisation pour les maillages considérés. Le pas
de discrétisation longitudinale influence directement la distance de développement du profil
turbulent moyen. L’amplification naturelle des perturbations injectées est plus forte sur un
maillage grossier que sur un maillage plus fin. Un cas test mené sur un maillage présentant une
contraction progressive semble indiquer que les perturbations injectées perdent en cohérence
dans la zone où le pas de discrétisation n’est pas constant. Aussi, le spectre des fluctuations de
vitesse en sortie de zone de développement est plus riche dans ce cas, comparativement aux
resultats obtenus sur des maillages réguliers. En effet, les niveaux relatifs des composantes
basses et hautes fréquences y sont nettement plus importants. Une analyse mathématique de
l’influence de la discrétisation non-constante sur les performances des schémas numériques
utilisés et sur le spectre de la turbulence à la sortie de la zone de développement aurait
évidemment été intéressante mais elle dépasse le cadre de cette thèse.

Les interactions possibles entre la couche limite incidente et le rayonnement acoustique
tonal de la cavité sont envisagées dans une dernière simulation, où une source compacte
monopolaire simulant le rayonnement de la cavité est ajoutée en sortie de zone de dévelop-



218 Ch.6 Implémentation numérique de la couche limite incidente

pement. Le rayonnement acoustique de la cavité semble avoir peu d’influence sur la couche
limite incidente. Le profil vertical du taux de fluctuations longitudinales obtenu dans cette
dernière simulation est qualitativement satisfaisant, même si quantitativement, les niveaux de
turbulence semblent en-deçà de ce que l’on obtient expérimentalement ou numériquement en
présence de la cavité.

L’influence d’autres paramètres sur le développement de la couche limite turbulente serait
à étudier. Il s’agit par exemple de l’influence du gradient de pression qu’engendre la cavité
dans son voisinage et qui pourrait jouer un rôle important dans la déstabilisation de la couche
limite incidente, ou de l’influence de la discrétisation spatiale non-constante verticalement, qui
n’a pas été examinée en détail dans ce travail.







Chapitre 7

Calcul direct du bruit rayonné par un écou-
lement affleurant une cavité cylindrique

Ce chapitre a pour objectif de présenter deux simulations numériques d’un écoulement à
Mach 0.2 (u∞ = 70 m/s) affleurant une cavité cylindrique, qui présente un diamètre et une
hauteur de D = H = 100 mm. Ces simulations sont réalisées par la résolution numérique
directe des équations de la mécanique des fluides instationnaires sous forme compressible,
qui contiennent à la fois les caractéristiques aérodynamiques et acoustiques de l’écoulement.
Le domaine de calcul considéré est suffisamment grand pour inclure une partie du champ
acoustique rayonné par la cavité. Les outils numériques mis en œuvre pour effectuer ces
simulations sont décrits dans les chapitres 4 et 5.

Les deux simulations diffèrent simplement par la nature de l’écoulement incident : il est
laminaire dans la première simulation, et turbulent dans la seconde. Cette dernière confi-
guration est étudiée numériquement par Chicheportiche & Gloerfelt dans [43], mais aucune
perturbation n’est appliquée dans leur simulation sur le profil turbulent moyen incident. Dans
le calcul complémentaire présenté ici, le profil turbulent moyen incident est excité par l’ajout
de perturbations, comme le détaille le chapitre 6. Les deux calculs présentés permettent d’éva-
luer l’influence de la couche limite incidente sur l’aérodynamique qui se développe et sur le
rayonnement acoustique.

Les résultats de ces deux simulations sont également comparées aux mesures effectuées
dans la configuration de référence présentées au chapitre 2. Une dernière partie est enfin
consacrée à l’étude de quelques hypothèses du modèle semi-empirique d’Elder, permettant de
prédire les fréquences du rayonnement acoustique tonal de la cavité.

L’originalité des calculs présentés réside dans l’approche multidomaine mise en œuvre pour
discrétiser le domaine de calcul, et dans la prise en compte de fluctuations dans la couche limite
incidente, pour le cas turbulent.

7.1 Construction du maillage composite

7.1.1 Pas de discrétisation des maillages élémentaires

La construction du maillage demande un soin particulier. En effet, le maillage doit être
capable de capturer des phénomènes complexes très localisés, comme près des parois ou dans
les zones de fort cisaillement. Il est donc fortement raffiné près de ces régions. Cependant,
un fort raffinement du maillage ne peut être assuré sur tout le domaine de calcul, car cela
entrâınerait un coût de calcul considérable. Un nombre conséquent de points est économisé
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en augmentant les pas de maillage dans les zones où l’écoulement est moins complexe, comme
dans les régions où l’on a que de l’acoustique par exemple.

Le maillage n’est donc a priori pas régulier, ce qui peut être un problème pour une utilisa-
tion adéquate des schémas aux différences finies utilisés, optimisés dans l’espace des nombres
d’onde pour un maillage régulier. On évite toute discontinuité ou tout changement brusque
dans le maillage en basculant d’une zone raffinée vers une zone plus grossière du maillage
par une progression géométrique du pas de discrétisation inférieure à 5%. On s’assure que
les mailles les plus grandes restent néanmoins suffisamment petites pour que les méthodes
numériques mis en œuvre ait une fréquence de coupure supérieure à la fréquence maximale
de propagation.

On souhaite utiliser le même maillage composite pour les deux simulations. Le cas tur-
bulent est le plus restrictif, puisqu’il demande une discrétisation près des parois la plus fine
possible dans l’optique d’estimer convenablement les gradients de vitesse dans la couche li-
mite. Dans toute la suite, on choisit des pas de discrétisations ∆x1 = 0.6 mm, ∆x2 = 0.7 mm
et ∆x3 = 0.2 mm, ce qui permet d’avoir un premier point de maillage en x+

3 ≃ 30 pour le cas
turbulent, en estimant la vitesse de frottement uτ à partir du profil de Guarini et al. Afin d’as-
surer des mailles cylindriques approximativement carrées dans la zone de superposition avec
le maillage cartésien supérieur, et présentant une même surface que les mailles cartésiennes,
on choisit les pas de discrétisation ∆r = 0.4 mm et ∆θ = 1.3◦.

Les figures 7.1(a) et (b) permettent de visualiser le maillage composite utilisé pour ces
simulations, respectivement dans le plan (O,e1,e2) et (O,e1,e3). Le maillage cartésien supé-
rieur comporte 646 × 354 × 172 points. Le maillage cylindrique périphérique est constitué de
41× 286× 220 points, et le maillage cartésien de cœur de 153× 177× 220 points. Le maillage
composite est ainsi constitué d’environ 48 millions de points. Le maillage supérieur s’étend
approximativement de −4D à 6D dans la direction longitudinale e1, de −2.25D à 2.25D dans
la direction transverse e2, et de −H à 4H dans la direction verticale à la plaque e3, afin
d’inclure une petite portion du champ acoustique rayonné et d’éloigner les conditions aux
frontières de rayonnement de Tam & Dong loin de la région d’intérêt. Finalement, le domaine
de calcul a une longueur de 2 longueurs d’onde acoustique et une hauteur de 0.8 longueur
d’onde acoustique, ce qui est peu par rapport aux calculs directs plus typiques comme pour
les jets.

La figure 7.2 présente les pas de discrétisation locaux dans les trois directions de l’espace.
Un raffinement de maillage est effectué à l’amont de la cavité au fur et à mesure que l’on se
rapproche de la cavité. Un fort étirement de maillage est réalisé en sortie, correspondant à
l’élaboration d’une zone éponge dissipant les tourbillons générés par la destabilisation de la
couche de cisaillement dans la cavité et convectés vers l’aval. Les étirements de maillage, dans
les directions e2 et e3, loin de la zone d’intérêt, permettent d’accéder à un grand domaine de
calcul tout en limitant le nombre de points à traiter. La fréquence de coupure du maillage com-
posite ainsi construit est d’environ 10 kHz, correspondant à un nombre de Strouhal construit
sur le diamètre de la cavité de St ≃ 14.3.

Enfin, la constante CFL est fixée à 0.85, fixant le pas de temps, fortement contraint par
la discrétisation verticale, à ∆t = 4.1 × 10−7 s.

7.1.2 Parallélisation et partitionnement des maillages élémentaires

Le maillage cartésien supérieur est scindé en 6 × 4 × 2 blocs en vue de la parallélisation
du code de simulation, tandis que les maillages cylindrique et cartésien sont chacun scindés
en 6 blocs dans la direction e3. La parallélisation s’effectue donc sur un total de 60 blocs,
chaque bloc étant constitué d’environ 1 million de points. Les tests effectués à la partie 5.7.5.3
montre que ce partitionnement permet d’accélérer 53 fois le calcul par rapport à une exécution
séquentielle sur un unique processeur. Les calculs sont effectués pour le cas laminaire sur le
supercalculateur titane du CCRT, et sur le supercalculateur vargas à l’IDRIS pour le cas
turbulent. Les simulations sont menées sur 125 périodes acoustiques et ont nécessité chacune
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Fig. 7.1: (a) Vue du maillage composite dans le plan (O, e1, e2). (b) Vue du maillage composite dans le plan
(O, e1, e3). En vert : maillage cartésien supérieur, en rouge : maillage cartésien de cœur, en bleu :
maillage cylindrique périphérique. Seul un point sur cinq est représenté pour une meilleure lisibilité.
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environ 75000 heures de calcul, et 19 Go de mémoire RAM.

7.2 Conditions initiales

7.2.1 Initialisation de l’écoulement incident

Le chapitre 6 détaille l’implémentation numérique d’une couche limite incidente laminaire
ou turbulente. La simulation est initialisée en imposant le profil de vitesse moyenne longi-
tudinale désiré sur tout le maillage cartésien supérieur : une approximation d’ordre 6 de la
solution de Blasius pour le cas laminaire, ou un profil de Guarini et al. avec fluctuations pour
le cas turbulent. Dans le cas laminaire, la vitesse verticale ū3 est initialisée à l’aide de son
approximation à l’ordre 6 de Blasius, et par une vitesse nulle dans le cas turbulent. On suppose
enfin une vitesse initialement nulle dans la cavité ū = 0.

7.2.2 Initialisation des variables thermophysiques

La pression est initialisée à p̄ = p∞ dans tout le domaine de calcul. La température
moyenne T est initialisée à l’aide de la relation de Crocco modifiée [206] :

T = T0

(
1 +

((
1 +

γ − 1

2
Ma2

)
T∞
T0

− 1

)
ū1
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2
Ma2T∞
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(
ū1

u∞

)2
)

avec T0 la température totale de l’air, qui vaut :

T0 = T∞ +
u2
∞

2 cp

avec cp la chaleur massique specifique à pression constante. Enfin, la masse volumique est
initialisée à l’aide de la relation des gaz parfaits ρ̄ = Mairp̄/RgT , avec Mair la masse molaire
de l’air et Rg la constante des gaz parfaits. Le tableau 4.1 rappelle les valeurs des variables
thermophysiques de référence pour l’air.

7.2.3 Régime transitoire

L’initialisation proposée ne satisfait pas les équations de la mécanique des fluides. Le début
de la simulation est donc marquée par la présence d’un régime transitoire qui n’a pas de réelle
signification physique. Il existe plusieurs initialisations envisageables pour nos simulations.
On a choisi d’initialiser l’écoulement sur tout le domaine de calcul, mais à l’instar de Kestens
dans [122], on aurait pû envisager d’initialiser l’écoulement uniquement sur la frontière amont
du domaine de calcul. Le régime transitoire est alors très différent, mais Kestens observe que
la solution finale est identique, indiquant ainsi qu’elle ne semble pas dépendre des conditions
initiales, si celles-ci sont équivalentes physiquement [122]. Le choix d’une initialisation plutôt
qu’une autre joue seulement sur la durée du régime transitoire. Une initialisation sur tout le
domaine de calcul, et relativement proche de la solution finale, tend à minimiser sa durée.

7.3 Description de l’acoustique rayonnée

7.3.1 Signaux temporels de pression fluctuante

La figure 7.3(a) présente l’évolution temporelle de la pression fluctuante obtenue dans le
cas laminaire à 200 mm au-dessus du centre de la cavité. Elle indique une durée du régime
transitoire de l’ordre de 25 temps de traversée aérodynamique sur la distance D. Cette du-
rée correspond approximativement au temps que met la recirculation pour s’établir dans la
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cavité. Le signal de pression obtenu est fortement périodique, dont la période T̃ est mesurée
à u∞T̃ /D ≃ 1.07. L’amplitude de ces oscillations, de l’ordre de 20 Pa, présente une légère
dépendance temporelle.
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Fig. 7.3: Évolution temporelle de la pression fluctuante au point de coordonnées (0, 0, 0.2) m (a) dans le cas
laminaire. (b) dans le cas turbulent.

La figure 7.3(b) montre un extrait du signal de pression fluctuante que l’on a obtenu pour
le cas turbulent à 200 mm au-dessus du centre de la cavité. On obtient un signal pseudo-
périodique, moins harmonique que dans le cas laminaire, et assez marqué par un phénomène
de type battement, que l’on observait aussi dans l’expérience. En effet, une succession de
bouffées et de zones où les amplitudes des oscillations sont moindres, est clairement mise en
évidence sur la figure. On note également que la fréquence d’oscillation des perturbations
n’est pas la même dans une zone de bouffée par rapport à une zone plus calme. Pour illustrer
ceci, on a représenté sur la figure 7.4(a) une vue détaillée du signal de pression fluctuante
correspondant à une zone de bouffée. Ce signal fortement périodique est approximé au sens des
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Fig. 7.4: Signal de pression fluctuante au point de coordonnées (0, 0, 0.2) m ( ) et approximation sinusöıdale
( ) au sens des moindres carrés pour le cas turbulent. (a) zone de bouffée. (b) zone de perturbations
à faibles amplitudes.

moindres carrés par une fonction sinusöıdale. Cette fonction harmonique porteuse présente une
fréquence de f̃ = 661 Hz. La même démarche est menée pour une zone de faibles amplitudes
des oscillations, illustrée par la figure 7.4(b), et l’on montre que la fréquence de la fonction

harmonique porteuse vaut f̃ = 695 Hz. On observe donc une dépendance temporelle de la
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fréquence porteuse des oscillations, comme dans le cas des mesures.

7.3.2 Visualisation du champ de pression fluctuante

La figure 7.5 propose une visualisation du champ de pression fluctuante dans le plan de
l’écoulement x2 = 0 pour un cycle d’oscillation de période T̃ dans le cas laminaire. Le temps
t0 correspond à l’obtention d’un maximum de pression fluctuante à 300 mm au-dessus du
centre de la cavité. Le rayonnement acoustique observé est de nature fortement tonale et
monopolaire. Il semble également fortement corrélé avec les variations de pression à l’intérieur
de la cavité.
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Fig. 7.5: Fluctuations de pression p′ dans le plan (O, e1, e3), bornées entre ±30 Pa pendant un cycle d’oscil-
lation. Cas laminaire.

Le champ de pression fluctuante permet également de donner des indications sur la pré-
sence de larges structures tourbillonnaires dans la couche de cisaillement et leur influence
sur le rayonnement acoustique. Le concept de tourbillon est quelque chose de commun en
aérodynamique, mais il lui manque une définition rigoureuse, fournissant de facto une condi-
tion suffisante en vue de la détection de vortex dans un écoulement. On se satisfait donc de
conditions nécessaires, comme la présence d’un minimum local intense de pression. Les larges
structures tourbillonnaires présentes dans la couche de cisaillement sont donc perceptibles
d’après ce critère par les zones de forte dépression à l’ouverture de la cavité. Le chrono-
gramme tend à montrer que l’établissement d’une dépression dans la cavité est synchronisée
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avec l’impact d’un tourbillon au coin aval (voir les figures à t0 +5T̃ /8 et t0 +6T̃ /8), tandis que
l’élévation de la pression semble être assez corrélée avec la présence d’une zone de supression
à l’approche du bord aval (voir les figures à t0 + T̃ /8 et t0 + 2T̃ /8).

Un même chronogramme, représenté à la figure 7.6, est réalisé pour la simulation avec
un écoulement incident turbulent, en repérant par t0 l’instant où un maximum de pression
fluctuante est observé à 300 mm au-dessus du centre de la cavité. Les séquences présentées,
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Fig. 7.6: Fluctuations de pression p′ dans le plan (O, e1, e3), bornées entre ±20 Pa pendant un cycle d’oscil-
lation. Cas turbulent.

en laminaire et en turbulent, sont donc synchronisées sur le rayonnement acoustique de la
cavité. Celui-ci est monopolaire et fortement tonal aussi dans le cas turbulent, avec cependant
une présence renforcée de composantes hautes fréquences par rapport au cas laminaire. On
note également que l’établissement d’une dépression à l’intérieur de la cavité est synchronisé
avec l’impact au coin aval d’un tourbillon, caractérisé par la présence d’une forte dépression
locale dans la couche de cisaillement (voir les figures à t0 + 4T̃ /8, t0 + 5T̃ /8 et t0 + 6T̃ /8).
Cependant, le moment où le tourbillon semble impacter le bord aval de la cavité n’intervient
pas au même instant dans le cycle d’oscillation acoustique que dans le cas laminaire. On
observe, sur les images obtenues à t0 + 4T̃ /8, que la tâche de dépression dans la couche de
cisaillement correspondant à la présence d’une large structure tourbillonnaire semble plutôt en
retard dans le cas laminaire, par rapport au cas turbulent, où celle-ci s’apprête déjà à entrer
en collision avec le coin aval de la cavité. Une autre manière d’appréhender ce déphasage et de
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comparer les instants où la pression fluctuante bascule vers des valeurs négatives à l’intérieur
de la cavité dans les deux simulations. Ce basculement a lieu à l’instant t = t0 + 5T̃ /8 dans le

cas turbulent, alors qu’il semble intervenir entre les moments t = t0 + 5T̃ /8 et t = t0 + 6T̃ /8
dans le cas laminaire. Ce déphasage entre l’impact d’une large structure tourbillonnaire et
l’émision d’une onde acoustique pourrait également être observé expérimentalement sur les
enregistrements synchronisés de la pression en champ lointain et du champ de vitesse dans la
couche de cisaillement obtenu par PIV. Il est étudié plus en détail dans la suite.

7.3.3 Spectre acoustique

La figure 7.7 montre le spectre acoustique associé au cas laminaire, calculé au point de
coordonnées (0, 0, 0.2) par l’algorithme de Welch avec un taux de recouvrement de 33% et un
moyennage sur 2 séquences, à partir du temps u∞t/D = 30. Elle fait ressortir un pic principal

à la fréquence f̃ = 654 Hz, atteignant un niveau de 107 dB. Le niveau sonore pour les hautes
fréquences se situe entre 40 et 50 dB, avec l’émergence de la première harmonique de 15 dB
à la fréquence de f = 2f̃ , et de la seconde harmonique d’environ 7 dB à la fréquence f = 3f̃ .
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Fig. 7.7: Densité spectrale de puissance acoustique calculé au point de coordonnées (0, 0, 0.2), dans le cas
laminaire.

La figure 7.8(a) présente le spectre acoustique obtenu à 200 mm au-dessus du centre de

la cavité dans le cas turbulent. Il présente un pic principal autour de f̃ = 660 Hz. Le niveau
de ce pic est nettement plus faible que dans le cas laminaire, puisqu’il n’atteint que 95.5 dB.
Cette diminution du niveau du pic principal, pour le cas turbulent, s’explique par le fait que
la turbulence tend à détruire partiellement la cohérence entre les larges structures tourbillon-
naires présentes dans la couche de mélange. Le niveau sonore pour les hautes fréquences est
en revanche plus bruyant que dans le cas laminaire, et se situe entre 50 et 60 dB. Cette aug-
mentation de 10 dB sur le large bande provient en effet du bruit généré par la turbulence.

Le capteur numérique de pression fluctuante, situé à 200 mm au-dessus de la cavité, est si-
tué en champ acoustique proche. Par conséquent, en vue d’obtenir proprement le rayonnement
acoustique en champ lointain, il conviendrait de capturer en champ proche les perturbations et
de les réinjecter dans un code de propagation. Cependant, on observe que la source acoustique
est relativement localisée, et que son rayonnement acoustique est presque sphérique dans le
cas présent, ce qui invite à considérer une loi de décroissance sphérique en 1/r caractéristique
des sources monopolaires en champ lointain. Des tests de propagation indiquent, à la hauteur
x3 = 1 m, un écart de moins de 1 dB sur le pic principal avec l’estimation issue de la loi de
décroissance sphérique calculée à partir de la position x3 = 200 mm. L’écart est inférieur aux
oscillations du spectre en hautes fréquences.

La figure 7.8(b) montre les spectres acoustiques estimés numériquement en appliquant une
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Fig. 7.8: (a) Densité spectrale de puissance acoustique associée aux fluctuations de pression au point de
coordonnées (0, 0, 0.2) dans le cas turbulent. (b) Densité spectrale de puissance acoustique à 1 m
au-dessus de la cavité. : mesures. : cas laminaire. : cas turbulent. Dans les deux
simulations, le spectre est obtenu au point (0, 0, 1) par extrapolation du spectre en (0, 0, 0.2) suivant
une loi d’échelle en 1/r.

loi de décroissance sphérique calculée à partir de hauteur x3 = 200 mm. Elle rappelle égale-
ment le spectre acoustique obtenu expérimentalement à 1 m au-dessus de la cavité. Une com-
paraison aux mesures révèle une surestimation de 3 dB du pic principal dans le cas laminaire,
et une sous-estimation d’environ 5 dB pour le cas turbulent. Ces écarts sont raisonnables. En
effet, les signaux de fluctuations temporelles de pression obtenus numériquement sont rela-
tivement courts, en raison des coûts de calcul prohibitifs qu’engendreraient des simulations
numériques beaucoup plus longues. Ainsi, l’estimation du spectre acoustique numérique par
l’algorithme de Welch ne peut se faire sur le même nombre de séquences utilisé expérimen-
talement, ce qui a un impact direct sur le niveau des pics. La simulation avec un écoulement
incident turbulent permet enfin de retrouver les niveaux acoustiques observés expérimenta-
lement sur le large bande, de même que les niveaux pour les basses fréquences. Dans le cas
laminaire, l’absence de petites perturbations dans l’écoulement incident peut expliquer l’écart
de 10 dB observé sur le large bande. Les écarts sont enfin assez significatifs pour les basses
fréquences.

7.4 Description de l’écoulement

7.4.1 Champ de vitesse

7.4.1.1 Vitesse moyenne longitudinale

Une visualisation de l’écoulement moyen longitudinal est proposé aux figures 7.9(a) et (b),
respectivement pour le cas laminaire et le cas turbulent. Ces deux figures mettent en évidence
la présence d’une recirculation principale assez marquée proche de la paroi de fond de la cavité.
Son intensité, de ū1 = −13.5m/s dans le cas laminaire, est plus élevée dans le cas turbulent, où
elle atteint ū1 = −17.5 m/s. On propose une comparaison de la composante longitudinale de
la vitesse moyenne aux données expérimentales. Les profils de vitesse moyenne sont représentés
en blanc aux positions x1 = −35, 0 et 35 mm, et en points gris pour les profils expérimentaux
correspondants. Les résultats numériques obtenus dans le cas turbulent se comparent très
favorablement aux mesures, comme le montre la figure 7.9(b), notamment à l’intérieur de la
cavité et proche de la paroi de fond, ainsi que dans la couche de cisaillement, pour laquelle
l’épaississement semble assez bien reproduit. La recirculation étant moins marquée dans le cas
laminaire, des écarts significatifs sont observés dans ce cas avec les données expérimentales à
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(a) (b)

Fig. 7.9: Champ de vitesse moyenne longitudinale ū1 dans le plan x2 = 0, pour un écoulement de u∞ = 70 m/s,
et borné entre −20 et 50 m/s. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent. Des profils sont représentés en
blanc aux positions x1 = −35, x1 = 0 et x1 = 35 mm, et comparés aux données expérimentales
obtenues par LDA, représentées par le symbole •◦. On a également représenté le profil incident et le
profil à l’aval de la cavité.

l’intérieur de la cavité. L’épaississement de la couche de cisaillement parâıt enfin très différent,
en raison notamment de gradients de vitesse beaucoup plus faibles que dans le cas turbulent.

Les figures 7.10(a) et (b) proposent des cartographies du champ moyen de vitesse longitu-
dinale dans la cavité aux plans de coupe x3 = 0, −25, −50, −75 et −98 mm, respectivement
pour les cas laminaire et turbulent. Elles montrent que l’écoulement longitudinal est symé-

(a) (b)

Fig. 7.10: Champ de vitesse moyenne longitudinale ū1 dans les plans de coupe x3 = 0, x3 = −25, x3 = −50,
x3 = −75 et x3 = −98 mm. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.



7.4 Description de l’écoulement 231

trique par rapport au plan x2 = 0, aussi bien pour le cas laminaire que pour le cas turbulent.
Les patrons de recirculation sont relativement identiques entre ces deux cas. Seules changent
les amplitudes, qui sont plus grandes dans le cas turbulent que pour le cas laminaire. Ces
figures confirment également que la recirculation s’effectue principalement près de la paroi de
fond de la cavité, comme le montre la cartographie dans le plan de coupe x3 = −98 mm. Elles
indiquent également des zones de recirculation moins intenses pour des profondeurs comprises
entre la mi-cavité et la paroi de fond (demi-cavité inférieure), notamment dans le voisinage
du bord aval, et proche du bord amont pour les secteurs angulaires β ∈ ±[90◦, 150◦], avec une
recirculation longitudinale de l’ordre de −2 m/s dans le cas laminaire, et de −5 m/s pour le
cas turbulent. Le coin amont est enfin caractérisé par une zone relativement resteinte dans la
dimension transverse où le fluide va longitudinalement dans le sens de l’écoulement principal.

7.4.1.2 Vitesse moyenne verticale

L’écoulement moyen vertical est représenté à la figure 7.11(a) pour le cas laminaire, et
7.11(b) pour le cas turbulent. Dans les deux cas, l’écoulement est fortement entrâıné vers

(a) (b)

Fig. 7.11: Champ de vitesse moyenne verticale ū3 dans le plan x2 = 0, pour un écoulement de u∞ = 70 m/s,
et borné entre −15 et 10 m/s. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent. Des profils sont représentés en
blanc aux positions x1 = −55, x1 = −35, x1 = 0, x1 = 35 mm et x1 = 55 mm.

le fond de la cavité le long de sa paroi aval, avant d’amorcer la recirculation principale.
La vitesse verticale d’entrée dans la cavité est intense : elle atteint −13.5 m/s dans le cas
laminaire, et −17.5 m/s dans le cas turbulent, ce qui correspond précisément aux vitesses
moyennes longitudinales maximales de recirculation dans ce même plan. Une vaste zone, qui
s’étend du bord amont jusqu’au deux tiers de la cavité longitudinalement, est le lieu d’une
remontée lente du fluide vers l’ouverture de la cavité, de l’ordre de 2 à 5 m/s. La remontée est
un peu plus prononcée dans le voisinage du bord amont, où la vitesse verticale atteint 6.5 m/s
dans le cas laminaire, et 10 m/s dans le cas turbulent. La recirculation principale, mise en
évidence par ces cartographies et celles des champs de vitesse moyenne longitudinale dans le
plan x2 = 0, est finalement assez ressemblante à ce que l’on peut observer plus classiquement
sur des cavités rectangulaires, comme le montre par exemple les visualisations de Faure et al.
effectuées dans le plan x2 = 0 sur une cavité rectangulaire de rapport d’aspect L/D = 1 à
faible Reynolds [80].

On a enfin représenté en blanc sur les figures 7.11(a) et (b) des profils de vitesse moyenne
verticale à différentes positions longitudinales. On se propose dans la suite de visualiser le
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champ de vitesse moyenne verticale dans le plan x1 = 0.
On présente une cartographie du champ de vitesse moyenne verticale dans le plan trans-

verse x1 = 0 aux figures 7.12(a) et (b), respectivement dans les cas laminaire et turbulent.
La trace dans ce plan du champ de vitesse moyenne verticale est relativement symétrique et

(a) (b)

Fig. 7.12: Champ de vitesse moyenne verticale ū3 dans le plan x1 = 0, pour un écoulement de u∞ = 70 m/s.
(a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

sensiblement identique entre ces deux cas. La principale différence réside en fait dans l’ampli-
tude des variations de vitesse, qui sont plus grandes dans le cas turbulent. Ces deux figures
révèlent des cisaillements verticaux relativement nets, et localisés près des axes x2 = ±25 mm
au voisinage des profondeurs x3 = −25 mm et x3 = −85 mm. Enfin, on remarque que la
remontée lente du fluide dans ce plan se fait préférentiellement près de la paroi latérale de la
cavité pour la demi-cavité inférieure, et au centre pour la demi-cavité supérieure.

Les mouvements verticaux moyens du fluide dans la cavité peuvent être visualisés en dé-
tail aux figures 7.13(a) et (b). Ces figures présentent des cartographies du champ de vitesse
moyenne verticale à profondeur constante, pour différentes profondeurs dans la cavité. Les
cartographies sont presque symétriques. La zone d’entrée de fluide dans la cavité, correspon-
dant à la région où la vitesse moyenne verticale est négative, est fine et nettement localisée
au voisinage du coin aval, à l’ouverture de la cavité. Cette région tend ensuite à s’élargir et
à gagner l’intérieur de la cavité au fur et à mesure que le fluide est convecté vers le fond de
la cavité. La remontée du fluide, depuis le fond de la cavité, se fait uniquement proche de la
paroi amont, pour la demi-cavité inférieure. Une remontée plus lente s’établit au cœur de la
cavité pour la demi-cavité supérieure. Les maxima de plongée et de remontée du fluide dans
la cavité sont atteints sur l’axe de symétrie x2 = 0.

7.4.1.3 Vitesse moyenne transverse

La composante de vitesse moyenne transverse est représentée dans le plan x1 = 0 respecti-
vement aux figures 7.14(a) et (b) pour les cas laminaire et turbulent. Hormis à l’ouverture et
au fond de la cavité, les variations de vitesse moyenne transverse sont de faibles amplitudes.
La trace du champ de vitesse transverse dans ce plan est faiblement asymétrique, aussi bien
dans le cas laminaire que pour le cas turbulent, essentiellement dans les régions où les ampli-
tudes des variations de vitesse sont petites. Ces figures mettent en évidence la présence d’un
cisaillement transverse proche de la paroi (x2 ∈ ±[30, 50] mm) aux profondeurs x3 = −80 et
x3 = −35 mm. Ce cisaillement est plus intense dans le cas turbulent que dans le cas laminaire.

Les figures 7.15(a) et (b) permettent de visualiser l’écoulement transverse à l’intérieur de
la cavité cylindrique, dans les cas laminaire et turbulent. Son amplitude est élevée surtout à
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(a) (b)

Fig. 7.13: Champ de vitesse moyenne verticale ū3 dans les plans de coupe x3 = 0, x3 = −25, x3 = −50,
x3 = −75 et x3 = −98 mm. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

(a) (b)

Fig. 7.14: Champ de vitesse moyenne transverse ū2 dans le plan x1 = 0, pour un écoulement de u∞ = 70 m/s.
(a) cas laminaire. (b) cas turbulent.

proximité du coin entre la paroi de fond et la paroi latérale aval, qui correspond à la région
où le fluide plongeant dans la cavité rencontre l’obstacle que constitue le fond, modifiant ainsi
l’orientation de son écoulement. La zone de remontée, qui est la plus intense au voisinage de
la paroi latérale amont de la cavité, est également assez nettement perceptible. Les plans de
coupe aux profondeurs x3 = 0 et x3 = −25 mm renseignent enfin sur la manière dont le
fluide pénètre et sort de la cavité transversalement. L’entrée du fluide est relativement intense
et très localisée proche du bord aval sur le secteur angulaire β ∈ [−55◦, 55◦], tandis que la
sortie transversale du fluide, plus lente, se fait essentiellement au niveau de la première moitié
longitudinale de la cavité.
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(a) (b)

Fig. 7.15: Champ de vitesse moyenne transverse ū2 dans les plans de coupe x3 = 0, x3 = −25, x3 = −50,
x3 = −75 et x3 = −98 mm. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

7.4.1.4 Vecteur vitesse moyenne ū

Cette partie propose une analyse vectorielle du champ de vitesse moyenne ū. Elle permet
une synthèse de différents résultats obtenus précédemment sur chacune des composantes de
vitesse moyenne.

(a) (b)

Fig. 7.16: Norme du champ de vitesse moyenne ‖ū‖ dans le plan x2 = 0. Des lignes de courant de l’écoulement
au-dessus et dans la cavité sont représentées en noir. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

La recirculation principale peut être mise en évidence en traçant des lignes de courant
dans le plan longitudinal x2 = 0, représentées aux figures 7.16(a) et (b) dans les cas laminaire
et turbulent. Les flèches superposées aux lignes de courant permettent de représenter leur
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sens de parcours. Les figures montrent la présence d’un centre moyen de recirculation. Il se
situe à 87 mm de profondeur aussi bien dans le cas laminaire que dans le cas turbulent. Sa
position longitudinale est sensiblement différente selon les cas : dans le cas laminaire, il est
situé à x1 = −24 mm, tandis qu’il est un peu plus proche du centre dans le cas turbulent, à
x1 = −14 mm. Dans les deux cas, sa position s’avère extrêmement sensible à la précision du
calcul du champ de vitesse moyenne ū. En effet, il se situe dans une vaste zone de la cavité où
la norme du champ de vitesse moyenne est très petite, comme le montre les figures 7.16(a) et
(b) où l’on a représenté une cartographie de la norme de la vitesse moyenne ‖ū‖. Ainsi, une
faible erreur sur l’estimation de l’une des composantes moyennes de vitesse peut engendrer
un écart relativement significatif sur la position du centre moyen de recirculation.

Un tracé du vecteur vitesse ū dans le plan transverse x1 = 0 est présenté aux figures
7.17(a) et (b). Il met en évidence des enroulements complets de l’écoulement du fluide autour
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Fig. 7.17: Visualisation du vecteur vitesse ū dans la cavité, dans le plan x1 = 0. (a) Cas laminaire. (b) Cas
turbulent.

des positions (0,±30,−45) mm dans le cas laminaire et des positions (0,±35,−35) mm dans
le cas turbulent. Ces recirculations secondaires sont relativement peu intenses. Leur centre se
situe dans une zone plutôt vaste où la norme du champ de vitesse moyenne est faible, ce qui
tend à rendre leur détermination particulièrement sensible à la précision du calcul du vecteur
vitesse moyenne ū. Deux enroulements partiels de l’écoulement ont lieu plus profondément
dans la cavité. Ils se situent autour des positions (0,±15,−78) mm, et semblent plus intenses
que les deux recirculations secondaires.

7.4.1.5 Positionnement du centre moyen de recirculation

Les représentations précédentes du vecteur vitesse moyenne ont été répétées pour un grand
nombre de plans du maillage correspondant à position longitudinale constante ou à position
transverse constante. Ce procédé ne permet pas d’accéder aux axes locaux de recirculation,
mais permet néanmoins de visualiser en 3–D la position locale du centre moyen de recirculation
dans la cavité. Ces résultats sont synthétisés aux figures 7.18(a) et (b), respectivement pour les
cas laminaire et turbulent. La courbe décrite par la position du centre moyen de recirculation
n’est pas une droite, contrairement à ce que l’on pourrait généralement obtenir, suffisamment
loin des bords latéraux, pour des cavités rectangulaires. La courbe décrite est relativement
symétrique par rapport au plan x2 = 0, et présente une forme complexe. Le centre moyen
de recirculation est situé en profondeur et plutôt vers la paroi latérale amont dans le plan
longitudinal x2 = 0. Il correspond alors au centre de la recirculation principale. Il tend ensuite
à remonter vers l’ouverture, et à se positionner autour du plan médian x1 = 0 au voisinage des
bords latéraux de la cavité, cöıncidant alors avec les centres des recirculations secondaires que
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Fig. 7.18: Position du centre moyen de recirculation ( ), et ses projections dans les plans (e1, e2), (e1, e3),
et (e2, e3) ( ). (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

l’on a identifiées précédemment. Ces figures mettent finalement en évidence toute la complexité
de l’écoulement qui s’établit dans la cavité et sa nature pleinement tridimensionnelle.

7.4.2 Champs turbulents

7.4.2.1 Fluctuations de la vitesse longitudinale

Les figures 7.19(a) et (b) montrent une cartographie de l’intensité turbulente I1 dans le
plan x2 = 0 pour les cas laminaire et turbulent. Cette intensité vaut par définition :

I1 =

√
u′21

u∞

Les résultats sont assez différents entre ces deux cas. Dans le cas laminaire, le taux de
fluctuations longitudinales est nul par définition au point de séparation. Des fluctuations se
développent ensuite à l’ouverture de la cavité, avec une intensité de l’ordre de I1 = 15%.
L’épaississement de la couche de cisaillement est relativement faible, et la courbe des maxima
du taux de fluctuations longitudinales est fortement bombée vers l’extérieur de la cavité. Au
voisinage de la paroi latérale aval de la cavité, où la couche de cisaillement impacte le bord et où
le fluide est entrâıné vers le fond de la cavité, l’intensité du taux de fluctuations est comprise
entre 2%, en fond de cavité, et 6% à l’ouverture. Le tracé du profil vertical expérimental
du taux de fluctuations longitudinales à proximité de la paroi latérale aval (x1 = 35 mm),
représenté par des points gris sur la figure 7.19(a), révèle un taux expérimental bien plus élevé,
de l’ordre de 6% au fond de la cavité, et de 14% à l’ouverture.

Dans le cas turbulent, le taux de fluctuations longitudinales est non-nul à l’amont de la
cavité, en raison de la zone d’excitation du profil turbulent moyen, décrite au chapitre 6, pla-
cée à proximité de l’entrée du domaine de calcul, qui permet d’avoir des perturbations dans
l’écoulement incident. Une comparaison aux mesures menées à l’amont de la cavité indique que
les niveaux obtenus numériquement sont supérieurs de 40% aux niveaux expérimentaux. Le
phénomène à l’origine de cette surestimation numérique n’a pas été déterminé. À l’exception
de ce point, la simulation est en très bon accord avec les taux de fluctuations longitudinales
obtenus expérimentalement par LDA. Les profils verticaux expérimentaux aux positions lon-
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gitudinales x1 = −35, 0 et 35 mm, représentés par des points gris sur la figure 7.19(b), sont
fidèlement reproduits par la simulation, aussi bien dans la couche de cisaillement qu’à l’inté-
rieur de la cavité. C’est vraisemblablement la présence de fluctuations dans la couche limite
incidente qui permet d’obtenir numériquement des niveaux de fluctuations corrects dans la
cavité. En effet, une simulation numérique LES, menée par Chicheportiche & Gloerfelt dans
[43] pour la même configuration physique et sur un maillage sensiblement équivalent, mais en
l’absence de perturbations du profil turbulent moyen incident, révèle un déficit en fluctuations
de vitesse longitudinale de l’ordre de 30 à 50% dans la cavité. Enfin, la courbe des maxima
de taux de fluctuations longitudinales est également bombée vers l’extérieur de la cavité, ce
que montrent les faibles écarts sur la position verticale de ces maxima avec les mesures, mais
de manière bien moins spectaculaire que dans le cas laminaire.

(a) (b)

Fig. 7.19: Taux de fluctuations longitudinales I1 (en %) dans le plan x2 = 0, pour un écoulement de u∞ =
70 m/s. (a) cas laminaire. (b) cas turbulent. Des profils sont représentés en noir aux positions
x1 = −35, x1 = 0 et x1 = 35 mm, et comparés aux mesures expérimentales obtenues par LDA,
représentées par le symbole •◦. On a également représenté le profil incident et le profil à l’aval de la
cavité.

Les figures 7.20 offrent des cartographies du taux de fluctuations longitudinales à diffé-
rentes profondeurs dans la cavité pour les cas laminaire et turbulent. Le taux de fluctuations
I1 est élevé à la lèvre de la cavité au bord de la paroi latérale aval, correspondant à la zone
d’impact de la couche de cisaillement. Les fluctuations sont plus intenses dans le cas turbu-
lent, où I1 atteint 20%, que dans le cas laminaire, où le taux de fluctuations est de l’ordre de
I1 = 15%. Les fluctuations longitudinales ont une amplitude assez élevée dans le cas turbulent
dans la région où le fluide est entrainé vers le fond de la cavité, montrant ainsi que celui-ci
contient de fortes perturbations lorsqu’il amorce la recirculation principale dans la cavité (I1
est compris entre 10% et 15%). Contrairement au cas laminaire, on observe aussi dans le cas
turbulent que l’écoulement est encore assez perturbé (I1 est de l’ordre de 8%) au fond de la
cavité près de la paroi latérale amont, lorsqu’il amorce sa remontée vers l’ouverture.

7.4.2.2 Taux de fluctuations verticales

Le taux de fluctuations verticales peut être visualisé dans le plan longitudinal x2 = 0 pour
les cas laminaire et turbulent respectivement aux figures 7.21(a) et (b).

Dans le cas laminaire, le niveau de fluctuations est naturellement nul au point de sépara-
tion. Il reste très faible sur la première moitié longitudinale de la cavité, puis crôıt rapidement
pour atteindre un niveau de I3 = 17% au bord aval. Le niveau de fluctuations verticales est
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(a) (b)

Fig. 7.20: Taux de fluctuations longitudinales I1 (en %) dans les plans de coupe x3 = 0, x3 = −25, x3 = −50,
x3 = −75 et x3 = −98 mm. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

très élevé le long de la paroi latérale aval de la cavité, de l’ordre de I3 = 20%, mais également
à proximité de la paroi latérale amont (I3 = 7%).

(a) (b)

Fig. 7.21: Taux de fluctuations verticales I3 (en %) dans le plan x2 = 0, pour un écoulement de u∞ = 70 m/s.
(a) cas laminaire. (b) cas turbulent. Des profils sont représentés en noir aux positions x1 = −35,
x1 = 0 et x1 = 35 mm, et comparés aux mesures expérimentales obtenues par LDA pour la partie
supérieure, représentées par le symbole •◦. On a également représenté le profil incident et le profil à
l’aval de la cavité.

Dans le cas turbulent, le taux de fluctuations verticales est de l’ordre de 6% au point
de séparation, ce qui correspond environ au niveau mesuré expérimentalement à l’amont de
la cavité. Les profils expérimentaux du taux de fluctuations verticales ne sont disponibles
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que pour le demi-plan supérieur de la cavité, et sont représentés par des points gris. Les
fluctuations verticales sont très intenses dans la couche de cisaillement à proximité du point
de séparation, puis décroissent légèrement, pour atteindre un taux I3 de l’ordre de 9% à
proximité du coin aval de la cavité. les demi-profils obtenus numériquement aux positions
x1 = −35, 0 et 35 mm se comparent très favorablement à ceux mesurés expérimentalement.
Dans la cavité, les fluctuations verticales sont plus intenses dans un large voisinage de la paroi
latérale que dans le cas laminaire. Leur intensité dépasse 20% à la paroi aval, et est de l’ordre
de I3 = 13% à la paroi amont.

Les figures 7.22(a) et (b) donnent un aperçu de l’intensité des fluctuations verticales à
l’intérieur de la cavité. Aussi bien dans le cas laminaire que dans le cas turbulent, celles-ci
sont très intenses à proximité de la paroi latérale de la cavité, surtout dans la lèvre de la
cavité. Ces figures montrent aussi que l’écoulement contient de fortes perturbations verticales
lorsque celui-ci est entrâıné vers le fond de la cavité, ou qu’il remonte vers l’ouverture.

(a) (b)

Fig. 7.22: Taux de fluctuations verticales I3 (en %) dans les plans de coupe x3 = 0, x3 = −25, x3 = −50,
x3 = −75 et x3 = −98 mm. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

7.4.3 Épaississement de la couche de cisaillement

L’épaississement de la couche de cisaillement à l’ouverture de la cavité peut être obtenue en
étudiant l’évolution longitudinale de l’épaisseur de la quantité de mouvement δθ. On choisit
dans la suite de ne considérer que le critère δθ3 défini par l’expression 2.2. La figure 7.23
présente l’évolution longitudinale de la quantité de mouvement δθ3 pour les cas laminaire et
turbulent, respectivement en bleu et en noir. L’estimation expérimentale de ce critère à partir
des mesures PIV est rappelée sur la figure par la courbe verte.

L’évolution longitudinale de l’épaisseur de la quantité de mouvement δθ3 obtenue numé-
riquement dans le cas turbulent se compare très favorablement à celle estimée à partir des
mesures PIV. Le maximum, calculé numériquement à δθ3/δ

◦
θ3

≃ 2.12, est fidèlement retrouvé
à la position x1 ≃ 33 mm. La croissance moyenne de l’épaisseur de la quantité de mouvement
entre le bord amont et cette position est de l’ordre de dδθ3/dx1 ≃ 0.0210, en accord avec
les mesures. Localement, la croissance de la quantité de mouvement obtenue numériquement
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Fig. 7.23: Épaisseur de la quantité de mouvement δθ3
en fonction de la position longitudinale. : Mesures.

: Cas laminaire. : Cas turbulent.

peut présenter de faibles écarts avec les données expérimentales. L’épaisseur de la quantité
de mouvement décrôıt enfin fortement à proximité du coin aval en raison du rattachement de
l’écoulement en ce point.

Le cas laminaire présente une évolution de l’épaisseur de la quantité de mouvement assez
différente du cas turbulent. En effet, l’épaississement est nul sur le premier quart longitudinal
de la cavité. Le second quart est caractérisé par une croissance faible de l’épaisseur de la
quantité de mouvement. La croissance est ensuite linéaire, de l’ordre de dδθ3/dx1 ≃ 0.0205,
jusqu’à la position x1 ≃ 39 mm, où l’épaisseur de la quantité de mouvement atteint son
maximum. Ce maximum, obtenu plus près longitudinalement du bord aval que dans le cas
turbulent, est inférieur de 15% à celui obtenu avec un écoulement incident turbulent.

7.5 Pression statique

Cette partie propose une étude de la pression statique dans les plans médians x2 = 0 et
x1 = 0, ainsi qu’aux différentes parois de la cavité.

7.5.1 Pression statique dans les plans x2 = 0 et x1 = 0

Le champ de pression statique est représenté dans le plan longitudinal x2 = 0 aux figures
7.24(a) et (b) pour les cas laminaire et turbulent. La pression statique du fluide est moins élevée
que la pression ambiante à l’intérieur de la cavité, en raison notamment de la recirculation
principale qui s’y établit. L’écart est de l’ordre de 70 Pa et 80 Pa respectivement dans les
cas laminaire et turbulent. Les figures mettent en évidence la présence d’un minimum local
de pression statique à l’intérieur de la cavité. Il est plutôt situé à mi-profondeur et proche
du bord aval dans le cas laminaire. Il est situé en profondeur, et légèrement décentré vers
la paroi latérale amont de la cavité dans le cas turbulent. Cette position cöıncide avec la
position du centre moyen de la recirculation principale. La position du minimum de pression
est relativement sensible à la précision du calcul de la pression moyenne, puisqu’il est situé
dans une région de la cavité où les gradients de pression sont très faibles.

La pression moyenne est supérieure à la pression ambiante au voisinage des coins de fond
de la cavité, ainsi qu’au bord aval de la cavité, et au bord amont dans le cas turbulent. Ces
zones correspondent en effet aux régions d’impact et de rotation de l’écoulement autour des
parois de la cavité.

La cartographie de la pression statique est assez différente au voisinage coin aval de la
cavité entre les configurations laminaire et turbulente. En effet, dans le cas turbulent, la
pression statique y présente de très forts gradients, avec une zone de surpression à la lèvre de
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Fig. 7.24: Champ de pression statique p̄ dans le plan x2 = 0, pour un écoulement de u∞ = 70 m/s. (a) Cas
laminaire. (b) Cas turbulent.

la cavité et une zone de dépression au niveau de la plaque plane. Dans le cas laminaire, les
gradients de pression y sont nettement plus modérés, et le coin aval est le lieu intégralement
d’une surpression par rapport à la pression ambiante, même le long de la plaque plane aval.
La figure 7.24(b) permet enfin de visualiser la pression statique au voisinage du coin amont de
la cavité dans le cas turbulent. Le gradient de pression défavorable engendré localement par
la présence de la cavité pourrait avoir une influence directe sur l’amplitude des fluctuations
dans la couche limite incidente. Il pourrait éventuellement être à l’origine des écarts que l’on
observe entre les taux de fluctuations obtenus lors des cas tests de couche limite effectués au
chapitre 6 sans la cavité, et le taux de fluctuations obtenu dans la présente simulation (voir
la figure 7.19(b)).

Les figures 7.25(a) et (b) montre la pression moyenne dans le plan médian x1 = 0 dans
les cas laminaire et turbulent. Le cas turbulent révèle le présence de deux minima de pression
moyenne aux positions correspondantes aux enroulements partiels intenses du fluide observés
à la figure 7.17(b). Ces minima de pression ne sont pas observés dans le cas laminaire.

7.5.2 Coefficient de pression aux parois

La distribution du coefficient de pression Cp sur la paroi latérale de la cavité est représentée
aux figures 7.26(a) et (b) pour les cas laminaire et turbulent. On a rappelé sur ces figures
la trace du coefficient de pression obtenu expérimentalement. Qualitativement, les résultats
obtenus numériquement dans le cas turbulent se comparent favorablement aux mesures : on
retrouve la trace de forte positivité au bord aval due à l’impact de l’écoulement, et en fond
de cavité. On retrouve également la forme ovöıdale des isocontours négatifs du coefficient de
pression au voisinage des positions angulaires β = ±90◦, qui confirme le caractère 3–D de
la recirculation du fluide dans la cavité. Quantitativement, les niveaux ont tendance à être
légèrement sous-estimés dans la simulation numérique.

Le cas laminaire offre une cartographie du coefficient de pression à la paroi latérale de
la cavité qualitativement identique à celle obtenue dans le cas turbulent. Quantitativement,
les différences se font surtout au niveau du bord aval de la cavité (β ≃ 0◦), où les niveaux
de pression statique sont très inférieurs à ceux obtenus dans le cas turbulent. Ceci se voit
également sur la position de l’isocontour nul, qui coupe l’axe β = 0◦ très haut dans la cavité,
au niveau de la lèvre (x3 = 8 mm) dans le cas laminaire, et à un quart de la profondeur
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Fig. 7.25: Champ de pression moyenne p̄ dans le plan x1 = 0, pour un écoulement de u∞ = 70 m/s. (a) Cas
laminaire. (b) Cas turbulent.

(a)

num. exp.

(b)

num. exp.

Fig. 7.26: Coefficient de pression Cp à la paroi latérale de la cavité. À gauche sont représentés les resultats
issus de la simulation, et à droite les résultats expérimentaux. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

(x3 = 25 mm) pour le cas turbulent. En fond de cavité, les niveaux sont également moins
élevés que dans le cas turbulent.

Les figures 7.27(a) et (b) présentent des isocontours du coefficient de pression à la paroi
de fond de la cavité. Les résultats issus des mesures sont également rappelés sur les figures.
Les résultats numériques dans le cas turbulent s’accordent qualitativement aux résultats ex-
périmentaux. On retrouve bien la région de forte positivité à proximité de la paroi aval, qui
correspond à la pression exercée par le fluide lorsque celui-ci rencontre la paroi de fond dans
sa recirculation. On retrouve aussi la forme en “fer à cheval” des isocontours, qui confirme le
caractère pleinement 3–D de l’écoulement à proximité de la paroi de fond de la cavité. Une
zone de positivité du coefficient de pression au voisinage de la paroi amont est également
bien présente dans la simulation. Quantitativement, les niveaux obtenus numériquement sont
légèrement plus faibles que ceux constatés expérimentalement.

Le cas laminaire offre une cartographie du coefficient de pression qualitativement équi-
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valente à celle obtenue dans le cas turbulent. Quantitativement, la zone de négativité du
coefficient de pression est plus vaste que dans le cas turbulent, et les zones de positivité sont
moins intenses.

(a)

num.

exp.

(b)

num.

exp.

Fig. 7.27: Coefficient de pression Cp à la paroi de fond de la cavité. Au-dessus sont représentés les résultats
issus de la simulation, et en-bas les résultats expérimentaux. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

7.6 Couche cisaillée et larges structures tourbillonnaires

On s’intéresse dans cette partie aux larges structures tourbillonnaires se développant dans
la couche de cisaillement à l’aide de plusieurs critères d’identification de tourbillons. On traite
séparément les cas laminaire et turbulent pour plus de clarté.

7.6.1 Cas laminaire

7.6.1.1 Minimum local de pression fluctuante

Bien qu’il s’agisse d’une condition faible, il est possible de tenter d’identifier les larges
structures tourbillonnaires se développant dans la couche de cisaillement en considérant les
fluctuations de pression à l’ouverture de la cavité, en y repérant les minima locaux, et en
ne conservant que ceux qui sont “suffisamment” intenses, exactement comme dans la partie
7.3.2. Ces minima intenses de pression fluctuante permet de localiser le centre des structures
tourbillonnaires.

La figure 7.28 présente un chronogramme de la pression fluctuante à l’ouverture de la cavité
dans le plan longitudinal x2 = 0 pendant un cycle d’oscillation acoustique. Ce chronogramme
met en évidence le caractère très organisé de la couche de cisaillement et la forte cohérence
des structures tourbillonnaires.

On y observe très distinctement la présence de plusieurs minima intenses de pression
fluctuante. L’image à l’instant t0 + 6T̃ /8 indique le début de l’impact d’une large structure

tourbillonnaire au coin aval. L’image à l’instant t0+T̃ illustre le phénomène de scission partielle
associé à l’impact du tourbillon sur la paroi de la cavité. La large structure tourbillonnaire de
l’image précédente a donné naissance à deux tourbillons, identifiable par la présence de deux
minima de pression, l’un à la lèvre de la cavité, l’autre au-dessus de la plaque plane, à l’aval
de la cavité. Le tourbillon à la lèvre de la cavité est convecté vers l’intérieur de la cavité via
la recirculation qui s’y est établie, tandis que l’autre tourbillon s’échappe au-dessus du coin
aval. On observe sur les autres images la présence de deux larges structures tourbillonnaires.
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Fig. 7.28: Fluctuations de pression p′ dans le plan (O, e1, e3), bornées entre ±300 Pa pendant un cycle
d’oscillation. Cas laminaire.

La distance λv séparant ces deux minima de pression fluctuante est constante pendant le cycle
d’oscillation, et vaut λv = 43 mm.

7.6.1.2 Vorticité instantanée

Jeong & Hussain rappellent dans [117] qu’un tourbillon doit avoir une vorticité non-nulle.
Lesieur complète cette exigence dans [142], en faisant remarquer que la concentration de vor-
ticité ‖ω‖ doit être suffisamment importante pour qu’un enroulement local du fluide environ-
nant soit possible, et que les structures tourbillonnaires doivent garder leur forme un certain
temps. On envisage ainsi dans cette partie d’observer les larges structures tourbillonnaires
qui se développent à l’ouverture de la cavité par un tracé du champ instantané de vorticité
transverse.

La figure 7.29 propose un chronogramme de la composante transverse de la vorticité dans
le plan longitudinal x2 = 0, pour un cycle d’oscillation acoustique. Cette quantité est calculée
par définition par :

ω2 =
∂u1

∂x3
− ∂u3

∂x1

Le gradient vertical de vitesse longitudinale présent dans la couche limite est à l’origine de la
nappe de vorticité d’épaisseur 15mm que l’on observe à l’amont de la cavité. Le chronogramme
permet de suivre l’amplification d’une perturbation de la couche de cisaillement au cours
de sa convection à l’ouverture de la cavité. C’est le cas de la fluctuation située environ à
la position x1 = −15 mm à l’instant t0, qui crôıt de manière assez nette entre les instants
t0+T̃ /8 et t0+5T̃ /8, évoluant ainsi vers une structure tourbillonnaire d’une taille relativement

conséquente, juste avant son impact sur le coin aval de la cavité (figure à l’instant t0 + 6T̃ /8).
On peut également suivre sur le chronogramme le processus de scission partielle de la structure
tourbillonnaire lors de son impact sur le coin aval de la cavité. Ce processus est à l’origine
de la présence de vorticité instationnaire à l’intérieur de la cavité. En effet, l’éclatement de la
large structure tourbillonnaire au coin aval donne naissance à plusieurs petites structures qui
sont convectées vers l’intérieur de la cavité par la recirculation principale qui s’y est établie.
La figure montre enfin la présence en moyenne de deux larges structures tourbillonnaires dans
la couche de cisaillement, ce qui confirme les résultats issus de l’identification de tourbillons



7.6 Couche cisaillée et larges structures tourbillonnaires 245

t = t0

t = t0 + 3 T̃ /8

t = t0 + 6 T̃ /8

t = t0 + T̃ /8

t = t0 + 4 T̃ /8

t = t0 + 7 T̃ /8

t = t0 + 2 T̃ /8

t = t0 + 5 T̃ /8

t = t0 + T̃

 
| ω2| (rad/s)

0 2 4 6 8 10 ×103

Fig. 7.29: Norme de la vorticité instantanée dans la direction e2 |ω2| dans le plan (O, e1, e3), pendant un
cycle d’oscillation. Cas laminaire.

en considérant les minima locaux intenses de pression fluctuante.

La figure 7.30 présente un chronogramme de la vorticité transverse dans le plan x3 = δ/8.
La partie orange à l’amont de la cavité est la conséquence d’un gradient vertical de vitesse
longitudinale non-nul à cette altitude. L’altitude du plan de coupe est suffisamment petite
devant l’amplitude des déviations de la couche de cisaillement pour que le chronogramme
rende possible le suivi de la convection des larges structures tourbillonnaires à la surface
d’ouverture de la cavité. Lorsque la nappe de vorticité incidente est significativement déviée
au-dessus de la cavité (l’amplitude de la déviation est supérieure à δ/8), sa trace dans le plan
x3 = δ/8 est donc nécessairement très faible. C’est ce que traduisent les régions vertes sur la
figure 7.30. Le chronogramme confirme la présence de deux perturbations significatives dans
la couche de cisaillement.

À noter que de nombreuses perturbations, fines et peu cohérentes transversalement, sont
générées au bord amont de la cavité. Cela se traduit par les “filaments” longitudinaux de
vorticité provenant du coin amont, comme le montre la figure à l’instant t0 + 4T̃ /8. Ce type
de comportement est également présents pour des cavités rectangulaires, comme le montre les
visualisations de critère Q proposées par Gloerfelt et al. dans [98].
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Fig. 7.30: Norme de la vorticité instantanée dans le plan x3 = δ/8, pendant un cycle d’oscillation. La position
de la cavité est représentée par le cercle en pointillés. Cas laminaire.

7.6.1.3 Critère Q instantané

Afin d’identifier et d’isoler au mieux les larges structures tourbillonnaires se developpant à
l’ouverture de la cavité, on considère le critère Q, qui est l’un des critères les plus utilisés dans
la littérature [44, 115]. Il s’agit du deuxième invariant du gradient de vitesse instantanée, que
l’on calcule par définition par :

Q =
1

2

(
‖Ω‖2 − ‖S‖2

)

où la matrice Ω représente le tenseur antisymétrique des déformations, et S le tenseur symé-
trique des déformations. Ces tenseurs ont pour définition, pour tout (m,n) ∈ {1, 2, 3}2 :





Ωm,n =
1

2

(
∂um

∂xn
− ∂un

∂xm

)

Sm,n =
1

2

(
∂um

∂xn
+
∂un

∂xm

)

Les normes sont évaluées par la relation ‖Ω‖2 = tr
(
tΩΩ

)
. Chong et al. définissent l’intérieur

d’un tourbillon par la condition nécessaire : Q > 0 [44].

La figure 7.31 permet de visualiser la positivité du critère Q dans le plan x2 = 0 pendant
une période acoustique. Les deux larges structures tourbillonnaires présentes dans la couche de
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Fig. 7.31: Critère Q instantané dans le plan (O, e1, e3), pendant un cycle d’oscillation. Les zones où Q < 0
sont représentées en vert. Cas laminaire.

cisaillement sont parfaitement isolées et mises en évidence sur cette figure. Le critère Q permet
également d’identifier l’instant où une structure intense est générée au point de séparation, ce
qui semblait difficile à réaliser sur les visualisations de la vorticité. On observe en effet assez
nettement la génération d’une structure tourbillonnaire au voisinage du coin amont à l’instant
t0. La figure révèle également que la vitesse de convection parâıt faible à proximité du bord
amont, puisque la perturbation générée au point de séparation ne semble pas s’être beaucoup
déplacée entre les instants t0 et t0 + 2T̃ /8. On remarque enfin la présence de fines structures
turbulentes qui remontent vers l’ouverture de la cavité le long sa paroi latérale amont, et qui
sont susceptibles de perturber la couche de cisaillement à proximité du coin amont.

La figure 7.32 propose un chronogramme du critère Q dans le plan de coupe situé ver-
ticalement à un tiers de l’épaisseur de couche limite incidente. Elle met en évidence la forte
cohérence transverse des 2 larges structures tourbillonnaires présentes à l’ouverture de la ca-
vité. Les figures aux instants t0, t0 + T̃ /8 et t0 + 2T̃ /8 illustrent le processus de génération
d’une large structure turbulente au coin amont de la cavité. Celle-ci est relativement courbée.
Ceci est probablement le fait de la forme en arc de cercle du coin amont, combinée au forçage
acoustique vertical en phase issu de la résonance acoustique dans la cavité, que l’on détaille
plus tard à la partie 7.9. Les figures aux instants t0 + 6T̃ /8 et t0 + 7T̃ /8 révèlent que la large
structure perd progressivement sa courbure, et devient relativement droite dans la direction
transverse. Ceci laisse supposer que la vitesse de convection au niveau de l’axe x2 = 0 est
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Fig. 7.32: Critère Q instantané dans le plan x3 = δ/3, pendant un cycle d’oscillation. La position de la
cavité est représentée par le cercle en pointillés. Les zones où Q < 0 sont représentées en vert. Cas
laminaire.

supérieure à la vitesse de convection près des bords latéraux de la cavité. L’espacement moyen
entre les deux larges structures tourbillonaires semblent relativement constant. C’est ce que
confirme les figures aux instants t0 + 4T̃ /8 et t0 + 5T̃ /8, où la distance λv sur l’axe x2 = 0
entre les centres des structures vaut λv = 43 mm.

Ce chronogramme montre également le processus de génération de fines structures turbu-
lentes lors de l’impact des larges structures au coin aval de la cavité. Les figures aux instants
t0+6T̃ /8 à t0+T̃ indiquent en effet la présence d’une multitude de petites structures provenant
de l’éclatement progressif de la large structure tourbillonnaire.

7.6.2 Cas turbulent

On présente dans cette partie les résultats concernant l’étude de la couche de cisaillement
dans le cas d’un écoulement incident turbulent.

7.6.2.1 Minimum local de pression fluctuante

La figure 7.33 présente un chronogramme de la pression fluctuante à l’ouverture de la cavité
pendant un cycle d’oscillation acoustique. Une des différences les plus marquantes avec le cas
laminaire (figure 7.28) est la présence d’une multitude de petites structures dans la couche de
cisaillement. Les structures tourbillonnaires plus grosses semblent également beaucoup moins
cohérentes. On distingue assez distinctement la présence de deux minima intenses de pression
fluctuante (sur la figure à l’instant t0 + 6T̃ /8 par exemple), que l’on fait correspondre aux
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Fig. 7.33: Fluctuations de pression p′ dans le plan (O, e1, e3), bornées entre ±200 Pa pendant un cycle
d’oscillation. Cas turbulent.

centres de larges structures tourbillonnaires. Les figures aux instants t0 + 4T̃ /8, t0 + 5T̃ /8 et

t0 +6T̃ /8 indiquent une distance moyenne entre ces deux larges structures de λv = 54 mm. La
longueur d’onde aérodynamique est donc sensiblement plus longue dans le cas turbulent que
dans le cas laminaire. Cette distance intertourbillonnaire est constante aux instants t0 +4T̃ /8

à t0 + 6T̃ /8, indiquant que la vitesse de convection semble peu varier sur les trois derniers
quarts longitudinaux de la cavité.

Si l’on identifie les minima intenses de pression comme des centres de structures tourbillon-
naires, on assiste également à ce qui semble être des appariemments de tourbillons. Le plus net
est probablement celui qui intervient à la position x1 ≃ 15 mm à l’instant t0+ T̃ /8 : une petite
structure tourbillonnaire, correspondant au minimum de pression à la position x1 ≃ −10 mm
à l’instant t0 semble rattraper une structure plus grosse et plus intense, repérée à la position
x1 ≃ 10 mm à l’instant t0. Un autre appariemment de très fines structures tourbillonnaires est
visible à l’instant t0 +2T̃ /8 à proximité de la position x1 ≃ −35 mm. Un troisième appariem-

ment a lieu à l’instant t0 + 6T̃ /8 à la position x1 = −25 mm. Des visualisations de la couche
de cisaillement sur d’autres cycles acoustiques ont été effectuées, mais ne sont pas montrées
ici. Elles révèlent que ces appariemments de tourbillons semblent relativement fréquents, mais
dont la fréquence d’apparition parâıt relativement arbitraire et irrégulière. Ils ont lieu essen-
tiellement sur la première partie longitudinale de la cavité (x1 ∈ [−50, 0] mm), et concernent

surtout des petites structures. Cependant, la figure 7.33 à l’instant t0 + T̃ /8 montre que ces
appariemments peuvent impliquer des structures plus grosses, et avoir lieu dans la seconde
partie longitudinale de la cavité, relativement peu de temps avant l’impact au coin aval.

La figure à l’instant t0 + 7T̃ /8 tend enfin à montrer une scission partielle des larges struc-
tures lors de leur impact au coin aval. Elle indique nettement la présence de deux minima
locaux de pression : l’un est situé à la lèvre de la cavité, l’autre au-dessus du coin aval.

7.6.2.2 Vorticité instantanée

La vorticité transverse ω2 est représentée en norme à la figure 7.34 dans le plan longi-
tudinal x2 = 0 pendant une période acoustique. Le chronogramme indique la présence d’une
multitude d’échelles de la turbulence dans la couche de cisaillement. L’identification des larges
structures tourbillonnaires présentes à l’ouverture de la cavité parâıt plus délicate que dans
le cas laminaire, en raison de la forte concentration de fines structures. Cependant, ces larges
perturbations induisent une forte déviation de la nappe de vorticité indicente, si bien qu’il est
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Fig. 7.34: Norme de la vorticité instantanée dans la direction e2 |ω2| dans le plan (O, e1, e3), pendant un
cycle d’oscillation. Cas turbulent.

possible de repérer leur position en observant l’ondulation moyenne fréquence de la couche de
cisaillement, qui indique assez nettement la présence d’un mode II. Ce procédé de localisation
reste cependant relativement approximatif, en raison de la superposition sur cette ondulation
de déviations locales hautes fréquences. Il n’offre donc pas la précision de localisation que la
méthode par identification des minima locaux de pression fluctuante propose.

On peut néanmoins apercevoir une structure tourbillonnaire de grande taille dans la couche
de cisaillement sur le point d’impacter le bord aval de la cavité à l’instant t0+6T̃ /8. Cet impact
génère énormément de vorticité dans la recirculation principale dans la cavité, notamment au
niveau de la lèvre aval. La recirculation principale qui a lieu dans la cavité est caractérisée par
un contenu turbulent plutôt hautes fréquences. Ces fines structures turbulentes proviennent
de l’impact des tourbillons contenus dans la couche de cisaillement au coin aval de la cavité.
Une comparaison avec la figure 7.29 indique que la recirculation est bien plus turbulente que
dans le cas d’un écoulement incident laminaire, ce que montraient également les cartographies
des intensités des fluctuations longitudinales et verticales, à la partie 7.4.2.

Le champ de vorticité transverse ω2 peut être visualisé dans le plan de coupe x3 = δ/8

à la figure 7.35. On n’a représenté ce champ uniquement à l’instant t0 + 5T̃ /8, c’est-à-dire
très peu de temps avant l’impact d’une large structure tourbillonnaire au coin aval, d’après la
figure 7.34. La forte concentration de fines structures turbulentes ne permet pas d’identifier
clairement sur cette cartographie la large structure tourbillonnaire. La vorticité non-nulle à
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l’amont de la cavité est la conséquence d’un gradient vertical de vitesse moyenne longitudinale
non-nul, associée à la présence de perturbations dans l’écoulement moyen incident.

 
| ω2| (rad/s)
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Fig. 7.35: Norme de la vorticité instantanée dans le plan x3 = δ/8, à l’instant t = t0 + 5 eT/8. La position de
la cavité est représentée par le cercle en pointillés. Cas turbulent.

7.6.2.3 Critère Q instantané

La figure 7.36 présente un chronogramme du critère Q dans le plan x2 = 0 pendant une
période acoustique. Le premier constat est que l’identification et l’isolation précises des larges
structures tourbillonnaires dans la couche de cisaillement sont rendues complexes en raison
de la forte concentration de petites échelles de la turbulence. L’isolation des tourbillons de
grandes tailles nécessiteraient la mise en place d’un filtre passe bas sur la vitesse instantanée ou
sur le critère Q. Plusieurs filtres ont été testés à l’aide du module Filter Design 6.10 de Matlab
7.7 mais aucun n’a donné de résultats satisfaisants. En effet, ces larges structures semblent
être constituées en fait d’une multitude de fines structures [43], qui sont alors intégralement
filtrées par le filtre passe bas. Les larges structures sont toutefois approximativement identi-
fiables grâce notamment à l’ondulation de la couche de cisaillement qu’elles engendrent. La
surconcentration à des endroits de fines structures tourbillonnaires tend enfin à suggérer la
présence d’une structure de plus grande taille.

Le chronogramme du critère Q confirme également le phénomène d’appariemment de tour-
billons dans la couche de cisaillement que suggérait les visualisations de la pression fluctuante
à l’ouverture de la cavité. Les figures aux instants t0 + 7T̃ /8 à t0 + 2T̃ /8, en répétant le cycle,
mettent très nettement en évidence l’appariemment de deux structures de taille moyenne à la
position x1 = 15 mm.

7.7 Déphasage pression–vitesse au coin aval

7.7.1 Opérateur de moyennage en phase

Les quantités observées en temps sont fortement périodiques, de période T̃ . L’opérateur de
moyennage en phase permet d’obtenir un signal moyen sur un cycle d’oscillation. En suivant
Reynolds & Hussain [188], il est possible de décomposer un signal temporel u(t) presque pério-

dique en une valeur moyenne ū, une fluctuation périodique ũ de période T̃ , et une fluctuation
aléatoire u′′. On a donc : u = ū+ ũ+ u′′. La moyenne en phase ūφ de la quantité u est définie
sur [0, T̃ [ et s’écrit :

ūφ(t) = ū+ ũ
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Fig. 7.36: Critère Q instantané dans le plan (O, e1, e3), pendant un cycle d’oscillation. Les zones où Q < 0
sont représentées en vert. Cas turbulent.

Elle peut être évaluée par l’expression suivante, si la période T̃ est stable en temps : ∀ t ∈ [0, T̃ [,

ūφ(t) ≃ 1

N

N−1∑

n=0

u
(
t+ nT̃

)
(7.1)

où N est le nombre de périodes disponible dans l’enregistrement du signal u(t). Bien entendu,
plus le nombre de période dans l’enregistrement temporel de la quantité u est grand, meilleure
est cette estimation.

Dans le cas de la simulation avec un écoulement turbulent, on observe des variations de
la période T̃ en fonction du temps, comme l’indique la figure 7.4. Un déphasage progressif
peut donc être introduit dans l’expression (7.1), qui n’est alors plus adéquate pour calculer
une moyenne en phase. La moyenne en phase est alors estimée à partir du signal pseudo-
périodique de pression acoustique dans la zone d’écoulement libre, que l’on approxime au
sens des moindres carrés par une fonction harmonique, sur chaque pseudo-période. Cette
approximation permet d’obtenir la phase locale du signal de pression. La phase locale du
signal u est obtenue simplement en considérant un déphasage constant entre cette quantité
et le signal de pression au point d’observation. La moyenne en phase ūφ est enfin réalisée
en effectuant une moyenne arithmétique des termes u(t) aux instants t correspondant à une
phase égale sur le signal de pression. Ceci permet de réduire considérablement les erreurs que
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l’on obtiendrait en employant directement l’expression (7.1).

7.7.2 Résultats

On a représenté sur les figures 7.37(a) et (b) par des traits en pointillés les moyennes en
phase des signaux de pression et de vitesse verticale à proximité du coin aval, pour les cas
laminaire et turbulent respectivement. La porteuse, de fréquence égale à la fréquence tonale du
rayonnement acoustique généré par la cavité, est représentée par un trait plein. La succession
d’impacts de larges structures tourbillonnaires contenues dans la couche de cisaillement au
bord aval conduit à des oscillations de vitesse verticale à son voisinage, représentées en bleu sur
la figure. De même l’interaction de la vorticité avec la paroi aval induit de fortes oscillations
de pression, représentées en noir sur la figure. Dans le cas laminaire, la figure 7.37(a) indique
que le signal de vitesse est en avance de phase de 0.29π par rapport au signal de pression.
On remarque enfin que les moyennes en phase de ces signaux ne sont que très faiblement
bruitées en raison de la très bonne cohérence entre les larges structures turbulentes successives
impactant le coin aval de la cavité.
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Fig. 7.37: Moyenne en phase normalisée de la pression fluctuante p̄′φ ( ) et de la vitesse verticale fluctuante

ū′φ
3 ( ) au point d’observation (48.5, 0, 0) mm. On a représenté en trait plein la composante de

fréquence ef = 1/ eT de ces signaux. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

Ce n’est pas tout-à-fait le cas pour la simulation en turbulent. La moyenne en phase des
signaux présentent en effet des variations plutôt basses et moyennes fréquences. Cela est le fait
d’une cohérence moindre entre deux larges structures tourbillonnaires successives impactant
le coin aval, et de signaux en temps relativement courts. Ainsi le nombre de pseudo-périodes
N , de l’ordre de la centaine comme dans le cas laminaire, est finalement modeste et ne permet
pas de s’affranchir complètement de ces variations basses et moyennes fréquences. La figure
7.37(b) indique que le signal de pression et le signal de vitesse sont presque en quadrature.

La différence de déphasage entre le cas turbulent et le cas laminaire est donc d’environ
π/10. Ceci correspond à une avance en temps de T̃ /20, soit approximativement une demi-
image sur les chronogrammes représentés précédemment. Ceci corrobore le déphasage observé
sur l’état de la couche de cisaillement entre les figures 7.5(a) pour le cas laminare et 7.5(b)
pour le cas turbulent, en ayant sychronisé les oscillations de pression acoustique.
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7.8 Vitesse de convection à l’ouverture de la cavité

7.8.1 Vitesse locale de convection

L’accès à la vitesse locale de convection des tourbillons uc à l’ouverture de la cavité
nécessite le calcul de la fonction de correlation temporelle Rt, définie par l’expression (2.3),
entre un point de référence x◦ = (x◦1, x

◦
2, 0) et plusieurs points contenus dans un voisinage V

du point de référence. La composante verticale du point de référence est toujours nulle car
on ne considère ici uniquement l’ouverture de la cavité. Dans la suite, on ne s’intéresse qu’à
la composante longitudinale de la vitesse de convection. Les points environnants le point de
référence vérifient donc simplement : x = (x◦1 + j∆x1, x

◦
2, 0), avec j ∈ {−4,−3, . . . , 4}.

La figure 7.38 propose une représentation de la fonction de corrélation temporelle entre
le point de référence (0, 0, 0) et le point de calcul (4∆x1, 0, 0). Cette fonction présente un
maximum global. Le décalage temporel τ réalisant le maximum de corrélation permet d’accé-
der au temps de convection entre les deux positions considérées. En réalisant ce processus en
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Fig. 7.38: Courbe représentative de la fonction de corrélation temporelle Rt entre la position de référence
(0, 0, 0) et le point de calcul (4∆x1, 0, 0), en fonction du décalage temporel τ . (a) Cas laminaire. (b)
Cas turbulent.

chacun des points du voisinage V, on obtient une courbe indiquant le temps de convection, en
fonction de la distance de convection par rapport à la position du point de référence, comme
l’illustre la figure 7.39. Une régression linéaire de la fonction j∆x1 7→ τ(j∆x1) fournit enfin
une estimation de la vitesse locale de convection uc(x

◦
1).

Ce processus est réalisé sur l’axe x2 = 0 en chacun des points longitudinaux du maillage
à l’ouverture de la cavité. Les résultats sont synthétisés à la figure 7.40 pour les deux cas
d’écoulement incident traités. Cette figure montre la courbe représentative de la vitesse locale
de convection des tourbillons à l’ouverture de la cavité. Le profil longitudinal de la vitesse de
convection est significativement différent entre les deux cas considérés. Dans le cas turbulent,
la vitesse de convection crôıt de manière rapide sur le premier quart de la cavité, pour atteindre
la valeur de uc/u∞ = 0.54. La vitesse de convection est ensuite relativement constante sur les
trois derniers quarts de la cavité, à l’exception du voisinage du coin aval, où elle décrôıt assez
nettement en raison de l’impact des tourbillons sur le bord. Dans le cas laminaire, la vitesse de
convection crôıt plus lentement sur le premier quart de la cavité. Elle marque un long palier
à uc/u∞ = 0.43 aux environs de x1 = 0, puis crôıt à nouveau. Elle atteint un maximum de
uc/u∞ = 0.55 vers x1 = 25 mm, puis décrôıt fortement à proximité du bord aval de la cavité.

Le calcul de la vitesse locale de convection est également réalisé en reproduisant le pro-
cessus décrit pour l’axe x2 = 0 en chacune des positions transverses du maillage à l’ouverture
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Fig. 7.39: Décalage temporel τ assurant le maximum de corrélation Rt entre la position d’observation (0, 0, 0)
et les points (x◦

1 + j∆x1, 0, 0), avec j ∈ {−4,−2, 0, 2, 4}. Cas turbulent. Les points de calcul sont
représentés par le symbole •.
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Fig. 7.40: Vitesse de convection uc à la position (x1, 0, 0) (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

de cavité. On obtient les cartographies présentées à la figure 7.41. La cartographie issue de la
simulation en laminaire corrobore ce que suggérait le chronogramme de critère Q dans le plan
de coupe x3 = δ/3 (figure 7.31). Elle indique en effet que la vitesse locale de convection des
tourbillons est plus élevée sur la première moitié longitudinale de la cavité au niveau de son
axe médian x2 = 0 que proche des bords latéraux. Ceci tend à expliquer pourquoi les larges
structures tourbillonnaires que l’on observe sur le chronogramme représenté à la figure 7.31
sont en phase transversalement à partir de la mi-cavité, alors qu’elle sont nettement déformées
en forme de croissant lorsqu’elles apparaissent au coin amont, en raison principalement de sa
courbure. La cartographie obtenue pour le cas turbulent indique que la vitesse de convection
est environ constante sur l’ensemble de l’ouverture de la cavité, à l’exeption du bord aval et
à proximité du bord amont. Les bords latéraux de la cavité sont caractérisés par une vitesse
de convection plus élevée (uc/u∞ ≥ 0.6), ce qui n’est pas le cas dans le cas laminaire.

7.8.2 Temps moyen de traversée de l’ouverture de la cavité

La donnée de la vitesse locale de convection des tourbillons permet de calculer pour une
position transverse x2 donnée, le temps moyen que mettent les larges structures tourbillon-
naires pour traverser l’ouverture de la cavité. Le temps moyen de traversée tt est calculé à la
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(a) (b)

Fig. 7.41: Vitesse de convection uc dans le plan x3 = 0. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent.

position transverse x2 par l’expression :

tt(x2) =

∫ √
R2−x2

2

−
√

R2−x2
2

dx1

uc(x1, x2, 0)

En pratique, on n’intègre longitudinalement qu’à partir du second point de maillage à l’in-
térieur de la cavité, jusqu’à l’avant dernier point de maillage interne, afin d’éviter le cercle
r = R où la vitesse de convection n’est pas définie ou nulle.

La figure 7.42 présente l’évolution du temps moyen de traversée en fonction de la position
transverse x2. La traversée de l’ouverture de la cavité est plus longue dans le cas laminaire
que dans le cas turbulent. Sur l’axe médian x2 = 0, le temps moyen de traversée est de
tt(0) = 2.72 ms dans le cas turbulent, et tt(0) = 3.51 ms dans le cas laminaire.

On peut dès lors étudier si l’hypothèse du modèle d’Elder qui consiste à supposer que le
temps moyen de convection d’une perturbation à l’ouverture de la cavité est un multiple de
la période acoustique1, est vérifiée ou non dans les cas simulés. La quantité tt(0)f̃ vaut 1.81
dans le cas turbulent, et 2.29 dans le cas laminaire. Ces valeurs sont relativement éloignées
de la valeur théorique de 2, associée au mode II dominant la couche de cisaillement. Elles
indiquent que dans les deux cas testés, le déplacement acoustique peut être non-nul lorsque la
déviation convectée arrive à proximité du coin aval de la cavité. Des écarts peuvent donc être
observés entre le déplacement total de l’interface obtenus numériquement et le déplacement
total estimé à partir de l’expression (3.2).

7.8.3 Vitesse moyenne de convection

Une vitesse moyenne de convection Uc peut être estimée à partir du temps de traversée
moyen de l’ouverture de la cavité par :

Uc(x2) =
2
√
R2 − x2

2

tt(x2)

1afin de négliger le terme acoustique dans l’expression du déplacement total de l’interface à proximité du
coin aval de la cavité (voir l’expression (3.2))
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Fig. 7.42: Temps moyen de traversée tt de l’ouverture de la cavité dans le plan x3 = 0 en fonction de la
position transverse. : Cas laminaire. : Cas turbulent.

La figure 7.43 propose une visualisation de la courbe représentative de vitesse moyenne de
convection en fonction de la position transverse. Dans le cas turbulent, celle-ci varie très peu
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Fig. 7.43: Vitesse moyenne de convection Uc en fonction de la position transverse x2. : Cas laminaire.
: Cas turbulent.

sur l’intervalle x2 ∈ [−30, 30] mm, valant environ Uc/u∞ ≃ 0.51, et tend à augmenter près des
bords latéraux. Dans le cas laminaire, la vitesse moyenne de convection presente davantage de
variations transverses. Elle vaut Uc/u∞ ≃ 0.40 à la position x2 = 0. Les bords latéraux de la
cavité sont caractérisés par une vitesse moyenne de convection relativement faible, de l’ordre
de Uc/u∞ ≃ 0.31.

La donnée de la vitesse moyenne de convection à l’axe permet de retrouver la fréquence
aérodymanique des perturbations par la relation f = Uc/λv , où λv est la longueur d’onde aé-
rodynamique que l’on a estimé précédemment lors de l’étude des larges structures tourbillon-
naires présentes dans la couche de cisaillement. Dans le cas laminaire, on obtient f = 651 Hz,
et f = 662 Hz dans le cas turbulent. Ces fréquences correspondent tout-à-fait aux fréquences
dominant le spectre acoustique rayonné par la cavité dans ces deux cas respectifs.

7.9 Résonance acoustique dans la cavité

Cette partie est consacrée à l’étude de la pression fluctuante aux parois de la cavité.
Les spectres présentés sont obtenus par la méthode de Welch sur 2 séquences, avec un taux
de recouvrement de 33%, et à l’aide d’un fenêtrage de Hanning. La durée d’acquisition est
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relativement courte ; une durée d’acquisition de l’ordre de celle des expériences décrites au
chapitre 2 aurait un coût numérique prohibitif. La résolution fréquentielle des spectres est donc
nécessairement basse, de l’ordre de ∆f = 6 Hz dans les spectres présentés. Ceci s’accompagne
également d’un rapport signal sur bruit relativement faible.

Pour plus de clarté, on examine séparément les cas laminaire et turbulent.

7.9.1 Cas laminaire

Les figures 7.44(a), (b), (c) et (d) présentent les spectres des fluctuations de pression à
la paroi latérale de la cavité en fonction de la position azimutale β, pour des profondeurs
respectives de x3 = −10, −25, −50 et −75 mm. La zone d’impact de la couche de cisaillement
est mise en évidence par la frange large bande intense s’étirant sur le secteur angulaire β ∈
[−60◦, 60◦] centré sur le coin aval β = 0◦ à la profondeur x3 = −10 mm. La largeur de cette
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Fig. 7.44: Densité spectrale de puissance au niveau de la paroi latérale de la cavité, en fonction des positions
angulaires β et de profondeur x3. (a) x3 = −10 mm. (b) x3 = −25 mm. (c) x3 = −50 mm. (d)
x3 = −75 mm. Cas laminaire.

frange tend à se réduire en fonction de la profondeur, comme l’indiquent les figures 7.44(b)
à (d), ce qui n’était pas observé expérimentalement (voir la figure 2.20). Pour des positions
angulaires au-delà de ±65◦, le spectre n’est pas affecté par l’impact de la couche cisaillée et
les pics restants sont donc de nature acoustique.

Quelle que soit la profondeur, la fréquence f = 654 Hz marque très fortement les spectres
des fluctuations de pression, aussi bien dans la zone d’impact de la couche de cisaillement que
pour les autres positions angulaires non affectées par l’impact. Cette fréquence, proche de la
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fréquence de résonance du premier mode de profondeur de la cavité cylindrique considérée (voir
le tableau 2.1), tend à indiquer un phénomène de résonance forcée, pilotée vraisemblablement
par le mode II de la couche cisaillée. Les figures 7.44(c) et (d) indiquent aussi la présence de
la première harmonique, de fréquence f ≃ 1310 Hz dans la demi-cavité inférieure.

Ces resultats sont confirmés par les figures 7.45(a), (b) et (c), qui montrent les spectres des
fluctuations de pression à la paroi de fond en fonction de la position azimutale, pour différentes
positions radiales, respectivement r = 12.5, 25 et 37.5 mm. En effet, ces spectres sont aussi
très fortement marqués à la fréquence f = 654 Hz, quelle que soit la position radiale. On
remarque également l’émergence de la première harmonique, voire également de la seconde
harmonique à f ≃ 1960 Hz.

(a)

(b) (c)
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Fig. 7.45: Densité spectrale de puissance au niveau de la paroi de fond de la cavité, en fonction des positions
angulaires β et radiale r. (a) r = 12.5 mm. (b) r = 25 mm. (c) r = 37.5 mm. Cas Laminaire.

7.9.2 Cas turbulent

Les spectres des fluctuations de pression à la paroi latérale de la cavité, obtenus numé-
riquement dans le cas turbulent, sont présentés aux figures 7.46(a), (b), (c) et (d), pour
différentes profondeurs dans la cavité. Une frange large bande correspondant au secteur an-
gulaire β ∈ [−60◦, 60◦] et présentant des niveaux intenses se démarque très nettement. Elle
correspond à la zone d’impact des structures tourbillonnaires d’échelles multiples présentes
dans la couche cisaillée au coin aval. La largeur de cette frange tend à diminiuer en fonction de
la cavité. On remarque également que des composantes basses fréquences intenses (autour des
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Fig. 7.46: Densité spectrale de puissance au niveau de la paroi latérale de la cavité, en fonction des positions
angulaires β et de profondeur x3. (a) x3 = −10 mm. (b) x3 = −25 mm. (c) x3 = −50 mm. (d)
x3 = −75 mm. Cas turbulent.

400 Hz) sont présentes dans la région d’impact sur le coin aval. Elles sont visibles uniquement
sur le spectre correspondant à une profondeur de x3 = −10 mm. Pour des positions angulaires
au-delà de ±65◦, le spectre n’est visiblement pas affecté par l’impact de la couche cisaillée
et les pics restants sont donc acoustiques. Deux fréquences se démarquent assez nettement.
Il s’agit de la fréquence f = 660 Hz, qui domine très largement les spectres présentés quelle
que soit la profondeur d’étude, et de la fréquence f ≃ 2.25 kHz. D’après le tableau 2.1, cette
fréquence indique la présence du premier mode azimutal de résonance, combiné au premier
de profondeur. Les spectres obtenus numériquement se comparent enfin assez favorablement
à ceux de l’expérience présentés précédemment aux figures 2.20(a) à (d), aussi bien en terme
de niveaux que de fréquences se démarquant, malgré une différence assez significative de la
résolution fréquentielle des spectres2.

Les figures 7.47(a), (b) et (c) présentent les spectres des fluctuations de pression à la paroi
de fond de la cavité en fonction de la position azimutale, pour différentes positions radiales.
Outre le pic intense à f = 660 Hz, ces spectres mettent en évidence l’émergence d’autres
fréquences. Il s’agit de la fréquence f = 2.25 kHz correspondant au premier mode azimutal
de résonance, combiné au premier de profondeur (nettement visible sur les figures 7.47 (b) et
(c)), mais également de la fréquence f = 4.4 kHz, que l’on distingue nettement sur la figure
7.47(a). Une comparaison aux résultats expérimentaux, exposés à la figure 2.21, indique que

2La résolution fréquentielle est de 1.5 Hz expérimentalement, et de 7 Hz numériquement
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Fig. 7.47: Densité spectrale de puissance au niveau de la paroi de fond de la cavité, en fonction des positions
angulaires β et radiale r. (a) r = 12.5 mm. (b) r = 25 mm. (c) r = 37.5 mm. Cas Turbulent.

la simulation numérique permet de retrouver fidèlement les spectres obtenus par l’expérience.
La qualité de la comparaison concerne aussi bien les niveaux que les fréquences émergeantes
des spectres acoustiques.

On peut noter enfin que la présence de plusieurs modes acoustiques dans la cavité permet
de discriminer assez nettement le comportement acoustique de la cavité dans le cas turbulent
du cas laminaire, pour lequel n’émergent que des harmoniques du premier mode de profondeur
dans les spectres de pression aux parois.

7.9.3 Moyenne quadratique des fluctuations de pression à la paroi latérale

Les figures 7.48(a) et (b) presentent les variations des fluctuations RMS de pression avec la
position verticale x3 dans la cavité, à la paroi amont de la cavité (β = 180◦), respectivement
dans les cas laminaire et turbulent. Cette variation peut être comparée à la variation verticale
de la moyenne quadratique des fluctuations de pression dans le cas purement acoustique d’une
résonance dans le premier mode de profondeur, représentée en tirets bleus sur les figures 7.48(a)
et (b). Il s’agit du mode quart d’onde, donné par :

p′rms ∝ sin

(
2π x3

4(H +H ′)

)
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Fig. 7.48: Moyenne quadratique des fluctuations de pression à la paroi amont de la cavité (β = 180◦) en
fonction de la position verticale x3 dans la cavité. (a) Cas laminaire. (b) Cas turbulent. :
Moyenne quadratique des fluctuations de pression dans le cas purement acoustique d’une résonance
dans le premier mode (quart d’onde) de profondeur.

Aussi bien dans le cas laminaire que dans le cas turbulent, on observe un très bon accord entre
la variation verticale issue du calcul et la variation verticale du cas de résonance acoustique
seule à l’intérieur de la cavité. Les écarts observés, proche de la paroi de fond de cavité,
s’expliquent par la présence de perturbations dans la recirculation en fond de cavité. Les
écarts que l’on note à l’ouverture de la cavité proviennent de la destabilisation de la couche
limite amont au niveau du point de séparation, alors qu’aucun écoulement n’est considéré
dans le cas purement acoustique de résonance. Ces résultats confirment donc, en présence de
l’écoulement, l’existence à l’intérieur de la cavité d’un mode de résonance acoustique dans le
premier mode de profondeur.

7.10 Déplacement de l’interface

On souhaite observer au cours d’un cycle d’oscillation le déplacement de l’interface, sé-
parant aérodynamiquement l’intérieur de l’extérieur de la cavité, et définie au sens d’Elder,
comme l’ensemble des points où le profil de vitesse longitudinale u1 présente un point d’in-
flexion. Son obtention à partir des simulations demande cependant un traitement numérique
visant à minimiser l’influence des petites perturbations hautes fréquences présentes dans la
couche de cisaillement, notamment pour le cas turbulent.

7.10.1 Méthode de détermination de l’interface

La première étape consiste à effectuer un moyennage en phase du champ de vitesse longi-
tudinale u1. Ce champ est ensuite filtré plusieurs fois à l’aide d’un filtrage sélectif passe-bas
pour retirer les fluctuations hautes fréquences encore présentes dans le champ moyenné en
phase. On fixe la fréquence de coupure à k∆x3 = π/5, ce qui permet de retirer la majorité des
oscillations de longueur d’onde inférieure à 10 points de maillage. Le filtre, de type equiripple,
est construit à l’aide du module Filter Design 6.10 de Matlab 7.7. On a représenté son am-
plitude dans l’espace de Fourier sur la figure 7.49. On recherche ensuite les points d’inflexion
du champ de vitesse longitudinale moyenné en phase et filtré, que l’on note ũ. En ces points
d’inflexion, la dérivée seconde de ũ par rapport à la position verticale x3 s’annule. On estime
la dérivée seconde du champ ũ à l’aide d’un schéma aux différences finies standard centré,
construit de la manière suivante. On souhaite approximer la dérivée seconde de ũ à la position
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Fig. 7.49: Amplitude du filtre passe-bas construit à l’aide du module Filter Design 6.10 de Matlab 7.7, en
fonction du nombre d’onde adimensionnel k∆x3. La fréquence de coupure est fixée à k∆x3 = π/5.

verticale z0 par :

∂2ũ

∂x2
3

∣∣∣∣
z0

=
1

(∆x3)2

N∑

j=−N

aj ũ(z0 + j∆x3) + O
(
(∆x3)

2N+1
)

(7.2)

où 2N + 1 est le nombre de points nécessaire à l’estimation. Ce schéma est d’ordre 2N + 1,
soit l’ordre maximal pour un support de points de longueur 2N + 1. On effectue ensuite un
développement de Taylor de ũ en z0 + j∆x3 autour de la position z0. Il vient :

∀j ∈ {−N, . . . ,N}, ũ(z0 + j∆x3) =
2N∑

r=0

(j∆x3)
r

r!

∂rũ

∂xr
3

∣∣∣∣
z0

+ O
(
(∆x3)

2N+1
)

(7.3)

En réinjectant les 2N+1 équations (7.3) dans l’équation (7.2) et en annulant tous les termes à
l’exception du terme relatif à la dérivée seconde, les coefficients aj sont déterminés en résolvant
le système linéaire :

∀r ∈ {0, 1, . . . , 2N},
N∑

j=−N

aj j
r = 2 δr

2

On choisit dans la suite le schéma standard à 9 points, que l’on note FD2s9p et dont les
coefficients aj sont donnés dans le tableau 7.1.

j FD2s9p

0 −205/72
1 8/5
2 −1/5
3 8/315
4 −1/560

Tab. 7.1: Coefficients aj correspondant au schéma aux différences finies sur 9 points FD2s9p. Les coefficients
vérifient a−j = aj .
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7.10.2 Résultats

7.10.2.1 Cas laminaire

La figure 7.50 présente l’interface moyenne pour le cas laminaire. Elle se situe à la position
verticale x3 ≃ 4.2 mm à proximité du bord amont. La figure 7.51 propose un chronogramme
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Fig. 7.50: Interface moyenne dans le plan x2 = 0. Cas laminaire.
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Fig. 7.51: Deplacement relatif de l’nterface dans le plan x2 = 0, pendant un cycle d’oscillation. Cas laminaire.

mode II de la couche de cisaillement est nettement mis en évidence. L’interface au coin aval
a un mouvement oscillant régulier. La fermeture de l’interface est obtenue entre les instants
t0 + 2T̃ /8 et t0 + 3T̃ /8. Un examen précis montre que l’interface intervient environ à l’instant

t0 + 3T̃ /16. La courbe représentative de l’interface à cet instant (non présentée ici) permet
d’évaluer numériquement le maximum de déplacement ξM, ainsi que sa position longitudinale
xM. On trouve xM = 23.8 mm et ξM = 2.19 mm.

7.10.2.2 Cas turbulent

La figure 7.52 montre l’interface moyenne pour le cas turbulent. Elle se situe à proximité
du bord amont approximativement à la position verticale nulle. On remarque aussi une forte
croissance longitudinale, bien plus prononcée que dans le cas laminaire. La figure 7.53 présente
un chronogramme de l’interface autour de sa position moyenne pendant un cycle d’oscillation
acoustique.

Le mode II dominant la couche de cisaillement est nettement mis en évidence sur le chro-
nogramme. L’amplitude du déplacement de l’interface est cependant beaucoup plus faible que
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Fig. 7.52: Interface moyenne dans le plan x2 = 0. Cas turbulent.
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Fig. 7.53: Interface dans le plan x2 = 0, pendant un cycle d’oscillation. Cas turbulent.

dans le cas laminaire. L’instant de fermeture est aussi nettement moins évident à déterminer.
En effet, le mouvemement de l’interface est certes oscillant, mais de manière nettement moins
régulière que dans le cas laminaire. Étant donné l’avance en phase de la couche de cisaillement
de π/10 entre le cas turbulent et au cas laminaire, on peut estimer que la fermeture au coin

aval intervient approximativement à l’instant t0 +2T̃ /8. L’évaluation numérique du maximum
de déplacement de l’interface ξM et de sa position longitudinale xM donne ξM = 0.48 mm et
xM = 26.0 mm. Cette dernière valeur présente un écart assez important avec l’estimation
issue de l’expression (3.5) du modèle d’Elder xM = R − λv/4 ≃ 39.3 mm. Cet écart peut
avoir plusieurs origines. Il peut être dû au déplacement d’origine acoustique de l’interface,
qui est négligé dans le modèle. Il peut provenir également de l’algorithme de moyennage en
phase du champ de vitesse longitudinale, qui est effectué sur un nombre relativement modeste
de périodes (une centaine), et qui ne permet probablement pas de s’affranchir complètement
des variations basses et moyennes fréquences engendrées par les perturbations turbulentes
présentes dans la couche de cisaillement.

7.11 Entrée/Sortie de fluide à l’ouverture de la cavité

En reprenant les hypothèses d’Elder dans le modèle présenté au chapitre 3, le flux volu-
mique qJ de fluide à l’ouverture de la cavité est estimé par la relation :

qJ = −2u0

√

R2 −
(
R− πUc(0)

2ω

)2uM

ω
exp

(∫ R

−R
ki(x) dx

)
cos (ωt− krD)
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Dans l’expression précédente, la vitesse de convection moyenne sur l’axe longitudinal est esti-
mée d’après les résultats des simulations présentés à la figure 7.43. On obtient Uc(0)/u∞ = 0.40
dans le cas laminaire, et Uc/u∞ = 0.51 dans le cas turbulent. La vitesse u0 est estimée par
un moyennage de la vitesse ū1 sur l’axe longitudinal. On trouve u0 ≃ 21 m/s dans le cas
laminaire et u0 ≃ 26 m/s pour le cas turbulent. La vitesse acoustique des particules uM est
estimée à partir du maximum de pression au fond de la cavité par la relation uM = p′/(ρ∞c∞).
Elle vaut 2.8 m/s dans le cas laminaire, et 2.3 m/s dans le cas turbulent. Enfin, le facteur
d’amplification est évalué à partir du champ de vitesse moyenne longitudinale par la théorie

de stabilité linéaire de Michalke [160], et l’on trouve exp
(∫ R

−R ki(x) dx
)

≃ 1.70 dans le cas

laminaire, et 11.3 dans le cas turbulent.

L’estimation fournie par le modèle d’Elder est comparée au débit qJ calculé directement à
partir de l’intégration du champ de vitesse verticale sur la surface de l’ouverture de la cavité
par :

qJ = −
∫

x2
1+x2

2≤R2

u3(x1, x2, 0, t) dx1 dx2

Les figures 7.54(a) et (b) présentent les variations temporelles du débit aérodynamique
obtenu numériquement à partir de l’intégration du champ de vitesse verticale à l’ouverture
de la cavité, respectivement dans les cas laminaire et turbulent. Le débit obtenu à partir de
l’estimation du modèle d’Elder est représenté en pointillés. Dans les deux cas, on observe
des variations fortement sinusöıdales, d’amplitude 5.07 L/s dans le cas laminaire, et 2.04 L/s
dans le cas turbulent. La fréquence d’oscillation estimée à partir du modèle d’Elder se compare
très favorablement à la fréquence obtenue numériquement. En revanche on observe des écarts
relativement importants entre l’amplitude des variations du débit aérodynamique de fluide à
l’ouverture de la cavité obtenu par la simulation et l’estimation du modèle d’Elder.
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Fig. 7.54: Débit aérodynamique qJ (en L/s) à l’ouverture de la cavité en fonction du temps, obtenu à partir
des simulations numériques ( ), et estimé à partir du modèle d’Elder ( ). (a) Cas laminaire.
(b) Cas turbulent.

Les écarts observés peuvent avoir plusieurs origines. Ils peuvent provenir de l’estimation
de la dimension transverse LM

2 sur laquelle on suppose que les larges structures sont en phase,
et qui dépend directement de la position du maximum de déplacement de l’interface xM

à l’instant de fermeture. Or, des écarts significatifs sont observés sur cette position entre
l’estimation proposée par le modèle et la position obtenue numériquement.

Ils peuvent également provenir de la méthode d’estimation du facteur d’amplification. En
effet, il est évalué à l’aide de la théorie linéaire de Michalke, qui peut être inadaptée pour
décrire le développement des larges structures tourbillonnaires notamment dans la seconde
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partie de la cavité, où des effets non-linéaires ont lieu comme l’appariemment de tourbillons
dans le cas turbulent qui ont lieu de temps en temps dans la seconde moitié de la cavité. Le
facteur d’amplification semble vraiment faible pour le cas laminaire, et surévalué pour le cas
turbulent.

7.12 Conclusion

Ce chapitre montre que le rayonnement acoustique d’un écoulement subsonique affleurant
une cavité cylindrique peut être fidèlement reproduit numériquement par la résolution des
équations de Navier–Stokes 3–D instationnaires pour un fluide compressible à l’aide d’une
approche multidomaine d’ordre élevé. On valide en particulier la robustesse des méthodes
décentrées d’interpolation permettant le transfert d’information depuis la couronne proche de
la paroi latérale de la cavité vers le demi-espace supérieur. Elles sont en effet appliquées ici dans
le cas assez défavorable où l’écoulement vient impacter la zone de communication, au niveau
de la lèvre de la cavité. On valide également le modèle de perturbations de l’écoulement moyen
à l’amont de la cavité dans le cas turbulent. Il permet notamment de retrouver correctement
les moyennes quadratiques des fluctuations de vitesse dans la cavité.

Les simulations sur une cavité de rapport d’aspect géométrique D/H = 1 avec un écou-
lement incident laminaire ou turbulent de vitesse u∞ = 70 m/s indiquent l’établissement
d’une recirculation principale pleinement 3–D à l’intérieur de la cavité. La couche de cisaille-
ment est caractérisée dans les deux cas par la présence de larges structures tourbillonnaires
s’amplifiant lors de leur convection vers le coin aval. Ces instabilités impactent le coin aval
via un processus de scission partielle : plusieurs tourbillons naissent de l’impact de ces larges
structures tourbillonnaires sur le coin aval. Certains sont convectés le long de la paroi latérale
aval vers le fond de la cavité par la recirculation, tandis que d’autres s’échappent au-dessus
du coin aval. La présence de ces instabilités convectives dans la couche cisaillée s’accompagne
de fortes fluctuations de vitesse, notamment verticalement, à l’origine d’un flux et reflux vo-
lumique de fluide à l’ouverture de la cavité. Ce flux de fluide excite acoustiquement la cavité,
proche de son premier mode naturel de profondeur. La résonance forcée de la cavité interagit,
à proximité du point de séparation, avec la couche de cisaillement et tend à la destabiliser.
Ainsi, l’établissement d’un couplage auto-entretenu impose la fréquence des oscillations, et
par conséquent le nombre de larges structures tourbillonnaires dans la couche de cisaillement.
On observe effectivement la présence de deux larges structures à l’ouverture de la cavité. La
très forte résonance dans la cavité induit un transfert d’énergie depuis l’intérieur de la cavité
vers le champ acoustique expliquant le rayonnement acoustique intense et fortement tonal de
la cavité.

Le rayonnement acoustique obtenu numériquement dans le cas turbulent est tout-à-fait en
accord avec le rayonnement acoustique mesuré expérimentalement. On y retrouve notamment
le phénomène de battement, qui correspond à une alternance assez irrégulière de fluctuations
intenses à la fréquence principale du rayonnement et de fluctuations ayant une plus faible
amplitude et une fréquence porteuse différente. Le rayonnement acoustique obtenu numéri-
quement avec un écoulement incident laminaire est plus intense que dans le cas turbulent,
ce qui est conforme aux observations de Sarohia [203], notamment parce que les structures
tourbillonnaires se développant dans la couche de cisaillement sont plus cohérentes. Le rayon-
nement acoustique généré dans le cas laminaire, également de nature fortement tonale, pré-
sente une fréquence principale très proche de celle obtenue dans le cas turbulent, alors que
l’écoulement qui s’établit dans la cavité est sensiblement différent. La recirculation principale
y est moins intense. La vitesse moyenne de convection des tourbillons à l’ouverture de la cavité
est plus faible que dans le cas turbulent, mais ceci est compensé par la longueur d’onde aéro-
dynamique moyenne entre les deux larges structures tourbillonnaires présentes dans la couche
de cisaillement qui est différente. Ceci tend à indiquer que la cavité cylindrique considérée
semble suffisamment résonante pour “imposer” une fréquence au couplage acoustique.
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Le modèle d’Elder, qui exprime analytiquement le couplage entre la couche de cisaillement
et les modes de profondeur associés à la résonance forcée de la cavité, repose sur un certain
nombre d’hypothèses. Les simulations numériques effectuées permettent de vérifier pour les
configurations étudiées la validité de ces hypothèses. On vérifie par exemple si le temps de
parcours moyen au-dessus de la cavité est bien multiple de la période acoustique, en vue de
négliger dans le modèle le déplacement acoustique de l’interface. Une étude précise de cette
interface pendant un cycle d’oscillation acoustique montre des écarts relativement importants
concernant la position du maximum de déplacement de l’interface à l’instant de fermeture
au coin aval. Le modèle prédit correctement la fréquence du débit aérodynamique de fluide à
l’ouverture de la cavité, mais une comparaison avec une estimation numérique de cette quantité
indique des écarts conséquents sur les amplitudes. Finalement, le modèle fournit une bonne
approximation de la fréquence dominant la couche de cisaillement. Cependant, l’estimation de
l’amplitude de la fonction de transfert amont FTF à l’aide du modèle peut être relativement
erronée, ce qui explique la difficulté de vérifier la condition d’auto-entretien des perturbations
à la pulsation dominant la couche cisaillée dans le système (3.6).







Conclusion générale

Synthèse

Ce document présente dans une première partie introductive une étude bibliographique
portant sur l’aéroacoustique des cavités rectangulaires ou cylindriques. Elle fait ressortir plu-
sieurs types d’interactions entre l’écoulement affleurant et la cavité. Il peut s’agir d’un cou-
plage aérodynamique caractéristique des couches cisaillées impactant un obstacle, d’un cou-
plage élastique entre le fluide et les modes vibratoires de la structure de la cavité, ou d’un
couplage acoustique avec l’un des modes de résonance de la cavité. Alors que le cas des cavi-
tés rectangulaires est abondamment détaillé dans la littérature, peu d’études expérimentales
ou numériques font référence aux cavités cylindriques. Celles-ci présentent aussi parfois des
résultats incomplets.

Dans le cadre du projet AEROCAV, des campagnes de mesures ont été menées afin de
disposer de données fiables pour une multitude de configurations. Une analyse des données
expérimentales est effectuée au second chapitre. Cette analyse met en évidence la présence
de pics fortement marqués dans la signature acoustique de la cavité en champ lointain. Le
cas d’une cavité cylindrique de 10 cm de diamètre et de hauteur, soumise à un écoulement
affleurant de 70 m/s est choisi comme le cas de référence. L’étude expérimentale indique dans
cette configuration la présence d’une unique pic dans le spectre acoustique. À l’aide de me-
sures PIV, la présence en moyenne de deux larges structures tourbillonnaires dans la couche de
cisaillement est également mise en évidence. Ces fluctuations périodiques de la couche cisaillée
s’accompagne d’une résonance acoustique dans le premier mode de profondeur fortement mar-
quée à l’intérieur de la cavité. Ce couplage acoustique est modélisé à l’aide d’une approche
semi-empirique construite à partir du modèle d’Elder (1978). Un formalisme faisant appel
aux fonctions de transfert permet de décrire la manière dont la cavité cylindrique convertit
le flux de fluide à l’ouverture de la cavité en acoustique. La conversion du flux volumique
acoustique en flux volumique de fluide est modélisée à l’aide d’une seconde fonction de trans-
fert. Le comportement du système couche cisaillée–cavité est finalement modélisé par une
fonction de transfert globale, qui permet d’estimer les oscillations harmoniques susceptibles
d’être auto-entretenues par ce système. Les estimations fournies par le modèle sont en accord
avec les données expérimentales. Cependant, ce modèle ne permet d’estimer que les fréquences
susceptibles de dominer la couche de cisaillement, mais ne renseigne a priori pas sur celles
qui sont effectivement fortement présentes dans le rayonnement acoustique de la cavité.

Un code de simulation a été développé à partir d’Alesia une vue de réaliser une étude
numérique de la configuration de référence. Ce code, construit autour de schémas optimisés
d’ordre élevé, permet de résoudre de manière précise les équations tridimensionnelles de la
mécanique des fluides instationnaires pour un fluide compressible. Il permet d’obtenir simulta-
nément les caractéristiques de l’écoulement ainsi que l’acoustique rayonnée par la cavité. Les
méthodes numériques étant développées pour une utilisation sur des maillages structurés, la
spécificité de la géométrie étudiée est prise en compte à l’aide d’un recouvrement de maillage.

L’approche multidomaine nécessite l’utilisation d’algorithmes d’interpolation assurant une
communication bidirectionnelle entre les différents maillages. Ces interpolations doivent pré-
server la précision du calcul, ce qui constitue une contrainte numérique forte. Des interpo-
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lations décentrées sont spécifiquement développées dans ce travail pour permettre une com-
munication à proximité des parois. La robustesse de ces méthodes d’interpolations décentrées
est évaluée analytiquement, et vérifiée numériquement sur des cas tests de propagation et de
convection. On propose enfin à la fin du cinquième chapitre quelques éléments associés à la
parallélisation du code de simulation, dans l’optique d’un calcul à grande échelle.

Une difficulté majeure rencontrée pour la mise en œuvre de l’étude numérique du cas de
référence est l’implémentation de la couche limite incidente, à l’amont de la cavité. Celle-ci
est pleinement turbulente dans les conditions expérimentales. On a donc souhaité reproduire
numériquement une couche limite incidente contenant un niveau raisonnable de fluctuations.
Un modèle empirique d’excitation du profil moyen turbulent est développé dans ce travail.
Il s’agit d’un modèle d’excitation par zone, caractérisé par l’ajout de fluctuations dans une
zone de type sous-couche visqueuse, et d’une série d’excitations modales dans la zone externe
de la couche limite. Un soin particulier est porté sur la mâıtrise du rayonnement acoustique
parasite généré par le processus d’excitation. Des cas tests montrent que le modèle permet de
synthétiser des fluctuations dans la couche limite incidente ayant une amplitude raisonnable
tout en assurant une rayonnement acoustique parasite minime.

Deux simulations numériques d’écoulement affleurant la cavité cylindrique de référence
sont présentées dans le dernier chapitre. La première simulation concerne un écoulement la-
minaire. Elle permet d’établir un cas numérique de référence. La seconde simulation implique
un écoulement turbulent moyen perturbé à l’aide du processus d’excitation décrit précédem-
ment. Celle-ci met en évidence le caractère pleinement tridimensionnel de la recirculation qui
s’établit dans la cavité. Les données aérodynamiques obtenues numériquement se comparent
aussi très favorablement aux résultats expérimentaux issus des campagnes de mesures. On
retrouve en particulier les deux larges structures tourbillonnaires présentes dans la couche de
cisaillement, ainsi que les bons niveaux de fluctuations dans la couche cisaillée et dans la recir-
culation. Les résultats acoustiques de la simulation sont aussi tout-à-fait corrects, puisque la
fréquence du pic tonal dominant le rayonnement acoustique est bien estimée numériquement.
Un écart est observé sur le niveau de ce pic en raison notamment de signaux numériques
relativement courts. La simulation numérique apporte finalement une multitude d’éléments
confirmant l’établissement d’un couplage acoustique dans la cavité. Celle-ci permet aussi d’éva-
luer des grandeurs difficilement accessibles expérimentalement, comme la vitesse de convection
sur l’intégralité de l’ouverture de la cavité. La connaissance de ces variables permet l’inves-
tigation de quelques hypothèses du modèle semi-empirique d’Elder. Des écarts importants
sur l’évaluation par le modèle du débit aérodynamique de fluide à l’ouverture de la cavité
sont observés. Le modèle fournit toutefois une estimation fréquentielle de qualité du couplage
acoustique.

L’étude permet enfin d’entrevoir des moyens de réduction de bruit pour la configuration
étudiée. L’objectif serait de limiter l’établissement du couplage acoustique, en modifiant par
exemple la géométrie de la cavité. L’insertion dans la cavité cylindrique d’un séparateur cru-
ciforme (splitter), qui aurait pour conséquence une modification considérable des fréquences
de résonance de la cavité, pourrait être une solution envisageable.

Quelques perspectives

D’un point de vue numérique, la condition de stabilité CFL est une contrainte fortement
limitante pour le calcul direct de bruit faisant intervenir un écoulement de paroi. Le pas de
temps est nécessairement très petit en raison d’une discrétisation normale à la paroi qui est
aussi fine que possible. L’utilisation de méthodes à pas de temps multiples (multi-time stepping
methods) devrait probablement réduire les coûts de calcul.

Sur le plan de l’excitation du profil turbulent moyen à l’amont de la cavité, les résul-
tats numériques obtenus appellent une étude mathématique approfondie de l’influence des
discrétisations non-constantes sur les algorithmes numériques utilisés et de leur impact sur
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le spectre de la turbulence à la sortie de la zone de développement. La recherche d’une fré-
quence optimale d’excitation pourrait aussi être obtenue à l’aide de la résolution de l’équation
d’Orr–Sommerfeld formulée pour une excitation modale dans la direction verticale.

En ce qui concerne l’étude numérique de la cavité de référence, le phénomène de battement
basse-fréquence que l’on observe sur les signaux temporels de pression fluctuante invite à un
examen détaillé de l’aérodynamique de la couche cisaillée et dans la cavité. En particulier,
parvenir à isoler aérodynamiquement les instants de bouffées des instants où les fluctuations
ont des amplitudes plus faibles pourrait rendre possible l’identification des mécanismes res-
ponsables de ces instationnarités basse fréquence sur le champ de pression acoustique. Cela
permettraient également d’apporter des éléments de compréhension concernant les variations
de la fréquence porteuse des fluctuations entre ces différents instants. L’exploration numérique
d’autres configurations, en fonction du rapport d’aspect de la cavité ou des caractéristique de
l’écoulement, permettraient enfin d’étudier en détail des situations où plusieurs modes acous-
tiques coexistent simultanément, ou des situations plus originales où l’aérodynamique s’avère
fortement asymétrique [113, 152].





Annexe A

Coefficients des méthodes numériques dé-
centrées

A.1 Dérivation spatiale décentrée

Le calcul des flux eulériens Ke près du bord du domaine nécessite la mise en œuvre
de schémas aux différences finies sur 11 points décentrés, dont le tableau A.1 rappelle les
coefficients.

j FDo11p1 FDo11p2 FDo11p3 FDo11p4 FDo11p5

−4 0.016756572302
−3 −0.117478455238 −0.013277273809
−2 0.411034935097 0.115976072920 0.057982271137
−1 −1.130286765151 −0.617479187930 −0.536135360382 −0.18002205422

0 0.341435872099 −0.274113948206 −0.264089548966 −1.23755058304 −2.39160221953
1 0.556396830542 1.086208764654 0.917445877605 2.48473169298 5.83249032229
2 −0.082525734207 −0.402951626981 −0.169688364841 −1.81032081406 −7.65021800118
3 0.003565834658 0.131066986242 −0.029716326170 1.11299004844 7.90781056357
4 0.001173034776 −0.028154858354 0.029681617640 −0.48108691651 −5.92259905262
5 −0.000071772607 0.002596328315 −0.005222483773 0.12659869022 3.07103701544
6 −0.000000352272 0.000128743150 −0.000118806259 −0.01551073016 −1.01495676972
7 0. −0.000118806259 0.00002160905 0.17002225651
8 −0.000020069729 0.00015644757 0.00281995837
9 −0.00000739027 −0.00479100970

10 −0.00001306342

Tab. A.1: Coefficients aj correspondant aux schémas aux différences finies sur 11 points FDo11p de Berland
et al. [14] décentrés.

Pour le calcul des flux visqueux Kv près du bord du domaine, un schéma aux différences
finies sur 5 points décentrés est nécessaire. Les coefficients de ce schéma sont disponibles dans
le tableau A.2.

A.2 Filtrage sélectif décentré

Le terme de filtrage Kf près du bord du domaine peut être calculé grâce à des schémas
optimisés sur 11 points décentrés, dont le tableau A.3 rappelle les coefficients.
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j FDs5p1 FDs5p2

−1 −3/12
0 −10/12 −25/12
1 18/12 48/12
2 −6/12 −36/12
3 1/12 16/12
4 −3/12

Tab. A.2: Coefficients aj correspondant aux schémas aux différences finies sur 5 points FDo5p standard dé-
centrés.

j SFo11p1 SFo11p2 SFo11p3 SFo11p4 SFo11p5

−4 0.008391235145
−3 −0.047402506444 −0.000054596010
−2 0.121438547725 0.042124772446 0.030715985599
−1 −0.200063042812 −0.173103107841 −0.148395705486 −0.085777408969

0 0.240069047836 0.299615871352 0.312055385963 0.277628171524 −0.085777408971
1 −0.207269200139 −0.276543612935 −0.363202245195 −0.356848072173 0.277628171524
2 0.122263107843 0.131223506571 0.230145457063 0.223119093071 −0.356848072173
3 −0.047121062819 −0.023424966418 −0.041231656460 −0.057347064864 0.223119093072
4 0.009014891495 0.013937561779 −0.053102470080 −0.000747264596 −0.057347064865
5 0.001855812216 −0.024565095706 0.049434326117 −0.000027453992 −0.000747264596
6 −0.001176830044 0.013098287852 −0.019814358545 0. −0.000027453993
7 −0.002308621090 0.003395281024 0. 0.
8 0. 0. 0.
9 0. 0.

10 0.

Tab. A.3: Coefficients dj correspondant aux schémas de filtrage optimisés sur 11 points FDo11p de Berland
et al. [14] décentrés.

Le tableau A.4 donne les coefficients du filtrage décentré optimisé à 4 points SFo4p1 utilisé
pour stabiliser lors des phases transitoires le coin de fond de cavité.

j SFo4p1

0 0.32088235294118
1 −0.46500000000000
2 0.17911764705882
3 −0.03500000000000

Tab. A.4: Coefficients dj correspondant aux schémas de filtrage optimisés sur 4 points FDo4p de Berland et

al. [14] décentrés.

A.3 Interpolations décentrées

On donne ici les coefficients des régressions polynomiales par morceaux d’ordre élevé des
méthodes d’interpolations optimisées décentrées avec contrôle de l’amplification d’interpola-
tion que l’on a retenues.
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A.3.1 COI6p5o1

L’intervalle de variation de η [0, 1[ est partitionné en Ni = 4 sous-intervalles Ir définis
par : I0 = [0, ℓ1[, I1 = [ℓ1, ℓ2[, I2 = [ℓ2, ℓ3[ and I3 = [ℓ3, 1[, où ℓ1 = 0.4113, ℓ2 = 0.4279 et

r = 0 r = 1 r = 2 r = 3

s̃10

ar
0 1.00862697955555 −0.27020537609112 1.24821066747851 3.11048900577393
ar
1 −1.74605782314864 4.53663828255703 −2.42460153299612 −13.85570842916752
ar
2 1.07244372290761 −6.79127228116428 1.06786026359128 28.10309862851732
ar
3 −0.73323175280584 − 0.27291758666731 −30.45862899241656
ar
4 1.89635085848184 − − 16.96258279853443
ar
5 −2.38058309311138 − − −3.81683557094936

s̃11

ar
0 −0.04274527229 −84.12842233689 26.52893763861 −24.339688469955
ar
1 2.26907724837 617.83887992015 −315.39442482956 165.720547552538
ar
2 −1.03968958084 −1504.86660841143 1539.57068080152 −455.881862122109
ar
3 −16.64615276921 1224.13159195469 −3937.95673126612 674.809326329952
ar
4 154.75635883076 − 5632.58544732633 −566.187510201081
ar
5 −818.71560092582 − −4284.28183106005 254.358828590791
ar
6 2493.15788764139 − 1353.17697728287 −47.704733599092
ar
7 −4036.94621090143 − − −
ar
8 2694.82917904375 − − −

s̃12

ar
0 0.0856788879 168.25942804625 −25315.9047514 48.67937693980
ar
1 0.4204151743 −1230.70238855824 427590.2323062 −326.44109510429
ar
2 0.3823261806 3005.90459486869 −3202629.5563575 907.84705757517
ar
3 −16.1104826798 −2447.40306456714 13962359.5352392 −1348.61865265606
ar
4 288.0050638403 − −39047451.2940583 1132.29168706536
ar
5 −2431.4275273476 − 72645330.6600455 −508.71765717992
ar
6 11502.1176663545 − −89909897.1414153 95.40946719785
ar
7 −31195.5176636935 − 71383985.3009916 −
ar
8 45328.6010643753 − −32990738.3325973 −
ar
9 −27399.9446721963 − 6762125.5959478 −

s̃13

ar
0 −0.0856788879 −168.26201141860 25315.9047514 −48.67937693977
ar
1 −2.0870818409 1229.06035060871 −427591.8989727 324.77442843735
ar
2 2.0343404861 −3003.57597291257 3202631.9730230 −905.43039090766
ar
3 15.2771493466 2446.70961189004 −13962360.3685677 1347.78531932136
ar
4 −287.9217305079 − 39047451.3773780 −1132.20835373078
ar
5 2431.4275273544 − −72645330.6600198 508.71765717931
ar
6 −11502.1176663828 − 89909897.1413830 −95.40946719773
ar
7 31195.5176637629 − −71383985.3009652 −
ar
8 −45328.6010644672 − 32990738.3325846 −
ar
9 27399.9446722471 − −6762125.5959450 −

s̃14

a0 0.04274527229 84.13229739544 −26.52893763853 24.339688469874
ar
1 1.48092275163 −614.12582299604 319.14442482861 −161.970547551945
ar
2 −2.83531041916 1501.12367547773 −1543.44568079712 452.006862120304
ar
3 17.89615276918 −1223.09141293941 3939.20673125528 −673.559326327034
ar
4 −154.88135883049 − −5632.71044731136 566.062510198441
ar
5 818.71560092445 − 4284.28183104907 −254.358828589521
ar
6 −2493.15788763731 − −1353.17697727953 47.704733598838
ar
7 4036.94621089501 − − −
ar
8 −2694.82917903962 − − −

s̃15

ar
0 −0.00862697955555 1.24329715560303 −0.25152951487045 −2.11048900577165
ar
1 −0.33727551018475 −6.42449688600345 0.36648044226314 11.77237509582031
ar
2 0.38588961042651 7.76908049397958 0.31907777431298 −26.64476529515033
ar
3 0.31656508613477 − −0.60025865410704 30.04196232570929
ar
4 −1.85468419180568 − − −16.92091613184341
ar
5 2.38058309310489 − − 3.81683557094355

Tab. A.5: Coefficients de régression ar
q pour les régressions polynomiales es1

j(η) des coefficients d’interpolation
s1

j (η) de la méthode COI6p5o1.
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ℓ3 = 0.6439. Les coefficients des régressions polynomiales sont synthétisés dans le tableau A.5.

A.3.2 COI6p5o2

On pose I1 = [0, 1[. On effectue des régressions polynomiales sur l’ensemble de l’intervalle
I1. Les coefficients de régression sont donnés dans le tableau A.6.

s̃20

a1
0 0.01267209009992

s̃21

a1
0 0.936964693062

a1
1 −0.17068457340145 a1

1 −1.259307866391
a1

2 0.15104114173173 a1
2 1.346170123030

a1
3 0.38008352519153 a1

3 −8.254813620145
a1

4 −0.91108893260404 a1
4 33.163008592779

a1
5 0.78178521680509 a1

5 −82.748918037865
a1

6 −0.24238143637078 a1
6 130.677134106488

a1
7 − a1

7 −124.958259741914
a1

8 − a1
8 65.426155975770

a1
9 − a1

9 −14.335452481196

s̃22

a1
0 0.126070613876

s̃23

a1
0 −0.126070613876

a1
1 2.351949066116 a1

1 −1.351949066116
a1

2 −4.109006912726 a1
2 4.525673579392

a1
3 17.176293906942 a1

3 −17.676293906941
a1

4 −66.409350518852 a1
4 66.492683852171

a1
5 165.497836075735 a1

5 −165.497836075671
a1

6 −261.354268213205 a1
6 261.354268213065

a1
7 249.916519484272 a1

7 −249.916519484106
a1

8 −130.852311951889 a1
8 130.852311951788

a1
9 28.670904962494 a1

9 −28.670904962469

s̃24

a1
0 0.063035306938

s̃25

a1
0 −0.01267209009992

a1
1 0.509307866391 a1

1 −0.07931542659855
a1

2 −2.221170123029 a1
2 0.30729219160160

a1
3 9.004813620136 a1

3 −0.63008352519156
a1

4 −33.288008592746 a1
4 0.95275559927079

a1
5 82.748918037817 a1

5 −0.78178521680517
a1

6 −130.677134106500 a1
6 0.24238143637081

a1
7 124.958259742020 a1

7 −
a1

8 −65.426155975875 a1
8 −

a1
9 14.335452481230 a1

9 −

Tab. A.6: Coefficients de régression ar
q pour les régressions polynomiales es1

j(η) des coefficients d’interpolation
s2

j (η) de la méthode COI6p5o2.







Annexe B

Détails de développement des méthodes d’in-
terpolation

B.1 Interpolation optimisée

Cette partie explicite les calculs concernant le développement de la méthode d’interpolation
optimisée dans l’espace des nombres d’onde. On rappelle que le problème d’optimisation à
résoudre à conduit au système linéaire suivant : ∀ l ∈ {0, 1, . . . , N−1} et ∀ r ∈ {0, 1, . . . , p−1},

∂L
∂sd

l

= 0,
∂L
∂λr

= 0

avec L le Lagrangien associé au problème d’optimisation :

L(sd
0, s

d
1, . . . , s

d
N−1, λ0, . . . , λp−1) =

∫ κu

κl

(
εdloc(η, k∆ξ)

)2
d(k∆ξ)

+

p−1∑

r=0

λr




N−1∑

j=0

sd
j (j + χ)r − δr

0




Le Lagrangien peut être exprimé de manière explicite par :

L(sd
0, . . . , λp−1) =

∫ κu

κl

∣∣∣∣∣∣
1 −

N−1∑

j=0

sd
j e

i(j+χ)k∆ξ

∣∣∣∣∣∣

2

d(k∆ξ) +

p−1∑

r=0

λr




N−1∑

j=0

sd
j (j + χ)r − δr

0




• Les équations de type ∂L/∂λr = 0 ne posent aucun problème de calcul, puisqu’il s’agit
en fait des équations de contraintes relatives à l’ordre formel d’interpolation :

N−1∑

j=0

sd
j (η)(j + χ)r = δr

0
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• Les équations de type ∂L/∂sd
l = 0 demandent davantage de calculs. On a formellement :

∂L
∂sd

l

=
∂

∂sd
l

∫ κu

κl




1 −

N−1∑

j=0

sd
j cos (j + χ)k∆ξ




2

+




N−1∑

j=0

sd
j sin (j + χ)k∆ξ




2
d(k∆ξ)

+

p−1∑

r=0

λr (l + χ)r

Le développement des sommes au carré donne :

∂L
∂sd

l

= −2
∂

∂sd
l

∫ κu

κl

N−1∑

j=0

sd
j cos (j + χ)k∆ξ d(k∆ξ)

+
∂

∂sd
l

∫ κu

κl

N−1∑

j=0

N−1∑

j′=0

sd
js

d
j′ cos (j + χ)k∆ξ cos (j′ + χ)k∆ξ d(k∆ξ)

+
∂

∂sd
l

∫ κu

κl

N−1∑

j=0

N−1∑

j′=0

sd
js

d
j′ sin (j + χ)k∆ξ sin (j′ + χ)k∆ξ d(k∆ξ) +

p−1∑

r=0

λr (l + χ)r

On applique la règle de Leibniz de dérivation sous le signe d’intégration, car toutes les
fonctions de N + 1 variables (sd

0, s
d
1, . . . , s

d
N−1, k∆ξ) sous les intégrales sont clairement C1 sur

RN × [κl, κu]. On obtient :

∂L
∂sd

l

= −2

∫ κu

κl

cos(l + χ)k∆ξ d(k∆ξ) + 2

N−1∑

j=0

sd
j

∫ κu

κl

cos (j + χ) k∆ξ cos (l + χ) k∆ξ d(k∆ξ)

+ 2
N−1∑

j=0

sd
j

∫ κu

κl

sin (j + χ) k∆ξ sin (l + χ) k∆ξ d(k∆ξ) +

p−1∑

r=0

λr (l + χ)r

∂L
∂sd

l

= −2

∫ κu

κl

cos(l + χ)k∆ξ d(k∆ξ) + 2

N−1∑

j=0

sd
j

∫ κu

κl

cos (j − l) k∆ξ d(k∆ξ) +

p−1∑

r=0

λr (l + χ)r

L’intégration donne :

∂L
∂sd

l

= −2

[
sin(l + χ)k∆ξ

l + χ

]κu

κl

+ 2
N−1∑

j=0

sd
j

[
sin (j − l) k∆ξ

j − l

]κu

κl

+

p−1∑

r=0

λr (l + χ)r

En notant sinc la fonction sinus cardinal définie par :

sinc :





R 7−→ R

x 7−→ sinc x =

{
1 pour x = 0

sinx

x
sinon

Il vient :

∂L
∂sd

l

= −2
(
κu sincκu(l + χ) − κl sincκl(l + χ)

)
+ 2

N−1∑

j=0

sd
j

(
κu sincκu(j − l) − κl sincκl(j − l)

)

+

p−1∑

r=0

λr(l + χ)r
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Le système linéaire à résoudre s’écrit donc : ∀ l ∈ {0, 1, . . . , N − 1} et ∀ r ∈ {0, 1, . . . , p− 1},




N−1∑

j=0

sd
j (η)

(
κu sincκu(j − l)−κl sincκl(j − l)

)
+

1

2

p−1∑

r=0

λr(η)(l + χ)r = κu sincκu(l + χ)−κl sincκl(l + χ)

1

2

N−1∑

j=0

sd
j (η) (j + χ)r =

δr
0

2

Ce système linéaire peut se mettre matriciellement sous la forme :

[
M1 M2
tM2 0

]

︸ ︷︷ ︸
M

·




sd
0(η)
sd
1(η)
...

sd
N−1(η)
λ0(η)
λ1(η)

...
λp−1(η)




=




V
1/2
0
...
0




où M est la matrice symétrique inversible de taille (N + p) × (N + p) définie par :

∀ (l, j) ∈ {0, . . . , N − 1}2, M1(l + 1, j + 1) = κu sincκu(j − l) − κl sincκl(j − l)
∀ (l, j) ∈ {0, . . . , N − 1} × {0, . . . , p− 1}, M2(l + 1, j + 1) = 1/2 (l + χ)j

et le vecteur V s’écrit :

∀ l ∈ {0, . . . , N − 1}, V(l + 1) = κu sincκu(l + χ) − κl sincκl(l + χ)

B.2 Interpolation optimisée avec contrôle de l’amplification
d’interpolation

B.2.1 Dérivation du Lagrangien

On rappelle que le problème d’optimisation à résoudre à conduit au système non-linéaire
suivant : ∀ l ∈ {0, 1, . . . , N − 1} et ∀ r ∈ {0, 1, . . . , p− 1},

∂L
∂sd

l

= 0,
∂L
∂λr

= 0,
∂L
∂µ1

= 0

avec L le Lagrangien associé au problème d’optimisation :

L(sd
0, s

d
1, . . . , s

d
N−1, λ0, . . . , λp−1, µ1) =

∫ κu

κl

(
εdloc(η, k∆ξ)

)2
d(k∆x)

+

p−1∑

r=0

λr




N−1∑

j=0

sd
j (j + χ)r − δr

0




+ µ1

(∫ π

0

(
αd

loc(η, k∆ξ)
)2q

d(k∆ξ) − (1 + αtol)
2q

)
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Le Lagrangien peut être exprimé de manière explicite par :

L(sd
0, . . . , λp−1) =

∫ κu

κl

∣∣∣∣∣∣
1 −

N−1∑

j=0

sd
j e

i(j+χ)k∆ξ

∣∣∣∣∣∣

2

d(k∆ξ) +

p−1∑

r=0

λr




N−1∑

j=0

sd
j (j + χ)r − δr

0




+ µ1



∫ π

0

∣∣∣∣∣∣

N−1∑

j=0

sd
j (η) e

i(j+χ)k∆ξ

∣∣∣∣∣∣

2q

d(k∆ξ) − (1 + αtol)
2q




On explicite ici le calcul de ∂L/∂sd
l . En fait, la dérivation des deux premiers termes du

Lagrangien a déjà été explicitée dans la partie précédente. Il ne reste donc plus qu’à expliciter
la dérivation du terme relatif à la contrainte sur le contrôle de l’amplification d’interpolation.
On pose : I =

∫ π
0 (αd

loc(η, k∆ξ))
2q d(k∆ξ). Formellement, on a :

∂I
∂sd

l

=
∂

∂sd
l

∫ π

0

(
αd

loc(η, k∆ξ)
)2q

d(k∆ξ)

On applique la règle de Leibniz de dérivation sous le signe d’intégration, puisque la fonction
αd

loc de N + 1 variables (sd
0, s

d
1, . . . , s

d
N−1, k∆ξ) sous l’intégrale est C1 sur RN × [0, π]. On

obtient :

∂I
∂sd

l

= q

∫ π

0

∂

∂sd
l

((
αd

loc(η, k∆ξ)
)2
)(

αd
loc(η, k∆ξ)

)2q−2
d(k∆ξ)

Un calcul donne :

∂

∂sd
l

((
αd

loc(η, k∆ξ)
)2
)

=
∂

∂sd
l



∣∣∣∣∣∣

N−1∑

j=0

sd
j (η) e

i(j+χ)k∆ξ

∣∣∣∣∣∣

2


=
∂

∂sd
l






N−1∑

j=0

sd
j cos (j + χ)k∆ξ




2

+




N−1∑

j=0

sd
j sin (j + χ)k∆ξ




2


= 2

N−1∑

j=0

sd
j cos (j − l) k∆ξ

Finalement :

∂I
∂sd

l

= 2q

∫ π

0




N−1∑

j=0

sd
j cos (j − l) k∆ξ



(
αd

loc(η, k∆ξ)
)2q−2

d(k∆ξ)
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B.2.2 Méthode de Newton–Raphson et matrice jacobienne

On note ∇E matrice jacobienne du vecteur E des membres de gauche du système d’équa-
tions (5.14). Cette matrice s’écrit :

∇E =




∂E1
0

∂sd
0

∂E1
0

∂sd
1

· · · ∂E1
0

∂sd
n−1

∂E1
0

∂λ0

∂E1
0

∂λ1
· · · ∂E1

0

∂λp−1

∂E1
0

∂µ1

∂E1
1

∂sd
0

∂E1
1

∂sd
1

· · · ∂E1
1

∂sd
n−1

∂E1
1

∂λ0

∂E1
1

∂λ1
· · · ∂E1

1

∂λp−1

∂E1
1

∂µ1

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
∂E1

n−1

∂sd
0

∂E1
n−1

∂sd
1

· · · ∂E1
n−1

∂sd
n−1

∂E1
n−1

∂λ0

∂E1
n−1

∂λ1
· · · ∂E1

n−1

∂λp−1

∂E1
n−1

∂µ1

∂E2
0

∂sd
0

∂E2
0

∂sd
1

· · · ∂E2
0

∂sd
n−1

0 0 · · · 0 0

∂E2
1

∂sd
0

∂E2
1

∂sd
0

· · · ∂E2
1

∂sd
n−1

0 0 · · · 0 0

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
∂E2

p−1

∂sd
0

∂E2
p−1

∂sd
1

· · ·
∂E2

p−1

∂sd
n−1

0 0 · · · 0 0

∂E3

∂sd
0

∂E3

∂sd
1

· · · ∂E3

∂sd
n−1

0 0 · · · 0 0




Cette matrice est symétrique. Les dérivées partielles peuvent être explicitées :

• ∀ l ∈ {0, . . . , N − 1}, ∀ a ∈ {0, . . . , N − 1},

∂E1
l

∂sd
a

= 2 (κu sinc (a− l)κu − κl sinc (a− l)κl) + 2qµ1

∫ π

0
cos ((a− l)k∆ξ) (αd

loc)
2q−2 d(k∆ξ)

+ 4q(q − 1)µ1

∫ π

0




N−1∑

j=0

sd
j cos(j − l)k∆ξ






N−1∑

j=0

sd
j cos(j − a)k∆ξ


 (αd

loc)
2q−4 d(k∆ξ)

• ∀ l ∈ {0, . . . , N − 1}, ∀ a ∈ {0, . . . , p− 1},

∂E1
l

∂λa
= (l + χ)a

• ∀ l ∈ {0, . . . , N − 1},

∂E1
l

∂µ1
= 2q

∫ π

0




N−1∑

j=0

sd
j cos(j − l)k∆ξ


 (αd

loc)
2q−2 d(k∆ξ)

B.2.3 Étude de stabilité et matrices des opérateurs numériques

Cette partie explicite les matrices introduites à la partie 5.3.6.

La matrice d’interpolation MINT est une matrice par blocs, définie par :

MINT =




IN−5 0(N−5)×5 0(N−5)×N ′

05×N 05×(5+n′
f ) AM′→M 05×5

05×5 AM→M′ 05×(5+nf ) 05×N ′

0(N ′−5)×N IN ′−5 0(N ′−5)×5
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où 0a×b est la matrice nulle de dimension a × b, et Ia est la matrice carrée identité de taille
a× a. La matrice AM→M′ est la matrice de taille 5× (N + 4) des coefficients d’interpolation
pour la communication depuis le maillage M vers le maille M′ :

AM→M′ =




sd
0 sd

1 sd
2 · · · sd

N−1 0 0 0 0
0 sd

0 sd
1 sd

2 · · · sd
N−1 0 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 0 0 0 sd

0 sd
1 sd

2 · · · sd
N−1




et AM′→M la matrice de dimension 5 × 12 des coefficients d’interpolation permettant la
communication (réalisée à l’aide d’une interpolation optimisée centrée à 8 points du second
ordre OI8p2o4) depuis le maillage M′ vers le maille M :

AM′→M =




sOI
0 sOI

1 sOI
2 · · · sOI

7 0 0 0 0
0 sOI

0 sOI
1 sOI

2 · · · sOI
7 0 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 0 0 0 sOI

0 sOI
1 sOI

2 · · · sOI
7




(sd
j )j=0,...,N−1 sont les coefficients d’interpolation de la méthode décentrée testée et (sOI

j )j=0,...,7

les coefficients d’interpolation de OI8p2o4.

Une matrice par blocs de dérivation spatiale MFD de taille (N + N ′) × (N + N ′) est
construite :

MFD =




05×N

AFD 0N×N ′

05×N

05×N ′

0N ′×N A′
FD

05×N ′




La matrice AFD est la matrice de taille (N − 10) ×N de différentiation sur le maillage M :

AFD =




−a5 −a4 −a3 −a2 −a1 0 a1 a2 a3 a4 a5 0 · · · 0
0 −a5 −a4 −a3 −a2 −a1 0 a1 a2 a3 a4 a5 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 −a5 −a4 −a3 −a2 −a1 0 a1 a2 a3 a4 a5




La matrice A′
FD est la matrice de taille (N ′ − 10)×N ′ de différentiation sur le maillage M′ :

A′
FD =




−a5 −a4 −a3 −a2 −a1 0 a1 a2 a3 a4 a5 0 · · · 0
0 −a5 −a4 −a3 −a2 −a1 0 a1 a2 a3 a4 a5 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 −a5 −a4 −a3 −a2 −a1 0 a1 a2 a3 a4 a5




L’intégration à 6 étapes de Runge–Kutta peut s’écrire dans le cas linéaire sous la forme
matricielle suivante :

MTI = ITI +

6∑

j=0

γj (−CFL)j
(
MFD MINT

)j
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La matrice ITI est la matrice diagonale de taille (N + N ′) × (N + N ′) définie par :

ITI =




e−i CFL k∆x I5 05,N−5 0N×N ′

0N−5,5 IN−5

0N ′×N
IN ′−5 0N ′−5,5

05,N ′−5 e−i CFL k∆x I5




avec CFL le nombre de Courant-Friedrichs-Lewy CFL = c0∆t/∆x.

Enfin, la matrice de filtrage MSF s’écrit sous la forme d’une matrice de taille (N +N ′)×
(N + N ′) :

MSF =




I5 05×(N−5)

ASF 0N×N ′

05×(N−5) I5

I5 05×(N ′−5)

0N ′×N A′
SF

05×(N ′−5) I5




La matrice ASF est la matrice de taille (N − 10) ×N du filtrage sélectif sur le maillage M :

ASF = ∆(N−10)×N − σ DSF

avec ∆(N−10)×N la matrice rectangulaire de taille (N − 10) ×N vérifiant :

∆(N−10)×N =




0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0




La matrice DSF est la matrice de taille (N − 10) ×N définie par :

DSF =




d5 d4 d3 d2 d1 d0 d1 d2 d3 d4 d5 0 · · · 0
0 d5 d4 d3 d2 d1 d0 d1 d2 d3 d4 d5 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 d5 d4 d3 d2 d1 d0 d1 d2 d3 d4 d5




La quantité σ est la force du filtrage. La matrice A′
SF est la matrice de taille (N ′ − 10) ×N ′

de filtrage sur le maillage M′ :

ASF = ∆(N ′−10)×N ′ − σ D′
SF

avec ∆(N ′−10)×N ′ la matrice de taille (N ′ − 10) ×N ′ :

∆(N ′−10)×N ′ =




0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
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et D′
SF :

D′
SF =




d5 d4 d3 d2 d1 d0 d1 d2 d3 d4 d5 0 · · · 0
0 d5 d4 d3 d2 d1 d0 d1 d2 d3 d4 d5 · · · 0
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 d5 d4 d3 d2 d1 d0 d1 d2 d3 d4 d5










Annexe C

Équation d’Orr-Sommerfeld généralisée pour
un profil turbulent moyen

C.1 Établissement de l’équation

Le but de cette partie est de détailler la formulation d’une équation de stabilité de type
Orr-Sommerfeld [206] généralisée au cas turbulent.

À l’instar de l’étude de stabilité d’un profil de paroi laminaire menée par Schlichting &
Gersten dans [206], on considère un écoulement turbulent moyen ū supposé bidimensionnel
(pas de variations dans la direction x2) et incompressible. Le champ de vitesse moyenne
longitudinale ū1 ne dépend que de l’altitude x3 tandis que le champ de vitesse moyenne
normale ū3 vaut 0. L’équation de la conservation de la masse s’écrit pour le champ moyen :

div ū = 0 (C–1)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit pour le champ moyen :

∂ū

∂t
+ div(ū ⊗ ū) = −1

ρ
grad p− div(ut ⊗ ut) + ν∆ū (C–2)

où ut désigne les perturbations turbulentes de vitesse. Pour un écoulement laminaire, le terme
ut ⊗ ut vaut 0. Pour un écoulement turbulent, ce terme est classiquement modélisé par une
approche de type Boussinesq, par analogie avec le tenseur des contraintes visqueuses τ [6] :

−ut ⊗ ut = νt

(
tgrad ū + grad ū

)
−
(

2

3
k̄

)
I

avec k̄ l’énergie cinétique turbulente moyenne, et νt est la viscosité cinématique turbulente,
que l’on peut modéliser pour un écoulement de paroi bidimensionnel, par :

νt = ℓ2m
dū1

dx3

avec ℓm la longueur de mélange. L’hypothèse la plus simple consiste à supposer que la longueur
de mélange varie linéairement avec la distance à la paroi : ℓ+m = κz+, avec κ ≃ 0.41 la constante
de von Kármán [181]. Dans toute la suite, on introduit la viscosité totale νT = ν∞ + νt.

On choisit de perturber temporellement les champs moyens. En introduisant les variables
u′1, u

′
3 et p′ les perturbations respectives des champs moyens turbulents de vitesse dans la
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direction e1 et e3 et du champ de pression, il vient, à partir des équations (C–1) et (C–2), en
négligeant les termes quadratiques :





∂u′1
∂x1

+
∂u′3
∂x3

= 0 (1)

∂u′1
∂t

+ ū1
∂u′1
∂x1

+ u′3
d ū1

dx3
= −1

ρ

∂p′

∂x1
+ νT

(
∂2u′1
∂x2

1

+
∂2u′1
∂x2

3

)
+
dνT

dx3

(
∂u′1
∂x3

+
∂u′3
∂x1

)
(2)

∂u′3
∂t

+ ū1
∂u′3
∂x1

= −1

ρ

∂p′

∂x3
+ νT

(
∂2u′3
∂x2

1

+
∂2u′3
∂x2

3

)
+ 2

dνT

dx3

∂u′3
∂x3

(3)

(C–3)

En considérant la combinaison linéaire ∂(C–3–2)/∂x3−∂(C–3–3)/∂x1 afin de faire disparaitre
le terme relatif à la pression, il vient :





∂u′1
∂x1

+
∂u′3
∂x3

= 0

∂2u′1
∂x3∂t

− ∂2u′3
∂x1∂t

+
dū1

dx3

∂u′1
∂x1

+ ū1
∂2u′1
∂x1∂x3

+ u′3
d2ū1

dx2
3

+
∂u′3
∂x3

dū1

dx3
− ū1

∂2u′3
∂x2

1

=
d2νT

dx2
3

(
∂u′1
∂x3

+
∂u′3
∂x1

)

+
d νT

dx3

(
∂2u′1
∂x2

1

+ 2
∂2u′1
∂x2

3

− ∂2u′3
∂x1∂x3

)
+ νT

(
∂3u′1
∂x2

1∂x3
+
∂3u′1
∂x3

3

− ∂3u′3
∂x3

1

− ∂3u′3
∂x1∂x2

3

)

(C–4)

On introduit la fonction de courant associée à une perturbation de vitesse, définie par
u′1 = ∂ψ/∂x3 et u′3 = −∂ψ/∂x1. Une perturbation arbitraire plane pouvant être décomposée
en modes normaux de Fourier, on peut réduire ψ à une forme modale :

ψ(x1, x3, t) = ϕ(x3) exp
(
i kr(x1 − ξ u∞ t)

)

où kr est le nombre d’onde de la perturbation modale, et ξ un nombre complexe. L’équation
(C–3–1) est par construction toujours vérifiée. On obtient pour la deuxième équation du
système (C–4) :

ikr

(
(ū1 − u∞ξ)

(
d2ϕ

dx2
3

− k2
rϕ

)
− d2ū1

dx2
3

ϕ

)
=

d2νT

dx2
3

(
d2ϕ

dx2
3

+ k2
rϕ

)
+ 2

d νT

dx3

(
d3ϕ

dx3
3

− k2
r

dϕ

dx3

)

+ νT

(
d4ϕ

dx4
3

− 2k2
r

d2ϕ

dx2
3

+ k4
rϕ

)

En introduisant ζ = x3/δ l’altitude adimensionnelle, U = ū1/u∞ le profil de vitesse moyenne
adimensionnelle et ReT

δ = u∞δ/νT le nombre de Reynolds total fondé sur l’épaisseur de couche
limite δ, on obtient l’équation de Orr-Sommerfeld généralisée [186] :

(U − ξ)

(
d2ϕ

dζ2
− (krδ)

2 ϕ

)
− d2U

dζ2
ϕ = − i

krδReT
δ

(
1

νT

d2νT

dζ2

(
d2ϕ

dζ2
+ (krδ)

2 ϕ

)

+
2

νT

d νT

dζ

(
d3ϕ

dζ3
− (krδ)

2 dϕ

dζ

)

+
d4ϕ

dζ4
− 2 (krδ)

2 d
2ϕ

dζ2
+ (krδ)

4 ϕ

)
(C–5)

Les conditions aux frontières, correspondant à un non-glissement à la paroi et à une dé-
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croissance vers 0 à l’infini peuvent être formulées :

• ϕ(0) = 0 • dϕ

dζ
(0) = 0

• lim
ζ→+∞

ϕ(ζ) = 0 • lim
ζ→+∞

dϕ

dζ
= 0

C.2 Résolution numérique

On choisit de limiter dans toute la suite l’intervalle de variation de ζ à l’intervalle [0, ζM].
On considère le changement de variable suivant :

ζ = ζM
χ+ 1

2

la variable χ appartenant à l’intervalle [−1, 1]. On pose également :





ϕ(ζ) = ϕ

(
ζM
χ+ 1

2

)
= φ(χ)

U(ζ) = U

(
ζM
χ+ 1

2

)
= U(χ)

νT (ζ) = νT

(
ζM
χ+ 1

2

)
= NT (χ)

On a pour tout entier k :

dkϕ

dζk
=

(
2

ζM

)k dkφ

dχk

L’équation (C–5) peut être réécrite à l’aide de ce changement de variable :

(
ζM
2

)2
[
(U − ξ)

(
d2φ

dχ2
− (krδ)

2

(
ζM
2

)2

φ

)
− d2

U

dχ2
φ

]
+

i

krδReT
δ

[
1

NT

d2
NT

dχ2

(
d2φ

dχ2
+ (krδ)

2

(
ζM
2

)2

φ

)

+
2

NT

dNT

dχ

(
d3φ

dχ3
− (krδ)

2

(
ζM
2

)2 dφ

dχ

)
+
d4φ

dχ4
− 2 (krδ)

2

(
ζM
2

)2 d2φ

dχ2
+ (krδ)

4

(
ζM
2

)4

φ

]
= 0

(C–6)

Les conditions aux frontières deviennent :

• φ(−1) = 0 • dφ

dχ
(−1) = 0

• φ(1) = 0 • dφ

dχ
(1) = 0

(C–7)

La résolution numérique consiste à considérer la solution φ dans R[X]([−1, 1]) et à décomposer
φ sur une base orthogonale de R[X]([−1, 1]), comme le suggère Orszag dans [175]. On munit
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l’espace vectoriel R[X]([−1, 1]) du produit scalaire : ∀ (P,Q) ∈ (R[X]([−1, 1]))2 ,

〈P,Q〉 =

∫ 1

−1

P (χ)Q(χ)√
1 − χ2

dχ

On considère la base orthogonale de R[X]([−1, 1]) constituée des polynômes de Tchebychev.

C.2.1 Décomposition orthogonale de Tchebychev

On note dans toute la suite Tn le n−ème polynôme de Tchebychev de première espèce,
défini sur [−1, 1] par :

Tn(cos θ) = cos(nθ) ∀ θ ∈ [−π, π[ (C–8)

Une décomposition de φ dans RN [X]([−1, 1]) sur une base orthogonale constituée des N + 1
premiers polynômes de Tchebychev de première espèce s’écrit :

φ(χ) =

N∑

n=0

an Tn(χ) (C–9)

où an est la projection de φ sur le n−ème polynôme de Tchebychev :

cn an =
2

π

∫ 1

−1

φ(χ)Tn(χ)√
1 − χ2

dχ

avec c0 = 2 et cn = 1 pour n ∈ {1, 2, . . . , N}.

C.2.1.1 Décomposition de Tchebychev de la vitesse U

On décompose le profil de vitesse moyenne longitudinale U sur la base de polynômes de
Tchebychev :

U(χ) =
N∑

n=0

bn Tn(χ)

où les bn peuvent être approximés par [175] :

c̄n bn =
2

N

N∑

m=0

1

c̄m
U

(
cos

πm

N

)
cos

π nm

N

avec c̄0 = c̄N = 2 et c̄j = 1 pour j ∈ {1, 2, . . . , N − 1}.

C.2.1.2 Décomposition de Tchebychev des dérivées successives

On souhaite décomposer la dérivée k−ème de φ sur la base de polynômes (Tn)n=0,...,N . Il
vient :

dkφ

dχk
=

N∑

n=0

a(k)
n Tn(χ)
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Pour pouvoir calculer les coefficients a
(k)
n en fonction des coefficients an, on remarque qu’à

partir de la définition (C–8), on a pour tout n ∈ {1, 2, . . . , N} :

cn
n+ 1

dTn+1

dχ
− dn−2

n− 1

dTn−1

dχ
= 2Tn

avec d−1 = 0, dn = 1 pour n ∈ {0, 1, . . . , N}. Ainsi,

d

dχ

(
N∑

n=0

a(k−1)
n Tn

)
=

N∑

n=0

a(k)
n Tn =

d

dχ

(
1

2

N∑

n=0

a(k)
n

(
dN−n−1cn
n+ 1

Tn+1 −
dn−2

n− 1
Tn−1

))

On obtient, par projection orthogonale sur le polynôme de Tchébychev Tn, pour tout n ∈
{0, 1, . . . , N} :

cn−1 a
(k)
n−1 = 2n a(k−1)

n + a
(k)
n+1

avec a
(k)
n = 0 si n > N . L’équation précédente peut être réécrite, par substitution récurrente

des a
(k)
n+1, pour tout entier n ∈ {0, 1, . . . , N}

cn a
(1)
n = 2

N∑

p = n + 1
p + n ≡ 1 [2]

p ap

Un calcul par récurrence donne, pour tout entier n ∈ {0, 1, . . . , N} :





cn a
(2)
n =

N∑

p = n + 2
p ≡ n [2]

p(p2 − n2) ap

cn a
(3)
n =

1

4

N∑

p = n + 3
p + n ≡ 1 [2]

p
(
(p2 − n2)2 − 2(p2 + n2) + 1

)
ap

cn a
(4)
n =

1

24

N∑

p = n + 4
p ≡ n [2]

p
(
p2(p2 − 4)2 − 3n2p4 + 3n4p2 − n2(n2 − 4)2

)
ap

C.2.1.3 Décomposition de Tchebychev d’un produit de fonctions

On définit pour n ∈ {−N,−N + 1, . . . , N − 1, N} la fonction T̃n sur [−1, 1] par T̃n(χ) =

exp(i n cos−1 χ), il vient 2Tn = T̃n + T̃−n. On obtient donc :





2φ(χ) =

N∑

n=−N

c|n|a|n|T̃n(χ)

2U(χ) =
N∑

n=−N

c|n|b|n|T̃n(χ)
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Ainsi :

Uφ =
1

4

(
N∑

n=−N

c|n|b|n|T̃n

)(
N∑

n=−N

c|n|a|n|T̃n

)
=

1

4

N∑

n=−N

N∑

m=−N

c|n|b|n|c|m|a|m|T̃n+m

Ce qui donne, en négligeant les termes d’ordre supérieur à N :

Uφ =
1

2

N∑

n=0

1

cn




∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

c|n−p|b|n−p|c|p|a|p|


Tn

C.2.1.4 Décomposition de Tchebychev de la viscosité cinématique totale NT

Une décomposition de la viscosité cinématique totale dans la base de polynômes de Tche-
bychev donne :

N(χ) =
N∑

n=0

νn Tn(χ)

Par définition, on a :

NT = ν∞ + κ2δ u∞
2

ζM

(
ζM
2

)2

(χ+ 1)2
dU

dχ

Or,





(χ+ 1)2 =

N∑

n=0

sn Tn(χ)

dU

dχ
=

N∑

n=0

2

cn

N∑

p = n + 1
p + n ≡ 1 [2]

p bp Tn(χ)

avec s0 = 3/2, s1 = 2, s2 = 1/2 et sn = 0 pour n ≥ 3. D’après la décomposition de Tchebychev
d’un produit et d’une dérivée :

(1 + χ)2
dU

dχ
=

N∑

n=0

1

cn




∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

c|n−p|s|n−p|

N∑

m = |p| + 1
m + |p| ≡ 1 [2]

mbm


Tn

On obtient finalement :

cnνn = cnν∞ 1n=0 + κ2δ u∞
2

ζM

∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

c|n−p|s|n−p|

N∑

m = |p| + 1
m + p ≡ 1 [2]

mbm
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C.2.1.5 Décomposition de Tchebychev de l’équation de Orr-Sommerfeld géné-
ralisée

L’équation de Orr–Sommerfeld généralisée (C–6) peut être réécrite sous la forme :

i

krδReT
δ

[
1

NT

d2
NT

dχ2

(
d2φ

dχ2
+ (krδ)

2

(
ζM
2

)2

φ

)
+

2

NT

dNT

dχ

(
d3φ

dχ3
− (krδ)

2

(
ζM
2

)2 dφ

dχ

)
+

d4φ

dχ4
− 2 (krδ)

2

(
ζM
2

)2 d2φ

dχ2
+ (krδ)

4

(
ζM
2

)4

φ

]
+

(
ζM
2

)2
[
U

(
d2φ

dχ2
− (krδ)

2

(
ζM
2

)2

φ

)
− d2

U

dχ2
φ

]

= ξ

(
ζM
2

)2
(
d2φ

dχ2
− (krδ)

2

(
ζM
2

)2

φ

)

(C–10)

Afin d’expliciter la projection de Tchebychev de l’équation (C–10), il convient de détailler la
décomposition de Tchebychev d’un certain nombre de termes.

• Le terme : T0 =
i

krδReT
δ

1

NT

d2
NT

dχ2

(
d2φ

dχ2
+ (krδ)

2

(
ζM
2

)2

φ

)

Une réécriture de ce terme donne :

T0 =
i

krδ2u∞

d2
NT

dχ2

(
d2φ

dχ2
+ (krδ)

2

(
ζM
2

)2

φ

)

D’après la décomposition de Tchebychev de dérivées, il vient :

d2
NT

dχ2

d2φ

dχ2
=




N∑

n=0




1

cn

N∑

p = n + 2
p ≡ n [2]

p(p2 − n2) νp


Tn







N∑

n=0




1

cn

N∑

p = n + 2
p ≡ n [2]

p(p2 − n2) ap


Tn




D’après la décomposition de Tchebychev d’un produit :

d2
NT

dχ2

d2φ

dχ2
=

1

2

N∑

n=0




1

cn

∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

N∑

q = |n − p| + 2
q + n ≡ p [2]

N∑

m = |p| + 2
m ≡ p [2]

q
(
q2 − (n− p)2

)
m
(
m2 − p2

)
νq am


Tn

soit, après un réordonnement :

d2
NT

dχ2

d2φ

dχ2
=

1

2

N∑

n=0




1

cn

N∑

p=2




∑

|m| ≤ p − 2
|n − m| ≤ N

m ≡ p [2]

N∑

q = |n − m| + 2
q + n ≡ m [2]

q
(
q2 − (n−m)2

)
νq p

(
p2 −m2

)



ap



Tn
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De la même manière, on a :

d2
NT

dχ2
φ =

1

2

N∑

n=0




1

cn

∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

N∑

m = |n − p| + 2
m + n ≡ p [2]

m(m2 − (n− p)2) νmc|p|a|p|


Tn

• Le terme : T1 =
i

krδReT
δ

2

NT

dNT

dχ

(
d3φ

dχ3
− (krδ)

2

(
ζM
2

)2 dφ

dχ

)

Une réécriture de ce terme donne :

T1 =
2i

krδ2u∞

dNT

dχ

(
d3φ

dχ3
− (krδ)

2

(
ζM
2

)2 dφ

dχ

)

D’après la décomposition de Tchebychev de dérivées, il vient :

dNT

dχ

dφ

dχ
=




N∑

n=0




2

cn

N∑

p = n + 1
p + n ≡ 1 [2]

p νp


Tn







N∑

n=0




2

cn

N∑

p = n + 1
p + n ≡ 1 [2]

p ap


Tn




D’après la décomposition de Tchebychev d’un produit :

dNT

dχ

dφ

dχ
= 2

N∑

n=0




1

cn

∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

N∑

q = |n − p| + 1
q + n − p ≡ 1 [2]

N∑

m = |p| + 1
m + p ≡ 1 [2]

q νq mam


Tn

soit, après un réordonnement :

dNT

dχ

dφ

dχ
= 2

N∑

n=0




1

cn

N∑

p=1




∑

|m| ≤ p − 1
|n − m| ≤ N
m + p ≡ 1 [2]

N∑

q = |n − m| + 1
q + n − m ≡ 1 [2]

q νq p



ap



Tn

De la même manière, on a :

dNT

dχ

d3φ

dχ3
=

1

4

N∑

n=0




1

cn

N∑

p=3




∑

|m| ≤ p − 3
|n − m| ≤ N
m + p ≡ 1 [2]

N∑

q = |n − m| + 1
q + n − m ≡ 1 [2]

q νq p
(
(p2 −m2)2 − 2(p2 +m2) + 1

)



ap



Tn

• Le terme : T2 =
i

krδReT
δ

(
d4φ

dχ4
− 2 (krδ)

2

(
ζM
2

)2 d2φ

dχ2
+ (krδ)

4

(
ζM
2

)4

φ

)
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Une réécriture de ce terme donne :

T2 =
iNT

krδ2u∞

(
d4φ

dχ4
− 2 (krδ)

2

(
ζM
2

)2 d2φ

dχ2
+ (krδ)

4

(
ζM
2

)4

φ

)

D’après les développements de Tchebychev d’un produit et de dérivées, on a :

NTφ =
1

2

N∑

n=0




1

cn

∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

c|n−p|ν|n−p|c|p|a|p|


Tn

NT
d2φ

dχ2
=

1

2

N∑

n=0




1

cn

N∑

p=2




∑

|m| ≤ p − 2
|n − m| ≤ N

m ≡ p [2]

c|n−m| ν|n−m| p
(
p2 −m2

)



ap



Tn

et

NT
d4φ

dχ4
=

1

48

N∑

n=0




1

cn

N∑

p=4




∑

|m| ≤ p − 4
|n − m| ≤ N

m ≡ p [2]

c|n−m| ν|n−m| p
(
p2(p2 − 4)2 − 3m2p4 + 3m4p2 −m2(m2 − 4)2

)



ap



Tn

• Le terme : T3 = U

(
d2φ

dχ2
− (krδ)

2

(
ζM
2

)2

φ

)
− d2

U

dχ2
φ

D’après les développements de Tchebychev d’un produit et de dérivées, on a :

Uφ =
1

2

N∑

n=0

1

cn




∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

c|n−p|b|n−p|c|p|a|p|


Tn

U
d2φ

dχ2
=

1

2

N∑

n=0




1

cn

N∑

p=2




∑

|m| ≤ p − 2
|n − m| ≤ N

m ≡ p [2]

p(p2 −m2)c|n−m|b|n−m|



ap



Tn

et

d2
U

dχ2
φ =

1

2

N∑

n=0




1

cn

∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

N∑

m = |n − p| + 2
m + n ≡ p [2]

m(m2 − (n − p)2) bmc|p|a|p|


Tn

Finalement la projection sur le polynôme Tn de l’équation de Orr-Sommerfeld généralisée
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donne pour tout n ∈ {0, 1, . . . , N} :

L̃(a0, a1, . . . , aN ) = ξ R̃(a0, a1, . . . , aN ) (C–11)

où L̃ et R̃ sont des opérateurs linéaires des coefficients de décomposition de Tchebychev de
φ, donnés par :

L̃(a0, a1, . . . , aN ) =
i

krδ2u∞

1

2

N∑

p=2




∑

|m| ≤ p − 2
|n − m| ≤ N

m ≡ p [2]

N∑

q = |n − m| + 2
q + n ≡ m [2]

q
(
q2 − (n−m)2

)
νq p

(
p2 −m2

)



ap

+
i

krδ2u∞

1

2

∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

N∑

m = |n − p| + 2
m + n ≡ p [2]

m(m2 − (n− p)2) νmc|p|a|p|

+
i

krδ2u∞

1

2

N∑

p=3




∑

|m| ≤ p − 3
|n − m| ≤ N
m + p ≡ 1 [2]

N∑

q = |n − m| + 1
q + n − m ≡ 1 [2]

q νq p
(
(p2 −m2)2 − 2(p2 +m2) + 1

)



ap

· · · − i

krδ2u∞
(krδ)

2

(
ζM
2

)2

4
N∑

p=1




∑

|m| ≤ p − 1
|n − m| ≤ N
m + p ≡ 1 [2]

N∑

q = |n − m| + 1
q + n − m ≡ 1 [2]

q νq p



ap

+
i

krδ2u∞

1

48

N∑

p=4




∑

|m| ≤ p − 4
|n − m| ≤ N

m ≡ p [2]

c|n−m| ν|n−m| p
(
p2(p2 − 4)2 − 3m2p4 + 3m4p2 −m2(m2 − 4)2

)



ap

− i

krδ2u∞
(krδ)

2

(
ζM
2

)2 N∑

p=2




∑

|m| ≤ p − 2
|n − m| ≤ N

m ≡ p [2]

c|n−m| ν|n−m| p
(
p2 −m2

)



ap

+
i

krδ2u∞
(krδ)

4

(
ζM
2

)4 ∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

c|n−p|ν|n−p|c|p|a|p| − (krδ)
2

(
ζM
2

)4 1

2

∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

c|n−p|b|n−p|c|p|a|p|

+

(
ζM
2

)2 1

2

N∑

p=2




∑

|m| ≤ p − 2
|n − m| ≤ N

m ≡ p [2]

p(p2 −m2)c|n−m|b|n−m|



ap

−
(
ζM
2

)2 1

2

∑

|p| ≤ N
|n − p| ≤ N

N∑

m = |n − p| + 2
m + n ≡ p [2]

m(m2 − (n− p)2) bmc|p|a|p|
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et

R̃(a0, a1, . . . , aN ) =

(
ζM
2

)2




N∑

p = n + 2
p ≡ n [2]

p(p2 − n2) ap − (krδ)
2

(
ζM
2

)2

cn an




Les conditions aux frontières (C–7) deviennent, sachant que Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n,
dTn/dχ(1) = n2 et dTn/dχ(−1) = (−1)n+1n2 :

•
N∑

n=0

(−1)n an = 0 •
N∑

n=0

(−1)n+1 n2 an = 0

•
N∑

n=0

an = 0 •
N∑

n=0

n2 an = 0

(C–12)

On obtient N+5 équations pour N+1 inconnues, dont l’unique solution est la solution triviale
nulle, quelles que soient les valeurs de kr, δ, u∞ et ξ. Comme le fait remarquer Orszag dans
[175], la relation (C–9) n’est pas exacte, si bien que les N+1 équations (C–11) ne peuvent pas
être vérifiées pour tous les n, principalement pour les composantes hautes fréquences N − 3,
N − 2, N − 1 et N , qui sont régies par les conditions aux frontières, plutôt que par l’équation
dynamique [175]. L’idée est donc de reprendre la méthode−τ de Lanczos [136] et de remplacer
le 0 du membre de droite dans (C–11) par un coefficient τn mesurant l’erreur d’approximation,
pour les hautes composantes n = N − 3, n = N − 2, n = N − 1 et n = N . L’introduction de
ces nouvelles variables permet de résoudre exactement le système d’équations.

C.2.2 Formulation matricielle

Le système d’équations à résoudre (C–11) + (C–12) peut être réécrit matriciellement sous
la forme d’un problème aux valeurs propres généralisées :

L A = ξRA (C–13)

avec A le vecteur des inconnues, L la matrice du membre de gauche et R la matrice du
membre de droite, donnés par :

A = t
[
a0 a1 · · · aN τN−3 τN−2 τN−1 τN

]

L =




1 1 1 · · · 1 0 0 0 0
1 −1 1 · · · (−1)N 0 0 0 0
0 1 4 · · · N2 0 0 0 0
0 1 −4 · · · (−1)N+1N2 0 0 0 0

L

0 0 0 0
...

...
...

...
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
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R =




0 0 0 · · · 0 0 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0 0 0
0 0 0 · · · 0 0 0 0 0

R

0 0 0 0
...

...
...

...
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




où, L est la matrice de l’opérateur linéaire L̃ et R la matrice de l’opérateur linéaire R̃ (cf.
équation (C–11)).

Les valeurs propres ξ sont obtenues à l’aide de la routine ZGGEV de la librairie Lapack.
Cette routine repose sur l’algorithme QZ de Moler & Stewart [167].

La méthode de projection sur des polynômes de Tchebychev offre un algorithme de résolu-
tion qui converge rapidement, puisque l’erreur décrôıt plus vite que n’importe quelle puissance
de 1/N quand N → +∞. À titre de comparaison, une discrétisation par différences finies
d’ordre p, avec un pas de discrétisation spatiale constant de ∆χ, n’assurerait qu’une erreur en
(∆χ)p, et nécessiterait donc un nombre très important de nœuds de maillage pour approximer
convenablement les solutions.

Cependant, elle présente deux inconvénients, comme le remarquent Dongarra et al. dans
[66]. Les termes de la matrice L grandissent en O(N7), ce qui peut conduire à des erreurs
considérables d’arrondi lors du calcul des valeurs propres, quand N devient grand (N ≥
103) . Aussi, l’algorithme introduit un nombre important de valeurs propres artefactuelles
qu’il convient d’ignorer, et qui correspondent soit à φ = 0, soit à des fonctions propres φ
parasites oscillant de maille à maille. Ces valeurs propres parasites proviennent de la troncature
dans la décomposition de la solution φ de R[X]([−1, 1]) en polynômes de Tchebychev dans
RN [X]([−1, 1]). À noter aussi que la singularité de la matrice R entrâıne l’existence d’un
certain nombre de valeurs propres infinies qu’on ignorera dans la suite.
En pratique, on choisit ζM entier compris entre 2 et 6, et N compris entre 128 et 320, selon
les applications.

C.2.3 Résultats

La figure C.1 présente les résultats de stabilité obtenus dans le cas d’un profil de vitesse
moyenne longitudinale laminaire. L’équation d’Orr-Sommerfeld résolue est donc l’équation (C–
5) en prenant une viscosité turbulente νt nulle. La figure C.1(a) montre la valeur de l’amplitude
de la partie imaginaire de la valeur propre ξ. Lorsque cette partie imaginaire est positive, la
perturbation est instable temporellement. Il existe des nombres d’onde adimensionnels krδ
assurant une excitation instable pour des nombres de Reynolds Reδ supérieurs à 2490, en
accord avec les résultats obtenus par Schlichting & Gersten [206]. L’amplitude du domaine
des nombres d’onde instables crôıt rapidement lorsque le nombre de Reynolds augmente, puis
décrôıt à partir de Reδ ≃ 104. Pour les hauts nombres de Reynolds, le domaine des nombres
d’onde instables est très étroit et proche de krδ = 0. La figure C.1(b) permet de visualiser la
courbe de stabilité neutre, correspondant à la frontière entre la zone stable et la zone instable,
obtenue pour Im(ξ) = 0. On a également représenté la courbe des maxima d’instabilité dans
la partie instable. Ainsi, à un nombre de Reynolds donné supérieur à 2490, le nombre d’onde
optimal permettant d’obtenir une excitation la plus instable temporellement est donné par la
valeur de cette courbe.

La bonne concordance de ces résultats pour un profil de vitesse moyenne longitudinale
laminaire permet de valider la méthode dans un cas déjà étudié académiquement. L’étude de
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stabilité est mené sur un profil moyen turbulent, à l’aide du modèle à une équation de Guarini
et al. [104].

L’étude révèle qu’il n’exite aucune valeur propre à partie imaginaire positive, quel que
soit le nombre d’onde adimensionnel krδ, et quel que soit le nombre de Reynolds. Ainsi pour
une excitation 2–D temporelle, le profil turbulent moyen est toujours stable. Des tests avec
d’autres longueurs de mélange ont également abouti à ce même résultat.
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Les notations utilisées dans ce document sont rappelées ici. Afin de différencier clairement les
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δ⋆ Épaisseur de déplacement de la couche limite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
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λt Conductivité thermique turbulente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
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ν∞ Viscosité cinématique de référence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

ω Pulsation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113



306 NOTATIONS
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j (η) Approximation par régression polynomiale du coefficient d’interpolation sd

j (η) . . . . . . . . . . . . 154

ar
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lη Échelle de Kolmogorov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

M int
z Nombre de blocs suivant ez des maillages internes de la cavité pour la parallélisation. . . . . 180
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Jl lème fonction de Bessel de première espèce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

P Périodogramme. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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