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Résumé

Principalement, ce travail présente l’application d’observateurs non linéaires
pour la détection de fuites (uniques, séquentielles et simultanées) dans des cana-
lisations sous pression. Les observateurs présentés ici ont été conçus à partir d’une
version discrète des équations du coup de bélier, qui a été obtenue en utilisant la
méthode des différences finies et en prenant comme alternative la méthode de col-
location orthogonale. Les modèles discrets ainsi que certains observateurs ont été
validés par une série d’expériences effectuées dans des canalisations d’essai. D’autre
part, une nouvelle version d’observateurs à grand gain pour des systèmes non unifor-
mément observables a été développée. Elle a été utilisée pour la détection de fuites
ainsi que pour la synchronisation de systèmes chaotiques avec des paramètres in-
connus. Des résultats de convergence, expérimentaux et en simulation sont exposés
dans ce mémoire.

Abstract

This work mainly deals with the application of nonlinear observers for the de-
tection of leaks (single, sequential and simultaneous) in pipes under pressure. The
proposed observers were conceived from a spatially discretized version of the water
hammer equations. This version was obtained using the finite difference method ,
as an alternative to the orthogonal collocation method also considered. The discrete
models, as well as some observers were validated by a set of experiments realized
in test pipes. This work also gave rise to a new version of high gain observers for
non-uniformly observable systems. Firstly used for the purpose of leak detection,
it was successfully applied to the synchronization of chaotic systems with unknown
parameters as well. Its presentation includes a formal convergence proof, as well as
simulation and experimental results.

Resumen

Este trabajo trata principalmente la aplicación de observadores no lineales para
la detección de fugas (únicas, secuenciales y simultaneas) en tuberías bajo presión.
Los observadores que aquí se presentan fueron concebidos a partir de una versión
discreta (espacialmente) de las ecuaciones del golpe de ariete. Tal versión se lo-
gró utilizando el método de diferencias finitas, y como alternativa el método de
colocación ortogonal. Los modelos discretos, así como ciertos observadores, fueron
validados mediante una serie de experimentos realizados en tuberías de ensayo.

Este trabajo también dio origen a una nueva versión de observadores de gran
ganancia para sistemas no uniformemente observables, la cual se utilizó para la
detección de fugas, así como para la sincronización de sistemas caóticos con pará-
metros desconocidos. Su presentación incluye resultados de convergencia formales,
en simulación, y experimentales.
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Chapitre 1

Introduction

Le transport par canalisation mobilise des fluides et des énergies qui représentent,
comme toute activité industrielle, un danger. Le risque industriel lié à ce danger
est estimé et traité, dans le cadre des réglementations locales et internationales
en vigueur. Ainsi, au delà des opérations classiques d’entretien faisant partie de
l’exploitation de l’ouvrage, un diagnostic poussé des ouvrages de transport est réalisé
périodiquement, en fonction des réglementations nationales et des pratiques locales.

Ces dernières années, certains soucis comme les dommages environnementaux
associés à l’énergie gaspillée, ont mené les pouvoirs publics à l’introduction de péna-
lités plus strictes contre les administrateurs de canalisations négligeant un peu trop
les défauts. Parallèlement, ils ont fourni des incitations nécessaires pour l’investis-
sement destiné à l’amélioration technologique des systèmes de surveillance.

En ce qui concerne les systèmes de distribution d’eau, les problèmes découlant
de défaillances dans les canalisations vont au-delà des pertes économiques et des
dommages environnementaux. Il y a aussi des risques liés à la santé publique ou en-
core le gaspillage d’une ressource vitale de plus en plus rare dans certaines régions.
Ainsi, tous les scénarios d’accident se ramènent à une perte de confinement du pro-
duit transporté et à une interaction néfaste du produit libéré avec l’environnement
inerte ou vivant.

Quel que soit le niveau de sécurité visé et les moyens mis en oeuvre pour l’obtenir,
l’accident demeure toujours possible. En réalité, les risques majeurs de défaillance
des canalisations sont liés aux agressions (volontaires ou involontaires) de tiers et à
la corrosion interne ou externe.

Puisque les défauts sont inévitables, tous les systèmes hydrauliques devraient
être équipés d’un procédé de surveillance pour la détection de ces derniers. Ceci, afin
d’éviter des catastrophes ou tout au moins pour diminuer les effets non souhaitables.

Il existe diverses approches concernant la détection de défauts pour les systèmes
dynamiques en général [1] mais aussi pour les systèmes d’écoulement [2]. Dans ce
mémoire, comme il est spécifié dans le titre, c’est la conception d’observateurs non
linéaires pour la surveillance de systèmes d’écoulement qui fait l’objet principal de
l’étude.
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Il y a différents types de systèmes d’écoulements : des canaux à surface libre
(régulier et irrégulier), des canalisations sous pression, des systèmes d’écoulement
souterrains, etc. Ainsi que différents types de défauts qui pourraient se présenter
dans ces systèmes. Dans ce mémoire, on se concentre sur les canalisations sous
pression posées horizontalement, mais, l’approche que l’on présente peut également
s’étendre aux autres types de système. Par ailleurs, les défauts que l’on traite sont
les fuites, la détection de fuites multiples étant l’un des grands enjeux de cette étude.

L’organisation de ce travail est présentée sous la forme suivante.

Le Chapitre 2 est dédié à l’obtention de modèles en dimension finie à partir des
équations aux dérivées partielles qui représentent le comportement des canalisations
sous pression. Ces équations sont connues comme les équations du coup de bélier
puisqu’elles ont été conçues pour représenter un phénomène de choc (du même nom)
qui apparaît au moment de la variation brusque de la vitesse d’un liquide.

L’intérêt d’obtenir des modèles en dimension finie est leur utilisation pour la
conception d’observateurs en vue de la détection de défauts dans les canalisations
sous pression. Les méthodes examinées pour obtenir les modèles finis sont la méthode
des différences finies et la méthode de collocation orthogonale.

Il faut préciser, à ce point, que la première contribution de ce travail de thèse
correspond à l’utilisation de la méthode de collocation orthogonale, qui n’avait pas
encore été explorée dans le contexte jusqu’à présent. Les travaux sont étayés par
plusieurs simulations.

Le Chapitre 3 est alors consacré à la présentation de quelques définitions sur
l’observabilité, en évoquant notamment le problème des entrées qui engendre la clas-
sification des systèmes nonlinéaires en systèmes uniformément et non uniformément
observables.

Sur cette base, quelques résultats déjà disponibles sur la conception des obser-
vateurs pour les systèmes nonlinéaires sont rappelés. Plus précisément, on présente
les résultats concernant la synthèse d’observateurs de type grand gain pour des
classes particulières de systèmes nonlinéaires uniformément observables, en rappe-
lant notamment leur lien avec le filtre de Kalman. Ceci permet alors d’introduire une
nouvelle forme d’observateurs pour systèmes non uniformément observables, alliant
les propriétés d’observateur à grand gain avec celles du filtre de Kalman étendu, et
constituant la contribution principale de ce chapitre.

Les observateurs présentés seront utilisés par la suite pour deux types d’ap-
plications : la surveillance des canalisations sous pression et la synchronisation de
systèmes chaotiques.

Le Chapitre 4 porte donc sur l’application des observateurs à la surveillance de
canalisations ; il récapitule tout d’abord, les divers travaux réalisés par les automa-
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ticiens et la communauté hydraulicienne sur le développement de méthodes efficaces
pour la détection de défauts dans les systèmes d’écoulement. A partir de cela, l’ap-
proche basée sur des observateurs nonlinéaires que nous proposons est présentée,
et déclinée selon différents problèmes de détection. La construction de chaque ob-
servateur est réalisée à partir des modèles finis obtenus dans le Chapitre 2 et sous
le contexte théorique du Chapitre 3. Les résultats sont illustrés en simulation pour
vérifier la performance des observateurs.

En complément, le Chapitre 5 est composé d’une série d’expériences sur des
canalisations réelles. A partir de ces expériences, on a obtenu des données utilisées
postérieurement pour valider offline les observateurs présentés dans le Chapitre 4.
Le chapitre résume un ensemble de ces résultats.

Finalement, dans le Chapitre 6, on aborde le problème de synchronisation de
systèmes chaotiques de nouveau par application d’observateurs nonlinéaires. Cette
extension, initialement motivée par l’étude d’écoulements avec un comportement
turbulent, donc générant du chaos [3], a en fait débordé le cadre de modèles d’écou-
lements ; elle illustre plutôt différentes autres applications possibles de l’observateur
proposé au Chapitre 3, à des systèmes chaotiques ou à l’observation nonlinéaire.

Les conclusions finales et quelques perspectives ouvertes par ce travail sont pré-
sentées à la fin de ce mémoire.

Pour conclure, on peut mentionner qu’une partie des résultats présentée dans
ce mémoire a déjà été publiée dans des conférences internationales de spécialité,
notamment sur la modélisation des canalisation sous pression [4], l’application d’ob-
servateurs à la détection de fuites [5], et la validation expérimentale de modèles en
dimension finie [6]. D’ailleurs, deux articles ont été soumis dans les revues interna-
tionales : IEEE Transactions on Automatic Control pour la contribution observateur
[7] et Chaos, Solitons and Fractals pour l’application aux systèmes chaotiques [8].
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Modélisation des écoulements sous

pression
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Dans ce chapitre, on présente les éléments de modélisation nécessaires à l’utilisa-
tion d’observateurs pour la détection de fuites, à savoir les équations dites du coup
de bélier, ainsi que des méthodes numériques pour les résoudre en dimension finie.

La prise en compte de fuites dans les modèles est donc tout particulièrement exa-
minée, et deux méthodes de réduction en dimensions finies sont considérées : d’une
part une méthode de différences finies assez classique et d’autre part la méthode de
collocation orthogonale moins utilisée dans ce type de contexte.

Les comportements de ces modèles sont illustrés et comparés en simulation (leur
validation expérimentale étant reporté au Chapitre 5).

2.1 Équations du coup de bélier

En hydraulique, le régime transitoire en systèmes sous pression est décrit par un
ensemble d’équations aux dérivées partielles hyperboliques quasi-linéaires connues
comme équations du coup de bélier. Cet ensemble est composé d’une équation de
continuité et une équation dynamique (2.1)-(2.2). L’obtention rigoureuse et la for-
mulation complète de ces équations peuvent se trouver dans [9] and [10] avec les
hypothèses suivantes :

⋆ La densité de l’eau et l’aire de la section transversale sont considérées constantes.
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⋆ Le débit dans la conduite est unidimensionnel.
⋆ La distribution de la vitesse est uniforme à travers la section transversale de

la conduite.

∂H(z, t)

∂t
+

b2

gAr

∂Q(z, t)

∂z
= 0 (2.1)

1

Ar

∂Q(z, t)

∂t
+ g

∂H(z, t)

∂z
+

fQ(z, t)|Q(z, t)|
2φA2

r

= 0 (2.2)

pour (z, t) ∈ (0, L)× (0,∞). Avec t and z : Coordonnées du temps et d’espace dans
le sens de l’écoulement, L : Longueur de la conduite, H : Pression, Q : Débit, b :
Vitesse de l’onde de pression, g : accélération de gravité, Ar : Section transversale,
φ : Diamètre de la conduite et f : Coefficient de friction. On peut écrire les équations
(2.1)-(2.2) sous la forme matricielle suivante :

∂

∂t

[
Q

H

]

= −B(Q,H)
∂

∂z

[
Q

H

]

−G(Q,H) (2.3)

Avec :

B(Q,H) =

[

0 gAr
b2

gAr
0

]

G(Q,H) =

[
fQ|Q|
2φAr

0

]

Le polynôme caractéristique de la matrice B(Q,H) est :

λ2 − b2 = 0

donc, les valeurs propres sont λ1,2 = ±b. Puisque b est réel les deux valeurs propres
sont réelles et distinctes, par conséquent, les équations (2.1)-(2.2) sont un ensemble
d’équations du type hyperbolique.

2.1.1 Calcul des profils d’équilibre

Les conditions d’équilibre sont obtenues en posant dans les équations (2.1)-(2.2)

∂H(z, t)

∂t
= 0

∂Q(z, t)

∂t
= 0

Les points d’équilibre en pression et en débit sont alors solutions des équations
différentielles suivantes :

∂Qe(z)

∂z
= 0 (2.4)
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∂He(z)

∂z
= − fQe(z)|Qe(z)|

2gφA2
r

(2.5)

A l’équilibre, le débit est donc constant quelle que soit la valeur z (profil uniforme
du débit à l’équilibre Qe(z) = Qe,∀z) L’équation (2.5) est appelée équation de
Darcy-Weisbach. Elle permet de calculer la perte de charge due à la friction dans
une conduite.

2.1.2 Conditions aux limites

Afin de compléter les équations du coup de bélier, on a besoin des conditions
aux limites et des conditions initiales. Les conditions aux limites expriment les pro-
fils temporaires des variables aux valeurs de bord des cordonnées spatiales, et les
conditions initiales expriment leurs profils spatiaux à l’instant initial.

Les conditions initiales peuvent s’écrire sous la forme suivante :

H(z, 0) = H0, Q(z, 0) = Q0 (2.6)

Les équations du coup de bélier décrivent correctement l’écoulement le long de ca-
naux sans composants (pompes, valves, réservoirs, etc.), ni singularités (fuites, prises
d’eau, etc.). A chaque occurrence de composants ou de singularités, il faut intro-
duire des équations d’interconnexion qui définissent les conditions aux limites de
l’écoulement filaire qui les sépare. Ces équations d’interconnexion ou conditions aux
limites sont classées en conditions aux limites amont, aval ou internes.

2.1.2.1 Conditions à l’amont et à l’aval

On doit utiliser une condition limite à l’amont et une condition limite à l’aval,
soit une pression soit un débit, de telle sorte qu’on a quatre conditions possibles :
Hin, Hout, Qin, Qout, donc, quatre différentes combinaisons des quatre conditions
possibles : Hin-Hout, Qin-Hout, Hin-Qout, Qin-Qout.

Dans un contexte physique, les conditions aux limites sont des relations entre
le débit et la pression qui représentent des composants dans une canalisation. Ces
relations sont appelées lois d’ouvrages. Des exemples de lois d’ouvrages sont listés
dans la Table 2.1.

En conclusion, les conditions aux limites sont définies par une loi d’ouvrage à
l’amont aussi bien qu’à l’aval.
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Tab. 2.1 – Exemples de Lois d’ouvrages

Composant Amont/Aval
Valve Qin = CvAv

√

2gH(0, t)

Qout = CvAv

√

2gH(L, t)

Réservoir constant Hin = H(0, t)|∂H(0,t)
∂t

=0

Hout = H(L, t)|∂H(L,t)
∂t

=0

Réservoir avec Hin =

[

H(0, t) − (1 + κ)
Q2(0, t)

2gA2
r

]

∂H(0,t)
∂t

=0

une perte à l’entrée Hout =

[

H(L, t) − (1 + κ)
Q2(L, t)

2gA2
r

]

∂H(L,t)
∂t

=0

Cv = Coefficient de décharge, Av = Ouverture de la valve, κ = Coefficient de la perte de pression.

2.1.2.2 Conditions internes

Une condition interne se situe par définition entre les conditions à l’amont et à
l’aval. Elle peut être, par exemple : une fuite, une prise d’eau, une obstruction, etc.
Les conditions internes représentent une discontinuité des solutions aux équations
(2.1)-(2.2) dans le domaine spatial.

Les conditions internes considérées dans cette étude sont présentées ci-après. Ce
sont les pertes de débit causées par des fuites dans une canalisation.

Une fuite provoque une discontinuité sur (2.1). Si elle se présente à z = zf
avec une perte de débit, Qf (z, t), l’équation (2.1) reste toujours valide pour z ∈
[0, zf [∪]zf , L] (z 6= zf ). Cependant, elle ne l’est plus au voisinage de zf . La conser-
vation de la masse à z ∈ [z−f , z

+
f ] requiert que :

Q(z−f , t) −Q(z+
f , t) = Qf(zf , t) (2.7)

avec Q(z−f , t) : débit avant zf , Q(z+
f , t) : débit après zf .

Si nous supposons que la fuite introduit un moment négligeable, l’équation (2.2)
n’est pas affectée à z = zf . [11]

La perte de débit à zf est donnée par la relation débit-pression suivante :

Qf (zf , t) = Hf (t)σf

√

H(zf , t) (2.8)

où σf = AfCf ≥ 0, Af : l’aire de la fuite, Cf : le coefficient de décharge, Hf (t) :
la fonction Heaviside (2.9) représentante de l’occurrence d’une fuite à l’instant tf .
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Hf (t) =

{
0 si t < tf
1 si t ≥ tf

(2.9)

Pour le cas d’occurrence de plusieurs fuites, nous définissons Qfk
(zfk

, t) comme
étant les pertes de débit dont k est l’indice de fuite. Les occurrences de fuite seront
représentées par Hfk

(t) associées aux pertes de débit Qfk
(zfk

, t), aux instants de
fuites tfk

, coefficients σfk
, et positions zfk

.

2.2 Modèles de dimension finie

La solution analytique du modèle général (2.1)-(2.2) n’est pas disponible, et
une façon de l’approcher est de se ramener à un modèle de dimension finie. Pour
cela on va utiliser des méthodes numériques qui permettent d’obtenir une solution
approchée des équations du coup de bélier. Il existe diverses méthodes numériques
pour la résolution de systèmes de ce type, les plus connues sont : la méthode des
caractéristiques, la méthode des éléments finis, la méthode des différences finies et la
méthode des résidus pondérés. Les méthodes les plus utilisées pour la résolution des
équations du coup de bélier sont la méthode des caractéristiques et la méthode des
différences finies, car elles sont les plus simples et bien adaptées à une modélisation
unidimensionnelle. Cependant, il y a une autre méthode très peu utilisée pour les
systèmes hydrauliques mais qui est aussi simple et bien adaptée pour des simulations
unidimensionnelles. Cette méthode est la méthode de collocation orthogonale [12],
avec une formulation variationnelle par polynômes de Lagrange. Elle fait partie de
la famille des méthodes de résidus pondérés qui a principalement été utilisée en
chimie. Bien que cette méthode n’ait pas été trop utilisée en hydraulique, il existe
tout de même quelques travaux. Par exemple dans [13], la méthode de collocation
orthogonale a été utilisée pour résoudre les équations de Saint-Venant. Dans cette
thèse, nous explorerons cette méthode de collocation dans le cas des équations de
coup de bélier et nous la comparerons à la méthode des différences finies.

Ci-après sont donc rappelées les bases de ces méthodes pour la resolution des
équations du coup de bélier.

2.2.1 Méthode des différences finies implicite en temps

Il existe plusieurs formes de différences finies [14]. Dans le cas implicite en temps
retenu ici, le principe en bref est une discrétisation spatiale selon le schéma de la
Figure 2.1. Avec les approximations et simplifications suivantes :
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Fig. 2.1 – Discrétisation en différences finies

⋆ H(z, t) ∼= Hi(t) := Hi pression à l’abscisse spatiale d’indice i.

⋆ Q(z, t) ∼= Qi(t) := Qi débit à l’abscisse spatiale d’indice i.

⋆
∂H(z, t)

∂t
∼= ∂Hi(t)

∂t
:= Ḣi variation temporelle de pression à l’abscisse spatiale

d’indice i.

⋆
∂Q(z, t)

∂t
∼= ∂Qi(t)

∂t
:= Q̇i variation temporelle de débit à l’abscisse spatiale

d’indice i.

Les dérivées partielles sont approchées par différences finies du premier ordre (à
droite ou à gauche) :

⋆
∂H

∂z
≈ ∆Hi

∆zi
=
Hi+1 −Hi

∆zi
ou

Hi −Hi−1

∆zi

⋆
∂Q

∂z
≈ ∆Qi

∆zi
=
Qi+1 −Qi

∆zi
ou

Qi −Qi−1

∆zi

En chaque point de discrétisation, les équations (2.1)-(2.2) deviennent deux équa-
tions différentielles ordinaires non linéaires :

Ḣi = a2
∆Qi

∆zi

Q̇i = a1
∆Hi

∆zi
− µQi|Qi|

Avec : a1 = −gAr, a2 = − b2

gAr
et µ =

f

2φAr

Il faut juste remarquer que le modèle discret du système (2.1)-(2.2) dépend des
conditions aux limites utilisées ce qui fait qu’il existe quatre modèles possibles pour
les quatre paires de conditions possibles. En faisant une analogie avec les systèmes
électriques, les modèles discrets obtenus peuvent être assimilés aux quadripôles (voir
Fig.2.2).

Modèle y. Si les conditions sont : Hin, Hout

Modèle h. Si les conditions sont : Qin, Hout

Modèle g. Si les conditions sont : Hin, Qout

Modèle z. Si les conditions sont : Qin, Qout
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y
Hin

Hout

Qin

Qout

g
Hin

Qout

Qin

Hout

z
Qin

Qout

Hin

Hout

h
Qin

Hout

Hin

Qout

Fig. 2.2 – Quadripôles hydrauliques

2.2.1.1 Modèle "y"

Si les pressions à l’amont et à l’aval (Hin, Hout) sont considérées comme les
conditions aux limites, les équations aux dérivées partielles discrètisées en n sections
sont :

Q̇i =
a1

∆zi
(Hi −Hi+1) − µQi|Qi|; ∀i = 1, . . . , n (2.10)

Ḣi+1 =
a2

∆zi
(Qi −Qi+1); ∀i = 1, . . . , n (2.11)

Avec H1 = Hin et Hn+1 = Hout.

Hi Hn

Q1

H1 Hn+1Hi+1H2

Qi-1 Qn-1Qi Qn

... ...

Fig. 2.3 – Modèle y en différences finies

2.2.1.2 Modèle "h"

Si on considère le débit à l’aval et la pression à l’amont (Qin, Hout) comme
conditions aux limites, les équations (2.1)-(2.2) prennent la forme discrète suivante :

Q̇i+1 =
a1

∆zi
(Hi −Hi+1) − µQi+1|Qi+1|; ∀i = 1, . . . , n (2.12)

Ḣi =
a2

∆zi−1
(Qi −Qi+1); ∀i = 1, . . . , n− 1 (2.13)

Avec Q1 = Qin, Hn = Hout et ∆z0 = 1.
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Hi Hn-1

Q1

HnHi+1H1

Qi Qn-1Qi+1 Qn

... ...

Fig. 2.4 – Modèle h en différences finies

2.2.1.3 Modèle "g"

Si on considère la pression à l’aval et le débit à l’amont (Hin, Qout) comme
conditions aux limites, les équations (2.1)-(2.2) prennent la forme discrète suivante :

Q̇i =
a1

∆zi
(Hi −Hi+1) − µQi|Qi|; ∀i = 1, . . . , n− 1 (2.14)

Ḣi+1 =
a2

∆zi
(Qi −Qi+1); ∀i = 1, . . . , n (2.15)

Avec H1 = Hin et Qn = Qout.

Hi Hn

Qn

H1 Hi+1H2

Qi-1 Qn-1Qi

... ...

Q1

Fig. 2.5 – Modèle g en différences finies

2.2.1.4 Modèle "z"

Si on considère le débit à l’aval et le débit à l’amont (Qin,Qout) comme conditions
aux limites, les équations (2.1)-(2.2) prennent la forme discrète suivante :

Q̇i+1 =
a1

∆zi
(Hi −Hi+1) − µQi+1|Qi+1|; ∀i = 1, . . . , n (2.16)

Ḣi =
a2

∆zi
(Qi −Qi+1); ∀i = 1, . . . , n (2.17)

Avec Q1 = Qin et Qn+1 = Qout.

2.2.1.5 Conditions internes

Quand une fuite se présente dans le système, l’équation (2.7) qui représente la
conservation de la masse doit être considérée afin d’imposer la condition interne. Si
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Hi Hn

Qn+1

Hi+1H1

Qi QnQi+1

... ...

Q1

Fig. 2.6 – Modèle z en différences finies

on applique la méthode des différences finies quand une fuite se présente entre les
sections zi et zi+1 , l’équation (2.7) devient :

Qi −Qi+1 −Qf = 0 (2.18)

Donc, à chaque occurrence d’une fuite, la relation des débits entre les deux sections

∆Qi

∆zi
=
Qi −Qi+1

∆zi

doit être remplacée par
∆Qi

∆zi
=
Qi −Qi+1 −Qfk

∆zi

Avec Qfk
exprimé par (2.8) et k comme étant l’indice de fuite.

2.2.2 Méthode de collocation orthogonale

La méthode de collocation orthogonale est une procédure de résolution numé-
rique d’équations aux dérivées partielles avec conditions aux limites. Cette méthode
permet donc de résoudre de manière discrète des équations aux dérivées partielles
dont on cherche une solution approchée «suffisamment» fiable.

La méthode de collocation appartient au groupe de méthodes dites de résidus
pondérés [15] dont le principe est l’approximation d’une fonction générale par des
fonctions plus simples (généralement des polynômes).

2.2.2.1 Principe de la méthode des résidus pondérés

On considère une équation différentielle définie par l’opérateur L :

L(u) = 0 (2.19)

Ou encore plus généralement une équation aux dérivées partielles non linéaires
définies sur un domaine Ω.

Avec les conditions initiales I(u) = 0, et les conditions aux limites S(u) = 0 dans
le cas d’une équation aux dérivées partielles.

Le principe général d’une méthode de résidus pondérés est le suivant :
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1. Il s’agit de choisir une approximation fonctionnelle de la solution u sous la
forme générale :

ua(z, t) = u0(z, t) +

N∑

j=1

aj(t)φ(z) (2.20)

avec φj : des fonctions analytiques appelées couramment fonctions de forme
(en anglais "trial functions"). aj : coefficients à déterminer, u0(z, t) : éventuel-
lement introduit pour satisfaire les conditions initiales et aux frontières,

2. Ensuite on génére un résidu R de l’équation (2.19) en y injectant la solution
approchée (2.20)

L(ua) = R

3. Enfin il faut déterminer les coefficients aj qui rendent le résidu nul ou minimal
au sens de :

(R,Wk(z)) = 0 k = 1, . . . , n (2.21)

Où les Wk sont des fonctions de pondération et (., .) le produit interne (entre
R et Wk) défini comme :

(f, g) =

∫

D
fgdxdy

La relation (2.21), d’où la méthode prend le nom, est analogue à la forme faible de
l’équation :

(L(u),Wk(z)) = 0 k = 1, . . . , n (2.22)

Il existe diverses méthodes qui forment partie de la famille des méthodes de
résidus pondérés, elles se différencient entre elles par le choix de fonctions de pondé-
ration Wk, les plus connues sont : La méthode de Garlekin, la méthode des moments,
la méthode des moindres carrés, la méthode des sous-domaines, et évidemment la
méthode concernant cette section, la méthode de collocation orthogonale. Pour une
description plus détaillée sur les autres méthodes on peut se reporter à [15].

Dans la méthode de collocation orthogonale les fonctions de pondération sont
de la forme :

Wk(z) = δ(z − zk)

Où δ indique la fonction impulsion ou delta de Dirac et d’autre part z1, . . . , zn
correspondent aux coordonnées des points de collocation répartis sur le domaine.

Dans ce cas (2.21) se réduit à un ensemble d’équations : R(zk) = 0

Il est souligné dans [12] que la méthode de collocation orthogonale peut se voir
comme une méthode analogue discrète de la méthode de Galerkin, car elles donnent
une précision presque identique, mais la méthode de collocation étant plus simple à
mettre en œuvre.
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2.2.2.2 Résolution des équations du coup de bélier par collocation

La méthode de collocation appliquée aux équations du coup de bélier revient
à choisir un nombre n de points de collocation zi et, pour chaque point, à faire
l’approximation

Qa(zi, t) =

n∑

j=1

Qj(t)Nj(zi) (2.23)

Ha(zi, t) =

n∑

j=1

Hj(t)Nj(zi) (2.24)

Où Qj(t) et Hj(t) sont les coefficients à calculer.

Maintenant, considérons que H̄ et Q̄ sont les vecteurs des coordinates Hj(t) et
Qj(t) respectivement. Alors pour chaque point de collocation zi on a :

∂Ha(zi, t)

∂t
+

b2

gAr

∂Qa(zi, t)

∂z
= R1(zi, H̄, Q̄)

1

Ar

∂Qa(zi, t)

∂t
+ g

∂Ha(zi, t)

∂z
+

fQa(zi, t)|Qa(zi, t)|
2φA2

r

= R2(zi, H̄, Q̄)

On obtient un système de 2n équations et 2n inconnues en Qj(t) et Hj(t) :

R1(zi, H̄, Q̄) = 0

R2(zi, H̄, Q̄) = 0

Soit sous sa forme faible :

∂Ha(zi, t)

∂t
+

b2

gAr

∂Qa(zi, t)

∂z
= 0

1

Ar

∂Qa(zi, t)

∂t
+ g

∂Ha(zi, t)

∂z
+

fQa(zi, t)|Qa(zi, t)|
2φA2

r

= 0

Les termes Nj(zi) sont constants une fois introduits les points de collocation pour
une fonction de forme donnée, donc, il est possible de les écrire sur une matrice avec
la forme suivante :

[Nji]1≤i,j≤n =








N1(z1) N1(z2) . . . N1(zn)

N2(z1) N2(z2) . . . N2(zn)
...

...
. . .

...
Nn(z1) Nn(z2) . . . Nn(zn)








(2.25)
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Le dérivées par rapport a z de la fonction de forme donnée, évaluées en zi, sont aussi
des éléments d’une matrice énoncée par :

[N ′
ji]1≤i,j≤n =

[
∂Nj

∂z
(zi)

]

1≤i,j≤n

=








N ′
1(z1) N ′

1(z2) . . . N ′
1(zn)

N ′
2(z1) N ′

2(z2) . . . N ′
2(zn)

...
...

. . .
...

N ′
n(z1) N ′

n(z2) . . . N ′
n(zn)








(2.26)

Par ailleurs, les dérivées spatiales et temporelles des sommes (2.23)-(2.24) sont
exprimées par :

∂Qa(zi, t)

∂z
= Qj(t)N

′
ji (2.27)

∂Ha(zi, t)

∂z
= Hj(t)N

′
ji (2.28)

∂Qa(zi, t)

∂t
= Q̇(t)jNji (2.29)

∂Ha(zi, t)

∂t
= Ḣ(t)jNji (2.30)

Après la substitution de (2.27), (2.28), (2.29) et (2.30) dans les équations aux
dérivées partielles, le nouveau système d’équations devient :

n∑

j=1

Ḣ(t)jNji(zi) = − b2

gAr

n∑

j=1

Qj(t)N
′
ji(zi) (2.31)

n∑

j=1

Q̇j(t)Nji(zi) = −gAr

n∑

j=1

Hj(t)N
′
ji(zi) −

f

n∑

j=1

Qj(t)Nji(zi)

n∑

j=1

|Qj(t)Nji(zi)|

2φAr

(2.32)

Nous avons donc transformé le système de 2 équations non linéaires aux dérivées
partielles avec 2 inconnues en un système de 2n équations différentielles ordinaires
avec 2n inconnues. Il reste alors à résoudre ce nouveau système avec une méthode
traditionnelle de solutions d’équations différentielles.

Dans la mise en œuvre de la méthode collocation il y a deux points importants à
noter : Les fonctions de formes utilisées et l’introduction des conditions aux limites.

Le choix des fonctions de forme est soumis, en théorie, à la seule condition d’être
un jeu de fonctions linéairement indépendantes, mais dans la pratique il est intéres-
sant d’utiliser des fonctions qui puissent rendre plus simple le calcul de la solution, et
qui permettent en plus l’obtention d’une solution plus précise et robuste. En fonction
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des objectifs indiqués, les fonctions de forme choisies sont les fonctions d’interpola-
tion de Lagrange [13]. L’intérêt des ces fonctions est l’obtention de coefficients Hj(t)

et Qj(t) correspondants aux valeurs physiques des pressions et des débits aux points
de collocation.

Les fonctions de forme se construisent avec la récurrence suivante :

Nj(z) =
n∏

i = 1

j 6= i

z − zi
zj − zi

(2.33)

Soit sous la forme développée :

N1(z) =
(z − z2)(z − z3) . . . (z − zn−1)(z − zn)

(z1 − z2)(z1 − z3) . . . (z1 − zn−1)(z1 − zn)

N2(z) =
(z − z1)(z − z3) . . . (z − zn−1)(z − zn)

(z2 − z1)(z2 − z3) . . . (z2 − zn−1)(z2 − zn)

...

Nn(z) =
(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn−2)(z − zn−1)

(zn − z1)(zn − z2) . . . (zn − zn−2)(z1 − zn−1)

Ce type de fonction de forme présente l’avantage de produire des valeurs 1 pour
la variable avec l’indice correspondant au point de collocation et zéro pour les autres
valeurs, c’est à dire :

Nj(zi) =

{
1 si j = i

0 si j 6= i

Donc, la matrice [Nji] = Id quand j = i. Dans ce cas les équations (2.31)-(2.32)
se simplifient et elles deviennent :

Ḣi(t) = a2

n∑

i=1

Qi(t)N
′
ji(zi) (2.34)

Q̇i(t) = a1

n∑

i=1

Hi(t)N
′
ji(zi) − µQi(t)|Qi(t)| (2.35)

Avec : a1 = −gAr, a2 = − b2

gAr
et µ =

f

2φAr
.

La Fig. 2.7 montre un schéma de la discrétisation pour les équations du coup de
bélier. Dans ce schéma on peut remarquer qu’à chaque point de collocation corres-
pondent un débit et une pression. D’autre part, le nombre des équations pour les
débits Qi(t) ainsi que le nombre des équations pour les pressions Hi(t) dépendent
des conditions aux limites employées.
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H1

...

H2 Hn-1 Hn

Q1 Q2 Qn-1 Qn

z1 z2 zn-1 zn

Fig. 2.7 – Discrétisation par la méthode de collocation

2.2.2.3 Utilisation de points de pression et débit

Il existe la possibilité d’utiliser un nombre de points différent pour les débits et
pour les pressions, ainsi que différentes positions pour les points des débits et des
pressions. Dans ce travail, nous allons utiliser le même nombre de points aussi bien
pour les débits que pour les pressions. Cependant, nous allons utiliser différentes
positions pour les débits et pour les pressions (voir la figure 2.8).

Pour cela, nous définissons :
⋆ zQ

i : points pour les débits.
⋆ zH

i : points pour les pressions.
⋆ NQ

ji : la fonction interpolant de points zQ
i , elle est calculée par (2.33).

⋆ NH
ji : la fonction interpolant de points zH

i , elle est calculée par (2.33).
Le fait d’utiliser différents points pour les variables Q et H sert à améliorer la

stabilité numérique [16].

H1

...

H2 Hn-1 Hn

Q1 Q2 Qn-1 Qn

Q

nz 1

Q
z
1

Q

nz
Q
z
2

H
z
1

H
z
2

H

nz 1 nz
H

Fig. 2.8 – Points de collocation différents

2.2.2.4 Modèle y

Dans ce cas, les pressions à l’amont et à l’aval (Hin, Hout) sont considérées
comme conditions aux limites, alors, si on a zi (i = 1, . . . , n) points de collocation,
les équations aux dérivées partielles discrétisées sont :

Q̇i(t) = a1

n∑

i=1

Hi(t)N
′H
ji (zH

i ) − µQi(t)|Qi(t)|; ∀i = 1, . . . , n (2.36)

Ḣi(t) = a2

n∑

i=1

Qi(t)N
′Q
ji (zQ

i ); ∀i = 2, . . . , n − 1 (2.37)
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Avec H1(t) = Hin et Hn(t) = Hout.

2.2.2.5 Modèle h

Dans ce cas, les pressions à l’amont et à l’aval (Qin, Hout) sont considérées
comme conditions aux limites, alors, si on a zi (i = 1, . . . , n) points de collocation,
les équations aux dérivées partielles discrétisées sont :

Q̇i(t) = a1

n∑

i=1

Hi(t)N
′H
ji (zH

i ) − µQi(t)|Qi(t)|; ∀i = 2, . . . , n (2.38)

Ḣi(t) = a2

n∑

i=1

Qi(t)N
′Q
ji (zQ

i ); ∀i = 1, . . . , n − 1 (2.39)

Avec Q1(t) = Qin et Hn(t) = Hout.

2.2.2.6 Modèle g

Dans ce cas, les pressions à l’amont et à l’aval (Hin, Qout) sont considérées
comme conditions aux limites, alors, si on a zi (i = 1, . . . , n) points de collocation,
les équations aux dérivées partielles discrétisées sont :

Q̇i(t) = a1

n∑

i=1

Hi(t)N
′H
ji (zH

i ) − µQi(t)|Qi(t)|; ∀i = 1, . . . , n− 1 (2.40)

Ḣi(t) = a2

n∑

i=1

Qi(t)N
′Q
ji (zQ

i ); ∀i = 2, . . . , n (2.41)

Avec H1(t) = Hin et Qn(t) = Qout.

2.2.2.7 Modèle z

Dans ce cas, les pressions à l’amont et à l’aval (Qin, Qout) sont considérées
comme conditions aux limites, alors, si on a zi (i = 1, . . . , n) points de collocation,
les équations aux dérivées partielles discrétisées sont :

Q̇i(t) = a1

n∑

i=1

Hi(t)N
′H
ji (zH

i ) − µQi(t)|Qi(t)|; ∀i = 2, . . . , n− 1 (2.42)



20 Chapitre 2. Modélisation des écoulements sous pression

Ḣi(t) = a2

n∑

i=1

Qi(t)N
′Q
ji (zQ

i ); ∀i = 1, . . . , n (2.43)

Avec Q1(t) = Qin et Qn(t) = Qout.

2.2.2.8 Conditions aux limites internes

La méthode de collocation orthogonale permet d’imposer les conditions internes
aux points de collocation.

Dans le cas de l’occurrence d’une fuite, les points de collocation peuvent être
utilisés comme points de fuites, à l’exception de z1 et zn, car il existe déjà une
condition à l’amont en z1, et une autre à l’aval en zn.

Afin d’imposer les conditions internes (les fuites), les notations suivantes seront
utilisées :

⋆ Qi(t) : Le débit dans une section postérieur à zi (point de fuite).
⋆ Qı̄(t) : Le débit dans une section antérieur à zi (point de fuite).

Avec ces notations et en accord avec la conservation de la masse, (2.7) devient :

Qi(t) −Qı̄(t) = Qf (t)

Donc, l’expression suivante est valide pour exprimer le débit à chaque point de
collocation :

Qi(t) = Qı̄(t) +Qf (t); ∀i 6= {1, n} (2.44)

A cause de l’occurrence de la fuite, la somme (2.23) doit être modifiée afin
d’inclure l’effet de la fuite (la perte de débit). Pour cela, (2.44) est introduite dans
(2.23). Puis y sont ajoutés les débits, Q1(t) et Qn(t) dépendants des conditions à
l’amont et à l’aval.

Qa(zi, t) =

[

Q1(t) +Qn(t) +

n−2∑

ı̄=2

Qı̄(t) +Qf (t)

]

NQ
i (zQ

i ) (2.45)

Maintenant, considérons le cas d’occurrence de plusieurs fuites. Pour cela, nous
définissons Qfk

comme étant les pertes de débit, dont l’indice spatial k est associé au
numéro de fuite. D’autre part nous définissons m comme étant le nombre de fuites.

Alors, (2.44) devient pour l’occurrence de plusieurs fuites :
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Qi(t) = Qı̄(t) +

ı−1∑

k=1

Qfk
(t) ∀i 6= {1, n}; (2.46)

L’occurrence de fuites implique des modifications à faire sur la somme (2.23) afin
d’exprimer leurs effets (les pertes de débit). De ce fait, (2.46) est introduite dans
(2.23), après les débits, Q1(t) et Qn(t) qui dépendent des conditions à l’amont et à
l’aval. Cette modification donne alors :

Qa(zi, t) =

[

Q1(t) +Qn(t) +

n−1∑

ı̄=2

(

Qı̄(t) +

ı−1∑

k=1

Qfk
(t)

)]

NQ
i (zQ

i ) (2.47)

Si nous considérons que le débit Qn a une valeur non-fixée (i.e. n n’a pas une
conditions limite), le débit Qn sera affecté par toutes les fuites. Par conséquence, la
série (2.47) doit être modifiée en :

Qa(zi, t) =

[

Q1(t) +

(

Qn(t) +

n−2∑

k=1

Qfk
(t)

)

+

n∑

ı̄=2

(

Qı̄(t) +

ı−1∑

k=1

Qfk
(t)

)]

NQ
i (zQ

i )

(2.48)

2.3 Résultats en simulation

Nous allons montrer ici certains résultats en simulation en utilisant les modèles
à dimension finie obtenus par les méthodes présentées précédemment.

Exemple 1 (Comportement en régime oscillatoire) Prenons un modèle dis-
cret obtenu par differences finies avec 51 sections dont les conditions aux limites
sont les pressions aux extrêmes. Considérons ces conditions comme les entrées du
système avec les valeurs fixées, Hin = 12 + sin(t) (m) et Hout = 5 (m). Les para-
mètres de la canalisation utilisés pour cet exemple sont listés dans le Tableau 2.2.
La durée de la simulation est t = 30 (s).

Les résultats de la simulation sont illustrés dans la Fig. 2.9, où on voit clairement
le comportement oscillatoire des débits et des pression provoqué par les entrées
appliquées.

Exemple 2 (Comportement avec une fuite dans le système) Prenons le même
modèle de l’exemple precedent avec les entrées fixées Hin = 12 (m) et Hout = 5 (m).
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Tab. 2.2 – Paramètres d’une canalisation pour les simulations

Paramètres Valeur
g 9.8 (m/s2)
L 300 (m)
b 600 (m/s)
φ 0.25 (m)
f 0.01

Fig. 2.9 – (a) Débits le long de la canalisation, (b) Pressions le long de la canalisa-
tion. Exemple 1

Dans cet exemple on simule une fuite à zf1 ≈ 117.64 (m) à l’instant tf1 = 10 (s).
On fixe le coefficient de la fuite σf1 ≈ 0.004517 (m2). Le temps de simulation à été
fixé t = 50 (s).

Les comportements des débits et des pressions le long la canalisation peuvent
être vus dans la Fig.2.10. On note dans cette figure, qu’à cause de la fuite le débit
s’accroît avant la position de la fuite et diminue après. Par ailleurs, on voit que
les pressions sont aussi altérées parce que leurs valeurs le long de la canalisation
diminuent après la position d’affectation. De plus, dans le point exact de la fuite, il
y a un changement de pression drastique.

Il faut préciser que le comportement de la canalisation montré dans la Fig.
2.10 correspond uniquement lorsque les conditions de frontière sont les pressions
aux extrêmes. Le comportement de la canalisation sera toujours différent selon les
conditions de frontière utilisées.

Exemple 3 (Comportement avec trois fuites dans le système) Prenons le même
modèle de l’exemple precedent avec les entrées fixées Hin = 12 (m) et Hout = 5 (m).
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Fig. 2.10 – (a) Débits le long de la canalisation, (b) Pressions le long de la canali-
sation. Exemple 2

On simule trois fuites dans les positions zf1 ≈ 58.82, zf2 ≈ 147.058 et zf3 ≈ 235.29

aux instants tf1 = 10, tf2 = 30 et tf3 = 50 respectivement. Les coefficients correspon-
dant à chaque fuite sont fixés : σf1 ≈ 0.001129, σf2 ≈ 0.001129 et σf3 ≈ 0.001129.

Pour l’exemple 3, la Fig.2.11 présente le comportement des débits et des pressions
le long la canalisation. On voit clairement des changements de débit après chaque
fuite. On voit aussi que les pressions sont affectées dans les différents points de fuite.

Fig. 2.11 – (a) Débits le long de la canalisation, (b) Pressions le long de la canali-
sation. Exemple 3

Exemple 4 (Comportement avec une fuite en régime oscillatoire) Prenons
le même modèle de l’exemple precedent avec les entrées fixées Hin = 12 + sin(t) (m)
et Hout = 5 (m). Dans cet exemple on simule une fuite à zf1 ≈ 117.64 (m) et
à l’instant tf1 = 10 (s). On fixe le coefficient de la fuite σf1 ≈ 0.00225 (m2). Le
comportement des débits et des pressions le long la canalisation peut être vu dans la
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Fig.2.12.

Fig. 2.12 – (a) Débits le long de la canalisation, (b) Pressions le long de la canali-
sation. Exemple 4

En résumé, les différentes simulations effectuées nous donnent une idée de ce qui
passe dans la canalisation sous différentes conditions. Grâce à la grande taille des
modèles utilisés dans les simulations, nous avons obtenu une bonne représentation
d’une canalisation.

Par contre, un modèle fini avec un grand nombre de sections n’est pas facilement
utilisable pour la conception d’observateurs en dimension finie, et pour la détection
de défauts, il faut utiliser des modèles réduits dans la mesure du possible. Cependant,
l’utilisation de modèles plus petits implique a priori une plus grande erreur du
modèle (erreur de discrétisation spatiale).

Afin d’avoir un idée sur l’erreur de discrétisation selon le nombre de sections uti-
lisées, on suppose qu’une canalisation réelle est représentée fidèlement par un modèle
avec 100 sections. Dans la Fig. 2.13, on illustre l’erreur relative de discrétisation entre
le modèle fidèle, et des autres modèles avec un nombre de sections inférieur à 100.
Les valeurs d’erreur montrées dans la Fig. 2.13 sont obtenues lorsque les conditions
aux frontières sont fixées à Hin = 12 + sin(t) (m) et Hout = 5 (m). Les erreurs ont
été calculées à partir du débit Qin donné par chaque modèle et l’équation suivante :

ε = mean|(Qreel
in −Qmodele

in )|/Qreel
in

A partir de la Fig. 2.13, on note que l’erreur diminue exponetiellement par rap-
port au nombre de sections.

Ensuite, on présente des exemples de modèles par collocation. Tout d’abord on
fait une comparaison entre un modèle par différences finies de grande taille, et un
modèle par collocation avec 5 points. La comparaison est réalisée lorsque les modèles
sont en régime oscillatoire.
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Fig. 2.13 – Erreur relative entre un modèle plus précis et des modèles plus simples

Exemple 5 (Comparaison entre modèles) Prenons un modèle par différences
finies avec 100 sections tenant Hin = 12 + sin(t) (m) et Hout = 5 (m) comme ses
conditions aux limites. D’un autre côté, prenons un modèle par collocation avec 5
points , tenant aussi les mêmes pressions aux extrêmes comme les conditions aux
frontières. Pour la simulation, les points de collocation sont fixés : z1 = 0 (m),
z2 = 75 (m), z3 = 150 (m), z4 = 225 (m), z5 = L (m) et la taille de chaque section
du modèle par différences est fixée ∆z = 3 (m).

La Fig. 2.14 montre l’erreur relative entre les modèles en considérant que le
modèle par différences finies est plus précis. L’erreur est calculée à partir des débits
aux extrémités considérés comme les sorties. Cela, par les équations ci-dessous :

ε(Qin) = |Q
dif
in −Qcol

in

Qdif
in

|

ε(Qout) = |Q
dif
out −Qcol

out

Qdif
out

|

A partir de la Fig. 2.14, on note que l’erreur diminue lorsque le temps s’écoule,
c’est-à-dire, que l’erreur est plus grande à l’initialisation.

2.4 Conclusions

Ce chapitre a été dédié à la presentation et obtention de modèles finis pour la
représentation d’une canalisation. Les modèles ont été obtenus à partir des équa-
tions du coup de bélier qui représentent le régime stationnaire et transitoire du débit
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Fig. 2.14 – Erreur relative entre un modèle par différences finies et un modèle par
collocation

dans des conduites fermées. Les modèles obtenus ont été programmés et testés en
simulation afin d’étudier le comportement d’une canalisation sous certaines condi-
tions d’operation. Une validation expérimentale de ces modèles sera présentée au
Chapitre 5.

Soulignons la prise en compte particulière de fuites et de leur effets sur les va-
riables de débit/pression dans cette modélisation, en vue de la construction d’ob-
servateurs pour leur détection.

A cet égard, il faut préciser que les modèles par differences finies seront plutôt
retenus pour cette synthèse d’observateurs, dans la mesure où leurs structure s’y
prête plus facilement (comme on le verra au Chapitre 4). L’utilisation des modèles
par collocation est donc laissée pour d’autres études.
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Ce chapitre vise à rappeler les principaux outils disponibles pour l’observation
de systèmes nonlinéaires, et à proposer sur cette base une nouvelle contribution, en
vue d’application à la détection de fuites, puis, par extension, à la synchronisation
de systèmes chaotiques.

Il passe donc en revue un certain nombre de définitions relatives à l’observabilité,
ainsi que d’observateurs déjà disponibles pour les systèmes non linéaires, classifiés
en systèmes uniformément et non uniformément observables.

A la suite, une nouvelle forme d’observateurs pour une classe de systèmes nonli-
néaires sous une structure particulière est proposée, dans le prolongement des idées
de [17] d’une part, et de [18] d’autre part.

Certaines des techniques mentionnées ici, et tout particulièrement cette dernière,
seront mises en oeuvre aux chapitres suivants.
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3.1 Introduction et notations de base

L’observation des variables d’état et des paramètres d’un système est souvent
exigée afin d’appliquer des algorithmes avancés de commande ou de surveillance.
Le processus d’observation est dans la plupart des cas inévitable, du moment où,
en général, les variables d’état d’un système (qu’il soit linéaire ou non linéaire) ne
peuvent pas se déduire directement (algébriquement) de la sortie, ce qui est valable
aussi pour les paramètres. Le processus d’observation est mené par un observateur,
dont la construction ne pose pas de problème en ce qui concerne l’estimation des
dynamiques linéaires, pour lesquelles on dispose de méthodes systématiques de syn-
thèse. En revanche, en ce qui concerne les systèmes non linéaires, on ne dispose que
d’une collection de solutions "dédiées", chacune applicable à une classe particulière
de systèmes.

Dans toutes les sections du chapitre, ainsi que dans les chapitres suivants, les
notations/terminologies suivantes seront utilisées :

⋆ x,u,y et t respectivement pour le vecteur d’état, le vecteur d’entrées, le vec-
teur de sorties, et la variable du temps (laquelle peut être omise comme un
argument lorsque ce n’est pas indispensable).

⋆ Id pour la matrice symétrique identité avec les dimensions appropriées.
⋆ vi pour le i-ème composant d’un vecteur v.
⋆ S = ST > 0 pour une matrice définie positive S.
Dans tout le chapitre, le système non linéaire considéré est décrit par une repre-

sentation d’état explicite de la forme suivante :

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) (3.1)

y(t) = h(x(t))

avec x ∈ X ⊂ R
n, u ∈ U ⊂ R

m et y ∈ Y ⊂ R
p. Les fonctions f et h sont supposées

être C∞ par rapport à leur arguments, et les fonctions d’entrées sont en général
supposées comme étant des fonctions mesurables et bornées dans un ensemble U .

Par ailleurs, la plupart des définitions et techniques discutées par la suite, sont
basées sur des formes plus spécifiques, parmi celles-là, on a :

⋆ Système affine en l’état

ẋ(t) = A(u)x(t) +B(u) (3.2)

y(t) = C(u)x(t) +D(u)

⋆ Système affine en l’entrée

f(x, u) = f0(x) + g(x)u (3.3)
Étant donné un système Σ décrit par les équations (3.1), le rôle d’un observateur

consiste à estimer l’état courant x du système à partir de ses entrées u (éventuel-
lement issues d’un algorithme de commande) et ses sorties y (mesurées par des
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capteurs). Un observateur O pour Σ est donc un système dynamique auxiliaire dont
les entrées sont les entrées/sorties de Σ, et les sorties les états estimés x̂.

Un tel système peut se définir comme suit :

Définition 1 (Observateur) Un observateur pour le système (3.1) est un système
dynamique auxiliaire dont les entrées sont les entrées/sorties de (3.1), et les sorties,
les états estimés x̂. Un tel système peut être représenté d’une façon générale comme
suit

Ẋ(t) = F (X(t), u(t), y(t), t)

x̂(t) = H(X(t), u(t), y(t), t)

tel que :
(i) x̂(0) = x(0) =⇒ x̂(t) = x(t), ∀t ≥ 0

(ii) ‖x̂(t) − x(t)‖ → 0 as t→ ∞ ;
Si (ii) est vérifié pour tout x(0) et x̂(0), l’observateur est global.

Si (ii) est vérifié avec une convergence exponentielle, l’observateur est exponen-
tiel.

Si (ii) est vérifié avec une vitesse de convergence à régler, l’observateur est ré-
glable.

3.2 Rappels sur l’observabilité non linéaire

L’objectif de cette section est de discuter quelques conditions nécessaires pour
la conception d’observateurs (selon le panorama de [19] notamment).

3.2.1 Conditions Géométriques d’observabilité

Pour les systèmes linéaires stationnaires, l’observabilité dépend exclusivement
de la description mathématique du système et elle se montre aussi suffisante pour
garantir l’existence d’un observateur à convergence globale, exponentielle et arbi-
trairement rapide. Pour les systèmes non linéaires, le problème est compliqué du
fait que l’observabilité dépend en plus de l’entrée appliquée. Plus précisément, pour
tout couple d’états initiaux, l’observabilité dépend de l’existence d’une entrée qui
permette de discerner (ou distinguer) les éléments de ce couple. En s’appuyant sur
le travail de [20], on définit l’observabilité à partir de la notion d’indiscernabilité.
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Définition 2 (Indiscernabilité) Une paire (x0, x
′
0) ∈ R

n × R
n sera dite indicer-

nable par u si
∀u ∈ U ,∀t ≥ 0, h(Xu(t, x0)) = h(Xu(t, x′0)).

La paire sera dite indiscernable, si elle l’est par tout u.

À partir de cette définition, nous pouvons définir l’observabilité.

Définition 3 (Observabilité) Un système non linéaire (3.1) est observable s’il
n’admet pas de paire indiscernable.

Cette définition est assez globale, et parfois très générale pour une utilisation pra-
tique, surtout quand on est intéressé à distinguer des états dans un voisinage. Cela
nous ramène à considérer la définition suivante d’observabilité :

Définition 4 (Observabilité faible) Un système non linéaire (3.1) est faiblement
observable s’il existe un voisinage W de x tel que il n’y a pas un état indiscernable
de x dans W .

Cette définition ne prend pas en compte les cas dont les trajectoires doivent aller au
delà W avant de distinguer entre deux états en W . Afin de prévenir cette situation,
une définition plus locale peut être donnée :

Définition 5 (Observabilité locale faible) Un système non linéaire (3.1) est lo-
calement faiblement observable s’il existe un voisinage W de x tel que pour tout
voisinage V de x contenu dans W , il n’y a pas un état indiscernable de x dans V .

Ceci signifie qu’on peut distinguer chaque état de ses voisins sans "aller trop loin".
Cette notion est plus intéressante dans la pratique, et aussi puisqu’elle présente
l’avantage d’admettre une caractérisation de condition au sens du rang. Telle condi-
tion est basée sur la notion d’un espace d’observabilité correspondant à l’espace de
tous les états observables :

Définition 6 [Espace d’observabilité] L’espace d’observabilité du système (3.1) est
défini comme le plus petit sous espace vectoriel O(h) de fonctions de C∞ contenant
les sorties de h et invariant sous l’action de la dérivée de Lie le long de fu := f(., u)

pour tout u ∈ R
m (à savoir que pour tout ϕ ∈ O(h), avec Lfu

ϕ(x) = ∂ϕ
∂xf(x, u))

Définition 7 (Condition de rang pour l’observabilité) On dira que le système
(3.1) satisfait la condition de rang pour l’observabilité, s’il satisfait :

∀x,dim dO(h)|x = n

avec dim dO(h)|x comme l’ensemble de dϕ et ϕ ∈ O(h).
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Cette condition nous ramène au théorème suivant [20] :

Théorème 1 Si le système (3.1) satisfait la condition du rang (en x0), alors il est
localement faiblement observable (en x0).
En général, si le système (3.1) satisfait la condition de rang pour l’observabilité, il
est localement faiblement observable.
Inversement, le système (3.1) localement faiblement observable satisfait la condition
du rang génériquement.

D’ailleurs, il y a une équivalence entre la condition de rang pour l’observabilité et
la condition de rang de Kalman utilisé pour les systèmes linéaires.

Théorème 2 Pour un système de la forme suivante :

ẋ = Ax

y = Cx (3.4)

⋆ La condition de rang pour l’observabilité est équivalente à rankOm = n, avec
une matrice d’observabilité définie par

Om =
[
C CA CA2 . . . CAn−1

]T

⋆ La condition de rang pour l’observabilité est équivalente à l’observabilité du
système (3.4).

La condition ci-dessus est aussi applicable aux systèmes contrôlés, ẋ = Ax + Bu.
Cette condition est suffisante pour la conception d’un observateur pour (3.4) (même
nécessaire et suffisante pour la conception d’un observateur réglable). Cependant,
pour les systèmes en général, la condition de rang n’est pas suffisante pour la pos-
sible conception d’un observateur. Cela est dû au fait que l’observabilité dépend
des entrées, c’est-à-dire qu’elle ne prend pas en compte l’existence d’entrées pour
lesquelles l’observabilité disparaît.

3.2.2 Conditions analytiques d’observabilité

Étant donné que les conditions présentées précédemment ne suffisent pas pour
la synthèse d’un observateur, il faut donner des conditions additionnelles relatives
aux entrées.

Définition 8 (Entrées universelles) Une entrée u : [0, T ] → U admissible est
dite universelle pour le système (3.1) sur [0, T ] si ∀x0 6= x′0,∃τ ≥ 0 tel que h(Xu(τ, x0)) 6=
h(Xu(τ, x′0)).
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Définition 9 (Entrées singulières) Une entrée non universelle sera dite entrée
singulière.

Lorsqu’il n’existe pas d’entrée singulière parmi l’ensemble des entrées admissibles
U , alors tout couple d’états initiaux sont discernables. Cette propriété est appelée
la U-uniforme observabilité.

Définition 10 [Observabilité U-uniforme ] Un système dont toutes les entrées ad-
missibles dans U sont universelles est dit U-uniformément observable. Dans le cas
où l’ensemble de toutes les entrées à valeurs bornées dans R

m sont universelles, ce
système sera dit R

m-uniformément observable (puis, uniformément observable par
la suite).

En général, la caractérisation d’entrées singulières n’est pas évidente. Ceci devient
une tâche plus facile pour les systèmes qui n’admettent pas des entrées singulières.

Définition 11 (Systèmes uniformément observables) Un système dont toutes
les entrées sont universelles est dit uniformément observable.

Théorème 3 Si le système (3.3) est uniformément observable, alors il existe un
sous-ensemble dense X ∈ R

m, tel que ∀x0 ∈ X il y a un voisinage V , dans lequel
un opérateur Φ donné devient un difféomorphisme qui transforme le système (3.1)
sous la forme canonique suivante :

ξ̇ = Aξ + ϕ0(ξ) +

m∑

i=1

ϕi(ξ)ui

y = Cξ (3.5)

Avec

A =








0 1 0
...

. . .
0 . . . 0 1

0 . . . 0 0







, ϕ0(ξ) =









0
...
...

ϕn(ξ)









, ϕi(ξ) =








ϕ1(ξ1)

ϕ2(ξ1, ξ2)
...

ϕn(ξ1, . . . , ξn)







,

C =
[

1 0 . . . 0
]

Inversement, si un système (3.1) peut se mettre sous la forme canonique ci-dessus
par un difféomorphisme Φ, le système sera uniformément observable dans le domaine
de la définition du difféomorphisme.
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L’observabilité locale faible (observabilité au sens de rang) du système (3.1)
n’implique pas l’observabilité du système autonome suivant :

Σu

{
x = fu(x)

y = h(x)
(3.6)

avec u comme étant une entrée constante fixée et fu(x) = f(u, x). La structure
d’observabilité uniforme définie ci-dessous possède la propriété indiquant que si le
système (3.1) est observable au sens du rang, alors pour chaque u ∈ U fixée, Σu

défini par (3.6) est aussi observable au sens de rang. Avant d’énoncer la définition
concernée, considérons que u ∈ U et les codistributions suivantes :

⋆ Eu
1 est engendrée par {dh1, ..., dhp} (il faut noter que Eu

1 ne depend pas de u
étant donné que hi = hi(x))

⋆ Pour k ≥ 1, soit Eu
k+1 la codistribution engendrée par Eu

k et {dLk
fu

(h1), ..., dL
k
fu

(hp)}
Clairement, on a Eu

1 ⊂ . . . ⊂ Eu
n−1 ⊂ Eu

n ⊂ . . .

Définition 12 [21][Structure d’observabilité U-uniforme (U-u.o.s.)] Le système (3.1)
aura une structure U-uniforme observable si et seulement si :

(i) ∀u, u′ ∈ U ;∀x ∈ X, Eu
1 = Eu′

1

(ii) Pour chaque i, la codistribution Eu
i est de dimension constante νu

i (dimEu
i =

νu
i ,∀x ∈ X;∀u ∈ U).

D’une manière similaire, soit (Ei)i≥1 la famille des coodistributions définie par :
⋆ E1 = span{dh1, ..., dhp}
⋆ Ei+1 = Ei + span{dLfui

...Lfu1
(hj);u1, ..., ui ∈ U, j = 1, ..., p}.

Remarque 1 À partir du :
– point (i) on peut déduire que pour chaque u ∈ U et pour tout i ≥ 1, Ei = Eu

i

– point (ii), si le système (3.1) est observable au sens du rang en x et il a une
U-u.o.s., alors il est observable au sens de rang à chaque point de X.

Maintenant on énonce le théorème suivant :

Théorème 4 En supposant que le système (3.1) est observable au sens de rang en
un point de X et qu’il a une U-u.o.s. Alors, pour chaque sous-ensemble U ′ de U ; le
système (3.1) est localement U’-uniformément observable.

En ce qui concerne les systèmes mono-sortie de la forme générale

ẋ(t) = f(x, u) (3.7)

y(t) = h(x, u)
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qui sont observables indépendamment de l’entrée, dans [22] a été introduit la notion
d’observabilité infinitésimale qui diffère de la notion d’observabilité comme suit : si
dans la définition classique nous sommes amenés à distinguer tout couple distinct
dans l’espace d’état, dans le cas de l’observabilité infinitésimale nous sommes amenés
à distinguer des éléments de l’espace tangent à l’espace d’état. Les éléments en
question sont les vecteurs tangents, d’où la terminologie infinitésimale.

Pour le système (3.7), avec l’entrée u(.) on considère que le l’application entré-
sortie PXΣ,u associe la condition initiale x0 à la trajectoire de sortie y(.) ∈ L∞(Rm).

PXΣ,u : x0 7→ y(.)

De plus, l’application PXΣ,u est differentiable par rapport à x0. Considérons
TPXΣ,u comme cette différentielle, laquelle est aussi l’application entrée-sortie d’un
autre système avec un espace d’états TX (le fibré tangent). Cet autre système -ci
dessous- est appelé première variation du (3.7).

ẋ = f(x, u)

ξ̇ = Dxf(x, u)ξ (3.8)

η = dxh(x, u)ξ

Dont, (x, ξ) ∈ TX est l’état de TXΣ.

Définition 13 [Observabilité uniforme infinitésimale] Le système est dit unifor-
mément infinitésimalement observable si, pour chaque u(.) ∈ L∞(U), pour chaque
x0 ∈ X, toutes les applications tangentes TPXΣ,u sont injectives.

Pour les systèmes non uniformément observables, il est possible de synthétiser
des observateurs qui dépendent des entrées, mais dans ce cas, toutes les entrées ne
sont pas admissibles, seules quelques unes le sont. Maintenant, la restriction des
entrées aux entrées universelles n’est plus suffisante.

L’universalité peut être garantie au cours du temps, c’est-à-dire, qu’elle doit être
persistante. Afin de caractériser cette persistance, on a la propriété suivante :

Définition 14 (Entrées persistantes) Une entrée u est persistante pour le sys-
tème (3.1) si :

∃t0, T : ∀t ≥ t0,∀xt 6= x′t,
∫ t+T

t
‖h(Xu(τ, x0)) − h(Xu(τ, x′0))‖2dτ > 0
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Cette propriété garantit l’observabilité au cours d’un intervalle de temps. Ce-
pendant, elle ne prévoit pas le fait que l’observabilité disparaisse lorsque le temps
tend à l’infini. Pour éviter cela, on doit garantir l’observabilité avec une persistence
régulière :

Définition 15 (Entrées régulièrement persistantes) Une entrée u est réguliè-
rement persistante pour le système (3.1) si :

∃t0, T : ∀t ≥ t0,∀xt−T 6= x′t−T ,
∫ t

t−T
‖h(Xu(τ, xt−T )) − h(Xu(τ, x′t−T ))‖2dτ ≥ β(‖xt−T − x′t−T ‖)

pour un classe de K-fonction β.

À partir de ces définitions sur la persistance et la persistance régulière, on peut
reprendre les définitions classiques déjà disponibles [23] pour une classe de systèmes
affines en l’état.

Proposition 1 Une fonction u est dite régulièrement persistante pour le système
(3.2), s’il existe α > 0, T > 0 tel que

∫ t

t−T
ΦT

u (τ, t− T )CTCΦu(τ, t− T )dτ ≥ αId > 0 ∀t ≥ t0 (3.9)

où la matrice de transition est définie classiquement

dΦu(τ, t)

dτ
= A(u(τ))Φu(τ), Φu(t, t) = Id,

Le terme à gauche de l’équation (3.9) correspond au Grammian d’observabilité.

Maintenant on sait que la persistence régulière est la propriété dont on a besoin
pour la reconstruction d’états, par contre, elle dépend d’un temps nécessaire T pour
obtenir l’information suffisante. Si l’on est intéressé par une estimation à temps
court, on aura besoin d’une propriété plus forte d’observabilité. Cela peut s’énoncer
comme suit :

Définition 16 (Entrées localement régulières) Une entrée u est localement ré-
gulière pour le système (3.1) si :

∃T0, α : ∀T ≤ T0,∀t ≥ T,∀xt−T 6= x′t−T ,
∫ t

t−T
‖h(Xu(τ, xt−T )) − h(Xu(τ, x′t−T ))‖2dτ ≥ β(‖xt−T − x′t−T ‖,

1

T
)

pour une classe de KL-fonction β.
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3.3 Résumé sur la conception d’observateurs non linéaires

Ce paragraphe fait quelques rappels (selon [19]) sur la synthèse d’observateurs
non linéaires, aussi bien pour les systèmes uniformément observables que pour les
non uniformément observables. D’abord, nous présentons quelques manières de trai-
ter les systèmes non linéaires qui ne satisfont pas a priori les structures appropriées
pour la conception d’observateurs.

3.3.1 Conception basée sur une transformation

La théorie développée jusqu’à présent pour la synthèse d’observateurs non li-
néaires comprend des systèmes avec des structures particulières. Cependant, on peut
appliquer cette théorie aux systèmes en les transformant sous ces structures de syn-
thèse. L’approche plus évidente implique un changement de coordonnées qui établit
une équivalence entre systèmes.

Définition 17 (Equivalence entre systèmes) Un système décrit par :

ẋ = f(x, u) = fu(x); x ∈ R
n, u ∈ R

m

y = h(x) ∈ R
p (3.10)

sera dit équivalent au système

ξ̇ = F (ξ, u) = Fu(x);

y = H(ξ) (3.11)

s’il existe un difféomorphisme ξ = Φ(x) défini en R
n tel que :

∀u ∈ R
m,

∂Φ

∂x
fu(x)|x=Φ−1(ξ) = Fu(ξ), h ◦ Φ−1 = H

Les systèmes (3.10) et (3.11) sont dits équivalents par ξ = Φ(x).

L’intérêt de telle propriété pour la conception d’observateurs peut s’illustrer par la
proposition suivante :

Proposition 2 Étant donnés deux systèmes Σ1 et Σ2 respectivement définis par :

Σ1

{
ẋ = X(x, u)

y = h(x)
, Σ2

{
ξ̇ = Z(ξ, u)

y = H(ξ)

et équivalents par ξ = Φ(x),
Si :

O1

{
˙̂
ξ = Z(ξ̂, u) + k(w,H(ξ̂) − y)

ẇ = (w, u, y)
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est un observateur pour Σ2,
Alors :

O2







˙̂x = X(x̂, u) +

(
∂Φ

∂x

)−1

|x̂
k(w,H(x̂) − y)

ẇ = (w, u, y)

est un observateur pour Σ1.

De fait, si un système n’a pas la structure appropriée pour la synthèse d’un obser-
vateur, mais qu’il est équivalent à un autre système, ayant la bonne structure, alors
il existe un observateur pour le système original.

Il existe diverses manières de transformer des systèmes en systèmes avec une
structure adéquate pour la conception d’observateurs, par exemple, un système affine
en l’entrée peut se transformer pour la conception d’un observateur de grand gain
moyennant la transformation suivante ([24], [25]) :

Φ =








h(x)

Lfh(x)
...

Ln−1
f h(x)








(3.12)

3.3.2 Synthèse d’observateurs par sous-systèmes

Une autre manière d’étendre la classe des systèmes pour lesquels un observateur
peut être conçu, peut se faire en interconnectant un ensemble d’observateurs afin de
concevoir un observateur pour un système inter-connecté.

Lorsqu’un système n’est pas sous une forme pour laquelle un observateur est déjà
disponible, il peut être vu comme l’interconnexion entre plusieurs sous-systèmes qui
admettraient chacun un observateur.

Si chaque sous-système admet un observateur, et si les états de chaque sous-
système complémentaire sont connus, alors un observateur candidat principal pour
l’interconnexion de ces sous-systèmes est donné en interconnectant l’ensemble des
sous-observateurs disponibles (e.g. [26]).

Pour les systèmes non linéaires, la stabilité d’un observateur inter-connecté n’est
pas garantie par la stabilité de chaque sous-observateur, puisque le principe de sé-
paration ne s’applique pas. Cela signifie que la stabilité de l’interconnexion des
sous-observateurs exige une attention spécifique. Dans [26], certaines conditions ont
été dérivées afin de garantir une conception possible par l’interconnexion. Les cas
considérés dans ce travail sont l’interconnexion en cascade et l’interconnexion pleine
qui sont présentées ci-après. Les conditions de stabilité pour le cas respectif sont
disponibles dans [26].
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Considérons le premier cas d’interconnexion pleine, par l’intermédiaire d’un
exemple dont un système est constitué par deux sous-systèmes et décrit par les
équations suivantes :

Σ :







ẋ1 = f1(x1, x2, u), u ∈ U ⊂ R
m; fi est une fonction C∞, i = 1, 2;

ẋ2 = f2(x2, x1, u), xi ∈ Xi ⊂ R
ni , i = 1, 2;

y = [h1(x1), h2(x2)]
T = [y1, y2]

T , yi ∈ R
ηi , i = 1, 2.

(3.13)

On suppose que u(.) ∈ U ⊂ L∞(R+, U) ; et on fixe Xi := AC(R+,Rni) comme étant
l’espace de fonctions absolument continues de R+ en Rni . Finalement, on considère
que ı̄ dénote l’index complémentaire de i ∈ {1, 2}.

Le système (3.13) peut être vu comme une interconnexion entre deux sous-
systèmes Σi, avec i = 1, 2 donné par :

Σi :

{
ẋi = fi(xi, vı̄, u), (vı̄, u) ∈ Xı̄ × U
yi = hi(xi)

(3.14)

Pour chaque sous-système Σi, on peut concevoir un observateur Oi avec la forme
suivante :

Oi :
{
ξ̇i = fi(ξi, vı̄, u) + ki(gi, ξi)(hi(ξi) − yi), ġi = Gi(ξi, vı̄, u, gi), (3.15)

avec des fonctions régulières ki, Gi et (ξi, gi) ∈ (Rni × Gi) où Gi est invariant posi-
tivement par (3.15).

Si chaque sous-observateur Oi résulte en un observateur asymptotique pour un
système correspondant Σi, alors, l’observateur (3.16) est un observateur pour (3.13),
si les fonctions de Lyapunov associées à chaque sous-observateur satisfont les condi-
tions données en [26].

O :

{
˙̂x1 = f1(x̂1, x̂2, u) +K1(x̂1)(h1(x̂1) − y1)
˙̂x2 = f2(x̂2, x̂1, u) +K2(x̂2)(h2(x̂2) − y2)

(3.16)

Un cas plus faible à considérer se présente quand f1(x1, x2, u) = f1(x1, u) dans
(3.13). On dit que ce type de système inter-connecté se trouve sous une intercon-
nexion en cascade. Pour ce cas là, il existe plusieurs résultats pour la stabilité ([26]).

3.3.3 Filtre de Kalman Étendu

Une approche pour laquelle on n’a pas besoin d’une structure spécifique pour la
synthèse d’observateurs, se base sur le célèbre Filtre de Kalman [27], sous sa version
non linéaire.
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Le Filtre de Kalman Étendu (EKF) comme on l’appelle est l’un des algorithmes
les plus connus utilisés pour l’estimation des états et des paramètres de systèmes
non linéaires (voir par exemple [28]).

Pour la conception d’un tel EKF, le système (3.1) est considéré. Pour celui-ci, il
existe un observateur avec la forme suivante :

˙̂x = f(x̂, u) −K[ŷ − h(x̂)] (3.17)

Le gain de cet observateur s’exprime comme étant

K = SCT (x̂)R−1 (3.18)

avec S calculée par l’équation de Riccati suivante :

Ṡ = A(x̂, u)S + SAT (x̂, u) − SCT (x̂)R−1C(x̂)S +Q (3.19)

Par ailleurs, les matrices de covariance Q et R sont des matrices définies positives,
tandis que les matrices A(x̂, u) et C(x̂, u) sont obtenues en calculant les jacobiennes
suivantes :

A(x̂, u) =
∂f(x̂, u)

∂x
, C(x̂) =

∂h(x̂)

∂x
(3.20)

Un inconvénient du EFK est qu’il ne garantit pas la convergence globale. Toutefois,
la stabilité locale peut être prouvée en supposant quelques bornes dans les nonlinéa-
rités. Intuitivement, si l’estimation a priori est loin de la valeur actuelle de l’état,
la linéarisation autour de la valeur estimée n’a pas de sens.

Dans [29], une légère modification pour l’EKF a été présentée. Cette modification
essaie d’ajuster la dynamique du filtre afin d’accroître le domaine d’attraction et
régler le temps de convergence. Cela s’effectue en ajoutant à la matrice A(x̂(t), u(t))

de l’equation (3.19), un terme de stabilité λ. Cette modification donne :

Ṡ = [A(x̂, u) + λId]S + S[AT (x̂, u) + λId] − SCT (x̂, u)R−1C(x̂, u)S +Q (3.21)

Avec cette modification, l’efficacité du filtre de Kalman étendu peut s’améliorer
d’un point de vue pratique, cependant, d’un point de vue théorique on sait qu’il
n’est pas un observateur global car sa convergence exponentielle ne repose sur aucun
théorème, et elle dépend du système auquel le filtre s’applique. Par ailleurs cette
forme du filtre de Kalman est non intrinsèque, mais lorsqu’il est appliqué à un
système mis sous une forme canonique d’observabilité alors il acquiert des propriétés
de convergence exponentielle. On verra ce fait dans la suite.

3.3.4 Grand gain et systèmes uniformément observables

La synthèse d’observateur à grand gain pour les systèmes uniformément ob-
servables s’appuie sur le fait que ces systèmes peuvent se mettre sous une forme
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canonique (3.5) dont la construction ne pose pas de problème dans le cas mono-
sortie.

L’étude plus approfondie des formes canoniques d’observabilité et des structures
d’observabilité uniforme a permis de proposer des observateurs à gain constant et
en particulier de dégager des conditions pour lesquelles la solution stationnaire de
l’équation de Riccati différentielle existe et donne le gain d’un observateur exponen-
tiel pour le système. Dans ce cas, les systèmes considérés sont de la forme (3.22) où
la non linéarité vérifie une structure triangulaire affine en l’entrée (3.3) et des condi-
tions de Lipchiptz. Le réglage du facteur d’oubli exponentiel permet alors d’éliminer
l’influence de la non linéarité pour des valeurs suffisamment grandes, et d’accélérer
plus ou moins la convergence de l’observateur. En contrepartie, ce type d’observateur
est souvent peu robuste vis-à-vis des bruits de mesure.

3.3.4.1 Observateur à grand gain ’classique’

Considérons le système (3.5) en une forme plus compacte comme suit :

ξ̇ = Aξ + ϕ(ξ, u), ξ ∈ R
n, u ∈ R

m

y = Cξ ∈ R (3.22)

A =








0 1 0
...

. . .

0 . . . 0 1

0 . . . 0 0







, C =

[
1 0 . . . 0

]

Théorème 5 Si le système (3.22) satisfait les conditions
⋆ ϕ globalement Lipschitzienne par rapport à ξ et uniformément par rapport à
u,

⋆
∂ϕi

∂ϕj
= 0 pour j > i, i = 1, . . . , n− 1,

alors il existe λ0 > 0 tel que pour tout λ > λ0, le système

˙̂
ξ =Aξ̂ + ϕ(u, ξ̂) − S−1CT (ŷ − y)

0 = − λS −ATS − SA+ CTC
(3.23)

soit un observateur de (3.22) à convergence exponentielle dont la vitesse puisse être
choisie arbitrairement rapide par l’intermédiaire du paramètre de réglage λ.

Notons que la solution S de l’équation de Lyapunov statique peut s’exprimer
comme suit :

S(i, j) = (−1)(i+j)Cj−1
i+j−2 pour 1 ≤ i, j ≤ n (3.24)
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où Cp
n est le symbole désignant le coefficient binômial, c’est à dire Cp

n = n!
(n−p)!p! .

De même, le terme S−1CT peut se mettre sous la forme ΛλK avec

Λλ =








λ

λ2

. . .

λn







, K =








C1
n

C2
n
...
Cn

n








(3.25)

Il suffit même que le vecteur K soit tel que la matrice (A−KC) ait toutes ses va-
leurs propres négatives [23]. Une structure plus générale des systèmes uniformément
observables multi-sorties admettant un observateur à grand gain à été donnée par
[30].

Sans trop entrer dans les détails, mentionnons que la synthèse de l’observateur à
grand gain est légèrement plus compliquée dans le cas des systèmes non autonomes
multi-sorties à cause de l’absence d’une procédure pour la construction, par rap-
port à ϕ, d’une forme canonique convenable. En réalité, les conditions de structure
employées dans le cas multi-sorties sont seulement suffisantes en ce qui concerne
l’observabilité uniforme locale, alors que dans le cas mono-sortie, la condition de
structure est aussi nécessaire. De plus, la satisfaction des conditions de structure
dépend du choix, parmi les éléments de l’espace d’observation du système, des co-
ordonnées dans lesquelles le système est écrit. Dans un travail plus récent [31], cer-
taines conditions de structure ont été présentées par l’intermédiaire d’une nouvelle
approche pour la caractérisation de l’observabilité locale uniforme pour les systèmes
multi-sorties. Le problème lié aux choix des coordonnées reste néanmoins ouvert.

3.3.4.2 Lien avec le filtre Kalman étendu

Maintenant, un premier résultat est présenté justifiant l’utilisation du filtre de
Kalman étendu sur un système mis sous une forme canonique d’observabilité. Son
intérêt pratique est évident : il allie le filtre de Kalman étendu à l’observateur grand
gain.

Il n’existe pas de preuves de la convergence du filtre de Kalman étendu, mais
en revanche de nombreux exemples de systèmes non linéaires où le filtre de Kalman
étendu ne converge pas (cf.[32]) : cela est dû au fait que si la trajectoire réelle
du système est éloignée de la trajectoire estimée, les non linéarités peuvent être
impossibles à compenser par un observateur à petit gain. Il parait donc naturel
d’appliquer un observateur de type Kalman étendu avec un grand gain lorsque l’on
a très peu d’information sur l’état réel du système.

Soit R > 0. Soit Q symetrique définie positive. On pose Λ = diag(1, 1
λ , . . . ,

1
λn−1 )

et Qλ = λ2Λ−1QΛ−1. Pour toute fonction ϕ(x) on note dϕ comme étant sa matrice
Jacobienne.
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Théorème 6 . [18] Supposons que A et ϕ soient globalement Lipschitz et que u

reste borné. Soit λ > 0. Alors pour tout λ suffisamment grand, le système

˙̂
ξ =Aξ̂ + ϕ(u, ξ̂) − SCTR−1(ŷ − y)

Ṡ =Qλ + S(A+ dϕ)T + (A+ dϕ)S − SCT r−1CS
(3.26)

est un observateur de (3.22) à convergence exponentielle dont la vitesse peut être
choisie arbitrairement rapide par l’intermédiaire du paramètre de réglage λ.

3.3.5 Grand gain et systèmes infinitésimalement uniformément ob-
servables

3.3.5.1 Forme de base et lien avec le filtre de Kalman étendu

La notion d’observabilité infinitésimale uniforme est accompagnée dans [22] d’une
forme canonique à savoir

ẋ1 = f1(x1, x2, u)

ẋ2 = f2(x1, x2, x3, u)

... (3.27)

ẋn−1 = fn−1(x1, x2, . . . , xn, u)

ẋn = fn(x1, x2, . . . , xn, u)

y = h(x1, u)

où pour tout 1 ≤ i < n, ∂fi

∂xi+1
(x1, . . . , xi, xi+1, u) 6= 0 (i.e. ne s’annule jamais quelles

que soit les valeurs de x et de u).

Le système (3.27) peut s’obtenir, dans le cas des systèmes analytiques, par l’in-
termédiaire d’un changement de coordonnées. Enfin, toujours dans [22] cette forme
canonique est utilisée pour la synthèse d’un observateur à grand gain.

On s’intéresse à présent à la structure particulière suivante, obtenue éventuelle-
ment suite à un changement de coordonnées, de système non affine en l’entrée :

ẋ = A(u)ξ + ϕ(ξ, u)

y = C(u)ξ (3.28)

avec

A(u) =








0 a1(u) 0
...

. . .
0 . . . 0 an−1(u)

0 . . . 0 0







, ϕi(ξ) =








ϕ1(ξ1, u)

ϕ2(ξ1, ξ2, u)
...

ϕn(ξ1, . . . , ξn, u)







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C(u) =
[
c1(u) 0 . . . 0

]

Le système (3.28) est uniformément infinitésilement observable si et seulement
si c1(u) et ai(u), i = 1, . . . , n− 1, ne s’annulent jamais. Pour la synthèse de l’obser-
vateur, une certaine condition de régularité est nécessaire, au sens où aucun de ces
scalaires ne tend vers zéro quand le temps tend vers l’infini. De plus, les matrices A
et C doivent admettre des bornes supérieures. Ainsi, on suppose

0 < α ≤ |c1(u)|, |ai(u)| ≤ β i = 1, . . . n− 1

ou bien, après un changement de coordonnées convenable,

0 < α ≤ c1(u), ai(u) ≤ β i = 1, . . . n− 1

Sous l’hypothèse spécifique aux techniques grand gain -ϕ Lipschitzienne globalement
par rapport à z, uniformément par rapport à u- la particularisation au système (3.28)
de l’observateur proposée dans [22] est la suivante :

ˆ̇
ξ = A(u)ξ̂ + ϕ(ξ, u) − ΛλK(C(u)ξ̂ − y)

où Λλ est la matrice diagonale diag(λ, λ2, . . . , λn) avec λ > 0 suffisamment grand et
K est un vecteur colonne qui peut être toujours trouvé sous la condition de regularité
ci-dessus tel qu’il existe une matrice symétrique, définie positive S qui satisfait :

[A(u) −KC(u)]TS + S[A(u) −KC(u)] ≤ −γId

avec γ > 0.

Une version à gain variable a été proposée dans [33], faisant le lien avec le filtre
de Kalman étendu, avec un gain donné par S−1CT pour S solution de :

Ṡ = Qλ − SCTRλCS + S
(

A(u) + dϕ(u, ξ̂)
)T

+
(

A(u) + dϕ(u, ξ̂)
)

S

avec dϕ(u, ξ̂) =
∂ϕ(u, ξ̂)

∂ξ
et Qλ, Rλ sont définies comme suit : soit Q ∈ R

n×n > 0,

R > 0 et

Λλ = diag(1,
1

λ(t)
, . . . ,

1

λn−1(t)
)

alors, Qλ = λ(t)Λ−1
λ QΛ−1

λ et Rλ = 1
λ(t)R.

Ce choix confère à l’observateur, au voisinage d’un état d’équilibre, le comporte-
ment d’un observateur de Kalman étendu, et cette façon particulière (choix du repère
de coordonnées) de construire un tel observateur permet d’obtenir un résultat de
stabilité.
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3.3.5.2 Un grand gain adaptatif

Il a été montré que sous des conditions d’observabilité uniforme, le système
peut être mis sous une forme canonique d’observabilité et que sous cette forme,
un observateur de type de Kalman étendu grand gain peut être construit. Il est
démontré que cet observateur converge arbitrairement vite vers l’état du système
(Théorème 6, [34]). Cependant, cet algorithme présente un inconvénient : une valeur
très grande de λ produit l’amplification du bruit.

Une manière de surmonter ce désavantage est d’adapter le gain, tel que sa valeur
soit grande quand il faut utiliser les propriétés d’un observateur à grand gain, et
petite, quand les propriétés de filtrage sont exigées. Cette idée a été complètement
développée dans [35] à la suite de premiers travaux [36], [37], [38]. Ici, on montre les
résultats obtenus dans [35].

Considérons le système (3.28), un observateur de Kalman avec un grand gain
adaptatif pour un tel système donné par :

˙̂
ξ = A(u)ξ̂ + ϕ(u, ξ̂) − S−1CT (u)R−1

λ (ŷ − y) (3.29)

Ṡ = −(A(u) + dϕ(u, ξ̂))TS − S(A(u) + dϕ(u, ξ̂)) + CT (u)R−1
λ C(u) − SQλS

λ̇ = F(λ(t),In(t)) = S(In)F0(λ) + K(1 − S(In))(1 − λ)

où :
⋆ λ(0) = 1, λ(t) ≥ 1 et S(0) > 0,
⋆ dϕ dénote la matrice Jacobienne de ϕ,
⋆ Qλ et Rλ sont définies comme suit : soit Q ∈ R

n×n > 0, R > 0 et

Λλ = diag(1,
1

λ(t)
, . . . ,

1

λn−1(t)
)

alors, Qλ = λ(t)Λ−1
λ QΛ−1

λ et Rλ = 1
λ(t)R.

⋆ In est une fonction d’innovation exprimée par :

In =

∫ t

t−d
‖y(τ) − ŷ(τ)‖2dτ

avec y comme étant la sortie actuelle du système (3.28) et ŷ comme une
prédiction de la trajectoire de la sortie calculée sur l’interval [t − d, t] avec
l’état initial ξ(t− d).

⋆ F0(λ) =







1

∆T
λ2 si λ ≤ λ1

1

∆T
(λ− 2λ1)

2 si λ > λ1

⋆ S(In) =







0 si In ≤ γ0

∈ [0; 1] si γ0 < In < γ1

1 si In ≥ γ1
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En fait, la fonction S(In) contrôle quelle partie de F(λ(t),In(t)) est activée dans
un temps spécifié. Le comportement de la fonction F(λ(t),In(t)) peut être résumé
comme suit :

⋆ lorsque In ≥ γ1 : λ augmente vers 2λ1 et dessus λ1 dans un temps inférieur à
∆T , pour tout λ1,

⋆ lorsque In ≤ γ0 : λ diminue vers 1 avec une vitesse fixée par le paramètre K.
La convergence exponentielle globale de cet observateur appelé filtre de Kalman

étendu de grand gain adaptatif est prouvée dans [35], où les détails d’application
sont aussi donnés.

3.3.6 Grand gain et systèmes non uniformément observables

On considère maintenant une structure plus générale pour la conception d’un ob-
servateur à grand gain. Cette structure admet le cas (3.28) comme cas particulier,
et inclut aussi les systèmes pour lesquels certaines entrées peuvent être singulières
en ce qui concerne l’observabilité, c’est-à-dire des systèmes non uniformément ob-
servables. Elle a été formalisée dans [39], [17], généralisant les travaux de [23].
La structure est décrite comme suit :

ξ̇ =A(u, y)ξ + ϕ(u, ξ)

y =C(u)ξ + ζ(u)
(3.30)

avec ξ = (ξ1, ..., ξq)
T ∈ R

N , ξi ∈ R
Ni pour i = 1, ..., q, Ai−1 i ∈ R

Ni−1×Ni pour
i = 2, ..., q et C1(u) ∈ R

1×N1 . Les matrices impliquées possèdent les structures par-
ticulières suivantes

A(u, y) =








0 A12(u, y) 0
. . .

Aq−1q(u, y)

0 0








, ϕ(u, ξ) =










ϕ1(u, ξ1)

ϕ2(u, ξ1, ξ2)
...

ϕq−1(u, ξ1, . . . , ξq−1)

ϕq(u, ξ)










,

C(u) =
[
C1(u) 0 . . . 0

]

Cette classe de systèmes non linéaires est particulièrement intéressante pour la
synthèse d’un observateur étant donné que, presque tout système affine en l’entrée
possède la propriété de pouvoir être mis sous la forme (3.30) [17]. Le résultat relatif
à l’observation de ce système peut alors s’énoncer comme suit :

Théorème 7 Étant données un système (3.30) et les hypothèses :
(i) l’entrée u est localement régulière, bornée et telle que A(u, y) et C(u) soient

bornés ;
(ii) la non linéarité ϕ est Lipschitzienne-globalement par rapport à ξ, uniformé-

ment par rapport à u,



46 Chapitre 3. Observateurs non linéaires

alors pour tout σ > 0, il exist λ, γ > 0 tels que le système :

˙̂
ξ =A(u, y)ξ̂ + ϕ(u, ξ̂) − ΛλS

−1CT (u)(ŷ − y); ŷ = C(u)ξ̂ + ξ(u)

Ṡ =λ(−γS −A(u, y)TS − SA(u, y) + CTC)
(3.31)

avec Λλ donné par

Λλ =








λIN1 0

λ2IN2

. . .
0 λqINq








(3.32)

et des conditions initiales ξ̂(0) ∈ R
N , S(0) > 0, assure :

‖ξ(t) − ξ̂(t)‖ ≤ µe−σt, µ > 0, ∀t ≥ 1

λ
.

La démonstration du Théorème 7 est donnée dans l’article [17].

3.3.6.1 Une nouvelle forme d’observateur à grand gain pour systèmes
non uniformément observables

Afin d’améliorer le résultat exprimé par le Théorème 7, le terme A(u, y) peut être

remplacé par (A(u, y)+
∂ϕ

∂ξ
). Cette modification fait que l’observateur, au voisinage

d’un état d’équilibre, se comporte comme un observateur de Kalman étendu. Alors,
on peut établir le théorème suivant :

Théorème 8 Étant donnés un système (3.30) et les hypothèses du Théorème 7 alors
pour tout σ > 0, il existe λ, γ > 0 tels que le système :

˙̂
ξ =A(u, y)ξ̂ + ϕ(u, ξ̂) − ΛλS

−1CT (u)(ŷ − y); ŷ = C(u)ξ̂ + ξ(u)

Ṡ =λ(−γS − [A(u, y) + dϕλ(u, ξ̂)]TS − S[A(u, y) + dϕλ(u, ξ̂)] + CTC)
(3.33)

avec Λλ donné par (3.32), dϕλ =
1

λ
Λ−1

λ

∂ϕ

∂ξ
Λλ, et conditions initiales ξ̂(0) ∈ R

N ,

S(0) > 0, assure que :

‖ξ(t) − ξ̂(t)‖ ≤ µe−σt, µ > 0, ∀t ≥ 1

λ
.

La démonstration du Théorème 8 est proposée dans [7] et en suivant les mêmes
lignes proposées dans [17].

La preuve s’appuie sur deux lemmes et sur des arguments standards de Lyapunov
(comme par exemple résumés dans [40]) :
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Lemme 1 Considérons S comme dans le théorème 8, avec les mêmes suppositions
étant vraies.
Alors ∃γ > 0 et α1, α2 > 0 tel que ∀λ ≥ λ0 et ∀t ≥ 1

λ , α1IN ≤ S(t) ≤ α2IN .

A partir de cela, une fonction de Lyapunov peut être construite pour l’erreur du
système :

Lemme 2 Considérons S comme dans le Théorème 8, avec les mêmes suppositions
étant vraies.
Si e := ξ̂ − ξ est l’erreur d’observation, alors V (t, e) := eT Λ−1(λ)S(t)Λ−1(λ)e est
une fonction candidate pour l’erreur du système qui satisfait V̇ ≤ −α(λ)V pour tout
λ suffisamment grand et pour toute fonction α croissante strictement positive le long
les trajectoires de e.

Preuve 1 Notons qu’un résultat similaire a été établi dans [19], avec S obtenue
comme dans l’équation 3.33, mais sans dϕλ. Soit S0 cette matrice (avec la même
condition initiale S0(0) = S(0)). Alors, le lemme 1 découle du fait que S0 satisfait
le même résultat (pour α10, α20), et S − S0 peut devenir arbitrairement petit. Cela
peut être montré comme suit :

Tout d’abord, à partir de la structure et les conditions Lipschitz de ϕ, il résulte
que S admet une borne supérieure sM > 0, pareil à S0 [17]. Ceci peut être vu à
partir de l’expression explicite de S :

S(t) = e−λγtΛΨT (0, t)Λ−1S(0)Λ−1Ψ(0, t)Λ+λ

∫ t

0
e−λγ(t−τ)ΛΨT (τ, t)Λ−1CTCΛ−1Ψ(τ, t)Λdτ

où Ψ désigne la matrice de transition pour le système : ζ̇(t) = [A(u(t), y(t)) +

dϕλ(u(t), ξ̂(t)]ζ(t).
En notant qu’à partir des propriétés Lipschitz et la structure de ϕ, il existe δ > 0

tel que pour u, ξ̂, dϕλ ≤ δ
λ , il peut être vérifié que par le lemme de Gronwall’s, cette

matrice de transition satisfait une inégalité supérieure comme suit :

‖Λ−1Ψ(τ, t)Λ‖ ≤ eλa+δ

A partir cela :

‖S(t)‖ ≤ e−λ(γ−2a−2δ/λ)t‖S(0)‖ + λ

∫ t

0
e−λ(γ−2a−2δ/λ)(t−τ)‖CTC‖dτ

et alors ‖S(t)‖ admet une borne supérieure constante α2 dès que γ > 2a (ou γ ≥
2a+ ε pour ε > 0 et λ ≥ λ0 > 0 suffisamment grand afin que 2δ

λ0
< ε).

• Notons ensuite que E := S − S0 satisfait :

Ė = λ[−γE −AT (u, y)E − EA(u, y) − dϕT
λ (u, ξ̂)S − SdϕT

λ (u, ξ̂)].
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D’où,

E(t) = −λ
∫ t

0
e−λγ(t−τ)ΛΦT (τ, t)Λ−1(dϕT

λS + Sdϕλ)Λ−1Φ(τ, t)Λdτ

avec Φ comme étant la matrice de transition
En utilisant la borne de Φ (comme Ψ) et aussi de dϕλ, nous obtenons :

‖E(t)‖ ≤ λ

∫ t

0
e−λ(γ−2a)(t−τ)2α2δdτ ≤ 2δα2

λ(γ − 2a)
=: ρ(λ)

avec ρ tendant vers zero et λ tendant vers l’infini.
• Finalement, en tenant compte que S = S0 + E, nous avons pour ξ,

ξTSξ ≥ ξTS0ξ − |ξTEξ| ≥ α10‖ξ‖2 − ρ(λ)‖ξ‖2 ≥ α1‖ξ‖2

pour α1 > 0 et λ suffisamment grands.

Preuve 2 Nous avons clairement :

ė = (A− ΛS−1CTC)e+ ϕ(u, ξ̂) − ϕ(u, ξ)

A partir de la définition de V , et du lemme 1, V est effectivement une fonction de
Lyapunov candidate adéquate pour e. A savoir, elle satisfait :

V̇ = −λγV − 2eT Λ−1λdϕT
λSΛ−1e+ 2eT Λ−1SΛ−1(ϕ(u, ξ̂) − ϕ(u, ξ))

et à partir de la supposition Lipschitz de ϕ et son structure, on obtient :

V̇ ≤ −λγV + 4α2δ‖Λ−1e‖2 ≤ −(λγ − 4α2δ

α1
)V

ce qui termine la preuve.

On peut à présent faire quelques remarques sur le résultats.

Remarque 2 On peut noter que l’observateur (3.33) ressemble en fait à un filtre
de Kalman étendu, si on redéfinit son gain par S̄ = λ2Λ−1

λ SΛ−1
λ à la place de S, ce

qui fait devenir le gain en λS̄−1CT (u) avec

˙̄S = λγS̄ + [A(u, y) + dϕ(u, ξ̂)]T S̄ + S̄[A(u, y) + dϕ(u, ξ̂)] − λCT (u)C(u)

où dϕ = ∂ϕ
∂ξ comme le filtre de Kalman classique, mais avec un facteur d’oublie λγ,

et une matrice de covariance pour les sorties R = λ−1.
En outre, un filtre de Kalman plus standard peut s’obtenir par l’usage des matrices
de covariance classiques R,Q à la place du facteur d’oubli, mais dans une "forme
structurée" par rapport au grand gain Rλ = λ−1R, Qλ = λ−2ΛλQΛλ comme dans
[34], [41], afin d’obtenir un gain S̃−1CT (u)R−1

λ avec

˙̃S = −S̃QλS̃ − [A(u, y) + dϕ(u, ξ̂)]T S̃ − S̃[A(u, y) + dϕ(u, ξ̂)] +CT (u)R−1
λ C(u)
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Remarque 3 Finalement, il faut marquer que l’implémentation de l’observateur
(3.33) peut provoquer des soucis numériques dus à l’inversion de la matrice S.
Ceci peut s’éviter en calculant M := S−1 comme :

Ṁ = λ(γM + [A(u, y) + dϕ(u, ξ̂)]M +M [A(u, y) + dϕ(u, ξ̂)]T −MCT (u)C(u)M)

et obtenir le gain par : Λ(λ)MCT (u) avec M(0) ≥ 0.

Des exemples d’utilisation résultats pratiques de l’observateur du Théorème 8
sont présentés dans la suite de la thèse (ils se retrouvent dans [8]).

3.3.7 Vers une version adaptative

On peut naturellement proposer dans le prolongement du Théorème 8 et de
la section 3.3.5.2 un observateur du type filtre de Kalman étendu avec un gain
adaptatif, similaire à celui exprimé par (3.29), mais synthétisé pour les systèmes
sous la forme (3.31) :

˙̂
ξ = A(u, y)ξ̂ + ϕ(u, ξ̂) − S−1CT (u)R−1

λ (ŷ − y) (3.34)

Ṡ = −(A(u, y) + dϕ(u, ξ̂))TS − S(A(u, y) + dϕ(u, ξ̂)) + CT (u)R−1
λ C(u) − SQλS

λ̇ = F(λ(t),In(t)) = S(In)F0(λ) + K(1 − S(In))(1 − λ)

où toutes les variables relatives à l’observateur sont définies de la même manière
qu’elles ont été définies pour l’observateur (3.29), sauf Λλ qui est donné par (3.32).
A priori, on peut supposer q’une preuve de convergence exponentielle de cet obser-
vateur doit pouvoir se dériver de la preuve de convergence pour l’observateur (3.29)
présentée dans [35].

Enfin, l’observateur (3.34) permet l’estimation d’états des systèmes non unifor-
mément observables moyennant un gain adaptatif, en commutant comme l’obser-
vateur 3.29 du mode filtre de Kalman quand l’innovation est petite, vers le mode
grand gain lorsque l’innovation est supérieure à un seuil. L’intérêt de cet observateur
concerne les applications en présence de bruit et de grandes perturbations.

3.4 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons rappelé quelques conditions inhérentes à l’observa-
tion des systèmes non linéaires, ainsi que certains résultats concernant la synthèse
d’observateurs uniformément observables et non uniformément observables.
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Nous avons présenté notamment les résultats relatifs à la conception d’observa-
teurs à grand gain, des filtres de Kalman, et le développement théorique pour les
rassembler.

A l’issue des résultats présentés précédemment pour des systèmes sous certaines
formes canoniques d’observabilité, nous avons proposé en extension un type d’ob-
servateur qui peut s’appliquer aux systèmes pour lesquels certaines entrées sont
singulières en ce qui concerne l’observabilité. Cet observateur peut être considéré
comme l’association d’un observateur à grand gain avec le filtre de Kalman étendu.
Cela lui confère les propriétés des deux algorithmes, à savoir, le filtrage de bruit
et la convergence globale. Finalement, comme un prolongement naturel du filtre de
Kalman étendu de grand gain adaptatif proposé pour le cas de systèmes unifor-
mément observables [35], une version à gain adaptif du nouvel observateur proposé
peut être envisagée. La preuve de convergence de cet observateur reste néanmoins
à formaliser.
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Ce chapitre est dédié à l’application des observateurs présentés dans le chapitre
précédent au cas de la détection de défauts pour les systèmes de distribution d’eau.

La synthèse des observateurs s’effectue en utilisant les modèles discrets présentés
dans le Chapitre 2. Pour tous les cas de synthèse, le choix du modèle adéquat
dépend des caractéristiques de la canalisation concernée, des conditions aux limites
employées, et de la structure appropriée à la synthèse.

Tout d’abord, on présente une brève introduction sur la problématique de la
détection de défauts pour les systèmes hydrauliques, ainsi que quelques solutions
données par la communauté scientifique à ce sujet.

Ensuite, on examine l’observabilité des équations du coup de bélier selon les
besoins d’estimation ou des défauts à détecter, par exemple, la détection d’une
fuite, l’estimation des coefficients de friction, etc.

Finalement, différents types d’observateurs sont proposés pour répondre aux
besoins d’estimation fixés, ainsi que certaines simulations en testant la performance
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de chaque observateur. Les simulations s’appuient sur les données paramétriques
de 2 bancs de test au Mexique, l’un au sein d’un département de recherche du
CINVESTAV dans la ville de Guadalajara (canalisation du CINVESTAV dans la
suite) et l’autre à l’Université de Mexico UNAM (canalisation de l’UNAM ), qui
seront présentés plus en details au Chapitre 4 de validation expérimentale.

4.1 Problématique et panorama bibliographique

Il est quasiment impossible d’éviter la présence de défauts pour les systèmes hy-
drauliques, même s’ils sont conçus pour maintenir leur intégrité. Les défauts peuvent
être le résultat des changements soudains de la pression non considérés dans la
construction, de la corrosion, ou d’un manque d’entretien.

Puisque les défauts sont inévitables, tous les systèmes hydrauliques devraient
avoir un procédé de surveillance pour la détection de défauts afin de diminuer les
effets non souhaitables comme des pertes économiques, des dommages à l’infrastruc-
ture environnante, des désastres environnementaux, etc.

Ces dernières années, la communauté hydraulicienne a focalisé son attention
sur le développement de méthodes efficaces pour la détection de défauts dans les
canalisations.

Concernant la détection d’une fuite dans une canalisation sous pression, nous
avons par exemple les travaux présentés dans [42] et [11], lesquels utilisent des mé-
thodes en état stationnaire des équations du coup de bélier.

Par ailleurs, dans [43] est formulée une méthode qui utilise le comportement
de l’onde de pression lorsqu’il y a une fuite. Quand l’onde transitoire de pression
rencontre une fuite, une partie est reflétée en arrière. La position de la fuite est
déterminée à partir du temps d’arrivée de l’onde reflétée.

Dans [44] les caractéristiques d’atténuation de l’onde de pression ont été étudiées.
Les auteurs ont souligné que le mode d’atténuation dû à une fuite dépend de sa
position.

Dans [45], les auteurs ont développé une méthodologie basée sur une matrice de
transfert et la réponse fréquentielle du système avec une fuite. Tout d’abord par cette
méthodologie, les composants d’un circuit hydraulique sont représentés par une ma-
trice de transfert. Ensuite, des transitoires sont provoqués par l’ouverture/fermeture
périodique d’une vanne. A partir de la matrice de transfert, un diagramme de la ré-
ponse fréquentielle est développé. S’il y a des fuites dans le système, le diagramme
montre l’amplitude de la pression avec des crêtes résonnantes additionnelles. A partir
de la fréquence de ces crêtes, la position de la fuite est calculée.
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Dans [46] une méthode semblable est présentée, elle repose sur la génération
d’un écoulement régulier-oscillant dans la canalisation, par le fonctionnement sinu-
soïdal d’une vanne et l’analyse fréquentielle du système pour une certaine gamme
de fréquences oscillantes. Les auteurs ont montré qu’une fuite crée un effet de réso-
nance dans le signal de pression avec une onde stationnaire superposée secondaire.
La mesure de la pression ainsi que l’analyse spectrale de l’amplitude maximale à
l’emplacement de l’excitation, permettent de déterminer la position approximative
de la fuite.

Dans [47], les équations du coup de bélier sont résolues directement dans le
domaine de la fréquence par la méthode de réponse à une impulsion. L’analyse
harmonique de la pression transitoire est employée pour identifier la position et la
taille de la fuite.

En ce qui concerne la détection de multi-fuites, une approche off-line à été pré-
sentée dans [48], qui permet d’identifier les paramètres inconnus associés à l’existence
des multi-fuites dans une canalisation. Cette méthode est basée sur la combinaison
des conditions transitoires et régulières sans requérir la perturbation du système.
Cependant, la connaissance du débit entre les fuites est demandée.

Les méthodes présentées dans [45], [46] et [47] permettent aussi la detection
de multi-fuites, néanmoins, elles demandent l’excitation du système à plusieurs fré-
quences.

On peut noter que toutes les méthodes précédemment mentionnées pour la dé-
tection de multi-fuites ne sont pas basées sur la réponse du système en état sta-
tionnaire, au contraire, elles profitent des conditions transitoires. Par conséquent,
une méthode dans le domaine temporel basée sur la réponse transitoire du système
devient une autre solution possible pour le cas de multi-fuites et c’est bien l’une
des idées directrices de la thèse présente : en utilisant des entrées persistantes pour
exciter un système de canalisation on peut obtenir une réponse avec deux propriétés
indispensables pour la détection de deux positions de fuite : discernabilité et unicité
[5]. Cette tâche est inatteignable en état stationnaire puisque le résultat alors serait
l’estimation d’une fuite équivalente et non les vraies positions [48].

Par ailleurs, dans les approches fréquentielles il faut faire osciller le système à
différents fréquences pour obtenir l’information nécessaire à la détection. D’un point
de vue pratique, cette altération répétée du fonctionnement du système peut poser
problème.

Ce type d’inconvénient peut être limité par une approche à base d’observateur.

Les observateurs sont conçus à partir des modèles non linéaires de dimension
finie. Les modèles sont étendus afin d’inclure les paramètres des fuites dans leur
vecteur d’états. Ainsi, certains de ces observateurs pourront fonctionner en condi-
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tions opératoires "normales" ou, selon les besoins de détection nécessiter des entrées
persistantes.

On peut noter qu’il existe aussi des travaux pour la détection de fuites dans le
canaux à surface libre. Parmi ceux-ci, on a le travail présenté dans [49], qui expose
deux méthodes en utilisant les équations de Saint-Venant et en considérant la fuite
comme une prise latérale. La première méthode utilise un ensemble de N modèles
correspondant àN positions des fuites possibles, la position de la fuite est déterminée
par le modèle qui minimise une fonction de coût quadratique. La deuxième méthode
utilise le même principe, mais en utilisant des observateurs à la place des modèles
purs. Un autre travail plus ancien mais plus simple est présenté dans [50], où est
utilisé un algorithme qui compare les changements des niveaux d’eau observés et les
débits aux extrémités connus.

D’autres défauts typiques dans les canalisations sous pression sont les blocages.
Pour ce problème, on trouve de bons résultats comme ceux montrés dans [51]. La
méthode utilisée est similaire à celle présentée dans [44] mais appliquée aux blocages.
De la même manière, la procédure présentée pour la détection de blocages dans [52]
est similaire à celle présentée dans [45] pour la localisation de fuites. Enfin, il y a
plusieurs méthodes utilisées pour la détection de blocages qui sont basées sur des
algorithmes originalement conçus pour la détection de fuites.

Les approches par observateurs que nous proposons ci-après peuvent aussi être
étendus à la détection d’autres défauts que des fuites, ou d’autres écoulements que
sous pression, mais ceci sera laissé en perspective.

4.2 Observabilité des équations du coup de bélier

L’observabilité des équations du coup de bélier en dimension infinie peut s’ana-
lyser sous les concepts et résultats d’observabilité présentés dans [53]. Les systèmes
d’intérêt de ce travail sont représentés par des équations différentielles partielles hy-
perboliques quasi-linéaires unidimensionnels du premier ordre, avec des conditions
aux limites non-linéaires générales.

Dans le cas des équations différentielles partielles, les valeurs observées peuvent
être, soit des valeurs à la frontière (sur le domaine frontière complet ou en une
partie), soit des valeurs internes (sur le domaine complet ou en partie). Lorsque
l’observabilité se réalise à partir des valeurs à la frontière, on parle d’observabilité
exacte frontière.

Ensuite, on applique les résultats d’observabilité exacte frontière présentés dans
[53] sur les équations du coup de bélier.
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Considérons le système du coup de bélier (2.3) avec ses valeurs propres λ̃1,2 =

±b et ses points d’équilibre Qe, He donnés par (2.4)-(2.5). De plus, utilisons les
conditions initiales :

H(z, 0) = H0, Q(z, 0) = Q0, z ∈ [0, L]

et les conditions aux limites :

H(0, t) = Hin, H(L, t) = Hout (4.1)

Rappelons la notation pour la norme ‖f‖C1[a,b] =

n∑

i=0

sup
x∈[a,b]

|f (i)(x)|.

On obtient alors, comme conséquence immédiate d’un résultat de [54] (Théorème
1) :

Proposition 3 Soit T un nombre vérifiant que :

T >
L

| b |

Alors, si la norme ‖H0 − He, Q
0 − Qe‖C1[0,L] est suffisamment petite, les données

initiales, H0, Q0, sont uniquement déterminées par les valeurs observées Qin =

Q(0, t), Qout = Q(L, t) sur l’intervalle [0, T ]. De plus, on a l’inégalité d’observabilité
suivante :

‖H0 −He, Q
0 −Qe‖C1[0,L] ≤ C(‖Qin −Qe‖C1[0,T ] + ‖Qout −Qe‖C1[0,T ]

+ ‖Hin −He‖C1[0,T ] + ‖Hout −He‖C1[0,T ])

De même, à partir d’un autre résultat de [54] (théorème 2) :

Proposition 4 Soit T un nombre vérifiant que :

T >
2L

| b |

Alors, si la norme ‖H0 − He, Q
0 − Qe‖C1[0,L] est suffisamment petite, les données

initiales, H0, Q0, sont uniquement déterminées par la valeur observée Qin à z = 0

(resp. Qout à z = L) sur l’intervalle [0, T ]. De plus, on a l’inégalité d’observabilité
suivante :

‖H0 −He, Q
0 −Qe‖C1[0,L] ≤ C(‖Qin −Qe‖C1[0,T ](resp.‖Qout −Qe‖C1[0,T ])

+ ‖Hin −He‖C1[0,T ] + ‖Hout −He‖C1[0,T ])
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Ces deux résultats assurent que les valeurs de toutes les pressions et débits de la
canalisation peuvent être récupérées à partir de la connaissance des conditions aux
limites, pourvu que l’onde de pression b partant d’une frontière arrive à la frontière
opposée. Cependant ces théorèmes ne considèrent pas l’existence de pertes de débit
comme ce pourrait être le cas avec des fuites dans le système, ou des changements
d’aire dûs aux blocages dans la canalisation.

En vue de construire des observateurs pour la détection de défauts dans une
canalisation, il faudra donc l’observabilité des équations du coup de bélier modifiées
par la relation du défaut d’intérêt. Étant donné qu’il n’y a pas (jusqu’à présent)
une méthodologie en dimension infinie pour déterminer l’observabilité des équations
du coup de bélier avec l’inclusion de défauts de ce type, nous nous baserons sur les
modèles en dimension finie affectés pour chaque défaut.

4.3 Détection d’une fuite

Dans un premier temps, on s’intéresse à la détection d’une fuite. Afin d’illustrer
l’objectif de détection, on présente le schéma de la Fig. 4.1 qui montre une cana-
lisation affectée par une seule fuite. Dans cette figure, on peut voir qu’à cause de
la presence d’une fuite, la canalisation est divisée en deux sections. Alors, pour la
conception d’un observateur, on a besoin d’un modèle en dimension finie qui re-
présente au moins ces deux sections. Considérons éventuellement une canalisation

Fig. 4.1 – Problème avec une fuite

où les conditions aux limites sont les pressions à l’amont et à l’aval, Hin et Hout.
Considérons de plus, la disponibilité des mesures des débits aux extrêmes, Qin et
Qout. Le modèle suivant remplit ces conditions :

Q̇1 = −µQ1|Q1| +
a1

∆zf1

(Hin −H2)

Ḣ2 =
a2

∆zf1

(Q1 −Q2 − σf1

√

H2) (4.2)

Q̇2 = −µQ2|Q2| +
a1

L− ∆zf1

(H2 −Hout)
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avec : a1 = −gAr, a2 = − b2

gAr
et µ =

f

2φAr
= fa3.

Le modèle (4.2) est obtenu par la méthode de differences finies à partir des
équations (2.10)-(2.11) avec n = 2. La position de la fuite zf1 avec un coefficient de
fuite σf1 est donné par la taille de la section ∆zf1 (strictement comprise entre 0 et
L).

4.3.1 Estimation de la position

Si nous nous intéressons seulement à la position d’une fuite (et non son coef-
ficient), nous pouvons ajouter un état au système (4.2), pour qu’il représente la
dynamique de la position. En considérant que cette dynamique est constante, nous
avons :

∆̇zf1 = 0

Par ailleurs, si nous considérons que le débit perdu à cause de la fuite est constant
Q̇f1 = 0, et que le débit perdu est donné par la relation Qf1 = Q1 − Q2, nous
pouvons déduire que :

Ḣ2 = 0

Sous ces suppositions, le système (4.2) devient :

Q̇1 = −µQ1|Q1| +
a1

∆zf1

(Hin −H2)

Ḣ2 = 0 (4.3)

Q̇2 = −µQ2|Q2| +
a1

L− ∆zf1

(H2 −Hout)

∆̇zf1 = 0

4.3.1.1 Équation statique

Le système (4.3) peut se voir comme un système d’équations non linéaires avec
deux variables inconnues.

ẏ1 + µy1|y1| = a1u1ξ1 − a1ξ2 (4.4)

ẏ2 + µy2|y2| = a1

(
ξ2

ξ1L− 1

)

− a1

(
u2ξ1

ξ1L− 1

)

avec y1 = Qin = Q1, y2 = Qout = Q2, u1 = Hin, u2 = Hout, ξ1 = 1
∆zf1

et ξ2 = H2
∆zf1

.

À partir de (4.4) on obtient l’équation suivante qui donne formellement la posi-
tion d’une fuite :

∆zf1 =
ẏ2L+ µy2|y2|L+ a1(u2 − u1)

−ẏ1 − µy1|y1| + ẏ2 + µy2|y2|
(4.5)
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Si les débits sont constants l’équation (4.5) se réduit à :

∆zf1 =
µy2|y2|L+ a1(u2 − u1)

µ(y2|y2| − y1|y1|)
; y1 6= y2 (4.6)

L’équation (4.6) est appelée "Calcul de la position équivalente" dans [55].

4.3.1.2 Observateur à grand gain

Le système (4.3) peut se voir de la forme générale (3.1) avec un vecteur d’états :

x(t) = [ x1 x2 x3 x4 ]T = [ Q1 H2 Q2 ∆zf1
]T (4.7)

un vecteur d’entrées : u(t) = [u1, u2]
T = [Hin,Hout]

T et un vecteur de sorties donné
par y(t) = [h1(x), h2(x)]

T = [Q1, Q2]
T .

Le but est de construire un observateur à partir du système (4.3) afin d’estimer
la position de la fuite donnée par la taille de la section ∆zf1 .

L’estimation de ∆zf1 peut être perçue comme le déplacement spatial de cette
section vers la position de la fuite. Ce déplacement peut s’obtenir si ∆zf1 a un degré
de liberté pour se déplacer. Le degré de liberté est donné par la relation L− ∆zf1 ,
qui est la taille de la section ∆zf2 (voir Fig.4.1).

Passons maintenant, à l’analyse d’observabilité pour le cas d’une fuite et à la
conception des observateurs.

Étant données les entrées et les sorties du système (4.3), la configuration d’ob-
servation est montrée dans la Figure 4.2. Montrons que l’on peut obtenir à partir

Fig. 4.2 – Schéma pour l’estimation de la position d’une fuite.

du système (4.3) une structure uniformément observable permettant un observateur
à grand gain. En considérant en effet les entrées fixées à des valeurs constantes,
Ho

in, Ho
out et en ré-écrivant (4.3) sous forme ẋ = f(x) + g(x)u avec comme sorties

y1 = h1(x) et y2 = h2(x), on peut définir un changement de coordonnés :

ξ = Φ(x) =

[
ξ1

ξ2

]
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avec

ξ1 = Φ(x) =

[
ξ11
ξ12

]

=

[
h1(x)

Lf+guh1(x)

]

=

[

Q1
a1

∆zf1
(Ho

in −H2)

]

,

ξ2 = Φ(x) =

[
ξ21
ξ22

]

=

[
h2(x)

Lf+guh2(x)

]

=

[

Q2
a1

L−∆zf1
(H2 −Ho

out)

]

On peut vérifier que ce changement de coordonnées est inversible pour

H2 −Hout

L− ∆zf1

6= Hin −H2

∆zf1

ce qui est nécessairement vrai en présence de un fuite d’après (4.3).

Il s’en suit que le système peut être ré-écrit sous la forme :

ξ̇1 =

[
0 1

0 0

]

ξ1 +

[
−µξ211

ϕ1(ξ12, ξ22, u1, u2, u̇1)

]

(4.8)

ξ̇2 =

[
0 1

0 0

]

ξ2 +

[
−µξ221

ϕ2(ξ12, ξ22, u1, u2, u̇2)

]

avec
ϕ1(ξ12, ξ22, u1, u2, u̇1) = 0

ϕ2(ξ12, ξ22, u1, u2, u̇2) = 0

qui est clairement uniformément observable selon la Définition 10 (et aussi unifor-
mément infinitésimalement observable d’après la Definition 13).

On peut remarquer que la même démarche peut être suivie dans le cas de fonc-
tionnement avec entrées variables conduisant toujours à une structure (4.8) où cette
fois

ϕ1(ξ12, ξ22, u1, u2, u̇1) =
a1(ξ12 + ξ21)

(a1u1 − ξ21L+ a1u2)
u̇1

ϕ2(ξ12, ξ22, u1, u2, u̇2) =
a1(ξ12 + ξ21)

L(ξ12 + ξ21) − (a1u1 − ξ21L+ a1u2)
u̇2

Dans tous les cas, on peut construire un observateur à grand gain pour (4.8), par
exemple à partir de deux observateurs interconnectés de la forme (3.15) pour chaque
sous-système ξi de gains respectifs S−1

i CT
i avec

Si =

[
1
λ − 1

λ2

− 1
λ2

2
λ3

]

; i = {1, 2}, λ > 0

On peut finalement récupérer les états du système (4.8) par inversion de Φ, ou encore
exprimer l’observateur dans les coordonnés originales selon la Proposition 2 :

˙̂x = f(x̂) + g(x̂)u−
[
∂Φ

∂x

]−1

|x̂

[
S−1

1 CT
1 0

0 S−1
2 CT

2

] [
h1(x̂) − y1

h2(x̂) − y2

]



60 Chapitre 4. Applications à la détection de défauts en canalisations

Remarque 4 On peut obtenir le même type de structure que (4.8) dans le cas
d’entrées Hin et Hout non constantes, en prenant en compte leurs variations dans
le changement de coordonnées.

Pour finir, on peut illustrer les résultats pour la détection d’une fuite en simulation.
Pour cela, on représente la canalisation par un modèle discrèt obtenu par la méthode
des différences finies avec n = 9 sections, et avec Hin et Hout comme ses conditions
aux limites. Les paramètres de la canalisation correspondent au banc d’essais du
CINVESTAV, et sont donnés dans la Table 5.1 du Chapitre 5.

Exemple 6 Une fuite est simulée à ∆zf1 = 28.5 (m) avec un coefficient donné
par σf1 = 1 × 10−3 (m2). Les entrées du système sont fixées à u1 = 6.4435 (m) et
u2 = 3.6589 (m). L’observateur a été réglé avec λ = 10.

La bonne estimation de la position par l’observateur proposé est montrée sur la
Fig.4.3. Pour compléter la vérification de la performance de cet observateur, des
résultats expérimentaux seront présentés dans le chapitre suivant.
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Fig. 4.3 – Position estimée par l’observateur 3.15 à grand gain de la section 4.3.1.2

4.3.2 Estimation de la position et du coefficient de fuite

A présent, l’objectif d’intérêt est l’estimation simultanée du coefficient d’une
fuite et sa position. Pour cela, le système (4.2) est étendu avec les états additionnels
suivants :

∆̇zf1 = 0; σ̇f1 = 0 (4.9)

C’est-à-dire qu’on a un système (3.1) avec un vecteur d’états étendu

x(t) = [ x1 x2 x3 x4 x5 ]T = [ Q1 H2 Q2 ∆zf1 σf1
]T (4.10)
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un vecteur d’entrées u(t) = [Hin,Hout]
T et un vecteur de sorties y(t) = [h1(x), h2(x)]

T =

[Q1, Q2]
T .

Le schéma pour l’estimation est montré dans la Figure 4.4. On peut faire des

Fig. 4.4 – Schéma pour l’estimation de la position et le coefficient d’une fuite.

calculs et une analyse comparables au cas précédent pour vérifier que le système
peut être mis sous la forme canonique (3.5). Par conséquent, on peut synthétiser un
observateur à grand gain constant.

Pour cela, on peut de nouveau procéder par une approche interconnectée en
définissant le changement de coordonnées suivant :

ξ = Φ(x) =

[
ξ1

ξ2

]

(4.11)

avec

ξ1 = [ξ11, ξ12]
T = [h1, Lf1+g1u1h1]

T

ξ2 = [ξ21, ξ22, ξ23]
T = [h2, Lf2+g2u2h2, L

2
f2+g2u2

h2]
T

Cette approche a aussi été testée en simulation. Pour ceci, l’observateur a été réglé
avec λ = 10. La Fig. (4.5) montre les résultats correspondant à l’exemple 6, où on
vérifie l’efficacité de l’observateur, tant pour l’estimation de la position que celle du
coefficient de la fuite.

4.3.3 Estimation de la position, du coefficient de fuite et d’un co-
efficient de friction unique

Jusqu’à présent, le paramètre de friction a été considéré comme parfaitement
connu dans les approches de détection de fuite proposées, ce qui n’est pas toujours
très réaliste dans certains cas, puisque la friction est fonction du nombre de Reynolds
Re qui depend de la vitesse du fluide [10]. Pour cette raison, dans les algorithmes
de détection de fuites, il faudrait considérer un calcul plus précis de la friction pour
l’obtention de résultats plus exacts. Une autre solution possible : l’estimation de la
friction.
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Fig. 4.5 – Position estimée par l’observateur de la section 4.3.2, (b) Coefficient de
la fuite estimé par l’observateur de la section 4.3.2

Considérons donc à présent, le problème d’estimation du coefficient de friction
parallèlement à l’estimation du coefficient et la position d’une fuite. Dans ce cas, les
états suivants sont ajoutés au système (4.2) :

∆̇zf1 = 0; σ̇f1 = 0; ḟ = 0 (4.12)

Alors, le système (4.2), avec les états additionnels, devient un modèle étendu avec
un vecteur d’états, x = [x1, x2, x3, x4, x5, x6] = [Q1,H2, Q2,∆zf1 , σf1 , f]

T , un vecteur
d’entrées u = [u1, u2] = [Hin,Hout] et un vecteur de sorties, y = [y1, y2] = [Q1, Q2].

L’estimation se réalise comme il est indiqué dans la Figure (4.6) Considérons la

Fig. 4.6 – Schéma pour l’estimation de la friction, de la position et du coefficient
d’une fuite.

construction d’un changement de coordonnées par la dérivation continue des sorties
du système (4.11), en supposant que les entrées sont constantes comme précédem-
ment.

Φ(x) : x −→ ξ =
(

y1, ẏ1, ..., y
(k)
1 , y2, ẏ2, ..., y

(k)
2

)

(4.13)

On remarque cette fois qu’il n’ y a pas de solution pour l’inversion de l’application
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(4.13). Ceci signifie qu’il n’existe pas la possibilité de récupérer le vecteur d’états
x à partir de la connaissance du vecteur ξ, et par conséquent, la synthèse d’un
observateur à grand gain constant, ne permet plus de résoudre ce problème.

On peut néanmoins remarquer que ceci provient de l’hypothèse d’entrées constantes
et pour cette raison, il faut prendre en compte la synthèse d’un observateur sur la
base de l’utilisation d’entrées persistantes.

Considérons alors le système (4.2) avec les états additionnels (4.12) et le chan-
gement de coordonnées suivant :

Φ(x) : x −→ ξ = [x1, x6,
1

x4
,
x2

x4
,
x5

√
x2

x2
4

, x3] (4.14)

qui est bien inversible dans les conditions de fonctionnement réalistes (où H2 6= 0)
et en présence d’une fuite ∆zf1 .

On obtient alors le système suivant :

ξ̇1 = −a3y1|y1|ξ2 + a1u1ξ3 − a1ξ4 (4.15)

ξ̇2 = ξ̇3 = 0

ξ̇4 = −a2ξ5 + a2(ξ
2
3y1 − ξ23y2 − ξ5)

ξ̇5 = a2
ξ5ξ3
2ξ4

(

ξ3y1 − ξ3y2 −
ξ5
ξ3

)

ξ̇6 = −a3y2|y2|ξ2 +
a1

L− 1
ξ3

(
ξ4
ξ3

− u2

)

y1 = x1

y2 = x3

Le système (4.15) se trouve sous la structure (3.30). Pour les systèmes sous cette
structure, il est possible de construire des observateurs par les Théorèmes 7-8.

Nous illustrons cette approche dans deux nouveaux exemples ci-après (Exemples
7)-(8) pour lesquels la canalisation considérée est toujours représentée par un modèle
discret obtenu par la méthode des differences finies avec n = 9 sections etHin etHout

comme ses conditions aux limites. Les paramètres de la canalisation correspondent
cette fois à la canalisation de l’UNAM, et sont donnés dans la Table 5.1 du Chapitre
5.

Exemple 7 Une fuite est simulée à ∆zf1 = 76 (m) avec un coefficient σf1 = 0.005

(m2) dans la canalisation ayant un coefficient de friction unique f = 0.008. L’objectif
est d’estimer ces trois paramètres. Pour accomplir cela, on considère un observateur
construit à partir du Théorème 8 et le système (4.15), dont les paramètres de réglage
sont fixés λ = 1, γ = 1 et S(0) = Id. Les entrées utilisées pour l’estimation sont :
u1 = 7 + sin(t) (m) et u2 = 1 (m). Les conditions initiales de l’observateur sont
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fixées : ξ̂1 = 0.03745, ξ̂2 = 0.003, ξ̂3 = 0.02857, ξ̂4 = 0.1428, ξ̂5 = 0, ξ̂6 = 0.0374. La
Fig.4.7 montre les erreurs en pourcentage de l’estimation des paramètres estimés. On
note dans cette figure la bonne convergence des paramètres estimés vers les valeurs
réelles.
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Fig. 4.7 – Erreurs en pourcentage Exemple 7

Enfin, on présente des résultats d’estimation lorsque les mesures Qin et Qout sont
périodiques et bruitées (comme illustré dans la Fig. 4.8). Dans ce cas, on a utilisé
l’observateur (3.34) à grand gain adaptif de façon à améliorer les performances par
rapport au bruit.

Le calcul du gain λ a été réalisé par l’intermédiaire de l’équation suivante :

λ̇ = (1 − S(In))(λmin − λ) + (λmax − λ)S(In); (4.16)

avec

S(In) =
1

1 + e−β(In−m)

et

In =

∫ t

t−T
‖y(s) − ȳt−T (s)‖2ds = ‖y − ȳt−T ‖L2(t−T,t)

Pour la simulation, l’observateur a été réglé avec T = 1, m = 1× 10−6, β = 2× 106,
λmax = 2 et λmin = 0.5. Dans la Fig. 4.9, on peut voir l’évolution de λ, ainsi que
l’estimation de f.

Par ailleurs, dans la Fig. 4.10 on visualise les estimations relativement satisfai-
sants de la position et de son coefficient.
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Fig. 4.8 – Exemple 7 : Entrées bruitées
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Fig. 4.9 – Exemple 7 : (a) Evolution de λ (b) Estimation de la friction

4.3.4 Estimation de la position, du coefficient de fuite et de deux
coefficients de friction

Afin d’affiner ce modèle de friction, considérons à present le cas dans lequel on a
deux frictions dans la canalisation lorsqu’il y a présence de fuite. On a une friction
avant la position de la fuite, et une autre après. Pour l’estimation de ce cas, les états
suivants doivent être ajoutés au système (4.2) :

∆̇zf1 = 0; σ̇f1 = 0; ḟ1 = 0; ḟ2 = 0 (4.17)

Le modèle étendu obtenu est donc constitué d’un vecteur d’états donné par x =

[x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7] = [Q1,H2, Q2,∆zf1 , σf1 , f1, f2]
T , un vecteur d’entrées u =

[u1, u2] = [Hin,Hout] et un vecteur de sorties, y = [y1, y2] = [Q1, Q2]. L’estima-
tion est menée comme on peut le voir dans la Figure 4.11. Par l’intermédiaire du
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Fig. 4.10 – Exemple 7 : (a) Estimation de la position de la fuite (b) Estimation du
coefficient de la fuite

Fig. 4.11 – Schéma pour l’estimation de deux frictions, de la position et du coefficient
d’une fuite.

changement de coordonnés ci-dessous :

Φ(x) : x −→ ξ = [x1, x6,
1

x4
,
x2

x4
,
x5

√
x2

x2
4

, x3, x7] (4.18)

on obtient le système suivant :

ξ̇1 = −a3y1|y1|ξ2 + a1u1ξ3 − a1ξ4 (4.19)

ξ̇2 = ξ̇3 = 0

ξ̇4 = −a2ξ5 + a2(ξ
2
3y1 − ξ23y2 − ξ5)

ξ̇5 = a2
ξ5ξ3
2ξ4

(

ξ3y1 − ξ3y2 −
ξ5
ξ3

)

ξ̇6 = −a3y2|y2|ξ7 +
a1

L− 1
ξ3

(
ξ4
ξ3

− u2

)

ξ̇7 = 0

y1 = x1

y2 = x3
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Le système (4.19) possède de nouveau la structure (3.30), pour laquelle, il est possible
de construire un observateur par les Théorèmes 7-8.

Cette approche est illustrée par l’exemple 8 ci-après sur la canalisation de l’UNAM :

Exemple 8 Une fuite est simulée à ∆zf1 = 66 (m) avec un coefficient σf1 = 0.005

(m2). Deux coefficients de friction sont considérés comme conséquence de la fuite,
f1 = 0.005 et f2 = 0.009. Pour l’estimation de ces quatre paramètres, on considère
un observateur construit à partir du Théorème 8 et le système (4.19).

Les paramètres de réglage de l’observateur sont fixés λ = 1, γ = 1 et S(0) = Id.

Les entrées utilisées pour l’estimation sont : u1 = 7 + sin(t) (m) et u2 = 1 (m).

Les conditions initiales de l’observateur son fixées : ξ̂1 = 0.03745, ξ̂2 = 0.001,
ξ̂3 = 0.02857, ξ̂4 = 0.1428, ξ̂5 = 0, ξ̂6 = 0.0374 et ξ̂7 = 0.001. La Fig.4.12 montre
l’estimation du coefficient de la fuite, tandis que la Fig.4.13 montre l’estimation de
la position et des deux coefficients de friction.
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Fig. 4.12 – Estimation du coefficient de la fuite (Exemple 8)

4.4 Estimation de deux fuites simultanées

Comme indiqué en introduction, un problème plus délicat est celui de fuites
simultanées.

Considérons donc ici la présence de deux fuites dans une canalisation comme
illustré par la Fig. 4.14. À cause des fuites, la canalisation est divisée en trois sections.
C’est pourquoi, un modèle représentant les trois sections est nécessaire pour la tâche
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Fig. 4.13 – (a) Estimation de la position (Exemple 8), (b) Estimation des coefficients
de friction (Exemple 8)

de détection des fuites. La détection de plusieurs fuites n’est pas réalisable si les

Fig. 4.14 – Deux fuites

entrées de la canalisation sont constantes. Ceci a été déjà vérifié, discuté et présenté
dans divers travaux (e.g. [55]-[56]). Ici on peut le revérifier rapidement par certaines
considérations physiques, et moyennant un modèle discret des équations du coup de
bélier avec des états additionnels représentant les paramètres des fuites.

Prenons le système (5.3) obtenu par la méthode des différences finies avec n = 3

sections. Avec ce modèle on a la possibilité de représenter deux fuites. Considérons
que les entrées du système sont les conditions aux limites, u = [Hin,Hout], et les
sorties sont les débits aux extrêmes y = [Qin, Qout].

Finalement, ajoutons les états additionnels x6 = ∆zf1 , x7 = ∆zf2 comme les
deux premières sections de la canalisation et x8 = σf1 , x9 = σf2 , comme les coeffi-
cients des fuites. L’addition de ces quatre états donne le vecteur étendu suivant :
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x = [Q1,H2, Q2,H3, Q3,∆zf1 ,∆zf2 , σf1 , σf2 ] (4.20)

et le modèle étendu suivant :

ẋ1 = −µx2
1 + (a1/x6)(u1 − x2)

ẋ2 = (a2/x6)(x1 − x3 − x8
√
x2)

ẋ3 = −µx2
3 + (a1/x7)(x2 − x4)

ẋ4 = (a2/x7)(x3 − x5 − x9
√
x4)

ẋ5 = −µx2
5 + (a1/(L− x6 − x7))(x4 − u2) (4.21)

ẋ6 = 0

ẋ7 = 0

ẋ8 = 0

ẋ9 = 0

On voit que la troisième section de la canalisation est donnée par L − x6 − x7.
Par ailleurs, l’état x6 représente la position de la première fuite zf1 , tandis que la
position de la deuxième fuite est donnée par la somme des deux premières sections
zf2 = x6 + x7.

Si la canalisation se trouve en état stationnaire et les entrées sont constantes,
alors toutes les pressions du système sont aussi constantes. A partir de ce fait,
les équations de pression du système étendu deviennent ẋ2 = 0 et ẋ4 = 0. En
conséquence, l’impossibilité d’accomplir la condition du rang pour le système étendu
(4.21) devient évidente.

Un analyse en simulation de l’effet d’entrées variables sur la possibilité de distin-
guer plusieurs fuites simultanées est présentée dans [5]. De ce fait, le modèle (4.21)
peut être utilisé pour l’estimation de deux fuites sous conditions d’entrées variables
et selon la configuration schématisée dans la Figure 4.15.

Fig. 4.15 – Schéma pour l’estimation des positions et des coefficients de deux fuites
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4.4.1 Filtre de Kalman étendu

En première approche, le filtre de Kalman étendu peut être utilisé pour détec-
ter et localiser deux fuites simultanées, pourvu que des entrées persistantes soient
utilisées. Pour la conception du filtre, on peut utiliser le modèle (4.21). Un autre
choix est l’utilisation d’un modèle avec des entrées hybrides, c’est-à-dire, un débit
et une pression. D’après cette idée, prenons le modèle qui utilise comme entrées, les
conditions aux limites u1 = Hin et u2 = Qout.

Considérons :
⋆ que les trois sections du modèle sont ∆zf1 , ∆zf2 et ∆zf3 = L− ∆zf1 − ∆zf2 ,
⋆ que les positions des fuites sont données par zf1 = ∆zf1 , zf2 = ∆zf1 + ∆zf2 ,
⋆ que les paramètres ∆̇zf1 = 0, ∆̇zf2 = 0, σ̇f1 = 0, σ̇f2 = 0 sont des états

supplémentaires du système.
Sous ces considérations et avec le vecteur ci-dessous :

x = [Q1,H2, Q2,H3, Q3,H4,∆zf1 ,∆zf2 , σf1 , σf2 ] (4.22)

on obtient le système suivant :

ẋ1 = −µx2
1 + (a1/x6)(u1 − x2)

ẋ2 = (a2/x6)(x1 − x3 − x8
√
x2)

ẋ3 = −µx2
3 + (a1/x7)(x2 − x4)

ẋ4 = (a2/x7)(x3 − x5 − x9
√
x4)

ẋ5 = −µx2
5 + (a1/(L− x6 − x7))(x4 − x6) (4.23)

ẋ6 = (a2/(L− x6 − x7))(x5 − u2)

ẋ7 = 0

ẋ8 = 0

ẋ9 = 0

ẋ10 = 0

Les sorties du système sont y = [y1, y2] = [x1, x6]. La configuration pour l’estimation
est présentée dans la Figure 4.16. L’obtention du filtre se fait avec les équations

Fig. 4.16 – Schéma pour l’estimation des positions et des coefficients de deux fuites

(3.19)-(3.20).
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On présente alors les résultats de simulation de l’estimation de deux fuites en
utilisant le filtre de Kalman étendu avec la loi d’adaptation (3.19). Tout d’abord
dans les exemples (9)-(10), le filtre est construit à partir du modèle (4.21). Comme
précédemment, un modèle obtenu à partir des equations (2.10)-(2.11) avec 9 sec-
tions est pris comme la canalisation "réelle" avec les paramètres correspondant à la
canalisation de l’UNAM.

Dans un deuxième temps, pour l’Exemple 12 le filtre de Kalman étendu est
conçu à partir du modèle (4.23). Un modèle obtenu à partir des equations (2.14)-
(2.15) avec 9 sections est alors utilisé comme le système "réel" avec les paramètres
correspondant à la canalisation de l’UNAM.

Exemple 9 On simule deux fuites, zf1 = ∆zf1 = 28.88 (m) et zf2 = ∆zf1 +∆zf2 =

87.88 (m) avec les coefficients respectifs σf1 = 0.01 (m2) et σf2 = 0.01 (m2). On
considère qu’il y a un coefficient de friction unique f = 0.005. Les entrées utilisées
pour l’estimation sont u1 = 7 + sin(0.5t) m et u2 = 1 + sin(0.5t) m.

Le filtre est réglé avec λ = 0.01, Q = 0.001Id, R = Id, S(0) = Id.

La Fig.4.17 montre les résultats concluants de l’estimation. On peut remarquer
alors, que l’estimation est bien abouti avec des entrées du type sinusoïdal. Ensuite,
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Fig. 4.17 – (a) Estimation des positions des fuites (Exemple 9), (b) Estimation des
coefficients des fuites Exemple (9)

on propose un exemple qui vérifie la performance du filtre de Kalman avec un autre
type d’entrées.

Exemple 10 On simule deux fuites, zf1 = ∆zf1 = 38.88 (m) et zf2 = ∆zf1 +

∆zf2 = 87.88 (m) avec les coefficients respectifs σf1 = 0.01 (m2) et σf2 = 0.02

(m2). On considère qu’il y a un coefficient de friction unique f = 0.005. Les entrées
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utilisées pour l’estimation sont tracées dans la Fig.4.18(a). Le filtre est réglé avec
λ = 0.1, Q = 0.001Id, R = I, S(0) = I.

La Fig.4.19 montre les résultats de l’estimation tandis que la Fig.4.18(b) expose
les erreurs en pourcentage entre les sorties mesurées et estimées. On constate alors,
que l’estimation est aussi bien réalisée en utilisant des entrées du type triangulaire.
L’exemple suivant est proposé afin de montrer la performance du filtre en presence
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Fig. 4.18 – (a) Entrées 10, (b) Erreur en pourcentage de l’estimation (Exemple 10)
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Fig. 4.19 – (a) Estimation des positions des fuites Exemple 10, (b) Estimation des
coefficients des fuites Exemple 10

de bruit sur les entrées et les sorties mesurées.

Exemple 11 On simule deux fuites, zf1 = ∆zf1 = 38.88 (m) et zf2 = ∆zf1 +

∆zf2 = 87.88 (m) avec les coefficients respectifs σf1 = 0.01 (m2) et σf2 = 0.02 (m2).
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On considère qu’il y a un coefficient de friction unique f = 0.005. Les entrées utilisées
pour l’estimation sont tracées dans la Fig. 4.20, ainsi que les sorties mesurées.
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Fig. 4.20 – (a) Entrées (Exemple 11), (b) Sorties (Exemple 11)

Les erreurs relatives d’estimation par rapport à la position et coefficient de fuite sont
montrées dans la Fig. 4.21. On voit alors que le bruit affecte visiblement la perfor-
mance d’estimation, et par conséquent leurs effets doivent être considérés dans les
cas réalistes, et dans le développement d’observateurs à l’avenir. L’exemple suivant
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Fig. 4.21 – (a) Erreur d’estimation des positions des fuites (Exemple 11), (b) Erreur
d’estimation des coefficients des fuites (Exemple 11)

est proposé en vue de vérifier le fonctionnement du filtre avec des conditions de
frontières mixtes, dans ce cas, Hin et Qout.

Exemple 12 On simule deux fuites, zf1 = ∆zf1 = 48.88 (m) et zf2 = ∆zf1 +

∆zf2 = 107.88 (m) avec les coefficients σf1 = 0.006 (m2) et σf2 = 0.005 (m2),
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respectivement. On considère qu’il y a un coefficient de friction unique f = 0.005.
Les entrées utilisées pour l’estimation sont u1 = 7.2+sin(0.5t) (m) et u2 = 0.0373+

0.001 sin(0.5t) (m3/s). Le filtre est réglé avec λ = 0.01, Q = 0.001Id, R = Id,
S(0) = Id.

La Fig.(4.22) montre les bons résultats d’estimation de l’Exemple 12. De cette ma-
nière, on peut constater que le filtre marche avec différents types de conditions de
frontières, toujours avec l’excitation.
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Fig. 4.22 – (a) Estimation des positions des fuites Exemple 12, (b) Estimation des
coefficients des fuites Exemple 12

4.4.2 Nouvelle forme d’observateur à grand gain

On a vérifié qu’avec l’utilisation d’un filtre de Kalman étendu on arrive à détecter
deux fuites simultanées. Cependant, si on veut des arguments pour la convergence
exponentielle c’est avec le Théorème 8 que l’on peut en avoir. Pour cette raison, il
faut transformer le système (4.21) (par exemple) sous la forme (3.33).

Le changement de coordonnées ci-dessous transforme le système en la forme
adéquate.

Φ(x) : x −→ ξ =

[

x1,
1

x6
,
x2

x6
,
x3

x2
6

,
x8

√
x2

x2
6

,
x2

x7x
2
6

,
x4

x7x
2
6

,
x9

√
x4

x7x
2
6

, x5

]

(4.24)

L’implémentation du système résultant du changement de variables provoque des
soucis numériques liés au calcul de la matrice S à cause de la matrice A (mal condi-
tionnée) obtenue. On peut supposer que ces problèmes vont aussi se presenter dans le
cas de n fuites. D’ailleurs, si on extrapole cette approche au cas de n fuites, le chan-
gement de coordonnées deviendra de plus en plus compliqué avec l’accroissement de
n.
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Par contre, à partir des résultats obtenus avec le filtre de Kalman étendu pour
la détection de deux fuites, on peut supposer qu’il existe la possibilité de détecter
plusieurs fuites simultanées si on est déjà arrivé à en estimer deux.

4.5 Détection de fuites multiples simultanées

Dans cette partie, on examine la possibilité de synthèse d’observateur plus simple
pour la détection de fuites multiples simultanées. L’idée est d’utiliser un modèle re-
présentant une seule fuite pour estimer la position de la première fuite par rapport à
l’amont, et ensuite utiliser cette information pour estimer les positions subséquentes.

Considérons le système suivant obtenu avec les équations (2.10)-(2.11) avec n =

2 :









ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

ẋ5










=










−µx1|x1| + a1
x4

(u1 − x2)
a2
x4

(
x1 − x3 − x5

√
x2

)

−µx3|x3| + a1
L−x4

(x2 − u2)

0

0










(4.25)

y = = [x1, x3]
T

Le système (4.25) peut être mis sous la forme (3.33) en fixant ξ1 = x1, ξ2 = 1
x4

et
ξ3 = x2

x4
dont les dérivés sont :

ξ̇1 = a1ξ2u1 − a1ξ3 − µξ1|ξ1|
ξ̇2 = 0

ξ̇3 =
ẋ2

x4
=
a2

x2
4

x1 −
a2

x2
4

x3 −
a2

x2
4

x5

√
x2 = a2ξ

2
2ξ1 − a2ξ

2
2y2 −

a2

x2
4

x5
√
x2

Maintenant, si nous prenons ξ4 =
x5

√
x2

x2
4

, l’équation pour ξ̇3 devient :

ξ̇3 = −a2ξ4 + a2ξ
2
2ξ1 − a2ξ

2
2y2

et la dérivée de ξ4 se calcule avec :

ξ̇4 =
x5ẋ2

2x2
4

√
x2

=
x5

2x2
4

√
x2

(
a2

x4
x1 −

a2

x4
x3 −

a2x5
√
x2

x4

)

ξ̇4 =
ξ4ξ2
2ξ3

(

a2ξ2ξ1 − a2ξ2y2 − a2
ξ4
ξ2

)

Ainsi, le système suivante (4.25) est sous la forme (3.33) :







ξ̇1
ξ̇2
ξ̇3
ξ̇4








=







0 a1u1 −a1 0

0 0 0 0

0 0 0 −a2

0 0 0 0













ξ1
ξ2
ξ3
ξ4







+








−µy1|y1|
0

a2ξ
2
2(y1 − y2)

a2
ξ4ξ2
2ξ3

(

ξ2y1 − ξ2y2 − ξ4
ξ2

)







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Remarquons, que le système ci-dessus ne contient pas l’équation du débit Qout (x3),
en consequence, la frontière du domaine spatial à l’aval (L) n’est pas prise en compte.
Cela veut dire que le système obtenu représente une canalisation avec une longueur
indéfinie.

Comme on a déjà fait précédemment, on peut de nouveau utiliser le Théorème
8 pour construire un observateur exponentiel. Dans ce cas, on utilise le système
ci-dessus.

On présente ci-après un exemple illustratif pour tester et analyser la performance
de cette approche. D’abord, on considère le cas d’une seule fuite et après le cas de
deux fuites simultanées.

Exemple 13 Pour cet exemple, on a considéré une canalisation avec les paramètres
du banc d’essais de l’UNAM. On a de plus utilisé un modèle de n = 3 sections pour
représenter la canalisation. On a simulé une fuite à zf1 = 56 (m) tenant comme
coefficient, σf1 = 0.005. La friction de la canalisation a été fixée à f2 = 0.005. Les
entrées ont été fixées u1 = 7 + sin(t) (m) et u2 = 1 (m) Les paramètres de réglage
de l’observateur sont fixés à λ = 0.679, γ = 20 et S(0) = Id.

La détection de la fuite par cette approche est bien réalisée, néanmoins, l’intérêt
de l’observateur proposé n’est pas pour l’estimation dans le cas d’une seule fuite,
mais de s’en servir pour le cas des plusieurs fuites simultanées. Pour cette raison,
on étend l’Exemple 13 à l’exemple suivant :

Exemple 14 Les considérations de cet exemple sont les mêmes que pour l’Exemple
13, mais en provoquant une autre fuite simultanément, avec une position zf2 = 88

(m) et un coefficient σf2 = 0.005. Les paramètres de réglage de l’observateur sont
fixés à λ = 0.679, γ = 20 et S(0) = Id.

Les entrées utilisées pour l’estimation ont été : u1 = 7 + sin(ωt) (m) et u2 = 1 (m).
Pour les simulations on a utilisé des valeurs différentes de fréquence pour la pression
à l’aval, ω = 10, ωn, 30 (rad/s). Cela, afin de vérifier que la fréquence nécessaire
pour estimer la première de deux fuites simultanées soit supérieure à la fréquence
naturelle du système, ωn.

La fréquence naturelle du système est donnée par [10] :

ωn =
πb

2L
(4.26)

avec b = vitesse d’onde et L = Longueur de la canalisation. Pour la canalisation de
l’UNAM, cette fréquence est ωn ≈ 14.875 (rad/s).

La Fig. 4.23 montre l’estimation de la position de la fuite avec différents fré-
quences (indiquées), ce qui permet de vérifier de cette façon, que la fréquence d’esti-



4.6. Conclusions 77

mation doit être supérieure à la fréquence naturelle du système. Quoique les résultats
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Fig. 4.23 – Estimation d’une première fuite dans le cas de deux fuites simultanées
en utilisant différentes fréquences à la pression d’aval

des Exemples 13 et 14 soient valides, ils ne donnent que des premières pistes qui
restent à approfondir. La validation a notamment été faite sur un modèle de taille
comparable à celui utilisé par l’observateur.

4.6 Conclusions

L’objectif de ce chapitre a été de traiter la conception d’observateurs pour la
détection de fuites et l’estimation de paramètres dans les canalisations sous pression.

Les observateurs ont été construits en utilisant les bases théoriques présentées
dans le chapitre précédent.

Quelques résultats en simulation ont été proposés pour illustrer les performances
des observateurs conçus.

Les explorations entreprises n’ont néanmoins pas été exhaustives et quelques
pistes restent à approfondir notamment autour des modèles de friction, ou de l’uti-
lisation d’observateurs ’simples’ en cascade.

Dans le chapitre suivant, certains résultats expérimentaux seront toutefois pré-
sentés pour compléter l’analyse de la performance des observateurs proposés.
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Dans ce chapitre, les approches de modélisation proposées au Chapitre 2, ainsi
que les observateurs proposés au Chapitre 4 pour la détection de défauts, sont validés
expérimentalement sur la base de deux bancs d’essais (correspondant à ceux déjà
utilisés en simulation au chapitre précédent).

Premièrement, on fait la présentation des dits bancs d’essais, de leurs compo-
sants, paramètres et configurations.

Ensuite, on montre les résultats de la validation expérimentale des modèles en
dimension finie du Chapitre 2. Les expériences de validation sont réalisées avec la
canalisation en régime oscillatoire et avec la présence de fuites.

Finalement, on illustre les performances des observateurs du Chapitre 4 en uti-
lisant des données réelles.

5.1 Description des bancs d’essais

Les deux bancs d’essais considérés sont situés au Mexique : l’un se trouve au
Centre de Recherche et d’Études Avancées (CINVESTAV) à Guadalajara et le
deuxième se trouve à l’Université Nationale Autonome du Mexique (UNAM) à
México.

Les figures 5.1 et 5.2 montrent les diagrammes des canalisations du CINVESTAV
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et de l’UNAM respectivement. Les valeurs des paramètres physiques correspondant
à chaque canalisation sont listées dans la Table 5.1.

La canalisation du CINVESTAV (Fig.5.1) est en circuit fermé. Elle est composée
d’un réservoir de 750 L (E-1) qui fournit de l’eau à toute la canalisation en utilisant
une pompe centrifuge (E-2) à l’amont. Elle est aussi composée de trois vannes (V1,
V2, V3) qui sont utilisées pour émuler des fuites. Les vannes se trouvent à 20 m,
41.5 m et 63 m respectivement du point d’alimentation.

A l’aval de la canalisation, il y a une vanne (V4) qui est utilisée pour générer
des transitoires, et commandée par des signaux électroniques.

Lorsqu’une fuite est provoquée, l’eau perdue rentre au réservoir à travers une
canalisation secondaire. L’accès de l’eau à travers cette canalisation au réservoir
peut se faire en manipulant une vanne (V5).

L’installation est équipée avec des capteurs de pression et de débit à l’amont (P1,
F1) et à l’aval (P2, F2). Une description plus détaillée de la canalisation peut se
trouver dans [57]. La canalisation de l’UNAM (Fig.5.2) est aussi en circuit fermé et

Identifiant Composant Identifiant Composant

E-1 Réservoir V-5 Valve électrique

E-2 Pompe P-1 Capteur de pression

V-1 Valve électrique P-2 Capteur de pression

V-2 Valve électrique F-1 Capteur de débit

V-3 Valve manuelle F-2 Capteur de débit

V-4 Valve électrique

LISTE DE COMPOSANTS

E-1
E-2

V-1

V-2

V-3

V-5

P-2 F-2

P-1 F-1

V-4

Fig. 5.1 – Diagramme de la canalisation CINVESTAV

elle possède un réservoir de 7.4 m3 (E-1) qui fournit de l’eau à toute la canalisation
en utilisant une pompe de vitesse variable (E-2) à l’amont. Il y a quatre vannes (V1,
V2, V3, V4) qui sont utilisées pour émuler des fuites. Les vannes se trouvent à 15
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m, 49 m, 60 m et 83 m respectivement du point d’entrée.

À travers une canalisation secondaire, l’eau perdue à cause des fuites est récupé-
rée et versée dans le réservoir. La vanne V5 est l’accès de la canalisation secondaire
au réservoir.

L’installation est instrumentée avec des capteurs de pression et débit à l’amont
(P1, F1) et à l’aval (P2, F2). Des détails plus précis sur la canalisation se trouvent
dans [48]. Plusieurs essais réalisés en collaboration avec les collègues du CINVES-

Identifiant Composant Identifiant Composant

E-1 Réservoir V-5 Valve électrique

E-2 Pompe P-1 Capteur de pression

V-1 Valve électrique P-2 Capteur de pression

V-2 Valve électrique F-1 Capteur de débit

V-3 Valve électrique F-2 Capteur de débit

V-4 Valve électrique

LISTE DE COMPOSANTS

E-1
E-2

V-1

V-2

V-5

P-2 F-2

P-1 F-1

V-4

V-3

Fig. 5.2 – Diagramme de la canalisation UNAM

Tab. 5.1 – Paramètres des bancs d’essais

Paramètres CINVESTAV UNAM
g 9.81 m/s2 9.8 m/s2

L 85 m 132.56 m
b 407.7508 m/s 1250 m/s
D 0.0635 m 0.105 m

TAV et de l’UNAM ont permis de mieux analyser la pertinence des modèles proposés
en dimension finie comme des observateurs construits sur cette base.
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5.2 Validation expérimentale de modèles en dimension
finie

Dans cette partie, nous allons présenter des validations expérimentales des mo-
dèles en dimension finie obtenus par les méthodes de differences finies et collocation
orthogonale (selon le Chapitre 2).

5.2.1 Expériences en régime oscillatoire

On présente tout d’abord des expériences réalisées dans les bancs d’essais en
régime oscillatoire. Les résultats expérimentaux obtenus sont comparés avec les mo-
dèles finis suivants :

Q̇1 = a1

(

N
′H
11 Hin +N

′H
12 H2 +N

′H
13 Hout

)

− µQ1|Q1|
Q̇2 = a1

(

N
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21 Hin +N

′H
22 H2 +N

′H
23 Hout

)

− µQ2|Q2|
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N
′H
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33 Hout

)
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Ḣ3 = a2
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N
′Q
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′Q
32 (Q2 +Qf ) +N

′Q
33 (Qout +Qf )

]

(5.2)

Pour l’obtention du modèle (5.1) on a considéré le même nombre de points de
collocation pour les débits et pour les pressions : n = 3. Avec cette quantité de
points, il est possible de représenter l’occurrence d’une fuite avec une perte de débit
Qf1 . Par ailleurs, on a pris Hin − Hout comme les entrées du système, c’est pour
cela que l’obtention du modèle (5.1) est faite en concordance avec les équations
(2.36)-(2.37).

Le modèle (5.2) est obtenu en considérant Hin − Qout comme les entrées et
n = 3. Pour cela, l’obtention du modèle est faite en concordance avec les équations
(2.40)-(2.41).

Deux résultats d’expérience sont considérés, l’un pour la canalisation de l’UNAM,
l’autre pour celle du CINVESTAV.

Expérience 1. Cette expérience a été effectuée sur la canalisation de l’UNAM,
où nous avons fait osciller la pression à l’amont. L’oscillation a été réalisée par la
variation triangulaire de la puissance de la pompe. Cette variation a produit une
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oscillation de la pression à l’amont, de manière persistante et aussi triangulaire.
Le coefficient de friction correspondant à cette expérience est : f = 0.023 qui a été
calculée précédemment à l’experience en régime stationnaire.

La figure 5.3 montre les débits donnés par le modèle (5.1), ainsi que les débits
mesurés par les débitmètres installées sur la canalisation. Expérience 2. Cette
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Fig. 5.3 – Expérience 1. Comparaison entre les débits mesurés sur la canalisation
de l’UNAM et ceux du modèle (5.1)

expérience a été effectuée sur la canalisation du CINVESTAV en régime oscillatoire.
Le régime a été provoqué par la variation sinusoïdale de l’ouverture-fermeture de la
vanne à l’aval. Cette variation a produit l’oscillation du débit dans la canalisation et
par conséquent l’oscillation de la pression. Le coefficient de friction correspondant à
cette expérience est : f = 0.0225 calculé en régime stationnaire.

La figure 5.4 montre le débit Qin et la pression Hout donnés par le modèle (5.2),
ainsi que ceux mesurés.

Dans le deux cas, on peut observer la bonne concordance entre les données réelles
et simulées.

A propos de choix de modèles différents entre les deux expériences on peut faire
l’analyse suivante :

La Figure 5.5 montre la comparison, entre les données mesurées et les données
simulées cette fois avec le modèle 5.1 pour l’expérience 2. On peut remarquer que le
calage est moins satisfaisant. Ceci s’explique par l’incohérence entre les conditions
de frontières du modèle et les conditions de frontières physiques, qui sont la pression
fournie par la pompe à l’amont Hin et le débit Qout au point de la vanne à l’aval.

Il est donc clair qu’il faut adapter le choix du modèle aux conditions physiques
d’expérimentation. On a de surcroît pu mettre en évidence une nonlinéarité du type
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Fig. 5.4 – Expérience 2. Comparaison entre les données mesurées sur la canalisation
du CINVESTAV et les réponses du modèle (5.2)

hystérésis entre pression d’entrée Hin et débit de sortie Qout pour la canalisation du
CINVESTAV : elle est illustrée dans la Figure 5.6.

En fait cette nonlinéarité est provoquée par l’existence d’hystérésis dans le com-
portement de la vanne à l’aval, qui est justement utilisée pour produire le régime
oscillatoire.

On peut visualiser l’hystéresis dans la Fig. 5.7, où est tracée la relation entre la
signal d’ouverture de la vanne et la réponse de ce dispositif. On peut noter que la
relation est nonlinéaire, et en conséquence le débit n’est pas parfaitement sinusoïdal
si on applique une sinusoïde comme signal d’ouverture.

5.2.2 Expériences avec fuites dans le système

On propose à présent des résultats d’expériences en ayant des fuites dans la
canalisation. Les données obtenues sont comparées avec les réponses du modèle
suivant :

Q̇1 =
a1

∆zf1

(Hin −H2) − µQ1|Q1|

Ḣ2 =
a2

∆zf1

(Q1 −Q2 −Qf1)

Q̇2 =
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∆zf2

(H2 −H3) − µQ2|Q2| (5.3)

Ḣ3 =
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(Q2 −Q3 −Qf2)

Q̇3 =
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∆zf3

(H3 −Hout) − µQ3|Q3|



5.2. Validation expérimentale de modèles en dimension finie 85

0 50 100 150 200 250 300 350 400

3.9

3.95

4

4.05

4.1

4.15

4.2

4.25

4.3

4.35
x 10

−3

 [s]

[m
3
/s

]

 

 

0 50 100 150 200 250 300 350 400

3.95

4

4.05

4.1

4.15

4.2

4.25

4.3

4.35
x 10

−3

[s]

[m
3
/s

]

 

 
Q

in
 Exp.

Q
in

 Col.

Q
out

 Exp.

Q
out

 Col.

Fig. 5.5 – Expérience 2. Comparaison entre les données mesurées sur la canalisation
du CINVESTAV et les données du modèle (5.1)
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Fig. 5.6 – Expérience 2. Relation pression-débit

Le modèle (5.3) a été obtenu avec les équations (2.10)-(2.11) en prenant en compte
Hin et Hout comme entrées. Le nombre de sections a été choisi n = 3 pour pouvoir
représenter l’occurrence de deux fuites.

Expérience 3. Deux fuites aux positions zf1 = 20 m et zf2 = 41.5 m ont été
provoquées dans la canalisation du CINVESTAV. Les coefficients des fuites ont été
σf1 = 4.6083 × 10−5 et σf2 = 1.1982 × 10−4, respectivement. Il faut préciser que les
valeurs des coefficients de fuites ont été estimées par l’intermédiaire d’observateurs
avec la connaissance des positions des fuites.

La Figure 5.8 montre une comparaison entre les mesures des débits et ceux
donnés par le modèle (5.3), qui valide relativement bien ce modèle.
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Fig. 5.7 – Relation débit-Ouverture/Fermeture de la vanne pour l canalisation du
CINVESTAV
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Fig. 5.8 – Expérience 3. Comparaison entre les débits mesurés sur la canalisation
du CINVESTAV et ceux du modèle (5.3) en présence de deux fuites

5.3 Validation expérimentale d’observateurs

En ayant validé les approches de modélisation envisagées, on peut maintenant
présenter la performance d’observateurs proposés au Chapitre 4, en utilisant des
données réelles.

Des résultats d’estimation des paramètres d’une fuite puis d’une fuite et de la
friction sont ainsi reportés.
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5.3.1 Détection d’une fuite

Expérience 4. Une fuite est provoquée à zf1 = 20 m dans la canalisation du
CINVESTAV. Le coefficient de friction f = 0.0226 est calculé avant l’occurrence de
la fuite.

La Fig. 5.9 montre les débits et pressions mesurés dans l’Expérience 4. Dans
cette figure, on peut noter l’effet de la fuite à partir du moment t = 130 (s). Pour
cette raison, les algorithmes de détection sont initialisés à t = 150 (s). La Fig.
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Fig. 5.9 – (a) Débits mesurés (b) Pressions mesurés

5.10(a) illustre la détection de la position de la fuite avec l’équation statique (4.6).
En comparant les résultats sans filtrage des mesures à ceux avec filtrage, on peut
remarquer les caractère indispensable du filtrage.

Dans la Fig.5.10(b) on peut visualiser la détection de la position de la fuite
réalisée avec un observateur à grand gain constant. L’observateur à été conçu dans
la Section 4.3.1.2. Les résultats obtenus pour deux réglages différents correspondant
à λ = 2 et λ = 8 sont présentés. On peut ainsi verifier la bonne détection réalisée
par l’observateur, ainsi que les effets d’un grand gain : une convergence rapide mais
bruitée. Il faut néanmoins préciser que l’observateur utilise les mesures bruitées sans
l’utilisation des filtres. Par ailleurs, la Fig. 5.11 exhibe les résultats de l’estimation
de la position et du coefficient de la fuite avec un autre observateur à grand gain,
spécifiquement construit pour estimer de plus le coefficient de fuite. Cet observateur
a été conçu dans la Section 4.3.2.

Pour voir les effets du grand gain, l’estimation a été réalisée avec deux valeurs
de gain différentes, λ = 1 et λ = 2. On constate alors dans la Fig. 5.11 la bonne
estimation des paramètres de fuite.
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Fig. 5.10 – (a) Estimation de la position avec l’équation statique (4.6) (b) Estima-
tion avec un observateur à grand gain

5.3.2 Détection d’une fuite et estimation du coefficient de friction

Expérience 5. Une fuite a été provoquée dans la canalisation du CINVESTAV
à zf1 = 63 m. Avant l’occurrence de la fuite la vanne à l’aval avait une ouverture
de 60% (valeur nominale), après l’occurrence de la fuite la vanne a été activée pour
osciller sinusoïdalement. L’amplitude d’ouverture-fermeture de la vanne á été choisie
de 10% de la valeur nominale. La période d’oscillation á été fixée à T = 90 (s).

La Figure 5.12 (a) montre les mesures de pression et débit prises par les capteurs.

Les Figures 5.12(a) 5.13(a) 5.13(b) présentent alors les résultats d’estimation
obtenus avec l’observateur (3.34). Les détails de la conception de l’observateur sont
donnés dans la subsection 4.3.3. Pour l’estimation on a réglé l’observateur avec les
paramètres m = 1 × 10−3, β = 2 × 106, λmax = 2 et λmin = 0.5. L’observateur a
été démarré à 283 (s) de l’initialisation de l’expérience, un peu après le début du
régime oscillatoire.

La Figure 5.12 (b) illustre l’estimation du coefficient de friction, tandis que la
Figure 5.13 illustre l’estimation de la friction d’une part (a) et de la position de
la fuite d’autre part (b). Pour l’estimation de la position ẑf1 on a une valeur de
référence précise zf1 , à partir de laquelle on peut calculer une erreur relative :

e%(zf1) =
|zf1 − ẑf1 |

zf1

× 100

Cette erreur est représentée sur la Figure 5.14 où l’on peut voir qu’elle se situe en
moyenne entre 5 et 10%. Ceci est vraisemblablement dû aux bruits dans la mesure.
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Fig. 5.11 – (a) Estimation de la position avec un observateur à grand gain constant
(b) Estimation du coefficient de fuite avec un observateur à grand gain constant

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté des résultats d’expériences réalisées en vue de va-
lider les modèles finis proposés précédemment, ainsi que pour tester la performance
de certains observateurs proposés dans le Chapitre 4. Du côté de la validation ex-
périmentale des modèles, on a vérifié que les modèles en dimension finie considérés
représentent de manière adéquate deux canalisations différentes, et par conséquent
peuvent être utilisés pour la conception des algorithmes d’estimation.

En ce qui concerne la validation des observateurs, on a vérifié certains des algo-
rithmes proposés qui ont donné des résultats prometteurs.

Une validation plus approfondie et plus complète de l’ensemble des approches
discutées dans cette thèse reste encore en perspective.
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Fig. 5.12 – Expérience 5 : (a) Mesures de débit et pression (b) Estimation du
coefficient de la fuite
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Dans ce chapitre, nous présentons quelques autres applications possibles de l’ob-
servateur du Théorème 8. Comme cet observateur nécessite une certaine excitation,
les systèmes auxquels on fait référence ici ont un dénominateur commun : ils pré-
sentent une sorte de condition d’excitation autonome. En d’autres termes, ils ont de
bonnes chances de remplir les conditions de convergence de l’observateur.

Nous pouvons citer à titre d’exemples de ces systèmes les oscillateurs non li-
néaires, les systèmes hydrauliques à écoulement turbulent (dans le prolongement
des études aux chapitres précédents), ou plus généralement, les systèmes chaotiques.
Nous allons nous concentrer ici sur quelques exemples classiques de systèmes chao-
tiques et d’oscillateurs nonlinéaires.

Plus précisément nous allons utiliser l’observateur du Théorème 8 pour la syn-
chronisation de tels systèmes, tout en étant robuste face aux incertitudes sur les
paramètres. Pour cela, nous utilisons l’observateur 8 comme un esclave d’un sys-
tème chaotique principal, connu comme le système maître.

Pour résumer, l’observateur que nous présentons nous permet à la fois la synchro-
nisation de systèmes chaotiques et l’estimation de paramètres inconnus du système
maître. On étend aussi les résultats de synchronisation aux oscillateurs nonlinéaires
et aux systèmes qui présentent du chaos dans l’espace et le temps.
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6.1 Des systèmes d’écoulement aux systèmes chaotiques

On a constaté, dans les chapitres précédents, le besoin d’entrées persistantes pour
l’estimation de paramètres et de défauts en canalisations, notamment, en utilisant
des observateurs nonlinéaires. Le cas idéal serait de se passer du besoin d’excitation
externe et d’avoir un système qui génère pour lui-même la condition d’excitation.
Ainsi, les conditions d’opération du système ne seraient pas altérées.

Pour la détection de multi-fuites, on a utilisé des observateurs conçus à partir
des équations du coup de bélier unidimensionnelles qui donnent un profil axial de la
vitesse le long de la canalisation. Pour obtenir l’information suffisante de la position
des fuites, on a excité le système par l’intermédiaire de changements périodiques des
pressions et/ou des débits. Par contre, en pratique, cette approche peut provoquer
des problèmes techniques à l’implémentation. Ceci devient alors une raison pour
considérer un modèle du coup de bélier plus précis qui donne une information plus
détaillée du profil de la vitesse, sans le besoin d’entrées persistantes.

La simulation du coup de bélier en utilisant un modèle bidimensionnel (e.g.
[58]) pourrait apporter cette information exigée pour la conception des observateurs,
puisqu’on pourrait avoir la connaissance de la vitesse sur différents points axiaux et
radiaux de la canalisation.

De plus, si le modèle comprenait un modèle du type de mouvement du débit
(laminaire/turbulent), on pourrait avoir une information cruciale pour la conception
des observateurs.

Lorsqu’un fluide coule dans une canalisation sous pression ou dans un canal
ouvert, il y a deux formes basiques de mouvement : laminaire et turbulent. La nature
de l’écoulement dépend classiquement du nombre de Reynolds, Re. Si Re > 103, le
débit devient turbulent. Le nombre de Reynolds est défini comme le ratio entre les
forces inertiales et les forces visqueuses, à savoir Re = UL/ν, avec U la vitesse, L
la longueur, ν la viscosité cinématique.

L’information des différents profils de vitesse d’une canalisation pourrait être suf-
fisante pour la détection de défauts avec certains observateurs. Ces derniers pour-
raient se concevoir sous certaines conditions d’observabilité à partir d’un modèle
bidimensionnel. De plus, à partir de la définition de turbulence, on peut supposer
que l’observateur du théorème 8 que l’on a proposé, pourrait se bénéficier de la
condition nécessaire pour son fonctionnement, sans le besoin d’excitation externe.

Dans la dynamique des fluides, la turbulence ou l’écoulement turbulent est un
régime caractérisé par la propriété chaotique et par des changements stochastiques.
Ceci inclut la diffusion basse du mouvement, la convection élevée du mouvement, et
la variation rapide de la pression et de la vitesse dans l’espace et le temps [59]. Les
écoulements turbulents se caractérisent donc par une apparence très désordonnée,
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un comportement difficilement prévisible et l’existence de nombreuses échelles spa-
tiales et temporelles. Pour sa propriété chaotique, la turbulence est parfois appelée
Eulerian chaos [59].

Idéalement, les mécanismes qui provoquent la transition d’un comportement sta-
tionnaire vers un comportement chaotique, et la nature du mouvement en régime
chaotique, pourraient être déductibles à partir des équations de Navier-Stoke. Ce-
pendant, une solution analytique de ces équations n’existe que pour certains cas.
Donc le mécanisme concret de l’origine de la turbulence continue d’être un mystère.

Pour éviter les difficultés d’une approche directe, différentes façons d’attaquer
le problème ont été mises en marche. L’une de ces approches est la théorie des
attracteurs étranges [60][61]. Le pionnier de cette théorie est le célèbre météorologue
Edward Lorenz.

Mathématiquement, le couplage de l’atmosphère avec l’océan est décrit par le
système de Navier-Stokes. Ce système d’équations était beaucoup trop compliqué à
résoudre numériquement pour les premiers ordinateurs existant au temps de Lorenz.
Celui-ci a donc eu l’idée de chercher un modèle très simplifié de ces équations pour
étudier une situation physique particulière : le phénomène de convection de Rayleigh-
Bénard. Il a alors aboutit à un système dynamique différentiel possédant seulement
trois degrés de liberté qui est beaucoup plus simple à intégrer numériquement que
les équations de départ.

La théorie des attracteurs étranges se focalise sur la dépendance du temps du
mouvement turbulent, comme étant une propriété partagée par une grande classe
d’équations différentielles typiques, et non seulement par les équations de mouve-
ment.

Cette théorie va au-delà de la recherche de l’origine de la turbulence. Elle est
utilisée dans différents domaines, par exemple, en économie, en astrophysique, dans
les systèmes de communication, etc. Ainsi, lorsqu’on parle de la théorie des attrac-
teurs étranges d’une manière générale, appliquée dans autres domaines, on parle de
la théorie du chaos. Cette dernière traite des systèmes dynamiques rigoureusement
déterministes, mais qui présentent un phénomène fondamental d’instabilité appelé
sensibilité aux conditions initiales qui, modulant une propriété supplémentaire de
récurrence, les rend non prédictibles en pratique sur le long terme.

C’est ainsi que toutes propositions gardées, en s’intéressant aux écoulements
on en arrive aux systèmes chaotiques. Inspirés par les nombreuses applications que
l’estimation des états et paramètres peut impliquer, nous proposons des observa-
teurs nonlinéaires du type (3.33) pour l’estimation de paramètres dans les systèmes
chaotiques.

Compte tenu de l’ampleur des domaines d’application de tels systèmes, nous
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avons choisi d’en retenir une en particulier afin d’illustrer notre approche : la syn-
chronisation.

Des phénomènes impliquant une synchronisation sont généralement trouvés dans
les sciences naturelles ainsi que dans le domaine technologique. En effet, la nature est
riche en connexions, interactions et communications, on trouve donc souvent que les
systèmes non linéaires sont construits de plusieurs sous-systèmes qui interagissent
les uns avec les autres.

Dans la littérature, plusieurs travaux existent concernant la synchronisation de
systèmes chaotiques et oscillateurs nonlinéaires. Parmi eux, on peut citer le travail
pionnier présenté dans [62] et ceux proposés dans [63]-[64].

La synchronisation par l’intermédiaire d’observateurs a été discutée précédem-
ment dans [65], où les observateurs d’états sont utilisés comme des systèmes esclaves
qui se synchronisent avec un système maître.

Dans des travaux postérieurs, [66]-[67], les observateurs ont été utilisés pour la
synchronisation des systèmes chaotiques robustes face aux incertitudes des para-
mètres. C’est-à-dire que les observateurs proposés permettent à la fois la synchroni-
sation et l’estimation de paramètres inconnus du système maître.

L’estimation des paramètres pendant la synchronisation peut être adressée en
employant des observateurs adaptatifs. De tels observateurs ont besoin d’une exci-
tation persistante pour garantir la convergence, et l’idée dans [66]-[67] était que le
comportement chaotique peut fournir telle excitation.

En suivant la même idée, on propose l’observateur du Théorème 8 pour esti-
mer les paramètres de systèmes chaotiques et d’oscillateurs nonlinéaires, et pour les
synchroniser.

Tout d’abord, on présente l’estimation des paramètres des systèmes de Lorenz,
Rössler et Duffing, en supposant que tous les paramètres son inconnus. Ensuite,
on présente la conception d’un observateur pour l’estimation d’un paramètre cor-
respondant à un système qui unifie trois attracteurs. On continue avec la synthèse
d’un observateur pour la synchronisation de deux neurones artificiels en supposant
une incompatibilité entre les paramètres. Finalement, on montre la conception d’un
observateur pour l’estimation des paramètres d’un système de réaction-diffusion qui
présente un comportement chaotique dans l’espace et le temps.
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6.2 Synchronisation de systèmes chaotiques avec des pa-
ramètres inconnus

Les équations de Lorenz, Rössler et Duffing représentent des systèmes chaotiques
très connus dans la science nonlinéaire. Ils sont exprimés par les équations résumées
dans le Tableau 6.1. L’attracteur de Lorenz, baptisé d’après son découvreur Edward

Tab. 6.1 – Systèmes chaotiques

Lorenz Rössler Duffing
ẋ1 = θ1(x2 − x1) ẋ1 = −x2 − x3 ẋ1 = x2

ẋ2 = θ2x1 − x2 − x1x3 ẋ2 = x1 + θ1x2 ẋ2 = −θ1x2 − θ2x1 − θ3x
3
1 + θ4u

ẋ3 = x1x2 − θ3x3 ẋ3 = θ2 + x3(x1 − θ3)

Lorenz, est une structure fractale correspondant au comportement à long terme de
l’oscillateur de Lorenz. Cet oscillateur est un système dynamique tridimensionel qui
engendre un comportement chaotique dans certaines conditions. L’attracteur montre
comment les différentes variables du système dynamique évoluent dans le temps en
une trajectoire non périodique.

L’attracteur et les équations associées ont été rendus publies dans [68] par Ed-
ward Lorenz, qui les avait extraites d’une version simplifiée des équations de Navier-
Stoke. Lorenz a découvert que le comportement de son système dépendait fortement
des conditions initiales. Donc, des petits changements dans les conditions initiales
provoquent de grand changements dans le comportement du système avec le temps.
Pour le système de Lorenz, θ1 est appelé nombre de Prandtl, θ2 est appelé nombre
de Rayleigh, et θ1, θ2 et θ3 sont strictement positifs.

Le système dynamique de Rössler est composé de 3 équations différentielles non-
linéaires. Ces équations différentielles définissent un système dynamique continu et
tridimensionnel qui présente des caractéristiques chaotiques. L’ensemble des trajec-
toires à long terme de ce système définissent un attracteur étrange aux propriétés
fractales. Otto Rössler a conçu son attracteur en 1976 dans un but purement théo-
rique, mais ces équations se sont avérées utiles dans la modélisation de l’équilibre
dans les réactions chimiques. L’article original de Rössler mentionne que son sys-
tème a été conçu pour fonctionner d’une façon similaire au système de Lorenz, mais
également pour être plus simple à analyser, il ne présente qu’une seule spirale.

L’équation de Duffing est une équation différentielle de deuxième ordre nonli-
néaire. Elle est l’exemple d’un système dynamique qui exhibe un comportement
chaotique. L’équation décrit le mouvement d’un oscillateur harmonique avec un po-
tentiel plus compliqué qu’un oscillateur simple. En termes physiques, il modélise par
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exemple, un spring pendulum dont la rigidité des ressorts n’obéit pas exactement à
la loi de Hooke.

Maintenant, on présente un exemple avec ces systèmes afin de montrer comment
l’observateur (3.33) peut fonctionner comme un synchronisateur et comme un esti-
mateur pour les systèmes chaotiques. Pour cet exemple, on considère que les valeurs
des paramètres des trois systèmes sont ceux listés dans le Tableau 6.2. Les condi-
tions initiales pour chaque système sont données dans le même tableau. L’entrée du
système de Duffing a été fixée à u = sin(100t), tandis que les deux autres systèmes
sont considérés comme étant autonomes. En supposant que seulement une variable

Tab. 6.2 – Ensemble de paramètres des systèmes chaotiques

Lorenz θ1 = 16, θ2 = 45.6, θ3 = 4 x1(0) = 1, x2(0) = 1, x3(0) = 1

Rössler θ1 = 0.1, θ2 = 0.1, θ3 = 14 x1(0) = 4, x2(0) = 4, x3(0) = 0.1

Duffing θ1 = 1, θ2 = 1, θ3 = 0.3, θ4 = 0.2 x1(0) = −1, x2(0) = 1

du vecteur d’état est mesurée, et que tous les paramètres sont inconnus, l’objectif
est la reconstruction de l’ensemble des paramètres et états. Le but peut être at-
teint en transformant chaque système en la structure (3.33). Dans les trois cas, la
transformation apporte des systèmes avec 6 dimensions obtenus par les applications
suivantes :

⋆ Lorenz : si y = x1 alors Φ(x) : x→ ξ = [ x1 θ1 θ1x2 θ1θ2 θ1x3 θ1θ3x3 ]

⋆ Rössler : si y = x2 alors Φ(x) : x→ ξ = [ x2 θ1 x1 x3 θ2 θ3x3 ]

⋆ Duffing : si y = x1 alors Φ(x) : x→ ξ = [ x1 x2 θ2 θ3 θ4 θ1x2 ]

Suivant le Théorème 8, un observateur pour les systèmes du Tableau 6.1 peut alors
s’exprimer comme suit :

˙̂
ξ =












a11 a12 a13 a14 a15 a16

a21 a22 a23 a24 a25 a26

a31 a32 a33 a34 a35 a36

a41 a42 a43 a44 a45 a46

a51 a52 a53 a54 a55 a56

a61 a62 a63 a64 a65 a66












︸ ︷︷ ︸

A(u,y)

ξ̂ +












ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4

ϕ5

ϕ6












︸ ︷︷ ︸

ϕ(u,ξ̂)

−K(ŷ − y); ŷ = C(u)ξ̂ +D(u)

(6.1)
oùK = Λ(λ)SCT (u) est le gain et la matrice S est calculée comme dans le Théorème
8.

Les coefficients différents de zero ai,j et ϕi de la matrice A(u, y) et du vecteur
ϕ(u, ξ̂) respectivement, sont listés dans le Tableau 6.3 pour chaque système.

Les paramètres de réglage, λ et γ, ainsi que les conditions initiales pour chaque
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cas sont listés dans le Tableau 6.4.

Tab. 6.3 – Coefficients de A(u, y) et ϕ(u, ξ̂) pour les systèmes chaotiques

Lorenz Rössler Duffing
aij a12 = −y, a13 = 1, a12 = y, a13 = 1, a12 = 1, a23 = −y,

a34 = y a34 = −1 a24 = −y3

a35 = −y, a56 = −1 a45 = 1, a46 = −1 a25 = u, a26 = −1

ϕi ϕ3 = −ξ3, ϕ5 = ξ3y, ϕ3 = −y, ϕ4 = ξ3ξ4 ϕ6 = ξ6
ξ2

(−ξ3y − ξ4y
3 + ξ5u− ξ6)

ϕ6 = ξ6
ξ5

(yξ3 − ξ6) ϕ6 = ξ6
ξ4

(ξ5 + ξ3ξ4 − ξ6)

Les résultats obtenus pour le système de Lorenz sont indiqués dans la Fig.6.1,

Tab. 6.4 – Paramètres de réglage et conditions initiales pour les observateurs des
systèmes chaotiques

Lorenz λ = 1, γ = 10 ξ1(0) = 10, ξ2(0) = 19, ξ3(0) = 190

ξ4(0) = 760, ξ5(0) = 190, ξ6(0) = 950

Rössler λ = 0.5, γ = 15 ξ1(0) = 2, ξ2(0) = 0.2, ξ3(0) = 2

ξ4(0) = 0.2, ξ5(0) = 0.2, ξ6(0) = 2

Duffing λ = 1, γ2 = 12 ξ1(0) = −2, ξ2(0) = 2, ξ3(0) = 2

ξ4(0) = 2, ξ5(0) = 0.4, ξ6(0) = 0.6

où l’on peut apercevoir l’estimation de ses paramètres, ainsi que son portrait de
phase en 2 dimensions donné pas les états x2 et x3. Le portrait de phase montre
clairement la synchronisation (et donc la convergence de l’observateur). Les résultats
de l’estimation et de synchronisation pour les systèmes de Rössler et Duffing sont
résumés dans la Fig. 6.2 et la Fig. 6.3. Dans tous les cas, on peut noter la bonne
convergence des paramètres estimés vers les vrais paramètres ainsi que le succès de
la synchronisation. Dans [69], il est proposé un ensemble d’équations qui unifient
les systèmes de Lorenz, de Chen et de Lü dans un seul système avec un paramètre
unique, α. Le système chaotique unifié est exprimé par les équations suivantes :

ẋ1 = (25α + 10)(x2 − x1) (6.2)

ẋ2 = (28 − 35α)x1 − x1x3 + (29α − 1)x2

ẋ3 = x1x2 −
(
α+ 8

3

)

x3

Ce système donne :
⋆ L’attracteur de Lorenz si 0 ≤ α ≤ 0.8.
⋆ L’attracteur de Chen si α = 0.8
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Fig. 6.1 – (a) Estimation des Paramètres du système de Lorenz, (b) Portrait de
phase du système de Lorenz

⋆ L’attracteur de Lü si 0.8 ≤ α ≤ 1

Dans les Figures 6.4, 6.5 et 6.6, il est possible de voir les portraits de phase du
système unifié avec différentes valeurs de α. On peut alors proposer la conception
d’un observateur du type (3.33) afin d’estimer le paramètre α, tel qu’il se synchronise
avec le système maître. Pour cela, on transforme le système (6.2) en la forme décrite
par (3.33).

En fixant ξ1 = x1, ξ2 = (25α + 10), ξ3 = (25α + 10)x2 et ξ4 = (25α + 10)x3, on
obtient le système suivant comme une version transformée de (6.2) :

ξ̇ =







0 −y 1 0

0 0 0 0

0 0 0 −y
0 0 0 0






ξ

+









0

0

ξ2

((

28 − 35 ξ2−10
25

)

y +
(

29 ξ2−10
25 − 1

)
ξ3
ξ2

)

ξ2

(

y ξ3
ξ2

− (ξ2−10/25)+8
3

ξ4
ξ2

)









Pour les tests en simulation, les conditions initiales de l’observateur (différentes à
celles du système maître) sont fixées à : ξ̂1(0) = 2, ξ̂2(0) = 10, ξ̂3(0) = 20, ξ̂4(0) = 20.
L’observateur est réglé avec S(0) = Id, λ = 5 et γ = 2 . Dans la figure 6.7 on peut voir
les bonnes performances de l’estimation réalisée par l’observateur pour différentes
valeurs de α (α = 0, α = 0.8, α = 1).
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Fig. 6.2 – (a) Estimation des Paramètres du système de Rössler, (b) Portrait de
phase du système de Rössler

6.3 Synchronisation d’oscillateurs nonlinéaires avec des
paramètres inconnus

En 1952, A.L. Hodgkin et A.F. Huxley décrivent la cinétique des mécanismes
ioniques au sein d’un neurone par un système de quatre équations différentielles
ordinaires autonomes [70]. En 1982, J.L. Hindmarsh et R.M. Rose ont simplifié
ce modèle en un système à deux EDO [71]. Enfin, afin de se rapprocher du com-
portement réel d’un neurone, ils ont, deux années plus tard, ajouté une équation
d’adaptation à leur premier modèle [72]. Cette dernière équation donne au système
de Hindmarsh-Rose son caractère lent-rapide. Alors, les trois équations du modèle
de Hindmarsh-Rose sont données par :

ẋ1 = x2 + φ(x1) − x3 + I (6.3)

ẋ2 = ψ(x1) − x2

ẋ3 = θ3[θ4(x1 − θ5) − x3]

dont x1 correspond au potentiel de la membrane qui mesure la différence de potentiel
entre l’intérieur et l’extérieur du neurone, x2 décrit les échanges d’ions à travers
la membrane par des canaux rapides, tandis que x3 décrit les échanges d’ions à
travers la membrane par des canaux lents. Normalement, I est le courant que l’on
applique au neurone pour le stimuler. Les fonctions φ(x1) = θ1x

2
1 − x3

1 et ψ(x1) =

1 − θ2x
2
1 contiennent les paramètres θ1 et θ2 qui sont des constantes déterminées

expérimentalement. Le paramètre θ3 représente la différence d’échelle de temps entre
la dynamique rapide et la dynamique lente, tandis que θ5 est le point d’équilibre de
x lorsqu’il n’y a pas de courant appliqué. Finalement, θ4 est une constante réglée
expérimentalement.
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Fig. 6.3 – (a) Estimation des Paramètres du système de Duffing, (b) Portrait de
phase du système de Duffing

L’objectif que l’on considère ici est de concevoir un observateur qui permette
d’estimer les fonctions φ(x1) et ψ(x1) à partir de y = x1 sans la connaissance de
θ3, θ4 et θ5, tel que deux neurones puissent être synchronisés. Pour parvenir à cet
objectif, le système (6.3) doit être transformé pour qu’il se trouve sous la structure
(3.33), et pour cela on utilise l’application suivante :

Φ(x) : x→ ξ = [ x1 θ1 x2 x3 θ2 θ3θ4 θ3θ4θ5 θ3x3 ].

Avec cette transformation, le système devient :

ξ̇1 = ξ3 + ξ2y
2 − y3 − ξ4 + I (6.4)

ξ̇2 = 0

ξ̇3 = 1 − ξ5y
2 − ξ3

ξ̇4 = ξ6y − ξ7 − ξ8

ξ̇5 = ξ̇6 = ξ̇7 = 0

ξ̇8 =
ξ8
ξ4

(ξ6y − ξ7 − ξ8)

A présent, il est possible de construire un observateur comme dans le Théorème 8.
Dans les simulations réalisées, les conditions initiales considérées pour le système
maître ont été : x1(0) = −3, x2(0) = −12, x3(0) = 1 et les paramètres ont été fixés
à : θ1 = 3, θ2 = 5, θ3 = 0.005, θ4 = 4 and θ5 = −1.

Par ailleurs, l’observateur a été initialisé avec : S(0) = Id, ξ̂1(0) = −1, ξ̂2(0) = 5,
ξ̂3(0) = −14, ξ̂4(0) = 5, ξ̂5(0) = 5, ξ̂6(0) = 0.018, ξ̂7(0) = −0.036 et ξ̂8(0) = 0.015.
Ces conditions initiales sont différentes de celles considérées pour le système maître.

Finalement, l’observateur a été réglé avec γ = 2 and λ = 1.
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Fig. 6.4 – L’attracteur de Lorenz lorsque α = 0 dans le système (6.2)

Lorsque l’entrée I est fixé à I = 3, le système présente un comportement oscilla-
toire, et à partir des résultats d’estimation réussis, ceci peut être considéré suffisant
pour garantir la condition d’excitation.

Dans la Fig.6.8 on illustre la reconstruction des fonctions du modèle, tandis que
dans la Fig.6.9 on illustre la synchronisation entre le système maître et l’observateur.

6.4 Estimation de paramètres pour la synchronisation
spatiale-temporelle

Plusieurs phénomènes physiques dans la nature sont modélisés par des systèmes
spatiaux-temporels étendus, soit par des équations différentielles partielles, soit par
treillis d’applications couplées (coupled map lattices), soit par des équations différen-
tielles ordinaires couplées. Comme exemple de systèmes spatiaux étendus on a les
systèmes d’écoulements, les systèmes optiques, les oscillateurs électriques couplés,
les réactions chimiques, le plasma et les systèmes biologiques.

Sous certaines conditions (paramétriques, initiales, etc.), les systèmes spatiaux-
temporels étendus présentent une turbulence ou un chaos spatial-temporel. Ces
conditions sont étudiées dans [73].

L’étude des propriétés chaotiques des systèmes spatiaux-temporels étendus com-
porte des aspects comme l’interaction et la synchronisation entre eux. Ceci vient du
fait que la synchronisation entre systèmes de ce type a différentes applications, par
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Fig. 6.5 – L’attracteur de Chen lorsque α = 0.8 dans le système (6.2)

exemple, les réseaux de neurones artificiels, la convection thermique dans un media
multi-couches ou la convection electro-hydro-dynamique dans des cristaux liquides
[74].

Plusieurs scientifiques ont déjà abordé la synchronisation spatiale-temporelle
pour certains systèmes, par exemple dans [75], les auteurs ont utilisé un couplage
local pour synchroniser les équations de Ginzburg-Landau. Les mêmes équations ont
été synchronisées par un couplage asymétrique dans [76] et par un nombre fini de
contrôleurs opérant dans différents points du système [77].

Dans [78], les auteurs ont proposé la synchronisation géophysique d’écoulements
afin d’appliquer les résultats à la prévision météorologique. En fait, ils synchronisent
deux canaux, chacun sous différents régimes chaotiques, de telle sorte la synchroni-
sation représente la relation entre deux secteurs de l’Atlantique et du Pacifique d’un
système climatique.

Par ailleurs, dans [79], les auteurs ont proposé la synchronisation des équations
de Kuramoto-Sivashinsky et les équations de Gray-Scott pour chiffrer de messages
électroniques.

De manière générale, dans tous les travaux que l’on a mentionnés, les auteurs
considèrent que les paramètres des systèmes synchronisés sont connus et identiques.
C’est pour cela qu’ici, nous supposons la synchronisation des équations différentielles
partielles lorsque les paramètres du système maître sont inconnus. En fait, nous
proposons un observateur pour estimer les paramètres du système maître, de telle
sorte que les estimées puissent être utilisées postérieurement pour la synchronisation.

Pour illustrer notre approche, nous utilisons le modèle de Gray-Scott. Celui-ci
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Fig. 6.6 – L’attracteur de Lü lorsque α = 1 dans le système (6.2)

est un système de réaction-diffusion qui correspond à deux réactions irréversibles et
qui exhibe un mode de chaos dans l’espace et le temps. Le modèle est décrit par les
équations suivantes :

u̇1 = −u1u
2
2 + a(1 − u1) + d1∇2u1 (6.5)

u̇2 = u1u
2
2 − (a+ b)u2 + d2∇2u2

avec b comme la constante du taux de la deuxième réaction, a comme étant le taux
d’alimentation, d1 et d2 comme étant les coefficients de diffusion.

Une version finie du modèle (6.5) est obtenue dans [79] à partir de la méthode
de differences finies. Cette version est donnée comme suit :
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(6.6)
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On présente ci-après deux exemples afin d’illustrer le comportement du système
fini (6.6). Dans le premier exemple, on utilise des conditions initiales dépendant
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de l’espace périodiquement, tandis que dans le deuxième exemple, on utilise des
conditions initiales aléatoires. On verra alors que le comportement chaotique du
système se présente plutôt dans le deuxième cas.

Exemple 15 Les paramètres du modèle (6.6) sont fixés a = 0.09, b = −0.09, d1 =

0.01 et d2 = 0.03. Les conditions initiales sont fixées à u1(z, 0) = 1 + 0.01 sin(πz
L )

et u2(z, 0) = −0.2 sin(πz
L ). Le nombre de sections est fixé à N = 257. La période

d’échantillonnage de la simulation est fixée à te = 0.1.

Les figures 6.10 et 6.11 montrent le comportement de u1(z, t) et u2(z, t).

Exemple 16 Les paramètres du modèle (6.6) sont fixés à L = 3000, a = 0.09,
b = −0.09, d1 = 0.01 et d2 = 0.03. Les conditions initiales u1(z, 0) et u2(z, 0)
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Fig. 6.9 – Portraits de phase de la synchronisation pour le système (6.3)

Fig. 6.10 – (a) Evolution spatiale-temporelle de u1(z, t) (b) Propagation de u1(z, t)

sont choisies aléatoirement. Le nombre de sections est fixé à N = 257. La période
d’échantillonnage de la simulation est fixée à te = 0.1.

Les figures 6.12 6.11 montrent les évolutions de u1(z, t) et u2(z, t). A partir des
figures 6.10-6.13, on vérifie que le comportement du système (6.5) dépend forte-
ment de ses conditions initiales, ce qui est l’une des caractéristiques des systèmes
chaotiques.

Maintenant, on présente une approche pour estimer les paramètres a, b, d1, d2

du système maître supposés inconnus. Un schéma de cette approche est montré dans
la Fig. 6.14, où l’on voit que les conditions de frontière du système maître, u(0)

1 , u(0)
2 ,

sont prises comme les mesures y1, y2 que l’observateur utilise pour calculer l’erreur
d’estimation. Par ailleurs, les mesures u(1,...,3)

1 , u(1,...,3)
2 du système maître, sont prises

pour calculer les fonctions S1 = −5u1
1 + 4u2

1 − u3
1, S2 = −5u1

2 + 4u2
2 − u3

2 utilisées
comme entrées de l’observateur. Pour la conception de l’observateur, considérons le
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Fig. 6.11 – (a) Evolution spatiale-temporelle de u2(z, t) (b) Propagation de u2(z, t)

Fig. 6.12 – (a) Evolution spatiale-temporelle de u1(z, t) (b) Propagation de u1(z, t)

vecteur d’états x = [u
(0)
1 , u

(0)
2 ]T donnant le système suivant :

ẋ1 = −x1x
2
2 + a(1 − x1) + d1

(
2x1 + S1

∆z2

)

ẋ2 = x1x
2
2 − (a+ b)x2 + d2

(
2x2 + S2

∆z2

)

(6.7)

Par l’intermédiaire de l’application :

Φ(x) : x→ ξ = [ x1, a, d1, x2, b, d2 ]

on obtient le système ci-dessous adéquat pour la conception d’un observateur du
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Fig. 6.13 – (a) Evolution spatiale-temporelle de u2(z, t) (b) Propagation de u2(z, t)

Fig. 6.14 – Schema de l’estimation des paramètres

type (3.33) :

ξ̇1 = ξ2(1 − ξ1) + ξ3

(
2ξ1 + S1

∆z2

)

− ξ1ξ
2
4

ξ̇2 = ξ̇3 = 0 (6.8)

ξ̇6 = −ξ2ξ4 − ξ5ξ4 + ξ6

(
2ξ4 + S2

∆z2

)

+ ξ1ξ
2
4

ξ̇5 = ξ̇6 = 0

Pour finir, on présente un exemple illustrant la performance de l’observateur proposé.

Exemple 17 Les paramètres du modèle (6.6) sont fixés à a = 0.09, b = −0.09,
d1 = 0.1 et d2 = 0.3. Les conditions initiales sont fixées à u1(z, 0) = 1+0.01 sin(31πz

L )

et u2(z, 0) = −0.2 sin(31πz
L ). Le nombre de sections est fixé à N = 257. L’observateur

est réglé avec S(0) = Id, λ = 2 et γ = 1. Ses conditions initiales sont posées
ξ1(0) = 0.5, ξ2(0) = 0.07, ξ3(0) = 0.2, ξ4(0) = −0.004, ξ5(0) = −0.07, ξ6(0) = 0.1.
La période d’échantillonnage de la simulation est spécifiée te = 0.08.

La Fig. 6.5 montre l’estimation (réussie) des paramètres du système, tandis que la
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Fig. 6.16 montre les portraits de phase spatiales-temporels de u1(z, t) et u2(z, t). Il

5 10 15 20 25
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

[s]

(a)

 

 
a
â
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Fig. 6.16 – (a) Evolution spatiale-temporelle de u1(z, t) (b) Evolution spatiale-tem-
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faut préciser que l’observateur proposé se synchronise avec le système maître seule-
ment dans les points des mesures prises. L’objectif de l’observateur est uniquement
l’estimation des paramètres du système maître, pour que les estimations données
soient utilisées dans la synchronisation d’un système esclave de la même taille que
celle du système maître.

6.5 Conclusions

Dans ce chapitre on a présenté, l’utilisation de l’observateur (3.33) pour l’estima-
tion des paramètres de systèmes chaotiques et d’oscillateurs nonlinéaires, ainsi que
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pour la synchronization entre eux. Pour cela, on a profité de leurs comportements
naturels pour assurer la stabilité de l’observateur.

Le Théorème 8 établit qu’il est requis une condition d’excitation pour la conver-
gence de l’observateur, laquelle est généralement générée par les entrées du système.
Ici, on a utilisé le comportement chaotique intrinsèque de certains systèmes pour
fournir à l’observateur une telle condition d’excitation. Les résultats obtenus ont
été fructueux et sont prometteurs pour d’autres systèmes chaotiques, mais il reste à
approfondir l’étude du lien entre la condition d’excitation requise pour l’observateur
et la propriété du chaos.





Chapitre 7

Conclusions et perspectives

L’objectif de ce dernier chapitre est double : d’une part, il se veut être un bilan
des contributions de ce travail dans le domaine de l’estimation nonlinéaire pour des
systèmes d’écoulement, ainsi que pour des systèmes chaotiques. D’autre part, il vise
à indiquer dans quelle mesure ces contributions peuvent donner lieu à des travaux
supplémentaires.

En ce qui concerne les contributions, nous avons exploré la possibilité de dévelop-
per des observateurs non linéaires pour la détection de fuites dans des canalisations
sous pression. Pour cela, on a abordé en première instance l’obtention de modèles de
dimension finie à partir des équations du coup de bélier en utilisant deux méthodes
numériques : la méthode de collocation orthogonale et la méthode des différences
finies. A partir des modèles obtenus et selon les besoins d’estimation, on a construit
des observateurs à grand gain avec différentes formes de synthèse et de fonctionne-
ment.

La recherche d’estimateur multi-fuites nous a en particulier amené à étudier
une nouvelle forme d’observateur à grand gain pour les systèmes non uniformément
observables. Cet observateur s’appuie sur une structure de système particulière, qui
peut être obtenue à partir d’une transformation relativement facile à construire. Une
fois le système obtenu sous cette structure, on a montré comment calculer le gain
de l’observateur à partir de certaines conditions en utilisant les notions de stabilité
de Lyapunov.

Un intérêt de cet observateur est le lien qu’il fait entre les propriétés des obser-
vateurs à grand gain et celles du filtre de Kalman étendu. D’ailleurs, on a appliqué
cette nouvelle technique pour la détection de fuites dans des canalisations, ainsi que
pour la synchronisation de systèmes chaotiques avec des paramètres inconnus.

En ce qui concerne la détection de fuites, indépendamment du nouvel observateur
proposé, on a présenté la conception d’observateurs déjà existants dans la littérature
pour des besoins divers de détection, et on a alors illustré l’efficacité des observateurs
par l’intermédiaire de simulations, mais aussi d’experiences menées sur des bancs
expérimentaux.

En ce qui concerne la synchronisation de systèmes chaotiques, on a présenté plu-
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sieurs exemples. A ce sujet, on a utilisé des systèmes très connus dans la littérature,
tels que, le système de Lorenz, le système de Rössler et les équations de Gray Scott.
Notre contribution principale dans le domaine a été la synchronisation entre deux
systèmes (maître et esclave) avec la méconnaissance de tous les paramètres du sys-
tème maître. C’est-à-dire, qu’avec notre approche il est possible d’estimer tout les
états et tous les paramètres de certains systèmes chaotiques.

De plus, on a exploré l’utilisation des observateurs non linéaires pour estimer les
paramètres des systèmes chaotiques dans l’espace et le temps. Pour cela, on a donné
comme exemple l’estimation des paramètres du système de Gray Scott.

En ce qui concerne les perspectives ouvertes par nos contributions, plusieurs
pistes ont été indiquées à l’issue de chaque chapitre, et nous pouvons en rappe-
ler quelques unes ici : tout d’abord la validation expérimentale de la détection de
fuites multiples reste encore un travail à faire puisque, pour ce propos, il faut avoir
l’instrumentation adéquate dans les canalisations d’essais.

D’un autre côte, l’utilisation des observateurs nonlinéaires conçus à partir de
modèles finis pour la surveillance d’autres types de défauts que le fuites, ou d’autres
types d’écoulement que l’eau devient une perspective intéressante pour le développe-
ment de travaux futurs. L’approfondissement des modèles, notamment de la friction,
peut y être associé.

Un autre aspect à faire aboutir est la preuve de convergence pour l’observateur
à grand gain adaptif présenté à la fin du Chapitre 3, dont le fonctionnement a été
montré seulement en simulation avec des données réelles.

Finalement, nous proposons l’exploration formelle des propriétés de systèmes
chaotiques pour trouver le lien entre elles et la condition d’excitation pour l’observa-
teur. La caractérisation des entrées d’excitation permettant d’assurer la convergence
et la performance de l’observation.
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