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INTRODUCTION

Il n’existe pas de définition précise pour qualifier un polynôme de « lacunaire ».
Moralement, c’est un polynôme qui a « peu » de termes non nuls par rapport à
son degré. Un polynôme comme

10X10100 − 3X50 000 + 19X250 − 8X + 6

peut ainsi être qualifié de lacunaire.
Nous distinguerons deux façons de représenter les polynômes : la représenta-

tion dense et la représentation lacunaire. Commençons par les décrire dans le cas
des polynômes à une variable. Soient A un anneau que l’on suppose unitaire et
commutatif et f(X) ∈ A[X]. Ecrivons

f(X) =
d∑

i=0

aiX
i,

où ad 6= 0. On appelle représentation dense de f la liste de coefficients

[a0, . . . , ad].

C’est la façon la plus courante de représenter un polynôme. Selon que A soit l’an-
neau Z des entiers, le corps Q des rationnels, un corps de nombre Q[α], etc. il existe
des façons différentes d’encoder les coefficients de f . Pour un anneau A donné et
une façon d’encoder les éléments de A, appelons hA(f) une borne pour le nombre
de bits nécessaires pour encoder chaque coefficient de f . Notons également `(f) le
nombre de bits nécessaires pour encoder la représentation dense de f . On a alors

d + hA(f) ≤ `(f) ≤ (d + 1) hA(f).

Lorsque la plupart des coefficients de f sont nuls (comme c’est le cas pour le
polynôme donné plus haut en exemple), cette représentation n’est pas adaptée
puisqu’elle nécessite de stocker beaucoup de 0.



2 INTRODUCTION

Ecrivons maintenant

f(X) =
N∑

j=1

ajX
αj

où, pour chaque 1 ≤ j ≤ N , on a aj 6= 0 et d = max
1≤j≤N

αj. Alors la représentation

lacunaire de f est la liste des paires

[(a1, α1), . . . , (aN , αN)]

des coefficients non nuls affectés des exposants correspondants. Remarquons que
l’entier N est alors le nombre de coefficients non nuls de f . Si L(f) désigne le
nombre de bits nécessaires pour encoder la représentation lacunaire de f , on a :

N + hA(f) + log2(d) ≤ L(f) ≤ N(hA(f) + log2(d) + 1).

En particulier, la taille de cet encodage est linéaire en le logarithme du degré de f .
La représentation lacunaire peut donc être préférée si le nombre de termes non
nuls de f et hA(f) sont au plus de l’ordre du logarithme de son degré.

Lorsqu’on analyse la complexité d’un algorithme qui prend en entrée des po-
lynômes, la représentation lacunaire permet de différencier le nombre de termes
non nuls du degré du polynôme au contraire de la représentation dense, qui ne
fait pas la distinction entre les deux.

Définissons maintenant ces deux représentations pour des polynômes à plusieurs
variables. On fixe un entier n ≥ 1 et un polynôme

f(X1, . . . , Xn) ∈ A[X1, . . . , Xn].

On note dans la suite X pour (X1, . . . , Xn) et pour α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn on
définit :

Xα := Xα1
1 · · ·Xαn

n .

On peut alors écrire f de la façon suivante :

f(X) =
N∑

i=1

aiX
αi ,

où pour chaque 1 ≤ i ≤ N , on a ai 6= 0. La représentation lacunaire de f est
alors naturellement définie de façon analogue au cas univarié. C’est la liste de ses
coefficients non nuls affectés des vecteurs d’exposants correspondants :

[(a1, α1), . . . , (an, αn)].

On appelle encore L(f) le nombre de bits nécessaires pour encoder f . Si d désigne
le maximum des degrés partiels de f , on a

N + hA(f) + n + log2 d ≤ L(f) ≤ N(hA(f) + n(log2 d + 1)).
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La représentation dense se généralise beaucoup moins bien au cas multivarié et elle
devient plus lourde d’utilisation. En effet, pour des polynômes à une variable, on a
un ordre très naturel sur les monômes (le degré) et on ordonne les coefficients des
polynômes selon cet ordre pour obtenir leur représentation dense. Comme il n’y
a pas de façon canonique de généraliser cet ordre en dimension supérieure, il faut
d’abord fixer un ordre total sur les monômes de A[X] et si on veut pouvoir définir
une représentation dense, il faut même fixer un ordre ayant de bonnes propriétés.
On fixe donc un ordre total sur les monômes que l’on note ≺ et on suppose
que chaque monôme n’a qu’un nombre fini de monômes qui lui sont inférieurs.
Relativement à cet ordre monomial, tous les monômes peuvent être ordonnés du
plus petit au plus grand et c’est cette propriété qui est nécessaire pour pouvoir
définir la représentation dense. On peut alors écrire

f(X) =
r∑

i=1

aiX
αi ,

où α1 ≺ · · · ≺ αr est la liste des r premiers monômes rangés dans l’ordre croissant
et où αr est le plus grand monôme apparaissant dans f . La représentation dense
de f est alors la liste

[a1, . . . , ar]

de ses coefficients rangés dans l’ordre croissant relativement à l’ordre≺. Le nombre
de bits nécessaires pour encoder la représentation d’un polynôme en plusieurs
variables dépend également de l’ordre que l’on a fixé. Comme nous n’utiliserons
jamais cette représentation, on ne donne pas plus de détail sur celle-ci.

Selon la représentation des polynômes que l’on choisit, on utilise des algorithmes
différents pour l’arithmétique de base. Pour les deux types de représentation, il
existe des méthodes sophistiquées pour additionner ou multiplier deux polynômes,
calculer leur pgcd, etc. On peut consulter [GG03] pour la description complète
de ces algorithmes et de leur temps d’exécution dans le cas dense et les avancées
récentes obtenues par J. Hoeven et G. Lecerf [HL10] dans le cas lacunaire.

Plusieurs résultats profonds de géométrie diophantienne et de géométrie algé-
brique ont des applications intéressantes à la factorisation des polynômes lacu-
naires. Un bon exemple d’une telle application est l’algorithme décrit par H.W.
Lenstra dans [Len99] pour déterminer les facteurs de petits degré d’un polynôme
lacunaire univarié à coefficients algébriques. Un des ingrédients essentiels de cet
algorithme est le théorème de Dobrowolski qui permet de minorer la hauteur de
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Weil d’un nombre algébrique. Cet algorithme a ensuite été généralisé indépendam-
ment par M. Avendaño, T. Krick et M. Sombra dans [AKS07] et par E. Kaltofen
et P. Koiran dans [KK06] pour des polynômes à plusieurs variables. Ces deux
algorithmes reposent sur des généralisations du théorème de Dobrowolski dues à
F. Amoroso et S. David [AD00] et à Amoroso et U. Zannier [AZ00] respective-
ment. Les deux algorithmes que nous présentons dans cette thèse ont été obtenus
par une démarche analogue. Ce sont des généralisations d’algorithmes déjà connus
pour des polynômes à une variable que nous étendons aux cas multivarié.

Dans la première partie, nous étudions un algorithme dû à M. Filaseta, A. Gran-
ville et A. Schinzel qui permet de déterminer une représentation des facteurs cyclo-
tomiques d’un polynôme lacunaire à coefficients entiers [FGS08, Algorithme C].
Cet algorithme a une complexité quasi-linéaire en le logarithme du degré du po-
lynôme donné en entrée. Leur résultat repose sur un théorème de J.H. Conway
et A.J. Jones sur l’annulation de sommes de racines de l’unité. Nous présentons
d’abord plusieurs améliorations de cet algorithme qui nous permettent de clarifier
la dépendance de sa complexité en la hauteur (i.e. le logarithme du maximum en
module des coefficients) et en le nombre de termes non nuls du polynôme donné
en entrée. On appellera Algorithme A la procédure obtenue. Ces améliorations
simplifient également l’implémentation pratique de cet algorithme mais surtout,
nous permettent de le généraliser à la dimension supérieure pour répondre au pro-
blème suivant. Etant donnés F1, . . . , Fk ∈ Z[X], déterminer les points de torsion,
c’est à dire les points dont toutes les coordonnées sont des racines de l’unité, qui
sont des solutions du système d’équations :

F1(X) = · · · = Fk(X) = 0. (0.0.1)

Cet ensemble de points de torsion peut a priori ne pas être fini, mais un théorème
de M. Laurent [Lau84] assure que ces points peuvent être représentés de façon
finie. Décrivons brièvement cette représentation. On dit qu’une sous-variété B

de Gn
m := (Q∗

)n est de torsion si c’est le translaté d’un sous-groupe algébrique
de Gn

m par un point de torsion. Soit V = V (F1, . . . , Fk) la sous-variété de Gn
m

définie par les polynômes F1, . . . , Fk et Vtors l’ensemble des points de torsion de V .
Le résultat de Laurent affirme qu’il existe un nombre fini de sous-variétés de
torsion B1, . . . , Bt telles que ⋃

1≤i≤t

Bi = Vtors.

Dans les sections 1.3 et 1.4, on généralise l’algorithme A pour déterminer une
telle représentation de Vtors. On appelle Algorithme C la procédure obtenue. Pour
pouvoir énoncer ce résultat, on a besoin d’introduire certaines notations.
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Pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Gn
m et λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Zn, on pose :

xλ := xλ1
1 · · ·xλn

n ∈ Gm.

Si Λ est un sous-groupe de Zn de rang k, alors l’ensemble

HΛ :=
{
x ∈ Gn

m | xλ = 1, ∀λ ∈ Λ
}

est un sous-groupe algébrique de Gn
m de dimension n − k. De plus, l’applica-

tion Λ 7→ HΛ est une bijection entre l’ensemble des sous-groupes de Zn et l’en-
semble des sous-groupes algébriques de Gn

m [S96, Lemma 2]. Soit Mk,n(Z) l’en-
semble des matrices à k lignes et n colonnes et à coefficients entiers. Etant donnés
une matrice L = (λi,j) 1≤i≤k

1≤j≤n
∈Mk,n(Z), et x = (x1, . . . , xn) ∈ Gn

m on définit :

xL :=
(
xλ1 , . . . ,xλk

)
∈ Gk

m,

où λ1, . . . ,λk sont les lignes de la matrice L. Soient maintenant Λ un sous-groupe
de Zn de dimension k, {λ1, . . . ,λk} une Z−base de Λ et L la matrice de taille k×n

dont les lignes sont les vecteurs λ1, . . . ,λk. Soit également ω ∈ µk
∞, alors l’en-

semble :
B(L, ω) :=

{
x ∈ Gn

m | xL = ω
}

(0.0.2)

est une sous-variété de torsion et en fait toutes les sous-variétés de torsion peuvent
être décrites de cette façon. On pourra consulter la section 1.1 pour plus de détails.
Pour ` ∈ N, on note I(`) la complexité de la multiplication de deux entiers de
longueurs binaires majorées par `. On peut maintenant citer le résultat principal
de la première partie :

Théorème . − (Algorithme C) Il existe un algorithme qui a la propriété suivante.
Soient F1, . . . , Fk ∈ Z[X1, . . . , Xn] des polynômes donnés par leur représentation
lacunaire et V la sous-variété de Gn

m qu’ils définissent. L’algorithme détermine
une famille finie de sous-variétés de torsion B1, . . . , Bt telle que :⋃

1≤i≤t

Bi = Vtors,

où les Bi sont représentées comme dans (0.0.2). De plus, cet algorithme effectue
au plus

O
(
NnkN(I(log d) log log d + h)

)
opérations binaires, où les entiers N, d et h désignent respectivement des bornes
pour le nombre de termes non nuls, le degré total et la hauteur de chacun des Fi.

La complexité de cet algorithme est encore quasi-linéaire en le degré des po-
lynômes donnés en entrée mais exponentielle en leurs nombre de termes, en leur
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hauteur et en leur nombre de variable. Ainsi, cet algorithme est particulièrement
bien adapté lorsque les polynômes en entrée sont lacunaires.

Dans la deuxième partie, nous étudions un algorithme également dû à Filaseta,
Granville et Schinzel qui permet de déterminer, sous certaines hypothèses, le plus
grand diviseur commun de deux polynômes lacunaires [FGS08, Algorithme B]. La
complexité de cet algorithme est quasi-linéaire en les degrés des polynômes donnés
en entrée. Cependant il est difficile d’évaluer la dépendance de cette complexité en
les autres paramètres, c’est à dire la hauteur et le nombre de termes non nuls des
polynômes. En effet, pour pouvoir préciser cette dépendance, il faudrait pouvoir
quantifier un théorème de E. Bombieri et U. Zannier (Théorème 2.1.3) sur lequel
s’appuie cet algorithme. On peut se référer à la section 2.1.1 pour plus de détails
à ce propos.

De la même façon que dans la première partie, nous présentons des simplifica-
tions et des améliorations de cet algorithme (Algorithme D, section 2.1) qui nous
permettent de le généraliser à la dimension 2 pour attaquer le problème suivant.
Etant donnés f1, f2, f3 ∈ Q[X,Y ], peut-on représenter les points de V (f1, f2, f3)

avec moins d’équations ? Un système de trois polynômes en deux variables est
surdéterminé. En effet, on peut démontrer qu’il existe g1, g2 ∈ C[X, Y ] tels que

V (f1, f2, f3) = V (g1, g2).

Une extension naturelle serait d’obtenir un algorithme pour le calcul de g1, g2 avec
une complexité quasi-linéaire en le degré des fi. Dans cette direction et en suppo-
sant établie une version effective de la conjecture de Zilber, qui est généralisation
naturelle du théorème de Bombieri et Zannier, on obtient le résultat un peu plus
faible suivant.

Théorème . − (Algorithme E) Il existe un algorithme qui a la propriété suivante :
étant donnés f1, f2, f3 ∈ Z[X, Y ] donnés par leur représentation lacunaire, l’algo-
rithme détermine un ensemble de polynômes {pi}i∈I de Z[X, Y ] et un ensemble
fini de triplets de polynômes {(qj,1, qj,2, qj,3)}j∈J de Z[X, Y ] donnés par leur repré-
sentation lacunaire tels que

V (f1, f2, f3) =
⋃
i∈I

V (pi) ∪
⋃
j∈J

V (qj,1, qj,2)\V (qj,3). (0.0.3)

De plus cet algorithme nécessite au plus

ON,h(I(log d) log log d)
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opérations binaires, où N , d et h désignent respectivement une borne pour le
nombre de termes non nuls, le degré total et la hauteur des fi. De plus I et J

possèdent ON,h(1) éléments, le nombre de termes non nuls et la hauteur des poly-
nômes en sortie de l’algorithme sont majorés par ON,h(1) et ces polynômes sont
de degré au plus ON,h(d).

L’algorithme E que l’on décrit dans la section 2.3 a bien la complexité annon-
cée mais la représentation des points de V (f1, f2, f3) qu’il renvoie est cependant
moins bonne que voulue. Nous n’arrivons qu’à représenter les zéros de f1, f2, f3

que comme une réunion finie de systèmes d’équations formant une intersection
complète sur un ouvert de A2. Expliquons brièvement la démarche suivie pour
mettre en évidence la raison de ce défaut de représentation. Soit (σ, τ) ∈ A2 un
zéro commun des polynômes f1, f2 et f3. On étudie d’abord le cas où σ est nul,
ce qui ramène simplement à des polynômes en une variable et donc peut être
traité avec les algorithmes A et D selon que σ est racine de l’unité ou non. Le cas
où τ est nul est bien entendu identique. Une fois ces cas traités, on peut supposer
que σ et τ sont tous deux non nuls, ce qui nous permet de nous placer dans G2

m.
Introduisons maintenant une notation supplémentaire. Pour 0 ≤ i ≤ 2, on définit :

Hi :=
⋃

H,

où la réunion porte sur tous les sous-groupes algébriques de G2
m de dimension au

plus i. On a :
H0 ( H1 ( H2 = G2

m.

Chaque ensemble Hi est l’ensemble des points (x1, x2) ∈ G2
m tels que le rang du

sous-groupe de Q∗ engendré par x1 et x2 est inférieur ou égal à i. Ainsi, l’ensem-
ble H0 est l’ensemble des points de torsion de G2

m, c’est à dire µ2
∞ et

H1 =
{

(ζ1u
a1 , ζ2u

a2) : a1, a2 ∈ Z, u ∈ Q∗
, ζ1, ζ2 ∈ µ∞

}
.

On va alors distinguer trois cas selon que (σ, τ) appartient à H0, à (H1\H0) ou
à (H2\H1). Le cas où (σ, τ) ∈ H0 peut être traité avec l’algorithme C de la pre-
mière partie, on donne malgré tout un énoncé détaillé (Théorème 2.3.4) dans la
section 2.3.2 (Algorithme E0). Le cas où (σ, τ) ∈ (H1\H0) est assez technique
mais ne nécessite que le théorème de Bombieri et Zannier. Il est décrit dans la
section 2.3.4 et on appelle Algorithme E1 (Théorème 2.3.8) la procédure corres-
pondante. On note que ces deux cas sont inconditionnels et en particulier, ils ne
dépendent pas de la conjecture de Zilber. De plus, dans les deux cas, les points
isolés de V (f1, f2, f3) ∩H0 et de V (f1, f2, f3) ∩ (H1\H0) sont bien décrits comme
les zéros communs de deux équations polynomiales. C’est pour traiter le cas où le
point (σ, τ) appartient à (H2\H1) qu’on utilise la conjecture de Zilber. La méthode
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utilisée ramène à des sous-variétés de Gk
m (avec k > 2) définies par des équations

de petit degré, mais éventuellement de dimension strictement positive. Or, une va-
riété de dimension strictement positive n’est pas forcément intersection complète
et c’est justement cette difficulté qui nous empêche d’obtenir la représentation des
points isolés de V (f1, f2, f3) ∩ (H2\H1) comme réunion d’intersections complètes
sur A2. On appelle Algorithme E2 (Théorème 2.3.6) la procédure obtenue, elle est
décrite dans la section 2.3.3.

L’algorithme E, tout comme l’algorithme D, a pour l’instant plus une valeur
théorique puisqu’il est conditionné à la validité de la conjecture de Zilber. Or, si
de nombreuses avancées ont été faites ces derniers temps dans la direction de cette
conjecture, elle reste à ce jour ouverte dans le cas général. Plus de détails sur cette
conjecture et sur les applications que l’on en fait sont donnés à la section 2.3.1.

Seuls les algorithmes A et C ont été implémentés en Maple et nous discutons
dans l’annexe d’un exemple détaillé pour chacun de ces algorithmes. On discute
également plus précisément du temps d’exécution de l’algorithme A ainsi que de
la représentation des résultats renvoyés par cet algorithme. Même si les autres
algorithmes n’ont pas complètement été implémentés puisqu’ils dépendent d’un
résultat quantitatif conjectural, on peut quand même en donner des exemples
d’applications intéressants, ce que nous faisons également en annexe.



CHAPITRE 1

SOUS-VARIÉTÉS DE TORSION

L’objet de cette première partie est de décrire un algorithme qui détermine une
représentation des points de torsion inclus dans une variété définie par un système
d’équations polynomiales. Comme sa complexité est quasi-linéaire en le logarithme
du degré des polynômes définissant la variété et en leur hauteur, mais exponentielle
en leur nombre de termes non nuls, il est particulièrement bien adapté pour des
polynômes lacunaires.

1.1. Introduction et résultats principaux

Soient F1, . . . , Fk ∈ Z[X1, . . . , Xn] une famille de polynômes à plusieurs va-
riables. On cherche à déterminer les points de torsion solutions du système d’équa-
tions :

F1(X1, . . . , Xn) = · · · = Fk(X1, . . . , Xn) = 0. (1.1.1)

C’est à dire les points dont toutes les coordonnées sont des racines de l’unité.
Ce problème apparait naturellement lors de la résolution d’équations trigonomé-
triques et également dans la résolution de certains problèmes de nature géomé-
trique, voir par exemple [CJ76], [PR98].

Pour n = 1, le problème est équivalent à la recherche des facteurs cyclotomiques
communs à F1, . . . , Fk puisque ces polynômes sont à coefficients entiers. Grâce à
un résultat de Conway et Jones [CJ76] sur l’annulation de sommes de racines
de l’unité, Filaseta, Granville et Schinzel ont récemment décrit un algorithme
dans [FGS08], qui résout ce problème avec une complexité quasi-linéaire en le
logarithme du degré des polynômes donnés en entrée.

Pour n ≥ 2, le système (1.1.1) peut s’annuler en une infinité de points de torsion
mais un théorème de structure de M. Laurent [Lau84] assure que cet ensemble
peut en principe être décrit de façon finie (voir plus loin pour plus de détails).
Dans cette partie, on va d’abord simplifier l’algorithme décrit dans [FGS08] et
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préciser sa complexité (voir l’algorithme A dans la section 1.2). Ensuite, nous le
généraliserons au cas multivarié (voir les algorithmes B et C dans les sections 1.3
et 1.4). La complexité de ces algorithmes est encore quasi-linéaire en le logarithme
du degré des polynômes donnés en entrée et en leur hauteur, mais exponentielle
en leur nombre de variables et en leur nombre de termes non nuls. Notre algo-
rithme peut donc être vu comme une version effective du théorème de Laurent,
particulièrement bien adaptée pour les polynômes lacunaires, c’est à dire pour les
polynômes ayant peu de termes non nuls mais potentiellement un grand degré.

On fixe dans la suite n ∈ N∗. On commence par rappeler certains résultats
de géométrie sur les sous-variétés du tore algébrique Gn

m := (Q∗
)n. Toutes les

définitions et tous les résultats cités ici peuvent aussi être trouvés dans [S96] ou
dans [Z09] et on renvoie à ces textes pour les démonstrations et pour plus de
détails.

L’ensemble Gn
m est un groupe pour la multiplication coordonnée par coordon-

née :
(x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) = (x1y1, . . . , xnyn).

Un sous-groupe algébrique H ⊂ Gn
m est un sous-groupe de Gn

m qui est une variété
algébrique, c’est à dire un fermé pour la topologie de Zariski. Un point d’ordre
fini dans le groupe Gn

m sera appelé un point de torsion. L’ensemble des points de
torsion de Gn

m est l’ensemble µn
∞, où µ∞ désigne l’ensemble des racines de l’unité

de Q. Une sous-variété de torsion est un translaté d’un sous-groupe algébrique
par un point de torsion. C’est donc un ensemble de la forme

ηH := {η · h | h = (h1, . . . , hn) ∈ H} ,

où H est un sous-groupe algébrique et η = (η1, . . . , ηn) ∈ µn
∞. Pour une sous-

variété V de Gn
m, on pose

Vtors := V ∩ µn
∞,

pour désigner l’ensemble des points de torsion de V . Un théorème de Laurent
[Lau84] affirme que la clôture de Zariski Vtors de Vtors est la réunion d’un nombre
fini de sous-variétés de torsion :

Vtors = B1 ∪ · · · ∪Bt. (1.1.2)

Ce résultat a d’abord été conjecturé par S. Lang [Lan83]. Il a été prouvé par
Y. Ihara, J.P. Serre et J. Tate lorsque V est une courbe [Lan83] et par Laurent
dans le cas général. On note également que le résultat analogue a également été
démontré par M. Raynaud [Ra83] pour les variétés abéliennes et par M. Hindry
[Hi88] pour les variétés semi-abéliennes.
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On rappelle ici certaines notations déjà données en introduction, avant d’énon-
cer notre résultat principal. Pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Gn

m et λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Zn,
on pose :

xλ := xλ1
1 · · ·xλn

n ∈ Gm.

Si Λ est un sous-groupe de Zn de rang k, alors l’ensemble

HΛ :=
{
x ∈ Gn

m | xλ = 1, ∀λ ∈ Λ
}

est un sous-groupe algébrique de dimension n− k. De plus, l’application Λ 7→ HΛ

est une bijection entre l’ensemble des sous-groupes de Zn et l’ensemble des sous-
groupes algébriques de Gn

m [S96, Lemma 2].
Soit Mk,n(Z) l’ensemble des matrices à k lignes et n colonnes et à coefficients

entiers. Pour L = (λi,j) 1≤i≤k
1≤j≤n

∈Mk,n(Z), et x = (x1, . . . , xn) ∈ Gn
m on définit :

xL :=
(
xλ1 , . . . ,xλk

)
∈ Gk

m,

où λ1, . . . ,λk sont les lignes de la matrice L. Soient maintenant Λ un sous-groupe
de Zn de dimension k, {λ1, . . . ,λk} une Z−base de Λ et L la matrice de taille k×n

dont les lignes sont les vecteurs λ1, . . . ,λk. Soit également ω ∈ µk
∞, alors l’en-

semble :
B(L, ω) :=

{
x ∈ Gn

m | xL = ω
}

(1.1.3)
est une sous-variété de torsion et en fait toutes les sous-variétés de torsion peuvent
être décrites de cette façon. Notre algorithme prend en entrée un nombre fini de
polynômes et renvoie un nombre fini de sous-variétés de torsion dont la réunion
est exactement Vtors, comme dans (1.1.2). De plus, chaque sous-variété de torsion
de dimension n− k sera représentée par une paire (L, ω) ∈Mk,n(Z)× µk

∞ comme
dans (1.1.3). On remarque qu’on peut facilement décrire les points de torsion
appartenant à une telle sous-variété de torsion puisque

B(L, ω)tors =
{
ζ ∈ µn

∞ | ζL = ω
}

.

Décrivons maintenant l’entrée de notre algorithme. Soit

F (X) =
N∑

i=1

aiX
αi

un polynôme en n variables et à coefficients entiers. On rappelle que la représen-
tation lacunaire de F est la liste

[(a1, α1), . . . , (aN , αN)]

de ses coefficients non nuls affectés des exposants correspondants et sa hauteur est
définie par :

h(F ) := max
1≤i≤N

{log |ai|}.
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Si le polynôme F est de degré total d et de hauteur h, le nombre de bits nécessaires
pour encoder sa représentation lacunaire est :

O
(
N(h + n log d)

)
.

Pour ` ∈ N, on pose comme c’est l’usage I(`) pour désigner la complexité de
la multiplication de deux entiers de longueurs binaires majorées par `. On peut
maintenant citer le résultat principal de cette première partie :

Théorème 1.1.1. — (Algorithme C) Il existe un algorithme qui a la propriété
suivante. Soient F1, . . . , Fk ∈ Z[X1, . . . , Xn] des polynômes donnés par leur re-
présentation lacunaire et V la sous-variété de Gn

m qu’ils définissent. L’algorithme
détermine une famille finie de sous-variétés de torsion B1, . . . , Bt telle que :⋃

1≤i≤t

Bi = Vtors,

où les Bi sont représentées comme dans (1.1.3). De plus, cet algorithme effectue
au plus

O
(
NnkN(I(log d) log log d + h)

)
opérations binaires, où les entiers N, d et h désignent respectivement des bornes
pour le nombre de termes non nuls, le degré total et la hauteur de chacun des Fi.

Remarques : Pour f, g : N→ R+, on écrit :

f(n) = Õ(g(n))

s’il existe un constante c strictement positive telle que :

f(n) = O(g(n) log(1 + g(n))c).

Avec cette notation, on a :

I(`) = O (` log(`) log log(`)) = Õ(`)

grâce à l’algorithme de A. Schönnhage et V. Strassen [GG03, Theorem 8.24].
Cette complexité a récemment été améliorée par M. Fürer [F07] qui a obtenu

I(`) = ` log(`)2O(log∗(`)),

où
log∗(`) = min{i ≥ 0 : log(i)(`) ≤ 1},

avec log(0)(`) = ` et log(i+1)(`) = log(log(i)(`)). Ainsi, la complexité de l’algorithme
C relatif au théorème 1.1.1 est

NnkN
(
Õ(log d) + O(h)

)
.
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D’autres problèmes proches de celui-ci ont été étudiés dans le cas de polynômes
à une variable. Soient F ∈ Z[X] donné par sa représentation lacunaire et m un
entier positif. Le problème de tester si F s’annule en une racine de l’unité d’ordre m

s’appelle le cyclotomic test (CT). Dans [CTV09], Q. Cheng, S.P. Tarasov et M.N.
Vyalyi ont décrit deux algorithmes qui résolvent ce problème en temps polynomial.
Il montrent ainsi que CT∈P.

Le generalized cyclotomic test (GCT) consiste à déterminer si F s’annule en une
quelconque racine de l’unité, c’est à dire, s’il existe m ∈ N tel que (F, m) soit une
instance positive de CT. Le fait que CT∈P implique clairement que GCT∈NP.
D’un autre côté, D. Plaisted a montré précédemment que ce problème est NP-
difficile [P84, Thm 5.1] et ainsi, GCT est NP-complet. Filaseta et Schinzel ont
proposé un algorithme sous-exponentiel qui résout GCT [FS04] et, en collabo-
ration avec Granville, ils ont généralisé cet algorithme pour déterminer tous les
facteurs cyclotomiques de F [FGS08].

Nous allons ici simplifier ce dernier algorithme et clarifier la dépendance en le
nombre de termes non nuls N de F qui est en fait exponentielle. Nous allons
également améliorer l’implémentation pratique de cet algorithme et son temps
d’exécution. La dépendance exponentielle en N semble inévitable et en fait, nous
pensons que la taille de la sortie peut être exponentielle en la taille de l’entrée.
Dans la sous-section 1.2.4, nous décrirons une famille de polynômes qui accrédite
cette conjecture.

Pour n ≥ 2, les seules méthodes constructives existantes pour déterminer
les points de torsion d’une variété sont décrites dans [Ru93], [BS02], [Ro07],
[AS08]. Leurs complexités ne sont pas explicitées dans ces références mais cer-
tainement, elles sont au moins de type d2n

h, où n désigne le nombre de variables
des polynômes en entrée, d une borne pour leur degré, et h une borne pour leur
hauteur, à cause de l’utilisation systématique de résultants itérés. Ainsi, ces mé-
thodes sont plus adaptées pour des polynômes denses, de petit degré et faisant
intervenir un petit nombre de variables. Au contraire, notre algorithme est parti-
culièrement bien adapté pour des polynômes ayant peu de termes non nuls mais
ayant potentiellement un très grand degré (10100 par exemple), voir les exemples
de la sous-section 1.2.4 et de l’annexe.

De l’analyse de l’algorithme relatif au théorème 1.1.1, on déduit la borne sui-
vante pour le nombre de sous-variétés de torsion incluses dans une sous-variété du
tore Gn

m :
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Corollaire 1.1.2. — Soient F1, . . . , Fk ∈ Z[X1, . . . , Xn] des polynômes ayant
chacun au plus N termes non nuls et soit V la sous-variété de Gn

m qu’ils défi-
nissent. Alors Vtors peut être décrite comme la réunion d’au plus

(N !)k exp
(
3(n + 1)

√
kN log kN

)
sous-variétés de torsion.

Historiquement, la première borne effective pour le nombre de sous-variétés de
torsion incluses dans une sous-variété de Gn

m a été obtenue par Bombieri et Zannier
[BZ95]. Peu de temps après, W. Schmidt détermina une borne ne dépendant que
du degré et du nombre de variables des polynômes définissant la sous-variété
[S96]. L’intérêt principal de notre borne dans le corollaire 1.1.2 est qu’elle est
indépendante du degré des polynômes définissant V . Remarquons tout de même
qu’une borne analogue peut être obtenue indépendamment avec les méthodes
décrites dans [S96].

Il est à noter que le nombre de sous-variétés connexes (ou irréductibles) de tor-
sion dépend nécessairement du degré des polynômes définissant V . Actuellement,
la meilleure borne est due à F. Beukers et C.J. Smyth [BS02] lorsque n = 2 et
à F. Amoroso et E. Viada dans le cas général [AV09]. Le résultat d’Amoroso et
Viada affirme que le nombre de sous-variétés irréductibles de torsion incluses dans
une variété définie par des polynômes de degré au plus d peut être majoré par :

dn
(
200n5 log(n2d)

)n2(n−1)2
.

Cette majoration est très proche de la borne optimale que l’on conjecture, à savoir

c(n)dn,

pour une certaine fonction c(n) ne dépendant que de n. D’autres résultats dans
cette direction ont été obtenus par G. Rémond [Re02], Amoroso et S. David
[AD06] et David et P. Philippon [DP07].

La suite de cette partie suivra la progression suivante. Dans un premier temps,
nous présenterons notre simplification de l’algorithme de Filaseta Granville et
Schinzel dans la section 1.2. Nous le généraliserons ensuite au cas des hypersurfaces
en dimension supérieure dans la section 1.3 avant de traiter le cas des sous-variétés
quelconques de Gn

m dans la section 1.4. Finalement, nous donnerons dans la section
1.5 la démonstration du corollaire 1.1.2
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1.2. Facteurs cyclotomiques d’un polynôme à une variable

Dans cette section, on décrit une procédure, que nous appelons Algorithme A,
qui permet de déterminer les facteurs cyclotomiques d’un polynôme F à coef-
ficients entiers. Cet algorithme est particulièrement bien adapté aux polynômes
lacunaires en raison de sa complexité quasi-linéaire en le logarithme du degré et
en la hauteur du polynôme F mais exponentielle en son nombre de termes non
nuls.

Soit F (X) ∈ Z[X] un polynôme de degré d. Déterminer l’ensemble des ζ ∈ µ∞
tels que F (ζ) = 0 est équivalent à déterminer l’ensemble des entiers positifs m

pour lesquels
Φm(X)|F (X),

où Φm désigne le m-ième polynôme cyclotomique. On souhaite déterminer cet
ensemble en temps polynomial en log d. Cependant, le nombre total de facteurs
cyclotomiques de F n’est pas polynomial en log d dans le pire des cas, comme le
montre l’exemple suivant. Soit x un entier plus grand que 17 et soit

F (X) = Xd − 1,

où d est le produit p1 · · · pr de tous les nombres premiers plus petits que x. Une ver-
sion effective du théorème de Tchebychev [RS62] donne les inégalités suivantes :

r ≥ x

log x
et log d ≤ 1.02 x pour x ≥ 17,

De plus

F (X) =
∏
m|d

Φm(X) et #{m ∈ N : m|d} = 2r ≥ 2
x

log x ≥ 2
log d

1.02 log log d ,

donc le nombre de facteurs cyclotomiques de F n’est pas polynomial en le loga-
rithme de son degré.

Même dans le cas où le nombre de facteurs est plus petit, les déterminer peut
être aussi difficile que de factoriser des nombres entiers. Pour illustrer ce problème,
considérons le polynôme suivant :

F (X) = Xpq − 1,

où p et q sont deux nombres premiers distincts. On a alors

F (X) = Φ1(X)Φp(X)Φq(X)Φpq(X)

et déterminer la factorisation de ce polynôme est aussi difficile que de factoriser
l’entier pq. Mais ce problème est difficile et actuellement, aucun algorithme ne
peut factoriser pq en temps polynomial en log(pq).
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On voit que ces deux difficultés qu’il nous faut contourner (le grand nombre de
facteurs et la factorisation d’entiers), nous empêchent d’obtenir la représentation
que l’on souhaitait des facteurs cyclotomiques de F , c’est à dire la liste complète
des entiers m pour lesquels Φm(X)|F (X). Pour pouvoir obtenir une complexité
polynomiale en log d, on s’autorise donc une représentation un peu plus faible
des résultats. Ainsi, la sortie de l’algorithme A sera un ensemble SF de paires
d’entiers (m, e) telles que

V (F )tors =
⋃

(m,e)∈SF

V (Φm(Xe)),

où V (F ) := {x ∈ Q : F (x) = 0}. Donner une telle représentation réduit le
problème de déterminer la liste complète des facteurs cyclotomiques de F à la
factorisation d’entiers grâce au lemme suivant :

Lemme 1.2.1. — Soient m, e ∈ N∗. On pose e1 :=
∏
p|m

pordp(e) et e2 := e/e1.

Alors
Φm(Xe) = Φme1(X

e2) =
∏
d|e2

Φme1d(X).

Démonstration : Pour prouver la première égalité, il suffit de remarquer que les
racines de Φme1(X

e2) sont aussi racines de Φm(Xe). Puisque ces deux polynômes
sont sans facteur carré et sont tous deux unitaires, ils sont égaux. Un argument
similaire montre que Φm(Xe) divise le polynôme

∏
d|e2

Φme1d(X). De plus, ces
polynômes sont unitaires et on peut montrer qu’ils ont même degré en utilisant
la formule : ∑

d|e2

ϕ(d) = e2,

où ϕ désigne la fonction indicatrice d’Euler. Finalement, ces trois polynômes sont
égaux, ce que l’on voulait démontrer. �

Précisons une nouvelle fois que l’algorithme A se contente de renvoyer des paires
d’entiers (m, e) telles que Φm(Xe) | F (X) sans chercher à lister les facteurs cyclo-
tomiques correspondant, et ceci pour conserver une complexité polynomiale en le
logarithme du degré de F .

Cette représentation des facteurs cyclotomiques, bien que moins coûteuse, a
malgré tout des inconvénients. Le premier est qu’il peut y avoir des répétitions
dans la sortie de l’algorithme, i.e. un même facteur peut apparaître dans deux
paires distinctes d’entiers. Supposons par exemple que pour un polynôme donné,
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l’algorithme renvoie les paires (2, 30) et (3, 42). D’après le lemme 1.2.1, ces deux
paires correspondent respectivement aux ensembles de facteurs cyclotomiques :

{Φ2, Φ6, Φ10, Φ30} {Φ3, Φ6, Φ21, Φ42}.

On constate donc que le facteur Φ6 est répété puisqu’il appartient aux deux en-
sembles de facteurs.

Une fois qu’on a déterminé des facteurs d’un polynôme, un problème qui se
pose naturellement est de chercher leur multiplicité. Le deuxième inconvénient
de la représentation des facteurs cyclotomiques renvoyée par l’algorithme A est
qu’elle ne donne pas de renseignement sur leur multiplicité. Cependant, un résultat
de G. Hajos [Ha53] affirme que si un polynôme F ∈ C[X] possède N termes non
nuls, alors la multiplicité de chacun de ses facteurs est au plus N .

Cette majoration de la multiplicité suggère la stratégie suivante pour déter-
miner la multiplicité des facteurs cyclotomiques d’un polynôme F à coefficients
entiers : appliquer l’algorithme A au polynôme F et à ses N − 1 premières dé-
rivées, puis lister dans chacun des cas tous les facteurs cyclotomiques à partir
de leur représentation donnée par l’algorithme A. Il ne reste enfin qu’à comparer
ces différentes listes de facteurs. Cependant, comme on l’a déjà vu, lister tous les
facteurs cyclotomiques de F à partir de la sortie de l’algorithme A ne peut pas
être réalisé avec la complexité que l’on souhaite, c’est à dire polynomiale en le
logarithme du degré du polynôme F .

Comme nous nous sommes intéressés à la généralisation de l’algorithme de Fi-
laseta Granville et Schinzel au cas multivarié, nous avons dans un premier temps
négligé cette question de multiplicité. Cependant, il serait intéressant de com-
prendre si on peut améliorer encore la représentation des résultats en une variable
pour obtenir des renseignements sur la multiplicité des facteurs, tout en gardant
la même complexité puis de voir ce qu’il est possible de faire dans le cas multiva-
rié pour avoir des informations sur la multiplicité des points de torsion dans une
sous-variété donnée.

Dans le reste de cette section, on établit le résultat suivant :

Théorème 1.2.2. — (Algorithme A) Il existe un algorithme déterministe qui a
la propriété suivante. Pour F ∈ Z[X] donné par sa représentation lacunaire,
l’algorithme détermine un ensemble

SF := {(m1, e1), . . . , (mt, et)}
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de couples d’entiers tels que

V (F )tors =
t⋃

i=1

V (Φmi
(Xei)) .

De plus, cet algorithme nécessite

O
(
NN(I(log d) log log d + h)

)
opérations binaires, où d désigne le degré de F , h sa hauteur et N le nombre de
termes non nuls de F .

L’algorithme A relatif à ce théorème est décrit dans la section 1.2.2 et un
exemple d’application de cet algorithme est donné dans l’exemple A de l’annexe.
Ce résultat est essentiellement le même que le théorème [FGS08, Thm C] mais
nous en donnons une démonstration beaucoup plus simple qui nous permet d’expli-
citer la dépendance en le nombre N de termes et d’améliorer son implémentation
et son temps d’exécution. Un aspect plus important de cette nouvelle preuve est
qu’elle se généralise au cas multivarié, comme nous le verrons à la section 1.3.

On donne maintenant un certain nombre de résultats préliminaires avant de
démontrer le théorème 1.2.2. Nous construisons enfin une famille de polynômes
qui ont beaucoup de facteurs cyclotomiques « séparés » dans la sous-section 1.2.4.

1.2.1. Résultats préliminaires. — On rappelle tout d’abord le coût de l’arith-
métique de base dans Z :

Le produit de deux entiers de longueur binaire majorée par ` peut être calculé
en

I(`) = O(` log(`) log log(`)) = Oε(`
1+ε) ∀ ε > 0

opérations binaires grâce à l’algorithme de Schönhage-Strassen [SS71].
Le pgcd de deux entiers de longueur binaire majorée par ` peut être calculé en

O(`(log(`))2 log log(`))) = Oε(`
1+ε) ∀ ε > 0

opérations binaires grâce à l’algorithme de Knuth-Schönhage [Knu70]. On renvoie
à [GG03] pour la description et l’analyse de la complexité de ces algorithmes.

Si ζ ∈ µn
∞, on désigne par ord(ζ) l’ordre de ζ dans le groupe µn

∞, qui est le plus
petit commun multiple de l’ordre de ses coordonnées. Pour m ∈ N∗, on définit
aussi :

Ψ(m) := 2 +
∑
p|m

(p− 2),
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où p parcourt l’ensemble de tous les nombres premiers divisant m. L’ingrédient
essentiel à la démonstration du théorème 1.2.2 est le résultat suivant dû à Conway
et Jones [CJ76] :

Théorème 1.2.3. — (Conway-Jones 1976) Soit ζm une racine de l’unité d’ordre
m. Soient également a1, . . . , aN , α1, . . . , αN des entiers et S := a1ζ

α1
m +· · ·+aNζαN

m .
Si

1. S = 0,

2. aucune somme extraite de S ne s’annule,

3. pgcd(α2 − α1, . . . , αN − α1, m) = 1,

alors m est sans facteur carré et Ψ(m) ≤ N .

On dira qu’une somme de racines de l’unité qui s’annule est minimale si la
condition 2 est satisfaite. Notons que la condition 3 est équivalente à

ord(ζα2−α1
m , . . . , ζαN−α1

m ) = m.

Nous utiliserons également le lemme suivant :

Lemme 1.2.4. — Soient m1, . . . ,ms ∈ N∗, alors

Ψ (m1 · · ·ms) ≤
s∑

i=1

Ψ(mi)− 2(s− 1).

Démonstration : On a

Ψ(m1 · · ·ms) = 2 +
∑

p|m1···ms

(p− 2)

≤ 2 +
s∑

i=1

∑
p|mi

(p− 2) ≤
s∑

i=1

Ψ(mi)− 2(s− 1),

ce qui est le résultat voulu. �

On aura également besoin de déterminer le cardinal de certains ensembles pour
calculer la complexité de l’algorithme A. Les deux lemmes suivants sont donnés
dans ce but.

Lemme 1.2.5. — Soient N ∈ N∗ et EN l’ensemble des partitions de l’ensemble
d’entiers {1, . . . , N} qui ne contiennent que des ensembles d’au moins deux élé-
ments. Alors :

#EN ≤ N !
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Démonstration : Soient σ un élément du groupe symétrique SN , le groupe des
permutations de l’ensemble {1, . . . , N} et σ = c1 ◦ · · · ◦ cs sa décomposition en
cycles à supports disjoints. On associe à la permutation σ la partition {J1, . . . , Js}
de l’ensemble {1, . . . , N} telle que Jj est le support de cj pour chaque 1 ≤ j ≤ s.
Puisque cette application est une surjection de l’ensemble SN sur l’ensemble des
partitions de {1, . . . , N} et puisque EN est strictement inclus dans cet ensemble,
on a #EN ≤ N ! = #SN . �

Remarque : On peut améliorer cette estimation en #EN ≤ N !
e

en considérant le
sous-ensemble de SN formé des permutations sans point fixe, dont l’image contient
encore EN .

Les premières valeurs de #EN sont (à partir de N = 2) :

1, 1, 4, 11, 41, 162, 715, 3 425, 17 722, 98 253, 580 317, . . .

Cette suite est recensée comme la suite A000296 dans la On-Line Encyclopedia of
Integer Sequences consultable à l’adresse suivante : http://www.research.att.
com/~njas/sequences/. On pourra consulter cette référence pour plus d’infor-
mations sur cette suite d’entiers.

Lemme 1.2.6. — Soient N, n ∈ N. On pose

QN := {m ∈ N : Ψ(m) ≤ N et m est sans facteur carré}

et
Qn,N := {ω ∈ µn

∞ : ord(ω) ∈ QN} .

Alors
#QN ≤ exp

(
3
√

N log N
)

et
#Qn,N ≤ exp

(
3(n + 1)

√
N log N

)
.

Démonstration : Montrons d’abord la première inégalité. Soient m ∈ QN que l’on
écrit m =

∏r
i=1 pi comme produit de ses facteurs premiers. Puisque Ψ(m) ≤ N ,

on a
r∑

i=1

pi ≤ N + 2(r − 1).

De plus,

N − 2 ≥
r∑

i=1

(pi − 2) ≥
r∑

i=2

(pi − 2) ≥
r−1∑
i=1

(2i− 1) = (r − 1)2.
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Ainsi, r ≤
√

N − 2 + 1 et
r∑

i=1

pi ≤ N + 2
√

N − 2. (1.2.1)

Essayons maintenant d’obtenir une meilleure borne pour r. Par un calcul direct,
on peut vérifier que :

r ≤ 3
√

N/ log N pour N ≤ 10 000.

On suppose maintenant que N ≥ 10 000. Une version effective du théorème de
Tchebychev (voir [RS62]) donne les inégalités :

π(x) ≤ 1.26
x

log x
et

∑
p≤x

p ≥ x2

2 log x
pour x ≥ 347. (1.2.2)

Alors, pour x := 1.15
√

N log N , on a x ≥ 347 et ainsi :∑
p≤x

p ≥ 1.152N log N

2 log(1.15
√

N log N)
≥ N + 2

√
N − 2. (1.2.3)

La dernière inégalité provient d’une simple étude de fonction. En associant les

deux inégalités (1.2.1) et (1.2.3), on obtient
∑
p≤x

p ≥
r∑

i=1

pi et alors :

r ≤ π(1.15
√

N log N) ≤ 1.26
1.15
√

N log N

log(1.15
√

N log N)
d’après (1.2.2).

On a finalement

r ≤ 1.26
1.15
√

N log N

log(
√

N)
≤ 3
√

N/ log N.

Ainsi, chaque nombre entier dans QN possède au plus 3
√

N/ log N facteurs pre-
miers distincts, tous inférieurs à N . Il s’en suit que

#QN ≤ N3
√

N/ log N = exp
(
3
√

N log N
)

.

Démontrons maintenant la seconde inégalité. Chaque ω ∈ Qn,N d’ordre m ∈ QN

peut être représenté par un (n + 1)−uplet :

(d1, . . . , dn, m),

où les entiers di sont entre 0 et m− 1 et tels que

ω =
(
ζd1
m , . . . , ζdn

m

)
,

où ζm = exp
(

2iπ
m

)
. Comme on a déjà établit que m ≤ exp

(
3
√

N log N
)
, il y a au

plus
exp

(
3(n + 1)

√
N log N

)
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tels (n + 1)−uplets et le résultat s’en déduit. �

1.2.2. Recherche des facteurs cyclotomiques - Algorithme A. — Le but
de cette section est de démontrer le théorème 1.2.2. On va d’abord déterminer
des conditions suffisantes pour qu’un polynôme à coefficients entiers s’annule en
une racine de l’unité donnée et nous en déduirons une procédure (Algorithme A)
qui satisfait les conditions du théorème 1.2.2. On déterminera enfin son temps
d’exécution.

On pose dans la suite :

F (X) =
N∑

i=1

aiX
αi ∈ Z[X]

et on fixe ζm une racine de l’unité d’ordre m telle que

F (ζm) = 0. (1.2.4)

On va déterminer des conditions équivalentes à la condition (1.2.4) que l’on pourra
tester de façon algorithmique. On considère {J1, . . . , Js} une partition de l’en-
semble {1, . . . , N} telle que∑

i∈Jj

aiζ
αi
m = 0 ∀ 1 ≤ j ≤ s

et telle que chacune de ces sommes soit minimale. Pour 1 ≤ j ≤ s, on définit :

Fj(X) :=
∑
i∈Jj

aiX
αi

tels que F (X) =
∑s

j=1 Fj(X).
On écrit alors pour 1 ≤ j ≤ s :

Fj(X) = XbjGj(X
ej), (1.2.5)

où l’entier bj est tel que Gj(0) 6= 0 et où l’entier ej est tel que les exposants qui
apparaissent dans Gj soient premiers entre eux. On pose alors :

mj :=
m

pgcd(m, ej)
.

Si ζmj
désigne une racine de l’unité d’ordre mj, l’équation (1.2.4) est alors équi-

valente à :
Gj(ζmj

) = 0 et mj =
m

pgcd(m, ej)
∀ 1 ≤ j ≤ s. (1.2.6)

De plus, par construction, les sommes Gj(ζmj
) satisfont les conditions du théo-

rème 1.2.3 et on a donc

Ψ(mj) ≤ Nj ∀ 1 ≤ j ≤ s,
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où Nj := #Jj et mj est sans facteur carré.
On pose e := pgcd(e1, . . . , es) et, pour 1 ≤ j ≤ s, on pose aussi e′j := ej/e.
Finalement, on définit

m′ :=
m

pgcd(m, e)

et on observe que
m

pgcd(m, ej)
=

m′

pgcd(m′, e′j)
∀ 1 ≤ j ≤ s.

La condition (1.2.6) est alors équivalente à :

Gj(ζmj
) = 0 et mj =

m′

pgcd(m′, e′j)
∀ 1 ≤ j ≤ s. (1.2.7)

De plus, puisque m′|ppcm(m1, . . . ,ms), on a :

Ψ(m′) ≤ Ψ(ppcm(m1, . . . ,ms))

≤ Ψ(m1 · · ·ms)

≤
s∑

j=1

Ψ(mj)− 2(s− 1) d’après le lemme 1.2.4

≤
s∑

j=1

Nj − 2(s− 1)

≤ N − 2(s− 1)

et m′ est sans facteur carré puisqu’il divise le nombre ppcm(m1, . . . ,ms) qui est
lui-même sans facteur carré. De plus, on remarque que lorsqu’une partition de
l’ensemble {1, . . . , N} et un entier m′ sont fixés, la condition (1.2.7) peut être tes-
tée puisque les polynômes Gj et les entiers mj, e

′
j ne dépendent que de la partition

et de l’entier m′. L’algorithme va donc consister à tester la condition (1.2.7) pour
tous les choix possibles de partition et pour tous les choix possibles d’entier m′.

Remarquons que l’on peut se restreindre aux partitions contenant des ensembles
d’au moins deux éléments pour la simple raison qu’un multiple entier non nul
d’une racine de l’unité ne peut être nul. Cette remarque justifie la restriction aux
partitions qui ne contiennent que des ensembles ayant au moins deux éléments
dans le lemme 1.2.5.

On obtient la procédure suivante :

Algorithme A

Entrée : Un polynôme F (X) =
∑N

i=1 aiX
αi donné par sa représentation lacunaire.

Sortie : Un ensemble SF satisfaisant les conclusions du théorème 1.2.2.
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1. SF ← ∅.

2. Pour chaque partition {J1, . . . , Js} de l’ensemble {1, . . . , N} telle que #Jj ≥
2, pour chaque 1 ≤ j ≤ s, faire :

(a) Pour chaque 1 ≤ j ≤ s, déterminer les polynômes Gj et les entiers ej

associés à l’ensemble Jj, comme dans (1.2.5).

(b) Faire e← pgcd(e1, . . . , es) et pour 1 ≤ j ≤ s, faire e′j ← ej/e.

(c) Pour chaque entier sans facteur carré m′ satisfaisant Ψ(m′) ≤ N −
2(s− 1) faire :

(i) Pour 1 ≤ j ≤ s, faire mj ←
m′

pgcd(m′, e′j)
.

(ii) Si Φmj
(X)|Gj(X) pour chaque 1 ≤ j ≤ s, alors faire

SF ← SF ∪ {(m′, e)}.

3. Renvoyer SF et terminer.

D’après la discussion précédente, cet algorithme renvoie bien l’ensemble SF

du théorème 1.2.2. Expliquons maintenant comment calculer l’ensemble d’en-
tiers QN considéré à l’étape (2.c). On rappelle que cet ensemble était défini dans
le lemme 1.2.6 par

QN = {m ∈ N |m est sans facteur carré et Ψ(m) ≤ N}.

On commence par construire l’ensemble PN = {p1, . . . , pt} des nombres premiers
inférieurs ou égaux à N , ce qui peut être fait à l’aide du crible d’Ératosthène en
au plus

O(N log3(N) log log(N))

opérations binaires, en utilisant [GG03, Theorem 18.10]. On détermine ensuite
les sous-ensembles {q1, . . . , qr} de PN pour lesquels

2 +
r∑

i=1

(qi − 2) ≤ N. (1.2.8)

Vérifier l’inégalité (1.2.8) nécessite d’additionner au plus N entiers de longueur
binaire majorée par log N , ce qui peut être fait en au plus O(N log N) opérations
binaires pour un sous-ensemble donné {q1, . . . , qr} de PN . De plus, #PN < N donc
cet ensemble possède au plus 2N sous-ensembles et vérifier l’inégalité (1.2.8) pour
chacun d’eux nécessite au plus O(2NN log N) opérations binaires. Finalement,
pour chaque sous-ensemble {q1, . . . , qr} de PN satisfaisant l’inégalité (1.2.8), on
calcule le produit

∏r
i=1 qi. L’ensemble de tous ces produits donne finalement QN .
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Calculer chacun de ces produits nécessite d’effectuer au plus N produits d’entiers
de longueur binaire majorée par log N et puisque ce produit n’excède jamais

exp(3
√

N log N)

d’après le lemme 1.2.6, ceci peut être fait en au plus O(N2 log N) opérations
binaires. Effectuer cette opération pour chacun des {q1, . . . , qs} peut être fait en
au plus O(2NN2 log N) opérations binaires et ceci est aussi le nombre d’opérations
binaires nécessaires pour déterminer QN .

Expliquons maintenant comment on peut tester la divisibilité Φmj
(X)|Gj(X) à

l’étape (2.c.ii). Pour faire cela, on utilise un algorithme simple décrit par Filaseta
et Schinzel [FS04, Theorem 3]. Celui-ci nécessite de factoriser l’entier mj et est
basé sur l’équivalence suivante :

Φmj
(X)|Gj(X)⇐⇒ Xmj − 1 | Gj(X)×

∏
p|mj

(
Xmj/p − 1

)
.

On renvoie à [FS04] pour la description complète de cet algorithme et pour son
temps d’exécution. Dans notre cas, puisqu’on connait déjà la factorisation de
l’entier mj, certaines étapes de leur algorithme peuvent être omises et la relation
de divisibilité Φmj

(X)|Gj(X) peut être vérifiée en

O
(
N3(log N)223

√
N log N(h + I(log d))

)
opérations binaires.

On peut maintenant estimer la complexité totale de l’algorithme A. Dans ce
calcul, on considère comme négligeable le coût de l’énumération des partitions et
des éléments de QN . On rappelle qu’à l’étape (2.a), les polynômes Gj sont définis
par :

Fj(X) = XbjGj(X
ej).

Pour obtenir ces polynômes, on doit effectuer N soustractions d’entiers de lon-
gueur binaire majorée par log d, on doit ensuite effectuer au plus N calculs de
pgcd d’entiers de longueur binaire majorée par log d, et finalement effectuer N

divisions euclidiennes sur des entiers de longueur binaire majorée par log d. Tous
ces calculs nécessitent au plus O(N I(log d) log log d) opérations binaires.

A l’étape (2b), on doit calculer au plus s− 1 pgcd d’entiers de longueur binaire
majorée par log d pour calculer e. On doit ensuite effectuer au plus s divisions
euclidiennes sur des entiers de longueur binaire majorée par log d pour obtenir les
entiers e′j. En tout, ceci nécessite donc O(N I(log d) log log d) opérations binaires.
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A l’étape (2c), pour obtenir les entiers mj, on effectue s divisions et s cal-
culs de pgcd d’entiers de longueur binaire majorée par log d et ceci nécessite en-
core O(N I(log d) log log d) opérations binaires. Pour vérifier les relations de divi-
sibilité, on applique s fois l’algorithme de Filaseta et Schinzel [FS04, Theorem 3]
et ceci peut être fait en

O
(
N4(log N)223

√
N log N(h + I(log d))

)
opérations binaires.

De plus, comme il y a au plus N ! partitions à considérer à l’étape (2) d’après
le lemme 1.2.5 et puisqu’il y a au plus

exp
(
3
√

N log N
)

entiers à considérer à l’étape (2.c) d’après le lemme 1.2.6, le nombre total d’opé-
rations effectuées par l’algorithme A peut être majoré par :

O
(
NN(I(log d) log log d + h)

)
.

Ceci termine la démonstration du théorème 1.2.2. �

1.2.3. Une conséquence de l’algorithme A. — Dans leur article [FGS08],
les auteurs discutent également du problème de la recherche de la multiplicité des
facteurs cyclotomiques d’un polynôme F à coefficients entiers. Ils souhaitent en
particulier décrire le produit de tous les facteurs cyclotomiques du polynôme F .
Ils considèrent par exemple le polynôme

X(a−1)2 + Xa −X − 1.

On peut montrer que le produit de tous les facteurs cyclotomiques de ce polynôme
est

Φ(X) =
(Xa − 1)(Xa−1 − 1)

X − 1
=
∏
m|a

Φm(X)×
∏

m|(a−1)
m6=1

Φm(X).

Lorsqu’on développe cette expression, on constate que le polynôme Φ possè-
de 2a−2 termes non nuls ; il est donc impossible de l’expliciter avec une complexité
polynomiale en le logarithme du degré de F , i.e. polynomiale en log a. Remarquons
que le polynôme (Xa − 1)(Xa−1 − 1) = X2a−1 −Xa −Xa−1 + 1, qui ne possède
que quatre termes non nuls, possède les mêmes facteurs cyclotomiques que le poly-
nôme X(a−1)2 +Xa−X−1 mais avec des multiplicités qui peuvent être différentes.
Ainsi, en acceptant d’avoir des multiplicités différentes, on a obtenu un polynôme
ayant beaucoup moins de termes non nuls et possédant les mêmes facteurs cyclo-
tomiques que X(a−1)2 + Xa−X − 1. Ce phénomène est général, comme le montre
le corollaire suivant.
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Proposition 1.2.7. — Soit F ∈ Z[X] possédant N termes non nuls. Alors il
existe un polynôme Φ ∈ Z[X] vérifiant :

1. Φ est produit de polynômes cyclotomiques,

2. Φ possède les mêmes facteurs cyclotomiques que F ,

3. Φ possède au plus

exp
(
3N !

√
N log N exp

(
3
√

N log N
))

termes non nuls.

Démonstration : Appelons {(m1, e1), . . . , (mt, et)} l’ensemble de paires d’entiers
renvoyé par l’algorithme A appliqué au polynôme F et posons :

Φ :=
t∏

i=1

Φmi
(Xei) . (1.2.9)

Le polynôme Φ vérifie clairement les deux premières conditions de la proposition.
Essayons maintenant de majorer le nombre de termes non nuls de Φ. A chaque
boucle effectuée par l’algorithme A, on renvoie au plus une paire d’entiers, ainsi
l’entier t peut être majoré par le nombre de boucles effectuées par l’algorithme.
Or, à chaque boucle correspond une partition du polynôme F et un entier vérifiant
les conditions du théorème 1.2.3. Comme il y a au plus N ! telles partitions et au
plus exp

(
3
√

N log N
)

tels entiers, on a

t ≤ N ! exp
(
3
√

N log N
)

.

De plus, pour chaque 1 ≤ i ≤ t, on a aussi mi ≤ exp
(
3
√

N log N
)
. Donc,

pour i compris entre 1 et t, le polynôme Φmi
(Xei) possède au plus exp

(
3
√

N log N
)

termes non nuls. Finalement, en développant le produit (1.2.9), on obtient au plus(
exp

(
3
√

N log N
))t

≤ exp
(
3N !

√
N log N exp

(
3
√

N log N
))

termes non nuls. On a ainsi le résultat voulu. �

On a vu que la partie cyclotomique de F (X) = X(a−1)2 + Xa −X − 1 possède
exactement 2a−2 termes non nuls. L’algorithme A appliqué à ce polynôme renvoie
l’ensemble de paires d’entiers {(1, a), (1, a− 1)} donc le polynôme

Φ := Φ1 (Xa) Φ1

(
Xa−1

)
= X2a−1 −Xa −Xa−1 + 1

qui n’a que 4 termes non nuls, possède les mêmes facteurs cyclotomiques que le
polynôme X(a−1)2 + Xa −X − 1. Dans ce cas, le polynôme Φ1(X) est un facteur
de F avec multiplicité 1 et est un facteur de Φ avec multiplicité 2 tandis que les
autres facteurs cyclotomiques de F et Φ ont pour multiplicité 1.
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1.2.4. Une famille de polynômes ayant beaucoup de facteurs cycloto-
miques « séparés ». — Nous pensons que la taille de la sortie de l’algorithme A
peut être exponentielle en la taille de l’entrée. Lorsque N = 2n est un entier pair,
on construit une famille de polynômes pour laquelle la sortie de l’algorithme ne
peut être écrite avec moins de n! paires d’entiers. Cependant, cette famille de po-
lynôme possède un très grand degré (doublement exponentiel en N) et ne permet
donc pas de démontrer notre affirmation sur la taille de la sortie.

Proposition 1.2.8. — Soient n ∈ N et p1, . . . , pn! des nombres premiers distincts
plus grand que 2n. Alors il existe un polynôme F ∈ Z[X] ayant 2n termes non
nuls et satisfaisant les deux conditions suivantes :

1. Xpr − 1|F (X) pour 1 ≤ r ≤ n!.

2. Xprpr′ − 1 - F (X) pour 1 ≤ r < r′ ≤ n!.

Remarque : Notons qu’il serait très facile d’obtenir un analogue de cette proposi-
tion pour des polynômes ayant un nombre impair de termes non nuls en adaptant
les arguments qui suivent.

Démonstration : Soit F (X) =
∑n

i=1 Xαi −
∑2n

i=n+1 Xαi . On va déterminer des
valeurs de αi pour lesquelles le polynôme F satisfait la proposition 1.2.8. On
considère les partitions {J1, . . . , Jn} de l’ensemble {1, . . . , 2n} constituées de pai-
res J1, . . . , Jn telles que chaque paire Jj contienne exactement un élément de
l’ensemble {1, . . . , n} et un élément de l’ensemble {n + 1, . . . , 2n}. Par exemple,

{{1, n + 1}, {2, n + 2}, . . . , {n, 2n}}

est l’une de ces partitions. Remarquons qu’il y a exactement n! telles partitions
que l’on énumère de la façon suivante :

πr := {Jr,1, . . . , Jr,n} pour 1 ≤ r ≤ n!.

A chacune des partitions πr = {Jr,1, . . . , Jr,n}, on associe de façon injective un
nombre premier pr strictement plus grand que 2n. D’après le théorème des restes
chinois, on peut choisir αi tel que :

i ∈ Jr,k ⇐⇒ αi ≡ k − 1 mod pr pour 1 ≤ r ≤ n!.

Par construction, tous les αi sont distincts puisqu’ils satisfont tous des systèmes
de congruences différents. On a alors :

Xpr − 1
∣∣F (X) pour 1 ≤ r ≤ n!.

Montrons maintenant que le polynôme que nous venons de construire satisfait
aussi la deuxième condition de la proposition 1.2.8. Raisonnons par l’absurde en
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supposant par exemple que Xp1p2 − 1 divise F (X). On a alors Φp1p2(X)|F (X).
Ainsi f(ζ) = 0, où ζ désigne une racine de l’unité d’ordre p1p2. Soit également

f(ζ) =
n∑

i=1

ζαi −
2n∑

i=n+1

ζαi =: S1 + · · ·+ St,

une décomposition de f(ζ) en sommes minimales. Soit mj l’ordre de Sj, pour j

entre 1 et t. Comme mj|p1p2, on a mj ∈ {1, p1, p2, p1p2} et mj vérifie

Ψ(mj) ≤ #Sj ≤ 2n

d’après le théorème 1.2.3. Or on a

Ψ(p1) = p1 > 2n,

Ψ(p2) = p2 > 2n,

Ψ(p1p2) = p1 + p2 − 2 > 2n,

et donc mj = 1. Ainsi, chaque Sj est un multiple d’une somme minimale de la
forme ±1 · · · ± 1 = 0. Comme Sj est minimale, elle doit posséder 2 termes non
nuls et on a donc également t = n. Ainsi pour chaque 1 ≤ j ≤ n, on peut récrire
la somme Sj de la façon suivante :

Sj = ζαaj − ζαbj

avec
1 ≤ aj ≤ n < bj ≤ 2n et αaj

≡ αbj
mod p1p2.

Alors

αj,1 ≡ αj,2 mod p1 et αj,1 ≡ αj,2 mod p2 pour 1 ≤ j ≤ n.

On a donc nécessairement πr = π1 et πr = π2. Ceci est une contradiction puisque
les partitions π1 et π2 sont distinctes. On peut alors en conclure que Xp1p2 − 1 ne
divise pas F (X), ce qu’on voulait démontrer. �

Soient N = 2n et F le polynôme construit dans la preuve de la proposition 1.2.8.
Il est facile de voir que lorsqu’on applique l’algorithme A à ce polynôme, on obtient
au moins n! paires d’entiers.

Montrons maintenant que le degré de F est doublement exponentiel en N .
Ainsi la taille de l’entrée sera également exponentielle en N . On remarque tout
d’abord que le degré de F peut être majoré par : p1p2 · · · pn! d’après le théorème
des restes chinois. On peut donc majorer le degré du polynôme F par une double
exponentielle en n, si on choisit p1, p2, . . . , pn! les plus petits possibles. Déterminons
maintenant une minoration de deg(F ). On a deg(F ) ≥ |αn+1−α1|, donc il suffit de
minorer |αn+1−α1|. On considère pour cela toutes les partitions pour lesquelles 1
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et n+1 sont regroupés dans la même paire. On vérifie facilement qu’il y a (n−1)!

telles partitions. On les énumère de la façon suivante : π′1, . . . , π
′
(n−1)! et on désigne

par p′1, . . . , p
′
(n−1)! les nombres premiers correspondant à chacune de ces partitions.

Comme α1 et αn+1 sont égaux modulo chacun de ces nombres premiers, on a

α1 − αn+1 ≡ 0 mod p′1p
′
2 · · · p′(n−1)!.

De plus, α1 − αn+1 6= 0 (car α1 et αn+1 ne sont pas égaux modulo les autres
nombres premiers) et on a donc

|α1 − αn+1| ≥ p′1p
′
2 · · · p′(n−1)!.

Ainsi |α1 − αn+1| est plus grand que le produit des (n − 1)! premiers nombres
premiers et on a :

|α1 − αn+1| ≥ exp ((n− 1)! log ((n− 1)!)) .

Finalement, le degré du polynôme F est bien doublement exponentiel en n donc
cet exemple ne suffit pas à démontrer que la taille de la sortie peut ne pas être
polynomiale en la taille de l’entrée.

Pour faciliter la compréhension de la proposition 1.2.8, nous détaillons main-
tenant la construction du polynôme obtenu dans la preuve de cette proposition
dans les cas N = 6 et N = 8.

Exemple 1.2.9. — Soient n = 3, N = 6 et

F (X) = Xα1 + Xα2 + Xα3 −Xα4 −Xα5 −Xα6 .

pour des exposants αi à déterminer. On fait les choix suivants de nombres premiers
pour les n! = 6 partitions :

{{1, 4}, {2, 5}, {3, 6}} 7−→7

{{1, 4}, {2, 6}, {3, 5}} 7−→11

{{1, 5}, {2, 4}, {3, 6}} 7−→13

{{1, 5}, {2, 6}, {3, 4}} 7−→17

{{1, 6}, {2, 4}, {3, 5}} 7−→19

{{1, 6}, {2, 5}, {3, 4}} 7−→23

et on considère le système de congruences suivant :
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mod 7 mod 11 mod 13 mod 17 mod 19 mod 23

α1 0 0 0 0 0 0

α2 1 1 1 1 1 1

α3 2 2 2 2 2 2

α4 0 0 1 2 1 2

α5 1 2 0 0 2 1

α6 2 1 2 1 0 0

Les plus petites solutions positives de ce systèmes sont :

α1 = 0 α4 = 6 282 199

α2 = 1 α5 = 2 501 941

α3 = 2 α6 = 6 088 721

qui donnent le polynôme suivant :

F (X) = 1 + X + X2 −X2501941 −X6088721 −X6282199

pour lequel l’algorithme A renvoie les paires :

{(2, 2), (1, 7), (1, 11), (1, 13), (1, 17), (1, 19), (1, 23)}.

et on ne peut pas mieux regrouper ces paires d’après la proposition 1.2.8.

Exemple 1.2.10. — Pour n = 4 et N = 8, on construit le polynôme

F (X) =1 + X + X2 + X3 −X10649315971896428139150081202897150286932

−X10417696267221214855704118228748809801239

−X2747750133111287905524860455880456232062

−X626914938199634951807585972855218426387

de la même façon que précédemment en considérant les 24 nombres premiers
compris entre 11 et 107. Pour ce polynôme, l’algorithme A renvoie les paires
d’entiers suivantes :

{(1, 13), (1, 17), (1, 19), (1, 22), (1, 23), (1, 31), (1, 37), (1, 41), (1, 43),

(1, 47), (1, 53), (1, 58), (1, 59), (1, 61), (1, 71), (1, 79), (1, 83), (1, 89),

(1, 97), (1, 101), (1, 103), (1, 107), (1, 134), (1, 146)}

qui correspondent à 29 facteurs cyclotomiques distincts et, d’après la proposi-
tion 1.2.8, on ne peut pas les regrouper en moins de 24 paires, comme ci-dessus.
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1.3. Sous-variétés de torsion d’une hypersurface

Dans cette section, nous étendons les résultats précédents au cas des hypersur-
faces, pour obtenir une représentation des points de torsion appartenant à une hy-
persurface. Plus précisément, on prouve le théorème 1.1.1 dans le cas où V est une
hypersurface et on décrit l’algorithme B qui en découle dans la sous-section 1.3.3.

1.3.1. Polynôme cyclotomique généralisé. — Avant de traiter le cas des hy-
persurfaces, on fait quelques rappels sur les polynômes cyclotomiques généralisés.
On définit tout d’abord une notation introduite par Schinzel. Soit

F (X) =
N∑

i=1

aiX
αi ∈ C[X±1

1 , . . . , X±1
n ]

un polynôme de Laurent, on définit alors

JF (X) = Xa1
1 · · ·Xan

n F (X),

où les entiers a1, . . . , an sont aussi petits que possibles et de telle sorte que JF

soit un polynôme. Détaillons cette construction sur un exemple. Si

F = −7X4
1X2X4 −X2

1X
−3
3 X4 − 12X4,

alors
JF = −7X4

1X2X
3
3 −X2

1 − 12X3
3 .

En particulier, remarquons que la variable X4 qui intervenait dans F a disparu
dans JF .

On peut maintenant définir ce qu’est un polynôme cyclotomique généralisé :
c’est un polynôme de la forme

JΦm (Xα) ,

où m ∈ N∗, α ∈ Zn et où Φm désigne comme d’habitude le m-ième polynôme
cyclotomique. On peut montrer qu’un tel polynôme est irréductible dans Q[X]

si et seulement si α est un vecteur primitif, c’est à dire si ses coordonnées sont
premières entre elles dans leur ensemble. Cette notion généralise la notion de
polynôme cyclotomique en plusieurs variables. Par exemple, le polynôme

JΦ6

(
X5

1X
−3
2

)
= X10

1 −X5
1X

3
2 + X6

2

est cyclotomique généralisé.
Dans les articles, [AKS07] et [KK06], les auteurs décrivent des algorithmes

pour déterminer les facteurs de petits degré d’un polynôme lacunaire F ∈ Z[X] à
plusieurs variables. Dans ces deux algorithmes, on doit déterminer de deux façons
différentes les facteurs cyclotomiques généralisés et les facteurs non cyclotomiques
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généralisés de F . Il est donc important de pouvoir déterminer les facteurs cy-
clotomiques généralisés d’un polynôme à plusieurs variables. Notre algorithme B
permet lui, de déterminer les facteurs cyclotomiques généralisés de degré quel-
conque du polynôme F . Pour obtenir ces facteurs à partir de la sortie de l’algo-
rithme B que nous allons décrire dans la section suivante, il suffit de ne conserver
que les paires (L, ω) pour lesquelles L est de rang 1. En effet, ces paires corres-
pondent à des translatés de sous-groupes de codimension 1 et donc à des facteurs
cyclotomiques généralisés de F . On pourra consulter l’exemple d’application de
l’algorithme B décrit dans l’annexe pour plus de détails.

1.3.2. Résultats préliminaires. — Tout d’abord, nous aurons besoin de la
généralisation suivante du théorème de Conway et Jones 1.2.3 au cas multivarié.

Corollaire 1.3.1. — Soient ζ ∈ µn
∞ un point d’ordre m et F (X) =

∑N
i=1 aiX

αi ∈
Z[X±1

1 , . . . , X±1
n ] un polynôme de Laurent. Si

1. F (ζ) = 0,
2. aucune somme extraite de F (ζ) ne s’annule,

3.
N∑

1≤i,j≤N

Z(αi −αj) = Zn,

alors m est sans facteur carré et Ψ(m) ≤ N .

Démonstration : On a juste à montrer que S :=
∑N

i=1 aiζ
αi−α1 satisfait les trois

conditions du théorème 1.2.3. Les deux premières sont clairement satisfaites puis-
que F (ζ) est une somme minimale par hypothèse. Soit M := ppcm

1≤i≤N

(
ord(ζαi−α1)

)
.

Il reste à vérifier la dernière condition, c’est à dire à vérifier que M = m. Comme
la relation de divisibilité M |m est claire, il nous reste juste à montrer la relation
de divisibilité inverse. Dans la suite, on pose ζ = (ζd1

m , . . . , ζdn
m ), où ζm est une

racine de l’unité d’ordre m. Remarquons d’abord que pour tout b1, . . . , bN ∈ Z,
on a :

ord
(
ζ

∑N
i=1 bi(αi−α1)

) ∣∣∣∣M.

De plus, comme
N∑

i=1

Z(αi −α1) = Zn, il existe b1, . . . , bN ∈ Z tels que

N∑
i=1

bi(αi −α1) = (1, 0, . . . , 0).

Ainsi,

ord
(
ζd1
m

)
= ord

(
ζ

∑N
i=1 bi(αi−α1)

) ∣∣∣∣M
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et de la même façon

ord
(
ζdi
m

) ∣∣M pour 2 ≤ i ≤ N.

Finalement, on a
m = ppcm

1≤i≤N

(
ord
(
ζdi
m

)) ∣∣M.

et la dernière condition du théorème 1.2.3 est vérifiée. �

Nous aurons également besoin de savoir calculer une base d’un sous-groupe
de Zn à partir d’un système de générateurs. Soient β1, . . . ,βr ∈ Zn des vecteurs
qui engendrent un sous-groupe R de Zn de rang k ≤ r et M la matrice de taille r×n

dont les lignes sont les vecteurs β1, . . . ,βr. A partir de M , on peut déterminer
une matrice H de taille k × n, qui est triangulaire supérieure, et dont les lignes
forment une base de R. La matrice H est uniquement déterminée et s’appelle la
forme normale d’Hermite de M et peut être calculée à l’aide du lemme suivant :

Lemme 1.3.2. — Il existe un algorithme qui détermine la forme normale d’Her-
mite d’une matrice M de taille k × n à coefficients entiers de longueur binaire
majorée par log d en au plus

O
(
k4n2I(log d) log log d

)
opérations binaires.

L’algorithme relatif au lemme 1.3.2 est décrit dans [LS96]. Les auteurs de cet
article donnent une preuve de ce résultat avec une meilleure complexité, mais
celle-ci sera suffisante pour l’utilisation que nous en ferons.

On renvoie à cet article ou à [GG03, Algorithm 16.26] pour une définition plus
précise et pour plus de détails sur la forme normale d’Hermite.

1.3.3. Recherche des sous-variétés de torsion - Algorithme B. — Consi-
dérons le polynôme F (X) =

∑N
i=1 aiX

αi ∈ Z[X1, . . . , Xn] et ζ ∈ µn
∞ tels que

F (ζ) = 0. (1.3.1)

Comme on l’a déjà fait dans la preuve du théorème 1.2.2, on va déterminer des
conditions équivalentes à la condition (1.3.1) que l’on pourra tester de façon al-
gorithmique.

Soit {J1, . . . , Js} une partition de {1, . . . , N} telle que :∑
i∈Jj

aiζ
αi = 0 ∀ 1 ≤ j ≤ s
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et telle que chacune de ces sommes soit minimale. On pose Nj := #Jj et, pour j

compris entre 1 et s,
Fj(X) :=

∑
i∈Jj

aiX
αi .

On a ainsi F (X) =
∑s

j=1 Fj(X). On renumérote alors les coefficients et les expo-
sants de Fj de la façon suivante :

Fj(X) :=

Nj∑
i=1

aj,iX
αj,i .

Soit alors, pour 1 ≤ j ≤ s :

Rj :=

Nj∑
i=1

Z(αj,1 −αj,i)

le sous-groupe de Zn engendré par les différences entre les exposants de Fj. On
désigne par kj le rang de ce sous-groupe et par λj,1, . . . ,λj,kj

une base de Rj. On
peut alors déterminer un polynôme de Laurent Gj en kj variables tel que :

Fj(X) = Xαj,1Gj(X
λj,1 , . . . ,Xλj,kj ). (1.3.2)

On pose pour 1 ≤ l ≤ kj,
ωj,l := ζλj,l .

On a alors
Gj(ωj,1, . . . , ωj,kj

) = 0, pour 1 ≤ j ≤ s. (1.3.3)

Le polynôme de Laurent Gj et le point (ωj,1, . . . , ωj,kj
) de µ

kj
∞ satisfont les condi-

tions du corollaire 1.3.1. Si mj désigne l’ordre de (ωj,1, . . . , ωj,kj
) dans µ

kj
∞, on peut

conclure que mj est sans facteur carré et que Ψ(mj) ≤ Nj. Soient maintenant

R :=
s∑

j=1

Rj

et {λ1, . . . ,λk} une base de R. Pour 1 ≤ t ≤ k, on pose ωt := ζλt et on note m′

l’ordre de (ω1, . . . , ωk). Par construction, on a :

m′| ppcm(m1, . . . ,ms).

Comme dans la preuve du théorème 1.2.2, l’entier m′ est sans facteur carré et
satisfait Ψ(m′) ≤ N − 2(s− 1).
Si les égalités (1.3.3) sont satisfaites pour 1 ≤ j ≤ s, on a F (ζ) = 0 pour tout ζ

satisfaisant :
ωt = ζλt pour 1 ≤ t ≤ k.

On a ainsi :
F (ζ) = 0 ∀ ζ ∈ B (L, (ω1, . . . , ωk)) ,
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où L désigne la matrice de taille k×n dont les lignes sont les vecteurs λ1, . . . ,λk.
On rappelle que B(L, (ω1, . . . , ωk)) a été défini dans (1.1.3) de la façon suivante :

B(L, (ω1, . . . , ωk)) =
{
x ∈ Gn

m | xL = (ω1, . . . , ωk)
}

.

Résumons ce que nous venons de prouver : si F (ζ) = 0 pour un certain ζ ∈ µn
∞,

alors il existe L ∈Mn,k(Z) et ω ∈ µk
∞, où k ≤ n, tels que

ζ ∈ B(L, ω) et B(L, ω) ⊂ V (F ).

De plus, la matrice L correspond à une partition du support de F et peut être
calculée à partir de celle-ci. D’un autre côté

ω ∈ Qk,N =
{
ζ ∈ µk

∞ : Ψ(ord(ζ)) ≤ N
}

,

dont le cardinal est au plus exp(3(k + 1)
√

N log N) d’après le lemme 1.2.6. Ainsi,
l’algorithme va consister à tester les égalités (1.3.3) pour tous les choix possibles
de partitions du support de F et pour tous les choix possibles de points dans Qn,N .
On peut faire cela de la façon suivante :

Algorithme B

Entrée : Un polynôme F (X) =
∑N

i=1 aiX
αi ∈ Z[X1, . . . , Xn] donné par sa re-

présentation lacunaire.
Sortie : Une liste SF de sous-variétés de torsion satisfaisant le théorème 1.1.1.

1. SF ← ∅.

2. Pour chaque partition {J1, . . . , Js} de {1, . . . , N} telle que #Jj ≥ 2 pour
tout 1 ≤ j ≤ s, faire :

(a) Calculer pour 1 ≤ j ≤ s, des polynômes de Laurent Gj et des vecteurs
λj,1, . . . ,λj,kj

comme dans (1.3.2).

(b) Déterminer une base λ1, . . . ,λk de R et calculer, pour 1 ≤ j ≤ s et
pour 1 ≤ h ≤ kj les entiers δj,h,t tels que λj,h =

∑k
t=1 δj,h,tλt.

(c) Pour chaque entier m′ sans facteur carré tel que Ψ(m′) ≤ N − 2(s− 1)

et pour chaque (ω1, . . . , ωk) ∈ µk
∞ d’ordre m′, faire :

(i) Pour 1 ≤ j ≤ s et pour 1 ≤ h ≤ kj, faire ωj,h ←
∏k

t=1 ω
δj,h,t

t et
mj ← ord(ωj,1, . . . , ωj,kj

).

(ii) Si pour chaque 1 ≤ j ≤ s, on a Gj(ωj,1, . . . , ωj,kj
) = 0, alors faire

SF ← SF ∪ {(L, (ω1, . . . , ωk))}, où L est la matrice de taille k× n

dont les lignes sont les vecteurs λ1, . . . ,λk.

3. Renvoyer SF et terminer.
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La discussion précédant cet algorithme garantit sa correction et il ne nous reste
donc qu’à évaluer son temps d’exécution.

A l’étape (2.a) il nous faut d’abord calculer, pour j compris entre 1 et s, les
différences αj,i − αj,1. Ceci nécessite O(Nn log d) opérations binaires. On a en-
suite à déterminer une base (λj,1, . . . ,λj,kj

) du sous-groupe Rj de Zn et on peut
l’obtenir en calculant la forme normale d’Hermite de la matrice dont les lignes
sont constituées des vecteurs αj,i − αj,1. Ceci nécessite O(N4n2I(log d) log log d)

opérations binaires si on utilise l’algorithme relatif au lemme 1.3.2. Pour détermi-
ner les polynômes Gj, il nous faut calculer les coordonnées des vecteurs αj,i−αj,1

dans cette base (λj,1, . . . ,λj,kj
). Pour cela, il faut inverser un système linéaire

de taille n × n dont les coefficients sont majorés par 2d. Ceci peut être fait en
O(n3I(log d) log log d) opérations binaires en utilisant la [MS04, Proposition 31].
Finalement, on peut majorer le nombre d’opérations binaires effectuées à cette
étape par

O
(
N5n3I(log d) log log d

)
.

A l’étape (2.b), on calcule la forme normale d’Hermite d’une matrice dont les
lignes sont constituées des vecteurs λj,h, où 1 ≤ j ≤ s et 1 ≤ h ≤ kj. On
obtient alors une base (λ1, . . . ,λk) de R. Finalement, on calcule les coordonnées
des vecteurs λj,h dans cette base. Cette étape nécessite encore

O
(
N5n3I(log d) log log d

)
opérations binaires.

A l’étape (2.c), chaque nombre ωt est représenté par la paire d’entiers (ρt, m
′)

telle que

ωt = exp

(
2iρtπ

m′

)
.

A l’étape (2.c.i), chaque nombre ωj,h est représenté par la paire d’entiers

(dj,h, m
′) :=

(
k∑

t=1

δj,h,tρt mod m′, m′

)
telle que

ωj,h = exp

(
2idj,hπ

m′

)
.

Ce calcul nécessite

O
(
nI(log d)M

(
exp

(
3
√

N log N
)))

= O
(
nN2I(log d)

)
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opérations binaires, puisque m′ ≤ exp
(
3
√

N log N
)

d’après le lemme 1.2.6. On
peut alors calculer, pour 1 ≤ j ≤ s, l’entier

mj := ppcm
1≤h≤kj

(
m′

pgcd(m′, dj,h)

)
.

Ces calculs nécessitent O(nN2) opérations binaires et finalement, cette étape re-
quiert en tout

O(nN2I(log d))

opérations binaires.
A l’étape (2.c.ii), on doit tester, pour 1 ≤ j ≤ s, l’égalité

Gj(ωj,1, . . . , ωj,kj
) = 0.

Ceci est équivalent à tester, pour 1 ≤ j ≤ s la relation de divisibilité

Φmj
(X) | Gj(X

dj,1 , . . . , Xdj,kj )

ce qui peut être fait grâce à la méthode due à Filaseta et Schinzel, déjà utilisée à
l’étape (2.c.ii) de l’algorithme A en

O
(
N4(log N)223

√
N log N(h + I(log d))

)
opérations binaires.

Comme il y a au plus N ! partitions à considérer à l’étape (2) d’après le lem-
me 1.2.5 et puisque, d’après le lemme 1.2.6, il y a au plus

exp
(
3(n + 1)

√
N log N

)
points de torsion à considérer à l’étape (2.c), le nombre total d’opérations exécu-
tées par l’algorithme B peut être majoré par :

O
(
NnN(I(log d) log log d + h)

)
.

Ceci termine la preuve du théorème 1.1.1 dans le cas d’une hypersurface.

1.4. Le cas général - Algorithme C

On démontre dans cette section le théorème 1.1.1 dans le cas général. Dans tout
ce qui suit, on fixe F1, . . . , Fk ∈ Z[X1, . . . , Xn] des polynômes que l’on suppose
lacunaires et on veut déterminer une représentation des sous-variétés de torsion
incluses dans :

V = {x ∈ Gn
m : F1(x) = · · · = Fk(x) = 0} .

On va en fait expliquer comment on peut modifier l’algorithme B pour traiter
simultanément le cas de plusieurs polynômes. Nous appelons Algorithme C la
procédure qui en résulte, c’est l’algorithme relatif au théorème 1.1.1. Remarquons
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au passage que les mêmes modifications peuvent être apportées à l’algorithme A
pour déterminer les facteurs cyclotomiques communs à plusieurs polynômes.

Soient ζ ∈ V ∩ µn
∞, Ni le nombre de termes non nuls de Fi, pour 1 ≤ i ≤ k,

et N := max(N1, . . . , Nk). Pour chaque entier i entre 1 et k, on peut réduire l’éga-
lité Fi(ζ) = 0 à des sommes minimales comme on l’a déjà fait dans les sections
précédentes, en considérant une partition de l’ensemble {1, . . . , Ni}. Une fois cette
réduction faite pour chaque entier i, on peut se ramener à l’étape (2) de l’algo-
rithme B et toutes les autres étapes de l’algorithme B peuvent être conservées.

Pour le calcul de la complexité, seuls le nombre de partitions et le nombre de
points de torsion à considérer sont à modifier. Le nombre de partitions peut être
majoré par

N1!× · · · ×Nk! ≤ (N !)k

et le nombre de points de torsion apparaissant à l’étape (2.c) est maintenant
majoré par

exp
(
3(n + 1)

√
kN log kN

)
.

Finalement, le nombre total d’opérations binaires exécutées par cet algorithme
peut être majoré par :

O
(
NnkN (I(log d) log log d + h)

)
.

et ceci termine la démonstration du théorème 1.1.1. �
Cet algorithme sera utilisé dans la deuxième partie dans le cas particulier d’une

sous-variété de G2
m définie par trois polynômes.

1.5. Une borne pour le nombre de sous-variétés de torsion

On donne ici la démonstration du corollaire 1.1.2. Soit V une variété définie
par k polynômes ayant chacun au plus N termes non nuls. L’algorithme C donne
une représentation de Vtors comme réunion de sous-variétés de torsion. On re-
marque, qu’à chaque boucle effectuée par l’algorithme C, celui-ci renvoie au plus
une sous-variété de torsion. Ainsi, le nombre t de sous-variétés de torsion dans
cette réunion peut être borné par le nombre de boucles effectuées par l’algo-
rithme. Chaque boucle correspond à un choix de partition des polynômes définis-
sant V et à un choix d’un point de µn

∞ d’ordre m sans facteur carré et vérifiant
de plus Ψ(m) ≤ N . Comme nous l’avons déjà remarqué précédemment, il y a au
plus (N !)k telles partitions et le nombre de points de µn

∞ à considérer peut être
majoré par exp

(
3(n + 1)

√
kN log kN

)
, d’après le lemme 1.2.6. Ainsi,

t ≤ (N !)k exp
(
3(n + 1)

√
kN log kN

)
,
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ce qui est bien la borne que l’on souhaitait obtenir. �



CHAPITRE 2

SYSTÈMES SURDÉTERMINÉS D’ÉQUATIONS
POLYNOMIALES

La résolution de systèmes d’équations polynomiales est au cœur de nombreuses
branches des mathématiques telles que l’algèbre, la topologie, la géométrie et l’ana-
lyse numérique. Les avancées récentes dans ce domaine ont permis de nombreuses
applications à d’autres domaines tels que la robotique, le traitement du signal, la
biologie moléculaire, l’optimisation... C’est donc encore aujourd’hui un sujet de
recherche important qui fait l’objet de nombreuses publications. Le problème est
le suivant : étant donnés K un sous-corps de C et F1, . . . , Fr ∈ K[X1, . . . , Xn], on
cherche une représentation des solutions du système d’équations :

F1(X1, . . . , Xn) = · · · = Fr(X1, . . . , Xn) = 0. (2.0.1)

Dans toute la suite, on se contentera du cas où K est un sous-corps de Q.
On peut dans certains contextes, et notamment dans des problèmes physiques

d’optimisation ou en analyse numérique, se contenter de déterminer des solutions
approchées du système (2.0.1). Dans ce cas, on peut obtenir des approximations
des solutions avec n’importe quelle précision. Cependant, une telle résolution n’est
pas suffisante si on souhaite par exemple paramétrer les solutions, compter leur
multiplicité...

De nombreuses méthodes ont été introduites pour résoudre ce problème de
façon formelle telles que la théorie de l’élimination et la théorie des bases de
Gröbner qui fournissent des algorithmes de résolution exacte du système (2.0.1).
En contrepartie, ces algorithmes sont beaucoup plus couteux et rendent les calculs
impraticables si les polynômes F1, . . . , Fr ont un degré élevé ou dépendent de
beaucoup de variables. On pourra par exemple se référer à [CLO97] et à la partie
V de [GG03] pour la description et l’analyse de la complexité de ces algorithmes.

Nous nous intéressons dans cette partie à un type particulier de systèmes d’équa-
tions polynômiales : les systèmes surdéterminés, c’est à dire les systèmes contenant
« trop » d’équations, i.e. plus d’équations que la codimension de leur ensemble
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de zéros communs. Les systèmes que nous considérons sont définis par des poly-
nômes lacunaires, c’est à dire des polynômes ayant peu de termes non nuls mais
potentiellement un grand degré.

Par exemple, le calcul du pgcd de deux polynômes à une variable permet d’ob-
tenir un polynôme dont les zéros sont exactement les zéros communs des deux
polynômes de départ. Dans la section 2.1, on décrit un algorithme (Algorithme D)
qui, étant donnés deux polynômes à une variable définissant un ensemble de zéros
communs Z, détermine un polynôme dont l’ensemble des zéros Z ′ coïncide avec Z

en dehors de µ∞, c’est à dire :

Z\µ∞ ⊆ Z ′ ⊆ Z.

La complexité de cet algorithme est linéaire en le logarithme du degré des po-
lynômes donnés en entrée. Cet algorithme est une variante de [FGS08, Algo-
rithme B]. L’intérêt principal de notre version est que les méthodes utilisées
s’étendent pour traiter un problème analogue en deux variables comme nous l’ex-
pliquons maintenant.

Une généralisation naturelle du calcul du pgcd de polynômes à une variable est
la suivante : étant donnés trois polynômes F1, F2, F3 ∈ Q[X, Y ], peut-on représen-
ter les zéros communs de ces polynômes avec moins d’équations ? La réponse est
oui. En effet, si D désigne le pgcd de ces polynômes, alors la variété

V (F1/D, F2/D, F3/D)

est de dimension 0. Or une variété de dimension 0 est toujours une intersection
complète, donc il existe Q1, Q2 ∈ Q[X, Y ] tels que

V (F1/D, F2/D, F3/D) = V (Q1, Q2).

Comme on a

V (F1, F2, F3) = V (D) ∪ V (F1/D, F2/D, F3/D) ,

on obtient

V (F1, F2, F3) = V (D) ∪ V (Q1, Q2)

= V (DQ1, DQ2).

Ces polynômes peuvent se calculer à l’aide de méthodes d’élimination et/ou avec
des bases de Gröbner, voir par exemple l’algorithme E2b. Or, une telle démarche
est trop coûteuse si F1, F2 et F3 ont un grand degré. L’objet principal de cette
partie est d’obtenir le même type de résultat pour une variété définie par des
polynômes lacunaires. Pour cela, on étend les méthodes utilisées pour l’algorithme
D sans avoir directement recours aux bases de Gröbner. On obtient l’algorithme E
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qui donne une représentation des zéros communs des polynômes F1, F2, F3 mais
un peu moins bonne que celle espérée. En effet, il permet de décrire les zéros
communs des trois polynômes comme réunion d’intersections complètes en dehors
de certains ouverts. On peut se référer à la section 2.3 pour un énoncé plus précis.

2.1. Le cas univarié

On rappelle que si P est un polynôme à coefficients entiers, on appelle hauteur
de ce polynôme le maximum en module de ses coefficients.

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.1.1. — (Algorithme D) Il existe un algorithme qui a la propriété
suivante. Soient f1, f2 ∈ Z[X] donnés par leur représentation lacunaire, de degré
au plus d et de hauteur au plus h et possédant chacun au plus N termes non
nuls. L’algorithme détermine la représentation lacunaire d’un polynôme p ∈ Z[X]

vérifiant :

1. p| pgcd(f1, f2) dans Z[X].

2. pgcd(f1, f2)/p est produit de facteurs cyclotomiques.

Cet algorithme nécessite au plus

ON,h (log d)

opérations binaires. De plus, le nombre de termes non nuls de p et sa hauteur sont
majorés par ON,h(1).

En particulier, si f1 et f2 n’ont pas de facteur cyclotomique en commun, le
polynôme p est leur pgcd. En analysant l’algorithme D relatif à ce théorème, on
peut obtenir comme corollaire que si f1 et f2 n’ont pas de facteur cyclotomique en
commun, le nombre de termes non nuls de leur pgcd peut être borné uniquement
en fonction du nombre de termes non nuls et de la hauteur de f1 et f2. Cette
remarque apparaît déjà dans [FGS08]. La même conclusion n’est plus valable
si f1 et f2 ont un facteur cyclotomique en commun, comme le montre l’exemple
suivant dû à Schinzel [Schi02] : si a et b sont deux entiers positifs premiers entre
eux, alors

pgcd
(
Xab − 1, (Xa − 1)(Xb − 1)

)
=

(Xa − 1)(Xb − 1)

X − 1

et ce polynôme possède 2 min(a, b) termes non nuls. Ainsi, le nombre de termes
non nuls du pgcd de deux polynômes dépend en général de leur degré. Dans ce
cas particulier, on remarque que le polynôme (Xa − 1)(Xb − 1) a les même zéros
que le polynôme pgcd

(
Xab − 1, (Xa − 1)(Xb − 1)

)
et un nombre de termes non



44 CHAPITRE 2. SYSTÈMES SURDÉTERMINÉS D’ÉQUATIONS POLYNOMIALES

nuls (quatre) indépendant de a et b. Ce phénomène est général, comme le montre
le résultat suivant :

Proposition 2.1.2. — Soient f1, f2 ∈ Z[X] de hauteur majorée par h et ayant
chacun au plus N termes non nuls. Alors il existe un polynôme q ∈ Z[X] qui a
les mêmes zéros que le polynôme pgcd(f1, f2) et qui possède ON,h(1) termes non
nuls.

Démonstration : On a vu à la section 1.4 que l’algorithme A peut être modifié
de façon à déterminer une représentation des facteurs cyclotomiques communs de
deux polynômes. On peut donc, en suivant la même démarche que dans la preuve
de la proposition 1.2.9, construire un polynôme Φ qui est produit de polynômes
cyclotomiques, qui a les mêmes facteurs cyclotomiques que pgcd(f1, f2) et qui pos-
sède ON(1) termes non nuls. Appelons maintenant p le polynôme dont l’existence
est assurée par le théorème 2.1.1 appliqué aux polynômes f1 et f2. Ce polynôme
a ON,h(1) termes non nuls et est un diviseur de pgcd(f1, f2) dont les facteurs non
cyclotomiques coïncident avec ceux de pgcd(f1, f2). Posons finalement

q := p · Φ.

Il est maintenant clair que q vérifie les conditions de la proposition. �

L’algorithme D sera décrit dans la section 2.1.2. C’est une version améliorée
et simplifiée de l’algorithme B de l’article [FGS08]. Les simplifications que nous
apportons permettent de généraliser cet algorithme pour des polynômes à deux
variables comme nous le verrons dans les sections suivantes.

2.1.1. Résultats préliminaires. — Un des ingrédients essentiels à la démons-
tration du théorème 2.1.1 est un résultat dû à Bombieri et Zannier, déjà utilisé
dans [FGS08], que nous détaillons après avoir introduit quelques notations.

On rappelle que Gk
m désigne le groupe multiplicatif (Q∗

)k. Pour a, b ∈ Zk, on
note 〈a, b〉 le produit scalaire usuel de a et b et ||a|| le maximum du module des
coordonnées de a. Pour σ ∈ Q∗ et a ∈ Zk, on note

σa := (σa1 , . . . , σak) ∈ Gk
m.

Pour 0 ≤ i ≤ k, on peut étendre les définitions données dans l’introduction et
noter :

Hi :=
⋃

H,
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où la réunion porte sur tous les sous-groupes algébriques de Gk
m de dimension au

plus i. On a alors :
H0 ( H1 ( · · · ( Hk = Gk

m,

et on remarque que si 0 ≤ i ≤ k, l’ensemble Hi est l’ensemble des points x ∈ Gk
m

tels que le rang du sous-groupe de Q∗ engendré par les coordonnées de x est
inférieur ou égal à i. Par exemple, l’ensemble H0 est l’ensemble des points de
torsion de Gk

m, c’est à dire µk
∞ et avec les notations ci-dessus :

H2 =
{

ζuavb : ζ ∈ µk
∞, u, v ∈ Q∗

, a, b ∈ Zk
}

.

Le résultat suivant était conjecturé par Schinzel qui l’a prouvé dans le cas
particulier d’une variété de G3

m définie par deux polynômes. La preuve du cas
général est due à Bombieri et Zannier (manuscrit non publié [BZ98] puis publié
dans [Z00]). L’énoncé a ensuite été précisé et la preuve simplifiée dans [BMZ07].
C’est ce dernier énoncé que l’on donne ici pour une variété non nécessairement
irréductible.

Théorème 2.1.3. — Soient k ≥ 2 et χ une variété de Gk
m ayant au moins une

composante de codimension au moins égale à 2. Alors il existe B1(χ) ne dépendant
que de χ vérifiant la propriété suivante. Soient τ ∈ Q∗ et a ∈ Zk tels que le point
x = τa appartient à une composante irréductible de χ de codimension au moins
2. Alors il existe b ∈ Zk\{0} tel que

xb = 1 et ||b|| ≤ B1(χ).

En particulier, si τ n’est pas une racine de l’unité, on a 〈a, b〉 = 0.

Démonstration : Ce résultat est le théorème 4.1 de [BMZ07] dans le cas où χ est
irréductible et de codimension au moins 2. Dans le cas général, si χ est pure de
codimension 1, le résultat est vide et n’importe quelle valeur de B1(χ) convient. On
suppose donc que χ possède au moins une composante irréductible de codimension
au moins 2. On écrit alors χ = χ1 ∪ χ2 où codim(χ1)=1 et codim(χ2) ≥ 2. Puis
on écrit χ2 comme réunion de composantes irréductibles :

χ2 = χ2,1 ∪ · · · ∪ χ2,r.

Pour 1 ≤ i ≤ r, on peut appliquer le théorème 4.1 de [BMZ07] à χ2,i et trouver
une borne B1(χ2,i) vérifiant les conclusions du théorème 2.1.3 appliqué à χ2,i.
Comme x appartient à l’un des χ2,i, il existe un vecteur b ∈ Zk\{0} tel que

xb = 1 et ||b|| ≤ B1(χ) := max
1≤i≤r

B1(χ2,i).

�
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Remarque. L’algorithme D qui s’appuie sur ce théorème sera d’autant plus ef-
ficace que B1(χ) sera petit. Cette borne est calculable, comme l’a fait remarquer
Zannier aux auteurs de [FGS08] (voir la remarque qui suit le théorème 2 dans
op. cit.). Mais malheureusement ce calcul n’a encore jamais été explicité. En ef-
fet, la démonstration du théorème 4.1 de [BMZ07] utilise plusieurs résultats
sophistiqués non quantifiés comme des minorations de hauteurs et un théorème
de structure (le théorème [BMZ07, Théorème 1.4]). Il faudrait donc au préalable
quantifier ces résultats, ce qui demanderait probablement un travail considérable.

Obtenir une borne calculable nous permettrait de rendre notre algorithme D
effectif. De plus, on pourrait alors également exhiber la dépendance de la com-
plexité de l’algorithme D en la hauteur et en le nombre de termes non nuls des
polynômes en entrée. Nous nous intéressons donc uniquement à la dépendance de
l’algorithme D en le degré des polynômes en entrée.

Nous décrivons maintenant deux procédures (les algorithmes D1 et D2) néces-
saires à l’exécution de l’algorithme D.

Lemme 2.1.4. — (Algorithme D1) Il existe un algorithme qui a la propriété sui-
vante. Etant donnés deux entiers k et r avec k > r ≥ 1 et u1, . . . ,ur ∈ Zk des
vecteurs linéairement indépendants, l’algorithme détermine un ensemble de k − r

vecteurs {v1, . . . , vk−r} qui est une base LLL-réduite du sous-groupe de Zk formé
des vecteurs orthogonaux aux vecteurs u1, . . . ,ur. De plus, si max

1≤i≤r
||ui|| ≤ m, on

a max
1≤i≤k−r

||vi|| = Ok(m).

Démonstration : Voir [C93, Algorithm 2.7.2, p. 98]. �

La complexité de cet algorithme est polynomiale en la taille de l’entrée. Nous
ne l’évaluons pas plus précisément car nous n’appliquons cet algorithme qu’à des
vecteurs dont la taille est indépendante du degré des polynômes en entrée de
l’algorithme D.

Pour a, b ∈ Zk, on définit

Xa := (Xa1 , . . . , Xak),

XaY b := (Xa1Y b1 , . . . , XakY bk).

Proposition 2.1.5. — (Algorithme D2) Il existe un algorithme qui a la propriété
suivante. Soient k ≥ 2, F1, F2 ∈ Z[X1, . . . , Xk] de degré au plus δ et de hauteur au
plus h et a ∈ Zk satisfaisant ||a|| ≤ d. S’il existe τ ∈ Q∗\µ∞ tel que τa appartient
à une composante irréductible de V (F1, F2) ⊆ Gk

m de codimension 2, l’algorithme
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renvoie deux polynômes F ′
1, F

′
2 ∈ Z[X1, . . . , Xk−1] et un vecteur a′ ∈ Zk−1 tels que

F1(X
a) = F ′

1(X
a′)

F2(X
a) = F ′

2(X
a′)

(2.1.1)

en au plus
Ok,h,δ(log d)

opérations binaires. De plus, les polynômes F ′
1 et F ′

2 sont de degré et de hauteur
majorés par Ok,h,δ(1) et ||a′|| = Ok,h,δ(d).

Décrivons tout d’abord la procédure :

Algorithme D2

Entrée : Un triplet (F1, F2, a), où F1, F2 ∈ Z[X1, . . . , Xk] et a ∈ Zk.
Sortie : Un triplet (F ′

1, F
′
2, a

′), où F ′
1, F

′
2 ∈ Z[X1, . . . , Xk−1] et a′ ∈ Zk−1 sa-

tisfaisant la condition (2.1.1) de la proposition précédente ou « RIEN ».

1. Tester parmi tous les vecteurs de Zk\{0} de norme au plus B1(V (F1, F2))

(où B1 est défini au théorème 2.1.3) s’il en existe un qui est orthogonal à a.
Si oui, appeler b un tel vecteur, sinon renvoyer « RIEN » et terminer.

2. Déterminer une base {b1, . . . , bk−1} du sous-groupe de Zk formé des vecteurs
orthogonaux à b à l’aide de l’algorithme D1.

3. Déterminer les coordonnées a′ de a dans cette base.

4. Poser F ′
1(X1, . . . , Xk−1) := F1

(
X

b1,1

1 · · ·Xbk−1,1

k−1 , . . . , X
b1,k

1 · · ·Xbk−1,k

k−1

)
,

F ′
2(X1, . . . , Xk−1) := F2

(
X

b1,1

1 · · ·Xbk−1,1

k−1 , . . . , X
b1,k

1 · · ·Xbk−1,k

k−1

)
.

5. Renvoyer (F ′
1, F

′
2, a

′) et terminer.

Démonstration de la proposition 2.1.5 : Montrons que la procédure D2 satisfait
bien les conditions de cette proposition. Supposons qu’il existe τ ∈ Q∗\µ∞ tel
que τa appartient à une composante irréductible de V (F1, F2) de codimension 2.
D’après le théorème 2.1.3, il existe b ∈ Zk\{0} orthogonal à a vérifiant

||b|| ≤ B1(V (F1, F2)).

Supposons qu’on choisisse ce vecteur à l’étape 1. Comme a et b sont orthogonaux,
le vecteur a est bien une combinaison entière des vecteurs b1, . . . , bk−1 calculés
à l’étape 2. Pour voir que les polynômes F ′

1 et F ′
2 définis à l’étape 4 satisfont la

proposition 2.1.5, il suffit de faire la substitution Xi := Xa′i , pour 1 ≤ i ≤ k − 1.
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Evaluons maintenant le nombre d’opérations binaires effectuées par l’algorithme
ainsi que la taille de la sortie. La première étape nécessite de tester, pour Ok,h,δ(1)

vecteurs de norme Ok,h,δ(1), s’ils sont orthogonaux à a et nécessite Ok,h,δ(log d)

opérations binaires. Remarquons que si l’algorithme ne s’arrête pas à l’étape 1, on
a ||b|| ≤ B1(V (F1, F2)) = Ok,h,δ(1). A l’étape 2, on a également ||bi|| = Ok,h,δ(1)

d’après le lemme 2.1.4 et l’application de l’algorithme D1 au vecteur b nécessite
encore Ok,h,δ(1) opérations binaires. Pour calculer les coordonnées de a à l’étape 3,
il suffit d’inverser la matrice des bi, ce qui nécessite Ok,h,δ(1) opérations binaires,
puis de multiplier le résultat par a. Le coût de cette dernière multiplication est
majoré par Ok,h,δ(log d) qui est également une borne pour le nombre d’opérations
effectuées à cette étape. On obtient ainsi également la borne ||a′|| = Ok,h,δ(d).
L’étape 4 de l’algorithme n’est qu’une substitution qui nécessite Ok,h,δ(1) opéra-
tions binaires. On observe également que les polynômes F ′

1 et F ′
2 sont de hauteur

et de degré majorés par Ok,h,δ(1) comme annoncé dans la proposition 2.1.5. �

Remarque. A l’étape 1, parcourir l’ensemble de tous les vecteurs de norme
majorée par B1(V (F1, F2)) n’est pas réalisable en pratique. Pour éviter ce pro-
blème, on propose la modification suivante. On commence par déterminer une
base LLL-réduite {a1, . . . ,ak−1} du sous-groupe de Zk formé des vecteurs ortho-
gonaux au vecteur a à l’aide de l’algorithme D1. D’après le théorème 2.1.3, s’il
existe τ ∈ Q∗\µ∞ tel que τa appartient à une composante irréductible de la va-
riété V (F1, F2) de codimension 2, alors il existe b ∈ Zk\{0} orthogonal à a tel
que

||b|| ≤ B1(V (F1, F2)).

Par [GG03, Theorem 16.9, p. 466], on a alors

min
1≤i≤k−1

||ai|| ≤ 2
k−1
2 B1(V (F1, F2)).

En posant b := ai0 , où ||ai0|| = min1≤i≤k−1 ||ai||, on obtient un vecteur non nul
orthogonal au vecteur a et de norme contrôlée sans avoir à parcourir l’ensemble
de tous les vecteurs de norme au plus B1(V (F1, F2)).

Cependant, la complexité théorique de l’algorithme qui découle de cette modi-
fication n’est plus linéaire en log d mais seulement polynomiale en log d à cause de
l’application de l’algorithme LLL, c’est pourquoi on a préféré ne pas utiliser cette
version ici.

Un exemple d’application de l’algorithme D2 est donné en annexe.
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2.1.2. Pgcd de deux polynômes lacunaires - Algorithme D. — On est
maintenant en mesure de démontrer le théorème 2.1.1 et de décrire l’algorithme D
correspondant.

Algorithme D

Entrée : Deux polynômes f1, f2 ∈ Z[X] donnés par leur représentation lacunaire :

f1(X) =
n∑

i=1

f1,iX
ai f2(X) =

n∑
i=1

f2,iX
ai .

On autorise ici certains coefficients de f1 et f2 à être nuls de façon à ce qu’ils aient
le même support. Si f1 et f2 ont chacun au plus N termes non nuls, on a n ≤ 2N .
Sortie : p ∈ Z[X] donné par sa représentation lacunaire tel que p| pgcd(f1, f2) et
pgcd(f1, f2)/p est produit de facteurs cyclotomiques.

1. Faire

F1(X1, . . . , Xn)←−
n∑

i=1

f1,iXi

F2(X1, . . . , Xn)←−
n∑

i=1

f2,iXi

a←−(a1, . . . , an)

k ←−n.

2. Si k = 1 aller à l’étape 3, sinon appliquer l’algorithme D2 au triplet (F1, F2, a).
S’il renvoie « RIEN », aller à l’étape 3. Sinon, appeler (F ′

1, F
′
2, a

′) le triplet
obtenu en sortie, faire (F1, F2, a) ←− (F ′

1, F
′
2, a

′), k ←− k − 1 et aller à
l’étape 2.

3. Calculer D := pgcd(F1, F2), faire p(X)←− D(Xa1 , . . . , Xak), renvoyer p(X)

et terminer.

Démonstration du théorème 2.1.1 : Montrons que l’algorithme D que nous venons
de décrire satisfait bien les conditions du théorème 2.1.1.

Comme le nombre de variables diminue de 1 à chaque application de l’étape 2,
il est clair que l’algorithme termine.

D’après la proposition 2.1.5, on a après chaque application de l’étape 2 :

f1(X) =F1(X
a)

f2(X) =F2(X
a).
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Il s’en suit que le polynôme p renvoyé par l’algorithme à l’étape 3 est bien un
diviseur de pgcd(f1, f2). De plus, si l’algorithme D2 renvoie « RIEN » à l’étape 2,
c’est que tous les points de la variété V (F1, F2) ∩ (H1\H0) sont dans une compo-
sante de V (F1, F2) de codimension 1, d’après le théorème 2.1.3. Donc ces points
annulent le pgcd de F1 et F2. Finalement, le polynôme pgcd(f1, f2)/p ne peut
s’annuler qu’en des racines de l’unité et l’algorithme est donc correct.

Il ne nous reste donc qu’à évaluer son temps d’exécution. Supposons que les
polynômes f1 et f2 sont de degré au plus d et de hauteur au plus h. Chaque exé-
cution de l’étape 2 nécessite un appel à l’algorithme D2. Comme les polynômes F1

et F2 sont à chaque fois de hauteur et de degré ON,h(1) et que ||a|| = ON,h(d),
ceci nécessite ON,h(log d) opérations binaires. De plus, comme le nombre de va-
riables des polynômes diminue de 1 à chaque application de l’étape 2, celle-ci est
exécutée au plus n−1 fois. A l’étape 4, on doit déterminer le pgcd de 2 polynômes
de degré et de hauteur ON,h(1). Ceci nécessite donc ON,h(1) opérations binaires
et la dernière évaluation pour obtenir le polynôme p nécessite ON,h(log d) opéra-
tions binaires. Au total, l’exécution de cet algorithme nécessite bien ON,h(log d)

opérations binaires. �

Remarque : La différence essentielle entre notre algorithme D et l’algorithme B
décrit dans [FGS08] est la suivante. Dans [FGS08], les auteurs appliquent éga-
lement un analogue de notre algorithme D2 pour diminuer le nombre de variables
(ce que nous faisons à l’étape 2). Cependant, pour effectuer ce changement de
variables, ils doivent s’assurer que les polynômes auxquels ils l’appliquent sont
premiers entre eux et doivent donc les diviser par leur pgcd. Avoir énoncé le théo-
rème 2.1.3 sans l’hypothèse d’irréductibilité sur la variété χ nous permet de nous
passer de cette hypothèse et donc d’éviter un calcul de pgcd à chaque étape.
Cette modification est essentielle à la généralisation de cette procédure pour des
polynômes à deux variables comme nous le verrons dans les prochaines sections.

Nous détaillons un exemple d’application de l’algorithme D dans l’annexe.

2.2. Le cas dense

Les variétés que nous considérons dans cette section sont des sous-variétés de
l’espace affine Ak := Ak(Q). Soient F1, . . . , Fr ∈ Z[X1, . . . , Xk] des polynômes
définissant une variété V ⊂ Ak de codimension 2, que l’on décompose en

V = V2 ∪ V≥3,
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où V2 (resp. V≥3) désigne la réunion des composantes irréductibles de V de co-
dimension 2 (resp. au moins 3). On cherche ici à résoudre le problème suivant :
peut-on représenter les points de V2 par seulement 2 équations ? La réponse est non
puisqu’une variété de codimension 2 n’est pas toujours intersection complète. Ce-
pendant, on peut quand même obtenir trois polynômes P1, P2, P3 ∈ Z[X1, . . . , Xk]

tels que

V (P1, P2)\V (P3) = V \V (P3), (2.2.1)

et tels que V (P3) ne contient aucune composante de V de codimension 2. Autre-
ment dit, la variété V peut être définie comme une intersection complète en dehors
d’une hypersurface qui ne contient aucune composante de V de codimension 2.

L’objectif de cette section est de décrire une procédure, l’algorithme E2b, qui
permet de calculer des polynômes P1, P2, P3 satisfaisant (2.2.1).

L’algorithme E2b sera utilisé comme procédure auxiliaire par l’algorithme E2
de la section 2.3.3. Comme l’algorithme E2 dépend de la validité de la conjecture
de Zilber (voir section 2.3.1), nous ne pourrons pas expliciter la dépendance de sa
complexité ni en la hauteur ni en le nombre de termes non nuls des polynômes qu’il
prend en entrée. Nous nous focalisons donc sur la dépendance de cette complexité
en le degré des polynômes donnés en entrée de l’algorithme E2. Comme l’entrée
des algorithmes de cette section sera indépendante du degré des polynômes en
entrée de l’algorithme E2, nous n’explicitons pas leur complexité. On remarque
simplement qu’il s’agit d’algorithmes déterministes et inconditionnels.

2.2.1. Résultats préliminaires. — On démontre ici plusieurs résultats qui
nous seront nécessaires pour justifier la correction de l’algorithme E2b décrit dans
la section 2.2.2. On donne également une procédure, l’algorithme E2a, qui sera
utilisée par l’algorithme E2b comme procédure auxiliaire.

Lemme 2.2.1. — Soient r et s deux entiers positifs et H1, . . . , Hs des hyperplans
de Ar. Il existe λ ∈ {0, . . . , s}r tel que λ n’appartient à aucun des s hyperplans
H1, . . . , Hs.

Démonstration : Chaque hyperplan contient au plus (s+1)r−1 points de {0, . . . , s}r
puisque les coordonnées d’un tel point vérifient une relation de dépendance li-
néaire. La réunion des s hyperplans contient donc au plus

s(s + 1)r−1 < (s + 1)r = #{0, . . . , s}r.

Ainsi, au moins un des points de {0, . . . , s}r n’est dans aucun des hyperplans. �
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Soient V, W ⊂ Ak deux variétés équidimensionnelles et U un ouvert de Ak. On
dit que V et W s’intersectent proprement dans U si ou bien

V ∩W ∩ U = ∅,

ou bien
codim(V ∩W ∩ U) = codim(V ∩ U) + codim(W ∩ U).

Le lemme 2.2.1 permet de démontrer la variante suivante du [Lec00, Lemma 1].

Lemme 2.2.2. — Soient F1, . . . , Fr ∈ Z[X1, . . . , Xk] de degré total majoré par δ

et définissant une variété V de codimension 2. On écrit

V = V2 ∪ V≥3,

où V2 et V≥3 désignent respectivement la réunion des composantes de V de codi-
mension 2 et de codimension supérieure ou égale à 3. Alors il existe une matrice

L = (λi,j) 1≤i≤3
1≤j≤r

dont les coefficients sont des entiers positifs majorés par δ2 + δ, telle que les
polynômes

Gi =
r∑

j=1

λi,jFj, i = 1, 2, 3,

vérifient les conditions suivantes. La variété V (G1) intersecte proprement V (G2)

et V (G3) dans Ak et les variétés V (G1, G2) et V (G3) s’intersectent proprement
dans Ak\V2.

Remarque. On peut alors écrire :

V (G1, G2) = V2 ∪W2,

V (G1, G3) = V2 ∪W3,

où V2, W2 et W3 sont pures de codimension 2 et n’ont deux à deux aucune com-
posante irréductible commune.

Démonstration : On construit successivement G1, G2 puis G3 de façon à ce qu’ils
vérifient les conditions du lemme. Comme dans l’énoncé du lemme, on note V2

et V≥3 la réunion des composantes de V de codimension 2 et de codimension
supérieure ou égale à 3 respectivement.

Comme la codimension de V est égale à 2, l’un au moins des polynômes Fj, par
exemple F1, est non nul. On pose alors λ1 := (1, 0, . . . , 0) et G1 := F1. On a dans
ce cas :

V (G1) = V1,1 ∪ · · · ∪ V1,t1 ,
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où pour 1 ≤ t ≤ t1, la variété V1,t est une hypersurface irréductible de Ak et

t1 ≤ deg(G1) ≤ δ.

Comme V est de codimension 2, pour chaque t compris entre 1 et t1, il existe
un point x1,t ∈ V1,t et un entier m1,t compris entre 1 et r tels que

Fm1,t(x1,t) 6= 0.

Pour 1 ≤ t ≤ t1, on considère alors l’hyperplan H1,t de Ar défini par :

F1(x1,t)Y1 + · · ·+ Fr(x1,t)Yr = 0. (2.2.2)

D’après le lemme 2.2.1, il existe λ2 = (λ2,1, . . . , λ2,r) ∈ {0, . . . , δ}r tel que λ2

n’appartient à aucun de ces hyperplans. On pose alors

G2 :=
r∑

j=1

λ2,jFj.

Par construction, V (G2) ne contient aucune des hypersurfaces V1,t, pour t compris
entre 1 et t1. On a ainsi

codim(V (G1, G2)) = 2,

et les variétés V (G1) et V (G2) s’intersectent proprement. De plus, comme la va-
riété V est incluse dans V (G1, G2), on peut écrire :

V (G1, G2) = V2 ∪ V2,1 ∪ · · · ∪ V2,t2 ,

où pour t compris entre 1 et t2, la variété V2,t est irréductible de codimension 2 et
n’est pas contenue dans V . On obtient la majoration

t2 ≤ deg(V (G1, G2)) ≤ deg(G1) deg(G2) ≤ δ2,

par le théorème de Bézout. On pose

W2 := V2,1 ∪ · · · ∪ V2,t2 .

Cette variété peut éventuellement être vide.
On cherche maintenant une troisième combinaison linéaire de F1, . . . , Fr qui

intersecte proprement chacune des variétés V1,t et chacune des variétés V2,t. Fixons
un entier t entre 1 et t2. Comme V2,t * V , il existe x2,t ∈ V2,t et m2,t un entier
compris entre 1 et r tels que

Fm2,t(x2,t) 6= 0.

On considère alors l’hyperplan H2,t de Ar défini par

F1(x2,t)Y1 + · · ·+ Fr(x2,t)Yr = 0. (2.2.3)

D’après le lemme 2.2.1, comme t1 + t2 ≤ δ2 + δ, il existe

λ3 = (λ3,1, . . . , λ3,r) ∈ {0, . . . , δ2 + δ}r
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n’appartenant à aucun des hyperplans H1,t définis en (2.2.2), pour 1 ≤ t ≤ t1 et à
aucun des hyperplans H2,t définis en (2.2.3), pour 1 ≤ t ≤ t2. On pose finalement

G3 :=
r∑

j=1

λ3,jFj.

Par construction, V (G3) intersecte proprement V (G1) et W2 et on peut écrire :

V (G1, G3) = V2 ∪W3,

où W3 est pure de codimension 2 et n’a aucune composante en commun avec V2.
De plus, V (G3) ne contient également aucune des variétés V2,t, pour t compris
entre 1 et t2, et intersecte donc proprement chacune d’elles. Ainsi, W2 et W3 n’ont
aucune composante irréductible en commun, ce qu’on voulait. �

On sera amenés, au cours de l’exécution de l’algorithme E2b, à projeter des
variétés de Ak de codimension 2 sur Ak−1. Il nous faudra alors garantir que cette
projection possède de « bonnes » propriétés, ce qui est assuré par le lemme suivant
qui découle de [KPS01, Proposition 4.5].

Lemme 2.2.3. — Soit V ⊂ Ak une variété équidimensionnelle de codimension 2

que l’on écrit comme réunion de ses composantes irréductibles :

V =
⋃

l

Cl.

Alors il existe une matrice M = (mi,j) 1≤i≤k−1
1≤j≤k

dont les coefficients sont des entiers
positifs majorés par 2 deg(V )2 vérifiant la propriété suivante. Soit π l’application
linéaire définie par

π : Ak −→ Ak−1

x 7−→Mx,

alors les π(Cl) sont des hypersurfaces irréductibles de Ak−1 deux à deux distinctes.

Démonstration : D’après [KPS01, Proposition 4.5], il existe des entiers positifs

(mi,j) 1≤i≤k−1
1≤j≤k

majorés par 2 deg(V )2 tels que si

Li = mi,1X1 + · · ·+ mi,kXk pour 1 ≤ i ≤ k − 2,

alors
Z := V ∩ V (L1 + m1,0, . . . , Lk−2 + mk−2,0)
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est fini et de cardinal deg(V ). On cherche maintenant une forme linéaire Lk−1 qui
sépare les éléments de Z, dans le sens où pour ξ, ξ′ ∈ Z, on a

Lk−1(ξ) 6= Lk−1(ξ
′), si ξ 6= ξ′.

Pour ξ, ξ′ ∈ Z tels que ξ 6= ξ′, on considère l’hyperplan de Ak défini par

(ξ1 − ξ′1)X1 + · · ·+ (ξk − ξ′k)Xk = 0.

On peut former deg(V )(deg(V )− 1)/2 tels hyperplans et d’après le lemme 2.2.1,
il existe des entiers positifs mk−1,1, . . . ,mk−1,k majorés par deg(V )(deg(V )− 1)/2

tels que le point (mk−1,1, . . . ,mk−1,k) n’appartient à aucun de ces hyperplans. On
pose alors

Lk−1 = mk−1,1X1 + · · ·+ mk−1,kXk

et il est clair que cette forme linéaire sépare bien tous les points de Z. On considère
maintenant l’application linéaire π définie par :

π : Ak −→ Ak−1

x 7−→ (L1(x), . . . , Lk−1(x)).

Montrons qu’on a alors

π(V ) ∩ V (y1 + m1,0, . . . , yk−2 + mk−2,0) = π(Z). (2.2.4)

L’inclusion π(Z) ⊆ π(V ) ∩ V (y1 + m1,0, . . . , yk−2 + mk−2,0) étant claire, on ne
justifie que l’inclusion inverse. Si ζ ∈ π(V )∩V (y1 +m1,0, . . . , yk−2 +mk−2,0), alors
il existe ξ ∈ V tel que

ζ = π(ξ).

On a alors, pour 1 ≤ i ≤ k − 2 :

ζi = Li(ξ).

Comme de plus ζ ∈ V (y1 + m1,0, . . . , yk−2 + mk−2,0), on a : ζi = −mi,0, pour i

compris entre 1 et k − 2. On a donc bien

ξ ∈ V ∩ V (L1 + m1,0, . . . , Lk−2 + mk−2,0) = Z.

Comme la forme Lk−1 sépare les points de Z, on a

#π(Z) = #Z = deg(V ).

Cette égalité combinée à l’égalité (2.2.4) montre que π(V ) est une hypersurface
de Ak−1 de même degré que V .

On peut maintenant montrer que l’application π sépare les différentes com-
posantes irréductibles de V . Écrivons V comme la réunion de ses composantes
irréductibles :

V =
⋃

l

Cl.
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On a alors :

deg(V ) =
∑

l

deg(Cl). (2.2.5)

Pour chaque l, on pose

Zl := Cl ∩ V (L1 + m1,0, . . . , Lk−2 + mk−2,0).

Comme

Z =
⋃

l

Zl,

chaque Zl est un ensemble fini de cardinal majoré par deg(Cl) mais d’après (2.2.5),
on a nécessairement

#Zl = deg(Cl)

pour chaque l et de plus, Lk−1 sépare tous les points de Zl. Ainsi, π(Cl) est une
hypersurface de Ak−1 de même degré que Cl. Finalement, on a

π(Z) =
⋃

l

π(Zl),

et comme

deg (π(Z)) =
∑

l

deg (π(Zl)) ,

on a nécessairement, pour l 6= l′ : π(Zl) 6= π(Zl′) et donc π(Cl) 6= π(Cl′). �

Nous aurons également besoin de l’algorithme suivant qui sera utilisé comme
procédure auxiliaire par l’algorithme E2b. Comme celui-ci utilise des résultants,
nous en détaillons d’abord quelques propriétés dont on trouvera les démonstrations
dans [CLO97].

Etant donnés deux polynômes non nuls G1, G2 ∈ Q[X1, . . . , Xk], on écrit ces
polynômes

G1 = A1,0X
δ1
k + · · ·+ A1,δ1 , A1,0 6= 0,

G2 = A2,0X
δ2
k + · · ·+ A2,δ1 , A2,0 6= 0,

(2.2.6)

où les Ai,j sont des polynômes de Q[X1, . . . , Xk−1]. On définit alors le résultant par
rapport Xk de G1 et G2 et on note ResXk

(G1, G2), le déterminant de la matrice
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carrée de taille δ1 + δ2 :

A1,0 A2,0

A1,1 A1,0 A2,1 A2,0

A1,1
. . . A2,1

. . .
... . . . A1,0

... . . . A2,0
... A1,1

... A2,1

A1,δ1 A2,δ2

A1,δ1

... A2,δ2

...
. . . . . .

A1,δ1 A2,δ2


,

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
δ2 colonnes δ1 colonnes

où les espaces vides sont complétés par des 0. On peut montrer que ce polynôme
est un élément de l’idéal (G1, G2) ∩ Q[X1, . . . , Xk−1] qui est nul si et seulement
si les polynômes G1 et G2 ont un facteur commun dans Q[X1, . . . , Xk] ayant un
degré non nul en Xk.

Nous utiliserons, pour justifier la correction de l’algorithme E2a, la proposition
classique suivante que l’on peut trouver dans [CLO97, Chapter 3, §6] :

Proposition 2.2.4. — Soient G1, G2 ∈ Q[X1, . . . , Xk] et soient A1,0 et A2,0 dé-
finis comme dans (2.2.6). Si ResXk

(G1, G2) s’annule en un point (x1, . . . , xk−1) ∈
Ak−1, alors on a :

1. soit A1,0 et A2,0 s’annulent en (x1, . . . , xk−1).

2. soit il existe xk ∈ A1 tel que G1 et G2 s’annulent en (x1, . . . , xk).

On peut maintenant décrire l’algorithme E2a.

Lemme 2.2.5. — (Algorithme E2a) Il existe un algorithme qui a la propriété
suivante : soient deux polynômes G1, G2 ∈ Z[X1, . . . , Xk] définissant une variété
de codimension 2 et une matrice M = (ms,t) 1≤s≤k−1

1≤t≤k
∈ Mk−1×k(Z) de rang k − 1

définissant une application linéaire

π : Ak −→ Ak−1

x 7−→Mx.

L’algorithme renvoie un polynôme G̃ ∈ Z[X1, . . . , Xk−1] ayant la propriété sui-
vante. Si G1, G2 définissent une variété de codimension 2 et si pour toute compo-
sante irréductible C de V (G1, G2), la variété π(C) est une hypersurface de Ak−1,
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alors
V (G̃) = π(V (G1, G2)).

Algorithme E2a

Entrée : Une matrice M = (ms,t) 1≤s≤k−1
1≤t≤k

à coefficients entiers et de rang k− 1 et
deux polynômes G1, G2 ∈ Z[X1, . . . , Xk].
Sortie : Un polynôme G̃ ∈ Z[X1, . . . , Xk−1] satisfaisant les conditions du lemme
2.2.5.

1. On choisit pour mk = (mk,1, . . . ,mk,k) l’un des k vecteurs de la base cano-
nique de Qk, de telle sorte que la matrice (ms,t) 1≤s≤k

1≤t≤k
soit inversible et on

fait
M ′ ←− (ms,t) 1≤s≤k

1≤t≤k
.

2. Pour i = 1, 2, on fait G̃i(X)←− Gi(M
′−1X).

3. Pour i = 1, 2, on pose δi = degXk
(G̃i) et on définit Ai,0(X1, . . . , Xk−1) de

sorte que

G̃i(X1, . . . , Xk) = Ai,0(X1, . . . , Xk−1)X
δi
k + G′

i,

où G′
i ∈ Z[X1, . . . , Xk] et degXk

(G′
i) < δi.

4. On fait

R←− ResXk
(G̃1, G̃2) ∈ Z[X1, . . . , Xk−1],

G̃←− 1.

5. On détermine la décomposition du polynôme R en facteurs irréductibles dans
Z[X1, . . . , Xk−1] que l’on écrit :

R = Re1
1 · · ·Reu

u .

6. Pour 1 ≤ i ≤ u, si codim(V (G̃1, G̃2, Ri)) = 2, alors on fait

G̃←− G̃ ·Ri.

7. On renvoie G̃ et on termine.

Démonstration : Supposons que G1, G2 définissent une variété de codimension 2

et que pour toute composante irréductible C de V (G1, G2), la variété π(C) est
une hypersurface de Ak−1 et montrons que, dans ce cas, le polynôme G̃ renvoyé
par cet algorithme vérifie bien :

V (G̃) = π(V (G1, G2)).
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Comme la matrice M est de rang k − 1, il existe un choix de

mk = (mk,1, . . . ,mk,k)

parmi les k vecteurs de la base canonique de Qk qui rend la matrice M ′ de l’étape 1
inversible. On peut calculer pour chacun de ces k choix possibles le déterminant
de la matrice obtenue et choisir pour mk un des vecteurs qui rend ce déterminant
non nul. La matrice M ′ définit alors un isomorphisme ι de Ak et si on note

π′ : Ak −→ Ak−1

(x1, . . . , xk) 7−→ (x1, . . . , xk−1),

on a
π′ ◦ ι = π.

Les polynômes G̃1 et G̃2 définis à l’étape 2 vérifient alors :

ι (V (G1, G2)) = V
(
G̃1, G̃2

)
.

Il nous suffit donc de montrer que le polynôme G̃ renvoyé par l’algorithme est tel
que

V (G̃) = π′
(
V
(
G̃1, G̃2

))
.

Soient A1,0 et A2,0 les polynômes définis à l’étape 3 et R le résultant par rapport à
la variable Xk de G̃1 et G̃2. Remarquons tout d’abord que R est non nul puisqu’on
a supposé que G1 et G2 définissent une variété de codimension 2. De plus, comme
l’application π′ envoie chaque composante irréductible de

V
(
G̃1, G̃2

)
sur une hypersurface de Ak−1, la sous-variété

π′
(
V
(
G̃1, G̃2

))
est pure de codimension 1 et peut donc être définie par une seule équation G̃.

Montrons qu’on peut choisir comme équation le polynôme G̃ calculé à l’étape 6.
D’après la proposition 2.2.4, pour x′ ∈ Ak−1, on a R(x′) = 0 si et seulement si ou
bien il existe xk ∈ A1 tel que

G̃1(x
′, xk) = G̃2(x

′, xk) = 0,

ou bien
A1,0(x

′) = A2,0(x
′) = 0.

Et de façon équivalente, on a R(x′) = 0 si et seulement si

x′ ∈ π′
(
V
(
G̃1, G̃2

))
ou x′ ∈ V (A1,0, A2,0).
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Ainsi, on a

π′
(
V
(
G̃1, G̃2

))
⊆ V (R)

et donc il existe un diviseur G̃ de R dans Q[X1, . . . , Xk−1] tel que

V (G̃) = π′
(
V
(
G̃1, G̃2

))
.

On détermine alors la décomposition du polynôme R en produit de facteurs
irréductibles dans Q[X1, . . . , Xk−1] :

R = Re1
1 · · ·Reu

u .

Il nous reste alors à déterminer, pour chaque facteur Ri de R, si

V (Ri) ⊆ π′
(
V
(
G̃1, G̃2

))
.

Cette condition est équivalente à ce que V (Ri), vue comme sous-variété de Ak,
contienne une composante de V (G̃1, G̃2) de codimension 2 et on teste cette condi-
tion en calculant

codim(V (G̃1, G̃2, Ri)).

De nombreux algorithmes existent pour calculer la dimension d’une variété, on
peut par exemple se référer à [CLO97, Chapitre 9]. Si cette codimension est
égale à 2, c’est que V (Ri) contient effectivement une composante irréductible de
la variété V (G̃1, G̃2) et dans ce cas, on ajoute le facteur Ri à G̃. Ainsi construit,
le polynôme G̃ vérifie bien

V (G̃) = π′
(
V
(
G̃1, G̃2

))
.

�

2.2.2. Intersection complète en dehors d’un ouvert. — Etant donnée une
variété V ⊂ An de codimension i, où 0 ≤ i ≤ n, une question naturelle est de
savoir s’il est possible de définir la variété V par exactement i équations. On dit
dans ce cas que la variété V est une intersection complète.

Ce n’est pas le cas en général mais on peut malgré tout décrire V comme une
intersection complète à l’intérieur d’un ouvert dont le complémentaire est une
hypersurface, comme le montre le résultat suivant. Comme on ne s’intéressera
qu’au cas de variétés de codimension 2, on n’énonce le résultat que dans ce cas
pour alléger les notations. On remarque cependant que les méthodes utilisées
peuvent s’adapter pour traiter le cas où la variété est de codimension quelconque.

Proposition 2.2.6. — (Algorithme E2b) Il existe un algorithme qui a la pro-
priété suivante. Soient F1, . . . , Fr ∈ Z[X1, . . . , Xk] des polynômes définissant une
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variété V de codimension au moins 2. Si V est de codimension égale à 2, l’algo-
rithme détermine trois polynômes P1, P2, Fr+1 ∈ Z[X1, . . . , Xk] tels que :

1. V \V (Fr+1) = V (P1, P2)\V (Fr+1).

2. V (Fr+1) ne contient aucune composante de V de codimension 2.

Dans le cas où V est de codimension au moins 3, l’algorithme renvoie « RIEN ».

Remarque. Dans le cas où k = 2, les polynômes F1, . . . , Fr définissent un nombre
fini de points et la seconde condition de cette proposition assure qu’on a

V (P1, P2) = V,

puisque V (Fr+1) ne contient aucun point de V (F1, . . . , Fr).

Algorithme E2b

Entrée : F1, . . . , Fr ∈ Z[X1, . . . , Xk] définissant une variété V de codimension au
moins 2.
Sortie : P1, P2, Fr+1 ∈ Z[X1, . . . , Xk] tels que V \V (Fr+1) = V (P1, P2)\V (Fr+1)

et tels que V (Fr+1) ne contient aucune composante de V de codimension 2, ou
« RIEN ».

Avant de décrire la procédure, on donne quelques notations : on note δ le maxi-
mum des degrés totaux des polynômes F1, . . . , Fr et on écrit, comme dans l’énoncé
du lemme 2.2.2,

V = V2 ∪ V≥3,

où V2 et V≥3 désignent respectivement la réunion des composantes de V de codi-
mension 2 et de codimension supérieure ou égale à 3. On introduit également un
ensemble E de couples de matrices qui nous servira de compteur.

1. On teste si V est de codimension au moins 3. Si c’est le cas, on renvoie
« RIEN » et on termine. Sinon, on passe à l’étape 2.

2. On pose

E ←− ∅.

3. (a) On choisit une matrice L = (λi,j) 1≤i≤3
1≤j≤r

dont les coefficients sont des
entiers positifs et majorés par δ2 + δ. On choisit une matrice M =

(ms,t) 1≤s≤k−1
1≤t≤k

de rang k− 1 dont les coefficients sont des entiers positifs
et majorés par 4δ4 et on impose également que (L, M) /∈ E.
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(b) Pour i = 1, 2, 3, on fait

Gi ←−
r∑

j=1

λi,jFj.

4. On applique l’algorithme E2a à G1, G2 et M (resp. à G1, G3 et M) et on
appelle H2 (resp. H3) la sortie. On pose :

H4 ←−
H2

pgcd(H2, H3)
,

P1 ←−G1,

P2 ←−G2,

Fr+1 ←−H4(MX).

5. Si les deux conditions

V \V (Fr+1) = V (P1, P2)\V (Fr+1),

V (Fr+1) ne contient aucune composante de V de codimension 2

sont satisfaites, on renvoie (P1, P2, Fr+1) et on termine sinon on fait

E := E ∪ {(L, M)}

et on retourne à l’étape 3.

Démonstration : Montrons que cette procédure vérifie bien les conditions de la
proposition 2.2.6. Dans un premier temps, on détaille le fonctionnement et la
correction de la procédure. Dans un second temps, nous expliquerons comment
on peut réaliser les tests effectués lors des différentes étapes et comment on peut
choisir les entiers λi,j et ms,t.

Supposons tout d’abord que la variété V est de codimension au moins 3. Alors
l’algorithme termine à l’étape 1 et le résultat renvoyé est correct.

Dans le cas contraire, la variété V est de codimension 2. Comme l’étape 5
consiste à tester les conditions imposées par la proposition 2.2.6, si la procédure
renvoie un résultat, il sera correct. Il nous suffit donc de montrer qu’il existe un
choix de (L, M) à l’étape 3a pour lequel les conditions de la propositions 2.2.6
sont remplies. Le lemme 2.2.2 garantit qu’il existe un choix de L pour lequel les
polynômes G1, G2, G3 formés à l’étape 3b vérifient les conditions suivantes :

V (G1, G2) = V2 ∪W2,

V (G1, G3) = V2 ∪W3,
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où V2, W2 et W3 sont pures de codimension 2 et n’ont deux à deux aucune com-
posante irréductible commune. Ecrivons

V2 ∪W2 ∪W3 =
⋃

l

Cl,

où chaque Cl est irréductible de codimension 2. Alors d’après le lemme 2.2.3, il
existe aussi un choix de M pour lequel les π(Cl) sont des hypersurfaces irréduc-
tibles de Ak−1 deux à deux distinctes, où π désigne l’application linéaire de Ak

dans Ak−1 définie par la matrice M . D’après le lemme 2.2.5 (Algorithme E2a), les
polynômes H2 et H3, calculés à l’étape 4, sont respectivement des équations pour
les hypersurfaces π(V2 ∪W2) et π(V2 ∪W3). Ces conditions garantissent que le
polynôme H4 est une équation pour l’hypersurface π(W2) de Ak−1. Par construc-
tion, le polynôme Fr+1 définit une hypersurface de Ak qui contient W2 mais ne
contient aucune composante de V2 de codimension 2. Ainsi, la deuxième condition
de la proposition 2.2.6 est satisfaite. Montrons maintenant la première, c’est à dire
qu’on a bien :

V \V (Fr+1) = V (P1, P2)\V (Fr+1). (2.2.7)
On a d’une part :

V (P1, P2)\V (Fr+1) = V (G1, G2)\V (Fr+1)

= (V2 ∪W2)\V (Fr+1)

= V2\V (Fr+1).

D’autre part, comme les polynômes G1 et G2 sont des combinaisons linéaires des
polynômes F1, . . . , Fr, on a

V2 ∪ V≥3 ⊆ V (G1, G2) = V2 ∪W2.

Ceci montre que
V≥3 ⊆ W2,

car une composante irréductible de V≥3 ne peut être incluse dans V2. Ainsi,

V \V (Fr+1) = (V2 ∪ V≥3)\V (Fr+1) = V2\V (Fr+1),

puisque
V≥3 ⊆ W2 ⊆ V (Fr+1).

Ainsi, l’égalité (2.2.7) est vérifiée et la sortie de l’algorithme vérifie bien les condi-
tions du lemme 2.2.6.

Expliquons maintenant comment on peut réaliser les différents tests effectués
au cours de cette procédure. Pour le calcul de la dimension de V à l’étape 1,
on peut utiliser la procédure décrite dans [CLO97, Chapitre 9]. A l’étape 5,
l’inclusion V ⊆ V (P1, P2) est toujours vérifiée puisque les polynômes P1 et P2
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sont des combinaisons linéaires des polynômes F1, . . . , Fr définissant V . Montrons
donc comment on peut tester l’inclusion

V \V (Fr+1) ⊇ V (P1, P2)\V (Fr+1).

La condition
V (P1, P2)\V (Fr+1) ⊆ V

est équivalente à
V (P1, P2)\V (F1Fr+1, . . . , FrFr+1) = ∅.

Soit Z une variable additionnelle, cette dernière égalité est équivalente à l’ap-
partenance du polynôme 1 à l’idéal(

P1, P2,
r∏

i=1

(1− ZFr+1Fi)

)
⊆ Q[X1, . . . , Xk, Z]

et cette condition peut être testée en utilisant un test d’appartenance à un idéal
comme celui décrit dans [CLO97, Chapitre 2].

Enfin, la sous-variété V (Fr+1) ne contient aucune composante de V de codimen-
sion 2 si et seulement si V ∩ V (Fr+1) = V (F1, . . . , Fr, Fr+1) est de codimension
au moins 3 et on peut encore calculer cette codimension en utilisant [CLO97,
Chapitre 9]. �

Dans le cas où V est de codimension 2, on peut remarquer que l’on a nécessai-
rement

codim(V (F1, . . . , Fr+1)) = 3 ou V (F1, . . . , Fr+1) = ∅. (2.2.8)

En effet, si χ est une composante de la variété V (F1, . . . , Fr), le point 2. de la
proposition 2.2.6 garantit que χ n’est pas incluse dans V (Fr+1). Ainsi

codim(χ ∩ V (Fr+1)) = codim(χ) + 1 ou χ ∩ V (Fr+1) = ∅

et on a bien le résultat annoncé. Cette remarque sera importante pour justifier la
correction de l’algorithme E2 du théorème 2.3.6.

2.3. Généralisation conditionnelle en 2 variables

Si on assume une version effective de la conjecture de Zilber (voir la conjec-
ture 2.3.2 dans la section 2.3.1), on peut établir le résultat suivant :

Théorème 2.3.1. — (Algorithme E) Il existe un algorithme qui a la propriété
suivante : étant donnés f1, f2, f3 ∈ Z[X, Y ] donnés par leur représentation lacu-
naire, l’algorithme détermine un ensemble de polynômes {pi}i∈I de Z[µ∞][X, Y ]



2.3. GÉNÉRALISATION CONDITIONNELLE EN 2 VARIABLES 65

et un ensemble fini de triplets de polynômes {(qj,1, qj,2, qj,3)}j∈J de Z[µ∞][X, Y ]

donnés par leur représentation lacunaire tels que

V (f1, f2, f3) =
⋃
i∈I

V (pi) ∪
⋃
j∈J

V (qj,1, qj,2)\V (qj,3).

Cet algorithme nécessite au plus

ON,h(I(log d) log log d)

opérations binaires, où d est une borne pour le degré total des polynômes, h une
borne pour leur hauteur et N une borne pour le nombre de termes non nuls de
chacun de ces polynômes. De plus I et J possèdent ON,h(1) éléments, le nombre
de termes non nuls et la hauteur des polynômes en sortie de l’algorithme sont
majorés par ON,h(1) et ces polynômes sont de degré au plus ON,h(d).

L’algorithme E correspondant à ce théorème sera décrit à la section 2.3.5.

Soit (σ, τ) un zéro commun de f1, f2 et f3. On étudie d’abord le cas où au moins
une des coordonnées de (σ, τ) est nulle, ce qui ramène simplement à des polynômes
en une variable et donc peut être traité avec les algorithmes A et D décrits au
chapitre 1. Une fois ces cas traités, on peut supposer que σ et τ sont tous deux non
nuls, ce qui nous permet de nous placer dans G2

m. On va alors distinguer trois cas
selon que (σ, τ) appartient à H0, à H1\H0 ou à H2\H1. Ces trois cas peuvent être
traités dans un ordre quelconque. Pour faciliter la compréhension, nous traiterons
d’abord le cas de H0 (Algorithme E0), puis le cas de H2\H1 (Algorithme E2) et
enfin le cas de H1\H0 (Algorithme E1) qui est un peu plus technique.

On pourrait s’attendre à ce que les points isolés de V (f1, f2, f3) soient définis par
seulement deux équations car une variété de dimension 0 est toujours intersection
complète. La représentation que nous obtenons de ces points dans le théorème 2.3.1
est moins bonne mais on peut remarquer qu’on arrive tout de même à représenter
les points isolés de V (f1, f2, f3) ∩ H0 et V (f1, f2, f3) ∩ (H1\H0) comme réunion
d’intersections complètes comme on peut le voir dans les théorèmes 2.3.4 et 2.3.8.
Nous ne sommes pas parvenus à représenter les points de V (f1, f2, f3) ∩ (H2\H1)

de la même façon car la recherche de ces points fait intervenir la résolution de
variétés de dimension positive, qui elles ne sont pas toujours des intersections
complètes comme on l’a déjà remarqué avant d’énoncer la proposition 2.2.6. Il
serait intéressant de comprendre si cette difficulté peut être contournée et si on
peut représenter l’ensemble des points isolés de V (f1, f2, f3) comme réunion d’au
plus On,h(1) intersections complètes dans A2.
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2.3.1. Conjecture de Zilber. — L’algorithme E2 est basé sur une version
effective de la conjecture de Zilber, généralisation naturelle du théorème 2.1.3,
comme nous l’expliquons maintenant.

Pour x ∈ Gk
m et b ∈ Zk, on note comme dans le premier chapitre :

xb = xb1
1 · · ·x

bk
k ∈ Q∗

.

Conjecture 2.3.2. — Soit χ une variété de Gk
m de codimension au moins r.

Alors il existe B2(χ) > 0 vérifiant la propriété suivante : soient σ1, . . . , σr−1 ∈ Q∗

et a1 . . . , ar−1 ∈ Zk tels que

x = σa1
1 · · ·σ

ar−1

r−1 ∈ χ,

alors il existe b ∈ Zk\{0} tel que

xb = 1 et ||b|| ≤ B2(χ).

En particulier, si σ1, . . . , σr−1 sont multiplicativement indépendants, on a :

〈a1, b〉 = · · · = 〈ar−1, b〉 = 0.

Ce résultat est une conséquence de la conjecture suivante due à Zilber (voir
[BMZ07, Conjecture 5.2]).

Conjecture 2.3.3. — Soit χ une variété irréductible de Gk
m définie sur C. Alors

il existe un ensemble fini Ω = Ωχ de translatés ζT de tores T ( Gk
m par des points

de torsion ζ satisfaisant la propriété suivante. Pour tout translaté K d’un sous-
groupe algébrique par un point de torsion et pour toute composante Y de χ ∩ K

satisfaisant
dimY > dim χ + dim K − k,

on a Y ⊆ ζT pour un certain ζT ∈ Ω.

Vérifions que la conjecture 2.3.2 est bien une conséquence de la conjecture 2.3.3.
Supposons dans un premier temps que la variété χ est irréductible. Considé-
rons {ζ1T1, . . . , ζsTs} = Ωχ un ensemble fini de translatés de sous-tores vérifiant
la conjecture de Zilber 2.3.3, où les Ti sont strictement inclus dans Gk

m. Ces sous-
tores peuvent être définis par des équations monomiales. Ainsi, pour i compris
entre 1 et s, on peut trouver vi ∈ Zk tel que

zvi = z
vi,1

1 · · · zvi,k
n = 1, ∀z ∈ Ti.

On a alors
zord(ζi)vi = 1, ∀z ∈ ζiTi,

où ord(ζi) désigne l’ordre de ζi dans le groupe multiplicatif µk
∞. On pose

B2(χ) := max
1≤i≤s

||vi|| ord(ζi).
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Soient maintenant σ1, . . . , σr−1 ∈ Q∗ et a1, . . . ar−1 ∈ Zk tels que

x = σa1
1 · · ·σ

ar−1

r−1 ∈ χ

et {e1, . . . , ek−r+1} une famille libre du sous-groupe de Zk formé des vecteurs
orthogonaux à a1, . . . ,ar−1. Soient également K le sous-groupe algébrique de Gk

m

de dimension r − 1 défini par :

K := {z ∈ Gk
m : zei = 1, ∀ 1 ≤ i ≤ k − r + 1}

et Y la composante irréductible de K ∩χ à laquelle appartient x. On a dimY ≥ 0

et dim χ + dim K − k ≤ k − r + r − 1− k = −1 donc

dimY > dim χ + dim K − k.

Par la conjecture 2.3.3, il existe 1 ≤ i ≤ s tel que Y ⊂ ζiTi. Ainsi x ∈ ζiTi

et x satisfait une équation monomiale de norme inférieure à B2(χ). Ainsi, la
conjecture 2.3.3 implique la conjecture 2.3.2 dans le cas où χ est irréductible.

Dans le cas général, on écrit χ comme réunion de composantes irréductibles :

χ = χ1 ∪ · · · ∪ χs.

Pour chaque 1 ≤ j ≤ s, on peut trouver B2(χj) satisfaisant la conclusion de la
conjecture 2.3.2 appliquée à χj. Si

x = σa1
1 · · ·σ

ar−1

r−1 ∈ χ,

alors x appartient à l’un des χj, où 1 ≤ j ≤ s. Ainsi, x vérifie une équation
monomiale de norme majorée par

B2(χ) := max
1≤j≤s

B2(χj)

et on a bien le résultat voulu.

Remarque. Dans la suite, nous utiliserons uniquement la conjecture 2.3.2 dans
le cas où r = 3. Celle-ci sera nécessaire pour garantir la validité des résultats de
la section 2.3.3 et en particulier la validité de l’algorithme E2.

2.3.2. Points de H0. — On cherche dans un premier temps à déterminer les
points de V (f1, f2, f3) dont les deux coordonnées sont des racines de l’unité, i.e. les
points de V (f1, f2, f3)∩H0. On peut pour cela utiliser l’algorithme C décrit dans
le premier chapitre dans le cas particulier de trois polynômes à deux variables. On
obtient :
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Théorème 2.3.4. — (Algorithme E0) Il existe un algorithme qui a la propriété
suivante. Soient f1, f2, f3 ∈ Q[X, Y ] donnés par leur représentation lacunaire.
L’algorithme détermine deux familles finies de sous-variétés de torsion

Vi = V (Xαi,1Y αi,2 − ζi) i ∈ I,

Wj = V (Xβj,1Y βj,2 − ζj, X
β′j,1Y β′j,2 − ζ ′j) j ∈ J

telles que
V (f1, f2, f3) ∩H0 ⊆

⋃
i∈I

Vi ∪
⋃
j∈J

Wj ⊆ V (f1, f2, f3).

Cet algorithme nécessite
ON,h (I(log d) log log d)

opérations binaires, où d est une borne pour le degré total des polynômes, h une
borne pour leur hauteur et N une borne pour le nombre de termes non nuls de
chacun de ces polynômes. De plus, les ensembles I et J possèdent au plus ON,h(1)

éléments et tous les polynômes en sortie sont de degré majoré par ON,h(d), de
hauteur majorée par ON,h(1) et possèdent au plus ON,h(1) termes non nuls.

Remarque. Les polynômes Xαi,1Y αi,2−ζi qui définissent les sous-variétés Vi sont
des facteurs communs aux polynômes f1, f2 et f3 et les sous-variétés Wj décrivent
les points isolés de V (f1, f2, f3) ∩H0.

2.3.3. Points de H2\H1. — On suppose dans tout ce paragraphe que la conjec-
ture 2.3.2 est établie dans le cas où r = 3. Expliquons maintenant comment on
peut obtenir une représentation des points de V (f1, f2, f3) ∩ (H2\H1). Pour pou-
voir décrire la procédure, que nous appellerons Algorithme E2, qui détermine une
représentation de ces points, nous avons besoin de la procédure auxiliaire suivante
qui est l’analogue en deux variables de l’algorithme D2 de la proposition 2.1.5.

Proposition 2.3.5. — (Algorithme E2c) Il existe un algorithme qui a la pro-
priété suivante. Soient k ≥ 3, F1, . . . , Fr ∈ Z[X1, . . . , Xk] de degré au plus δ et
de hauteur au plus h et a, b ∈ Zk satisfaisant ||a||, ||b|| ≤ d. S’il existe σ, τ ∈ Q∗

multiplicativement indépendants tels que σaτ b appartient à une composante irré-
ductible de V (F1, . . . , Fr) ⊆ Gk

m de codimension au moins 3, l’algorithme renvoie
un ensemble de r polynômes F ′

1, . . . , F
′
r ∈ Z[X1, . . . , Xk−1] et a′, b′ ∈ Zk−1 tels que

F1

(
XaY b

)
= F ′

1(X
a′Y b′)

...

Fr

(
XaY b

)
= F ′

r(X
a′Y b′)

(2.3.1)
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en au plus
Ok,h,δ(I(log d) log log d)

opérations binaires. De plus, les polynômes F ′
1, . . . , F

′
r sont de degré et de hauteur

majorés par Ok,h,δ(1) et ||a′||, ||b′|| = Ok,h,δ(d).

Décrivons tout d’abord la procédure :

Algorithme E2c

Entrée : F1, . . . , Fr ∈ Z[X1, . . . , Xk] et a, b ∈ Zk.
Sortie : F ′

1, . . . , F
′
r ∈ Z[X1, . . . , Xk−1] et a′, b′ ∈ Zk−1 satisfaisant les conditions

de la proposition 2.3.5 ou « RIEN ».

1. Tester parmi tous les vecteurs de Zk\{0} de norme au plus B2(V (F1, . . . , Fr))

(où B2 est défini à la conjecture 2.3.2), s’il en existe un qui est orthogonal à
a et b. Si oui, appeler c un tel vecteur, sinon renvoyer « RIEN » et terminer.

2. Déterminer une base {c1, . . . , ck−1} du sous-groupe de Zk formé des vecteurs
orthogonaux à c à l’aide de l’algorithme D1.

3. Déterminer les coordonnées a′ et b′ de a et b dans cette base.

4. Pour 1 ≤ i ≤ r, faire

F ′
i (X1, . . . , Xk−1)←− Fi

(
X

c1,1

1 · · ·Xck−1,1

k−1 , . . . , X
c1,k

1 · · ·Xck−1,k

k−1

)
,

5. Renvoyer (F ′
1, . . . , F

′
r, a

′, b′) et terminer.

Démonstration de la proposition 2.3.5 : Montrons que la procédure E2c satisfait
bien les conditions de cette proposition. Supposons qu’il existe σ, τ ∈ Q∗ multipli-
cativement indépendants tels que σaτ b appartient à une composante irréductible
de V (F1, . . . , Fr) de codimension au moins 3. D’après la conjecture 2.3.2, il existe
un vecteur c ∈ Zk\{0} orthogonal à a et b vérifiant ||c|| ≤ B2(V (F1, . . . , Fr)).
Supposons qu’on choisisse ce vecteur à l’étape 1. Comme a et b sont orthogo-
naux à c, ces vecteurs sont bien combinaisons entières des vecteurs c1, . . . , ck−1

calculés à l’étape 2. Pour voir que les polynômes F ′
1, . . . , F

′
r définis à l’étape 4

satisfont la condition (2.3.1) de la proposition 2.3.5, il suffit de faire la substitu-
tion Xj := Xa′jY b′j , pour 1 ≤ j ≤ k − 1.

Evaluons maintenant le nombre d’opérations binaires effectuées par l’algori-
thme E2c ainsi que la taille de la sortie. La première étape de l’algorithme né-
cessite de tester pour Ok,h,δ(1) vecteurs s’ils sont orthogonaux ou non à a et b

et nécessite d’effectuer Ok,h,δ(log d) opérations binaires. Remarquons que si l’al-
gorithme ne s’arrête pas à l’étape 1, on a ||c|| ≤ B2(V (F1, . . . , Fr)) = Ok,h,δ(1).
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A l’étape 2, l’application de l’algorithme D1 au vecteur c nécessite Ok,h,δ(1) opé-
rations binaires. On obtient alors ||ci|| = Ok,h,δ(1), pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1,
d’après le lemme 2.1.4. Pour calculer les coordonnées de a et b à l’étape 3, il
suffit d’inverser la matrice des ci, ce qui nécessite Ok,h,δ(1) opérations binaires,
puis de multiplier le résultat par a et b. La complexité binaire de ces deux mul-
tiplications est majorée par Ok,h,δ(log d) qui est également une borne pour le
nombre d’opérations effectuées à cette étape. On obtient ainsi les deux majora-
tions ||a′|| = Ok,h,δ(d) et ||b′|| = Ok,h,δ(d). L’étape 4 de l’algorithme n’est qu’une
substitution qui nécessite Ok,h,δ(1) opérations binaires. On observe également que
les polynômes F ′

1, . . . , F
′
r sont de hauteur et de degré majorés par Ok,h,δ(1) comme

annoncé dans la proposition 2.3.5. �

Remarque. Tester tous les vecteurs de norme au plus B2(V (F1, . . . , Fr)) à la
première étape n’est pas réalisable en pratique et on peut apporter à cette étape
la même modification que l’on avait suggérée à la fin de l’algorithme D2. Pour évi-
ter cette recherche exhaustive, on peut déterminer une base LLL-réduite du sous-
groupe de Zk formé des vecteurs orthogonaux à a et b, à l’aide de l’algorithme D1,
et appeler c le plus petit vecteur de cette base. Le lemme [GG03, Theorem 16.9,
p. 466] et la conjecture 2.3.2 garantissent que s’il existe σ, τ ∈ Q∗ multiplicati-
vement indépendants et tels que σaτ b appartient à une composante irréductible
de V (F1, . . . , Fr) de codimension au moins 3, alors ||c|| ≤ 2k−1B2(V (F1, . . . , Fr)).
On obtient ainsi un vecteur c non nul, orthogonal aux vecteurs a, b et de norme
contrôlée sans avoir à parcourir l’ensemble de tous les vecteurs de norme majorée
par B2(V (F1, . . . , Fr)). De la même façon que pour l’algorithme D, la complexité
théorique de l’algorithme qui découle de cette modification n’est plus linéaire en
log d mais seulement polynomiale en log d à cause de l’application de l’algorithme
LLL, c’est pourquoi on a préféré ne pas inclure cette modification ici.

On peut maintenant démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.3.6. — (Algorithme E2) Il existe un algorithme qui a la propriété
suivante. Soient f1, f2, f3 ∈ Z[X, Y ] des polynômes donnés par leur représentation
lacunaire, de degré au plus d, de hauteur au plus h et possédant au plus N termes
non nuls. L’algorithme détermine la représentation lacunaire d’un polynôme p ∈
Z[X, Y ] et un ensemble fini S de triplets de polynômes de Z[X, Y ] tels que :

V (f1, f2, f3) ∩ (H2\H1) ⊆ V (p) ∪
⋃

(p1,p2,p3)∈S

V (p1, p2)\V (p3) ⊆ V (f1, f2, f3).

(2.3.2)
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en au plus

ON,h (I(log d) log log d)

opérations binaires, où d est une borne pour le degré total des polynômes, h une
borne pour leur hauteur et N une borne pour le nombre de termes non nuls de
chacun de ces polynômes. De plus, #S = ON,h(1) et tous les polynômes en sortie
sont de degré majoré par ON,h(d), de hauteur majorée par ON,h(1) et possèdent au
plus ON,h(1) termes non nuls.

Décrivons tout d’abord la procédure. On rappelle la notation suivante déjà
introduite dans la section 1.3.1. Pour F (X) =

∑N
i=1 aiX

αi ∈ C[X±1
1 , . . . , X±1

n ],
on note

JF (X) = Xu1
1 · · ·Xun

n F (X),

où les entiers u1, . . . , un sont aussi petits que possibles et de telle sorte que JF

soit un polynôme.

Algorithme E2

Entrée : Trois polynômes f1, f2, f3 ∈ Z[X, Y ] donnés par leur représentation
lacunaire :

f1(X, Y ) =
n∑

i=1

f1,iX
aiY bi , f2(X, Y ) =

n∑
i=1

f2,iX
aiY bi , f3(X, Y ) =

n∑
i=1

f3,iX
aiY bi .

On autorise certains coefficients de f1, f2 et f3 à être nuls de façon à ce qu’ils
aient le même support. Si f1, f2 et f3 ont chacun au plus N termes non nuls, on
a n ≤ 3N .
Sortie : Un polynôme p ∈ Z[X, Y ] et un ensemble fini S de triplets de polynômes
de Z[X,Y ] donnés par leur représentation lacunaire satisfaisant les conditions du
théorème 2.3.6.
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1. Faire

F1(X1, . . . , Xn)←−
n∑

i=1

f1,iXi

F2(X1, . . . , Xn)←−
n∑

i=1

f2,iXi

F3(X1, . . . , Xn)←−
n∑

i=1

f3,iXi

a←−(a1, . . . , an)

b←−(b1, . . . , bn)

r ←−3

k ←−n

p←−1

S ←−∅.

2. Si k = 2 aller à l’étape 3, sinon appliquer l’algorithme E2c à (F1, . . . , Fr, a, b).
S’il renvoie « RIEN », aller à l’étape 3. Sinon, appeler (F ′

1, . . . , F
′
r, a

′, b′) le
quintuplet obtenu en sortie, faire (F1, . . . , Fr, a, b) ←− (F ′

1, . . . , F
′
r, a

′, b′),
k ←− k − 1 et recommencer l’étape 2.

3. Faire

D ←− pgcd(JF1, . . . , JFr)

p←− p ·D(XaY b),

Fi ←− JFi/D, pour 1 ≤ i ≤ r.

4. Appliquer l’algorithme E2b à (F1, . . . , Fr). S’il renvoie « RIEN », aller à
l’étape 6, sinon appeler (P1, P2, Fr+1) le triplet renvoyé par cet algorithme,
puis faire :

p1(X,Y )←− P1(X
aY b)

p2(X,Y )←− P2(X
aY b)

p3(X,Y )←− Fr+1(X
aY b)

S ←− S ∪ {(p1, p2, p3)}.

5. Si Fr+1 est constant ou si k = 2, aller à l’étape 6, sinon faire r ←− r + 1 et
aller à l’étape 2.

6. Renvoyer (p, S) et terminer.
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Démonstration du théorème 2.3.6 : Montrons que l’algorithme E2 satisfait bien
les conditions de ce théorème. Expliquons tout d’abord pourquoi il termine. Re-
marquons que l’étape 2 est exécutée au plus n − 2 fois puisqu’à chaque passage,
le nombre k de variables diminue d’une unité. Si, à l’étape 2, on obtient effective-
ment k = 2, on passe à l’étape 3 où on divise les polynômes F1, . . . , Fr par leur
pgcd. Ces polynômes définissent alors soit la variété vide soit une variété de dimen-
sion 0 puisque k = 2. Dans le premier cas, l’algorithme E2c à l’étape 4 renvoie
« RIEN », on passe à l’étape 6 et on termine. Dans le second cas, on applique
l’étape 4 puis l’étape 5 qui renvoie à l’étape 6 (car k = 2) où on termine à nou-
veau. Supposons maintenant qu’on passe à l’étape 3 avec k > 2, ce sera le cas si
l’algorithme E2c renvoie « RIEN » à l’étape 2 au bout d’un certain temps. On
exécute alors les étapes 3 puis 4. Si l’algorithme E2c renvoie « RIEN » à l’étape 4,
on passe à l’étape 6 et on termine. Sinon on passe à l’étape 5. Si Fr+1 est constant,
on va à l’étape 6 et on termine, sinon on retourne à l’étape 2 en remplaçant r

par r+1. D’après la remarque faite après la démonstration de la proposition 2.3.5,
on a alors

codim(V (F1, . . . , Fr, Fr+1)) = 3.

Ainsi, lorsqu’on applique à nouveau l’algorithme E2c à l’étape 2, celui-ci va à
nouveau faire diminuer le nombre k de variables. Ceci garantit que l’algorithme
termine.

Montrons maintenant que le polynôme p et l’ensemble S renvoyés par l’algo-
rithme vérifient bien la condition (2.3.2) du théorème 2.3.6. Soient σ, τ ∈ Q∗

multiplicativement indépendants tels que

f1(σ, τ) = f2(σ, τ) = f3(σ, τ) = 0.

Alors σaτ b ∈ V (F1, F2, F3), où F1, F2, F3 sont les polynômes à n variables définis
à l’étape 1. De plus, tant qu’on ne passe pas pour la première fois à l’étape 3,
d’après la proposition 2.3.5 (Algorithme E2c), on a après chaque application de
l’étape 2 :

f1(X, Y ) =F1(X
aY b)

f2(X, Y ) =F2(X
aY b)

f3(X, Y ) =F3(X
aY b).

Comme on l’a déjà vu, après au plus n − 2 itérations de l’étape 2, on passe à
l’étape 3. Si k = 2, on exécute les étapes 3 puis 4 et on obtient :

V (F1, F2, F3) = V (D),
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si l’algorithme E2c renvoie « RIEN » et sinon

V (F1, F2, F3) = V (D) ∪
(
V (P1, P2)\V (F4)

)
∪ V (F1, F2, F3, F4),

où P1, P2 et F4 sont les polynômes calculés à l’étape 4 qui vérifient la propo-
sition 2.3.5 appliquée aux polynômes F1, F2, F3. La deuxième condition de cette
proposition implique dans ce cas que

V (F1, F2, F3, F4) = ∅,

puisque V (F4) ne contient aucune composante de codimension 2 (et donc aucun
point) de V (F1, F2, F3). On a alors

V (F1, F2, F3) = V (D) ∪
(
V (P1, P2)\V (F4)

)
.

Dans les deux cas, l’algorithme termine, la première inclusion de (2.3.2) est vérifiée
et la seconde est en fait une égalité. Supposons maintenant k ≥ 3. D’après la
proposition 2.3.5 (Algorithme E2c), tous les points de

V (F1, F2, F3) ∩ (H2\H1)

sont dans une composante irréductible de V (F1, F2, F3) de codimension au plus 2.
Si σaτ b est dans une composante de codimension 1 de V (F1, F2, F3), il annule le
pgcd de F1, F2 et F3, c’est à dire le polynôme D déterminé à l’étape 3. Ainsi, (σ, τ)

annule le polynôme p renvoyé par l’algorithme E2 qui, par construction, est un
diviseur des polynômes f1, f2 et f3. Supposons maintenant que σaτ b appartient à
une composante de V (F1, F2, F3) de codimension 2 et appelons encore F1, F2 et F3

les polynômes obtenus après division par leur pgcd à l’étape 3. On a alors après
l’étape 4 :

V (F1, F2, F3) =
(
V (F1, F2, F3)\V (F4)

)
∪ V (F1, F2, F3, F4)

=
(
V (P1, P2)\V (F4)

)
∪ V (F1, F2, F3, F4),

(2.3.3)

d’après la proposition 2.3.5 (Algorithme E2c). Si σaτ b ∈ V (P1, P2)\V (F4), alors
on a (σ, τ) ∈ V (p1, p2)\V (p3). Par ailleurs, V (p1, p2)\V (p3) ⊆ V (f1, f2, f3) d’après
l’égalité (2.3.3). Supposons maintenant que σaτ b ∈ V (F1, F2, F3, F4). On a remar-
qué en (2.2.8), après la proposition 2.2.6 (Algorithme E2b), que V (F1, F2, F3, F4)

est nécessairement de codimension 3. On retourne alors à l’étape 2 et comme
de plus la variété V (F1, F2, F3, F4) possède un point de H2\H1 (le point σaτ b)
dans une de ses composantes de codimension au moins 3, l’application de l’algori-
thme E2c au sextuplet (F1, F2, F3, F4, a, b) fait diminuer le nombre de variables
d’une unité. On peut alors appliquer à nouveau le raisonnement précédent et fina-
lement, (σ, τ) appartient à V (p1, p2)\V (p3), où (p1, p2, p3) est l’un des triplets de
l’ensemble S renvoyé par l’algorithme E2. Ainsi, la première inclusion de (2.3.2)
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est toujours vérifiée. De plus, après chaque application de l’étape 4, on a de façon
analogue à (2.3.3) :

V (F1, . . . , Fr) =
(
V (F1, . . . , Fr)\V (Fr+1)

)
∪ V (F1, . . . , Fr, Fr+1)

=
(
V (P1, P2)\V (Fr+1)

)
∪ V (F1 . . . , Fr, Fr+1),

d’après la proposition 2.3.5 (Algorithme E2c). Ceci garantit la seconde inclusion
de (2.3.2) et achève la correction de l’algorithme.

Il ne nous reste donc qu’à évaluer le temps d’exécution de l’algorithme E2. Re-
marquons tout d’abord que les étapes 2 à 5 sont répétées au plus n − 2 fois car
à chaque application de l’étape 2, le nombre de variables k diminue de 1. Remar-
quons également que le nombre r de polynômes n’excède jamais n. Il nous faut
maintenant déterminer une borne pour le nombre d’opérations binaires nécessaires
à l’exécution de chaque étape.

Il est clair que l’étape 1 nécessite

ON,h(log d)

opérations binaires.
A l’étape 2, on doit appliquer l’algorithme E2c à r ≤ n ≤ 3N polynômes de

degré et de hauteur ON,h(1) et à deux vecteurs dont les coordonnées sont majorées
en valeur absolue par ON,h(d). Ceci nécessite donc

ON,h(I(log d) log log d)

opérations binaires d’après la proposition 2.3.5.
Le calcul de pgcd à l’étape 3 nécessite ON,h(1) opérations binaires puisque les

polynômes F1, . . . , Fr sont de degré et de hauteur ON,h(1). Le calcul du polynôme
p nécessite ensuite ON,h(log d) opérations binaires et on vérifie facilement que ce
polynôme possède ON,h(1) termes non nuls, est de hauteur ON,h(1) et est de degré
majoré par ON,h(d). Enfin, les divisions de polynômes nécessitent encore ON,h(1)

opérations binaires. Le nombre d’opérations binaires effectuées à cette étape peut
donc être majoré par

ON,h(log d).

Appliquer l’algorithme E2c aux polynômes F1, . . . , Fr à l’étape 4 nécessite ON,h(1)

opérations binaires puisque ces polynômes sont de degré et de hauteur ON,h(1).
L’évaluation des polynômes P1, P2 et Fr+1 requiert quant à elle

ON,h(log d)

opérations binaires ce qui est aussi une borne pour le nombre total d’opérations
binaires effectuées à cette étape.
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Finalement, l’exécution de l’algorithme E2 nécessite au total

ON,h(I(log d) log log d)

opérations binaires. �

Remarque. Dans le cas où les polynômes f1, f2 et f3 n’ont pas de facteur cyclo-
tomique généralisé en commun, on a :

p = pgcd(f1, f2, f3).

Dans le cas contraire, c’est à dire si les polynômes f1, f2 et f3 ont un facteur
cyclotomique généralisé en commun, on peut juste assurer que p est un diviseur
de leur pgcd et que le polynôme pgcd(f1, f2, f3)/p est produit de polynômes cy-
clotomiques généralisés. En effet, par construction, le polynôme p est un facteur
de pgcd(f1, f2, f3) et d’après le théorème 2.3.6, le polynôme pgcd(f1, f2, f3)/p ne
s’annule qu’en un nombre fini de points de H2\H1 et ne peut donc pas avoir de
facteur non cyclotomique généralisé.

2.3.4. Points de H1\H0. — Remarquons tout d’abord que les résultats de cette
section sont inconditionnels. En particulier, ils ne dépendent pas de la conjecture
de Zilber.

Ce cas est de loin le plus technique et il faudrait certainement pouvoir améliorer
cette partie pour obtenir une implémentation pratique de l’algorithme E.

La méthode est analogue à celle utilisée pour déterminer les points de H2\H1 :
on décrit d’abord un algorithme qui permet de diminuer le nombre de variables
à chaque étape avant de donner la procédure pour déterminer une représentation
des points de V (f1, f2, f3) ∩ (H1\H0) que nous appellerons Algorithme E1. Les
coefficients des polynômes auxquels nous appliquons cette procédure auxiliaire
ne sont pas entiers mais appartiennent à une extension cyclotomique de Z. Pour
conserver malgré tout des polynômes à coefficients entiers, on a préféré introduire
une variable additionnelle Z que l’on évaluera parfois en des racines de l’unité. On
est alors amenés à introduire la notation suivante : pour F ∈ Q[X1, . . . , Xk, Z],
et a, b ∈ Zk, on note

F (XaY b, Z) := F (Xa1Y b1 , . . . , XakY bk , Z).

On peut maintenant décrire la procédure auxiliaire, analogue de l’algorithme de
la proposition 2.3.5 pour les points de H1\H0.

Proposition 2.3.7. — (Algorithme E1a) Il existe un algorithme qui a la pro-
priété suivante. Soient ζ ∈ µ∞, F1, F2, F3 ∈ Z[X1, . . . , Xk, Z], a, b ∈ Zk et
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α, β ∈ Z tels que ||a||, ||b||, |α|, |β| ≤ d. On note

V := V
(
F1(X

aY b, ζ), F2(X
aY b, ζ), F3(X

aY b, ζ), XαY β − ζ
)
⊆ G2

m.

Supposons qu’il existe (σ, τ) ∈ (Q∗
)2\µ2

∞ tel que σατβ = ζ et σaτ b appartient à
une composante irréductible de

V (F1(X1, . . . , Xk, ζ), F2(X1, . . . , Xk, ζ), F3(X1, . . . , Xk, ζ))

de codimension au moins 2. Alors l’algorithme renvoie un ensemble fini S dont
les éléments sont des octuplets (F ′

1, F
′
2, F

′
3, a

′, b′, α′, β′, ζ ′) tels que :

F ′
1, F

′
2, F

′
3 ∈ Z[X1, . . . , Xk−1, Z],

a′, b′ ∈ Zk−1,

α′, β′ ∈ Z,

ζ ′ ∈ µ∞

et tels que V ∩ (H1\H0) soit égale à la réunion pour (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′, α′, β′, ζ ′)

∈ S de

V
(
F ′

1(X
a′Y b′ , ζ ′), F ′

2(X
a′Y b′ , ζ ′), F ′

3(X
a′Y b′ , ζ ′), Xα′Y β′ − ζ ′

)
∩ (H1\H0),

(2.3.4)
et tels que cette réunion soit incluse dans V .

Dans le cas contraire l’algorithme renvoie « RIEN ».
Cet algorithme nécessite O(log d) opérations binaires. De plus, le cardinal de S

est majoré par O(1) et pour chaque élément (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′, α′, β′, ζ ′) ∈ S, on a :
F ′

1, F
′
2, F

′
3 sont de degré et de hauteur majorés par O(1),

||a′||, ||b′||, |α′|, |β′| = O(d),

ord (ζ ′) = O(1),

(2.3.5)

où toutes les constantes implicites dans les O dépendent de ζ, f1, f2, f3.

Décrivons tout d’abord la procédure :

Algorithme E1a

Entrée : (F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ), où F1, F2, F3 ∈ Q[X1, . . . , Xk, Z], a, b ∈ Zk et
α, β ∈ Z, ζ ∈ µ∞.
Sortie : Un ensemble fini S dont les éléments sont des octuplets satisfaisant les
conditions de la proposition 2.3.7 ou « RIEN ».

1. Faire S ←− ∅.
2. Déterminer l’ensemble C des vecteurs c ∈ Zk\{0} tels que

||c|| ≤ B1

(
V (F1(X1, . . . , Xk, ζ), F2(X1, . . . , Xk, ζ), F3(X1, . . . , Xk, ζ))

)
,
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où B1 est défini au théorème 2.1.3), et tels que (α, β) et (〈a, c〉, 〈b, c〉) sont
colinéaires.

3. Si C = ∅, renvoyer « RIEN » et terminer. Sinon pour chaque c ∈ C faire :

(a) Déterminer une base du sous-groupe de Zk+1 formé des vecteurs ortho-
gonaux au vecteur (c1, . . . , ck,−1) avec l’algorithme D1, puis détermi-
ner la forme normale d’Hermite de cette base et noter cette matrice
(k + 1)× k :

H =



c1,1 c1,2 · · · c1,k−1 c1,k

c2,1 c2,2 · · · c2,k−1 c2,k

0 c3,2 · · · c3,k−1 c3,k
... . . . . . . ...

...
... . . . ck,k−1 ck,k

0 · · · · · · 0 m


.

(b) Déterminer les coordonnées a′ et b′ des vecteurs (a1, . . . , ak, 〈a, c〉) et
(b1, . . . , bk, 〈b, c〉) dans la base formée par les colonnes de la matrice H

du sous-groupe M ⊆ Zk+1 qu’elles engendrent.

(c) Déterminer un générateur (α′, β′) du sous-groupe de Z2 : N = Z(α, β)+

Z(a′k, b
′
k), qui est de rang 1, et deux entiers u et v tels que

(α′, β′) = u(α, β) + v(a′k, b
′
k).

Déterminer les deux entiers t1 et t2 tels que

(α, β) = t1(α
′, β′),

(a′k, b
′
k) = t2(α

′, β′).

(d) Pour chaque racine m-ième de l’unité η :

(i) Faire

ζ ′ ←−ζuηv,

F ′
1(X1, . . . , Xk−1, Z)←−F1(Z

t2c1,kY1, . . . , Z
t2ck,kYk, Z

t1),

F ′
2(X1, . . . , Xk−1, Z)←−F2(Z

t2c1,kY1, . . . , Z
t2ck,kYk, Z

t1),

F ′
3(X1, . . . , Xk−1, Z)←−F3(Z

t2c1,kY1, . . . , Z
t2ck,kYk, Z

t1),
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où

Y1 = X
c1,1

1 X
c1,2

2 · · ·Xc1,k−1

k−1 ,

Y2 = X
c2,1

1 X
c2,2

2 · · ·Xc2,k−1

k−1 ,

Y3 = X
c3,2

2 · · ·Xc3,k−1

k−1 ,

...

Yk = X
ck,k−1

k−1 .

(ii) Faire S ←− S ∪ {(F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′, α′, β′, ζ ′)}.
4. Renvoyer S et terminer.

Démonstration de la proposition 2.3.7 : Montrons que cet algorithme vérifie bien
les conditions de cette proposition. Supposons qu’il existe (σ, τ) ∈ V ∩ (H1\H0)

tel que σaτ b appartient à une composante de

V (F1(X1, . . . , Xk, ζ), F2(X1, . . . , Xk, ζ), F3(X1, . . . , Xk, ζ))

de codimension au moins 2. On a alors :

σατβ = ζ

et d’après le théorème 2.1.3, il existe c0 ∈ Zk\{0} dont la norme est majorée par

B1

(
V (F1(X1, . . . , Xk, ζ), F2(X1, . . . , Xk, ζ), F3(X1, . . . , Xk, ζ))

)
tel que

σ〈a,c0〉τ 〈b,c0〉 = 1.

De plus, comme les nombres σ et τ ne sont pas tous deux des racines de l’unité,
les vecteurs (〈a, c0〉, 〈b, c0〉) et (α, β) sont nécessairement colinéaires. Ainsi le vec-
teur c0 appartient à l’ensemble C déterminé à l’étape 2. Considérons mainte-
nant l’étape 3 en supposant que le vecteur c = c0 = (c1, . . . , ck) a été choisi. Le
vecteur (c1, . . . , ck,−1) est alors orthogonal au vecteur (a1, . . . , ak, 〈a, c〉) et au
vecteur (b1, . . . , bk, 〈b, c〉). Ces deux vecteurs appartiennent donc au sous-groupe
de Zk+1 engendré par les vecteurs colonnes de la matrice H calculée à l’étape 3a.
Il est alors possible de déterminer les coordonnées a′ et b′ de (a1, . . . , ak, 〈a, c〉)
et (b1, . . . , bk, 〈b, c〉) dans cette base. En regardant la dernière coordonnée de ces
vecteurs, on observe que

ma′k = 〈a, c〉 et mb′k = 〈b, c〉,

ce qui prouve que N = Z(α, β) + Z(a′k, b
′
k) est de rang 1. Par ailleurs, comme σ

et τ vérifient l’équation binomiale σ〈a,c〉τ 〈b,c〉 = 1, on a

σa′kτ b′k = η0,
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pour une certaine racine m-ième de l’unité η0. Supposons qu’on choisisse η = η0

à l’étape 3d. Alors le système {
σατβ = ζ

σa′kτ b′k = η

est équivalent à l’unique équation

σα′τβ′ = ζ ′, (2.3.6)

où (α′, β′) est le générateur de N déterminé à l’étape 3c et ζ ′ = ζuηv est la racine
de l’unité déterminée à l’étape 3(d)i. Considérons les polynômes F ′

1, F
′
2, F

′
3 calculés

à l’étape 3(d)i et montrons que (σ, τ) appartient à

V
(
F ′

1(X
a′Y b′ , ζ ′), F ′

2(X
a′Y b′ , ζ ′), F ′

3(X
a′Y b′ , ζ ′), Xα′Y β′ − ζ ′

)
⊆ G2

m.

D’après l’égalité 2.3.6, (σ, τ) vérifie l’équation

Xα′
Y β′

= ζ ′,

et il nous reste à montrer que, pour j = 1, 2, 3, on a

F ′
j

(
σa′τ b′ , ζ ′

)
= 0.

D’après la définition de F ′
j à l’étape 3(d)i, F ′

j

(
σa′τ b′ , ζ ′

)
est égal à :

Fj

(
ζ ′t2c1,kσ〈a

′,c1〉−a′kc1,kτ 〈b
′,c1〉−b′kc1,k , . . . , ζ ′t2ck,kσ〈a

′,ck〉−a′kck,kτ 〈b
′,ck〉−b′kck,k , ζ ′t1

)
,

où c1, . . . , ck désignent les k premières lignes de la matrice H déterminée lors de
l’étape 3a. Or, d’après la définition de t1 et t2 à l’étape 3c, on a

ζ ′t1 = ζ et ζ ′t2 = η.

De plus, pour 1 ≤ i ≤ k, on a également :

〈a′, ci〉 = ai et 〈b′, ci〉 = bi,

par définition de a′ et b′. Ainsi, F ′
j

(
σa′τ b′ , ζ ′

)
est égal à :

Fj

(
ηc1,kσa1−a′kc1,kτ b1−b′kc1,k , . . . ηck,kσak−a′kck,kτ bk−b′kck,k , ζ

)
.

En utilisant le fait que
σa′kτ b′k = η,

on obtient finalement :

F ′
j

(
σa′τ b′ , ζ ′

)
= Fj

(
σa1τ b1 , . . . , σakτ bk , ζ

)
= Fj

(
σaτ b, ζ

)
= 0,

et on a bien le résultat voulu.
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Tout ceci prouve que les points de V ∩ (H1\H0) sont inclus dans la réunion
pour (F ′

1, F
′
2, F

′
3, a

′, b′, α′, β′, ζ ′) ∈ S de

V
(
F ′

1(X
a′Y b′ , ζ ′), F ′

2(X
a′Y b′ , ζ ′), F ′

3(X
a′Y b′ , ζ ′), Xα′Y β′ − ζ ′

)
∩ (H1\H0).

Pour démontrer l’inclusion inverse, il suffit de constater que

F ′
1

(
Xa′Y b′ , ζ ′

)
= F1

(
XaY b, ζ

)
mod Xα′Y β′ − ζ ′,

F ′
2

(
Xa′Y b′ , ζ ′

)
= F2

(
XaY b, ζ

)
mod Xα′Y β′ − ζ ′,

F ′
3

(
Xa′Y b′ , ζ ′

)
= F3

(
XaY b, ζ

)
mod Xα′Y β′ − ζ ′,

XαY β − ζ = 0 mod Xα′Y β′ − ζ ′.

On a donc bien la deuxième inclusion et l’algorithme E1 satisfait les conditions
de la proposition 2.3.7, ce qui achève sa correction.

Evaluons maintenant le temps d’exécution de cet algorithme. Toutes les con-
stantes implicites dans les O qui vont suivre dépendent éventuellement de ζ et
des polynômes F1, F2, et F3 mais pour alléger les notations, on ne les fait pas
apparaître comme indice dans les O.

A l’étape 2, on doit considérer tous les vecteurs c de Zk\{0} de norme majorée
par

B1

(
V (F1(X1, . . . , Xk, ζ), F2(X1, . . . , Xk, ζ), F3(X1, . . . , Xk, ζ))

)
et tester pour chacun d’eux si les vecteurs (α, β) et (〈a, c〉, 〈b, c〉) sont colinéaires.
Tester cette condition nécessite d’évaluer les deux produits scalaires puis de cal-
culer un déterminant 2 × 2 et donc requiert O(I(log d) log log d) opérations bi-
naires. Comme il y a O(1) vecteurs c à considérer, cette étape nécessite d’effec-
tuer O(I(log d) log log d) opérations binaires.

Passons maintenant à l’étape 3 et fixons c ∈ C. Comme ||c|| = O(1), tous
les calculs de l’étape 3a nécessitent O(1) opérations binaires. A l’étape 3b, pour
obtenir les coordonnées a′ et b′ de (a1, . . . , ak, 〈a, c〉) et (b1, . . . , bk, 〈b, c〉) dans
la base H, il suffit d’inverser la matrice H, ce qui coûte O(1) opérations bi-
naires, et de multiplier le résultat obtenu respectivement par (a1, . . . , ak, 〈a, c〉)
et (b1, . . . , bk, 〈b, c〉). Tout ceci nécessite donc encore O(log d) opérations binaires.
A l’étape 3c, on doit appliquer l’algorithme d’Euclide étendu qui nécessite dans
ce cas O(I(log d) log log d) opérations binaires. Comme m = O(1) à l’étape 3d,
tous les calculs effectués à l’étape 3(d)i nécessitent O(1) opérations binaires et
écrire les résultats à l’étape 3(d)ii nécessite O(log d) opérations binaires. Finale-
ment, comme #C = O(1), les étapes 3a à 3d sont réalisées O(1) fois et le nombre
d’opérations binaires effectuées est O(I(log d) log log d).



82 CHAPITRE 2. SYSTÈMES SURDÉTERMINÉS D’ÉQUATIONS POLYNOMIALES

Finalement, l’exécution de cet algorithme nécessite donc bien

O(I(log d) log log d)

opérations binaires. �

On est maintenant en mesure de décrire la procédure qui permet de détermi-
ner une représentation des points de V (f1, f2, f3) ∩ (H1\H0). On va pour cela
démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.3.8. — (Algorithme E1) Il existe un algorithme qui a la propriété
suivante. Soient f1, f2, f3 ∈ Z[X, Y ] donnés par leur représentation lacunaire, de
degré au plus d, de hauteur au plus h et possédant chacun au plus N termes non
nuls. L’algorithme détermine un ensemble fini S de quadruplets (p, α, β, ζ) tels
que p ∈ Z[X, Y, Z] est donné par sa représentation lacunaire, α, β ∈ Z, ζ ∈ µ∞ et

V (f1, f2, f3) ∩ (H1\H0) ⊆
⋃

(p,α,β,ζ)∈S

V
(
p(X, Y, ζ), XαY β − ζ

)
⊆ V (f1, f2, f3).

(2.3.7)
Cet algorithme nécessite au plus

ON,h (I(log d) log log d)

opérations binaires.
De plus, #S = ON,h(1) et pour chaque (p, α, β, ζ) ∈ S, le polynôme p est de

degré majoré par ON,h(d), de hauteur majorée par ON,h(1) et possède au plus
ON,h(1) termes non nuls. On a également, |α|, |β| = ON,h(d) et ord(ζ) = ON,h(1).

Décrivons la procédure :

Algorithme E1

Entrée : Trois polynômes f1, f2, f3 ∈ Z[X, Y ] donnés par leur représentation
lacunaire :

f1(X, Y ) =
n∑

i=1

f1,iX
aiY bi , f2(X,Y ) =

n∑
i=1

f2,iX
aiY bi , f3(X, Y ) =

n∑
i=1

f3,iX
aiY bi .

On autorise ici certains coefficients de f1, f2 et f3 à être nuls de façon à ce qu’ils
aient le même support. Si f1, f2 et f3 ont chacun au plus N termes non nuls, on
a n ≤ 3N .
Sortie : Un ensemble fini S de quadruplets (p, α, β, ζ) satisfaisant les conditions
du théorème 2.3.8.

Au cours de l’exécution de la procédure, on introduit deux ensembles S1 et S2

dont les éléments sont des nonuplets.
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1. Faire

F1(X1, . . . , Xn, Z)←−
n∑

i=1

f1,iXi,

F2(X1, . . . , Xn, Z)←−
n∑

i=1

f2,iXi,

F3(X1, . . . , Xn, Z)←−
n∑

i=1

f3,iXi,

a←−(a1, . . . , an),

b←−(b1, . . . , bn),

S1 ←−{(F1, F2, F3, a, b, 0, 0, 1, n)},
S2 ←−∅,
S ←−∅.

2. Si S1 = ∅, aller à l’étape 3, sinon choisir (F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ, k) ∈ S1 et
faire

S1 ←− S1\{(F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ, k)}.
Si k = 1, faire

S2 ←− S2 ∪ {(F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ, 1)}

puis retourner à l’étape 2. Si k > 1, appliquer l’algorithme E1a à l’octuplet
(F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ). S’il renvoie « RIEN », faire

S2 ←− S2 ∪ {(F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ, k)},

sinon appeler T la sortie (dont les éléments sont des octuplets) et faire

S1 ←− S1 ∪ (T × {k − 1}),

puis retourner à l’étape 2.

3. Pour chaque (F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ, k) ∈ S2 :

(a) Faire

F̃1(X1, . . . , Xk)←− F1(X1, . . . , Xk, ζ),

F̃2(X1, . . . , Xk)←− F2(X1, . . . , Xk, ζ),

F̃3(X1, . . . , Xk)←− F3(X1, . . . , Xk, ζ),

D̃(X1, . . . , Xk)←− pgcd(JF̃1, JF̃2, JF̃3).

(b) Déterminer un polynôme D ∈ Z[X1, . . . , Xk, Z] pour lequel on a
D(X1, . . . , Xk, ζ) = D̃(X1, . . . , Xk).
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(c) Si D n’est pas constant, faire

p(X, Y, Z)←−JD(XaY b, Z)

S ←−S ∪ {(p, α, β, ζ)}.

4. Renvoyer S et terminer.

Démonstration du théorème 2.3.8 : Montrons que la procédure E1 satisfait bien
les conditions de ce théorème. Justifions tout d’abord pourquoi cet algorithme
termine. Seule l’étape 2 est récursive et nécessite donc des explications. Lors de la
première exécution de l’étape 2, l’ensemble S1 ne possède qu’un élément dont la
dernière coordonnée est n. Remarquons ensuite que l’application de l’algorithme
E1a à un élément de S1 ajoute au plus ON,h(1) éléments à S1 dont la dernière
coordonnée a diminué d’une unité. Ainsi, l’étape 2 de l’algorithme E1 n’est répétée
qu’un nombre fini de fois et cet algorithme termine.

Montrons maintenant la correction de cet algorithme. On va d’abord montrer
par récurrence, qu’après chaque application de l’étape 2, on a égalité entre

V (f1, f2, f3) ∩ (H1\H0)

et ⋃
(F1,F2,F3,a,b,α,β,ζ,k)∈S1∪S2

V (F1(X
aY b, ζ), F2(X

aY b, ζ), F3(X
aY b, ζ), XαY β − ζ) ∩ (H1\H0).

Avant la première application de l’étape 2, l’ensemble S2 est vide et l’ensemble S1

ne possède que l’élément (F1, F2, F3, a, b, 0, 0, 1, n) qui vérifie :

F1(X
aY b, 1) = f1(X, Y )

F2(X
aY b, 1) = f2(X, Y )

F3(X
aY b, 1) = f3(X, Y ).

L’égalité est donc vraie avant la première exécution de l’étape 2. Supposons main-
tenant que l’égalité est vérifiée et appliquons une nouvelle fois l’étape 2. Choi-
sissons (F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ, k) ∈ S1. Si k = 1, on ajoute cet élément à S2 et
l’égalité est encore vérifiée puisque l’ensemble S1 ∪ S2 reste inchangé. Supposons
maintenant que k > 1 et appliquons l’algorithme E2c à (F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ).
S’il renvoie « RIEN », on ajoute l’élément (F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ, k) à S2 et comme
l’ensemble S1∪S2 est encore inchangé, le même argument s’applique. Il nous reste
à considérer le cas où l’algorithme E2c renvoie un ensemble T . Alors d’après la
proposition 2.3.7, on a égalité entre

V
(
F1(X

aY b, ζ), F2(X
aY b, ζ), F3(X

aY b, ζ), XαY β − ζ
)
∩ (H1\H0)
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et la réunion pour (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′, α′, β′, ζ ′) ∈ T de

V
(
F ′

1(X
a′Y b′ , ζ ′), F ′

2(X
a′Y b′ , ζ ′), F ′

3(X
a′Y b′ , ζ ′), Xα′Y β′ − ζ ′

)
∩ (H1\H0).

Ainsi, on a bien encore égalité entre

V (f1, f2, f3) ∩ (H1\H0)

et ⋃
(F1,F2,F3,a,b,α,β,ζ,k)∈S1∪S2

V (F1(X
aY b, ζ), F2(X

aY b, ζ), F3(X
aY b, ζ), XαY β − ζ) ∩ (H1\H0).

Lorsqu’on passe à l’étape 3, puisque S1 = ∅, on a égalité entre

V (f1, f2, f3) ∩ (H1\H0)

et ⋃
(F1,F2,F3,a,b,α,β,ζ,k)∈S2

V (F1(X
aY b, ζ), F2(X

aY b, ζ), F3(X
aY b, ζ), XαY β − ζ) ∩ (H1\H0).

Soient (F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ, k) ∈ S2 et (σ, τ) ∈ (Q∗
)2\µ2

∞ tel que σaτ b ∈
V (F1, F2, F3) et tels que σατβ = ζ. Alors d’après la proposition 2.3.7, le point
σaτ b est dans une composante de V (F1, F2, F3) de codimension 1 et donc an-
nule le pgcd D̃ de JF̃1, JF̃2 et JF̃3 calculé à l’étape 3a. Ainsi, on a (σ, τ) ∈
V (p(X, Y, ζ), XαY β − ζ), où p(X, Y, Z) = JD(XaY b, Z) est le polynôme calculé
à l’étape 3c. Ainsi, on a finalement

V (f1, f2, f3) ∩ (H1\H0) ⊆
⋃

(p,α,β,ζ)∈S

V
(
p(X, Y, ζ), XαY β − ζ

)
ce qui prouve la correction de l’algorithme.

Il nous reste maintenant à déterminer son temps d’exécution. On peut d’abord
remarquer que tout au long de l’algorithme, on a #S1 = ON,h(1). En effet, on
a lors de la première exécution de l’étape 2, #S1 = 1 puis, d’après la propo-
sition 2.3.7, chaque application de l’algorithme E1a à l’étape 2 ajoute à S1 au
plus ON,h(1) éléments. Ainsi, l’étape 2 est exécutée au plus ON,h(1) fois. Chacune
de ces exécutions requiert d’appliquer l’algorithme E1a à un octuplet de la for-
me (F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ, k) où F1, F2 et F3 sont de degré et de hauteur ON,h(1),
où ||a||, ||b||, |α|, |β| = ON,h(d) et où ord(ζ) = ON,h(1). Cette exécution de l’algo-
rithme E2c nécessite donc ON,h(I(log d) log log d) opérations binaires. Ainsi, avant
d’arriver à l’étape 3, on a effectué au plus

ON,h(I(log d) log log d)

opérations binaires.
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Avant de débuter l’étape 3, on a #S2 = ON,h(1) qui est donc une borne pour le
nombre de répétitions de cette étape. Fixons maintenant (F1, F2, F3, a, b, α, β, ζ, k)

dans S2. Comme les polynômes F1, F2 et F3 sont de degré et de hauteur majo-
rés par ON,h(1), l’étape 3a nécessite ON,h(1) opérations binaires. Pour obtenir le
polynôme D à l’étape 3b, il suffit de remplacer tous les ζ qui apparaissent dans
l’expression de D̃ par des Z. Ceci nécessite ON,h(1) opérations binaires puisque D̃

est de degré et de hauteur majorés par ON,h(1). L’évaluation à l’étape 3c nécessite
elle ON,h(log d) opérations binaires car ||a||, ||b|| = ON,h(d). Finalement, l’étape 3
nécessite en tout

ON,h(log d)

opérations binaires.
Au total, l’exécution de cet algorithme nécessite bien

ON,h(I(log d) log log d)

opérations binaires. �

2.3.5. Algorithme E. — L’algorithme E correspondant au théorème 2.3.1 est
maintenant clair : il suffit de chercher successivement les points dont l’une des
coordonnée est nulle, puis les points de V (f1, f2, f3)∩H0, de V (f1, f2, f3)∩(H1\H0)

et enfin de V (f1, f2, f3) ∩ (H2\H1). Tout ceci peut-être résumé dans la procédure
suivante :

Algorithme E

Entrée : Trois polynômes f1, f2, f3 ∈ Z[X, Y ] donnés par leur représentation
lacunaire :

f1(X, Y ) =
n∑

i=1

f1,iX
aiY bi , f2(X, Y ) =

n∑
i=1

f2,iX
aiY bi , f3(X, Y ) =

n∑
i=1

f3,iX
aiY bi .

On autorise ici certains coefficients de f1, f2 et f3 à être nuls de façon à ce qu’ils
aient le même support. Si f1, f2 et f3 ont chacun au plus N termes non nuls, on
a n ≤ 3N .
Sortie : Un ensemble fini de polynômes {pi}i∈I et un ensemble fini de triplets de
polynômes {(qj,1, qj,2, qj,3)}j∈J donnés par leur représentation lacunaire tels que

V (f1, f2, f3) =
⋃
i∈I

V (pi) ∪
⋃
j∈J

V (qj,1, qj,2)\V (qj,3).

1. Si chaque monôme de f1, f2 et f3 est divisible par X et par Y , poser T2 ←−
{(X, Y, 1)}, sinon faire T2 ←− ∅.
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2. Appliquer l’algorithme A au triplet (f1(X, 0), f2(X, 0), f3(X, 0)) puis au tri-
plet (f1(0, Y ), f2(0, Y ), f3(0, Y )) et appeler S1 et S2 les ensembles de couples
d’entiers renvoyés dans chacun des cas.
Faire

T2 ←− T2 ∪ {(Φm (Xe) , Y, 1)}(m,e)∈S1
∪ {(X, Φm (Y e) , 1)}(m,e)∈S2

.

3. Appliquer l’algorithme D au triplet (f1(X, 0), f2(X, 0), f3(X, 0)) puis au tri-
plet (f1(0, Y ), f2(0, Y ), f3(0, Y )) et appeler q1(X) et q2(Y ) les polynômes
renvoyés dans chacun des cas.
Faire

T2 ←− T2 ∪ {(q1(X), Y, 1) , (X, q2(Y ), 1)} .

4. Appliquer l’algorithme E0, au triplet (f1, f2, f3). Appeler T1 l’ensemble de
polynômes renvoyé par cet algorithme et S l’ensemble de paires de polynômes
renvoyé par cet algorithme.
Faire

T2 ←− T2 ∪ {(p1, p2, 1)}(p1,p2)∈S .

5. Appliquer l’algorithme E1, au triplet (f1, f2, f3). Appeler S l’ensemble de
quadruplets renvoyé par cet algorithme.
Faire

T2 ←− T2 ∪
{
(p(X, Y, ζ), XαY β − ζ, 1)

}
(p,α,β,ζ)∈S

.

6. Appliquer l’algorithme E2, au triplet (f1, f2, f3). Appeler p le polynôme ren-
voyé par cet algorithme et S l’ensemble de triplets de polynômes renvoyés
par cet algorithme.
Faire

T1 ←− T1 ∪ {p}
T2 ←− T2 ∪ S.

7. Renvoyer (T1, T2) et terminer.

Démonstration du théorème 2.3.1 : Montrons que l’algorithme E satisfait bien
les conditions de ce théorème. La première étape consiste uniquement à tester
si le point (0, 0) appartient à V (f1, f2, f3). La seconde étape permet d’obtenir
une représentation des points de V (f1, f2, f3) dont l’une des coordonnée est nulle
et l’autre est une racine de l’unité. La troisième étape permet quant à elle, de
déterminer une représentation des points de V (f1, f2, f3) dont l’une des coordonnée
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est nulle et l’autre n’est pas une racine de l’unité. Après ces trois premières étapes,
on a donc une représentation des points de

V (f1, f2, f3) ∩ V (XY ).

Les étapes 4, 5 et 6 permettent d’obtenir une représentation des points de

V (f1, f2, f3) ∩G2
m

et on obtient bien finalement tous les points de V (f1, f2, f3). Ceci prouve la cor-
rection de l’algorithme E.

Il nous reste maintenant à vérifier que le temps d’exécution de cet algorithme
est conforme à l’énoncé du théorème 2.3.1.

L’étape 1 est une simple vérification et nécessite

ON,h(log d)

opérations binaires.
L’étape 2 consiste à appliquer deux fois l’algorithme A à des polynômes de degré

au plus d, de hauteur au plus h et ayant au plus n termes non nuls, ceci nécessite
donc

ON,h(I(log d) log log d)

opérations binaires.
L’étape 3 nécessite d’appliquer deux fois l’algorithme D aux mêmes polynômes

et ceci nécessite
ON,h(log d)

opérations binaires.
A l’étape 4, on applique l’algorithme E0 au triplet de polynômes (f1, f2, f3).

Comme ces polynômes sont de degré au plus d, de hauteur au plus h et ont au
plus N termes non nuls, ceci nécessite au total

ON,h(I(log d) log log d)

opérations binaires.
A l’étape 5, on applique l’algorithme E1 au triplet de polynômes (f1, f2, f3).

Comme ces polynômes sont de degré au plus d, de hauteur au plus h et ont au
plus N termes non nuls, ceci nécessite au total

ON,h(I(log d) log log d)

opérations binaires.
A l’étape 6, on applique enfin l’algorithme E2 au triplet de polynômes (f1, f2, f3).

Comme ces polynômes sont de degré au plus d, de hauteur au plus h et ont au
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plus N termes non nuls, ceci nécessite au total

ON,h(I(log d) log log d)

opérations binaires. Finalement, on ne dépasse pas la complexité annoncée et ceci
achève la démonstration du théorème 2.3.1. �





ANNEXE A

EXEMPLES

A.1. Un exemple pour l’algorithme A

On détaille ici les calculs qu’effectue l’algorithme A pour déterminer les facteurs
cyclotomiques du polynôme

f(X) = X2 011 + 3X1 486 + X1 300 + 2X961 + X650 + 1.

L’algorithme A consiste à considérer toutes les partitions possibles du support de
f et tous les choix possibles de racines de l’unité dont l’ordre vérifie les conditions
du théorème 1.2.3. Comme le polynôme f possède 6 termes non nuls, il y a dans
ce cas 41 partitions à considérer et, pour chaque partition, on a au plus 6 racines
de l’unité à considérer. On ne va détailler les calculs que pour une seule partition
et pour un seul choix de racine de l’unité, mais l’algorithme A doit lui, considérer
tous les choix possibles.

Etape 1 : On pose Sf ← ∅.
Etape 2 : On fixe la partition {{1, 2, 4}, {3, 5, 6}} du support de f , ce qui cor-
respond à écrire f(X) = f1(X) + f2(X), où

f1(X) = X2 011 + 3X1 486 + 2X961,

f2(X) = X1 300 + X650 + 1.

Etape 2a : On écrit :

f1(X) = X961g1(X
e1) avec g1(X) = X2 + 3X + 2 et e1 = 525,

f2(X) = g2(X
e2) avec g2(X) = X2 + X + 1 et e2 = 650.

Etape 2b : On calcule

e← pgcd(e1, e2) = 25, e′1 ← e1/e = 525/25 = 21, e′2 ← e2/e = 650/25 = 26.

Etape 2c : On fait le choix m′ = 6.
Etape 2ci : On calcule :
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m1 ← m′

pgcd(m′,e′1)
= 6

3
= 2 et m2 ← m′

pgcd(m′,e′2)
= 6

2
= 3.

Etape 2cii : On teste si G1 s’annule en une racine de l’unité d’ordre m1 = 2, i.e.
si G1(−1) = 0 et on teste si G2 s’annule en une racine de l’unité d’ordre m2 = 3.
Comme c’est le cas, on ajoute à Sf la paire (m, e) = (6, 25).
Etape 3 : On renvoie Sf et on termine.

On rappelle que la paire (6, 25) renvoyée en sortie signifie que le polynôme f est
divisible par Φ6(X

25) et donc possède les facteurs cyclotomiques Φ6(X), Φ30(X) et
Φ150(X) d’après le lemme 1.2.1. On peut consulter la section A.3 où l’on détaille
comment obtenir la liste complète des facteurs cyclotomiques à partir de la sortie
de l’algorithme A.

L’application complète de l’algorithme A à ce polynôme révèle que celui-ci ne
possède pas d’autre facteur cyclotomique. Ainsi, la paire (6, 25) suffit dans ce cas
à représenter tous ses facteurs cyclotomiques.

A.2. Temps d’exécution de l’algorithme A

Dans le tableau suivant, on donne le temps d’exécution de l’algorithme A en
fonction du nombre de termes N du polynôme en entrée. Les polynômes utilisés
pour obtenir ces résultats ont été choisis au hasard. Ils sont de hauteur inférieure à
1000 et ont des degrés de l’ordre de 10100. Ces résultats ont été obtenus grâce à une
implémentation de l’algorithme A en Maple sur un eMachines E3034, Processeur
AMD Athlon 64 3500+, 2.2 GHz, 1024 Mo.

N Partitions Conway-Jones Boucles Temps
2 1 2 2 0.003 s
3 1 4 4 0.005 s
4 4 4 10 0.01 s
5 11 6 46 0.03 s
6 41 8 138 0.1 s
7 162 10 766 0.5 s
8 715 12 3 134 2.5 s
9 3 425 12 19 020 15 s
10 17 722 14 100 316 1 min 40 s
11 98 253 18 652 692 19 min 20 s
12 580 317 20 16 364 456 6 h 40 min
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1ère colonne : nombre de termes non nuls du polynôme.
2ème colonne : nombre de partitions du support du polynôme à considérer pour
l’algorithme A.
3ème colonne : nombre d’entiers m sans facteur carré vérifiant Ψ(m) ≤ N (voir le
théorème 1.2.3 de Conway et Jones).
4ème colonne : nombre total de boucles effectuées par l’algorithme A.
5ème colonne : temps d’exécution de l’algorithme A.

On constate que le temps d’exécution de l’algorithme A dépend beaucoup du
nombre de termes non nuls du polynôme donné en entrée. Si l’algorithme est
très efficace jusqu’à N = 8 ou 9, les calculs deviennent vite impraticables au-
delà. Cependant, les calculs menés par l’algorithme A peuvent très facilement être
menés en parallèle. Il suffit par exemple de répartir l’ensemble des partitions du
polynôme à considérer entre les différents opérateurs. Ceci permettrait d’appliquer
l’algorithme A à des polynômes ayant plus de termes non nuls. Notons que cette
dernière remarque s’applique également aux algorithmes B et C.

A.3. Liste complète des facteurs cyclotomiques

On rappelle qu’en général, on ne peut pas déterminer la liste complète des
facteurs cyclotomiques d’un polynôme en temps polynomial en le logarithme de
son degré comme on l’a remarqué au début de la section 1.2. Détaillons malgré
tout, sur un exemple, comment on peut obtenir cette liste complète de facteurs
cyclotomiques à partir de la sortie de l’algorithme A en utilisant le lemme 1.2.1.

Sur la page personnelle de Michael Filaseta à l’adresse http://maple.math.
sc.edu/research/Cyclotomic.html, on peut utiliser un applet, basé sur l’algo-
rithme de [FS04], qui permet de déterminer si un polynôme f possède un facteur
cyclotomique. Dans le cas où le polynôme possède effectivement un facteur cyclo-
tomique, cet algorithme renvoie un entier m pour lequel Φm(X)|f(X). Dans cet
applet, le polynôme

f(X) = 2X10100 −X128 000 + 3X64 000 − 1

est donné en exemple. L’applet détermine que ce polynôme est divisible par
Φ3 072(X).

Si on applique l’algorithme A au polynôme f , celui-ci renvoie la paire d’entiers
(6, 64 000), ce qui signifie que le polynôme f est divisible par Φ6(X

64 000). On
peut alors retrouver tous ses facteurs cyclotomiques à l’aide du lemme 1.2.1. Pour
utiliser les mêmes notations que dans ce lemme, on pose m ← 6 et e ← 64 000.
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Comme 64 000 = 29 · 53, on a e1 = 29 = 512, e2 = 53 = 125 et me1 = 3 072. On
obtient alors la factorisation :

Φ6

(
X64 000

)
= Φ3 072

(
X125

)
=
∏
d|125

Φ3 072d(X)

= Φ3 072(X)Φ15 360(X)Φ76 800(X)Φ384 000(X),

et on récupère ainsi la liste complète des facteurs cyclotomiques du polynôme f .

A.4. Un exemple pour l’algorithme B

On détaille ici les calculs qu’effectue l’algorithme B pour déterminer une repré-
sentation des points de torsion appartenant à l’hypersurface définie par

f(X, Y ) = X398Y 240 + X262 −X131Y 43 + X5Y 369 + Y 86.

L’algorithme B consiste à considérer toutes les partitions possibles du support
de f et tous les choix possibles de points de torsion qui vérifient les conditions
du corollaire 1.3.1. Comme le polynôme f est la somme de 5 monômes, il y a
dans ce cas 11 partitions à considérer et, pour chaque partition, on a au plus 124

points de torsion à considérer d’après la corollaire 1.3.1. On ne va détailler les
calculs que pour une seule partition et pour un seul choix de point de torsion,
mais l’algorithme B doit lui, considérer tous les choix possibles.

Etape 1 : On pose Sf ← ∅.
Etape 2 : On fixe la partition {{1, 3}, {2, 4, 5}} du support de f , ce qui correspond
à écrire f(X, Y ) = f1(X, Y ) + f2(X, Y ), où

f1(X, Y ) = X398Y 240 −X131Y 43,

f2(X,Y ) = X262 + X5Y 369 + Y 86.

Etape 2a : On écrit :

f1(X, Y ) = X131Y 43g1(X
267Y 197) avec g1(X) = −1 + X,

f2(X, Y ) = X262g2(X
−257Y 369, X−131Y 43) avec g2(X) = 1 + X + Y 2.

Etape 2b : On calcule une base du sous-groupe de Z2 engendré par λ1,1 =(
267

197

)
, λ2,1 =

(
−257

369

)
et λ2,2 =

(
−131

43

)
. L’algorithme détermine en fait

la seule base qui soit triangulaire supérieure grâce à un calcul de forme normale
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d’Hermite mais une base quelconque nous suffirait. On obtient dans ce cas la base
{λ1, λ2}, où :

λ1 =

(
1

29 887

)
et λ2 =

(
0

37 288

)
.

On doit ensuite calculer les coordonnées de λ1,1, λ2,1 et λ2,2 dans la base {λ1, λ2} :

λ1,1 = 267λ1 − 214λ2,

λ2,1 = −257λ1 + 206λ2,

λ2,2 = −131λ1 + 105λ2.

Etape 2c : On fait le choix m′ = 3 et on choisit le point d’ordre 3 : (ζ3, 1), où ζ3

désigne une racine 3-ième de l’unité.
Etape 2ci : On calcule :

ω1,1 ← ζ267
3 1−214 = 1,

ω2,1 ← ζ−257
3 1206 = ζ3,

ω2,2 ← ζ−131
3 1105 = ζ2

3 .

Etape 2cii : Comme
g1(ω1,1) = g2(ω2,1, ω2,2) = 0,

on ajoute à Sf la paire
((

1 29 887

0 37 288

)
, (ζ3, 1)

)
.

Etape 3 : On renvoie Sf et on termine.

On rappelle que le fait que la paire
((

1 29 887

0 37 288

)
, (ζ3, 1)

)
appartienne à Sf

signifie que les points (σ, τ) vérifiant{
στ 29 887 = ζ3

τ 37 288 = 1

appartiennent à l’hypersurface définie par f .
Pour cette hypersurface, l’algorithme B renvoie les quatre paires :

G1 =

((
1 29 887

0 37 288

)
, (ζ3, 1)

)
, G2 =

((
1 29 887

0 37 288

)
, (ζ2

3 , 1)

)
,

G3 =
((

131 −43
)
, (ζ6)

)
, G4 =

((
131 −43

)
, (ζ5

6 )
)
.

Comme on pouvait s’y attendre, si l’algorithme B renvoie une paire (L, ω), il
renvoie aussi toutes les paires (L, ω′), où ω′ est conjugué de ω, puisque l’hyper-
surface est définie par une équation rationnelle. Ainsi, les paires G1 et G2, G3 et
G4 sont « conjuguées » deux à deux.
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Les paires G1 et G2 représentent des translatés de sous-groupes de G2
m de di-

mension 0 et donc des points isolés de l’hypersurface définie par f . Ces paires
représentent chacune 37 288 points de torsion. Comme ces deux sous-variétés de
torsion sont des translatés du même sous-groupe algébrique de G2

m par des points
de torsion différents, elles ne possèdent aucun point en commun. Ainsi, l’hyper-
surface définie par f contient exactement 74 576 points isolés de torsion.

Les paires G5 et G6 quant à elles, représentent des translatés de sous-groupes
de dimension 1, c’est à dire des facteurs cyclotomiques généralisés de f . En effet,
le polynôme f admet le facteur

JΦ6

(
X131Y −43

)
= X262 − Y 43X131 + Y 86.

On se rend compte sur ce simple exemple que notre représentation est beaucoup
plus compacte que l’énumération de toutes les composantes irréductibles de torsion
et qu’il est très facile, à partir de cette représentation, de retrouver toutes les
composantes irréductibles de torsion. C’est d’ailleurs pour faciliter cette recherche
des composantes irréductibles de torsion que l’on a préféré renvoyer des matrices
triangulaires.

Ce n’est pas le cas dans l’exemple que nous venons de détailler, mais il peut y
avoir des répétitions dans les résultats renvoyés par cet algorithme, comme c’était
déjà le cas pour l’algorithme A. Dans ce cas, cela signifie que l’algorithme B peut
renvoyer deux paires distinctes (L, ω) et (L′, ω′) définissant deux sous-variétés de
torsion différentes mais ayant des points de torsion en commun.

A.5. Un exemple pour l’algorithme D2

Soient m et n deux entiers. On détaille ici les calculs qu’effectue l’algorithme
D2 appliqué à

F1(X1, X2, X3, X4) = 2X1X2 − 5X1 + 2X3 + 6X2 − 5X4 − 15,

F2(X1, X2, X3, X4) = 3X1X2 − 2X1 + 3X3 + 9X2 − 2X4 − 6,

a = (n,m,m + 1, 1).

Cet exemple sera utilisé dans l’exemple pour l’algorithme D dans la prochaine
section.

Etape 1 : La difficulté ici est qu’on ne connaît pas de borne effective pour
B1(F1, F2). Cependant, dans ce cas, on peut trouver « à la main » un vecteur
de petite norme orthogonal à a comme par exemple le vecteur b = (0, 1,−1, 1).
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Etape 2 : On détermine une base du sous-groupe de Z4 formé des vecteurs

orthogonaux à b. On a écrit ces vecteurs en colonne dans la matrice :


1 0 0

0 1 0

0 1 1

0 0 1

.

Etape 3 : On détermine les coordonnées a′ de a dans la base obtenue à l’étape
précédente. On obtient le vecteur a′ = (n, m, 1).
Etape 4 : On pose

F ′
1(X1, X2, X3) = F1(X1, X2, X2X3, X3)

= 2X1X2 − 5X1 + 2X2X3 + 6X2 − 5X3 − 15,

F ′
2(X1, X2, X3) = F2(X1, X2, X2X3, X3)

= 3X1X2 − 2X1 + 3X2X3 + 9X2 − 2X3 − 6.

Etape 5 : On renvoie (F ′
1, F

′
2, a

′) et on termine.

En sortie, on vérifie que l’on a bien :

F1(X
n, Xm, Xm+1, X) = F ′

1(X
n, Xm, X),

F2(X
n, Xm, Xm+1, X) = F ′

2(X
n, Xm, X),

conformément à la proposition 2.1.5.

A.6. Un exemple pour l’algorithme D

Soient m et n deux entiers premiers entre eux tels que m, n � 1. On détaille
ici les calculs effectués par l’algorithme D appliqué aux polynômes f1 et f2, où

f1(X) = 2Xn+m − 5Xn + 2Xm+1 + 6Xm − 5X − 15,

f2(X) = 3Xn+m − 2Xn + 3Xm+1 + 9Xm − 2X − 6.

Etape 1 : On linéarise les polynômes f1 et f2 et on note F1 et F2 les polynômes
obtenus. On appelle a le vecteur d’exposants correspondant et k le nombre de
variables. On fait donc :

F1(X1, X2, X3, X4, X5)← 2X1 − 5X2 + 2X3 + 6X4 − 5X5 − 15,

F2(X1, X2, X3, X4, X5)← 3X1 − 2X2 + 3X3 + 9X4 − 2X5 − 6,

a← (n + m, n,m + 1, m, 1),

k ← 5.
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On a ainsi

F1(X
n+m, Xn, Xm+1, Xm, X) = f1(X),

F2(X
n+m, Xn, Xm+1, Xm, X) = f2(X).

Etape 2 : Comme k 6= 1, on applique l’algorithme D2 au triplet (F1, F2, a) qui
renvoie le triplet (F ′

1, F
′
2, a

′), où

F ′
1(X1, X2, X3, X4) = 2X1X2 − 5X1 + 2X3 + 6X2 − 5X4 − 15,

F ′
2(X1, X2, X3, X4) = 3X1X2 − 2X1 + 3X3 + 9X2 − 2X4 − 6,

a′ = (n,m,m + 1, 1).

On fait alors :

(F1, F2, a)← (F ′
1, F

′
2, a

′),

k ← 4,

et on recommence l’étape 2.
Etape 2 : Comme k 6= 1, on applique l’algorithme D2 au triplet (F1, F2, a) qui
renvoie le triplet (F ′

1, F
′
2, a

′), où

F ′
1(X1, X2, X3) = 2X1X2 − 5X1 + 2X2X3 + 6X2 − 5X3 − 15,

F ′
2(X1, X2, X3) = 3X1X2 − 2X1 + 3X2X3 + 9X2 − 2X3 − 6,

a′ = (n, m, 1).

Cet exemple d’application de l’algorithme D2 est détaillé dans la section précé-
dente. On fait alors :

(F1, F2, a)← (F ′
1, F

′
2, a

′),

k ← 3,

et on recommence l’étape 2.
Etape 2 : Comme k 6= 1, on applique l’algorithme D2 au triplet (F1, G3, a3) et
celui-ci renvoie « RIEN ». En effet, comme n et m sont premiers entre eux, un
vecteur orthogonal à a3 = (n,m, 1) est de norme au moins égale à min(n, m)

et si on a choisi m et n suffisamment grands, ceci excède B1(F1, G3). Ainsi, le
vecteur a ne possède pas d’orthogonal non nul de petite norme ce qui explique
que l’algorithme D2 ne renvoie rien dans ce cas. On passe alors à l’étape 3.
Etape 3 : On calcule D, le pgcd de F1 et F2 dans Z[X1, X2, X3] et on obtient

D(X1, X2, X3) = X1 + X3 + 3.

On renvoie finalement le polynôme

p(X) = D(Xn, Xm, X) = Xn + X + 3.
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D’après le théorème 2.1.1, on sait que le polynôme p renvoyé par l’algorithme
D est tel que

1. p| pgcd(f1, f2)

2. pgcd(f1, f2)/p est produit de facteurs cyclotomiques.

Or dans ce cas, les polynômes f1 et f2 n’ont pas de facteur cyclotomique comme
on peut le voir par exemple en leur appliquant l’algorithme A. Ainsi, le polynôme
Xn + X + 3 est exactement le pgcd de f1 et f2.

A.7. Un exemple pour l’algorithme E1a

On va appliquer l’algorithme E1a à l’octuplet (F1, F2, F3, a, b, 3n, 3n, 1), où

F1(X1, X2, Z) = 1 + X1X2 + 5X2,

F2(X1, X2, Z) = 1 + 5X2 + 25X2
2 ,

F1(X1, X2, Z) = 1 + X1X2 + 25X1X
3
2 ,

a2 = (2,−1),

b2 = (1, 0).

Cet exemple sera utilisé dans l’exemple pour l’algorithme E1 dans la prochaine
section.

Etape 1 : On fait S ← ∅.
Etape 2 : On cherche parmi tous les vecteurs c de Z2\{0} de norme majorée par
B1(V (F1, F2, F3)) (cf. Conjecture 2.3.2), ceux pour lesquels les vecteurs

(〈a, c〉, 〈b, c〉) et (3n, 3n)

sont colinéaires. On note C cet ensemble. On ne peut en réalité pas déterminer
l’ensemble C puisqu’on ne connaît pas de borne explicite pour B1(V (F1, F2, F3)).
Cependant, on peut déterminer certains de ces vecteurs « à la main » et dans ce
cas, on obtient par exemple que le vecteur c0 = (3, 3) appartient à l’ensemble C.
Nous ne détaillons dans la suite que les calculs effectués par l’algorithme E1a pour
ce vecteur particulier.
Etape 3 : On choisit le vecteur c = (3, 3).
Etape 3a : On détermine une base du sous-groupe de Z3 formé des vecteurs
orthogonaux à (3, 3,−1). On écrit les deux vecteurs de cette base en colonne dans
une matrice que l’on appelle H. On a alors

H =

 1 1

−1 0

0 3

 .
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Etape 3b : On détermine les coordonnées a′ et b′ des vecteurs (2,−1, 3) et (1, 0, 3)

dans cette base. On obtient

a′ = (1, 1),

b′ = (0, 1).

Etape 3c : On détermine un générateur de Z(3n, 3n) + Z(3, 3). On obtient le
vecteur (3, 3) et on a

(α′, β′) = (3, 3) = 1× (3, 3) + 0× (3n, 3n),

c’est à dire u = 1 et v = 0. On détermine aussi les deux entiers t1 et t2 tels que

(α, β) = t1(α
′, β′),

(a′k, b
′
k) = t2(α

′, β′).

On obtient t1 = n et t2 = 2.
Etape 3d : On a m = 3 (l’entier en dernière position dans la matrice H). On
doit donc effectuer cette étape pour chacune des 3 racines de l’unité 1, j et j2, où
j = exp(2iπ

3
).

Etape 3d(i) : On choisit η = 1. On pose alors

ζ ′ ←ζ0η1 = 1,

F ′
1(X1, Z)←F1(X1Z,X−1

1 , Zn) = (1 + Z) + 5X−1
1 ,

F ′
2(X1, Z)←F2(X1Z,X−1

1 , Zn) = 1 + 5X−1
1 + 25X−2

1 ,

F ′
3(X1, Z)←F3(X1Z,X−1

1 , Zn) = (1 + Z) + 25X−2
1 .

Etape 3d(ii) : On ajoute à S l’octuplet

(F ′
1, F

′
2, F

′
3, (1), (0), 3, 3, 1).

Etape 3d(i) : On choisit η = j. On pose alors

ζ ′ ←ζ0η1 = j,

F ′
1(X1, Z)←F1(X1Z,X−1

1 , Zn) = (1 + Z) + 5X−1
1 ,

F ′
2(X1, Z)←F2(X1Z,X−1

1 , Zn) = 1 + 5X−1
1 + 25X−2

1 ,

F ′
3(X1, Z)←F3(X1Z,X−1

1 , Zn) = (1 + Z) + 25X−2
1 .

Etape 3d(ii) : On ajoute à S l’octuplet

(F ′
1, F

′
2, F

′
3, (1), (0), 3, 3, j).
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Etape 3d(i) : On choisit η = j2. On pose alors

ζ ′ ←ζ0η1 = j2,

F ′
1(X1, Z)←F1(X1Z,X−1

1 , Zn) = (1 + Z) + 5X−1
1 ,

F ′
2(X1, Z)←F2(X1Z,X−1

1 , Zn) = 1 + 5X−1
1 + 25X−2

1 ,

F ′
3(X1, Z)←F3(X1Z,X−1

1 , Zn) = (1 + Z) + 25X−2
1 .

Etape 3d(ii) : On ajoute à S l’octuplet

(F ′
1, F

′
2, F

′
3, (1), (0), 3, 3, j

2).

Etape 4 : On renvoie S et on termine.

A.8. Un exemple pour l’algorithme E1

Soit n un entier vérifiant n � 1. On détaille ici les calculs qu’effectue l’algo-
rithme E1 pour déterminer une représentation des points de H1\H0 inclus dans
la variété définie par les trois polynômes :

f1(X,Y ) =X3n+1Y 3n + X2Y + 5,

f2(X,Y ) =X3n+2Y 3n + 5X + 25,

f3(X,Y ) =X + X2Y + 25Y.

Etape 1 : On linéarise les trois polynômes, on définit les deux vecteurs d’exposants
et les ensembles S1, S2 et S :

F1(X1, X2, X3, X4, X5, Z)← X1 + X3 + 5,

F2(X1, X2, X3, X4, X5, Z)← X2 + 5X4 + 25,

F3(X1, X2, X3, X4, X5, Z)← X3 + X4 + 25X5,

a5 ← (3n + 1, 3n + 2, 2, 1, 0),

b5 ← (3n, 3n, 1, 0, 1),

S1 ← {(F1, F2, F3, a5, b5, 0, 0, 1, 5)},
S2 ← ∅,
S ← ∅.

Etape 2 : Comme l’ensemble S1 ne possède qu’un élément, on n’a pas d’autre
choix que de choisir l’élément (F1, F2, F3, a, b, 0, 0, 1, 5) de S1 et on le retire de S1.
Comme k = 5 > 1, on applique l’algorithme E1a à (F1, F2, F3, a, b, 0, 0, 1). Celui-ci
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renvoie un ensemble possédant un seul élément (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′, 0, 0, 1) où :

F ′
1(X1, X2, X3, X4, Z) = F1(X1X2, X1, X3, X

−1
2 , X4, Z)

= X1X2 + X3 + 5,

F ′
2(X1, X2, X3, X4, Z) = F2(X1X2, X1, X3, X

−1
2 , X4, Z)

= X1 + 5X−1
2 + 25,

F ′
3(X1, X2, X3, X4, Z) = F3(X1X2, X1, X3, X

−1
2 , X4, Z)

= X−1
2 + X3 + 25X4,

a = (3n + 2,−1, 2, 0),

b = (3n, 0, 1, 1).

Pour alléger les notations dans la suite, on pose

(F1, F2, F3, a, b) := (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′).

On ajoute à S1 l’élément (F1, F2, F3, a, b, 0, 0, 1, 4) et on recommence l’étape 2.
Etape 2 : Comme l’ensemble S1 ne possède qu’un élément, on n’a pas d’autre
choix que de choisir l’élément (F1, F2, F3, a, b, 0, 0, 1, 4) de S1 et on le retire de S1.
Comme k = 4 > 1, on applique l’algorithme E1a à (F ′

1, F
′
2, F

′
3, a

′, b′, 0, 0, 1). Celui-
ci renvoie un ensemble possédant un seul élément (F ′

1, F
′
2, F

′
3, a

′, b′, 0, 0, 1) où :

F ′
1(X1, X2, X3, Z) = F1(X1, X3, X2, X2X

2
3 , Z)

= X1X3 + X2 + 5,

F ′
2(X1, X2, X3, Z) = F2(X1, X3, X2, X2X

2
3 , Z)

= X1 + 5X−1
3 + 25,

F ′
3(X1, X2, X3, Z) = F3(X1, X3, X2, X2X

2
3 , Z)

= X−1
3 + X2 + 25X2X

2
3 ,

a′ = (3n + 2, 2,−1),

b′ = (3n, 1, 0).

Pour alléger les notations dans la suite, on pose

(F1, F2, F3, a, b) := (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′).

On ajoute à S1 l’élément (F1, F2, F3, a, b, 0, 0, 1, 3) et on recommence l’étape 2.
Comme l’ensemble S1 ne possède qu’un élément, on n’a pas d’autre choix que de
choisir l’élément (F1, F2, F3, a, b, 0, 0, 1, 3) de S1 et on le retire de S1.
Comme k = 3 > 1, on applique l’algorithme E1a à (F1, F2, F3, a, b, 0, 0, 1). Celui-ci
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renvoie un ensemble contenant l’octuplet (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′, 3n, 3n, 1), où

F ′
1(X1, X2, Z) = 1 + X1X2 + 5X2,

F ′
2(X1, X2, Z) = 1 + 5X2 + 25X2

2 ,

F ′
3(X1, X2, Z) = 1 + X1X2 + 25X1X

3
2 ,

a′ = (2,−1),

b′ = (1, 0).

Pour alléger les notations dans la suite, on pose

(F1, F2, F3, a, b) := (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′).

On ajoute à S1 l’élément (F1, F2, F3, a, b, 3n, 3n, 1, 2). On ajoute aussi tous les au-
tres octuplets renvoyés par l’algorithme E1a mais on ne détaille les calculs effectués
dans la suite de l’algorithme E1 que pour l’octuplet (F1, F2, F3, a, b, 3n, 3n, 1, 2).
On recommence une nouvelle fois l’étape 2.
Etape 2 : On choisit dans S1 l’octuplet (F1, F2, F3, a, b, 3n, 3n, 1, 2) et on le retire
de S1.
Comme k = 2 > 1, on applique l’algorithme E1a à (F1, F2, F3, a2, b2, 3n, 3n, 1)

(c’est l’exemple que l’on a détaillé dans la section A.7). Celui-ci renvoie un en-
semble possédant plusieurs éléments dont les trois que l’on a obtenu dans la section
A.7 en détaillant l’algorithme A1a sur cet exemple. On ajoute tous ces éléments
à S1 avant de retourner à l’étape 2. Dans la suite, on ne détaillera que la fin de
l’algorithme E1 pour ces trois octuplets.
Etape 2 : Choisissons dans S1 le premier octuplet renvoyé par l’algorithme E1a
dans la section A.7 que l’on récrit (F1,1, F2,1, F3,1, a, b, 3, 3, 1) où :

F1,1(X1, Z) =(1 + Z) + 5X−1
1 ,

F2,1(X1, Z) =1 + 5X−1
1 + 25X−2

1 ,

F3,1(X1, Z) =(1 + Z) + 25X−2
1 ,

a =(1),

b =(0).

On retire cet élément de S1.
Cette fois-ci, on a k = 1. On ajoute donc (F1,1, G1,1, H1,1, a, b, 3, 3, 1) à l’en-
semble S2. Appelons (F1,2, F2,2, F3,2, a, b, 3, 3, 1) et (F3,1, F3,2, F3,3, a, b, 3, 3, 1) les
deux autres octuplets que l’on a obtenu à la section A.7. L’étape 2 se déroule de
façon analogue pour ces deux octuplets et on les ajoute également à S2 avant de
passer à l’étape 3.
Etape 3 : On choisit (F1,1, F2,1, F3,1, a, b, 3, 3, 1, 1) dans S2.
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Etape 3a : On fait

F̃1(X1)←−F1(X1, 1) = 2 + 5X−1
1 ,

F̃2(X1)←−F2(X1, 1) = 1 + 5X−1
1 + 25X−2

1 ,

F̃3(X1)←−F3(X1, 1) = 2 + 25X−2
1 ,

D̃(X1)←− pgcd(JF̃1, JF̃2, JF̃3)

= pgcd(2X1 + 5, X2
1 + 5X1 + 25, 2X2

1 + 25)

=1.

Etape 3b : On a D = 1.
Etape 3c : Comme D est constant, on ne fait rien.
Etape 3 : On choisit (F1,2, F2,2, F3,2, a, b, 3, 3, j, 1) dans S2.
Etape 3a : On fait

F̃1(X1)←−F1(X1, j) = 1 + j + 5X−1
1 ,

F̃2(X1)←−F2(X1, 1) = 1 + 5X−1
1 + 25X−2

1 ,

F̃3(X1)←−F3(X1, 1) = 1 + j + 25X−2
1 ,

D̃(X1)←− pgcd(JF̃1, JF̃2, JF̃3)

= pgcd((1 + j)X1 + 5, X2
1 + 5X1 + 25, (1 + j)X2

1 + 25)

=X1 − 5j.

Etape 3b : On a D = X1 − 5Z.
Etape 3c : Comme D est non constant, on fait :

p(X, Y, Z)←− JD(X,Z) = X − 5Z,

S ←− S ∪ {(X − 5Z, 1, 1, j)}.

Etape 3 : On choisit (F1,3, F2,3, F3,3, a, b, 3, 3, j2, 1) dans S2.
Etape 3a : On fait

F̃1(X1)←−F1(X1, j) = 1 + j2 + 5X−1
1 ,

F̃2(X1)←−F2(X1, 1) = 1 + 5X−1
1 + 25X−2

1 ,

F̃3(X1)←−F3(X1, 1) = 1 + j2 + 25X−2
1 ,

D̃(X1)←− pgcd(JF̃1, JF̃2, JF̃3)

= pgcd((1 + j)X1 + 5, X2
1 + 5X1 + 25, (1 + j)X2

1 + 25)

=X1 − 5j2.

Etape 3b : On a D = X1 − 5Z2.
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Etape 3c : Comme D est non constant, on fait :

p(X, Y, Z)←− JD(X, Z) = X − 5Z2,

S ←− S ∪ {(X − 5Z2, 1, 1, j2)}.

On doit ensuite répéter l’étape 3 pour tous les autres éléments de S2, ce qu’on ne
détaille pas ici.
Etape 4 : On renvoie S et on termine.

On rappelle que les paires (X − 5Z, 1, 1, j), et (X − 5Z2, 1, 1, j2) renvoyées par
cet algorithmes correspondent respectivement aux variétés V (XY − j, X − 5j) et
V (XY − j2, X − 5j2) qui définissent respectivement les points (5j, 1

5
) et (5j2, 1

5
).

On vérifie facilement que ce sont bien des points de V (f1, f2, f3) ∩H1\H0.

A.9. Un exemple pour l’algorithme E2c

On détaille ici les calculs qu’effectue l’algorithme E2c appliqué au quintuplet
(F1, F2, H, a, b) où :

F1(X1, X2, X3, X4) = X2X3 − 5X2 − 2X3 + 10,

F2(X1, X2, X3, X4) = X1 − 2X2 − 2X4 + 4,

F3(X1, X2, X3, X4) = X1 + X2X3 − 7X2 − 2X3 − 2X4 + 14,

a = (n + 1, n, 0, 1),

b = (1, 1, 1, 0).

Cet exemple sera utilisé pour l’exemple de l’algorithme E2 dans la section A.10.

Etape 1 : On teste parmi tous les vecteurs c de Z4\{0} de norme au plus
B2(V (F1, F2, F3)) (cf Conjecture 2.3.2) s’il en existe un qui soit orthogonal à a et
b. On trouve dans ce cas le vecteur c = (−1, 1, 0, 1).
Etape 2 : On détermine une base du sous-groupe de Z4 formé des vecteurs
orthogonaux à c. On écrit les trois vecteurs de cette base en colonne dans la
matrice suivante : 

1 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
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Etape 3 : On détermine les coordonnées a′ et b′ de a et b dans la base déterminée
à l’étape précédente. On obtient

a′ = (n, 0, 1),

b′ = (1, 1, 0).

Etape 4 : On pose

F ′
1(X1, X2, X3)← F1(X1X3, X1, X2, X3)

= X1X2 − 5X1 − 2X2 + 10,

F ′
2(X1, X2, X3)← F2(X1X3, X1, X2, X3)

= X1X3 − 2X1 − 2X3 + 4,

F ′
3(X1, X2, X3)← F3(X1X3, X1, X2, X3)

= X1X3 + X1X2 − 7X1 − 2X2 − 2X3 + 14.

Etape 5 : On renvoie (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′) et on termine.

On vérifie que l’on a bien

F1(X
n+1Y, XnY, Y,X) = F ′

1(X
nY, X, Y ),

F2(X
n+1Y, XnY, Y,X) = F ′

2(X
nY, X, Y ),

F3(X
n+1Y, XnY, Y,X) = F ′

3(X
nY, X, Y ).

A.10. Un exemple pour l’algorithme E2

Soit n un entier tel que n� 1. On détaille ici les calculs qu’effectue l’algorithme
E2 pour déterminer une représentation des points de H2\H1 appartenant à la
variété définie par les polynômes :

f1(X,Y ) =XnY 2 − 5XnY − 2Y + 10,

f2(X,Y ) =Xn+1Y − 2XnY − 2X + 4,

f3(X,Y ) =Xn+1Y + XnY 2 − 7XnY − 2X − 2Y + 14.

Etape 1 : On linéarise les trois polynômes, on définit les deux vecteurs d’exposants
a et b, le nombre de variables k, le nombre de polynômes r, on initialise S à
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l’ensemble vide et p à 1 :

F1(X1, X2, X3, X4, X5)← X2 − 5X3 − 2X4 + 10,

F2(X1, X2, X3, X4, X5)← X1 − 2X3 − 2X5 + 4,

F3(X1, X2, X3, X4, X5)← X1 + X2 − 7X3 − 2X4 − 2X5 + 14,

a← (n + 1, n, n, 0, 1),

b← (1, 2, 1, 1, 0),

k ← 5,

r ← 3,

p← 1,

S ← ∅.

Etape 2 : Comme k = 5 6= 2, on applique l’algorithme E2c au quintuplet
(F1, F2, F3, a, b). Celui-ci renvoie le quintuplet (F ′

1, F
′
2, F

′
3, a

′, b′) où :

F ′
1(X1, X2, X3, X4) = X2X3 − 5X2 − 2X3 + 10,

F ′
2(X1, X2, X3, X4) = X1 − 2X2 − 2X4 + 4,

F ′
3(X1, X2, X3, X4) = X1 + X2X3 − 7X2 − 2X3 − 2X4 + 14,

a′ = (n + 1, n, 0, 1),

b′ = (1, 1, 1, 0).

On fait (F1, F2, F3, a, b)← (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′), k ← 4 et on recommence l’étape 2.

Etape 2 : Comme k = 4 6= 2, on applique l’algorithme E2c au quintuplet
(F1, F2, F3, a, b). C’est l’exemple que l’on a détaillé à la section A.9. Celui-ci ren-
voie alors le quintuplet (F ′

1, F
′
2, F

′
3, a

′, b′) où :

F ′
1(X1, X2, X3) = X1X2 − 5X1 − 2X2 + 10,

F ′
2(X1, X2, X3) = X1X3 − 2X1 − 2X3 + 4,

F ′
3(X1, X2, X3) = X1X3 + X1X2 − 7X1 − 2X2 − 2X3 + 14,

a′ = (n, 0, 1),

b′ = (1, 1, 0).

On fait (F1, F2, F3, a, b)← (F ′
1, F

′
2, F

′
3, a

′, b′), k ← 3 et on recommence l’étape 2.

Etape 2 : Comme k = 3 6= 2, on applique l’algorithme E2c au quintuplet
(F1, F2, F3, a, b). Comme celui-ci renvoie « RIEN », on va à l’étape 3.
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Etape 3 : On calcule

D(X1, X2, X3)← pgcd(F1, F2, F3)

= X1 − 2,

p(X, Y )← p(X,Y ) ·D(XnY, Y,X) = XnY − 2,

F1(X1, X2, X3)← F1/D = X2 − 5,

F2(X1, X2, X3)← F2/D = X3 − 2,

F3(X1, X2, X3)← F3/D = X2 + X3 − 7.

Etape 4 : On applique l’algorithme E2b à (F1, F2, F3) pour résoudre le système

F1 = F2 = F3 = 0.

Celui-ci renvoie le triplet (P1, P2, F4), où P1 = (X2 − 5), P2 = (X3 − 2) et F4 = 1.
On pose :

p1(X, Y )←P1(X
nY, Y,X)

= Y − 5,

p2(X, Y )←P2(X
nY, Y,X)

= X − 2,

p3(X, Y )←F4(X
nY, Y,X) = 1,

S ←S ∪ {(p1, p2, p3)} .

Etape 5 : Comme F4 = 1, on va à l’étape 6.

Etape 6 : On renvoie (p, S) et on termine.

On vérifie que p(X, Y ) = XnY − 2 est bien un facteur commun de f1, f2 et f3.
Dans ce cas, ce polynôme est même leur pgcd puisqu’on peut montrer que ces
trois polynômes n’ont pas de facteur cyclotomique en commun.

La variété définie par f1, f2 et f3 possède aussi un point isolé défini par la paire
(Y − 5, X − 2). C’est à dire le point (2, 5) qui est bien un point de V (f1, f2, f3) ∩
H2\H1.
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Algorithmes pour les polynômes lacunaires

Le but de cette thèse est d’utiliser plusieurs résultats profonds de géométrie
diophantienne et de géométrie algébrique pour obtenir des applications à la facto-
risation des polynômes lacunaires. Dans la première partie, on décrit un algorithme
qui détermine une représentation des points de torsion d’une sous-variété de Gn

m

définie par des polynômes lacunaires. La complexité de cet algorithme est quasi-
linéaire en le logarithme du degré des polynômes définissant cette sous-variété.
Dans la seconde partie, on s’intéresse à des systèmes surdéterminés d’équations
polynomiales. On décrit un algorithme qui permet d’écrire les zéros communs de
trois polynômes à deux variables comme une réunion finie d’intersections com-
plètes en dehors d’un ouvert de A2. La complexité de cet algorithme est encore
quasi-linéaire en le logarithme du degré des polynômes en entrée mais cet algo-
rithme dépend de la validité de la conjecture de Zilber qui est encore à ce jour un
problème ouvert.

Algorithms for lacunary polynomials

The aim of this thesis is to use some results from Diophantine geometry and
from algebraic geometry to obtain applications to the the factorization of lacu-
nary polynomials. In the first part, we describe an algorithm which computes a
representation of the torsion points of a subvariety of Gn

m defined by lacunary
polynomials. The complexity of this algorithm is quasi-linear in the logarithm of
the degree of the polynomials defining the subvariety. In the second part, we focus
on systems of three lacunary polynomial equations in two variables. We describe
an algorithm that computes a representation of the common zeroes of those poly-
nomials as a finite union of complete intersections outside an open subset of A2.
The complexity of this algorithm is quasi-linear in the logarithm of the degree
of the input polynomials. However this algorithm depends on the conjecture of
Zilber which is still an open problem.
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