
HAL Id: tel-00569968
https://theses.hal.science/tel-00569968

Submitted on 25 Feb 2011

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Quelques problèmes de contrôlabilité
Thierry Horsin

To cite this version:
Thierry Horsin. Quelques problèmes de contrôlabilité. Mathématiques [math]. Université de
Versailles-Saint Quentin en Yvelines, 2010. �tel-00569968�

https://theses.hal.science/tel-00569968
https://hal.archives-ouvertes.fr


Universit́e de Versailles Saint-Quentin en Yvelines
Laboratoire de Math́ematiques de Versailles

UMR8100
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Marius TUCSNAK, Professeur, examinateur.





Remerciements

Dans les quelques lignes qui suivent, j’ai problablement oublié beaucoup de
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1

Introduction aux probl èmes de contr̂olabilit é

On renvoie au livre de J.M. Coron [26] pour des ŕeférences pŕecises sur les
notions d́ecrites dans ce paragraphe.

1.1. Une remarque näıve sur des vieux travaux

Je me suis int́eresśe aux probl̀emes de contrôlabilité, apr̀es ma th̀ese, sur une
proposition de J.M. Coron qui m’ avait encadré, jusque l̀a, sur des problèmes relat-
ifs à deśequations aux d́erivées partielles non-lińeaires elliptiques ou paraboliques,
que l’on peut qualifier d’“issues” de la géoḿetrie. Cela concernait, en effet, l’évolution
des surfaces̀a courbure moyenne prescrite1

u : (0,+∞)× Ω → R
3, ∂tu− ∆u = 2H(u)∂xu ∧ ∂yu,

l’ évolution des applications harmoniques2

u : (0,+∞) × Ω → N ∂tu− ∆u ⊥ TuN,

et l’équation de R. Emdem
−∆u = eu,

proche du probl̀eme de H. Yamabe3. Je renvoièa [77] [78] [58] [59] [60] pour les
travaux effectúes sur ceśequations, mais je ne les détaillerai pas.

Les travaux ŕecents de S. Ervedoza dans [40], sur la contr̂olabilité de l’́equation
de la chaleur avec singularités, ont ńeanmoins un lien avec l’équation de Emden.

Par ailleurs, la pŕesence, d’une part, de singularités dans certaines applications
harmoniques minimisantes entre variét́es, et, d’autre part, l’importance des termes
non linéaires dans la ḿethode du retour, reflètent l’utilité de jouer sur leśechelles
de temps pour faire apparaı̂tre les termes fondamentaux dans leséquations con-
sidéŕees. C’est́egalement le cas dans le dernier travail présent́e dans ce ḿemoire.

1.2. Position du probl̀eme

On consid̀ere un syst̀eme gouverńe par uneéquation diff́erentielle, ou aux
dérivées partielles, que l’ońecrit sous la forme d’un système dynamique de di-
mension finie ou infinie suivant le cas :
E désigne un espace de Banach, que l’on appelle espace desétats,

1H(u) est la courbure moyenne au pointu de la surface définie paru.
2N une sous-variété deRM , TuN est l’espace tangent enu àN .
3qui consiste à chercher une métrique conformément équivalent à une métrique donnée, mais ayant une courbure

scalaire constante.
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8 1. INTRODUCTION AUX PROBL̀EMES DE CONTR̂OLABILIT É

T > 0 un temps de ŕeférence,
A : D(A) ⊂ E → E un oṕerateur̀a domaine,́eventuellement non lińeaire,
F un espace de Banach, que l’on appelle espace des contrôles,
B : F → E un oṕerateur lińeaire continu,
etx : (0, T ) → E une applicatioǹa qui l’on demande de vérifier

dx

dt
= Ax+ Bu,(1.1)

x(0) = x0.(1.2)

Ici x0 désigne uńetat initial dansE et u désigne uńelément deF qui dépend du
temps.

DÉFINITION 1.2.1. On dira que l’́equation (1.1) est exactement contrôlable en
tempsT , si, pour tout choix de(x0, x1) ∈ E2, on peut trouveru : [0, T ] → F tel
que la solution4 de (1.1)–(1.2) satisfassex(T ) = x1.

En dimension finie (i.edim(E) < ∞ et dim(F ) < ∞) la situation pour les
syst̀emes lińeaires est bien comprise et on dispose du critère de R.E. Kalman (voir
E. Sontag [92]) :

THÉORÈME 1.2.2.L’ équation(1.1)est contr̂olable en temps arbitraireT si et
seulement

rang{B, AB, ...., AN−1B} = N

avecN = dim(E).

Lorsque le syst̀eme d́epend du temps —i.e.A etB dépendent du temps —on
dispose, toujours en dimension finie, d’un critère ǵeńeralisant le pŕećedent.

Pour les syst̀emes non lińeaires, par exemple



dx

dt
= f(x, u),

x(0) = x0,

la situation est plus complexe, même en dimension finie.

1.2.1. Cas de la dimension finie.L’id ée premìere —une des seules qui soità
disposition —est d’utiliser le th́eor̀eme d’inversion locale :

On consid̀eref : E × F → E une application de classeC1 et on suppose que
l’on dispose d’un point d’́equilibre(xe, ue) ∈ E × F def , c’est-̀a-dire v́erifiant
f(xe, ue) = 0.

On consid̀ere le syst̀eme

dx

dt
= Aex+ Beu,(1.3)

x(0) = x0(1.4)

4dans la classe de solutions cherchées.



1.2. POSITION DU PROBL̀EME 9

oùAe =
∂f

∂x
(xe, ue) etBe =

∂f

∂u
(xe, ue).

On a alors (voir J.M. Coron [26])

THÉORÈME 1.2.3. On suppose que l’équation(1.3) est contr̂olable, alors il
existe un voisinageV0 dex0, et un voisinageV1 dex1, tels que :

si x0 ∈ V0 etx1 ∈ V1, on peut trouveru telle que la solution de

dx

dt
= f(x, u),(1.5)

x(0) = x0(1.6)

vérifiex(T ) = x1.

Un tel ŕesultat ne r̀egle pas la situation des systèmes non lińeaires en ǵeńeral.
Il existe en effet des systèmes non lińeaires qui sont globalement contrôlables
mais, pour lesquels, le linéariśe, au voisinage d’un point d’équilibre, n’est pas
contr̂olable.

Un exemple de tels systèmes est fourni par le guidage d’une poussette. Un
couple et une vitesse sont nécessaires pour contrôler le probl̀eme suivant :

dx1

dt
= u cos(x3),(1.7)

dx2

dt
= u sin(x3),(1.8)

dx3

dt
= v.(1.9)

Par ailleurs, on peut v́erifier facilement, que le lińeariśe en(x1, x2, x3) = 0, u0 = 0
n’est pas contr̂olable.

Néanmoins le système est globalement contrôlable : pour cela on utilise le
théor̀eme suivant d́emontŕe ind́ependamment par W.L. Chow [20] et P.K. Ra-
shevski [89] :

Rappelons que pourX etY deux champs de vecteurs sur un ouvertU deRN à
valeurs dansRN , on note[X, Y ] le crochet de Lie d́efini par

[X, Y ](x) := (

N∑

i=1

Xi
∂Yj

∂xi
(x) − Yi

∂Xj

∂xi
(x))j=1,...,N .

THÉORÈME 1.2.4.Soit le syst̀eme

(1.10)
d

dt
x =

k∑

j=0

ujXj(x),

où les champs de vecteursXj sont de classeC∞. On note

Lie(0, x) := vect{Xj(x), j = 0, . . . , k},
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puis par ŕecurrence,

Lie(k, x) := Lie(k − 1, x) + vect{[Xj, U ](x), j = 0, . . . , k, U ∈ Lie(k − 1, x)}.
Si

∀x ∈ R
N ,

⋃

k∈N

Lie(k, x) = R
N

alors (1.10)est exactement contrôlable.

Notons que ce ŕesultat poss̀ede une ŕeciproque partielle lorsque tous les termes
Xj sont analytiques (voir les articles de R. Hermann [55] et T. Nagano [80]).

1.2.2. Et en dimension infinie ?Si le ŕesultat donńe dans le th́eor̀eme 1.2.4
est tr̀es utile en dimension finie, il ne semble pas exister sous forme simple en
dimension infinie et il semble malcommode de l’adapter pour des syst̀emes de
dimension infinie.

Pour argumenter en ce sens, on peut considérer, par exemple, l’équation de
transport :

∂

∂t
y +

∂

∂x
y = 0, x ∈ [0, 1],(1.11a)

y(t, 0) = u(t) est le contr̂ole.(1.11b)

y(0, x) = 0.(1.11c)

Le syst̀eme (1.11) s’interpr̀ete comme un système de la forme

d

dt
x = X0(x) + u(t)X1(x),

faisant partie de la famille des systèmes avec d́erive, pour lesquels les crochets de
Lie jouentégalement un r̂ole dans la contr̂olabilité.

Pourε ∈ (0, 1/2) on d́efinit

u(t) = −1, t ∈ (0, ε)

puis
u(t) = 1, t ∈ (ε, 2ε).

Si ε est assez petit, on a

y(2ε, x) = 1, x ∈ (0, ε),

y(2ε, x) = −1, x ∈ (ε, 2ε),

et
y(2ε, x) = 0 si x ∈ (2ε, 1).

Par ailleurs on v́erifie que
∫ 1

0

y(2ε, x)2dx = 4ε2.
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Un simple calcul, que l’on peut identifier̀a l’évaluation du crochet de Lie
[X0, X1], montre que pour toute fonctionφ ∈ H2(0, 1)

∫ 1

0

φ(x)
y(2ε, x)− y(0, x)

ε2
→ −φ′(0),

ce qui semble peu utilisable en terme de contrôlabilité.
Pour ce qui est de la lińearisation, la situation peut sembler plus claire, mais la

difficulté devient alors de choisir les bons espaces dans lesquels faire un th́eor̀eme
d’inversion locale, en particulier en présence de perte de dérivées. Des exemples
de telles situations sont donnés par K. Beauchard (voir [9]) et K. Beauchard et
J.M. Coron (voir [10]).

1.3. La méthode du retour de J.M. Coron

Introduite par J.M. Coron pour un problème de stabilisation dans [22], cette
méthode consistèa linéariser autour d’une trajectoire non constante de l’équation
(1.5) allant d’un point d’́equilibre(xe, ue) (i.e.f(xe, ue) = 0) à lui-même.

Dans la situation mod̀ele de de la poussette, c’està dire du syst̀eme donńe par
(1.7), (1.8), (1.9), òu le linéariśe autour de la trajectoire nulle n’est pas contrôlable,
on peut proćeder de la façon suivante : on considère

(u, v) : [0, T ] → R
2

vérifiant
u(T − t) = −u(t),

et
v(T − t) = −v(t).

Si l’on résout le syst̀eme correspondant (1.7) - - -(1.9) , donnant une solution
(x1, x2, x3), et que l’onévalue le lińeariśe autour de(x1, x2, x3, u, v), on obtient
le syst̀eme

dx1

dt
= u cos(x3) − u sin(x3)x3,(1.12a)

dx2

dt
= u sin(x3) + u cos(x3)x3,(1.12b)

dx3

dt
= u,(1.12c)

auquel on peut appliquer le critère suivant des systèmes lińeaires d́ependants du
temps (voire.g.E. Sontag [92]) :

THÉORÈME 1.3.1.Soit le syst̀eme

(1.13)
dx

dt
(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)
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où les matricesA etB sont respectivementC∞([0, T ],MN×N(R)), et
C∞([0, T ],MN×M(R)). On d́efinit par ŕecurrence les matrices

B0(t) = B(t),

et

Bi+1(t) =
d

dt
Bi(t) −A(t)Bi(t).

Si, pour un certaint ∈ [0, T ), et un entierk ∈ N∗, on a

vect{B0(t), B1(t), ..., Bk(t)} = R
N ,

le syst̀eme(1.13)est contr̂olable.

On peut voir aiśement que si(u, v) 6= 0, alors le syst̀eme (1.12) est contrôlable
—grâceà ce ŕesultat —et, visiblement, si(u, v) = 0 alors il ne l’est pas.

Ainsi on voit que l’existence de trajectoires non triviales, joignant deux points
d’équilibre, peut permettre de rétablir la situation.



2

Contr ôlabilit é deséquations de Maxwell

Il s’agit de travaux ou de collaborations avec P . Ciarlet Jr,P. Courilleau, G.
Legendre, I. G. Stratis, A. Yannacopoulos.

2.1. Le mod̀ele

On se donneΩ un ouvert borńe deR3 et on consid̀ere (E,H) un couple de
champs de vecteurs vérifiant

(2.1)
∂

∂t
A(t, x)

(
E
H

)
+

(
0 −curl

curl 0

)(
E
H

)
=

(
J
0

)
.

A cela s’ajoutent des conditions de bord, que l’on précisera par la suite, et parmi
lesquelles, on sṕecifiera le contr̂ole.

Dans l’́equation (2.1), le couple(E,H) désigne le chamṕelectro-magńetique
géńeŕe dans la cavit́eΩ par la densit́e de courantJ .

Le choix de l’oṕerateurA(t, x) correspond̀a différents mod̀eles, plus ou moins
commuńement utiliśes.

2.1.1. Milieu linéaire constant. Le mod̀ele le plus courant est

A(t, x) =

(
ε 0
0 µ

)
.

Le param̀etreε désigne la permittivit́e électrique1, µ désigne la perḿeabilit́e ma-
gnétique2, dans le milieu consid́eŕe. Lorsque le milieu de propagation ambiant est
le vide, ces param̀etres sont líes par la relation

εµc2 = 1

où c est la vitesse de propagation de la lumière.

2.1.2. Les milieux chiraux dans l’approximation dite de Drune-Born-Fe-
dorov. On peutégalement consid́erer le cas, dit de l’approximation de P. Drude,
M. Born et F.I. Fedorov (notée DBF dans la suite) dans lequel un nouveau paramètre
β > 0, appeĺe param̀etre de chiralit́e est introduit.

1La permittivité électrique mesure le rapport entre le champ de déplacement électrique et le champ électrique
provoquant le déplacement.

2Tout champ magnétique induit une différence de potentieldans tout conducteur électrique se mouvant dans
ce champ, provoquant du même coup, un champ magnétique induit dont le rapport au champ initial est appelé
perméabilité.

13



14 2. CONTR̂OLABILIT É DESÉQUATIONS DE MAXWELL

On prend

(2.2) A
(
E
H

)
=

(
ε(E + βcurl(E))
µ(H + βcurl(H))

)

Une hypoth̀ese commuńement admise, sur le lien entre ces paramètres, inter-
vient lorsque l’on consid̀ere des solutions harmoniques en temps de (2.1),i.e. de
la forme

E(t, x) =: E0(x)e
iωt, H(t, x) =: H0e

iωt,

Dans ce cas, on impose

(2.3) β2ω2εµ << 1.

La condition (2.3) conduit souventà ne consid́erer l’approximation DBF que dans
le cas des milieux chiraux, pour des solutions harmoniques,mais des consid́era-
tions plus ph́enoḿenologiques que mathématiques ont parfois conduità consid́erer
le mod̀ele (2.2) comméetantégalement valable en régime non harmonique, où
l’hypothèse (2.3) est remplacée par l’hypoth̀ese “β est assez petit”. On peut néan-
moins donner des justifications formelles de l’utilisationde l’approximation DBF
(voir par exemple A. Lakhtakia [71] et K. Liaskos-I.G. Stratis-A. Yanacopoulos
[74] pour des relations constitutives lég̀erement diff́erentes de (2.5)).

2.1.3. Relations de constitutions plus ǵenérales.
Au niveau macroscopique, on peutécrire le syst̀eme suivant, plus ǵeńeral que

celui donńe par (2.1),

div(B) = 0,(2.4a)

curl(E) = − ∂

∂t
B,(2.4b)

div(D) = ρ(t, x),(2.4c)

curl(H) =
∂

∂t
D.(2.4d)

où, lorsque le milieu est isotrope et chiral, la densité de fluxélectriqueD et la
densit́e de flux magńetiqueB satisfont
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D(t, x) = εE(t, x) + ε

∫ +∞

0

χe(τ)E(t− τ, x)dτ

+

∫ +∞

0

χc(τ)B(t− τ, x)dτ,(2.5a)

H(t, x) =
1

µ0
B(x, t) − 1

µ0

∫ ∞

0

χm(τ)B(t− τ, x)dτ

+

∫ ∞

0

χc(τ)E(t− τ, x)dτ,(2.5b)

où χe est la susceptibilit́e díelectrique3, χm la susceptibilit́e magńetique4 etχc

désigne la chiralit́e 5

Le param̀etre de chiralit́e a ét́e introduit pourétudier l’activit́e optique d’un
mat́eriau. L’absence de syḿetrie bilat́erale áet́e historiquement reconnue au travers
de la compĺementarit́e par syḿetrie de moĺeculesénantiom̀eres6 et la pŕedomi-
nance d’un seul isom̀ere7. Cette pŕevalence d’un certaińenantiom̀ere et les dis-
symétries qui en d́ecoulent ont́et́e postuĺees initialement par L. Pasteur [85] à la
lecture des ŕesultats de J.B. Biot [12].

REMARQUE 2.1.1. Le probl̀eme de Cauchy associé à (2.4), avec les relations
constitutives (2.5), et des données initialesE(t = 0) = E0 etH(t = 0) = H0

posent des difficult́es de mod́elisation dans le choix des conditions de bord.
Il est d’usage d’imposer, lorsqu’on ne s’intéresse pas aux questions de contrô-

labilité,
n ∧H = 0 sur ∂Ω

et
E.n = 0 sur ∂Ω.

Or, dans le cas òu χm = 0, etχc est une masse de Dirac, cela entraı̂neégalement

H.n = 0 sur ∂Ω,

et donc finalement
H = 0 sur ∂Ω,

ce qui est trop rigide dans l’usage de la physique.

3ce paramètre mesure en première approximation la déviation de la permittivité électrique réelle par rapport à la
permittivité supposée.

4l’interprétation est similaire à celle concernant la permittivité électrique.
5Chiralité : du grec kheir, la main, par déformation du mot signifiant instrument (en général utilisé par la main).

Une molécule est dite chirale si on ne peut pas la superposerà son image dans un miroir.
6Enantiomère : se dit de deux molécules d’un même composémais disposées symétriquement.
7Isomère : les énantiomères en sont des cas particuliers,se dit de deux molécules qui ont la même constitution

atomique mais disposées différemment.
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2.2. Ŕesultats concernant l’approximation de Drude-Borne-Fedorov en
r égime non harmonique.

Dans cette partie, on décrit les ŕesultats de [28]. Sauf mention contraire, les
quantit́esε, µ etβ sont constantes.

On consid̀ere donc le système de Maxwell dans l’approximation DBF, mais en
régime non harmonique :

∂

∂t
ε(E + βcurl(E)) − curl(H) = 0,(2.6)

∂

∂t
µ(H + βcurl(H)) + curl(E) = 0.(2.7)

Ce syst̀eme est pośe sur un ouvertΩ, borńe, ŕegulier8, simplement connexe,
pendant un intervalle de temps[0, T ] avecT > 0, on prescrit alors les conditions
suivantes : on impose

(2.8) H ∧ n = J sur(0, T ) × Γ où J est le contr̂ole,

où Γ est une partie de∂Ω, et

(2.9) E ∧ n = 0 sur(0, T ) × ∂Ω.

On imposéegalement des conditions initiales :

(2.10) H(0, .) = H0 etE(0, .) = E0 surΩ.

Il a ét́e prouv́e par P. Jr. Ciarlet & G. Legendre [21] que le syst̀eme est (2.6)–
(2.10) est bien pośe pourvu queH0,E0, etJ aient une certaine régularit́e etβ soit
dans le compĺementaire d’une suite. On renvoieà [21] pour les conditions exactes
surβ.

En particulier quandJ = 0 le syst̀eme est bien posé. Nous basant sur ces deux
remarques, nous prouvons dans [28] que

THÉORÈME 2.2.1.Pour une infinit́e de valeur deβ (le compĺementaire d’une
suite), le syst̀eme(2.6)–(2.10)n’est pas approximativement contrôlable.

La preuve est́elémentaire, mais on peut tenter de comprendre ce résultat en
utilisant la remarque suivante : l’opérateur Id+βcurl est inversible dans les espaces
ad́equats pour certaines valeurs deβ par exemple assez petites.

Plus pŕeciśement rappelons la définition des espaces suivants :

(2.11) H(div,Ω) := {u ∈ L2(Ω,R3)3, tel quediv(u) ∈ L2(Ω,R)},

(2.12) H0(div,Ω) := {u ∈ H(div,Ω), tel queu.n = 0 sur∂Ω},

(2.13) H(div = 0,Ω) := {u ∈ L2(Ω,R3)3, tel quediv(u) = 0 dansΩ},
8Nous n’avons pas cherché à déterminer la régularité minimale deΩ qui permet de conduire aux résultats de ce

paragraphe. Nous supposerons pour simplifier queΩ est de classeC1.
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H0(div = 0,Ω) := {u ∈ L2(Ω,R3)3, tel que(2.14)

div(u) = 0 dansΩ, u.n = 0 sur∂Ω},

H(curl,Ω) := {u ∈ L2(Ω,R3)3, tel quecurl(u) ∈ L2(Ω,R3)3},(2.15)

H0(curl,Ω) := {u ∈ L2(Ω,R3)3, tel que

curl(u) ∈ L2(Ω,R3)3, u ∧ n = 0 sur∂Ω},(2.16)

W (Ω) := H(curl,Ω) ∩H0(div = 0,Ω),(2.17)

Wcurl(Ω) := {u ∈ W (Ω), tel quecurl(u) ∈W (Ω)}.(2.18)

On doit alorsà Y. Giga & T. Yosida Lemme 2 & Prop. 2 dans [100] le résultat
suivant :

THÉORÈME 2.2.2.LorsqueΩ est simplement connexe, pour un ensemble dense
(le compĺementaire d’une suite) de valeurs deβ, non nulles, l’oṕerateur

I + βcurl : Wcurl(Ω) → W (Ω)

est inversible.

En se basant sur le théor̀eme 2.2.2 et la proposition 2 de [100], on vérifie que
le syst̀eme

∂t(φ+ βcurl(φ)) − curl(ψ) = 0 dansΩ,(2.19a)

∂t(ψ + βcurl(ψ)) + curl(φ) = 0 dansΩ,(2.19b)

φ(T ) = φT ,(2.19c)

ψ(T ) = ψT ,(2.19d)

ψ.n = curl(ψ).n = φ.n = curl(φ).n = 0 sur∂Ω,(2.19e)

est bien pośe sur(0, T )× Ω, pourvu que(φT , ψT ) ∈ Wcurl(Ω)2.
On obtient alors la relation∫

Ω

(E0.(φ(0) + βcurl(φ(0))) +H0.(ψ(0) + βcurl(ψ(0))))dx =(2.20)
∫

Ω

(E(T ).(φT + βcurl(φT )) +H(T ).(ψT + βcurl(ψT )))dx,

en prenant(φT , ψT ) ∈ a(β)−1(S \ ∇H2
0(Ω))2, ce qui prouve la non contrôlabilité

approch́ee de (2.6)–(2.9).
Remarque : pourβ = 0, la contr̂olabilité en domaine borńe a ét́e étudíee

dans de nombreux articles. Les premiers résultats, dans le cas de coefficients con-
stants, sont dus̀a J. Lagnese dans [70]. Le cas de coefficients variables, mais non
réguliers, est traité par S. Nicaise dans [83]. Ces deux travaux concernent le cas de
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contr̂ole sur tout le bord. Pour le contrôle sur une partie du bord, citons O. Nalin
cf. [81], K. D. Phung cf. [87], C. Pignotti cf. [88], N. Weck cf. [99].
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2.3. L’approximation Drude-Born-Fedorov en régime harmonique.

On rappelle ici les ŕesultats d́ecrits dans [29].
On consid̀ere le syst̀eme (2.6)–(2.7) en régime harmonique, c’està dire quand

les solutions cherch́ees sont de la forme

E(t, x) := E0(x)e
iωt, H(t, x) := H0e

iωt.

( Remarque :Pour l’approximation DBF en régime harmonique, on peut voir
queE etH se d́ecomposent en deux champsE = Eg + Er etH = Hg +Hr qui
correspondent̀a une polarisation spécifique des ondes. A ce sujet, et pour plus de
détails, on pourra consultere.g.H. Ammari & al [2], H. Ammari & J.-C. Ńed́elec
[3], Y. Athanasiadis & al [6], et A. Lakthakia [71]).

On obtient deux nouvelleśequations :

iεωE + iεβωcurl(E) − curl(H) = 0

iµωH + iµβωcurl(H) + curl(E) = 0,

où tous les coefficients sont ici supposés constants.
En écrivant

E =
curl(H) − iεβωcurl(E)

iεω
,

on obtient le syst̀eme

H + 2βcurl(H) + (β2 − 1

εµω2
)curlcurl(H) = 0,(2.21a)

E = −iωβµH + i(
1

εµω
− β2ωµ)curl(H).(2.21b)

On peut obtenir un systèmeéquivalent en permutant le rôle deE etH.
Par ailleurs, l’́equation (2.21b) montre qu’il n’est pas possible, dans un problè-

me de contr̂olabilité, de contr̂olerE etH sépaŕement (ind́ependamment l’un de
l’autre).

Notonségalement, qu’en séparant partie ŕeelle et imaginaire, on peut toujours
supposer que le champH est ŕeel, le champE correspondant donné par (2.21b),
étant alors imaginaire pur.

Le résultat principal que nous démontrons dans [29] est le

THÉORÈME 2.3.1. On consid̀ere un sous-ensemble d’intérieur non videΓ ⊂
∂Ω, où Ω est un ouvert borńe connexe et lipschitzien. On considère le probl̀eme
constitúe de l’́equation(2.21a)à laquelle on ajoute les conditions de bord

H ∧ n = J surΓ,(2.22)

H ∧ n = 0 sur∂Ω \ Γ.(2.23)
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Il existe un ouvert denseO deR tel que si
1

εµω2
∈ O et siβ ≥ 0 est assez petit

par rapportà ε, µ etω, alors, lorsqueJ varie dansL2
T (Γ) l’ensemble des champs

tangentiels de carŕe int́egrable surΓ, la trace decurl(H) sur ∂Ω \ Γ décrit un
ensemble dense dansL2

T (∂Ω \ Γ).

Rappelons ( voir R. Dautray& J.L.Lions [31], P. Monk [79]) que la formule
suivante, valable pour des fonctionsH1 etH2 deD(Ω)3,

(2.24)
∫

Ω

curl(H1).H2dx−
∫

Ω

H1.curl(H2)dx =

∫

∂Ω

(n ∧H1).H2dσ,

se ǵeńeraliseàH(curl,Ω) (voir (2.15) page 17 pour la définition) en notant que le
membre de droite de (2.24), peutégalement s’́ecrire

∫

γ

(n ∧H1).((n ∧H2) ∧ n)dσ.

Rappelonśegalement, que siO un ouvert borńe deRN dont la frontìere est sup-
pośee lipschitzienne, il existe une application linéaire continue

γ0 : H1(O) 7→ L2(∂O)

u → u|∂O,

dont l’image est exactementH1/2(∂O) . Pour une exposition systématique, on
renvoiee.g. au livre de P. Grisvard [52] et à celui de J. Nĕcas [82]. En consid́erant
deux ouverts borńes de frontìere lipschitzienneOi=1,2, avecO1 ⊂ O2, dont les
frontières ont une intersection communeΓ, et un oṕerateur d’extension

H1(O1) → H1(O2),

on peut alors consid́ererH1/2(Γ), pour une partie d’int́erieur non videΓ ⊂ O1.
On d́efinit alors (voir R. Dautray & J.L. Lions [31] et P. Monk [79]), en notant

∇|∂Ω le gradient surfacique, etH−1/2(∂Ω) le dual deH1/2(∂Ω) —l’espace des
trace des fonctions deH1(Ω)—, n la normale ext́erieure unitairèaΩ, et∇|∂Ω.u la
divergence surfacique9

H−1/2(div, ∂Ω) := {u ∈ H−1/2(∂Ω), u.n = 0 sur∂Ω, ∇|∂Ω.u ∈ H−1/2(∂Ω)}.

9Pour définir la divergence surfacique, par exemple sur une sous-variétéS de dimension2 de R3 on procède
comme suit : on choisit au voisinage d’un pointp, un système de coordonnées(x1, x2) 7→ Z := (z1, z2, z3) d’un
voisinage de(0, 0) sur un voisinage dep —on a dans ces notations,Z(0, 0) = p —. La structure euclidienne sur
S hérite de celle deR3, le produit scalaire surTpS (le plan tangent enp à S) est alors donné par la matriceG :=

(〈∂Z(p)

∂xi
|∂Z(p)

∂xj
〉R3)i,j=1,2. Si l’on noteg := det(G), pourv : S → TS on note∇|S .v :=

1√
g
(
∂(
√

gv1

∂x1

+
∂(
√

gv2

∂x2

),

oùv = v1

∂Z

∂x1

+ v2

∂Z

∂x2
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On prouve alors (voir P. Monk [79]) que les applications

H(curl,Ω) → H−1/2(div, ∂Ω)

H 7→ n ∧H|∂Ω

et

H(curl,Ω) → (H−1/2(div, ∂Ω))′, (le dual topologique deH−1/2(div, ∂Ω))

H 7→ (n ∧H|∂Ω) ∧ n,
sont continues et surjectives et que la formule (2.24) s’étend pour(H1, H2) ∈
H(curl,Ω)2 de la façon suivante :

∫

Ω

H2.curl(H1)dx−
∫

Ω

H1.curl(H2)dx =

〈(n ∧H2) ∧ n|n ∧H1〉,(2.25)

où 〈.|.〉 désigne ici le crochet de dualité entreH−1/2(div, ∂Ω) et son dual
topologiqueH−1/2(div, ∂Ω)′. Pour ne pas alourdir les notations, on remplacera
plus loin la notation〈·|·〉 par l’intégrale sur le bord.

REMARQUE 2.3.2. SoitW ∈ H(curl,Ω) (voir (2.11) et (2.15) page 16). Si
n ∧W = 0 sur une partieA du bord , alorscurl(W ).n = 0 surA.

En effet, pour toute fonctionφ ∈ D(Ω), nulle sur un voisinage de∂Ω \ A ,
comme

div(curl(W )) = 0 dans Ω,

et
curl(∇φ) = 0 dans Ω,

en utilisant la relation (2.25)
∫

∂Ω

curl(W ).nφdσ =

∫

Ω

curl(W ).∇φdx

=

∫

∂Ω

∇φ.[n ∧W ]dσ = 0.

Il en résulte quecurl(W )|∂Ω est un champ tangentiel (dansH−1/2(∂Ω)) sur
toute partie du bord òuW ∧ n = 0.

Sous des hypoth̀eses assez fortes surε, µ, β, on peut d́emontrer un ŕesultat
similaire au th́eor̀eme 2.3.1 dans le cas où ces coefficients sont variables. Voir
[29].

REMARQUE 2.3.3. L’hypoth̀ese commuńement admise dans l’approximation
DBF est, ainsi que nous l’avons dit plus haut, de supposer que

βεµω2 << 1,
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ce que l’on fera toujours ici.
Néanmoins cette hypothèse n’est pas ńecessaire, et nous montrons dans [29] le

résultat suivant :

THÉORÈME 2.3.4. Il existe un ensemble dense de valeurs deβ dans[0,+∞)

et un sous-ensembleS dense de(β2,+∞) tel que si
1

εµω2
∈ S alors le ŕesultat

final du th́eor̀eme 2.3.1 est vrai.

Lorsqueβ = 0, le résultat du th́eor̀eme 2.3.1 signifie, grâceà la remarque 2.3.2,
que l’on peut presque prescrire le champE (qui est alors tangentiel sur∂Ω \ Γ).
Cela peut sans doutêetre utile dans des phénom̀enes de pìegeà particules, c’est̀a
dire où l’on veut prescrire un chamṕelectrique autour d’une cavité pour emp̂echer
toute particule s’y trouvant, d’en sortir.

Pour des valeurs deβ petites, le premier terme du membre de droite de (2.21b)
est probablement physiquement négligeable : en effet il existe une constanteC >
0 (uniforme enβ assez petit) telle que siH vérifie (2.21a), (2.22) et (2.23) alors

||H||H(curl,Ω) ≤ C||J ||L2
T (Γ),

ce qui prouve que le terme prédominant dans le membre de droite de (2.21b) est
i

εµω
curl(H).

2.3.1. Sur un domaine int́erieur ? Dans l’esprit de l’article de A. Osses &
J.P. Puel [84] (voir aussi la section 3.7), on peut se demander si, pour un sous-
domaine de Jordan deΩ donńe bord́e par une surfaceγ on a un ŕesultat analogue,
i.e. prescrire (approximativement) les valeurs tangentiellesdecurl(H) surγ. On

noteν la normale ext́erieure unitaireà γ . On note
1

A
= β2− 1

εµω2
. On supposera

que int(γ) (la composante connexe bornée du compĺementaire deγ) ne contient
pas de composantes connexes de∂Ω. Effectuons formellement (voir la figure 2.3.1
pour les notations) :
∫

γ

(ν ∧ curl(H)).φdσ =

∫

Ω2

curlcurl(H)φdx−
∫

Ω2

curl(H)curl(φ)dx

=

∫

Ω2

(−AH − 2βAcurl(H))φdx−
∫

Ω2

Hcurlcurl(φ)dx(2.26)

−
∫

γ

ν ∧ curlφ.Hdσ

=

∫

Ω2

H(−Aφ− 2βAcurl(φ) − curlcurl(φ))dx

−
∫

γ

H.(ν ∧ (2βAφ+ curlφ))dσ.(2.27)



2.3. L’APPROXIMATION DRUDE-BORN-FEDOROV EN ŔEGIME HARMONIQUE. 23

Si l’on peut trouverφ ∈ H(curl,Ω) vérifiant

− Aφ− 2βAcurl(φ) − curlcurl(φ) = 0 dansΩ2(2.28a)

φ ∧ ν donńe surγ,(2.28b)

il découle de (2.28a) quecurl(φ) ∈ H(curl,Ω2). Le deuxìeme terme du membre
de droite de (2.27), d́efinit alors une forme lińeaire continueLφ surH(curl,Ω).

Si l’on peut ŕesoudre dansH(curl,Ω),

− Aψ − 2βAcurl(ψ) − curlcurl(ψ) = Lφ dansΩ(2.29a)

ψ ∧ n = 0 sur∂Ω,(2.29b)

on obtient (puisqueH satisfait (2.21a), et en utilisant (2.25))

(2.30)
∫

γ

curl(H) ∧ ν.ψdσ =

∫

Γ

J.(ν ∧ curl(ψ))dσ,

Soit Ω̂ un ouvert inclus dansΩ, tel que∂Ω ⊂ ∂Ω̂, γ ⊂ Ω \ Ω̂.
Commediv(ψ) = 0 loin deγ, on a alorsψ ∈ H1(Ω̂) (voir R. Dautray & J.L.

Lions [31]), puis on aégalementcurl(ψ).n = 0 sur∂Ω, et donc

curl(ψ) ∈ H1(Ω̂).

Donc curl(ψ) ∧ n est bien d́efini sur∂Ω, et le membre de droite de (2.30) ex-
iste pour une solutionψ de (2.29). Or, on peut prouver, comme pour le théor̀eme
2.3.1, que, pour beaucoup de valeurs deε, µ, β, ω, les syst̀emes (2.28a)–(2.28b) et
(2.29a)–(2.29b) possèdent des solutions uniques et on obtient de même

Γ

Ω

Ω1

Ω2

γ

ν

n

FIG. 2.3.1: Sur le bord d’un domaine intérieur
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THÉORÈME 2.3.5. Il existe un ouvert denseO′ deR tel que, si
1

εµω2
∈ O′,

et si β est assez petit alors, lorsqueJ varie dansL2
T (Γ), curl(H) où H est la

solution de(2.21a) (2.22) (2.23)a une partie tangentielle dense dansL2
T (γ).

Pour des raisons de régularit́e, il est clair, aussi bien dans le théor̀eme 2.3.1 que
dans le th́eor̀eme 2.3.5, que l’on ne peut pas parcourir tous les champs tangentiels
L2 sur∂Ω\Γ et respectivementγ. Par ailleurs l’int́er̂et physique du th́eor̀eme 2.3.5
est moins clair que celui du théor̀eme 2.3.1 puisque pour ce dernier on sait déjà
quecurl(H) est tangentiel sur la partièa contr̂oler.

Remarquons aussi queE et H jouent des r̂oles parfaitement syḿetriques, il
s’ensuit qu’on peut́enoncer des résultats similaires surE.

REMARQUE 2.3.6. L’usage deśequations de Maxwell en régime harmonique
est fŕequent chez les physiciens, et, on peut penser que des résultats de contrôla-
bilit é dans ce type de régime peuvent̂etre int́eressants.

REMARQUE 2.3.7. On pourrait se poser la question de prescrire approxima-
tivementE ouH sur une partie ouverteω ⊂ Ω.

Plus exactement, on considèreH vérifiant (2.21a) (2.22) (2.23). On chercheJ
pour queH|ω soit donńe.

Un calcul formel montre que ∫

ω

Hφdx

s’exprime en fonction de
∫

Γ J.(curl(θ) ∧ n)dσ où θ vérifie

θ + 2βcurl(θ) + (β2 − 1

εµω2
)curlcurl(θ) = φχω

θ ∧ n = 0 sur ∂Ω.

Mais on voit, en choisissantθ ∈ D(ω)3, que l’on peut avoir
∫

ω Hφdx 6= 0 alors
quecurl(θ) ∧ n = 0. Ainsi la contr̂olabilité approch́ee n’a pas lieu.
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2.4. Avec des relations constitutives plus ǵenérales.

On s’int́eresse ici au cas où dans (2.4a)–(2.4d) on prendρ = 0, et on simplifie
(2.5a) (2.5b) de la façon suivante :

D(t, x) = εE(t, x) + ε

∫ t

0

χe(τ)E(t− τ, x)dτ,(2.31a)

H(t, x) =
1

µ
B(t, x) −

∫ t

0

χm(τ)H(t− τ, x)dτ.(2.31b)

Cette approximation est donnée dans [30]. Elle décrit un effet de retard dans les
équations de Maxwell classiques. Contrairementà (2.5a) et (2.5b), òu il est sup-
pośe qu’il y a une ḿemoire sur(−∞, t), on suppose ici que la ḿemoire existe
seulement sur(0, t). Nous prenonsΓ un sous-ensemble de∂Ω, T > 0 et on ajoute
des conditions de bordsà (2.4a)–(2.4d), (2.31a) (2.31b) qui sont

H ∧ n = J sur(0, T )× Γ(2.32)

H ∧ n = 0 on (0, T )× (∂Ω \ Γ)(2.33)

E.n = 0 on (0, T ) × ∂Ω.(2.34)

Le résultat principal de [30] est le suivant :

THÉORÈME 2.4.1. Supposons queΓ = ∂Ω, alors si T est assez grand et
||χe,m||2,∞ sont assez petits le système(2.4a)–(2.4d) (2.31a) (2.31b)–(2.34) est
contrôlable exactement aux trajectoires dansH(div = 0,Ω) ×H0(div = 0,Ω).

La preuve est essentiellement la même que celle donnée par S. Nicaise dans
[83] avec un argument de perturbations.
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2.5. Contrôlabilit é deséquations de Maxwell avec une source stochastique.

Dans cette partie, on s’intéresse aux́equations de Maxwell classiques, aux-
quelles on ajoute un terme source de type stochastique et un contrôle distribúe. On
décrit les ŕesultats de [65] qui ont ét́e inspiŕes par ceux de J. U. Kim (voir [68]).

Plus pŕeciśement on consid̀ere le syst̀eme d’́equations

d(AE(t)) = (ME(t) + J (t) +Bu(t))dt+

N∑

j=1

gjdWj(t)(2.35)

E(0) = E0,(2.36)

où E :=

(
E
H

)
,

M :=

(
0 −curl

curl 0

)
,

A = diag(ε, µ),

où les coefficientsε etµ sont suppośes constants.
Dans le membre de droite de (2.35),Wj désigne lajème composante d’un

processus de Wiener de dimensionN , défini sur un espace de probabilité

(Ω,F , P ).

Il en résulte une filtrationFt
10. On noteP la mesure de Wiener associée au pro-

cessusW et à la filtrationFt. On a égalementN fonctions vectoriellesgj :=(
g

(1)
j

g
(2)
j

)
∈ R

6, ne d́ependant que de la variable d’espacex ∈ O (O est un ouvert

connexe ŕegulier deR3) telles que∀j = 1, . . . , N on adiv(g
(1)
j ) = div(g

(2)
j ) = 0.

J est une source de “courant”.
Ici on impose les conditions suivantes

H ∧ n = 0 sur ∂O,

et
E.n = 0 sur ∂O,

c’est-̀a-dire que l’on imposera(E,H) ∈ H avec

H := (H0(curl) ∩H(div = 0,Ω)) × (H(curl) ∩H0(div = 0)).11

NotonsF := {Ft, t ∈ [0, T ]}.
La lettreu désigne un contr̂ole que l’on prend dans

L2(0, T, L2(P,F) ⊗H),

B est une matrice d́efinie positive.

10Ft est la tribu engendré par lesWj(u) pouru ≤ t.
11voir page 17 pour une définition de ces espaces.
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Si l’on suppose queJ ∈ L2((0, T ), L2(P,F) ⊗H) on a

THÉORÈME 2.5.1. Sous les hypoth̀eses ci-dessus le système(2.35) (2.36)est
bien pośe dansH.

Nous prouvons alors le théor̀eme suivant :

THÉORÈME 2.5.2.Le syst̀eme(2.35) (2.36)est approximativement contrôlable
dansH en temps arbitrairement petit. Plus préciśement,étant donńe ε > 0, et
E0 ∈ L2(P,F0,H) etET ∈ L2(P,FT ,H), il existe

u ∈ L2(0, T, L2(P,F) ⊗H),

tel que la solution de(2.35) (2.36)vérifie

E(||ET − E(T )||H) < ε.

Il n’y a pas d’obstruction, contrairement au cas déterministe, sur le temps de
contr̂olabilité car le contr̂ole agit sur tout le domaineO. En revanche comparée aux
résultats d́eterministes, la filtration pose des problèmes pour la d́efinition correcte
du probl̀eme adjoint. Nous devons alors utiliser un argument d’approximation sur
un temps arbitrairement petit prouvé dans [68] et ne pas “changer” deFt. De fait
nous devons avoir un temps arbitrairement petit pour contrôler, il en d́ecoule qu’il
est “ńecessaire” (par cette ḿethode) de contrôler sur toutO. On renvoieà [65]
pour plus de d́etails.





3

Contr ôlabilit és lagrangiennes de mod̀eles fluides.

3.1. Introduction du probl ème sur un exemple

Le point de d́epart de ces travaux est un déjeuner en compagnie de J.P. Puel,
dans une brasserie bien connue des locataires de “Chevaleret”, au cours duquel
nous nous demandions si on pouvait mélanger la notion de transport optimal (i.e.
le probl̀eme de Monge-Kantorovich, voire.g.L.C. Evans [41]) et la contr̂olabilité.
Ce probl̀eme áegalement́et́e sugǵeŕe par G. Leugering au cours des rencontres de
Benasque.

Le probl̀eme du contr̂ole des transports se pose déjà en lui-m̂eme de la façon
suivante :

Consid́erons l’́equation d’Euler bi ou tridimensionnelle posée dans un ouvert
régulier borńe et connexeΩ, dont la normale unitaire extérieure est notéen.

∂tu+ (u.∇)u+ ∇p = 0 dans(0, T )× Ω,(3.1a)

div(u) = 0 dans(0, T ) × Ω,(3.1b)

u.n = 0 on (0, T ) × (∂Ω \ Γ),(3.1c)

avec une condition initiale

(3.2) u(0, .) = u0 dansΩ.

Dans cette formulation, le contrôle n’est pas sṕecifié, mais on peut par exemple
choisir

u.n = g(t) sur(0, T )× Γ, avec
∫

Γ

gdσ = 0(3.3)

curl(u) = h(t) sur{σ ∈ Γ, u.n(., σ) < 0}.(3.4)

En dimension 3, (3.4) doit̂etre remplaće par

(3.5) curl(u) ∧ n sur{σ ∈ Γ, u.n(., σ) < 0}.
Muni des conditions (3.3) et (3.4) en dimension2 ou (3.5) en dimension3, le
syst̀eme (3.1) est bien posé (voir V. I.Yudovich [101] et A.V. Kazhikov [67]).

DÉFINITION 3.1.1. La contr̂olabilité euĺerienne en tempsT du syst̀eme d’Euler
est la possibilit́e pour tout couple

(u0, u1) : Ω → R
N × R

N , N = 2, 3,

de trouver une solution de (3.1) vérifiantu(0, .) = u0 etu(T, .) = u1.
29
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Ce probl̀eme pośe initialement par J.L. Lions áet́e ŕesolu en dimension 2 par
J.M. Coron dans [23], et en dimension 3, par O. Glass dans [49]. En particulier, la
condition ńecessaire et suffisante pour la contrôlabilité exacte est queΓ rencontre
toute composante connexe de∂Ω.

Dans les deux cas, la preuve repose sur la construction d’un flot potentiel adapté
à la situation, d’une part, età l’utilisation de la ḿethode du retour d’autre part.

Rappelons que si l’on a

θ ∈ C0([0, 1], C∞(Ω,RN)), N = 2, 3,

satisfaisant

(3.6) ∀t ∈ [0, 1] x 7→ θ(t, x) est harmonique dansΩ,

alors le couple(u, p) = (∇θ, p) où

p = −∂θ
∂t

− |∇θ|2
2

est solution de (3.1a) (3.1b). Une telle solution est appelée solution potentielle. On
a bien ŝur

(3.7) curl(u) = 0.

On peut introduire un autre type de contrôlabilité : pour motiver la d́efinition
suivante, on note que la description lagrangienne d’un fluide sitúe dans un ouvert
Ω et de champ des vitesses

(t, x) 7→ u(t, x)

consisteà suivre la trajectoire des particules de fluides, c’està direà consid́erer
les trajectoires du flotφu deu (voir (3.10) (3.11) page 31 pour la définition deφu).

DÉFINITION 3.1.2. Consid́erons un ensemble de particules situéesà l’instant
0 dans une partieω0 deΩ et soitω1 un sous-ensemble deΩ. Peut-on agir sur le
fluide, par exemple sur une partie de∂Ω, pour quèa un instant donńeT fixé toutes
les particules initialement dansω0 remplissentω1 ? Ce probl̀eme est d́efini comme
la contrôlabilité lagrangienne du fluideentreω0 etω1 en tempsT .

Bien ŝur le mod̀ele utiliśe pour d́ecrire le comportement du fluide peut entraı̂ner
des contraintes surT , surω0, et surω1.

Par exemple, pour un fluide incompressible,i.e. vérifiant (3.1b), la contr̂olabi-
lit é lagrangienne entreω0 etω1, impose

(3.8) |ω0| = |ω1|.
Dans le cas de l’équation d’Euler bi et tridimensionnelle, la méthode emploýee

par J.M. Coron et O. Glass, dans le cas respectif de la dimension 2 et 3, voir
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les travaux de J.M. Coron [23] et O. Glass [49], permet de montrer, par exem-
ple, que la condition (3.8) est suffisante pour des topologies raisonnables deω0

etω1 (par exemple siω0 etω1 sont des boules) pourvu queΓ rencontre toutes les
composantes connexes de∂Ω.

Il est important de noter ici (voiŕegalement [51]) que dans les deux travaux
[23] et [49], les flots potentiels sont utilisés pour faire sortir et rentrer la totalité du
fluide de et dansΩ. Ne disposant pas de modèles pour le fluidèa l’extérieur deΩ,
l’opérateur agit tel qu’il le souhaite pour modifier la configuration des particules
de fluide.

Néanmoins, le problème de la contr̂olabilité lagrangienne reste posé si l’on
impose de plus que les trajectoires des particulesà d́eplacer restent dans la zone
de mod̀ele fluide, iciΩ.

Dans les paragraphes suivants on décrit quelqueśequations pour lesquelles on
peut prouver des résultats de contr̂olabilité lagrangienne.

3.2. Contrôlabilit é lagrangienne associéeà l’ équation de la chaleur.

3.2.1. Cas de la dimension1. Consid́erons pourT > 0 l’ équation de la
chaleur contr̂olée sur un intervalleω :=]a, b[ avec[a, b] ⊂ (0, 1),

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= hχω sur(0, T )t × (0, 1)x,(3.9a)

u(t, x) = 0 enx = 0 etx = 1, ∀t > 0,(3.9b)

u(t = 0, x) = u0(x), x ∈ (0, 1).(3.9c)

Pour un sous-ensembleF d’un ensembleE,χF désigne la fonction caractéristique
deF .

L’ équation (3.9a) peut se voir comme un cas particulier, en prenantλ = 0, de

∂u

∂t
+ λu

∂u

∂x
− ∂2u

∂x2
= hχω sur(0, T )t × (0, 1)x,

qui est l’́equation de Burgers dissipative. Cetteéquation est souvent considéŕee
comme la version mono-dimensionnelle deséquations de Navier-Stokes.

On peut donc grossièrement consid́erer que (3.9a) est un modèle fluide pour
lequel le probl̀eme de la contr̂olabilité lagrangienne pour le système (3.9) peut se
poser.

Dans [62] nous d́emontrons le ŕesultat suivant :

THÉORÈME 3.2.1.Supposons queu0 = 0. Étant donńeI1 etI2 deux intervalles
de m̂eme nature (ouverts, fermés,...) tels queIj ⊂ [0, 1], j = 1, 2. Il existeh ∈
L2(0, T, L2(ω)) tel que le flot deu défini par

∂φu

∂t
(s, t, x) = u(t, φu(s, t, x)), (s, t) ∈ [0, T ]2(3.10)

φu(s, s, x) = x(3.11)
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vérifie

(3.12) φu(0, T, I1) = I2,

où u vérifie (3.9).

La preuve de ce résultat consiste en la construction de solutions ad-hoc,u1 et
u2, u2 étant ind́ependante du temps, de l’équation (3.9a), pour lesquelles on a

φu1(0, T/3, I1) ⊂ ω,

et
φu2(2T/3, T, I2) ⊂ ω.

Pour ce faire, on utilise la contrôlabilité exactèa źero de l’́equation de la chaleur
(voir H. Fattorini & D. Russel [42] et G. Lebeau & L. Robbiano [72]) pour “rec-
oller” les solutionsu1 etu2 de (3.9a) et cette ḿethode s’apparentantà la ḿethode
du retour.

Par ailleurs, pour d́efinir correctement le flot deu, on utilise la ŕegularit́e locale
des solutions de (3.9a) dans tout ouvert où h est ŕegulìere (et en particulier en
dehors du “support” deh).

La méthode emploýee dans [62] permet de d́emontrer que

PROPOSITION3.2.2 ([62]). Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme 3.2.1, supposons
que

Ik ⊂ (0, 1) pour k = 1, 2,

alors, pour tout diff́eomorphismeD : I1 → I2 croissant, il existe

h ∈ L2(0, T ;L2(ω))

tel que la solution de(3.9)satisfasse

(3.13) ∀x ∈ I1, φ
u(0, T, x) = D(x)

REMARQUE 3.2.3. Au vu des problèmes de contrôlabilité “classiques” (i.e.
quand l’́etat à contr̂oler estu), on peut remarquer que la conditionu0 = 0 n’est
pas indispensable. En particulier, on dispose du résultat suivant en utilisant les
mêmes ḿethodes :

PROPOSITION3.2.4.Si u0 6= 0 et Ik ⊂ (0, 1), k = 1, 2, pour tout diff́eomor-
phismeD : I1 → I2 croissant, il existeT > 0 et h ∈ L2(0, T, L2(ω)) tels que
(3.13)ait lieu pour la solutionu de(3.9).

De même, on peut́egalement imposer la condition finaleu(T, ·) = 0 et obtenir

PROPOSITION3.2.5. Si on aIk ⊂ (0, 1), k = 1, 2, il existeT > 0 et h ∈
L2(0, T, L2(ω)) tels que(3.12)ait lieu pour la solutionu de(3.9a) (3.9b) (3.9c)et
u(T, .) = 0.
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REMARQUE 3.2.6. Il està noter que pourh ∈ L2(0, T, L2(Ω)) le flot deu est
bien d́efini.

En effet, on sait que

u ∈ L2(0, T,H2(0, 1) ∩H1
0(Ω))

donc la th́eorie de R. DiPerna & P.L. Lions s’applique puisqu’on est en dimension
1 (voir [34] pour les hypoth̀eses).

Notons, ńeanmoins, qu’il n’est pas nécessaire de l’utiliser dans notre situation,
puisqu’on sait queu(t, .) est lipschitz.

REMARQUE 3.2.7. On peut́egalement proćeder de la manière suivante :
Soitu0 ∈ C∞

0 (0, 1) etu2 ∈ H1
0(0, 1) tel que

∂2u2

∂x2
= h2χω1

pour queφu2(2T/3, T, I2) ⊂ ω1 avec

ω1 ⊂ ω.

D’après un ŕesultat de G. Lebeau & L. Robbiano [72], pour toutT > 0 il existe

h ∈ L2(0, T, L2(ω1))

tel que la solution de (3.9a), (3.9b) et (3.9c) satisfasse

u(T, .) = u2.

Prenons, en effet,̃h tel que la solutioñu de (3.9a)–(3.9b) avecω remplaće par
ω1, (3.9b) etu(t = 0, .) = u0 − u2(t = 0, ·), satisfasseu(t = T ) = 0. Alors,
u = ũ+ u2 répondà la question.

Prenons alorsφ ∈ C∞([0, 1]) tel que

φ = 0 sur ω1

et

φ = 1 sur cω.

Alors uφ satisfait (3.9a), (3.9b) pour un certainh et vaut,u0φ en t = 0, u2φ en
t = 1, et estC∞ en espace.

Le cas d’un contr̂ole frontìere (enx = 0 ou enx = 1) peut être également
consid́eŕe, voir le paragraphe 3.3.
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3.2.2. Cas de la dimension suṕerieure. En utilisant des ḿethodes similaires
au cas de la dimension1, on peut, en toute dimension,établir le ŕesultat suivant :

THÉORÈME 3.2.8. Soit T > 0, Ω un ouvert connexe et régulier deRN , un
ouvertω ⊂ ω ⊂ Ω, et I ∈ C([0, T ], C3(Ω,Ω)) une application ŕealisant une
isotopie1 entre deux ferḿesF1 etF2 inclus dansΩ \ ω. SiN = 2 ou bien, lorsque
N > 2, en supposant queΩ est convexe, il existeh ∈ L2((0, T ) × Ω) tel que la
solution de

∂u

∂t
− ∆u = hχω dans(0, T )× Ω(3.14)

u = 0 sur∂Ω(3.15)

u(t = 0) = 0

satisfait

(3.16) φ∇u(0, T, F1) ⊂ F2

SiN = 2 etF1 et F2 sont les int́erieurs de deux domaines dont les frontières
sont deux courbes de Jordan entourant des surfaces d’aireségales et assez petites,
alors on peut trouverh pour que(3.16)soit uneégalit́e.

Ω

ω F1

F2

FIG. 3.2.1: Contrôle lagrangien de l’équation de la chaleur.

1Pour la définition d’une isotopie voir page 36.
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Dans le cas òuΩ est convexe : on procède comme suit : soitB une boule incluse
dansω. Consid́eronsuB (appeĺee fonction capacité deB relativeàΩ) vérifiant

−∆uB = 0 dansΩ \B,
u = 0 sur∂Ω,

u = 1 sur∂B,

la capacit́e étant
∫

Ω |∇u|2dx.
Grâce aux ŕesultats de J. Lewis (voir [73]), on montre que le flot ŕetrograde de
∇uB, c’està dire les trajectoires sur un intervalle[s1, s2] avecs1 < s2 de

dx

dt
= ∇uB(x(t)), x(s2) ∈ F1

vérifient
x(s1) ∈ ω.

En dimension2 on utilise des solutions stationnaires de (3.14) que l’on recolle
par le th́eor̀eme de Lebeau-Robbiano [72].

Ces solutions, dont on reparlera dans les sections 3.5 et 3.6, ont ét́e introduites
par J.M. Coron dans les deux articles [23] et [24]. Elles sont construites par une
méthode d’extension de domaine et utilisent les points singuliers des applications
harmoniques. Cette partie n’est pas détaillée dans [62] mais la preuve de J.M.
Coron dans [24] pour faire sortir tout le fluide du domaine s’applique ici.

En dimension plus grande, ces solutions stationnaires ont des points singuliers
(voir O. Glass [49]), et, l’argument de J.M. Coron dans [24] pour faire sortir le
fluide est remplaće par des fonctions du temps et de l’espace, harmoniques en
espace pour chaquet, et qui ne v́erifient plus (3.14). On ne peut donc pasa priori
les utiliser. On les remplace comme indiqué ci-dessus par les fonctions capacités.

REMARQUE 3.2.9. D̀es la dimension 2, comme la solution de (3.14), (3.15) est
dans

L2(0, T,H2(Ω) ∩H1
0(Ω)) ∩ C([0, T ], L2(Ω))

et a cette ŕegularit́e maximale, on ne peut plus utiliser les résultats de R. DiPerna
& P.L. Lions (voir [34]) et, a priori, le flot de∇u n’est plus d́efini. Néanmoins on
peut utiliser la m̂eme ḿethode que celle d́ecrite dans la remarque 3.2.7.

REMARQUE 3.2.10. LorsqueN = 2, deux courbes de Jordan homotopes dans
un ouvert sont isotopes dans cet ouvert (voir les références̀a ce sujet dans les
paragraphes 3.5 et 3.6).

DÉFINITION 3.2.11. Deux applications continuesfi : E → F i = 1, 2 sont
dites homotopes s’il existef : [0, 1] × E → F continue tels quef(0, ·) = f0 et
f(1, ·) = f1. Dans les cas particuliers des courbes de JordanE = S

1 et fi est un
plongement deE c’està dire un diff́eomorphisme sur son image.
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DÉFINITION 3.2.12. Deux plongementsfi : E → F i = 1, 2 sont isotopes si
l’on peut ŕealiser une homotopief : [0, 1] × E → F telle que∀t ∈ [0, 1] f(t, ·)
est un plongement. Cette homotopie est alors appelée isotopie.

REMARQUE 3.2.13. En ce qui concerne les motivationséventuelles̀a consid́e-
rer le flot de∇u, certains mod̀eles de d́eplacement des particules font apparaı̂tre
deséquations de la forme

(3.17)
∂ρ

∂t
+ α(x,∇u, t).∇xρ = 0,

où ρ repŕesente la densité de particules (par exemple de la poussière) dans un gaz
de temṕeratureu.

Ainsi dans un gaz parfait, la relationpV = nRT montre que pour un volume
donńe, un gradient de température donne un gradient de pression qui va engendrer
un mouvement opposé au gradient de température, en l’absence d’autres forces
significatives. Tel serait le cas̀a la surface du globe en l’absence des forces de
Coriolis.

L’ équation (3.17) se résout heuristiquement par la méthode des caractéristiques
et l’on voit que le flot de∇u correspond au choixα(x,∇u, t) = ∇u.
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3.3. Contrôlabilit é locale lagrangienne de l’́equation de Burgers dissipative.

3.3.1. Et si on lińearisait ? Remarquons que le flot deu solution de (3.9a) et
(3.9b) peut̂etre introduit (comme dans R. DiPerna & J.L. Lions [34]) via l’ équa-
tion de transport associée et on peut considérer le syst̀eme formel suivant (́ecrit ici,
dans le cadre d’un contrôle au bord) pośe sur[0, T ]t × [0, 1]x :

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0,

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
= 0,

u(t, 0) = 0,

u(t, 1) = h(t), où h est le contr̂ole,

u(0, x) = u0(x),

v(0, x) = v0(x).

Si nous lińearisons autour d’une solution(u, v, h), nous obtenons le système
suivant :

∂û

∂t
− ∂2û

∂x2
= 0,

∂v̂

∂t
+ v

∂v̂

∂x
+ û

∂v

∂x
= 0,(3.18)

û(t, 0) = 0,

û(t, 1) = ĥ(t),

û(0, x) = 0,

v̂(0, x) = 0.

On voit sur l’́equation (3.18) que siv est constante sur un intervalleI, v̂ est par-
faitement d́etermińe sur ⋃

t∈[0,T ]

φv(0, t, I),

il semble donc difficile de prescrire, au moins sur le linéariśe, la trajectoire de tous
les points d’un intervalle et ce, localement.

De même, siu = 0, alorsv ne d́epend pas du temps, et donc, tout point de
maximum ou de minimum dev, est l’origine d’une caractéristique dev, le long de
laquelle on ne peut pas changerv̂.

Il s’ensuit que pour esṕerer d́eplacer un intervalle sur un autre, par le flot
d’une solution de (3.9a) “localement”, on ne peut guère esṕerer prescrire que les
déplacements des extrémit́es de ces intervalles en considérant desv0 qui sont des
fonctions caract́eristiques d’intervalles.
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Dans les paragraphes 3.5 et 3.6, on verra que l’on peut prescrire approxima-
tivement le d́eplacement d’une zone d’un fluide incompressible mais qu’ilest sans
doute illusoire, comme cela sembleêtre “montŕe” ci-dessus, de prescrire le mou-
vement de chacune des particules de cette zone.

3.3.2. Pourquoi la contr̂olabilit é locale ? Dans la partie 3.2, on áetudíe la
contr̂olabilité lagrangienne de l’équation de la chaleur en dimension1.

L’inconvénient de la ḿethode utiliśee est que, pour deux intervalles arbitraire-
ment proches,I1 etI2 (avec les notations du théor̀eme 3.2.1), pendant un intervalle
de temps(τ, T − τ), où 0 < τ < T/2, le flot deu envoie les points deI1 loin de
I1 et I2, i.e. le flot des points deI1 rencontreω. On pourrait qualifier ce type de
contr̂olabilité lagrangienne comméetant globale (i.e. il n’y a pas d’hypoth̀ese de
proximité entreI1 et I2), non locale (i.e.même siI1 etI2 sont proches, le contrôle
déplace les particules le long de chemins qui rencontrentω).

On peut donc tenter de voir si on ne peut pas obtenir un résultat de contr̂olabilité
locale entre deux intervallesI1 et I2.

Rappelons les notions suivantes pour un système de dimension finie :

DÉFINITION 3.3.1. Soit

(3.19)
dx

dt
= f(x, h)

un syst̀eme de contr̂ole non-lińeaire òu (x, h) ∈ O un ouvert deRN × R
M .

Soit également(x, h) un point d’́equilibre de (3.19), etT > 0.
On dit que (3.19) est localement contrôlable au voisinage de(x, h), si et seule-

ment si, pour toutε > 0, il existe η > 0 tels que pour tousx0, x1, tel que
|x0 − x| < η et |x1 − x| < η, il existeh : [0, T ] → RM tel que

|h(t) − h| ≤ ε,

dx

dt
= f(x, h), x(0) = x0, =⇒ x(T ) = x1.

Dans notre situation, la question est la suivante : si la distance des bornes
inférieures deI1 et I2 et la distance des bornes supérieures deI1 et I2 sont as-
sez petites, peut-on trouver, pour toutT > 0, h ∈ L2(0, T, L2(ω)) de norme assez
petite, tel que le flotφu (u est la solution de (3.9a)–(3.9c) avecu0 = 0) vérifie

φu(0, T, I1) = I2 ?

Comme on l’a indiqúe dans le paragraphe préćedent, on peut tenter de linéariser
le probl̀eme mais au prix de la perte probable de pouvoir fixer le difféomorphisme
deI1 surI2.

3.3.3. Ŕesultats.
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3.3.3.1. Condition initiale nulle.
On s’int́eresse au système de contr̂ole suivant (ν ≥ 0) :

∂u

∂t
+ ν

∂

∂x
u2 − ∂2u

∂x2
= 0 sur(0, T )t × (0, 1)x(3.20)

u(t, 0) = 0(3.21)

u(t, 1) = g(t), g est le contr̂ole(3.22)

u(0, x) = u0(x), x ∈ (0, 1)(3.23)

Il est d́emontŕe dans [63] le résultat suivant :

THÉORÈME 3.3.2. Soit Ik (k = 1, 2) deux intervalles tels queIk ⊂ (0, 1).
NotonsI1 :=]a1, b1[ et I2 =]a2, b2[. Pour toutT > 0, si |a1 − a2| + |b1 − b2| est
assez petit, il existe une solution de(3.20) (3.21)–(3.23) avecu0 = 0 telle que
φu(0, T, I1) = I2.

Dès lors que la ŕegularit́e deu dans(0, 1) est assuŕee, ce qui est le cas dans
[63], il suffit de trouver un contr̂ole dans (3.22) tel queφu(0, T, a1) = a2 et
φu(0, T, b1) = b2.

Pour ce faire, on applique le théor̀eme d’inversion localèa l’application

(3.24) (s1, s2) 7→ (φus1,s2(0, T, a1), φ
us1,s2(0, T, b1))

au voisinage de(0, 0) où l’on noteus1,s2
la solution de (3.20)–(3.22) dans lesquelles

on prend
u(t, 1) = s1h1(t) + s2h2(t)

et de (3.23) avecu0 = 0, en s’assurant que, pour desh1 eth2 correctement choisis,
la différentielle de (3.24) est inversible en0 (voir [63]) pour les d́etails).

3.3.3.2. Condition initiale non nulle.Lorsque dans (3.23) on ne prend plus
u0 = 0, on a (en prenant dans (3.22)u(t, 1) = 0), une d́erive : la solution du
syst̀eme sans contrôleusc n’est pas une solution stationnaire. Ainsi pour envisager
de la contr̂olabilité locale, il faut remplacer la condition “I1 et I2 proches” par la
condition naturelle qui apparaı̂t avec la d́erive : “I2 est proche deφusc(0, T, I1)”.

A ce sujet, on d́emontre pŕeciśement dans [63] :

THÉORÈME 3.3.3.Consid́eronsu0 ∈ C2(0, 1) ∩ C([0, 1]) vérifiantu0(0) = 0
etu0(1) = 0. On noteu la solution de(3.20) (3.21) (3.23)et

∀t ∈ [0, T ], u(t, 1) = 0.

Soit
Ĩ2 :=]a1, b1[:= φu(0, T, I1).

Si |a1−a2|+ |b1− b2| est assez petit, il existe une solutionu de(3.20)–(3.23)telle
que

φu(0, T, I1) = I2,
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où
I2 :=]a2, b2[.

La preuve de ce résultat est similairèa celle du th́eor̀eme 3.3.2.
Dans les deux th́eor̀emes 3.3.2 et 3.3.3, on peut prendreg dans (3.22) tr̀es

régulìere, par exempleg ∈ C∞
0 (0, T ).

REMARQUE 3.3.4. Dans le th́eor̀eme 3.3.2 et le th́eor̀eme 3.3.3, on peut bien
sûr prendreν = 0, ce qui ŕepondà la question de la contrôlabilité locale lagrang-
ienne pour l’́equation de la chaleur. En revanche, pour la contrôlabilité globale
lagrangienne de l’équation de Burgers dissipative, le problème est̀a ma connais-
sance ouvert.

A ce sujet, l’argument permettant de conclure dans le cas de la section 3.2
est la contr̂olabilité exactèa źero de l’́equation de la chaleur (voir G. Lebeau &
L. Robbiano [72]) (encore appelée contr̂olabilité exacte aux trajectoires pour les
syst̀emes lińeaires-voir J.M. Coron [26]). Cette contr̂olabilité à źero a lieu pour
l’ équation de Burgers dissipative en temps grand (voirégalement J.M. Coron [25])
, mais par le caractère non-lińeaire de (3.20) ce n’est bien sûr paséquivalent̀a la
contr̂olabilité aux trajectoires.

Pour un syst̀eme de contr̂ole de dimension finie, donné par (1.5), page (1.5), on
consid̀ere

t 7→ (xr(t), ur(t))

une solution, dite de référence, de (1.5). La contrôlabilité à la trajectoire(xr, ur) en
tempsT est la possibilit́e de trouver pour toutx0, un contr̂oleu tel que la solution
x de (1.5) et (1.6) v́erifie au tempsT ,

x(T ) = xr(T ).

La contr̂olabilité aux trajectoires de (3.20) aét́e prouv́ee par A. Fursikov & O.
Imanuvilov (voir [45] et [44]).

D’autres ŕesultats sur la contrôlabilité de (3.20) ont́et́e obtenus par S. Guerrerro
& O. Imanuvilov dans [53], E. Fernandez-Cara & S. Guerrerro dans [43], J.I. Dias
dans [35]. La limite non visqueuse estétudíee, dans le cadre de la contrôlabilité,
dans [50] par O. Glass et S. Guerrerro.

REMARQUE3.3.5. La ḿethode de [63] ne permet pasa priori d’obteniru(T, .) =
0 même en temps grand et même pouru0 = 0.

3.3.4. Prescrire le diff́eomorphisme. Nous avons vu que prescrire la trajec-
toire de tous les points deI1, aussi bien dans le théor̀eme 3.3.2 que le 3.3.3),
semble plus problématiquèa cause de la forme du linéariśe. On peut cependant,
en reprenant simplement les preuves de ces théor̀emes,́etablir :

PROPOSITION3.3.6.Consid́eronsu0 ∈ C2(0, 1)∩C([0, 1]) vérifiantu0(0) = 0
etu0(1) = 1. On noteu la solution de(3.20)–(3.23)et

u(t, 1) = 0.
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Soit

Ĩ2 :=]a1, b1[:= φu(0, T, I1)

et soitc1, . . . , cj j points deI1. On d́efinit

ci = φu(0, T, ci), i = 1, ..., j.

Si

|a1 − a2| + |b1 − b2| +
j∑

i=1

|di − ci|

est assez petit, il existe alors une solutionu de(3.20) (3.21) (3.22) (3.23)telle que

φu(0, T, I1) = I2,

et

φu(0, T, ci) = di, i = 1, ..., j.

3.3.5. D’autres mod̀eles. Aussi bien les ŕesultats de [62], que ceux de [63],
s’appliquent dans la situation de l’équation de la chaleur non-linéaire,i.e. lorsque
(3.20) est remplaćee par

(3.25)
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= ±|u|p−1u.

En effet, leh1 et le h2 utilisés dans la preuve du théor̀eme 3.3.2 peuvent̂etre
pris arbitrairement petits, ce qui a pour conséquence, que la solution de (3.25)
n’explose pas en temps fini.

Notonségalement que les résultats de la section 3.2, en ce qui concerne la
dimension1, s’étendent aussìa l’équation (3.25), pourvu que l’on travaille en
temps grand, en utilisant les résultats de J.M. Coron & E. Trélat dans [27].

En revanche, en ce qui concerne l’équation de Burgers non dissipative (équa-
tion de Burgers-Hopf), òu (3.20) est remplaćee par

(3.26)
∂u

∂t
+

∂

∂x

u2

2
= 0,

et (3.22) est remplacée par

(3.27) u(t, 0) etu(t, 1) sont les contr̂oles,

la contr̂olabilité lagrangienne frontière est clairement fausse dans la classe des
solutions entropiques de (3.26).

En effet, dans cette classe de solution, on ne peut pas imposer une d́ecroissance
de la borne inf́erieure deI1 et imposer en m̂eme temps la croissance de la borne
suṕerieure deI1.
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3.4. Au sujet de la contr̂olabilit é de(3.26) (3.27)

Au sujet du probl̀eme de contr̂ole de (3.26) et (3.27) en variable eulérienne,
dans [61] le probl̀eme est́etudíe via la ḿethode du retour. Il y est prouvé essen-
tiellement que (3.26) n’est pas contrôlable, m̂eme en temps grand.

Soit I un intervalle ouvert deR. On note

BV (I) := {u ∈ L1(I), tel que, sup
φ∈C1

0 (I,R), ||φ||∞≤1

∫

I

u(x)φ′(x)dx <∞}.

On d́efinit

BV ([0, 1]) := {u : [0, 1] → R, mesurable, telle que∃a, b ∈ R

tels que[0, 1] ⊂ (a, b), etv ∈ BV ((a, b)) telle queu = v sur(0, 1)}.
THÉORÈME 3.4.1. Soit z0 un élément deBV ([0, 1]) ∩ L∞([0, 1]) and ε > 0

andT > 2. Soitz1 un élément deBV ([0, 1]) satisfaisant

∀x ∈ [0, 1], z1(x−) ≥ z1(x+)(3.28)

(3.28) est stricte pour au plus une suite(xν)ν∈N

et, tel que
(i) ∀x0 ∈ (0, 1), si z1(x0−) > 0 alorsz1(x) >

x
T pourx ∈ [0, x0),

(ii) ∀x0 ∈ (0, 1), si z1(x0+) < 0 on az1(x) <
x−1
T pourx ∈ (x0, 1],

(iii) Il existe au plus unx1 ∈ (0, 1) tel quez1 > 0 sur [0, x1) et z1 < 0 sur (x1, 1] ;
de plus pour toutx ∈ (0, 1] point de continuit́e dez1 tel quez1(x) 6= 0 on a

d

dx

+

z1(x) ≤
1

T
.

L’ équation(3.26)a une solution entropique faible telle que

u(0, .) = z0

et

(3.29) u(T, .) = z1

a lieu.

Ici d
dt

+
signifie la d́erivéeà droite.

Un résultat similaire au th́eor̀eme 3.4.1 est donné par F. Ancona & A. Marson
dans [5], traitant du probl̀eme de la contr̂olabilité sur un demi-espace.

Ce n’est pas tout̀a fait le th́eor̀eme 3.4.1 qui est d́emontŕe dans [61], sauf
quand la donńee initiale est nulle. Lorsque la donnée initiale est non nulle, on
peutéliminer la d́erive produite pendant l’intervalle de temps(0, T ) en ajustant le
contr̂ole donńe dans le cas non nul. Cette simple modificationà ce sujet m’ áet́e
sugǵeŕee par Fabio Ancona.

Dans l’article [50] de O. Glass & S. Guerrerro, la condition initiale est aussi
éliminée par une solution allant de0 à presque0 (ici en temps infini ). Autour de
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celle-ci, on lińearise (en fait on construit directement une solution du problème
non-linéaire) de façoǹa avoir (3.29).

On peut bien ŝur consid́erer des lois de conservations plus géńerales que (3.26),
mais toujours pour des flux strictement convexes.

Pour d’autres types de contrôles sur (3.26), on renvoie aux travaux de M.
Chapouly [16] [17].

3.5. Contrôlabilit é Lagrangienne en dimension2.

Dans cette partie on décrit les ŕesultats de [51].

3.5.1. Contr̂olabilit é lagrangienne approch́ee. On consid̀ere doncΩ un ou-
vert connexe borńe et ŕegulier deR2 . Cet ouvert est occupé par un fluide dont la
vitesseu, et la pressionp, satisfont (3.1a) (3.1b) (3.1c) avec une donnée initiale
(3.2).

Rappelons que, pouru : R
2 → R

2, on d́efinit son rotationnel scalaire par

curl(u) =
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2
.

En prenant le rotationnel de l’équation (3.1a) on voit queω := curl(u) satisfait
l’ équation de transport

(3.30)
∂ω

∂t
+ (u.∇)ω = 0 dans(0, T ) × Ω

Ainsi la vorticité (= curl(u)) est transport́ee le long des caractéristiques deu c’est
à dire le long des trajectoires des particules du fluide.

On se donne doncγ0 et γ1 deux courbes de JordanC∞ incluses dansΩ, et
entourant deux domaines de même aire. Notons qu’on ne suppose pas queπ1(Ω)
est nul2 (i.e.Ω n’est pas supposé simplement connexe).

Supposons que, pour toutu0, il existe un couple(u, p) répondant aux problèmes
de la contr̂olabilité lagrangienne entreγ0 etγ1 en tempsT , c’està dire que

φu(0, T, γ0) = γ1

avec(u, p) solution de (3.1) et (3.2), et supposons de plus queφu(0, t, γ0) ⊂ Ω
pour toutt ∈ [0, T ].

Si u0 est choisi pour quecurl(u0) = 0 au voisinage deγ0 alors

(3.31) ∀t ∈ [0, T ], curl(u(t, .)) = 0 au voisinage deφu(0, t, γ0).

Mais, par (3.1b) et (3.31), on en déduit queu(t, ·) est harmonique, pour tout
t ∈ [0, T ], au voisinage deφu(0, t, γ0).

Il s’ensuit que siγ0 est une varíet́e analytique ŕeelle de dimension 1, alors il en
est de m̂eme pourφu(0, t, γ0), etγ1 doit doncêtre une varíet́e analytique ŕeelle.

2π1(Ω) est le premier groupe d’homotopie deΩ.
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On voit donc qu’il n’est pas possible d’envisager un théor̀eme de contr̂olabilité
lagrangienne exacte pour l’équation d’Euler d̀es lors que l’on imposèa la partie
du fluide dont on veut prescrire le mouvement de rester dansΩ.

Se pose alors la question de la contrôlabilité lagrangienne approchée entreγ0

etγ1, lorsqu’on imposèa la partie du fluide concernée de rester dansΩ. Pour cela
on introduit la

DÉFINITION 3.5.1. On dira qu’il y contr̂olabilité lagrangienne approchée entre
γ0 etγ1 en tempsT et en normeCk, k ∈ N

∗ pour le syst̀eme d’Euler, si, pour tout
ε > 0 il existe une solution(u, p) de (3.1) et (3.2) telle que

(3.32) ||φu(0, T, γ0) − γ1||Ck(S1) ≤ ε

à une reparaḿetrisation pr̀es (i.e. étant donńe une paraḿetrisation deγ0 il existe
une paraḿetrisation deγ1 telle que (3.32) soit vraie).

Dans [51] nous d́emontrons le ŕesultat suivant :

THÉORÈME 3.5.2.Supposons queγ0 etγ1 soient deux courbes de Jordan dans
Ω, de classeC∞, entourant des sous-ensembles de même aire. SiΓ est une partie
de∂Ω, et siγ0 etγ1 sont homotopes dansΩ, alors, pour toutT > 0, ε > 0, et tout
k ∈ N, il existe une solution(u, p) de (3.1) et (3.2) telle que(3.32)soit vraie (̀a
une reparaḿetrisation pr̀es) et telle que

(3.33) φu(0, [0, T ], γ0) ⊂ Ω

REMARQUE 3.5.3. La preuve repose sur la méthode du retour qui consiste,
dans cette situation,̀a faire circuler le fluide tr̀es rapidement dansΩ, à l’aide
d’une solution potentielle de l’équation (3.1b) allant de0 à 0, et ŕealisant (3.2).
On constate ensuite que le linéariśe du probl̀eme de contr̂ole lagrangien, autour de
cette trajectoire, est contrôlable. Si on exprime de cette façon l’idée ǵeńerale de la
méthode du retour, dans la preuve du théor̀eme 3.5.2, on construit directement la
solution adapt́ee.

REMARQUE 3.5.4. Afin de parler de flots, m̂eme en utilisant la th́eorie de R.
Diperna & P.L. Lions [34], un minimum d’hypoth̀eses sont requises. Dans [51],
la solution du probl̀eme est de classeC∞, et on n’a pas de difficultés pour d́efinir
flot. En particulier, le flot d́efinit une diff́eotopie (i.e. une isotopie diff́erentiable
par rapport̀a la variable d’espace—voir la définition 3.2.12 d’une isotopie page
36), et toute la partie du fluide entourée parγ0 est envoýee dans int(φu(0, T, γ0)),
mais on ne prescrit pas le mouvement de chacune des particules.

REMARQUE 3.5.5. Il est bieńevident que la mise en œuvre de la contrôlabilité
lagrangienne pour un fluide pose des problèmes technologiques sans doute très
délicats. On peut ńeanmoins imaginer des applications de la contrôlabilité la-
grangiennèa des d́eplacements d’espèces animales, biologiques ou de polluants,
éventuellement en considérant d’autres mod̀eles fluides.
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Pour pouvoir d́emontrer le th́eor̀eme 3.5.2, nous mimons, via une solution po-
tentielle de (3.5.2), une difféotopie entreγ0 etγ1. Une telle isotopie existe toujours
dès lors queγ0 etγ1 sont homotopes dansΩ (voir [39]). Bien que cela semble na-
turel, nous n’avons pas trouvé dans la litt́erature d’indications sur l’existence d’une
isotopie conservant l’aire entourée. Nous d́emontrons donc le résultat suivant

THÉORÈME 3.5.6 ([51]). Soitγ0 etγ1 deux courbes lisses de Jordan homotopes
dansΩ, et entourant des domaines de même aire, il existe une difféotopie entreγ0

etγ1 dansΩ conservant l’aire.

Ce th́eor̀eme se d́emontre en produisant explicitement la difféotopie cherch́ee
et en se ramenant par le théor̀eme de R. Thom (voire.g.M. W. Hirsch [56]) au cas
où γ0 etγ1 ont une intersection transverse.

3.5.2. Poches de tourbillon.Le probl̀eme des poches de tourbillons remon-
tent aux travaux de V. I. Yudovich dans [101], avec l’important ŕesultat prouvant
l’existence et l’unicit́e de solutions de (3.1b) dansR2 avec vorticit́e initiale dans
L∞ seulement.

En particulier on peut considérer le syst̀eme (3.1a), (3.1b) avec (3.2) où u0

satisfait

(3.34) curl(u0) = χω0
,

où ω0 ⊂ Ω est un ouvert (dans lequel le fluide tourbillonne).
Dans le cas deR2, il ressort que pour toutt on a

(3.35) curl(u(t)) = χωt
.

On doità J. Y. Chemin dans [18] [19] (initialement), d’une part, et A. Bertozzi &
P. Constantin [11] d’autre part, le fait que la régularit́e du bord deω0 se propage
tout au long du temps. Le cas d’un domaine borné est d̂u à N. Depauw dans [32].

Dans le cadre de la contrôlabilité, toute la difficult́e revient̀a ne pas faire entrer
de vorticit́e dansΩ, afin de conserver le caractère ŕegulier du bord de la poche de
tourbillon —ainsi la solution de (3.1b) reste une poche de tourbillon. Cela sera
possible si on peut remplacer (3.4) par

(3.36) curl(u) = 0 sur{σ ∈ Γ, tel queu.n(·, σ) < 0},
ce qui exprime l’id́ee que, le long de∂Ω, lorsque le fluide est entrant, il doitêtre
irrotationnel.

Dans cette situation nous démontrons dans [51]

THÉORÈME 3.5.7 ([51]). Supposons queγ0 etγ1 soient deux courbes de Jordan
dansΩ, bordant des domaines de même aire, et homotopes dansΩ, et telles queΓ
ne soit pas inclus dans int(γ0). Soitu0 ∈ Lip(Ω,R2), tel que

u0.n ∈ C∞(∂Ω)
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et satisfaisant

curl(u0) = χint(γ0) dansΩ,

div(u0) = 0 dansΩ,

u0.n = 0 sur∂Ω \ Γ.

Pour toutT > 0, tout k ∈ N, et toutε > 0, il existe une solution(u, p) de (3.1)
(3.2) et (3.36)avecu ∈ L∞([0, T ],Lip(Ω,R2)) dont le flot (qui est bien d́efini)
vérifie (3.32)(à une reparaḿetrisation pr̀es) et(3.33).

Ici Lip(Ω,R2) désigne les fonctions lipschitiziennes surΩ.
En particulier gr̂ace aux ŕesultats de N. Depauw et J.Y. Chemin cités plus hauts,

à chaque instant on a une poche de tourbillon.

3.5.3. Un mot sur les preuves.Comme il a d́ejà ét́e dit, la pierre angulaire
des preuves des théor̀emes 3.5.2 et 3.6.4 est la méthode du retour, appliquéeà des
solutions potentielles, par un argument de point fixe.

Pour ce faire, on peut voir que le système (3.1a) (3.1b) peut se ré-́ecrire sous la
forme suivante

∂ω

∂t
+ (u.∇)ω = 0 dans[0, T ]× Ω,

div(u) = 0 dans[0, T ]× Ω,

curlu = ω dans[0, T ] × Ω,∫

Γi

(
∂u

∂t
+ (u.∇)u).τ(σ)dσ = 0 sur[0, T ] pouri = 1, . . . , s,

où, pouri = 1, ..., s, lesΓi désignent les composantes connexes “intérieures” de
∂Ω.

C’est sous cette formulation (lég̀erement modifíee) que l’on d́emontre le th́eo-
rème 3.5.2 par l’utilisation d’un th́eor̀eme de point fixe ad́equat.

Pour d́emontrer le th́eor̀eme 3.5.7, on raisonne directement suru, et pour les
questions de flot, on utilise la dynamique du contour donnée par la loi de J.B. Biot
& F. Savart, que l’on a adaptée aux domaines bornées.

Rappelons simplement la loi de J.B. Biot & F. Savart dansR2 : si une famille
de courbes lissesγ(t) est le bord d’une poche de tourbillon, la vitesseVγ(t) de cette
poche satisfait

curl(Vγ(t)) = χint(γ(t)),

div(Vγ(t)) = 0,

Vγ(x) = − 1

2π

∫ 2π

0

log |x− γ(t, σ)|τ(σ)dσ,

τ désignant la tangente unitaireàγ(t).
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On renvoie plus pŕeciśementà A. L. Bertozzi & P. Constantin [11] pour le
cas des poches de tourbillon dans le plan età [51] en domaine borńe, pour une
utilisation explicite de cette loi.

3.6. Contrôlabilit é Lagrangienne en dimension3.
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γ0

Γ

Ω

γ1

FIG. 3.6.2: Le tuyau entreγ0 etγ1.

Ce paragraphe présente des résultats de travaux communs avec O. Glass.
Des difficult́esémergent lors de l’étude de la contrôlabilité lagrangienne en di-

mension3, concernant le système d’Euler : deux plongements homotopes ne sont
pas ńecessairement isotopes, comme le montre le contre-exemplede S. Smale du
retournement de la sphère -voir S. Smale [91] —(cette difficult́e n’en est pas vrai-
ment une si l’on se contente d’homotopie de surfaces) —, la construction d’une
isotopie conservant le volume n’est pasévidente, les arguments de la dimension
2 ne fonctionnant pas, et par ailleurs, concernant l’existence en temps, le système
d’Euler peut exploser en dimension3.

En particulier, les ŕesultats sur les poches de tourbillons décrits dans le cas de
la dimension 2 ne sonta priori plus vrais.

Le but serait donc de prouver

META-THÉORÈME 3.6.1.Si γ0 et γ1 sont deux plongements deS2 homotopes
dansΩ, alors pour toutε > 0, pour toutT > 0, il existe une solution(u, p) de
(3.1)et (3.2)vérifiant

||φu(0, T, γ0) − γ1||∞ ≤ ε.

La méthode que nous employons ne permet pas, en fait, d’imposer le temps
T , ni de consid́erer le cas òu γ0 et γ1 ont une intersection non vide et ne sont pas
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contractiles3 dansΩ, et pour l’instant, nous ne sommes pas en mesure de prouver
compl̀etement le th́eor̀eme 3.6.1, qui est donc ouvert,à ma connaissance. Nous
donnerons donc plus loin (théor̀eme 3.6.18) uńenonće pŕecis du ŕesultat que nous
sommes en mesure de prouver.

Indiquons, dans les paragraphes suivants, la démarche suivie qui reprend celle
de la dimension2, dans le but d’essayer de prouver le théor̀eme 3.6.1 : on com-
mence par construire sous certaines hypothèses, une isotopie entreγ0 et γ1 qui
préservent le volume. Puis on imitera le mouvement deγ0, induit par cette iso-
topie, avec le flot d’une solution potentielle de (3.1). Enfin, par une ḿethode du
retour, nous pourrons considérer des flots plus ǵeńeraux.

3.6.1. Isotopieà volume constant.Soitf0 etf1 deux plongements deS2 dans
Ω de classeCk pourk ≥ 1. On suppose que lesfi(S

2), i = 1, 2 sont contractiles
dansΩ, que

f0(S
2) ∩ f1(S

2) = ∅
et enfin, que

|int(f0(S
2))| = |int(f0(S

2))| = 1.

On utilise ici la notation|A| qui pour un ensemble mesurable deR3 désigne
∫

A

dx.

Nous d́emontrons

THÉORÈME 3.6.2.Il existe une isotopieh ∈ C1([0, 1], Ck(S2,Ω)) faisant passer
de

γ0 := f0(S
2)

à
γ1 := f1(S

2),

telle que
∀t ∈ [0, 1], |int(h(t, γ0))| = 1.

Démonstration : on renvoie aux figures 3.6.3, 3.6.4–3.6.10, pour éclairer le
propos.

Avant de prouver le th́eor̀eme 3.6.2, expliquons sur la figure 3.6.3, la méthode
dans le cas particulier où γ0 et γ1 sont des sph̀eres disjointes de m̂eme aire, que
l’on peut joindre dansΩ par un segment : on commence parépaissir le segment
en un tuyau, puis on emprisonne le fluide initialement dansγ0 entre deux mem-
branes, repŕesent́ees sur la figure 3.6.3 par des plans verticaux. L’écartement entre
ces membranes est choisi pour qu’elles délimitent un voluméegalà celui de l’es-
pace d́elimité parγ0 (ou γ1). En d́eplaçant, de cette manière, ces membranes de
gaucheà droite, on transfère le fluide deγ0 versγ1, en conservant la condition

3c’est-à-dire homotopes à un point
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d’incompressibilit́e. Bien ŝur, les surfaces obtenues contenant le fluide ne sont pas
de classeCk. On recollera donc les deux membranes et le tuyau de façonà obtenir
des surfaces avec la régularit́e voulue.

tuyau not́e plus loinT (ε)

membrane 1

membrane 2

γ0
γ1

FIG. 3.6.3: Description de la construction dans un cas simple.

L’id ée, dans le cas plus géńeral, est de pousser tout le fluide, initialement situé
dansγ0, dans un tuyauT ′(ε) défini plus loin jusque dansγ1. Ce fluide est poussé
par une membrane (initialementf0(P0(t))) jusqu’̀a occuperγ1.

Passons̀a la preuve du th́eor̀eme 3.6.2 proprement dite.
Remarquons qu’en utilisant les résultats de E. Baiada & W. Morse dans [7],

puisque pouri = 1, 2, γi est contractile dansΩ, on peut supposer quefi s’étend
en un plongement deD3.

Par ailleurs, en utilisant́egalement les résultats mentionńes dans l’ouvrage de
W. M. Hirsch [56], on peutétendrefi à un voisinageV deD3.

Etape 1.Cetteétape consiste en la construction d’un tuyau (T ′(ε)) joignant
γ0 à γ1. Ce tuyau est recolĺe de manìere régulière à γ0 et γ1.

Choisissons une courbec ∈ C∞([0, 1],R3), sans point double ni stationnaire,
rencontrant transversalementγ0 et γ1 en seulement et respectivement deux points
p et q. On peut toujours supposer quep = f0(A) et q = f1(B) où A = (1, 0, 0)
etB = (−1, 0, 0), et, commef0 et f1 sont des plongements, on peutégalement
supposer quef ′

0(A).
−→
OA = c′ au pointp, et f ′

1(B).
−−→
OB = −c′ au pointq.

On peutégalement supposer, quitteà modifierc dans int(γ0) et dans int(γ1),
que

f−1
0 (c ∩ int(γ0))

et que
f−1

1 (c ∩ int(γ1))

sont des paraḿetrisations du segment[BA].
Par ailleurs, gr̂aceà l’existence d’une fonction de Morse ayant seulement deux

points critiques, si l’on consid̀ere un voisinage tubulaire (voir M. W. Hirsch [56]
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pour une d́efinition) T (ε) dec de tailleε autour dec, en supposantε assez petit,
on peut supposer que∂T (ε) ∩ γ0 et∂T (ε) ∩ γ1 sontCk-diff éomorphes̀aS1.

Quitteà modifier ĺeg̀erementT (ε), on peut donc supposer que pour respective-
menti = 1 et i = 2, T (ε) ∩ γi est l’image parfi d’un cercle deS2 situé dans un
voisinage deA etB et dans un plan normalà [AB].

Le long def−1
0 (γ0 ∩ T (ε)) on choisit deux applications vectorielles de classe

Ck surS1, e1 ete2, telles quee1 ete2 sont de normeβ que l’on pŕecisera plus loin,
(e1, e2) est une famille libre,e1 est tangent̀aS

2, e2 est tangent̀af−1
0 (T (ε)).

Quitteà changere1 en−e1 et e2 en−e2, on peut supposer que

〈e1|
−→
AB〉R3 > 0

et
〈e2|

−→
BA〉R3 > 0.

On suppose enfin que,e1 et e2 sont à syḿetrie axiale4 autour de(AB), voir la
figure 3.6.4.

S
2

M

P0(t)

f−1
0 (c)

e1

e2

AB

f−1
0 (T (ε))

f−1
0 (T ′(ε))

FIG. 3.6.4:γ0 vu dansS2. Vue dee1, e2 et deP0(t).

Consid́eronsρ ∈ C∞([0, 1], [0, 1]) croissante, valant0 dans un voisinage de0,
et1 dans un voisinage de1.

PourM ∈ f−1
0 (γ0 ∩ T (ε)), on recolle alorsT (ε) etγ0 par

t 7→ f0(expM,S2((1 − t)ρ(1 − t)e1) + expM,∂f−1

0 (T (ε))(tρ(t)e2)),

puis par syḿetrie axiale.
Ici, expM,S2 est l’application exponentielle qui envoie l’espace tangent enM à

S2 surS2.

DÉFINITION 3.6.3. Plus pŕeciśement, soitM une sous-variét́e de classeCk de
RN . En chaque pointp ∈ M, l’espace tangentTpM à M est muni du produit
scalaire induit, par exemple, par le produit scalaire euclidien usuel surRN . Le

4i.e.e1 et e2 sont des champs invariants par rotation autour de la droite(AB).
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théor̀eme de Cauchy-Lipschitz permet de montrer que, pour toutv ∈ TpM, il
existe une unique ǵeod́esique, traćee surM, partant dep ent = 0 , avec la vitesse
v. Cette ǵeod́esique est par d́efinition, l’application

t 7→ expp,M(tv).

On montre, voire.g. M. Do Carmo [37], qu’il existeβ > 0 tel que si

||v||TpM ≤ β,

alorst 7→ expp,M(tv) est d́efini jusqu’au tempst = 1, et que

v 7→ expp,M(v)

est un diff́eomorphisme local de classeCk d’un voisinage de0 dansTpM sur un
voisinage dep dansM.

On note, de m̂eme,expM,∂f−1

0 (T (ε)) l’application exponentielle sur∂f−1
0 (T (ε)).

On choisitβ > 0, assez petit pour que ces deux applications soient définies,
et ŕealisent un diff́eomorphisme, sur les vecteurs de l’espace tangent de norme
inférieureàβ. Voir les figures 3.6.4 et 3.6.5.

Par une construction similairèa la pŕećedente, on recolle de m̂emeT (ε) etγ1.
On noteT ′(ε) le nouveau voisinage dec ainsi construit. Quittèa diminuerε,

on peut toujours supposer que ce recollement a lieu dansf0(V ) et f1(V ) respec-
tivement.

Notons que la surface constituée de∂(f0(D3) ∪ f1(S2) ∪ T ′(ε)) est de classe
Ck. Voir la figure 3.6.10.

f0(M)

γ0

γ0 ∩ T (ε)

f ′
0(M).e1

f ′
0(M).e2

T (ε)

FIG. 3.6.5: Construction dee1, e2 (image parf0).
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Etape 2.Dans cetteétape nous construisons une membrane qui va faire
sortir le fluide de γ0. Cette membrane sera l’image parf0 d’une surface (un
disqueP0(t)) construite dansD3. Cette membrane est recolĺee de deux façons
à γ0 puis à T ′(ε). Pour t assez petit la surface qui pousse le fluide est notée
(via f0) P 0−

0 (t) tant qu’elle rencontre seulementS2, puis P 1−
0 (t) quand elle

rencontre T ′(ε). Pour t′ > t bien choisi, on freine la sortie du fluide deγ0 par
(toujours via f0) P 0+

0 (t′), de façonà conserver le volume occuṕee par le fluide
—on fait également une construction analogue dansγ1— ;

Pourt ∈ [0, 1] assez petit, soitP0(t) le plan normal̀a f−1
0 (c(t)), et pourt ∈

[0, 1] assez proche de1, P1(t) le plan normal̀af−1
1 (c(t)).

On peut supposer, par reparamétrisation, queP0(t) n’a pas d’intersection avec
f−1

0 (f0(V ) ∩ T ′(ε)) pour t ∈ [0, 1/4), que pourt ∈ [1/4, 1/3) le planP0(t) a
une intersection avecf−1

0 (T ′(ε)) et f−1
0 (γ0), et queP0(1/3) est le plan normal̀a

f−1
0 (c) au pointA (et donc en particulierf−1

0 (c(1/3)) = A, on imposera de m̂eme
f−1

1 (c(2/3)) = B).
Pourt ∈ (0, 1/4] on d́efinitP 0−

0 (t) la surfacèa bord obtenue en recollantP0(t)
à S2 comme ci-dessus (pour définir T ′(ε)) : plus pŕeciśement, pourt ∈ (0, 1/4],
soit e′1 et e′2 des champs de vecteurs le long deP0(t) ∩ S2, à syḿetrie axiale par
rapportà [AB], et de normeβ > 0 assez petit. On peut supposer, puisquet > 0

que〈e′1|
−→
BA〉R3 > 0, et quee′2 est diriǵe verscD2, l’extérieur de la boule.

Pour τ ∈ [0, 1] et M ∈ P0(t) ∩ S2 appartenant̀a la droite affineDa(t, e2)
engendŕee pare2 et passant par(AB), on pose

(3.37) s(t, τ) := t(−(1 − τ)ρ(1 − τ)e′2 + expM,S2(τρ(τ)e′1)),

qui permet de recollerP0(t) àS
2 par syḿetrie axiale (voir figure 3.6.6).

Comme on peut supposer que

suppρ(1 − ρ) = [δ, 1 − δ],

pour un certainδ ∈ (0, 1), pourτ ≤ δ on a

s(t, τ) ∈ P0(t).

On d́efinit alorsP 0−
0 (t) commeétant la surface de révolution engendŕee par

⋃

M∈P0(t)∩S2∩Da(t,e2)

{m ∈ P0(t) ∩ Da(t, e2), t.q.d(m, (AB)) ≤ d(s(t, 0), (AB))}

∪ s(t, [0, 1− δ])).

En remplaçante′1 par−e′1 dans (3.37), on obtient une autre surfaceà bord not́ee
P 0+

0 (t).
On construit de m̂eme, pourt ∈ (1/4, 1/3], et par le m̂eme proćed́e, la surface

à bordP 1+
0 (t), que l’on se contente de décrire parf−1

0 :
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soitW un voisinageA dansS2 tel que, tout plan passant par un point deW et
normalà (AB) rencontreS2 et∂T ′(ε). On recolleP0(t) avecT ′(ε) dansW avec
une concavit́e tourńee vers l’int́erieur de(D3), etP0(t) avecS2 avec une concavité
tourńee verscint(D3), et avec une syḿetrie axiale par rapport̀a [AB], on note
P 1+

0 (t) la surfaceC∞ obtenue (voir la figure 3.6.7). Pourt > 1/3 et t− 1/3 assez
petit pour quec(t) ∈ f0(V ), on prolonge cette d́efinition comme ci-avant, mais
P0(t) n’a plus d’intersection avecS2.

Définissons, pourt ∈ [1/4, 1/3] ∩ c−1(V ), une autre surfacèa bord :P 1−
0 (t).

Elle est obtenue par recollement deP0(t) avecT ′(ε) et par syḿetrie axiale par
rapportà [AB], la concavit́e étant tourńee verscint(S2) (voir figure 3.6.9).

Etape 3. Cette étape permet de contr̂oler la circulation du fluide dans le
tuyan T ′(ε). Il nous faut déformer les membranesf0(P

0±
0 (t)) et f0(P

1+(t)
0 (t))

en des membranesπ±(t′) qui définissentT ′(ε).
Rappelons (voir M. Hirsch [56])) queT (ε) est diff́eomorphèac([0, 1])×D2(ε),

où l’on note
D

2(ε) := {x ∈ R
2, tel que|x| < ε};

le bord de celui-ci, sera, quantà lui, not́eS
1(ε).

Notons
D : c([0, 1])× D2(ε) → T (ε)

le difféomorphisme d́efinissantT (ε). Plus pŕeciśement, on note

D(c(t) × D2(ε))

l’intersection avecT (ε), du plan passant parc(t) et de vecteur normalc′(t).
On peut, quittèa reparaḿetriserc, choisirµ1 tel que1/3 > µ1 > 0, avec

∂(T ′(ε) ∩ c( ˚T (ε))) =

f−1
0 (D(c(1/3 + µ) × S

1(ε))) ∪ f−1
1 (D(c(2/3 − µ) × S

1(ε))),

f−1
0 (D(c(1/3 + µ1) × D

2(ε)))

S2

M

P 0−
0 (t)

f−1
0 (c)

e′1
e′2

AB

f−1
0 (T (ε))f−1

0 (T ′(ε))

FIG. 3.6.6: Construction deP 0−

0 (t).
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voir figure 3.6.6.
Choisissonsµ2 pour que1/3 > µ2 > µ1.

S2

P 1+
0 (t)

Zoom surP 1+
0 (t)

f−1
0 (T ′(ε))

FIG. 3.6.7: Construction deP 1+

0 (t).

S
2

P 1+
0 (t) f−1

0 (T ′(ε))

FIG. 3.6.8:Zoom surP 1+

0
(t).
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Pourt ∈ [1/3+µ1, 1/3+µ2] eta ∈ D(c(t)×D2(ε)), on d́efinitN(a) le vecteur
unitaire normal̀a

D(c(t) × D2(ε))

au pointa et tel que
〈N(a)|c′(t)〉R3 < 0.

Nous allons maintenant construire une déformation ŕegulìere (nous en précise-
rons le sens plus loin) deD(c(1/3 + µ2) × D2(ε)) surf0(P0(t) ∩ T (ε)) pour unt
convenable.

Consid́eronsφN le flot deN , et choisissonsµ′1 tel queµ1 < µ′1 < µ2.

On prendυ tel que|υ| ≤ min(
µ2 − µ′1

3
,
µ′1 − µ1

3
).

Pour un telυ et unα ∈ D2(ε), si ε, µ2 etυ sont assez petits, il existe un unique
τ(υ, α) > 0 tel que

φN(τ(υ, α), 1/3 + µ2 + υ,D((c(1/3 + µ2 + υ), α)) ∈
f0(P0(1/3 + µ′1 + υ) ∩ T (ε)),

et l’application

t 7→ φN (t, 1/3 + µ2 + υ,D((c(1/3 + µ2 + υ), α)),

est transversèa
f0(P0(1/3 + µ′1 + υ) ∩ T (ε))

en
t = τ(υ, α).

Donc, par tansversalité , l’application

(υ, α) 7→ τ(υ, α)

S
2

P 1−
0 (t)

f−1
0 (T ′(ε))

FIG. 3.6.9: Construction deP 1−

0 (t).
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est de classeCk (rappelons quef0 estseulementde classeCk), et

α 7→ φN(τ(υ, α), 1/3 + µ2 + υ,D((c(1/3 + µ2 + υ), α))

est unCk diff éomorphisme de

D((c(1/3 + µ2 + υ), α)

sur
f0(P0(1/3 + µ′1 + υ) ∩ T (ε)).

Ainsi, pour toutυ assez petit, l’application

[0, 1]× D2(ε) 7→ T (ε)(3.38)

(t, α) → I(t, α, υ),(3.39)

où

I(t, α, υ) :=

φN(tτ(υ, α) + (1 − t)(1/3 + µ2 + υ), 1/3 + µ2 + υ,D((c(1/3 + µ2 + υ), α)),

(3.40)

est une isotopie (dansC1([0, 1], Ck(D2(ε)))), de

D((c(1/3 + µ2 + υ),D2(ε))

vers
f0(P0(1/3 + µ′1 + υ) ∩ T (ε)).

Grâceà l’isotopie (3.40), en considérant, pourυ0 > 0 assez petit, quittèa
modifier la fonctionρ, les intersections de

P 1±
0 (1/3 + µ′1)

avec les
P0(1/3 + µ′1 + υ), pour|υ| < υ0,

nous obtenons une isotopie dans

C1([0, 1], Ck(D2(ε))),

entre
f0(P

1±
0 (1/3 + µ′1))

et
π±(1/3 + µ2),

où les deux disques topologiques,π±(1/3 + µ2) sont obtenus en recollant le plan
π(1/3 +µ2) passant parc(1/3+ µ2) de vecteur normalc′(1/3+µ2) etT (ε). Voir
figure 3.6.10.

En reparaḿetrant l’isotopie pŕećedente, nous obtenons deux isotopies

I± ∈ C1([1/3 + µ′1, 1/3 + µ2], C
k(D2(ε),Ω))
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entre
f0(P

1±
0 (1/3 + µ′1))

et
π±(1/3 + µ2).

f0(A)

f1(A)

γ0

f0(P
1−
0 (t1))

f0(P
1+
0 (t0))

f1(P
1+
1 (t4), t4 > t3)

π+(t3), t3 > t2

π−(t2), t2 > t1

γ1

f0(B)

f1(B)

c

T ′(ε)

FIG. 3.6.10:π±(t), f0(P
1−

0 (t)) etf1(P
1+

1 (t)) pour différentes valeurs det.

On adopte des notations symétriques pour des constructions analogues aux
préćedentes dansf−1

1 (γ1).
Etape 4. Dans cetteétape nous faisons le bilan des constructions : le fluide

est pousśee par les membranes dont l’exposant est négatif et freiné par les
membranes dont l’exposant est positif. Il ne reste qu’̀a adapter la vitesse de la
membrane freinante par rapport à la membrane poussante de façoǹa former
une surface entourant un volume de fluide constant.

PosonsP0(0) = P1(1) = ∅, cette convention permet de considérer l’instant
initial où tout le fluide est dansγ0 et l’instant final òu tout le fluide est dansγ1.

Nous avons une isotopie

I+ ∈ C1([1/4, 1/3 + µ2] ∪ [2/3− µ2, 1), Ck(D2,Ω))

entref0(P
+
0 (t1)) etπ+(t1), pour tout(t1, t2) tels que

0 < t1 < t2 ≤ 1/3 + µ2,
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et entreπ+(t3) etf1(P
+
1 (t4)), pour tout(t3, t4) tels que

2/3 − µ2 ≤ t3 < t4 < 1.

Nous avonśegalement une isotopie

I− ∈ C1(]0, 1/3 + µ2] ∪ [2/3 − µ2, 3/4], Ck(D2,Ω))

entref0(P
−
0 (t1)) et π−(t1) pour tout(t1, t2) tels que0 < t1 < t2 ≤ 1/3 + µ2, et

entreπ−(t3) etf1(P
−
1 (t4)) pour tout(t3, t4) tels que2/3 − µ2 ≤ t3 < t4 < 1.

Par ailleurs, nous pouvonségalement supposer, quitteà faire une reparaḿetri-
sation et modifier la fonctionρ, queI+ etI− s’étendent̀a [1/3 + µ2, 2/3− µ2] en
des isotopies de

C1([1/3 + µ2, 2/3 − µ2], C
k(D2))

entre
π±(1/3 + µ2)

et
π±(2/3 − µ2),

et telles que, pour toutt ∈ [1/3 + µ2, 2/3 − µ2],

I±(t, ·) est un plongement deD2 surπ±(t).

Nous prolongeonsI− en0, parI−(0) = ∅, etI+ en1, parI+(1) = ∅.
Grâceà ces constructions, nous pouvons considérer pour(t0, t1) tels que

0 ≤ t0 < t1 ≤ 1,

où t0 ≤ 3/4, et t1 > 1/4, la surfaceS(t0, t1) suivante :
S(t0, t1) est la surface d́elimitée parI−(t0,D2), γ0, ∂T ′(ε), γ1, I+(t1,D2).

C’est clairement une sphère par le th́eor̀eme de Morton Brown (voir [36] problème
16.2 pour le ŕesultat utiliśe, et voir [14] pour la version ǵeńerale).

Par ailleurs, pourt0 ∈ [0, 3/4] fixé, l’application

t1 ∈ [max(t0, 1/4), 1] 7→ |int(S(t1, t2))|
estC1 et strictement croissante.

Par le th́eor̀eme d’inversion locale, on peut alors choisir pour toutt0 ∈ [0, 3/4],
un uniqueτ2(t0) ∈ [1/4, 1, ] tel que

|int(S(t1, τ2))| = 1,

et l’application
t0 7→ τ2(t0)

est alors de classeC1.
Ainsi la famille de sph̀eres{S(t0, τ2(t0)), t0 ∈ [0, 3/4]}, chacune d’entre elles

étant une surface de classeCk, réalise une isotopie entreγ0 et γ1 préservant le
volume, ce qui ach̀eve la preuve du th́eor̀eme 3.6.2.
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De plus quittèa faire une reparaḿetrisation, nous pouvons supposer quet 7→
S(t, τ2(t)) est une famille de classeC1.

3.6.2. Construction d’un flot.
Grâce au th́eor̀eme 3.6.2, nous pouvons considérer une isotopie

h : [0, 1]× S
2 → Ω

telle que
t 7→ h(t, ·) ∈ C1([0, 1], Ck(S2,Ω))

et telle que
h(0)(S2) = γ0,

h(1)(S2) = γ1,

et,

(3.41) |int(h(t, S2))| = 1.

On d́efinit, pourt ∈ [0, 1],

γt := h(t, S2).

Pourt ∈ [0, 1], p ∈ γt, on consid̀ere

X(t, p) := ∂th(t, h
−1(t, p)),

qui est bien d́efini, car, pour toutt ∈ [0, 1] h(t, ·) est unCk diff éomorphisme deS2

surγt. Notons que, quittèa faire un changement de paramétrage, on peut supposer
queX est identiquement nulle au voisinage det = 0 et t = 1.

Il est à noter que (3.41) implique que
∫

γt

X.νdσ = 0.

Cette information est un résultat classique de la mécanique des fluides, et s’obtient
en d́erivant

∫
int(γt)

dx. Nous pouvons ŕesoudre

−∆v(t) = 0 dans int(γt),

∂v

∂ν
= X.ν surγt,(3.42)

∫

int(γt)

v(t)dx = 0.

La famille de surfacet 7→ γt étant dans

C1([0, 1], Ck(S2)),

nous avons, par les résultats de ŕegularit́e de Schauder ( D. Gilbarg & N.S. Trüdinger
[47]),

v ∈ C([0, 1], Ck(int(γt)).
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Comme int(γt) est contractile dansΩ, on sait (voire.g. X. Wang [98]) qu’il existe

ξ ∈ C([0, 1], Ck+1(int(γt)),R
3),

tel que
∇v(t, ·) = curl(ξ(t, ·)) dans int(γt).

On s’appuie alors sur les théor̀emes d’extension et d’approximation de H. Whit-
ney suivants (voir S. G. Krantz & H. R. Pratz [69] th. 2.3.6 et th. 2.3.7 et les re-
marques qui suivent) : Pour cela, nous devons définir pour un ensembleE fermé,
laCk diff érentiabilit́e surE . On renvoièa l’ouvrage pŕecit́e [69] pour une discus-
sion sur cette notion. Dans la situation présente, òuE sera toujours une surface de
de classeCk deR3, ou l’adh́erence d’un ouvert ayant pour bord une telle surface,
cette notion cöıncide avec celle obtenue, par exemple, en raisonnant par cartes
locales.

THÉORÈME 3.6.4 (H. Whitney).SoitE un sous-ensemble fermé deR
N . Soit

f une fonction de classeCk sur E aveck ∈ N, alors il existe une fonction
f̃ ∈ Ck(RN) dont la restrictionà E soit f , et qui soit analytique ŕeelle sur le
compĺement deE.

THÉORÈME 3.6.5 (H. Whitney).SoitK un sous-ensemble compact deRN et
f : K → R de classeCk, k ∈ N∗.

Alors, pour toutε > 0, il existeG : RN → R, analytique ŕeelle, telle que

sup
0≤j≤k

sup
x∈K

|f (j)(x) −G(j)(x)| < ε.

Ces th́eor̀emes, d́emontŕes essentiellement par l’utilisation de noyaux de convo-
lution, s’étendent au cas où f (apparaissant dans leursénonćes respectifs) d́epend
du temps, comme on peut le vérifier, en examinant les preuves données dans les
références.

En utilisant le th́eor̀eme 3.6.4, on commence parétendreξ en une fonction

ξ̂ ∈ C([0, 1], Ck+1(R3,R3)).

Par la construction de l’isotopieh, il est clair qu’il existe un compactK ⊂ Ω,
tel que

∀t ∈ [0, 1], γt ⊂ K.

Prenons une fonctionζ ∈ C∞(Ω,R), telle queζ = 1 surK, et de support
inclus dansΩ.

La fonctionζξ̂ vérifie5

ζξ̂ ∈ C([0, 1], Ck+1
0 (Ω,R3)),

et cöıncide aveĉξ sur[0, 1]×K.

5L’indice 0 dans la notation qui suit signifie que l’on parle de fonctionsà support compact.
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Si l’on définit V ∈ C0([0, 1], Ck
0(Ω,R

3)) par

V (t, x) := curl(ζ(x)ξ̂(t, x)),

V satisfait
div(V (t, ·)) = 0 dans[0, 1]× Ω.

Compte tenu de la relation (3.42), et puisquef0 est un plongement deS2 sur
γ0, alors pour toutt ∈ [0, 1],

x 7→ φV (0, t, f0(x))

est un plongement de classeCk deS2 surγt. Ici s’exprime le fait que, le mouve-
ment de “l’ensemble” int(γt), est ŕegi par la composante normale de la vitesse en
chaque point deγt.

Nous avons donc prouvé :

PROPOSITION3.6.6.Sous les hypoth̀eses du th́eor̀eme 3.6.2, il existe un champ
de vecteursV ∈ C0([0, 1], Ck

0(Ω,R
3)) tel que

(3.43) div(V (t, ·)) = 0 dansΩ pour toutt ∈ [0, 1],

et tel que6

(3.44) φV (0, t, γ0) = γt, ∀t ∈ [0, 1]

Pour des situations similaires aux hypothèses de la proposition 3.6.6, on pourra
consulter l’article de F. Sueur [93] et celui de T. Kato & al [66].

3.6.3. Ŕeductions du probl̀eme. Dans la suite nous allons démontrer par-
tiellement le ŕesultat annonće dans le th́eor̀eme 3.6.1. Pour cela, nous allons com-
mencer par supposer queγ0 etV (V est donńe dans la proposition 3.6.6) sont plus
réguliers.

3.6.3.1. Réduction au cas analytique.Nous supposons ici que le plongement
f0 est analytique ŕeel. On supposéegalement qu’il existe

V ∈ C0([0, 1], Cω(Ω,R3))

tel que (3.43) soit satisfaite, et tel que

(3.45) φV (0, t, γ0) ⊂ Ω, ∀t ∈ [0, 1].

Comme
γt = φV (0, t, γ0)

et, commef0 etV sont analytiques, alorsγt est aussi analytique.
Nous prouvons alors :

6la relation (3.44) signifie queφV (0, t, f0) est une plongement deS2 surγt.
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LEMME 3.6.7. Soit t 7→ γ(t) ∈ C([0, 1], Cω(S2,Ω)) une famille dans de
sph̀eres plonǵees dansΩ, etX ∈ C([0, 1], Cω(Ω,R3)) tels que

(3.46) ∀t ∈ [0, 1],

∫

γ(t)

X · νdσ = 0.

Il existe alorsη > 0 et pour toutt ∈ [0, 1] un voisinage deγ(t),

Vη(γ(t)) := {x ∈ Ω, d(x, γ(t)) ≤ η},
et

ψ ∈ C0([0, 1];C∞(int((γ(t) ∩ Ω) ∪ Vη(γ(t))))),

vérifiant7

∀t ∈ [0, 1],∆xψ(t, x) = 0 dans(int(γ(t) ∩ Ω) ∪ Vη(γ(t))

∇xψ.ν = X.ν surγ(t), ∀t ∈ [0, 1],

∇xψ.ν = 0 sur les composantes connexes de∂Ω

incluses dans int(γ(t)).

La preuve est exactement la même qu’en dimension2, voir [51] lemme 3. No-
tons qu’ici, il n’est pas ńecessaire de supposer queγ0 soit le bord d’un plongement
deB

3 dansΩ, mais seulement l’image d’un plongement deS
2, γ0 pouvant ici en-

tourer alors une composante connexe de∂Ω.
Grâceà ce lemme, nous pouvons prouver :

THÉORÈME 3.6.8.Soitγ0 l’image d’un plongement analytique deS2 dansΩ,
etX ∈ C0([0, 1];Cω(Ω,R3)) un champ de vecteurs satisfaisant

X.n = 0 sur[0, 1]× ∂Ω,

etdiv(X) = 0 dans[0, 1]× Ω, alors pour toutε > 0, toutk ∈ N∗ il existe

θ ∈ C∞([0, 1]× Ω)

satisfaisant(3.1c), (3.6)et telle que

(3.47) ∀t ∈ [0, 1], ||φ∇θ(0, t, γ0) − φX(0, t, γ0)||Ck ≤ ε.

La preuve de la proposition 3 dans [51] s’applique pourvu que l’on dispose
de l’équivalent en dimension 3 du théor̀eme de Runge sur l’approximation des
fonctions holomorphes par des fonctions rationnelles8. Or les ŕesultats suivants
vont dans ce sens :

THÉORÈME 3.6.9 (voir J. Gardiner-[46], pp 16). Soit Ω un ouvert deRN et
K un compact inclus dansΩ. NotonsΩ∗ le compactifíe d’Alexandroff deΩ. Si
Ω∗ \K est connexe, alors pour toute fonctionu harmonique au voisinage deK et
toutε > 0, il existev harmonique surΩ tel que|v − u| < ε surK.

7On n’a pas besoin de supposer queγ(t) est contractile dansΩ
8On renvoie à l’ouvrage de W. Rudin [90] pour un énoncé précis.
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Plus pŕeciśement, la preuve du théor̀eme 3.6.9 donńee dans le livre de J. Gar-
diner [46], repose sur le

LEMME 3.6.10.On peut choisir, pour chaque entieri = 1, ..., p, un pointxi /∈
Ω, dans chacune desp composantes connexes deR

N \ K, tels que la fonctionv
donńee dans le th́eor̀eme 3.6.9 soit harmonique surR

N \ ∪p
i=1{xi}.

On peut alors conclure comme dans [51].
3.6.3.2. Lorsqueγ0 n’est pas analytique.En dimension2, l’argument consiste

à approcherγ0, via le th́eor̀eme de l’application conforme de Riemann, par une
courbe analytique sitúee dansΩ \ int(γ0).

En dimension3 on proc̀ede de la manière suivante :
Rappelons quef0 est le plongement deS2 dansΩ tel que

γ0 = f0(S
2).

Puisquef0 est de classeCk, γ0 poss̀ede un voisinage tubulaire obtenu par le flot
deν de la normale unitaire extérieureàγ0. Commek ≥ 2 ce flot est bien d́efini (ν
étant de classeCk−1).

Choisissonsρ > 0 tel quet 7→ φν(0, t, f0(p)) soit d́efini sur [0, ρ], pour tout
p ∈ S2. Ainsi pourt > 0 assez petit,φν(0, t, f0) est un plongement deS2 sur une
surface not́eeγρ

0 .
Puisqueν est la normale unitaire extérieureàγ0, pourt > 0 assez petit on a

int(γ0) ⊂ int(φν(0, t, f0(S
2)).

Il est par ailleurs clair que

||φν(0, t, f0) − f0||Ck−1(S2) → 0, quandt→ 0.

Fixonst > 0 assez petit. Soit

κ := inf
(x,y)∈S2×S2

|f0(x) − φν(0, t, f0(y))|.

On utilise le ŕesultat du th́eor̀eme 3.6.5. On choisitε <
κ

2
comme dans le

théor̀eme 3.6.5. Il existe alorsfε ∈ Cω(R3; Ω) (en consid́erant chaque coor-
donńee) telle que

max
0≤i≤k−1

||f (i)
ε − (y 7→ φν(0, t, f0(y))

(i))||∞ ≤ ε.

On a alors

γ0 ⊂ int(fε(S
2)),

et

||f0 − fε||Ck−1(S2) ≤ 2ε.
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3.6.3.3. LorsqueX n’est pas non plus analytique.Dans cette situation on peut
reproduire le m̂eme argument qu’en dimension2. Rappelons le ŕesultat suivant :
Notons

∂Ω = ∪p
i=0(∂Ω)i,

où, pouri = 1, ..., p, (∂Ω)i désigne laième composante connexe de∂Ω et (∂Ω)0

est la composante connexe de∂Ω qui est aussi la frontière de la composante con-
nexe non borńee decΩ.

THÉORÈME 3.6.11 (Voir V. Girault & P. A. Raviart [48]). SoitX1 ∈ Ck(Ω) un
champ de vecteurs de classeΩ, satisfaisantdiv(X1) = 0 et

∫

(∂Ω)i

X1.ndx = 0,

pour i = 1, .., p. Il existe alorsY ∈ Ck+1(Ω,R3) tel que

X1 = curl(Y ).

On applique ce ŕesultatà V ∈ C0([0, 1], Ck
0(Ω,R

3)) donńe par la proposition
3.6.6.

Il existeY ∈ C0([0, 1], Ck(Ω)) tel que

V = curl(Y ).

En utilisant encore le résultat du th́eor̀eme 3.6.5 on peut approcherY par

Yε ∈ C0([0, 1], Cω(Ω,R3)),

et donc approcherV parVε ∈ C0([0, 1], Cω(Ω,R3)). On est alors ramené au para-
graphe pŕećedent. Notons que l’on aura alors

φVε(0, ·, f0) → φV (0, ·, f0) dans C1([0, 1], Ck(S2,Ω)).

On conclut comme dans [51]. Ainsi le théor̀eme 3.6.5 est vrai quandγ0 etX
sont seulementC∞.

3.6.4. La ḿethode du retour. Lorsque, dans la condition initiale (3.2), on
prendu0 = 0, le théor̀eme 3.6.8 donne la contrôlabilité lagrangienne approchée.
Lorsqueu0 6= 0, contrairement̀a ce qui se passe en dimension2, la solution de
(3.1a) (3.1b) et

(3.48) u.n = 0 sur∂Ω

peut exploser en temps fini. Pour pallier cette difficulté, on peut envisager d’utiliser
la méthode du retour : pendant un temps[0, δ], où δ > 0 est destińe à être petit,
si u0 est assez petit on ne contrôle pas,i.e. sur (0, δ) × Γ on prendu.n = 0, la
solution de (3.1a) (3.1b) (3.48) n’explose pas sur[0, δ], et pendant le temps[δ, 1],
on utilise la solution donńee par le th́eor̀eme 3.6.8, faisant passer deγ0 à γ1 à ε
près.
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Plus pŕeciśement, on s’inspire de l’article d’O. Glass [49] où, on construit une
solution de (3.1) et (3.3) avec, en filigrane, la condition (3.5) introduite par A.V.
Kazhikov dans [67] dans lequel une ḿethode it́erative similaireà la suivante est
décrite.

On choisitµ : R → R de classeC∞ valant1 au voisinage de0 et à support
dans[−δ, δ].

Notons(y, p) la solution donńee par le th́eor̀eme 3.6.5, on d́efinit pourρ > 0
destińe à être petit, etα ∈ (0, 1),

Xρ := {u ∈ C0([0, 1], C2,α(Ω; B3), div(u) = 0, ||u− y||C0([0,1]×Ω) < ρ,

u(t, x).n = µ(t)u0(x).n(x) + y.n sur[0, 1]× ∂Ω}
On prendR > 0 tel queΩ ⊂ B(0, R) et on prend, pourk ∈ (0, 3)

π : C [k],k−[k](Ω,R3) → C
[k],k−[k]
0 (B(0, R),R3)

un oṕerateur continu d’extension9. On a donc

π(u)|Ω = u.

Pouru ∈ Xν , on pose
ũ := y + π(u− y).

Notons que l’on a prolonǵe y en une fonctionC∞ à support inclus dans
B(0, R), par exemple on peut prendreπ(y).

Pouréviter d’alourdir les notations, on confondra dans la suitey etπ(y).
Pouru ∈ Xρ on d́efinit ω par

ω(., 0) = curl(π(u0)) dansB(0, R),(3.49)
∂ω

∂t
+ (ũ.∇)ω = (ω.∇)ũ− div(ũ)ω dans(0, 1)× B(0, R).(3.50)

Notons que (3.50) implique queω est d́efini le long des caractéristiques dẽu, et
que, compte tenu des hypothèses sur le support dey et deπ le syst̀eme (3.49)
(3.50) admet une solution unique

ω ∈ C([0, 1], C1,α(B(0, R),R3)).

Grâce au lemme 3.1 de l’article [49] d’O. Glass, compte-tenu du fait que

div(ũ) = 0 dansB(0, R),

et compte-tenu de (3.49), il existe

v̂ ∈ C([0, 1], C2,α(B(0, R),R3))

tel que
ω(t) = curl(v̂(t)).

9Un tel opérateur est construit dans l’article [54] de R.S. Hamilton.
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Grâceà cela, il y a existence dev ∈ C([0, 1], C2,α(Ω,R3) tel que

curl(v) = ω dans[0, 1]× Ω,(3.51)

div(v) = 0 dans[0, 1]× Ω,(3.52)

v.n = µ(t)u0.n+ y.n sur[0, 1]× Ω.(3.53)

Comme dans l’article d’O. Glass [49] (voir également les appendices du livre
de R. Temam [95], ou M. Dauge & al [4]), on consid̀ereΣ1, ...,Σs des surfaces
telles queΩ \ ∪s

i=1Σi est simplement connexe.
Pour une fonctionψ ∈ H1(Ω \ ∪s

i=1Σi), on peut d́efinir la trace deψ sur
chaqueΣi en fonction de la composante connexe deΩ \ ∪s

i=1Σi : la fonctionψ
peutéventuellement avoir un saut, en traversant chaqueΣi, que l’on note[ψ]i.

On ŕesout, pour touti = 1, ..., s, dansΩ \ Σi,

qi ∈ H1(Ω \ ∪s
j=1Σj),

∆qi = 0 dans Ω \ Σi,

∂qi
∂n

= 0 sur ∂Ω,

[qi]i = 1,(3.54)

[qi]j = 0 pourj 6= i,

[
∂qi
∂n

]i = 0,

et on d́efinit

Qi := ∇qi.
On montre alors la propriét́e suivante :SiY ∈ C∞(Ω,R3) satisfait

curl(Y ) = 0 dans Ω,

il existe des ŕeels

α1, ..., αs

tels que

Y −
s∑

i=1

αiQi ∈ ∇(C∞(Ω,R)).

On d́efinit alorsv ∈ C([0, 1], C2,α(Ω,R3)) par (v est donńee par (3.51)–(3.53))

(3.55) v := v +

s∑

i=1

λi(t)Qi
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où λi(t) est choisi pour que
∫

Ω

v(0).Qidx =

∫

Ω

u0.Qidx

∫

Ω

(
∂v

∂t
+ ũ ∧ ω).Qidx = 0

ce qui est toujours possible, car la matrice

(

∫

Ω

Qi.Qjdx)i=1...s,j=1...s

est inversible. En effet, la condition (3.54) montre que lesfonctions(Qi)1≤i≤s for-
ment une famille libre et donc la matrice(

∫
ΩQi.Qjdx)i=1...s,j=1...s est une matrice

de Gram-Schmidt inversible.
On a donc construit,̀a partir d’unélément

u ∈ C([0, 1], C2,α(Ω,R3)),

l’ élément

v ∈ C([0, 1], C2,α(Ω,R3))

défini par (3.55). On pose alors

F (u) := v.

La même ḿethode que celle employée par O. Glass dans [49], permet de mon-
trer le

THÉORÈME 3.6.12.F poss̀ede un point fixe dansXν pourvu queν soit assez
petit et que||u0||C2,α(Ω) soit assez petit,

essentiellement grâce au

LEMME 3.6.13 (Voir C. Bardos & U. Frisch [8]). Soitu, v et g trois fonctions
de classeC0([0, 1], C1,α(B(0, R),R3)) telles que

∂u

∂t
+ (v.∇)u = g, v.n|[0,1]×∂B(0,R) = 0

alors on a10

d

dt+
||u||0,α(t) ≤ ||∂u

∂t
||0,α(t) ≤ ||g||0,α(t) + α||∇v||0,α(t)||u||0,α(t), ∀t ∈ [0, 1].

Pour faire la preuve annoncée, comme dans l’article d’O. Glass [49], on dispose
des deux propositions suivantes :

10 d

dx+
désigne la dérivée supérieure.
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PROPOSITION3.6.14.Pour toutR > 0 il existeρ0 etρ1 tels que si

||u0||1,α,Ω < ρ1

alors pour toutρ < ρ0 et toutu ∈ Xρ ∩B(R) on aF (u) ∈ Xρ, oùBR désigne la
boule de centre0 et rayonR dansC0([0, 1], C1,α(Ω,R3).

et

PROPOSITION3.6.15.Il existeρ2 > 0 tel que si

||u0||C2,α(Ω,R3) < ρ2,

la suite d́efinie par
{
u0(t, x) = µ(t)u0(x) + y(t, x)

um+1 = F (um)

est borńee, uniquement en fonction deΩ etρ2, dansC0([0, 1], C2,α(Ω,R3)).

Prouvons la proposition 3.6.14. On se contente d’écrire la preuve dans le cas
simplement connexe. Pour le cas multi-connexe voir l’article d’O. Glass [49]. No-
tonsΩ̃ = B(0, R). Grâce au lemme 3.6.13 et (3.48), nous avons

d

dt+
||ω||0,α,Ω̃ ≤ (2 + α)||ũ||1,α,Ω̃(t)||ω||0,α,Ω̃.

Ainsi, grâce au lemme de Gronwall, nous obtenons

(3.56) ||ω||0,α,Ω̃(t) ≤ ||ω||0,α,Ω̃(0) exp((2 + α)t||ũ||
C0([0,1],C1,α(Ω̃))

)

Il s’ensuit que

||ω||0,α,Ω(t) ≤ C||u0||1,α,Ω exp((2 + α)||ũ||
C0([0,1],C1,α(Ω̃))

)

et donc, par la ŕegularit́e elliptique dans (3.53), et la continuité de l’oṕerateurπ,
on obtient :

||F (u(t)) − y(t)||C1,α(Ω) ≤ C(||u||1,α,Ω)||u0||1,α,Ω,

d’où le ŕesultat de la proposition 3.6.14.
Laissons la preuve de la proposition 3.6.15 qui estégalement une redite des

résultats d’O. Glass [49] et indiquons l’existence d’un point fixèa F en suivant
l’article de C. Bardos & U. Frisch [8].

A chaqueum élément de la suite, on associeωm+1, solution de (3.49) et (3.50)
avecũm à la placẽu.

On a
∂(ωp − ωm)

∂t
+ (ũm.∇)(ωp − ωq) = ((ũp − ũm).∇)ωp + ((ωp − ωm).∇)ũm

+(ωm.∇)(ũp − ũm) − div(ũm)(ωp − ωm) − (div(ũm) − div(ũp))ωm.(3.57)
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Ainsi grâce au lemme 3.6.13 età l’opérateurπ, on a

||∂(ωp − ωm)

∂t
||0,α,Ω̃(t) ≤ C(||ũp − ũm||0,α,Ω(t) + ||ωp − ωm||0,α,Ω̃(t)),

qui donne gr̂ace,à (3.53),

||∂(ωp − ωm)

∂t
||0,α,Ω̃(t) ≤ C(||ωp−1 − ωm−1||0,α,Ω(t) + ||ωp − ωm||0,α,Ω̃(t)).

Grâce encore au lemme 3.6.13, nous obtenons en posant,

Gm,p(t) := ||ωp − ωm||0,α,Ω̃(t),

d

dt+
Gm,p(t) ≤ CGm,p(t) + Gm−1,p−1(t)

Par le lemme de Gronwall, on obtient

Gm,p(t) ≤ C

∫ t

0

eCt1Gm−1,p−1(t1)dt1

qui se propage pour donner finalement, pour une constanteC ′ > 0, en

Gm+k,p+k(t) ≤ C ′e
kCt

k!
max
s∈[0,1]

Gm,p(s)

Ceci prouve que la suite(ωp) est de Cauchy dans

C([0, 1], C0,α(Ω̃,R3)).

Comme sa convergence implique la convergence de(um) dans

C([0, 1], C1,α(Ω̃)),

vers un point fixe deF dansXρ, on obtient finalement une solution de l’équation
(3.1a) (3.1b) (3.1c).

Notonsyρ le point fixe trouv́e.
Soit x ∈ γ0. Posonsx(t) := φy(0, T, x) et z(t) := φyρ(0, T, x), etw(t) :=

x(t) − z(t).
On a alors

z′(t) = y(t, x(t))− yρ(t, z(t)) =

y(t, x(t))− yρ(t, x(t)) + yρ(t, x(t))− yρ(t, z(t)),

puis

(3.58) |z′(t)| ≤ ρ+R|z(t)|,
et donc, le lemme de Gronwall, appliqué à (3.58), implique que siρ est assez petit

||φyρ(0, T, γ0) − φy(0, T, γ0)||∞ l’est aussi.

On a donc prouv́e le ŕesultat suivant :
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THÉORÈME 3.6.16.Soitγ0 et γ1 l’image deS2 par deux plongementsf0 et f1

de classeCk, contractiles dans un ouvert régulier connexeΩ, tels queγ0∩γ1 = ∅.
SoitT > 0 etε > 0, et soit

u0 ∈ C2,α(Ω,R3).

Si ||u0||C2,α(Ω,R3) est suffisamment petite, alors il existe une solution(u, p) de
(3.1a)–(3.1c), (3.2) (voir page 29) telle que

||φu(0, T, γ0) − γ1||∞ < ε.

REMARQUE 3.6.17. Lorsque||u0||C2,α(Ω) n’est pas petite, on procède comme
suit :

pour toute(u, p) solution de (3.1a), alors pour toutλ > 0, l’application

(t, x) 7→ (λu(λt, x), λ2p(λt, x))

en est une aussi.
ChoisissonsT = 1, ε > 0 dans le th́eor̀eme pŕećedent, etu0 ∈ C2,α(Ω).
On choisitλ pour que||λu0||C2,α(Ω) satisfasse les hypothèses du th́eor̀eme 3.6.16.

Soit (u, p) la solution donńee par ce ŕesultat ; alors(t, x) 7→ 1

λ
u(
t

λ
, x) est solu-

tion de (3.1a) (3.1b) (3.1c) et (3.2) (voir page 29).
On obtient alors :

THÉORÈME 3.6.18.Pour toutu0 ∈ C2,α(Ω) etε > 0, il existeT > 0 (T = 1/λ
avec les notations ci-dessus) et(u, p) solution de(3.1a)–(3.1c)et (3.2) (voir page
29), tels que

||φu(0, T, γ0) − γ1||∞ < ε.

REMARQUE 3.6.19. Il n’est pas clair que l’on puisse rameneru à 0 tout en
respectant l’objectif du contrôle lagrangien, m̂eme pouru0 petit. Il s’ensuit que
l’on n’a pas pu prouver la contrôlabilité lagrangienne approchée de (3.1) en temps
T arbitraire, en adaptant la ḿethode correspondante dans l’article d’O. Glass [49].
Notons que nous n’avons pas su prouver, non plus, un tel résultat, en dimension 2.
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3.7. Vers la simulation

Cette section est consacréeà des travaux en cours avec O. Kavian et O. Glass,
qui permettent des simulations numériques —pour l’instant imparfaite —de la
contr̂olabilité lagrangienne.

La pierre angulaire des résultats des deux parties préćedentes, est l’observation
que, la trajectoire d’une courbe n’est pas donnée par la vitesse de chaque point la
constituant, mais de la vitesse normale de chacun de ses points.

Il ressort le th́eor̀eme suivant qui est prouvé de deux façons différentes (en
dimension 2, par la variable complexe et en dimension 3 par l’équivalent du th́e-
orème de Runge (th. 3.6.9)).

Pour l’énoncer, nous introduisons quelques notations.
Consid́eronsΩ un ouvert borńe deR

N dont la frontìere est lipschitzienne. Soit
Γ une partie ferḿee de∂Ω d’intérieur non vide. On d́efinit

H−1/2
m (Γ) := {v ∈ H−1/2(∂Ω), tel quev = 0 dans D′(∂Ω \ Γ),

et tel que〈v, 1〉H−1/2(∂Ω),H1/2(∂Ω) = 0}.(3.59)

Bien ŝur, lorsqueΓ une composante connexe de∂Ω, on a

H−1/2
m (Γ) := {v ∈ H−1/2(∂Ω), tel que〈v, 1〉H−1/2(Γ),H1/2(Γ) = 0}.

On noteraν la normale ext́erieureà γ, une courbe int́erieureà l’ouvert sur lequel
on travaille etn la normale ext́erieureàΩ.

THÉORÈME 3.7.1. Soit Ω un ouvert borńe lipschitzien deRN , et soitΓ une
partie ferḿee de∂Ω, d’intérieur non vide (dans∂Ω). On consid̀ereγ une hyper-
surface de Jordan11 de classeC∞, incluse dansΩ, et que l’on suppose contractile
dansΩ. Soit

Ψ : H−1/2
m (Γ) → H−1/2

m (γ)(3.60)

v 7→ ∂φ

∂ν |γ

où φ est solution de

∆φ = 0 dansΩ,(3.61a)

∂φ

∂n
= v surΓ,(3.61b)
∫

Ω

φdx = 0.(3.61c)

AlorsΨ a une image dense.

11c’est à dire définissant un intérieur et un extérieur.
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Dans la suite un indicem sur les espaces de fonctions considéŕes indique que
ces fonctions ont une moyenne nulle.

REMARQUE 3.7.2. L’espaceH−1/2 ne poss̀ede pas de propriét́esélémentaires
de localisation ou d’extension (voir J.L. Lions & E. Magenes[75]). Pour cette
raison, il est utile d’introduire l’espace (3.59). LorsqueΓ est une composante con-
nexe de∂Ω, l’espaceH−1/2

m (Γ) est le dual des fonctions deH1/2
m (Γ) constitúe des

fonctions deH1/2(Γ) de moyenne nulle surΓ, comme il est facile de le voir.

On peut donner une autre preuve du théor̀eme 3.7.1 en dimension2 et 3, en
utilisant des arguments comme ceux proposés par A. Calderon dans [15]. Pour
être pŕecis, nous n’avonśecrit les preuves, en utilisant cette méthode, que dans
des ǵeoḿetries particulìeres.

Nous pŕesentons ici une preuvéecrite avec O. Kavian, ainsi qu’une variante
propośee par J.P. Puel, similairèa celle utiliśee par A. Osses & J.P. Puel [84].

Pour prouver le th́eor̀eme 3.7.1 on peut se ramener au cas où Γ est une com-
posante connexe de∂Ω. Pour cela, on utilise un ḿethode d’extension d́ecrite sur
la figure 3.7.11.

n
ΓΓ̃

Γ̂
Ω

Ω1

Ω2

γ

ν

FIG. 3.7.11: Extension deΩ

Soit Γ̃ une surface extérieureàΩ, qui rencontreΓ transversalement.
Soit, également,̂Γ une surface de Jordan incluse dans le domaine borné parΓ

et Γ̃. Notonségalement̃Ω le domainéetendu.
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Si l’on sait d́emontrer le th́eor̀eme 3.7.1 aveĉΓ à la place deΓ, et Ω̃ à la place
de Ω, alors la d́erivée normale surΓ deφ qui satisfait (3.61a) (3.61b), est bien
définie et appartient̀aH−1/2

m (Γ).
Nous supposerons donc queΓ est une composante connexe de∂Ω.
Nous consid́erons donc une situation et utilisons des notations conformesà la

figure 3.7.12 :
Ω2 := int(γ),

Ω1 := Ω \ int(γ).

Pouréviter les confusions on noteν21 la normale ext́erieure unitairèaΩ2 et

ν12 := −ν21.

Notons que, d’apr̀es la remarque 3.7.2,(H1/2
m (γ))′ = H

−1/2
m (γ) puisqueγ est le

n

Γ
Ω

Ω1

Ω2

γ

ν21

FIG. 3.7.12: Situation utilisée pour prouver le théorème 3.7.1.

bord deΩ2.
Prenonsf ∈ H

1/2
m (γ) et soitθ2 solution de

θ2 ∈ H1(Ω2),

∆θ2 = 0 dansΩ2,(3.62a)

θ2 = f surγ.(3.62b)

On consid̀ereégalementφ définie par (3.61a), (3.61b).
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Nous avons alors, par des intégrations par parties, en multipliant (3.61a) parθ2

et (3.62a) parφ,
∫

γ

∂φ

∂ν12
fdσ = −

∫

Ω2

∇φ.∇θ2dx

= −
∫

γ

φ
∂θ2

∂ν21
dσ,(3.63)

Soit θ1 la fonction d́efinie par12

θ1 ∈ H1(Ω1),

∆θ1 = 0 dansΩ1,(3.64a)

∂θ1

∂ν12
= − ∂θ2

∂ν21
surγ,(3.64b)

∂θ1

∂n
= 0 sur∂Ω,(3.64c)

∫

γ

θ1(σ)dσ = 0.(3.64d)

En multipliant (3.64a) parφ et (3.61a) parθ1, on obtient
∫

γ

∂φ

∂ν12
fdσ =

∫

Ω1

∇φ.∇θ1dx

=

∫

∂Ω

θ1
∂φ

∂n
dσ +

∫

γ

θ1
∂φ

∂ν12
dσ.

Ainsi l’on obtient

(3.65)
∫

γ

∂φ

∂ν12
(f − θ1)dσ =

∫

Γ

vθ1dσ,

carv ∈ H
−1/2
m (Γ).

Montrons que l’applicationΛ définie par

Λ : H1/2
m (γ) → H1/2

m (γ)

f 7→ f − θ1|γ

est bijective. Noter que le choix de l’espace d’arrivée est possible grâceà (3.64d).
Vérifions d’abord queΛ est injective. En effet sif − θ1|γ est nulle, la fonction

θ définie par

θ =

{
θ1 sur Ω1

θ2 sur Ω2,

est, gr̂ace à (3.62b), dansH1(Ω), et, gr̂ace à (3.64b), (3.64a) et (3.62a), har-
monique dansΩ.

12le choix de la normalisation (3.64d) apparaı̂tra dans la suite
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La relation (3.64c) implique alors queθ est constante dansΩ. Par (3.64d), on
en d́eduit queθ, et doncf , est nulle, et donc, queΛ est injective.

Prouvons queΛ est surjective. Pour ce faire, nous allons montrer que l’appli-
cation

(3.66) f 7→ θ1|γ

est fortement coercive, ce qui, grâce au th́eor̀eme de G. Stampacchia (voir H.
Brézis [13] théor̀eme V.6), montrera queΛ est surjective (et en fait aussi injec-
tive, ce que l’on sait d́ejà).

On commence par exprimerΛ en fonction de deux oṕerateurs de type Poincaré-
Neumann et Neumann-Poincaré sur les ouvertsΩ1 etΩ2.

Pour cela, on d́efinit deux oṕerateursΛ1 etΛ2 comme suit :
SoitΛ1 l’opérateur donńe par

H−1/2
m (γ) 7→ H1/2

m (γ)(3.67a)

v → Λ1(v) := ξ1|γ,(3.67b)

où

ξ1 ∈ H1(Ω1),(3.67c)

∆ξ1 = 0 dans Ω1,(3.67d)

∂ξ1
∂ν12

= v sur γ,(3.67e)

∂ξ1
∂n

= 0 sur ∂Ω(3.67f)
∫

γ

ξ1(σ)dσ = 0.(3.67g)

On d́efinit l’opérateurΛ2 de la manìere suivante :

H1/2
m (γ) 7→ H−1/2

m (γ)(3.68a)

φ→ Λ2(φ) := (
∂ξ2
∂ν2,1

)|v,(3.68b)

où

ξ2 ∈ H1(Ω2),(3.68c)

∆ξ2 = 0 dans Ω2,(3.68d)

ξ2 = φ sur γ.(3.68e)

Grâce aux oṕerateursΛ1 etΛ2, nous pouvonśecrire,

Λ = I + Λ1 ◦ Λ2.

Définissons surH−1/2
m (γ) etH1/2

m (γ) les normes suivantes :
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Pourv ∈ H
−1/2
m (γ), on pose

|v|−1/2,m := ||∇ξ1||L2(Ω1),

et pourφ ∈ H
1/2
m (γ), on pose

|φ|1/2,m := ||∇ξ2||L2(Ω2).

Nous allons montrer que| · |−1/2,m et | · |1/2,m sont des normeśequivalentes
aux normes usuelles surH1/2(γ) etH−1/2(γ), not́ees respectivement|| · ||−1/2 et

|| · ||1/2, celles-ciétant respectivement restreintesàH1/2
m (γ) etH−1/2

m (γ).
Dans les arguments suivants,C etC ′ désignent diverses constantes ne dépendant

que de la ǵeoḿetrie des ouverts considéŕes.
Soit, pourϕ ∈ H

1/2
m (γ) µ1 la solution de

µ1 ∈ H1(Ω1)(3.69a)

∆µ1 = 0 dans Ω1(3.69b)

µ1 = ϕ sur γ(3.69c)

µ1 = 0 sur ∂Ω.(3.69d)

Rappelons d’abord que
||ϕ||1/2 ∼ ||ζ1||H1(Ω1),

où ζ1 est d́efini par

ζ1 ∈ H1(Ω1),

−∆ζ1 + ζ1 = 0 dans Ω1,

ζ1 = 0 sur ∂Ω,(3.70)

ζ1 = ϕ sur γ.

Or, par l’inégalit́e de Poincaŕe-Friedrich (voire.g.R. Adams [1]) et par (3.70)

||ζ1||H1(Ω1) ≤ C||∇ζ1||L2(Ω1).

Nous pouvons alors en déduire, en multipliant (3.69b) parξ1 et (3.67d) parµ1

que, pourv ∈ H
−1/2
m (γ) et ξ1 donńee par (3.67)

||v||−1/2 ≤ C( sup
ϕ∈H

1/2
m (γ)\{0}

||∇µ1||L2(Ω1)

||ϕ||1/2
)||∇ξ1||L2(Ω1) ≤ C|v|−1/2,m,

par continuit́e de l’applicationφ 7→ µ1

Nous obtenonśegalement

||∇ξ1||2L2(Ω1)
≤ ||ξ1||1/2||v||−1/2 ≤ C||v||2−1/2,

par continuit́e de l’applicationv 7→ ξ1.
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Proćedons de m̂eme pour| · |1/2,m. Consid́eronsv ∈ H
−1/2
m (γ). Définissonsµ2

par

µ2 ∈ H1(Ω2),

∆µ2 = 0 dans Ω2,

∂µ2

∂ν21
= v sur γ

∫

γ

µ2(σ)dσ = 0.

On a alors pourϕ ∈ H
1/2
m (γ)

||ϕ||1/2 := sup
v∈H

−1/2
m (γ), v 6=0

∫
γ vϕdσ

||v||−1/2,m

≤ sup
v∈H

−1/2
m (γ), v 6=0

∫
Ω2

∇µ2∇ξ2dx
||v||−1/2,m

≤ C|ϕ|1/2,m

par continuit́e dev 7→ µ2.
Réciproquement, en multipliant (3.68d) parξ2, et en int́egrant surΩ2, on obtient

|ϕ|1/2,m ≤ C ′||ϕ||1/2.

Ainsi nous avons bien leśequivalences des normes annoncées.
Prenons maintenantϕ ∈ H

1/2
m (γ). On note〈·|·〉1/2,m le produit scalaire associé

à la norme| · |1/2,m, et〈·|·〉−1/2,m le produit scalaire associé à la norme| · |−1/2,m.

On a alors, pourϕi ∈ H
1/2
m (γ), i = 1, 2,

〈ϕ1|ϕ2〉1/2,m =

∫

Ω2

∇ξ2(ϕ1)∇ξ2(ϕ2)dx,

où ξ2(ϕi) est donńe par la solution de (3.68) en prenantφ := ϕi dans (3.68e),
ainsi qu’une formule similaire pour〈·|·〉−1/2,m. Nous avons par construction

〈Λϕ|ϕ〉1/2,m = 〈ϕ|ϕ〉1/2,m + 〈Λ1Λ2ϕ|ϕ〉1/2,m

= 〈ϕ|ϕ〉1/2,m + 〈Λ1Λ2ϕ|Λ2ϕ〉H−1/2(γ),H1/2(γ)

= 〈ϕ|ϕ〉1/2,m + 〈Λ2ϕ|Λ2ϕ〉−1/2,m,

ce qui prouve la positivit́e deΛ. Notons que ce calcul montre que, siΛϕ = 0, alors
ϕ = 0.

Nous avons donc montré queΛ est inversible. Remarquons, au passage, que
nous avonśegalement prouv́e que (3.66) est un opérateur positif au sens où

∀f ∈ H1/2
m (γ), 〈θ1|γ|f〉1/2,m ≥ 0.

Rappelons queθ1 est d́efini par (3.64).
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Reprenons

(3.65)
∫

γ

∂φ

∂ν12
(f − θ1)dσ =

∫

Γ

vθ1dσ,

où f ∈ H
1/2
m (γ) et θ1 est d́efini par (3.64). Nous noteronsθ1(f) la solution de

(3.64) lorsqueθ2 vérifie (3.62)
L’identité (3.65) s’́ecrit, compte-tenu de l’inversibilité deΛ, en notantF :=

f − θ1(f)

(3.71)
∫

γ

∂φ

∂ν12
Fdσ =

∫

Γ

vθ1(Λ
−1(F ))dσ.

La relation (3.71) permet d’identifier l’adjointΨ⋆ de Ψ où Ψ est donńe par
(3.60).

Nous allons pouvoir,̀a l’aide du th́eor̀eme de Hahn-Banach, en déduire la den-
sité de l’image deΨ.

Supposons l’existence d’unF ∈ H
1/2
m (γ) tel que le membre de gauche de

(3.71) soit nul pour toutv ∈ H
−1/2
m (Γ).

Nous avons alorsθ1(Λ
−1(F )) = 0 surΓ. Compte tenu de (3.64c) et du principe

de continuation unique pour le laplacien (voir L. Hörmander [57] Thm. 8.6.5),
nous en d́eduisons que

θ1(Λ
−1(F )) = 0 dans Ω1,

ce qui, compte tenu de (3.62) conduità Λ−1(F ) = 0 = F , et finit de prouver le
théor̀eme 3.7.1.

REMARQUE 3.7.3. La preuve du th́eor̀eme 3.7.1 permet d’identifier l’adjoint
de Ψ. Une fois cet adjoint d́etermińe, le th́eor̀eme 3.7.1 permet de résoudre le
probl̀eme suivant :

Étant donńeV ∈ H
−1/2
m (γ), etε > 0, déterminervε tel que

(3.72) ||vε||H−1/2
m (Γ)

= inf{||v||
H

−1/2
m (Γ)

, avec||Ψ(v) − V ||
H

−1/2
m (γ)

≤ ε}.

En effet d’apr̀es le th́eor̀eme de I. Ekeland & R. Temam (voir [38]), voyons que
l’on peut trouvervε en calculant

min
H

1/2
m (γ)

T

où, pourϕ ∈ H
1/2
m (γ), on d́efinit

T (ϕ) :=
1

4
||Ψ⋆(ϕ)||2

H
1/2
m (Γ)

+ ε||ϕ||
H

1/2
m (γ)

− 〈V, ϕ〉
H

−1/2
m (γ),H

1/2
m (γ)

.
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Soitφε tel queT (φε) = min
H

1/2
m (γ)

T , on a alors

(3.73) vε = Ψ⋆(φε).

Si l’on poursuit un objectif de simulation numérique de la contr̂olabilité la-
grangienne, on devra, le long du mouvement des particules defluides, ŕesoudre
(3.72), γ variant au cours du temps. La dépendance devε, par rapportà γ et
V , doit alorsêtre étudíee. Or, le calcul deΨ⋆ semble mal commode (rappelons
queΨ⋆(f) = θ1(Λ

−1(f))). Grâceà une remarque de Jean-Pierre Puel, on peut
déterminerΨ⋆ d’une autre façon, qui est présent́ee ci-apr̀es.

Reprenons̀a partir de (3.63). Notonsϑ1 la solution de

ϑ1 ∈ H1(Ω),∫

Ω

ϑ1dx = 0,

∀u ∈ H1(Ω),

∫

Ω

∇ϑ1∇udx =

∫

γ

∂θ2

∂ν12
udσ.(3.74)

L’existence deϑ1 découle bien ŝur du fait que
∫

γ

∂θ2

∂ν12
dσ = 0.

Par abus de notation, nous noterons
∂θ2

∂ν12
δγ, la distribution d́efinie par

φ ∈ D(Ω) 7→
∫

γ

∂θ2

∂ν12
φdσ.

Ici δγ est l’élément deD′(Ω) définie par

∀φ ∈ D(Ω), 〈δγ, φ〉 :=

∫

γ

φ(σ)dσ.

On a clairement, en prenant dans (3.74),u ∈ D(Ω),

(3.75) −∆ϑ1 =
∂θ2

∂ν12
δγ dansD′(Ω).

De plus, la formulation variationnelle (3.74) , et le fait que∇u ∈ H(div,Ω′) pour
tout ouvertΩ′ d’adh́erence incluse dansΩ \ γ, impliquent, en prenantu ∈ H1(Ω)
nulle sur un voisinage deγ, que l’on a

(3.76)
∂ϑ1

∂n
= 0 sur∂Ω.
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Reportant (3.74) dans (3.63) on obtient
∫

γ

∂φ

∂ν12
fdσ = −

∫

Ω

∇φ∇ϑ1

∫

γ

∂φ

∂ν12
fdσ = −

∫

Γ

ϑ1vdσ.(3.77)

On a donc identifíe l’adjoint deΨ :

Ψ⋆ : H1/2
m (γ) 7→ H1/2

m (Γ)

f → −(ϑ1)|Γ.(3.78)

Si ∫

γ

∂φ

∂ν12
fdσ = 0

pour tout choix dev, d’apr̀es (3.77) on a(ϑ1)|Γ = 0. Finalement par le th́eor̀eme
de continuation unique pour le laplacien (voir L. Hörmander [57]) on conclut que
ϑ1 = 0 dansΩ.

Il suit compte tenu de (3.64b) que

∂θ2

∂ν12
= 0 surγ,

donc queθ2 est constante et donc nulle, doncf l’est.
On a donc prouv́e, à nouveau, le th́eor̀eme 3.7.1.
Sans rentrer dans les détails, au vu de (3.78), (3.62), (3.75) et (3.76), et en

utilisant les ŕesultats de d́ependance des solutions d’équations elliptiques par rap-
port au domaine, donnés dans l’ouvrage de D. Gilbarg et N. Trüdinger [47], on
voit que la d́ependance devε donńe par (3.73) par rapport̀a γ et f découle plus
naturellement de la formulation deΨ⋆ par (3.78).

Remarquons que, par analyticité deφ loin de∂Ω, il est clair queΨ a une image
strictement incluse dansH−1/2

m (γ).

3.7.1. Densit́e dans des espaces plus réguliers. Les éléments de l’espace
H

−1/2
m (γ) ont une faible ŕegularit́e, on peut donc se poser la question de la den-

sité de l’image deΨ dans des espaces de fonctions plus régulìeres, d’autant que,
comme on l’a vu au paragraphe préćedent,φ, la solution de (3.61) est analytique
dansΩ. Il s’ensuit que siγ est “seulement” de classeCk, Ψ(v) sera, pour tout
v ∈ H

1/2
m (Γ), de classeCk−1.

Reprenons la d́efinition deΨ⋆.
Pourf ∈ H

−1/2
m (γ), on peut donner un sens, par la méthode de transposition,à

θ2 solution de (3.62a), (3.62b).
Rappelons brìevement de quelle façon :
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Pourv ∈ L2(Ω2), on ŕesout

W ∈ H1(Ω2),

∆W = v dansΩ2,(3.79)

W = 0 surγ.(3.80)

On a alors formellement (rappelons queθ2 est d́efini par (3.62), page 73)

(3.81)
∫

Ω2

wθ2dx =

∫

γ

∂W

∂ν21
fdσ.

Or, siγ est une surface de classeC∞ —ce que l’on suppose désormais—, on a

W ∈ H2(Ω2) ∩H1
0(Ω2).

Il s’ensuit que
∂W

∂ν21
∈ H1/2

m (γ),

et donc, le second membre de (3.81) a un sens.
On consid̀ere alors l’application

v ∈ L2(Ω2) 7→
∫

γ

∂W

∂ν21
fdσ,

oùW est d́efinie par (3.79), (3.80).
C’est une forme lińeaire continue surL2(Ω2), et, par conśequent, il existe un

uniqueθ̃2 ∈ L2(Ω2) tel que

∀v ∈
∫

Ω2

vθ̃2dx =

∫

γ

∂W

∂ν21
fdσ.

En prenantW ∈ D(Ω2) et en en d́efinissantw := ∆W , on v́erifie sans peine
queθ̃2 est harmonique, et que lorsquef ∈ H

1/2
m (γ) on aθ̃2 = θ2.

Par ailleurs siµ ∈ H
3/2
m (γ), soit θ2(µ) la solution correspondante de (3.62a),

(3.62b) avecµ à la place def . On a alorsθ2(µ) ∈ H2(Ω2), il s’ensuit que l’appli-
cation

µ 7→
∫

γ

∂θ2(µ)

∂ν21
fdσ

est une forme lińeaire continue et donc que l’on peut donner un sensà

∂θ2(f)

∂ν21

dansH−3/2
m (γ). Rappelons que l’application linéaire continue surjective

H1(Ω2) → H1/2(γ),

u 7→ u|γ,

envoieH2(Ω2) surH3/2(γ). Le dual de ce dernier estH−3/2(γ).
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Par la ḿethode des transpositions, on peutégalement ŕesoudre (3.74) avec

∂θ2

∂ν12
∈ H−3/2(γ) ∩H−1/2

m (γ).

Pour cela, prenonsv ∈ L2
m(Ω) on ŕesout−∆W = v dansΩ avec

∂W

∂ν21
= 0 sur

γ.
Par int́egrations formelles par parties, on a

(3.82)
∫

Ω

wϑ1dx =

∫

γ

∂θ2

∂ν12
Wdσ

Or, par ŕegularit́e deγ, on a

W ∈ H2(Ω) →֒ H3/2(γ).

Il s’ensuit que le membre de droite de (3.82) définit une forme lińeaire continue
surL2

m(Ω), et, par conśequent, qu’il existe un uniquẽϑ1 ∈ L2
m(Ω) tel que

(3.83) ∀v ∈ L2
m(Ω),

∫

Ω

vϑ̃1dx =

∫

γ

∂θ2

∂ν12
Wdσ

En prenant encore une fois dansW ∈ D(Ω) etv = −∆W on voit que13

−∆ϑ̃1 =
∂θ2

∂ν12
δγ dansD′(Ω).

En consid́erant, cette fois,W ∈ D(RN \ Ω2) et de d́erivée normale nulle sur
∂Ω (une telle fonction s’obtient en intégrant localement le flot de la normale et en
déplaçant une fonction lisse défini sur∂Ω le long de ce flot, puis en multipliant par

une fonction deD(RN) valant1 près de∂Ω), on obtient que
∂ϑ̃1

∂n
= 0 surD′(∂Ω).

Il s’ensuit queϑ̃1 estC∞ surΩ \ Ω2.
Pourα ∈ H

−1/2
m (γ), on ŕesout

U ∈ H1(Ω)

∆U = 0 dans Ω
∂U

∂n
= α sur ∂Ω.

Soit alorsP ∈ D(RN ), à support dans un voisinage de∂Ω et valant1 sur∂Ω.
On a alors

0 =

∫

Ω

ϑ̃1∆(PU)dx+

∫

∂Ω

ϑ̃1
∂PU
∂n

.

Il s’ensuit queϑ̃1|∂Ω dépend de
∂θ2

∂ν12
, contin̂ument dansH1/2(∂Ω).

13Noter queW ∈ D(Ω) etv = −∆W implique quev ∈ L2
m(Ω).
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Ainsi on voit que l’on peut exprimer le problème de la densité de l’image de

Ψ : H−1/2
m (Γ) → H1/2

m (γ)

en terme d’adjoint et on a bien

Ψ⋆ : H−1/2
m (γ) → H1/2

m (Γ).

L’argument qui nous a permis de conclureà la densit́e dans le cas préćedent fonc-
tionne encore ici.

En reprenant le m̂eme type de raisonnement, on peut démontrer la densité dans
H

k+1/2
m (γ), pour toutk ∈ N.

3.7.2. Applicationsà la simulation de la contrôlabilit é lagrangienne. Sup-
posons que l’on veuille d́eplacerγ, le long d’une trajectoire donnée par un champ
de vecteurX, à l’aide d’une solution de (3.1a) (3.1b) , on peut utiliser une solu-
tion potentielle et les ŕesultats de 3.5 et 3.6. On va donc chercher une fonctionθ
harmonique surΩ telle que

||Λ(∇θ.n/Γ) −X.n|| < ε,

où || · || est une norme adéquate etε > 0.
Dans [51], cette construction repose sur le théor̀eme de Runge, concernant

l’approximation des fonctions holomorphes par des fractions rationnelles (voir le
chapitreà ce sujet dans le livre de W. Rudin [90]), et l’approximation de courbes
de Jordan de classeC∞ par des courbes analytiques (réelles). Lorsque la courbe est
simplement de classeC∞, on peut se passer de cette construction pour prescrire la
vitesse normale, et, par exemple, utiliser soit les résultats de la section préćedente,
soit, en dimension2, le théor̀eme de Mergelyan (voiŕegalement le dernier chapitre
du livre de W. Rudin [90]) sur l’approximation des fonctions holomorphes sur un
ouvert jusqu’au bord de cet ouvert.

Néanmoins l’approximation qui est donnée par ce th́eor̀eme,à moins de tra-
vailler sur un ouvert dont le bord est une courbe analytique,explosera hors de cet
ouvert, et ce de plus en plus près de l’ouvert, quand on requiert une approximation
la meilleure possible. Cela signifie sans doute que des instabilit és vont apparaı̂tre
dans une simulation du contrôle lagrangien.

Pour tenter d’́eviter au maximum ces instabilités on va consid́erer le cas d’une
courbe de classeC∞ et le cas d’un champX constant en espace (à chaque instant).

Prenons une telle courbeγ. On prend̃γ une courbe de classeC∞ telle que

γ ⊂ int(γ̃).

On se donneε > 0
On cherchev ∈ H

−1/2
m (Γ) tel que

||ψ(v) −X.n||
H

−1/2
m (γ̃)

≤ ε.
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Un tel v existe bien ŝur.
Or commeX est constant (en espace) on peutécrireX = ∇Φ où Φ vérifie

∆Φ = 0 et
∫

Ω Φ(x)dx = 0, il s’ensuit que siφ est la solution de (3.61a) (3.61b)
(3.61c) on a

||φ− Φ||Ck(int(γ)) ≤ C(ε, k)

pour toutk ∈ N, oùC(ε, k) → 0 avecε maisC(ε, k) → ∞ quand̃γ → γ.
Malgré ces pŕecautions, les simulations faites laissent apparaı̂tre des insta-

bilit és.

3.7.3. Implémentation. On se donneX vecteur constant. On cherchehX ∈
H

−1/2
m (Γ) de norme minimale tel que

||Ψ(hX) −X.n||H−1/2(γ) < ε.

NotonsφhX
la solution de (3.61) avecv = hX .

CehX étant donńe, on translate la courbeγ deτ∇φhX
pour un pas de tempsτ

donńe et on ŕeitère.
Comme on l’a dit plus haut, cela ne fonctionne pas très bien. Pour ŕegulariser

le processus, on remplace∇φhX
en chaque point deγ par sa moyenne sur̃γ, et on

consid̀ere le d́eplacement d’une partie interne de la courbe, au vu des remarques
préćedentes sur la preuve. Le mouvement obtenu est alors un peu meilleur.
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IsoValue
-0.0805556
-0.0194444
0.0416667
0.102778
0.163889
0.225
0.286111
0.347222
0.408333
0.469444
0.530556
0.591667
0.652778
0.713889
0.775
0.836111
0.897222
0.958333
1.01944
1.08056

Vec Value
0
6.90133e+06
1.38027e+07
2.0704e+07
2.76053e+07
3.45067e+07
4.1408e+07
4.83093e+07
5.52107e+07
6.2112e+07
6.90133e+07
7.59147e+07
8.2816e+07
8.97173e+07
9.66187e+07
1.0352e+08
1.10421e+08
1.17323e+08
1.24224e+08
1.31125e+08

(a) Position initiale,itération 1

IsoValue
-0.0805556
-0.0194444
0.0416667
0.102778
0.163889
0.225
0.286111
0.347222
0.408333
0.469444
0.530556
0.591667
0.652778
0.713889
0.775
0.836111
0.897222
0.958333
1.01944
1.08056

Vec Value
0
5.08582e+07
1.01716e+08
1.52575e+08
2.03433e+08
2.54291e+08
3.05149e+08
3.56007e+08
4.06866e+08
4.57724e+08
5.08582e+08
5.5944e+08
6.10298e+08
6.61157e+08
7.12015e+08
7.62873e+08
8.13731e+08
8.64589e+08
9.15447e+08
9.66306e+08

(b) contrôle sur le segment du bas (ité. 15).

IsoValue
-0.0805556
-0.0194444
0.0416667
0.102778
0.163889
0.225
0.286111
0.347222
0.408333
0.469444
0.530556
0.591667
0.652778
0.713889
0.775
0.836111
0.897222
0.958333
1.01944
1.08056

Vec Value
0
272702
545403
818105
1.09081e+06
1.36351e+06
1.63621e+06
1.90891e+06
2.18161e+06
2.45432e+06
2.72702e+06
2.99972e+06
3.27242e+06
3.54512e+06
3.81782e+06
4.09053e+06
4.36323e+06
4.63593e+06
4.90863e+06
5.18133e+06

(c) déplacement vers le nord-ouest, ité. 30

IsoValue
-0.0805556
-0.0194444
0.0416667
0.102778
0.163889
0.225
0.286111
0.347222
0.408333
0.469444
0.530556
0.591667
0.652778
0.713889
0.775
0.836111
0.897222
0.958333
1.01944
1.08056

Vec Value
0
373016
746032
1.11905e+06
1.49206e+06
1.86508e+06
2.2381e+06
2.61111e+06
2.98413e+06
3.35715e+06
3.73016e+06
4.10318e+06
4.47619e+06
4.84921e+06
5.22223e+06
5.59524e+06
5.96826e+06
6.34127e+06
6.71429e+06
7.08731e+06

(d) Position finale, ité. 131





4

Une digression sur l’́equation de Boltzmann

Ce chapitre ne concerne pas la contrôlabilité. Nous pŕesentons brièvement un
travail en commun avec S. Mischler et A. Vasseur, concernantla discŕetisation
compl̀ete de l’́equation de Boltzmann [64].

4.1. Le mod̀ele

On consid̀ere sur(0,+∞)× R
N × R

N l’ équation

∂f

∂t
+ v.∇xf = Q(f, f),(4.1)

f(0, x, v) = fin(x, v).(4.2)

Le terme de gauche de l’équation (4.1) correspond̀a un transport de la donnée
initiale, tandis que le terme de droite correspondà un oṕerateur de collision.

Plus pŕeciśement (voire.g.L. Tartar [94]) on peutécrire

Q(f, f) = Q+(f, f) −Q−(f, f),

où

(4.3) Q−(f, f)(x, v, t) :=

∫

R3×S2

k(v, w, α)f(x, v, t)f(x, w, t)dwdα,

et

(4.4) Q+(f, f)(x, v, t) :=

∫

R3×S2

k(v, w, α)f(x, v′, t)f(x, w′, t)dwdα,

avecv′ = v + 〈w − v|α〉RNα etw′ = w− 〈w − v|α〉RNα. Ici k désigne un noyau,
qui, par des consid́erations de syḿetries, est de la forme

k(v, w, α) = K(|v − w|, θ),
pour une certaine fonctionK, sachant que〈(w − v)|α〉RN = |w − v| cos(θ).

Notons queQ(f, f) = A ⋆ f , on supposera que

0 ≤ A(z) ≤ C

|z|γ
avecC > 0 etγ ∈ (−N, 1].

Nous n’entrerons pas dans les détails mais le cas des sphères dures ou de la
condition de “cut-off” dite de Grad (voir encore L. Tartar [94]) satisfont cette
hypoth̀ese.

87
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4.2. Discŕetisation

Plusieurs stratégies sont envisageables pour la discrétisation de (4.1).
Divers travaux ont́et́e consacŕes à ce sujet, combinant des méthodes com-

portant des formules de Trotter (voir L. Desvillettes et S. Mischler [33]), et des
discŕetisations en vitesse (voir e.g. S. Mischler [76]).

Nous avons proposé un sch́ema, pour lequel les ḿethodes de renormalisa-
tion de R. Diperna & P.L. Lions, qui sont pourtant valables dans les ḿethodes
dites de “splitting” de L. Desvillettes & S. Mischler proposées dans [33], et de
discŕetisations en vitesse décrites par S. Mischler dans [76], ne s’appliquent pas
ici, car nous perdons des bornes d’entropie, et la discrétisation temps-espace leur
est mal adaptée.

Notre algorithme est fond́e sur la remarque suivante : lorsque l’on prend une
fonction dite maxwellienne

M(v) := exp(a|v|2 + b.v + c)

définie poura ∈ R, b ∈ RN et c ∈ R, on a,

(4.5) Q+(M,M) = Q−(M,M).

Il s’ensuit que si l’on transporteM(v) par la partie
∂f

∂t
+ v.∇xf de (4.1), on a

encore une maxwellienne, qui satisfait doncégalement (4.5).
Pŕeciśement nous d́emontrons

THÉORÈME 4.2.1.On suppose quefin satisfait

0 ≤ fin ≤M0 = C0ξ,

avec

ξ(x, v) := exp(−α|x|2 − β|v|2)
où α > 0 etβ > 0, et que,

(1) soitγ ∈ (−N, 0],

(2) soitγ ∈ (−N + 1, 0],C0 assez petit (en fonction deα etβ) γ ∈ (0, 1], etα
assez grand (en fonction deC0 etβ).

Il existe alorsT ∗(M0), il existe des nombres positifs∆t,n, ∆x,n, Rx,n, Rv,n, Tn

vérifiant

∆(t,x),n → 0, R(x,v),n → +∞, Tn → T ∗,

et, dans le cas(2), on peut prendreT ∗ = +∞, tels que la suite(fn) définie par

fn(t, x, v) =
∑

k

f k
n(x− v(t− ∆t,n), v)χ[k∆t,n,(k+1)∆t,n)(t)χ[0,Tn](t)
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où l’on a pośe :

f 0
n = (Pnfin)χBRv,n

(v)χBRx,n/4
(x)(4.6)

f k+1/3
n (x+ ∆t,nv, v) := f k

n(x, v)(4.7)

f k+2/3
n := Pnf

k+1/3
n(4.8)

f k+1
n − f k+2/3

n = QRv,n
(f k+2/3

n , f k+2/3
n )(4.9)

vérifie
sup

n
sup
[0,T ∗]

||fnξ
−1||L∞ < +∞

De plus, quittèa extraire une sous-suite,(fn) converge faiblement vers une solu-
tion f de(4.1).
Le m̂eme ŕesultat est valable si l’on remplace le passage def k

n à f k+1
n (donńe par

(4.6)–(4.9)avec

(f k+1
n )# = Pn(f

k
n) + ∆t,nQRv,n

(Pn(f
k
n), Pn(f

k
n)),

l’opération# étant donńe par

f#(x, v) = f(x− ∆t,nv, v).

Remarque : on a notéPn l’opérateur de projection sur les fonctions constantes
(enx) sur chacune des cellules d’une x deRN en cubes de ĉoté∆x,n, toute fonction
étant alors remplacée sur chaque cellule par sa moyenne sur celle-ci. Par ailleurs
QRv,n

est un oṕerateur de Boltzmann de noyauARn,v
satisfait

ARv,n
(z) ≤ A(z)χ|z|≤Rv,n

.

4.3. La preuve

Pour d́emontrer le th́eor̀eme 4.2.1, nous construisons une sursolution discrète
correspondant au schéma donńe dans ce th́eor̀eme suivant́egalement que l’on con-
sidère le cas des potentiels mousγ ≤ 0, ou des potentiels dursγ > 0. Cetteétape
est motiv́ee par la notion de solution de (4.1) dans ces différents cas.

Ceci nous donne des bornes fortes pour la suite(fn).
On utilise ensuite des versions discrètes du lemme de B. Perthame & P. Sougani-

dis (voir [86]), ces versions sont des modifications de travaux de A. Vasseur ([96]
[97]).

Ainsi on prouve

THÉORÈME 4.3.1.Soit∆t,n → 0 et une suite(fn) uniformément borńee dans
L∞(R+ × R2N) qui satisfait

∂fn

∂t
+ v.∇xfn =

∑

i∈Z

δi∆t,n

(∫ (i+1)∆t,n

i∆t,n

Hn(τ, x, v)dτ

)
=: Jn.
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On suppose quefn ⇀ f dansL∞(R+ ×R2N)∗, Jn est relativement compact dans

W−1,p(R+ ×R
2N) pour unp > 1, qu’il existe une suiteεn → 0 avec

εn

∆t,n
→ +∞

telle que
ε2
n||Hn||L2 → 0,

alors pour toutψ ∈ D(RN),
∫

RN

fn(t, x, v)ψ(v)dv →
∫

RN

f(t, x, v)ψ(v)dx,

fortement dansLq
loc((0, T )× RN) ∀q ∈ [1,+∞).

Notons que nous n’avons pas pu effectuer une discrétisation compl̀ete en temps,
espace et vitesse.
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[20] Wei-Liang Chow.Über Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung.Math. Ann.,
117 :98–105, 1939.

[21] Patrick Jr. Ciarlet and Guillaume Legendre. Well-posedness of the drude-born-fedorov model for chiral media.
M3AS, 3 :461–484, 2007.

91



92 BIBLIOGRAPHIE

[22] Jean-Michel Coron. Global asymptotic stabilization for controllable systems without drift.Math. Control Sig-
nals Systems, 5(3) :295–312, 1992.
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