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Introduction aux probl emes de contolabilit &

On renvoie au livre de J.M. Coror2§] pour des eferences @cises sur les
notions ecrites dans ce paragraphe.

1.1. Une remarque ndve sur des vieux travaux

Je me suis irdresg aux probtmes de conblabilite, apes ma tiese, sur une
proposition de J.M. Coron qui m’ avait encadjusquea, sur des prokimes relat-
ifs a dequations auxérivées partielles non-laaires elliptiques ou paraboliques,
gue I'on peut qualifier dissues” de la&egnetrie. Cela concernait, en effetelolution
des surfacea courbure moyenne presctite

u:(0,400) x Q — R® O — Au = 2H (u)0,u A dyu,
I’ évolution des applications harmoniqées
u:(0,400) x Q2 — N Owu— Au L T, N,

et I'équation de R. Emdem
—Au = e,

proche du prol@ime de H. YamalbieJe renvoie [77] [ 78] [58] [59] [60] pour les
travaux effectés sur cegquations, mais je ne legtillerai pas.

Les travaux &cents de S. Ervedoza dad§]| sur la contblabilité de l'eéquation
de la chaleur avec singulag#, ont @anmoins un lien avecdguation de Emden.

Par ailleurs, la gFrsence, d’'une part, de singulastdans certaines applications
harmoniques minimisantes entre s, et, d’autre part, 'importance des termes
non linéaires dans la aéthode du retour, reftent I'utilité de jouer sur leéchelles
de temps pour faire appana les termes fondamentaux dans éggiations con-
sidérees. C'eseégalement le cas dans le dernier trava@lgamé dans ce @moire.

1.2. Position du probeme

On consi@ére un systme gouver@a par uneéquation diférentielle, ou aux
déerivees partielles, que I'oacrit sous la forme d’'un sy&me dynamique de di-
mension finie ou infinie suivant le cas :

E désigne un espace de Banach, que I'on appelle espaétalss

1H(u) est la courbure moyenne au pointle la surface définie par.

2N une sous-variéte deM, T, N est I'espace tangent ena V.

3qui consiste a chercher une métrique conformémentatprit a une métrique donnée, mais ayant une courbure
scalaire constante.
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T > 0 un temps deéféerence,

A: D(A) C E — FE un ogerateura domainegventuellement non lguaire,
F un espace de Banach, que I'on appelle espace detas)tr

B : F — FE un operateur lirgaire continu,

etz : (0,7) — E une applicatiora qui 'on demande deérifier

(1.1) ‘fl—f = Az + Bu,

(1.2) z(0) = xo.

Ici x( désigne urétat initial danst et u désigne urelement deF' qui depend du
temps.

DEFINITION 1.2.1. On dira que &quation (1.1) est exactement cdhable en
tempsT, si, pour tout choix déz, 1) € E?, on peut trouver : [0,7] — F tel
que la solutiofide (1.1)—(1.2) satisfassgT’) = z;.

En dimension finie (i.elim(£) < oo etdim(F) < oo) la situation pour les
sysemes lireaires est bien comprise et on dispose deitle R.E. Kalman (voir
E. Sontag92)) :

THEOREME 1.2.2.L’équation(1.1) est contblable en temps arbitrairé’ si et
seulement
rang{B, AB, ..., AN 'B} = N
avecN = dim(FE).

Lorsque le systme @&pend du temps €. A et B dépendent du temps —on
dispose, toujours en dimension finie, d’un eré gréralisant le pecedent.
Pour les systmes non liBaires, par exemple

dx
% = f(x,u),
z(0) = xy,

la situation est plus complexe @gme en dimension finie.

1.2.1. Cas de la dimension finiel'id ée premére —une des seules qui sait
disposition —est d'utiliser le #oeme d’inversion locale :

On consigref : £ x F' — FE une application de clasg&' et on suppose que
I'on dispose d’un point cquilibre (z.,u.) € E x F de f, c’esta-dire \érifiant
f(xe, ue) = 0.

On consieére le sysme

(1.3) 2—: = A.x + Beu,
(1.4) z(0) = xo

4dans la classe de solutions cherchées.
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of of

ou A, = == (z¢, ue) €1 By = = (¢, Ue)-
€T u
On a alors (voir J.M. Cororp])
THEOREME 1.2.3.0n suppose queédquation(1.3) est contblable, alors il

existe un voisinagg, dex, et un voisinagé’; dexz, tels que :
sizy € Vy etx; € V4, on peut trouver telle que la solution de

d
(1.5) d_f - f(x,u),
(1.6) z(0) = 2

vérifiex(T) = ;.

Un tel resultat ne égle pas la situation des sgates non ligaires en gréral.
Il existe en effet des sy&es non lieaires qui sont globalement cadiables
mais, pour lesquels, le l@ari€, au voisinage d’'un point dfuilibre, n'est pas
contidlable.

Un exemple de tels sy&ines est fourni par le guidage d’'une poussette. Un
couple et une vitesse sorécessaires pour cobter le probéme suivant :

dx

(1.7) d_tl = wu cos(x3),
dx _

(1.8) d_t2 = usin(xg),
d:Ug

1. 2 — 9.

(1.9) ik

Par ailleurs, on peutérifier facilement, que le ligari€ en(zy, x2, z3) = 0, ug = 0
n'est pas contilable.

Néanmoins le sysime est globalement codtable : pour cela on utilise le
théoeme suivant dmonté independamment par W.L. Chov2(] et P.K. Ra-
shevski B9 :

Rappelons que pout etY deux champs de vecteurs sur un ouvédeRY a
valeurs dan®?", on note[.X, Y] le crochet de Lie éfini par

5X
(X, Y)( ZX 5’x 5’x- 2(x))j=1....N-

THEOREME 1.2.4.Soit le systme
(1.10) —x = Z u; X

ou les champs de vecteukS sont de class€’>. On note
Lie(0,x) := vecf X;(x), 7 =0,..., k},
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puis par recurrence,
Lie(k,z) := Lie(k — 1,z) + vec{[X,;,U](x), j =0,...,k, U € Lie(k — 1,2)}.
Si
Vo e RN, | ] Lie(k,x) =R

keN
alors (1.10)est exactement cordtiable.

Notons que ceésultat possde une&ciproque partielle lorsque tous les termes
X, sont analytiques (voir les articles de R. Hermas$| pt T. Nagano $0]).

1.2.2. Et en dimension infinie ?Si le resultat doné dans le thoeme 1.2.4
est tes utile en dimension finie, il ne semble pas exister sousd®@imple en
dimension infinie et il semble malcommode de I'adapter pasg systmes de
dimension infinie.

Pour argumenter en ce sens, on peut cansig par exemple, &guation de
transport :

0 0
1.11 — —y =0 0,1
(1.11b) y(t,0) = u(t) est le contdle.
(1.11c) y(0,z) = 0.
Le syséme (1.11) s’intergrte comme un sysine de la forme
d

—o = Xo() + u(t) Xy (2),

faisant partie de la famille des sgstes avec&rive, pour lesquels les crochets de
Lie jouentégalement undie dans la conéabilité.
Poure € (0, 1/2) on d&finit
u(t) =—1,t € (0,¢)
puis
u(t) =1,1t € (g,2¢).
Sie est assez petit, on a
y(2e,2) =1, xz € (0,¢),

y(2e,2) = —1, x € (¢, 2¢),
et
y(2e,2) =0 si x € (2¢1).
Par ailleurs on &rifie que

1
/ y(2e, 2)*dx = 4%
0
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Un simple calcul, que I'on peut identifiex I'eévaluation du crochet de Lie
[ X0, X1], montre que pour toute fonctiahe H2(0,1)

/ oz y(2¢e,x) — y(0, x) L0,

ce qui semble peu utilisable en terme de colatilite.

Pour ce qui est de la lgarisation, la situation peut sembler plus claire, mais la
difficulté devient alors de choisir les bons espaces dans lesquelsifaiteoreme
d’inversion locale, en particulier engsence de perte d&vées. Des exemples
de telles situations sont doas par K. Beauchard (voi®]) et K. Beauchard et
J.M. Coron (voir [LQ)).

1.3. La méthode du retour de J.M. Coron

Introduite par J.M. Coron pour un prabhe de stabilisation dan27], cette
méthode consista linéariser autour d’une trajectoire non constante @guation
(1.5) allant d'un point céquilibre(z., u.) (i.e. f(z., u.) = 0) @ lui-méme.

Dans la situation mazle de de la poussette, c’éstlire du systme dong par
(1.7), (1.8), (1.9), a le linéarie autour de la trajectoire nulle n’est pas coéfdble,
on peut proeder de la fagon suivante : on corsid

(w, ) : [0,T] — R?
verifiant

u(T —t) = —u(t),
et

o(T —t) = —0(t).

Si I'on résout le sy@me correspondant (1.7) - - -(1.9) , donnant une solution

le sys‘eme

(1.12a) % = u cos(T3) — usin(T3)ws,

(1.12b) % = usin(T3) + u cos(T3)ws,
dﬂfg

1.12c — =

(1.120) T,

auquel on peut appliquer le @it suivant des sy&mes lirgaires @pendants du
temps (voire.g.E. Sontag 92)) :

THEOREME 1.3.1. Soit le systme

9y — AW t) + B(Hu()

(1.13) -
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ou les matricesA et B sont respectivemeit™ ([0, 7], MY*N(R)), et
C>([0, T], MN*M(R)). On cefinit par recurrence les matrices

By(t) = B(1),
et J
By (t) = EBi(t) — A(t)B;(t).
Si, pour un certairt € [0,7), et un entierk € N*, on a
vect{ By(1), B:(1), ..., By(1)} = RY,
le syseme(1.13)est contblable.

On peut voir aiment que sfu, ) # 0, alors le systme (1.12) est coritable
—qgracea ce esultat —et, visiblement, $i;, v) = 0 alors il ne I'est pas.

Ainsi on voit que 'existence de trajectoires non trivialgsgnant deux points
d’equilibre, peut permettre détablir la situation.



Controlabilité deséquations de Maxwell

Il s’agit de travaux ou de collaborations avec P . CiarlePJCourilleau, G.
Legendre, I. G. Stratis, A. Yannacopoulos.

2.1. Le mockle

On se donné? un ouvert bord deR? et on consiére (E, H) un couple de
champs de vecteur€xifiant

o S (i) (% ) (E)-(0)

A cela s’ajoutent des conditions de bord, que I'oagisera par la suite, et parmi
lesquelles, on gxifiera le conile.

Dans l'equation (2.1), le coupléF, H) désigne le champlectro-magatique
géréré dans la cavit() par la densé de courant/.

Le choix de I'ogerateurA(t, x) correspona difféerents modles, plus ou moins
commurément utili€s.

2.1.1. Milieu linéaire constant. Le mockle le plus courant est

A(t,z) = <g 2) |

Le paranétres désigne la permittivé électriqué, i désigne la per@abilitt ma-
gnétique, dans le milieu consifée. Lorsque le milieu de propagation ambiant est
le vide, ces paragtres sont &s par la relation

s,ucQ =1
ou c est la vitesse de propagation de la lenai.

2.1.2. Les milieux chiraux dans I'approximation dite de Drune-Born-Fe-
dorov. On peutegalement consater le cas, dit de 'approximation de P. Drude,
M. Born et F.I. Fedorov (n@&e DBF dans la suite) dans lequel un nouveau panam
G > 0, appeé parangtre de chirali¢ est introduit.

La permittivité €lectrique mesure le rapport entre lershale déplacement électrique et le champ électrique
provoquant le déplacement.
2Tout champ magnétique induit une difference de potenlf#ls tout conducteur électrique se mouvant dans
ce champ, provoquant du méme coup, un champ magnétiqué ot le rapport au champ initial est appelé
perméabilité.
13
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On prend

22 A(57) = (il + o)

Une hypotkse commu@ment admise, sur le lien entre ces pataes, inter-
vient lorsque I'on consigre des solutions harmoniques en temps de (Rel)de
la forme

E(t,z) =: Ey(z)e™', H(t,x) = Hype™",
Dans ce cas, on impose
(2.3) BPuwlep << 1.

La condition (2.3) conduit souveatne considrer 'approximation DBF que dans
le cas des milieux chiraux, pour des solutions harmonigmass des consita-
tions plus penonénologiques que magmatiques ont parfois condaitonsiérer

le mockle (2.2) commettantégalement valable eregime non harmonique,uo
I'hypothese (2.3) est remplae par I'hypotkese ‘5 est assez petit”. On peuéan-
moins donner des justifications formelles de I'utilisataml’approximation DBF
(voir par exemple A. Lakhtakia/[l] et K. Liaskos-1.G. Stratis-A. Yanacopoulos
[74] pour des relations constitutivesgerement diferentes de (2.5)).

2.1.3. Relations de constitutions plusé@rérales.
Au niveau macroscopique, on pedrire le systme suivant, plusaréral que
celui donre par (2.1),

(2.4a) div(B) = 0,
(2.4b) cwrl(E) = —%B,
(2.4c) div(D) = p(t, z),
(2.4d) cwl(H) = %D.

ou, lorsque le milieu est isotrope et chiral, la demsie fluxélectriqueD et la
densié de flux magatique B satisfont
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D(t,x) =eE(t,x) + €/O+OO X (T E(t —T,z)dr

+00
(2.5a) — / X“(7)B(t — 7, x)dr,
0
1 o "
H(t,x) = %B(ac,t) — %/0 X"(T)B(t — 1, x)dr
(2.5b) +/ X (T)E(t — 7, x)dr,
0

ol y¢ est la susceptibili diélectrique®, x™ la susceptibilié magtiqué et *
désigne la chirali®

Le parangtre de chiralid aéte introduit pourétudier I'activié optique d’'un
matriau. L'absence de syatrie bilaérale ate historiguement reconnue au travers
de la compkmentarié par synétrie de madculesénantiongres® et la pédomi-
nance d’'un seul iso&re’. Cette pévalence d’un certaignantiongre et les dis-
symetries qui en dcoulent onkte postuges initialement par L. Pasteldq a la
lecture desésultats de J.B. BiotlP].

REMARQUE 2.1.1. Le probdme de Cauchy asséa (2.4), avec les relations
constitutives (2.5), et des dodes initialesE(t = 0) = Ey et H(t = 0) = H
posent des difficuéts de modlisation dans le choix des conditions de bord.

Il est d’'usage d’'imposer, lorsqu’on ne s@messe pas aux questions de contr
labilite,

nANH=0 sur 00
et
En=0 sur of.

Or, dans le caswo™ = 0, et y¢ est une masse de Dirac, cela efrtesegalement
Hn=0 sur 09,

et donc finalement
H=0 sur 09,

ce qui est trop rigide dans 'usage de la physique.

3ce parametre mesure en premiére approximation la déwide la permittivité électrique réelle par rapporaa |
permittivité supposée.
4I’interprétation est similaire a celle concernant lampétivité électrique.

SChiralité : du grec kheir, la main, par déformation du mgnhgiant instrument (en général utilisé par la main).
Une molécule est dite chirale si on ne peut pas la superpasan image dans un miroir.

BEnantiomere : se dit de deux molécules d'un méme compase disposées symétriguement.

/Isomére : les énantiomeres en sont des cas particidieidit de deux molécules qui ont la méme constitution
atomique mais disposées differemment.
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2.2. Reésultats concernant 'approximation de Drude-Borne-Fedomv en
régime non harmonique.

Dans cette partie, onédrit les ésultats ded8]. Sauf mention contraire, les
quantiése, p et 3 sont constantes.

On consi@ére donc le sysime de Maxwell dans I'approximation DBF, mais en
régime non harmonique :

(2.6) %5(&? + Beurl(F)) — curl(H) = 0,
(2.7) %N(H + feurl(H)) + curl(E£) = 0.

Ce syséme est pds sur un ouverf), borrg, egulief, simplement connexe,
pendant un intervalle de temfis 7] avecT > 0, on prescrit alors les conditions
suivantes : on impose

(2.8) HAn=Jsur(0,7)x I ou.J estle contdle,
ouI' est une partie déef, et

(2.9) EAn=0sur(0,7) x 0f.

On imposeegalement des conditions initiales :

(2.10) H(0,.) = HyetE(0,.) = Ey sur.

Il a éte proue par P. Jr. Ciarlet & G. Legendr2]] que le systme est (2.6)—
(2.10) est bien paspourvu quéd, Ey, et.J aient une certaineegularié et soit
dans le com@mentaire d’'une suite. On renvaid21] pour les conditions exactes
surg.

En particulier quand = 0 le syseme est bien p@&s Nous basant sur ces deux
remarques, nous prouvons da@s][que

THEOREME 2.2.1. Pour une infinié de valeur de? (le compémentaire d’une
suite), le sysgtme(2.6)2.10)n’est pas approximativement codlable.

La preuve estlementaire, mais on peut tenter de comprendregsaltat en
utilisant la remarque suivante : I'épateur Id-3curl est inversible dans les espaces
adequats pour certaines valeurs/glpar exemple assez petites.

Plus pecigment rappelons lagfinition des espaces suivants :

(2.11) H(div,Q) := {u € L*(Q,R*)?, tel quediv(u) € L*(Q,R)},
(2.12) Hy(div, Q) := {u € H(div, ), tel queu.n = 0 surof},
(2.13)  H(div=0,9) := {u € L*(Q,R?)?, tel quediv(u) = 0 dans2},

8Nous n'avons pas cherché a déterminer la régularitémale de2 qui permet de conduire aux résultats de ce
paragraphe. Nous supposerons pour simplifiergest de class€’'.



2.2. RESULTATS CONCERNANT L’APPROXIMATION DE DRUDE-BORNE-FEDROV EN REGIME NON HARMONIQUE.
(2.14) Hy(div = 0,Q) := {u € L*(Q,R%)?, tel que
div(u) = 0 dansQ2, u.n = 0 surof},

(2.15)  H(curl,Q) := {u € L*(Q,R%)?, tel quecurl(u) € L*(Q2,R?)*},

Hy(curl, Q) := {u € L*(Q,R%)?, tel que

(2.16) curl(u) € L*(Q,R*)3, w An = 0suroQ},
(2.17) W () := H(curl, Q) N Hy(div = 0, ),
(2.18) Weun(2) := {u € W(Q), tel quecurl(u) € W(Q)}.

On doit alorsa Y. Giga & T. Yosida Lemme 2 & Prop. 2 dans(( le résultat
suivant :

THEOREME 2.2.2.Lorsquel) est simplement connexe, pour un ensemble dense
(le compémentaire d’'une suite) de valeurs denon nulles, I'o@rateur

I + Beurl : Weyn(Q2) — W(9)
est inversible.

En se basant sur leébeme 2.2.2 et la proposition 2 d&dd, on vérifie que
le syseme

(2.19a) (¢ + Beurl(¢)) — curl(y)) = 0 danss2,
(2.19b) O (¢ + Peurl(v)) + curl(¢) = 0 dans(?,
(219) &) = or,

(219d) ()= ¢r,

(2.19¢) Y.n = curl(v).n = ¢.n = curl(¢).n = 0 surof2,

est bien pog sur(0,T) x , pourvu qUE¢r, ¥r) € Weu ()2
On obtient alors la relation

(2.20) / (Eo.(6(0) + Beurl(9(0)) + Ho.(4:(0) + Seurl(w(0))))dz =

/Q (E(T).(¢7 + Beurl(ér)) + H(T).(¥r + Beurl(vr)))dz,

en prenantor, vr) € a(8)H(S \ VHZ(2))?, ce qui prouve la non corditabilité
approclee de (2.6)—(2.9).

Remarque : pou = 0, la contdlabilité en domaine boia ét étudée
dans de nombreux articles. Les premi&sultats, dans le cas de coefficients con-
stants, sont dua J. Lagnese dan3(). Le cas de coefficients variables, mais non
reguliers, est trat par S. Nicaise dan8J]. Ces deux travaux concernent le cas de
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conttole sur tout le bord. Pour le codte sur une partie du bord, citons O. Nalin
cf. [81], K. D. Phung cf. B7], C. Pignaotti cf. B8], N. Weck cf. 9.
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2.3. Lapproximation Drude-Born-Fedorov en régime harmonique.

On rappelle ici lesé@sultats écrits dansZ9].
On consi@re le sysme (2.6)—(2.7) eregime harmonique, c’estdire quand
les solutions cher@es sont de la forme

E(t,x) := Ey(x)e™', H(t,z) := Hye™".

( Remarque Pour I'approximation DBF enégime harmonique, on peut voir
que L et H se cecomposent en deux champs= E, + E, etH = H, + H, qui
corresponderd une polarisation ggifique des ondes. A ce sujet, et pour plus de
détails, on pourra consulterg.H. Ammari & al [2], H. Ammari & J.-C. Necklec
[3], Y. Athanasiadis & al §], et A. Lakthakia [/1]).

On obtient deux nouvellesquations :

iewk + iefweurl(E) — curl(H) = 0
ipwH + ipPweurl(H) + curl(E) = 0,

ou tous les coefficients sont ici supgassconstants.

Enécrivant
P curl(H) — iefwecurl(F)
B iew ’
on obtient le systme
(2.21a) H + 2Fcurl(H) + (5% — - >)curleurl(H) = 0,
pUw
1
(2.21b) E = —iwBuH + z'(g— — FPwp)curl(H).
HUw

On peut obtenir un sysmeéquivalent en permutant |8le deF et H.

Par ailleurs, lequation (2.21b) montre gu’il n’est pas possible, dans oblpr
me de conilabilite, de conidler £ et H sepaément (inépendamment I'un de
l'autre).

Notonségalement, gu’engparant partieaelle et imaginaire, on peut toujours
supposer que le chantp est €el, le champ? correspondant do@npar (2.21b),
étant alors imaginaire pur.

Le résultat principal que nougdontrons dans2p] est le

THEOREME 2.3.1.0n consi@re un sous-ensemble d@mteur non videl' C
0€1, ou €2 est un ouvert bora connexe et lipschitzien. On corgsid le probeme
constitle de l'équation(2.21a)a laquelle on ajoute les conditions de bord

(2.22) HAn=Jsurl,
(2.23) HAn=0suroQ\T.
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[l existe un ouvert dens® deR tel que si € O etsif > 0 est assez petit

€ fiw?
par rapportace, u etw, alors, lorsque/ varie dansLz(I") I'ensemble des champs
tangentiels de caé integrable surl’, la trace decurl(H) sur o2 \ I décrit un
ensemble dense dang (9 \ T).

Rappelons ( voir R. Dautray& J.L.Lion81], P. Monk [79]) que la formule
suivante, valable pour des fonctiofis et H, de D(Q)?,

(2.24) /Curl(Hl).Hgdx—/Hl.curl(Hg)dac:/ (n A Hy).Hsdo,
Q Q 09

se geréralisea H (curl, §2) (voir (2.15) page 17 pour la&dinition) en notant que le
membre de droite de (2.24), peagalement €crire

/(n A HY-((n A Hy) An)do.

Rappelonsggalement, que € un ouvert borg deR”" dont la front&re est sup-
pose lipschitzienne, il existe une applicationdaire continue

0 ¢ Hl(o) = LQ(aO)

u — Upo,

dont I'image est exactemer '/2(00) . Pour une exposition syanatique, on
renvoiee.g. au livre de P. Grisvardg2] et a celui de J. Néas [B2]. En considrant
deux ouverts bores de frongre lipschitzienne),_, o, avecO; C O, dont les
frontieres ont une intersection commuinget un o@rateur d’extension

H'(O1) — H'(Oy),

on peut alors consater H'/%(T"), pour une partie d’iréirieur non vidd™ C O;.

On cefinit alors (voir R. Dautray & J.L. Lions31] et P. Monk [79]), en notant
Voo le gradient surfacique, € ~'/%(992) le dual deH'/?(052) —I'espace des
trace des fonctions d&'(Q2)—, n la normale exérieure unitairé 2, etV yo.u la
divergence surfacigde

H 2 (div, 0Q) := {u € H'?(0Q), un = 0surdQ, Vipo.u € H *(0Q)}.

Pour définir la divergence surfacique, par exemple sur ons-sariétéS de dimensior2 de R? on procéde
comme suit : on choisit au voisinage d’un pojntun systeme de coordonné@s,zz2) — Z := (z1,22,23) d’un
voisinage de0,0) sur un voisinage dg —on a dans ces notationg(0,0) = p —. La structure euclidienne sur
S hérite de celle d&?3, le produit scalaire suf},S (le plan tangent ep & S) est alors donné par la matrice :=
(<82(p) | 0Z(p) L(a(\/gm n (’)(\/gvz)

8.%1' (’)xj \/g 8.%1 81’2 '

)r3)i,j=1,2. Sil'onnoteg := det(G), pourv : S — T'S on noteV g.v :=

ou + 07
V=0 — + Vg —
18171 28172
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On prouve alors (voir P. Monk7R]) que les applications
H(curl, Q) — H Y?(div, Q)
H — nAHjpq
et
H(curl,Q) — (H~Y%(div,89))’, (le dual topologique dé&/—/2(div, 99Q))
H — (nAHpq)An,

sont continues et surjectives et que la formule (2.28)esid pour(H,, Hy) €
H (curl, ©)? de la fagon suivante :

/ Hy.curl(Hy)dx — / Hy.curl(Hs)dx =
0 0
(2.25) ((n AN Hy) Anln A Hy),

ol (.|.) désigne ici le crochet de dudditentre H~1/2(div,992) et son dual
topologiqued ~1/?(div, 992). Pour ne pas alourdir les notations, on remplacera
plus loin la notation-|-) par l'intégrale sur le bord.

REMARQUE 2.3.2. SoitlW € H(curl, Q) (voir (2.11) et (2.15) page 16). Si
n AW = 0 sur une partied du bord , alorsurl(W).n = 0 sur A.
En effet, pour toute fonctiop € D(Q), nulle sur un voisinage dé \ A ,
comme
div(curl(W)) =0 dans £,
et
curl(V¢) =0 dans €,

en utilisant la relation (2.25)

/ curl(W).nq§d0:/Curl(W).Vqﬁdx
00

Q
= V. In A Wldo = 0.
29

Il en résulte quecurl(W) 5o est un champ tangentiel (dafs /2(052)) sur
toute partie du bordolV A n = 0.

Sous des hypo#ses assez fortes stirp, 3, on peut @montrer un @sultat
similaire au tleoeme 2.3.1 dans le casi@es coefficients sont variables. \oir
[29].

REMARQUE 2.3.3. Lhypotlese commu@ment admise dans I'approximation
DBF est, ainsi que nous I'avons dit plus haut, de supposer que

Bepw? << 1,
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ce que I'on fera toujours ici.
Néanmoins cette hypotise n’est pasatessaire, et nous montrons daz@ [e
résultat suivant :

THEOREME 2.3.4. 1l existe un ensemble dense de valeursidtans|0, +oo)

et un sous-ensemb@ dense dé 3%, +o00) tel que si € G alors le resultat

€ liw?
final du treoreme 2.3.1 est vrai.

Lorsques = 0, le resultat du teoeme 2.3.1 signifie, gicea la remarque 2.3.2,
que I'on peut presque prescrire le chamgqui est alors tangentiel sax2 \ I).
Cela peut sans douddre utile dans des ghonenes de gigea particules, c’esa
dire au I'on veut prescrire un changdectrique autour d’une ca@ippour empcher
toute particule s’y trouvant, d’en sortir.

Pour des valeurs de petites, le premier terme du membre de droite de (2.21Db)
est probablement physiquemeggfigeable : en effet il existe une constatte-

0 (uniforme ens assez petit) telle que &l vérifie (2.21a), (2.22) et (2.23) alors

[H || #(eur) < ClJ]|22r)s
ce qui prouve que le termegutominant dans le membre de droite de (2.21b) est

Lcurl(H).
€ 4w

2.3.1. Sur un domaine inérieur ? Dans I'esprit de l'article de A. Osses &
J.P. Puel 4] (voir aussi la section 3.7), on peut se demander si, pourous-s
domaine de Jordan dedonre bord par une surface on a un ésultat analogue,
l.e. prescrire (approximativement) les valeurs tangentiekesurl( /) sur~. On

noter la normale ex&rieure unitaireay . On noteZ = 3 — 5
€ U

que in{~) (la composante connexe béendu com@mentaire dey) ne contient
pas de composantes connexegeEffectuons formellement (voir la figure 2.3.1
pour les notations) :

A(V Acurl(H)).¢do = /Q2 curlcurl(H)¢dx —/ curl(H)curl(¢)dx

Qo

. On supposera

(2.26) :/ (—AH — 28 Acurl(H))pdx — [ Hcurleurl(¢)dz
QQ QQ
—/V A curlg. Hdo
-
= / H(—A¢ — 2B Acurl(¢) — curlcurl(¢))dx
Qs
(2.27) — /H(V A (28A¢ + curlg))do.
gl
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Si I'on peut trouver) € H(curl, ) vérifiant

(2.28a) — A¢p — 28 Acurl(¢) — curlcurl(¢) = 0 dans(,
(2.28b) ¢ A v donre sur-,
il découle de (2.28a) queirl(¢) € H(curl, ),). Le deuxeme terme du membre

de droite de (2.27),&finit alors une forme ligaire continud., sur H (curl, €2).
Si I'on peut esoudre danf (curl, 2),

(2.29a) — Ay — 2 Acurl(vy) — curleurl(y)) = Ly dansQ
(2.29b) Y An = 0surofl,
on obtient (puisqué{ satisfait (2.21a), et en utilisant (2.25))
(2.30) /curl(H) A v.apdo = / J.(v A curl(y))do,

¥ r

Soit Q2 un ouvert inclus dang, tel qued2 c 99, v C \ Q.

Commediv(s)) = 0 loin de, on a alorsy € H'(Q) (voir R. Dautray & J.L.
Lions [31]), puis on aégalementurl(vy).n = 0 surodf?, et donc

curl(y)) € H'(Q).

Donc curl(y) A n est bien @fini surof), et le membre de droite de (2.30) ex-
iste pour une solutiog de (2.29). Or, on peut prouver, comme pour lediéme
2.3.1, que, pour beaucoup de valeurg de (3, w, les systmes (2.28a)—(2.28b) et
(2.29a)—(2.29b) posslent des solutions uniques et on obtient @ma

Fic. 2.3.1: Sur le bord d’'un domaine intérieur
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THEOREME 2.3.5. 1l existe un ouvert dens@’ deR tel que, si
1

€ fiw?

et si 3 est assez petit alors, lorsquevarie dansL3(T"), curl(H) ol H est la
solution de(2.21a) (2.22) (2.233 une partie tangentielle dense dab$().

Pour des raisons dégularig, il est clair, aussi bien dans letheme 2.3.1 que
dans le tkoeme 2.3.5, que I'on ne peut pas parcourir tous les champenéialp
L? suroQ\ I et respectivement. Par ailleurs I'inérét physique du thoeme 2.3.5
est moins clair que celui du &oeme 2.3.1 puisque pour ce dernier on séjad
quecurl( H) est tangentiel sur la partéecontdler.

Remarquons aussi queé et H jouent des dles parfaitement syatriques, il
s’ensuit qu’on peuénoncer desasultats similaires sur.

c O,

REMARQUE 2.3.6. L'usage deéquations de Maxwell eregime harmonique
est frequent chez les physiciens, et, on peut penser queedakats de conbta-
bilité dans ce type dé&gime peuvengtre ineressants.

REMARQUE 2.3.7. On pourrait se poser la question de prescrire appeexi
tivementE ou H sur une partie ouverte C €.
Plus exactement, on consie A vérifiant (2.21a) (2.22) (2.23). On cherclie

pour que |, soit donre.
/ Hodx

Un calcul formel montre que
s’exprime en fonction d¢,. J.(curl() A n)do ou 0 vérifie

5 )curleurl(6) = ¢xu

0 + 23curl(d) + (5% —
£ pw
OAn=0 sur of.

Mais on voit, en choisissafit e ©(w)?*, que I'on peut avoir[ | H¢dz # 0 alors
quecurl(f) A n = 0. Ainsi la contblabilité approcke n’a pas lieu.
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2.4. Avec des relations constitutives plusénérales.
On s’interesse ici au casuadans (2.4a)—(2.4d) on prepd= 0, et on simplifie
(2.5a) (2.5b) de la fagon suivante :

(2.31a) D(t,x) =cE(t,x) + ¢ /t X (T)E(t — 7, z)dT,
0

(2.31b) Ht z) = %B(t,x) _ /0 V(= 7 3)dr

Cette approximation est doee dans30Q]. Elle décrit un effet de retard dans les
équations de Maxwell classiques. Contraireneef2.5a) et (2.5b), wil est sup-
po% qu’il y a une némoire sur(—oo,t), on suppose ici que la @moire existe
seulement sufo0, t). Nous prenon§' un sous-ensemble d¥2, 7" > 0 et on ajoute
des conditions de bords(2.4a)—(2.4d), (2.31a) (2.31b) qui sont

(2.32) HAn=Jsur(0,7)xT
(2.33) HAn=00n(0,7) x (0Q\T)
(2.34) En=00n(0,T) x 0f.

Le résultat principal deJQ] est le suivant :

THEOREME 2.4.1. Supposons qu&€ = 01, alors siT est assez grand et
|x“™||2.0 SONt assez petits le spshe(2.4a)42.4d) (2.31a) (2.31b)2.34) est
contrdlable exactement aux trajectoires dafi$div = 0,€2) x Hy(div = 0,2).

La preuve est essentiellement l&me que celle dorae par S. Nicaise dans
[83] avec un argument de perturbations.
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2.5. Controlabilité desequations de Maxwell avec une source stochastique.

Dans cette partie, on s’iatesse auwequations de Maxwell classiques, aux-
guelles on ajoute un terme source de type stochastique entmdle distrible. On
décrit les eésultats deg5] qui ont été inspies par ceux de J. U. Kim (voi6f]).

Plus pecigment on consife le systme déquations

(2.35) d(AE(t)) = (ME(t) + T (t) + Bu(t))dt + Y _ g;dW;(t)
(2.36) £(0) = &, -
oué = <f]> ,

N ( 0 —Curl)
curl 0 ’
A =diag(e, p),
ou les coefficients et sont supposs constants.

Dans le membre de droite de (2.3%); désigne lajeme composante d'un
processus de Wiener de dimensigndéfini sur un espace de proballit

(Q,F,P).

Il en résulte une filtratiorF;1°. On noteP la mesure de Wiener asséeiau pro-
cessudV et a la filtration .. On aégalementN fonctions vectoriellegy; :=

(1)
<9{2)> € RY ne ependant que de la variable d’espace O (O est un ouvert
9;
connexe égulier deR?) telles quevj = 1,..., N on adiv(g\") = div(g\")) = 0.
J est une source de “courant”.
Ici on impose les conditions suivantes

HAn=0 sur 00,

et
En=0 sur 00,

c’esta-dire que I'on imposerél, H) € ‘H avec
H := (Hy(curl) N H(div = 0,Q)) x (H(curl) N Hy(div = 0)).

NotonsF := {F;,t € [0,T]}.
La lettreu désigne un conéile que I'on prend dans

L0, T, L*(P, F) @ H),
B est une matriceé&finie positive.

10]-} est la tribu engendré par 188, (u) pouru < t.
11y0ir page 17 pour une définition de ces espaces.
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Sil'on suppose qugy € L2((0,T), L*(P,F) ® H) on a

THEOREME 2.5.1. Sous les hypotfses ci-dessus le sgate(2.35) (2.36)est
bien pog& dansH.

Nous prouvons alors le #oeme suivant :

THEOREME 2.5.2.Le sysetme(2.35) (2.36)est approximativement coidlable
dans’™ en temps arbitrairement petit. Plusgmiment,étant dong ¢ > 0, et
& € L*(P, Fy, H) etér € L*(P, Fr, H), il existe

u € L*0,T, L*(P,F) ® H),
tel que la solution d€2.35) (2.36)vérifie
E(l|ér — E(T)][n) <e.

Il N’y a pas d’obstruction, contrairement au cagatministe, sur le temps de
contdlabilité car le conible agit sur tout le domain@. En revanche compae aux
résultats éterministes, la filtration pose des pretvles pour la &finition correcte
du probEme adjoint. Nous devons alors utiliser un argument d’appration sur
un temps arbitrairement petit pragidans §8] et ne pas “changer” dé&;. De fait
nous devons avoir un temps arbitrairement petit pour &tetril en cecoule qu'il
est “necessaire” (par cette @thode) de confier sur toutO. On renvoiea [65]
pour plus de @tails.






Controlabilit és lagrangiennes de magles fluides.

3.1. Introduction du probleéme sur un exemple

Le point de @part de ces travaux est ugjduner en compagnie de J.P. Puel,
dans une brasserie bien connue des locataires de “ChdVadereours duquel
nous nous demandions si on pouvaélaemger la notion de transport optimag(
le probEme de Monge-Kantorovich, vaig.L.C. Evans #1]) et la contblabilité.

Ce probéme aégalemenéte sug@ré par G. Leugering au cours des rencontres de
Benasque.

Le probEme du confiile des transports se posgjalen lui-néme de la facon
suivante :

Consicerons lequation d’Euler bi ou tridimensionnelle gasdans un ouvert
regulier bor@ et connexé), dont la normale unitaire estieure est n@en.

(3.1a) Ou+ (u.V)u+ Vp = 0dans(0,7T) x €,
(3.1b) div(u) = 0 dans(0,7") x €,
(3.1c) un=00n(0,7) x (0Q\T),
avec une condition initiale
(3.2) u(0, .) = ug danss?.

Dans cette formulation, le coidle n’est pas sgcifie, mais on peut par exemple
choisir

(3.3) un = g(t)sur(0,7) x T, avec/gda =0
Tr
(3.4) curl(u) = h(t) sur{oc € I, u.n(.,0) < 0}.
En dimension 3, (3.4) doétre remplae par
(3.5) curl(u) Ansur{c € I', un(.,0) < 0}.

Muni des conditions (3.3) et (3.4) en dimensi®rmou (3.5) en dimensios, le
syseme (3.1) est bien pégvoir V. I.Yudovich [LO]] et A.V. Kazhikov [67]).

DEFINITION 3.1.1. La contdlabilité eukrienne en temgs du syseme d’Euler
est la possibilié pour tout couple

(ug,u1) : Q@ — RY x RN N =23,

de trouver une solution de (3.1¢nfiantu (0, .) = ug etu(T,.) = u;.
29
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Ce probéme poé initialement par J.L. Lions &t résolu en dimension 2 par
J.M. Coron dansd3], et en dimension 3, par O. Glass dad§]|[ En particulier, la
condition recessaire et suffisante pour la cotdbilité exacte est que rencontre
toute composante connexe de.

Dans les deux cas, la preuve repose sur la construction dtypoflentiel adajat
a la situation, d’'une part, @tl'utilisation de la néthode du retour d’autre part.

Rappelons que sil'on a

9 c C°[0,1], C®(L,RM)), N = 2,3,

satisfaisant
(3.6) vVt € [0,1] = — 6(t, x) est harmonique dari3,
alors le coupldwu, p) = (V6, p) ou
_ o8 |vep
ot 2

est solution de (3.1a) (3.1b). Une telle solution est ag@peblution potentielle. On
a bien &ir

(3.7) curl(u) = 0.

On peut introduire un autre type de cdiabilité : pour motiver la dfinition
suivante, on note que la description lagrangienne d’undlgitle dans un ouvert
(2 et de champ des vitesses

(t,z) — u(t,x)

consistea suivre la trajectoire des particules de fluides, cedirea consi@rer
les trajectoires du flap" dew (voir (3.10) (3.11) page 31 pour la&finition de¢).

DEFINITION 3.1.2. Consiérons un ensemble de particules &ésa 'instant
0 dans une partiey de () et soitw; un sous-ensemble d& Peut-on agir sur le
fluide, par exemple sur une partie @@, pour quea un instant donm?’ fixé toutes
les particules initialement dang remplissent; ? Ce probéme est éfini comme
la controlabilité lagrangienne du fluidentrew, etw; en tempsl'.

Bien dir le mockle utilis2 pour dcrire le comportement du fluide peut eiiier
des contraintes sUr, surwy, et surw.

Par exemple, pour un fluide incompressilble, vérifiant (3.1b), la con@ilabi-
lité lagrangienne entre, etw;, impose

(38) ‘w()‘ = |w1\.

Dans le cas ded&quation d’Euler bi et tridimensionnelle, leéthhode emploge
par J.M. Coron et O. Glass, dans le cas respectif de la dioegset 3, voir
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les travaux de J.M. Coror2B] et O. Glass 49|, permet de montrer, par exem-
ple, que la condition (3.8) est suffisante pour des topofotaesonnables de
etw; (par exemple s, etw; sont des boules) pourvu qlierencontre toutes les
composantes connexes de.

Il est important de noter ici (voiegalement31]) que dans les deux travaux
[23] et [49], les flots potentiels sont uties pour faire sortir et rentrer la tot&@itlu
fluide de et dan§). Ne disposant pas de m@lds pour le fluide I'extérieur deX?,
I'opérateur agit tel qu’il le souhaite pour modifier la configioatdes particules
de fluide.

Néanmoins, le prokime de la conblabilité lagrangienne reste posi I'on
impose de plus que les trajectoires des particaldsplacer restent dans la zone
de moetle fluide, icif).

Dans les paragraphes suivants oeatit quelque€quations pour lesquelles on
peut prouver desasultats de conélabilité lagrangienne.

3.2. Controlabilité lagrangienne assoéiea I'équation de la chaleur.

3.2.1. Cas de la dimensionl. Consicerons pourl” > 0 I'équation de la
chaleur contlée sur un intervalle :=|a, b[ avec|a, b] C (0, 1),

ou  O%*u
(393) E T @ - th SUf(O,T)t X <07 1)3:7
(3.9b) u(t,x) =0enzx =0etx =1, Vt > 0,
(3.9¢) u(t=0,2) =up(x), x € (0,1).

Pour un sous-ensemhted’'un ensemble”,  » designe la fonction caraetistique
deF.
L’ équation (3.9a) peut se voir comme un cas particulier, emgmte. = 0, de

2
% + )\u% — % = hx, sur(0,7); x (0,1),,
qui est I'equation de Burgers dissipative. Ceftguation est souvent congiéde
comme la version mono-dimensionnelle @ggiations de Navier-Stokes.
On peut donc grossiement consieter que (3.9a) est un mel@ fluide pour
lequel le probdme de la con@abilité lagrangienne pour le sgshe (3.9) peut se
poser.

Dans B2] nous cemontrons le&sultat suivant :

THEOREME 3.2.1.Supposons qua&, = 0. I'E_tant doni@ I, et I, deux intervalles
de méme nature (ouverts, feés,...) tels qud,; C [0,1],j = 1,2. Il existeh €
L*(0,T, L*(w)) tel que le flot de: défini par

8 U
(3.10) O (s 2) = ult, (5,1, ), (s,1) € [0,TP
(3.11) ¢'(s,s,x) =x
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verifie

(3.12) »"(0,T, 1) = I,

ou u Vveérifie (3.9).

La preuve de ceésultat consiste en la construction de solutions ad-toet
us, us €tant indpendante du temps, dédjuation (3.9a), pour lesquelles on a

¢ (0,7/3, 1) C w,

et

$"2(2T/3,T, 1) C w.
Pour ce faire, on utilise la coritiabilité exactea z&ro de Iequation de la chaleur
(voir H. Fattorini & D. Russel42] et G. Lebeau & L. Robbiano7p]) pour “rec-
oller” les solutionsu; etu, de (3.9a) et cette éthode s’apparentaatla nethode
du retour.

Par ailleurs, pour &finir correctement le flot de, on utilise la Egularié locale
des solutions de (3.9a) dans tout ouvait/oest €guliere (et en particulier en
dehors du “support” de).

La méthode emplo§e dans62] permet de @montrer que

PROPOSITION3.2.2 (62]). Sous les hypo#ses du thoreme 3.2.1, supposons
que
I, c (0,1) pour k=12,
alors, pour tout diftomorphisme : I; — I, croissant, il existe
h e L*0,T; L*(w))
tel que la solution d€3.9) satisfasse
(3.13) Vo € Iy, (0, T,x) = D(x)

REMARQUE 3.2.3. Au vu des prokimes de conidabiliteé “classiques” i(e.
guand letata contbler estu), on peut remarquer que la conditiop = 0 n’est
pas indispensable. En particulier, on dispose &kultat suivant en utilisant les
mémes néthodes :

PROPOSITION3.2.4.Siug # 0 et C (0,1), k = 1,2, pour tout diftomor-
phismeD : I} — I, croissant, il existel’ > 0 eth € L?(0,T, L*(w)) tels que
(3.13)ait lieu pour la solutionu de(3.9).

De méme, on peuégalement imposer la condition final€l’, -) = 0 et obtenir

PROPOSITION3.2.5.Sion al; C (0,1),k = 1,2, il existeT > 0 eth €
L*(0,T, L*(w)) tels que(3.12)ait lieu pour la solution: de(3.9a) (3.9b) (3.9ct
u(T,.) = 0.
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REMARQUE 3.2.6. Il esta noter que pouk € L*(0, T, L*(Q)) le flot deu est
bien c&fini.
En effet, on sait que

w € L*(0,T, H*(0,1) N Hy(Q))

donc la tleorie de R. DiPerna & P.L. Lions s’applique puisqu’on est imethsion
1 (voir [34] pour les hypotkses).

Notons, itanmoins, qu’il n’est pasatessaire de l'utiliser dans notre situation,
puisqu’on sait que(t, .) est lipschitz.

REMARQUE 3.2.7. On peuégalement praader de la magire suivante :
Soitug € C5°(0,1) etus € HE(0,1) tel que

82u2
= ho\o
pour quep™2(27'/3,T, Iy) C wy avec
w1 C w.

D’apres un ésultat de G. Lebeau & L. Robbiandd], pour toutT” > 0 il existe
he L*0,T, L*(w))
tel que la solution de (3.9a), (3.9b) et (3.9¢) satisfasse
u(T,.) = us.

Prenons, en effet; tel gue la solutior: de (3.9a)—(3.9b) avee rempla@& par
wi, (3.9b) etu(t = 0,.) = uy — ue(t = 0,-), satisfassew(t = 7)) = 0. Alors,
u = u + us réponda la question.

Prenons alorg € C*°([0, 1]) tel que

=0 sur w;

et
=1 sur ‘w.

Alors u¢ satisfait (3.9a), (3.9b) pour un certainet vaut,ugg ent = 0, us¢ en
t =1, et estC"™ en espace.

Le cas d’'un confile frontiere (enxz = 0 ou enx = 1) peutétre également
consiceré, voir le paragraphe 3.3.
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3.2.2. Cas de la dimension swrieure. En utilisant des rathodes similaires
au cas de la dimensian on peut, en toute dimensiogtablir le €sultat suivant :

THEOREME 3.2.8.Soit7 > 0, 2 un ouvert connexe eegulier deRY, un
ouvertw C w C Q, etl € C([0,T],C3(,Q)) une application éalisant une
isotopi€ entre deux fer@s F et I, inclus dans \ w. SIN = 2 ou bien, lorsque
N > 2, en supposant que est convexe, il existe € L*((0,7) x Q) tel que la
solution de

(3.14) % — Au = h,w dans(0,T") x
(3.15) u = 0 surof?
u(t=0)=0
satisfait
(3.16) oV(0,T, F)) C Fy

SiN = 2 et I] et I, sont les inérieurs de deux domaines dont les frendis
sont deux courbes de Jordan entourant des surfaces d'@gakes et assez petites,
alors on peut trouveh pour que(3.16)soit uneégalite.

FiG. 3.2.1: Contrdle lagrangien de I'équation de la chaleur.

Ipour la définition d’une isotopie voir page 36.
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Dans le cas 02 est convexe : on pr@cle comme suit : soit une boule incluse
dansw. Consicronsu; (appeée fonction capadtdeB relativea () véerifiant

—Aup = 0dans2 \ B,
u = 0 surofl,
u=1SsuUroB,

la capacié étant [, |Vu|*dz.
Grace aux ésultats de J. Lewis (voir7B]), on montre que le flotatrograde de
Vug, c'esta dire les trajectoires sur un intervallg, s;] avecs; < s, de

W Sula(t), a(s2) €

vérifient
z(s1) € w.

En dimensior2 on utilise des solutions stationnaires de (3.14) que 'aolie
par le tleoreme de Lebeau-Robbiand]].

Ces solutions, dont on reparlera dans les sections 3.5,air@8 &€ introduites
par J.M. Coron dans les deux articl&g] et [24]. Elles sont construites par une
méthode d’extension de domaine et utilisent les points $iegudes applications
harmoniques. Cette partie n'est pastalllee dans §2] mais la preuve de J.M.
Coron dans24] pour faire sortir tout le fluide du domaine s’applique ici.

En dimension plus grande, ces solutions stationnairesempdints singuliers
(voir O. Glass 49), et, I'argument de J.M. Coron dan24] pour faire sortir le
fluide est remplae par des fonctions du temps et de I'espace, harmoniques en

espace pour chagueet qui ne erifient plus (3.14). On ne peut donc @Eapriori
les utiliser. On les remplace comme indégei-dessus par les fonctions capesit

REMARQUE 3.2.9. Des la dimension 2, comme la solution de (3.14), (3.15) est
dans

L*(0,T, H*(Q) N Hi(Q)) N C([0,T], L*(Q))

et a cette @gularie maximale, on ne peut plus utiliser l&sultats de R. DiPerna
& P.L. Lions (voir [34]) et, a priori, le flot deVu n’est plus @fini. Neanmoins on
peut utiliser la nfeme nethode que celleatrite dans la remarque 3.2.7.

REMARQUE 3.2.10. LorsquéV = 2, deux courbes de Jordan homotopes dans
un ouvert sont isotopes dans cet ouvert (voir ieferencesa ce sujet dans les
paragraphes 3.5 et 3.6).

DEFINITION 3.2.11. Deux applications continug¢s: £ — F i = 1,2 sont
dites homotopes s'il existé : [0,1] x F — F continue tels qug(0,-) = f; et
f(1,-) = f,. Dans les cas particuliers des courbes de JofdanS! et f; est un
plongement dd” c’esta dire un diffomorphisme sur son image.
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DEFINITION 3.2.12. Deux plongements : £ — F i = 1,2 sont isotopes si
I'on peut 2aliser une homotopi¢ : [0,1] x £ — F telle quevt € [0,1] f(¢,-)
est un plongement. Cette homotopie est alors &gpiebtopie.

REMARQUE 3.2.13. En ce qui concerne les motivati@ventuelles consi@-
rer le flot deVu, certains modles de é@placement des particules font apptiea
deséquations de la forme

0
(3.17) a_f + oz, Vu, t).Vyp = 0,
ou p represente la dengtde particules (par exemple de la poass)j dans un gaz
de temg@ratureu.

Ainsi dans un gaz parfait, la relatiopl” = nRT montre que pour un volume

donrg, un gradient de ten@gpature donne un gradient de pression qui va engendrer

un mouvement oppésau gradient de ten@pature, en I'absence d’autres forces
significatives. Tel serait le ca® la surface du globe en I'absence des forces de
Coriolis.

L’ équation (3.17) seesout heuristiguement par leethode des caraatistiques
et I'on voit que le flot dévu correspond au choix(x, Vu,t) = Vu.
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3.3. Controlabilité locale lagrangienne de Bquation de Burgers dissipative.

3.3.1. Etsion lirearisait? Remarquons que le flot desolution de (3.9a) et
(3.9b) peutetre introduit (comme dans R. DiPerna & J.L. Lioddl]) via I’ équa-
tion de transport assa® et on peut consader le systme formel suivantdcrit ici,
dans le cadre d’un cordiie au bord) passur[0, T, x [0,1], :

ou  Pu 0
ot 0x? ’
ov ov

E + U£ = O,
u(t,0) =0,

u(t,1) = h(t), ouh estle contdle,
u(0, ) = up(),
v(0, ) = vo(x).

Si nous lirearisons autour d’une solutigm, v, 2), nous obtenons le syshe
suivant :
ou  o*u 0
ot 0x2

8—@\ + 56—6 + Q/Z@
ot ox ox
u(t,0) =0,

a(t, 1) = h(t),
u(0,x) =0,

5(0,2) = 0.

(3.18)

On voit sur l'eéquation (3.18) que gi est constante sur un intervallev est par-
faitement @termiré sur

U ¢"0.¢,0),

t€[0,T

il semble donc difficile de prescrire, au moins sur l€an<, la trajectoire de tous
les points d’'un intervalle et ce, localement.

De méme, siu = 0, alorsv ne cepend pas du temps, et donc, tout point de
maximum ou de minimum de, est I'origine d’'une caraétistique de, le long de
laquelle on ne peut pas changer

Il s’ensuit que pour esger keplacer un intervalle sur un autre, par le flot
d’'une solution de (3.9a) “localement”, on ne peukgresprer prescrire que les
déplacements des egmites de ces intervalles en consient des), qui sont des
fonctions carad@ristiques d’intervalles.
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Dans les paragraphes 3.5 et 3.6, on verra que I'on peut peespproxima-
tivement le @placement d’une zone d’'un fluide incompressible mais gatikans
doute illusoire, comme cela semlid&re “monte” ci-dessus, de prescrire le mou-
vement de chacune des particules de cette zone.

3.3.2. Pourquoi la conti©labilité locale ? Dans la partie 3.2, on atude la
contdlabilité lagrangienne dedqguation de la chaleur en dimension

L'inconvénient de la rathode utili€e est que, pour deux intervalles arbitraire-
ment prochesl; et/ (avec les notations duéoeme 3.2.1), pendant un intervalle
de tempgr,7 — 7),000 < 7 < T/2, le flot deu envoie les points dé, loin de
I, et I,, i.e. le flot des points d€; rencontrev. On pourrait qualifier ce type de
contidlabilité lagrangienne commigtant globalei(e. il 'y a pas d’hypotkese de
proximité entrel; et I,), non locale {e. méme sil; et I, sont proches, le corile
déplace les particules le long de chemins qui rencontsgnt

On peut donc tenter de voir si on ne peut pas obtenieanltat de conéilabilité
locale entre deux intervalles et I5.

Rappelons les notions suivantes pour unays de dimension finie :

DEFINITION 3.3.1. Soit

dx
(3.19) = (x, h)
un syséme de confile non-lireaire a1 (x, h) € O un ouvert deR" x RY,
Soitégalementz, h) un point déquilibre de (3.19), &’ > 0.
On dit que (3.19) est localement caitible au voisinage de, 1), si et seule-
ment si, pour tout > 0, il existen > 0 tels que pour tous, x1, tel que
lzg — Z| < net|lay — 7| < n,ilexisteh : [0,T] — R tel que

|h(t) — | <e,
dx

P f(z,h), 2(0) = z9, = z(T) = 1.

Dans notre situation, la question est la suivante : si laad# des bornes
inférieures del; et I, et la distance des bornes @mgures de/; et [, sont as-
sez petites, peut-on trouver, pour tdut- 0, h € L?(0,T, L?(w)) de norme assez
petite, tel que le flog" (u est la solution de (3.9a)—(3.9c) avec= 0) veérifie

90,1, 1) = I,?

Comme on l'aindigé dans le paragrapheguedent, on peut tenter de &ariser
le probEme mais au prix de la perte probable de pouvoir fixer le&difforphisme
del; surls.

3.3.3. Résultats.
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3.3.3.1. Condition initiale nulle.
On s’interesse au sy&me de confile suivant { > 0) :

ou 0 0*u

I - 2 - =
(3.20) Y + VU T 5 0sur(0,7); x (0,1),
(3.21) u(t,0) =0
(3.22) u(t,1) = g(t), g estle contdle
(3.23) u(0,2) = up(z), z € (0,1)

Il est cemonté dans 3] le résultat suivant :

THEOREME 3.3.2.Soit I}, (k = 1,2) deux intervalles tels qué, c (0, 1).
Notons/; :=|aq, b| et Iy =|as, bo[. Pour toutT > 0, Si|a; — as| + |by — by est
assez petit, il existe une solution (B20) (3.21H3.23)avecu, = 0 telle que
¢"(0,7T, 1) = L.

Deés lors que la&gularie dew dans(0, 1) est asswge, ce qui est le cas dans
[63], il suffit de trouver un confile dans (3.22) tel que“(0,7,a;) = ay et
¢"(0,T,by) = by.

Pour ce faire, on applique leébeme d’inversion local@ I'application

(324) (Sla SQ) = (QSUSI’SQ (07 Ta CL1), gbUSl’SQ (07 Ta bl))

au voisinage dé0, 0) ou I'on noteu, s, la solution de (3.20)—(3.22) dans lesquelles
on prend
u(t, 1) = Slhl(t) + SQhQ(t)

et de (3.23) aveg, = 0, en s’assurant que, pour deset h, correctement choisis,
la différentielle de (3.24) est inversible erfvoir [63]) pour les dtails).

3.3.3.2. Condition initiale non nulle.Lorsque dans (3.23) on ne prend plus
uy = 0, on a (en prenant dans (3.22)t, 1) = 0), une cerive : la solution du
systme sans corie u,. N’est pas une solution stationnaire. Ainsi pour envisager
de la contblabilite locale, il faut remplacer la conditiod*et I, proches” par la
condition naturelle qui appataavec la @rive : “I; est proche de"«<(0, T, I1)".

A ce sujet, on @montre pecigment dansg3] :

THEOREME 3.3.3. Consiceronsuy, € C?(0,1) N C([0, 1]) vérifiant uy(0) = 0

etug(1) = 0. On notex la solution de(3.20) (3.21) (3.23¢t
vt € [0,T], u(t,1) = 0.
Soit N
[2 ::]a_l, bl[iz ¢u(0’ T, ]1)
Si|a; — as| + |b — by| est assez petit, il existe une solutiode (3.20)—<3.23)telle
que
¢u(07 T7 Il) = 127
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ou
12 ZZ]CLQ, bg[
La preuve de ceasultat est similaira celle du téoeme 3.3.2.

Dans les deux #oemes 3.3.2 et 3.3.3, on peut prendrélans (3.22) s
réguliere, par exemple € C5°(0,7).

REMARQUE 3.3.4. Dans le thoeme 3.3.2 et le #oeme 3.3.3, on peut bien
sir prendrer = 0, ce qui Eponda la question de la coritlabilité locale lagrang-
ienne pour lequation de la chaleur. En revanche, pour la cdabilité globale
lagrangienne de &quation de Burgers dissipative, le préfle es& ma connais-
sance ouvert.

A ce sujet, I'argument permettant de conclure dans le cas dedtion 3.2
est la contblabilité exactea z&ro de léquation de la chaleur (voir G. Lebeau &
L. Robbiano [2]) (encore appé&le contolabilité exacte aux trajectoires pour les
sysemes lireaires-voir J.M. CoronZg]). Cette contdlabilité a z&ro a lieu pour
I’ équation de Burgers dissipative en temps grand egatement J.M. Coror2p])

, mais par le caraete non-lirgaire de (3.20) ce n’est biefirspaséquivalenta la
contllabilité aux trajectoires.

Pour un systme de con@ile de dimension finie, do@mpar (1.5), page (1.5), on
consicere

t = (2,(t), ur(t))
une solution, dite deaférence, de (1.5). La coidtabilité a la trajectoird x,., u,) en
tempsI est la possibilié de trouver pour tout,, un contble « tel que la solution
x de (1.5) et (1.6) &rifie au tempq’,

z(T) = x,.(T).

La contilabilité aux trajectoires de (3.20)&de prouvee par A. Fursikov & O.
Imanuvilov (voir [45] et [44]).

D’autres esultats sur la coritabilité de (3.20) ongte obtenus par S. Guerrerro
& O. Imanuvilov dans$3], E. Fernandez-Cara & S. Guerrerro da#3][J.l. Dias
dans B5]. La limite non visqueuse eg&tudiée, dans le cadre de la canabilité,
dans pQ] par O. Glass et S. Guerrerro.

REMARQUE 3.3.5. La néthode de§3] ne permet paa priori d’obteniru(T,.) =
0 méme en temps grand eeme pour, = 0.

3.3.4. Prescrire le difeomorphisme. Nous avons vu que prescrire la trajec-
toire de tous les points dg, aussi bien dans le #oeme 3.3.2 que le 3.3.3),
semble plus prokimatiquea cause de la forme du Bari€. On peut cependant,
en reprenant simplement les preuves de cesmimes tablir :

PROPOSITION3.3.6.Consictronsu, € C?(0,1)NC([0, 1]) vérifiantuy(0) = 0
etuy(1) = 1. On notew la solution de(3.20)3.23)et

a(t, 1) = 0.
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Soit
I :=|ay, by[:= ¢"(0, T, I)
et soitcy, . .., ¢; j points del,. On cefinit
¢ =¢"(0,T,¢),i=1,..,7
Si

J
a1 — ag| + [by — bo| + Y _ |d; — |
=1

est assez petit, il existe alors une solutiode (3.20) (3.21) (3.22) (3.23klle que
¢"(0,T, 1) = Iy,

et
¢U(O7Ta Ci) — di, 1= 1, ,j

3.3.5. D’autres moatles. Aussi bien les ésultats de§2], que ceux deg3],
s’appliquent dans la situation d&tjuation de la chaleur non-&aire,i.e. lorsque
(3.20) est remplae par

ou O o1
(3.25) 5 " Bt +ulP .
En effet, leh, et le hy utilisés dans la preuve duébhreme 3.3.2 peuvergtre
pris arbitrairement petits, ce qui a pour cégaence, que la solution de (3.25)
n’explose pas en temps fini.

Notonségalement que le€sultats de la section 3.2, en ce qui concerne la
dimensionl, s’étendent aussa I'équation (3.25), pourvu que 'on travaille en
temps grand, en utilisant legsultats de J.M. Coron & E. &lat dans27].

En revanche, en ce qui concerneduation de Burgers non dissipatiag(ia-
tion de Burgers-Hopf), @ (3.20) est remplae par

ou 0 u?
2 =
(3.26) ot + ox 2 0
et (3.22) est rempl@e par
(3.27) u(t,0) etu(t, 1) sont les conftiles,

la cont®labilité lagrangienne frorgre est clairement fausse dans la classe des
solutions entropiques de (3.26).

En effet, dans cette classe de solution, on ne peut pas imgposeecroissance
de la borne infrieure del; et imposer en i@me temps la croissance de la borne
superieure del;.
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3.4. Au sujet de la contBlabilité de(3.26) (3.27)

Au sujet du prol@me de confile de (3.26) et (3.27) en variable étienne,
dans p1] le probleme esgtude via la néthode du retour. Il y est progwessen-
tiellement que (3.26) n’est pas cobitble, neme en temps grand.

Soit 7 un intervalle ouvert d&®. On note

BV () :={uc L'(I), tel que sup /u(x)gb'(x)dx < 00}.
$CH(LR), [|llc<1 /I

On cefinit
BV (]0,1]) := {u : [0,1] — R, mesurable, telle quéa, b € R
tels quel0, 1] C (a,b), etv € BV ((a, b)) telle queu = v sur(0,1)}.

THEOREME 3.4.1. Soit 2y un élement deBV ([0, 1]) N L>°([0,1]) ande > 0
and7 > 2. Soitz; unélement deBV ([0, 1]) satisfaisant

(3.28) Vo € [0,1], z1(z—) > z1(z+)
(3.28) est stricte pour au plus une suite, ), cn
et, tel que
(i) Vao € (0,1), siz(xg—) > 0 alors z;(x) > Z pourz € [0, x),
(i) Vo € (0,1), sizi(zp+) < 0onaz(z) < Z- pourx € (z, 1],
(iii) Il existe au plus urx; € (0,1) tel quez; > 0 sur |0, x1) etz < 0 sur(xq, 1];
de plus pour tout: € (0, 1] point de continui dez; tel quez;(xz) # 0 on a

d™* 1
e 21(x) < T
L’ équation(3.26)a une solution entropique faible telle que
u(0,.) = 2o
et
(3.29) u(T,.) =2
a lieu.

Ici 2" signifie la ceriveea droite.

Un résultat similaire au #oeme 3.4.1 est do@npar F. Ancona & A. Marson
dans p], traitant du prokdme de la confabilité sur un demi-espace.

Ce n’est pas toud fait le theoeme 3.4.1 qui esta@monté dans ¢1], sauf
guand la donee initiale est nulle. Lorsque la doaa initiale est non nulle, on
peutéliminer la cerive produite pendant I'intervalle de tem{@is 7") en ajustant le
contdle donreé dans le cas non nul. Cette simple modificatiote sujet m’ &t
suggerée par Fabio Ancona.

Dans l'article p0] de O. Glass & S. Guerrerro, la condition initiale est aussi
éliminée par une solution allant dea presqué (ici en temps infini ). Autour de
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celle-ci, on lirearise (en fait on construit directement une solution diblgroe
non-lineaire) de facom avoir (3.29).

On peut bien@r consiarer des lois de conservations plésgrales que (3.26),
mais toujours pour des flux strictement convexes.

Pour d’autres types de codtes sur (3.26), on renvoie aux travaux de M.
Chapouly [L6] [17].

3.5. Contrdlabilité Lagrangienne en dimensior2.
Dans cette partie onédrit les Esultats ded1].

3.5.1. Contdlabilit & lagrangienne approclee. On consi@re donc? un ou-
vert connexe bomet egulier deR? . Cet ouvert est occ@par un fluide dont la
vitesseu, et la pressiom, satisfont (3.1a) (3.1b) (3.1c) avec une dearnnitiale

(3.2).
Rappelons que, pour: R? — R?, on céfinit son rotationnel scalaire par
8u2 8u1
l(u) = =——— —.
curl(u) 95, 92,

En prenant le rotationnel deéguation (3.1a) on voit que := curl(u) satisfait
I’ équation de transport

(3.30) %Z + (u.V)w = 0dans(0,7") x Q

Ainsi la vorticité (= curl(u)) est transpoée le long des caraatistiques de; c’est
a dire le long des trajectoires des particules du fluide.

On se donne dong, et v, deux courbes de Jordai™ incluses dans?, et
entourant deux domaines de&me aire. Notons qu’on ne suppose pas gue)
est nuf (i.e. Q) n’est pas supp@ssimplement connexe).

Supposons que, pour tou, il existe un coupléu, p) repondant aux probmes
de la contélabilité lagrangienne entrg et~; en tempsl’, c’esta dire que

¢"(0,T,7) = m

avec(u, p) solution de (3.1) et (3.2), et supposons de plus @U@, t,v,) C
pour toutt € [0, 7.
Si ug est choisi pour queurl(uy) = 0 au voisinage de alors

(3.31) vVt € [0, 7], curl(u(t,.)) = 0 au voisinage de" (0, ¢, o).

Mais, par (3.1b) et (3.31), on eréduit queu(t, -) est harmonique, pour tout
t € 10,7, au voisinage deé" (0, t,vy).

Il s’ensuit que shy, est une vaéte analytique &elle de dimension 1, alors il en
est de iéme pour* (0, t, ), ety; doit doncétre une vaéte analytique éelle.

251 (2) est le premier groupe d’homotopie fe
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On voit donc gu’il n’est pas possible d’envisager uadieme de conbilabilité
lagrangienne exacte pougitjuation d’Euler ds lors que I'on imposa la partie
du fluide dont on veut prescrire le mouvement de rester flans

Se pose alors la question de la catabilité lagrangienne approeh entrey,
et~1, lorsqu’on impose la partie du fluide conceee de rester dang. Pour cela
on introduit la

DEFINITION 3.5.1. On dira qu’il y con®ilabilité lagrangienne approeb entre
7o ety en temps et en norme’”, k € N* pour le systme d’Euler, si, pour tout
e > 0 il existe une solutiorfu, p) de (3.1) et (3.2) telle que

(3.32) [6"(0, T, v0) — mlleresy < €
a une reparagtrisation pes {.e. étant don@ une paramitrisation dey, il existe
une pararatrisation dey; telle que (3.32) soit vraie).

Dans p1] nous cemontrons le&sultat suivant :

THEOREME 3.5.2. Supposons qug, et~; soient deux courbes de Jordan dans
2, de classe&’'>, entourant des sous-ensembles dnma aire. SI" est une partie
deof}, et sivy, etvy; sont homotopes dang alors, pour toutl” > 0, € > 0, et tout
k € N, il existe une solutioru, p) de (3.1) et (3.2) telle que(3.32) soit vraie @
une reparargtrisation pes) et telle que

(333) ¢u(0’ [07 T]? WO) C

REMARQUE 3.5.3. La preuve repose sur laéthode du retour qui consiste,
dans cette situatiorg faire circuler le fluide #s rapidement danQ, a l'aide
d’une solution potentielle dedguation (3.1b) allant de a 0, et ralisant (3.2).
On constate ensuite que ledari€ du probéme de conbile lagrangien, autour de
cette trajectoire, est corfiable. Si on exprime de cette facon Be ¢gerérale de la
méthode du retour, dans la preuve dadleme 3.5.2, on construit directement la
solution adayie.

REMARQUE 3.5.4. Afin de parler de flots, @me en utilisant la #orie de R.
Diperna & P.L. Lions B4], un minimum d’hypotleéses sont requises. Darigl],
la solution du prol#me est de classe™, et on n’a pas de difficudis pour @finir
flot. En particulier, le flot éfinit une difeotopie {.e. une isotopie diftrentiable
par rapporta la variable d’espace—voir laéfinition 3.2.12 d’une isotopie page
36), et toute la partie du fluide ent@er pary, est envoge dans in" (0,7, o)),
mais on ne prescrit pas le mouvement de chacune des pasticule

REMARQUE 3.5.5. Il est bierevident que la mise en ceuvre de la colabilité
lagrangienne pour un fluide pose des peoiés technologiques sans doutestr
déelicats. On peut @&anmoins imaginer des applications de la calatiilite la-
grangiennea des @placements d’egges animales, biologiques ou de polluants,
éventuellement en con&chnt d’autres mazles fluides.
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Pour pouvoir @montrer le teoreme 3.5.2, nous mimons, via une solution po-
tentielle de (3.5.2), une débtopie entrey et~;. Une telle isotopie existe toujours
des lors quey, et~ sont homotopes daris (voir [39]). Bien que cela semble na-
turel, nous n’avons pas troawans la littrature d’indications sur I'existence d'une
isotopie conservant l'aire entaeg. Nous @montrons donc legisultat suivant

THEOREME 3.5.6 (b1]). Soity, ety; deux courbes lisses de Jordan homotopes
dans(?, et entourant des domaines démme aire, il existe une ddbtopie entrey,
et~, dans(2 conservant l'aire.

Ce treoeme se dmontre en produisant explicitement la ddtopie cherobe
et en se ramenant par leetheme de R. Thom (voie.g.M. W. Hirsch [56]) au cas
ou v, et~; ont une intersection transverse.

3.5.2. Poches de tourbillon.Le probEme des poches de tourbillons remon-
tent aux travaux de V. I. Yudovich dan$(1], avec I'important esultat prouvant
I'existence et I'unicié de solutions de (3.1b) dai®é avec vortici€ initiale dans
L seulement

En particulier on peut consider le sysme (3.1a), (3.1b) avec (3.2)ia:
satisfait

(3.34) curl(up) = Xuwe,

ou wy C €2 est un ouvert (dans lequel le fluide tourbillonne).
Dans le cas d&2, il ressort que pour touton a

(3.35) curl(u(t)) = xu,-

On doita J. Y. Chemin danslB] [19] (initialement), d’une part, et A. Bertozzi &
P. Constantin11] d’autre part, le fait que laggularié du bord dev, se propage
tout au long du temps. Le cas d’'un domaine lgoest di a N. Depauw dans3p).

Dans le cadre de la codtabilité, toute la difficulé revienta ne pas faire entrer
de vorticie dang?, afin de conserver le car&ce egulier du bord de la poche de
tourbillon —ainsi la solution de (3.1b) reste une poche dehillon. Cela sera
possible si on peut remplacer (3.4) par

(3.36) curl(u) = 0sur{o € T, tel queu.n(-,0) < 0},

ce qui exprime l'icke que, le long dé(?, lorsque le fluide est entrant, il dditre
irrotationnel.
Dans cette situation nougohontrons dan<sfl]

THEOREME 3.5.7 (B1]). Supposons qug ety; soient deux courbes de Jordan
dans(}, bordant des domaines deéme aire, et homotopes dafiset telles qué’
ne soit pas inclus dans iffy). Soituy € Lip(Q, R?), tel que

up.n € C(0N)
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et satisfaisant

curl(ug) = Xint(y,) danss?,
div(up) = 0 dansf?,
ug.n = 0suroQ2\ I

Pour toutT" > 0, toutk € N, et toute > 0, il existe une solutiorfu, p) de (3.1)
(3.2) et (3.36)avecu € L>([0,T], Lip(Q, R?)) dont le flot (qui est bien &fini)
verifie (3.32)(a une repararatrisation pes) et(3.33)

Ici Lip(©2, R?) désigne les fonctions lipschitiziennes $ur
En particulier gace auxesultats de N. Depauw et J.Y. Chemirésiplus hauts,
a chaque instant on a une poche de tourbillon.

3.5.3. Un mot sur les preuvesComme il a @ja éte dit, la pierre angulaire
des preuves desébremes 3.5.2 et 3.6.4 est laathode du retour, applig@ea des
solutions potentielles, par un argument de point fixe.

Pour ce faire, on peut voir que le sgsie (3.1a) (3.1b) peut se-ecrire sous la
forme suivante

aa—i + (u.V)w = 0 dans[0, T x 2,

div(u) = 0 dans|0, T x €2,
curlu = w dans|0, 7] x €2,
0
/ (8—7: + (u.V)u).7(0)do = 0sur[0,T] pouri =1,...,s,
Ty
ou, pouri = 1, ..., s, lesI'; désignent les composantes connexesttieures” de
09).

C’est sous cette formulatiore@gerement modiée) que I'on @montre le tBo-
reme 3.5.2 par l'utilisation d’un #oeme de point fixe aehuat.

Pour cemontrer le tkoeme 3.5.7, on raisonne directement gsuet pour les
guestions de flot, on utilise la dynamique du contour éenpar la loi de J.B. Biot
& F. Savart, que I'on a adapé aux domaines boges.

Rappelons simplement la loi de J.B. Biot & F. Savart d&As si une famille
de courbes lisseg(t) est le bord d’'une poche de tourbillon, la vite$5g, de cette
poche satisfait

curl(Vs1)) = Xint(y (1))
le(Vy(ﬁ)) = 0,
1 277'

V() = log |z — y(t,0)|m(0)do,

_%0

T désignant la tangente unitaiéey ().
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On renvoie plus mciementa A. L. Bertozzi & P. Constantinlfl] pour le
cas des poches de tourbillon dans le plaa 1] en domaine bor@, pour une
utilisation explicite de cette loi.

3.6. Contrdlabilité Lagrangienne en dimensior3.

FIG. 3.6.2: Le tuyau entre, et~.

Ce paragraphe psente dessultats de travaux communs avec O. Glass.

Des difficulesémergent lors de&tude de la conblabilité lagrangienne en di-
mension3, concernant le systme d’Euler : deux plongements homotopes ne sont
pas recessairement isotopes, comme le montre le contre-exata@e Smale du
retournement de la sphe -voir S. Smaleq1] —(cette difficulé n’en est pas vrai-
ment une si I'on se contente d’homotopie de surfaces) —, stcoction d'une
isotopie conservant le volume n’est pagdente, les arguments de la dimension
2 ne fonctionnant pas, et par ailleurs, concernant I'extsteen temps, le sy@ne
d’Euler peut exploser en dimensién

En particulier, les@&sultats sur les poches de tourbilloredts dans le cas de
la dimension 2 ne sor priori plus vrais.

Le but serait donc de prouver

META-THEOREME 3.6.1.Si~, et~; sont deux plongements 8& homotopes
dans(?, alors pour touts > 0, pour tout7" > 0, il existe une solutioriu, p) de
(3.1) et (3.2) verifiant

H¢u(07T7 WO) - 71H00 S op

La méthode que nous employons ne permet pas, en fait, d'impegenips
T, ni de consiérer le cas 0, et~; ont une intersection non vide et ne sont pas
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contractiled dans(2, et pour I'instant, nous ne sommes pas en mesure de prouver
compktement le thoeme 3.6.1, qui est donc ouve#t,ma connaissance. Nous
donnerons donc plus loin @oeme 3.6.18) ugnon& precis du ésultat que nous
sommes en mesure de prouver.

Indiquons, dans les paragraphes suivantséhaatche suivie qui reprend celle
de la dimensior2, dans le but d’essayer de prouver lédeme 3.6.1 : on com-
mence par construire sous certaines hyesdls, une isotopie entrg et v; qui
préservent le volume. Puis on imitera le mouvementyglanduit par cette iso-
topie, avec le flot d’une solution potentielle de (3.1). Enfiar une nethode du
retour, nous pourrons consicer des flots plusareraux.

3.6.1. Isotopiea volume constant. Soit f; et f; deux plongements d& dans
Q) de class&”* pourk > 1. On suppose que le§(S?), i = 1,2 sont contractiles
dans(, que

fo(S*) N fi(S?) =0
et enfin, que
[int(fo(S*)] = [int(fo(S*))] = 1.

On utilise ici la notatior A| qui pour un ensemble mesurableRfedésigne
/ dx.
A

THEOREME 3.6.2.ll existe une isotopié € C'([0, 1], C*(S?, Q)) faisant passer
de

Nous cemontrons

0 = fo(S?)
a
M= fl(S2>7
telle que
Vt € [0, 1], |[int(h(t,v0))| = 1.

Déemonstration : on renvoie aux figures 3.6.3, 3.6.4-3.6.0Qr pclairer le
propos.

Avant de prouver le thoeme 3.6.2, expliquons sur la figure 3.6.3, lathode
dans le cas particuliertoy, et~, sont des spéres disjointes de éme aire, que
I'on peut joindre dans$) par un segment : on commence gaissir le segment
en un tuyau, puis on emprisonne le fluide initialement dgnsntre deux mem-
branes, refsenges sur la figure 3.6.3 par des plans verticaugcartement entre
ces membranes est choisi pour qu’elléfiditent un volumeegala celui de I'es-
pace @limité pary, (ou~,). En ceplacant, de cette mane, ces membranes de
gauchea droite, on trangfre le fluide dey, vers~,, en conservant la condition

3cest-a-dire homotopes a un point
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d’'incompressibilié. Bien $ir, les surfaces obtenues contenant le fluide ne sont pas
de class&*. On recollera donc les deux membranes et le tuyau de fapbtenir
des surfaces avec lagularié voulue.

7 ==

membrane 2

membrane 1

tuyau noé plus loin7 (=)

FIG. 3.6.3: Description de la construction dans un cas simple.

L'id ée, dans le cas pluggeral, est de pousser tout le fluide, initialementésitu
dansy,, dans un tuyad”(¢) défini plus loin jusque dans,;. Ce fluide est pougs
par une membrane (initialemefif( Py(¢))) jusqua occupery;.

Passons la preuve du thoreme 3.6.2 proprement dite.

Remarquons qu’en utilisant legégultats de E. Baiada & W. Morse dang, |
puisque pout = 1,2, v, est contractile danQ, on peut supposer qug s’étend
en un plongement des.

Par ailleurs, en utilisaréigalement lesasultats mentioré#s dans I'ouvrage de
W. M. Hirsch [56], on peutétendref; & un voisinagé’ deD3,

Etape 1Cetteétape consiste en la construction d’'un tuyau 7" (¢)) joignant
v a~;. Ce tuyau est recolé de manere regulierea v, et ;.

Choisissons une courkec C>([0, 1], R?), sans point double ni stationnaire,
rencontrant transversalemeytet v, en seulement et respectivement deux points
p etq. On peut toujours supposer gpe= fy(A) etq = fi(B)ou A = (1,0,0)
et B = (—1,0,0), et, commef, et f; sont des plongements, on p&galement
supposer qué(’)(A).O_/l = ¢ au pointp, et f{(B).(f?> = —c au pointg.

On peutégalement supposer, quiteemodifierc dans inty,) et dans inty;),
que

fo (e nint(yo))
et que
fi (e nint(y))
sont des paragtrisations du segmenbB A|.
Par ailleurs, gicea I'existence d’une fonction de Morse ayant seulement deux
points critiques, si I'on consé&te un voisinage tubulaire (voir M. W. Hirschd]
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pour une @finition) 7 (¢) dec de taillec autour der, en supposant assez petit,
on peut supposer quiZ () N v, etd7 () N~ sontC*-diffeomorphes S!.

Quittea modifier Egerement/ (¢), on peut donc supposer que pour respective-
ment; = 1 eti = 2, 7 (¢) N ~; est 'image parf; d’'un cercle des? situé dans un
voisinage deA et B et dans un plan normal|AB|.

Le long def, ' (7o N 7 (¢)) on choisit deux applications vectorielles de classe
C* surS', e; ete,, telles ques; ete, sont de norme? que I'on peécisera plus loin,
(e1, e2) est une famille libreg; est tangend S?, e, est tangen& f, (7 (c)).

Quittea changee; en—e; etes; en—ey, ON peut supposer que

(e1|AB)gs > 0

et
—
<€2|BA>R3 > 0.

On suppose enfin que; et e, sonta synetrie axiale* autour d¢AB), voir la
figure 3.6.4.

FIG. 3.6.4:7 vu dansS?. Vue deey, e, et dePy(t).

Consiceronsp € C*([0, 1], [0, 1]) croissante, valarit dans un voisinage d&
et1 dans un voisinage de
PourM € f, (7o N7 (¢)), onrecolle alorg (¢) et~y par

t = folexpyrs((1 —1)p(1 —t)er) + expyy o)) (Eo(t)ez)),
puis par syratrie axiale.
Ici, exp,, s> €St 'application exponentielle qui envoie I'espace tarigg M a
S? surS2.
DEFINITION 3.6.3. Plus pgci2ment, soitM une sous-vaéite de class€”* de
RY. En chaque poinp € M, l'espace tangert, M a M est muni du produit
scalaire induit, par exemple, par le produit scalaire digti usuel suR”. Le

4ie. e etes sont des champs invariants par rotation autour de la dfdife).
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theoreme de Cauchy-Lipschitz permet de montrer que, pour doat 7, M, il
existe une unigue@peesique, traee surM, partant de ent = 0, avec la vitesse
v. Cette @ocesique est parafinition, I'application

t > exp, p(tv).
On montre, voite.g. M. Do Carmo B7], qu’il existe 5 > 0 tel que si

[vll,m < B,

alorst — exp, \(tv) est cfini jusqu’au temps = 1, et que

v exp, (V)
est un diftfomorphisme local de clasé& d’un voisinage dé) dansZ, M sur un
voisinage de» dansM.

On note, de riame,expM,afal(T(E)) I'application exponentielle sutf, *(7 (¢)).
On choisit3 > 0, assez petit pour que ces deux applications soiéfihids,

et realisent un difftomorphisme, sur les vecteurs de I'espace tangent de norme

inférieurea 5. Voir les figures 3.6.4 et 3.6.5.

Par une construction similaigela pecdente, on recolle deégme7 (¢) et;.

On note7’(¢) le nouveau voisinage deainsi construit. Quitté diminuere,
on peut toujours supposer que ce recollement a lieu gams et f1(1) respec-
tivement.

Notons que la surface const@ ded( f,(D3) U f,(S?) U T'(¢)) est de classe
C*. Voir la figure 3.6.10.

Y0 N7 (e)

N

FoM) e

fo(M).e,

FIG. 3.6.5: Construction dey, e, (image patrfy).
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Etape 2.Dans cetteétape nous construisons une membrane qui va faire
sortir le fluide de ~,. Cette membrane sera I'image parf, d'une surface (un
disque Py(t)) construite dansD?. Cette membrane est recofte de deux fagons
a o puis a 7'(¢). Pour t assez petit la surface qui pousse le fluide est res
(via fo) Py (t) tant qu'elle rencontre seulementS?, puis P, (¢) quand elle
rencontre 7”(¢). Pour ¢ > t bien choisi, on freine la sortie du fluide dey, par
(toujours via fy) P (t'), de fagona conserver le volume occuge par le fluide
—on fait également une construction analogue dang—;

Pourt € [0,1] assez petit, soify(t) le plan normal f, ! (c(t)), et pourt €
[0, 1] assez proche di P, (t) le plan normah f; ' (c(t)).

On peut supposer, par reparatnisation, quer(¢) n’a pas d’intersection avec
ot (fo(V)NT'(e)) pourt € [0,1/4), que pourt € [1/4,1/3) le plan Py(t) a
une intersection avef;, '(77(c)) et £, '(y0), et quePy(1/3) est le plan normad
fy H(c) au pointA (et donc en particulief, ' (c(1/3)) = A, onimposera de éme
fr'(e(2/3)) = B).

Pourt € (0,1/4] on c&finit P~ (¢) la surfacea bord obtenue en recollafy(t)
aS? comme ci-dessus (pouétinir 77(¢)) : plus peciment, pout € (0,1/4],
soit e} et e, des champs de vecteurs le long Bgt) N S?, a synétrie axiale par
rapporta [AB], et de normes > 0 assez petit. On peut supposer, puisgue 0
que(dﬂﬁmg > 0, et quee), est dirige vers'D?, I'extérieur de la boule.

Pourr € [0,1] et M € Py(t) N S? appartenana la droite affine®,(t, e;)
engendee pare, et passant pardB), on pose

(3.37) s(t,7) = t(=(1 = 7)p(L = 7)ey + expyrg(Tp(7)€r)),

qui permet de recolleP,(t) aS?* par synétrie axiale (voir figure 3.6.6).
Comme on peut supposer que

supp(l —p) = [6,1 4],
pour un certain € (0, 1), pourr < Jona
s(t,T) € Py(t).

On cefinit alors Py~ (¢) commeétant la surface devolution engende par

U {m € Py(t) NDq(t, e2), 1.q.d(m, (AB)) < d(s(t,0), (AB))}
MEP() (t)ﬁSQan(t,SQ)
Us(t, [0,1—4])).

En remplacant| par—e} dans (3.37), on obtient une autre surfad®rd noée
PY*(1).

On construit de r@me, pout € (1/4,1/3], et par le niéme proédé, la surface
a bordP, " (t), que I'on se contente dedrire parf, ' :
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soit W un voisinageA dansS? tel que, tout plan passant par un pointiéfeet
normala (AB) rencontreS? et 97’ (). On recollePy(t) avecT’(¢) dansiW avec
une concavié tourree vers l'inerieur de(ID?), et P(t) avecS? avec une concawt
tournee vers‘int(D?), et avec une syétrie axiale par rappow [AB], on note
P, *(t) la surfaceC™ obtenue (voir la figure 3.6.7). Potr- 1/3 ett — 1/3 assez
petit pour que:(t) € fo(V), on prolonge cetteé&finition comme ci-avant, mais
Py(t) n'a plus d'intersection aves®.

Définissons, pout € [1/4,1/3] N ¢ 1(V), une autre surfaca bord : P, (t).
Elle est obtenue par recollement ég(t) avec7’(¢) et par syrétrie axiale par
rapporta [AB], la concavié étant tourée versint(S?) (voir figure 3.6.9).

Etape 3 Cette étape permet de contdler la circulation du fluide dans le
tuyan 7”(¢). Il nous faut déformer les membranesfy(PY=(¢)) et fo(PL ™" (1))
en des membranes* (') qui définissent7” ().

Rappelons (voir M. Hirschgg])) que7 (¢) est diftomorpheéic([0, 1]) x D?(e),
ou I'on note

D?(¢) := {x € R?, tel que|z| < ¢};
le bord de celui-ci, sera, quaatui, noé S!(e).
Notons

D :c(]0,1]) x D?(e) — 7 (¢)
le difféeomorphisme @finissant7 (¢). Plus pécigment, on note

D(c(t) x D?(¢))

I'intersection aved (¢), du plan passant paft) et de vecteur normal(t).
On peut, quittéx repararatriserc, choisiry, tel quel/3 > p; > 0, avec

I(T'(c) N (T () =
fo{(D(e(1/3 + ) x SHE)) U f;H(D(e(2/3 — 1) x S'(e))),

FIG. 3.6.6: Construction d&)~ (¢).
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voir figure 3.6.6.
Choisissongi, pour quel /3 > s > p.

Zoom surPy " (t)

o

FIG. 3.6.7: Construction d&; * (t).

Yo

FIG. 3.6.8:Zoom surP;* (t).
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Pourt € [1/3+11,1/3+ps] eta € D(c(t) xD?(¢)), on cEfinit N (a) le vecteur
unitaire normah

D(c(t) x D*(¢))
au pointa et tel que
(N(a)|d'(t))grs < 0.

Nous allons maintenant construire uredamation eguliere (nous en @cise-
rons le sens plus loin) dB(c(1/3 4 p2) x D2(g)) sur fo(Py(t) N T (<)) pour unt
convenable.

Consiceronsg™ le flot de N, et choisissong] tel quep; < p) < po.
flo — py Py — i

3 7 3 '

Pour un teb et una € D?(¢), Sie, o €tv Sont assez petits, il existe un unique
7(v, ) > 0 tel que

On prendv tel que|v| < min(

O™ (T(v,a),1/3 4+ po + v, D((c(1/3 + pg + v), a)) €
Jo(Po(1/3 4+ py +v) N T (¢)),
et I'application
t= ¢ (1, 1/34 po + v, D((c(1/3 + pp +v), @),

est transversa
fo(Po(1/34 puy +v)NT(e))
en
t=r71(v,a).
Donc, par tansversadit, I'application

(v, ) — 7(v, @)

Py (1)

\fﬁT'(e»
<

FIG. 3.6.9: Construction d&; ~ (¢).
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est de class€’” (rappelons qué¢) estseulementde class&™*), et
a = o™ (T(v, ), 1/3 + pg + v, D((c(1/3 4 pg +v), ))
est unC* difféomorphisme de
D((c(1/3 4 p2 +v), @)

sur
fo(Po(1/3 4+ 1y +v) N T (e)).
Ainsi, pour toutv assez petit, I'application

(3.38) [0,1] x D?(e) — T (e)
(3.39) (t,a) — I(t,a,v),
ou

I(t,o,v):=

(3.40)

o™ (tr(v, @) + (1 —t)(1/3 + po +v), 1/3 + po + v, D((c(1/3 + pa +v), @),
est une isotopie (dar@' ([0, 1], C*(D2(¢)))), de

D((c(1/3 4 p2 +v),D%(¢))
vers
fo(Po(1/3 4+ 1y +v) N T (e)).
Gracea l'isotopie (3.40), en consatant, poury, > 0 assez petit, quitt@

modifier la fonctionp, les intersections de

Py*(1/3 4 1)
avec les

Py(1/3 + py +v), pour|v| < vy,
nous obtenons une isotopie dans
C([0, 1], C¥(D2(e))),
entre
fo(Py™(1/3 + ph))

et

T (1/3 + p2),
ou les deux disques topologiques;(1/3 + us2) sont obtenus en recollant le plan
7(1/3 + us) passant pat(1/3 + o) de vecteur normaf (1/3 + ps) et7 (). Voir

figure 3.6.10.
En repararatrant I'isotopie pecedente, nous obtenons deux isotopies

75 € CY[1/3 4 pl, 1/3 + po), CH(D2(e), Q)
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entre
Jo(Py™(1/3 + 411))
et
T(1/3 + o).

FIG. 3.6.10:%(t), fo(Py~(t)) et fi(P}(t)) pour differentes valeurs de

On adopte des notations sginques pour des constructions analogues aux
préecedentes dang ' (71).

Etape 4 Dans cetteétape nous faisons le bilan des constructions : le fluide
est pousge par les membranes dont I'exposant estagatif et freiné par les
membranes dont I'exposant est positif. Il ne reste qu adapter la vitesse de la
membrane freinante par rapport a la membrane poussante de facoaformer
une surface entourant un volume de fluide constant.

PosonsP,(0) = Pi(1) = (), cette convention permet de corsidr I'instant
initial ou tout le fluide est dang, et I'instant final @ tout le fluide est dansg,.

Nous avons une isotopie

T* € CY[1/4,1/3 + no] U [2/3 — o, 1), CH(D2, )
entrefy (P, (t1)) etw"(¢1), pour tout(t, to) tels que
0<t1 <ty < 1/3‘|‘,U27
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et entrer™ (¢3) et f1( P, (t4)), pour tout(¢s, t,) tels que
2/3 — e <tz <ty <1
Nous avonggalement une isotopie
I € CH(]0,1/3 4 o] U [2/3 — p2, 3/4], C*(D?,92))

entre fo(F, (t1)) etm (1) pour tout(ty, t2) tels qued < t; < to < 1/3 + po, €t
entrer (t3) et f1( P (t4)) pour tout(ts, t4) tels que2/3 — o < t5 < t4 < 1.
Par ailleurs, nous pouvoregialement supposer, quitifaire une reparaé@tri-
sation et modifier la fonctiop, queZ™ etZ~ s’étendent&[1/3 + 2, 2/3 — us] €N
des isotopies de
CH[L/3 + p2,2/3 — p2], C*(D?))

entre

Wi(l/?) + o)
et

(23 — ),
et telles que, pour todte [1/3 + u9,2/3 — us,

T*(t,-) est un plongement d&? surz(t).

Nous prolongeong— en0, parZ—(0) = 0, etZ* en1, parZ*(1) = 0.
Gracea ces constructions, nous pouvons co@sed pour(ty, 1) tels que

0<ty<t <1,

outy < 3/4, ett; > 1/4, la surfaceS(ty, t1) suivante :

S(ty,t;) est la surface @imitee parZ(ty,D?), ~o, T (¢), v1, T (t1,D2).
C’est clairement une sgine par le teoreme de Morton Brown (voird6] probleme
16.2 pour le esultat utili€, et voir [L4] pour la version @rérale).

Par ailleurs, pout, € [0, 3/4] fixé, I'application

t1 € [max(tg, 1/4), 1] — [int(S (1, t2))|

estC'! et strictement croissante.

Par le tieoreme d’inversion locale, on peut alors choisir pour tut [0, 3/4],
un uniqueny(ty) € [1/4,1,] tel que

|int(S(t1,TQ>)| = 1,
et I'application
to — Ta(to)

est alors de clasgg’.

Ainsi la famille de spbres{S(to, 72(t0)), to € [0,3/4]}, chacune d’entre elles

étant une surface de claség, réalise une isotopie entrg et~, préservant le
volume, ce qui ackve la preuve du #oeme 3.6.2.
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De plus quittea faire une repara@trisation, nous pouvons supposer que
S(t, 2(t)) est une famille de classg'.

3.6.2. Construction d’un flot.
Grace au tboreme 3.6.2, nous pouvons corgidr une isotopie

h:[0,1] x §* = Q

telle que
t— h(t,-) € C'(]0,1], C*(S* Q))
et telle que
h(0)(S*) =,
h(1)(S?) =,
et,
(3.41) lint(h(t,S%)| = 1.

On cé&finit, pourt € [0, 1],
v, := h(t,S?).
Pourt € [0, 1], p € v, on consi@ére
X(t,p) = O,h(t,h " (t,p)),

qui est bien éfini, car, pour tout € [0, 1] h(t, -) est unC* difféomorphisme dB?
sur-~,. Notons que, quitta faire un changement de paretmage, on peut supposer
gque X est identiqguement nulle au voisinagetde 0 ett = 1.

Il esta noter que (3.41) implique que

X.vdo = 0.

Tt
Cette information est urésultat classique de lagqoanique des fluides, et s’obtient
en oérivantfmt(%) dx. Nous pouvonséasoudre

—Awv(t) = 0 dans intvy,),

(3.42) @ = X.v survy,
v

/ v(t)dx = 0.
int(+y:)

La famille de surface — -, étant dans
C'([0,1], C*(S?)),
nous avons, par legsultats deggularie de Schauder (D. Gilbarg & N.S.0dinger

[47]),
v e C([0,1], CHint(7,)).
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Comme inty;) est contractile danQ, on sait (voire.g. X. Wang 8]) qu'il existe
¢ € C([0,1], " (int(%)), R?),

tel que
Vo(t,-) = curl(&(t, ) dans inty;).

On s’appuie alors sur lesébremes d’extension et d’approximation de H. Whit-
ney suivants (voir S. G. Krantz & H. R. Pratgq) th. 2.3.6 et th. 2.3.7 et les re-
marques qui suivent) : Pour cela, nous devagfinit pour un ensembl&’ ferme,
la C* différentiabilie surE . On renvoiea I'ouvrage pécite [69] pour une discus-
sion sur cette notion. Dans la situatioepente, 0 £ sera toujours une surface de
de class&” deR?, ou 'adherence d’un ouvert ayant pour bord une telle surface,
cette notion cincide avec celle obtenue, par exemple, en raisonnant psca
locales.

THEOREME 3.6.4 (H. Whitney).Soit £ un sous-ensemble feenteR” . Soit
J une fonction de class€* sur F aveck < N, alors il existe une fonction
f € C*(RY) dont la restrictiona E soit f, et qui soit analytique &elle sur le
compement dev.

THEOREME 3.6.5 (H. Whitney).Soit K un sous-ensemble compactR& et
f: K — Rde class&*, k € N*,
Alors, pour tout > 0, il existeG : RY — R, analytique éelle, telle que
sup sup |fV)(z) — GV (z)| < e.
0<j<k zeK
Cestleoemes, @montés essentiellement par I'utilisation de noyaux de convo-
lution, s’e@tendent au casiof (apparaissant dans lelgson@s respectifs) @end
du temps, comme on peut I&nfier, en examinant les preuves dées dans les
reféerences.
En utilisant le tkoeme 3.6.4, on commence petendres en une fonction

¢ e C([0, 1], C*(R3, R?)).

Par la construction de l'isotopfie, il est clair qu’il existe un compadk C (2,
tel que
vt € [0,1], C K.

Prenons une fonctiog € C*>(Q2,R), telle que( = 1 sur K, et de support
inclus dan€).
La fonction¢¢ veérifie?

¢E € C([0,1], GF (L, RY),
et cancide avec sur[0, 1] x K.

Slindice 0 dans la notation qui suit signifie que I'on parle de fonctiarssipport compact.
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Sil'on définit V € Cy([0, 1], CE(2, R?)) par
V(t,2) = curl(¢(2)&(t, 7)),
V satisfait
div(V(t,-)) = 0 dans|0, 1] x €.
Compte tenu de la relation (3.42), et puisgfgyeest un plongement d8” sur
0, alors pour tout € [0, 1],

z— ¢V (0,1, folx))

est un plongement de clas€é deS? sur~;. Ici s’exprime le fait que, le mouve-
ment de fensembl&int(~;), est égi par la composante normale de la vitesse en
chaque point de,.

Nous avons donc pro@v.

PROPOSITION3.6.6.Sous les hypo#ses du thoreme 3.6.2, il existe un champ
de vecteurd” € Cy([0, 1], CH(Q2,R?)) tel que

(3.43) div(V (¢,-)) = 0 dansf pour toutt € [0, 1],
et tel qué
(3.44) ¢V (0,t,70) =, Vt € [0, 1]

Pour des situations similaires aux hypesls de la proposition 3.6.6, on pourra
consulter I'article de F. Sueu®§] et celui de T. Kato & al §6.

3.6.3. Reductions du probleme. Dans la suite nous allonsechontrer par-
tiellement le ésultat annoredans le thoeme 3.6.1. Pour cela, nous allons com-
mencer par supposer qugetV (V' est dong dans la proposition 3.6.6) sont plus
reguliers.

3.6.3.1. Réduction au cas analytiqueNous supposons ici que le plongement
fo est analytiqueéel. On supposegalement qu’il existe

V € Cy([0, 1], C¥(Q, R?))
tel que (3.43) soit satisfaite, et tel que
(3.45) ¢V (0,t,7) C Q,Vt €[0,1].
Comme
=" (0,t,70)

et, commef, etV sont analytiques, alorg est aussi analytique.
Nous prouvons alors :

6la relation (3.44) signifie que (0, t, fo) est une plongement & sur-,.
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LEMME 3.6.7.Soitt — ~(t) € C([0,1],C¥(S*,Q)) une famille dans de
spreres plonges dan$, et X € C([0, 1], C¥(Q2,R?)) tels que

(3.46) vVt € [0, 1], / X -vdo = 0.
V(1)

Il existe alorsy > 0 et pour toutt € [0, 1] un voisinage de (),

Vy(v(t) == A{z € Q, d(z,~(t)) < n},
et
¥ e C([0,1]; C(int(((1) N Q) UV, ((1))))),

vérifiant’

Vt € [0, 1], Ay(t, x) = 0 dans(int(y(¢t) N Q) UV, (y(t))

V..v = Xwvsury(t), Vi € [0, 1],

V. .v = 0 sur les composantes connexesXe

incluses dans ity (¢)).

La preuve est exactement l&me qu’en dimension, voir [51] lemme 3. No-

tons gu'ici, il n’est pas acessaire de supposer guesoit le bord d’un plongement
deB? dans(), mais seulement I'image d’un plongementSte~, pouvant ici en-

tourer alors une composante connexeéte
Gracea ce lemme, nous pouvons prouver :

THEOREME 3.6.8. Soit, I'image d’un plongement analytique & dans(?,
et X € CY([0,1]; C¥(£2, R?)) un champ de vecteurs satisfaisant
X.n = 0sur[0, 1] x 99,
etdiv(X) = 0 dans|0, 1] x €, alors pour tout: > 0, toutk € N* il existe
0 c (0,1 x Q)
satisfaisan{3.1c) (3.6) et telle que
(3.47) vt e [0,1],  [[6V7(0,t,70) — ¢ (0,8, %)|ler < e

La preuve de la proposition 3 dansl] s’applique pourvu que I'on dispose
de I'equivalent en dimension 3 dué&beme de Runge sur I'approximation des
fonctions holomorphes par des fonctions rationnll€y les Esultats suivants
vont dans ce sens :

THEOREME 3.6.9 (voir J. Gardiner46], pp 16). Soit{) un ouvert deR" et
K un compact inclus danQ. Notons2* le compacti® d’Alexandroff de. Si
"\ K est connexe, alors pour toute fonctiefarmonique au voisinage d€ et
toute > 0, il existev harmonique suf? tel que|v — u| < e sur K.

onna pas besoin de supposer gyé) est contractile danQ
80n renvoie a 'ouvrage de W. Rudi@@] pour un énoncé précis.
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Plus peciment, la preuve du doreme 3.6.9 donke dans le livre de J. Gar-
diner [46], repose sur le

LEMME 3.6.10.0n peut choisir, pour chaque entiée= 1, ..., p, un pointz; ¢
(), dans chacune dgscomposantes connexes®é \ K, tels que la fonction
donrée dans le thoreme 3.6.9 soit harmonique sBf \ UY_, {z;}.

On peut alors conclure comme dabg][

3.6.3.2. Lorsquey, n'est pas analytigueEn dimensior2, 'argument consiste
a approchery,, via le theoeme de I'application conforme de Riemann, par une
courbe analytique sige dans? \ int(~).

En dimensior8 on pro@&de de la magre suivante :

Rappelons qué¢; est le plongement d&’ dans() tel que

= fo(S?).

Puisquef, est de class€”*, v, pos®de un voisinage tubulaire obtenu par le flot
dev de la normale unitaire e&tieurea~,. Commek > 2 ce flot est bien dfini (v
étant de class€”1).

Choisissong > 0 tel quet — ¢"(0,t, fo(p)) soit défini sur|0, p|, pour tout
p € S?. Ainsi pourt > 0 assez petitg” (0, ¢, f;) est un plongement d& sur une
surface nater/.

Puisquer est la normale unitaire exttieurea,, pourt > 0 assez petit on a

int(y0) C int(¢" (0,1, fo(S?)).
Il est par ailleurs clair que

1¢”(0,, fo) — follew—1(s2) — 0, quandt — 0.

Fixonst > 0 assez petit. Soit

K= inf | fo(z) — ¢"(0,1, fo(y))|.

(x,y)€S?xS?

On utilise le esultat du tkoeme 3.6.5. On choisit < g comme dans le

theoeme 3.6.5. Il existe alorg. € C“(R?* ) (en consiérant chaque coor-
donree) telle que

max [V = (y = ¢"(0,¢, fo(y) V)| <.

0<i<k—1
On a alors
Yo C int(fg(SQ)),
et
[ fo — szckfl(Sz) < 2e.
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3.6.3.3. LorsqueX n’est pas non plus analytiquddans cette situation on peut
reproduire le reme argument qu’en dimensi@nRappelons leésultat suivant :
Notons
00 = U_,(09);,
ou, pouri = 1, ..., p, (012); désigne laiéme composante connexe @e et (0€2),
est la composante connexe @@ qui est aussi la frongére de la composante con-
nexe non borae de(2.

THEOREME 3.6.11 (Voir V. Girault & P. A. Raviart48]). SoitX; € C*(€2) un
champ de vecteurs de clag3esatisfaisantliv(X;) = 0 et

Xi.ndr =0,
(09);
pouri = 1,..,p. Il existe alorsy € C*+1(Q, R?) tel que
X = curl(Y).

On applique ceésultata V' € Cy([0, 1], CE(Q, R3)) donré par la proposition
3.6.6.
Il existeY € Cy([0, 1], C*(Q)) tel que

V = curl(Y).
En utilisant encore leasultat du tkoreme 3.6.5 on peut approchgrpar
Y. € Go([0,1], C¥(92,R?)),
et donc approchér parV. € Cy([0, 1], C¥(2,R3)). On est alors raménau para-
graphe pecedent. Notons que I'on aura alors
¢"=(0,-, fo) — ¢V (0,-, fo) dans C'([0,1],C*(S* Q)).

On conclut comme dan$]]. Ainsi le theoeme 3.6.5 est vrai quang et X
sont seulement'™.

3.6.4. La nethode du retour. Lorsque, dans la condition initiale (3.2), on
prenduy, = 0, le theoreme 3.6.8 donne la collabilité lagrangienne approeb.
Lorsqueu, # 0, contrairement ce qui se passe en dimensigria solution de
(3.1a) (3.1b) et

(3.48) u.n = 0 surof

peut exploser en temps fini. Pour pallier cette diffiepdtn peut envisager d’utiliser
la méthode du retour : pendant un tenpss], ou 6 > 0 est destid a étre petit,
Si u( est assez petit on ne cobie pas,.e. sur(0,0) x I' on prendu.n = 0, la
solution de (3.1a) (3.1b) (3.48) n'explose pas [6ub], et pendant le temps, 1],
on utilise la solution donge par le tboeme 3.6.8, faisant passer ggay, ac
pres.
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Plus pécigment, on s’inspire de I'article d’O. Glas4] ou, on construit une
solution de (3.1) et (3.3) avec, en filigrane, la conditiorb)3ntroduite par A.V.
Kazhikov dans 7] dans lequel une &thode iérative similairea la suivante est
decrite.

On choisity, : R — R de classe”> valant1 au voisinage d@ eta support
dans[—4, 9].

Notons(7, p) la solution donie par le ttoeme 3.6.5, on &finit pourp > 0
destire a étre petit, etx € (0, 1),

Xp = {u € CO([Oa 1]7 C27a(§; B3)7 le( ) - 0 Hu - yHCO ([0,1]x9) <p,
u(t,z).n = p(t)ug(x).n(z) +7y.nsurl0, 1] x 00}
On prendR > 0 tel queQ2 C B(0, R) et on prend, pouk € (0, 3)
w: CWA=IQ B3 — (B0, R), R?)
un operateur continu d’extensiénOn a donc

m(w)jo = u.
Pouru € X, on pose
u=1y+7m(u—7).

Notons que I'on a proloryy en une fonctionC'™ a support inclus dans
B(0, R), par exemple on peut prendréy).

Pouréviter d’alourdir les notations, on confondra dans la siigen (7).

Pouru € X, on definitw par
(3.49) w(.,0) = curl(w(up)) dansB(0, R),

Ow

(3.50) Fri (0.V)w = (w.V)u — div(u)w dans(0, 1) x B(0, R).

Notons que (3.50) implique que est cfini le long des caraetistiques der, et
qgue, compte tenu des hypeses sur le support deet derw le syseme (3.49)
(3.50) admet une solution unique

w e C([0,1],CM(B(0, R), R%)).
Grace au lemme 3.1 de l'articld9] d'O. Glass, compte-tenu du fait que
div(u) = 0 dansB(0, R),
et compte-tenu de (3.49), il existe
v e C([0,1],C*4B(0, R),R?))
tel que
w(t) = curl(v(t)).

9Un tel opérateur est construit dans l'artickf] de R.S. Hamilton.
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Gracea cela, il y a existence dec C([0, 1], C?%(Q2, R?) tel que

(3.51) curl(v) = w dansf0, 1] x €,
(3.52) div(v) = 0 dans[0, 1] x €,
(3.53) v.n = u(t)ug.n +7y.nsur[0, 1] x Q.

Comme dans l'article d’O. Glas4 9] (voir également les appendices du livre
de R. Temam9g5], ou M. Dauge & al ff]]), on consi@&reX, ..., X, des surfaces
telles que \ U;_,X; est simplement connexe.

Pour une fonction) € H'(Q\ U ,3;), on peut @finir la trace dey sur
chaqueX; en fonction de la composante connexeftg U;_,%; : la fonction
peutéventuellement avoir un saut, en traversant chaguque I'on note|;.

On résout, pour tout = 1, ..., s, dans(2 \ >;,

g € H'(Q\ Uiz12),
Ag; =0 dans Q\ 3,

% =0 sur 09,
(3.54) qi]i = 1,
lg:]; =0 pourj # i,
dqi
[8n]i =0,
et on ckfinit
Qi = Vg;.

On montre alors la prog#te suivante SiY € C>(Q, R?) satisfait
curl(Y) =0 dans €,

Il existe deseels
aq, ..., 0
tels que
Y =) Qi € V(C®(Q,R)).
1=1

On céfinit alorsv € C([0, 1], C**(2, R?)) par (p est donie par (3.51)—(3.53))

(3.55) vi=1b+ zs: Ai(1)Q;
i—1
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ou \;(t) est choisi pour que

LU(O).Qidx:LuO.Qidx

ov  _
/Q(E-l—u/\w).Qidx—O

ce qui est toujours possible, car la matrice

(/Q Qi-@jdx)z':L..s,j:L..s

est inversible. En effet, la condition (3.54) montre queftgtions((););<;< for-
ment une famille libre et donc la matriqﬁfQ Qi.Q;dx)i=1. s j-1.s €St UNe matrice
de Gram-Schmidt inversible.

On a donc construif partir d’'unélement

u € C([0,1], C**(Q, R?)),
I’ element
v € C([0, 1], C**(Q,R?))
défini par (3.55). On pose alors
F(u) :==v.
La méme néthode que celle emplég par O. Glass dand9], permet de mon-

trer le

THEOREME 3.6.12. F pos®de un point fixe dan¥, pourvu quev soit assez
petit et que |uo|| 2. ) SOit assez petit,

essentiellement §ce au

LEMME 3.6.13 (Moir C. Bardos & U. Frischg]). Soitu, v et g trois fonctions

de classeV([0, 1], C1%(B(0, R), R?)) telles que

ou
a5 + (v.V)u =g, V-1 (0.1)%0B0R) = O

alors on a'®

d

ou
dt—JUHO,a(t) < Hal\o,a(t) < 19ll0.a(t) + a||Vv]|oa(t)]|u]]oa(t), Vt € [0,1].

Pour faire la preuve annoee, comme dans l'article d’O. Glastd], on dispose
des deux propositions suivantes :
10_d

g désigne la dérivée supérieure.
X
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PROPOSITION3.6.14.Pour toutR > 0 il existep, et p; tels que si
[luoll1a0 < 1

alors pour toutp < py ettoutu € X, N B(R) onal'(u) € X, ol Br désigne la
boule de centr@ et rayonR dansC?([0, 1], C1*(Q, R?).

et
PROPOSITION3.6.15.1l existep, > 0 tel que si

ol czo@rsy < P2,
la suite cefinie par

u'(t, x) = p(t)uo(x) + (1, )
um+1 — F(um>
est borree, uniquement en fonction Beet p,, dansC?([0, 1], C**(Q, R?)).

Prouvons la proposition 3.6.14. On se contentdie la preuve dans le cas
simplement connexe. Pour le cas multi-connexe voir I'ErtitO. Glass 49]. No-
tons) = B(0, R). Grace au lemme 3.6.13 et (3.48), nous avons

d
el o < @+ )l 05 Olwlly 0

Ainsi, grace au lemme de Gronwall, nous obtenons
(3.56) 1wllg00(t) < Hlwllg 0,6(0) exp((2 + a)tfful] ,,
Il s’ensuit que

[lwllo.c.0(t) < Clluolly o0 exp(2 + )] o4 010G

et donc, par la@gularié elliptique dans (3.53), et la contin@itle I'ogerateurr,
on obtient :

([0,1],C1 (@2 )))

1E(u(t) =yl cre@m < ClllullLao)lluollag;

d’ou le résultat de la proposition 3.6.14.

Laissons la preuve de la proposition 3.6.15 quiémsilement une redite des
resultats d’O. GlassAR)] et indiquons I'existence d’un point fix@ ' en suivant
I'article de C. Bardos & U. Frischg].

A chaqueu™ élement de la suite, on associ&*!, solution de (3.49) et (3.50)
avecu™ a la placeu.

Ona

W + (@ V) (WP —wf) = (@ — ).V ) + (WP — ™). V)a"

(3.57) (W™ V)@ — a™) — div(@™)(w? — w™) — (div(@™) — div (i)™
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Ainsi grace au lemme 3.6.13 at'opérateurr, on a

o(wP — W™ I .
H%Ho,a,ﬁ(ﬂ < C([[a” = u" o) + [l —w™l; ,5(),

qui donne gace,a (3.53),

= lpa(®) < CUl"™" = 0™ Hoan(t) + llw” — ™|l 5(6)-
Grace encore au lemme 3.6.13, nous obtenons en posant,
gm,p(t) = pr _ WmHo,a,ﬁ(t),

(w—w)

0"() < CGNH(D) + 6"

Par le lemme de Gronwall, on obtient

t
gm’p(t) < C/ BCtlgm—l,p—l(tl)dtl
0

qui se propage pour donner finalement, pour une constante0, en

gm+k,p+k(t) < Cli& max gm,p(s)
o k! sefo,1]

Ceci prouve que la suite.”?) est de Cauchy dans
C([0, 1], CO(, R3)).
Comme sa convergence implique la convergence:tt¢ dans

C([0,1], (%)),
vers un point fixe d¢” dansX,, on obtient finalement une solution déduation
(3.1a) (3.1b) (3.1¢).
Notonsy, le point fixe troue.
Soitz € vy. Posonse(t) := ¢7(0,T,z) et z(t) := ¢%(0,T,x), etw(t) :=
x(t) — z(t).
On a alors
2(t) =7yt x(t) — y,(t, 2(t)) =
y(t, x(t)) = yp(t, x(1) + (L, 2(1)) — yp(t, 2(1)),
puis
(3.58) ()] < p+ RI2(1)],
et donc, le lemme de Gronwall, appliga (3.58), implique que gi est assez petit

1|6%(0, T, 70) — ¢#7(0, T, 70)||~ I'ESt AUSSI.
On a donc prou& le sultat suivant :
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THEOREME 3.6.16.Soity, etv; I'image deS? par deux plongement et f;
de class&”, contractiles dans un ouverégulier connex&, tels quey, N~y = 0.
SoitT > 0 ete > 0, et soit

Uy € 02,04(5’ R3)

Si |[uo||c2a@rs) €St suffisamment petite, alors il existe une solufiorp) de
(3.1a}{3.1c) (3.2) (voir page 29) telle que

Hgbu(oaTa 70) o ’ylHoo < €.

REMARQUE 3.6.17. Lorsque|ug||c-.. ) N'est pas petite, on prede comme
suit :
pour toute(u, p) solution de (3.1a), alors pour toNt> 0, 'application

(t,x) — (Au(Mt, x), N2 p(\t, 7))

en est une aussi. B
Choisissond” = 1, ¢ > 0 dans le teoeme pecedent, etyy € C**(9Q).
On choisith pour qué|Aug|| 2. () Satisfasse les hypatkes du teoreme 3.6.16.

: : , , 1 ¢t
Soit (u, p) la solution donée par ce@sultat; alorgt, ) — —u(—, z) est solu-

A A
tion de (3.1a) (3.1b) (3.1c) et (3.2) (voir page 29).
On obtient alors :

THEOREME 3.6.18.Pour toutuy € C?%(Q) ete > 0, il existeT > 0 (T = 1/\
avec les notations ci-dessus)(et p) solution de(3.1a}(3.1c)et (3.2) (voir page
29), tels que

Hgbu(oaTa 70) o ’ylHoo <e.

REMARQUE 3.6.19. Il n'est pas clair que I'on puisse ramenea 0 tout en
respectant I'objectif du coriite lagrangien, @me pouru, petit. Il s’ensuit que
I'on n’a pas pu prouver la coritabilité lagrangienne approeh de (3.1) en temps
T arbitraire, en adaptant lagthode correspondante dans l'article d’O. Gla}.|
Notons que nous n’avons pas su prouver, non plus, uggeltat, en dimension 2.
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3.7. Vers la simulation

Cette section est cons@era des travaux en cours avec O. Kavian et O. Glass,
qui permettent des simulations nariques —pour l'instant imparfaite —de la
contlabilité lagrangienne.

La pierre angulaire degsultats des deux partiespedentes, est I'observation
que, la trajectoire d’une courbe n’est pas dempar la vitesse de chaque point la
constituant, mais de la vitesse normale de chacun de ses poin

Il ressort le tlkoeme suivant qui est proévde deux facons défentes (en
dimension 2, par la variable complexe et en dimension 3 pgulvalent du tb-
oreme de Runge (th. 3.6.9)).

Pour I'énoncer, nous introduisons quelques notations.

ConsiceronsS) un ouvert borg deR” dont la frontere est lipschitzienne. Soit
" une partie ferrae dedf? d’intérieur non vide. On &finit

H V2T = {ve HY?0Q), telquev =0 dans D'(9Q\ ),
(3.59) ettel quev, 1) y-1/2(90),m12(00) = 0}
Bien dir, lorsquel® une composante connexe @@, on a

H, Y1) i= {v e H'2(0Q), tel quelv, 1) 120y g2y = 0}

On noterav la normale exé@rieurea -y, une courbe irérieurea I'ouvert sur lequel
on travaille etn la normale exé@rieurea (2.

THEOREME 3.7.1. Soit Q un ouvert borg lipschitzien de&R”, et soitI’ une
partie fernmee deo(?, d’intérieur non vide (dangf). On consi@re~ une hyper-
surface de Jordalt de classe>>, incluse dans, et que I'on suppose contractile
dans{2. Soit

(3.60) U H VAT — H V()
Vv = @
6V|’y
ou ¢ est solution de
(3.61a) A¢ = 0 dansf,
(3.61Db) % =wvsurl,
(3.61c¢) / ¢pdxr = 0.

Alors ¥ a une image dense.

11c’est a dire définissant un intérieur et un extérieur.
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Dans la suite un indice: sur les espaces de fonctions coestd indique que
ces fonctions ont une moyenne nulle.

REMARQUE 3.7.2. L'espacéd /2 ne posade pas de pro@iésélementaires
de localisation ou d’extension (voir J.L. Lions & E. Magerj&$§]). Pour cette
raison, il est utile d’introduire I'espace (3.59). Lorsdquest une composante con-
nexe de)$), l'espaceH,,'/*(T") est le dual des fonctions dé. *(T) constite des
fonctions de/'/?(I") de moyenne nulle sut, comme il est facile de le voir.

On peut donner une autre preuve dédieme 3.7.1 en dimensidhet 3, en
utilisant des arguments comme ceux pragmpar A. Calderon dand9. Pour
étre pecis, nous n'avongcrit les preuves, en utilisant cetteethode, que dans
des gonetries particukres.

Nous pésentons ici une preuvecrite avec O. Kavian, ainsi qu’une variante
propoge par J.P. Puel, similaigecelle utilige par A. Osses & J.P. Pué/).

Pour prouver le thoeme 3.7.1 on peut se ramener au cag'@st une com-
posante connexe d#&). Pour cela, on utilise un @ethode d’extensionétrite sur
la figure 3.7.11.

Fic. 3.7.11: Extension d@

SoitT" une surface egrieurea (), qui rencontrd’ transversalement.
Soit, egalement]” une surface de Jordan incluse dans le domainegyoan®
etI". Notonsegalemenf) le domainettendu.
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Si I'on sait cemontrer le teoreme 3.7.1 avet a la place d&", et( a la place
de (2, alors la @&rivee normale sul’ de ¢ qui satisfait (3.61a) (3.61b), est bien
définie et appartiers Hnﬁl/Q(F).

Nous supposerons donc gliest une composante connexedie

Nous consiérons donc une situation et utilisons des notations cordeania
figure 3.7.12 :

Qy := int(v),

Q= Q\ int(y).
Pouréviter les confusions on notg; la normale exé@rieure unitair& (2, et
Vig i= —191.

Notons que, d’agrs la remarque 3.7.2H.%(7)) = Hy'/*(v) puisquey est le

FIG. 3.7.12: Situation utilisée pour prouver le théorenie .

bord def),.
Prenonsf € H,/*(v) et soitf, solution de

0y € Hl(QQ),
(3.62a) Abfy = 0 dans(),,
(3.62b) 0y = f sury.

On consi@reégalement définie par (3.61a), (3.61b).
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Nous avons alors, par deségfrations par parties, en multipliant (3.61a) gar
et (3.62a) pan,

/ V¢.V82dac
8V12
0
(3.63) / ¢@da
Ovg
Soit#; la fonction cfinie par*?
91 - Hl(Ql),
(3.64a) A6, = 0 dans(?q,
901 06
(3.64b) 8712 = e sur-,
(3.64c¢) % = 0 surofl,
on
(3.64d) /Ql(a)da = 0.
Y
En multipliant (3.64a) pay et (3.61a) pa#;, on obtient
@fda = Vo.Voidx
~ Ovpa o
_ O O
= / 81 8ndO’ 91 aV12d0'
Ainsi I'on obtient
09

(3.65)

—(f — Ql)da—/vﬁlda,
r

carv € H,,"/A(T).
Montrons que I'applicatiom\ définie par

AHP(y) — H)P(y)
f = f_elh/

est bijective. Noter que le choix de I'espace d’a@gwest possible gcea (3.64d).
Vérifions d'abord qué\ est injective. En effet sf — 6, |, est nulle, la fonction

6 définie par
o_ 0 sur
16y sur Qs

est, gacea (3.62b), dand7'(02), et, ghcea (3.64b), (3.64a) et (3.62a), har-
monique dans).

12 choix de la normalisation (3.64d) apparaitra dans lesui
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La relation (3.64c) implique alors gukeest constante daris. Par (3.64d), on
en ceduit qued, et doncf, est nulle, et donc, qué est injective.

Prouvons que\ est surjective. Pour ce faire, nous allons montrer que liapp
cation

(3.66) f 0y,

est fortement coercive, ce qui,age au tkoeme de G. Stampacchia (voir H.
Brézis [L3] theoeme V.6), montrera qua est surjective (et en fait aussi injec-
tive, ce que I'on sait éja).

On commence par exprimaren fonction de deux @yateurs de type Poin@ar
Neumann et Neumann-Poinéasur les ouvert; et(,.

Pour cela, on éfinit deux ograteurs\; et A, comme suit :

Soit A; 'opérateur dona par

(3.67a) H,2(y) = Hyl*(7)
(3.67b) v— A (v) = &),
ou
(3.67¢) & € HY (),
(3.67d) A& =0 dans Qq,
(3.67e) 575112 =v Ssur -,
(3.671) % =0 sur 99
(3.670) / £(0)do = 0.
Y
On cefinit 'opérateurA, de la mangre suivante :
(3.682) Hy(v) v Hy, V2 ()
(3.680) 6= 2a(0) = (2,
ou
(3.68c) & € H' (),
(3.68d) A& =0 dans o,
(3.68e) o =¢ sSur .
Grace aux oprateurs\; et Ay, nous pouvonsgcrire,
A=T+ A oA,

Définissons sufl,,"/*(v) et Hy/*(+) les normes suivantes :
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Pourv € H,,""*(v), on pose
| —1j2.m = [IVE&]|L20),
et pourg € H,/*(7), on pose

D11 /2.m = [|[V&2|1200,)-

Nous allons montrer que- |_;/2,, €t| - |;,2,, SOnt des normesquivalentes
aux normes usuelles sif'/?(y) et H~1/2(v), notes respectivemefit- ||, et
| - |11 /2, celles-cietant respectivement restreintesl,,/* () et Hy,'/*(7).

Dans les arguments suivantsetC’ désignent diverses constantes ependant
gue de la gonetrie des ouverts cones.

Soit, poury € Hy/*(v) yu la solution de

(3.69a) p € HY Q)
(3.69b) Ay =0 dans
(3.69¢) [y =@ Sur -~y
(3.69d) =0 sur Of.

Rappelons d’abord que
oll1y2 ~ Gl 1)

ou (; est ckfini par

G € H' (),

—AG+¢G =0 dans Q,
(3.70) ¢ =0 sur 09,

= Ssur 7.
Or, par lI'inégalie de Poincar-Friedrich (voire.g.R. Adams []) et par (3.70)

¢ ) < ClIVE 120,

Nous pouvons alors eréduire, en multipliant (3.69b) par et (3.67d) par;
que, pourn € Hy,'*(v) et&; donrée par (3.67)

Vil
HUH—1/2 < C( sup ( ))valHLQ(Ql) < C\U\—1/2,m,
vermfony 1elhy2

par continuié de I'applicationp — 1y
Nous obtenonggalement

Va2 < Nilhpllvll-12 < Cllvl124 0.
par continuié de I'applicatiorv — &;.
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Procedons de réme poul - |, /5,,,. Considéronsu € H,,"*(~). Définissongus
par

M2 € H1(92)7

Aps, =0 dans o,
0

HTILZ:U sur vy

/ug(a)do — 0.

Y

On a alors poup € H/*(v)

f7 vodo
|\%0H1/2 = sup W
vGH,Zl/Q('y),v#O —1/2,m
Jo. Vs Vada
< sup = < Cloli2m

veHp?(7), v#40 [vll=1/2.m
par continuié dev — ps.
Réciproguement, en multipliant (3.68d) garet en ineégrant suf2,, on obtient
2l /2.m < Cllel]1y2-

Ainsi nous avons bien lesquivalences des normes annees.

Prenons maintenant € H%Q(y). On note(:|-); 2, l€ produit scalaire assdi
alanorme - |, /s,,, €t(-|-)_1/2, le produit scalaire assdea la norme - |_; /5 .
On aalors, poup; € Hy/*(v), i = 1,2,

(@1l o2)1 /2 = / Veo(i01)Ven(ipa)da,

ou & (ip;) est don@ par la solution de (3.68) en prenant= ¢; dans (3.68e),
ainsi qu’'une formule similaire pouf|-)_; »,,,. Nous avons par construction
(Aplp)ijam = (@lo)1y2m + (MA2olo)1/2.m
= (ple)1j2m + <A1A290‘A2@>H—1/2(7),H1/2(7)
= {plo)1/2m + (M2l A2p) _1/2.m,

ce qui prouve la positivi¢ deA. Notons que ce calcul montre quejsy = 0, alors
e =0.

Nous avons donc morerqueA est inversible. Remarquons, au passage, que
nous avonggalement prow que (3.66) est un @pateur positif au sensio

Vf € H* (7). (Oaplf)ijom 2 0.
Rappelons qué, est cefini par (3.64).
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Reprenons

(3.65) /%(f — 01)do = /Fvﬁlda,
v

81/12

ouf € H,%/Q(y) et #; est cefini par (3.64). Nous noterorts( f) la solution de
(3.64) lorsqué,, veérifie (3.62)

L'identité (3.65) sécrit, compte-tenu de I'inversibigtde A, en notantF' :=
f—0i(f)

(3.71) 99 i - / v0 (A (F))do.
r

y 8V12

La relation (3.71) permet d’identifier 'adjoint* de ¥ ou ¥ est don@é par
(3.60).

Nous allons pouvoim 'aide du tleoeme de Hahn-Banach, eddlire la den-
site de l'image deV.

Supposons l'existence d’'uf’ € H,%/Q(y) tel que le membre de gauche de
(3.71) soit nul pour tout € H,,"*(I").

Nous avons aloré, (A~1(F)) = 0 surl". Compte tenu de (3.64c) et du principe
de continuation unique pour le laplacien (voir Lotshander $7] Thm. 8.6.5),
nous en éduisons que

0 (A"H(F)) =0 dans ,

ce qui, compte tenu de (3.62) condaif\ "' (F) = 0 = F, et finit de prouver le
théoeme 3.7.1.

REMARQUE 3.7.3. La preuve du #oreme 3.7.1 permet d’'identifier I'adjoint
de ¥. Une fois cet adjoint étermire, le tlreoeme 3.7.1 permet deesoudre le
probleme suivant :

EtantdongV € H,,'*(v), ete > 0, determiner. tel que
B.72) el ey = W0l o2 s AV (0) = V][ < <

En effet d’apes le tleoeme de |. Ekeland & R. Temam (voiB§]), voyons que
I'on peut trouver. en calculant

min 1T’
Hyl?(7)

oll, poury € Hi*(v), on cEfinit

1
T(p) = ZH‘IJ*(SO)HZ#N(F) + 5”@”]{%2(7) —(V 90>H;1/2(7),H71n/2(v)'
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Soit ¢. tel queT'(¢.) = minHl/g(v) T, on aalors
(3.73) v: = U (o).

Si I'on poursuit un objectif de simulation nuarique de la conélabilité la-
grangienne, on devra, le long du mouvement des particuldiides, esoudre
(3.72), ~ variant au cours du temps. La&pendance de., par rapporta v et
V', doit alorsétre étudiee. Or, le calcul del* semble mal commode (rappelons
que U*(f) = 0 (A"Y(f))). Gracea une remarque de Jean-Pierre Puel, on peut
determinery* d’'une autre facon, qui est@senge ci-apes.

Reprenons partir de (3.63). Notons, la solution de

Y € Hl(Q),
/ 19161:6 = O,
Q
(3.74) Vue H(Q), | V)hVuder = | —udo.
Q aV12

L'existence de},; decoule bien 8r du fait quef g—eda = 0.
V12

Par abus de notation, nous noter%éév, la distribution @finie par
V12

¢ € D(Q) /%gbda

81/12

Ici &, est I'element deD’(2) définie par
Vo € D(2), (d4, ) /¢
On a clairement, en prenant dans (3.74% D(2),

(3.75) —AY = e —0, dansD’'(92).
8V12
De plus, la formulation variationnelle (3.74) , et le faiteddu € H(div, ') pour
tout ouvert)’ d’adhérence incluse darng\ ~, impliquent, en prenant € H'(Q)
nulle sur un voisinage de, que lI'on a
o

(3.76) —— =0 surofl.
on
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Reportant (3.74) dans (3.63) on obtient

09
s —fdo = / VoV
(3.77) /8V12fda = /ﬁlvda.

On a donc identié I'adjoint deV :
U HYP(y) - HYAT)

(3.78) f— =)
Si
0¢
aVufda =0

pour tout choix de, d'apres (3.77) on d7,);r = 0. Finalement par le #oeme
de continuation unique pour le laplacien (voir Lothander $7]) on conclut que
Y1 = 0 dansf.
Il suit compte tenu de (3.64b) que
004
D 0 sur~,
donc qué&), est constante et donc nulle, dofitest.

On a donc prou&,a nouveau, le thoeme 3.7.1.

Sans rentrer dans letgils, au vu de (3.78), (3.62), (3.75) et (3.76), et en
utilisant les esultats de @pendance des solutiongduations elliptiques par rap-
port au domaine, do@s dans I'ouvrage de D. Gilbarg et N.uflinger 7], on
voit que la @pendance de. donre par (3.73) par rappoét~ et f découle plus
naturellement de la formulation de* par (3.78).

Remarqguons que, par analyteideg loin de s, il est clair quel a une image

strictement incluse dané,,"/*(+).

3.7.1. Densié dans des espaces pluseguliers. Les éléements de I'espace
anbl/Q(y) ont une faible egularig, on peut donc se poser la question de la den-
sité de I'image del dans des espaces de fonctions pkgutieres, d’autant que,
comme on I'a vu au paragraphegoedent,o, la solution de (3.61) est analytique
dansQ. Il s’ensuit que siy est “seulement” de classgé®, ¥(v) sera, pour tout
v e HY*(T), de class&* 1.

Reprenons laéfinition dev*.

Pourf € H@”Q(y), on peut donner un sens, par l&tmode de transpositioa,

5 solution de (3.62a), (3.62b).

Rappelons bavement de quelle fagon :
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Pourv € L?(Q5), on résout

W e H' (Q),
(3.79) AW = v dans(,,
(3.80) W = 0 surv.
On a alors formellement (rappelons quesst cefini par (3.62), page 73)
(3.81) / whydr = a—V[/fda.
0y v Ovyy

Or, sivy est une surface de clas§é&® —ce que I'on supposeadormais—, on a
W e H2(Qg) N H&(Qg)

Il s’ensuit que

oW
—— e H'/?
L (7);

et donc, le second membre de (3.81) a un sens.
On consiere alors I'application

v e L*(Q) — /a—Wfdg,
.,

8u21
ou W est cefinie par (3.79), (3.80).
C'est une forme ligaire continue Sut?((2,), et, par congquent, il existe un
uniqueds € L*(£2;) tel que
Yu e / vOydz = a—I/Vfala.
0y

7y 8V21

En prenantV € D(2,) et en en éfinissantw := AW, on \erifie sans peine
queds, est harmonique, et que lorsqgies H,./*(+) on ads = 6.

Par ailleurs st € Hy/*(v), soitfs(y) la solution correspondante de (3.62a),
(3.62b) aveq: a la place def. On a alorg)y () € H?(€2,), il s’ensuit que I'appli-

cation .y
- 2(1) fdo
v 8V21
est une forme ligaire continue et donc que I'on peut donner un sens
062(f)
8V21

dansHﬂ}?’/Q(y). Rappelons que I'application iaire continue surjective
H' () — H'*(y),
U Uy,

envoie H%(),) sur H%/?(). Le dual de ce dernier e&f—3/2(~).
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Par la néthode des transpositions, on pegalement&soudre (3.74) avec
00
=72 c

H*2(y)n H, (7).
Ovia

, ow

Pour cela, prenons e L2 () on résout—AW = v dansQ aveca— =0 sur
V21

Y

Par inegrations formelles par parties, on a

(3.82) /wﬁldx = /%Wda
Q 787/12

Or, par egularié devy, on a
W e H*(Q) — H*?(y).
Il s’ensuit que le membre de droite de (3.82¥idit une forme ligaire continue
sur L2 (Q), et, par consguent, qu’il existe un uniqué; € L2 (Q) tel que
~ 0
(3.83) Yo € L2 (), / oz = [ 22w 40
Q ~ 87/12
En prenant encore une fois dais € D(Q) etv = — AW on voit que?®
~ 00,
— AV = —=6, dansD'(Q).
1 81/12 v ( )

En consi@rant, cette foisl)’ € D(RY \ Q) et de drivee normale nulle sur
012 (une telle fonction s’obtient en iagrant localement le flot de la normale et en
deplagant une fonction lisse&fini surds2 le long de ce flot, puis en multipliant par

une fonction deD(RY) valant1 pres deds?), on obtient que%ﬁ = 0 surD'(012).
n

Il s’ensuit qued; estC™ surf) \ Q..
Poura € H,'/*(7), on esout

Uec H(Q)

AU =0 dans (2
a—U:a sur o).
on

Soit alorsP € D(RY), a support dans un voisinage d@ et valantl surof2.

On a alors
~ JPU

0:/{9“A73de+/19 .
Ql( ) aﬂlan

Il s’ensuit que{9v1|ag dépend degﬁ, contiriment dang?'/2(99).
V12

13Noter quelV € D(Q2) etv = —AW implique quev € L2, (Q).
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Ainsi on voit que I'on peut exprimer le prodrne de la dengtde I'image de
U H,HT) = HylP ()
en terme d'adjoint et on a bien
Ut HL VP () — HyA(T).

L’argument qui nous a permis de concléréa densi dans le cas prédent fonc-
tionne encore ici.
En reprenant le @me type de raisonnement, on peétrtbntrer la densétdans

HETY2(+), pour toutk € N.

3.7.2. Applicationsa la simulation de la contrdlabilit € lagrangienne. Sup-
posons que I'on veuille&placery, le long d’une trajectoire dor@e par un champ
de vecteurX, a l'aide d’une solution de (3.1a) (3.1b) , on peut utilisee wolu-
tion potentielle et lesésultats de 3.5 et 3.6. On va donc chercher une fonétion
harmonique suf? telle que

IA(VO.n/r) — Xon|| < e,

ou || - || est une norme a@djuate et > 0.

Dans p1], cette construction repose sur leetteme de Runge, concernant
I'approximation des fonctions holomorphes par des frasti@tionnelles (voir le
chapitrea ce sujet dans le livre de W. Rudi@(), et 'approximation de courbes
de Jordan de clasg&® par des courbes analytiquesdiles). Lorsque la courbe est
simplement de classé>, on peut se passer de cette construction pour prescrire la
vitesse normale, et, par exemple, utiliser soit Esuttats de la sectiongedente,
soit, en dimensiog, le theoeme de Mergelyan (vo&galement le dernier chapitre
du livre de W. Rudin 9Q]) sur I'approximation des fonctions holomorphes sur un
ouvert jusgqu’au bord de cet ouvert.

Néeanmoins I'approximation qui est doam par ce thoeme,a moins de tra-
vailler sur un ouvert dont le bord est une courbe analytigyplosera hors de cet
ouvert, et ce de plus en plusgsrde I'ouvert, quand on requiert une approximation
la meilleure possible. Cela signifie sans doute que deshitisés vont appaiitre
dans une simulation du cobte lagrangien.

Pour tenter cBviter au maximum ces instab@g on va consiter le cas d'une
courbe de classe* et le cas d’'un cham@ constant en espaca ¢haque instant).

Prenons une telle courbe On prendy une courbe de clasg&™ telle que

v Cint(y).
On se donne > 0
On cherches € H,,"*(I) tel que

|‘¢(U> T XnHH%l/Q(ﬁ) <e.
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Un tel v existe bien &r.

Or commeX est constant (en espace) on péatire X = V& ou & veérifie
AP = 0 et [, P(x)dz = 0, il S’ensuit que sip est la solution de (3.61a) (3.61b)
(3.61c)ona

¢ = @ll o) < Cle, k)
pour toutk € N, ou C'(e, k) — 0 avece maisC'(e, k) — oo quandy — +.
Malgré ces pecautions, les simulations faites laissent apjp@rales insta-
bilités.
3.7.3. Implementation. On se donneX vecteur constant. On cherchg €
H;Ll/Q(F) de norme minimale tel que

H\I’(hX) — X'nHH—l/Q('y) < €.

Notonsgy,, la solution de (3.61) avec= hy.

Cehy étant dong, on translate la courbede 7V ¢, pour un pas de temps
donre et on eitere.

Comme on I'a dit plus haut, cela ne fonctionne pas toien. Pouragulariser
le processus, on rempla8&y;,, en chaque point de par sa moyenne sugr, et on
consicere le @placement d’'une partie interne de la courbe, au vu des gresr
précedentes sur la preuve. Le mouvement obtenu est alors un pkeume
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reovaue

A

Z
)
%

ANASA

(a) Position initiale,itération 1~ (b) contrdle sur le segment du bas (ité. 15).

(d) Position finale, ité. 131

(c) déplacement vers le nord-ouest, ité. 30
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Une digression sur lequation de Boltzmann

Ce chapitre ne concerne pas la céfdbilite. Nous pesentons bévement un
travail en commun avec S. Mischler et A. Vasseur, concerlaadiscgétisation
compkte de lequation de Boltzmanr6].

4.1. Le mockle
On consiere sur0, +o00) x RY x RY I'équation
0
(@.1) o v = QU ),
(42) f(OrCE:U) - fin(LU,U>-

Le terme de gauche detljuation (4.1) correspora un transport de la doée
initiale, tandis que le terme de droite correspansh ogerateur de collision.
Plus pecigement (voire.g.L. Tartar [94]) on peutécrire

Q(f?f):Q+(f7f)_Q_(f7f)a

ou

(4.3) Q (f, [)(x,v,t) = /R3 . k(v,w,a)f(z,v,t)f(z,w,t)dwde,

et

(4.4) QF (f, /ilz,v,t) ::/ k(v,w,a)f(z, v t)f(z,w' t)dwda,
R3xS?

avecy’ = v+ (w — v|a)pva etw’ = w — (w — v|a)rya. ICi k désigne un noyau,
qui, par des consg&fations de sygtries, est de la forme

k(v,w,a) = K(jv—wl,0),

pour une certaine fonctiof, sachant qué(w — v)|a)ry = |w — v| cos(h).
Notons que(f, f) = A x f, on supposera que

0<A(z) < Q
2|7
avecC > O ety e (=N, 1].
Nous n’entrerons pas dans lestails mais le cas des sptes dures ou de la
condition de “cut-off” dite de Grad (voir encore L. Tartéd4]) satisfont cette
hypothese.
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4.2. Discretisation

Plusieurs str&gies sont envisageables pour la disisation de (4.1).

Divers travaux on€te consad@sa ce sujet, combinant desétihodes com-
portant des formules de Trotter (voir L. Desvillettes et Ssdiler B3]), et des
discretisations en vitesse (voir e.g. S. Mischléé]).

Nous avons prop@sun scléma, pour lequel les @thodes de renormalisa-
tion de R. Diperna & P.L. Lions, qui sont pourtant valablessiées néthodes
dites de “splitting” de L. Desvillettes & S. Mischler proges dans33], et de
discretisations en vitesseedrites par S. Mischler dang€], ne s’appliquent pas
ici, car nous perdons des bornes d’entropie, et la éisation temps-espace leur
est mal adajate.

Notre algorithme est foresur la remarque suivante : lorsque I'on prend une
fonction dite maxwellienne

M (v) := exp(a|v]* + b.v + ¢)
définie poura € R, b € RY etc € R, on a,
(4.5) QN (M, M) =Q (M, M).
of

Il s’ensuit que si I'on transportd/(v) par la partie—t +0v.V,f de (4.1), on a

encore une maxwellienne, qui satisfait d@galement (4.5).
Préci£ment nous @montrons

THEOREME 4.2.1.0n suppose qué, satisfait
0 < fin < M" = C%,
avec
&(z,v) = exp(—alz|* — Blv]*)
oua > 0ets >0, etque,
(1) soity € (—N, 0],

(2) soity € (—N + 1, 0], Cy assez petit (en fonction deet3) v € (0, 1], eta
assez grand (en fonction d¢ et j3).

Il existe alorsT*(M"), il existe des nombres positifs; ,,, A,y Rany Rons Th
vérifiant
A(1?,30),11 - 07 R(m,v),n — 100, Tn - T*7

et, dans le ca$2), on peut prendrd™ = +o0, tels que la suité f,,) définie par

fult,x,v) ka (x —v(t — Apn),v)x X[kA¢ (k+1)Atn)(t)X[0,Tn](t)
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ou lI'on a po® :

(46) fg = (Pnfin)XBpwm (U>XBRI7H/4(x)
(4.7) FE @+ Ay, v) = fi(2,0)

(48) f7]§+2/3 — Pnff—i_l/g

(49) fk—i-l - fk+2/3 _ QR (fk+2/3 fk+2/3)
verifie

sup sup || fo€ |1 < 400
n 0,77
De plus, quittea extraire une sous-suitéf,,) converge faiblement vers une solu-
tion f de(4.1).
Le méme esultat est valable si I'on remplace le passagefti@ f%! (donré par
(4.6)H4.9)avec

(£ = Palf2) + DeaQr,., (Pulf), Pu( ).
I'opération# étant don@ par

f#(x,v) = f(z — Ay, 0).

Remarque : on a netP, 'opérateur de projection sur les fonctions constantes
(enz) sur chacune des cellules d’une X en cubes dedté A, ,,, toute fonction
étant alors rempla@® sur chaque cellule par sa moyenne sur celle-ci. Parrailleu
Qr,,, estun ograteur de Boltzmann de noyaly, , satisfait

4.3. La preuve

Pour cemontrer le teoreme 4.2.1, nous construisons une sursolution éiscr
correspondant au sema doni dans ce tboreme suivanégalement que I'on con-
sidere le cas des potentiels mous< 0, ou des potentiels durs > 0. Cetteétape
est motiee par la notion de solution de (4.1) dans ce<diihts cas.

Ceci nous donne des bornes fortes pour la Sfite

On utilise ensuite des versions dist@s du lemme de B. Perthame & P. Sougani-
dis (voir [86]), ces versions sont des modifications de travaux de A. g0
[97]).

Ainsi on prouve

THEOREME 4.3.1.SoitA,,, — 0 et une suite f,,) uniformément borge dans
L*(R* x R*Y) qui satisfait

ofn (i+1)Asn
v + 0.V, [, = Z Oin, /Z H,(1,z,v)dr | =: J,.

1€Z Atn
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On suppose qug, — f dansL>(R* x R?")x, J, est relativement compact dans
W-LP(RT x R?Y) pour unp > 1, qu'il existe une suite,, — 0 avec °n

— +00
t,n

telle que
enllHallr2 — 0,

alors pour touty € D(RY),

fo(t,z,0)p(v)dv — [ f(t,z,v)p(v)de,

RN RN
fortement dand, .((0,7) x RY) Vg € [1, +00).

loc

Notons que nous n’avons pas pu effectuer une disation compte en temps,
espace et vitesse.
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