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Introduction générale

1 Présentation du theme de Recherche

Les systemes dynamiques distribués sont rencontrés dans de nombreux problémes scienti-
fiques et d’ingénieries. On s’intéresse a une classe de systemes régis par des équations aux
dérivées partielles linéaires et dans lesquels les observations et les controles sont distri-
bués et en grand nombre. Les applications visées concernent principalement les matrices
de microsystemes et les systemes intelligents distribués. Dans de telles applications, la
réalisation de controleurs optimaux semble impossible si leur calcul est effectué sur des
architectures de calculateurs centralisés. Cela résulte des limitations d’une part en trans-
mission d’information et d’autre part en puissance de calcul. On envisage d’utiliser des
architectures de calculateurs semi-décentralisés, c¢’est-a-dire de matrices de calculateurs
tres élémentaires interconnectés seulement entre voisins.

La conception de controleurs semi-décentralisés (c’est-a-dire controleurs qui se prétent
a étre implantés sur des architectures semi-décentralisées) a suscité 'attention de nom-
breux chercheurs. Cet intérét s’est ensuite renforcé depuis la progression technologique
dans le domaine des matrices de Systemes Micro-Electro-Mécaniques (MEMS). En effet,
la fabrication de grande matrices de dispositifs micro-mécaniques avec des capteurs et des
actionneurs incluant 'intégration de controle distribué, est devenue a la fois réalisable et
prometteuse d'un point de vue économique. On cite les exemples des matrices de micro-
cantilevers (voir Figure 1) et de micro-miroirs (voir Figure 2). A 'échelle macroscopique,
on se réfere par exemple a la paroi a impédance active [19] et [26] (voir Figure 3).

Le probleme que l'on rencontre est que les opérateurs du controle optimal sont par
nature tres non-locaux et donc ne se prétent pas a étre implantés dans des architectures
semi-décentralisées. Les travaux présentés dans cette these portent sur deux méthodes
s’inscrivant dans le cadre des approximations d’opérateurs linéaires, solutions d’équations
aux dérivées partielles opératorielles linéaire et mon-linéaire. Ces approximations per-
mettent d’envisager 'implantation en temps réel de tels opérateurs sur des calculateurs
ayant une architecture semi-décentralisée.

La premiere méthode concerne le calcul du controle optimal pour des systemes distri-
bués linéaires. Sa construction repose sur le calcul fonctionnel des opérateurs auto-adjoints
et sur la formule de représentation de Dunford-Schwartz. La deuxieme méthode est formu-
lée dans le cadre dit des réalisations diffusives, pour laquelle on propose deux approches
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Introduction générale

pour la résolution d’équations aux dérivées partielles opérationnelles linéaires dans des
domaines bornés mono-dimensionnels.

Pour les premiere et deuxieme méthodes, des approches numériques sont présentées et
analysées dans le cadre d’applications a la théorie du controle.

Mes travaux sont utilisés au sein de I'Institut FEMTO-ST dans le cadre de la réali-
sation d'un logiciel d’aide a la conception de matrices de microsystemes généraux. Les
deux méthodes développées dans cette these sont applicables a la réalisation de la partie
"controle” du logiciel. Une these a été engagée a I'Institut FEMTO-ST afin de dévelop-
per la premiere théorie pour la réalisation d'un organe de commande d'une matrice de
microscopes a forces atomiques avec la perspective d’utiliser une approximation par un
circuit électronique digital ou analogique. Enfin, un stage a été proposé pour mettre en
place I'implémentation de la réalisation diffusive dans un FPGA.

(a) Millipede de cantilevers (b) Réseau de cantilevers (c) Cellule de cantilever

F1G. 1 — Vues du millipede utilisé pour le stockage d’informations (IBM, Ziirich-CH)

(a) Puce DMD avec vue de son réseau de (b) Cellule de micromiroir
micromiroirs

Fi1G. 2 — Vues d’un réseau de micro-miroirs. Technologie DLP de projection numérique
capable de restituer une image fidele (Texas Instruments, USA)

xii



2. Contributions principales

Fic. 3 — Peau active distribué et architecture des cellules élémentaires (FEMTO-ST
Besancon-FR)

2 Contributions principales

Ce manuscrit comporte deux parties et deux annexes. On y présente chacune des deux
méthodes d’approximation d’opérateurs linéaires mentionnées précédemment. En annexes,
on trouve les bibliographies concernant I’inversion numérique de la transformée de Laplace,
ainsi que quelques approches sur la conception de controleurs semi-décentralisés.

Premiere Partie : Approximation par fonctions d’opérateurs

Chapitre 1 Ce chapitre contribue a 1’étude de controleur semi-décentralisé, associé a
des systemes distribués de grande taille. Diverses techniques ont été établies, nous ne les
exposerons pas ici. Cependant, nous citons de récentes approches davantage adaptées aux
systemes distribués, telles que [4], [24] et [48], ainsi que d’autres études accompagnées de
leur bibliographie. Ce travail s’appuie sur la conception en temps réel de la loi de controle
pour les matrices de microsystemes. Parmi elles, nous citons I’exemple des matrices de
microscopes a force atomique. Pour cette application spécifique, nous proposons le modele
récent décrit dans [53]. De tels systémes sont régis par des équations aux dérivées par-
tielles. Ils sont composés d’une distribution périodique de microsystemes interconnectés,
eux-memes constitués d’une partie mécanique de structure, de capteurs et d’actionneurs
enrichis d’une capacité de traitement.

Nous distinguons trois architectures distinctes de processeurs distribués. Une architec-
ture entierement décentralisée est composée de processeurs qui ne sont pas reliés entre eux.
Pour une architecture semi-décentralisée, les processeurs sont reliés a leurs voisins. Enfin,
pour une architecture centralisée, ils sont entierement interconnectés. Par abus de lan-
gage, on utilisera dorénavant ’expression approximation semi-décentralisée pour traduire
la compatibilité avec une architecture semi-décentralisée.

Les papiers [73] et [4] présentent une idée originale d’un schéma d’approximation pour
les lois de controle optimal habituelles (LQR, Hy et Hy,), qui peuvent étre utilisées pour
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Introduction générale

une architecture semi-décentralisée. Le schéma s’applique a des systemes distribués, li-
néaires et invariants en espace. Ils peuvent étre continus ou discrets, périodiques ou infinis
en espace. Les systemes invariants en espace sont considérablement simplifiés par ’appli-
cation de la transformée de Fourier spatiale. Cette derniere est appliquée aux équations
opératorielles de Riccati. Ainsi, elles sont transformées en un nombre infini d’équations
algébriques de Riccati pouvant étre résolues de maniere exacte. Puis, 'opérateur de Ric-
cati, solution de I’équation opératorielle de Riccati, est écrit sous la forme d’un opérateur
noyau. On montre que ce dernier est exponentiellement décroissant en espace, de sorte
que 'approximation semi-décentralisée de cet opérateur peut étre obtenue par troncature
du noyau.

Dans [42] et [43], une autre méthode est présentée a I'aide d’un exemple publié dans
"Smart Materials and Structures”. 1l s’agit de la méthode LQR appliquée au probleme
de controle de vibration d’une plaque mince avec une distribution discrete de capteurs et
d’actionneurs piézo-électriques. La loi de controle est synthétisée en un systeme homogé-
néisé, révélant une distribution continue de capteurs et d’actionneurs. Son application au
systeme réel est effectuée a ’aide d’une discrétisation. Le probleme LQ R est formulé dans
le cadre de [22] pour un contrdle de systemes en dimension infinie avec des opérateurs
de contrdle et d’observation bornés. De maniere analogue a [4], I’équation opératorielle
de Riccati du systeme homogénéisé est transformée en un nombre infini d’équations algé-
briques de solution p (A), matrice évaluant la fonction paramétrée par A\. On note que A
appartient au voisinage de zéro. Cela est réalisé par une décomposition spectrale au profit
de la transformée de Fourier, apres avoir introduit les espaces de controle et d’observation
de sorte que tous les coefficients dans I’équation de Riccati ainsi que sa solution, soient
fonctions d’'un méme opérateur A. L’opérateur de Riccati, solution de I’équation opéra-
torielle de Riccati, est montré comme étant égal a la fonction p (A). En conséquence et
a partir de ’équation algébrique, p (A) est approchée par sa série de Taylor au voisinage
de zéro. L’approximation résultante traduit directement ’approximation de l’opérateur
de Riccati. Il s’agit d’une alternative a la troncature du noyau présentée dans l'article [4]
mais elle se limite aux opérateurs A ayant un spectre concentré dans un petit intervalle.
Cet article inclut également des validations numériques de la stratégie développée.

Ce chapitre provient de [43] et apporte un certain nombre de contributions. Il est
formulé pour un cadre général de controle pour des systemes en dimension infinie au
lieu d’une application spécifique. Il est développé tant pour des opérateurs de controle et
d’observation bornés (cf [22]), que pour le cadre des opérateurs de controle non bornés
(cf [5]). Dans les deux cas, controle et observation doivent étre répartis sur la totalité du
domaine. En principe, cette stratégie s’applique pour des domaines bornés ou non bornés
aussi bien que pour des systemes discrets ou continus indépendamment de I'invariance des
coefficients. Cependant, nous avons volontairement restreint la méthode d’approximation
aux systemes régis par des équations aux dérivées partielles définies dans des domaines
bornés.

De plus, 'obtention de I’équation algébrique de Riccati est basée sur un calcul fonction-
nel rigoureux. Nous avons choisi d’utiliser la théorie spectrale d’opérateurs auto-adjoints
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ayant un spectre réel, compacts ou non compacts, de maniére a pouvoir utiliser des do-
maines bornés ou non bornés. Le calcul fonctionnel est adapté a des matrices d’opérateurs
figurant par exemple dans I’équation opératorielle de Riccati, associées aux problemes de
second ordre comme les équations d’onde ou de plaque. On présentera ensuite une mé-
thode globale permettant a tous les coefficients de I’équation opératorielle de Riccati d’étre
fonctions d’un seul opérateur.

Enfin, on constate que les schémas proposés dans [43] et [4] pour des approxima-
tions semi-décentralisées, sont applicables uniquement dans des cas particuliers, voir les
Remarques 8 et 9. C’est pourquoi nous présentons un troisieme schéma dont le degré
de semi-décentralisation est constant, et qui s’applique également pour le cas d’un large
spectre. Il est basé sur la formule de représentation de Dunford-Schwartz. Pour I’appli-
quer, p (\) doit étre approchée au voisinage d'un spectre dans C. De plus, nous pouvons
considérer plusieurs stratégies et nous choisissons d’établir la nature de ’approximation
en fonction du comportement asymptotique de p (\) au voisinage de 0. Ainsi, nous uti-
liserons soit une approximation polynomiale, soit une approximation rationnelle de p ()
au voisinage du spectre dans R. Ces approximations peuvent étre trivialement prolongées
dans C.

Chapitre 2 Dans ce chapitre on applique la théorie détaillée dans le chapitre précédent.
La théorie générale est appliquée a six exemples distincts, des résultats numériques y étant
également présentés. On a traité différents cas ou 'opérateur d’entrée est borné, ou pas.
Puis, nous avons étudié la situation ou les opérateurs de controle et d’observation sont
fonctions de 'opérateur A, ou pas. On s’est également intéressés a des problemes de type
multi-échelles avec des controles considérés a 1’échelle micro. Enfin, on a appliqué notre
théorie au cadre LQG. Apres avoir appliqué la théorie aux exemples, nous avons cherché
a approcher 'opérateur controleur.

Deuxiéme Partie : Formulation par Réalisation Diffusive

Chapitre 3 Soit un opérateur u — z = Pu, solution d'une équation aux dérivées partielles
linéaires opératorielles dans un domaine mono-dimensionnel. Un exemple, détaillé dans
ce chapitre, est la solution P de I'équation de Lyapunov, issue de la théorie du controle
optimal pour I’équation de la chaleur. Une version simplifiée s’écrit

& Pu+ P L H,

2 u+ Rl Qu pour tout u € H,(0,1),
avec () un opérateur donné. La méthode que nous proposons est a la fois rapide et fa-
cile a implémenter pour des architectures semi-décentralisées. Sa formulation utilise une
technique intéressante et applicable a une réalisation d’opérateur causal, largement déve-
loppée dans le cadre d’opérateurs en temps. L'un des avantages connus de cette approche
est son faible cotit en temps de calcul, voir les papiers de G. Montseny et al. [55], [69], [51],
[12] et de D. Matignon et al. [40], [39], [65] pour les représentations d’opérateurs pseudo-
différentiels variés et leur approximation. Les travaux de C. Lubich et al. [63], [62], [58],
[21], [76], [59] reprennent la méme idée appliquée a des opérateurs de convolution et déve-
loppent des méthodes numériques optimisées. Récemment, C. Casenave et E. Montseny
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Introduction générale

ont montré dans [17] comment cette approche implique la stabilité des schémas pour des
équations intégro-différentielles. G. Montseny a également publié une monographie [70]
sur le sujet. Il y introduit la notion de réalisation diffusive et 'applique a de nombreux
champs. Tout au long de ce chapitre, on adoptera la méme terminologie. Jusqu’a présent,
une grande partie des études sur la réalisation diffusive a été consacrée a des problemes
mono-dimensionnels. On souligne le fait que cette théorie peut étre appliquée en dimension
quelconque. Un exemple est traité dans [70], il est formulé pour un espace de dimension
supérieure a un et appliqué au traitement d’image. On en conclut que la théorie présentée
dans ce chapitre peut étre étendue a des opérateurs solutions d’équations aux dérivées
partielles opératorielles posées dans des domaines multi-dimensionnels.

La plus grande partie des travaux liés a la représentation diffusive traitent d’opérateurs
formellement connus. Une des particularités de ce chapitre consiste a considérer des opé-
rateurs solution d’une équation opératorielle, ils ne sont donc pas explicitement connus.
On considere la décomposition de la réalisation d’un opérateur, a noyau,

2 = Pu(z) = / plz, y)uly) dy,

et la décomposition z = 2T + z~ en parties causale et anti-causale,

= [Cotruty dr et == [ pwsut) dy

La réalisation diffusive de P est divisée en deux parties

oH(z) = / i U (e,€) dE et 2 (x) = / W (. 6) de, (1)

ou T et 1~ dépendent de 'historique de la donnée d’entrée u. Elles sont solution d’équa-
tions différentielles ordinaires directe et rétrograde en x,

0ut™ (,€) + 07 ()Y (2,€) = wu(x) avec v™(0,§) =0, (2)
et D (x,8) =07 ()¢~ (x,€) = wu(x) avecy(1,£) =0, (3)

ou ¢ est un parametre réel. On remarque qu’elles sont indépendantes de P. A l'inverse,
les coefficients u™ et u~, appelés symboles 6-diffusifs, dépendent de P mais pas de u. Les
fonctions £ — 07 (£) et 67 (§) paramétrisent deux chemins fermés dans le plan complexe.
Deux méthodes différentes d’obtention de u™ et p~ sont étudiées dans ce chapitre, suivant
le choix de 6*. Pour les distinguer, on parlera de méthode du symbole diffusif complexe
et de méthode du symbole diffusif réel. On construit les symboles diffusifs par étapes. Les
fonctions

y—=p(za—y) et y—p (z,2+y) (4)
sont prolongées analytiquement & R*, ainsi leur transformée de Laplace PT et P~ est
bien-définie. On suppose que P* et P~ admettent des prolongements holomorphes de C*

au domaine entier borné a gauche par —6*, tendant vers 0 & l'infini. Apres application du
lemme de Jordan et du théoréme de Cauchy, les intégrales suivant —6= sont considérés au
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sens de la trace droite de distributions afin de prendre en compte d’éventuelles singularités
de P* en —07.

Dans le cas des symboles diffusifs réels, & — u® (.,§) et & — p= (., €) peuvent étre
définis de maniere équivalente comme l'image par la transformée de Laplace inverse du
prolongement analytique de y — p* (z,2 —y) et de y — p~ (x,x + y). Dans ce cas, les
chemins 67 et 6~ sont des courbes fermées dégénérées en le demi-axe R*.

Dans ce chapitre, on obtient les équations satisfaites par u* et u~ a partir de celles
de pT et de p~ pour le cas complexe comme pour le cas réel. Nous limitons notre étude a
des situations ot les parties causale et anti-causale du noyau, p™ et p~, sont solution de
problemes aux limites découplés. C’est précisément le cas pour notre exemple de I’équation
de Lyapunov, voir 1'équation (3.32).

Pour déterminer I'équation satisfaite par les symboles diffusifs réels, on utilise une
décomposition en termes réguliers et en termes singuliers dans des calculs effectués analy-
tiquement. Pour le cas complexe, on établit un critére pour localiser les singularités de P+
et P~, ce qui aide a choisir le contour. Puis, on introduit les formulations variationnelles
des équations de p* et u~ qu’on approche grace a une base convenablement choisie. Ainsi,
il n’est pas nécessaire de calculer les approximations pV* et p™¥ .

Une fois les symboles diffusifs obtenus, on s’intéresse a I’approximation numérique des
intégrales dans (1). La réalisation diffusive z(x) = 27 (x) + 2~ (z) étant évaluée aux points
(Zn)n=0,.~ € (0,1), les valeurs correspondantes z(z,) sont évaluées par la formule de
quadrature

“n = Z M:kdjik + Ly kUi (5)
k

avec [l des valeurs discretes de p aux points z,, et &, et 1, une approximation dis-
crete de ¢ en x,, et &. Une telle formule de quadrature est similaire a celle utilisée pour
la transformation de Laplace inverse. Cette méthode a été largement étudiée dans la litté-
rature. Dans ce chapitre, on choisit la formule de trapeze comme formule de quadrature.
Ses parametres ont été optimisés pour trois différentes classes de contours (parabolique,
hyperbolique et cotangent). Le dernier, également appelé contour de Talbot, a été étudié
par A. Talbot dans [84], publié en 1979 et récemment revisité par L.N.Trefethen et J.A.C.
Weideman dans [86]. Des contours paraboliques ont été examinés par I.P. Gavrilyuk et
V.L. Makarov dans [31]. Le cas de contours hyperboliques, un choix particulierement at-
tractif pour des généralisations a des opérateurs sectoriels, a été traité par divers auteurs,
voir [58], [60], [66] et [79]. Notre calcul a été basé sur ces contours optimisés et des formules
de quadrature que nous détaillerons par la suite.

Comme il a été dit, un autre intérét de la méthode de réalisation diffusive, appliquée
a des opérateurs distribués en espace, est qu’elle est implémentable (en vue de calculs en
temps réel) sur des architectures semi-décentralisées a faible granularité. On considere que
les données dans l'algorithme précédent sont allouées & N+ 1 processeurs associés aux
points de discrétisation (zn)n:O,.., - On dira qu'un calcul est adapté a une architecture
semi-décentralisée, si les communications n’impliquent que des voisins proches. Ainsi, un
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algorithme est considéré comme adapté a une telle architecture si les opérations font
intervenir des fonctions calculées en z,, et seulement en ses voisins x,, 1 et x,,1. Pour un
calcul en temps réel, on considere que les symboles diffusifs sont calculés une fois pour
toute. Seul le calcul de 1/)7? . et de ¢, puis de 2, par (5), doit étre réalisé a chaque pas de
temps. La sommation (5) est clairement une opération locale (en espace), et la résolution
des problemes de Cauchy (2-3) requiert des opérations entre nocuds voisins uniquement.
En effet, en considérant les relations de récurrences directe et rétrograde associées a une
méthode de discrétisation que 1’on établira par la suite,

e 0T () (@ny1—zn) _ 1

—6t Tn Tn _
W, = e (i) (@ns1—an) ) u(zy,),  avec g, =0,
- () (msa—any € e B (6)
et ¥, =, e R G u(z,), avec Y1 =0,

'approximation L1k (resp. b, ) au neeud x,11 (vesp. x,) est calculée a l'aide de I'ap-
proximation ¢\, (resp. 1, ,) au noeud précédent z, (resp. suivant x,1) pour tout
k. Suivant le méme procédé, d’autres relations de récurrences directe et rétrograde ont
également été établies sous la forme :

+ — oht =0T (k) (1 —zn)
itk = Vn it "

u(z,) U<$n+1
" <—9+(Ck) - 0+ (Cr)? ( :Bn+1 — Zp)

)
- (u@;nﬂ) .\ u(:an — u(zy) )
)

=07 (Ck) (Tnsr1—Tn)

avec g, = 0,

—07(G) 07 (G (2 —

[ w(@ns) (an R
(_9—@ T G o — 1)

U(:)Zn) (CL’,H_I) — u(xn
i (—9_(Ck) * 0= (Ce)? (Tpi1 — xn)> , avec Py, = 0.

A présent, on met en évidence 'avantage de notre approche en comparaison a d’autres
travaux [4], [49], [54] consacrés au probleme des réalisations, sur des architectures semi-
décentralisées, d’opérateurs issus du controle optimal pour des équations aux dérivées par-
tielles. De tels opérateurs sont solution d’équations de Riccati (équations non linéaires)
qui ne s’inscrivent pas dans le cadre de ce chapitre. Cependant, les théories sont suffi-
samment générales pour étre appliquées a des équations opératorielles linéaires. L’article
[4] du groupe de B. Bamieh traite du cas particulier d’équations aux dérivées partielles
posées dans 'espace R? avec des controles et observations distribués sur I'espace tout
entier. L’article [24] traite d’une classe treés restreinte de problémes aux limites avec des
observations et des controles également distribués sur tout I'espace. La méthode utilisée
dans [54] est applicable a une classe bien plus large de problemes aux limites, posés dans
des domaines bornés et non bornés, avec la méme restriction sur les opérateurs de controle
et d’observation. Dans le présent travail, le domaine est borné et les opérateurs ne sont
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pas nécessairement distribués sur tout le domaine. Les principales limitations sont que les
équations opératorielles sont linéaires et posées dans des domaines mono-dimensionnels.
De plus, les problemes aux limites résolus par p* et p~ doivent étre découplés. Ces trois hy-
potheses ont été introduites pour des raisons de simplicité, mais aucune n’est un obstacle
a une généralisation plus poussée.

Annexe A : Inversion Numérique de la Transformée de Laplace

On propose dans cette annexe une bibliographie sur différentes méthodes numériques qui
ont été mises en place pour traiter le probleme de 'inversion numérique de la transformée
de Laplace. L’efficacité de la plupart d’entre elles dépend du bon choix des parameétres
qui doivent étre réglés de facon expérimentale. On présente les quatre approches algo-
rithmiques les plus efficaces pour l'inversion numérique de la transformée de Laplace.
La premiere est basée sur un développement en séries de Fourier. La seconde utilise un
développement en séries suivant les polynomes de Laguerre. La troisieme est la combinai-
son des fonctionnelles de Gaver. La quatrieme est fondée sur une idée de Talbot [84] qui
consiste a déformer le contour de Bromwich afin de faciliter I'intégration numérique. Cette
derniere approche semble la plus efficace et la plus adaptée au calcul en temps réel de la
réalisation diffusive. De plus, I'implémentation de son algorithme peut étre automatisée.
C’est pourquoi on a privilégié sa présentation.

Annexe B : Conception de Controleurs semi-décentralisés

Dans cette annexe, on expose une bibliographie portant sur quelques approches concur-
rentes de réalisation de controleurs semi-décentralisés.
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Chapitre 1. Approximation Semi-décentralisée du Controle Optimal pour des EDPs

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 1.1, on présente le probleme d’ap-
proximation semi-décentralisée d’un controleur LQR. Les résultats généraux sont énoncés
dans la section 1.2, suivis de leur preuve dans la section 1.3.

1.1 Position du probleme

Nous considérons le probleme de Régulation Quadratique Linéaire LQR (terme issu
de 'anglais Linear Quadratic Regulator) associé a une équation d’état distribuée. 11 est
posé dans un domaine 2 C R? avec une distribution discréte d’actionneurs dans tout le
domaine. On note h la distance entre les actionneurs, z la variable d’état et uy, la variable
de controle appartenant a Uy, un espace de dimension finie muni de la méme norme qu'un
espace U de dimension infinie, pour tout h. La formulation abstraite du probleme LQR
est sous sa forme standard :

Oz (t) = Apzp (t) + Bruy (t) pourt >0 et 2z, (0) = zo,

+oo
Tow) = [ € + (Su,u)y di (1)
0
i J (20, up) -

Sous des hypotheses classiques, la solution de ce probleme est
uy = —S ' Bi Py,
ou P, est solution de I’équation opératorielle formelle de Riccati
A; P, + PyAy, — P,BLS ' B P, + C*C = 0. (1.2)

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode d’approximation de P, pouvant étre im-
plémentée sur une architecture semi-décentralisée. Tout d’abord, P, est approché par la
solution P de 1’équation de Riccati associée au probleme LG R pour l'équation d’état
avec une distribution continue d’actionneurs obtenue en augmentant mathématiquement
le nombre d’actionneurs jusqu’a 'infini. On écrit le probleme asymptotique,
Oz (t) = Az (t) + Bu(t) pourt >0 et z(0) = 2,
{ min J (2o, u). (1.3)
uclU
Sa solution est
uw* = —-S7'B*Pz,
P étant la solution de I’équation opératorielle de Riccati,

A*P+ PA— PBS™'B*P +C*C = 0. (1.4)

Une fois P}, approchée par P, nous construisons une approximation semi-décentralisée de
la réalisation Pz. Dans ce chapitre, nous focaliserons notre attention sur la construction
de cette approximation.

Dans ce qui suit, on se restreint au cas particulier ou A, = A et P, est une approxi-
mation convergente de P quand h tend vers zéro. Ce point ne sera pas traité et on se
référera aux articles [46], [45], [44] portant sur I'homogénéisation de probleme de controle
optimal et sur I’étude générale de 'homogénéisation.



1.2. Enoncé des résultats

1.2 Enoncé des résultats

La norme et le produit scalaire d'un espace de Hilbert £ sont notés respectivement ||.||
et (.,.)p. Pour un second espace de Hilbert F', £ (E, I') représente I'espace des opérateurs
linéaires continus définis de E dans F. De plus, £ (F, E) sera noté £ (F). On dit que
® € L(E,F) est un isomorphisme de E dans F' si ® est bijective et si son inverse est
continu.

1.2.1 Matrices de fonctions d’un opérateur auto-adjoint

La méthode d’approximation de P est basée sur le concept de matrices de fonctions
d’un opérateur auto-adjoint, on consacre donc cette sous-section a leur définition. Soit A
un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert séparable X de domaine D (A). Nous
désignons par o (A) son spectre et par I, = (Omin, Omax) Un intervalle ouvert qui inclut
o (A). Nous rappelons que si A est compact alors o (A) est borné et constitué de valeurs
propres réelles ;. Elles sont solution du probleme de valeurs propres Ag, = Ap¢r ou ¢y
est un vecteur propre associé a A, et choisi normalisé dans X, i.e. tel que |||l = 1. Pour
une fonction f donnée a valeurs réelles, continue sur I,, f(A) est un opérateur linéaire
auto-adjoint sur X défini par
(e.9]
f(A)z= Zf(/\k) zpgr ot 2p = (2,¢k)x
k=1

de domaine .
D(f(A) = {zeX ‘ D 1)zl <oo}-

Alors, si f est une matrice ny X ny de fonctions f;; a valeurs réelles et continues sur I,
f (A) est une matrice d’opérateurs linéaires f;; (A) de domaine

D (f(A)) = {ZGX"2 ‘ S 1fi) el <00 Vi= 1...n1}.

k=1 j=1
Dans le cas général, ou A n’est pas compact et f est toujours une fonction continue,
lopérateur auto-adjoint f (A) est alors défini sur X par 'intégrale de Stieltjes

+oo

FA) = [ VB, (1.5)

et son domaine est
+0o0
D ={zex | [ U0 diseli <o},

ou E) désigne la famille spectrale associée a A, voir [25]. Si f est une matrice, f (A) est
une matrice d’opérateurs linéaires définie par la formule (1.5) et de domaine

+oo M2
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1.2.2 Opérateurs de controle bornés

Dans cette partie, on présente une approximation dans le cadre d’opérateurs de controle
bornés. Nous suivons le cadre mathématique [22] pour le probleme LQR (1.3). Ainsi, A est
le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu sur un espace de Hilbert séparable
Z de domaine dense D (A), B € L(U,Z), C € L(Z,Y) et S € L(UU) ouU et Y
sont deux espaces de Hilbert. Nous supposons que (A, B) est stabilisable et que (A, C)
est détectable, dans le sens ou il existe K € L(Z,U) et F € L(Y,Z) tels que A — BK
et A — FC sont des générateurs infinitésimaux de semigroupes continus uniformément
exponentiellement stables.

Pour chaque zy € Z, le probleme LQR (1.3) admet une solution unique

uw* = —S7'B*Pz,

ou P € L(Z) est la solution unique non-négative et auto-adjointe de 1’équation opérato-
rielle de Riccati
(A*P+ PA—PBS'B*P+C*C) z =0, (1.6)

pour tout z € D (A).
L’adjoint A* de I'opérateur non borné A est défini de D (A*) C Z dans Z par 1'égalité

(A*2,2") 7 = (2, AZ) 4,

pour tout z € D (A*) et 2/ € D (A). L'opérateur adjoint B* € L(Z,U) de 'opérateur
borné B est défini par

(B*2,u)y = (2, Bu)z,
l'adjoint C* € L (Y, Z) étant défini de maniere similaire.

Maintenant, nous présentons les hypotheses spécifiques associées a la méthode d’ap-
proximation. Ici, A est un opérateur auto-adjoint donné sur un espace de Hilbert sépa-
rable X qui est choisi de sorte a étre facilement approchable sur une architecture semi-
décentralisée.

L’opérateur A est choisi au regard de A et &5, &y sont choisis de fagon a étre faciles
a approcher de facon semi-décentralisée.

(H1) 11 existe trois entiers nyz, ny et ny € N*| trois isomorphismes &, € L (X"%,7),
Oy € L(X™,U) et Dy € L(X™,Y) et quatre matrices de fonctions a (\) € R"2*"z
b(A) € Rz>™ ¢(X) € R™*"2 et s(\) € R™W*™ continues dans I, tels que

A= @Za(A)q)gl,

B = ®zb(A)d,

C = (I)yC(A)Cbgl,

S = (DUS(A)(I){]l
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Une des conséquences de cette hypothese est que les opérateurs de controle et d’ob-
servation sont distribués sur le domaine €2 entier, conformément a ce qui a été annoncé
depuis le début. Nous introduisons 1’équation algébrique de Riccati

a’ N)p+pa(N) —pb(N)sEA) VT (N)p+c” (AN e(N) =0. (1.7)

Remarque 1 Considérons le cas particulier suivant : les trois isomorphismes sont des
fonctions de A, i.e. les trois opérateurs A, B et C sont des fonctions de A. Alors, P
apparait clairement étre une fonction p de A, solution de (1.7).

Remarque 2

i) L’introduction des isomorphismes ®z, @y, Oy permet de traiter, par la méthode des
fonctions d’opérateurs, des problemes ou les opérateurs A, B et C' ne sont pas des
fonctions de A. Cela généralise la remarque précédente.

ii) Pour un probléeme de contréle interne, I’hypothése (H1) est généralement vérifiée.
Les exemples 2.3 et 2.5 du chapitre suivant traiteront du cas d’un controle et d’une
observation internes, ou C n’est pas une fonction de A dans l’exemple 2.3 et ou B
ne l’est dans l'ezemple 2.5.

iii) Pour les problémes de contréle ou d’observation frontiére, il est impossible de construire
de tels isomorphismes. Néanmoins, ['exemple 2.4 du chapitre 2 indique comment uti-
liser cette méthode pour aborder certains problemes de controle frontiére.

i) On peut également inclure dans ce cadre des problemes de type multi-échelles avec
des controles a [’échelle micro, d’autant plus st on dispose de modéles réduits du
comportement dynamique a l’échelle micro. Dans l'exemple 2.5 du chapitre suivant
on envisage un tel cas.

(H2) Pour tout A € I, I'équation algébrique de Riccati (1.7) admet une solution symé-
trique non-négative unique notée p ().

Remarque 3 St on émet ['hypothese de l’existence et de l'unicité de la solution auto-
adjointe non-négative P, alors l'hypothése (H2) est en général satisfaite. Pour cela, la
fonction p (A) ne doit pas trop varier entre deuz valeurs isolées consécutives du spectre de

A.

Nous choisissons de munir Z, U et Y des produits scalaires
(2,2)7 = (@,'2,®,'2") xnz,
(u, vy = (P u, @' ) xnu
(1, 9)y = (D3'y, D71y ) xnv -

Alors P et p () sont liés comme indiqué par la suite.
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Théoreme 4 Si (H1) et (H2) sont satisfaites alors
P = ozp(A)2y",
et le controle optimal s’écrit sous la forme

ut = —Qz,
avec Q) admettant la factorisation suivante
Q = Dyq(A) D,
et ot q(A) désigne une fonction de A égale a
g(A) =71 (M) 0" (A)p(A).

A ce stade, nous présentons l'approximation semi-décentralisée de () ce qui permet
d’obtenir celle de ¢ (A). Nous nous intéresserons uniquement au cas particulier d’opérateurs
A bornés avec un spectre borné. Cela est suffisant pour les applications a des systemes
gouvernés par des équations aux dérivées partielles dans des domaines bornés.

(H3) L’opérateur A est borné et son spectre o (A) est borné, ainsi il existe R > 0 vérifiant
o(A) C (—R,R).

Cette hypothese peut étre relaxée, voir la sous-section 1.2.4.

(H4) Les opérateurs ®,, ®,*, Aet (CI — A)_1 admettent des approximations semi-décentralisées
sur le cercle de centre O et de rayon R dans C.

Dans ce qui suit, nous développons deux types d’approximation de ¢(A). La premiere
approximation est notée gn(A). Le second type d’approximation gy ar(A) est construit a
partir de la premiere approximation. Une fois les deux approximations bien définies, elles
pourront étre référencées et utilisées par la suite.

» Approximation rationnelle gy(A) de ¢(A) : Puisque 'intervalle I, est borné, chaque
fonction ¢;; (A\) admet une approximation rationnelle sur I,, a partir de laquelle on ob-
tient une approximation rationnelle de la matrice ¢ (\), suivant la formule suivante a
comprendre composante par composante

NN L
oo QKA

v (A) = =ND o .’
k=0 QA

(1.8)

ol di et dj, sont des matrices de coefficients et N = (NV,NP) définit le degré des
polynomes. Dans le cas o1t N” = 0, on retrouve une approximation polynomiale classique.
Pour tout n > 0, on peut choisir le degré N de l'approximation tel que l'estimation
uniforme

sup g (A) — v (N)] < Cy (q) 7, (1.9)

Ael,
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soit satisfaite.

» Approximation par la formule de Dunford-Schwartz gn /(A) de g(A) : L'inté-
grale

I<g>=/0”g<e>d9

peut étre approchée par la formule de quadrature

L(g) =) weg(6e)

dont 'estimation d’erreur est de la forme

11 (g) — In ()] < Ca(g)m, (1.10)

vérifiée pour toute fonction a valeurs complexes g (f) continue sur U'intervalle [0, 27]. Ici,
les (6), désignent les nceuds d’une discrétisation de [0, 27] et w, les poids associés. Pour

z € X" et ( = (1 +i(y € C, nous introduisons la solution (vf)

=1,

du systeme
2

(1§ — Gvs — Av§ = Re (—iCqn (Q)) 2,

(1.11)
Govf + Gv§ — Avs = Sm (—i¢'qy (¢)) 2.
Alors, nous définissons
M
1
avar (M) 2= o= Jwnf, (1.12)
=1

ou <v§’"’> est solution de (1.11) et (, une fonction de 6, dans le plan complexe. On
i=1..2

remarque que la réalisation en temps réel de gy a7z nécessite la résolution de M systemes
(1.11) correspondants aux M nceuds (). On remarque donc 'importance de M pour la
précision de la simulation en temps réel. En effet, en stockant en mémoire la matrice gy
calculée hors-ligne une fois pour toutes, la vitesse de simulation n’est pas freinée par le
calcul de cette matrice. On choisit N assez grand de sorte que gy réalise une tres bonne
approximation de ¢. Ainsi, seul le parametre M influence la précision de I’approximation
gn,m de g, mis a part le parametre de discrétisation spatiale examiné plus loin.

Remarque 5 Les approzimations py et pyar de p se construisent de la méme maniere
que celles de q.

Théoreme 6 Sous les hypothéses (H1-Hj), P et Q peuvent étre approchés par une des
deux approzimations semi-décentralisées suivantes

PN = (DZPN (A) @21, PN,M - (I)ZpN,M (A) (1)217

Qn = Pyqn (A) D, Qnm = Pugnar (A) D5
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De plus, pour tout n > 0, il existe N et M tels que

HP_PNHL(Z) < Ca, HP—PNvM”E(Z) < Can,

HQ - QNHﬁ(Z,U) < Cén' ”Q - QN,MHL(ZU) < Cz/m;
Cs, Cf, Cy et C) étant indépendants de n, N et M.

Remarque 7
i) Lorsque NP = 0 (approzimation polynémiale), si on pose ( = Re¥, ainsi dans [’ex-
pression de la formule (1.11), on a { = —id(/d0.
ii) Lorsque NP > 1 (approzimation rationnelle), si on peut poser ( = Ry + Ry cos (0) +
iRy sin (0), ot Ry, Ry et Ry sont des paramétres. Puisque py posséde NP poles dans
C, ces parameétres sont a choisir convenablement.

Remarque 8 L’approzimation de p utilisée dans [42] est basée sur des séries de Taylor.
Elle est uniquement applicable si l'intervalle 1, est suffisamment petit.

Remarque 9 A partir de [56], nous savons que P est un opérateur a noyau

Pz () :/Qﬁ(x,x’)z(x’) dx'.

Quand A est compact, le noyau de P peut s’écrire sous la forme
plw, ) = p(\e)dn(w)r(z'),
k=1

et la technique de troncature utilisée dans [4] peut étre appliquée pour construire une ap-
proximation semi-décentralisée de P. Cependant, quand la décroissance de p n’est pas
assez rapide dans €Y, la troncature n’est pas une technique efficace. C’est le cas lorsque
p(N) = A. Un exemple du probleme LQR menant a cette solution est alors facile a
construire.

On acheve cette partie par des approximations spatiale de u*. Pour cela, on introduit le
parametre h' de discrétisation spatiale de calcul. Ce parametre est choisi, en pratique, plus
petit que la distance h entre les actionneurs. On note 2 le vecteur des valeurs nodales
de z.

» Approximation rationnelle : Tout d’abord, on approche gy par gy en discrétisant
chacunes des puissances d’opérateur A,...,AY par un schéma de différences finies. Par
exemple, pour NP = 0, i.e. approximation polynomiale, alors on peut décomposer gy
comme suit

av(A) = dpA". (1.13)
k=0
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Ainsi, on obtient la discrétisation basée sur I'approximation polynomiale
N
4gN,n' 2 = Z dkAi/Zh’- (114)
k=0

En pratique, la discrétisation des A¥ est source d’erreurs importantes lorsque N est élevé.

» Approximation par la formule de Dunford-Schwartz : Elle consiste en la déter-
mination du couple (vf s vg ,) pour tout ¢, solution du probleme discrétisé

Clvih’ - C2U§,h’ - Ah’”ih' = e (—iC'qn (¢)) 2w,

(1.15)
CQ'Uih/ + Clvgh/ - Ah/?);h/ - %m (_ZCIQN (C)) Zh/.
Puis, on déduit gy s approximation de gy, par une formule analogue a (1.12)
| M
_ ¢
qN, MW Zh = % ; wﬂ)lfh" (116)

Une fois que 'approximation spatiale gy 5 ou gn arp de g est définie, on en déduit celle du
controle u*. En vertu de ’hypothese (H4), on introduit @y p et @z, des approximations
semi-décentralisées de @y et $5. Ainsi, on obtient les deux approximations de u* par
discrétisation spatiale de uy et ujy yy,

Un gy = —Puwanw () By 2w, (1.17)

« _ -1
unarw = ~Punan e (N) @52 (1.18)
Nous pouvons a présent construire les approximations u}y ,,, €t u}y ys s, de uj. Pour cela,

on utilise la matrice de passage I1,;,, du maillage de taille A’ au maillage de positionnement
des actionneurs de taille h,

* *
uN,h’,h - Hhh/u]\/,h”

* _ *
U e = Thhe Uy ap -

Remarque 10 Les approzimations uyy , €t uy yy o du controle optimal sont données dans
le cas général ou les isomorphismes @5 et Oy ne sont pas des matrices de fonctions de A
uniquement. Par conséquent, les approximations ont été développées en q(A\). En pratique,

(i) si les isomorphismes ®; et Oy sont des matrices de fonctions de A, alors @ l’est
également. Ainsi

Q=k(A).
Par conséquent, les approzimations peuvent étre développées directement sur k(A).
1l vient
un = —knw (A) 2w, (1.19)
Un e =~k (A) 2 (1.20)
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(ii) Si lisomorphisme ®z est une matrice de fonctions de A et pas @y, alors <1>ng est
une matrice de fonctions de A, ainsi

d,'Q =Fk(N).
Alors, on a
un g = = Punkyn (A) 2w, (1.21)
Un g = —Puwknan (A) 2 (1.22)
(111) Les approzimations kyp et knap de k se construisent de la méme maniére que

celles de q.

1.2.3 Opérateurs de controle non bornés

Si lopérateur d’entrée B n’est pas borné de U dans Z et si 'opérateur d’observation
est borné de Z dans Y, nous utilisons la méthode décrite dans [5] ou V' est un autre
espace de Hilbert, V' son espace dual par rapport a lespace pivot Z, A € L(V, V'),
Be LUV et C € L(Z,Y). Nous choisissons ici de ne pas détailler un certain nombre
d’hypotheses techniques. Les équations d’état sont écrites au sens de V' avec 25 € Z. Le

controle optimal est
u* = —B*Pz,

ou P est la solution unique non-négative de I’équation opératorielle de Riccati
(A*P+PA—PBS'B*"P+C*C)v =0, (1.23)
pour tout v € V. L’adjoint A* € L (V, V') est défini par
<A*U7U/>V’,V = (v, AU/>V,V' )

et B* € L(V',U) est défini comme 'adjoint d'un opérateur borné.
Nous conservons les mémes produits scalaires pour Z, U et Y. De méme, les produit
scalaires de V' et de V' sont

(v,0)y = (By'o, @y xnz,

(U, U/)V/ = ((I)‘_//IU, @;}U’)xnz .

De plus, nous choisissons J = <I>v<I>‘_,,1 comme l'isomorphisme canonique de V' dans V' et
le produit de dualité entre V et V' est

(V, )y = (v, JV')y, .
(H1’) Méme énoncé que (H1) excepté le fait que
A = @VIG(A)(I)‘_/l,
B = ®yb(A) g,

10
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oudy € L(X"2, V) et Py € L(X"2, V") désignent deux isomorphismes supplémentaires.
De plus

q)V = ¢V(A)7
Dz = dz(N),
Dyr = gvi(A)

sont fonctions de A.
Ici, I'équation algébrique de Riccati est

oy (A) a’ (A) p ¢v/ (A) v (A) + v (A) pa(X)
—pv () p0(A) s7H(A) b1 (V) p by (V) dv (V) (1.24)
+oz2(A) ¢ () c(A) o7 (A) év (A) =0.

(H2’) Pour tout A € I,, I"équation algébrique de Riccati (1.24) admet une solution unique
non-négative notée p (A).
Théoreme 11 Si les hypotheses (H1’,H2’) sont satisfaites, alors
P = dyp(A)D,;
et le controle optimal s’écrit sous la forme
ut = —Qz,
ot Q) admet la factorisation suivante
Q= Pyq(A),
q(A) étant une fonction de A définie par
q(A) =b" (A) T 'p(A) @y,
avec J~1 = &y} Dy

Les hypotheses suivantes sont nécessaires pour I'approximation semi-décentralisée de
P.

(H4’) Méme position que (H4) complétée par @y, Py et @, admettant une approximation
semi-décentralisée.

Dans ce qui suit, les approximations py, qn, py,m €t gy sont construites d’apres les
formules (1.8) et (1.12) appliquées a la solution de (1.24).

11
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Théoreme 12 Sous les hypotheses (H1°,H2’,H3,H/}’), P et Q) peuvent étre approchés par
une des deux approximations semi-décentralisées

Py = Oypn(A)Dy7, Py = Pypnu(N)Dy),
ou
Qn = Pygn(A), Qnar = Puan (7).
De plus, pour tout n > 0 il existe N et M tels que
1P = Pylleevryvy < Can, 1P = Pylleevryvy < Can,
et
1Q = Qnllevvy < Cyn, 1Q — Qnmlleqvr vy < Cim,

Cs, C%, Cy et C} étant indépendants de n, N et M.

Remarque 13 Les approzimations de u* et de uj sont construites de la méme facon que
dans le cas des opérateurs bornés.

1.2.4 Extensions

Voici a présent diverses extensions du cadre présenté ci-avant.

1. La méme stratégie est appliquée directement aux compensateurs dynamiques obte-
nus par les théories de controle de Hy dans H.,. La condition

p(PQ) <~

porte sur le rayon spectral du produit entre les solutions de chacune des deux équa-
tions de Riccati. Cette condition est vérifiée des que

p(p(N)g(N) <~y

pour tout A € I,, voir Lemme 15 (vi).

2. La théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints a été choisie pour sa relative sim-
plicité. Nous connaissons ses limites, ¢’est pourquoi nous en citons des extensions
possibles basées sur des calculs fonctionnels plus généraux comme ceux développés
dans [64] ou [37].

3. D’autres travaux concernant la propriété dite bien posée du probleme LR peuvent
étre utilisés. En particulier, le travail de [50] pour un controle optimal avec une
observation et un controle non bornés peut étre ajouté a cette approche.

1.3 Démonstrations

1.3.1 Quelques propriétés du calcul fonctionnel

Tout d’abord, nous remarquons que pour E et F', deux espaces de Hilbert, et & un
isomorphisme de E dans F, si F' est muni du produit scalaire

(z,2)p = (CITIZ, CID*lz/)E

12
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alors
O = o1,

Dans le prochain Lemme, nous formulons quelques propriétés du calcul fonctionnel.

Lemme 14 Pour A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert separable X, et
pour f, g deux fonctions continues sur I, alors

(1) f(A) est auto-adjoint;

(1) pour p € R, (uf) (A) = pf (A) sur D (f (A));

(i) (f +9)(A) = f(A)+g(A) sur D(f(A)ND(g(A));

(1) g(A) f(A) = (gf) (A) ou l'image de f (A) est inclus dans D (g (A)) ;
(v) si f#0 dans I, alors f (A)™" eziste et est égal d % (A);

(vi) si f(N) >0 pour tout A € I, alors f(A) >0;

(vii) | f (A) x|k < suprer, |f W |l2llx pour tout = € D (f (A)).

Preuve Les preuves des cinq premiers points peuvent étre trouvés dans [25]. Nous

allons prouver le (vi), i.e.

S (fi(M)zg, z)x > 0.

ij=1
Tout d’abord, supposons que I, est borné. Nous rappelons que pour une fonction g conti-
nue sur I, et pour z € X, l'intégrale

/ (N dBy

min

est définie comme la limite forte dans X de la somme de Riemann, voir [25],

p
Zg ()\;c) (EAIH-l - E)\k) 2
k=1

si maxy, [Ap+1 — Ag| s'annule, avec X, € [Ag, Meg1] €6 Omin = A1 < A2 < L < A, =
Omax- O1 I, n’est pas borné, nous utilisons une subdivision pour un intervalle borné Iz =
(Crmin, Tmax) €t l'intégrale

/ g (A\) dE\z

est définie par passage a la limite dans les bornes de I'intégrale. On établit que la somme
de Riemann

DD Fi ) (Brazs m) — (Bxezg 20))

ij=1 k=1

est non-négative, ainsi le résultat sera obtenu par passage a la limite. Puisque
ko k
(B2 %) — (Bx,zj, %) = (B, — BEx)zisz) = (05, 0r)

13
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ol y¥ = (Ex,,, — Ek) zj, alors la somme de Riemann est la somme sur k des termes non
négatifs
n
> Fis () (5 uF)
ij=1
qui a son tour est non-négatif.
Maintenant, nous prouvons (vii) :

lraali = [P diEsaly

Omin

IN

sup | f V)2 / 4| Bxall%
\el,

Omin

sup |f(A)[*[]]-
Al

IN

Pour deux entiers ng et np, on note f une matrice ng X ng constituée de fonctions
continues sur /,. On considere également deux espaces de Hilbert E et F, isomorphes a
X"E et X"F par ' et @4 respectivement. Nous introduisons la matrice de fonctions de
A généralisée : f? (A) = @pf (A) @' € L(F,E) de domaine D (f?(A)) = ®pD (f (A)).
Pour simplifier, les espaces E et F' n’apparaitront pas explicitement dans la notation
f?, ainsi ils seront associés & chaque matrice au début de leur utilisation. Par la suite,
aucune confusion ne sera donc possible. Dans le prochain Lemme, nous donnons quelques
propriétés de matrices de fonctions généralisées.

Lemme 15 Pour toute matrice de fonctions de A généralisée, f®(A) = ®pf (A) D' et
g% (A) = @rg (A) D', et pour tout nombre réel p,

(i) (1) = ()" () 5

(i) f*(A) = () (A) sur D (f*(A) ;

fii) F(0) + *(8) = (F +9)° (A) sur D (£ (1)) N D (9 (A)) ;

(iv) pour un autre espace de Hilbert G et g (A) = ®pg (A) ®GL, £ (A) g® (A) = (f¢)? (A) =

Op (fg) (A) @5 quand Uimage R (f? (A)) € D (g (M)
(v) pour F = E, si f(\) >0 pour tout X € I, alors f*(A)>0;
(vi) o (f2(A) = o (f).

Preuve Les propriétés (i-iv) sont des conséquences directes du Lemme (14). Pour
obtenir (v), nous remarquons que pour z € D(f?) C E,

(f*(MN)z,2)p = (F(M)PF'z, Pp'2)xne,

qui est non-négatif si f (A) est non-négative. La conclusion utilise le Lemme 14 (v). Enfin,
I'obtention de (vi) est une conséquence directe de la définition du spectre. m

14
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1.3.2 Preuve du Théoréme 4

Preuve du Théoréme 4 A partir du Lemme 15 (i) et (iv),
A* = &5 (M),
BB* = ®;b(A)b* (A",
C*C = ®yc*(N)e(N) D,
sont des matrices de fonctions de A généralisées sur Z. Nous posons
e(A) = a”(N)p(A) + p(N)a(A) = p(NBADT (N)p(A) + e (A)e(N),

ainsi par construction e (A) = 0 et e (A) = 0. En multipliant la derniere égalité par ¢, a
gauche et par ®,' & droite, en utilisant le Lemme 15 (iii) et (iv), et en posant

ﬁ - (I)Zp (A) (I)Ela

nous trouvons que P vérifie I'équation de Riccati (1.6). Ensuite, la non-négativité et la
symétrie de p, le Lemme 15 (i) et (v) engendrent la non-négativité et le fait que P est
auto-adjoint. Nous concluons que P = P grace a 'unicité de la solution. Enfin, on pose
u* = —(Qz, i.e 'opérateur de rétroaction () est égal a

Q=S5"'B*P.

Il vient par construction que @) peut s’écrire sous la forme
Q= Pyqd,’,

avec ¢ la fonction de A définie comme suit

qg(A) =571 (M) (M) p(A).

1.3.3 Preuve du Théoreme 6

Preuve du Théoreme 6 L’estimation de
lg (A) —aqn (A>H1:(an,xnu) < Csn
résulte de (1.9) et du 14 (vii). Dans la suite, nous obtenons l'estimation
law (A) = anar (M| g xnz xnoy < Cs1-

15
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Puisque gy est holomorphe dans un domaine inclus dans C, et A est un opérateur borné
sur X avec un spectre contenu dans (—R, R), gn (A) peut étre représenté par la formule
de Dunford-Schwartz, voir [95],

1

qv (A) = — qv (O) (I —=AN)"" d¢ onC(R)CC.
20 C(R)

En choisissant ¢ une fonction de 6 avec 6 € (0, 27) une paramétrisation de C dans I'inté-
grale, nous trouvons

1
21

o () / " iC'an (O) (CT — A db,

avec (' = %. Alors nous utilisons la formule de quadrature pour approcher gy par

1

aqN.M = %IM (—iC/QN () (¢I - A)il) :

En combinant I'estimation (1.10) et le Lemme 14 (v), nous obtenons l'estimation désirée.

L’inégalité triangulaire permet d’obtenir

lg (A) = an.ar (M) goxenz xomo lg (A) = an (Ml pxenz xmvy + llaw (A) = anvar (M)l gxenz xmor)

IAIAIA
2
+
S
5

avec Cy = C3 + Cs. Enfin, 'expression (1.12) de gy (A) 2z est obtenue en posant

v = —iClan (G) (Gl — A) 7' 2,
Ce ¢

et apres la décomposition de v en sa partie réelle v? et imaginaire v3‘, avec () = (%
|

)9=9Z'

Remarque 16 Dans le cas de l'approzimation rationnelle, gy est holomorphe sur le com-
plémentaire de ’ensemble de ses NP péles. Par conséquent, le chemin C C C associé a la
formule de Dunford-Schwartz désigne l'ellipse de centre (Ry,0), Ry et Ry étant ses deux
ares.

1.3.4 Preuve du Théoréme 10

Preuve du Théoréme 10 L’obtention de 'expression
A= J  dyar (A) yt Tt
provient directement de

(W, )y = (Ju,v)y, = (u, J_lv)v, .

Puisque
J =0y,
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1.4. Conclusion

I’expression se simplifie en
* * F[—1
A* = CIDV/a (I)V .

Alors (1.23) est équivalente a

(v (A) a™ (A) Poyr (A) gy (A) + ¢y (A) Pa(A)
—¢v (M) Pb(A)b* (A) Poyr (M) ¢y (A)
+oz (M) (A)e(A) d5'dv] = =0.

Enfin, la preuve complete suit les mémes étapes que celle du Théoreme 4. m

La preuve du Théoreme 11 est identique a celle du Théoreme 6.

1.4 Conclusion

Nous avons proposé une méthode de calcul de controle distribué appliqué a des systemes
linéaires distribués munis d’un opérateur de contréle borné ou non borné. Cette méthode
a été congue pour des architectures de processeurs semi-décentralisées. Sa construction
utilise un calcul fonctionnel sur les matrices de fonctions d'un opérateur, basée sur la
théorie spectrale et la formule de représentation de Dunford-Schwartz.

Nous avons formulé, étape par étape, la méthode d’approximation semi-décentralisée de
I'opérateur controleur (). La premiere étape a été consacrée a la définition de ces matrices.
La deuxieme étape de la méthode a consisté en la factorisation de () sous la forme d'un
produit d’une fonction de A avec des opérateurs satisfaisant une approximation naturelle
semi-décentralisée. Pour la troisieme étape, on s’est intéressé a I’approximation d’une fonc-
tion générale ¢ de A par une fonction plus simple a discrétiser et pour une architecture
semi-décentralisée. On a choisi une approximation rationnelle ou polynémiale ¢y de g.
La discrétisation de ¢y engendre cependant des erreurs tres élevées dies aux puissances
de A. Afin de pallier a ce probleme, nous avons utilisé la formule de Dunford-Schwartz.
Elle présente I'avantage de mettre en oeuvre un seul opérateur ((I — A)fl, plus simple
a discrétiser. Cette derniere est exprimée sous forme intégrale, d’ou la nécessité d’une
seconde approximation gy s basée sur une intégration numérique avec M le nombre de
points d’intégration. On a remarqué 'importance de M dans la précision de la simulation
en temps réel. L’étape finale a consisté en la discrétisation spatiale du probleme intermé-
diaire donné par (1.11) afin de trouver la discrétisation gn i, de gn s, ol h est le pas de
discrétisation.
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Application et résultats numériques
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Chapitre 2. Application et résultats numériques

Dans ce chapitre, nous exposons six applications afin d’illustrer selon différents points
de vue la théorie développée dans le chapitre précédent. Nous avons ainsi traité différents
cas ou l'opérateur d’entrée est borné (Exemples 1, 3, 5, 6), envisageant également le cas ou
ce dernier ne 'est pas (Exemple 2). Puis, nous avons étudié la situation ou les opérateurs
B et C sont fonctions de I'opérateur A (Exemples 1, 2), et le cas ou ils ne le sont pas
(Exemples 3, 5, 6) en introduisant les isomorphismes ®, ®y et ®;. Nous avons traité
plusieurs exemples de controles internes. Néanmoins, a travers ’exemple de la section
2.4, on a montré comment aborder certains problemes de controles frontieres. On s’est
également intéressés, a travers I’exemple 5, a des problemes de type multi-échelles avec des
controles considérés a ’échelle micro. Enfin, dans le dernier exemple, on a appliqué notre
théorie a un autre cadre de controle, a savoir LQG. Dans cette application, ’approximation
d’un probleme de controle optimal par la méthode des fonctions d’opérateurs, permet
I'implantation sur un calculateur distribué semi-décentralisé, pouvant étre analogique ou
pas.

Apres avoir appliqué la théorie aux exemples, nous cherchons a approcher 'opéra-
teur controleur (). Pour cela, nous utilisons un schéma semi-implicite en appliquant une
méthode spectrale pour approcher k& par un polynome. Puis nous utilisons la formule de
Dunford-Schwartz dont le contour est un cercle de rayon R. Dans le cas ou I'approximation
est rationnelle (interpolation rationnelle classique), nous résolvons un systeéme surdéter-
miné au sens des moindres carrés. La solution est obtenue par la décomposition en valeurs
singulieres SVD, puis grace a la formule de Dunford-Schwartz dont le contour est une
ellipse, évitant ainsi les poles et zéros de I'approximation rationnelle.

Dans les exemples que 'on développe dans ce chapitre, chaque actionneur occupe un
sous-domaine Y,. Ces sous-domaines sont distribués périodiquement sur €2 ou sur un sous-
domaine de Q. On note fy le rapport entre la taille |Y,| d’'un actionneur et celle d’une
cellule périodique de €. Pour simplifier, on posera By = 1. Le bord 02 du domaine 2
est supposé régulier et sa normale unitaire extérieure est notée n. La régularité de OS2
intervient dans le choix des isomorphismes .

Les espaces de Sobolev utilisés sont définis pour k € N* par

HY Q) = {ve Q) | Vel pourtout 1<j<k}
HEQ) = {veHFNQ) | Viv=0surdQ pour 0<j<k-—1}

On désignera par P, 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n, avec
n un entier positif.

On introduit la fonction vectorielle,
Vo = (I — N7z (2.1)
Puis on multiplie cette équation par A~ (¢,] — A) pour obtenir
CATIVSE — v = ATz, (2.2)
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2.1. Fxemple 1 : Fquation de la chaleur avec un opérateur de controle borné

On définit la matrice
P = wiGiln (), (2:3)

pour (i, ...,(pr € C et wy,...,wy € R. On peut facilement établir ’égalité

M M
Z Wt = Z Sm (Pve) . (2.4)
=1 =1

Cette égalité sera utilisée dans la suite de ce chapitre.

2.1 Exemple 1 : Equation de la chaleur avec un opé-
rateur de controle borné

Cet exemple illustre le cas d’un opérateur de controle et d’un opérateur d’observation,
tous deux internes et bornés.

2.1.1 Equation d’état est controleur semi-décentralisé

Soit le systeme gouverné par I’équation de la chaleur posé sur le domaine régulier (2,
avec des conditions de Dirichlet homogenes au bord

Ow (t,z) = Aw (t,x) + up (t,2) sur RT™ x Q
w(t,x) =0 en R™ x 09, (2.5)

w (0,2) = wp (x) sur €.

L’espace de controle U, C U C L*(Q) est constitué de fonctions constantes dans chaque
Y,, et nulles ailleurs. Nous choisissons la fonctionnelle de cout

oo
T (i) = [ ol + lullagy
Avec une distribution continue des actionneurs, I’équation d’état devient
Oww (t,z) = Aw (t,z) + Bou (t, ), (2.6)
dans R™ x Q avec u € U.

Présentons tout d’abord la forme semi-décentralisée des controleurs résultant des deux
types d’approximation : polynomiale et basée sur la formule de Dunford-Schwartz.

» Approximation polynémiale : Dans la section suivante, on montre que le controle
optimal u* peut étre approché par

ut ~uy (t,x) = —pn ((—A)_l) w, (2.7)
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Chapitre 2. Application et résultats numériques

ol py, approximation de p, désigne un polynome de degré inférieur ou égal a N, N étant
un parametre entier supérieur ou égal a 1. Par exemple, pour N = 1, u}, s’écrit

wy = [~do+di (A) ] w,

notre calcul numérique montrant que dy = 2.23 x 1072 et d; = 0,407. Autrement dit, u%
vérifie
AU?V = —dko + dlw,

complétée par les conditions aux limites uy, = 0 et w = 0 en J€). Dans le cas mono-
dimensionnel, en utilisant un schéma aux différences finies centré du Laplacien, on obtient
I’équation discrétisée

2
UZ/’_l — 21112/ + UZ/’_H = —do (wh/7_1 - Qwh/ + wh/7+1) — dlh Wh (28)

ou b = # désigne le pas de discrétisation, avec H' € N* et L la taille du domaine

Q. On note uj, _y, Uy, U 4y, Whr 1, Wi €6 wp 41 les vecteurs des valeurs nodales de

(uy (- ﬁi))z‘:o,...,H'—Qa (un (- xi))i:l,...,H’—l? (un (- xi))i:?,...,H’? (w (., xi))i:O,...,H’—W (w (., xi))i:l,...,H’—l
et (w(.,2;)),_o g respectivement, ou z; = jh', j € {0,...,H'}. Afin de satisfaire les
conditions aux ’lifnites, on pose aux extrémités

u*N(7O):u*N(7xH/):O et U)(,O)IUJ(,ZCH/)IO

» Approximation basée sur la formule de Dunford-Schwartz : On introduit les

(M) problemes de différences finies vérifiées par les v§,

Cg (ng;,—l — 2V§L{ + Vf;,—&-l) - h/QVgﬁ = ’LUh/7_1 — 2U)h/ + U}h/7+1, (29)
et les (M) conditions aux limites

ve(.,0) = v (., xg) =0, (2.10)
ol Vﬁ‘i sont les vecteurs des valeurs nodales, approximations des solutions v des problemes
(2.2) pour chaque ¢ = 1,..., M € N*. Puis, on établit par la suite que le contrdle optimal
u* peut etre approché par

M

. 1

UN My = T > Sm (wefépN (Ce) Vi‘i) : (2.11)
=1

Remarque 17 Les points de discrétisation peuvent étre assimilés aux positions des ac-
tionneurs, lorsque h' = h. On pourra également considérer un maillage plus fin. Dans ce
cas, seuls certains points de discrétisation correspondent a ces positions.
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2.1. Fxemple 1 : Fquation de la chaleur avec un opérateur de controle borné

2.1.2 Construction et étude des contrdoleurs semi-décentralisés

Ici By, = Bj = S = I. Nous cherchons a obtenir l'approximation py s (A) w de Pw.
Pour cela, nous posons U = Z = L?(Q) alors A = A est un isomorphisme de son domaine
dans Z. Puisque le bord de €2 est régulier, le domaine de A est D (A) = H? (Q) N H} (),
voir [35]. De plus, Y = U = Z et B =C =S = 1. On pose X = Z. On choisit
A= (—A)_1 qui est compact et admet par conséquent un spectre borné et positif avec un
point d’accumulation en zéro, on note que zéro n’appartient pas a o (A) (voir [75]). Alors,
on trouve aisément que les isomorphismes

Oy =0y =0y =1

et que les parametres de I’équation algébrique de Riccati sont

sont tous continus sur I, = (0, omax). L'équation algébrique de Riccati s’écrit
PPN +2p(\)/A—1=0. (2.12)

Commencons tout d’abord par construire approximation polynomiale py (A) (avec NP =
0) de p () solution unique non-négative de I’équation (2.12). Nous nous sommes appuyés
sur la méthode spectrale pour chercher cette approximation qui peut étre établie comme
suit : remplacons p par py et multiplions la partie gauche de I'équation algébrique de
Riccati (2.12) par une fonction test 1 (A\) € C°(I,) et par A. Puis on intégre par rapport
a A pour obtenir

/ (Ap% + 2p5 — A) n(X) dA = 0. (2.13)
0

Nous utilisons alors un schéma semi-implicite pour résoudre ce probleme, ce qui donne
I’algorithme suivant

Algorithme 1 Schéma Semi-Implicite appliqué a 1’équation (2.13)

1: pY donné
2: & la (m + 1) étape : connaissant p € Py, trouvons pi'! € Py tel que

L Oum s ) 2 ) - =0, v e By, (219
0

3. fin itération

Remarque 18 La convergence du schéma semi-implicite n’a pas été démontrée. Cepen-
dant, d’un point de vue empirique, nous avons pu conclure que ce schéma converge vers
la solution positive. Nous avons pour cela procédé a divers tests portant sur une variation
de la valeur initiale p%,.
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Pour calculer les intégrales décrites dans I’Algorithme 1, nous avons utilisé les formules
de quadrature de Legendre-Gauss-Lobatto (LGL) qui sont exactes pour des polynémes de

degré (2n — 1), soit
1 n
[ fw) o =3t
-1 i=1

avec &; les noeuds de Gauss-Lobatto et w; les poids associés. La Table 2.1 fourni les &;
et w;, pour n = 10. Le polynome ()\p’ﬁ (A) Pt () + 2pt (N) — )\) n (\) appartient a
P3sni1. Une formule de Gauss-Lobatto a n > E (%N ) + 1 points est nécessaire pour le
calcul exact de I'intégrale apparaissant dans la formule (2.14).

On se réfere a [6], [20] et [28] pour une analyse numérique plus complete. Pour plus de
détails sur les méthodes spectrales, voir [8], [9], [16] et [68].

=] & w |
0 -.000000 || 0.0181818
1 -0.934001 || 0.1096120
2 -0.784483 || 0.1871700
3 -0.565235 || 0.2480480
4 -0.295758 || 0.2868790
5 00.000000 || 0.3002180
6 0.2957580 || 0.2868790
7 0.5652350 || 0.2480480
8 0.7844830 || 0.1871700
9 0.9340010 || 0.1096120
10 || 1.0000000 | 0.0181818

TAB. 2.1 — Neeuds de Gauss-Lobatto (colonne du milieu) et poids associés (colonne de
droite) pour n = 10.

Solutions exactes

Nous présentons la solution exacte du probleme de controle optimal utilisée pour la va-
lidation numérique des différentes approximations. Tout d’abord, nous donnons la solution
positive exacte de I’équation algébrique de Riccati (2.12)

I RSV DY

p(A) 3

Le controle optimal u s’écrit comme suit
u=—p(A)w(t,x).
On injecte cette expression dans I’équation (2.6), le systéme en boucle fermé s’écrit
ow (t,z) = (A—pA)w(t,z).
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2.1. Fxemple 1 : Fquation de la chaleur avec un opérateur de controle borné

Dans le cas du choix du domaine mono-dimensionnel € = (0, 7), on introduit la base des

fonctions propres normalisées (¢y, (7)) = (\ /2 /7 sin (k:x)) . et les valeurs propres A, = 75,

associées au probleme des valeurs propres

On adopte la décomposition modale de w(t, z) suivant la base {¢r ()}
w(t,x) = Z wi(t)dr ()
keN®

avec wi(t) solution de I'équation
dew(t) = (A" =p(\) we (t), (2.15)

complétée par la condition initiale

wi(0) :/ w(0, ) pk(x) dt. (2.16)
0
La solution wy, de (2.15-2.16) s’écrit
wk(t) _ wk(o)e—(A*1+p(>\))t‘

Finalement, le controle optimal exact peut s’exprimer sous la forme

ut(tx) = = wp(t)p(Ae) dr(x).

Nous choisissons a la suite de cet exemple : w(0) = 1.

Résultats numériques

Pour I'application numérique, oy, = 1 done I, = (0,1), t € [0,T] avec T'= 0.1 et on
utilise une projection sur quatre modes.

Dans ce qui suit, on s’intéresse tout d’abord a 1’étude de l'erreur d’approximation
polynomiale et a la convergence du schéma semi-implicite. Puis, on étudie I'erreur d’ap-
proximation de quadrature dans la formule de Dunford-Schwartz. Enfin, on analyse I’erreur
d’approximation spatiale.

» Erreur d’approximation polynoémiale et convergence du schéma semi-
implicite : Le calcul numérique montre que 1’Algorithme 1 converge vers la solution
positive et fournit une tres bonne approximation polynémiale. Afin d’évaluer la qualité de
la convergence, on introduit Uerreur |[pi" — p%t||2(7,). Pour N = 10 et Py = 0, la Figure
2.1(a) illustre la convergence exponentielle du schéma proposé. De plus, la Figure 2.1(b)
représente I'erreur relative en fonction de N

1P — o2,
EN =

||p”L2(L,)
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Chapitre 2. Application et résultats numériques

Cette erreur décroit de facon linéaire, sur 1’échelle logarithmique, de pente =~ —0.7 . On
introduit le controle optimal approché basé sur ’approximation polynomiale de la fagon
suivante

uy () = —pn (A w Zwk SO0ty () 6y (2).

On définit Verreur relative de la fonctionnelle de cotit associée
| T (wo; u*) — T (wo; uy )|
J (wo; u*)

In =

» Erreur d’approximation de quadrature dans la formule de Dunford-Schwartz :
Pour 'approximation par la formule de Dunford-Schwartz en utilisant 'approximation py
ci-dessus, nous avons utilisé la quadrature de trapeze sur un contour paramétré par un
cercle de rayon R, voir la Figure 2.2. On définit 'erreur relative entre p et py s par

lp— pN,MHL2(1,,)
||p||L2(IU)
L’erreur relative de la fonctionnelle de cotit associée est
Tonr — |\T (wosu*) — T (wo;URM)}’
’ J (wo; u*)

UN (t,x) désigne I'approximation du controle optimal, basée sur la combinaison de 1'ap-
proximation polynomiale avec 1’intégration numérique de Dunford-Schwartz,

EN.M =

)

uy,y (£, 2) Zwk OO0t () o (a).

Les courbes de la Figure 2.3 montrent I'influence du rayon R sur l'intégration numérique.
On remarque que la convergence de ey s vers ey est exponentielle et proportionnellement
plus rapide a 'augmentation de R. On choisit pour la suite R = 2.6 et le parametre de la
formule de quadrature M = 11 de sorte que ey et Jy soient négligeables devant ey js et
Jn.r , voir la deuxieme courbe de la Figure 2.3, les colonnes de gauche et du milieu de la
Table 2.2.

» Erreur d’approximation spatiale : Enfin, nous achevons notre approximation glo-
bale par I'approximation spatiale. Nous proposons pour cela deux calculs différents. Le
premier est basé sur 'approximation polynomiale (2.8) pour N = 1, l'autre utilise I'ap-
proximation par la formule de Dunford-Schwartz (2.9'-2.112) pour N = 10. Nous avons
choisi 200 nceuds de discrétisation spatiale, régulierement répartis dans €). Les deux écarts

- u}kV,M”L?(Q) dt

- u*NHL2(Q) dt

~ 9248 x 107° et ~ 3.22 x 107°

foT [kl 12 () dt foT HU*N,MHLQ(Q) dt

'Etant donné A1 = —A et en utilisant le schéma des différences finies, on en déduit la discrétisation
de Iéquation (2.2), on obtient ainsi (2.9).
2La formule (2.11) est obtenue en utilisant la relation (2.4) et les formules du chapitre précédent.
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2.1. Fxemple 1 : Fquation de la chaleur avec un opérateur de controle borné

ont pour but I’évaluation de 'approximation spatiale. La premiere méthode a été évaluée
par rapport a la discrétisation associée a I'approximation polynomiale et la seconde mé-
thode a été comparée a ’approximation par la formule de Dunford-Schwartz. Les méthodes
fournissent une bonne discrétisation spatiale puisque de 'ordre de 107°.

Nous concluons par I’évaluation de 1’écart

T (z05u%) — T (205 ap)|
J (20;u*)

entre la fonctionnelle de cout exacte et I’approximation de la fonctionnelle de cott discré-
tisée. Le résultat obtenu est satisfaisant, voir la colonne droite du Tableau 2.2. Finalement,
nous avons représenté en coordonnées espace-temps I’approximation wpy, arp sur la Figure
2.4(a), et 'approximation du controle optimal discrétisé sur la Figure 2.4(b). On constate
que le premier mode domine les autres modes.

IN M =

10° b

107}

107t

1 5 10 15 20 25 30 1 5 15 20

10
iteration degré N

(a) (b)

FiG. 2.1 - (a) Convergence en échelle logarithmique de |[p" — pRt||z2(1,) pour N = 10
(b) Erreur entre p et py en fonction de N, 30 itérations

Im(0)

Re()

Rayon = 3.8

" " "
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fia. 2.2 — Contour ¢, R = 3.8
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10™" ———— 10™* ————— 10™ ————— 10

15 20 25 30 15 20 25 30

M M
. R=3.2 R=38
10 ;
15 20 25 30 15 20 25 30 15 20 25 30 15 20 25 30
M M M M

FiG. 2.3 — Erreur entre p et py s en fonction de M, pour différentes valeurs de R en
échelle logarithmique et pour N = 10

JN JN,M JN,M,hI
1.01 x 1071 [ 5.03 x 107° | 9.35 x 107°

TAB. 2.2 — Erreurs sur la fonctionnelle de cotut pour N =10, M =30, b’ = 1/199

Espace 00

Temps Espace o0 Temps

(a) (b)

F1G. 2.4 — (a) Profil espace-temps de 'état optimal discrétisé (b) Profil espace-temps du
controle optimal discrétisé
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2.2. FExemple 2 : Equation de la chaleur avec un opérateur de controle non borné

2.2 Exemple 2 : Equation de la chaleur avec un opé-
rateur de controle non borné

2.2.1 Présentation

Considérons a nouveau 1’équation de la chaleur comme équation d’état. L’espace de
controle est U, C L?(Q). La fonctionnelle de coit J est la méme que celle de 'exemple
précédent. L’opérateur discret de controle est ici remplacé par un opérateur non borné
défini au sens des distributions par

(Bpu,v) = — / up 5.V dz,
Q

avec f3; est un vecteur de R. L’opérateur de controle continu correspondant est également
non borné, sa définition au sens des distributions est

(Bu,v) = —[f / u $1.Vu dx,

Q

avec U C L* ().

2.2.2 Formulation d’un controleur semi-décentralisé

Dans cet exemple 'opérateur de controle est interne et non borné et I'opérateur d’ob-
servation est interne et borné. On applique le résultat de la section 1.2.3. Nous commencgons
par poser l'espace pivot Z = L?(Q), V = H} (Q), ainsi A = A est un isomorphisme de V/
dans V' & partir duquel nous définissons J = (—A)_l. Cela nous permet de donner une
définition précise de By, et de B :
pour tout v € V,

<Bhuh,v>v,’v =— / up, £1.Vvu dz pour uy, € Uy,
Q

et (Bu,v), , = — / u (1.Vu dx pour u e U.
’ Q

Calculons Bj défini par

(Brun,v)y = (up, B;:U)LQ(Q) , pouru, €U, etvelV

Puisque
(Bhufw U)V’ = <Bhuh7 JU)V/,V = - (uha 51'VJU)L2(Q) )
alors
Byv = —0(VJu,
et de maniere similaire
B*v = -3, VJu.
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On introduit le noyau de B défini par
Kp={u€eL*(Q) | wuconstant dans la direction 3},
'espace U = L*(Q2) /Kp ainsi que le noyau de B*
K- ={veV’' | Juv constant dans la direction (3} .

Puisque Jv = 0 sur le bord 09, alors Kp« = {0}. De plus, en utilisant les arguments
classiques, e.g. [32], on déduit que B est un isomorphisme de U dans V’. Nous posons

également
Y=Z=L*Q) et S=C=1€L(Z)Y).

A présent, on introduit X = V'’ et l'opérateur non négatif A = J. Le fait que A soit
auto-adjoint i.e.

(Av, ")y, = (v, AV,

vient de I'égalité
(Av, J' )y = (Jo, AV )y

Pour achever la construction, nous posons
Oy = (B.V), Dy =A, Op=1, &y =dy=Az,
ol A2 est un isomorphisme de V' dans L2 (). De plus,
a(N)=1, b(A)=1 et c(A)=1

Enfin, pour calculer py s nous procédons comme dans le premier exemple.

2.3 Exemple 3 : Equation des poutres

Nous traitons ici le cas d’un opérateur de controle et d’un opérateur d’observation,
tous deux internes et bornés.

2.3.1 Présentation

Le systeme est gouverné par 1’équation biharmonique du second ordre avec des condi-
tions d’encastrement aux bords et avec les mémes espaces de controle U, et U qu’a
I'exemple 1,

Oiw (t,x) = —A%w (t, ) + up, (¢, ) sur R x Q, (2.17)
w(t,z) =Vuw(t,x). n=0 en R™ x 09, (2.18)
w (0,2) = wp (z) et Qw (0,2) = wy (z) sur €. (2.19)

Nous choisissons la fonctionnelle cotut
oo 2 2
T (i) = [ 18wl + ulls .
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2.3. FExemple 3 : Equation des poutres

L’équation d’état avec une distribution continue d’actionneurs est
Oiw (t,x) = —A%w (t,7) + Bou (t,z) sur RT* x Q.
A la section suivante, on montre que le controle optimal u* peut étre approché par

M
1
Unaw = T > Sm <weC2 (’fl,N(CZ)V}% + kz,N(CZ)V}Cf,Q» ; (2.20)
/=1

avec des notations analogues a celles de I'exemple 1, et out ky y et ko v sont définis a la
section suivante.
Soit 2T = [w 8tw], on établit par la suite que le vecteur ij = (v%l;vg‘&) est

solution de

Ce (fo,_z - 4"%,—1 + 6"% - 4V}§z€7+1 + Vg€,+2> —h’4vi‘i = (2p —o — 42y 1+ 621 — 42w 1 + 2w 42)
(2.21)

et les conditions aux limites
v(0) =v(xg) = 0,v(0) = 0pv(zp) et 2(0) = z(zy) = 0,2(0) = Opz(xy) =0,

avec g est définie dans la section suivante.

2.3.2 Formulation et étude d’un controleur semi-décentralisé

Remarquons tout d’abord que le systéme (2.17) peut étre écrit sous la forme d’un

systeme du premier ordre 0,z = Az + Bu. Avec z = [w &gw}T, on obtient les opérateurs
de I’équation opératorielle de Riccati

0 I 0
A:{_N 0], thBzM, C=[A0 et S=1I

Les espaces de controle et d’observation sont
U=L*(Q), YCL*(Q).

L’espace d’état habituel est Z = HZ () x L*(Q) alors By, B et C sont bornés. Nous
posons X = L2 (), A = (A?)"" un isomorphisme de X dans H* (Q) N H2 (),

b, = [N Ol o= 1 et @y = AN
0 I
si bien que
Y = AA2L? (Q)
=AH}(9).

Alors les parametres de ’équation algébrique de Riccati sont

a(A)z{_;ﬂW A_OW}, b(A):m, cO)=[1,0] et s(\) =1
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Remarque 19

1. Les isomorphismes ®y et ®5 résultent de calculs non triviauzr. C’est pour cette
raison que nous souhaitons préciser sur quels critéres nous avons choisi ces isomor-
phismes. Le choix de ® 5 provient directement de [’expression des produits scalaires

(z,2), = (5%, CIDEIZ’)XQ ,
1 1
(21, 21) g2 (0) = ((AQ) 22, (A7) Zi)
Pour ®y, nous utilisons la relation

C = (I)yC (A) (I)El,

2(Q)

et le produit scalaire
0,9y = (23", 23'y) -

2. Puisque ®5 et Oy sont des matrices de fonctions de A, on utilise la Remarque 10(i)
pour la construction de [’approrimation.

On injecte les expressions de a, b, ¢, s et p = {p“ P12

dans 'équation (1.7), on trouve
P21 P22

(0 =p3 + AV 2py — 1,

0= )\71/2]911 — )\*1/2])22 — P21P22, (2.22)

\ 0= 2)\71/2]721 — p%Z
La solution k est une matrice 1 x 2 d’opérateurs
k= [k ko,

avec k; = pglA_% et ko = poo. Alnsi, a partir de (2.221) et (2.223), le couple (ky, k2) est
solution du systeme
0= k2 +2k; — 1,
(2.23)
0 =2k —kj.
Comme dans I'exemple 1, on cherche les approximations polynomiales ki y et ko n de ky
et ko , avec N = (Np, Ny). On utilise pour cela un schéma semi-implicite. Ici, le schéma

est appliqué au systeme des deux équations couplées. En voici la mise en oeuvre : soient
() et mo(\) deux fonctions test appartenant a C° (I,), (2.23) équivaut a :

0= / (KT + 2k — 1) m(A) dA,
IU

0= / 2%y — k2) () dA.
\ Is
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2.3. FExemple 3 : Equation des poutres

On modifie la seconde équation du systeme précédent de la fagon suivante

(

/ ()‘k% + 21{31) m(A) dr = / m(}) da,

I, Is

\ Iy Iy

de maniere a ce que I’Algorithme 2 converge, indépendamment de la valeur initiale ky y =
0,

Algorithme 2 Schéma Semi-Implicite appliqué a un systeme

1: kY, k§ y donnés,
2: & la (m+ 1) étape : connaissant k"y € Py, et k' € Py,, trouvons &'} € Py, et
kg"f\?l € Py, tels que

(

/ K () (M () +2) 7y (A) dA = / m (V) X,

I, Is

[ R O) (0 )+ 1) () dh = [ (R O) + R () ()

15 15

L \V/’f]l (A) € ]P)Nl et 12 ()\) € ]PNQ.

3: fin itération

Le calcul numérique des intégrales se fait par la formule (LGL).

Solutions exactes

Tout d’abord, nous donnons la solution exacte du systeme (2.23)

(
—1+V1+2X
) = ———

—1+V1I+2A
ky () = \/Qf.

\

La loi de controle optimal s’écrit
u = —k(A)z(t,x) = =k (MN)w(t,x) — ko (A)Opw(t, ).
On injecte cette expression dans 'équation d’état (2.17), I'’équation en boucle fermé s’écrit
Ow (t,x) = —ka (A) Oy (t,2) — (A% + ki (A)) w (¢, 2) . (2.24)
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Dans le cas mono-dimensionnel, le domaine 2 est égal a ]0, L[ avec L la longueur de la
poutre. Soient les vecteurs propres (¢, € HZ(£2)),en+, avec ¢,, est solution de

d*én
d—gi — Up¢, =0 dans Q.
On introduit le scalaire y = £, les fonctions 7, (y) = ¢, (x) solutions de n, € Hg([0,1]) et
d*n,
dgj”‘ —ptn, =0 dans ]0,1],
avec [, tel que v, = ‘LL—i La solution globale peut étre écrite sous la forme

M (pny) = As1(pny) + Bei(pny) + Csa(piny) + Dea(pny),

ou
s1(pny) = sin(pny) + sinh(p,y),

c1(pny) = cos(pny) + cosh(pny),
s2(pny) = —sin(pny) + sinh(p,y),

C2(piny) = — cos(pny) + cosh(pny).

En tenant compte des conditions aux limites (2.18), il s’ensuit que u, est solution de
I’équation transcendante
oS b, cosh p,, — 1 =0,

et

i) = € (sa(m) = 22 ) )

Enfin, les vecteurs propres ¢, sont déduits de ’expression de 7, par changement de va-
riable. Les valeurs propres A, de A sont l'inverse des valeurs propres v, du Bilaplacien.
De plus, la solution w(t,x) peut étre décomposée suivant la base {¢,}, o orthonormale
pour le produit scalaire L?((2),

w(tax) = Z wn(t)¢n(ﬂnx)‘

En remplagant w par sa décomposition dans (2.24), il s’ensuit que w, est solution de
2wy (1) = —ky (\) Qpw,, (1) — ()\;1 + k1 (An))wy, (1),

complétée par les conditions initiales

(

w, (0) :/o w(0, x)dn(x) dt,

\ Oywy, (0) :/o Oyw(0, x) o, () dt.
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2.3. FExemple 3 : Equation des poutres

On introduit les expressions

ko )44/ KB O) =4k ) 425 1) ) w0 (0)+203w (0)

_
CA) = 2 (07

Y

(7k2(/\n)+\/k2 An) 4(k1()\n)+)\71)>wn(0)726twn(0)

CQ(A'H,) 2\/]{:2()\ k'l()\ 1)

On peut établir que la solution exacte des modes

’(Un(t) = Cl()\n)e%t(_kQ(A")—i_\/kg(An)—4(k1()\n)+>\7—Ll)>
L Cy()edt (RO ROk AT

Enfin, le controle optimal exact peut s’écrire comme suit

ut (t,x) = — Z (k1 (An)wn(t) + k2(An) 0w, (1)) ¢n(z).

n

A la suite de cet exemple, nous choisissons w,,(0) = dyw,(0) = 1 et un seul mode pour la
validation numérique.

Résultats numériques

Pour cette application, on a choisi la longueur de la poutre L égale a p; = 4.73. Ainsi,
toutes les valeurs propres de A sont incluses dans I, = (0,1). La Figure 2.5 montre que
I’Algorithme 2 converge de maniere exponentielle et le Tableau 2.3 illustre la pertinence
du schéma semi-implicite associé. Nous avons choisi pour la suite de cet exemple, le
parametre N = (N1, Ny) = (10,10) assez grand pour s’assurer que 'approximation de
kin (A) et kon (A) n’affecte pas la précision de la méthode d’approximation. En effet,
les erreurs des deux approximations sont tres petites car respectivement de l'ordre de
1071 et de 107!L. Par conséquent, I’écart de la fonctionnelle associée a I’approximation
polynomiale fournit un bon résultat, voir la colonne de droite du Tableau 2.4. On a utilisé
la quadrature de trapeze sur un cercle de rayon R afin de construire I’approximation ky, /.
Cette approximation est basée sur la combinaison de I’approximation polynomiale ky avec
la formule de Dunford-Schwartz. On illustre 'influence de R sur l'intégration numérique
via la Figure 2.6. Ensuite, on fixe le rayon R = 2.6 et le parametre de la formule de
quadrature M = (M;, M) = (11,11) pour que les erreurs relatives

_ lkin = Killz2a,)

kil

soient négligeables devant les erreurs relatives

kina — Kill 221,

E =
K3l 222,
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Par conséquent, Jy i << Jy, avec

g | T (wo, wy;u*) — T (wo, wi;uly) |
N =
J (wo, wi;u*)

ot uyy (t,2) = =Y (kv (M) wa(t) + kon (An)Dwn (t)) én (),

n

Y

et
| T (wo, wy;u*) =T (w07wl§u}k\f,M) |

T (wo, wy; u*)

ou Uy s (t,x) = — Z (k1 v (An)wn (t) + ko, v, a1 (An) Opwn (1)) G ().

n

JN,M = )

De plus, 'approximation associée a l'intégration numérique est satisfaisante, voir la co-
lonne du milieu du tableau 2.4. Enfin, nous achevons notre calcul par 'approximation
spatiale. Pour ce faire, nous discrétisons le probleme aux limites suivant
A*’v = f dans Q,
v = 0 sur 09, (2.25)
Vvin = 0 sur 09,

a l'aide d’ une approximation aux différences finies. Etant donné H' € N, on pose

et on pose
Av=g et Ag=f. (2.26)

Pour tout i € {0,..., H + 2}, on désigne par v; une approximation de la solution v du
systeme (2.25) au point z; = ih' et par vy, fir et gn les vecteurs de composante respective
vi, fi et g; pour 1 <i < H’'+ 1. On utilise 'approximation aux différences finies centrée
usuelle du Laplacien. le probleme (2.26) est alors discrétisé comme suit

1
iz (Vi1 = 2vi + Vig1) = g,

(2.27)
a5 (9io1 — 29i + gi1) = i

On remplace lexpression de g; de I'équation (2.27;) dans I’équation (2.275), on obtient
alors la discrétisation de I'opérateur Bilaplacien A?
1 .
i (Vieo —4v; 1 +6v; —dviy1 +vio) = f;, =2, H'.
On complete cette équation par vo = 0, vgrye = 0, Ovg = 0 et Ovyryo = 0. Il reste a
discrétiser la condition aux limites Ovy = Ovgryo = 0. Avec le développement de Taylor,
on a

h/Z
vi = vo+ h0vo+ 78521:\/0 +0 (h’3) ,

20 )?
Ve = Vo -+ 20 0pvo + ( 2) 97,0+ O ().
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En éliminant le terme en 92 vy, il vient alors

—3V0 + 4V1 — Vo 2
axVO = on + O (h/ ) .

On fait de méme pour 9,vg/ .2, on trouve

_3VH’+2 + 4VH’+1 — Vg

2h

+0 (h?).

a:EVH/+2 -

La discrétisation du probleme (2.25) sous forme matricielle s’écrit

B h/4
_Qh/?; 2h/3 _lh’3
2 2
] 1 —4 6 —4 1
2
A2, = m . . . . ,
1 —4 6 —4 1
—1pB 2ps 3ps
h/4

les deux premieres et dernieres lignes étant dues a la discrétisation des conditions aux
limites (2.18). Revenons a notre probleme de I’approximation spatiale du controle optimal.
On utilise les formules (1.15)-(1.18), avec Ay = (A2,)"". Nous avons choisi 100 points de
discrétisation spatiale, régulierement répartis dans €, le temps ¢t € [0,7] avec T' = 0.1.
Les résultats obtenus sont validés. En effet, I'erreur de discrétisation spatiale entre wun, i
et un arp est égale a

Jy |

u?V,M,h’ - u}(V,MHL2(Q) dt

T
Jo |
La colonne de droite du Tableau 2.4 montre que ’approximation globale est tres admis-

sible. La Figure 2.7 représente ’approximation globale de 1'état controlé wpy i et du
controle optimal un, -

=1.10 x 107

u*NJV[HL?(Q) dt
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10° T T T T .
—— Ky
—— 12N
15 20 25 30

iteration

F1G. 2.5 — Convergence en échelle logarithmique de ||k::”]$1 — kv e,y € {1,2}

-12 -12 -12
10

- - - 10 - - - 10 - - -
15 20 25 30 15 20 25 30 15 20 25 30

-12

: : : 10 : : :
15 20 25 30 15 20 25 30
M M

- o 10 - o 10
15 20 25 30 15 20 25 30
M M

Fi1G. 2.6 — Erreur F; en fonction de M pour différentes valeurs de R en échelle logarith-
mique et pour N = (10, 10)
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N €1 €9
(2,2) | 8,92x107* | 3,62 x 10~*
(2,3) 8,92 x107* | 4,28 x 1074
(3,2) | 9,56 x107° | 3,55 x 1074
(3,3) | 9,56 x107° | 3,74 x 107
(3,4) | 9,56 x 10 | 5,17 x 107°
(4,3) 1,17x10°% | 3,67 x 107°
(4,4) 1,17 x107% | 4,56 x 10°°
(5,5) | 1,53 x10°¢ | 5,73 x 1077
(5,10) | 1,53 x 107° | 6,15 x 10~°
(10,5) [9,32x 107 | 5,61 x 107

(10,10) | 9,32 x 107 | 3,35 x 10~

TAB. 2.3 — Erreurs des approximations polynomiales

JIn IN, M IN MW
1.17x 1077 | 1.44 x 107° | 7.21 x 107°

TAB. 2.4 — Erreurs relatives des fonctionnelles de cout, N = (10,10), M = (11,11) et
B =1/199

ONM, b

3 ¢

Espace 00 Temps

F1a. 2.7 — (a) Profil espace-temps de 1'état optimal discrétisé (b) Profil espace-temps du
controle optimal discrétisé
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2.4 Exemple 4 : Equation de la chaleur 2D, controle
frontiere

On considere a présent le cas d'un opérateur de controle frontiere et d'un opérateur
d’observation interne borné.

2.4.1 Présentation

Soient € le rectangle (0,1) x (0,7) C R? et Ty = {(0,%) : 0 < y < 7w} une partie de sa
frontiere, voir la Figure 2.8.

Fic. 2.8 — Le domaine ()
Considérons le probleme de controle frontiere appliqué a 1’équation de la chaleur sur Iy,

(Dyw (t,z,y) — 2w (t,z,y) — 8§yw (t,z,y) =0, dans R™ x Q,

w(t,0,y) =v(t,y), sur R™™ x Ty,
(2.28)
w(t,z,y) =0, sur RY* x 90\Ty,

w(0,x,y) = wo (x,y), dans Q,
ou v (t,y) désigne le controle frontiere.
Rappelons que la méthode décrite dans le chapitre précédent n’est pas applicable a

des problemes de controle frontiere. Ainsi, nous devons transformer notre probleme de
controle frontiere en un probleme de controle interne. Pour ce faire, on pose

w(t,x,y) =w(t,z,y) - (1-z)v(ty),
solution de I’équation de la chaleur avec des conditions aux limites homogenes et controle
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interne

(0w (t,x,y) = 02, (t,x,y) + 05w (t,x,y) — (1 —2)u(t,y) dans R x Q,

w(t,z,y) =0 sur R™ x 0, (2.29)

@(O,l‘,y) = Wy (I,y) = Wo (l’,y) - (1 - I) Wo <07y> dans 2,

avec
u(t,y) = O (t,y) — v (t,y).

On choisit I'espace de controle U C L? (0,1). Nous choisissons la fonctionnelle coiit de la
maniere suivante

+o0o
J (Wo; u) :/o H@(t;l’,y)Hi?(Q) + flu (2, y)”i?(m) dt. (2.30)

A la section 2.4.2, on construit I'approximation semi-décentralisée u}, ,, du controle op-
timal u* en projetant ce systeme sur les quatre premiers vecteurs 1 (z) d’'une base de
L*(0,1). On montre que,

ut = —k(A)z,

ou k(A) est un vecteur ligne 1 x 4 d’opérateurs et la variable d’état z un vecteur colonne

4 x 1 ayant pour coefficients z1; = w; (¢,y) \/_fo (t,z,y)sin (jrz) dz, j = 1,..,4.

On pose N = (NV NP) suffisamment grand avec N = (Nj1); 1, NN = (NJZ\lf)j,l et

ND = (N D ) . Les coefficients k;; ; de la matrice ky sont des fractions rationnelles
J1/1 J1,

approchant les kj;. Leurs numérateurs et dénominateurs sont de degrés respectifs Nf\{ et

N ﬁ . On obtient V}Cj par une formule analogue a (2.9). Enfin, on montre que I’approximation
semi-décentralisée s’écrit sous la forme

M
1
W = 5 > Sm (PC'fvh,) (2.31)

™
(=1

ol
P = wily [kun(G) kian(C) kisn(C) kian(C)] -

2.4.2 Construction et étude du controleur semi-décentralisé

Dans cet exemple, nous utilisons pour le calcul de ky un algorithme différent de ce-
lui présenté pour les exemples précédents. Il est a présent basé sur une approximation
rationnelle.

On introduit la base des fonctions propres normalisées associées au probleme des va-
leurs propres

(¥ (2)), = (ﬂ sin (km)) ,

k
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avec k étant un entier supérieur ou égal a 1. Ces fonctions vérifient

—Opet) (z) = K7 (x)  pour x € (0,1),

Y (z) =0 pour z € {0,1}.

Ainsi, on adopte 'approximation

Tty = S W (ty) b (@)

k>1

K (Ly) Yr (),

12
MN|

k=1

ou K est un parametre entier supérieur ou égal a 1 et wy, les coefficients des modes 1, de
la décomposition modale w. Comme

[ a-aum =22,

on trouve que Wy (t,y) est solution de I’équation posée sur 'y

;

2
Owy, (t,y) = —k*mwy (t,y) + 0o, wk (t,y) — e (t,y) dans R™ x Ty,
T
W (t,y) =0 dans R*™* x {0, 7}, (2.32)
1
Wy, (0,y) = Wi (y) = / wo (z,y) Yx () da dans T'y.
\ 0

Ici u(t,y) désigne le controle interne. L’équation d’état est constituée de K équations
(2.32) qui ne sont couplées que par le méme controle u (¢,y), lui-méme intervenant dans
chacune des équations. La fonctionnelle de cout (2.30) est simplifiée par

J (Wo;u) =~ j(w,o;u)
+oo K
_ / SO (19) oy + 111t 9) B
k=1

Le systeme (2.32) peut étre exprimé sous la forme d'un systéeme du premier ordre (1.3).
Nous posons pour variable d’état

d=[w .. wg].

Nous obtenons les coefficients-opérateurs de ’équation opératorielle de Riccati

A= —diag [I’7 + A7!, .. | K*m?+ A7,
B=120 )

C l'opérateur identité sur Z.
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Les espaces de controle et d’observation sont U = L2 (Ig) et Y = (L2 (I'))". L’espace
d’état est Z = (L2 ()" alors B et C sont bornés. Nous posons X = L2 (I') et A =
(—agy)’l qui est un isomorphisme de X dans H? () N H] (). Alors nous trouvons les
isomorphismes

Pz =Py = Ixkxk, Puv=1,

et les coefficients-matrices de ’équation algébrique de Riccati

a(X) = —diag [1*7% + 5, ... ,K?7%+1],
b<)\)_\/?§|:%7 7%}117

c(.) Topérateur identité sur R,

Remarque 20 Ici, &5 et Oy sont des matrices de fonctions de A, on peut donc utiliser
la Remarque 10(i) pour la construction de l’approximation.

A ce stade, on peut chercher l'interpolation rationnelle ky (A) sous la forme (1.8) sur
I,. Soient Mg, ..., Amax L + 1 nceuds distincts de I, et p(Xo), ..., p (Amax) les solutions de
I'équation algébrique de Riccati en ces points. On notera Ry~ yp 'ensemble des fonctions
rationnelles dont le numérateur est de degré inférieur ou égal & NV et le dénominateur de
degré inférieur ou égal & NP. Soit N = (N, NP), le probléme d’interpolation rationnelle
est le suivant : étant donné NN, trouver

T‘ij,l
Tijo

kij,N — S RNN,ND

tel que

Tija (An)
Tijp2 (/\n)
Si kijn existe, sa représentation canonique s’écrit sous la forme (1.8) et les conditions
d’interpolation de (2.33) impliquent

kij,N ()\n) = = kij ()\n) s n = 0, ceny L. (233)

Tij1 (M) —kijn (M) Tija (M) =0, n=0,..,L, (2.34)
ou bien
do + didpg + .+ dyn AN — ks (N) (dy 4+ dih + o+ diyp A7) = 0.
L’ensemble des vecteurs-solution y = (do, oy Ay, diy, d’ND)T de (2.34) constitue le

noyau de la matrice (L + 1) x (NY + NP 4 2) donnée par
T1 20 A2 A ki (0) —ki(A0)ho —kij(A)A2 < ki (Ao)AY T T

N D
1A A2 o AT —ki(A1) Ry AD)A =k (A)AT - =k (AD)AY

A - . . . . . . . . ’ (2'35)

N D
L1 AL A2 o AN ki (AL) —kigZ)AL —kij(AL)AZ o =k (A)AY T
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La décomposition en valeurs singulieres, notée SVD de l'anglais Singular Value Decom-
position, permet le calcul de la matrice pseudo-inverse et donc la résolution du systeme
surdéterminé

Ax =0

au sens des moindres carrés, sans donner la solution triviale y = 0. La solution x corres-
pond alors la derniere colonne de V de la SVD de A = UXV'. Pour plus d’informations
sur la SVD, le lecteur peut se référer a [52] et a [33].

Une introduction & I'interpolation rationnelle classique, i.e. dans le cas L = NV + NP,
est relatée dans [13], [83], [93]. Pour une littérature plus complete, on pourra consulter
[34], [67], [36] et [94].

Pour I'application numérique, nous avons choisi quatre modes (K = 4) et L = 100
nceuds logarithmiquement distribués sur I, = (1072, 1). Nous remarquons que les formes
de toutes les fonctions spectrales k;; impliquées dans @) et illustrées par la Figure 2.9,
représentent un comportement singulier a 1’origine, d’ou 'utilisation dans cet exemple de
I'interpolation rationnelle. Dans le Tableau 2.5, nous donnons les degrés des polynomes
N = (N N NP ) et les erreurs relatives

1kijn = Kijll g2,
Gz‘j =

(2.36)

Hkinm([d)

calculées entre k et son approximation rationnelle ky. Les degrés NV et N sont choisis
suffisamment grands pour que les erreurs soient suffisamment petites. Ainsi, cela n’affecte
pas le calcul en temps réel du controle.

Ici, I'approximation est rationnelle. D’apres la Remarque 16, les intégrations numé-
riques sont calculées par une quadrature de trapeze le long de 'ellipse définie par

0.1 si Re (¢) ¢ (0,1.22),
R1 = RO =0.51 et R2,ij =
1min (ISm (¢;)])  si Re () € (0,1.22),
ol 5 désignent les poles de k;; n. Par conséquent, les poles et les zéros de k;; v se trouvent
a lextérieur de ce chemin. Les erreurs relatives calculées entre les fonctions exactes et les
approximations finales
1kijnr = Kigll 2,
1K

lr2,)

sont illustrées par la Figure 2.10, mise a 1’échelle logarithmique, avec M variant entre 1 et
103. Les résultats sont corrects. La décroissance est proportionnelle au nombre de noeuds.

Dans cet exemple, nous n’avons ni traité I’approximation spatiale &y j ni kn ar,n. Cette
approximation peut étre envisagée en discrétisant I'opérateur A=! d’une facon similaire a
celle utilisée pour I'exemple 1.
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(4,7) (L1 | (12 | (1,3) | (1,4
N,; (20,10) | (20,10) | (19,10) | (20, 10)
e; x 1000 | 0.03 0.09 1.69 0.95

TAB. 2.5 — Erreurs des approximations rationnelles

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

0.01

0.5

x107°

12

151

-2

-2.5

0.01

0.5

14

0.5

F1G. 2.9 - Formes des fonctions spectrales k
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o E11 5 ElZ
10 10
10° 10°
107 107
10 500 1000 10 500 1000
M M
0 E13 o ElA
10 10
10° 107
10*10 10710
10 500 1000 10 500 1000
M M

F1G. 2.10 — Erreurs entre k et ky

2.5 Exemple 5 : Microscope de Force Atomique (AFM)

On s’intéresse a un modele multi-échelles d'un réseau de cantilevers mettant en oeuvre
un opérateur de controle et un opérateur d’observation internes et bornés.

2.5.1 Présentation

On se réfere ici au modele a deux-échelles [53] constitué d’une large matrice mono-
dimensionnelle de cantilevers, voir Figure 2.11. Ce modele a été obtenu a partir d'une
méthode d’homogénéisation consacrée a des systemes fortement hétérogenes. Le modele
homogénéisé est construit suivant trois étapes. Tout d’abord, un changement de variable
est introduit afin de permettre la formulation du modele complet dans un référentiel a
deux-échelles et constitué de variables micro et macro. La seconde étape consiste a appro-
cher le modele en considérant un grand nombre de cantilevers. Enfin, on le réinjecte dans
le référentiel naturel avec lequel le systeme réel est décrit. La théorie du controle présent
est appliquée au modele résultant de la seconde étape, pour étre considérée comme élé-
ment du référentiel a deux-échelles. De plus, un nombre important mais fini de cantilevers
est approché par une distribution d’un nombre infini de cantilevers.
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Fi1a. 2.11 — Matrice de Cantilevers

j’X

Lg

F1G. 2.12 — Domaine a deux-échelles

Apres certaines simplifications, le modele d’approximation est exprimé dans le ré-
férentiel a deux-échelles et apparait comme étant posé dans un domaine rectangulaire
Q = (0,Lp) x (0, Lc), voir Figure 2.12. Les parametres Lp et Lo représentent respec-
tivement la longueur de la base dans la direction macro-échelle x, et la longueur du
cantilever mise a 1’échelle dans la direction micro-échelle y. La base est modélisée par la
ligne ' = {(z,y) | € (0,Lp) et y=0},etlerectangle 2 contient un nombre infini
de cantilevers. Nous décrivons le mouvement du systéeme par son déplacement de flexion
uniquement. Ainsi, la base est régie par une équation des poutres d’Euler-Bernoulli, avec
deux forces distribuées distinctes, 'une exercée par les cantilevers attachés, ’autre no-
tée up(t,z) et traduisant 'influence de la distribution d’actionneurs. Le déplacement de
flexion, la masse par unité de longueur, le coefficient de flexion ainsi que la largeur sont
respectivement notés wg(t, z), p?, RP et {c. L’équation gouvernant la base s’écrit alors

pPRwg (t,2) + RPO: _wp (t, ) + ECRCaSywa (t,x,y) = =02 up sur T. (2.38)

La base est supposée encastrée a chaque extrémité, ainsi les conditions aux limites sont

wp (O) = aow (O) = O,
(2.39)
wp (LB) = (?mwB (LB> =0.

Les cantilevers sont orientés suivant la direction y et leurs mouvements sont gouvernés
par un nombre infini d’équations d’Euler-Bernoulli distribuées le long de la direction x.
Pour simplifier, chaque cantilever est soumis & une force de controle uc(t, ) considérée
constante le long des cantilevers. Ce choix n’affecte pas la méthode présentée ci-apres, il
peut ainsi étre substitué par une distribution de force réaliste. On note respectivement
we(t,z,y), p¢ et RC les déplacements de flexion de cantilever, la masse par unité de
longueur et le coefficient de flexion. L’équation en (z,y) € §2 s’écrit

p“Ojwe + R0, ,we =uc  dans  Q,
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et les quatre conditions aux limites sont les suivantes

we =wp et Oywe =0 eny =0,

8§ywc = 8§’yywc =0 eny=Lc¢.

Cela traduit une extrémité encastrée a la base, et 'autre laissée libre. Finalement, les deux
équations sont complétées par des conditions initiales sur les déplacements et vitesses

Wp = WBRB,0 , Owp = wp,1,

we =wep et Owe = wep,

Le probleme LQR est posé pour des variables de controle (ug,uc) € U = H*(T)NH}(T) x
L*(T) et pour la fonctionnelle de cotit

J (wpo, wp1, W0, Wei; UB, Uc)
00 2 2
= Jy llws (t’x)HHg(F) + Jus (¢, x)”H?mHé(F) (2.40)
2 2
+ Hagywc (ta €, y)HLQ(Q) + ||U’C (ta Z, y)HLQ(Q) dt.

On cherchera a construire I’approximation semi-décentralisée u}, ,, du controle optimal

olt k(A) est une matrice 2 x 4 d’opérateur, la variable d’état 27 = [wp Wi dwp W]
avec Wh = we fOLC Yrdy (11 étant solution du probleme (2.43) pour un seul mode). Pour
cela, on commence par chercher les fractions rationnelles k;; y, approximations des k;;.
Puis on cherche V;C;, solution du probleme analogue & (2.21). Enfin, on établit que I'ap-
proximation semi-décentralisée s’écrit sous la forme

—92,. 0 LM
Upgpr = —5 Z Sm <P<‘Vi‘i) : (2.41)
0 Ij, =1

oit P est une matrice 2 x 4 qui s’écrit de la facon suivante

P = ! kiin(Ce) Kian(Ce) Kz n(Ce) kl4,N(C2):|
o ko1 n(Ce) koo n(Ce) Koz n(Ce) koan(Cr)|

48



2.5. Ezemple 5 : Microscope de Force Atomique (AFM)

2.5.2 Application

La premiere étape pour appliquer la méthode décrite dans le chapitre précédent consiste
a transformer le probleme de controle en un autre probleme avec un controle et une ob-
servation internes distribués. Pour ce faire, on pose

We = We — Wa,

solution d’une équation d’Euler-Bernoulli des cantilevers avec des conditions aux limites

homogenes
( pcﬁftwc + Rca;l,,.yw(; = Uc — pcﬁfth sur (0, L¢),

We = Oywe =0 eny =0, (2.42)
\ 8§y@c = @j’yy@c =0 eny = L¢c.

On introduit la base des fonctions propres normalisées (1)), associées au probleme des
valeurs propres®

(0)..0(y) =2Y(y) sur (0,Lc),

§¥(0)=0,0(0)=0 et 951 (Le) =0y, (Lc) =0, (2.43)

L ||¢k:||L2(o,Lc) = 1.

Ainsi, on adopte 'approximation
K

We (t,x,y) = Y W (82) Yk (),
k=1

ot WY, sont les coefficients des modes 1, de la décomposition modale de we. On introduit
la moyenne

et la quantité

On trouve que Wk, est solution de

pC OZWE, + RONWey = uf, — pCib0%wp.

3Numériquement, on peut obtenir les valeurs propres )\kc et les vecteurs propres ¥y (y) de la méme
fagon que pour le Bilaplacien avec des conditions aux limites de Dirichlet (voir exemple 3). L’équation en
n sera alors remplacer par 'équation sin(jy,)sinh(gu,) — 1 = 0 associée aux conditions aux limites des
cantilevers.
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Pour éviter d’utiliser 02wp, on introduit

~k _ —k T
We = We + YW
de sorte que Wk, est solution de

pCOEwk 4+ RENSwh, — RENYpwp = ub,. (2.44)

On exprime
K K
8311]0 283 (wc+w3 Z@ ¢k+2w3wk = Z@Slﬁk{ﬂg
k=1 k=1

On pose ¢, = agwk (0), on obtient que (wB, zﬁé) est solution du systeme d’équations posé
sur I’

pPOfwp + RPOL wp + (RREY ey = —%up  sur T,
k
(2.45)
pCORwE, + RENSwr, — REN Y wp = ul, sur [, pour chaque k,

avec les conditions aux limites (2.39). La fonctionnelle de cott (2.40) devient

00 K
72/0 8205 (£, )| +ZHA5@?} 8oy + 102 ey + D bl oy
k=1

Remarque 21 La fonctionnelle de cout a été simplifice grace a l’égalité entre les normes
2
|wp (@@HH@(F) = ”a wg (t, ||L2(F
et a l'aide des relations associées aux fonctions propres normalisées (Vy),

0,) &) 350100 = X

Le
agywk(y>a§y¢k’<y) dy = O -
On pose pour variable d’état

T ~1 ~ ~1 ~
z :[wB Wy v whH Owwp Qe - &gwc],

et pour controle
T 1 k

Le systéme (2.45) est donc formulé comme le systeme (1.3). Soit X = L? (T'), Popérateur
A = (8 )" est un isomorphisme de X dans H*(I') N H2(I). Nous choisissons pour
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2.5. Ezemple 5 : Microscope de Force Atomique (AFM)

espace d’état Z = HZ (I') x X*F1 pour espace de controle U = H?> N Hy (I') x XX et
pour espace d’observation Y = Z. On introduit les expressions suivantes

AK Topérateur identité dans RE,

A2 - _f};]éc |:Cla 7CK} ;
A3 = Ij_g WIA?7 7EK/\%:|T)

Ay = diag [\, . AG]

Y

2
B, = pB
? [ 0 LAK

P
1
-5 0
bQ - |:pB 1 :| .
0 LA
Ainsi, 'opérateur d’état s’écrit comme suit

Notons que les opérateurs A et B sont obtenus a partir de I’équation d’état (2.45), tandis
que C issu de l'expression de la fonctionnelle de cout simplifiée. Alors, les isomorphismes
sont donnés par

(_8§x)_1 0

o, = diag [Aa,AiKﬂf} Dy = [ =

:| et (I)yzcbz,

et les parametres de 1’équation algébrique de Riccati sont définis comme suit

0 diag ()\*%’A{()
a()) = _%)\—1142 ....................... 0 ............... |
Ag)\% __gA4
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Remarque 22

1. Ici, @4 et Py sont obtenus de maniere analogue a celle utilisée pour le choix de P4
dans la Remarque 19 de I’Exemple 3. Pour ®y, nous utilisons la relation

B = ®,bd,,
et les produits scalaires
(w,u), = (25'u, @ljlu')XHK ,
2 2
(ula ull)HZ’an(F) = (_aa:xula _amull)p(p) )
ce qui tmplique
—0? L
T -
5 = Dk (ch )1,1 :

p

2. Dans cet exemple, @5 est une matrice de fonction de A mais ®y n'est pas une
matrice de fonction de A. En conséquence, on utilise la Remarque 10(ii) pour la
construction de l’approrimation.

3. Nous calculons kij n et kijnar sutvant la méme procédure que celle employée dans
I’exemple précédent.

A présent, on s’intéresse a une dynamique a I’échelle micro. Par conséquent, I’étude d’un
seul mode suffit et on prendra K = 1. Pour ce cas, la variable d’état est

2T = [wB ﬁé Orwp at@})]a

et le controle s’écrit

u' = lup ug].

Les coefficients de I'équation algébrique de Riccati sont simplifiés en

0 0 A2 0 0 0
0 0 0 1 0 0 .
a(N) = _Z};)\_% _ZRRCCI 0o ol b(\) = pLB 0 et c¢(\) = diag [1,/\f,0,0} )
EUAON —EAT 0 0 0

Pour l'application numérique, nous avons pris R, p?, r, R®, p® et L¢ tous égaux
a un, et Lp = 4.73. Ainsi, toutes les valeurs propres de A sont incluses dans (0,1). La
premiére valeur propre du cantilever est égale a \{' = 12.36, ¢, = —0.78 et ¢; = 9.86. De
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plus, nous avons choisi L = 100 nceuds logarithmiquement distribués sur I, € (1072, 1).
Les formes de toutes les fonctions spectrales k;; représentent un comportement singulier
a l'origine, voir Figure 2.13. Dans le Tableau 2.6, nous donnons les degrés des polynomes
N = (NN, NP) et les erreurs relatives (2.36). Les degrés NV et N sont choisis assez
grands pour que les erreurs soient suffisamment petites, cela dans le but de ne pas affecter
le calcul du controle en temps réel.

Les intégrations numériques ont été calculées par la quadrature de trapeze. Le chemin
d’intégration est défini par

Ry = Ry=0.61 et Ry;; =— min (‘%m (C5)|) ,

ou C,LI; désignent les poles de k;; y. Les erreurs relatives (2.37) considérées entre les fonc-
tions exactes et les approximations finales sont données par la Figure 2.14 a l’échelle
logarithmique, pour M variant entre 1 et 103. Les résultats sont corrects. On note de plus
que la décroissance est proportionnelle au nombre de nceuds.

Dans cet exemple nous n’avons ni abordé le calcul de I'approximation spatiale ky 5/ ni
celui de ky pr . Ces approximations peuvent étre traitées en discrétisant opérateur A~!
de facon similaire a celle utilisée pour ’exemple 3.

(i,9) (L) | (L2) | (1,3) | (1,4 | (2,1) | (2,2) | (23) | (2,4)
N; (7,19) | (7,20 | (13,8) | (7,19) | (8,20) | (7,19) | (20,10) | (19,7)
e; x 107 | 478 | 069 | 383 | 1.19 | 1.81 | 1.19 | 089 | 053

TAB. 2.6 — Erreurs des approximations rationnelles

23



Chapitre 2. Application et résultats numériques
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2.6 Exemple 6 : Controle LQG d’une poutre avec
actionneurs et capteurs piézo-électriques distri-
bués

Cet exemple est relatif a un probleme de controle distribué rencontré en mécanique
des structures. Considérons une plaque élancée sur les faces de laquelle sont répartis
des transducteurs piézo-électriques de facon périodique. Sur une face, les pastilles piézo-
électriques seront utilisées comme des capteurs tandis que sur l'autre face, placés de fagon
symétrique, il le seront comme des actionneurs. Le systeme ainsi constitué est soumis
a une excitation initiale. Nous nous intéressons ici au probleme de la réduction de son
niveau de vibrations.

Dans cet exemple, nous construisons I’approximation semi-décentralisée du controle,
de manieére analogue a celle décrite dans un probleme LQR déja traité. Le contexte est
différent puisqu’on I'applique cette fois au cadre LQG. Ici, le controle n’est pas fonction
de A. Nous avons dans cette étude considéré uniquement I’approximation polynomiale des
opérateurs controleur et filtre. Cette approximation est établie a 1’aide d’un développe-
ment asymptotique et de la méthode d’identification des coefficients par identification des
puissances. Enfin, 'approximation du controle semi-décentralisée est réalisée a I’aide d'un
circuit électronique.

2.6.1 Présentation du probleme

Le mouvement d’une plaque élastique équipée d’une distribution de transducteurs
piézo-électriques est régi par les équations de la dynamique

3
/( Z Uy ’UZ+ZO' Sij(v >dx:(),

i=1 i,j=1

pour tout champ de déplacement admissible v. Il est également gouverné par I’équation
de I’électrostatique

/Q Zpaazp dx =0,

=1

pour tout potentiel électrique admissible . Ici, Q% p*, u®, o et D® représentent respecti-
vement le domaine occupé par la plaque, la masse volumique, le vecteur des déplacements
mécaniques, le tenseur des contraintes et le vecteur des déplacements électriques. L’in-
dice @ est relatif a 1’épaisseur de la plaque. Le tenseur des contraintes mécaniques et
les déplacements électriques sont supposés étre des combinaisons linéaires du tenseur des
déformations sg;(u®) et du champ électrique 9,¢® (ici ¢ représente le potentiel électrique)

3
Z (Z Rijrisi(u ) + CkijOR Q" )

k=1
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et

3 3
Dy = Z (Z Crijst(u”) — 5kiai¢a> :
j=1 \i=1
Les Rijki, exij et er; sont respectivement le tenseur de raideur, le coefficient de piézo-
électricité et la matrice des permittivités. Du point de vue des conditions aux limites
imposées, nous supposerons que les deux extrémités de la poutre sont encastrées et que
les autres bords sont libres. Par ailleurs, toutes les faces latérales des transducteurs piézo-
électriques sont supposées étre électriquement isolées de leur environnement. Leurs faces
inférieures sont reliées a la terre. Les faces supérieures des capteurs sont reliées a 1’en-
trée d’amplificateurs courant-courant, alors que celles des actionneurs sont reliées a la
sortie d’amplificateurs tension-tension. Enfin, le déplacement mécanique est soumis a des
conditions initiales. Pour plus de détails concernant ce modele, on se référera a [14].

La mise en oeuvre d’'un controleur optimal a partir de ce modele serait beaucoup
trop lourde. Pour cette raison, nous ne présentons ici q’une simplification du modele avec
I'utilisation de la théorie de I'homogénéisation.

2.6.2 Simplification du modele : Modele homogénéisé de plaque

La plaque considérée est supposée étre mince. Utilisant cette hypothese, les auteurs ont
montré dans [14] que le modele ci-dessus peut étre approché par le modele bi-dimensionnel

suivant :
2 2
2 2 2
/p@ttwv + g E CijrtOppw + €450 | v dx =0,
w ij=1 \k,(=1
ol w, p, W, Cijke, €5 €t ¢ représentent respectivement la surface moyenne de la plaque, sa
masse surfacique, le déplacement transverse, le tenseur des raideurs de flexion, le tenseur
des coefficients piézo-électriques surfaciques et la tension électrique aux bornes de chaque
transducteur. Dans ce modele, la charge par unité de surface sortant d’un capteur S est

2
1

,j=1

En tirant parti du fait que les transducteurs piézo-électriques sont distribués périodi-
quement dans la plaque, il est possible d’obtenir un modele simplifié de ce systeme couplé
en utilisant la théorie de 'homogénéisation. Cela a été effectué dans [15]. Il en résulte
le modele d'un milieu continu homogene qui a une structure identique a celle du modele
bi-dimensionnel de plaque. Néanmoins, dans ce nouveau modele, les tenseurs de raideur,
de piézo-électricité et la matrice de permittivités y sont constants. Les sources de courant
produites par les capteurs piézo-électriques sont modélisées par une distribution conti-
nue d’'un champs de courants électriques. Quant aux tensions appliquées aux actionneurs,
elles sont représentées par une distribution continue de tensions. A partir de ce modele
homogénéisé, on peut effectuer une étude simple en utilisant une loi de controle optimal.

Néanmoins, afin d’alléger 'exposé de la méthode, le modele homogénéisé sera da-
vantage simplifié. En supposant que le mouvement de la plaque est principalement un
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2.6. Ezemple 6 : Controle LQG d’une poutre avec actionneurs et capteurs piézo-électriques distribués

mouvement de flexion dans sa direction longitudinale, le modele de plaque homogénéisé
peut étre substitué par un modele posé dans un domaine de dimension un, c’est-a-dire
que le modele de plaque est remplacé par le modele de poutre

O2w(t, ¢) + al’w(t, ¢) + BAG(t, () =0, pour (t,¢) € R*" x Q. (2.46)

Ici o = c111/p, B = enn/p, A est Popérateur Laplacien en dimension un A = 8& et
Q2 =0, L] représente la section longitudinale. Les conditions aux limites d’encastrement
deviennent

w(t, () =d:w(t,() =0 en (t,¢) € R x 99,
avec 0€2 = {0, L} et les conditions initiales
w(0,¢) =g(¢) et Ow(0,¢) =0.
Les densités de charge et de courant mesurées sont
g=cAw et 1i=eAdw,

ou e = ey1. Les résultats numériques présentés dans la derniere partie de cet exemple sont
basés sur ce modele.

2.6.3 Formulation du probleme de controdle optimal LQG

L’équation (2.46) est choisie comme équation d’état du probleme de controle. Elle peut
étre exprimée sous forme d’un systeme d’équations opératorielles du premier ordre :

Oz =Az+ Bupourt>0 et z(0)=2z"
Ici, la variable d’état 27 = [u) 8tw} appartient a l'espace L? (R™; Z), on Z = HZ(2) x

—aA™t 0
D(A) = HY Q)N HZ(Q) x H3(Q)) C Z — Z. La variable de controle u est choisie dans

L*(Q). Le domaine de l'opérateur d’état A = [

l'espace U = H?*(Q) N H(Q), et 'opérateur de controle B = est donc défini de

0
—BA

U dans Z. La fonctionnelle de cott du probleme de contréle optimal est
J(u) :/ |C2[3 + | Dul?, dt,
0

D = d étant une constante. Nous choisissons Cz = [ yI 0 ]:Z — Y = H}(Q), v étant
une constante positive. On suppose qu’on observe le déplacement w et on estime la vitesse
Ow.

Comme les couples (A, B) et (C, A*) sont respectivement stabilisable et détectable, le
probleme de minimisation

{LIIGIZI}J (u),

admet une solution unique. Cette derniere est
u=—Q7z,
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avec

Q= (DD*)"' B*P,

ou P est I'unique opérateur borné auto-adjoint non négatif, solution de I’équation opéra-
torielle de Riccati de controle

(A*P+ PA—PB(DD*) ' B*'P+C*C)x=0, VzeD(A)), (2.47)
pour tout z € D (A), et 27 = [Z; 2] la variable d’estimation de I'état 2. On introduit
Ac=A— BQ - QC.

Nous obtenons le systeme en boucle fermée suivant

........ B SRS S N (2.48)

avec
Q = PC* (DD*)™*
et P I'unique solution de I’équation opératorielle de Riccati du filtre

(Aﬁ +PA* — PC*(DD*) ' CP + BB*) r=0, YeeD(A)=D(A4). (249

Les opérateurs A*, B* et C* sont les opérateurs adjoints de A, B et C'. Ils sont définis de

0 —al . _ ¥ ol
A-L O],B:[O —BAl]:ZHUetC:[O]:
Y — Z, voir [22]. Nous posons X = L?(f2). Le choix des espaces Z, U et Y a pour
conséquence que

la facon suivante : A* = {

P, = {AQ 0] , Dy =(=A)" et Dy =AYZ
alors
0 A1/2 0 )
W= _grar Yy | b0=[)] e =pal @ =
Remarque 23 Nous présentons quelques remarques montrant le lien avec la théorie dé-

veloppée dans le chapitre précédent.

1. L’opérateur DD* est égal a l'opérateur S.
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2.6. Ezemple 6 : Controle LQG d’une poutre avec actionneurs et capteurs piézo-électriques distribués

2. Les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites, voir chapitre précédent, alors
ﬁ - qDZﬁ(‘/\) (I)Ela
ot p est solution de I'équation algébrique de Riccati du filtre

a(N)p+pal (N) = (N)sTEN) e(N)p4+b(AN) b7 () =0.

3. L’opérateur @ admet la factorisation suivante
Q - (I)ZQ\(A) (I)}_/'IJ

GA) =D (A) e (A)sTH(A).

4. g et Oy sont des matrices de fonctions de A, de méme pour @alQ et @, ainsi

B;'Q =k (),

Q=Fk(\).

2.6.4 Approximation de la loi de controle

Approximation de k et E par un développement asymptotique

La solution k (resp. 7{:\) est une matrice 1 x 2 (resp. 2 x 1) d’opérateurs
~ [~ 9T
k= [k k] (resp. k= [kﬁn km} )

avec kll = d%leA_%a k'12 = d%pgg, 7%11 = J—Qﬁn et 7521 = d%ﬁzlA_%. Ainsi, on peut facilement
montrer que le couple (kq, k3) est solution du systéeme

( 2 2
Oéd ki + d*AkY —4*1 =0,
2
k’% — Bk‘l — 0,
\

et que le couple (?{:\11, /1521) est solution du systeme

)
202~ -
U Foar + PAR2, — 32T = 0,
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Les opérateurs k;; et k;; ne peuvent ni étre directement discrétisés ni de maniere simple.

L’analyse des deux systemes présentés ci-dessus indique que £ et k peuvent étre approchés
par une approximation polynomiale en A

E=> kA et k=) kA
{eN £eN

En introduisant cette expression dans les deux systemes décrits ci-dessus et en identifiant
les termes du méme ordre, on en déduit

7 o— [27:52] ﬁa]} I’approximation de k,

KT =

[ﬁa[ 2“’5; 1 } I’approximation de k.

Les approximations k et k sont des approximations au sens des hautes fréquences (voir
la courbe gauche de la Figure 2.15 représentant les valeurs propres de A?). Pour la gamme
de fréquences étudiée dans cet exemple, les résultats de k (resp. k) et k (resp. k) sont tres
semblables.

107

L]
L]
L]
L]
=
S)

PN
S}
L]
L]

Valeurs propres den?
.
E\
°

Valeurs propres de A
°

.
A

1 10 20 30 40 1 10 20 30 40

(a)
F1G. 2.15 — Gamme de fréquences (a) de A? (b) de A

On introduit la variable o de la maniere suivante

s 28
dy/a’
On peut montrer que BQ = bk ~ bk et @C = ke ~ ke. Ainsi, a partir de I'égalité (2.48),
on obtient

( 1
-1 . 2 2~ —~
aNw = —0jw — 50 A — 02,

60

/Z\Q = 8,531 +o0 (/Z\l — w) s (250)
~ 1, ~1 2~ ~
\ 0,2y = 50w (&A + 0%z, — 0.
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On injecte I'expression de 2y de I'équation (2.502) dans (2.50,) et dans (2.503), on trouve

_ ~ 3 o~
aNlw = —02w + c*w — 00,% — 50221,

1~ 2~ ~ 2~ 3 2
a2 = —0,21 — 200,21 — 20772 + 00w + 3¢ w.

Par conséquent, la détermination du controle u se fait par la résolution de la cascade
d’équations suivante. Etant donnée la distribution des charges ¢ et des courants 7, le
déplacement w et la vitesse Jyw sont déterminés par la résolution des équations

eAw =¢q dans Q.

Le controle u est a son tour obtenu en résolvant dans () les équations

o 302 o?
Au = =021+—72 — —w,
T R
1~ 2~ ~ 2o 3 5
aN™'Zy = —05z1 — 200,21 — 20°%1 + 00w + 50 w.

Approximation par un circuit électronique (Architecture semi-décentralisée)

Les équations précédentes peuvent étre aisément discrétisées par un schéma aux dif-
férences finies. La distance entre deux capteurs ou deux actionneurs est notée h. Les
opérateurs A présents dans la cascade d’équations sont discrétisés par un schéma aux
différences finies & trois points [43], tandis que A™! est discrétisé par le méme schéma
mais a cinq points. La Figure 2.18 illustre I'implémentation de I'approximation de la loi
de controle distribué, en terme de circuit électronique distribué.

2.6.5 Résultats numériques

La plaque élastique utilisée dans la simulation numérique est en laiton. Ses dimensions
sont 155 mm x5 mm x 2 mm et incluent seize paires de capteurs/actionneurs. Ces paires
de transducteurs piézo-électriques sont des céramiques de PZT. La dimension de chaque
piézo-électrique est 5 mm x 5 mm x 0.2 mm. Ainsi, L = 155 mm et h = 10 mm.

Les vecteurs propres associés a I’équation homogénéisée (2.46) sont (¢, € HZ (2))
solution de

d* ¢,

ad—£4 —~ X 1¢, =0 dans Q.

En outre, w et z; peuvent étre décomposés sur la base {¢,, }
Nous obtenons donc

neN*

wen+» orthonormale dans L? (Q).

~ 3 4
Opwy + 00,215 + (aX,! — 0%) wy + 50221,71 = 0, (2.51)
~ ~ _ ~ 3
cftzm + 200,21, + (a1 + 202)21,71 — 00w, — 502wn = 0, (2.52)
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Les conditions initiales de I’état sont choisies comme étant

£(0,0) = g(¢) = 15 5in(Q) et Dw(0,0) =0,

alors
wn(0) = / 9(0)6a(C) dt ot Bn(0) = 0.

La simulation du systeme complet en boucle fermée nécessite une condition initiale pour
I'estimation d’état. Pour représenter une erreur dans I’estimation initiale, z,,(0) est choisie
égale 4 0.75 z,(0). La partie supérieure de la Figure 2.16 représente 1’évolution temporelle
des modes n = 1, 2, 3, 4 du déplacement w, (en bleu) et de son estimateur zj, (en
rouge), et la partie inférieure celle de la vitesse Jyw,, (en bleu) et de son estimateur zs,.
Le taux de décroissance étant égal a & = —500 < 0, le systeme est stable. Conformément
aux prédictions théoriques et pour un temps suffisamment grand la variable d’état tend
exponentiellement vers l'estimateur. La Figure 2.17 représente l'erreur d’estimation du
déplacement (partie supérieure de la Figure)

&1 =w — /2\17
et 'erreur d’estimation de la vitesse (partie inférieure de la Figure)
Eg = 8tw — /Z\Q.

Le calcul effectué montre que les résultats exacts et approchés sont semblables.
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_ - a . . _ .
x 10 “mode:1 x 10 “mode:2 @) x 10~*mode:3 x 10"*mode:4
1
1 1
0 0 0
-1
0 5 0 2 0 1 0 5
x107° x107° x 107 x10™
mode:1 mode:2 (b) mode:3 mode:4
7
3 6
0 0 0
_3 —6 _7
0 5 0 2 0 1 0 5
x107° x107° x 107 x10™*

F1G. 2.16 — Evolutions temporelles (a) du déplacement w,, (en bleu) et de son estimateur
Z1n (en rouge) (b) de la vitesse Oyw,, (en bleu) et de son estimateur 2, (en rouge), pour
les modes n =1,2,3,4
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mode:1 mode:2 €Y mode:3 mode:4

10" *f T 0" |1o'4

i M_- i ) N N -‘\
107° ]10 15 \\110 15 ’ ;110 15 x

0 0.05 O 0.05 O 005 O 0.05
. . (b) . .
o mode:1 o mode:2 o mode:3 o mode:4
100 g 10 » 10 R 10 K
}» l-.,% "\.’\ [\
(N | '..,\. N

108 ho ' ho'® ho '
0 005 O 005 O 005 O 0.05

F1G. 2.17 — Erreurs d’estimations (a) du déplacement ¢, (b) de la vitesse €9, en fonction
du temps a I’échelle logarithmique pour les modes n = 1,2, 3,4
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o I o I

. gons}trlgtlon iu_ qggtrole optlmal_u_
) d d

Conditions

o>

Limites

-—
?opér te

|
ur A0 : Bilaplacien =
%I

1c ]s 1c
Caplelm] |_capteur ] i

Plaque élastique
actionneur 1 r I || r w

FiG. 2.18 — Circuit électronique distribué
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2.7 Conclusion

Dans le cas ot on a approché k par un polynome, nous avons constaté que l'intégra-

tion numérique nécessitait peu de points d’intégration M et que le rayon R influencait
I'intégration numérique. Si 'approximation est rationnelle (interpolation rationnelle clas-
sique), nous en avons conclu que l'intégration numérique convergeait pour M > 200, les
parametres de l'ellipse étant choisis de maniere heuristique.

66

Certaines améliorations semblent nécessaires. Deux extensions sont possibles.

1. L’approximation numérique de l'intégrale de Dunford-Schwartz par la quadrature de

trapeze n’est pas optimale. Nous pensons pouvoir choisir les parametres des chemins
(paramétrés par un cercle, une ellipse ...) de maniére automatique. D’autre part,
nous souhaitons rendre plus rapide le taux de convergence en fonction du parametre
de quadrature M. Ces idées sont envisageables si I’on considere le travail de N. Hale,
N. J. Higham, et L. N. Trefethen concernant 1’évaluation numérique des intégrales
de contours par la loi de trapeze, pour plus de détail voir [38].

. L’approximation polynomiale obtenue par un schéma semi-implicite est optimale.

A Topposé, I'approximation rationnelle classique ne l'est pas. Si elle a été choisie
pour sa simplicité et la pertinence de ses résultats, elle n’admet pas forcément de
solution, voir I'exemple [83] p.50 ou [11] p.367. Si cette solution existe alors elle
est unique, voir [83] p.51. La difficulté majeure réside dans les zéros du dénomi-
nateur, voir l'explication dans [11], deuxiéme page. L’algorithme décrit dans [11]
pour calculer le noyau de A est beaucoup plus efficace que le calcul par les SVD. Il
consiste a triangulariser la matrice en deux étapes : la premiere dite analytique, qui
conduit a des différences divisées; 'autre dite numérique, consistant en 1’élimina-
tion Gaussienne a l'aide d'un pivot de colonne. L’article [10] propose une meilleure
interpolation rationnelle.
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Chapitre 3. Réalisation diffusive d’opérateurs solutions de certaines EDPOs

Ce chapitre est organisé comme suit. Le cadre de la réalisation diffusive des opérateurs
intégraux est présenté en section 3.1. En section 3.2, on établit I’équation satisfaite par
les symboles diffusifs. Finalement, la section 3.3 est dédiée a des applications et a des
méthodes numériques.

3.1 Réalisation diffusive d’opérateurs intégraux

Nous présentons dans ce chapitre un travail auto-contenu dans un cadre assez simple,
mais demeurant applicable a un panel assez large de situations pratiques. Ainsi, nous
limitons notre présentation a deux classes d’opérateurs et de contours. La premiere utilise
des contours choisis loin des singularités de la transformée de Laplace P, de ce fait les
symboles diffusifs sont réguliers. La deuxieme classe met en oeuvre des contours passant
par les singularités, lorsque les contours et les singularités sont situés sur ’axe réel. De
tels contours traversent nécessairement toutes les singularités et par conséquent, les sym-
boles diffusifs sont des fonctions généralisées. Dans les deux cas, on énonce et on montre
Iexistence des réalisations et symboles diffusifs. On abordera également la question de
I"unicité des symboles.

On considére un opérateur borné P dans un sous-ensemble de L?(w) exprimé sous
forme intégrale

Pu(z) = / plz, y)uly) dy

avec w =|0, 1] et le noyau p(z,y) ayant une régularité que I’'on spécifiera par la suite 4.

3.1.1 Définition et propriétés générales de la réalisation diffusive

Un opérateur P est dit causal (resp. anti-causal) si p(x,y) = 0 pour y > z (resp. pour
y < z). La réalisation diffusive de P est basée sur son (unique) décomposition en parties
causale et anti-causale,

P=P"+ P,
ou

Pru) = [ ot dy et Pute) = [ plesputs) dn

Tout au long de ce travail, on utilisera les signes + ou — pour faire référence a un opérateur
causal ou anti-causal, et par convention F = —(=+).

La réponse dite impulsionnelle p est définie a partir du noyau p(z,y) par

p(z,y) =plz,x —y) avec (z,y) € Q

4Notons que pour les applications que nous allons traiter, des opérateurs peuvent étre non bornés;
dans un tel cas, il faudra les décomposer comme le produit d’un opérateur différentiel et d’un opérateur
appartenant a la classe des opérateurs bornés considérée ici.
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ou inversement par

p(z,y) =plz,x —y) avec (z,z —y) € ), (3.1)

ou ) =w X w.

On se donne a* € R, on considere £ — 6*(¢) deux fonctions complexes continues et
différentiables presque partout de R dans [a*, +oo[+iR C C, dont les dérivées 8+ sont
telles que 0 < a < |#F] < B < 400, pour a, 3 > 0, et qui définissent deux arcs simples
orientés fermés a l'infini. Nous supposons également que les % sont localisés dans un
secteur délimité par deux droites non verticales comme sur la figure 3.1. Cette derniere
condition implique que 1'équation (3.61) a venir est de nature diffusive (voir [95]), cela
justifiant la terminologie “représentation diffusive”. Dans ce cas, le semi-groupe associé est
analytique avec pour conséquence que la réponse impulsionnelle y — p(x, y) de 'opérateur
est analytique pour y > 0 et pour y < 0.

Fic. 3.1 — The arc 6T

Remarque 24 L’approche présentée ci-aprés peut étre également formulée avec des arcs
bornés 0F paramétrés sur R/2xR =0, 27| plutot que sur R, de sorte que 0F sont des
contours fermés. Avec des adaptations techniques mineures, tous les résultats de cette
section seront valables en changeant R en [0, 27].

Dorénavant, nous utilisons la notation :

() = / H(E)(€) de: (3.2)

ou on précisera le sens de l'intégration pour chacun des deux cas mentionnés. Si p n’est
pas une fonction localement intégrable, un produit de dualité plus général sera spécifié
pour chaque application ° et substitué a 'intégrale.

®Notons qu'une dualité adaptée au cadre général de la réalisation diffusive a été introduite dans [70].
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Définition 25
(1) Un opérateur causal Pt (resp. anti-causal P~) admet une 6% -réalisation (resp. 6~ -
réalisation) diffusive s’il existe un symbole dit diffusif © p*(x,€) (resp. u=(x,€)) tel
que

Pru(z) = (u* ¢t ()  (resp. Pru(z) = (u~, 4" (u)) ), (3.3)

avec WE, appelée 0F -représentation de w, définie par
Y=, app p ; P

H(u)(z,§) = / Tt OEDy(y) dy Ve € RY,
0 (3.4)

et Y~ (u)(z,€) = — / 1 ! O Wy(y) dy VE € RT.

(ii) Un opérateur P admet une 0*—réalisation diffusive si ses parties causale PT et
anti-causale P~ admettent une réalisation diffusive respectivement associée a 0% et
0.

Notons que dans (3.4), u peut étre pris dans 1’espace des mesures sans perte de régu-
larité de 1 ; ainsi, la partie causale de la réponse impulsionnelle peut étre écrite

Pla,y) = (ulz.), e @), (3.5)

et il en résulte que le théoreme de Fubini est valable :

/ (1,0 u(y) dy = <u, / e Oy (y) dy>-
0 0

On procede de méme pour la partie anti-causale.

Les fonctions ¢*(u) peuvent étre considérées comme les solutions uniques des pro-
blemes de Cauchy direct et de Cauchy rétrograde, paramétrisés par £ € R :

Ou¥™ (,8) = =07 ()Y (2, €) + u(z) Vz €]0,1], ¥(0,6) =0 (3.6)
et 0 (2,§) = 07 ()Y~ (2,§) +ulz) v €]0,1], v (1,6) =0, (3.7)

ce qui constitue avec (3.4) la réalisation d’état diffusive de P* et P~ respectivement. Ce
dernier point est capital pour la réalisation approchée concrete de P. La proposition 34
dans la sous-section 3.1.2 montre que un demi arc de 6% est suffisant pour calculer la
réalisation d’opérateurs réels.

La proposition suivante énonce que les opérateurs auto-adjoints peuvent étre exprimés
uniquement en fonction de p* ou p~. Cette propriété est nécessaire par exemple pour le
traitement des équations d’opérateur non-linéaires telles que les équations de Riccati, ou
les équations de u™ et u~ sont couplées.

Spour la fonction 6, £ est en fait une variable fréquentielle car homogene avec 1/z.

72
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Proposition 26 S’il existe une réalisation diffusive d’un opérateur auto-adjoint P, alors
il peut étre réalisé avec seulement 'un des deux symboles pt ou =

9= (@ @)+ [ (0.9, 9 ) dy
et Pule) = = [ (€0, 00 ) aly) dy = (i (0,0 (0)(2.)).

Les relations entre les parties causale et anti-causale du noyau et les symboles diffusifs
sont alors

play) = (i (@), O ) = = (i (.6), " OV poury <

et play) = = (U (2.8), ¢ O) = (1 (y,8), e OV poury > a.

Preuve Selon I'expression de la réalisation diffusive de P* et P~, on peut en déduire
la relation entre p(x,y) et u*,

p(z,y) :< (2, ), e O y)> pour y <

et p(z,y) = —< ~(z,8), ! O y>> pour = < 7. (3.8)

A présent, la symétrie de
p(z,y) = ply, )

implique 1'expression )
Prute) = [ g a)uty) dy

avec le noyau p(y,x) pour z < y qui peut étre formulé comme une fonction de ", dont
on déduit la premiere formule de Pu. Concernant la seconde, elle est obtenue en utilisant
un argument similaire qui amene 'expression de Ptu en fonction de p~. =

3.1.2 Reéalisation diffusive complexe

Dans cette section, on énonce les conditions suffisantes d’existence de réalisations 6*-
diffusives de symboles complexes u* pour 6+ et 6~ des contours donnés. La preuve est
constructive. En opposition au second cas ot les chemins §* sont inclus dans I’axe réel, ici
les chemins 6% sont dans un plan complexe si bien qu’on parle de réalisations diffusives
complexes et de symboles diffusifs complexes.

Les conditions d’existence des symboles complexes font intervenir les transformées de
Laplace par rapport a y du prolongement analytique des parties causale et anti-causale
de la réponse impulsionnelle (localement intégrable),

Pz, A) = Ly(Plx,y)(A) et P~ (z,A) = Ly(plz, —y))(A). (3.9)
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Hypothese 27

(i) La transformée de Laplace X — Pt (x,\) (resp. X\ — P~ (x,\)) est holomorphe dans
un domaine DT C C (resp. D~ C C) qui contient l’ensemble fermé localisé a droite
de Uarc —0% (resp. —0~);

(i) Pour tout x € w, la transformée de Laplace X\ — Pt (x,\) (resp. X\ — P~ (x,)))
tend vers zéro uniformément par rapport a arg A quand |\ — oo.

En fait, il existe une relation entre ’holomorphie d’une fonction dans un secteur in-
cluant R* et I’holomorphie de sa transformée de Laplace prolongée a un secteur d’angle
plus grand que 7. On énonce cela dans le Théoreme 30, qui résulte des théoremes 1.46.5
et 1.46.6 de [88]. Pour chaque a, # € R, on définit le secteur

Yap={y€C" | arg(y) € (o, B)}

et la demi-droite '
={re" | r>0}.

Hypothese 28 [l existe des constantes

—g<ai<0<ﬁi<g, at, AT >0, pF>0 et 7> -1,

telles que pour chaque x € w, y — p(x,xy) est holomorphe dans ¥+ =,
[Pl £y)| < cly™ quand ly| < a* et [plr,y)| < ce” M quand [y] = A*,
pour des constantes positives c.

Hypotheése 29 Pour tout t € (o, 3),
p(z, Ly) NZa;t iy quand y — 0 avec £y € Dy,
7=0

pour deux suites

—1 < Re ('yat) < Re (fyf[) < ...< Re (fyji) < Re (’yﬁl) < ... avec lim Re (7J ) 0.

J—00

Théoréme 30 Sous I’Hypothése 28, la transformée de Laplace X — PE(.,\) se pro-
longe analytiquement en une fonction holomorphe dans le secteur Lo+ _z gy x. De plus,
si I’Hypothése 29 est vérifiée, les prolongements P+ admettent, pour tout € > 0 un déve-
loppement asymptotique

= 5" @ T(y + A0t
j=0

quand [\ — oo et arg A € (—fF —Z4+¢e,at + 2 —¢).
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Puis, on énonce le théoreme d’existence dune réalisation #*-diffusive complexe.

Théoréme 31 Pour un chemin donné 0% (resp. 07), si un opérateur causal (resp. anti-
causal) P* (resp. P~ ) satisfait I’Hypothése 27, alors il existe un 6% -symbole complexe p*
(resp. 0~ -symbole complexe =),

it (o6 = — 28

i
et & — ut(x,€) (resp. & — p(2,€)) admet la méme régularité que 0% (resp. 077).

P, —07(€))  (resp. p(0,6) = = p(a,—0-(6))),  (3.10)

2

Preuve La transformée de Laplace PT est holomorphe & droite de la ligne verticale,
Re(A\) > a, alors p(z, y) peut étre exprimée grace a la transformée de Laplace inverse £},

par
_ 1
plr,y) = L7HPH (2, \)(y) = — PH(x, N)ed. (3.11)
207 Jayir
Puisque pour tout 2 € w la transformée de Laplace A — P (x, \) est supposée holomorphe
a droite de —0* et tend vers zéro uniformément a I'infini, le lemme de Jordan et le théoréme

de Cauchy permettent de prouver que
1

Py = g | Pr@ e
_ [ =0T —0+(©)y
— [ P -er e e

Pour compléter la preuve pour la partie causale, on utilise la relation
Pruta) = [ B~ puly) dy
0

et 'expression (3.4) de ™. La preuve est similaire pour la partie anti-causale. Considérons
Pz, —y) quand y < 0, on obtient

pa) = 5= [ Py
= [ P (@) s
R T

et on conclut par les expressions de P~ u et de 7. m

Remarque 32 On tiendra compte du fait que, suivant I’Hypothése 27, la partie causale
(resp. anti-causale) de la réponse impulsionnelle est nécessairement analytique dans R™
(resp. R™*) et localement intégrable dans RT (resp. R™) par rapport a la seconde variable
y. En fait, cela peut étre vérifié, par exemple, sur la partie causale. L’expression de

Pla,y) = /Rﬂmx, —07(€))e™ " O q¢

A%

peut étre prolongée a une fine bande qui forme un voisinage de RT dans C. Grace a
I’hypothése sur O0F, cette fonction est dérivable, elle est alors analytique dans une bande
ouverte et par conséquent dans RT*.
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Remarque 33 Quand il existe, le symbole diffusif complexe d’un opérateur est nécessai-
rement unique, mais une infinité de symboles diffusifs (non-canoniques) existe aussi. On
peut le constater par [’étude du noyau des opérateurs linéaires

p = (p pt (u)

qui inclut toute fonction & — p*(.,€) définie par (3.10) avec Pt (resp. P~ ) holomorphe
dans la fermeture du domaine a gauche de —6% (resp. de —07).

La proposition suivante montre que la moitié de #F est suffisante pour réaliser des
opérateurs a valeurs réelles.

Proposition 34 Si P est a valeurs réelles et si les chemins 0% sont symétriques par
rapport a ['axe réel, soit

alors

et oo
oty = ome [ ot ag
0

de sorte que la réalisation diffusive peut étre déterminée avec un demi chemin

ot = QEM.
Preuve Si
0+ (=€) = 05(¢),
alors

¢i(xa _f) = 77Z)i(m7£>

Puisque P est a valeurs réelles, il vient que

'Pi(x,X) = Pi(x,)\) et ﬂi(_f) = :ui(g)'

On a ainsi
+oo 0
£ kN 0% 0t d
Gy = [ etass [ vt
+oo —_—
B \/0 Mi('r?g)wi(a:?g)+Mi(x7_§)¢i(x7§)d§‘
Ainsi
(=€) = ()
implique
+oo
<Miawi> — 2%6/ ,uid}i df
0
[
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3.1.3 Réalisation diffusive réelle

Dans le théoréeme 31, nous avons supposé que les chemins #* ne croisent pas les sin-
gularités des transformées de Laplace P*. Un résultat similaire a été établi sous les hy-
potheses plus faibles dans [70], en incluant le cas ot P* peut avoir des singularités sur
les arcs 0F. La preuve générale est plus technique : elle nécessite de considérer fg al sens
de la trace a droite et d’'un point de vue topologique, elle utilise un espace de Fréchet
adapté Ag+ > Y(z,.) de dual topologique Aj; > p(x,.). On mentionne que, dans ce cas,
les symboles diffus1fs p* sont en général des fonctlons généralisées.

Dans cette section, on restreint notre étude au cas dégénéré ou les singularités sont
localisées sur l'axe réel R, ainsi 6%(R) peut étre une ligne semi-infinie dans R. De la
symétrie, fR peut étre réduit a fR . et que la réalisation associée a P est unique, voir
Remarque 33 sur 'unicité. Cette caractéristique permet de construire la représentation
diffusive par une autre méthode et évite les difficultés techniques de I’étude d’un contour
0 approchant les singularités. En effet, la réponse impulsionnelle peut étre vue comme
la transformée de Laplace du symbole diffusif, au lieu d’étre sa transformée inverse de
Fourier-Laplace.

On commence avec une remarque générale sur les réalisations diffusives avec des che-
mins fermés #F ayant un intérieur vide. Ils peuvent étre paramétrés de maniere symétrique
de sorte que

05 (=€) = 07(8), (=€) =v™(€)
et alors

£ ) e + + +
(=, 9%) i F, Y (@, Q) dE+ [y (@, v (a,€) dE

—00

/Om (2,€) + 15 (s €)W (2, €) d.

En posant
(@, €) = (2, 6) + i (, —E),

cela implique une réalisation diffusive sur les demi-contours 6** = Q‘fw (paramétrés sur
R* uniquement) formellement exprimée par :

+oo
- /0 1 (2, €Y (2, €) d.

De maniere plus rigoureuse, puisque les p* peuvent étre des fonctions généralisées, il
sera préférable de les noter (u**,4*). Un cas particulierement important est celui ot les
demi-contours ** sont des demi-droites

0 (&) = \g +0¢ (3.12)
avec £ € RT, )\(“)—L et 0F des nombres complexes ; alors

B, ) = £e V(L™ (2,€))(0y)  pour y € R, (3.13)
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Chapitre 3. Réalisation diffusive d’opérateurs solutions de certaines EFDPQOs

ot L est la transformée de Laplace prolongée a I’ensemble D, des distributions a support
dans R*. De maniere équivalente, les expressions de p** par rapport a p sont

(2, €) = £L7H YT Pla, 2y /0F))(€)  pour € € RY

Puisque nous considérons des opérateurs réels (et par conséquent des réponses impul-
sionnelles réelles), les singularités de P+ sont nécessairement conjuguées. Ainsi, elles sont

concentrées sur la demi-droite inclue dans I’axe réel. Dans ce qui suit, on se restreint a
2o, ot €R.

Pour achever cette section, on énonce une condition suffisante assurant 1’existence
d’une réalisation diffusive, également appelée une réalisation 0+*-diffusive réelle.

Hypothese 35

(i) La fonction y — p(.,y) (resp. y — p(., —y)) a une continuité analytique holomorphe
dans R** +iR.

(ii) Il existe une constante ¢t (resp. ¢ ) telle que y € C — p(z,y)e™ ¥ (resp. y € C —
P (z,y)eMY) est uniformément bornée en x par une fonction polynémiale de |y|
dans le demi-plan Re(y) > ¢t (resp. > ¢~ ).

Proposition 36 Si les Hypothéses 35 sont satisfaites, alors pour des demi-droites 6
similaires a (3.12), lopérateur P admet une réalisation 6**-diffusive réelle de symboles
uniques = € D/,

Preuve Cet énoncé vient directement de la caractérisation de I'image de D’ par la
transformée de Laplace, voir par exemple [77] Chap. VI Proposition 5. m

3.2 Equations de symboles diffusifs associées a un
probléeme aux limites portant sur un noyau

Dans cette section, on considéere que le noyau p(x,y) est solution d'un probleme
aux limites linéaire général a coefficients variables. On introduit les équations intégro-
différentielles satisfaites par leur symbole complexe p* ou réel p** & condition qu'ils
existent pour des contours donnés % ou #%*.

On commence par diviser 2 en deux ensembles ouverts Q1 et Q7 correspondant aux
partie causale (y < z) et anti-causale (y > z) de Q. La frontiere de Q1 est partagée en
If ={1} xw, I'T =w x {0} et [y = {(z,y) € Q tel que x = y}, et la fronticre de Q™ est
divisée en I') = {0} x w, I'; = w x {1} et T,.

On note V = (9,,9,)" et ¢ le noyau d’un second opérateur @, on consideére que p est
solution d’une équation aux dérivées partielles écrite sous forme générale

A(z,y, V)p(z,y) = q(x,y) dans QT UQ", (3.14)

78



3.2. Equations de symboles diffusifs associées a un probleme aux limites portant sur un noyau

avec pour conditions aux limites,
B(z,y,V)p(z,y) = r(z,y) sur 9Q" U0, (3.15)
On introduit le changement de variables

¢*(2,y) = (z,2 F y),
les réponses impulsionnelles modifiées

p(z,y) = pla, £y) = po ¢~ (z,y), (3.16)

1 +1

. + T(4E£\-1\T _
les matrices K= = (V' (¢™)7")" = <0 =

les opérateurs

), lopérateur différentiel Dy = (0., \), et

Ai(xay7gaax) = A(‘/an7KiDT€i(g)) et Bi(xaya§7ax> = B(xay7KiDT6i(f))'

3.2.1 Equations des symboles complexes

Ici on montre que si I'opérateur linéaire de noyau p admet une réalisation §*-diffusive
alors ses symboles p* sont solution des équations

i<Ai,ui,ejF0i(§)(z_y)> = ¢ dans QF, (3.17)

:t<Biui,ejF9i(§)(x_y)> = r sur 90T, (3.18)

Dans le cas ou A et B sont indépendents de y, on remplace I'équation (3.17) et 1’équation
(3.18) restreinte a I' ;t par deux familles infinies d’équations différentielles en x paramétrées

par &.

Les transformées de Laplace du prolongement de y — p=(.,y) étant notées A +—
PE(., \), comme dans (3.9), on fait les hypotheses permettant les calculs comme dans la
définition des symboles complexes :

Hypothese 37 Les fonctions A — PE(z,\), X — A(z,y, KEDT)P*(x,\) pour (z,y) €
wx R et A\ B(z,y, KEDL)P*(z, \) pour (z,y) € O0F satisfont I’Hypothése 27.

Proposition 38 Sous les hypothéses 87, p est une solution du probléme aux limites (3.14-
3.15) si et seulement si ses 0 — symboles u* sont solution du systéme (3.17-5.18).

Preuve Avec un changement de variables dans (3.14-3.15), les équations satisfaites
par pT sont

A(¢* (2,y), K*V)p™ =qo¢™ et B(¢*(z,y), KXV)p* =ro0¢™. (3.19)
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On introduit les transformées de Laplace P* des p*, ainsi p*™ = L71LpT = L71PT et
/ A(¢i<x>y)7 KiD;)Pi(x, >\)6/\y d\ = gqo ¢i
+iR
et / B(¢i<$>3/), KiDI)Pi(x, )\)e)‘y d\ = rog¢t,
+iR

pour a € R convenablement choisi. En changeant le contour d’intégration comme dans la
preuve du théoreme 31, il vient

£ (A (2.), K* DYoo) (2,6, e™70%) = oo
et + (B(o* (). K* Dl gu )t (2,6). ") = rog*

a condition que A — PE(z,\), A — A(¢F(z,y), KE(0,, \))PE(z, \) et A — B(¢*(z,y),
K*(9,, \)T)P*(x, \) soient holomorphes dans C— D* et décroissent a I'infini. En inversant
le changement de variable, cela amene au résultat

ﬂ:<A(x,y,KiD:_FGi(é))/ﬁ(w,f)’eﬂFHi(é)(a:y)>£ —

et + <B(ZE, n K:I:foei(é))luﬂ:(l., 5)’ e:FQi(g)(l‘—y)>§ = r

|

Maintenant, on prouve que pour un opérateur A et pour un opérateur B restreint a
I‘;t indépendants de y, les équations associées aux symboles peuvent étre réécrites dans le
domaine de Laplace. Ainsi, & partir de ’expression ci-dessus, on considere ¢ et r comme
des noyaux d’opérateurs, et on suppose que leurs réponses impulsionnelles y — g et y — 71
satisfont les Hypotheses 27 pour un méme ensemble DF que p. Ainsi, elles admettent des
réalisations §*-diffusives de symboles notés v* et p*. Si nous appliquons le méme calcul
a q et r que pour le membre gauche, on obtient

<A(:c, K=DT, )\t — v*, ewi(’”’y)> =0 et <B(:1:, K=DT, )\t — p*, e¥9i(m’y)> = 0.

En se référant a la Remarque 33 portant sur ’absence d’unicité de la réalisation diffusive,
on ne peut pas en déduire d’équations locales sur les symboles diffusifs. On procede diffé-
remment, on prolonge les équations de p* & w x RT. Selon la Remarque 32, nous savons
que les prolongements de y — ¢ et de y — 7 sont analytiques sur R*. Ici, on procede
au prolongement analytique des équations satisfaites par p*, ¢& et 7F. Alors, y — pT,
Yy — gt ety — 7T pour y € Fi sont prolongées par 0 sur R™, et on sait qu’il existe
des opérateurs aux dérivées partlelles appropriés A (z,V) et BjE (z, V) de sorte que les
équations suivantes, écrites au sens des dlstrlbutlons dans D', par rapport a y,

Ale, K*V)p* + ) Af (v, KEV)5teY = ¢+ (3.20)
k

et Bz, KEV)F* + Y Bf (v, K*V)p* o)) = 7 (3.21)
k
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sont équivalentes & 'équation (3.14) et les conditions aux limites (3.15) sur I'y. Ici 5 ) est
la derivée k¢ de la distribution de Dirac en 0. De AjE et B,:Ct, on définit les opérateurs
intégro-différentiels AT et BF par

07(€)

Af (.0, Our.&) = Fgy 2 D (05O (AL (e KD e a2, C).1)
et B(:)t(xv 8:07 S)M(aja 5) = :F%(f) Z(_ei(g))k‘ <Bl—:(x7 KiDTHi(()):u(xv C)v 1>< .

Proposition 39 Si l'opérateur A et l'opérateur B restreint a I‘j sont indépendants de

y alors le noyau p(x,y) est solution des équations (3.17) avec les conditions aux limites
(3.18) en F;‘E si et seulement si les symboles u* sont solution de

(A + AD)p* =v*  dans w x R, (3.22)

(B + B )ut =p" dans {1} xR et (B + By)u =p  dans {0} x R. (3.23)

Preuve On applique la transformée de Laplace aux équations (3.20-3.21) au sens des
distributions,

A(x,KiDA)Pi+Z>\’“A§(x,KiV)ﬁi(x,O) = LG

I

et B(z, K*Dy\)P* + Z)\’“Bi o, K*V)pt(2,0) = L(F).

Puisque les transformées de Laplace de p*, ¢* et de 7F sont toutes holomorphes dans
D*, ces équations sont encore satisfaites le long des contours paramétrisés & — 6=(¢). En
changeant la variable A en & et en introduisant les symboles diffusifs, cela implique que

6~
+ + +\k 4* + ~t _ +
At S (A KO, 0) = o,
g
ot Bi,ui:F%E:(—Hi)’“B,f(x,KiV)ﬁi(x,O) = o

k

Afin d’achever la preuve, on introduit p* = L71L£ (pF) et on procéde comme dans la
preuve de la Proposition 38 pour obtenir

A (a, K29)5* (,0) = (Af (2, K Dlye o u* (20,1

ce qui complete 'obtention de (3.22, 3.23). =

Remarque 40 Pour terminer cette section, on s’interesse a la détermination “a priori”
de D*. Une singularité apparait dans la solution des équations dans le domaine de Laplace
lorsqu’un coefficient d’un opérateur s’annule ou quand le membre de droite est singulier.
La seconde possibilité est déja prise en compte explicitement dans nos hypothéses précé-
dentes. On consideére les situations ot les applications A — A(x, 0y, \) et X — B(z,0,, \)
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sont analytiques et ou les opérateurs A et B peuvent étre développés en séries finies en
a:m
Az, K*DT) = Za £, 0" et B(x, K*DT) = Zbi T, )™,

Alors, X — PE(., \) est potenticllement singuliére aur 2éros des applications \ — a (z, \)
et X — b= (x, ). Dans les applications a venir, on note ces ensembles par WA et Wl}t, ]

Wi = U[af;(x,.)]—lm) et Wi = U[bi(:p,.)]‘l(o). (3.24)

z,m x,m

3.2.2 Equations des symboles réels

A présent, on établit les équations des symboles dans le cadre des réalisation diffusives

réelles introduites dans la section 3.1.3. On choisit §** C R comme dans (3.12) avec

ot =1, ainsi

05 (&) = \f +&  avec £ € RT.

Les 0*-symboles réels de ¢ et r sont notés v** et p**

Proposition 41

(i) On suppose que p, ¢ = A(x,y,V)p et r = B(x,y,V)p satisfont les Hypotheéses
35, alors p est solution du probléme aux limites (3.14-3.15) si et seulement si ses
symboles 0F* —diffusifs réels p=* sont solution du systéme

i<Aiui*,e¥9i*(§)(”’y)> = ¢q dans QF, (3.25)
3

i<Biui*,e¢9i*(§)(x_y)> = 1 sur O0F. (3.26)
3

(ii) De plus, si lopérateur A et l'opérateur B restreint a F;‘E sont indépendants de y
alors p est solution de I'équation (3.14) et la condition aux limites (3.15) sur Ty si

et seulement si ™ sont solutions de

AT = v dans w x RT, (3.27)
Btu™ =p™ dans {1} xR et B u*=p* dans {0} x R. (3.28)

Preuve

(i) On sait que p* est solution de (3.19), et on utilise son expression (3.13) pour obtenir

(A" (2. y), K= DT g )u™, e V) = qog* (3.29)
ot + <B(¢i(x,y),Kingi),ui*,e*Gi*y> — rogt. (3.30)
Cela implique les équations annoncées apres un nouveau changement de variables

pour revenir au domaine initial.
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(ii) Introduire les représentations diffusives de ¢ et r dans (3.29, 3.30) implique
<Aiﬂi*,€_9i*y> — <yi*’6—9i*y> et <Blui*7€—0i*y> — <pi*7€—9i*y>’
Ou de maniére équivalente, quand on remplace §%* par AT* + ¢ :
LIAT) = L) et L(Bu*™) = L(p™) pour Re(y) > 0.

Puisque la transformée de Laplace est injective dans D', , on obtient les égalités (3.27,
3.28).

3.3 Approximations numériques

Les Hypotheses 37 sont tres restrictives concernant la régularité et la croissance asymp-
totique du prolongement analytique des réponses impulsionnelles modifiées y — pE(.,y).
Par exemple, lorsqu’un noyau y — p*(.,y) est solution d’une équation aux dérivées par-
tielles de type elliptique dans un domaine borné €2, il est généralement composé de termes
exponentiels positifs et négatifs. Il en est de méme pour y — p*(.,y). Ainsi, notre théo-
rie ne s’applique pas directement a ces cas fréquents. Quand bien méme les Hypotheses
37 étaient satisfaites, construire ’approximation numérique du prolongement analytique
d’une réponse impulsionnelle numérique modifiée, dans le but de calculer sa transformée
de Laplace, se révele étre une procédure extrémement cotteuse. Ces deux points nous ont
donc encouragés a explorer une approche plus souple.

La méthode que nous avons trouvée revient a approcher les réponses impulsionnelles
modifiées y — pH(.,y) dans une base de polynémes y — pV*(.,y) d’exponentiels négatifs
en y. Prolonger analytiquement y — p™*(.,y) et calculer leur transformée de Laplace
devient trivial. De plus, trouver la position des poles devient facile, car nous savons qu’ils
appartiennent & Z~. En conséquence, le choix des contours 6% est considérablement simpli-
fié, et les méthodes efficaces déja développées par plusieurs auteurs peuvent étre utilisées
pour des quadratures intervenant dans ’approximation de Pu.

Nous construisons la séquence y — p"=(.,y) pour qu'elle soit convergente en des
normes appropriées, lorsque la dimension de la base augmente. Cependant, pour le cas gé-
néral, les séquences de leur prolongements analytiques associés ne sont pas convergentes
pour une norme raisonnable. Il en est de méme pour les séquences ¥+ des symboles
diffusifs. De plus, dans les symboles, nous ne pouvons pas passer a la limite en N. Eton-
namment, la réalisation diffusive approchée converge, ce qui est le point le plus important.
Ainsi, nous concluons que notre méthode d’approximation est applicable a de nombreux
cas pour lesquels les hypotheses de croissance ne sont pas remplies mais satisfont tout de
méme une certaine hypothese de régularité du prolongement.

Dans cette section, on souhaite évaluer diverses méthodes pour approcher des symboles
diffusifs puis des réalisations diffusives en traitant ’exemple de I’équation de Lyapunov
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mentionnée en Introduction générale. Tout d’abord, dans la sous-section 3.3.1 on énonce
les problemes aux limites respectivement satisfaits par les parties causale et anti-causale.
Ensuite, une méthode d’approximation est formulée en sous-section 3.3.2. On commence
par les approximations du noyau p™¥* de p* pour définir les symboles approchés uV*. Dans
la sous-section 3.3.3, on expose deux méthodes directes du calcul des symboles. Elles sont
basées sur deux formulations variationnelles différentes, chacune possédant ses avantages
et inconvénients. Les sous-sections 3.3.2 et 3.3.3 présentent les méthodes numériques, leur
implémentation et les résultats. Enfin, la sous-section 3.3.4 est dédiée a la réalisation
diffusive réelle ou les calculs sont effectués analytiquement.

3.3.1 Enoncé des problemes aux limites portant sur les parties
causale et anti-causale du noyau

L’équation de Lyapunov considérée s’inscrit dans le contexte de la stabilisation interne
de I’équation de la chaleur avec des conditions aux limites de Dirichlet. On considere une
constante non-négative ¢ et un opérateur Q € L(L*(w)), positif, auto-adjoint, de noyau
q et admettant une représentation diffusive de symboles v*. L’équation de Lyapunov
consiste a trouver P € L(Hj(w)) tel que

dud(Pv) —d(P*u)dv , 1
/w% - + . dx = [UQU v+ cuvdx pour tout u,v € Hy(w).  (3.31)

On cherchera la solution de P sous la forme d’un opérateur noyau de noyau p(zx,y), le
noyau de son adjoint P* étant

p(z,y) = ply, ).

On peut facilement démontrer que p est symétrique i.e. p* = p, par interversion de u avec
v, puis de z avec y. A présent, on pose les équations satisfaites par le noyau p dans Q7 et
dans 7 sous la forme (3.14-3.15). Pour simplifier, nous utilisons les notations p* et p~
pour les parties causale et anti-causale des noyaux pio+ et pjo-.

Proposition 42 Les parties causale p* et anti-causale p~ du noyau p sont les solutions
uniques des deux problemes aux limites découplés

—Apt =¢F  dans QOF,
(=0, + 0,)p" = :I:g sur Ty, (3.32)

p =0 sur FfUFj.

Dans le cas particulier ¢ = 0, p est la solution unique de

Ap=q dans Q
{ b= aane o (3.33)

p=0 sur oS
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Preuve L’utilisation des formes intégrales de Pu, Pv et Qu dans I’équation de Lya-
punov mene a

[ 0@ ) o) + 2ulple ) u(s)).0(z) dyda
— [ cutwpte) do+ / ol p)ula)oly) dyds,

On introduit
w(z,y) = u(z)v(y) € Hy(Q),
et on utilise la symétrie
p(z,y) = ply, v)

pour obtenir la formulation variationnelle satisfaite par p

/QVp(:B y)Vw(z,y) dyde = cw(z,y) ds(z,y) + / q(z,y)w(z,y) dydz. (3.34)

Q

\/_r0

De plus, on remarque que I’ensemble des fonctions w(z, y) = u(x)v(y), avec u, v € H}(w),
est dense dans H;(€). On note également que p = 0 sur 9N car Pu = 0 sur dw et p est
symétrique. Ainsi p € Hg(Q) est solution de (3.34) pour tout w € Hj(Q). Cette formu-
lation variationnelle satisfait les hypotheses du lemme de Lax-Milgram, elle admet par
conséquent une solution unique. Quand ¢ = 0, la formulation variationnelle est directe-
ment déduite de (3.33). Quand ¢ # 0, la formulation forte de 'équation doit étre écrite
sur chaque coté de I'y. En appliquant la formule de Green dans Q — 'y = QT UQ~, on
trouve

/ C(Ap+Qu dydr+ | (=8, +0,)(p" —p — Yw ds =0
QtuQ—

To \/_
ce qui implique la formulation forte
—~Ap=¢q dans QT UQ",

(=0, +0,)(p" —p~) =c sur Ty
p=10 sur 0f.

Puisque p est symétrique, la seconde relation est équivalente a I'une des deux conditions

C

C
(_am + 8y)p+ = 5 ou (_ar + ay)p_ = _57

ce qui termine la preuve. m

3.3.2 Approximation du symbole diffusif a partir de ’approxi-
mation du noyau

Dans cette sous-section, on présente des résultats numériques obtenus par le calcul des
réalisations diffusives de PTu et P~u, calcul basé sur les approximations spectrales du
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noyau p. Par mesure de simplification, on restreint nos calculs au cas ¢ = 0. On considere
donc la solution de la formulation faible associée a (3.33). On utilise une méthode spectrale
de base polynomiale dans la direction de x et une base exponentielle dans la direction de
Yy, positive pour la partie causale et négative pour la partie anti-causale. Dans les deux cas,
le calcul a été réalisé dans tout le domaine €2. Avant de commencer ces approximations,
on introduit les notations suivantes :

e =|—-1,1 et Q=0x0.

o PV =PV N H] (D), ou PV est 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a
N.

Ly, est le k**™¢ polynome de Legendre sur @.

(Kk)k;:l

y est la famille de polynomes définie par

-----

Ki(s) = (1 - 5% L, ,(s) pourk>1. (3.35)

T+ :0Q — Q est un changement de variables :

etV — 1 — eil)

(o) = (5.2) = (20150515

o pt(2) =+ (z - iIfi) et DT*o (T*)t(s,2) = {(2) pio(z)] :

1
5 0

"I = [5 —pﬁ@] et det (D)) = ey

e §= est la transformation

g (z,y) =g o T (x,y). (3.36)

N e N*, (2,),_0 n N + 1 points de discrétisation spatiale de = sur w et h = /%/ le
pas de cette discrétisation (espace séparant deux nceuds consécutifs), ainsi x,, = nh.

Remarque 43
1) La famille (Ky),_, x constitue une base de P, voir [7].

2) (Ky ® Ky),,, est une base de polynomes dans H&(ﬁ)

L’approximation des réalisations diffusives de P*u requiert I’accomplissement d’étapes
successives. Nous décrivons ces principales étapes suivant le plan : approximation du noyau
et des symboles complexes, discrétisation des ¥*u en x avec différentes approximations
de u (approximation constante et affine par morceau) et approximation des réalisations
diffusives de P*u. Puis, pour chacune des trois étapes, nous détaillons sa mise en oeuvre
suivie d’un test numérique.
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Approximations du noyau et des symboles complexes

Considérons la formulation faible associée a (3.33), i.e. la formulation faible (3.34) avec
¢ = 0. On applique le changement de variables 7% défini dans (3.36)

pT=ptoT*, wr=0ToT* e ¢F=q" 0T

Ainsi, on obtient la formulation : trouver p* € H} (@) tel que

/A (VpH)" (DT* o (T%)71) . (Vat)" (DT* o (T*)™V) det (D(T*)™) ds d=
a (3.37)

= /A g det (D(Ti)_l) dsdz, pour tout WF € Hy (ﬁ) ,
)

Pour résoudre ce probléme numériquement, on propose d’approcher p* par

N1 Np

PVE(s,2) = ) ) pEK (s)Ki(z), avec N = (N, Ny).
k=0 ¢=0

Les approximations p’¥* de p* sont ensuite obtenues

N1 N2

PVE,y) =N o TH (2,y) = Y Y pi Ko T (x) K, o TF (1) (3.38)
k=0 ¢=0

Puis, on déduit les approximations p™V* des réponses impulsionnelles p*

N1 N2

PVE () =p Vot (vy) =)D pEK, o T () K, o T (x Fy). (3.39)
k=0 ¢=0

Remarque 44 Les approrimations du noyau et de la réponse impulsionnelle sont déve-
loppées sur la base de polynomes (K & Kg)w combinées avec la transformation T. Par
conséquent, les pNT sont exponentiels en y avec des exposants néqgatifs.

Remarque 45 On utilise une méthode spectrale pour discrétiser suivant les directions x
et y. Pour la direction y, on a besoin d’utiliser des fonctions de base globale prolongées
analytiquement. Il n’y a cependant pas de restriction particuliere concernant la direction
x. Par exemple, une base locale pourra étre utilisée comme une base d’éléments finis.

Alors, les approximations PV et u¥* des transformées de Laplace P* et des symboles
complexes p* s’obtiennent directement, i.e.

PN (5,0) = £, (7 () ().

N+ 0 (&) pv+ +
T
On note que les poles de PN+ se situent sur I'axe réel négatif, ainsi les domaines d’holo-
morphie DV* peuvent étre n’importe quel ensemble ouvert ne contenant pas de nombres
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réels négatifs {0, —1,.., —Ny}. L’'Hypothese 27 est clairement satisfaite pour tout contour
—0%* dans DV*, et on peut appliquer le Théoreme 31 pour obtenir les symboles complexes
correspondant pV*. Pour calculer 4/V*, on a choisi les contours —0* proposés par Weide-
man et Trefethen dans [92], dans le cadre du calcul de la transformée de Laplace inverse,
a savoir la parabole

—0% (&) =0, (i€ +1)> pour £ €R, (3.40)
et I’hyperbole
—0%(€) = 0, (1 +sin (i€ — «)) pour € € R. (3.41)

Les nombres réels positifs 0, et 6), controlent respectivement la largeur du contour pa-
rabolique et hyperbolique. L’hyperbole contient le parametre libre supplémentaire «, qui
détermine son angle asymptotique.

Discrétisation de ¢*(u) en z

Pour achever le calcul de P*u, il faut discrétiser les équations différentielles (3.6, 3.7)
pour les résoudre numériquement. La discrétisation de ¢ en x se fera a 'aide de deux
approximations différentes de u, la premiere étant constante par morceaux et la seconde
affine par morceaux. Pour ce faire, on considere en premier lieu les relations de (3.4). En
particulier, au point z = z,+1, on a

Tn41

() (s, €) = / OV (y) dy

0
Tn N Tnt1 +
:/ o (5)(wn+1—y)u(y) dy—|—/ e (6)(I"+1_y)u(y> dy,
0 Tn

et au point £ = x,, on a
1 —
v e == [ Oy dy

1 Tn+1
_ / Oy () dy — / OO0y () dy.

Tn+1 Tn

On remarque que %, 11 — &, = h, pour tout n € {0,..., N'}. On peut déduire les relations
de récurrence suivantes

Tn+1

O (@) (@01, €) = e OhE (1) (2, €) + / e MOy () dy, avee ¢ (u)(0,€) = 0,

et () (2, €) = e DM () (2n, €) — / T I OE D y(y) dy,  avee ¢ (u)(1,€) = 0.

Ensuite, on approche u(z) sur Uintervalle [x,,, 2,,41], soit par une constante u(z), soit par
une fonction linéaire w(z), i.e.

Un41 — Un (342)
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avec U, = u(x,) et Upi1 = u(Tpy1)-

» Approximation constante par morceau de u : Dans ce cas, on obtient les approxi-
mations suivantes

Tl . . B Tn+1 o . NS e—@-‘r(g)h 1

/ e 0T Ont1=v)y () dy:/ e 0T (O (@nt1 Va(y) dy :u<x”)T(§“)’

Ty B Tn+1 _ _97(5)}" —1

et / e O u(y) dy ~ / e O Wi(y) dy ZU(MGQW
Enfin, on introduit les variables a*(¢) = e~ 05O ot BEE) = %' On obtient les

relations de récurrence suivantes

U (u)(@nr1,8) = o (YT (u) (@, §) + BT (un,  avec ¥ (u)(0,€) =0,

0 ()5, ) = @~ (€0 (W) n11,) — B (Oun, avee v (w)(1,) =0,

» Approximation affine par morceau de u : Dans ce cas, on obtient les approxima-
tions suivantes

Tl N Fntt +
/ 6—6 (é)(xn+1—y)u(y) dy g/ 6_9 (f)(xn+1—y)ﬂ(y) dy

~ Up, Un4+1 — Un —ot ©h _ Un+1 Up4+1 — Un
= (—9%5) T en ) ‘ (—9+<£> MG ) ’

Tn+1 B Tn+1 B
ot / £ Oy () dyy ~ / £~ OEn)7(y) dy

~ Un+1 Unp+1 — Un —0=(&h _ Unp, Un+1 — Un
~ (5 ) (=g )

Enfin, on introduit les variables 4= (£) = ﬁ:_o‘;(é)) - _gi((gh et 05 (&) = :F—eﬂlt(g) + _giggh

pour obtenir les relations de récurrence suivantes

T (u)(@ni1,€) = o (VT (W) (@0, &) + 7T (E)tn + 07 (Eunsr,  avec YT (u)(0,£) =0,

77Z}_ (U)(xm 5) ~o (§)¢_(u> (ZL‘n+1, g) +0° (f)un +v (§>un+17 avec ¢_(u>(17 é) = 07
(3.44)

Dans ce qui suit, on désigne par 1"* (x,,, ) I'approximation de ¢* (z,,,£) en z = z,.

Approximation des réalisations diffusives de P*u

On dispose a présent de tous les éléments pour mettre en ceuvre les réalisations diffu-
sives
Pu = (it g+ ().

On remplace p* et ¥* par leur approximation pN* et ¢"*. Ainsi, les réalisations
diffusives de P*u(x,) peuvent étre approchées comme suit

P*u(x,) ~ /uNi(xn,f)whi(u)(xn,ﬁ) d¢, pour tout n. (3.45)
R
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Puis, on considere la discrétisation des paramétrages des contours —0%, c’est-a-dire de R
en 2M + 1 points &, k= —M,—M +1,.... M — 1, M. De cette discrétisation, on déduit
'approximation des réalisations diffusives de P*u(x,) par la formule des trapezes

M

PNIME () = h, Z pNE (2, £V (2, &),  pour tout n. (3.46)
k=—M

avec h, > 0 la taille du pas, espace séparant deux points d’intégration consécutifs. On
note que les approximations "*(x,, &) sont calculées en utilisant (3.43) ou (3.44) au

point & = &.

Le calcul numérique de 'intégrale (3.45) par la formule (3.46) est implicitement lié &

I'inversion numérique des transformées de Laplace. L’objet de ’étude suivante est d’ex-
pliciter ce lien.
Lien avec l’inversion numérique de la transformée de Laplace : On établit que
I'approximation de la réalisation diffusive (3.46) peut s’écrire sous forme d’une combi-
naison linéaire de transformée de Laplace inverse. Pour ce faire, soient n = 0,..., N,
Jr={0,...,n—1} et J, ={n,..,N —1}. Au point = = z,,, la formule (3.4) s’écrit

g = [T = [ 0 )
0

jGJ+

1 _ Tj+1
Vg == [ O ay = 3 [T Oy ay

Jj€Jn

Si 'on considere I’approximation affine de u sur [z, ;1] (voir (3.422)), alors les ¢ *(x,, £)
peuvent étre approchées par 1"*(x,, £), avec

V(0 €) = P, ) = £ 3 / FFOEDG(y) dy,  pour tout n.

]EJi
De plus,
W (2,,6) = £ Z [/ eFO @n=07(y) dy —/ 05 (O an—y) u(y) dy] pour tout n.
jeJ:l: Tj Tj+1
Dans 'expression ci-dessus, le calcul des intégrales se fait exactement, ainsi on obtient
h:i: Uj+1 Ui\ —0E () (£ (zn—z;))
a8 = 3 | (i + k) e )
i€dii (3.47)

Y1 +uj+1_uj e 0T (O F(@n—2;11))
—05(6) T 0F2(0)n ’

pour tout n = 0,..., N, avec z; = jh et u; = u(x;).
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Les réalisations diffusives (u*, %) sont approchées par <;LN + ¢hi>, en conséquence

Piu(ajn) ~ j:/R Z MN:I:(:En’g) |:<_eli](§) n uél;(g)zj) o 0E (O (E(@n—2)))

jeJiE

(i Uil = Uy ) =65 () (2 (en—zj11) | g
(g + i) :

pour tout n € {0, ..., N'}. On intervertit fR et Z dans I’équation ci-dessus, puis on pose
J

o PN (@,€) 07 4 _
fo(z,7) j:/R(_ei(g))Wp &, m=1,2,

avec T > 0 et f£(x,0) =0 7. Finalement, on peut établir que les réalisations diffusives
P*u(x,) peuvent étre approchées par PN"MEqy(x,)), avec

PNIMEy () = { P (@, (0 — 25)) u

jeJiE
Ujp1 — Uj
+ [ (wn, (2 — 25)) % (3.48)
— [ (@, £ (@0 — Tj41)) win
Ujp1 — Uj
- 2Mi (xna i(ajn - Ij—i—l)) % )

pour tout n € {0,1..., A'}. On désigne par fM* Papproximation de I'intégrale de f par
la méthode des trapezes, associée a l'inversion numérique d’une transformée de Laplace.
En effet, on introduit la fonction F (z,\) de la fagon suivante

PYE (@, 2)

FE(z,\) = o ,

m =1,2.

On trouve que

+ = =0 (&) PV* (2, —6* (€)) —0% &)z
= % " FE(z,\) e d\, m=1,2.

On remarque que T — f= (z,7) est la transformée de Laplace inverse de X — F=(z, \),
fi (2, @) =L (Fa(z,N) @), m=1,2.

On note également que les singularités de la transformée A\ — FE(z,)\) se trouvent sur
I'axe réel négatif. Dans ce contexte, les auteurs du papier [92] proposent une méthode

TE(0) = 5= [ e FE(LA) dX = ZRes (.7-'$ (.,A),A;) =0, ot A; sont les poles de Fi (z, ).
J
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numérique pour une inversion "rapide” de la transformée de Laplace, sur un intervalle
borné donné de la variable 7, utilisant la formule des trapezes,

M

—h. — T /
for @, 0) = ol (7)== e PR FE (1 —0F (&) 0% (&), m=1,2,
k=—M

Une étude de cette méthode, pour les contours parabolique (3.40) et hyperbolique (3.41),
est détaillée dans I’Annexe A.

Remarque 46 Dans le cas ot u est approché par une constante sur [v;,xj+1], on peut
établir les approximations suivantes

D, €) = [ (&) (£(@n—1;)) _ e—@i(&)(i(xn—xm»] , (3.49)
Jje Ji
PMWWmum==§I[%*@mi@n—@»— M (s (e — 20))] 4y (3.50)
jeJiE

Mise en ceuvre numérique

La mise en ceuvre de I'approximation de la réalisation diffusive se fait en trois étapes.
Tout d’abord, on commence par la mise en ceuvre de 'approximation du noyau. Elle est
basée sur approximation de p*, solution du probleme (3.37). Ce dernier est équivalent
au probleme : trouver p* € H&(ﬁ) tel que

op* ow* 1 1 0p* ow=* 4
/{A2 {2E (s,2) s (s,2) 00 + 27; (s,2). P (s,z)p™ (2)| dsdz .
= /A 2pi#()@\(s, 2)@F (s,2) dsdz, pour tout @ € H(S).

On considere les fonctions tests
oVF = Ki(s)Kj(2), avec 1<i< N, et 1<j <N,

Ainsi DoV N+
o™t ' W
5e K (s)Kj(z) et e

Rappelons qu’on approche p* par

= K;(s) Kj (2).

N1,N2

)= ) Pk (s)K(2).

On dérive suivant chaque direction, on trouve
N1,N2 N1,Ng

a / aﬁNi SJZ !
Zwr Koz e ) N ke (Ki()

0z
k.0
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Finalement, on remplace @ et p~ par leur approximation dans la formulation variationnelle
(3.51). Ainsi, on trouve que pfg est solution du systeme linéaire

Zakliu pke = b;'; pout tout ¢, 7,

avec

1
pyi; = /K’ ) K (s dS/Kg p e dz
+ / Ky (s ) ds / K;(2) K} (2) p™ (2) dz,

tb; = K ( dsd
et b / <Sz>pi(z) sdz.

Le calcul numérique des intégrales ci-dessus se fait par la quadrature de Legendre-Gauss-
Lobatto (LGL), voir le chapitre précédent. Enfin, on applique les changements de variables
T* et ¢*. On en déduit les approximations p™¥= et p™¥* par (3.38) et (3.39) respectivement.

La seconde étape concerne la mise en ceuvre de 'approximation du symbole diffusif
pNE. Celle-ci nécessite le calcul exact des transformées de Laplace de K o TyjE (xr Fy),
facile a obtenir.

Enfin, on s’intéresse a la mise en ceuvre de ’approximation des réalisations diffusives
PNRMEy, Dans cette troisieme étape, on la présente adaptée a une architecture centralisée
ou semi-décentralisée.

» Mise en ceuvre adaptée a une architecture centralisée : Les formules des ap-
proximations des réalisations diffusives (3.48) et (3.50) peuvent également s’écrire sous la
forme du produit de convolution discret suivant

n N
PNPMy () = D T wh e > w e (3.52)

j+:0 j*:n

avec pour la formule (3.48)

ey = S (b, (0= ) B) 3 [ (b, (3 (n = %) = 1)) = £ (nh, + (n — %) 1)

pour T =0 et j =N,

1
=T (27 (nh, (5% — 1) h) = 2£2"= (nh, j5R) + f27 (nh, (£ + 1) b)],
pour jT=1,..,n—1 e j =n+1,.. N—1,
+ 21M:t (nha h)

wn,O

Y

>

pour jjE =n,
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et pour la formule (3.50)

wi:,:t(n—ji) = " (wn, (2 — 7)) = A" (20, £ — 2j01))  pour j© € J7 et 5T €T,
Wi[ji =0, pourj =0 et j =N —n.

Dans l'algorithme (3.52), on peut stocker I’historique dans une grande matrice W sous
forme de lignes et pour chaque pas x,. Ainsi, a partir de la grande matrice préalablement
stockée, le produit matrice-vecteur permet ’obtention de la réalisation diffusive de tous
les points x,, sous forme d’un vecteur-colonne Z de coefficients

2y = PV My(z,).
En effet, si on pose

+T + + T
75 = [Zo ZN} et U’ = [uo uN} ,
on a
ZE=W=*U,
avec W et W~ des matrices triangulaires inférieure et supérieure respectivement. Elles
s’écrivent sous la forme

+

Wo 0 “o,0 “on
£ + .
Wil Wip
Wt =|wis Wi Wgro et W™ =-— W W W
” ’ ’ N-2,0 YnN—21 Yn-22
Wa—1,0 Wa-11
Wi Wy, Wy,
| YN N N0 | N0
Ainsi
Z=7"+7Z"=WU, avec W=W"+W".

11 semble clair que I'approximation de la réalisation diffusive (3.52) est totalement cen-
tralisée. En effet, 'approximation z, = PN:*hy(x,), évaluée au point x,, fait intervenir
la valeur de la variable d’entrée u en tous les points d’espace (Ij)jzo,...,m c’est-a-dire
I’historique de wu.

» Mise en ceuvre adaptée a une architecture semi-décentralisée : A partir de

(3.46), on a établit une autre écriture de I'approximation de la réalisation diffusive sous
la forme (5)

M
Zn = PN’h’MU(In) = h, Z M:,kl/}:;k + oy kU g
k=—M

(3.53)

Elle est a présent bien adaptée a des architectures semi-décentralisées. Ceci est réalisable
grace aux relations de récurrence (3.43) et (3.44) entre ¢, |, et ¥5,.

— ot _ at -+ —+ —+
On pose 5 (&) = —ei(fg))’ FE(E) = :l:_gi(fg)) — —gig?)h et 0 (&) = —gT((gh' On remarque

que (voir note en bas de la page 90)

NE (o 1 4 0) =
[ 0.6 =g de = £ 0) =

94



3.8.  Approzimations numériques

Pour le cas ot u(z) est interpolé par une constante, on établit

Pruann) = [ 5 (i © UM i €) de
R
= [ @0, (@@ (0, + B )
= [ @) (7O (006 + T (Eu) e
En procédant de maniere analogue, on trouve
Pru@) = [ 1 (50,8) (a7 @0 (000 = T (©um) de
R
Concernant le cas ou u(z) est interpolé par une une fonction linéaire, on obtient
P+u($n+l) = /R:LLNJr (anrla f) (OéJr(é)thr <$n> 5) + 7+(£)un + SJr(g)unJrl) df?
Prua) = [ 1 00, 8) (a7 @0 (@01 + 5 (€ T () dE
R

Finalement, lorsqu’on utilise une interpolation constante de u, on conclut

M
—+
zt = PN Mry(z, ) = h, Z PN (T, &) <Oéz¢h+ (@n: &) + By Un) ;
kri

Z; - PN’h’M_ h Z N an, gk (Oél;wh_ (xn+17 gk) - Blzun> .

De plus,

M

_ -+
Z’;I;—]. = PN’h’MJru(anrl) = h* Z ,uNJr (anrla ék) <04k+¢h+ (xna 5]6) + Vzun + (5].3 un+1) )
k=—M

2y = P u(zy) = h Z P @ €6) (070" (i1, §6) + Bt + T )

pour une interpolation linéaire de u, avec 0 = 0%(&), af = a* (&), B: = G (&),

_ _ =t
Te =7 (&) et 0 =0 (&)

Dans un esprit synthétique, une mise en forme algorithmique des résultats est présen-
tée.
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Algorithme 3 Réalisation diffusive causale, cas de l'interpolation constante de u(z)

1: Calcul hors-ligne des " -symboles diffusifs approchés p™¥*(z, £)
2: Calcul en temps réel

3: pour n =0, ..., N faire

4:  pour k= —M, ..., M faire

5:

+ _ ot + +
n+1,k ak n,k + 61{: Unp, ¢0,k - 07

fin pour k

Y

M

+ N+ +.0+ BT

Zpp1 = D E Hop1 ke (O‘k okt O Un)
fe=—M

8: fin pour n

Algorithme 4 Réalisation diffusive anti-causale, cas de I'interpolation constante de u(x)

1: Calcul hors-ligne des §~-symboles diffusifs approchés pu™¥ = (z, £)
2: Calcul en temps réel
3: pour n =0, ..., N faire
4:  pour k= —M, ..., M faire
5:
w;k = O‘Izqvbgﬁ-l,k — B Un, @Z)K/,k =0,
6: fin pour k
7
M
2y = s Z Niv,l; (a;¢;+1,k — By Un) :
k=—M

8: fin pour n
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3.8.  Approzimations numériques

Algorithme 5 Réalisation diffusive causale, cas de 'interpolation linéaire de u(x)

1: Calcul hors-ligne des §-symboles diffusifs approchés p¥*(z, £)
2: Calcul en temps réel

3: pour n = 0,..., N faire

4:  pour k= —M, ..., M faire

5:

:L_'f‘lyk = a—k’i_@/}”vk + leun + 6]:_un+17 w(—)i:k’ - 07
6: fin pour k
7

M
+ 2 : N+ +. 4t L=+ 5t
fn+l = h. :un—l—l,k <Oék n,k + Vi Un + 514: un+1) :
k=—M

8: fin pour n

Algorithme 6 Réalisation diffusive anti-causale, cas de l'interpolation linéaire de wu(x)

1: Calcul hors-ligne des §~-symboles diffusifs approchés ¥~ (z, )
2: Calcul en temps réel
3: pour n =0, ..., N faire
4:  pour k= —M,..., M faire
5:
w;k = 041;1?,;17;9 + 5kjun + ’V];unJrla wX/7k = 07
6: fin pour k
7
M
Z, = h Z Pw]:[,l: (O‘l;d]r;rl,k + 0p un + Vlzun-i-l) .
k=—M

8: fin pour n

Test numérique

On se réfere a 'exemple (3.33) introduit plus haut, ou le noyau

q(z,y) = —2(1 = 32)(1 — y)y* — 2(1 — 2)a*(1 - 3y).

La solution analytique de ce systeme est le noyau p,

p(z,y) = (1 —2)2*(1 —y)y?, pour tout (z,y) € (.

» calcul hors ligne : Sur la Figure 3.2, on représente les erreurs relatives en norme
L?(Q)

4 Hpi _pNi”m(Q)

(3.54)
™ ||L2((Q))
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Chapitre 3. Réalisation diffusive d’opérateurs solutions de certaines EDPOs

calculées entre p* et leur approximation respective pV* en fonction de N = (N, Ny), pour
Ny = Ny = 1,..,18. Les erreurs décroissent de fagon linéaire, sur 1’échelle logarithmique,
avec une pente de &~ —1.40 pour e* et de & —1.42 pour e~

A présent, on considere les degrés polynomiaux de p™¥* suffisamment grands (N; =
Ny, = 15) de sorte que les erreurs relatives (3.54) soient suffisamment petites, soit de
I'ordre de 107°. Ainsi, les courbes de la Figure (3.3) représentant p et ses approximations

piN sont semblables.

Erreur Relative

F1G. 3.2 — Erreurs relatives e* (en bleu) et e~ (en rouge) en norme L?, définies par (3.54),
en fonction de N = (Ny, N3) en échelle logarithmique

F1G. 3.3 — Profil 2-y des noyaux (a) p(z,y), (b) pV*(x,y) et (c) p™~(z,y) pour N =
(15, 15)
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3.8.  Approzimations numériques

» calcul en temps réel : On considere les réalisations d’états (causale et anti-causale)
suivantes

0™ (2,€) £ 0% (6)* (2,6) = ulx) avee ¥ (0,6) = ¢ (1,€) =0,
Pru(z) = /R W (0, €) 0 (2,€) de,

ou la variable d’entrée
u(z) = sin (7z) .

(P*u) (r) = — <%x6 — %xf’ + (% — %)x4 + %xg’ — %x ) cos(mx)
(85 2 8o
(Pu) (z) =+ (fos 2%3:5 + (% - %) ‘4 %13 - ﬁaﬂ) cos(mx)

3 ) 6 2 6 .
+ (—pxé—) -+ 5374 -+ (F - P):CS - ;l’2> sm(7m:)
4 3 4 2
— F.CE + ﬁx

Les calculs sont réalisés en utilisant les contours —#* parabolique (3.40) et hyperbo-
lique (3.41), avec
o N =1 WN-Dh _ ar 1

T h
°0,= 4\/8+ﬁm ﬁ - et h, = —VSJ\AFI pour le contour parabolique.
2 p—
_dman? M, _ T en _ A@) g — cosh ! (T=20)Atda-n
o 0h = A@) an— T ae[rrm/%fr/ﬂ A(@) ot = ot Al) = cosh fammsna

pour le contour hyperbolique.

Le choix "optimal” de ces parametres a fait 'objet de I'étude développée en Annexe
A-§ A4

Les pas de discrétisation spatiale h, que nous avons pris pour réaliser le test numérique
et les valeurs induites de A, o et A(a), sont indiqués dans le tableau ci-dessous.

h 0.1 0.05 0.02 0.01
A 9 19 49 99
o 1.0316 | 0.9816 | 0.9388 | 0.9173
A(a) | 3.2295 | 4.2631 | 5.5321 | 6.4301

On observe que les fonctions £ — Re (/LN iwhi) (&) décroissent tres rapidement. Pour
mettre en évidence ce comportement, on se réfere a la Figure 3.4.
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Sur les Figures 3.5 et 3.6, on évalue les erreurs relatives

Hpiu - PN’h’Mi“Hm(w)

E* = :
Hpi““m(w)

(3.55)

considérées entre les réalisations exactes P¥u et leurs approximations PY"M*y en échelle
logarithmique, avec M variant de 10 & 10? pour chaque contour : parabolique (3.40)
(en noir) et hyperbolique (3.41) (en rouge). Les erreurs décroissent exponentiellement
jusqu’aux limites correspondant a la précision de 'approximation de u par interpolation
constante (en trait discontinu) et linéaire (en trait continu). En effet, ce comportement
est attendu car 'approximation de la réalisation diffusive contient trois sources d’erreurs :
la premiere provient de 'approximation spectrale et la seconde de la discrétisation du
contour d’intégration, chacune étant bien controlée. En conséquence, on peut ignorer ces
deux sources d’erreurs. La troisieme erreur est die a l'interpolation de u par @ ou u. On
controle l'erreur en u, bornée par

T (2) —u(z)|| < CR*|lu"||,, C >0, pour linterpolation linéaire,

i (z) — u(2)]| < Ch ']l ., C >0, pour 'interpolation constante.

En d’autres termes, utiliser les interpolations linéaire et constante, induisent des erreurs
E* proportionnelles & h? et h respectivement. On note que les taux de convergence calculés
favorisent le contour hyperbolique au contour parabolique. Pour de petites valeurs de M,
on remarque que les erreurs relatives sont inférieures lorsqu’on utilise une approximation
constante par morceau par rapport a ’approximation affine par morceau de u. Ainsi, pour
un calcul en temps réel, le choix du contour hyperbolique et I’approximation de u par une
constante sont privilégiés.

0.9

x0.5

0.1 -15

4 g -4 4 g -4
(a) (b)

F1c. 3.4 — Profil &z de (a) Re (V") et (b) Re (¥ ~¢") pour h = 0.05 et N =
(15, 15)
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3.8.  Approzimations numériques

h=0.1 5

E*: -8" Parabolique , u affine

-=-- E*: -0" Parabolique , u constante par morceau 3
10° || — E*: -9" Hyperbolique, u affine T
- - - E*: -8" Hyperbolique, u constante par morceau

h=0.05

50 70 90

h=0.01

10°

10° ; ; ; ; 10"
10 30 50 70 90 10

30

50 70 )
M

F1G. 3.5 — Erreur relative E™ définie par (3.55), en fonction du nombre de noeuds M
et pour différentes valeurs de h (h = 0.1,0.05,0.02,0.01) a I’échelle logarithmique. Les
traits continus sont associés a 'interpolation linéaire de u (voir Algorithme 5). Les traits
discontinus correspondent a l'interpolation constante de u (voir Algorithme 3). En noir,
on distingue le calcul avec contour hyperbolique. Enfin, le rouge symbolise le calcul avec

contour parabolique. N = (15, 15)
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10

10"

10

h=0.1

10

|—E
---E

—_F
=== E

: -0 Parabolique , u affine

: -6~ Parabolique , u constante par morceau

: =8 Hyperbolique, u affine -
: =8 Hyperbolique, u constante par morceau

h=0.05

h =0.02

50 70 920

h=0.01

50 70 9
M

Fia. 3.6 — Erreur relative £~ définie par (3.55), en fonction du nombre de nceuds M
et pour différentes valeurs de h (h = 0.1,0.05,0.02,0.01) a I’échelle logarithmique. Les
traits continus sont associés a l'interpolation linéaire de u (voir Algorithme 6). Les traits
discontinus correspondent a I'interpolation constante de u (voir Algorithme 4). En noir,
on distingue le calcul avec contour hyperbolique. Enfin, le rouge symbolise le calcul avec
contour parabolique. N = (15, 15)

102



3.8.  Approzimations numériques

3.3.3 Approximation directe du symbole complexe

On commence par I"écriture des équations (3.17) et (3.18) sur les symboles diffusifs
complexes qui correspond au probléme aux limites (3.32) en supposant que les §*-symboles
p* existent. On trouve

AFpt = (9%, 72040, + 207 u*
pour les conditions aux limites de Dirichlet, on a
Byt =t

et pour une condition type Neuman sur I’y
Byt = (9, F 20 )pt

On suppose de plus que I'Hypothese 37 est satisfaite. L’application de la Proposition 38
permet d’établir 'ensemble des équations (3.17) et (3.18) qui, dans ce cas, s’écrit

+ <(8§x — 20%0, + 207%™, e¢9i(x’y)> = q(z,y) dans QF, (3.56)

(0, F205 )1y = 0 dans w,  (3.57)

<,u+,e_9+”> =0, <,u_,eei(””_1)> = 0 dans w, (3.58)

<u+, 6_9+(1_y)> =0 surl, et <u_, 6_97y> = 0 sur I', . (3.59)

D’apres la Remarque 40, ’ensemble de singularités possibles associées aux équations in-
térieures et aux conditions aux limites sont W3 = {0} et Wi = @.

Puis nous introduisons deux formulations faibles pour les équations symboliques. La
premiere vient directement de la formulation faible du probleme aux limites (3.32) de p*.
Elle fait intervenir une intégrale par rapport aux variables (z,y) et deux intégrales en .
Ainsi, elle devient inabordable en termes de cott de calcul, et nous avons décidé de ne
pas la mettre en ceuvre. La seconde est moins cotteuse, car elle ne nécessite le calcul de
seulement deux intégrales. Elle est cependant non-symétrique.

Premiére formulation faible Elle s’énonce ainsi : trouver le symbole pV*, lié a
(3.38) approchant un noyau, tel que

/ <KiDT9¢,LLN o FOE (- y)> <Kj:DT o FOE (- y> dydz
(==

:/ q<nNi,e¢9i(x_y)> dydz,
Q+

pour tout symbole n™V* 1ié & tout noyau

iiKkoTi ) K, o T (y) v

k=0 (=0
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Il est obtenu & partir de la formulation faible de (3.32) : trouver p* € Hll‘furff(Qi) =
{fvf e H'(OF) | v*=0 swlFUIL}},
/Qi VpE Vot dydx = /Qi g v* dydr pour tout vF € Hliuri(Qi). (3.60)
Appliquer la méthode de Galerkin dans la base générant (3.38) implique
/Qi VpNE VONE dyde = /Qi g vNVF dydzr  pour tout vVE. (3.61)

En remarquant que les #*-symboles complexes associés & Vp™'= et Vo= sont K=DT . u*
et K iDTQi n™N*, nous pouvons conclure que

Y (pVE(w, ), e = (KEDT M (w700

N+ 0+ + T . N+ _TF6* (3.62)
etV<77 (x,.), et (x_y)>:<K D pin™* et (“:_y)>.

Deuxiéme formulation faible Pour h*(z) = z, h™(z) = 1 — z, et une fonction
y+— w(y) € L(0,h*(x)), on définit Popérateur linéaire

hE (z) N
L* (w) = / we Y dy.
0
Les bases pour 'approximation des solutions symboliques ui sont

(6=(8)'
(:F 2w

Ko ><1>;t<x75>)

k=1,..,N1,6=1,..,No

avec
1 efhi (I)

(+1—6%(¢)  (—0%(¢)
avec des singularités & gauche de l'axe imaginaire, de sorte que les contours #* sont

choisis de maniere analogue a (3.40) ou (3.41) afin de strictement enlacer RT. Les réponses
impulsionnelles modifiées ¢+ sont uniquement approchées dans la direction y,

7V (x Z 0 ), (3.63)

Ki(z) = (1 —z)a*™, @7 (x,8) =

par une projection L?(0, h*(z)) dans les bases
Ay = (e —e D)™ pour (=1, Ny.

Les symboles associés sont notés vV2%(x, £). Les fonctions test sont choisies dans des bases
différentes, par rapport a y

N1,N»
NV E(z,y) = Z Ki(2)V5 (2, )03, avec Ui (z,y) = (e¥ — ehi(x))egy. (3.64)
k=0,0=0
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Alors, la formulation faible devient : trouver

N1,N2

+ /
Va,6) = NN g (e o (3.65)

20w
k=0,0=0

solution de
/<KiDT0 IuNi KiLi(vNNi>> d.T
“ (3.66)
_/< Mot LE® > dz pour tout oV

Pour ’établir, on utilise (3.61), on applique le changement de variables ¢* dans les inté-
grales. Puis, on approche p*, les réponses impulsionnelles modifiées, avec des polynomes
en x et des exponentiels négatifs en v,

Ny

ﬁN:I:(x’ y) _ Z k‘+1 Z h(z‘ —Ey.

k=0

Les réponses impulsionnelles g* sont remplacées par leur approximation (3.63). Nous
notons que le principe utilisé pour ces approximations ne correspond pas exactement a
celui utilisé pour la premiere formulation faible, mais développe la méme idée qui consiste
a utiliser des polynomes exponentiels négatifs en y pour des réponses impulsionnelles. Cela
implique I'expression ci-dessus de u~*. Nous remarquons a présent que

(VP 0 6t = & (KEDLp™ e 7)ot ™F o gt = (50 (367)

de sorte a obtenir facilement la conclusion désirée

hE (x)
:l:/<K:I:D7_"9iIuN:I:7K:t/ v"’N:t —0%y dy> dx
w 0
W () N
:j:/ I/NQi,/ WVETY dy ) d.
w 0

Nous remarquons que le choix de la base pour v* a été fait pour que les poles de

M Mol UHI-0ROIEE) ] B @) (U0 OIEE) )
4t :Ezl_ k+1§:6 _
L (U )(C(],f) ( CL’)ZL’ ( ¢ +1— Qi(é“) /— Qi(€> )vkl
k=0 =0

soient pour —0%(€) & gauche de I’axe imaginaire comme pour pV=*

Mise en ceuvre

On présente ici la mise en ceuvre de I'approximation de la formulation faible (3.65-
3.66), i.e. trouver uN* (,€) tel que

/ (KEDL o pN*, KEL*(VON)) do = / (vNVE LE(@NF)) da. (3.68)
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1 +1

+ _
Rappelons que K+ = ( 0 F1

) et Dy = (0x, ), la formule (3.68) peut s’écrire sous la

forme
/ (0N, LF (9,0NF) £ L* (0,0VF) ) — (05 pV =, £L* (9,07F) + 2L* (9,0™F)) dx
= / (V™ L* (V%)) da. (3.69)

On considere les fonctions tests

Uy y) = Ki(@) VS (w,y), 0<i< Ny et 0<j<N, (3.70)
On utilise la formule L*(w) fo " we 0ty dy. Les expressions de L* ( ), L* (&ff}f )

et L* (ay@?j jE) peuvent s’exprimer en fonction de

pUH1—05)hE (@) _

—=+1
T =
j ('x7€) ] + 1 — ei )
B hi(z)( (i—0F)h*(x) _ 1) (3.71)
42 e € '
\I/] (l’,g) = — j —0* )

et U (2,6) = U (2,6 + U, (2,),
de la maniere suivante :
L* (0) (2,€) = Ki(2)¥; (@),
L* (0,057 (2,€) = 0, Ky(2) T} (w,€) + Ki(2)T; (x,€), (3.72)

L (9,5)) (,€) = Ki(w) (77, (2.€) + T, (2,6))

A présent, on pose

+y/
o) = [ F LT (0,6) a

o+ —
i) = [ 5L 00k 0T w6 de

ei lei -
i@ = [ FO L 0w O 06 e

(3.73)

ej: /eﬁ: -
i@ = [ #0008 ) a

On utilise les formules (3.70)-(3.73) et on remplace (.,.) par fﬂgdans (3.69). Alors, la for-

mulation faible approchée (3.68) implique que les coefficients p;, sont solution du systeme
linéaire (non-symétrique) suivant :

Z,ukgak&] = bfj, pour tout ¢, 7,
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ity = [ (@R ) + Kia)g(0)) Qo) £ (14 1)K o).

— Ku(2)gi (x) (£0:Ki(z) + (2§ + 1) Ki(2)) — Ki(2)Ki(2)gi5 ()| dw, (3.74)

b= [ (Lt @) de

La résolution numérique du systeme linéaire nécessite le calcul des intégrales (3.74) et
(3.73). Le calcul des intégrales (3.74) est a priori trivial. Le calcul des intégrales (3.73)
requiert davantage de développement, étant donnée la complexité de sa nature. On a
besoin pour cela d’approcher les gztl 234(3:) en calculant les intégrales sur R, suivant la
direction &.

Procédure de calcul des intégrales de (3.73) Pour ce faire, on considere tout

d’abord les fonctions et leur transformée de Laplace inverse suivantes

Fij (x,0) = % fi (@, h=(x)) = £L7(F5 (2, ) (P (@),
72 o) = BRI gy () = w27 (72 ) (),
Fid (x,\) = —_A(j)i (j’)A), fid(, h () = £L7(FE (2, 0) (hE(2)) -
On remplace les expressions de (3.71) dans (3.73). Alors, on établit que les g, |**" s'ex-

priment comme suit

91 (@) = (fh (o W5 (@) = S5 (o, = () €750 4 (= 2l (,0) + 9 £ (2,0 )
7) = (2, ¥ (@) — [, W (2))) M0 (= f2 (,0) + € f2(2,0))
) = (f (o (@) = [, h5(@))) U0 4 (= f2 (@,0) + €0 £ (,0) )
) = [ (w h ¥ (x >>eﬂ+lh*<x = fign (@,0)

Or, pour tout ¢, 7, on a

gﬁ](
g@](x
g@]('r

1 OF (z,))
*l -4+ B 2 ek R
S @O =252 N

hE ()
:ii/ 1 e R
2w J_gx \L+1+X  L+X ) (G+A)

1 1 e~h*(@) 1
et :l:— —
2 Res<<£+1+)\ S AT ED VR

se{—j,—,0—1}

dA
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De la méme facon, on obtient fff(a:, 0) = 0. De plus,

1 —A\OE (2, \)
+3 _ (2N
Jes (@,0) = j:2i7r /gi (J+ ) ax

A
:ii/ L e 0
2ir J s \OH1EN X | G+ N

1 1 eh @\ )\
- _
i 2 Res(<£+1+>\ €+>\>(j+)\)’s)

sE{ j,—4,¢—1}

()

Finalement, on conclut

gztjl (fﬂ) = (ff J+1 (IE, hi(m ) Z,j (337 hi

) (
9. () (i (e, h(x)) = (%hi(l’))) U],
ggd r) = (fgj_’_l(l‘, h(x)) — r 3 (1, hi(:p))) QUHDRE () 4 (2 _hE@) e—hi(m)> ’
g&] Az) = fej+1(.r, hE(z))el GH+DA= () (1 _ e—h*(:c)) '

:|:1234
(

On remarque que les g, ; x) sont des combinaisons linéaires de transformées de Laplace

inverses h*(z) — ;31’2’3 (z,h*(x)) de fonctions \ — ]—"ﬂ #3 (2, \) ayant des singularités

sur 'axe réel négatif. Le calcul numérique en chaque point x; de fjE123 (25, h* () est
réalisé suivant la méthode décrite par Weideman et Trefethen dans [92] ie

M/
h/ + +
+1,2,3 + ~ x —6% (mha)h* (2;) 12,3 + +
o (@ (@) = F o D e mhal ) FEL2S (1 0% (mh,)) 0 (mh.), M’ e N,
m=—M"'
Les approximations de gjEl 23, 4(@-) sont ensuites obtenues. On précise avoir utilisé la qua-

drature de Gauss—Lobatto pour calculer les intégrales de (3.74), suivant la direction z. De
plus, les z; ont été choisis comme étant les points de Gauss-Lobatto.

Test numérique

On utilise le méme noyau ¢ et la méme entrée u du test numérique présenté en sous-
section 3.3.2.

» calcul hors ligne : Le calcul des fjEl 23 (ml, hi(xl)) est réalisé en utilisant le contour
—6F parabolique (3.41), avec M’ = 30, h, = M,, 0, = 12
proximation N de p¥* suffisamment grand, soit N = (15, 15)

On ne présente aucun résultat sur V= car il n’y a pas de convergence. On sait néan-
moins que le parametre N influence la convergence de PN:mMEq,

. On choisit le degré d’ap-

» calcul en temps réel : Pour ce test numérique, on utilise les mémes données, valeurs
et parametres que pour le test présenté en sous-section 3.3.2 dans la partie calcul en
temps réel.
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3.8.  Approzimations numériques

Les résultats obtenus sont d’ailleurs similaires. En effet, les courbes de la Figure 3.7
(resp Figure 3.8) et de la Figure 3.5 (resp Figure 3.6) ont un comportement semblable.
L’analyse et I'interprétation de ces résultats sont en conclusion analogues, voir la partie
calcul en temps réel de la sous-section 3.3.2.

h=0.1 h =0.05

E": -6" Parabolique , u affine

-=-E"-0" Parabolique , u constante par morceau
— E*: 6" Hyperbolique, u affine :
107 oo -+ E":-8" Hyperbolique, u constante par morceau |-+ -

10" . . . . 10" . . . .
10 30 50 70 90 10 30 50 70 90

Fic. 3.7 — Méme commentaire que celui attribué a la Figure 3.5
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h=0.1

10 T r r r 5
E*: -6” Parabolique , u affine :

=+ E*: -6” Parabolique , u constante par morceau
— E*: -8 Hyperbolique, u affine :
103 L...............] =+ E"1 -8 Hyperbolique, u constante par morceau |- Do

5 1 1 1 1

10° : : E : 0% 20 50 70 90
10 30 50 70 90

FiG. 3.8 — Méme commentaire que celui attribué a la Figure 3.6

3.3.4 Réalisation diffusive réelle
Dans cette sous-section, on introduit une technique de calcul formel pour les symboles

diffusifs réels appliquée a I’équation de Lyapunov. On pense que ce calcul pourra étre
utilisé comme point de départ pour une méthode numérique.

On a restreint notre étude au cas particulier ¢ = 0 mais ¢ # 0. Puisque I'ensemble de
singularités possibles ij U ngt = {0} des symboles diffusifs est inclus dans R, on peut
appliquer le cadre de réalisations diffusives réelles. On choisit les contours

—0F =R DW;UW; (e \f=0 et o =1).
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Puis on applique la Proposition 41. Les équations de symbole §+*-diffusif s’écrivent alors

(02, — 2070, + 207 ™ = 0 dans w x RT, (3.75)

(0, F20* )™, 1) = F¢  dansw, (3.76)

<u+*,e_9+*x> =0, <M—*7697*(x—1)> = 0 dans w, (3.77)
pt(1,)=0 dansR*, et pu *(0,.)= 0 dans R*. (3.78)

Comme mentionné précédemment, dans un tel cas, les symboles diffusifs ne sont pas des
fonctions. On devra donc choisir une dualité appropriée. On ne développe pas de théorie
complete pour les équations en x** mais on donne leur solution et on propose une méthode
générale formelle permettant leur obtention. Cette méthode formelle consiste a chercher
une solution x* comme la somme d’une partie réguliere g* et d’une série des dérivées de
masses de Dirac concentrées en les singularités potentielles. Alors, on cherche une solution
pour la partie causale de la forme

B 6) = g )+ gu(@)0(E), (3.79)

avec ng supposé a priori un entier positif inconnu. On exprime p~* en fonction de p™*.
Proposition 47 Si Q = 0 et 0% (&) = ¢ € RT, alors P admet une réalisation 0F*-
diffusive réelle de la forme (3.79) avec g =0 et ng =1,
p(z, &) = g(l —x)(x6(6) +0'(€)) dans wxRT. (3.80)
De plus,
p(x,6) = (1 — 2, &) dans wxRT.

Preuve
(i) Tout d’abord, on établit la relation entre pu** et pu=*. Ici, P préserve la symétrie
par rapport au centre de |’ intervalle w, dans le sens que

—+*

Pu(z) = Pu(l —x) pour tout u tel que u(y) = u(l —y).
Alors,
plz,y) =p(l—z,1-y), plo,y) =plx—y,—y) et p"(1-z,§) =p"(2,8), Vrew.
(ii) On procede par essai successif des solutions
=g, uT=g+g0, pT=g+g0+aqd, ...

Les deux premiers cas ne conduisent pas a une solution, et l'insertion du troisieme cas
dans I'’ensemble des équations permet d’obtenir
c

g=0, go(a:):gxu—x) et gi() = S(w—1).

Puisque la solution existe et est unique, la conclusion s’en suit. Notre calcul utilise les
résultats énoncés dans le Lemme 48 de I’Appendice établie pour une fonction test ¢ €
D(R) et appliqué a ¢ = 1 qui permet le méme calcul pour des distributions de support
dans un ensemble borné. Notons que nous avons utilisé les résultats récapitulés dans
I’Appendice pour des fonctions tests ¢, convergeant a 1 quand n tend vers l'infini. m
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a considéré l'opérateur u +— Pu, solution d'une équation aux
dérivées partielles linéaires opératorielles dans un domaine rectangle mono-dimensionnel.
On a formulé une méthode dans le cadre des réalisations diffusives, pour laquelle on
propose deux approches pour la résolution de cette équation. Nous avons présenté pour
cela un travail mené pour un cadre limité a deux classes d’opérateurs et de contours. Pour
la premiere classe, on a utilisé des contours choisis loin des singularités de la transformée
de Laplace P, les symboles diffusifs étant donc complexes. Pour la seconde classe, on a
étudié des contours passant par les singularités lorsque contours et singularités sont situés
sur I’axe réel, les symboles diffusifs étant ici réels. Dans les deux cas, on a pu énoncer et
démontrer l'existence des réalisations et symboles diffusifs en abordant également pour
ces derniers la question d’unicité. Puis, on a considéré le fait que le noyau p était solution
d’un probleme aux limites, linéaire, général et a coefficients variables. On a également
établi les équations intégro-différentielles satisfaites par leur symbole complexe u* ou réel
pt* pour des contours donnés #F ou §**. Les équations intégro-différentielles du symbole
complexe (resp. réel) causal pu* (resp. u**) et du symbole complexe (resp. réel) anti-causal
p~ (resp. p~*) sont découplées.

De plus, on a souhaité évaluer diverses méthodes pour approcher symboles diffusifs puis
réalisations diffusives en traitant 'exemple de 1’équation de Lyapunov. L’approximation
des réalisations diffusives requiert I'accomplissement des étapes suivantes : approxima-
tion des symboles complexes u*, discrétisation spatiale des ¥*u en x avec différentes
approximations de l'entrée u (approximation constante et affine par morceau en ) puis
approximation des réalisations diffusives de P*u. Pour approcher les symboles diffusifs
complexes, on dispose de deux méthodes. Pour la premicre, on a énoncé les deux pro-
blemes aux limites découplés satisfaits par les noyaux des parties causale et anti-causale
respectivement, puis on a formulé une méthode de Galerkin en choisissant une base conve-
nable pour approcher les noyaux p* par p’¥* puis on a déduit les symboles approchés p¥*
ayant des singularités sur ’axe réel négatif. Pour la seconde, on a exposé deux méthodes
directes basées sur deux formulations variationnelles différentes portant sur u*, chacune
possédant ses avantages et ses inconvénients. Enfin, apres avoir optimisé et validé les mé-
thodes numériques, on a présenté leur implémentation et les résultats obtenus. Pour la
deuxieme classe d’opérateurs, on a étudié la réalisation diffusive réelle pour laquelle les
calculs ont pu étre effectués analytiquement.

On s’est intéressé au cas de la premiere classe jugé plus pratique. Parmi les avantages
de la méthode des symboles complexes, on cite :

- I’absence de limitation sur la zone d’observation et de controle, ils peuvent étre distribués
ou frontieres,

- implémentable sur une architecture semi-décentralisée type FPGA de l'anglais (Field-
Programmable Gate Array).

On propose diverses perspectives :
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3.5. Appendice

- l'application de la méthode des symboles complexes a un probleme de controle réel avec
I’étude de stabilité, robustesse, etc...

- I’étude d’un probleme d’équations couplées entre les symboles diffusifs pu* et pu—,

- le calcul de la réalisation diffusive pour des solutions d’équations non-linéaires telles
I’équation de Riccati,

- la généralisation de la méthode pour des domaines rectangles multi-dimensionnels et
pour des domaines quelconques,

- Pamélioration des méthodes numériques pour le calcul direct des p*, notamment le trés
mauvais conditionnement du systeme linéaire associé.

3.5 Appendice

On énonce certains résultats techniques utilisés dans la section 3.3.4 pour le calcul du
symbole diffusif réel. On les énonce dans un cadre général des distributions de D’'(R) mais
nous les appliquons aux distributions de D', de support est dans R*.

Lemme 48
(i) Pour p,n € N,

¢rs) DPn(n—1)...(n —p+1)6"?) pourp <n

= (=
0 pour p > n + 1.

En particulier,
6™ = —ns™ Y pourn>1 et €26 =n(n—10""2 pourn>2. (3.81)

(i) Pour p,n € N etz >0,

p—&x 5(n) pyn zt ! (n—F)
=0 pour p >n+ 1.
En particulier,

—ea 5(n) I

e oM (€) = — = —k)'5 (&) pourn >1 (3.83)
— I(n !
u xF2n!

et 2775 (¢) = '5(”_]“)(5) pour n > 2. (3.84)

2 (k —2)l(n — k)!

Preuve Le premier point est classique. On ne démontrera que le second.

<§Pe_£935(” ’ gp> <5 Emé%p _ (_1)71 Z CS <57 (e—ﬁzép)(k)go(n—k)>
= (=" (Z D>+ Z) CLCE(—2)Fp(p — 1)..(p — 1+ 1) (8, e~ S
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On remarque que <(5, fp_le_g‘”go(”_k)> = 0 pour [ < p et = ™k (0) pour I = p, il reste
ainsi

n

= (—1)"pICE (8, " P)) + pl Z (=1)m P CL Ol kP (5, e SR |

k=p+1
Apres simplifications,
(—=1)Pn! _ - ahPn! -
- 5(=p) —1)? 5(n=k) )
i e >k§1<k—p>!<n—k>!< @)

Finalement,

mc(n » k7 Ppl o
() = 3 g 60

k=p

qui est (3.82), d’ou il vient (3.83, 3.84). m

114



Annexe A

Inversion numérique de la
transformée de Laplace
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Annexe A. Inversion numérique de la transformée de Laplace

Cette annexe est inspirée du rapport [85] de Karim Trabelsi et al.

A.1 Intégrale de Bromwich

Les méthodes les plus efficaces pour I'inversion numérique de la transformée de Laplace
sont fondées sur I'approximation de I'intégrale de Bromwich. Dans la section suivante, on
présente la formule de cette intégrale.

A.1.1 Transformée de Laplace inverse

La transformée de Laplace d'une fonction F' : Rt — C d’une variable réelle positive ¢,
est la fonction F d’une variable complexe s, définie par

F(s) = /000 e E(t) dt, Re(s) > —ay, (A.1)

avec F'(t) la transformée a inverser et —ag son abscisse de convergence. Cela signifie que
toutes les singularités de F(s) se trouvent dans le demi-plan Re(s) < —ao, la fonction
étant analytique dans 'autre demi-plan. La transformée de Laplace (A.1) est inversée via
la formule de Bromwich
1 a+ioo
F(t) = —/ e F(s) ds, a> —ay, (A.2)
2im a—100

ou s = a+1y, y € R étant la droite de Bromwich. L’approximation numérique de I'intégrale
(A.2) n’est pas triviale. En effet, le facteur exponentiel est extrémement oscillant sur la
droite de Bromwich car la partie imaginaire tend vers l'infini. De plus, la transformée
F(s) décroit lentement quand |y| — oo. Les intégrales de fonctions, a la fois oscillantes et
lentement décroissantes sur des domaines non bornés, sont souvent difficiles a calculer.

A.2 Catégorie d’algorithmes pour l’inversion numé-
rique de la transformée de Laplace

A ce jour, il existe plus d’une centaine d’algorithmes pour 'inversion de la transformée
de Laplace, trois études comparatives importantes ayant été publiées. La premiere étude
[27], menée par Davies et Martin, a recensé une vingtaine de méthodes différentes et
sélectionné quatorze algorithmes. L’article [72] de Narayanan et Beskos est la seconde
étude et présente huit algorithmes ayant donné lieu a des tests numériques. Si dans chacun
de ces papiers, les méthodes étudiées sont antérieures a 1980, la troisieme étude [29] réalisée
par Duffy présente trois logiciels basés sur des méthodes plus récentes car postérieures a
1980. D’autre part, on dénote un grand nombre d’articles concernant des applications
pour ingénieur, chacun présentant sa propre procédure. Une bibliographie de plusieurs
centaines de ces documents est disponible sur le Web [87].

Récemment, Abate et Valko [2] ont classé ces algorithmes suivant quatre catégories
faisant référence a la méthode utilisée :
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A.8. Optimisation des contours de Bromwich paramétrisés

(i) Développement en séries de Fourier (méthode directe).

)
(ii)
1)
)

Développement en série suivant les polynémes de Laguerre (méthode de Weeks).

(iii) Combinaison des fonctionnelles de Gaver.

(iv) Déformation du contour de Bromwich.

En quelques années, plus d’une quarantaine d’algorithmes mettant en oeuvre la mé-
thode des séries de Fourier ont été développés, permettant une approche de la transformée
de Laplace inverse par une série de Fourier infinie. En 1935, Koizumi [47] publie le pre-
mier article utilisant une telle procédure numérique. Parmi les plus populaires procédures
qui ont suivi, on cite Dubner-Abate (1968), Veillon (1974), Durbin (1974), Crump (1976),
Hosono (1981), DeHoog-Knight-Stokes (1982), Honig-Hirdes (1984) et Piessens-Huysmans
(1984). Abate et Whitt [3] proposent en 1992 une évaluation de ces procédures et des ré-
férences associées. Depuis, plusieurs nouveaux algorithmes utilisant des séries de Fourier
ont été mis en place, dont D’Amore et al. [23].

Utilisant le développement en série suivant les polynomes de Laguerre de F(t) dans
(A.1), le premier article que nous considérons dans cette seconde catégorie d’algorithmes
a été mené par Ward [89] en 1954. Une quinzaine d’algorithmes ont alors suivi, tous
basés sur la méme approche : Chen (1966), Weeks (1966), Piessens-Branders (1971), We-
ber(1981), Lyness-Giunta (1986), Garbow-Giunta-Lyness-Murli (1988), etc. En 1996, 1'ar-
ticle [1] d’Abate et al. propose une discussion de ces algorithmes et Weideman [90] réalise
une importante contribution a la méthode de Laguerre.

La troisieme catégorie d’algorithmes propose I'inversion numérique de la transformée
de Laplace a partir d’une séquence de fonctionnelles développées par Gaver [30] en 1966.

Enfin, la quatrieme catégorie, utilisant la déformation du contour dans l'intégrale de
Bromwich, figure parmi les meilleures approches pour calculer la transformée de Laplace
inverse. L’article de référence de cette approche a été publié par Talbot [84] en 1979.
Dans ce qui suit, on étudie plusieurs algorithmes utilisant cette approche. On portera une
attention particuliere a la méthode proposant l'optimisation des contours de Bromwich
paramétrisés.

A.3 Optimisation des contours de Bromwich para-
métrisés

Une stratégie pour pallier a la décroissance lente est proposée par Talbot [84]. L’auteur
suggere de déformer la droite de Bromwich en un contour qui commence et finit dans le
demi-plan gauche, avec une partie réelle qui tend vers I'infini. Sur un tel contour, le facteur
exponentiel apparaissant dans (A.2) impose une décroissance rapide de l'intégrande quand
Re(s) — —oo. Cela rend l'intégrale facile a approcher par les méthodes de trapeze ou du
milieu. A l'aide du théoreme de Cauchy et du lemme de Jordan, une telle déformation
du contour est permise si aucune singularité n’est traversée pendant la déformation et a
condition que
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1. |F(s)| — 0 uniformément pour |s| — oo avec Re(s) < —ay.
2. 3K > 0 tel que, pour toute singularité £ de F, on a |Sm(§)| < K.

La formule générale d’inversion s’écrit alors

F(t) = 51 [ @OFO©)(©) de, (A3)
i Jgr

avec & — (&) une paramétrisation de la courbe réguliere I' = v(R). En conclusion, une

fois la décroissance rapide de I'intégrande obtenue sur la courbe I', I'inversion numérique

de la transformée de Laplace (A.2) est facilement calculée par la formule des trapézes ou

des milieux. Ainsi, 'approximation est exprimée par

N

Y UPIFE(y(nh))y (nh), (A.4)

n=—N

h
Fyn(t) = —
n(t) = o~
ou N € N est le nombre de noecuds d’interpolation, points en lesquels l'intégrande est
évaluée, et h > 0 la taille du pas représentant ’espace séparant deux nceuds consécutifs.

Remarque 49 Dans cette annexe et pour faire le lien avec le chapitre précédent, on
remplace —0% (&) par v(€).

A.3.1 Contour de Talbot

La méthode originale de Talbot du contour de Bromwich est basée sur I'expression

Y(€) = p(§cot(§) + Aig) + 5, —m <& <, (A.5)

avec i et A des réels positifs et 3 devant satisfaire

6+M>—a0.

Cela a été mentionné dans [71]. Les auteurs ont remarqué que le contour peut étre déplacé
vers la gauche sans trop se rapprocher des singularités, puisque |F(s)| prend de grandes
valeurs en ces noeuds. Notons qu'un code Fortran a été implémenté pour la méthode de
Talbot dans [71], permettant I'inversion numérique de la transformée de Laplace. Des
résultats numériques sont présentés pour des fonctions de Green avec divers types de
singularités (singularités essentielles, points de branchement et coupures). Les auteurs
ont observé que les singularités essentielles doivent rester a une "distance optimale” du
contour, ajustée de maniere expérimentale. De plus, les auteurs insistent sur 'importance
de la premiere condition. En effet, si elle n’est pas remplie par la transformée, cela conduit
a des résultats imprévisibles, en particulier pour de petites valeurs de t.

Récemment, Weideman [91] a obtenu des taux de convergence suffisamment optimaux
pour le contour de Talbot (cotangent). Pour cela, 'auteur a choisi convenablement les
parametres (i, A, 3) de (A.5), c’est-a-dire de sorte a optimiser le taux de convergence.

Ce taux a effectivement été amélioré de O(e=VN) (obtenu par Talbot [84]) & O(e~N).
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Cependant, I'optimalité des parametres n’a pas été formellement établie. De plus, les
résultats sont "optimaux” pour un temps ¢ donné et aucune preuve de leur efficacité pour
les autres temps n’a été apportée.

La comparaison des diverses méthodes proposées pour l'inversion de la transformée
de Laplace est une perspective intéressante. Une étude a été menée par Duffy [29] dans
laquelle il compare la méthode de Talbot a la méthode de Weeks ainsi qu’a la méthode
directe. Il apparait que l'algorithme de Talbot est le meilleur. Cependant, il n’est pas
approprié a des transformées présentant des singularités dont la partie imaginaire croit a
Iinfini. Si ’on souhaite approcher des fonctions ayant des singularités sur ’axe de Fourier,
cette méthode est inefficace.

Dans [91] et [86], les auteurs ont comparé la méthode de Talbot (utilisant différents
contours : parabolique, hyperbolique, cotangent) a la méthode dite meilleure approxima-
tion rationnelle proposée par Cody, Meinardus et Varga [18]. Cette méthode est basée
sur une meilleure approximation de e® sur (—oo, 0], elle se construit suivant trois étapes.
Tout d’abord, e® est remplacée par la meilleure approximation rationnelle r(s) de type
(N — 1, N). Puis, le contour initial C est déformé en un autre contour I' enlagant les poles.
Enfin, on procede a I’évaluation de l'intégrale par un calcul de résidu. Il s’agit d’'une idée
alternative évitant l'utilisation d’une formule de quadrature. En fait, toute formule de
quadrature appliquée a la transformée de Laplace inverse peut étre vue comme une ap-
proximation rationnelle. Les résultats de la comparaison sont mitigés : la méthode dite
meilleure approximation rationnelle est deux fois plus rapide que la méthode de Talbot
et néanmoins plus difficile & mettre en ceuvre. De plus, si pour I'inversion, les parametres
doivent étre réglés pour une valeur de ¢ donnée, la précision de la méthode de Talbot est
difficile a maintenir sur un intervalle contenant cette valeur. Pour conclure, la méthode
dite meilleure approrimation rationnelle pour une inversion n’est pas efficace sur tout un
intervalle.

A.3.2 Contour hyperbolique vs. approximations sinc

Une large littérature traite de 'inversion numérique de la transformée de Laplace via
des quadratures utilisant les contours de Talbot. La méthode de Talbot a été utilisée dans
la these de Lépez-Fernandez [57], suivie de plusieurs articles sur 'optimisation des qua-
dratures appropriée pour I'inversion numérique. Dans [60], Lépez-Fernandez et Palencia
utilisent une formule de quadrature basée sur la fonction sinc. En pratique, ils utilisent
la formule de trapeze pour discrétiser 'intégrale écrite sur un contour hyperbolique, voir
Figure A.1(b). Les singularités de l'intégrande sont supposées situées dans un secteur
restreint

S = {s € C: |arg(—s)| < 0}, 0<5<g,

voir Figure A.1(b). De plus, l'intégrande admet un prolongement holomorphe
Ag={seC:|Sm(s)| <d}, d>0,

hors du secteur décrit. Les auteurs établissent une bonne estimation de 'erreur de quadra-
ture que 'on définit comme la différence absolue entre la transformée de Laplace inverse
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réelle et 'approximation trapézoidale tronquée. Pour ce faire, ils améliorent une estima-
tion intéressante die a Stenger [80] et [81]. En effet, son travail traite d’une approximation
de fonctions analytiques obtenue par la fonction cardinal de Whittaker. A savoir, si f est
une fonction définie sur ’axe réel, la fonction cardinal est définie par

C(f,h) = > f(kh)S(k,h) (A.6)
k=—o00
quand la série converge, avec h > 0 la taille du pas,

sin[(7/h)(z — kh)]

SO M) = = e — )

La relation entre cette fonction et I'inversion numérique de la transformée de Laplace est
évidente a condition d’observer que

/RO(f, h)(t)dt =h > f(kh).

En d’autres termes, ce développement en la "fonction sinc” de f est lié a ’approximation
de l'intégrale de f par la formule des trapezes. Ainsi, en utilisant les propriétés de la
fonction cardinal, Stenger démontre que si f décroit rapidement, soit

If| < ce™l zeR,

avec a et ¢ des réels positifs, alors il existe ¢; = ¢; (¢, a, f) > 0, indépendant de N, tel
que pour h = /27d/(aN)

N
/f(x) dv—h Y f(kh)| < cremV2eN,
R k=—N

L’estimation ci-dessus a été améliorée & O(e~2™mx ) dans [60]. On note que dans ce travail
comme pour celui de Stenger, le pas est fixé afin de minimiser I'erreur. De plus, la bande
d’analyticité est choisie symétrique, ce qui ne représente pas une hypothese naturelle.
Récemment, Lépez-Fernandez et al. utilisent la quadrature de trapeze sur une branche
hyperbolique, et fixent les parametres de 'hyperbole de maniere a atteindre le secteur
contenant les singularités. La méthode est efficace pour des inversions numériques sur
un intervalle borné pour ¢, commencant a ¢, > 0. Dans l'article [61], Lépez-Fernandez,
Palencia et Schiidle améliorent davantage I'estimation d’erreur jusqu’a O(e=2"). Cette
estimation spectrale est donnée par d’autres choix que ceux considérés lors de la précédente
procédure (par exemple le choix du pas). Le reste de l'article est dédié a I’étude de la
propagation des erreurs d’arrondi et du mauvais conditionnement : un nouveau parametre
est introduit dans le but d’y remédier, voir la Remarque 51(iv). Cependant, les choix faits
pour des parametres libres du probleme ne sont pas en général “optimaux”.
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A.3.3 Approximation de la transformée de Laplace inverse sur
un intervalle en ¢

Dans [74], Rizzardi modifie la méthode originale de Talbot pour 'inversion numérique
de la transformée de Laplace sur un intervalle en . Le principe de base consiste a utiliser le
méme ensemble de valeurs de F'(s) sur l'intervalle en ¢ tout entier, puis de faire le choix le
plus judicieux des parametres du contour. De cette facon, 'algorithme peut étre parallélisé.
Un inconvénient majeur de ’analyse menée pour optimiser ces parametres est I'hypothese
que la transformée admet un nombre fini de poles se trouvant sur un intervalle de I'axe
de Fourier. L’analyse de 'erreur absolue considérée entre I'inverse et son approximation
engendre des erreurs d’arrondi. Cette étude vise a fournir les parametres optimisés du
contour pour un intervalle [to, t1]. Les résultats sont tres satisfaisants méme si les courbes
d’erreur montrent différents profils pour des tests différents, posant ainsi le probleme de
la consistance de la procédure. Cependant, I'auteur parvient a des résultats satisfaisants
avec un petit nombre N d’évaluations de F(s).

Une avancée importante dans la technique de déformation du contour a été récemment
réalisée par Weideman et Trefethen [92]. Ces auteurs proposent une procédure d’optimi-
sation de deux simples contours réguliers de Bromwich type parabolique ou hyperbolique,
pour une approximation de la transformée de Laplace inverse sur un intervalle donné. Une
étude plus approfondie de cette méthode est détaillée dans la section suivante.

A.4 Contours de Bromwich optimisés

On étudie deux contours de Bromwich paramétrisés selon Weideman et Trefethen [92].
Ces contours semblent avoir fourni les meilleurs résultats pour une inversion numérique
automatique et tres rapide de la transformée de Laplace sur un intervalle donné.

Le premier contour est la parabole

(€)= p(i§ + 1), (A7)

et le second ’hyperbole
7(§) = (1 +sin(i§ — a)), (A.8)

avec £ € |—o00,400[. Le parametre p > 0 regle la largeur des contours et a définit
I’angle asymptotique de I’hyperbole. La motivation de ces choix est leur simplicité et
leur pertinence pour I'approximation (A.4) de (A.3) par la formule des trapezes. Par
opposition, le contour cotangent (A.5) de la Figure A.4, proposé initialement par Talbot,
est tres difficile a analyser, voir [74, 84, 91]. Ces contours plus simples ont été récemment
introduits. Le contour parabolique (A.7) a été introduit dans [31], ou il est optimisé en
utilisant des arguments liés aux quadratures sinc, voir [82] et le paragraphe A.3. Comme
pour le contour hyperbolique (A.8), il a tout d’abord été utilisé dans [78], puis dans [66]
ol aucune optimisation de contour n’a été explicitement établie. Dans [60], le contour est
optimisé en utilisant des arguments de la théorie de I'approximation de sinc; pour plus
de détails sur cette approche, voir [80, 81] et le paragraphe A.3.2.
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A.4.1 Estimations d’erreur

En suivant Weideman et Trefethen [92], optimisation des contours est établie a partir
d’un équilibre entre 'estimation d’erreur de troncature et I'estimation d’erreur asymp-
totique. Ces estimations sont associées a l'approximation de (A.3) par la formule des
trapezes, en utilisant les contours (A.7-A.8).

Erreur de troncature notée Ey L’erreur de troncature est la différence entre la série
infinie qui approche l'inverse (A.3)
h oo
Fu(t) = Froo(t) = =— "M F (y(nh))y (nh) ~ F(t), (A.9)

20

et la somme tronquée (A.4), a savoir,
En(t) = [Fn(t) — Fun ()]

Si | F(v(s))| décroit rapidement quand |s| — oo, 'erreur de troncature se comporte comme
l'ordre de grandeur du dernier terme dans la somme (A.4), i.e

En(t) = O (Jhe?™M' F(y(NR))Y' (NR)|), N — oo. (A.10)

Erreur asymptotique notée E; Egalement appelée erreur de discrétisation, elle est la
différence entre la transformée de Laplace inverse et 'approximation par la méthode des
trapezes (A.9), i.e

En(t) = [F(t) — Fr(t)].
Pour obtenir une bonne estimation de cette erreur, une analyse poussée doit étre faite.
Le résultat fondamental de Uarticle [92], énoncé dans le théoreme 2.1, permet d’évaluer
précisément cette erreur.
Théoreme 2.1 Soit f: R — R une fonction analytique dans

U={scC:—c <Qm(s) <c"}, avecct >0,

et f(s) — 0 uniformément quand |s| — oo dans U. De plus, on suppose que f(s) satisfait

+00 +oo
/ |f(u—|—iv)|du§M+et/ |flu—iw)|du < M~, VO<v<ch0<w<c,

—00 —0o0

avec M* > 0. Alors

‘/+Oof du—hz f(kh)

k=—o00

Mi

+ + _
SEf+ B By = o

(A.11)

Remarque 50 Dans la littérature, la bande d’analyticité est choisie symétrique soit ¢t =
¢~, ce qui réduit Uestimation (A.11) a l'inégalité

+Oof( du—h Z f(kh)

k=—o00

2M

_—e2m+/h—1’ avec M = M+ = M~

mégalité connue en analyse numérique lorsque f est a valeurs réelles.
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A.4.2 Procédure d’optimisation

Le procédé de I'inversion numérique de la transformée de Laplace se fait en plusieurs
étapes. Tout d’abord, le type du contour approprié doit étre choisi en accord avec la lo-
calisation des singularités de la transformée de Laplace. Le contour parabolique (A.7) est
adapté aux transformées de Laplace ayant des singularités sur une demi-droite horizontale
dont la partie réelle tend vers moins l'infini. La Figure A.1(a) illustre le cas particulier ou
les singularités sont sur I’axe réel négatif. D’autre part, le contour hyperbolique (A.8) est
supérieur dans le sens ou il est adapté a toute transformée de Laplace ayant des singu-
larités situées dans un secteur du demi-plan gauche dont la partie réelle tend vers moins
I'infini, voir Figure A.1(b). Apres avoir choisi le contour, I’étape suivante consiste & obte-
nir les meilleures estimations (A.10-A.11) pour ce contour particulier. A savoir, la bande
d’analyticité définie dans le Théoreme 2.1 doit étre identifiée. Pour les cas considérés, les
singularités se trouvent dans le demi-plan gauche de sorte que ¢~ est généralement fini
tandis que ¢™ peut étre infini. Dans ce cas,

Eg'::c>(6*2mﬁ7h), EE’::C)(AI*(C*)e‘Q“(7h>, h— 0. (A.12)

Par conséquent, une valeur optimale de ¢~ doit étre déterminée en équilibrant la croissance
de M~(c™) avec la décroissance du terme e=2™ /" quand ¢~ — oo. Ainsi, on obtient une
bonne estimation de E, et on fixe au mieux la bande d’analyticité.

Une fois les estimations d’erreur de troncature et de discrétisation calculées, on obtient
une estimation de l'erreur absolue

E(t) = |F(t) = Fan(®)] < Ex(t) + En(t).

La procédure d’optimisation est naturelle. Elle consiste a écrire les estimations (A.10-A.11)
sous la forme

Ex(t) =0 (550) | By =0 (esi(t)> ot Ef =0 (eg;(t)> 7
et a les équilibrer assymptotiquement, i.e.
gN(t) = 5;—“) = 5}:(15) (A.13)

Cela produit deux équations qui déterminent le choix optimal des parametres libres et h,
respectivement notés u, et h,. Par exemple, dans le cas du contour parabolique, les auteurs
ont trouvé que la plus large bande d’analyticité correspond & ¢ =1 et ¢= = /ﬁ — 1. Par
conséquent, les deux équations a résoudre sont

2T 2 2
e ==t (1= (hN)?) .
= et = et (- (WNY)

Les équations (A.13) permettent d’optimiser les parametres pour une valeur de ¢ don-
née. Cela signifie que pour chaque nouvelle valeur de ¢, F(s) sera appliquée a un contour
différent. Idéalement, on souhaite fixer les parametres et n’utiliser qu’un seul contour
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simple pour différentes valeurs de t € [ty,t1], avec t; = Aty. Pour ce faire, Weideman et
Trefethen [92] ont adapté (A.13) a l'intervalle considéré, en prenant

En(to) =&F =&, (th). (A.14)

L’erreur de troncature dépend alors de fagon linéaire de ¢, E;" est indépendant de ¢ et F;
dépend de fagon linéaire de 1/t pour la parabole. En conséquence, le choix ci-dessus semble
raisonnable pour que ces trois quantités soient du méme ordre, de maniere analogue au
cas d'un seul ¢ fixé. Un argument similaire est valable pour le contour hyperbolique.

A présent, on s’intéresse aux taux de convergence obtenus dans la formulation précé-
dente.

Taux de convergence théorique. Les choix ont été réalisés ci-dessus pour un réglage
automatique adapté aux contours parabolique et hyperbolique. Ils engendrent un systeme
de deux équations a deux inconnues facilement résoluble de facon analytique.

Les parametres du contour parabolique optimal s’écrivent

VA +1 7r N

hy = N = NS (A.15)
ce qui implique un taux de convergence
Exn = O(el 727/ VEAINY (A.16)
Les parametres du contour hyperbolique optimal s’écrivent
M) = 2, gy - oI, (A17)
Al0) = cosh™! (m =200 — 20)A +4a — 1+ 26 (A18)

(4dov — m + 20) sin «

iy

avec 0 € [0, %] I'angle du secteur défini par les singularités et a € [0, 3] 'angle asymp-
totique de I'hyperbole, voir Figure A.1(b). La résolution du systéeme (A.14) impose que
I'angle asymptotique appartient a a € [ag, o]

SG-9<as (A.19)

En conséquence, le taux de convergence dépend de I'angle asymptotique

Ex(a) = O(eB@NY ot Bla) = —— T(z)_ 2md (A.20)

Finalement, le taux de décroissance est maximisé, la fonction B ne possédant qu'un mi-
nimum local unique @, voir Figure A.3, de sorte que

he = h(@), p.=p(@), et B(@)= max B(«a).

a€lap;a]
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Remarque 51

(1)
(i)
(iii)

(iv)

(v)

(vi)

La premiere observation est l'impossibilité de considérer to = 0 ou t; = 0o. En ces
valeurs, les paramétres h, et p, deviennent infinis ou s’annulent.

Le maximum de B(«) est calculé numériquement.

On peut considérer une parabole plus générale de la forme
s=0+p(iw+a),

Le parametre o n’améliore pas la précision puisque ce dernier peut étre absorbé par
le parametre p et la taille du pas h. En effet, la parabole peut s’écrire sous la forme
s = [+ pa(iw/a + 1)%. Le parameétre 3 influence le facteur de €’ auz estimations
d’erreur données ci-dessus. Cela peut réduire l'erreur lorsque o < 0 ou le contour
traverse ’axe réel négatif. Cela est problématique si les positions de singularités ne
sont pas connues.

Le contour hyperbolique (A.8) est présenté dans [60] et davantage analysé dans [61].
Dans le cas ot 6 = 0, les estimations de parameétres données par la derniere référence
sont semblables, mais pas identiques aux estimations (A.17), a savoir

_a(d) _21d(1—6) N
S T

N
a(f) = cosh™! <m) ;

avec d et 6 des parametres satisfaisant 0 < d < w/2 — « (en cas de singularités
sur laze réel négatif, i.e. § = 0) et 0 < 0 < 1. Aucune formule explicite pour le
choiz optimal de o et d n’a été fournie dans [61], les valeurs optimales pour 6 ayant
néanmoins été obtenues numériquement. D’autre part, l’idée intéressante poursuivie
dans [61] est de minimiser les effets des erreurs d’arrondi et du mauvais condition-
nement associé a la transformée de Laplace inverse si le paramétre 6 dépend de N.
De cette maniere, les auteurs sont capables d’éviter la croissance d’erreur observée
dans [92]. Pourtant, la dépendance explicite de 0 en N n’a pas été déterminée.

Les taux de convergence sont de la forme
Ey =0 "), avec B > 0.

Cependant, pour A assez grand, on a

1 1
Bpara = O(ﬁ) et Bhype?" = O(m)

Donc, la croissance supposée exponentielle est trés couteuse pour étre maintenue sur

des intervalles larges en t. En conséquence, si le calcul est initialisé prés de zéro, il
sera difficile d’avoir un bon taux de convergence pour de grandes valeurs de t.

On peut prévoir que des contours hyperboliques rapportent des inversions numériques
plus efficaces.
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F1G. A.1 — Image de la bande d’analyticité dans le s-plan, pour le cas Parabolique (a) et
pour le cas Hyperbolique (b)
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F1c. A.2 — Image de la bande d’analyticité dans le s-plan, pour le cas Parabolique (a) et
pour le cas Hyperbolique (b)
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A=20etd=0

max B

B(a)

pil4 a:m pil2
ald [c(0 , 0(1]= [v2 , 4]

Fia. A.3 — Maximisation de la fonction B(«) pour le cas ou les singularités sont sur 'axe
réel négatif et pour A = 20

B+u—2uN+nuAi:(h:\

h=mtpu AN \\

/B+p—2pN—nu)\iﬁl)//

|~ g L

pi

Fic. A.4 — Contour de Talbot A.5 avec 0 =0, p =2, A =0.5
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En général, le controleur optimal n’hérite pas de la structure du systeme dans I'espace
des états (appelé "Plant” dans la terminologie anglo-saxonne). De plus, le degré de semi-
décentralisation préconisé peut étre difficile a réaliser.

Dans cette annexe on présente quelques approches traitant ces deux concepts.

B.1 Systémes Distribués Invariant en Espace

Les systemes invariants en espace sont une sous-classe importante de la famille des
systemes spatialement distribués. Cette section introduit quelques aspects fondamentaux
de cette classe, et montre comment, par une transformée de Fourier dans le domaine
spatial, ’étude d’'un systeme en dimension infinie peut étre réduite a I'analyse d’une
famille paramétrée de systémes en dimension finie. De plus, B. Bamieh et al. dans [4]
montrent que le controleur déduit admet un degré de semi-décentralisation intrinseque. En
effet, ce dernier décroit exponentiellement en espace. Finalement, on relate une stratégie
développée par M. R. Jovanovic, permettant la conception d’un contréleur optimal semi-
décentralisé.

B.1.1 Préliminaires

On considere un systeme distribué sous la forme

O (t,€) = A (t,€) + Bu (t,), (B.1)

avec A le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe fortement continu. On suppose que
la coordonnée spatiale £ appartient a un groupe commutatif G, et que les opérateurs A
et B indépendant du temps sont invariants par translation suivant cette coordonnée. Ces
propriétés impliquent l'invariance spatiale de (B.1), voir [4]. L’analyse et le probleme de
conception pour des systemes linéaires invariants en espace sont énormément simplifiés
par application de la transformée de Fourier dans les directions invariantes en espace [4].
En appliquant a (B.1) la transformée de Fourier en espace, on obtient

900 (0) = Adhe (1) + B (1) (B2)

avec k désignant la coordonnée de fréquence correspondant a la coordonnée spatiale &,
U (t) == (t, k), U (1) == u(t, k). Ax := A(k) et B, := B (k) désignent des opérateurs
de multiplication, i.e. les symboles de Fourier des opérateurs respectifs A et B. On note
que (B.2) représente une famille en dimension finie de systemes paramétrés par k € G.
I1 a été établi dans [4] que les propriétés dynamiques de (B.1) peuvent étre déduites en
satisfaisant les mémes propriétés que (B.2) pour tout x € G. En particulier, la solution des
problemes de controle optimale pour le systeme (B.1) peut étre obtenue en résolvant les

problémes analogues pour la famille k-paramétrée de systémes en dimension finie (B.2).

On considere a présent le cadre LQR distribué. On associe la fonctionnelle de cotit
1

7=5 [ (4Quo) + () at (B.3)
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a (B.1). De plus, si Q@ > 0 et R > 0 désignent des opérateurs invariants par translation,
I'application de la transformée de Fourier spatiale a (B.3) implique

7= /G / (POQub0) + DR dt . (B.4)

Ainsi, le probleme distribué LQR (B.1,B.3) revient a résoudre la famille x-paramétrée
de problemes LQR en dimension finie (B.2,B.4). Si les paires (A, B) et (A* Q'/?) sont
exponentiellement stabilisables, alors la famille xk-paramétrée d’équations algébriques de
Riccati découplées A o

A*P.+ P.A, — P.B.R'B:P, +Q, =0 (B.5)
admet une solution unique ﬁ,{, définie positive et uniformément bornée pour tout x € G
[25]. La matrice définie positive associée détermine le controle optimal @, du systeme
(B.2) pour tout k € G

G, = K = RBP4, ke (B.6)
Dans ce cas, il existe un controle u(t,§) invariant par translation du systéeme (B.1) qui
minimise (B.3), voir [4]. Ce controle optimal de (B.1) peut étre facilement obtenu en
appliquant la transformée de Fourier inverse a (B.6).

En général, [A(,{ est une fonction irrationnelle de k. Ainsi, le controleur ne peut pas étre
mis en oeuvre par une équation aux dérivées partielles (EDP) en ¢ et £&. On le considere
plutot dans l'espace physique sous la forme

ut.9) = [ K€~ wit.) de (B.7)

Dans [4], la décroissance exponentielle rapide en espace de K a été établie. Cela signifie
que le controleur optimal résultant a un degré de localisation spatiale et peut donc étre
mis en ceuvre d’'une fagon distribuée. Malgré cette caractéristique, (B.7) représente un
controleur centralisé.

Dans [41], auteur propose une stratégie pour la conception de controleurs optimaux
semi-décentralisés, détaillée dans la section suivante.

B.1.2 Approche semi-décentralisée via un probleme inverse du
controle optimal distribué

Dans cette section, on suppose que le systeme (B.1) est invariant en espace. Dans
[41], 'auteur propose un probléme inverse optimal de stabilisation exponentielle associé a
(B.1). Ce probleme est dit inverse dans le sens ot le controle qui stabilise le systeme (B.1),
minimise une fonctionnelle de cott choisie a posteriori. Autrement dit, les opérateurs
() et R dans la fonctionnelle (B.3) ne sont pas a priori fixés. Ils sont plutot choisis a
posteriori par la stabilisation exponentielle de I'état-feedback. Concernant 1'optimalité,
I’auteur énonce dans le Théoreme 1 une condition de domaine de fréquence pour fixer des
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controleurs optimaux au sens LQR. Afin d’établir cette condition, 'auteur a utilisé la dite
égalité de différence de retour dans I'espace de Fourier, i.e. du systeme en boucle-fermé
(B.2,B.6)

~ ~ ~\ 1 ~ ~ o~ ~
Hols) =1 K, <31 - AH> B.=:1—K.G.(s)B,. (B.8)

Cette stratégie permet la conception de controleurs optimaux semi-décentralisés. En effet,
on peut fixer a priori des controleurs s’écrivant sous la forme d’une (EDP).

Afin d’illustrer cette stratégie, on 'applique aux exemples de la section suivante.

B.1.3 Exemples

On présente 'exemple d’un systeme invariant en espace avec des controles et des
observations distribués. Cet exemple concerne I'équation de diffusion, posée dans un do-
maine infini G = R. Le dual de G est lui-méme, i.e. G = R. Soit I’équation de diffusion
uni-dimensionnelle

Op (1,8) = Ot (1,6) + ¥ (1,€) +u(t, ), ek (B.9)

Probleme direct

L’application de la transformée de Fourier standard en espace donne
D (t) = (¢ — K2) Yu(t) + Tu(t) =8 Agih(t) + Bolis(t). w €R, (B.10)

Cela implique que (B.9), en boucle ouverte, n’est pas exponentiellement stable si ¢ >
0. Considérons 'exemple Q = ¢l et R = rI dans (B.3), avec ¢ et r deux constantes
strictement positives. Cela implique que 1’équation algébrique de Riccati k-paramétrée
(B.5) admet la solution définie positive suivante

~

Py

r(c — k%) + \/T2(c — K22 +1rq.

Le controle optimal est exprimé sous la forme (B.6) avec

~

KH:—((c—m2)+\/(c—%2)2+q/r>_

Ainsi, le controle u(t, &) dans l'espace physique ne peut pas étre mis en ceuvre par une
équation aux dérivées partielles en .
Probléme inverse pour concevoir un controleur semi-décentralisé

On peut établir que le controleur semi-décentralisé et invariant en espace suivant

u(t,€) = = (B0 (t,€) + (c+ a)p(t,€)) & Uu(t) = Khu(t) = — (¢ +a — Br%) (),
(B.11)

fournit la stabilité exponentielle de (B.9) sous la condition que les parameétres k-indépendants

réels de conception a et [ satisfont respectivement o > 0 et € (—o0, 1]. De plus, en se
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B.2. Approche semi-décentralisée via LMI

basant sur le Théoreme 1 du travail de Jovanovic dans [41], il s’ensuit que le controleur
(B.11) est inversement optimal si et seulement si

(a—c+(2=0)K) (a+c—Br*) >0,
pour tout k € R. Cette condition est satisfaite pour tout x € R si et seulement si
a>c et [£<L0.

Ainsi, il existe toujours un couple (@ > 0, R > 0) de (B.3) pour lequel (B.11) est inverse-
ment optimal. On choisit par exemple R = r1, avec r une constante strictement positive.
Pour déterminer @), I'auteur a tout d’abord cherché D, 'unique solution de

|D;Gulje) Bll? = B ([Ha (G ~ 1) . (B.12)

~

avec QQ, = D, D7. Ainsi,

@H:r((aQ—cz) +2(c+a(1—6))52+ﬁ(ﬂ—2)/§4),
pour tout K € R et r > 0. Puis, il applique la transformée de Fourier inverse, il obtient

Q=r((®=)I-2(c+a(l—7)) 0+ (8 —2) Decee) -

Finalement, 'auteur a établi 'optimalité du controleur distribué, semi-décentralisé et
invariant en espace (B.11) pour la fonctionnelle de cout suivante

J— g/ooo ((0® =) (@, 9) + 2 (c+ a1l = B)) (e, ve) + BB — 2) (e, Yee) + (u,u)) dt,

r>0, a>c¢, (<0 (B.13)

En particulier, pour 8 = 0, le controleur (B.11) est entierement décentralisé et (B.13)
simplifie a

J = 3 /OOO ((® = ) (W, ) 4+ 2(c+ a) (e, e) + (w,u)) dt, r>0, a>c (B.14)

B.2 Approche semi-décentralisée via LMI

Plusieurs chercheurs se sont intéressés au probleme d’imposer explicitement des contraintes

a priori de conditions de communication entre des sous-systemes de controleur. Dans ce
contexte, on peut citer des approches basées sur les Inégalités Matricielles Linéaires (LMI),
ainsi que des techniques d’optimisation convexes (voir [24, 49]). Elles fournissent la stabi-
lité et garantissent des niveaux de performance en norme Lo-induite aux systemes capturés
par des fonctions de transfert rationnelles et multi-dimensionnelles. On impose une struc-
ture de controleurs identique a celle du Plant. Pour cela on utilise une relaxation afin
d’obtenir la stabilité et les conditions de performance via (LMI).

Dans ce qui suit, on détaille I’étude et la stratégie de conception menées par R. D’An-
drea et G. E. Dullerud dans [24].
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Annexe B. Conception de Controleurs semi-décentralisés

B.2.1 Préliminaires

L’article [24] étudie les tro
e caractere bien posé,

e stabilité,

e performance.

Il considere également la
systeme est composé de blocs

d

w, v

is aspects des systemes spatialement distribués, a savoir :

conception de controleurs associés a de tels systemes. Le
suivant la Figure B.1. Les variables du modele sont :

variable d’entrée
variable de sortie

variables d’interconnection.

Un systeme distribué peut alors étre rassemblé par de tels blocs, dont chacun est gouverné

par les équations suivantes :

avec

Aprx(t,s) + Argv(t, s) + Brd(t, s)

= ASTQZ(t, S) + Ags’v(t, S) + Bsd(t, S) (B15)
= Crx(t,s) + Csv(t,s) + Dd(t, s),
+ +
w= {w} L w= [”] : (B.16)
w v

et s la variable d’espace, considérée pour simplifier comme appartenant a Z ou a un

ensemble fini {1, ..., N}.

Fi1a. B.1 — Structure

de chaque sous-systéeme (source de 'image : [24])

Les auteurs ont introduit 'opérateur de déplacement spatial S agissant sur s :

Cet opérateur leur permet alo
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(Sv) (t, s)
(S_lv) (t,s)

v(t,s+1),
v(t,s —1).

rs d’exprimer 'opérateur A :

A= |\

0
ST

ST,
0



B.2. Approche semi-décentralisée via LMI

avec my les dimensions des variables v®. A présent, w*(t,s) = vE(t,s £ 1) et le systeme
peut étre écrit comme

3.
—
~
N—
|

Ax(t) + Bd(t),

avec 2(t) = Ca(t) + Dd(t), (B.20)
[é g] = {%;T %T} + [@ﬂ (A Agg)”! [ﬁ‘;ﬂ | B2

I1 est supposé ici que (A — Agg) est inversible.

B.2.2 Caractere bien-posé, stabilité et performance
Caractere bien-posée

Cette propriété décrit la réalisabilité de l'interconnexion. Un systeéme interconnecté
défini par I’équation (B.15) est bien-posé si 'opérateur (A — Agg) existe et est borné.
Autrement dit, les signaux d’interconnexion vy et w4 ont des normes finies.

Stabilité

Un systeme est stable si pour tout état initial (¢ = 0), la norme du signal z est bornée
par une exponentiel décroissant lorsque la variable d’entrée d est nulle, i.e. s’il existe M
et a > 0, tel que

lz(@®)]] < Me™|lz(0)]| pour

Un systeme est contractant si pour tout signal d’entrée d # 0,
|zllz, < |ld||z, quand z(t =0) = 0.
Avec - N
e(t)] =Y at,) a(t,), |zl —/0 |2(t)] dt. (B.22)

Le résultat suivant permet de vérifier qu'un systeéme est bien-posé, stable et performant
via (LMI). La preuve du Théoreme suivant est donnée par les auteurs dans le papier [24].

Théoreme 52 Un systéme M est bien posé, stable et contractant sl existe une matrice
symétrique Xg et X > 0 tel que

[T 0 07 [AXr+ XpArr XpAlLy XoBr I 0 0
Agr Ags By (A7) X1 ~Xs 0 | |Agp Ags By
0o 0 I B:Xr 0 I 0o 0 I
- - 3 (B.23)
I 0 0 0 XrAzg 0 I 0 0
+ |Adr Aly BS (A76) Xr  Xs 0| |Adp Als BS <0.
Cr Cs D| | 0 0 Il |Ccr Cs D

Remarque 53 Cette formulation présente l’avantage que la taille des matrices augmente
uniquement et proportionnellement au nombre de voisins associé a chaque sous-systeme,
indépendamment de la taille du systéme entier.
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Annexe B. Conception de Controleurs semi-décentralisés

B.2.3 Conception du controle

Apres avoir étudié les propriétés de stabilité, bien-posée et de performance du systeme,
les auteurs congoivent les controleurs comme une structure semblable a celle des sous-
Plants, voir Figure B.2. Un controleur et un sous-Plant constituent ensemble un nouveau
sous-systeme en boucle-fermée, avec les signaux de sortie

Fic. B.2 - Structure de chaque controleur (source de l'image : [24])

On considere les (LMIs) précédents, avec cette fois un nombre de parametres du contro-
leur & préciser. On obtient (LMI) Bi-linéaire (BLMI). Grace a la similarité entre la struc-
ture du controleur et celle de Plant, le (BLMI) peut étre rendue convexe et résolvable.
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Résumé

Dans cette these, nous avons développé deux approches pour la construction de contro-
leurs approchés semi-décentralisés. La these est partagée en deux parties, chaque partie
décrivant une approche précise.

Premiere Partie Elle traite de 'approximation semi-décentralisée d’un controle op-
timal pour des équations aux dérivées partielles (EDPs) dans un domaine borné. Dans
cette partie on présente une méthode de calcul de controle optimal pour des systemes dis-
tribués linéaires avec un opérateur d’entré borné ou non borné. Sa construction repose sur
le calcul fonctionnel des opérateurs auto-adjoints et sur la formule de Dunford-Schwartz.
Elle est congue pour des architectures de calcul a tres fine granularité, avec coordina-
tion semi-décentralisée. Enfin, elle est illustrée par des exemples portant en particulier
sur la stabilisation interne de la chaleur, la stabilisation des vibrations d’une poutre, la
stabilisation des vibrations dans une matrice de micro-cantilevers ...

Deuxieme Partie Elle est consacrée a l'obtention de réalisations d’état, d’opéra-
teurs linéaires solutions de quelques équations opératorielles différentielles linéaires dans
des domaines bornés mono-dimensionnels. Nous proposons deux approches dans le cadre
de réalisations diffusives. La premiere utilise des symboles complexes et la seconde des
symboles réels sur 1'axe réel. Puis, on illustre la théorie et on développe des méthodes
numériques pour le contexte d’une application a I’équation de Lyapunov issue de la théo-
rie du controle optimal pour I’équation de la chaleur. Un intérét pratique pour cette
approche est le calcul en temps réel sur des processeurs organisés pour une architecture
semi-décentralisée.

Mots-clés: Controle optimal distribué, Controle semi-décentralisée, Théorie spectrale,
Equations aux dérivées partielles, Equation de Riccati, Opérateurs intégrales, Réalisation
diffusive, Equation opérationnelle, Equation de Lyapunov, Calcul numérique, calcul en
temps réel

Abstract

In this thesis, we have developed two approaches to build semi-decentralized ap-
proached controllers. The thesis is divided into two distinct parts, each one dealing with
its own specific method.

First Part It deals with semi-decentralized approximation of an optimal control for
partial derivative equations in a bounded domain. In this part, we outline an optimal con-
trol computation method for linear distributed systems, with a bounded or not bounded
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input operator. Its construction depends on the functional computation of self adjoint
operators and on Dunford-Schwartz formula. It is suited to computation architectures
with very thin granularity and semi-decentralized coordination. Finally, it is illustrated
by examples dealing especially with the internal stabilization of heat, of vibrations in a
beam or even in a micro-cantilevers array ...

Second Part We deal with derivation of state-realizations of linear operators solutions
to some operatorial linear differential equations in one-dimensional bounded domains. We
have developed two approaches in the framework of diffusive realizations. One is with
regular symbols and the other is with symbols singular on the real axis. Then, we have
illustrated the theories and we have developed numerical methods in the context of an
application to a Lyapunov equation issued from the optimal control theory for the heat
equation. A practical interest of this approach is for real-time computation on processors
with semi-decentralized architecture.

Keywords: Optimal distributed control, Semi-decentralized control, Spectral Theory,
Partial Differential Equations, Riccati Equation, Integral operators, Diffusive realization,
Operational equation, Lyapunov equation, Computational method, Real-time computa-
tion.
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