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Résumé

Les plans d’expérience pour mélanges traitent des cas ot les propriétés du mélange
sont dépendantes uniquement des proportions de ses composants.

Ce travail porte sur les systémes de mélanges & deux niveaux ou chaque composant
principal (CP) est lui-méme un sous-mélange de composants secondaires (CS). Ces
systémes sont classés en :
— Mélanges de type A : les proportions des CP sont fixées et celles des CS sont
variables.
— Mélanges de type B : les proportions des CP et des CS sont toutes variables.

Afin d’analyser les deux types de mélanges on propose des modéles additifs. Ce type
de modeéles est bien adapté pour I'expérimentation avec de nombreux composants
car le nombre de parameétres est considérablement inférieur au nombre de paramétres
des modeéles multiplicatifs proposés dans la littérature.

On construit des plans vérifiant deux hypothéses, I'une d’orthogonalité a 'intérieur
de chaque groupe de CS et 'autre d’équilibre entre sous-mélanges de CS par couple
de CP. Pour ce type de plans, dit orthogonal-équilibré (OE), on obtient de maniére
explicite les estimateurs des moindres carrés des paramétres du modéle additif ainsi
que sa matrice de dispersion. A partir de la dispersion on déduit optimalité uni-
forme des plans composés de sous-mélanges purs dans la classe de plans OE.

L’identification entre les plans orthogonaux factoriels classiques et cette sous-classe
de plans OE permet d’obtenir des plans de taille restreinte pour certaines config-
urations des systémes de mélanges. On établit aussi I'identification entre les sous-
mélanges purs et les expériences axiales, ceci donne une méthode pour la construc-
tion de plans OE ou les proportions des CS et des CP sont non nulles.

On considére aussi la modélisation conjointe de mélanges et facteurs externes. C’est
le cas par exemple d’'un médicament pour lequel la performance dépend de la for-
mulation ainsi que de la dose appliquée. On propose toujours des modéles additifs
pour les mélanges de type A et de type B tenant compte des facteurs externes. On
utilise de méme les techniques classiques de construction de fractions orthogonales
de tailles réduites a partir d’un plan factoriel complet composé du rassemblement
des trois groupes de variables : proportions des CS, proportions des CP et facteurs
externes.

Mots-clés : mélanges a deux niveaux, modéle additif, plan orthogonal-équilibré,
expériences axiales, fraction orthogonale.
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Introduction

Les plans d’expérience pour mélanges traitent les cas ol certaines propriétés que I’on
cherche a modéliser sont dépendantes des proportions des composants intervenant
dans le mélange. Le domaine expérimental est caractérisé par la contrainte qui met
en relation les proportions, ainsi, si x; € [0, 1] est la proportion du i-éme composant,
pourt=1,---,g,ona:

T+ agt -ty =1 (1)

La modélisation et l'analyse de données pour mélanges sont traitées dans de nom-
breux articles repris en partie dans le livre de Cornell (2002) consacré a ce sujet.
La théorie et la méthodologie des plans pour mélanges ont été développées face a
diverses applications de l'industrie depuis les quatre derniéres décennies. On peut
citer Kissell (1967), Draper & St. John (1977a), Snee (1981), Chick & Piepel (1984),
Cornell & Ramsey (1998). Les plus récentes éditions des ouvrages sur les plans d’ex-
périence pour surfaces de réponse, précisément Myers & Montgomery (2002) et Box
& Draper (2006), ont incorporé des chapitres sur les plans pour mélange. D’ou I'im-
portance atteinte par ce sujet pendant les derniéres années.

Bien que la premiére mention & des plans pour mélanges date de 1953 (Quenouille,
1953), les articles les plus reconnus sont ceux de Scheffé (1958, 1963) car ils ont in-
troduit les plans en réseaux pour modéles polynomiaux reparamétrés en concordance
avec la contrainte (1). Ces articles sont les bases de travaux postérieurs tels que ceux
de Lambrakis (1968) qui a fait I’extension pour des réseaux multiples de Scheffé. Il
s’agit de la premiére référence sur ce que plus tard on appellera plans d’expérience
pour mélange de mélanges. Ceci est 'objet d’étude dans cette thése.

Un systéme de mélange a deux niveaux (mélange de mélanges) se caractérise par le
fait que chaque composant est lui-méme un mélange d’autres composants. Ils sont
appelés composants principaux et sont des sous-mélanges de composants secondaires.

Pour la plupart des références les proportions des composants principaux sont fixes.
Cornell & Ramsey (1998) introduisent par contre des proportions variables pour des
composants principaux dans une application associée a la fabrication de circuits in-
tégrés. D’autre part Piepel (1999) traite la formulation de médicaments comme un
systéme a double mélange et introduit I’appellation MoM (mizture-of-miztures) ainsi
que sa classification en deux types de systémes a propos de 'article de Cornell et
Ramsey.



Les modeéles MoM que nous avons trouvé dans la bibliographie sont des surfaces
polynomiales comme celle proposée par Lambrakis (1968). Il s’agit de modéles mul-
tiplicatifs obtenus par produits des polynomes reparamétrés selon les contraintes des
sous-mélanges. Ce type de modéle est estimé sur un réseau multiple construit par le
produit cartésien des réseaux de Scheffé, ou chaque réseau est associé aux compo-
sants secondaires liés & un unique composant principal.

Bien que le modéle multiplicatif soit identifiable sur le réseau multiple, on se pose
des questions sur sa taille et la faisabilité économique de sa mise en place lorsqu’on
excéde deux composants principaux et que de nombreux composants secondaires sont
considérés.

Treés peu de modeles alternatifs existent dans la bibliographie. Suite aux travaux
de Lambrakis (1968, 1969), les auteurs Nigam (1973), Kumari & Mittal (1986) et
Murthy & Murty (1989) proposent des modéles polynomiaux quadratiques pour les
cas ol les composants principaux sont congus comme des facteurs et non pas comme
composants dans une formule.

D’autre part, nous nous intéressons aux problémes mélange-facteur, c’est-a-dire, aux
cas ol la réponse dépend de facteurs autres que les proportions de mélanges a deux
niveaux. Dans la bibliographie l'inclusion de facteurs externes n’a été considérée
que pour des meélanges classiques. On y trouve des modéles polynomiaux du plus
simple (additif) au plus complexe (multiplicatif). Par exemple, Czitrom (1988, 1989)
propose le regroupement de mélanges par blocs orthogonaux soumis au critére de
D-optimalité en obtenant I’expression analytique d’un tel critére pour trois et quatre
composants. Prescott & Draper (1998) construisent aussi des plans a blocs orthogo-
naux tenant compte de bornes supplémentaires sur les proportions des composants.
Kowalski, Cornell & Vining (2000), et Prescott (2004) sont plutot orientés vers 1'in-
clusion sélective de termes croisés afin de réduire la taille du plan.

Un type particulier des problémes de mélange-facteur est la formulation d’un médi-
cament ol la réponse mesurée est fonction de la formule et de la dose. Pour cette
application on n’a qu'un facteur externe qui est la quantité du mélange. Un autre
exemple, associé a la production d’hydrocarbures, est le mélange d’essences ou la
performance dépend des proportions des composants raffinés ainsi que de la taille du
véhicule et de la vitesse, il y a donc deux facteurs externes.

Dans cette thése le but est de construire des modeéles polynomiaux et des plans de
petite taille pour :

(I) Systéme MoM a proportions de composants principaux fixées.

(IT) Systéme MoM a proportions de composants principaux variables.
(III) Inclusion de facteurs externes dans les deux cas.

Ce document est constitué de quatre chapitres :

Chapitre 1. On met a disposition les outils mathématiques utilisés dans ce travail.
On fait des rappels sur les thémes de mélanges classiques et de mélanges a deux

4



niveaux.

Chapitre 2. On introduit les notions de plan orthogonal-équilibré (OE) et de plan
strictement orthogonal-équilibré (SOE) pour le systéme de mélanges indiqué en (I).
Ce type de plans sont analysés a ’aide d'un modele polynomial d’ordre un. Ce mo-
déle est surparamétré a cause des contraintes du systéme MoM, on impose alors des
contraintes d’identification supplémentaires.

Chapitre 3. On généralise le modeéle et le type de plans du chapitre 2 pour les
systéeme MoM ot les proportions de composants principaux ne sont plus fixées.

Chapitre 4. Sur la base des plans de classe OE pour les deux type de systémes
MoM on construit des plans pour une surface polynomiale d’ordre un tenant compte
de facteurs externes.






Chapitre 1

Plans d’expérience pour mélanges

Ce chapitre rassemble des notations, définitions et théories qui seront trés souvent
utilisées par la suite

On fait tout d’abord des rappels pour certaines propriétés d’analyse combinatoire,
quelques opérations matricielles et quelques résultats d’algébre linéaire.

On présente ensuite des généralités sur I’estimabilité pour le modéle linéaire utilisé.
En particulier nous nous intéressons dans le cadre de la thése a l’estimation des
moindre carrés de modeéles sur-paramétrés soumis a des contraintes d’identification.

La troisiéme partie, la plus importante du chapitre, est consacrée aux modéles et
plans d’expérience pour des modéles classiques de mélanges, tel que les réseaux de
Scheffé ou les plans utilisant les axes de Cox. Une approche du modéle de Cox
généralisé est envisagée comme une alternative aux modéles multiplicatifs proposés
dans la littérature pour le systéeme de mélanges a deux nivaux ou, en terminologie
anglaise, systéme MoM (mizture of miztures).

La derniére partie du chapitre utilise les bases de Grobner, selon ’article de Pistone
et Wynn (1996), en construisant des modéles identifiables & partir d’un plan donné.
Cette méthode est bien appropriée aux systémes MoM du fait que le plan du départ
peut étre mis sous la forme d’un systéme d’équations polynomiales contenant les
contraintes propres aux systéemes MoM.

1.1 Notations, définitions et propriétés

1.1.1 Notations

> 1, : vecteur de R™ dont les composantes sont égales a 1.

> M, (K) : ensemble des matrices de m lignes et n colonnes & éléments dans le
corps K. Pour la taille, on dit matrice d’ordre m X n et si m = n on dit ordre
n. Si K = R on utilise la notation R™*™ au lieu de M, ,,(R).



A’ : transposée de la matrice A.
|A] : déterminant de la matrice carrée A.

JIm.n : matrice d’ordre m x n dont les composantes sont égales a 1, ainsi
!
Jm,n = ]lm]ln

Lorsque n = m on remplace J,, ,, par J,.

Oy : matrice d’ordre m x n dont les composantes sont égales a zéro.
0,, : vecteur d’ordre n dont les composantes sont égales a zéro.

I,, : matrice identité d’ordre n.

B, = {e1,--- ,e,} : base canonique de RY.

©(A) : ensemble des parties de 'ensemble A.

k_ !
Cp = k!(:—k)!
ImA : sous-espace engendré par les colonnes de la matrice A.
rgA : dimension de ImA.

ker A : noyau de la matrice A.

N(A) : dimension de ker A.

1.1.2 Combinatoire

Ces résultats de ’analyse combinatoire vont étre utilisés ici pour déterminer la taille
des plans traités par la suite.

Lemme 1.1 Le nombre de combinaisons sans répétition de k éléments parmi n est
égal & C*. De plus,

k=1



Lemme 1.2 Soient n et k deux entiers tels que 2 < k < n, le nombre de solutions
de l’équation

l1+l2++lk:n
dans N* est égal a CF~1.

Lemme 1.3

min(k,n

)
i rie1 k
Z CoCi1 = O
i=1
Ces résultats de ’analyse combinatoire peuvent étre trouvés dans Comptet (1970).

1.1.3 Définitions

Enveloppe convexe.
Soit ’ensemble A = {vy, - ,v,} C RY, on définit 'enveloppe convexe de A, notée
Conv(A) ou Conv(vy, -~ ,vy,), par :

Conv(A)={xeR!: x= Z)‘ivi’ Z)"' =1L,AN>0i=1---,n} (1.1)
i=1 i=i

On note Conv(A) le sous-ensemble de C'onv(A) obtenu en remplagant A; > 0 par
Ai > 0 dans (1.1).
Simplexe.

On appelle simplexe I'’enveloppe convexe de B,, noté S,,.

Matrice de permutation.

Définition 1.1 Soit o une permutation de l’ensemble {1,2,--- n}. On appelle ma-
trice de permutation associée a o la matrice carrée suivante :

!

Py = 60(1)‘ T |€U(n)
Autrement dit, P, est une permutation des lignes de la matrice identité d’ordre n.
Remarque : 'ensemble des matrices de permutation n X n avec le produit matriciel
est un groupe fini de cardinal n!.
Produit d’Hadamard.

Soient v = (a1, -+ ,a,) et w = (by,---,b,) deux vecteurs, on appelle produit d’Ha-
damard de v et w le vecteur v @ w = (ay - by, -+ ,a, - by).

Le produit d’Hadamard est défini aussi pour les matrices de méme taille. Soient
A = (a;;) et B = (b;j) deux matrices de méme taille, on appelle produit d’'Hadamard
de A et B la matrice A® B = B ® A = (a;;b;;).
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Produit tensoriel.

Soient A = [a;;] € R™*"™ et B € R™P. On appelle produit tensoriel (ou produit de
Kronecker) de A et B, la matrice en R™*"? définie par :

&118 s alnB
A® B = : :
&mlB s amnB

Lemme 1.4 Soient A et B deux matrices a composantes réelles, alors,
rg(A® B) = (rgA)(rgB) = rg(B® A)
Démonstration.

Pour la démonstration on peut consulter le livre de Laub (2005). ¢

1.1.4 Déterminant
Lemme 1.5 Soit la matrice inversible A € R™™ et D € R™*™  alors
A B _1
‘CIA:VMD—&4B]

Démonstration.
Le résultat est immédiat aprés la factorisation suivante :

hgg]:{ailg}ﬁ?D—gr% (1.2)

La matrice D — CA~'B est appelée le complément de Schur de A. ¢

Lemme 1.6 La matrice A = al, + bJ, est inversible si et seulement si a # 0 et
a # —nb. De plus,
1 b
a) AV =~-1, — ——J,
a a(a + nb)
b) |Al =a""! (a+ nb)

Démonstration.
a) Le produit entre matrices du type B = xI,, + yJ,, est commutatif, ainsi :

BA = AB = axl, + (ay + bx + nby) J,

On cherche les valeurs de x et y telles que AB = I,,. Ceci correspond a la résolution
du systéme :
(a+bz + (a+nby = 1
br + (a+nby = 0

10



qui a une solution unique si et seulement si a(a + nb) # 0. Donc, pour a # 0 et

1
a # —nb, la matrice B est l'inverse de Asix = —ety= ———— .
a a(a + nb)

b) Aprés le lemme 1.5 on a :

A | bl,

(L1 +bJnia] = ‘ ol [atb

‘: 1A [a+b—62]1;A—1]1n (1.3)

ou A =al, +bJ,.
Or, du résultat démontré en a), on obtient :
! 1 / b ! b2
1A, =0 (21, - — 1)1, =
a a(a + nb) a+nb

Pour arriver au résultat on applique le principe de récurrence. On vérifie d’abord la
propriété pour une matrice d’ordre 2 :

a+b b
b a+b

’:(a+b)2—b2:a(a+25)

Puis on suppose vraie la propriété pour une matrice d’ordre n :
lal, +bJ,| = a" ' (a + nb)

En remplagant dans (1.3) les calcul ci-dessus, on déduit la propriété pour une matrice
d’ordre n + 1 :

b*n

a -+ nb

lalyi1 + bJpi1| = @™ Ha + nb) (a +b— ) =a"[a+ (n+1)b].

<

Un type de matrice plus générale, comme celle-ci :

Ca; b e e b
b ay -+ -+ b
: : b
b e b ay |
est aussi inversible sous certaines conditions des valeurs aq,--- ,a, et b, précisées
dans le lemme suivant.
Lemme 1.7 Pour {iy, -+ ,i,_1} C {1,---,n}, soit ¢ = Z;i ﬁ Alors, la ma-
trice A = diag (a; — b, -+ ,a, —b) + bJ est inversible si et seulement si l'une des

trois conditions est satisfaite :
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1) b=0 et a; #0, pour tout i = 1,--- ,n. Auquel cas,

n

|Al = Haz‘

i=1
2) Au moins n — 1 valeurs de la diagonale de A, {ail, e ,ainfl}, sont distinctes de
betqg=1.
3) Au moins n — 1 valeurs de la diagonale de A, {ail, e ,ainfl}, sont distinctes de
bet 5 # 5.
—

Voici le déterminant pour le deux dernier cas :

n—1

Al = lai, — a(ai, = )] ] (as, = 1)
k=1

Démonstration.
1) 11 est clair que :

A‘lzdiag<i,“',i) & b=0eta;#0 YVi=1,---,n

et .
Al =]]a

i=1
Soit maintenant b # 0 et C' = %A =diag(A —1,--- ;A\, = 1) + J, ot \; = F. Sans
perte de généralité, on suppose que Ay, - -+, \,_1 sont les n—1 valeurs de la diagonale
de C distinctes de 1.
Soient fi,---, f, les lignes de C' et E,; la matrice élémentaire associée a l'opération
de ligne f, — fx — fr, pour tout k = 1,---,n — 1. Ainsi, Ey, = I + [b;] ou [b;]
est une matrice avec by, = —1 et b;; = 0V (4,5) # (k,n). Chaque matrice Ej,

est triangulaire supérieure car k < n, d’ou la matrice T' = FEy,, - - - E;,—1), est aussi
triangulaire supérieure et |T| = 1. Aprés ces opérations élémentaires on obtient la
matrice :

TC - { diag(A — 1, , A 1 = 1) | (1= A1, o }

1, | An

n—1

L’hypothése \; # 1,1 <i < n — 1, permet de calculer |T.C| selon le lemme 1.5 :

n—1 r

, 1—A 1—A
T.0| = AN—1) [ A+ 1 diag [ —22 ... =2 g
el = TLO =0 [ thdion (=50 750 )1
n—1 B n—1 1
= Ai— 1) [ A+ (1 =X\,
[T0x -1 P >;1_Ai]

= S [/\n +q(1 - )‘n)]
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Comme s # 0, g # 0 et |T.C| = |C], on a
Cl£0 & Atgl—A)#0 (1.4)

Les solutions de (1.4) ne sont atteintes que pour ces deux conditions sur ¢ :

2) ¢ = 1, auquel cas il n’y a aucune contrainte sur A, car A\, + q(1 — A,) = 1 # 0.

Alors, [A] = b"|C| = b"s = b* T2 (%52) = b1} (as — D).

3) g # 1, donc il est nécessaire que A, # q_il. Alors :

1Al = bTT (a5 — b) [% + g (552)] = [an — ¢ (an — O] TS (ai — b).

En fait, cette derniére formule de |A| engendre la précédente lorsque g = 1. ©

1.1.5 Matrices binaires

Nous construisons ici un type de matrice, appelée binaire, qui permet de caractériser
aisément des plans tel que les réseaux centrés de Scheffé, ainsi que les plans pour le
modéle croisé proposés dans le chapitre deux.

Définition 1.2 Soit (r,n) € (N*)* tel que 1 <1 < n et &, C (Z/2Z)" Uensemble de
tous les points de la forme e;, + - -+ e;, pour tout {iy, -+ ,i,} C {1,--- ,n}. Toute
matrice dont les lignes correspondent auz points de &, , est appelée matrice binaire.

Remarque : Aprés le lemme 1.1 le cardinal de &,.,, est égal a C}. Ainsi, toute matrice
binaire associée a &, est d’ordre C) x n.

Exemple :

Pour r =2et n =3, on a

§23 = {e1+eg,e1+e3,e0+e3)
= {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}
Il y a 3! facons de construire une matrice binaire associée a {3 3. Nous allons suivre

l'ordre lexicographique pour les lignes : 1 — {ej, e}, 2 — {e1,e3} et 3 — {eq, e3}.
Ainsi, cette matrice binaire, notée Ds 3, est la suivante :

Dys = (1.5)

O = =

1
0
1

— = O

Remarque : Il y a (C7)! matrices binaires distinctes dont les lignes sont les points
de & .

Le résultat suivant concerne le calcul du produit d’Hadamard de r colonnes de toute
matrice binaire associée a &, ,,. En fait, nous allons construire par colonne une matrice
P avec tous ces produits. Si I’on revient sur I’exemple ci-dessus, les produits d’Hada-
mard de couples de colonnes de Ds 3 donnent I’ensemble B3 (base canonique de R?).
La matrice P est carrée d’ordre C2 = 3 et il y a 3! possibilités pour sa construction.
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Proposition 1.1 Soit D = [dy| - - -|d,]| une matrice binaire associée a &,.,,, ot d; est
la i-éme colonne de D. La matrice P dont les colonnes sont les produits de la forme

di1®"‘®dir

v {7;17"'77;T}C{1a"'>n}7

est une matrice de permutation. De plus, le produit d’Hadamard de r + 1 colonnes
de D est égal au vecteur nul.

Démonstration.

Puisque il n’y a pas de lignes répétées dans D, il existe une correspondance bijective
entre les colonnes de la matrice P et les lignes de la matrice D. Soit donc la ligne
e, ++--+e; de D associée a la colonne v =d;; ©®---©d;, de P et soit k la position
de cette ligne dans la matrice D. Les deux valeurs possibles pour les composantes de
v sont 0 et 1.

Si vy est la k-iéeme composante de v, alors, vy = 1 car (di].)]€ = 1 pour tout j €
{i1,- -+ ,i,}. Or, §'il existait t # k tel que v; = 1, cela impliquerait que le point
e, + -+ + e;,. se répéterait sur les deux lignes ¢ et k de la matrice D. Ainsi, d;, ®
-+ ®d;, = eg. D’autre part, pour chaque k € {1,2,---,C"} il existe un unique sous-
ensemble {iy,--- 0.} tel que ex = d;; ©® -+ © d;,., d’ou les colonnes de la matrice P
correspondent & la base canonique de R, P est donc une matrice de permutation.

Tout produit d’Hadamard de r» + 1 colonnes de la matrice D est de la forme ¢e; ® d;.
S’il y avait une composante de e; ® d; distincte a zéro, alors, il y aurait une ligne de
D avec au moins r + 1 composantes égales a 1, ce qui est contraire a la définition de
matrice binaire. ¢

Remarque : pour les valeurs extrémes r = 1 et r = n, les ensembles &; ,, et &, ,
N / .

correspondent a B,, et 1, respectivement.

Construction d’une matrice binaire par récurrence

On note D,,, la matrice binaire de &, ,, construite en suivant ’ordre lexicographique.

Pour obtenir une relation de récurrence on définit les deux matrices suivantes :

Dyy=1I,et Dy, =1,

n*

Puis on commence par la matrice binaire de plus petite taille possible avec deux
composantes non nulles, celle obtenue en (1.5) :

Do — Ly Dip | _ | 1o I,
23 0 D272 0 ]1;
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Par exemple, pour r = 2, n = 4 et pour tout ¢ # j dans {1,2, 3,4}, les lignes de Dy 4
correspondent aux point de &, 4 rangés de la facon suivante :

O R RO O
—_ o =IO = O
_ = Ol OO

O O Ol ==

On généralise la procédure de facon que pour construire D, ,, 1 sont requises les deux
matrices D, ,, et D,_1,. Ainsi, pour tout entier n > 3 et r € {2,--- ,n}, la suite de
matrices est bien définie par :

o ]lcr—l D?"*l,n
Dr’nﬂ_{ Oc;  Drn }

Pour la valeur r entre 2 et n, on a la suite matricielle suivante :

D2,3 - D2,4 - - D2,n7r+2 - D2,n4+3
| I - - ! |
D3y — D3y — -+ —
| ! |
| ! |
Dr—l,n—l - Dr—l,n
| ! |
Dr,rJrl - Dr,r+2 A Dr,n - Dr,nJrl

La structure rectangulaire ci-dessus illustre quelles matrices sont requises pour la
construction de celle placée sur le sommet droit-inférieur. Par exemple, pour avoir
Ds 5 il faut Dy 4 et Ds 4, et pour ces deux derniéres il faut Dy 3.

Dans la suite du travail nous reprenons les matrices binaires D, ,, pour la construc-
tion de plans permettant d’estimer les paramétre d’un modéle polynomial d’ordre
deux. La matrice binaire générale, D, ,,, est utilisée dans ce chapitre pour démontrer
I’estimabilité du modéle synergique sur le réseau de Scheffé centré.

Proposition 1.2 Soit D,,, une matrice binaire, alors
Dy Dy = (n—2)I, + J,

Démonstration.
Si n = 3, par calcul direct on a :

D;’3D273 — [3 + Jg
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Par récurrence on suppose vrai que D;mDM = (n —2)I, + J,, puis on vérifie la
propriété pour n 4+ 1 :
1 I
D — n n
2,n+1 |i OCT% _DQ’n :|

, | n ]l;Z 0 OIC2
D27n+1D2,n+1 = { 1, I, } + { 007% (n — Z)In + J, }

/

’ (n — 1) +1 ]ln
PanirDonin = [ L, (= D+,

Ainsi, D/2,nD2,n = (n —2)I,, + J, pour tout entier n > 2. ¢

:| = (n - 1)]71-1—1 + Jn+1

1.2 Modéle linéaire et estimabilité

Soit y une variable qui représente la réponse observée d’un phénomeéne aléatoire pour
q facteurs quantitatifs controlés afin de conduire 'expérimentation. Soit le vecteur
x € § C R? la condition expérimentale sur laquelle on va mesurer ’observation Y.
On suppose que cette observation peut étre modélisée sous la forme suivante :

y=n(x, p)+e (1.6)

La fonction 7 est appelée loi de réponse pour x et elle correspond a la partie dé-
terministe du modéle et ¢ est la composante aléatoire, dite résidu, liée aux erreurs
expérimentales. Sa présence dans le modéle implique que 1’on peut avoir deux obser-
vations différentes sous la méme condition expérimentale x.

L’ensemble S, dit domaine expérimental, est I’espace ol 1’expérimentation est pos-
sible.

La fonction 7 est inconnue mais on suppose qu’elle admet un développement de Tay-
lor en tout point * € S, ce qui justifie son approximation par un polynéme sur le
domaine expérimental.

1.2.1 Modéle linéaire usuel

On dit que le modéle (1.6) est linéaire lorsque 1 est une fonction linéaire par rapport
a 3, c’est-a-dire, n(zx, 8) = B f(x), oil 3 est le vecteur des p paramétres inconnus du
modéle.

La fonction vectorielle f : & — RP est choisie a priori par le chercheur sur la base
de la connaissance du phénoméne & observer.

Considérons I'ensemble de n points de S, {t1,t2,- - - , t,}, appelé plan d’expérience.
Pour chaque ¢; on a I’observation Y;. Alors le modéle Y; = 8 f(t;) + ;i =1,--- ,n,
est représenté matriciellement par :

Y =Xp+¢ (1.7)
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Avec

X : matrice du modéle, d’ordre n X p, ou la ligne ¢ est composée des coordonnées
de f(t;),i=1,--- n.

Y : vecteur des n observations.
€ : vecteur des n erreurs expérimentales liées aux n observations.

Définition 1.3 Le modéle linéaire (1.7) est appelé modéle de Gauss-Markov
lorsque la distribution du vecteur aléatoire Y wvérifie les relations suivantes :

{E(Y) = Xpg
vYy) = o%,

ou E(Y') désigne l'espérance de Y et V(Y') désigne la matrice de variance-covariance
deY (siY est une variable aléatoire réelle on utilise la notation Var(Y') au lieu de

V(Y)).

Définition 1.4 On appelle matrice du plan, notée D, la matrice d’ordre n x q dont
les lignes sont les coordonnées des points du plan ty,--- ,t,.

Définition 1.5 On appelle matrice d’information la matrice X X, ou X est la ma-
trice du modéle.

1.2.2 Surface de réponse polynomiale

Dans ce qui suit, sous I’hypothése de régularité de la loi de réponse dans le domaine
expérimental, on va s’intéresser exclusivement a des modéles de Gauss-Markov ou
3 f(x) est de type polynomial.

Par exemple, le cas le plus simple pour une loi de réponse est le développement de

Taylor d’ordre un au voisinage d’un point € = (xq, - - - , z,). Ainsi, si Y, est la variable
aléatoire qui représente la réponse observée en x et f(x) = (1,21, 79, ,7,), on a:
E(Yz) = B, + biz1 + - - - + By, (1.8)

Si D est la matrice d’un plan donné de n points, alors la matrice X du modéle (1.7)
pour le polynome (1.8) est une matrice d’ordre n x (¢ + 1) de la forme X = [1,, | D].

Le développement polynomial d’ordre deux de I’espérance de Y, est :
q
E(Yz) = 5o + Z Biz; + Z Bij T (1.9)
i=1 1<i<j<q
La matrice X pour le polynome (1.9) est alors :
X =[1,|D|A] (1.10)

Le nombre de colonne de la matrice X est égal a 1+ ¢+ C7,,. La matrice A dans
(1.10) est d’ordre n x CZ,; et ses colonnes sont obtenues par le produit d’Hadamard
des couples de colonnes de la matrice D.
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1.2.3 Estimabilité

L’estimateur des moindres carrés 3 de # dans le modéle (1.7) est défini par :
3 = arg min (Y — XB) (Y — Xp)
BERP

Théoréme 1.1 Tout estimateur des moindres carrés du parameétre 3 dans le modéle
linéaire Y = X3 + € est solution du systéme d’équations normales :

X'Xp=XY

Démonstration.
Pour la démonstration on peut consulter le livre de Carmona (2005). ©

Lorsque la matrice X est de plein rang le parameétre § est estimé de fagon unique
par 3= (X'X)'X'Y.

Fonction paramétrique estimable

Si X n’est pas de plein rang le paramétre 5 n’est pas estimable car ’ensemble des
solutions du systéme d’équations normales X'X3 = X'Y est infini. Bien qu’il ait un
nombre infini de B tels que Y = XB (Y est la projection orthogonale de Y sur le sous-
espace ImX), le vecteur Y est bien unique. Toute solution du systéme d’équations
normales est de la forme 3 = (X’X)~X'Y, out (X'X)~ est une inverse généralisée de
X'X (A™ est une inverse généralisée de A si AA~A = A).

Or, la projection orthogonale de Y sur ImX est obtenue pour une matrice (X'X)~
quelconque par : X R

Y =X3=XX'X)X"Y = P.xY
mais la matrice Py,x est unique alors elle ne dépend pas de l'inverse généralisée
choisie.

Bien que [ ne soit pas estimable, le vecteur X 3 I’est, c’est pourquoi il est intéressant
de savoir quelles fonctions linéaires de 3 sont estimables.

Définition 1.6 Toute fonction linéaire ¢ des paramétres du modele (1.7) est ap-
pelée fonction paramétrique. On dit que cette fonction est estimable s’il existe une
combinaison linéaire w des observations Y telle que E(w) W(B), V6.

Théoréme 1.2 Soit ) = K 3 une fonction paramétrique associée au modéle linéaire
Y =XpG+e€ Alors :

1) v est estimable si et seulement si le vecteur K est combinaison linéaire des lignes
de X.

2) Le nombre maximal de fonctions paramétriques estimables linéairement indépen-
dantes est égal a rg(X).

Démonstration.
Pour la démonstration on peut consulter le livre de Carmona (2005). ©
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Théoréme 1.3 (Gauss-Markov) Soit v = K 3 une fonction paramétrique esti-
mable et B un estimateur des moindres carrés de 3. Alors :

1) L’estimateur {Z)\ = K’B de 1) est unique.

2) QZ est l’estimateur sans biais de variance minimale.

Démonstration.
Pour la démonstration on peut consulter le livre de Carmona (2005). ©

En général, dans la modélisation de mélanges par surfaces polynomiales classiques,
la matrice X du modeéle n’est pas de plein rang a cause de la relation entre les
proportions des composants. Dans le cadre de la thése nous ne nous intéressons
pas aux fonctions paramétrique estimables mais aux modéles sujets aux contraintes
paramétriques du type C' 3 = 0, qui permettent d’estimer de facon unique le vecteur
(. Ainsi, pour la suite du travail le résultat suivant est primordial.

Proposition 1.3 Soient X € R"P, C € R™P et Y € R". Avec rgX = p—r,
rgC' =1 et ker X Nker C' = {0}. Alors,

X
1) La matrice [E] est de plein rang.

2) L’estimateur des moindres carrés 3 de 3 sous les contraintes C'3 = 0 est unique.
3) 3= (X'X+C0C) " XY,

Démonstration.
Pour la démonstration on peut consulter le livre de Colombier (1996). ¢

Remarque. La matrice (X' X + C'C)~! est une inverse généralisée de la matrice
X'X.

1.3 Critéres d’optimalité

Les critéres d’optimalité sont utilisés pour la comparaison de plans de méme taille
analysés a ’aide d’'un méme modéle. On dit qu’un plan est meilleur qu’un autre, pour
I’estimation des paramétres du modeéle adopté, toujours par rapport a un critére.

Les fondements des critéres d’optimalité sont dus en grande partie aux travaux de
Kiefer rassemblés dans 'ouvrage Brown et al., 1985. Nous ne présentons pas cette
théorie en totalité ici mais les critéres de U-optimalité, A-optimalité, D-optimalité
et E-optimalité. Ces critéres mesurent la qualité du plan pour estimer le paramétre
[ en fonction de sa matrice de dispersion V(B) ou de la matrice d’information.

~

Notation. Soit  un plan pour 'estimation du parameétre 3. On note V¢(/5) la matrice
de dispersion du parameétre 3 lorsqu’il est estimé avec le plan . On note D¢ et X,
les matrices du plan et du modéle respectivement.

U-optimalité (optimalité uniforme)

Soit © une classe de plans de méme taille pour ’estimation du vecteur de paramétres
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B. On dit que le plan £* € © est U-optimal dans le sein de la classe © si pour tout
plan £ € O la matrice V¢(3) — Ve (3) est semi-définie positive.

Il s’agit en fait de I'ordre de Loewner défini sur matrices symétriques, on utilise pour
ce critére la notation plus simple :

A ~

Ve (B) S Ve(B), VE€O
Remarque : Il n’est pas toujours possible de comparer les plans avec le critére de
U-optimalité.
A-optimalité

Soit la matrice X¢ de plein rang pour tout plan { € ©. On dit que le plan £* € O est
A-optimal pour 'estimation de 3 € R? si :

Trace [(Xé*Xg*)’l} < Trace [(XéXg)’l] , V€O

D-optimalité

Soit la matrice X¢ de plein rang pour tout plan { € ©. On dit que le plan §* € © est
D-optimal pour 'estimation de 3 € R? si :

> X Xe|, VE€EO
ou de maniére équivalente :
(XX ) S N(Xe X)), VEeo

On définit pour un plan quelconque &; dans © sa D-efficacité, par rapport & un plan

&9, de la facon suivante :
‘Xé-Q XE? |

Le critére de E-optimalité est lié¢ a la variance de ffw, réponse prédite en un point x
du domaine expérimental S.

E-optimalité

/

Soit le modéle linéaire E(Y,) = 3 f(x), alors, pour un plan £ € © on a :
Vare(Yz) = 0” f () V() f ().

Soit la fonction Ge(x) = %Varg(ffm), on dit que le plan £* est E-optimal dans la
classe © des plans de taille n si :

Ge-(x) < G
ey Ge () < ey (@)
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L’intérét de ce critére vient du fait que maxzes G¢() est supérieur ou égal au nombre
de paramétres p (voir Myers & Montgomery). On peut donc déterminer la E-efficacité

d’un plan par :
P

maxzes Ge(x)

Eesr =

Remarque. La E-efficacité peut étre exprimée en termes des valeurs propres de la

A

matrice V¢((), puisque

arg max Gig(a) = arg max[f (@) diag(Ar, -+, Ap) f ()]

A

ol Ay, -+, A, sont les valeurs propres de la matrice V¢(3).
Résultat

Un plan U-optimal pour l'estimation de [ est aussi A-optimal, D-optimal et E-
optimal (voir le chapitre 10 du livre de Tinsson, 2010).

1.4 Plans pour mélanges classiques

Dans un systéeme de mélanges classique on suppose que les propriétés a modéliser dé-
pendent uniquement des proportions des ingrédients de la formule. Par conséquent les
variables qui expliquent la réponse sont dépendantes, elle sont liées par la contrainte
de proportionnalité donnant comme domaine expérimental un simplexe.

Les plans d’expérience sur le simplexe complet que nous citons ici sont ceux de
Scheffé. 11 s’agit d’un type de plans saturés ! pour le modéle polynomial reparamé-
tré sur la contrainte qui lie les proportions des composants du mélange. C’est cette
contrainte supplémentaire qui distingue les plans d’expérience pour mélanges des
autres types de plans.

Nous introduisons aussi les plans de type axial, ce sont des plans construits sur les
axes du simplexe et sont caractérisés par le fait que toutes les proportions d’un mé-
lange dépendent d’'un méme paramétre. Ce type de plan est utilisé pour estimer les
paramétres de modéles surparamétrés d’ordre un et deux sous contraintes d’identifi-
cation linéaires.

1.4.1 Domaine expérimental

Un mélange de ¢ composants, ol x; est la proportion du composant ¢, pour tout

i=1,---,q, est défini par le point (x,zs,- - ,x,) de RY satisfaisant les contraintes
suivantes :
T+ To+ . =1 (1.11)

LOn dit plan saturé lorsque la taille du plan est égale au nombre de paramétres linéairement
indépendant
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Sz

(1,0)

FiG. 1.1: Domaine expérimental pour mélanges a 2 et 3 composants.

Les contraintes ci-dessus délimitent le domaine expérimental. Cet ensemble peut étre
exprimé comme I’enveloppe convexe de la base canonique de R?, c’est le simplexe S,
que l'on a défini au paragraphe 1.1.3.

Sur la Figure 1.1 on peut visualiser le domaine expérimental pour ¢ = 2 et ¢ = 3. Le
segment de droite Sy correspond a des mélanges a deux composants. L’ensemble des
meélanges a trois composants est le triangle équilatéral S3 ou les sommets représentent
les corps purs, les arétes sont les mélanges de deux composants (mélanges binaires) et
'intérieur correspond aux mélanges dont les trois composants sont présents (mélanges
ternaires).

Sous-ensembles de S,

Pour certains cas d’application il faut restreindre les proportions des composants.
Les contraintes les plus fréquentes sont celles de type linéaires, ou les proportions du
mélange, voire de leurs combinaisons linéaires, sont bornées :

ek < a1+ Aoy + - Fagry < dy, k=1,---,h

Les contraintes supplémentaires décrites ci-dessus correspondent a des sous-ensembles
convexes de S, appelés polyédres. Divers algorithmes ont été proposés pour construire
des plans sur ce type de domaine, ils peuvent étre consultés en détail dans le livre
de Cornell (2002).

Un autre type de sous-ensemble, non polyédrique, est constitué des points particu-
liers du simplexe, situés sur ses axes. Chaque axe est une enveloppe convexe définie
par :

1A
Ak: a:ESq:a::/\ek—l—ﬁZlei,ng\gl (112)
i£k
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As

€2 T

(a) (b)

F1G. 1.2: (a) Polyédre P défini par les contraintes x1+xo+x3=1,0<x1 < .5, .1 <29 < .6
et .3 <x3 < .6. (b) Azes du simplexe Ss.

L’ensemble de points correspondant aux axes de S, est donc la réunion (J;_, Ay.

Ces deux types de sous-ensembles du simplexe S5 sont illustrés sur la Figure 1.2.

Applications

Diverses applications peuvent se trouver dans le domaine de la formulation de pro-
duits a partir de mélanges de plusieurs ingrédients. Par exemple, la préparation de
boissons, patés, gateaux et des autres produits de I'industrie alimentaire, ainsi que
la fabrication de savons, détergents et mélanges de produits dérivés du pétrole.

Exemple 1. Les plastiques sont des mélanges complexes de polyméres et additifs.
Pour la formulation d’un type particulier de plastique il est important d’étudier la
performance d’une résine pure dans un milieu composé de microsphéres et fibres
de verre. Un plan d’expérience a été conduit par Smith & Cornell (1993) afin de
mesurer des propriétés telles que la résistance a la traction et la déformation. Cer-
taines spécifications dans la fabrication de plastiques imposent des contraintes de
type bornées sur les proportions des composants, x; (résine), x5 (fibres de verre) et
x3 (microsphéres). Ainsi, le domaine expérimental est le sous-ensemble de S3 défini
par :
T+ a0 +a3=1

1208, 0<2,<02, 0<23<0.2

Exemple 2. Plusieurs variétés de pesticide peuvent étre mélangées pour améliorer
leur efficacité. On propose un plan d’expérience pour combattre des populations
d’insectes sur des plantations des fraisiers (voir Cornell, 2002). On utilise quatre
pesticides, les expériences sont menées en appliquant les produits individuellement
et par combinaisons de deux, trois et quatre composants a proportions égales (c’est-
a-dire, pour les mélanges de deux produits on utilise 50% de chacun, pour trois on
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utilise 33,3333% et pour les quatre pesticides on utilise 25% de chacun). On a donc
un plan de 15 expériences pour estimer les 15 parameétres du modéle suivant :

n = [z + PBaxe + Psxs + Paxy
+  Brexixe + Pi3vi1xs + Brav1®y + BosXoks + Boaoxa + PsaT3T4
+  Biosw1xows + 13410304 + Br2aT1T2Ty + BogaTal3Ty

+ (123471727374
ou x1, rs r3 et x4 sont les proportions des pesticides.

Ce plan appartient a un type de plan dit réseau centré de Scheffé que nous allons
définir par la suite.

Exemple 3. Dans ’exemple précédent on suppose que la réponse a modéliser est
fonction uniquement des proportions du mélange de pesticides car on a fixé la dose
par métre carré de terre ou par nombre de fraisier. Néanmoins, des variations sur la
quantité appliquée pourraient changer 'efficacité du produit. En considérant cette
nouvelle variable le modéle ci-dessus n’est plus valable car cette variable 1a n’est pas
une proportion. Ce type de probléme est un cas particulier de plan pour mélanges
et facteurs externes, il est appelé plan d’expérience mélange-quantité (en anglais
mizture-amount) ou le seul facteur externe est la quantité du mélange. Ce type de
plan est aussi tres utilisé pour des applications en pharmacologie.

1.4.2 Parties du simplexe S,

Ayant déja défini le domaine expérimental pour ¢ composants par ’enveloppe convexe
de la base canonique de R?, on va le caractériser par sous-ensembles de mélanges selon
le nombre de ses composants de proportions non nulles.

Définition 1.7 Une k-face est la partie de S, obtenue en mélangeant ezactement
k composants. C’est-a-dire, pour chaque b € p(B,) de cardinal k, ’ensemble Conv(b)
est une k-face.

Les mélanges dits purs de S, sont ceux ayant un unique composant, ils correspondent
aux points de la base canonique B, ainsi on a ¢ ensembles du type I-face.

Les mélanges dits binaires sont ceux constitués par deux composants. A chaque
couple {e;, e;} dans B, ou ¢ # j, correspond une 2-face. Alors on aura Cq2 ensembles
de ce type la.

Les mélanges strictement constitués par ¢ composants correspondent a l'intérieur du
simplexe S,. Autrement dit, g-face = Conv(B,), il n'y a qu'une g-face.

Nombre de k-faces. Pour un entier k fixé entre 1 et ¢, le nombre de k-faces est
égal a C’(’; (c’est le nombre de fagon de choisir k& vecteurs de la base canonique de R?
sans ordre ni répétition).

Définition 1.8 Le point %Zk e;; € Sy est appelé centroide de la k-face corres-

i=1
pondant o Conv(e;,,- - €, ).
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Le centroide du simplexe S, est le mélange <%, %, BRI

centroide d’une k-face est le mélange (unique) ot les composants intervenant ont
tous les mémes proportions.

) De maniére générale, le

Exemple. Dans le triangle équilatéral a gauche dans la Figure 1.3, les mélanges
peuvent se distinguer par des sommets (trois 1-faces), des arétes sans les extrémes
(trois 2-faces) et I'intérieur du triangle (une 3-face). Les centroides des arétes sont

les points (;, ;, O) ( ,0, ) et (O, ;, %) le centroide du triangle est le point (3, é, :1.))

Remarque : toutes les k-faces, pour £ = 1,--- g, sont des ensembles disjoints.
En fait, on peut les numéroter sous la notation k- faces, et représente S, comme la
réunion disjointe suivante :

a [C
Sq = U U k-faces;
k=1 \i=1

1.4.3 Plan d’expérience axial

Un plan axial est un type de plan construit sur les axes du simplexe S, il s’agit des
sous-ensembles définis en (1.12).

Les mélanges d’'un plan axial se positionnent de facon a ce que leur distance du
centroide soit la méme. Soit v, un mélange sur 'axe A, alors :

]_ _A / /
Vp = )\ek -+ (ﬁ) (]lk,_l,(), ]lq—k)
pour un A € [0,1] et pour tout k=1,--- q.

A Paide de la matrice binaire D, ; , on construit la matrice de ce plan :

(%1

1—)
D=| : :/\Iq—i—( 1)PDq1,q
Up

ot P, est la matrice de permutation pour o(k) =q¢—k+1, k€ {1,2,--- ¢q}.
Or, la matrice P,D,_; , peut étre récrite ainsi :

0 1 - 1
o ...

P,Dy 1,= N =J,— 1,
Sym 0

Ceci donne un format plus maniable de la matrice D :

Ag—1 1—=A
o (A2 () v
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Exemple. Soit ¢ = 3, alors :

110 0 01 011
D273: 1 0 1 5 Po': O ]_ 0 5 PUD273: 1 0 ]_
011 1 00 1 10
1 1 1
Dy = M3+ 5(1 — NFPsDos = 5(3/\ - DIz + 5(1 — A)Js.
A L_ A 1_ A
D= | £ -2 ? A 1 3
N = 2732 2 7 39
L_ A 1_ A A
272 27 2
On a comme cas particuliers :
1 1 011 1 2 11
3 3 2 2 4
110 1 1 2

Propriété 1.1 Soit Dy la matrice d’un plan axial pour q composants. Alors :

1

1 siA=-

rgDiy) = q
g sinon

Démonstration.
D’aprés le lemme 1.6 on a :

V@—UDmFﬂ@A—UQ+O—Aﬂﬂ#O@A#é

auquel cas la matrice Dy) est de plein rang.

Si A = 1 alors Dy = %Jq, c’est un plan a ¢ réplication du centroide de S;, donc le
rang de Dy est égal a 1. o

Cas particuliers :

Avec A =1
Le plan est la base canonique de R? et D = [,.
Avec A =0

Ce plan correspond aux centroides de toutes les (g-1)-faceset D = <q%1) P,D, 1 4.

Le plan axial pour A € ]0,1[ est trés utile lorsque les proportions des composants
doivent étre strictement positives, c’est le cas des systémes de mélanges a deux ni-
veaux de type B qui est traité dans le chapitre 3.
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1.4.4 Réseaux de Scheffé

On introduira briévement les plans en réseaux de Scheffé, ce type de plans est
construit sur le simplexe sans contrainte supplémentaire.

Définition 1.9 Soient q et m deux entiers positifs, on appelle réseau de Scheffé,
noté {q,m}, l'ensemble de points ¢ dans S, tels que :

avec . 1 9 1
)\ie{()?_a_;"'am;al}'
m m m

(On ne pose pas la condition > 7, A; = 1 car elle reste sous entendue lorsque & € S,,).
Exemple :
Avec m=2
Par définition .

{q,2} = {a: €Sy:x= ;)\iei;)\i = 0,%,1}
Le réseau {q, 2} ne contient que les mélanges purs et les mélanges binaires équilibrés,
ainsi :

1 1
{q,2}:{61,-~-,€q}U{$ESqZCL'=§€i+§€j,1§i<j§q}

On a donc g mélanges purs et Cq2 mélanges binaires.
Avec g=3, m=2

Pour ¢ = 3 et m = 2 le réseau {3, 2} est composé de 6 points, voici la matrice du
plan :

O~ O O =

N~ ON- O = O
NE= O = OO

Avec g=3, m=3

Pour ¢ = 3 et m = 3 les proportions possibles appartiennent a {O, %, %, 1} et les
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points satisfaisant x; + x5 + x3 = 1 correspondent aux lignes de la matrice :

1 0 07
01 0
0 0 1
1 2
33 )
p=|31 Y3
g U3
5 0 3
01 2
021
1 1 1
L 3 3 3 4

Le nombre de points du réseau {3, 3} est égal & C2. Il y a trois points de type 1-face,
six de type 2-face et un de type 3-face.

Sur la figure 1.3 on observe les deux réseaux de ’exemple.

Par rapport a la taille de ce type de plan, on a le résultat général :

Proposition 1.4 La taille du réseau {q,m} est égale a C},, ;.

Démonstration.

Soit Conv(e;,,- - ,€;,) une k-face du Sy, si @ € Conv(e;,, - - ,€;,) N{g, m} alors
r = )\16i1 ++)\kelk (113)

avec,

k
1 2 m—1
)\7...’)\ Eq—,—,,— t A =
! g {mm m } ¢ Z !

j=1

Donc,

a a
ZAj=E1+---+Ek<:>a1+---+ak=m (1.14)

Or, le nombre de points dans {q, m} qui sont sur une k- face est égal au nombre de
solutions de I’équation (1.14), qui est C*~! d’aprés le lemme 1.2.

D’autre part, le nombre de k-faces est Ck alors le réseau contient Ck'Ck | boints
a exactement & composants non nuls.

Par conséquent, la taille de {q, m} est me(qm CkCE~!, qui d’apres le lemme 1.3
est égal a C7},, ;. ©

Un deuxiéme type de plan attribué a Scheffé est le plan en réseau centré avec la
particularité que pour chaque point toutes les proportions non nulles sont égales.
Voici la définition.

Définition 1.10 On appelle réseau centré de Scheffé le plan composé des centroides
des k-faces pour k=1,--- q.
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F1G. 1.3: Plans d’expérience pour 3 composants : D. = {3,2}U {(%, %, %)} est un réseau de
Scheffé centré et D = {3,3} est un réseau de Scheffé d’ordre trois.

Remarques : la taille du réseau centré est égale a 29 — 1 d’aprés le lemme 1.1.

Exemple : soit ¢ = 4 et A, 'ensemble de points du réseau centré a k composants
non nuls, £ =1,2,3,4.

Alors,
A = {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
Ay = }w:w:%(emte]) A<i<j<4
= {(3:3:0.0),(3,0,5,0),(3.0,0,3) . (0,5.5.0).(0,5,0,3),(0,0.5,5) }
A = {w:w:%(emte]jtek) 1<i<j<k< }
= {3530 .(3303).(30.33). 0333}
Ay = {w:w:i(el+eg+eg+ )}
- {sah)

La réunion A = A; U Ay U A3 U A, est le réseau de Scheffé centré pour le simplexe
Sy. Celui-ci était le plan utilisé dans I’exemple 2 sur les mélanges de pesticides.

On observe que {4,2} C A car {4,2} = A; U A,.

Bien que le plan centré soit de grande taille, il permet d’estimer tous les effets associés
aux mélanges de 2 a ¢ composants en employant la surface polynomiale suivante :

n= Za T + Z QLT+ - Q2T T - - - Ty (1.15)
1<i<i<q

Le modeéle (1.15) est appelé modéle synergique et nous montrons maintenant qu’il
est identifiable sur le réseau centré.

Proposition 1.5 Le modéle synergique est estimable sur le réseau centré de Scheffé.

Démonstration.
La matrice du plan centré de Scheffé est facilement représentée a l'aide des matrices
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binaires définies au paragraphe 1.1.5 :

1_,
7D

1
' ‘q—qul’q

q

D/:{[q

1
L, ]
q

Le réseau centré de Scheffé est un plan saturé pour le modéle synergique, par consé-
quent la matrice X du plan est carrée donc il suffit de prouver | X| # 0 afin de vérifier
que le modéle est bien identifiable.

On calcule la matrice X du modéle a I'aide de la proposition 1.1, elle a la forme
suivante :

1 I, Olq’cg cee 04, 0
3D24 i Og.9 0
X = . .
1 1\t
EDia e () P 0,
q
14/ 1
N O
ou P, pour tout 2 = 2,---,qg — 1, est une matrice de permutation et le déterminant

d’une telle matrice est égal a 1 ou —1. Or,
q
X[ =alI||Py| -+ |Pya|  avee a=]]k7*
k=2

comme a > 0 alors | X| # 0 et ceci montre que le modéle (1.15) est bien identifiable
sur le réseau centré. ¢

1.4.5 Polynéme reparamétré de degré deux

La contrainte du mélange (1.11) rend le modéle polynomial usuel d’ordre m surpara-
métré, c’est-a-dire que ses monomes deviennent linéairement dépendants. Il est ainsi
nécessaire de reparamétrer le modéle afin de supprimer cette dépendance la.

Une facon simple de reparamétrisation consiste a remplacer la variable z, par 1 —
Z;’:—ll x;. On obtient alors un polynome d’ordre m en ¢ — 1 variables.

La méthode la plus recommandée pour éviter la suppression de variables est celle
proposée par Scheffé o certains monomes peuvent étre supprimés a partir d’'un ma-
niement adéquat de la contrainte 1 + xo + -+ x4 = 1.

Considérons le polynéme usuel d’ordre deux :

q q
n=_0+ Z Bix; + Zﬁuﬂ?? + Z Bij iz (1.16)
i=1 i=1

1<i<j<q
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Le nombre de paramétres de ce modéle est égal a 1 + 2q + C’g.

Si l'on introduit la contrainte de mélange en remplagant (3, par (5,(3 L, z;)? et
! Bix; par (31, ;) > L, Bix;, alors on déduit que ce polynome peut étre rem-
placé par la forme homogéne :

1<i<j<gq
Voici les paramétres \;; par rapport au modéle (1.16) :
/L.aj:172a"'aQ; 7’<]
{ Ni = Bo+ Bi+ Bu
Aij = 200+ Bi + B + By
Une autre forme polynomiale, dite canonique de Scheffé, de degré deux en ¢ compo-

sants est obtenue apreés substitution de 3, et 27 par 5, > 7 | z; et x;(1 — > kti Tk)
respectivement en (1.16), d’ot on obtient :

n= i@xi + Z 04T (1.18)
i=1

1<i<j<q

On déduit que :
{ 0 = Lo+ Bi+ Bu
0ij = DBij — Bjj — Bii

Les modéles (1.17) et (1.18) comportent g+ C; paramétres et coincident avec la taille
du plan {q, 2}, alors que le polynéme usuel a g + 1 coefficients de plus.

Le polynoéme canonique d’ordre trois est développé dans Scheffé (1959). Plus tard
Lambrakis (1969) a présenté la forme canonique générale liée au réseau {g, m}.

1.4.6 Polyno6me général de Scheffé

Le polynome canonique ou polynoéme de Scheffé de degré m < q a la forme suivante :

m

n= zq: 8 + Z Z 55?%‘%‘ (w; — @;)"
=1

k=2 L1<i<j<q

+y > By o (1.19)
k=3

1<i] <+ <iggq
Zle a;=m;a;€{1,---,m}

Le nombre de paramétres du modéle ci-dessus (9, 5

iy 055 et (52?1"_4;@) peut étre facilement

calculé sur les trois groupes de sommes. Le nombre de ¢; est égal a C;. Pour k fixé
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le nombre de 52-(f) est égal a Cq2, donc, pour k = 2,---  m on a (m — 1)03. Dans
le troisiéme groupe de paramétres on a C’(’; maniéres de choisir 'indice 7y - - -7 et
C*1 facon de résoudre a; + - - - + ap = m d’aprés le lemme 1.2, donc le nombre de
parameétres est égal a C’,’f;llC’f, pour k = 3,--- ,m, le nombre total de paramétres
des trois groupes est égal a :

m
CICY,  +C2Ch  +Y _Crehy
k=3

D’ou on vérifie, a ’aide du lemme 1.3, le résultat suivant :

Proposition 1.6 Le nombre de mondémes du polynome canonique d’ordre m en q

variables est égal a C7,, .

Le nombre de paramétres du modéle (1.19) coincide avec la taille du réseau {g, m}
donc il est un plan saturé pour ce modéle.

Le livre de Cornell (2002) fait les calculs pour estimer les paramétres des polynomes
canoniques d’ordre m = 1,2, 3 et 4 sur le réseau de Scheffé correspondant. D’un point
de vue pratique cela peut étre suffisant.

Dans la thése de Boulanger (1999) le modéle (1.19) est proposé pour un ordre m quel-
conque en remplacant m par min(q, m) dans la somme des monomes dont le nombre
de variables est égal ou supérieur a trois. Nous y trouverons aussi la démonstration
de la régularité de la matrice du modéle ajusté au réseau {q, m}.

1.4.7 Modéle de Cox

L’interprétation des parameétres du polynome de Scheffé d’ordre inférieur a trois est
toujours claire dés que 1'on se restreint aux points du réseau qui lui est associé. Par
exemple, le polynome de Scheffé d’ordre un, n = G121 + - - - + B,x,, est estimé sur les
sommets du simplexe S, (ceci correspond au réseau {g, 1}). Pour ce plan le paramétre
(; représente ’espérance de la réponse lorsque seul le corps pur e; est présent, pour
tout ¢ = 1,---,q. Dans des cas ou les mélanges a un seul composant sont exclus, une
interprétation aussi simple des parameétres n’est plus possible.

Le modeéle de Cox (Cox, 1971) est introduit comme une alternative aux polynomes
de Scheffé pour I'analyse de mélanges classiques. L’idée consiste a utiliser un autre
type de modéle, basé sur les polynomes usuels, qui donne du sens a l'interprétation
des paramétres pour des mélanges hors des réseaux de Scheffé.

L’analyse se développe ici autour d'un point ¢ € S;, appelé mélange de référence.
La question se pose sur la variation subie par la réponse lorsqu’on se déplace de c a
chacun des sommets du simplexe.

Soit ¢ = (c1, - - - , ¢;) le mélange de référence. Pour chaque i € {1,--- , ¢}, on considére
les points (x1,---,x,) € S, de la forme :

(X1, ,2q) = (1 = N)e; + Ae
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VAel0,1+t¢]
Afin d’assurer que (z1,---,z,) appartienne au simplexe, on choisi la valeur de ¢ de
facon a ce que z; = 0. Ainsi, pour A =1 + ¢,
Ci

En d’autres termes, pour ¢ = 1,--- , g, les points décrits correspondent a I'enveloppe
convexe Conv(e;,v;) ot v; = = (€ — ¢;e;). On remarque que v; est un mélange de
la (g-1)-faces,.

Les ensembles Conv(e;, v;) sont appelés directions de Cox par rapport au mélange
de référence. Lorsque le mélange de référence est le centroide de S,, ces directions la
coincident avec les axes du simplexe.

Tout point @ appartenant a la direction Conv(e;, v;) peut étre écrit de la fagon
suivante : 5

a::ei+

(1,0 a1 ) (1.20)

avec 6 € [0, 1].

En ce qui concerne 'estimation des paramétres, la contrainte d’identification consi-
dérée est celle liée au mélange de référence, a savoir,

B+t ey =0 (1.21)

Cette contrainte est justifiée du fait que la différence n(x) — n(c) est de la forme
suivante :

B 10 g0 1
n(@) —n(c) = ﬁo“‘1_Ciﬂ1+"'+(1_5)ﬂi+"'+1_Ciﬂq_ﬁ0_;ﬂk0k
A A L
= 1_Ciﬁi_ 1_Ci;Ckﬁk

avec A =0+ ¢ — 1.

D’aprés la contrainte d’identification (1.21), cette différence reste en fonction d’un
seul parametre, celui associé a 'unique composant dont la proportion change selon

la direction (1.20) :
d+c¢ —
@) - n(e) = (T4 4) 5

1-— C;
La contrainte (1.21) implique aussi que 7(c) = 3,, d’ou le paramétre [3, représente
la réponse espérée sur le mélange de référence, alors que [3; est interprété comme la
pente de la réponse pour des changement dans la proportion du i-éme composant a
partir de ¢ et dans la direction de (1.20).

On a déja introduit les plans de type axial dans le paragraphe 1.4.3. Ce type de plan,
ainsi que les contraintes d’identification liées au centroide, vont étre généralisés pour
le systéme de mélanges a deux niveaux, ce théme est donc fondamental pour la suite
du travail.
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1.5 Systémes pour mélanges & deux niveaux

Les plans pour mélanges classiques que 'on vient de présenter ne permettent que
I’exploration d'un seul mélange a la fois. Il y a des cas o 'expérience pour mélanges
est conduite afin de modéliser les propriétés de plusieurs types de mélange en méme
temps. Dans ce cas on suppose que la formulation est un "mélange de mélanges" que
I'on appellera systéme MoM (Mixture of Miztures).

1.5.1 Généralités

Pour la représentation la plus générale possible, considérons un systéme MoM dont
les composants "principaux" (CP) sont des mélanges de composants "secondaires"
(CS). Ecrivons ainsi le systéme en termes de relations entre les proportions de chaque
type de composants.

Soit p le nombre de CP dont les proportions dans le mélange sont données par le
vecteur :

w = (wy, wo, - - - , W)

Supposons alors que chaque CP est un mélange de ¢ CS dont le i-éme CP (CP)) a
des proportions (x;1, T2, -+ , Tig), ¢ = 1, -+, p. Autrement dit, x;; est la proportion
relative du C'S; dans le C'P;.

D’autre part, on peut représenter la formule en termes des proportions réelles des
CS, donc si u; est la proportion réelle du C'S; dans le mélange, j = 1,--- , ¢, alors la
relation de proportionnalité entre composants est calculée par :

’LLj = .lewl -+ xgng + -+ .qu’wq

La quantité z;;w; est la proportion du CS; apportée par le C'F;, ainsi u; est la
proportion totale du C'S; dans le mélange. Lorsque le C'S; est uniquement utilisé par
le CP;, u; et x;;w; coincident, auquel cas on remplace u; par u;; dans la notation.

On construit la matrice de mélange M dont des lignes donnent la composition de
chaque CP en fonction des proportions relatives des CS :

T11 T1q
T21

M =
xpl o« . . ;qu

Chaque ligne de M est un mélange de CS, c’est pourquoi

q
E ZEij =1
j=1

et 0 <z, <1, Vi=1,---,petj=1,---,q Cette matrice est appelée matrice
de mélange et on notera M,, I’ensemble de matrices des mélanges & p composants
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principaux et ¢ composants secondaires.

Pour une matrice donnée M € M,, la relation entre w et u = (uy, - - -, u,) peut étre
représentée matriciellement par :

wM=u (1.22)

w € S,

Il faut souligner dans la représentation (1.22) que la matrice M n’est pas forcement
a coefficients constants afin de ne pas confondre un systéme MoM général avec un
systéme linéaire d’équations lorsque w est fixé.

1.5.2 Exemples et remarques

Exemple 1

a) Supposons que l'on s’intéresse a des mélanges de jus de fruits. La recherche est
menée sous les condition suivantes.

Considérons le cas du mélange de 4 types de jus de fruits pour préparer un cocktail.
Chaque type de jus représente un CP dont les fruits sont des CS. De plus, les CP
sont des produits finis fournis par différents distributeurs, par conséquent il est ma-
tériellement impossible de séparer les CS d’un CP. On en déduit que la matrice de
mélanges est constante, voici la composition des CP donnée par les fabricants :

CP; : 10%C Sy, 70%C'S; et 20%C' S,
OP2 : 20%051, 20%052 et 60%053
OP3 . 10%052, 80%053 et 10%055
CPy : 100%C S5

Alors, la matrice de mélange est :

01 0 07 02 0
02 02 06 0 O
0 01 08 0 0.1
o o0 1 0 0

M =

Pour les cing fruits (CS) intervenant on observe lesquels sont répétés dans les CP, le
C'S5 n’est employé que par le C'Ps alors que le C'S3 apparait dans tous les CP et le
C' P, est un mélange pur de C'Ss.

Soit w, un mélange donné en termes des CP : 30%C Py, 40%C P», 20%C P3 et 10%C Py.
Le cocktail est de méme un mélange de CS, donc pour obtenir le vecteur v des
proportions des CS & partir de la formule w, = (0.3,0.4,0.2,0.1) des 4 types de jus il
faut tout simplement le calcul matriciel w,M =« d’ott w = (0.11,0.1,0.71,0.06, 0.02).
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Par contre, obtenir un mélange w de CP a partir d'une formule fixée u, de CS,
équivaut a résoudre le systéme linéaire suivant :

Mw=u, wecS,

Ce systéme pourrait ne pas avoir de solution.

b) L’exemple du cocktail ci-dessus est similaire & celui de mélanges d’hydrocarbures,
ou les huile lourdes correspondent aux CP, chaque huile est en méme temps un
sous-mélange de certaines substances chimiques telles que les saturés, aromatiques,
malténes et asphalténes. Ces substances correspondent donc a des CS et elles ne
peuvent étre séparées physiquement, c’est-a-dire, il n’existe pas un processus indus-
triel pour la décomposition des huiles. Cependant, I'intérét pour cette approche vient
du fait que les propriétés du mélange sont plus stables sous le domaine des CS.

Ces deux exemples appartiennent au type de probléme ou les CP sont constitués
par les mémes CS lesquels ne sont pas séparés physiquement donc les éléments de la
matrice M sont constants. Ce cas n’est pas traité dans notre travail.

Exemple 2

La formulation d’un médicament comporte le mélange de deux CP a proportions
fixées, une pate solide de proportion w; et un gel de proportion wy. Le laboratoire
recoit trois matiéres premiéres pour préparer la pate et deux pour le gel. Ainsi on a
cinq CS, chacun d’eux associé & un unique CP. Voici la matrice de mélange :

11 T2 T3 0 0
0 0 0 o1 T92

M =

Les contraintes (1.22) associées au C'Py sont wixy; = Uy, WiT12 = Uy, W1T13 = Ui3
et celles associées au C P, sont woXa; = U1, Wakas = Use. On ne pose pas la contrainte
wi + we = 1 car ces proportions sont fixées. Alors, le systéme MoM s’écrit sous la
forme suivante :

i=1 =123 e i=2 j=1,2

T+ T2 +x3 = 1
Tor + T2 = 1

uij

xij = —

w;
Usqj 2 0

Exemple 3

Considérons I'exemple 2 pour une formulation non fixée, c’est-a-dire, les proportions
des CP, w; et w,, sont variables. Une telle considération permettrait de mesurer les
effets des CP de méme que des CS sur les propriétés du mélange. Dans ce cas la

Uij

relation entre proportions réelles et relatives n’est plus linéaire car x;; = et par

[

36



conséquent tout modele polynomial en x;; n’est pas polynomial en u;;. En remplacant
le second membre de celle-ci dans les contraintes précédentes on en déduit le systéme
linéaire suivant :

i=1,j=1,23 et i=2 j=1,2

Ul +ue +u3 = w
Ul + U2z = W2
wy + W
uij 2 0

Remarque. Lors de la continuation du travail nous traiterons uniquement des sys-
témes MoM comme ceux des exemples 2 et 3, en fait, ces exemples appartiennent au
cas général ou les composants secondaires sont regroupés en sous-mélanges. Ainsi,
chaque composant principal est un sous-mélange de composants secondaires et chaque
composant secondaire est li¢ & un seul CP. On n’utilise donc pas le méme CS pour
la préparation de deux sous-mélanges. Ici nous employons la dénomination de Piepel
(1999), qui a classé les systémes de sous-mélanges en systéme MoM de type A et
systéeme MoM de type B.

1.5.3 Systéme MoM de type A

On appelle systéme MoM de type A la généralisation de I’exemple 2 pour un nombre
p > 2 de composants principaux (p = 1 correspond au systéme de mélange classique).
Les proportions des composants principaux sont fixées et elles sont strictement po-
sitives.

Pour tout ¢ =1,--- ,pet j=1,--- ,¢;,on a:

g = q +---+ g, : nombre total de CS, ot ¢; > 2 est le nombre de CS associés au
CP,.

x;; : proportion relative du C'S;; dans le CF;.
u;; : proportion du C'S;; dans la formule.
w; : proportion fixée du C'P; dans la formule.

Le rapport z;; = — entre les variables x;; et u;j, est linéaire car w; est constante.
w

Voici les contraintes du systéme MoM de type A :

i=1-pet g=1--,¢
qi
» ay=1 (1.23)
j=1
[L’Z]ZO
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Les équations de (1.23) sont indépendantes, en fait, chacune d’elles correspond a un
sous-mélange dans le simplexe S;,, pour i =1,--- ,p.

1.5.4 Systéme MoM de type B

On appelle systéme MoM de type B le systéme ou les deux type de composants, CP
et CS, apparaissent en proportions variables. Par rapport au systéme de type A, on
a p variables de plus. Voici les contraintes pour les variables définies préalablement.

=1 pet j=1,---,4q

qi
j=1
wy 4wy + -+ w, =1

w; > 0; U5 >0
A la différence du systéme de type A, ici on considére le cas ¢; > 1 car les w; sont

variables. Quand ¢; = 1 cela veut dire que le C'P; n’est pas un sous-mélange ou tout
simplement il est composé d’un unique CS.

1.6 Plans et modéles pour systémes MoM

Les réseaux multiples de Scheffé sont une extension des plans {g, m} a plusieurs sim-
plexes, ou chaque simplexe correspond aux composants secondaires liés & un com-
posant principal. Cette généralisation a été introduite par Lambrakis (1968) aux
systéme MoM de type A.

Les plans multiples de Scheffé ont été aussi adaptés aux cas ou les proportions de CP
ne sont pas fixées. Le premier travail sur le sujet est di & Cornell & Ramsey (1998),
il s’agit de la premiére publication sur des systémes MoM de type B développée dans
le cadre d’une application liée & la photolithographie.

1.6.1 Reéseau multiple de Scheffé

Considérons le cas de p composants principaux a proportions fixées (MoM de type A)
avec {q;, m;} le réseau de Scheffé du C'P;, i =1,2,---,p. On appelle réseau multiple
de Scheffé I’ensemble de points (x11, -+, T1g,3 Ta1, -+ s Toges* 5 Tp1, - =+, Tpg,) APPAI-
tenant au produit cartésien des réseaux individuels {q;, m1} x{q2, ma} x- - - x{qp, mp}.

La taille du réseau multiple, dénoté par {qi, g2, - -+, qy; M1, ma, - -- ,m,}, est égale a
p
| (- (1.24)
i=1
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Les applications présentées dans les articles consultés n’utilisent que deux compo-
sants principaux, c’est pourquoi la taille du plan multiple ne pose pas de probléme
en termes pratiques. Par contre si ’on s’intéresse a des cas ou les CP et les CS sont
nombreux la viabilité de cette méthode entre en question.

Par exemple, pourp =4, 1 =@ =3,q¢3 =4, s =2et m; = 2,1 =1,2,3,4; la taille
du plan calculée par (1.24) est trés grande, il comporte 1080 points.

Le plan proposé pour le systéme de type B est similaire a celui de type A, la seule
différence se trouve dans la composition du bloc associé aux composants princi-
paux, car ces proportions sont non-nulles. Alors, si £ représente le plan indivi-
duel composé sur le simplexe S,, le plan multiple est le produit cartésien D =
{a1, 02, gpyma,ma, - ,mpk x &

1.6.2 Modéle multiplicatif

Le modéle multiplicatif est le produit de polynémes canoniques liés aux réseaux
individuels {g;, m;}. Ainsi, 'ordre du polynéme obtenu est égal & m; +mg+---+m,,
et le nombre de monomes est égal a la taille du réseau multiple indiqué par (1.24).
Ce polynome est appelé polyndéme multiple de Scheffé.

Pour un systéme de type A avec trois composants principaux, soit le réseau multiple
de Schefté {q1, g2, q3;m; = 1,7 = 1,2,3}, le polynéme multiple qui lui est associé a la
forme suivante :

P(xy, 20, 23) = (z11+---+ $1q1) (o1 + -+ + $2q2) (31 + -+ jU:aqg,)
a1 q2 q3
= DD D mimTa
i=1 j=1 k=1
ou &; = (T, ,Ti) pour i = 1,2, 3.

Pour le systéme de type B le modéle est composé du produit polynomial :

n= P(wla Io, wS)Q(wla e 7wp)
ou @ est le polyndéme de Scheffé associé aux composants principaux.

Le plan D = {q1,¢2,¢3;1,1,1} x & n’est donc pas un réseau de Scheffé car les CP
sont & proportion positives. Cela ne pose pas de probléme d’identification du modéle
multiplicatif & condition que @ soit identifiable sur le plan &, ce qui est justifié ci-
dessous.

Le modéle multiplicatif de Scheffé est identifiable pour le réseau multiple d’aprés la
proposition suivante.

Proposition 1.7 Soient n; et 0y les surfaces de réponse pour deur modéles linéaires
identifiables sur les plans & C R% et & C R% respectivement. Alors, le modéle
linéaire, dit modéle multiplicatif, donné par le produit ny.nq, est aussi identifiable sur
le plan obtenu par le produit cartésien & X &s.
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Démonstration.

Soient X1 = [F(t)], ;. €t Xo = [G(2))], ¢, les matrices des modéles n et 7,
écrites par lignes, ot & = {t1, - ,tm}, & = {21, -+, 2z}, avec F = (Fy,--- | F,) et
G = (G4, - ,G,) des fonctions vectorielles, m > p et n > q.

Le modéle multiplicatif a donc la forme :

q p
n(ti, zj) = ZZﬁkz Fy (t:) Gi (%)

=1 k=1

Ce modéle 1a comporte p.q paramétres, ainsi la matrice X du modéle pour tout
(ti,2j) € & x & est d’ordre mn X pq et elle peut s’écrire par blocs :

[ Ft)G(21) | Bh)G(a) B(t)G (=) |
F (tl):G(zn) Fg(tl):G(zn) Fp(tl):G(zn)
. Fl(tm):G(zl) Fz(tm):G(zl) Fp(tm):G(zl)
! Fl(tm):G(zn) Fz(tm):G(zn) Fp(tm):G(zn) |
Pour tout i = 1,--- ,m et k= 1,--- ,p le bloc (i, k) de la matrice X est de la forme

Fi(t;) X, d’autre part X =
comme le produit tensoriel :

[Fk( )] La matrice du modéle multiplicatif s’écrit donc

X=X ® Xy

Les matrices X; et X5 sont de plein rang car on a supposé que les modeles n; et 7,
sont identifiables sur &; et & respectivement. D’aprés le lemme 1.4 la matrice X est
aussi de plein rang d’ou le résultat. ¢

1.7 Bases de Grobner

L’utilisation de la théorie des bases de Grobner comme un moyen pour obtenir des
modeéles polynomiaux identifiables a été proposée dans 'article de Pistone et Wynn
(1996). Le but de I'article est d’aborder le probléme de confusion d’effets et d’iden-
tifiabilité en employant des méthodes de la géométrie algébrique. Notre intérét pour
cette méthode vient du fait que les contraintes de mélange peuvent étre intégrées
dans la représentation algébrique du plan.

L’idée de la méthode consiste a sélectionner un plan d’expérience de taille adéquate,
ce plan doit étre représenté sous la forme d’'un systéme d’équations polynomiales de

la forme :
Pl = O

Pk:O
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avec P; polynomes de degrés quelconque dont les racines sont les coordonnées des
points du plan.

Par exemple, le plan contenant le point (a, b, ¢) est la solution du systéme d’équations
r—a=0,y—b=0, z—c=0et le plan {—1,0,1} est la solution de I’équation
z(r —1)(x+1)=0.

La solution du systéme d’équations polynomiales définit une variété affine, notée
D(p,,.. p,), dont 1'idéal associé, noté I(D), est 'ensemble de polynémes Py, - -, Pj.
D’un point de vue pratique le probléme consiste a construire le systéme d’équations
polynomiales pour un plan d’expérience donné (ici le départ est le plan et non pas
le modeéle). Autrement dit, pour une variété donnée D il faut trouver l'idéal I(D).

Lorsqu’on obtient I(D) la démarche peut étre menée par un logiciel permettant
d’obtenir une base de Grobner associée & I(D). Il n’y a pas unicité de la base car elle
est dépendante de I'ordre monomial introduit. Les deux ordres monomiaux les plus
courants sont le lexicographique et le lexicographique renversé (ordre sur les degrés
puis ordre lexicographique pour ordonner les monoémes de méme ordre). Ces deux
ordres sont appelés en Maple plex et tdex respectivement.

A partir de la base de Grébner on obtient I’ensemble de monémes qui composent
un modéle identifiable. Pour chaque polynome de la base de Grobner on sélectionne
le terme dominant selon I’ordre choisi. On construit alors ’ensemble des mon6mes
non-divisibles par l’ensemble de ces termes dominants. D’aprés les propriétés de
divisibilité des bases de Grobner il en résulte que tout modéle polynomial engendré
par ce dernier ensemble est un modéle identifiable pour le plan donné. Bien que
I’ensemble de monomes obtenu ne soit pas unique, sa taille est toujours égale a la
taille du plan donné.

Schéma de la méthode avec contraintes de mélange

Plan donné :
D

l

Systéme polynomial dont la solution est D :
P1:Oa P2:O7"'7Pk207
wi — 25 uy =0,
wy+wy+--+w,—1=0
Z:177p7 j:177QZ

l Logiciel

Ensemble maximal de mondmes identifiables,
obtenu a partir de la base de Grobner
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Exemple 1. Soit le systéme MoM de type A pour 2 CP a 2 CS chacun, le systéme
de contraintes est donc :

T11 +ZE12 =1
T21 +ZE22 =1

MOM—>{

et soit ¢ le réseau multiple de Scheffé suivant :
¢=1{2,2} x{2,2} = 2;; € {0, 3,1}

La matrice du plan donné & est :

— = =
o O O

o O
— =

pie O Rk O Ruk O ~
Wi ONI= e ONIE e o

[ [ [ )
DD [ | —
L

Représentation du plan & par le systéme d’équations polynomiales :

( ZEH(ZEH - 05)(1‘11 - ].) = 0
.Tlg(.flflg — 05)([[’12 — 1) 0
.Tgl(.flfgl — 05)(1’21 — 1) 0
1.25
.CEQQ(.CL"QQ — 0 5)([[’22 — 1) = 0 ( )
11 + T1g — 1 =0
Loy + Tog — 1 =0

\

Les monomes retenus (logiciel Maple 11) sont :

2 2 2 2 2 .2
1, @11, Xo2, T11%92, XYy, T39, T11T22, T11T39, L7113y

Sur cet exemple on remarque que le modéle obtenu est le modéle multiplicatif repa-
ramétré en remplacant les contraintes de sous-mélange.

De maniére générale, le réseau de Scheffe & = {q;,m1} x --- x {gp, mp} pour un
systéeme MoM de type A peut étre défini comme la solution du systéme polynomial :

vz:1a7p et J:1>qz

(r£) o

k=0 '
qi
1— E T = 0
Jj=1
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Nous avons utilisé ce type de plan afin d’illustrer la méthode. Mais un tel plan ne
revét pas un grand intérét pratique car les réseaux complets sont des plans de grande
taille. Nous cherchons plutot a construire I'idéal de certains sous-ensembles d’un plan
complet ou d'un plan donné quelconque de petite taille. Le probléme est donc ainsi
posé : est-il possible de trouver un systéme d’équations polynomiales qui ait comme
solution le plan donné? C’est la difficulté de cette méthode, ce théme appartient au
domaine de I’élimination et intersection d’idéaux traité dans le livre de Cox, Little
et O’Shea (1992) consacré a ce sujet.

Malgré la limitation associée a la représentation algébrique d’un plan quelconque,
cette méthode semble utile pour des situations pratiques ot le chercheur s’intéresse a
un ensemble spécifique d’expériences, c¢’est pourquoi nous avons considéré ce travail
de Pistone comme un recours pour des cas atypiques des mélanges a deux niveaux.

Exemple 2. Maintenant nous essayons de trouver l'idéal pour deux plans, & et &,
issus du réseau £ donné dans 'exemple précédant. Soient & et & les plans dont les
matrices sont les suivantes :

10(01
01|10 10|01
Dg=|01[01 |, Du=1|,/|;,

0133
01101

5510

Alors, I'idéal correspondant a la variété &; est le méme que celui du plan & avec le
polynome supplémentaire z11291, car les expériences de & sont celles retenues par
I’équation x1129; = 0.

Pour le plan &, il est possible de rajouter les équations z11212 = 0 et x990 = 0 au
systéme (1.25). Mais on remarque que &, est le réseau de Scheffé {2,1} x {2, 1}, donc
on peut lui associer l'idéal :

I(&) = {z11(x11 — 1), z12(x12 — 1), 221 (221 — 1), 222(222 — 1), 211 + 212 — 1,21 + 222 — 1}
Exemple 3. Considérons maintenant un systéme MoM de type A avec 2 CP tels

que ¢ = 3 et go = 2 CS. Pour le sous-mélange 1 (3 CS) on a des contraintes
supplémentaires sur les proportions :

T+ T2+ a3 =1

0.3 S 13 S 0.6

Ce sous-mélange correspond au polyédre P de la figure 1.4, les sommets numérotés
sur P sont :
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L2z
T
(0,1)

0.2

FiG. 1.4: Domaine expérimental pour les deur sous-mélange du systémes MoM de type A
dans l'exemple 3.

(1) (0.0,0.6,0.4)
(2) (0.1,0.6,0.3)
(3) (0.5,0.2,0.3)
(4) (0.5,0.1,0.4)
(5) (0.4,0.1,0.6)
(6) (0.0,0.4,0.6)

Pour le sous-mélange 2 il y aussi des contraintes supplémentaires :
To1 + Tog = 1

Ogl'gl §09
0.2 SZ’QQ S 1

Ici les sous-mélanges extrémes sont (0, 1) et (0.8,0.2) indiqués sur le simplexe Sy de
la figure 1.4.

Pour les mélanges ot z1; # 0, la matrice du plan est la suivante :

[ 0.1 0.6 0.3
0.5 0.2 0.3
0.5 0.1 04
0.4 0.1 0.6
0.1 06 03|08 0.2
0.5 02 03]0.8 0.2
0.5 0.1 04]0.8 0.2

| 0.4 0.1 06|08 0.2 ]

o O OO

1
1
1
1
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Le systéme polynomial associé est donc :

(11 — 0.1)(x11 — 0.4)(z1; — 0.5)
(212 — 0.1)(212 — 0.2) (212 — 0.6)
(213 — 0.3)(213 — 0.4) (213 — 0.6)
T2t (Z‘Ql - 08)

(ZEQQ - 02)(1’22 - 1)

T +x2 w13 — 1

Toy + T2 —1 =

|
cCoocococoo

La base de Grobner obtenue est la suivante :

132 — 121’22 + 20

To1 + Too — 10

$%3 - 7:[‘13 + 12

42 — 23[[‘12 - 10[[’13 + 51‘12@'13 + Z‘é
11 + w12 + 213 — 10

Les 8 mondmes non-divisibles par les termes dominants de la base sont :
1, x99, 13, To2T13, T12, T12T22, T13T12, T13T12T22

Alors, le modéle polynomial composé des 8 monomes est bien identifiable pour le
plan donné :

N = Bo + B1Taa + o1 + B3T20713 + Baz12 + BsT12T22 + BeT13T12 + BrT13T12T22
Exemple 4.

Pour cet exemple on sort du domaine des mélanges. Considérons la fraction réguliére
[ = 12 de résolution de II dont la matrice est :

1 1 1
1 1 -1
-1 -1 1
-1 -1 -1

Il n’est pas possible ici d’ajuster un modéle complet d’ordre un car la matrice du
modele n’est pas de plein rang pour ce plan.

Le systéme polynomial qui admet pour solution cette fraction est :

-1 =0
-1 =0
-1 =0
.fEl.CEQ—l =0

La base de Grobner pour ce systéme obtenue par le logiciel est :

3 —1
3 —1
T — T2
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On conserve dans cette base uniquement les termes dominants :

2 3
Xy, T2, Ty

Il en découle que les seuls mondmes non-divisibles par les 3 éléments retenus sont :
L, @y, x3, m123

En pratique les monomes non-divisibles sont obtenus par le logiciel, il y une com-
mande en Maple qui permet de les obtenir. En fait on utilise deux commandes, celle
qui donne la base de Grobner et celle qui a partir de la base renvoie I’ensemble de
monodme pour engendrer le modéle identifiable.

Voici un extrait des commandes utilisées :

with(Groebner)

F=|P, - Py

G := Basis(F, plex(zy, - ,x,) ) % Renvoie la base de Grobner
ns,rv := NormalSet (G, plex(xy,--+,x,)) % Renvoie I'ensemble de monémes
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Chapitre 2

Modéle et plan pour systéme MoM
de type A

Dans le premier chapitre nous avons remarqué que le modéle multiplicatif, proposé
par Lambrakis (1968) comme généralisation des modéles classiques pour mélanges,
pose un probléme de taille lorsque le nombre de composants est élevé.

Dans ce chapitre nous proposons un modéle alternatif a celui de Lambrakis pour des
systémes MoM de type A. Il s’agit d’'un modéle polynomial de degré un, dit modéle
additif, qui est notamment plus petit. Ce modéle n’est pas identifiable en raison des
contraintes liant les proportions, il est donc nécessaire d’imposer des restrictions sur
les paramétres du modéle afin d’estimer les effets des composants secondaires. Ce
modéle additif peut ainsi étre considéré comme une adaptation du modéle de Cox
aux systémes a sous-mélanges multiples.

En ce qui concerne les plans, nous introduisons d’abord des fractions réguliéres
construites & partir du réseaux multiples de Scheffé de premier ordre, ce sont des
expériences correspondant aux sous-mélanges purs. Ce type de plan est analogue
a ceux utilisés pour des facteurs qualitatifs car les composants secondaires n’appa-
raissent qu’en proportions 0 et 1. On peut donc utiliser des méthodes classiques sur
ce domaine afin d’obtenir des fractions de bonne taille en gardant les propriétés du
réseau complet, telles que 'orthogonalité.

L’orthogonalité dans un sens strict conditionne inutilement les expériences a étre
issues de sous-mélanges purs. Une propriété plus faible est adoptée ici afin d’inclure
dans ce type de plan des sous-mélanges contenant au moins deux ingrédients a pro-
portions positives. Cette propriété moins forte garantit aussi des estimateurs non
corrélés pour les paramétres du modéle additif sous contraintes paramétriques.

Un deuxiéme type de plan est envisagé de facon a obtenir sa taille égale au nombre
de composants secondaires. A la différence du réseau multiple d’ordre un, ici, chaque
expérience est composée des sous-mélanges équilibrés et d’'un unique sous-mélange
pur. La construction de tel plan, appelé plan centroide est trés simple et toujours
possible. De plus, il garde les propriétés d’orthogonalité faible et d’équilibre que nous
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allons décrire au début du chapitre.

Pour une estimation d’effets croisés entre CS appartenant au méme CP, nous utili-
sons un polynéme d’ordre deux estimé sur un plan centroide étendu. Ce modéle est
identifiable sous les mémes contraintes paramétriques que celles du modéle additif, il
n’est donc pas nécessaire de rajouter des contraintes sur les parameétres associés aux
termes croisés.

Les plans et les modéles proposés dans ce chapitre sont concus pour rendre viable
I’expérimentation avec un nombre élevé de composants, c’est pourquoi on n’a consi-
déré que des polynomes d’ordre un et deux ainsi que des plans de petite taille.

2.1 Modéle additifs

Soit le systéme MoM de type A avec p composants principaux et ¢ = ¢; + -+ + ¢,
composants secondaires, ol g; est le nombre de CS associés au i-éme CP pour tout i =
1,---,p. La loi de réponse que nous considérons afin d’estimer les effets individuels
des CS est le polynome usuel d’ordre un :

q1 dp
N= ot Y o Y aymy, (2.1)
j=1 j=1
Si D = [Dy|Ds|---|D,) est la matrice d’'un plan de taille n dans le domaine expéri-

mental du systéme MoM de type A et Y le vecteur des observations associées a ce
plan, le modéle (2.1), appelé modéle additif, est représenté matriciellement par :

E(Y) = 1,00 + D1oy + - - + Dy, (2:2)
ou a; = (Oéﬂ, e ,Oéz‘qi)/ et les lignes du bloc D; € R"*% correspondent & des sous-
mélanges des CS associés au i-éme CP, pour tout ¢ =1,--- | p.

Notations

Soient k=1,---,n, i=1,2,--- ,pet 7=1,2,--- ¢,.

(k)

Pour la sous-matrice D; = [xij ] , k indique la ligne et j la colonne de la composante

ng) Autrement dit, xz(f) est la proportion du composant secondaire j, liée au i-éme
CP, dans la k-iéme expérience.
Pour D; = [d;] - - - |dig,], dij est le j-éme vecteur colonne de la matrice D;.

Pour les paramétres : a = (o, -+ , @) et f = (a,, o).

2.1.1 Identifiabilité du modéle additif
La matrice X du modéle additif comporte (¢ + 1) colonnes, elle a la forme suivante :

X = [LDi|Da] - |D,)
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A cause des contraintes de mélange (1.23), on a
Vi=1,--,petk=1---.n

a4+ tal, =1 = Dil, =1, = Iml, C ImD;, (2.3)

par conséquent le rang de la matrice X est inférieur ou égal & ¢ + 1 — p et le modéle
n’est pas identifiable.

Définition 2.1 On appelle plan régulier, pour le modeéle additif, tout plan de taille
n>q—p-+1 dont la matrice D est de rang mazximal, c’est-a-dire,

gD =qg—p+1. (2.4)

Remarque 2.1 Un plan est régulier pour le modéle additif si et seulement si sa
matrice satisfait sitmultanément les conditions :

Vi # jdans {1,--- ,p}
rgD; = ¢ (2.5)
ImD; NImD; = Im1,, (2.6)

Remarque 2.2 Les deuz conditions de régularité, (2.5) et (2.6), sont équivalentes
auz conditions :

Vi#j dans {1, ,p}
Di]lqi == ﬂn
rg [Di|Dj] = ¢ +q; — 1 (2.7)
Ainsi un plan dans le domaine expérimental d’un systeme MoM de type A est régulier

si et seulement si la condition (2.7) est satisfaite.

Exemple. Il est évident que la seule condition (2.5) ne garantit pas la régularité du
plan. Si 'on considére un systéme ou ¢; =7 > 2 et D; = A pour tout i = 1,--- ,p,
avec rgA = r, on conclut que le plan n’est pas régulier car rgD =r < pr —p+1 si
p =2

La seule condition (2.6) ne garantit pas non plus la régularité. Soient p = 4, ¢; =
q2 = q3 = 2 et g4 = 4, pour le plan de taille n = 8 dont la matrice est la suivante :

[10]10[10[350350
10(10({01]03503
10{01(10[35003

11

DUDaIDAD = | Y |V g| 1 0|2 110
01{10{01]|03 77
01{01{10|F%350

[ 0101|101 |5503 |
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On vérifie que ImD; N ImDy; = ImD; N ImD3 = ImDy; N ImD3 = Imlg tout
simplement parce que {d;;,d;,} est libre V i # [ dans {1,2,3} et j,h € {1,2}.
Or, soit {vy,vs,v3} une base de ImDy, avec v; = 1g, v, = (0,2,0,2,1,2,1,2) et
vz = (0,0,-2,2,0,1,1,0)", puisque {vy,vy,v3,d;;} est libre Vi =1,2,3 et j = 1,2,
alors ImDy N ImD; = Im1yg, Vi = 1,2,3. On constate donc que la condition (2.6) ne
suffit pas car rgD =6 < 10 —4 + 1.

2.1.2 Contraintes d’identification

Dans le but de rendre le modéle additif identifiable, nous allons introduire des
contraintes linéaires sur les parameétres.

Soit [Dy|- - - |D,] la matrice d’un plan régulier. Ainsi rgX = g—p+1 et par conséquent
N(X) = dim(ker X') = p. Si (vy,v1,- -+ ,v,) € ker X avec v; € R'*% | alors,

]lnvo+D1v'1+---—|—Dp'u;:0

d’ot, aprés la restriction de sous-mélange (2.3), on obtient aisément p solutions du
systéme homogéne ci-dessus :

Vk=1,---,p

v, = —1

Vi = ]l;k

v; = 0, Vi#k

Ces solutions sont rangées par colonnes dans la matrice A d’ordre (¢ + 1) x p :

-1
A= |: dlag (1(117 p : 71%) :| (28)

Les colonnes de la matrice A forment une base du ker X car
A'A=diag(qu,--,q) +J

et, aprés le lemme 1.7, la matrice A A est inversible, d’ou
rgA =rg [A/A] =p.

Alinsi,
vekerX & v=Az, z€R?

On cherche une matrice C' € RP*(@+1 telles que ker X Nker C' = {0}, ce qui équivaut
a ’affirmation suivante :

Cv=CAz=0 & z2=0

Cela implique que la matrice carrée C A doit étre inversible. On considére donc la
matrice C' = [0,|C] ou C' = diag(cy,- -, ¢,) avec ¢; € R™% pour tout i = 1,--- , p.
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La matrice diagonale CA = diag (clﬂql, e ,cp]lqp) est inversible si et seulement si
cl, #0 Vi=1,---,p (2.9)

On s’intéresse en particulier a des points ¢; correspondant aux sous-mélanges des
CS du i-éme CP, c’est-a-dire ¢; € S,,. Dans ce cas la condition (2.9) est satisfaite
puisque ¢;1, = 1.

Pour une matrice C ainsi choisie et d’aprés la proposition 1.3 on a le résultat suivant :

Proposition 2.1 Soit D = [D:|---|D,] la matrice d’un plan régulier pour le modéle
additif du systéeme MoM de type A et C = [0|diag(cy,- - ,¢,)] une matrice de taille
px(¢g+1) ot c; € R et ¢; € Sy, pour tout i =1,--- ,p. Alors, la matrice

3] = [t

est de plein rang. Autrement dit, la matrice

X1 1x1 ., i n | 1,D
{E} {E} =X X+0C= {D/]ln | D'D + diag (cyc1,- -, c,cp)

est inversible.

Les contraintes C3 = 0, ot 3 est le vecteur de parameétres du modeéle surparamétré
(2.2), sont appelés contraintes d’identification pour ce modéle, dés lors que

ker C @ ker X = R9t!

Pour une matrice C' = diag (cy, - - - , ¢,), avec les sous-mélanges ¢; correspondant aux
. . N . ’ . . . .
centroides des simplexes S, c’est-a-dire ¢; = %]1 4 les contraintes d’identification
K2

C8 = 0 sont équivalentes aux contraintes oy + - - - + Qg = 0 pour tout e =1,--- , p.

Outre l'identification du modéle (2.2), les contraintes du type c;a; = 0, avec ¢;
un sous-mélange, donne un sens a l'interprétation des parameétres que 1’on explique
maintenant.

2.1.3 Interprétation des parameétres

Pour un plan régulier nous appelons contraintes d’identification classiques celles
liées aux centroides :
1= ]-7 27 P

qi
> ;=0 (2.10)
j=1
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Concernant les contraintes ci-dessus, il vient :

. 1 ! 1 ’
o six=(=-1_,---,=-1
_ _ q1 qu? P gp Ty
Q, + Qi st @ =|er,lg,- -1,

et le paramétre «, peut avoir une interprétation similaire a celle du paragraphe 1.4.7,
sur le modéle de Cox.

. o N 1 , , 1 .
Sic=(c1, - ,¢py), ol ¢; = E]lqw alors le mélange de mélanges € est le centroide
de S, et n(%c) = a, en raison des contraintes d’identification. On appelle ¢ mélange
neutre dans le sens que la on obtient une réponse moyenne «,.
On souligne qu’un mélange de S, est neutre en fonction des contraintes d’identifica-
tion

diag(cy,--- ,¢) =0
ou ¢; est un sous-mélange pouvant étre différent au centroide de S, .
Lorsqu’on se déplace du point ¢ au point € = (¢1,- -, Ct—1,V, Cry1,- -, Cp), aAVEC

v € 5, la surface de réponse sous contraintes paramétriques ne dépend que des CS
liés au k-éme CP :

!

77(33) =a,+ (akla T 7ak'qk)v

Si v = ej, avec e; € B, , la réponse dépend de 'unique CS impliqué dans le sous-
mélange associé au k-éme CP :

n(x) = o, + o

Sous-mélanges sur des points axiaux

Soit x(e;) le point obtenu aprés avoir remplacé ¢ par e; dans le mélange neutre et
x(t) € Conv [e, z(e;)]. Sil'on remplace x(¢) dans la réponse, on obtient :

U(X(t)) = Q, + tay;

D’ou on peut interpréter le parameétre a; comme le taux de variation pour des
changement dans la proportion zy; sur la direction Conv [c, z(e;)], avec e; € B, .

Remarque : Le sens pratique d’'un mélange neutre consiste a supposer deés le départ
que la propriété que I’on modélise a une réponse moyenne de valeur «, en ce point.
Ainsi, on détermine les contraintes d’identification pour le modéle linéaire en fonction
de cette hypothése la.

2.2 Plan orthogonal-équilibré (OE)
Notre premier objectif consiste a chercher des plans de facon a ce que la matrice

d’information ait des bonnes propriétés pour le modéle additif sous les contraintes
d’identification.
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Définition 2.2 On dit qu’un plan pour le systeme MoM de type A est orthogonal-
équilibré si sa matrice, D = [Dy|---|D,)|, satisfait :

V1<i<j<p

D,D; = a;l, + b.J,, a; >0 (2.11)
D;D; = ¢ijdyq, (2.12)
La condition (2.11) est appelée orthogonalité et (2.12) équilibre.

On dit que les couples (a;,b;) sont les coefficients d’orthogonalité et les c;j sont les
coefficients d’équilibre.

Définition 2.3 On dit qu’un plan est strictement orthogonal st b; = 0 pour tout
i=1,---,pen (2.11).

La condition a; > 0 fait partie de la définition d’un plan orthogonal-équilibré en
(2.11) puisque si a; = 0 alors rgD; = rgD;D; = 1 et évidemment le plan n’est pas
régulier. Or, & priori la condition a; > 0 ne suffirait pas pour assurer la régularité
car il faut que ImD; N ImD; = Im1,, pour tout ¢ # j dans {1,---,p}. Cependant,
nous allons montrer que ’ensemble des conditions imposées dans la définition de
plan orthogonal-équilibré sont suffisamment rigoureuses pour assurer la régularité
du plan. Des valeurs négatives pour les coefficients (a;, b;) et ¢;; ne sont pas possibles
car les composantes de la matrice D sont des proportions de mélanges.

Proposition 2.2 Soit D; une matrice de sous-mélanges, alors,
D,D; =al, +bJ, = D1, = (a+gb],

Démonstration.
Comme D; est une matrice de sous-mélanges, alors D;1, = 1, et le résultat est
immédiat apres les calculs suivants :

(D;Di> Ly, = D; (Dily,) = Dgﬂn
(D;Dl> llqi = (anz' + quz) ]lqi = a]lqi +b (Qi]lqz') = (& + Qib)]lqz'
Alinsi, pour tout plan orthogonal la condition :

D1, = (este)1, (2.13)

est satisfaite. ¢

Remarque : Cette proposition est trés utile car 'on peut aisément écarter un plan
non orthogonal dés que la condition (2.13) n’est pas satisfaite pour un bloc quel-
conque de la matrice D.

Contre-exemples
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1) L’équilibre n’implique pas nécessairement 1’orthogonalité.
Soit D la matrice d’un plan régulier pour p =2, ¢y =3 et ¢o = 2 :

02 03 051 1

05 0.1 041 1
D=[DiDy)=|03 06 011 1

11 1] )

¢33

s 3 3|01

Ce plan est équilibré car D;DQ = %J&Q mais il n’est pas orthogonal puisque la matrice

0.6022 0.5122 0.5522
DDy = | 0.5122 0.6822 0.4722
0.5522 0.4722 0.6422

n’a pas la forme al + 0J.

2) La réciproque de la proposition 2.2 n’est pas vraie : (2.13) # (2.11).
Soit un plan régulier dont la matrice D contient le bloc D; donné ci-dessus. On a
]1ng = g(l, 1,1), alors qu’il a été vérifié qu’un tel plan ne peut étre orthogonal.

Maintenant nous montrons que ’orthogonalité et 1’équilibre d'un plan entrainent sa
régularité. Avant nous rappelons ce résultat connue d’algébre matricielle (voir Laub
2005) :

Lemme 2.1 Soit A € R™" une matrice symétrique de valeurs propres Ai,--- , Ay.
Alors, les vecteurs propres de A, vy,--- ,v,, forment une base orthonormale de R".
De plus, si T = [v1] -+ |v.], on a :

T'AT = diag(Ay, -+, ). (2.14)

La factorisation de la matrice A, A = T'diag(Ay, -+, \)T" = > "1, A\iviv;, déduite
de (2.14), est connue comme décomposition spectrale. Elle est importante par ses
implications sur la trace et le déterminant d’un matrice symétrique (car T’ =T K

Al = A1+ A\ et Trace(A) = A+ -+ A\,

Un autre résultat important est celle lié au rang d’une matrice symétrique A, car par
la décomposition spectrale de A on obtient le rang de A :

rgA = rg[Tdiag(Ay, - -, A\)T'] = rg [diag( A1, - -, A)] (2.15)
d’ott rgA est égal au nombre de valeurs propres non-nulles.

Théoréme 2.1 Tout plan orthogonal-équilibré est régulier. De plus, les coefficients
d’orthogonalité et d’équilibre ont la propriété suivante :
n

a; +qib; = q— (Egalité de symétrie )
(2
n -
Cij = (Egalité d’équilibre )
4;q;
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ot n est la taille du plan et q; est le nombre de CS du i-éme CP, pour tout i # j
dans {1,--- ,p}.

Démonstration.
Tout d’abord on vérifie les deux égalités.
Soit [Dy|- - -|D,] la matrice d’un plan orthogonal-équilibré avec coefficients (a;, b;) et
cij, alors : ,
D;Dj = ¢ijJy;.q

545 dg = <DiDj) D;D; = ¢;jJy,nDi = cij (a; + qibi) Iy,
—_———
Prop. 2.2
On obtient ainsi I’égalité liant les coefficients a;, b; et ¢;; :
1
qj
De la méme facon on obtient c;;, mais c¢j; = ¢;;, par conséquent

1 1
—(a; + ¢;b)) = p (@i + qibi)

qi J

(aj + q;b;) q;
q;

= a; + ¢;b;
Or,

(aj + 4;05) @ = (a; + q;b;) 1y 1y, = (1, D)1y, = 1,(D;1,) = 1,1, = n

n

d’ou I’égalité de symétrie c=ait ¢;b;. On remplace a; + ¢;b; par g dans (2.16) et
'on obtient I’égalité d’équilibre ¢;; = ﬁ.
iqj

Pour montrer la régularité du plan on vérifie la condition de la remarque 2.2, c’est-
a-dire, pour A = [D;|D;], on doit vérifier que rgA =1gA’A=¢q¢;+¢; —1,Vi#j:

A’A:{A% B }:{D;Di D;Dj]

B A, D;D; D;D;

En remplagant les coefficients d’orthogonalité et d’équilibre selon les deux égalités

obtenues, on a B = qiiqj‘]%% et Ay = <i — qkbk) I, + bypJy,, pour k =1, 2. Aprés

quelques opérations des lignes et des colonnes de la matrice A’ A on obtient la matrice

symétrique F :

o { f(‘)l /21)2 } Con A= (2ogh) 1+ (b 2) (2.17)

Les opérations pour obtenir £ sont les suivantes :
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fi— o X fr e fi pourleslignes [=1+4q;,--+ g+

LY g 2, 148 = [E e,

qj =1

d’ot 'on obtient la matrice symétrique A, :
- n
A2 - AQ — ?Jq

J
J

On a alors la matrice { } a laquelle on applique les opérations de colonnes

1
0 A
suivantes :

gl_qij & gr+— g pourles colonnes | =1+¢;, - - ,q +q;

Ces opérations ne modifient pas la matrice A, et on obtient la matrice symétrique
E de (2.17).

On calcule maintenant les valeurs propres de la matrice F,
|E— AL i+¢]j| = A1 = Ay [[ Az — /\]qj|

Cela équivaut a calculer les valeurs propres de A; et A,.

Voici les valeurs propres d’apreés le lemme 1.6 :

i—1
L%—A@::Kg—%@—A)@+@Ji:(g—%@—Af (2-2) =0
)\1 == qﬂ - quZ = a; > 0 (de multiplicité q; — ].)
—
No=12 40

qi

ity = (2 =) 1+ (5 3= 0 -

J

g;—1 n n n qi—1
(qﬂj—quj—)\> [q—j—qa'bj—)”r(bj—q—]z)%}:—)\<q—j—qa'bj—)\> =0
/\3 = % - quj = aj >0 (de multiplicité q; — 1)
—
A =0

La matrice E/ a donc une seule valeur propre égale a zéro, comme elle est symétrique
on conclut d’aprés 2.15 que pour tout i # j

rg[D;|D;] = rgA/A =rgF =q; +q; — 1

et par conséquent tout plan orthogonal-équilibré est régulier. ¢
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2.3 Estimation des paramétres du modéle additif

Soit D = [Dy|---|D,] la matrice d’'un plan orthogonal-équilibré et Cax = 0 les
contraintes d’identification classiques (2.10). On effectue dans ce paragraphe tous les
calculs concernant ’estimation des moindres carrés des paramétres du modéle additif
pour ce type plan.

2.3.1 Matrice d’information

Dans le chapitre 1 a été définie la matrice d’information comme la matrice des coeffi-
cient du systéme d’équations normales, X’ X . Lorsqu’on a des contraintes d’identifica-
tion en raison de la singularité de cette matrice, on appellera matrice d’information la
matrice permettant d’estimer de facon unique les paramétres. D’apreés la proposition
1.3, cette matrice est la suivante :

X'X+CC

ot C est la matrice des contraintes d’identification.

Si C' = diag (1,,, -~ ,1,,) et C =1[0|C], on a:
= = 0 | 0,
C'C = 4 2.18
Oq ‘ dlag (Jtha o anp) ( )

1, |
/ D1
XX = |77 | [LalDa]---|Dy]
Dp n
[n|1,D, |1, D, 1,D, ]
DD, | DDy |--- | DD,
X'X = DyDs | --- | DyD,
Sym :
I D,D, |
Si[Dy]---|D,] est la matrice d’un plan orthogonal-équilibré, la matrice d’information
pour le modele additif est la suivante :
n (a1 + qlbl)]l:h (az + qug)]I;2 e (ap + qpbp)]l;p
a1lg, + (1 +b1)Jg, c12J41,40 "' c1pJa1.0
X'X4+C'C= aglg, + (1 +b2)Jg, | --- CapJys.q (2.19)

Sym

CLpqu + (1 + bP)J(Ip
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D’aprés la proposition 2.1 la matrice X’ X +C'C est inversible car le plan est régulier.

D’autre part la proposition 1.3 assure I’existence d’un unique estimateur des moindres
carrés du modeéle additif, donné par 3 = (X'X +C'C)"'X'Y, qui peut étre obtenu
en pratique par la mise en place d’une factorisation de (X’X + C'C)~! basée sur
ker X et ker C.

2.3.2 Factorisation de 'inverse de la matrice d’information

Afin de chercher une expression explicite de la matrice (X'X + C'C)™', quelques
calculs préalables sont effectués.

Lemme 2.2 Pour a et b non nuls, on a le résultat suivant :

b ‘ —al’ N L ‘ Lq’
M = r—1 — M 1 _ rb rb—r—1
|: b]lrfl ‘ @Irfl :| |: _iﬂrfl ‘ éjrfl - i']rfl
De plus,
|M| = rba"*
Démonstration.

Soit M = M; M, une factorisation comme celle de (1.2) dans la démonstration du
lemme 1.5 :

/

[ 1 o, b | —al,
M= [ 11| [y ] et M, = 0p—1 ‘ al,_1+aJ,_1

Comme |M;| = 1 et |My| = blal,_1 + aJ,_1] = ba"'r # 0 car a # 0 et b # 0, les
matrices M; et M, sont inversibles donc la matrice M l'est aussi. Son déterminant

est :
|M| = |M,||Ms| = rba"*

La matrice M; ! est obtenue directement, on peut vérifier aisément que

. 1 |0,
Ml |: _]lr—l ‘ Ir—l :|

Pour obtenir M, on résout le systéme { "z 11/)[/ } My =1, avec z € R, v,z € R"!
et W e RU—Dx(r=1)

br =1

—axl, | +v (al,_y +ad._) =0,_,

zb = 07‘—1

—azl,_ |+ W(al,_y +aJ,_1) =1,
On déduit directement que z = % et z =0, d'ou :

(a[r_l + CLJr_l) v = %]lr—l
w (&Irfl + &Jrfl) = dp—1
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D’aprés le lemme 1.6, W = (al,_1 + aJ,__l)f1 = %Ir_l — r_la‘]r—l’ on obtient ainsi que
v=¢Wl, 4, dou:
1 ‘ 11
Myt = S S
Or—l ‘ E]r—l - _Jr—l

ra

On a donc l'inverse de M, M~ = M, ' M; ", qui est indiquée dans 1’énoncé. o

Matrice des noyaux

Nous allons définir deux matrices, notées Bs et Bx, de fagon a ce que les colonnes
de B forment une pase de ker C' et les colonnes de Bx forment une base de ker X.
Alors, ImBg = ker C' et InBx = ker X.

La matrice Bx a déja été obtenue dans (2.8) :

-1
b= { diag (]lqn - >ﬂqp> ]

Pour CfB = 0 les contraintes d’identification classiques, on construit une base de
ker C :

Bs = { ! - Og—p ]
04 ‘ diag (A1, -+, Ap)
avec A; € Rex(@—1) pour tout ¢ =1,---,p.

Comme ¢; = 1, dans la matrice C = [0,|diag(cy, - - - ,¢,)], alors il faut chercher une
sous-matrice A; de fagon a ce que le produit ]l;iAl- soit nul afin d’assurer la condition
C'Bcn =0.

Une matrice vérifiant la propriété souhaitée est la suivante :

-1
Ai — gi—1
[ qu'*l ]

Pour que les ¢—p+1 colonnes de B forment une base, il suffit de vérifier que rgA; =

¢; — 1 pour tout ¢ = 1,--- , p, mais évidemment rg { _]]1‘11;1 } =1gly,_1=q —1

qi—
Définition 2.4 Soit X la matrice du modéle additif pour un plan régulier. On appelle
matrice des noyauz du modele sous les contraintes d’identification classiques C3 = 0,
la matrice d’ordre (¢ + 1) x (¢ + 1) donnée par B = [Bg|Bx], ot les colonnes de
B € RO+ forment une base de ker C' et les colonnes de Bx € R+)x»
forment une base de ker X.

Pour les matrices B et Bx construites précédemment, la matrices des noyaux est
la suivante :
’

_]lp

|
TN SN 25 e

B =[BelBx] = |,
q




Cette matrice particuliere est la matrice des noyaux que nous utilisons pour la fac-
torisation de (X'X + C'C)~! proposée dans I’énoncé suivant :

Théoréme 2.2 Soit X € R™ @D [g matrice du modéle additif pour un plan orthogonal-
équilibré avec coefficients d’orthogonalité (a;,b;) pour i =1---  p. Soit C e Rpx(at])

la matrice des contraintes classiques d’identification. Alors, 'tnverse de la matrice
d’information est factorisable de la facon suivante :

(X’X n é'é)_l — BPG'L

Avec,
B : matrice des noyaux,
P : matrice de permutation,

G = diag(n, My, --- , M,) ou M,; = [ di

qiﬂ%’—l‘ ailg;—1
tlo, 1 .. Lo
L_ {T%} ot __|:q_1]1(I1 -

1y, ].
Démonstration. o
Pour toute matrice A, ker A = ker(A’A). Il vient donc que X’X By =0 et C'CBg =
0. Ainsi,

!
‘ _aiﬂqz‘*l

:| ’ vj:l?"'aP:

<X/X + é’é) B = (X'X + é/é) [Bz|Bx]
= [X/XBC*‘anLLp] + [Oq+1,q—p+1|é/éBX
— [X'XB|C'CBy|
Dans (2.18) et (2.19) on a fait les calculs de la matrice d’information pour un plan

orthogonal-équilibré, d’ou :
(XX +CC) B =

’

P

n | 0, I 0
(a1 +qib1) 1y,

(2.20)

: . Ty -
diag (a1 [ Iq1111:| ey |:T11:|) diag (qlllql,... ,qpllqp)
(ap + gpbp) 14,

Tous les coefficients d’équilibre, ¢;;, ont disparu de la matrice obtenue ci-dessus. On
effectue ¢ opérations élémentaires de lignes sur cette matrice 1a, a savoir :

I - (m) s

n

pour k=1,--- ,petm:1+Zf:_11qi,--- ,Zleqi.
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Soit L la matrice associée a ces opérations élémentaires, elle est ainsi d’apres 1’égalité
de symétrie :

1 ‘ 0; 1 0,
— (a1+tI1bl) 1 _ (L) 1
n q1 q1 q1
L = . = 2.21
: Iy : I, ( )
ap+qpbp
- < +7;1 ) ]l‘IP - <é> ]lqp

La différence entre les matrices <X/X + C”C’) Bet L <X’X + é/é’) B se trouve sur

les composantes de leur premiére colonne car on a effectué les opérations élémentaires
de lignes pour n’avoir que des composantes nulles au dessous du pivot n. Ainsi,

- ’ ’ -

n 0, _, 0, 0 |---] o
-1
s Og, | a1 #1711 0g1,4,—1 @lg |- 0q,
L (X'X T c’c) B=
0 TR [ 1
i qp “ e e ap qu—71 qp e qp qp |

On a écrit la matrice L <X’X + C”C’) B en détail afin de montrer qu’il existe une

permutation de ses colonnes conduisant a une matrice G diagonale par bloc. Si P
est la matrice associée a cette permutation, alors,

L (X/X + C*’C*) BP =G

ou
G = diag (n, My, -+, M,) (2.22)
avec )
Mi = |: & ‘ _aiﬂqi_l :|
qily, 1 ‘ aily, 1

pour tout ¢ =1,--- ,p.

Le lemme 2.2 permet d’obtenir M; ', d’oul

S )
G = diag (ﬁ’Mll’“' M, 1) (2.23)
avec
1 1 q/
M = z | 2 la
aiqi - 41 | @ 76—l T gg; Y i1
Or,

L <X’X n é’é) BPG ' =1 = <X’X v (3’(3) BPG ' = L' =
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-1 -1

~ BPG ' = (X'X n é’é)

On a donc montré le résultat. ¢

L= (X’X+é’(§) — BPG'L

Cette factorisation permet d’obtenir aisément le déterminant de la matrice d’infor-
mation ainsi que les estimateurs des moindres carré du modéle additif pour un plan

orthogonal-équilibré.

Corollaire 2.1 Soit X la matrice du modeéle additif sous les contraintes d’identifi-
cation classiques C 8 = 0 pour un plan orthogonal-équilibré. Soient (ai, b;) les couples
de coefficients d’orthogonalité, n la taille du plan et q; le nombre de composants

secondaires du i-éme composant principal, pour i = 1,--- ,p. Alors,

p
IX'X +C'Cl= nH gali~!

i=1
Démonstration.
(XX + é’é)l —BPGL — (XX 0= 9
|BP|L]
Les matrice L et D, obtenues en (2.21) et (2.22 ) respectivement, satisfont

L] =1
|G| = n|M|---|M,]
ou
‘M‘—qQ gi—1 Vi=1,---,p

d’apreés le lemme 2.2.

La matrice des noyaux, aprés la permutation des colonnes, est la suivante :

1‘—61—61+ T Cltqittgp ]
BPZ 'fh q1 dp—1
{ 0g | diag (Ny, -+, N,)

Avec,
ek €By VE€{0,q1,02,+ ,qa— g}, 00 g =30, 4
et Vi=1,---,p

!

— ! ‘ g
Ni a |: ]1%'*1 ‘ [qiq,1 :| Lenﬁ?Z.Q

p
|Ni| = ¢ = |BP| = qu‘
Le résultat est ainsi obtenu :

o 2 Qz
‘X/X—‘—C/O‘ Hz lqlqz _anl qi—
=1 11

<

(2.24)

On remarque de la matrice d’information ne dépend pas des coefficients c;;, donc le

déterminant non plus.
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2.3.3 Estimateurs des moindres carrés

A Daide de la factorisation BPG™ 1L les formules des estimateurs des moindres carrés
pour le modéle additif sont obtenues, puis on détermine quels sont les plans ou la
variance de ces estimateurs est minimale.

Proposition 2.3 Soit D = [D|-- - |D,| la matrice d’un plan orthogonal-équilibré de
taille n, avec coefficients d’orthogonalité (a;,b;) pour tout i = 1,--- ,p. Les estima-
teurs des moindres carrés du modeéle additif pour ce plan, sous contraintes d’identi-
fication classiques, sont donnés par :

1., —
& = —-1LY=Y
n
~ 1 ’ n —
a, = —D)Y — Y1, , Vi=1, , D
a; a;q;
Démonstration.
Si 5= (ao, Oy, ,dp> est 'estimateur des moindres carrés du parameétre 5 dans
le modéle additif, alors :
L,
R N R !
f= (X/X n c’c) XY« 3=BPG'L| |y
Dp

Soit B, = BP. On effectue le produit matriciel B,G~'L ot les matrices concernées
sont celles de (2.21), (2.23) et (2.24) :

_ 1| z 1 0, 1[0
B 1L: n q q
@ = [ g, ey ) [ ey ] o1
[ (a1+blq1)]lq1
avec 2 = — (1,07, 1, 1,00, ) et v =—1 ;

q1—1 qp—1

i (ap + bygp) 1Ly,

La matrice B,G 1L est symétrique puisqu’elle est U'inverse de X' X + C'C. Alors,

-1 o a ‘ U),
Bk = {w | diag (N M ', -+, N, M, ") ] (2.25)
Or,
_ 1| -1, 4 ‘ L1
7 7 ]]‘Qi_l ‘ qu'—l [ —%qz qi—1 ‘ aizlqz_l — #ql gi—1 a; "9 qf aiqi qi
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[ 1|0q—1]M ' _éﬂ:}i’

N (Ao baLa] = i ba) (£ + % - 8) 1, = — (222 1,

D’ou :
R -1 . -1y — |19 ... |1’
w —Zdl%}ug(]\/[1 o, M )— [qlllql qgﬂqp]-
L’inverse de la matrice X’X + C'C est donc :
— 1 ! 1 ! —
a q%]lq1 Z 1,
L1+ (F = ) Ju |0 0
_ a1 A1 2 a q1 q1,9—q1—qp q1,9p
BPG 1L _ 1 q1 191
Og—g1—gp.ap
1 1 1
L Sym ap qu - ‘I;Q; apqp ar |

Il reste & déterminer la valeur de « :
(ay + bigi)1,,

1 , 1 1 / 1 111, 1
a= —‘w o ZE—va:E%—E ?]lq1 X q2]lqp :
n 1
P (ap +bpap) Ly,
i + big;
0 = - _ZCL+ i i
1 pi a; + b;q
0 - zq( )
1 )
a = Z p° (Egalité de symétrie)

i=1 Z

Soit {; la premiére ligne de la matrice BPG~'L, on a donc que
"1
( P35 )Y
i=1 qz =1 4

’ , ’ ’ ’ ’
Comme les colonnes de D; sont des sous-mélanges, alors 1, D; =1, et J,,D; = Jy, .
Par conséquent :

/ 1 /
LX =-1,
n
Or,
L,
’ Ll
BPG'LX = (2.26)

LP
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Avec,

1. J1 11 SR NI
L; = —— 1,1, + |:_qu' + <_2 - —) qu':| D;=—D; — Joim
q a; q; a;q; a; a;q;
Ainsi,
1 —
G, =—1Y =Y
n
et Vi=1,---,p,
. 1 1
O = _DiY - —qunY
Q; Qiq;

Comme J,, ,,Y = (1,,Y)1,, = nd,1, on arrive au résultat. ¢

2.3.4 Espérance et dispersion des estimateurs

Sous les hypothése du modele de Gauss-Markov (E(Y) = X3 et V(Y) = ¢I), on
obtient l'espérance et la matrice de dispersion de I'estimateur des moindres carrés
du paramétre .

Espérance
On vérifie en général que les estimateurs de moindres carrés sont sans biais.
D’une part,
N
E@f) = E {(X/X + C’c) X/Y}
N
- (X’X + 0’0) X'E(Y)
N
- (X/X + c’c) X'X8,
d’autre part,
Ch=0 — C'CHR=0 —> <X’X + é’é) 3= X'X8,

alors E(3) = .

Matrice de variance-covariance

V(3) =V {(X’X + é’é) B X’Y} - (X'X + é’é) “xrx (X’X + é’é) T 02— A AR

La matrice A a été déja calculée en (2.26) pour un plan orthogonal-équilibré :

A=X (X/X + é’é)l = [11,|Ly|---|L))

_ 1y _ 1
avec Ly = -D; — Jg n-
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Pour obtenir A’A il faut déterminer les sous-matrices LiIL;Z et LiL;C pour 1 <i<k<
D

" An'np __2 1 _n_
L,L, = a? D, D; Za Di‘]mqi + aqu‘] ;
L,L, = +DD,———D.J,, ———J, ,Dj +—"—J
vk aiar R T Gaggr 10 T qagg; Y4k T Giaggigy U 00k

D’apres les égalités de symétrie et d’équilibre :

D;Dk = Ciqu

Bk ﬁ‘]%%
D;Jn,qi = JunDi = (ai+big)J, = %qu
on obtient que LiL; = %Iqi - a_iq,qu et LZ-L; = 0g,.q1-

D’ailleurs, %Li]l;l =0y, et #]l;lﬂn = %, d’on la matrice A’A est diagonale par bloc :

V(B) = odiag (L (1 — Edu| o = ) (2.27)
On a ainsi le résultat suivant :

Proposition 2.4 Soit (G,, &, -, &) le vecteur des estimateurs des paramétres du
modéle additif sur un plan OF a coefficients d’orthogonalité (a;,b;) pouri=1,---  p.
Alors :

0.2

Var(a,) =

n

1 1
V(ai) = |:_qu' - JQi o’

a; aiq;

Remarque 2.3 Dans le cas d’un modéle linéaire de Gauss-Markov non-surparamétreé,
. . . . ~ ~1 < .

si la matrice X du modeéle est de plein rang, on a V(3) = 0® (X'X)"", c’est-a-dire,
la matrice de variance-covariance est l'inverse de la matrice d’information multipliée
par o%. Dans le cas traité ici, ot le modeéle est toujours surparamétré, la matrice
LV(B) ne correspond pas o linverse de la matrice d’information car :
g

(X'X +C'O) 1 £ (X'X +C'C)'X'X(X'X +C'C) = Lv(B)
En fait, le déterminant de la matrice de variance-covariance est égal a zéro.

Soit V(3) = U%V(B), comme (X'X + C'C)" est une inverse généralisé de X'X on
a:

X'XV(A)X'X = [X'X(X'X +C'C)'X'X|(X'X +C'C)'X'X = X'X

[ /

~—
X' X
alors V(3) est une inverse généralisée de X'X.

On vérifie aussi aisément queAQ(ﬁA)X’XV(ﬁA) = @(B), donc X'X est une inverse
généralisée de la matrice - V([3).
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Propriété 2.1 La matrice d’information du modéle additif sous contraintes d’iden-
tification, X'X + C'C, est une inverse généralisée de V(ﬂ)

Démonstration.

V(0)(X'X +C'C)V(B) = - -
[(X'X+C'C) ' X' X (X' X+C'C) (X' X+C'O) (X! X+C/C) XX (X'X+C'C)Y =
MW+O@1XXMX+C®1XX(X+OQ =V(3). o

XCX

2.3.5 U-optimalité dans la classe de plans OE

Dans le chapitre 1 on a introduit des critéres permettant d’évaluer la performance
d’un plan pour I'estimation des paramétres du modeéle adopté. Nous nous intéressons
en particulier au critére d’optimalité uniforme pour caractériser parmi les plans OE
ceux qui sont U-optimaux (c’est optimalité la plus forte car un plan U-optimal est
aussi A, D et E-optimal).

Proposition 2.5 Tout plan strictement OF de taille n est U-optimal dans la classe
de plans OF de la méme taille.

Démonstration.
Soit & un plan quelconque dans la classe de plans OE de taille n. Par 1’égalité de
symétrie on exprime la matrice de dispersion en fonction des coefficients b; :

A 1
Vf(ﬁ) = U2dia’g (ﬁ?Ala e 7AP)

avec .
() (-39

n —qib d;
Si &* est un plan strictement OE de taille n les coefficients b; sont nuls Vi =1,--- ,p,
donc : '

Vf*(ﬁ) - O-Zdiag (_7 Blu e 7Bp)
n

avec

qi 1
Bi=%(r -~
n ( qi g QZ)

Il faut montrer alors que la matrice Vg(ﬁ) — Ve (B) est semi-définie positive. On
calcule donc ses valeurs propres :

Ve(B) — Ve () = o2diag(0, Ay, -+, A)

- qi _@ _i
A“_(n—%b n)(%i %%J
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D’aprés le lemme 1.6 on a :

‘AZ - /\qu'

di di
( n — q;b; n)
Les valeurs propres sont alors :

/\il - 0
/\i2 — qi _ 4

n—gq2b; n

Or, \;, > 0 puisque :

2
n — q:b;
¢:ai>02>n—q§bi>0
4qi
° 1 1
b; >0 =>n—qui§n =4 722— _— %_%20
n—qb —n n—qb n

On a montré ainsi la U-optimalité du plan strictement OE. ¢

L’optimalité uniforme implique la D-optimalité, cependant il est possible d’avoir un
plan D-optimal non U-optimal dans une sous-classe des plans OE ne contenant pas
les plans strictement OE.

Pour aborder la D-optimalité d'un plan nous utilisons la matrice (X'X + C'C)7! car
la matrice V() n’est pas régulicre.

2.4 Plan strictement orthogonal-équilibré (SOE)

D’apres les égalités d’orthogonalité et d’équilibre, un plan orthogonal-équilibré, dont
la matrice est [Dy|---|D,], se caractérise par :

qi
’ n
D.D; = —Jg 4
! qig; Y
’ n
‘Di]]‘lh = ;]l%'

Lorsque I'orthogonalité est stricte, c’est-a-dire b; = 0, on a que D;Di = qui et les
autres conditions restent invariantes pour tout ¢ # j dans {1,--- , p}.

Pour un systéme de mélange I'orthogonalité stricte conditionne fortement les pro-

portions de composants, car, si D; = [.T(I-C)

ZJ],onaupourtout1§j<l§qi:

n
ZxE?-xEPzO(z)fo)-fo):O Vk=1,--,n
k=1
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Alors chaque ligne (z7, - - - ,xiqi) de D; est un sous-mélange avec une seule proportion

positive, les lignes de D; sont donc de corps purs.

Cela implique que les composantes de la matrice d'un plan SOE sont égales a 0 et
1, d’ott nécessairement les coefficients d’orthogonalité et d’équilibre sont a valeurs
entiéres, autrement dit ¢;q; divise n pour tout 1 <¢ < j < p. Donc :

Proposition 2.6 Soit n la taille d’un plan SOE pour un systéme MoM de type A
avec q1 + - - - + g, composants secondaires, alors

n>PPCM (qq; /] 1<i<j<p).

Exemple 1. Soit le systéeme MoM de type A avec p = 2, ¢ = 2 et ¢ = 3. Le plan
SOE pour cette configuration avec toutes les combinaisons possibles de sous-mélanges
sans réplication est donné par :

§ = {(17 O)a (07 1)} X {(17 0, 0)7 (0’ L, 0)’ (07 0, 1)}

La matrice de ce plan est

1 0/1 0 0
0 1|1 0 0
1 0[0 1 0
D=[DiDa]= | 11 1 ¢
1 0[O0 0 1
0 1|0 0 1

Les coefficients d’orthogonalité sont a; = 3 et as = 2 et celui d’équilibre est c¢;5 = 1.
La taille de ce plan est égale & n = 6 et d’aprés la proposition 2.6 c’est le plan SOE
de plus petite pour q; = 2 et ¢o = 3.

Exemple 2. Soit le systéme MoM de type A avec p =3, g1 = ¢ = q3 = 4. Le plan
D composé de toutes les combinaisons de sous-mélanges est de taille n = 64 et il est

donné par :
D= ]B4 X B4 X B4

Soit [D;|Ds|Ds| la matrice de ce plan. Dans chaque colonne d;; de D; la proportion
1 apparait 16 fois car Card(e; x By x By) = 16, donc les coefficients d’orthogonalité
sont a; = as = ag = 16.

Les coefficients d’équilibre de D sont ¢15 = ¢13 = co3 = 4 (justifié dans la suite).

Toujours dans la recherche de plans de petite taille, on se demande s’il y a des sous-
ensembles du plan D gardant les mémes propriétés de celui-ci. On peut assurer tout
simplement, d’aprés la proposition 2.6, qu’il n’existe pas de fraction SOE de taille
distincte de 16 et 32.

Aprés ces deux exemples nous reprenons les réseaux multiples de Scheffé.
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2.4.1 Réseaux multiples d’ordre un

Soit D = {qi,m1} x --- x {gp,m,} le réseau multiple de Scheffé introduit dans
le premier chapitre pour l’ajustement du modéle multiplicatif. Il s’agit d’un plan
composé du produit cartésien des réseaux individuels de Scheffé associés aux sous-
meélanges de composants secondaires. On appelle réseau multiple d’ordre un le réseau
ot m; = 1 pour tout ¢ = 1,---, p. Chaque réseau individuel {g;, 1} correspond a la
base canonique de R% d’ou

D=Bg, x---xB,

La taille du réseau multiple d’ordre un est égale a n = ¢; - - - ¢, et on va montrer que
effectivement D est un plan de type SOE.

Proposition 2.7 Le réseau multiple de Scheffé d’ordre un, {q,1} x -+ x {gp, 1},
est un plan SOE de taillen = q; - - - qp.

Démonstration.
Orthogonalité

Il suffit de vérifier que les colonnes de la sous-matrice contient le méme nombre de
composantes égales a 1. Cela vient du fait que :

Card(qux...xB XeJkX]BQkJ,-l "'X]qu)ZQ1"'Qk—1'Qk+1"'Qp:

n
Qk—1 i
pour tout e;, € B, .
Equilibre
Soient D; et Dy deux blocs de la matrice D avec ¢ # k. On définit le sous-ensemble
W (J;, Ji) du réseau multiple d’ordre un comme le produit cartésien suivant :

W(Ji, Jx) =By, x -+ x By, X ey x By, X By X e X By, X x By,
pour tout e;, € By, et e;, € B, .
On a donc que
n
CardW (J;, Jy) =
qi4k

pour tout (JZ7JI€) € {17 e 7q2} X {17 c 7qk}

Soient d;; et di;, deux colonnes quelconques de D; et Dy, respectivement. Alors,

d;din Z % xkh
et, pour tout [ =1,--- ,n,

o 0 _ { 1 s? xg) — gg,(f,z =1



Or, pour les blocs D; et Dy, la condition xz(é) = x,il,)L = 1 est possible si et seulement si

la ligne [ de la matrice D appartient au sous ensemble W (.J;, Ji), par conséquent

n
1,0 n
xT: T = —
121 ok qiqk

D’ou n
DDy, = —J,

pour tout i # k dans {1,---,p}.

D’aprés le théoréme 2.1 le réseau multiple d’ordre un est bien un plan SOE. ¢

Notation. Dorénavant on introduit la notation SOE(qy, - - - , g,) pour le réseau mul-
tiple {q1,m1} x -+ x {gy,mp}, si @ = -+ = ¢, = h on note SOE(h?). Pour
un sous-ensemble de SOE(q,--- ,q,) de taille r < ¢;---¢, on utilise la notation

SOEr(qla e >QP)'

Construction d’un réseau multiple d’ordre un

La matrice D du réseau SOE(qy, - - ,qp) peut étre construite de fagon structurée a
I’aide des produits tensoriels 1, ® I, et I, ® 1,.

Par exemple, pour I3 et 15, on obtient les matrices de taille 6 x 3 :

100 100
100 01 0
01 0 00 1
Lola=14 1 ¢ 1&L=17 7,
00 1 01 0
00 1 001

La procédure pour obtenir D est récurrente, on construit la suite de matrices
A17A27"' uAp

dont la derniére correspond a la matrice D.

Tout d’abord on définit A; = I,,, puis la deuxiéme matrice est obtenue par le calcul
suivant :
Ay = []lqz ® A1|Iq2 ® ]lq1]

La suite est ainsi définie par ’expression récursive :
Ap = []lqk ® Ak_l‘IQk ® ]lq1q2~~~qk_1}
Vk=2---,p
D’ou on obtient la matrice D du plan [g; - - - g, :

D=4,
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Le réseau SOE(qi,- - ,q,) est un plan contenant tous les mélanges ot n’intervient
qu'un composant secondaire par sous-mélange, c’est pourquoi ce type de réseau est
analogue aux plans utilisés pour le facteurs qualitatifs. Dans le paragraphe suivant
nous introduisons ce sujet comme un moyen pour guider la recherche de fractions
SOE de petite taille.

Exemple 3. Considérons le réseau SOFE(2,2,3), on suit la procédure ci-dessus pour
construire la matrice du plan :

Alzfg
1 011 0
0 1|1 0O
AQ - []12 ®IQ’IQ ® 12] - 1 O O 1
0 1]0 1
1 01 0|1 0 0]
0O 1|1 0|1 0 O
1 00 1|1 0 O
0 10 1|1 0 O
1 0]/1 0j]0 1 O
0O 1|1 0j]0 1 O
D=A;=[132 A)|[; ® 14 = 1 olo 110 1 0
0 10 10 1 0O
1 0/1 0/0 0 1
0 1|1 0|0 O 1
1 00 1|10 0 1
|0 1|0 10 0 1

Les constantes d’orthogonalité sont a; = ay = 6 et ag = 4. Celles d’équilibre sont
Cig = 3 et C13 = C93 = 2.

Pour chaque expérience du plan il n’y a que deux possibilités, chaque CS du sous-
mélange est soit absent soit présent. C’est pourquoi les plans SOE et les plans pour
facteurs qualitatifs sont identifiables. On peut associer un CP a un facteur et un CS
de ce CP a une modalité de ce facteur. Donc la matrice D du plan SOE(q, - ,¢p)
peut étre identifiée a travers le tableau de codages £ défini par :

§=Z/qZ] % - X [L]qZ]
Siv; = (0,1, -+ ,¢ — 1)' pour ¢ = 1,--- , p, la matrice de codages est obtenue ainsi :

D¢ = [Dyvy| -+ | Dpvy]
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On revient a 'exemple 3, expérience [0 1|1 0|1 0 0] est identifiée par le codage [1 0 0].
Le tableau de codage associé a la matrice D est donc :

Q

I
_ O, O OFRLRORF,ORO
—_—_ O O R = OO KOO
NN R === OOoOOoO

Remarque 2.4 Le réseau multiple de Scheffé d’ordre un est le plan SOFE de plus
grande taille sans réplication, c’est le plan utilisé pour estimer le modele multiplica-
tif (obtenu par la multiplication de polynomes de Scheffé d’ordre un), en fait c’est
un plan saturé pour ce modéle. Pour estimer le modéle additif nous cherchons des
fractions de petite taille dans le réseau complet en gardant [’orthogonalité et I’équi-
libre. Sous la représentation codée du plan il est évident que ['on se retrouve face
un sujet classique : celui de la construction de fractions orthogonales pour des plans
d’expérience factoriels.

Les plans et modéles pour facteurs qualitatifs sont présentés dans I’ouvrage de Tins-
son (2010). Les plans d’expérience factoriels, fractions réguliéres et fractions ortho-
gonales de petite taille, sont traités dans le livre de Collombier (1996) avec une
approche plutdt théorique et dans le livre de Benoist (1994) avec une approche plus
algorithmique.

2.4.2 Rappel : plans factoriels et fractions orthogonales

L’utilisation de plans factoriels complets n’est pas toujours intéressante & cause de
leur grande taille, surtout lorsque le nombre de facteurs est élevé. Cependant il est
possible dans certains cas de trouver des sous-ensembles du plan complet gardant les
meémes propriétés.

On s’intéresse en particulier & des sous-ensembles orthogonaux et a des fractions ré-
guliéres obtenues par des générateurs. On appelle générateurs d’une fraction réguliére
les contraintes imposées sur les expériences d’un plan complet qui engendrent cette
fraction. Un concept important lié aux fractions réguliéres est celui de la résolution
puisqu’il est associé a la régularité de la matrice de ce plan.

Pour les fractions de plans factoriels & deux niveaux, —1 et 1, on utilise la notation
classique multiplicative des générateurs.
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Par exemple, la notation 123 indique le produit d’Hadamard des colonnes 1, 2 et 3
du plan complet. L’expression 123 = 1234 = 1, donnant deux générateurs, est la
condition sur les lignes du plan qui déterminent la fractions réguliére. A partir de
ces deux générateurs possibles on déduit :

1 = 123
{]1 _ yon = 1=(123)(1234) =4

Donc cette fraction réguliére est définie aussi par la relation 4 = 1. On peut obtenir
alors I’ensemble de générateurs de cette fraction :

G = {1,123,1234, 4}

On appelle G le groupe de définition de la fraction réguliére, G est en fait un groupe
fini engendré par le nombre k de générateurs de la fraction et |G| = 2 (pour cet
exemple k = 2).

On appelle résolution d’une fraction réguliére 'entier R égal a la longueur du plus
petit des éléments de G (pour cet exemple R = 1, on le note I en chiffres romains).

Cas général

Pour des facteurs qualitatifs a A modalités on code classiquement ces modalités par
les éléments du Z/hZ et on montre (voir Tinsson, 2010) que tout générateur se
généralise sous la forme d’une contrainte additive telle que (par exemple) :

I1+ZE2+I350 [h]

On garde cependant toujours une expression multiplicative pour désigner ce généra-
teur par 123 = 1. La résolution reste inchangée, elle est égale a la plus petite taille
des candidats générateurs de G (1 exclu).

Par exemple, le générateur z1 + 2x5+x3 = 0 [h] (sous forme multiplicative 1223 = 1)
est de résolution égale a III.

Ici on va s’intéresser uniquement a des fractions ayant la résolution nécessaire pour
assurer 'orthogonalité. On a le résultat suivant :

Proposition 2.8 Soit un systeme MoM de type A avec 1 = --- = q, = h, h nombre
premier. Toute fraction réguliére du réseau SOE(hP) de résolution égale & III (ou
plus) est orthogonale (SOE).

Démonstration.

Nous trouvons dans le livre de Tinsson (2010) les preuves des résultats pour les
facteurs qualitatifs justifiant cette proposition ainsi que la méthode d’obtention de
fractions réguliéres a l'aide de générateurs. o
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2.4.3 Exemples de fractions SOFE de petites tailles

Lorsque le nombre de composants principaux et secondaires est grand, un plan com-
plet n’est pas viable. Nous présentons des situations particuliéres ou il est toujours
possible de réduire la taille de maniére significative.

Exemple 1 : Plans de Plackett et Burman.

Soit p =T et ¢; =2 pour i = 1,- -+, p. La taille du réseau complet SOE(qy,--- , q7),
noté SOE(27), est égale a 128, alors qu’il n’y a que 8 paramétres indépendants a
estimer. Pour un telle situation on peut utiliser le plan réduit de taille 8 dont la
matrice est la suivante :

1 0/10]1 0|1 0]1 0]1 0|1 0
0 110 1|0 1]1 0|0 1|1 0|1 0O
1 0/0 1]0 1/0 1|1 0|0 1]1 0
1 0/1 00 1|0 1]0 1]1 0l0 1
D=[Dil-1Dd =10 111 ol1 olo 1]o 1]o 1|1 0
1 0/0 1]1 0l1 0|0 1]0 1]0 1
0 1|1 00 1[1 0|1 0|0 1]0 1
|0 1|0 1|1 0|0 1|1 0|1 0[0 1 |

Cette fraction est SOE car D;Dj = 2[5,V i # j, avec coefficient d’orthogonalité a; =
4,Vi=1,---,7. Ce plan est de fait saturé pour le modéle additif car ¢ —p+1 = 8.

La matrice de codage peut étre obtenue de la facon suivante :
Dc = Dlesley| - -lew] , ear € Biy

Cette facon d’obtenir D¢ est particuliére & un plan ot ¢; =2V ¢ =1,---,p puisque
la matrice de codages est formés des colonnes paire de la matrice D.

La fraction SOE ci-dessus a été construite a ’aide du plan de Plackett-Burman pour
p = 7. Ce type de plan & deux niveaux est orthogonal et saturé pour un modéle
d’ordre un avec un nombre p de facteurs tel que p = 3 mod 4. Nous trouvons plus
de détails sur les modéles et les propriétés de plans de Plackett-Burman dans le livre
de Tinsson (2010).

On peut alors utiliser ces fractions SOE pour les systémes MoM de type A ayant
p = 3 mod 4 composants principaux, chacun d’eux avec deux composants secondaires.

Exemple 2 : Générateurs des fractions SOE pour ¢ = --- = q, = h avec h nombre
premier.
Avec g1 =@ =qg3=p=3

La taille du réseau SOFE(3%) est égale & 27, il est possible d’aprés la proposition 2.8
de trouver une générateur conduisant a des fractions de résolution III. Soit D¢ la
matrice codée du plan. Une fagon d’engendrer 1'une des fractions est la suivante :
on va garder les lignes de D¢ satisfaisant la condition ¢; + t5 + t3 = 0 [3] et voici la
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fraction codée,

00 0

00 1

00 2

010

011

01 2

020

021

0 2 2

100 0 0 07

101 111

10 2 2 1 0

110 2 0 1
De=|111|, Dg=|120

11 2 021

120 10 2

1 21 01 2

12 2 (2 2 2]

2 0 0

2 0 1

2 0 2

2 1 0

2 1 1

2 1 2

2 2 0

2 2 1

2 2 2

Pour des fractions dites symétriques avec h nombre premier la théorie assure ’exis-
tence de fractions SOE et donne le nombre de fractions qui peuvent étre engendrées.
Ce nombre est associé¢ au nombre k de générateurs, pour cet exemple k = 1, et le
nombre de fractions de taille 9 est égal & h* = 3. Les deux autres fractions sont
obtenues avec la condition t; +t5 +t3 = A [3], pour A =1, 2.

Avecp=5>5et ¢ =3,Vi=1,---,5

La taille du réseau SOFE(3°%) est égale a 243, il est possible de construire des fractions
SOE de tailles 3* et 32. Il n’existe pas de fraction SOE de taille 3% car p(h — 1) +1 =
11 > 9. Il faut deux générateurs pour construire une fraction de taille 27, par exemple,
ty+ta+t3 =013 et t3+ 1ty +1t5 =0 [3]

2.5 Plan centroide pour le modéle additif

Nous présentons maintenant un type de plan orthogonal-équilibré appelé plan cen-
troide. A la différence du plan SOE ou l'on place les expériences sur les points
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extrémes des simplexes, ici pour chaque expérience on ne place qu'un sous-mélange
pendant que les autres restent sur le centroide des simplexes. Ce type de plan est de

petite taille et sa construction est toujours possible.
En reprenant la notation du paragraphe 2.1.3, ou ¢; = i,ILq. est le centroide du
g i

simplexe S,,, on va considérer les expériences de la forme :
(Cl7"' 1 Ck—15 €k;js Ch4-1, " *° 7cp) vekj E]qu etk:la P (228)

Le nombre d’expériences distinctes obtenues de cette fagon est égal a ¢, en fait c’est
inférieur au nombre de paramétres du modéle additif et supérieur & ¢ — p + 1.

Définition 2.5 On appelle plan centroide le plan de taille n = ¢ + - - -+ g, dont la
matrice est la suivante :

I(h q_QJQ17Q2 o EJQLQP
1 1
D=[Dy|---1D)) = | a/ea| o o 0.0
1
L q_l']qPﬂII e [q;; a

Les lignes de la matrice carrée D correspondent a [’ensemble des points définis en

(2.28).

Propriété 2.2 Le plan centroide est orthogonal-équilibré. De plus, pour les coeffi-
cients d’orthogonalité (a;,b;) on a a; =1 pour touti=1,--- p .

Démonstration.
Soit D = [Dyq|---|Dy] € R™™ la matrice d’un plan centroide. Alors

n:q:q1+...+qp

et , ) o
DDy =1y, + _QZ‘]%,qz'quﬂk = Iq, + ( 2 > Ja
¥ 9k
ik
, 1. 1 R
D,D; = —J, . +—Jy 04+ — Jo.adaa
k ¢ qiqk . K9 and; ; a9 a9
14k 14
1 1 1
= | =+ =) Jpu + — (0 — @ — @) o q,
(Qk Qi) Wt g ot
_n
qu qk,9q

d’ou le plan centroide est orthogonal-équilibré et par conséquent régulier. ¢
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Propriété 2.3 Soit X la matrice du modéle additif pour un plan centroide et C la
matrice des contraintes d’identification classiques, alors :

P
IX'X +C'C| = ani
i=1

Démonstration.
D’aprés le corollaire 2.1 et la propriété précédente. ¢

Soit £ un plan centroide. Il existe une bijection entre £ et I’ensemble
p
fc:UiX {17 >qz} CRQ
i=1

définie par :
(Cla'” 7Ckflaekjack+l7”' acp) — (k7j)

L’ensemble &. est de fait une représentation codée du plan & qui facilite la notation
pour les observations liées a chaque expérience.

Propriété 2.4 Soit Yy, l'observation du mélange codé (k,j) € . Les estimateurs
des moindres carrés pour le plan centroide sont donnés par :

1 1PQi .
Go = D Y= 3 ) V=Y

(i,5)€&c i=1 j=1
R 1 n—
Qg = Ykl+—ZYz‘j——Y
dx = dk
(4,9)E&e
itk
Démonstration.
Y1
Soit Y le vecteur des observations, Y = | : |, avec Y] = (Yiy, -+ ,Y;,) € R%,
Y,
Or,

D;cY [1 ‘]%,th""uqk"" qik‘]%,%} Y

ax
= wluaYit o LYt o, Yo

= Y + <i f;ék]l:ziyi) L,

On remplace D;Y dans les expressions générales des estimateurs pour un plan
orthogonal-équilibré quelconque (proposition 2.3) et comme a, = 1 pour tout k =
1,---,p on montre donc la propriété. ¢
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2.6 Modéle croisé

On appelle modéle croisé le modéle d’ordre deux donné par :

P 4 p
n=ao,+ Z Z Qx5 + Z Z %jlxijxil]

i=1 j=1 i=1 L1<i<i<qs

Il s’agit d'un polynome ot les termes d’ordre deux correspondent a la synergie entre
couples de composants secondaires d’un méme composant principal.

Le nombre de parametres du modeéle croisé est égal a :
p p p
14D+ Co=1+> Ch,
i=1 i=1 i=1

On impose des contraintes uniquement sur les parametres «;;, celles du modele ad-
ditif.
Pour estimer les paramétres du modeéle croisé on propose la généralisation du plan

centroide en rajoutant tous les sous-mélanges binaires a chaque bloc D; de la matrice
du plan centroide.

En fait, la réunion de mélanges purs et binaires correspond au réseau de Scheffé
{qx, 2} et sa matrice est de la forme suivante :

I
Mk — |: dk :|
%D27qk
avec Dy, une matrice binaire Vk=1,--- p.
Ainsi, la matrice D du plan est la suivante :
[ My | Hip |- | Hiyp |
D=[Dy|---|Dy) = | Haa | Ma |--- | Hyp (2.29)
L Hp,l Hp,Z Mp i

ou Hkﬂ' = ql

7

Joz, . q; DOUr tout i # k dans {1,--- ,p}.
k’ 1

La taille n du plan est égale a la somme de la taille de chaque réseau {gy, 2} :

p
_ 2
n= Z ClJqu
k=1
La matrice du modéle est donc :

X = (1| DIE] = [Ln| Dy - - [Dp| En| - - - [ E}]
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ou E) est obtenue par le produit d’Hadamard de couples de colonnes de Dj. On
utilise 1’ordre lexicographique :

Ey =dp ©Odpa- - djn © quk|dk2 Odpg - dpa © quk\ s |dk,qk—1 ®© quk]

La sous-matrice F a la forme suivante :

O1 Hi2 Hip
E=[E|---|BE)=| Ha1| Q2 |--- | H3,
L H;J H;,2 T QP J

La sous-matrice (), d’aprés la proposition 1.1, est ainsi :

0111@703
o= [fz“
ak
pour tout k=1,---,p.

Reparamétrisation

Afin de faciliter le calcul de la matrice d’information on reparamétrise ce modéle par
rapport aux contraintes.

Soit Im N}, le noyaux de la contrainte agy + - - + apq, = 0 pour k= 1,--- | p.
On a construit la matrice Ny de fagon a ce que ses colonnes forment une base de
ker[1]

Qk] :

Qg1 = — Q2 — "+ — Qg
_a{kQ —_ . e e — a{qu
/ Q2 1
ap €ker[l,] & ap= _ = L e
g : IQk*1
Qkqy,

pour tout af € R% 1,
Alors,

N, = { Lyt } , Vk=1,---,p.
]%—1
Le modéle croisé reparamétré est donc :
EY) = 1,0, + DiNiaf + -+ DpNpap + Evyy + - + By,
= ]anéo‘i‘DlOéT+"'+Dpa;+E1')’1+"'+Ep')’p

Matrice d’information

Soit X = [1,|Dy|---|D,|Ei|---E,), pour obtenir la matrice X'X on effectue les
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calculs suivants :

1) 1, Dy :
]l/cq?kDqu - (ka—l)
L,Ne = 0 | / |
LDy = Ly, + (g — DI, +cly, = (Cste)l,,
1D, = 1,DuNy =0, _,
2) D}y,
Nl;Nk = Ig 1+ Jg1
Dl?ﬂkl?Q"Ik = (qk; - Z)qu + Jy, (Prop. 1.2)
DDy = MM+ prdy,
. (%,—i_%) Ly, + Py,
DD, = N,D,DpN;
- (5 + qu) g1+ Jgp-1]
3) D;Dy, i #k

DDy, = M;H;x+ H, ;M + aiy,q,
(CSte)qu,qk
DDy, = N;D;DyNj, = 041,41

DUE= (343 - 5Chn) 1y

aj
5) DyEy
/ ]l, —1 OC2
NkDZ,Qk = [_ﬂquuq;rl] ]qk ‘D T = [Iqu Qk 1’D2qk 1
Qk_l‘ 2,qi—1

, , 1
DkEk = Mka + (Cste)Jq}wcgk = §D27qk + (CSte)qu,Cgk

., y 1 '

6) D,E; = N, D, E; = Ogy 1.2

7) B Ey, :
QuQr = 11610
E.E, = 116102 + 5= C3)Jez
8) E.E; = ! +i+ ! (n—C2 —C2)| Jez, 2
g A¢ ¢t e
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La matrice d’information a la forme suivante :

0 0 1B, - 1B,
0 al[]q1_1 + Jql—l] ce 0 ﬁl E1 ce 0
XX = 0 0 e pllgo1 + Jg] 0 - Dy E,
E1,
: E'D E'E
| Bl _

On peut montrer que | X’X| # 0 par le complément de Schur de la matrice

dlag (n, al[Iql_l + Jq1—1]7 cee ,Clp[fqp_l + Jqp—l])

. L g .
ouak:§+zpourtout2:1,~-~,p.

On a ainsi le résultat suivant :

Proposition 2.9 Sous les mémes contraintes paramétriques classiques du modéle
additif, le modeéle croisé est identifiable pour le plan donné dans la matrice (2.29).
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Chapitre 3

Modéle et plan pour systéme MoM
de type B

On considére maintenant le cas ol les proportions des composants principaux ne sont
plus fixées. Ce systéme de mélange & deux niveaux, appelé systéeme MoM de type
B, a été considéré pour la premiére fois par Cornell & Ramsey (1998). Les auteurs
analysent un cas de la micro-électronique a ’aide d’un modéle multiplicatif.

Toujours en se plagant dans des situations avec de nombreux composants, nous avons
choisi la modélisation a I’aide de surfaces de réponse polynomiales d’ordre un. Il s’agit
d’une généralisation du modéle additif proposé pour le systéme MoM de type A. De
méme les contraintes des mélanges entrainent une dépendance entre les paramétres
du modéle qui est résolue par imposition de restrictions paramétriques liées au cen-
troide du mélange principal ainsi qu’au centroide de chaque sous-mélange.

La construction de plans pour le systéme de type B est basée sur la structure de plans
de type OE définie dans le chapitre 2 pour le systéme de type A. De maniére parti-
culiére les plans de type axial sont bien adaptés a des situations ou les proportions
des composants ne peuvent étre nulles, c’est le cas des proportions des composants
principaux. Nous proposons pour le systéme de type A un réseau de points axiaux si-
milaire aux plans SOE qui sont utilisés pour la détermination de plans sur le domaine
du systeme de type B.

3.1 Domaine expérimental

Considérons un systéme MoM de type B pour p composants principaux et ¢ compo-
sants secondaires, avec
=@ +q@+-+q

ou ¢; est le nombre de composants secondaires associés au i-éme composant principal,
pour tout t =1,--- ;pet j=1,---,¢;.

Soit Scp le domaine des mélanges pour les composants principaux, Scp est donc
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défini par les contraintes suivantes :
wy 4w, =1

O<w; <1
V i=1,---,pou w; est la proportion du i-éme CP.

Scp correspond a la p- face du simplexe S, c’est en fait ’espace de tous les mélanges
de proportions non nulles. Nous rappelons que dans ce travail il ne sera considéré
que ce type de mélanges pour les composants principaux.

Contrairement au systéme MoM de type A nous n’utilisons pas ici les proportions re-
latives des CS car les w; ne sont plus fixés. Si ;; et u;; sont les proportions relatives et
réelles respectivement du j-éme CS dans le i-éme CP, alors le lien de proportionnalité
est donné par :

U5 = Lij Wi

Soit S¢s le domaine pour les sous-mélanges de composants secondaires pour chaque

w = (wy, - ,w,) € Scp, alors Scg est 'ensemble défini par les contraintes sui-
vantes :
(
Uy + Uiz + -+ Ug, = Wi
up1+up2+'”+u1% = Wy
< a0 < s
\ 0 <wuy <w

v Z:]w 7petj:]-7"' » 4i
Notation
Le domaine expérimental du systéme MoM de type B est noté S = Scp X Scs(w).
Tout mélange x € S est représenté par :

T = ('U),'U,) - ('U),’U,l,"' u’u’p) - (wh"' y Wpy U1y m 5 Ulgyy st t 5 Uply uupqp)
avec u € Scg(w) et u; le vecteur des proportions du sous-mélange des CS liés au
1-eme CP, pour tout ¢ =1,--- ,p.

Rang de la matrice du plan

Soit D = [Dep|Des| = [Dep|Dyl---|Dp) la matrice d'un plan quelconque pour le
systéme MoM de type B, avec Dep = [di|---|dy] ou d; est la i-éme colonne de
la sous-matrice Dgp. Chaque ligne de D est donc un mélange de S de la forme
(w,u) = (w,uy,- - ,u,). Evidemment la matrice D n’est pas de plein rang car
wl, = ul, =1 et cela implique que :

Iml,, C ImDcp NImDeg
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ou n est la taille du plan.

De plus, la contrainte u;1, = w; conduit a Imd; C ImD; et par conséquent :
ImDep C ImDeg

On en déduit donc que :
rgD = rg[Dcp|Des] = rgDes

Ainsi le rang de D est maximal si et seulement si le rang de Dgg 'est aussi. Or,
quel est le rang maximal de Dgg? Le fait d’avoir des CP a proportions non-fixées
permet de construire une matrice Dog de rang plein pour n > ¢ (a la différence du
systéme MoM de type A ou forcement ImD; NImD; # {0} pour toute configuration
de ImD¢g). Or, pour que D¢g soit de rang plein il faut et il suffit que rgD; = ¢; et
que ImD; NImD; = {0}. On a donc la propriété suivante :

Propriété 3.1 Soit D = [Dep|Des) = [Dep|Di| -+ - | D, la matrice d’un plan pour
le systeme MoM de type B, avec Dog € R pour n > q. Alors rgD < q et de plus :

1gD = q <= 1gDcs =q <= rgD; = ¢ et ImD, NImD; = {0}
pour tout i # j dans {1,--- ,p}.

Définition 3.1 On dit qu’un plan dans le domaine expérimental Scp X Scs(w) est
réqulier si la matrice Dog associée au plan est de plein rang.

3.2 Modélisation

Pour le systéme MoM de type B nous proposons deux modéles. Le premier, appelé
additif général, est en fait le cas général du modéle additif étudié pour les systéme
MoM de type A. Le deuxiéme modéle, appelé CP-additif, est un modéle d’ordre
deux obtenu & partir du polynéme de Scheffé d’ordre un pour les CP, ce modéle a la
particularité d’étre surparamétré pour deux CP.

3.2.1 Modéle additif général (AG)

La loi de réponse la plus simple que nous considérons pour estimer les effets indivi-
duels des CP et CS est le polynéme usuel d’ordre unen x € S :

q1 dp
n(x) = a,+ow +-- -+ apwy, + E oty + e+ E QiU
j=1 j=1
= o, twa,, +ua + -+ uyo
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Ce modeéle est appelé modéle additif général pour le systéme MoM de type B. Sa
forme matricielle pour un plan de matrice D = [Dop|Dy| - - - |D,] est la suivante :

E(Y)=1a,+ Dcpa., + Diovy + -+ -+ Dy,

D’apreés la propriété 3.1 le modele est surparamétré. Le rang de la matrice du modéle,
X = [1,| D], est toujours égal au rang de la matrice [Dy|- - - |D,]. Un plan est régulier
si et seulement si rgD; = ¢; et ImD; N ImD; = {0}, Vi # j dans {1,--- ,p}, auquel
cas rgX = q.

Pour estimer de facon unique les paramétres du modéle il faut imposer p+1 contraintes
d’identification dés lors que le plan est régulier. On généralise les contraintes d’iden-
tification classiques introduites pour le modéle additif du chapitre 2.

Proposition 3.1 Pour tout plan régulier le modele AG est identifiable sous les
contrainte paramétriques

1« = 0
p _CP
loa; = 0 (3:1)
pour tout 1 =1,--- . p.
Démonstration.
Soit X = [1,|dy]| - - -|dp|D1]| - - - | D,) la matrice du modéle. Comme le plan est régulier

la dimension de ker X est égale a p + 1, on construit une base du ker X de la fagon
suivante :

(Aos A1y, A, v1, -+, 0p) Eker X & 1\ +di M+ - +dpA\,+Divy+- -+ Dyv, =0

On obtient p + 1 solutions :

Ao = —1
)\i 1 et UZ‘:O, Z:]_,,p

Pour k=1,--- p:

o= -1
Vg = ﬂqk

Soit A € Rl@tr+D)x(+1) 3 matrice dont les colonnes sont les p—+ 1 solutions ci-dessus :
Ay
e

A = |: —1 Op :| et Ay = [Oq|diag(]l¢h7 U 71‘1 )]
]lp _Ip ’

avec

Evidemment rgA; = p + 1, puisque |A;| = (—1)?*! # 0, A est donc de plein rang et
par conséquent ses colonnes forment une base du ker X.
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Soit C' la matrice des contraintes paramétriques, C' = [Op\diag(]l;, L, ,]l;p)]. Si
z € ker X alors z = At, pour t € RP*!, Pour montrer que ker X Nker C' = {0} il faut
vérifier que si C'z = 0 nécessairement z = 0.

Or, le systéme Cz = C At = 0 n’a que la solution triviale, t = 0, car la matrice

e I
Op ‘ dlag(Ql?"' 7QP)

est réguliére.

On a ainsi montré que ker X Nker C' = {0}, d’out le modéle est identifiable d’apreés la
proposition 1.3. ¢

3.2.2 Modéle CP-additif

Considérons un polynome de Scheffé d’ordre un pour modéliser la réponse en termes
des composants principaux :

Nep = ﬂlwl 4 +ﬂpwp

On suppose que 'effet de chaque CP est dépendant de sa composition en termes
des composants secondaires. On pourrait alors représenter cette dépendance avec le
modéle suivant :

n(w,w) = Gi(u)wy + -+ + Bpuy)w,
Pour la modélisation de la réponse nous considérons le cas le plus simple ou f;(u;)
est un polynome classique d’ordre un pour tout ¢ =1,--- ,p:
Bi(ui) = i + intin + -+ + Qig, Uig

Nous n’avons pas considéré pour la fonction ;(u;) un polynome de Scheffé car dans
I’équation de sous-mélange u;; + - - - + u;, = w; la proportion w; est variable donc il
n’est pas raisonnable de reparamétrer le polynome classique.

Aprés avoir remplacé les 3;(u;) on obtient le modéle CP-additif :

q1 qp
n(w,u) =oqwy + -+ aw, + g Qpjwity; + e F E Qi Wyl

j=1 j=1
Soit [Dep| D1l - - - | D,) la matrice d’un plan pour le systéme de type B, soient dy, - - - , d,,
les colonnes de Dcp et d;i,--- ,d;g les colonnes de D;. Voici le modele CP-additif

sous forme matricielle :
E(Y) = Dcpb, + A1 + -+ -+ A0,

avec

et 0, = (o, -+ ,ap) et 0; = (a1, -, ug,) pour i =1,--- . p.
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Remarque 3.1 Pour l'identification du modéle CP-additif il est nécessaire quergDeop =
p, mais cette condition n’est pas suffisante.

Proposition 3.2 Le modéle CP-additif n’est pas identifiable pour deuxr composants
PTINCIPAULT.

Démonstration.
Soit [Dep|A1] -« - |A,] la matrice du modéle. D’aprés la remarque 3.1 on suppose que
rgDep = p, sinon le modéle n’est pas identifiable pour tout p > 2.

On multiplie I’équation u;; + - - - 4 4, = w; par w; > 0 et on obtient :
qi
wfzwiZuij , Vi=1---p
j=1

ou matriciellement :

On sait que w; + -+ - +w, = 1 donc
wimwy = (wy —w)wn - wp e wy)

= (w1 — wg)(wl +’LU2) + (’LUl — ’LUQ)(’LUg + - —i—wp)
= w}—wi+ (w —we)(wg+ -+ wp)

c’est-a-dire :
di—dy=d1 ©dy —dy Odo+ (dy —d) © (ds + - - -+ d)
Or,
dl—d2:d1®d1—d2®d2<:> (dl—d2)®(d3++dp):0
mais, d'une part d; # dy car rigDep = p et, d’autre part ds + - -- + d,, # 0 puisque
w; >0Ve=1,---,p. D’ou
di—do=di ©d; —dys ©dy <~— p:2
auquel cas
dl - dg - Alﬂql + Ag]qu - 0,
donc

’

q1’

[1,-1,-1,,1,] € ker[Dcp|A;|As)

On montre ainsi que le modéle CP-additif est surparamétré pour 2 composants prin-
cipaux. ¢

Dans la suite de ce chapitre nous n’utiliserons que le modéle AG.
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3.3 Plan OE pour le systéme MoM de type B (OEp)

Définition 3.2 Soit D = [D., | Dy | --- | D,] la matrice d’un plan pour le systéme
MoM de type B. On dit que le plan est OF de type B si les blocs de la matrice D
satisfont les conditions suivantes :

Vi) dans {1,--,p)

D. D, = a,l,+b,J,
COin’qi
l)/.DZ = CLini—f-bqui
DiD;j = cijJg.q

avec a; >0V i=0,1,--- ,petb, >0 (carw; >0).

=)
ke
I

On dit que les couples (a;, b;) sont les coefficients d’orthogonalité et les cy. les coeffi-
cients d’équilibre pour tout k # i dans {0,1,--- ,p}

Notation : Désormais on utilisera les symboles OE4 et OEp pour se référer aux
plans OE dans les systémes MoM de type A et de type B respectivement.

Définition 3.3 Lorsque b; = 0 pour tout © = 1,--- ,p on dit que le plan est stricte-
ment OEg et on note SOEpg.

Proposition 3.3 Soit D =[D., | Dy | --- | D,] la matrice d’un plan OEg. Alors :
i) D1, = (ao+ byp)l,
Démonstration.
Soit D, = [dy] - - - |d,)]
i)
,D;pDcp = aoljp‘i‘bojp )

D(/:pDCP]lP - Dcp(DCP]lp) - Dcp]ln

D., D1, = (aoly +boJp)1, = a,1,+ bopl, = (a,+ pb,)1,
d’ott D1, = (ao + bop)1L,.
i1) D’une part,

D;Dil, = Did; = coil, = Cpi = a; + big;
D;DZ]]‘Qz = (aZIql + bZJQz)]]‘q = (al _|_ blql)]lql or — Y ZqZ

k3

D’autre part,

D;(Dcp]lp) - Dgﬂn
(D'DCP)]lp - (Coqui,p)]lp = Coip]lqi

1

} == D;]ln = coiply,
d’ott D)1, = p(a; + bigi)1,, ©
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Proposition 3.4 Les coefficients d’un plan OEg sont liés par :

1) ao—i—bopzﬁ
p

2) GiCoi = qi(a; + biq;) = ao + b,
bo
4iq;
pour tout i # j dans {1,--- ,p}.

3) Cij =

Démonstration.
n=1,1,= (ILpDCp)(Dcp]lp) = ILp(DCpDCp)ILp = ﬂp(aolp + bon)]lp = p(a, + bop)
d’ou le résultat.

2) On vérifie que c,; = a; + b;g; :

]1;1/(Di]lq'i) = 1,d; = (]I;JD/cp)(Di]lqi) = 1;7(COiJP7Qi)]IQi = ]I;J(Coi%)]lp = PqiCo;i
(1,D:)1, = plai+0bigi)g (Prop.3.3)

d’olt gicoi = (a; + biq;)q;
On vérifie que ¢;co; = a, + b, :

(d;‘DZ)]l(IZ = (Coz]lq )]]‘Qz Coi(i

dy(Di1,) = did;=a,+0b, (Car D,Dep=aol,+boJy)
d’ou g;co; = a, + b,.
J)YVi#£y:
,:11(,D D) G = ﬂl;i(cz'qui,qj)]lqj = 1,,(cijgi)ly = cijgi
(L, D)(Dily;) = did; = b,
d’on Cij = ° .
445

A Tlaide des égalités ci-dessus on montre que le plan OEp est bien régulier.
Proposition 3.5 Tout plan OEp est régulier.

Démonstration.

Soit [Dep|Des] = [Dep| D1l -+ - |Dp) la matrice d'un plan OEp. Le plan est régulier si
et seulement si la matrice D, est de plein rang. Alors il faut montrer que rgD. s = ¢
ou, de maniére équivalente, vérifier que rg[D;|D;] = ¢; + q;, V i # j.

Soit A = [D;|Dy], on va montrer que |A’A| # 0 :

A B
A 1
wa={g o
ou B = cijdy, q; €t Ap = aply, + byJy, pour k= 1,2.
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On applique les mémes opérations de lignes que celles de la démonstration du théo-
réme 2.1 pour réduire la matrice A’A a la matrice symétrique suivante :

A0
E‘{o [12]

. P,
ou AQ = aqul. + b;r]z = &j[qi + (b] — a Z+Z][) ) qu

a, + b,

La valeur de b} est obtenue a travers I'égalité a; + g;b; = dans la proposition

3.4.

7

qi,1 aO + bO

OI', ’A1’ = agiil(bi + QZ@Z) =a
qi

positifs par définition de plan OEp.

) > 0 car les coefficients a;, a, et b, sont

On procede par 'absurde :

2 2 2 2
~ - 4;9; Ci; a, +b, Q4 Ci;
Ao = a?" (a; + qibj — 1) =0 = ]
| 2‘ J ( J q] J ao+bo q] ao+bo
ay + by \° ap + b
< (qicij)Q = < Oq O) <~ (iCij = Oq ° < bozao—i-bo
J J

bo
9;4;

Cij=

d’ott a, = 0, ce qui n’est pas possible pour un plan OEg. Ainsi |A’A| #0V i # j et
rgD.s = g pour tout plan OEg. ¢

3.4 Estimation des paramétres du modéle AG pour
un plan OEp

Soit X = [1,|Dep|D1| ... |Dp| la matrice du modéle AG pour un plan OEp. Tenant
compte des contraintes d’identification (3.1) on effectue la reparamétrisation de ce
modeéle.

On utilise la méme procédure que celle du paragraphe 2.6. Soient N,, Ny,..., N les
matrices des noyaux, c’est-a-dire :

ImN,, = ker[1)] , N, € RP*®~1

et

/

q'] = R (2i—1)

ImN; = ker[1

pour tout ¢ =1,--- ,p.
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La matrice du modéle reparamétré est donc :

X = [14|DeyNey| DN | ... | DN,

Avec
ch{ ]{?1} etNi:[ ]{?il] ., Yi=1,---,p
T op-1 T g1

Toute matrice de noyaux N ainsi définie vérifie toujours :
ILN=0 et NN=I+J,
On obtient les éléments de la matrice X' X d’apres les propriétés des plans OEj :

1,D,Ney = (a,+ bop)]l;Ncp =0

NyyDoDeyNey = No(aol, 4 boJy) Ny = aoN_, Noy
o = ao(Lp-1+ Jp-1)
NchchiNi - 0
N;D;D;N; = a;(I4;-1+ Jy-1)
N;D;D;N; = 0
1, D;N; = 0

On en déduit que la matrice X' X est diagonale par bloc :
X/X = dlag [n, ao([pfl + Jp71)> al(Ith*l + Jth*l)? e a&p([qpfl + Jqpfl)}

La matrice inverse est obtenue d’aprés la proposition 1.6 :

~ . 1 1 1 1 1
(X X) t= diag [57 o ([pl - E'Jpl) y o (qu1 - q_Jqpl):|

o P p
D’ou 'on déduit le résultat suivant (aprés avoir noté 152- = D;N;, 150 = DNy, et
Qo =) :
Proposition 3.6 Soit E(Y) = 1,0, + D,0, + D16, + ... + D,8, le modéle AG

reparamétré pour un plan OEg. Alors les estimateurs des moindres carrés sont donnés
par :

1 12 —_—
G, = -1.Y =Y
n
~ 1 ~7 1 o
Oi - —Dl Y - qulei Y
Q; Qa;q;

Vi o= 0,1, ,p

Lemme 3.1 Soit X la matrice du modéle AG reparamétré pour un plan OEg de
taille n. Alors
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Proposition 3.7 Soit O, s, la classe des plans OEg de taille n avec (a,,b,) firé.
Alors, dans la classe O, ,) tout plan SOEg est D-optimal.

Démonstration.
Pour a,,n,p, q1,- - - , g fixés, considérons la fonction

flay, - ay) = X' X]

présentée dans le lemme ci-dessus. Cette fonction atteint un maximum global si et
seulement si a; atteint une valeur maximale dans sont domaine de définition V 7 =
1, ,p.

D’aprés la proposition 3.4 le domaine de a; est déterminé par :

ao + b,
i = - bzqz
di
Or, b; > 0 puisque les coordonnées du bloc D; sont toutes non-négatives. Alors a;
atteint sa valeur maximale si et seulement si b, =0V i=1,--- p.

Donc | X' X| est maximal si et seulement si le plan de X est un plan SOEg. o

3.5 Plan partiellement OEg (POEp)

Nous avons montré que les 4 conditions d’'un plan OEpg garantissent la structure
diagonale par bloc de la matrice d’information du modéle AG reparamétré. Nous
allons voir qu’en affaiblissant une des conditions des plans OEpg il est possible encore
de garder la méme structure diagonale.

On introduit alors la définition suivante :

Définition 3.4 On dit qu’un plan est partiellement OEg, on note POEg, si la ma-
trice d’information associée au plan pour le modéle AG reparamétré a la structure
diagonale par bloc d’un plan OEpg.

Afin de construire de maniére explicite des plans POEg on introduit d’abord une
classe de plans OE pour le systéme MoM de type A, noté axial-OE 4.

Les plans de type axial pour les mélanges classiques ont été présentés au paragraphe
1.4.3 du chapitre 1, nous les adaptons ici aux systémes de mélange a deux niveaux
de type A et B. Nous remarquons que les point axiaux dans Scp C S, sont parti-
culierement convenables pour la configurations d’expériences o les proportions des
composants principaux doivent étre toutes non-nulles.

3.5.1 Plan axial-OE4

Définition 3.5 Soit Ay, € R%*% [q matrice dont les lignes sont les points des azes
du simplexe S,, donnée par :

Aigi — 1 1=\
Ay, = | —— | 1, —_— , 2
. (Qi_l) qz+(¢]i—1){]ql (3.2)
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avec \; € [0,1] et \; # i pour tout i =1,--- ,p.

Soit £y, l'ensemble de points dont les coordonnées sont les lignes de la matrice Ay,.
On appelle plan axial multiple pour un systéme MoM de type A, noté m-azial, tout
sous-ensemble de &y, X -+ X &y,. Lorsque un plan m-arial est de plus orthogonal-
équilibré on Dappelle plan axial-OFEy.

Exemple 1

Considérons ici 3 CP avec ¢ = g2 = q3 = 3. Les 3 matrices des points axiaux sont
de la forme :

Ay = <3)\i2_1)13+<1_2)\i) Js=1 A N A |, A= ! 2/\2
A AN

)

Y

7 7

pour 7 = 1,2, 3.

1
Pour \; =0, /\2:§et A1 = 1, les matrices sont :
11 11 1
Y 2% ? 11 b
A(): ? (1] D) 5 A%: % % ? 5 Alz 0 1 0
3 3 0 i1 2 001

La matrice D € R*™ du plan & x €1 x & peut étre construite a I'aide du produit
tensoriel de la fagon suivante (voir paragraphe 2.4.1) :

B = [A% ® 1313 ® A;] € R?*C
puis,

D == [AO ® ]19’]13 ® B]

Nous reviendrons sur cette matrice D dans I'exemple suivant.
Remarque 3.2 Les plans de type m-azial sont des cas particuliers d’une structure
construite comme pour la définition ci-dessus mais sans contrainte sur les valeurs de
A
Par exemple, toute matrice de la forme al, + bJ, est similaire & la matrice Ay, des
points axiaur car les sommes des coordonnées des lignes sont toutes égales a a + rb,

mais pour ce cas général la valeur de a + rb n’est pas restreinte (voir exemple 3 a la
fin du paragraphe).

On s’intéresse maintenant a la construction de plans axial-OE pour le systéme MoM
de type A.

Proposition 3.8 Soit £ un plan m-azial de taille n pour un systeme a ¢ +-- -+ qp
CS. Alors, & est un plan axial-OE 4 si et seulement s’il existe un plan SOE de taille
n dans le réseau SOE(qu, -, qp)-

En d’autre terme, il existe une bijection entre les plans SOFE de taille n du réseau
SOE(q1,--- ,qp) et les plans aviauz-OE4 de taille n de 'ensemble {5, X -+ - X &,
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Démonstration.

Soit [Dy]---|D,] la matrice de £. D’aprés (3.2) chaque ligne de D; contient une
11—\

¢—1
1

Or, \; — A; #0 <= )\, # —, on peut ainsi poser D; telle que :
q,

)

proportion égale & \; les autres sont égales & A; =

1
A (Dim Didng) = Di = Di= (A = 8) D} + Aidng, (3.3)

avec D! ne contenant que des sous-mélanges purs.

Si D* = [Dj]| - --| D3] est un plan SOE alors D} Df = a;l,, 1,,D; = a;1,, et D} D} =
Cijdy; q;» PAT CONSéquent :

DiD; = (A= D) [aily,] + 280N — &) [ai ] + Afnd,

/ 3.4
D;Dj = (X = D) = Ay) [cijdgsg; ] + Dj(Ni = A0) [aidy,q,] (34)
+ AN = Ay) [a5g.q,] + Did Ty,

Vi1 # j dans {1,--- ,p}, donc & est un plan axial-OE.

Si D* n’est pas un plan SOE alors la condition d’équilibre, D;‘/Dj = CijJq;q;, DESE
pas satisfaite pour au moins un couple (i, j) avec i # j. On déduit donc, pour (3.4),
que cette condition ne peut étre non plus satisfaite pour D;Dj. o

Le résultat ci-dessus apporte une méthode de construction des plans axiaux-OE pour
le systéme MoM de type A. Il faut tout simplement identifier les fractions SOE du
réseau complet associé a §y, X --- X &, et remplacer la proportion égale a 1 par A;
et la proportion nulle par A;, pour i =1,--- p.

Lemme 3.2 Soit{ C &, x---x&,, un plan axial-OE 4. D’aprés (3.4) et les égalités de
symétrie et d’équilibre du théoréeme 2.1, les coefficients d’orthogonalité et d’équilibre
de & sont les suivants :

pour tout i # j dans {1,--- ,p}.
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Exemple 2 (Suite de I’exemple 1)

On s’intéresse maintenant a trouver un sous-ensemble de £ = &y X f% x &1 qui garde
la propriété OE.

Dans ’exemple 2 du paragraphe 2.4.3 on présente des générateurs des fractions SOE
du réseau SOF(3%). Considérons la fraction de résolution I1I engendrée par ¢1 + to +
ts = 0 [3] dont la matrice est la suivante :

1 0 0]/1 0 0|1 0 0]
01 0/010j010
0010101 00
00 1|1 00j0 10
D=0 10{0 0 1|1 0O
10 0(001(0 10
01 0|1 000|001
100010001
|00 1]0 0 1|0 0 1]

D’aprés la proposition 3.8 il existe un plan D C ¢ axial-OE de taille 9, on le construit
a partir du tableau D* :

05 9)5 ¢ 4|1 00
5 0317 3 21010
I ioll I hioo
I Toll Ioloro
Dp=[Di|Do|Ds]= | 5 0 5|5 7 3|1 00
05 7l 73010
o A
Cr it il o
L 2 2 4 4 2 .

Les coefficients d’orthogonalité sont donc obtenus du lemme 3.2 :

M=0= (a1,b) = (3,2
N=5= (@b) = (§$)
As=1= (as,bs) = (3,0)

D’aprés ’égalité d’équilibre les coefficients d’équilibre ne dépendent pas des propor-
tions des sous-mélanges donc ne dépendent pas non plus des \;, alors c19 = ¢13 =
Co3 — 1.

Remarque 3.3 Le résultat de la proposition 3.8 est valable aussi pour les plans cités
a la remarque 3.2.
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Exemple 3

Pour cet exemple on sort du domaine des systémes MoM. Considérons le plan défini
par & X & x &3 ou les points de &; correspondent aux lignes de A; pour i =1,2,3 :

- 1 -1 12 Ty
S e R F R

Alors on cherche les plans SOE de taille 4 du réseaux SOE(2%).
Soit D7 le tableau codé du réseau SOFE(23) :

00 0
100
010
. 110
Pe=10 01
101
011
11 1 |

On prend la fraction engendrée par ¢1 4t +t3 = 0 [2]. Celle-ci correspond aux lignes
1, 4, 6 et 7 de la matrice D}. Soit Frac(D}) la fraction codée et D* la fraction SOE
associée :

—_ O

Frac(D7) = D" =[Di|Ds| Dy =

O~ —~= O
— o~ O
— = O O
_ o O =
O~ Rk O
—_ o = O
O O ==
— = O O

Les expériences de & X & X &3 associées & D* sont obtenues par la formule (3.3) :

Dy = 2D; — Jis
Dy = —Dj+2Js,

D; = (v—y)Di+yJuo
donc :
1 -1(1 2|z y
—1 112 1|2 y
D=1DiPaADsl =1 1 1|1 |y o
1 =112 1|y =«

Effectivement D satisfait la condition OE :
DD, =8I —4J , DyDy=2I+8J, DyDs=2(x —y)*I + 4ayJ

0 0
0 0

On ne parle pas ici de plan axial-OFE car les lignes de D; ne correspondent pas a des
sous-mélanges.

DDy = DDy = { ] . DyDy=3(z+1y)J
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3.5.2 Plan POEp construit & partir de plans axiaux-OE 4

Soit w; la proportion du i-éme CP dans un systéme MoM de type B pour:=1,--- ,p.
La proportion u;; du j-éme CS est exprimée en terme de sa proportion relative, z;;,
dans le i-éme sous-mélange :

Uiz = Wil
oun0<uwy <lpourj=1,---,q, avec x; + -+ x5, = 1.

On peut ainsi associer & chaque mélange (w,u) € Scp X Scs(w) le point (w,x)
avec & € S¢ X --- x S, . L’ensemble contenant les points de la forme (w,z), noté
Scp X Reg, est donc le produit cartésien :

SCPXRCS:SCPXSqlx---Xqu

De fait Reog est le domaine expérimental du systéme MoM de type A pour les pro-
portions relatives des CS.

Définition 3.6 Soit l’application bijective f : Scp X Res — Scp X Scs(w) définie
par :

f(wb'" y Wp, Ly 7wp) = (wla'” y Wp, W11, 7wpwp)'
On dit que € = {t1,--- ,1,} C Scp X Res est le support du plan € = {ty,--- ,t,} si
t; = f(t:) pour touti=1,--- ,n. On dit aussi que la matrice [Dep| Reslz est le support

de la matrice [Dep|Dese-

En pratique on s’intéresse a la construction de plans sur I’ensemble Scp X Rog car les
deux blocs de la matrice [Dy|Res|s peuvent étre obtenus de maniere indépendante.
La matrice R, est la matrice d’un plan dans le domaine du systéme MoM de type
A, c¢’est pourquoi nous avons introduit préalablement les plans de type axial-OE,4.

Proposition 3.9 Soit Ay la matrice des points aziauzr dans Scp donnée par :
pA—1 1—A
Ay=|—|1 — | J
’ <p—1) p+(p—1 ’
1
avec A € 10, 1] et A # —.
q

Pour k = 1,---,p, soient [R[lk] |- R,[qu les matrices de p plans OE,4, avec
RM eRa j=1... p.

Soit 5 C Scp X Res le support du plan &, dont la matrice est ainsi construite :

1, @ Rﬁ R%li
1, @u | RY ... 2
[DCPHRCS]S = . :1 .p
L oo | BT [RP
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avec v; la i-éme ligne de la matrice Ay.

Alors & est un plan POEg de taille n = rp.

Démonstration.

Soit X = [1,|Dep|Des) = [14]|Dep| D1 - - - |D,) la matrice du modéle AG reparamétré
pour le plan proposé, ou f)cp = DN, et D; = D;N;, avec N, et N; les matrices des
noyaux associées aux contraintes d’identification, pour ¢ =1,--- , p. On veut montrer
que la matrice X'X est de la forme :

XJX - diag [77,, po([pfl + prl)a e 7pp(qu71 + Jqpfl)]

La matrice [Dep||Res]g est le support de [Dep||Desle = [Dep||Di| - - - D), elle a la forme
suivante :

L,®uv | ARM |-+ | ARY
1, @ v, ARZ ... | ARZ
DllDal - D) = |22
1, ®uv, | ARP ... | ARP
- A ’ ’
avec A = ] et vp = (AL, A AL, ), VE=1---p.
p—
1) D,chCP
‘DCP - [dlag(]lra e 7]17’)] A)x
d’ou , /
Dchcp = A)\ [diag(]lra T ﬂr)] [diag(]lm T ﬂr)] A)\
= TA)\A)\
2
= r(23) heralpat2 (2]

On en déduit :

~/ ~ ’ ’ )\ - 1 2

DchCp = NchchCPNCP =r (pp 1 ) [Ip—l + ‘]p—l]
2) DiD; et D;D;, i # j - [R[lk] |- Rl[fq est la matrice d'un plan OE4 pour k =
1,---,p, donc :

(2

(BI) R = ity + by,

(RY) R = ey,

J

Pour chaque bloc D; on a :
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/ p ’
Doy = (R Ry (RY) R
ki
/ P P
D,D; = [(AQ&% + A? Z aik) Iy, + (AQbu‘ + A Z bik) qu]
ki ki
D’ou :
~ / =~ ! ! p
D,D; = N; D;D;N; = (AZ(M + A? Z aik) [Lg—1 + Jg-1]
ki

La matrice D;D; est de la forme PijJq;,q; donc on obtient :
D,D; = N,D;D;N; =0

3) 1, D,y et 1,D; :
1, D, = 1, diag(1,,---,1,)A,
= r]l;)A)\ = 7"]1;J
on obtient : 1,,D,, = 1,, DN, = 0.

Pour la propriété de plan OE4 on a pour chaque k=1,--- ,p:

1, RY = (ag + q;bu) 1, (3.5)
1= 17 Y 2
d’ou
p
1,D; =1, Z(@ik + qibix)
k=1

et on obtient : 1/,D; = 1, D;N; = 0.

4) Dchi .

On constate que D’CpDi ne satisfait pas la condition de plan OEg, pourtant on montre
que D;pf)z‘ =0:

p
D,,Di = A1, @ v)) B + AN A1, @ v) R}
k#i

Or, d’aprés (3.5) on a :
A)\(&” -+ C]ibii)Jifl,qz‘

ML @ Ui)le[i} _ [A)\Jrﬂ‘—l‘)\2]IT|A)\Jr,p—i]IRZ[i} — AQ(CLZ‘Z‘ + Qibz‘z‘)]l:zi
A)\(@z’i + C]z’bii)pri,qz'
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et
/ A?(az + Qibin) Jo—1,4:
A(]lr X Uk) Rz[k} = A)\(azk + Qibik)]lqi
A?(az + Qibik) Jp—k.q:

On en déduit que la matrice D;pDi est de la forme suivante :

61
1
D, D;= |4

Sl
Comme 1, N; = 0 on obtient : D, D; = N, D, D;N; = 0.

On a ainsi montré que cette construction a partir d’'un plan OE4 conduit & un plan
POEg dont la matrice d’information pour le modéle AG reparamétré est la suivante :

2
X'X = diag [7‘]9, r <ppj) Up—1+ Jp—1], @1l 1 + Jgy -1+ plg,—1 + Jg, 1] (3.6)

avec

p
D, = Nay + A? Z (e
ki
pour tout z =1,--- ,p. ¢

On s’intéresse maintenant a des plans POEg construits selon le schéma de la pro-
position 3.9 mais spécifiquement & partir des plans de type axial-OE, introduits
dans le paragraphe précédent. Le résultat de la proposition 3.8 est donc crucial pour
construire le tableaux R, sur la base de p plans de type SOE 4. Ainsi, en pratique, la
construction d’un plan POEpg se réduit a la recherche de plans factoriels orthogonaux.

Coefficients de X' X pour un plan axial-OE 4

On observe dans (3.6) que les composantes de la matrice X'X sont dépendantes des
coefficients d’orthogonalité aix, asg, - - - , apr des p plans OE 4 utilisés dans le support
de [Dp||Des)e, pour chaque plan k =1,--- ,p.

Lorsque les p plans sont de type axial-OE,4, d’aprés le lemme 3.2, on peut obtenir
ces coefficients de maniére explicite en fonction des proportions

)\1k7 )\Qka Tty )\pk

qui caractérisent le k-iéme plan axial-OE4, pour k=1, p.

Ainsi, les valeurs de ®; dans la matrice X' X pour un plan axial-OE4 sont données

par :
p
r

b= —
¢i(g—1) Py
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Nous présentons a la suite un exemple pour illustrer le procédé qui commence par

la recherche de plans SOE de petite taille et termine par la construction d’un plan
POEg.

3.6 Exemple

Considérons ici un systéme de mélange a deux niveaux pour 3 composants principaux,
chacun d’eux ayant 3 composants secondaires. La modélisation d’une telle situation
par la méthode proposée dans la littérature (modéle multiplicatif) requiert au moins
81 expériences si les 4 polynomes multipliés dans le modéle sont d’ordre un.

Le modéle AG pour la configuration proposée (p = 3 et ¢ = g2 = g3 = 3) requiert
au moins ¢ = q; + @2 + g3 = 9 expériences. On va estimer les parameétres du modéle
AG sur un plan de type POEpg construit selon la proposition 3.9.

Pour construire le plan POEg on suit donc la démarche suivante :

1) Chercher 3 plans factoriels orthogonaux de méme taille, la plus petite possible. Les
plans factoriels orthogonaux sont associés aux plans SOE4 (voir la remarque 2.4).

2) A l'aide de la proposition 3.8, définir les 3 plans de type axial-OE, pour composer
le bloc R., de la matrice support [Dcp]Rcs]g.

3) Définir la matrice A\ qui est utilisée pour composer le bloc D, de la matrice
support.

Pour les 3 plans factoriels on peut choisir les fractions réguliéres du plan factoriel
complet associé au réseau SOE(3?). Chaque fraction de résolution III engendrées par
ty + ta + t3 = (k — 1)[3], est associée a la sous-matrice [R[lk]\ng”ngq dans le bloc
R.s, pour k£ = 1,2,3. On présente les 3 tableaux codés ci-dessous :

000 001 00 2
210 010 020
120 100 2.0 0
20 1 11 2 2 2 1
RV=1102| ,RP=|121]| ,RI=|212
021 21 1 12 2
01 2 2 20 110
111 20 2 101
|2 2 2] |0 2 2| (01 1|

Pour la fraction codée R associée & [R[ll]]Rg]\Rg]] on a choisi le plan axial-OE4
caractérise par les proportions A\j; = %, Aop =1 et A3y =0.
Pour la fraction codée RE associée a [R[12]|R£2]\R£2}] on a choisi le plan axial-OE4

caractérisé par les proportions Ajs = A3o0 = 1 et Ayp = %
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Pour la fraction codée R associée & [R[13]|R£3]\R£3]] on a choisi le plan axial-OE4
caractérise par les proportions A3 = A\33 = 1 et Ay3 = 0.
Et finalement pour le bloc D, la proportion A dans la matrice A, doit étre choisie

de facon a ce que toutes les proportions des CP soient strictement positives, donc
A € ]0, 1] et pour assurer la régularité du plan & il faut que \ # % :

A A A
AA:A)\A,A:—l
A A A p=

Alors, le support de la matrice [D.,|D.s|¢ du plan POEp est la matrice suivante :

A A A|1/2 1/4 14001 0 0] 0 1/2 1/2]
AA A|1/4 1/4 1/200 1 0] 0 1/2 1/2
AA A|1/4 1/2 1/400 0 1|0 1/2 1/2
AA A|1/4 1/4 12001 0 0 [1/2 0 1/2
AA A|1/4 1/2 1/4001 0 0 [1/2 1/2 0
A A A|1/2 1/4 1/40 0 0 1 [1/2 0 1/2
A A A1/2 1/4 1/40 0 1 0 |[1/2 1/2 0
AA A|1/4 1/2 1/400 1 0 |1/2 0 1/2
A A Af1/4 1/4 1/200 0 1 [1/2 1/2 0
A XAl 1T 0 o0 1/2 1/4 1/4]0 1 0
A XAl 1T 0 0 |[1/41/2 141 0 0
A XAl 0 1 0 [1/2 1/4 1/4] 1 0 0
A XAl 0 1 0 [1/41/2 1/4/0 0 1
[Depl|Reslz = | A X A0 1 0 |1/4 1/4 1/2)/ 0 1 0
A XAl 0 0 1 [1/41/2 140 1 0
A XAl 0O 0 1 [1/2 1/4 1721 0 0
A XAl 0 0 1 [1/2 1/4 140 0 1
A XAl 1 0 0 [1/4 1/4 12/ 0 0 1
AAX[T 0o o1 0o 0[]0 0 1
AAX[1T 0O 0|0 O 1[]1 0 0
AAX[O O 1|1 0 01 0 0
AAX|O O 1[0 0 1[0 1 0
AAX|O O 1|0 1 0[]0 0 1
AAX[O 1T 0|0 O 1[0 0 1
AAX[O 1T 0|0 1 0[]1 0 0
AAX[O 1T 0|1 0 0[]0 1 0
A A X1 0o 0[O0 1T 0|0 1 0

Les valeurs des &, ®, et 3 dans la matrice d’information du modéle reparamétré
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sont obtenues par la formule (3.7) :
_ 27 3
o, = E)\Q — 3\ +3
_ 9 15 15
CI)Q = g/\2 — g/\ -+ 16
(I)g - (13—2)\2 - 1—85)\ + %
La matrice d’information est donc ainsi :
X'X = diag (27, 36A = 1)? [34], @1 [3 3], 92 (3 4], ®4[3 1))
Le déterminant de X X est ainsi une fonction de A,
o(N) = X 'X]|

mais on sait que la valeur de A est conditionnée par le fait que toutes les proportions
des CP sont strictement positives, donc la solution optimale ici, A = 1, n’est pas
valable.

Cependant on peut calculer de maniére explicite la D-efficacité relative du plan (par
rapport au plan théorique optimal) pour une valeur donnée de A :

A€o 1 et A #£ L.
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Chapitre 4

Mélanges a deux nivaux et facteurs
externes

Dans ce chapitre nous proposons des modéles tenant compte de facteurs externes qui
pourraient agir sur la propriété d’'un mélange a deux niveaux. Dans la bibliographie
le traitement conjoint de mélange et facteurs externes est uniquement présenté pour
les mélanges classiques.

Parmi les facteurs externes il y a un type de facteur traité de maniére particuliére,
il s’agit de la quantité (ou la masse) du mélange.

La premiére partie de ce chapitre est dédiée aux systéme MoM avec un seul facteur
externe, celui de la quantité. Les modéles intégrant la masse proposés pour les mé-
langes classiques (Cornell, 2002) sont adaptés ici aux systémes de mélange a deux
niveaux. Nous allons voir que la relation entre les proportions de composants et la
quantité du mélange conduit & un modele sans contrainte qui peut étre analysé a
I’aide des méthodes classiques pour surface de réponse.

La seconde partie traite les systémes MoM avec tout type de facteurs externes. Nous
proposons un modeéle d’ordre un et des plans construits a l'aide du résultat dans
la proposition 3.8. L’idée consiste a rassembler les trois types de variables (propor-
tion de CS, proportion de CP et facteurs externes) et construire un plan ayant des
propriétés apparentées a celles des plans OE pour les systémes de type A et B.

4.1 Meélange classique et facteur externe

Considérons le cas ou la propriété que ’on cherche a modéliser est une fonction des
proportions des composants ainsi que de la quantité du meélange. C’est le cas par
exemple d’un médicament ou sa performance dépend de la formulation ainsi que de
la dose appliquée.

Nous avons trouvé dans la bibliographie (Cornell, 2002) deux formes de modélisation
avec des mélanges classiques et quantité, nous les présentons ci-dessous.
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Soit S, le simplexe pour un systéme de mélange classique dont les proportions sont
les coordonnées du vecteur & = (21, 22, -+ ,x,) € S,. Soit ¢ la variable correspondant
a la quantité de mélange, supposons que :

O<a<t<b (4.1)

1) Modéle component-amount.

Si z; est la quantité du i-éme composant alors z; = tx;. Pour les nouvelles variables
zi, = 1,--+ ,q, il n’y a d’autre contraintes que celles des bornes. Ces bornes sont
déterminées par rapport a (4.1). On peut donc ajuster un modéle polynomial usuel
d’ordre quelconque sur les variables zi,--- , 2,. En général on utilise des polynomes
d’ordre un et deux tels que :

a
n =05+ Z Bizi (4.2)

n =B+ Z@zz - Z Bzt + Y Byzz (4.3)

1<i<j<q

Ici on n’a plus la difficulté de surparamétrisation car il n’y a aucune contrainte liant
les variables du modéle. Alors il est possible d’estimer les paramétres avec la méthode
classique de surface de réponse a d’aide des plans classiques.

2) Modeéle mizture-amount.

Une autre forme pour modéliser la réponse consiste & manier séparément les propor-
tions et la quantité. Les modéles les plus utilisés sont les surfaces de réponse de la
forme :

(i) n = P(z) + Q(t)
(i) n = P(x)Q(t)
ot P(x) est un polynéme de Scheffé et Q(¢) est un polynome usuel.

Par exemple, si le polynome P est d’ordre deux et ) est d’ordre un alors les surfaces
de réponse sont de la forme suivante :

q
n=Qt)+P(x)=a+pt+Y Bai+ Y PByumw, (4.4)
i=1 1<i<j<q
n= Z ViZi + Z VijTiT; + Z ot + Z OZZ]ZEZZEJt (45)
1<i<j<q 1<i<j<q

Remarque. La comparaison entre ces deux modéles, component-amount et mizture-
amount, est basée sur les interprétations des parameétres. Dans certaines situations
le modéle (4.3) est préférable au modéle (4.5). Par exemple, lorsqu’on veut mesurer
Ieffet placebo chez le patient la dose du médicament doit étre nulle, donc z; = 0
et zz =0V ¢ =1,---,p, on obtient ainsi que la réponse prédite est nulle pour le
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modéle (4.5). Ceci n’est pas adapté a la réalité et dans ce cas le modéle (4.3) est plus
adéquat. Par contre le modéle (4.5) permet de séparer les propriétés des composants
de l'effet di aux changements de la quantité de mélange. C’est pourquoi la sélection
d’un des deux modeéles dépend du cas d’étude particuliere. Dans I’article de Piepel
& Cornell (1994) nous trouvons une discussion sur des résultats obtenus pour des
données réelles analysées avec les deux modeéles.

Cas général mélange classique et facteur externe

Dans la modélisation courante d’un probléme de mélange classique et facteurs ex-
ternes on utilise des surfaces comme celles de (i) et (i) pour r facteurs externes :

n="P@) +Qt, - .t,) et n=P@)Qt, . t)

Pour la modélisation d’un systéme de mélanges a deux nivaux avec le facteur “masse”
nous adaptons ’approche du modéle component-amount présenté ci-dessus. Pour
le cas plus général de r facteurs externes nous utilisons le modéle n = P(x) +
Q(t1,- - ,t.). Dans les deux cas la modélisation est faite a I’aide de surface polyno-
miales d’ordre un.

4.2 Facteur masse et systéme MoM de type A
Nous allons voir qu’un modéle de type component-amount peut étre aisément adapté
au systéme MoM de type A.

Considérons le systeme de type A avec ¢ = ¢ + - - - + g, composants secondaires a
proportions réelles :
VZzl, P et ]:]—7 » 4i

ui1+...+u1qi :wi
0 <y < w;
avec (wy, -+ - ,w,) fixé dans le domaine Scp.

On a par conséquent la contrainte principale du mélange :

P4
ZZUZ]:’LUZ—F’LUQ—F—F’LUpzl

i=1 j=1

Sit € [a,b], a > 0, est la quantité (ou masse) du mélange alors t;; = tu;; est la
quantité du j-eme CS associé au i-éme CP. Les bornes de la variable ¢;; sont donc :

0 <t < tw; < bwy

On applique la transformation canonique pour obtenir des variables codées dans
[—1,1] :
A v
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\Vllzl, P et ]:]—7 » 4i
Alors, si z;; = —1 la quantité du j-éme CS associé au i-éme CP est nulle.
Modéle 1

Nous appelons modéle I le modéle de type component-amount adapté au systéme
MoM de type A pour un polynoéme d’ordre un sur les variables codées :

q1 qp
n = ﬂo'f‘Zﬁljle + "'+Zﬁpjzpj
j=1 j=1

Il est possible d’estimer les paramétres de ce modéle avec les plans factoriels clas-
siques. Mais on doit prendre en compte que les CP interviennent tous dans le mé-
lange, c’est-a-dire, la proportion w; est fixée a valeurs strictement positives pour tout
i=1,---,p. Pour qu'un plan soit donc admissible (voir la définition 4.1) il faut re-
poser cette condition 1a en termes de plans factoriels.

Notation : On note £(2%) le plan factoriel complet pour ¢ facteurs, chacun d’eux
dans I'ensemble {—1, 1}. Pour un sous-ensemble du plan complet de taille n on note
£(29,n). Si n = 277" on note tout simplement £(277"). Lorsque le sous-ensemble est
une fraction réguliére on note £(2% ") ou R est sa résolution. Pour expliciter les gé-
nérateurs de la fraction on note £(2% ", G).

Rappel. Les sous-ensembles orthogonaux des plans factoriels du type £(29) corres-
pondent aux fractions réguliéres dont la résolution est au moins égale a III (voir
Tinsson, 2010).

Pour estimer les paramétres du Modéle I nous nous intéressons a des fractions régu-
liéres de résolution strictement supérieure a deux qui sont admissibles dans le sens
suivant :

Définition 4.1 On dit qu’un plan (291 F% n) est admissible pour le modéle I si
pour chaque (z1,---,2,) € E20T %% n) la condition z;1, > —q; est satisfaite ¥V
i=1,-+-,p. On dit aussi que le point (ou ’expérience) est admissible.

La condition d’admissibilité laisse en dehors les expériences ot 2z, = —1, pour au
moins un indice & € {1,---,p}. Un expérience de la forme (zy,---, =1, ,---,2,)
correspond en fait & un mélange ou le k-iéme CP est absent puisque les proportions
de tous ses CS sont nulles.

Si A, = £(2%) — {—]l;i} pour tout i = 1,---,p, alors ’ensemble défini par A =
Ay x -+ x A, est le sous-ensemble maximal de £(29'7"%) contenant les expériences
admissibles. La taille de A est donc égale a [[?_, (2% — 1). En général A n’est pas un
plan orthogonal mais nous cherchons dedans les fractions réguliéres de type £(2% "),
avec une résolution R égale ou supérieure a I11 .

Remarque 4.1 Pour touti=1,---,p, 2471 < 2% — 1, donc [[7_, (2% — 1) > 2771,
mais la fraction réguliere la plus grande possible est de taille 297% par conséquent le
plan A n’est jamais orthogonal.
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Dorénavant la notation employée pour les fractions réguliéres est celle de la multipli-
cation d’Hadamard entre colonnes du tableau, elle va étre introduite dans I’exemple
suivant.

Voici un exemple ot il n’est pas possible de trouver une fraction orthogonale admis-
sible.

Exemple 1
Considérons le systéeme MoM de type A de plus petite taille : ¢, = ¢o = 2.

Voici la matrice du plan factoriel complet £(2%) ot les expériences admissibles sont
indiquées par la fléche :

-1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1
-1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1
—1 -1 1 1
11 1 1 o«
-1 1 1 1 o«
1 -1 S
D=l ==
1 1 -1 1
-1 1 -1 1
1 -1 -1 1 «
—1 -1 1 —1
11 1 -1«
-1 1 1 -1  —
1 -1 1 -1

Notation : soit i la i-éme colonne du tableau associé au plan £(2?), on note ij le
produit d’Hadamard i ® j. Une fraction réguliére est identifiée par une condition de
la forme 12---r =1 (voir le chapitre 3 de Tinsson, 2010).

La fraction engendrée par 1234 = 1 contient les lignes 1, 2, 5, 6, 11, 12, 15 et 16 de
D. Les fractions engendrées par 123 = 1, 124 = 1, 134 = 1 et 234 = 1 contiennent
aussi au moins deux lignes de chaque sous-matrice de D donc contiennent deux ex-
périences non admissibles de la forme (z, —1,).

Pour cet exemple il n’est pas possible d’obtenir un plan orthogonal admissible. Ce-
pendant il y a des fractions réguliéres de résolution II admissibles comme celle du
générateur 12 = 34 = —1. Aucune expérience de la forme (—15, z) ni (z1, —15)
satisfait la condition de ce générateur, on retient de la matrice D les lignes 11, 12,
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15 et 16 :

-1 1 -1 1

1 -1 -1 1

Diomsa=—1y= | _; | | _4
1 -1 1 -1

Il n’est pas possible d’estimer les paramétres du modele I avec une fraction de ré-
solution II car sa taille est inférieure au nombre de paramétres. Par contre le plan
composé de toutes les expériences admissibles (les 9 lignes indiquées sur D) est ré-
gulier. La matrice d’information est son inverse sont données par :

9 3 3 3 3 3 -4 -4 -4 -3

/ 3 .9 -3 1 1 B - B T
Xx=[3-3 9 1 1|, xx)'=|-&£ & 1T 0o o
3 01 1 9 -3 L 0 o0 L 1

3 1 1 -3 9 - 0 o & 1

Pour ce plan la covariance entre couples d’estimateurs liés a des sous-mélanges dif-
férents est nulle.

Remarque. La construction de fractions orthogonales en évitant certaines expé-
riences n’est pas une problématique courante. Ici nous montrons que lorsque le
nombre de composants secondaires par sous-mélange est strictement supérieur a
deux, il est possible d’obtenir une fraction réguliére admissible de résolution égale ou
supérieure a III.

Proposition 4.1 Soit ¢; > 3 pour tout i = 1,--- ,p. Il existe au moins une fraction
orthogonale admissible de (201 T%) de taille 20+ "+ P,

Démonstration.
Considérons le plan factoriel £(2%), on peut obtenir deux fractions réguliéres de taille
29+~ et de résolution g, avec les générateurs :
12---q, = 1 (4.6)
12---q, = —1

Comme ¢, > 3 ces deux fractions sont bien orthogonales. Or, I'expérience —]l;k, celle

que l'on veut éviter, appartient a une des deux fractions. Si g, est un entier pair on
doit donc rejeter la fraction 4.7, si g, est impair on rejette alors 4.7.

Soit T}, le plan de la fraction de résolution g, choisie par la procédure ci-dessus, on
sait que le point —ll;k a été exclu pour tout k = 1,--- | p, alors le plan D défini par :

D=T x---xT,

est une fraction orthogonale admissible de (297 t%)  de taille 200+ TP o

La démonstration de cette proposition est de fait un algorithme pour construire
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une fraction orthogonale admissible sous la condition que min{q,---,¢,} > 3. Si
l'on veut utiliser des fractions orthogonales pour le cas min{q,---,¢,} = 2, il faut
imposer des conditions de borne inférieure non nulles sur un des deux CS des sous-
mélanges ou ¢; = 2.

4.3 Systéme MoM de type A et facteurs externes

4.3.1 Modéle

Considérons maintenant une situation ou la propriété a modéliser dépend de m fac-
teurs externes ainsi que des proportions des composants secondaires dans un systéme
MoM de type A.

Soient zi,- -, 2, les variables associées aux facteurs externes et xz;; les proportions
relatives d’un systémes MoM de type A pouri=1,--- ,pet 7 =1,---,¢;.

Nous proposons a nouveau un modéle additif pour les deux types de variables :

m q1 4dp
N=aot Y Bezt Y agmy e Y ap, (4.8)
k=1 j=1 j=1

Ce modéle est évidemment surparamétré a cause des contraintes des sous-mélanges.
On va donc imposer les mémes contraintes d’identifications que celles du modéle
additif utilisé dans le chapitre 2 pour le systéme MoM de type A.

Pour ce modéle on suppose que les variables externes sont codées de fagons a ce que
-1 <z <1pourtoutei=1,---,m.

4.3.2 Plan

Nous utilisons ici les notions de plan orthogonal-équilibré introduites pour les sys-
temes de mélanges a deux niveaux, ainsi que la structure de tableau codé lié¢ aux
plans SOE 4.

Soit le modéle additif (4.8) sous la forme matricielle :

EY) = 1,a,+EB+Diay+---+ D,y

= 1l,a,+ EB+ D
ou 16: (617"' 75771)7 o = (alu"' 7ap) et a; = (ai17"' 7aiqZ')7 i=1--,p.
On cherche a construire des plans ayant les propriétés suivantes :
1LE =0
EF'E = pl,
E'D; = 7iJmg, (4.9)
DiDj = cijlgq
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Un plan ainsi défini va étre appelé tout simplement plan OE avec facteurs externes.

D’aprés les propriétés vues précédemment des plans OE 4 et les propriétés des ma-

I, /

trices N; = %71} associées aux contraintes d’identification 1, a; = 0 pour tout
T g1

1 =1,---,p, on déduit le résultat suivant :

Lemme 4.1 Soit [E|D] la matrice d’un plan OE avec facteurs externes. La ma-
trice d’information du modéle additif (4.8) reparamétré par rapport auzx contraintes
]l;iai =0,2=1,---,p, est diagonale par bloc :

X/X = dlag (n, p[m, al[[q1,1 + Jqlfl], ce ,ap[[qp,1 + Jqp71]>
ot X = [1,|E|D1Ny|---|D,N,).
Les plans de type OE avec facteurs externes peuvent étre construits a ’aide de la
proposition suivante :

Proposition 4.2 Soit le plan factoriel complet, noté g X &, défini par :
Ep X &s ={-1,1}" X [Z/WZ]) X - -- X [Z]q,Z]

Pour tout plan & C £g X & orthogonal de taille n, il existe un plan OF avec facteur
externe de type axial pour les proportions des composants secondaires.

Démonstration.

Soit [E|D,] le tableau du plan factoriel § et soit D* = [D|--- D;] la matrice brute
de D., c’est-a-dire la matrice de sous-mélanges purs issus du bloc D.. Comme & est
orthogonal alors D* est la matrice d’'un plan SOE et d’aprés la proposition 3.8 il
existe un plan axial-OE,4 de taille n, soit D = [D;|---D,] la matrice de ce plan
axial.

Comme les éléments de la sous-matrice £/ sont égaux a —1 et 1, et le plan factoriel
¢ est orthogonal, alors E'E = pI,, et ]l;lE =0.

On montre aussi que £'D; =0 :
Di= (N = 8D} + Aidng,
E'D; =\ — A)E' D + NE' J,y,
—_——

0
Soit E* = [Ef|---|E;] la matrice brute de E' (E* est la matrice d’'un plan SOE),
alors

E=[E|---|Eiv] ou v =(-1,1)

Toujours par 'orthogonalité du plan £ on a [E;;]/D;‘ = TiJag pour bk = 1,--- m,
d'ott v'[Ef]'Df =0 et E'D; =0 pour i = 1,--- ,p. On a montré donc qu’a partir du

plan factoriel £ on peut obtenir un plan satisfaisant les conditions (4.9). ©

L’objectif consiste a trouver les plans orthogonaux de la taille la plus petite possible
a partir du plan factoriel g X &..
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Exemple 1

Considérons une situation de 3 facteurs externes et 4 sous-mélanges a deux CS cha-
cun:m=3,p=4etqg=2Vi=1,--- 4.

Pour cette configuration le plan factoriel complet est de taille 2”7 = 128. Une
fraction réguliere orthogonale de taille optimale est obtenue par les générateurs
{126, 134, 237, 245}. Cette fraction de résolution III correspond au plan de Pla-
ckett et Burman de I'exemple 1 du paragraphe 2.4.3. Voici la matrice codée du plan :

-1 -1 -1/-1 -1 -1 -1
1 1 1}-1 1 -1 -1
-1 1 1, 1 -1 1 -1
-1 -1 1 1 1 -1 1
1 -1 -1 11 1 -1
-1 1 -1/-1 1 1 1
1 -1 1}-1 -1 1 1
1 1 -1} 1 -1 -1 1

[E|D.] =

La matrice du plan est donc :

-1 -1 —1|1 0|1 0|1 0|1 O
1 1 1|1 0|0 1|1 0|1 0
-1 1 1]0 1]1 0]0 1]1 0
i} § § -1 —1 1]0 1]0 1]1 0]0 1
[B|D"] = [E|Di] - |D] = 1 =1 =10 1|0 1]0 1|1 0
-1 1 =11 0]0 1]0 1]0 1
1 —1 1|1 0|1 00 1]0 1
1 1 =10 1|1 0|1 0[0 1 |

On choisi le plan de type axial associé au bloc D* dont les proportions sont \; =
)\2:)\3:1@5)\1:%3

(-1 -1 —1[1 0|1 0|1 0|5 2]
1 1 1|1 040 1|1 0|5 =
-1 1 1|0 1|1 0|0 1|35 2
-1 -1 1|0 1|0 1|1 0|z 2
EID] = [EIDa| ---|1Da] = 1-4—1010101%%
-1 1 —-1{1 0|0 1|0 1[% 3
1 -1 1|1 01 0(0 1|2 &
|1 1 —1]0 1{1 0|1 0|35 3

La matrice d’information pour le modéle reparamétré est la suivante :

-, ~ 2
X X = diag (8,8,8,8,4,4,30)
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Existence des plans factoriels orthogonaux de petite taille

Dans la plupart des exemples que nous avons présenté avec des plans factoriels nous
avons utilisé des configurations symétriques (¢; tous égaux) a modalités égales & un
nombre premier (par exemple ¢; = 2 ou ¢; = 3). Dans ce cas la théorie assure ’exis-
tence des fractions réguliéres de résolutions III, donc des plans orthogonaux de taille
satisfaisante.

Cependant pour certaines configurations de plans factoriels asymétriques il est pos-
sible de trouver des plans orthogonaux de petite taille voire de taille minimale. Alors
en pratique on peut résoudre quelques situations a 1’aide des tableaux proposés dans
la littérature (voir le chapitre 4 du livre de Collombier, 1996 et le chapitre 8 du livre
de Benoist, 1994).

4.4 Systéme MoM de type B et facteurs externes

Le modeéle additif tenant compte des facteurs externes est de la forme suivante :

m p q dp
n=a,+ Zﬁkzk + Z a;w; + Z agjugj + -+ Z Qpjlpj (4.10)
k=1 i=1 j=1 =1

avec :
21, -+, % 1 variables associées aux facteurs externes,
wy, - -+, w, : proportions des CP,

Ui, -, Uig, : proportions réelles des CS du ¢-éme CP.

La représentation matricielle du modéle est :

E(Y) = la,+ EB+ Dypoey + Diay + -+ + Dy
— ]]_Oéo + Eﬂ + DCpan _|._ Dcsa

avecﬁ: (ﬁla"' 7ﬂp)7 acp: (0517"' 7ap)7 o = (ala'” 7ap) et o = (Oéila"' 705iqi)7
i=1,--,p.

Pour ce modéle on a toujours la surparamétrisation due au systéme MoM de type
B, donc ici les contraintes d’identifications sont celles du modeéle AG du chapitre 3.

On s’intéresse a des plan de facon a ce que la matrice d’information du modéle
paramétré soit diagonale par bloc.

Considérons les plans orthogonaux issus du plan factoriel complet intégrant les trois
types de variables du modele (4.10). Le plan factoriel complet, noté g x &qp X Es,
est défini par :

fE X fcp X gcs - {_17 1}m X [Z/pZ] X [Z/QIZ] X X [Z/QPZ]

Soit & C &g X & X & un plan orthogonal dont la matrice codée est donnée par
D¢ = [E|l|A]. A la différence du modéle (4.8) pour le systéme de type A, ici il n’est
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pas possible de construire un plan de maniére directe sur la matrice D = [E|L|B]
a cause du lien entre les proportions des CS et de CP, ou L et B sont les matrices
brutes de [ et A respectivement.

Par contre il est possible d’obtenir un plan de matrice [E|D.,|R.s] ot [Dep|Res] est
une matrice de support (voir définition 3.6).

Soit A €]0,1] et \ # %, d’aprés la formule (3.3), on obtient le bloc D, :

Ap—1 1—A
D., = L+(—2)7,
g <p—1) +<p—1>J’p

Donc E'Dcp =0 car 'L = 0 d’aprés 'orthogonalité de &.

Si [Dep|Des) = [Dep| D1 - - - |Dy) est la matrice dont le support est [D.,|R.s| alors si
R.s est un plan SOE pour le systétme MoM de type A, le produit D’CpDZ- est de la
forme

o1
i
D(/;p-DZ: 2. -

51’]1%'

Or, toujours pour l'orthogonalité de £ on a E’Dcp = QoJmp et E'D; = ;. q,- D'011
I’on obtient pour le modéle reparamétré une matrice diagonale par bloc.

Exemples

1) Pour m =2, p =3, ¢ = ¢2 = g3 = 2, le plan factoriel complet
{—1,1}* x {0,1,2} x {-1,1}?

est de taille égale a 48. On peut obtenir un plan orthogonal de taille 24.

2) Pour m =3, p =3, ¢1 = ¢2 = g3 = 3, la taille du plan factoriel complet est égale
a 23 x 3* = 728, on peut obtenir un plan orthogonal de taille 22 x 3% = 108.

Commentaire : La préférence pour les plans orthogonaux de type factoriel est
justifiée en raison des bonnes propriétés de la matrice d’information. Cependant il
n’est pas toujours possible d’obtenir des plans orthogonaux de taille satisfaisante. Une
solution pour réduire la taille du plan est toujours possible a l'aide des algorithmes
d’échange. Ce type d’algorithme construit un plan de taille désirée a partir d’un
ensemble de points donnés sous un critére d’optimalité (la D-optimalité en général).
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Conclusions

D’une part, ce travail s’oriente vers la recherche de modéles alternatifs au modéle
multiplicatif proposé dans la bibliographie pour représenter les propriétés de mé-
langes a deux niveaux de type A et de type B (voir paragraphes 1.5 et 1.6). D’autre
part, on prend en compte l'effet de facteurs externes sur les propriétés de ces deux
systémes de mélanges. Dans la littérature l'effet de facteurs externes n’a été modélisé
que pour les mélanges classiques.

Lorsqu’on se place sur un scenario avec de nombreux composants principaux et se-
condaires la taille du plan requis pour estimer les paramétres du modéle multiplicatif
peut étre prohibitive au niveau pratique. C’est pourquoi on a privilégié la modéli-
sation de mélanges au travers de surfaces de réponse polynomiales d’ordre un. Pour
les mélanges de type A un modéle d’ordre deux est aussi proposé. L’ajustement de
surfaces de réponse d’ordre un a été aussi utilisé pour la modélisation de mélanges
a deux niveaux sous l'influence de facteurs externes. Ce type de modéle n’est pas
identifiable en raison des contraintes de mélanges alors on impose des contraintes
d’identification classiques sur les parameétres.

Bien que la problématique sur le nombre de parameétres ait été surmonté par la sim-
plicité du modéle choisi, les modéles additifs proposés dans ce travail peuvent ne pas
étre adéquats pour représenter la réponse de certains phénomeénes de nature plus
complexe. Ces modéles ne répondent pas a tous les types de situations mais ils sont
bien adaptés a P’expérimentation de type exploratoire (criblage).

Les paramétres du modéle additif dans tous les cas sont estimés pour des plans
orthogonaux-équilibrés (OE) ou partiellement OE puisque ce type de plans se ra-
meénent & une matrice d’information diagonale par blocs. L’identification établie entre
les plans strictement OE et les plan orthogonaux de type factoriel a permis d’obtenir
des plans de petite taille composés de sous-mélanges purs en utilisant des méthodes
classiques pour la construction de fractions réguliéres de résolution III.

Cependant, dans de nombreux cas d’application réelles, les expériences avec des corps
purs n’ont pas de sens pratique. Dans ce cas une solution est toujours possible d’aprés
le résultat qui assure ’existence d’un plan axial OE pour chaque plan SOE. Ainsi,
le lien entre fractions orthogonales et plans SOE peut conduire a des plans OE de
type axial de taille adéquate. Or la taille de la fraction orthogonale est conditionnée
par le nombre de composants principaux, le nombre de composants secondaires et
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le nombre de facteurs externes. Donc certaines configurations de mélanges-facteurs
n’aboutissent pas a de plans de taille restreinte comme a été déja indiqué dans le
commentaire & la fin du dernier chapitre.

118



Perspectives

> Concernant les composants du mélange. Les deux systémes de mélanges
traités dans ce travail ne considérent que des composants principaux obtenus
comme des sous-mélanges d’au moins deux composants secondaires. Il est ce-
pendant possible de généraliser les systémes MoM en rajoutant des composants
singuliers, c.a.d. des composants principaux contenant un unique composant se-
condaire.

> Concernant la modélisation. Dans 'objectif de réduire le nombre d’expé-
riences nous sommes passés du modeéle multiplicatif au modéle additif. Comme
on 'a signalé dans les conclusion, les surfaces de réponse d’ordre un peuvent
étre insuffisantes pour étudier certains phénomeénes. Il est donc nécessaire de
proposer des modéles intermédiaires tels que les surfaces polynomiales d’ordre
deux et trois.

> Concernant le domaine expérimental. Dans ce travail on n’a considéré
que les restrictions naturelles sur les proportions des composants. Pour cer-
tains cas d’application il est nécessaire de restreindre les sous-mélanges a une
partie du simplexe donc il faut imposer des contraintes supplémentaires sur ces
proportions. Par exemple, il sont trés courants les contraintes du type suivant :

z1 > 0.15 0.18 < 2y < 0.7 o

Di:d 22>02 Dy:d 02<u2<06 Ds'{ 2> 1
< 0.
x5 > 0.35 0.1<x5<04 221 +23 <08

> Mise en ouvre d’un logiciel aprés approfondissement des trois points
précédents.
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