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Introduction

Cette thése propose I'étude des nappes sous-réguliéres d’une algébre de Lie de type G4 et
des équations des compactifications magnifiques minimales des espaces symétriques pour
un certain rang. Ces deux thématiques ont un point commun, puisque les principaux
résultats exposés dans ce travail reposent sur I’étude d’une forme alternée trilinéaire
invariante sur g, une algébre de Lie semi-simple complexe.

L’exemple classique de ces applications est w = ([, ], ), ot k est la forme de Killing.
Si g est simple, w est 'unique, & multiplication par un scalaire prés, forme alternée
trilinéaire g-invariante : elle est donc complétement déterminée par k et le crochet. Mais
I'inverse est aussi vrai; en partant de w, nous pouvons retrouver la forme de Killing et le
crochet (voir le chapitre 1 pour de plus amples informations). Nous utiliserons la forme
w pour la suite de ce travail.

L’étude de w donne une caractérisation des éléments non réguliers qui permet de
décrire les nappes sous-régquliéres, ce que nous expliquerons un peu plus loin. Dans un
autre registre, nous avons appliqué la méthode dans [DKKO06| pour déterminer les sous-
espaces vectoriels nilpotents de dimension maximale de g aux sous-espaces vectoriels
de g annulant w de dimension maximale (les sous-algébres de Borel de g vérifient cette
condition d’annulation, mais sont-elles de dimension maximale 7). Nous avons appliqué
nos idées a certaines compactifications magnifiques minimales, que nous détaillerons
dans le second paragraphe.

Vers les nappes

Notons G le groupe adjoint de g. Une nappe est une composante irréductible de la
réunion des G-orbites de dimension fixée. Ces nappes donnent lieu a de nombreuses
recherches et utilisations. Par exemple, le point fondamental de la preuve, due a Ri-
chardson, de l'irréductibilité de la variété commutante

C(g) = {(z,y) € g x g tel que [z,y] = 0},
se traduit en terme de nappes.

Grace a I'étude faite par Dixmier sur les nappes contenant un élément semi-simple,
Kraft établit une paramétrisation de ces nappes dans le cas de gly, puis Borho et
Kraft étendent ce résultat aux autres algebres de Lie réductives. Cette paramétrisation
s’appuie sur l'existence d’une unique classe de décomposition dense dans une nappe
donnée : la classe de décomposition d’un élément x de g est 'ensemble des éléments de
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g qui ont un centralisateur conjugué a celui de x. Dans le cas de gl,, deux matrices sont
dans la méme classe de décomposition si elles ont leurs blocs de Jordan de méme taille.

Ensuite, si x = s + n (n nilpotent, s semi-simple) est la décomposition de Jordan,
alors la classe de décomposition de x se « paramétrise » par le couple (g°, n), avec g°
le centralisateur de s, qui est une sous-algeébre de Levi.

Une autre fagon d’étudier les nappes est de se concentrer sur g¥, le dual de g. Elles
se décrivent comme les composantes irréductibles de 1’ensemble des f de g¥ tels que le
rang de Papplication (z,y) — f([x,y]) soit égal a une valeur donnée. Cette méthode
introduite par Kirillov permet de voir les nappes comme des variétés quasi-affines, et
plus récemment de déterminer les dimensions possibles de celles-ci (voir [Mor08]).

Attardons-nous sur les nappes de ’ensemble X des G-orbites de dimension dim g —
rg g — 2. La cloture de X pour la topologie de Zariski est plus connue comme ’ensemble
des éléments non-réguliers : c’est le lieu d’annulation dans g des mineurs de taille [ = rg g
de la matrice jacobienne de ’application

— c?
— (Pl(l’), ceey Pl(x)) )

oit (Py,...,P) sont les générateurs de Palgébre C[g]®. Cette parenthése justifie I'utili-
sation de 'appellation nappes sous-réguliéres pour les composantes de X.

Savoir si la cloture de X est réduite est une question ouverte. Une réponse positive a
été donnée pour les algébres de Lie de type As, Bs, et nous établirons le résultat pour une
algébre de Lie de type G5 : c’est une conséquence de I’étude des nappes sous-réguliéres.

Revenons a notre forme trilinéaire. L’identification de g et son dual par la forme de
Killing induit que, pour k un entier fixé, une nappe est une composante irréductible de

g(k) = {z € g tel que rgw(z,-,-) =k}.

Lorsque g est de rang 2, la caractérisation précédente permet de décrire géométriquement
les deux nappes sous-réguliéres : les descriptions ont été faites lorsque g est de type A,
ou Bsy, et nous le ferons pour une algébre de Lie de type Gs.

Théoréme 1. Soient V' la représentation irréductible de dimension 7 de l’algébre de Lie
g de type Gy et q la forme quadratique sur V invariante sous G. L’ensemble g(10) a
deuz composantes irréductibles ; elles se décrivent dans P(g) comme suit.

- L’une est l'image par la projection P(A*V) — P(g) de louvert de la grassmannienne
G(2,V) formé des droites non totalement isotropes pour q.

- L’autre est Uintersection de P(g) avec la réunion des droites de P(A*V) disjointes de
P(V) coupant G(2,V) en deux points.

Comme application, nous établirons une nouvelle démonstration d’un résultat de
Kraft : la cloture de 'orbite nilpotente sous-réguliére est le lieu triple d’une des nappes
(celle détaillée dans le premier point du théoréme) et Pautre nappe est lisse le long de
'orbite nilpotente sous-réguliére (celle détaillée dans le second point du théoréme).
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Puisque les nappes sont des ouverts des composantes de I'ensemble des éléments
non-réguliers de g, la démonstration de ce théoréme repose sur la caractérisation de ces
ensembles.

Nous verrons que le projectivisé de 'ensemble des éléments non réguliers est égal a
X= {[‘T] € P(g) tel que UJ(IL’, ) ')6 = 0}7
ce qui lui confére une structure de schéma. Nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 1. Le schéma X est réduit.

La preuve du théoréme et de son corollaire feront ’objet du chapitre 2.

Vers les compactifications magnifiques minimales

Steiner, en 1848, pose et résout le probléme suivant : existe-t-il une conique tangente &
5 coniques données ? Si oui, combien ? Cette question marque le début de la géométrie
énumérative : compter le nombre d’objets vérifiant certaines propriétés. Celle-ci prend
son essor avec le quinziéme probléme de Hilbert.

La réponse de Steiner se révéle étre fausse. En effet, il considére cing ensembles de
coniques, chacun représentant la condition « étre tangente a une conique donnée », et
suppose que l'intersection de ces ensembles est finie. Cet argument se révéle inexact si
nous prenons en compte les droites doubles (en projectif, elles coupent les cing coniques
données et sont tangentes en ces points).

Pour pallier ce probléme, éclatons cet ensemble de droites doubles, appelé surface de
Veronese. L’intérét de cette opération est que les ensembles correspondant aux condi-
tions de tangence se coupent transversalement dans I’éclaté : la finitude de I'intersection
est vérifice. Cet éclatement peut se décrire comme la cloture dans P° x (P°)Y du mor-
phisme de dualité qui envoie une conique sur sa duale. C’est le premier exemple de
compactification magnifique minimale.

Une compactification d’un espace symétrique X = G/G? (G un groupe adjoint semi-
simple connexe, o un morphisme involutif de G) est une variété normale irréductible
contenant X comme ouvert. Parmi ces compactifications, certaines vérifient que les clo-
tures de leurs G-orbites sont lisses (la compactification elle-méme étant lisse) : elles sont
dites magnifiqgues. Dans [DCP83], De Concini et Procesi ont construit la compactification
magnifique minimale (ou canonique), celle qui permet d’obtenir les autres compactifi-
cations magnifiques par une suite d’éclatements. En notant g 'algébre de Lie de G, la
définition de cette compactification est la cloture de 'orbite de g7 (les points fixes de o
dans g) dans la grassmanienne G(d, g) ou d = dim g. Remarquons que X est isomorphe
a 'orbite du point g“.

Dans 'exemple précédent, les coniques non dégénérées forment ’espace symétrique
PGL(3)/PSO(3) en considérant I'involution de PG L(3) définie par [M] — [S™1M1S]
avec S une matrice inversible symétrique. La variété des coniques complétes est la com-
pactification magnifique minimale de cet espace symétrique.
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Il est bien connu que la compactification magnifique minimale de
PGL(3)/PSO(3) est lintersection de G(3,s[(3)) avec un P?*" dans P(A3s[(3)); en
d’autres termes les équations dans la grassmannienne sont linéaires. Nous généralisons
ce résultat.

Théoréme 2. Si X est de rang égal a celui de 'algébre de Lie semi-simple g (le rang
d’un espace symétrique étant le maximum des dimensions des tores plongés dans celui-
ci), alors les équations de la compactification magnifique minimale plongée dans G(d, g)
sont linéaires.

Dans le cadre du théoréme, il n’y a, a conjugaison pres, qu'une seule involution
appelée involution de Cartan. Pour une algébre de Cartan bien choisie, elle échange les
vecteurs radiciels de racines opposées.

Le lien avec notre forme trilinéaire w apparait dans la preuve de ce théoréme. En
effet, si g = g” ® g_1 se décompose en espaces propres pour l'involution o, alors I’espace
g_1 se caractérise par I'annulation de w sur celui-ci. Cette condition fait apparaitre des
équations dans la grassmannienne dont nous établirons, premiérement, qu’elles décrivent
la compactification magnifique minimale et, deuxiémement, qu’elles sont linéaires. Cette
démonstration sera le point essentiel du chapitre 3.

Revenons pour finir a la variété des coniques complétes. Celle-ci est obtenue par
éclatement de Pespace projectif P° (’ensemble des coniques) le long de lorbite fermée
sous PGL(3) (la Veronese). Comme application de notre étude des équations a 'aide de
w, nous étendons ce résultat a toutes les algebres de Lie simples de rang 2.

Théoréme 3. Soient g une algébre de Lie simple complexe de rang 2 de groupe adjoint
G et o une involution de G telle que X = G/G soit de rang 2. La compactification
magnifique minimale s’obtient par éclatement d’une wvariété projective G-stable le long
de l'orbite fermée.

Nous expliciterons dans le chapitre 4 les variétés projectives considérées dans le
théoréme. Pour le cas As, nous retrouvons ’éclaté P° de I'espace des coniques.



Chapitre 1

Contexte et notations

Ce chapitre introduit les outils nécessaires pour les chapitres suivants. Les notations
utilisées ici seront reprises dans la suite de ce travail.

Considérons une algébre de Lie g sur C, de dimension finie g. La composante connexe
des automorphismes de g contenant id est appelée groupe adjoint de g.

1.1 Systémes de racines

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats utiles sur les algebres de Lie. Nous
nous référons & [Hum72| pour ce sujet.

Prenons g une algébre de Lie semi-simple. Il existe des sous-algebres de Lie abéliennes
égales a leur normalisateur que 'on appelle plus communément sous-algébres de Cartan.
Elles sont toutes de méme dimension, et leur dimension commune est appelée rang de
g, on le notera [ par la suite.

Choisissons une sous-algébre de Cartan b, il existe un systéme de racines ® (sous-
ensemble de hY) tel que

g:h®@gaa

acd

avec g, = {z € g | Vh € h ad,(x) = a(h)z} non réduit a zéro. Ces espaces vérifient les
propriétés suivantes :

(i) dimg, =1;
(ii) [ga, 058 = Gasp si o+ [ € D, [ga, 93] = 0 sinon.

Une base adaptée a (g,h, ®) de (g,h) est un ensemble formé d’une base hy, ..., h; de
b, et x4 € go ~ {0} (appelés vecteurs radiciels) pour chaque o € ®. C’est une base de g.

Une base A de ® est une base de hY de @ telle que chaque racine est combinaison
linéaire des éléments de A, les coefficients de ces combinaisons étant des entiers soit
tous positifs (racine dite positive), soit tous négatifs (racine dite négative). Notons &+
I’ensemble des racines positives.
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La sous-algébre b = b @ @, cqp+ 9o de g est résoluble de dimension maximale, c’est
donc une sous-algébre de Borel. Elle est déterminée par le choix des racines positives ou
d’une base de .

Remarque. Réciproquement, il existe une base de ® telle que les racines d’une sous-
algébre de Borel contenant h forment un ensemble de racines positives.

Nous finissons ce paragraphe par le théoréme de classification des algébres de Lie
simples. Nous référons a [Hum?72| pour de plus amples informations.

Théoréme 4 (Théoréme de classification). Il existe, a isomorphisme prés, une unique
algebre de Lie simple de systéme de racines ®, de base A, donnée par les diagrammes
de Dynkin (A)i>1, (B)i>2, (C1)i>s, (D1)i>4, Fs, Er, Es, Fy et Go. (L’indice | donnant
le rang de Ualgébre de Lie).

Les quatre premiers diagrammes correspondent a des algébres de Lie dites classiques.
Elles existent pour n’importe quel rang.

(i
(ii

(ii

(A;);>1 correspond a l'algébre de Lie s[(l + 1).
(B))i>2 correspond a l'algébre de Lie so(2] 4 1).
(C})i1>3 correspond a 'algébre de Lie sp(21).

(iv) (Dy)i>4 correspond a l'algebre de Lie so(21).

Les autres apparaissent a des rangs spécifiques et sont dites exceptionnelles. Nous les
noterons eg, €7, eg, f4 et g.

Une grande partie de ce travail se concentre sur I’étude des algébres de Lie de rang 2.
Il résulte de la classification trois cas A, By et (Go. Nous allons donner une description
dans chacun des cas.

1.1.1 Le diagramme A,

L’algébre de Lie correspondante au diagramme de Dynkin Aj est
sl(3) = {f € End(C?) tels que tr(f) = 0}.

Notons (e, eg,e_1) une base de C* et (e, ey,e”;) sa base duale, nous identifierons
End(C?) avec C* ® (C?)V. Soit h l'algébre de Cartan engendrée par e; ® ef — eg ® ey
et eg ® ey —e_1 ® €Y. Les vecteurs radiciels sont donc donnés par e; ® ef, i # j et le
systéme de racines correspondant est :

(%) a3
—Q aq

—Q3 —0ly
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Une base de ce systéme est donnée par A = {«aq,a5}, et dans ce cas les racines positives
sont o, ao et ag = ap + .

Remarque. D’un point de vue matriciel, la sous-algébre de Cartan b est ’ensemble des
matrices diagonales de trace nulle. Les vecteurs radiciels sont les matrices élémentaires

(Eij)i<ij<s, avec i # j.
L’espace vectoriel V := C? est la représentation standard de s[(3). Pour lalgébre de
Cartan b, les vecteurs ey, eg, et e_; sont des vecteurs de poids, e; étant associé au plus

haut poids. La représentation V'V est aussi irréductible, de vecteur de plus haut poids
\Y
6_1.

1.1.2 Le diagramme B,

Posons V = C* et notons {ey, eq, €3, €4} sa base canonique. Définissons S = e} A ey +
ey Aey I'élément de A2 VY. Nous pouvons le voir comme une application de V dans V'V,

de matrice
(0 I
S = (_12 O> )

sp(4) = {f € End(V) telsque So f+"fo S =0},

Soit

cet ensemble s’identifie facilement a I'ensemble des matrices carrées M de taille 4 véri-
fiant *MS + SM = 0. C’est une algebre de Lie avec le crochet issu de gl(4). Une sous-
algebre de Cartan est l'espace vectoriel engendré par e; ® ef —e3®ey, ea®@ey —ey ey
(Pensemble des matrices diagonales). Le systéme de racines correspondant est :

05 (0%} Oy
— Q7 a1
— Oy —Q3 — Q9

Une base de ce systéme est donnée par A = {aq,as}, avec s racine longue, et dans ce
cas les racines positives sont aq, ag, a3 = a1 + ag et ay = 2aq + ao.

Naturellement, V' est une représentation irréductible de sp(4). De plus, I'application

End(V) — VV®@VVY qui envoie f sur So f induit un isomorphisme entre sp(4) et S2VV.

La représentation A\?>V se décompose en A2VY = C-S @ WY avec W une repré-
sentation irréductible de dimension 5 de sp(4). De plus, la représentation N2 WY est
isomorphe a S?VV.

: _ V)2 Vo,V Vo,V
Remarque. Soit {vg, vy, ve,v3,v4} une base de W, notons Q = (vg)? + vy vy + vyv)
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appartenant a S2WV. C’est une application de W — WV de matrice

10000
00010
Q:=(0 00 0 1
01000
00100

Soit
50(5) = {f € End(W) telsque Qo f+' f o Q = 0},

c’est aussi une algébre de Lie qui s’identifie & A2WY par I'application f +— Qo f. Par
suite, s0(5) et sp(4) sont des algébres de Lie isomorphes.

Dans la suite de ce travail, nous identifierons V et V'V par S, W et WV par Q.

1.1.3 Le diagramme G5

Supposons dans ce paragraphe que g est une algébre de Lie de type G,. Choisissons
une sous-algébre de Cartan b et notons ® le systéme de racines de (g,h). Une base
A = {aj,a3} de @ est formée d’une racine longue ay, et d’une racine courte «y. Un
systéme de racines positives est donné par ay, ag, a3 = a3 + @z, ag = 207 + Qgo,
a5 = 31 + as et ag = 3aq + 2ap. Les racines de @ sont représentées par le diagramme
suivant.

Qg
6%) Q3 Qly Q5

—Q Qg

—Qy —0y —Q3 — 0Oy

—ag
Nous allons utiliser a plusieurs reprises la représentation simple de g, notée V', de di-
mension 7 et de plus haut poids 3a; + as. Décrivons la base de V' comme dans [FH91|.
Le vecteur de plus haut poids est e;. Notons y; (resp. y2) le vecteur radiciel de racine
—qy, (resp —aw).
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Les fléches représentent ’action de g sur V' : par exemple, e; = y; - 5.

Remargue. La forme quadratique ¢ = — (e )2+2(ey ey +eyey +ey e ) est g-équivariante
({e/} base duale de {e;}). Ainsi I'application g — End(V) induit-elle un morphisme
injectif de g dans so(7), I'ensemble des endomorphismes de V' préservant la forme qua-
dratique gq.

1.2 La forme trilinéaire

Introduisons notre objet d’étude, la forme trilinéaire invariante w, et étudions ses pre-
miéres propriétés.

Rappel. Soit k la forme bilinéaire symétrique g-invariante définie sur g par

K gXxXg — C
(z,y) +— tr(ad, oady)

ou ad, : y — [z,y]. Cette forme est appelée forme de Killing. Si 'algébre de Lie est
simple, & un scalaire prés, la forme de Killing est la seule forme bilinéaire symétrique
g-invariante sur g. De plus, 'algébre de Lie g est semi-simple si, et seulement si, la forme
de Killing x est non dégénérée.

Définissons sur g la forme trilinéaire alternée g-invariante :

w o ogxXgxg — C
(z,y,2) = w(lzy]2).

Lemme 1. Si g est simple, alors w est, a multiplication par un scalaire prés, l'unique
forme trilinéaire alternée g-invariante.

Démonstration. Prenons une forme trilinéaire alternée g-invariante notée wg. Soient b
une sous-algeébre de Cartan, ® le systéme de racines de (g,b) et hy, ..., hy, (To)aco Une
base adaptée a (g, h, ®). En utilisant 'action d’un élément de b bien choisi, on a :

(i) wo(wa,zg,2,) =0sia+F+~v#0;
(i) wo(za, s, hi) =0si a+ [ #0;
D’autre part, si o, 0 et a + [ sont dans ®, il est facile de montrer, en posant h, =
[Ta, T_al], que :
(1) wo(Za, Tg, T—a—p) = —wo(xs, 25, ha) avec [ o, T 5] = az_q_g;
(2) wo(za, x_a,hg) = wo(s, x_g, ha).
Pour chaque a € &, il existe un nombre complexe u, tel que wy(zy, T o, ) =

UaW(Z o, T_q, ). La simplicité de g et la relation (2) prouvent que tous les u, sont égaux
a un méme nombre complexe u. Grace a (1), on obtient wy = uw. O
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Remarque. Si g =g, @ --- D g, est une somme de p idéaux simples, alors (A’ g)? =
(A’g1)" @+ @ (A’ g,)% est de dimension p, dont une base est donnée par les formes
w sur chaque facteur simple.

Ainsi, si g est une algébre de Lie simple, une forme trilinéaire g-invariante est-elle
donc uniquement déterminée a scalaire prés par la forme de Killing et le crochet. La
réciproque est vraie.

Théoréme 5. Une forme trilinéaire g-invariante détermine a scalaire prés le crochet et
la forme de Killing.

Par souci de simplicité, nous prenons la forme w décrite au début de ce paragraphe.
La preuve du théoréme est de retrouver la forme de Killing et le crochet & partir de w.
Si la forme de Killing s est déterminée par w, alors la composée

w n’l
gxg—g' > g

est le crochet de I’algébre de Lie. Il suffit donc de retrouver la forme de Killing & partir
de w.

Soient (6;)1<i<, une base de g et Py,..., P les invariants principaux de C[g]®. La
oP;
96;
ouvert dense du cone nilpotent. Ceci signifie que le quotient de C[g] par I'idéal engendré
par Py, ..., P, est intersection compléte et réduit sur un ouvert dense, donc réduit. Le
cone nilpotent a, & multiplication par scalaire prés, une unique équation de degré 2, qui

est donnée par la forme quadratique = — k(z, z).

matrice jacobienne ( ) est de rang [ aux points réguliers de g, lesquels forment un

Nous devons caractériser les éléments nilpotents, plus particuliérement 1’orbite ou-
verte : les éléments nilpotents réguliers, pour déterminer la forme de Killing. Puisque
nous pouvons caractériser g* comme le noyau de y — w(z,y, -), le lemme suivant permet
donc de caractériser I’ensemble des éléments réguliers de g a partir de w.

Lemme 2. L’ensemble g, des éléments réguliers de g est égal a
{z € g tels que rgw(z,-, ) = g —l},

ot w(x,-, ) est Uapplication de g dans g* définie par y — w(x,y,-).

Démonstration. Soit x un élément de g, notons g” le centralisateur de x. La forme
bilinéaire alternée
B i g/g"xg/g" — C
(v,2) = w(z,y,2)
est bien définie et non dégénérée. Le rang de 3, est égal & dim g — dim g*, c’est aussi le

rang de w(z, -, ). O

Remarque. Cet argument utilisant la forme 3, sera repris plusieurs fois dans le cha-
pitre 3.

Il reste donc a caractériser les éléments nilpotents de g,.
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Proposition 1. Soit © € g,, x est nilpotent si, et seulement si, g* ~ g* N g, est un
hyperplan de g*.

Nous obtenons une construction des éléments nilpotents réguliers. En prenant sa
cloture dans g, nous retrouvons le cone nilpotent, puis la forme de Killing. Nous achevons
donc la démonstration du théoréme 5 avec la démonstration de la derniére proposition.

La preuve de la proposition repose sur le lemme suivant.

Lemme 3. Soient x un élément réqulier nilpotent et (y, h,x) un sl(2)-triplet correspon-
dant & x. Tout élément z de g* vérifiant k(y, z) # 0 est régulier.

Notation. L’élément h induit une Z-graduation g = @®,,cz g,» avec g,, le sous espace
propre de h de valeur propre m (le crochet est compatible avec cette graduation). Soit
2= ez 2™ un élément non nul de g (avec 2™ € g,,), posons

v(z) = min {m € Z tels que 2™ #£ 0},

et v(0) = +oo. L’application v est bien définie puisque g est de dimension finie, et vérifie
pour deux éléments z et 2’ de g :

(i) v(z+ 2) > min(v(z),v(2")),

(i) v([z,7]) > v(z) +v(Z).

Nous pouvons parler de valuation sur ’algébre de Lie g. Par exemple, la valuation de x
est 2. Remarquons que les éléments de valuation strictement positive sont nilpotents.

Donnons les grandes lignes de la démonstration du lemme. Soit z € g* vérifiant la
condition (z,y) # 0, il existe zy de valuation strictement plus grande que 2 tel que
2z = x + zp. Par suite, il existe un conjugué de z qui s’écrit x + 27 avec v(z1) > v(zp). En
réitérant le procédé, nous pouvons augmenter le degré, impliquant nécessairement que
z est conjugué a 1’élément x, donc régulier.

Démonstration. Initialisation. Décomposons g en s((2)-modules irréductibles (en
considérant le triplet (y, h,x) pour la représentation). D’aprés un théoréme de Kostant
(voir larticle [Kosb9]),

g=12D g, 2@, 2@ - Dy

avec [ le rang de g, I'y,, o la représentation irréductible de s[(2) de plus haut poids
2n; — 2,2 < ny <ng < --- < ny les degrés des invariants principaux de C[g]® (il n’y en
a qu'un seul de degré 2, les autres sont de degré supérieur).

Notons v; un vecteur de plus haut poids de I'y,,_2 (x est le vecteur de plus haut
poids de T'y). Par conséquent, (z,vq,vs,...,v;) est une base de g”. De plus, par une
considération de poids, nous avons pour tout i, (y,v;) = 0.

En conclusion, si z vérifie k(z,y) # 0, quitte & prendre un multiple, il existe z,
combinaison linéaire de (vy,vs, ..., 1)), tel que z = x4+ z5. De plus, nous avons v(zy) > 4.
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Hérédité. Soit ¢ > 2, supposons qu’il existe g € G et z; € g tel que g- 2 = x + z;,
avec v(z;) > 2i.

Il existe donc u de valuation plus grande que 2i — 2 telle que z; = [z, u]. Puisque u
est nilpotent, e*d € G. Notons ¢’ = e*d«g, il s’en suit que

g z=eM. (x4 z)
= e (1 —ad,) ()
n—1
=z+ <1 -y oy ad), 2> ad?(x).

n>2

[\ J

Zit1

Or v(zi11) > v([u, [u, x]]) > 4i — 2 > 2(i + 1). La récurrence est établie.

Conclusion. Si z est un élément non nul de g, alors v(z) est inférieur ou égal a la
plus grande valeur propre de h, c’est a dire 2n;, — 2. Par contraposée si v(z) > 2n; — 1
alors z = 0 : il existe donc ip € N tel que z;, = 0. Dot 2z est conjugué a z, donc
régulier. [

Terminons le paragraphe avec la preuve de la proposition.

Démonstration de la proposition 1. D’apres le lemme précédent, si x est nilpotent régu-
lier, alors g* \ g” N g, = ker k(y, -).

Supposons maintenant que g* ~\ g N g, = ker vy, avec 1) une forme linéaire non nulle
sur g* avec, x étant régulier, ¥ (z) # 0. Soit z = s+ n la décomposition de Jordan de x
(s € g* semi-simple, n € g* nilpotent).

Siip(n) = 0, alors ¥(s) # 0, c’est-a-dire que s est régulier. 1l s’en suit que g* est une
sous-algebre de Cartan de g : 'hypothése, g* ~ g* N g, est un hyperplan, ne peut étre
vérifiée. Finalement ¢ (n) # 0, n est donc régulier, et © = n. O

1.3 Opérateurs différentiels

Nous introduisons ici les notations sur les opérateurs différentiels utiles pour le chapitre
3. Soit V' un espace vectoriel sur C de dimension finie.

La multiplication m, par un élément v de V', définie sur la graduation de AV par

my = NV — ATV

v — VA0
et la dérivation par un élément f de V'V,

dy - ATV — %
Vo N AV Z?:o(_l)if@z’)vo/\"'/\Ui—1/\Uz‘+1A"'/\Uk,

engendrent ’anneau des opérateurs différentiels de AV, que 'on notera par la suite D.
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L’anneau D est isomorphe, comme C-espace vectoriel a

AVaV)=~AVe AV

Remarques.

1. L’espace vectoriel AV @ A VY a une graduation naturelle héritée de A(V @ V"Y), donc
D posséde une filtration naturelle donnée par : D; engendré par tous les produits
d’au plus ¢ multiplications et dérivations. Mais cette graduation n’est pas compatible
avec le produit.

2. L’involution —idygyv s’étend & A(V @ V), ce qui confére & D une Z/2Z-graduation
(décomposition en espaces propres), compatible avec la structure d’anneau. Si x et y
sont deux éléments homogenes de parité p,, p,, posons

[z, y] = wy — (=1)PPryzx
que l'on étend bilinéairement a D. Alors (D, [.,.]) est une super-algébre de Lie.

3. Lespace vectoriel gradué A(V @& V') est isomorphe a Palgébre de Clifford Cliff(V &
VViev) o ev : =+ f — f(z) est considérée comme une forme quadratique sur
VeVY.

Définissons une autre filtration (F?);cy avec F* le sous-espace vectoriel de D engendré
par les produits de multiplications et d’au plus 7 dérivations. Il s’en suit que [F*, FV] C
Fiti=1 Cette filtration reposent uniquement sur les éléments de V'V, et sera utilisée dans
le paragraphe 3.4.

Lemme 4. Si x est un élément de F*, avec i un entier positif, et x s’annule sur NV,
pour tout j <1, alors x = 0.

Démonstration. Procédons par récurrence sur <.

Si i = 0, alors x est une multiplication par un élément v € AV, mais x(1) = 0
impose v = 0.

Supposons le résultat vrai pour i fixé. Soit y € Fif! s’annulant sur NV, pour
j < i+ 1. Soit v dans V, Uopérateur [x,m,] € F* s’annule sur A’ g, pour j < i, d’oil
[x, my] = 0. Finalement, pour tous v, w dans V, v A x(w) = x(v Aw), d’oit x =0. O

Nous utiliserons ces résultats a plusieurs reprises, en particulier, nous remplacerons
V' par une algébre de Lie.

1.4 Sous-groupes a 1 parameétre réguliers

Dans le chapitre 3, nous utiliserons les sous-groupes & 1 paramétre réguliers. Rappelons
la définition et quelques propriétés.



10 SOUS-GROUPES A 1 PARAMETRE REGULIERS

Soit T" un tore maximal inclus dans le groupe adjoint G de g. Un sous-groupe a 1
parameétre est un morphisme de groupes p : C* — T. Cette section est bien détaillée
dans [Hum75]|, avec quelques compléments dans [DKKO06].

Prenons une représentation V' de G. Soit v € V, décomposons-le en v = ), v; avec
v; des vecteurs propres (non nuls) pour 7'. Il existe des entiers (m;);es tels que pour tout

te Cr
pt)-v=> pt) v;=> t"u,.
i€l el
Nous souhaitons prolonger cette expression en t = 0 et ¢ = 0o, mais c’est impossible

dans un cadre général. Pour contourner cette difficulté, nous passons en projectif. Posons
m = min;eym,;, M = max;cym;, et

Im = {7 € I telsque m; =m}, Jy ={j €I telsque m; = M}.

Nous définissons les limites suivantes dans P(V') :
t—0

lim p(t) - [v] = [ v;
g & ]

t—o0

lim pu(t) - o] = {

Remarques
1) Puisque p(t) - [v] = [Xicr t™ ™v;], la notation lim; o est cohérente :
llmztmzimUz = Z V;.
0% i€Tm

2) Le sous-groupe a 1 paramétre s’étend donc en une application pu : P! — P(V) en
posant (0)-[v] = limy_o p(t) - [v] et p(oo)-[v] = limy_ o p(t) - [v]. C’est un morphisme
de variétés algébriques.

3) L’élément [v] est invariant sous p(C*) si, et seulement si, lim .opu(t) - [v] =
limy oo pi(t) - ]

Etendons cette définition & une limite d’espaces vectoriels par un sous-groupe a un
paramétre. Soit U un sous-espace vectoriel de g de dimension d, posons pour t € C*, u(t)-
U = {pu(t)-v v € V}. Considérons-les comme des éléments de la grassmannienne G(d, g),
nous pouvons définir la limite en 0 et oo. En effet, par le plongement de Pliicker, ce sont
des éléments décomposables de P(Ag), la limite est aussi un élément décomposable.
Posons donc :

Up = lim pu(t) - U, Uso = lim p(t) - U.

Ces deux espaces vectoriels sont p-stables.

Un sous-groupe a 1 paramétre est dit régulier s’il a les mémes sous-espaces propres
dans g que T (et donc de la sous-algébre de Cartan b := Lie(7')). Finissons cette partie
par quelques propriétés.
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Lemme 5. Soit p est un sous-groupe o 1 paramétre régulier,

(1) les espaces vectoriels Uy et Uy, sont h-stables;

(i1) si x est un vecteur de U invariant sous u(C*), alors x appartient 6 Uy et U.
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Chapitre 2

Nappes sous-réguliéres de G-

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux nappes sous-réguliéres de Gs. Expli-
quons dans un cadre général les objets de notre étude. Soit g une algébre de Lie simple
complexe de groupe adjoint G.

Définition 1. Pour k entier positif, les composantes irréductibles d’un ensemble g(k) =
{r € gt.q. dimG.x = k} sont appelées nappes.

Remarques.

1. La dimension des orbites est paire, donc g(k) est vide si k& est impair.

2. Si k> dimg—rgg, alors g(k) est vide. Lorsque k = dimg —rg g, g(k) est 'ensemble
des éléments réguliers, nous parlerons donc de nappes régulicres.

3. Notons kg la plus petite valeur de & non nulle pour laquelle g(k) est non réduit a
zéro. Alors g(ko) est Porbite nilpotente minimale.

Naturellement, I’algébre de Lie est la réunion finie (non nécessairement disjointe) de
ses nappes. De plus, chaque nappe contient une unique orbite nilpotente.

Supposons maintenant que g est de rang 2 (g de type A, By ou G3), notons G son
groupe adjoint. Nous nous sommes intéressés aux nappes sous-réguliéres, c’est-a-dire aux
composantes irréductibles de

gsr = {r € gt.q. dimG.x = dimg — 4}.

Elles contiennent donc l'orbite nilpotente sous-réguliére. En utilisant les remarques 4
et 5 de [Mor08], nous avons une seule nappe sous-réguliére pour Ay (sl(3)s, est donc
irreductible), deux pour By (de dimension 7) et G (de dimension 11).

Dans ce chapitre, nous allons donner une description géométrique des nappes sous-
réguliéres de sp(4), celles-ci sont connues (voir [0S94]), nous les détaillerons sans faire
de preuve.

Nous supposons dorénavant que g est une algébre de type G5 et G son groupe adjoint.
En particulier elle est de dimension 14 et de rang 2. Nous reprenons les notations de la
section 1.1.3.

13
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Notations. Soient 7y : g\ {0} — P(g) la projection G-linéaire et
X ={z € g telsque rgw(z, -,-) < 10}.
Notons [z] := my4(z) et posons X = my4(X), I'ensemble des éléments non réguliers de P(g).

Théoréme 6. Soient V' la représentation irréductible de dimension 7 de l’algébre de Lie
g, q la forme quadratique invariante sous G. Le schéma projectif X des éléments non
réguliers de P(g) a deuz composantes, elles se décrivent comme suil.

- L'une est Uimage par la projection P(N*V) — P(g) de la grassmannienne G(2,V).
Elle est réduite de degré 42.

- L’autre est Uintersection de P(g) avec la réunion des droites de P(A*V) coupant la
grassmanienne G(2,V') en deux points. Elle est réduite de degré 14.

De plus, X est réduit de degré 56.

Les nappes sous-réguliéres sont des ouverts de chacune des composantes de X, nous
pourrons décrire les nappes sous-réguliéres de g dans P(g) via 7.

Nous allons dans ce chapitre démontrer le théoréme ci-dessus. Dans un premier
temps, nous définirons le schéma X, puis nous munirons les composantes d’une structure
de schéma réduit, issu des descriptions données dans le théoréme. Nous finirons la preuve
avec la réductivité de X. Le dernier paragraphe établiera un lien entre ’orbite nilpotente
sous-réguliére et les nappes sous-réguliéres.

2.1 La description dans le cas A,

Nous allons, dans cette partie, détailler les orbites apparaissant dans sl(3),.. Nous re-
prenons la base de V = C? donnée dans la partie 1.1.1. Par souci de clarté, nous écrirons
les éléments sous forme matricielle.

Soient x un élément de sl(3)s,, © = s + n sa décomposition de Jordan, avec s semi-
simple et n nilpotent. Si s est régulier (resp. n régulier) ¢’est-a-dire correspondant a la
partition (1,1, 1) (resp. (3)), alors le centralisateur de x est inclus dans celui de s (resp.
n), d’ou z régulier. Contradiction, nous pouvons donc supposer s et n non réguliers.

Quitte a prendre des conjugués, puisque s et n commutent, supposons que s = aSy
et n = bNy, avec a et b deux complexes et

10 0 010
So=101 0 |, No={0 0 O
00 -2 000

Si ab # 0, alors x est régulier. En conclusion, a = 0 ou b = 0, nous obtenons
Sl(3)57~ =G- (C*S() UG- No.
Lemme 6. Les éléments de sl(3)s,. sont semi-simples ou nilpotents : les deux corres-

pondent & la partition (2,1).

Remarque. Nous retrouvons l'irréductibilité de sl(3),,. = G - C*S.
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2.2 La description dans le cas Bs

L’algebre de Lie sp(4) a deux nappes sous-réguliéres de dimension 7 notée Shy et Shy (la
notation est une abréviation du terme anglais sheet), elles s’intersectent suivant ’orbite
nilpotente sous-réguliére.

Nous allons donner dans ce paragraphe une description géométrique de Shy et Shs
projetées dans P(sp(4)) par mepa) : 5p(4) \ {0} — P(sp(4)). 1 est naturel de regarder
dans un premier temps mep(a)(Shy) et Tepay(Sha), qui sont les composantes irréductibles

de Tapa)(sp(4)sr) = X. Ces deux composantes sont connues et décrites dans la table 2
de la Proposition 12 dans l'article [OS94].

Rappel des orbites nilpotentes de sp(4). Choisissons une sous-algébre de Cartan b de
sp(4), un systéme de racines ®, et une base adaptée a (g, h, ). Une base A = {ay, as} de
® est formée d’une racine longue ay, et d’une racine courte ay. Si z,, € g*! et z,, € g**
sont deux éléments non nuls, alors les orbites nilpotentes peuvent étre représentées par
le tableau suivant.

dimension | 8 6 40
orbite |G- (#a, +%ay) G- Ta, G- Za, 0

Reprenons les notations de 1.1.2. Soit V' (resp. W) la représentation irréductible de
dimension 4 (resp. 5) de sp(4) (resp. so(5)). Rappelons que

2
SV ~ sp(4) ~ s0(5) ~ AW,

notons ainsi me(sy @ 50(5) N {0} — P(A*W) et mapay : sp(4) N {0} — P(S?V) les
projections. Décrire les nappes dans P(A? W) ou dans P(S?V) revient a les décrire dans
P(sp(4)). Regardons donc 'image de 1’élément nilpotent sous-régulier x,, par ces deux
projections.

2.2.1 La premiére nappe

Le vecteur x,, s’écrit, dans une base (v, vq, v3,v4,v5) de W (voir la section 1.1.2 pour
plus d’information) sous la forme

000 —-120
000 0 O
000 0 0f,
100 0 O
000 0 O
nous obtenons e s5)(Ta,) = [v1 A v4), c’est-a-dire un élément de la grassmannienne

G(2,W). Plus précisément, G(2, W) contient la projection de I'une des nappes sous-
réguliéres, prenons Shy par simplicité. Puisque 7gp4)(Shy) et G(2, W) ont méme dimen-
sion, il s’en suit que Tepa)(Shi) = G(2,W).

La projection de l'orbite minimale G.x,, donne un fermé de dimension 3 dans
P(A>W). Ce dernier est I'ensemble des droites de P(W) incluses dans la quadrique
de matrice €. Ainsi, pouvons-nous caractériser la nappe sous-réguliére Sh;.
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Proposition 2. La variété Yy = {[U] € G(2,W) telsque U ¢ U~} est la projection
d’une des nappes sous-réquliéres de sp(4). Elle est de degré 5.
2.2.2 La seconde nappe

Regardons la surface de Veronese Vs, I'image du morphisme

P(V) — P(S?V)

(w1, ..., 24— (22, @0, 23, .. 231y, 7).
Remarque. Le morphisme précédent se décrit abusivement par [v] — [v?]. Cette surface
est donc Pensemble des points [v?] de P(S?*V) pour [v] € P(V). Sa dimension est 3, ce

qui permet de I'identifier facilement avec I'orbite nilpotente minimale de P(S?V).

L’élément x,, s’écrit dans la base {ej, es, e3,e4} de V sous la forme

0
0
0

o O O O
o O O
o O OO

—1

Il s’envoie par Tep(q) sur un élément [eses] de P(S?V). Finalement ¢’est une réunion de
deux plans de P(VV) (quadrique de rang 2 sur P(V'")).

Introduisons maintenant ’ensemble
B(V3) = {[ujus] € P(S*V) tels que [u1], [ug] € P(V) [ug] # [us]}.

D’une maniére différente, B(V3) est 'ensemble des points appartenant a une droite de
P(S*V) coupant la surface de Veronese V3 en exactement deux points distincts.

Proposition 3. La variété B(Vs) est la projection d’une des nappes sous-réguliéres de
sp(4). Flle est de degré 10.

Remarque. La variété B(V3) est 'ensemble des points [ujus] avec u; et uy deux
éléments non nuls de V. En écrivant différemment :

((U1 + u2)® — (ug — U2)2) 5

U2 =

N

B(V3) est la réunion des bisécantes a la surface de Veronese.

2.3 Le schéma X

Dans ce paragraphe, nous allons définir le schéma X, calculer son degré et déterminer
ses composantes irréductibles.



2.3.1 - Eléments réquliers et l’ensemble X 17

2.3.1 Eléments réguliers et ’ensemble X

Pour x € g, application (y, z) — w(z,y, z) est une forme bilinéaire alternée qui devient
non dégénérée sur g/g”. Ainsi le rang de w(x, -, -) est-il égal & dim g — dim g®. Par suite,
la condition rgw(z,-,-) < 10 implique que z est non régulier. La réciproque est vraie,
d’out X est 'ensemble des éléments non réguliers. La description des éléments réguliers
de g permettra donc d’obtenir les orbites de X.

Rappel sur les orbites nilpotentes. Choisissons une sous-algébre de Cartan § de g,
® le systéme de racines de (g, h), et enfin A = {ay, s} un systéme de racines simples
de ® (ay la racine longue). Prenons hy, ho, (4)ace une base de g adaptée a (g, b, @).
Supposons de plus que pour ¢ dans {1,2,...,6}, x,,, h;, _,, forment un s((2)-triplet
associé a la racine «; (h; = [T, T_q,]). Solent z,, € g** et x4, € g*2, le cone nilpotent
N de g se découpe en orbites données par le tableau suivant

dimension ‘ 12 10 8 6 0
orbite | G- (2a, + %ay) G- (Tay +2a5) G 2oy G 2o, 0

avec as = 3aq + an. L’orbite nilpotente sous-réguliére est celle de dimension 10. Comme
dans P'article [Kra89], nous noterons dorénavant C; I'orbite nilpotente de dimension i.

Prenons x = s + n un élément régulier. Si n = 0, alors x est semi-simple et son
centralisateur est une sous-algébre de Cartan. Si s = 0, alors x est nilpotent régulier,
il appartient donc a 'orbite ouverte du cone nilpotent : C'5. Il reste a caractériser les
autres éléments réguliers.

Lemme 7. Soit x dans g de décomposition de Jordan x = s+ n, avec s semi-simple et
n nilpotent, si s # 0 et n # 0, alors x est régulier.

Remarque. Le centralisateur g* de x vérifie g* = g" N g°.

Démonstration. Les éléments n et s ne sont pas réguliers. En effet d'un coté, si s est
régulier, alors g° est une sous algébre de Cartan, donc x € g° est semi-simple : © = s.
D’un autre coté, si n est régulier alors z € g" C N, ¢’est-a-dire que x est nilpotent :
x = n. Supposons n € Cyy. Quitte a prendre un conjugué, n est égal a x,, + z,,. Par
conséquent,

r € g"=C(xq, + Ta;) ®Cxyy @ Crxy, ® Crygs,

d’ott x est nilpotent. Ceci contredit s # 0. Finalement n appartient & Cs U Cg.

Sin = z,, g*1 est une sous-algébre de Lie de g stable par Stab(z,,). L’algébre de
Lie g®*1 se décompose en
g’ =sl(2) &n

avec s5[(2) correspondant au sl(2)-triplet z,,, he, T_o, et 0 l'algébre de Lie nilpotente
engendrée par T,,, To, €t T_,,. Ainsi Cs et Chg sont des sous-algébre de Cartan de
s[(2) conjuguées sous le groupe adjoint associé a s[(2). Par conséquent, Cs et Chg sont
conjugués sous Stab(z,, ). Finalement, z est conjugué a un élément de I’ensemble C*(hy+
2hy) + o, (he = h1 + 2hy). Ces éléments sont tous réguliers.

Sin = x,,, 'argument est encore vrai si nous remplacons oy par as. O
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Terminons le paragraphe par un corollaire du lemme dont la démonstration est im-
meédiate.

Corollaire 2. Si x est régulier non nilpotent, non semi-simple, alors son centralisateur
est conjugué sous G 4 Cxy, @ C(hy + 2hy) ou Cz,, & C(hy + ha).

Le lemme précédent ainsi que son corollaire restent valables si nous remplacons g
par une autre algébre de Lie simple de rang 2. La démonstration dans les autres cas est
plus aisée.

Le lemme précédent montre que l'ensemble des éléments non réguliers est X =
G.Chy UG.Chy U Chy.

2.3.2 Définition du schéma X
Rappelons que X = 7(X), c’est-a-dire :
X = {[z] € P(g) telsque rgw(z,-,-) < 10}.

C’est un fermé de P(g). Nous souhaitons munir X d’une structure de schéma en le
considérant comme le lieu d’annulation d’une section donnée par w.

Nous avons la suite exacte de faisceaux sur P(g) appelée suite exacte d’Euler, (cf
|Har77]),
0—-Q—0(-1)®g" — 0 —0,

avec ) est le faisceau des formes différentielles sur P(g) (localement libre de rang 13) et
O le faisceau structural de P(g). Donc, en prenant la puissance extérieure,

O—>/3\Q(3)—>O®/3\gv—>/2\ﬂ(3)—>0. (2.1)

L’élément w € A®g" donne une section globale w; de A*€(3). Ainsi w¢ est-elle une
section globale de A Q(18), i.e. une section de QV(4) puisque A" Q ~ O(—14).

Lemme 8. L’ensemble X peut étre muni d’un structure de schéma en le considérant

comme le lieu d’annulation de la section wS.

Rappel et notation. Pour une matrice alternée A := (a;;)1<ij<2n, le pfaffien de A est
défini par
1 n
Pf(A) =3 5(7) H A7 (2i—1),7(24)>
i—1

avec Sy, le groupe symétrique, et (1) la signature de 7. Il vérifie la relation det A =
Pf(A)2.

Démonstration. Le sous-schéma projectif de P(g) défini comme le lieu d’annulation de
la section w? a pour support

{[z] € P(g) telsque w(x,-,-)® = 0},
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avec w(zx,-,-)® la sixiéme puissance extérieure de w(x,-,-). Pour montrer le lemme, il
suffit de montrer cet ensemble est égal a X.

Prenons [z| dans P(g). Notons ¢, : g — g¥ l'application linéaire qui envoie v sur
w(z,v,.), L est un espace vectoriel supplémentaire a Cz dans g, A, la matrice de
¢z, dans une base (e1,es,...,e13) de L et (ef,e5,...,ef3) sa base duale. Le calcul
de w(z,-,-)® donne

13
w(z, ) =S Ph(A)eY Aey A---Aey A---els,
=1

avec Pf;(A;) le pfaffien de la matrice A, en supprimant la ligne et la colonne correspon-
dant a e;. Clairement, nous obtenons :

Vie{l,..., 13} Pf;(A,) =0 <= rgw(z, - )=rgd, <10.
En conclusion X = {[z] € P(g) tels que w(z,-,-)® = 0}. O

Le corollaire suivant est une conséquence de la preuve du lemme.

Corollaire 3. Notons Ix limage de 'w$ : Q(—4) — O. Le faisceau d’idéaur Ix est
localement engendré par des pfaffiens.

Démonstration. En reprenant les notations du lemme précédant et les notations des
différentielles de Kéahler données dans [Har77|, nous avons

(‘w)), = Q—4). — O,
Zilil fide; Z%; Pfi(Aa:)fi
avec (wf) = 3.2, Pli(Ay)dey Adey A -+ A de; A - - - deys. O

2.3.3 Le degré du schéma

Déterminons une suite exacte de faisceaux dont le dernier terme est Ix. Nous 'utiliserons
pour calculer le degré du schéma projectif X.
Proposition 4. La suite
0— O(—4) = 2" - Q3) - 0(7) = Ox(7) = 0

est exacte. De plus, Ix est localement de Cohen-Macauley.
Démonstration. Nous avons w) : O(—4) — QY et wy : Q¥ — QY(3), puisque w; est
une section de A%Q)(3). La suite suivante est donc bien définie (w] = 0)

O(—4) — QY —= Q(3) = O(7). (2.2)
Soit maintenant £ € X, sur I'anneau local Og, nous avons

0= O(=4)s = Qf = Q(3)e — O(7)e.

L’image de la derniére fléche est Ix(7)¢. Puisque € est libre de rang 13 et codimX =
3, le théoréme de Buchsbaum-Eisenbud prouve 'exactitude de la suite, et que X est
localement Gorenstein (cf. théoréme 3.4.1 [BH93)]). O
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Remarque. Décrivons la suite exacte sur un ouvert affine U, et pour £ € U, :

O(-1)e — O(-7F — 0O(-4)¢ — O
f — f.u V — UV
V — AV

avec A¢ la matrice définie dans le début de ce paragraphe,
U = [Pf1(Ag), ..., Pfi3(Ae)] le vecteur des Pfaffiens, et V un vecteur colonne de longueur
13. L'image de la derniére fleche est Ix .

Pour calculer le degré, nous utiliserons un résultat sur les séries de Hilbert (détaillé
dans dans [EMO7]| chapitre 3). Notons Hx la série de Hilbert d’un faisceau F.

Proposition 5. Soit Y un schéma projectif. Supposons que la série de Hilbert s’écrive
sous la forme

P(2)
(1 — z)dimy”

avec P un polynome en z. Alors deg(Y) = P(1).

HOY (Z) =

Nous allons appliquer ce résultat pour X.

Proposition 6. Le degré du schéma X est 56.

Démonstration. La suite exacte
0— O(=11) - QY(=7) = Q(-4) - 0 - Ox — 0

induit que
Ho, = Ho — Ho(—4) + Hov(—7) — Ho(—11)-

La suite exacte d’Euler donne Hq_y4y = 14Hop(—5) — Hp(—4), et en dualisant, Hov(_7) =
14Hop(—6) — Ho(—7). Finalement,

Ho, = Ho — 14Ho(—5) + Ho(—4) + 14Hop(—6) — Ho(—7) — Ho(-11)-

Maintenant, Ho(—q)(2) = ﬁ (dimP(g) = 13), la série de Hilbert de X est, aprés
simplifications, égale & :

1432462241023 + 162* +102° + 626 + 327 + 28
HOX(’Z) = (1 _ z>10 :

Puisque dim X = 10, le calcul du degré est évident. O

2.3.4 Description des composantes irréductibles de X

Fixons i € {1,2}, le morphisme surjectif G x C* — G.C*h; prouve que G.C*h; est
irréductible. Posons S; la cloéture de G.C*h; dans g, puisque X est fermé, alors 5; est
incluse dans X.

Lemme 9. Les deux composantes irréductibles de X sont S, et So. De plus, S1 NSy =
Cho-
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Démonstration. Soit i € {1,2}, nous avons
max(codim A, codim S;) < codim (N N S;) < codim N + codim S;.

Le fermé G-stable NN S; est de codimension paire, donc codim N = 2 et codim S; = 3
imposent codig(./\f NS;) =4: NNS; = Cy. Finalement, nous obtenons X = S; U S,
et Sl N SQ = CIO (hg g Sl et ]’Ll ¢ SQ) O

Notons Shy := SN (g)s et She := Sy N (@) Pour ¢ € {1,2}, G.C*h; C Sh; C S;,
Shy et Shy sont donc irréductibles et, puisque C1g C (@) s, (§)sr = ShiUSh,y. Ce sont les
deux nappes sous-réguliéres. Nous déduisons du lemme précédent que Sh;, = G.C*h;UCY
pour i € {1,2}.

Remarque. L’application g — N qui envoie x sur dim g* est semi-continue supérieu-
rement, donc pour ¢ € {1,2}, Sh; = {z € S; telsque rgw(z,-,-) = 4} est un ouvert de
S;.

Nous appelerons encore Sh; et Sho leurs images par 7, ce sont les composantes
irréductibles de m((gs)s,). L'objectif est de décrire ces composantes dans P(g). Dans un
premier temps, nous allons décrire géométriquement Sy := m(S1) et Spg := 7(S3) les
composantes de X.

Remarquons que 7(S;) C G.[h1], mais S; étant un cone fermé de g, 7(S;) est donc

un fermé de méme dimension que la variété irréductible G.[h4]. Finalement, Sjyj = G.[h4]

et, de méme, Sy = G.[hy].

2.4 Plongement et projection

Soit V' la représentation simple de g de dimension 7 et de plus haut poids 3a; + ay (cf.
1.1.3). L’algébre de Lie g peut étre obtenue a partir de s0(7), soit par un plongement, soit
par une projection. Nous allons comprendre ce qu’il se passe pour les orbites nilpotentes,
en particulier la sous-réguliére, pour décrire géométriquement les composantes de X.

Soit g la forme quadratique G-équivariante définie par ¢ = —(ey)% + 2(eyey +eyey +
eyey), notons [y la forme polaire associée a ¢. Nous identifierons V' et son dual via la
forme bilinéaire non dégénérée (. Le groupe adjoint G s’injecte donc dans SO(7), le
groupe de Lie des applications linéaires préservant (3y,. Ainsi, g est-elle une sous algébre
de Lie de s0(7), ou chaque élément de g est vu comme un endomorphisme de V.

Décrivons explicitement cette inclusion. La forme bilinéaire non dégénérée [y, vue
comme application de V dans V'V induit un isomorphisme entre AV et so(7). Ainsi, &
partir de z dans g, construisons-nous un élément dans A? V' vu comme I’endomorphisme :

V — Vv
v 6‘/(‘1"@7’)‘

Nous obtenons un plongement ¢ : g < A?V. Les images des vecteurs de base de g dans
A2V sont rassemblées dans la table suivante.
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hl 62/\65—263/\€6+€4/\€7 hg 63/\66—64/\67
Loy e1Neg— e Aey T_q, |€1NE3—€5N\e€Er
Lo es N\ er T_ay es N eg
Loy er1Ney+ ey Aeg T_as |1 NEL+E2 N Eg
Loy eg Ner —er N\es T_g, |€1NEs — €3N\ Ey
Loy —eg N eg T_qy es N\ eg
Tag —eg N\ er T_ag eq4 N\ es

TABLE 2.1 — Le plongement ¢

Remarque. La forme trilinéaire alternée z définie par
Vv % Vv \% Vv \ Y \% Vv \ \% \ Vv Vv Vv
e; Neyg Nes +ef Nes Neg +e) Ney Nep +2ey Nes Ney +2es Neg Ney

est G-invariante. Si v € V, notons d, la dérivation induite par v sur AV de degré —1
(voir 1.3). La forme quadratique s’obtient donc a partir de z :

dyz Ndyz Nz =q(v)e] Neg Ney Nef ANel Aed Aes.

D’aprés I'isomorphisme de G-modules s0(7) ~ g @ V, définissons la projection G-
équivariante p : s0(7) — g. Le plongement V — A%V donné par x — d,z implique que
la fibre de y = p(z) est

p Hyl ={z +d,z avecv € V}.

Reprenons les notations de [Kra89|. Soient Dig, Dig, D14, D12, D1g, Ds, {0}, les orbites
nilpotentes de s0(7), avec dim D; = i. Le plongement et la projection induisent des
applications sur les orbites.

L p

C¢ — Dsg — Cy
Dy — Cho

Cg — Dy

Cio — Du

Cia — Dig

Notons les projections pg : Dg — Cs, pig : Dig — Cio. Kraft démontre la propriété
suivante.

Théoréme 7. La projection s0(7) — g induit des morphismes surjectifs finis ps et pio.
De plus, le morphisme pg est bijectif, mais n’est pas un isomorphisme.

Les deux ensembles p_l(Clo) et 1(C1p) ne sont pas inclus dans la méme orbite de
50(7), nous allons construire les nappes sous-réguliéres par le méme procédé : 'une par
projection (le premier point du théoréme 6), 'autre par plongement (le second point du
théoréme 6).

Notations. D’un point de vue projectif, nous avons le morphisme G-équivariant
P(g) — P(A*V) et Papplication rationnelle p : P(A*V)--- — P(g). Notons Cj; = 7(C})
et Dy les projections de D; par so(7) ~ {0} — P(s0(7)). Nous noterons encore
ps + Digg — Clg), pro @ Dpgp — Cho) les morphismes finis surjectifs.
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2.5 Le schéma Sy

Dans ce paragraphe, nous allons décrire géométriquement la composante Sy = G.[h4]
afin de la munir d’une structure de schéma.

2.5.1 Définition du schéma

Soit G(2,V) la grassmannienne des espaces vectoriels de dimension 2 dans V', qui se
plonge par Pliicker dans P(A? V). Puisque Do) est contenue dans G(2,V), alors Cpy
est incluse dans p(G(2,V)).

Proposition 7. L’ensemble p(G(2,V)) est égal a la composante irréductible Sy de X.

Nous munissons donc le fermé Sp;) de P(g) d’une structure de schéma induite par la
projection p.

Démonstration. La grassmannienne est stable sous l'action de GG, donc son image par
p est une variété G-stable, irréductible. L'image de [hy] € P(g) dans P(A*V) donne
[eaANes—2e3Neg+egAer]. Le calcul de d., z permet d’obtenir que ea Aes—2e3A\eg+egNer =
—3e3 A eg — de, z. Ainsi la fibre de [h] rencontre-t-elle la grassmannienne, c’est-a-dire
que [h1] € p(G(2,V)). Par suite, G - [hy] est incluse dans p(G(2,V)). D’un autre coté
Cho C p(G(2,V)), nous obtenons donc que Sp; C p(G(2,V)). Maintenant, nous avons
10 =dim G- [h] < dimp(G(2,V)) < dimG(2,V) = 10, il s’en suit que p(G(2,V)) = S
(S est un fermé de la variété irréductible p(G(2,V))). O

Cette proposition permet de décrire la nappe sous-réguliére Shy. Commencons par
identifier Cg). L’orbite minimale Dig C G(2, V) peut étre décrite par :

Dy ={U € G(2,V) telsque U C U*}.

Puisque pg est un morphisme bijectif, alors % est la projection des droites de ]P’(l)
incluses dans la quadrique définie par ¢g. Or Sy est la réunion disjointe de Sh; et Clg),
nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 4. Une des nappes sous-régqulieres de g est donnée par :
Shy = {U € G(2,V) telsque U ¢ U™},

c’est-a-dire que c’est la projection dans P(g) des droites non totalement isotropes de

P(V).

2.5.2 Le degré de S

Le degré de la grassmanienne G(2, V') est 42 (la formule pour trouver le degré est dans
[Har92|). L’orbite U := G.[hy] est un ouvert de P(g), nous en déduisons un isomorphisme
p : G2, V)Np Y (U) — U. En effet, il suffit de voir que la fibre de [h;] donnée par

p ]} = {es Aeg +dyz avec v € V} C P(A*V),
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contient un seul point dans G(2,V). Finalement, le morphisme p : G(2,V) — Sy est
birationnel, le degré de Sp;) est égal a 42.

Remarque. Puisque p : G(2,V) N p~'(U) — U est un isomorphisme, alors ’ensemble
G(2,V)Np H(U) est un ouvert lisse de G(2,V) (la grassmanienne est une variété lisse),
donc Pensemble G.[h;] est un ouvert lisse de Spj = Sp) est réduite.

2.6 Le schéma S

L’élément [hy] s’écrit dans P(A? V) sous la forme [es A e; — e3 A eg]. Puisque [eg A e7]
et [es A eg] sont deux points de la grassmannienne G(2,V), [ho] appartient donc & une
droite de P(A* V') coupant la grassmanienne en deux points distincts.

Considérons le sous-ensemble de P(A? V) :

B(V) :={[x] € IP’(/Q\ V) tel que rg (z) < 4}.

(Les éléments 2 de A?V sont vus comme des applications de V'V dans V). Nous appel-
lerons ce fermé G-stable irréductible le lieu des bisécantes a la grassmannienne G(2,V).

Remarques.

1. Les éléments [z] de P(A? V) de rang inférieur & 4 s’écrivent sous la forme [v; A vy +
v3 A vy, ils appartiennent donc aux droites de IP’(/\2 V') coupant la grassmanienne en
deux points. Ainsi la grassmannienne est incluse dans B(V).

2. Nous pouvons décrire B(V') comme suit :

2

B(V) ={[z] e P(A\V) telsque z Az Az = 0}.

En effet, si x = Y ,c; v A w; avec {(v;)ier, (w;)ier} une famille libre, la condition
x Ax Az =0 entraine que card(]) < 2. La réciproque est immédiate.

Clairement, B(V) contient Sy, identifi¢ & son image par «. Nous allons utiliser cet
ensemble pour décrire géométriquement la composante Sy).

2.6.1 Définition du schéma

Proposition 8. La composante irréductible Sy est égale a B(V') N P(g). En d’autres
termes,
Sz = {[z] € P(g) telsque ¢(x) A u(x) A(z) = 0}.

Démonstration. Sjy C B(V) NP(g), montrons l'inclusion réciproque.

D’apreés le Corollaire 2, Les éléments réguliers sont soit semi-simples, soit conjugués a
Tay + Tay, & un élément de C*(hy + 2hy) + x4, ou & un élément de C*(2hy + 3ha) + Z4,-
D’aprés la table 2.4, aucun de ces éléments plongés dans P(A%V) n’appartiennent pas
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a B(V). Finalement, B(V) N P(g) est un fermé de X. Plus précisément puisque [hy]
n’appartient pas a B(V), B(V)NP(g) C Spy.

La seconde partie de la proposition résulte du second point de la remarque précé-
dente. ]

Comme pour X, nous obtenons une suite exacte en tensorisant la suite exacte d’Euler
par A2V (1) :
0— Q1) ® /\2V —g'® /\2V — /\QV(l) — 0.
Le morphisme injectif ¢ : g — A?V induit une section globale ¢; de A V/(1). Ainsi (3
est-elle une section globale de A°V(3) ~ VV(3). Le sous-schéma projectif de P(g) défini
comme le lieu de la section (3 a pour support

{[z] € P(g) telsque *(x) = 0}.

C’est-a-dire Spp;. Nous munissons donc Sy d’une structure de schéma en le considérant
comme le lieu d’annulation de la section ¢3. Nous allons maintenant décrire la nappe
sous-réguliére Shs.

Notons U D'ensemble des points [z] de P(A*V) tels que toute droite de P(A*V)
bisécante a la grassmannienne passant par [z] n’intersecte pas P(V). C’est un sous-
ensemble de B(V), stable par G.

Corollaire 5. La nappe sous-réquliére Shy est l’ensemble des points de P(g) tels que
toute droite de P(N? V) bisécante  la grassmannienne passant par ce point ne coupe pas

P(V) (c¢’est-a-dire I’ensemble U ).
Remarques.

1. Le fermé G-stable Djg NP(g) contient Clg. Si l'inclusion est stricte, alors Dig NP(g)
coupe une autre orbite nilpotente de g, nécessairement Clg. Mais I'inclusion Clg) C
D9y prouve que Dpig et Dig s’intersectent. Contradiction, Cg) = Digy N P(g).

2. Si une bisécante a la grassmannienne coupe P(V') et P(g) en [z], alors les deux points
de la grassmannienne se projettent sur [x] par p. Clairement, [z] appartient & Sp.

Démonstration. D’aprés le premier point de la remarque précédente, le point [hy] ap-
partient & U NIP(g). Regardons les autres orbites apparaissant dans S = B(V) NP(g),
c’est-a-dire C[lg], C[g], C[G].

- Puisque Cjg) € G(2,V), alors Cjg) n’est pas incluse dans U NP(g).

- Soit [%4,] un représentant de Cig. D’aprés la table 2.1, [x,,] est de la forme [e; A eg —
es A eq) dans P(A? V), mais,

e1/Neg—ea Neyg=3es N\Ney —de,z

3 1
erNeg—e3 Neyg = 561 A eg + §degz.

La droite passant par [z,,] et par [de,z] (un point de P(V')) coupe la grassmannienne
en deux points. L’orbite Cig n’est donc pas incluse dans U N P(g).
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- S0it [Za, + Tas) un point de Clig), il s’écrit comme élément de P(A* V) sous la forme
[es Aer —ea Aeg|. Cherchons les antécédents de [2,, +Za;] Par p qui appartiennent a la
grassmannienne. Pour cela, soit v = ae; + bey + ce3 + dey + ees + feg + ger, un point de
V', cherchons les éléments de G(2, V) s’écrivant sous la forme [e3 A er — ex A eg + d, 2.
Il suffit donc de déterminer les conditions sur les scalaires a, b, ¢, d, e, f, g, pour que
la matrice

0 e f g —b —c —d

—e 0 2d  —2¢ a 1 0

—f =2d 0 2b 0 a -1

—qg 2c =20 0 0 0 a

b —a O 0 0 29 —2f
c -1 —a 0 =29 0

2¢e d 0 1 —a 2f —2e 0

soit de rang 2. Par le calcul nous trouvons que tous les coefficients sont nuls exceptés

e = —2d? et (2d)® = 1. Nous avons donc trouvé trois points dans la fibre. Il suffit,

pour montrer que Ciop C U N P(g), de noter qu'une droite de P(A?V) passant par

deux de ces points ne contient pas [Ta, + o). ]

Dans la derniére partie de ce chapitre, nous reviendrons sur la fibre de p d’un élément
de Cpyg). La quadralité permet de donner une explication naturelle de 'existence de ces
trois points.

2.6.2 Le degré du schéma S

Pour calculer le degré de Sjy, nous suivons la méthode utilisée pour le degré de X. Nous
montrerons dans cette partie que S[Q] est réduite.

Proposition 9. La suite
0—=0(=3) = V'®0—=VgO(-1) = O04) — Os,(4) — 0
est exacte.
Démonstration. La section ¢; induit un morphisme ¢; : VV — V/(1). Puisque ¢} est une
section globale de V/(3), nous obtenons (¢f = 0) :
O(=3) = VY = V(1) = O(4) — Og,(4).
Notons Is, (4) I'image de V(1) — O(4) par cette derniére fleche, c’est le faisceau

des équations du schéma Sp. Comme pour X, codim Sy = 3, par le théoréme de
Bushsbaum-Eisenbud, la derniére suite est exacte et Ig, est localement un anneau de
Gorenstein (cf. théoréme 3.4.1 |BH93|). O

Calculons le degré de Sy :

Hg,(2) = Ho(z) — THo(-3)(2) + THo(-4)(2) — Ho(-7)
1723 +724 =27
(1_ )8
14324622+ 323 + 2%
(1 —2)10 ’
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d’ou deg(S2) = 14.

Remarque. Le calcul du degré peut se faire directement. En effet, le degré de S est
égal au produit des degrés de P(g) et B(V'). La premiére variété est de degré 1 et le degré
de la seconde variété s’obtient par une des formules de la Proposition 8 de [HT84] :

T+a
deg B(V 22H<<2a+1>>

a

=14

Nous allons montrer que G.[hy] est un ouvert lisse de Sy, par conséquent que le
schéma est réduit (7 s st localement de Cohen-Macaulay). Les conjugués sous l’action
de G d’un point lisse de Spy sont lisses, donc il suffit de montrer que [hy] est un point
lisse.

Soit ¢ une forme linéaire sur g telle que ¢(ha) # 0 et ker ¢ soit le sous espace vectoriel
de g engendré par hy, (24)ace. Notons Uy, V'ouvert affine de hy dans P(g) défini par ¢.
Nous identifions ker ¢ et Uy, par I'isomorphisme z — [hy + z].

L’espace tangent de Spy en [hy] est

Tihg)Sigp = Thy (S2NUp,) = {[z] € Up, telsque u(ha) A t(ha) A v(x) = 0}
= {z €ker¢ telsque t(hg) Atlhg) Ailhy +x) =0}
Tih)Spy = {x €ker¢ telsque ¢(ha) A t(hg) Au(x) =0} .

Lemme 10. Avec les notations précédentes, t(ha) A t(ha) A(z) = 0 si, et seulement si,
x est une combinaison linéaire de To,, Tay; Tass Tass Tags T—ars Toags T—ags Teass LTag-
L’espace tangent en [he] est de dimension 10, i.e. [ho] est lisse.

Démonstration. Seule la premiére partie du lemme est difficile. Dans A*V, t(hy) =
es N\ er — e3 A eg, donc pour = € ker ¢, t(ha) A t(he) Au(x) = —2e4 Ner Aes Aeg A L(z).
Comme élément de A?V, 1(h) A t(hy) A t(z) # 0 si, et seulement si, I'un des trois
éléments e A ea, ex A e5, €1 A e5, apparait dans la décomposition de z. Grace a la table
2.4 et l'injectivité de ¢, les seuls éléments qui conviennent sont hy, Zq,, T—_q,- O

2.7 Le schéma X est réduit.

Grace a la description des composantes données dans les paragraphes précédents, nous
allons pouvoir établir le théoréme suivant :

Théoréme 8. Le schéma X est réduit.

Rappelons que Spjj et Spp) sont deux variétés projectives de degré respectifs 42 et 14.
Le degré de X est 56.
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Démonstration. Puisque les schémas Spj et Sjg sont réduits, et X = S} U Sjg), nous
avons [g, N Ig, = VIx. L’équi-dimensionalité des composantes de X entraine que
deg /Ix = deg Is, +deg Is, = 42+14 = deg Ix. Par conséquent, si I'inclusion Ix C ViIx
est stricte, alors Ix a des composantes immergées. Ceci contredit le fait que Ix est
localement Cohen-Macauley. Finalement Iy = +/Ix. O]

Remarque. Décrivons X avec d’autres équations. L’algébre C[g]“ est polynomiale
engendrée par deux éléments homogeénes P, et Py avec deg P, = i, appelés invariants
principauz. Soit J(x) la matrice jacobienne en x, de I'application :

- C?
= (P(x), Bs(z)),

nous pouvons montrer que = est régulier si, et seulement si, le rang de J(x) est 2. Donc
X est 'ensemble des éléments ol la matrice jacobienne est de rang 1, c¢’est-a-dire que
tous les mineurs de taille 2 s’annulent. Plus précisément, Chriss-Ginzburg dans [CG97|
(section 6.7) démontre que le faisceau des idéaux engendré par les mineurs est égal a
notre idéal Ik : ceci donne un autre systéme d’équations.

2.8 L’orbite sous-réguliére et les composantes de X

La remarque 1.3 de [Kra89] annonce que I'une des deux nappes est lisse le long de Cp,
et que le lieu singulier de I'autre est Cfiq) et qu'il est triple. Nous allons démontrer ces
résultats dans ce paragraphe. Expliquons d’abord ce qu’il se passe sur un dessin.

7

P(A%V)

QI

1. Au dessus d’un point de I'orbite de Cjjq) (incluse dans P(g)), trois droites de P(A* V')
passant par ce point intersectent le fermé P(V'). Les points d’intersection de ces droites
avec la grassmanienne se projettent donc sur un point de 'orbite sous-réguliére. La

fibre du morphisme de projection p au dessus d’un point de Cjq comporte trois
éléments dans G(2,V).



2.8.1 - La quadralité 29

2. Une droite de P(A? V) passant par deux points de la grassmannienne est une droite
bisécante a la grassmannienne, elle est donc incluse dans 'ensemble B(V). Les droites
bisécantes a la grassmannienne passant par un point de Cfig) ne coupent pas P(V).

Rappelons que X = Spj U Spgj, avec Sy et S|y les composantes irréductibles, telles

que S [ ;] et G.[h;] est un ouvert lisse de S};. De plus, X = G.[h1] U G.[hy] U Cpg
et G.[h [ ] G.[hs| est lisse. Par conséquent, le heu singulier de X est contenu dans
C[lo] = Sl] N S[

Théoréme 9. Le lieu singulier de Sjy), Cho), est triple, et Sy est lisse le long de Clyg).

Commencons par montrer la partie concernant la composante S[Q].

Lemme 11. L’espace tangent en [, + Tos| de Sp est de dimension 10, [q, + Tas] est
un point lisse de Sp).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 10, ¢(zn, + Tag) A
UZay + Tas) A t(x) = 0 si, et seulement si, = est une combinaison linéaire de
h27'ra17xa27xa37'ra47xa5axa67‘1:70117‘1:704271;704572:7046' D

Le lieu singulier de B(V') est

{[z] e P(\ V) telsque rg (z) < 2} = G(2,V).

Le point [z] € S}y est singulier si, et seulement si, rg (z) < 2, c’est-a-dire [z] € G(2,V)N
P(g) = Cg)-

Nous allons prouver la partie du théoréme précédent traitant de la composante Sy
en utilisant la quadralité.

2.8.1 La quadralité

La quadralité (four-ality en anglais), introduite par Landsberg et Manivel, donnent des
morphismes naturels so(8) — g et s0(7) — g. Nous utiliserons ces morphismes pour
décrire la fibre d’un point de Cyo) dans P(s0(8)) puis dans P(so(7)). Commengons par
définir celle-ci, les notations sont indentiques a l'article [LM04] (p. 18).

Soient A, B, C', D, quatre espaces vectoriels de dimension 2, munis d’une méme forme
bilinéaire alternée non dégénérée appelée w. L’algeébre de Lie g° = sl(A) xsl(B) x sl(C') x
sl(D) agit sur g'! = A® B® C ® D de maniére évidente. En utilisant I'isomorphisme
S2A ~ sl(A) qui envoie a® sur @’ — w(a,a’)a, nous pouvons définir une application
bilinéaire alternée g x g' — g° qui envoie (a @ bR cRd,d’ VY @ @ d') sur

w(b, b)w(c, )w(d,d)ad" + w(a,a )w(e, w(d, d )bb'
+ w(a,a)w(b,bw(d,d)ed + w(a,a )w(b, b )w(c, )dd
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Ainsi, I'espace vectoriel g° @ g' hérite-t-il d'une structure d’algébre de Lie compatible
avec la Z/27Z-graduation. Cette algébre de Lie est simple et isomorphe a so(8) :

50(8) =sl(A) x sl(B) xsl(C) xsl(D) & AR BC® D.

Les trois représentations irréductibles 2 & 2 non isomorphes de dimension 8 de s0(8)
se décrivent de la facon suivante :

Wi, = A®B & C®D,
Wy = AC & B®D,
Wy = A®D @& B®C.

Identifions B, C, et D, par I'action du groupe symétrique Sz sur B, C, D par permutation
de ces trois espaces. Notons 7 la transposition de C' et D, il s’en suit que, 7 échangeant
WQ et W3,

50(8)7 = sl(A) xsl(B) xsl(C) & A® B® S?C ~ s0(7),
Wi = A®B @ sl(C).

Une décomposition de s0(8) en so(7)-modules irréductibles est s0(8) = so(7) @ W7.
L’algebre de Lie g est 'ensemble des points fixes sous 'action de Ss :

50(8)% = sl(A) xsl(B) ® A® S3B ~g,
W = A®B @ sl(B)~V.

Comme g-modules, s0(8) =g® V ® U, ou U est la représentation standard de S;.

2.8.2 Le lieu triple de S|

D’aprés [LLS88], nous avons

s0(8) — s0(7) — g
Omin - m - 07107

0tt Opyin, est orbite minimale de s0(8). Pour comprendre le lieu triple de Sy, nous allons,
dans un premier temps, déterminer la fibre d'un élément de Cj) dans P(so(8)), puis,
dans un second temps, la fibre dans P(s0(7)). Notons II la projection de so(8) dans g.

Ce procédé montre, qu’au dessus de Clyq), il y a 6 points dans P(s0(8)) qui se pro-
jettent en trois points dans P(s0(7)). Décrivons dans un premier temps O,

Lemme 12. L’orbite Oy, vue dans gl(Wy) est Uensemble des éléments x de rang 2,
avec x> = 0.

Démonstration. Puisque s50(8) = sl(A) x sl(B) x sl((C) xsl(D) & A B®C® D,
un élément nilpotent de sl(A), noté z, appartient a O,,;, et vérifie comme élément de
W1 — W1 .
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(ii) rg(z) = 2.

Réciproquement, si x € so(8), alors il s’écrit dans gl(V;) sous la forme :

avecu : AR B—-C®D,v: AQB—A®QB,w: C®D — C®D, tels que v et w
soient symétriques. En écrivant les conditions (i) et (ii), quitte & prendre un conjugué
par le groupe adjoint de s0(8), on obtient u =0, w =0, et :

(01
=\t o)
donc = € O,in. O

Puisque O,,;, est irréductible, il est suffisant de s’intéresser a la fibre d’un élément
général de Cpqg par la projection P(sos)--- — P(g), c’est-a-dire un élément de Cjyg.
Décrivons donc la fibre de [z,, + 24,] dans P(s0(8)).

L’élément x,, + T4, est décomposable de A® S B, par conséquent, la fibre [T~ {z,, +
To, b est incluse dans U @ S?B @& A® B® C @ D. D’aprés le lemme précédent, nous
cherchons donc les éléments de rang 2 de U ® S?B @& A® B® C ® D vérifiant 22 = 0.

Caractérisons un élément x appartenant &4 U ® S?B & AQB®C® D et & Oupn, il
se représente dans gl(WW7) par :

1®u‘ a
a* ‘v@l—l—l@w ’

avec a une application linéaire de C ® D vers A ® B, a* sa duale, et v € S?B un
endomorphisme symétrique de B, v € S%2C, w € S?D de carrés nuls, tels que u+v+w =
0. La condition 22 = 0 donne les équations suivantes.

[ aa* =0

| 1®u)a+a(vel+lew)=0
1&*(1®u)+(v®1+1®w)a:0
la*a:—20®w.

Supposons u # 0, ¢’est-a-dire rg (1 ® u) = rg(x) = 2, Im(a) C Im(1 ® u). Puisque u est
de carré nul, alors (1 ® u)a = 0, puis passant au dual, a*(1 ® u) = 0. D’ou, a*a = 0, ce
qui donne v =0 ou w = 0.

Ainsi 'un des trois éléments u, v and w est-il nul. Supposons u = 0 (les cas v = 0 et
w = 0 se traitent de la méme maniére), alors la matrice de z est :
0 ‘ a
atlvl—-1®wv

- Siv =0, x est un élément décomposable de A ® B ® C' ® D, alors la projection dans
g donne un élément décomposable de A ® S®B.
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- Siwv # 0, dans une base bien choisie o,  de A et e, f de B telles que v.e =0et v.f = e,
alors x s’écrit sous la forme a®e® fR f+ R f® f® f. La projection dans g donne
I'élément o @ ef? + B ® f3.

Appliquons notre analyse a 1’élément nilpotent x,, + 7o, qui s’écrit dans A ® S*B
sous la forme a ® bi1bybs, avec a € A et by, by, bs trois éléments non colinéaires de B. La
fibre de x,, + T4, de la projection 7 a six éléments décomposables dans A B&C® D :
a® bo’(l) ® bo’(2) ® bg(g) oll 0 € Ss.

Finalement, les trois points de P(s0(7)),
[a® by @ babs], [a®by®bibs], [a® bs® biby],

s’envoient sur [z, + ;| dans P(g) par p : P(so(7)) — P(g). Le groupe S3 permute ces
trois points lisses de Do), qui s’envoient par pig sur [Ta, + Tas).

Pour finir, puisque [z, +4;] est un point général de Cpyg, la fibre sous pig : Dy —

Clig) contient toujours trois points comptés avec multiplicité. Pour les éléments de Clg),
les points peuvent étre confondus, ils sont donc singuliers.

2.8.3 La normalité de Cjq).

Soit IC le lieu d’annulation dans P(g) défini par la forme quadratique induite par la
forme de Killing, c’est-a-dire :

K = {[z] € P(g) telsque k(z,z) = 0}.

C’est une variété de degré 2. Naturellement, K contient tout le cone nilpotent N. La
normalité de Cfyg) est une conséquence de la propriété suivante.

Proposition 10. Les schémas Cpg) et B(V) N K sont égaux.

Démonstration. 1l est clair que C[iq) est contenue dans B(V') et K. Puisque K ne contient
pas [hs], B(V) n’est pas incluse dans K, d’ou

9 =dim Cpyg) < dim B(V)NK <dim B(V) = 10

Donc l'égalité de la proposition est vraie ensemblistement. Pour montrer qu’elle reste
valable en tant que schéma, il suffit, puisque le schéma Cjo) est réduit sur un ouvert
(c’est-a-dire Cyo)), de montrer que Cpig et B(V) N K ont le méme degré.

- Le degré de B(V) N K = Sy N K est égal au produit des degrés des deux variétés
Spg et KC, c’est-a-dire 28.

- Puisque p1g : Dpg — Clg est un recouvrement triple, 3degClg = deg D).
Mais D est I'intersection de G(2,V') avec le lieu d’annulation dans P(so(V)) de
la forme quadratique induite par la forme de Killing de so(7), donc son degré est
le double du degré de G(2,V), c’est-a-dire 84. O




Chapitre 3

Equations de certaines
compactifications magnifiques
minimales

Nous supposerons que G est un groupe semi-simple adjoint et g son algébre de Lie.
Posons g = dimg et [ = rgg. Soient ¢ une involution de G et H = G“ le groupe
fermé des points fixes de o. Le rang de ’espace symétrigue X = G/H est la dimension
maximale du sous-espace propre de valeur propre —1 de ¢ d’une sous-algébre de Cartan b
o-stable de g (o induit une involution sur g, appelée encore o, cette involution préservant
de plus la forme de Killing k).

Rappelons la définition de la compactification magnifique minimale d’un espace sy-
métrique construite dans la section 6 de [DCP83|, 'objet d’étude de cette partie.

Définition 2. La compactification magnifique minimale X de X est la cloture dans la
grassmannienne G(dim g7, g) de Uorbite sous G du point g%, lalgébre de Lie de G°.

Théoréme 10. Avec les notations précédentes, 'action de G sur X vérifie les propriétés
sutvantes.

1. La variété X est une union d’un nombre fini d’orbites.
2. L’ensemble X \ G - g° est la réunion de r hypersurfaces lisses S;, i € {1,...,7}.

3. Les clotures des orbites sont en bijection avec les ensembles S; = S;; N---NS;,,
o J = {iy,...,ix} est un sous-ensemble de {1,...,r}.

4. Pour J un sous-ensemble de {1,...,r}, S est lisse de codimension codim S; = £.J.
De plus S;, NSy, = Snus,-

Remarque. L'entier 7 est égal au rang de X. Le nombre d’orbites de X est é¢gal a 2".

Nous nous sommes intéressés aux équations de la compactification magnifique mini-
male X dans G(dim g°, g). Dans ce chapitre, nous donnons une réponse lorsque le rang
de X est égal a [. Dans ce cas particulier, 'involution est unique a conjugaison pres
appelée involution de Cartan. Pour une algébre de Cartan b telle que oy = —idy, o
échange les racines opposées du systéme de racines de (g, b).

33
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Théoréme 11. Si le rang de X est égal & 1, alors X comme sous-variété de G(%‘l,g)
est définie par des équations linéaires.

Remarque. Le chapitre 4 suivant donne des exemples de ce résultat, lorsque I'algébre
de Lie est de rang 2.

L’idée générale de la preuve est de comprendre I'image de la compactification magni-
fique minimale via l'isomorphisme entre grassmanniennes : W ~— W+. Dans un premier
temps, nous allons décrire cette nouvelle variété. Puisque la somme directe g = g ®g_1,
ou g_; est I'espace propre de valeur propre —1, est orthogonale pour la forme de Killing
k, I'image n’est autre que la cloture de 'orbite de g_; dans la grassmannienne. Dans
un second temps, nous allons démontrer que cette variété peut étre obtenue a partir
d’équations linéaires. Enfin, nous finirons avec des résultats sur les sections (utiles pour
traiter les exemples du chapitre 4).

Nous supposerons dans tout le chapitre, sauf mention du contraire, que X est un
espace symétrique de rang égal a celui de l'algébre de Lie g. De plus, nous appellerons
abusivement X la compactification magnifique de X (nous omettons minimale).

3.1 Espaces annulateurs maximaux

Reprenons la forme trilinéaire g-invariante w : (z,y, z) — &([x,y], ). Puisque la forme
de Killing k est o-invariante, w 1'est aussi. Définissons I'objet du titre.

Définition 3. Soit W un sous-espace vectoriel de g.

(1) Le sous-espace W est un espace annulateur pour (g, w) si w s’annule sur W x W x
wW.

(2) Le sous-espace W est un espace annulateur mazimal pour (g, w) s’il vérifie (1) et
est de dimension maximale pour cette propriété.

Le sous-espace propre g_; de o est un espace annulateur pour (g, w). En effet, si z,
Y, z sont trois éléments de g_1, alors

w(x,y,z) = w(a(m),a(y),a(z)) = —w(x,y, Z)

L’objectif est de démontrer que g_; est un espace annulateur maximal, c’est-a-dire que
la dimension maximale est celle de g_;, que 'on note d := QTH.

Remarque. Toute sous-algébre de Borel vérifie le point (1) de la Définition 3. Pour
cela, il suffit de constater que pour une base bien choisie de la sous-algébre de Borel, le
calcul de w se résume aux conditions (i), (ii), (iii) de la démonstration du Lemme 1 de
la section 1.2.

Notons Y l’ensemble des espaces annulateurs maximaux. C’est un sous-ensemble
fermé G-stable de la grassmannienne G(d',g), ot d > d est la dimension des espaces
annulateurs maximaux pour (g,w). Nous allons prouver dans cette section que tout
espace annulateur maximal de g contient une sous-algébre de Cartan, et nous déduirons
de ce fait que d' = d.
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3.1.1 Eléments semi-simples réguliers

Pour montrer qu’un espace annulateur maximal contient une sous-algébre de Cartan, il
suffit de voir qu’il contient un élément régulier semi-simple, puis le centralisateur de cet
élément.

Proposition 11. Tout espace annulateur mazimal contient un élément régulier semai-
simple.

Soit V' un espace annulateur maximal de (g, w). Prenons 1 : C* — T un sous-groupe
a un parameétre régulier (voir la section 1.4) et notons Vy = limy_o u(t) - V. L’espace

vectoriel Vj est un espace h-stable, annulateur maximal pour (g, w) (méme dimension
que V).

Lemme 13. Si V contient un élément semi-simple régulier, alors V' aussi.

Démonstration. Soit K le fibré tautologique de la grassmannienne G(d', g) :

K ={(V,z) € G(d,g) x g telsque z € V}.

Notons p et g les projections suivantes :

K —2~G(d,g)

Ja

g
Soit g, 'ouvert, des éléments semi-simples réguliers de g. Puisque p est plat, p (¢~ (g,s))
est un ouvert de G(d', g) contenant V;, et donc il existe to € C* tel que pu(ty) - V est

inclus dans ¢ (p~'(g,s)). Finalement, yu(to) -V contient un élément semi-simple régulier,
donc V' aussi. O

Montrons la Proposition 11 par récurrence descendante sur

r =supdimV N b,
b
avec h parcourant toutes les sous-algébres de Cartan de g.

Preuve de la Proposition 11. Initialisation. Sir = [, alors il existe une sous-algébre de
Cartan b telle que dimbh NV = dimbh, d’ou le résultat.

Hérédité. Soit r < [, et supposons le résultat vrai pour k tels que r < k < [. Prenons
bh une sous-algébre de Cartan vérifiant dim V' Nh = r, T un tore maximal de G tel que h
est son algébre de Lie, p un sous-groupe a un parameétre régulier de 7', et ® le systéme
de racines de (g, b).
Puisque Vo = limy_ pu(t) - V' est b-stable, choisissons hq,..., k., (T4)ace une base
adaptée a (g, b, P). Vj se décompose alors en vecteurs propres de b :

%:%ﬂh@ZCZEa,

a€eS

avec S un sous-ensemble de ®. Posons R = S N (—S) et distinguons deux cas.



36 ESPACES ANNULATEURS MAXIMAUX

i) Si R = @, alors #S < %l, doul >dimVogNh =dimVy— 1S > [, ce qui donne
h C Wy, c’est-a-dire Vj contient un élément régulier semi-simple, nous concluons a
I’aide du Lemme 13.

ii) Si R # @, alors x,, x_, appartiennent a V pour a € R. La forme linéaire
W(Tay Ty ') = (T, T_g)

s’annule sur VoMb, ainsi VoNh C ker a. L'espace vectoriel VoNh @ C(z, +x_,) est
une algébre de Lie abélienne incluse dans V) ne comportant que des éléments semi-
simples, elle est donc contenue dans une sous-algébre de Cartan by : dim VyNh; >
dim Vy N hy. Par hypothése de récurrence, V| contient un élément régulier, et il en
va de méme pour V. O

Corollaire 6. (a) Un espace annulateur mazimal V' contient une sous-algébre de Car-
tan.

(b) Il existe un sous-groupe & un parameétre p tel que Vi est une sous-algébre de Borel.
(¢c) dimV =d.
Démonstration. Soit s un élément semi-simple régulier contenu dans V.

(a) Le centralisateur c(s) est une sous-algébre de Cartan. Soient g le quotient de g
par c(s) et 7 la projection sur g. Puisque s = w(s, ., .) est une forme bilinéaire alternée
non dégénérée sur g et (V') est un sous-espace totalement isotrope pour v, alors

1
dim7(V) < idimﬁ.

Alinsi,
dimV — % dimg —dime(s)) < dimVnNe(s) < dime(s),
gl _ gl < dimVNe(s) < L
l < dimVnNe(s) < .

Finalement, nous avons ¢(s) C V.

(b) Soient T' le tore maximal de G d’algébre de Lie b := ¢(s), ® le systéme de
racines correspondant a (g,h), hy,..., h., (To)aced une base adaptée a (g, b, P) et g un
sous-groupe a un parametre régulier de 7.

Le sous-espace Vj de g, limite de V' par pu, se décompose de la maniére suivante :

‘/():b@z(cxaa

a€sS

avec S et —S une partition de ®. Maintenant, si o, 3 € S sont tels que « + [ est une
racine, w(Zq, T3, T_a—p) # 0 prouve que o + [ € S. Il suffit donc de choisir la base de
® telle que S soit un ensemble de racines positives (voir le corollaire 1 du Chapitre VI,
paragraphe 1.7 de [Bou68]).

(c) découle de (b) et dim V' = dim V4. O
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3.1.2 Décomposition des espaces annulateurs maximaux

Soient V' un espace annulateur maximal, h une sous-algébre de Cartan contenue dans
celui-ci et @ le systéme de racines de (g, h). L'objectif de ce paragraphe est d’écrire V'
sous la forme
V=bo P L.,
acdt
avec L, un sous-espace vectoriel de dimension 1 de g, & g_., go étant ’espace propre
associé a a.

Soit oy € ®. Puisque U,ee+ ker a est une réunion finie d’hyperplans de b, nous
pouvons choisir hy € ker ay qui n’est dans aucun autre hyperplan ker or. Ainsi le centra-
lisateur de hg est ¢(hg) = hdg*@g~*. Par un raisonnement analogue a la démonstration
du Corollaire 6 (le premier point), nous obtenons dimV Ne¢(h) > 1+ 1. Mais h C V,
d’ot dimV N (g* @ g~) > 1. La forme linéaire w(zy,T_q,) est non nulle sur b, donc
dimVn(g*®g®) = 1.

Lemme 14. Soit V € Y. Il existe une sous-algébre de Cartan b telle que
V=bho GE) L,
acdt
avec :

- ® le systéme de racines de (g, h).

- & un choiz de racines positives tel que, pour tout o € ®T, L, est un sous-espace
vectoriel de dimension 1 de go, ® g_o vérifiant Lo, € g_..

Démonstration. Soit V' € Y. Il existe une sous-algébre de Cartan b telle que

V=bo P L,
acdt
avec @ le systéme de racines de (g,h), ®* un choix de racines positives, et L, sous-
espace vectoriel de dimension 1 de g, @ g_,. La limite par un sous-groupe & 1-paramétre
régulier de T' (tore maximal d’algébre de Lie h) est une sous-algébre de Borel by. Le
choix des racines positives donné par by répond aux exigences du lemme. ]

Remarque. Reprenons les notations du lemme. Soient «, § deux racines positives
telles que o+ 3 soit une racine. Posons v, = x4+ a,x_, une base de L, avec a,, € C, de
méme pour vz base de Lg et v,4g base de Loy g. Alors la condition w(vg,, vg, Vais) = 0
montre que
uxx—aax—ﬁvxa+ﬁ)
w(xow g, ‘T—Oé—ﬁ)
Ainsi v, est défini, & scalaire prés, par v,, vg.

Qo485 = AaAag.

Corollaire 7. Avec les notations précédentes, si A C ®T est une base du systéme de
racines @, alors la classe de conjugaison de V sous T est déterminée par les L, a € A,
a savoir si Lo, = go 0u Ly # g

Démonstration. Soient o € A, et v, une base de L,. Supposons que v, = Tq + Aol —q,
avec a,, € C. Quitte & prendre un conjugué de V' sous 7', nous pouvons nous ramener a
deux cas, a, = 0 ou a, = 1. La remarque précédente termine la démonstration. O
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3.2 Orbites de Y

L’ensemble Y des espaces annulateurs maximaux de (g, w) est un fermé de G := G(d, g),
stable sous I'action adjointe de GG. Le Corollaire 6 montre qu’il existe une sous-algébre
de Borel dans la cloture de chaque orbite de Y. En particulier une seule orbite est
fermée : c’est celle des sous-algébres de Borel. Dans cette section, nous allons donner
une condition pour que deux éléments de Y soient conjugués sous G.

Proposition 12. (i) La sous-algébre parabolique de plus petite dimension contenant
VeyY estpy =V+4+[V,V].

(ii) SiVy etV sont deux éléments de 'Y tels que py, = pv,, alors Vy et Va sont conjugués
sous G.

Démonstration. (i) En reprenant les notations du Lemme 14, V' s’écrit sous la forme
V =h @ B,cop+ Lo Il s’en suit que

VVI+V=bd P 9.& P 9
acedt acdt
Lo#8a,0—a

C’est donc une sous-algébre parabolique. La minimalité de la dimension est immédiate.

(i) Quitte & prendre un conjugué de V5 par le groupe adjoint de py,, nous pouvons
choisir une sous-algébre de Cartan h contenue dans Vi N V5. Soient ® le systéme de
racines de (g,h) et hy,..., h., (To)ace une base adaptée a (g, b, ). Il existe donc deux
sous-algébres de Borel by et by telles que, pour i € {1, 2},

pVi:bi@@(Cx_a, Vi:Viﬂbi@@C(xa%—x_a),

a€S; a€ES;

ou S; est le sous-ensemble des racines positives (données par b;) telles que L, n’est pas
un espace propre.

Il existe g dans le groupe adjoint de py, = py, tel que g - by = by. Ainsi ) est stable
par g. Par conséquent, g envoie un vecteur radiciel sur un autre vecteur radiciel, et en
particulier g -z, = 25 avec a € 51 et 3 € Sy. Nous concluons sans aucune difficulté. [

Remarque. Le nombre d’orbites de G dans Y est égal & 2!, le nombre d’orbites de
I’ensemble des sous-algébres paraboliques de g. En effet, la Proposition 12 assure que
Vi et V5 sont dans la méme orbite de Y si et seulement si py, et py, sont conjugués.
Inversement, pour chaque orbite parabolique G - p, nous pouvons trouver un élément V'
de Y tel que py = p (il suffit de remonter la preuve de (i) dans la proposition précédente
en utilisant les calculs du Lemme 14 et son corollaire).

Il existe une unique orbite de dimension égale & dim Y, donnée par la sous-algébre
parabolique g,
Y=G-V,

ou V est la somme directe h & Y cqr C(zo + 2-4).

Puisque le rang de X est égal a [, il existe une sous-algébre de Cartan b telle que la
restriction de I'involution o a h soit —idy. Donc, pour @ le systéme de racines de (g, b)
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et hi, ..., hy, (T4)aco une base adaptée a (g, h, ), o envoie x,, sur t,x_, avec tot_o = 1
(Puisque o préserve le crochet). Comme g% = > co+ C(z4 + taz_4), nous vérifions que

g1=@)" =02 Y Cra—tar_a)

acdt

(I'orthogonalité résultant de la forme de Killing). Ainsi, le sous-espace propre g_; de o
appartient a l'orbite ouverte de Y. L’'isomorphisme entre G(d — [, g) et G(d,g) défini
par W +— W+ induit un morphisme bijectif entre les ensembles Y et la compactification
magnifique. En conséquence, Y est de dimension d.

Dans la prochaine partie, nous munirons Y d’une structure de schéma lisse dont les
équations sont linéaires, et nous prouverons que Y et X sont isomorphes.

3.3 Equations de Y

Rappelons que G := G(d, g) posseéde une suite exacte de faisceaux localement libres
([Wey03]) :
0> K—->g0g —Q —0, (3.1)

avec K le faisceau tautologique de rang d et () le faisceau quotient de rang %l. La donnée
w € A®gY donne une section w; : Og — A* KV et par transposition, un morphisme
twy : N> K — Og dont I'image sera notée 1.

Lemme 15. Le fermé Y est le support du schéma défint comme le lieu d’annulation
de la section wy. Par conséquent, nous mumnissons Y d’une structure de schéma en le
considérant comme le lieu d’annulation de cette section.

Démonstration. Décrivons le morphisme ‘w; : A* K — Og localement. Soit A € G,
choisissons une base z1,...,z4 de A et yi,...,y,_q une base d'un supplémentaire W de
A. Identifions & = Hom(A, W) avec un ouvert affine de G en envoyant v € Hom(A, W)
sur le graphe de u vu dans A@W = g. Notons par X, ;, avec 1 <i<detl1<j<g—d,
les coordonnées par rapport aux bases précédentes. Ainsi fw; @ AA® Oga — Oga
envoie x;, Az, A2, ® 1 sur

Fihiz,is =w <1}7;1 + ZXiLj Yjy Tig + ZXQJ Yj, Tig + ZXZSJ yj) : (3'2)
J J J

Les polynomes F;, ;,:, pour 1 < i; < iy < i3 < d engendrent /. Finalement, un élé-
ment Ay de U appartient a Y’ si et seulement wy, ., ., = 0 c’est a dire si les polynomes
F}, iy pour 1 <1i; <y < 13 < d s’annulent sur A;. O

Nous noterons par la suite Iy le faisceau des équations de Y a la place de I. L’objectif
de cette partie est de prouver que le schéma Y est lisse, et de montrer que ses équations
sont linéaires.
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3.3.1 Lissité de Y

Théoréme 12. Le schéma Y est lisse. En particulier, le schéma'Y est réduit, ¢’est donc
une variété projective.

Il est suffisant de montrer la lissité de Y sur 'orbite fermée, donc étudions le rang de
QL. le faisceau des différentielles de Kéhler, pris en une sous-algébre de Borel. En effet,
s’il est inférieur ou égal a la dimension de Y, alors le schéma est lisse au point considéré.

Utilisons la suite exacte de faisceaux suivante, appelée complexe cotangent ([Har77]) :
Iy /% — Qg ® Oy — Qy — 0. (3.3)
Evaluons-la en une sous-algébre de Borel b.

Notations. Soient h C b une sous-algebre de Cartan, ¢ le systéme de racines de
(g,h) tel que les racines positives soient celles de b, et g = b © n~ la décomposition
en sous-espaces propres de h en choisissant les bases x1,...,x, pour b (vecteur associé
a une racine positive pour les d — [ premiers, un élément de b pour les [ derniers),
Y1, ---,Yn—q DOUr n~ (vecteur associé a une racine négative) tels que x(x;,y;) # 0, pour
ie{l,...,d}.

Localement, nous pouvons calculer les différentielles de Fj, ;, ;, dans Qg (image de
la premiére fleche de (3.3)). Nous obtenons donc

dﬂ1,i2,i3 = Zw(yﬁxiza xls) dXiLj + Zw(IiU Yj, zis) dXiQJ

J J

+ Z U}(ZL‘Z‘“ Lo yj)dXisJ' (34)

J

Mais Qg est isomorphe a (g/b)” ® b, en envoyant dX,; sur y,/ ® z;, avec y; =
m/{(xi, ) (la dualité résulte de la forme de Killing s, et nous normalisons pour
avoir ¥, (y;) = 1). Pour la premiére somme de (3.4), nous avons

R\Yj, |Tiy, T;
Zw(yﬁxiwxis)ij ®xi1 = R (Z M‘Iil ) > ®xz‘1 (35)

j j K (Y, T5)

= H([xiw mi3]a ) ® Liq- (36)
La composée \* b @ Ogp — Iyp/13, — Qg ® Oy, envoie
i, N i, \ iy SUr
"{([xim xi:s]? ) & Ty + /{([xim miz]» ) & Ty + ﬁ([$i37 xi1]’ ) & Ty
Lemme 16. Soit b une sous-algebre de Borel de g. L’application linéaire D définie par

A*b — b®][b,b]
VI AUy AV = U Q [vg, v3] + v @ [v3, V1] + V3 R [v1, Ug)

a un corang inférieur ou égal a d.
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Démonstration. Soient h une sous-algébre de Cartan, ® le systéme de racines de (g, b),
et b = b @ D,capr 9o une sous-algébre de Borel. Pour h et k dans h, o et 5 dans &7,
nous avons

a(k)h @z = D(h ANk A xy) + alh)k @ x4,
a(h)r, @xg=D(hAxo ANxg)+ B(h)rs @ T0 — h @ [T4, zs],
Tat+f @ Tarp = D(Tatp A Ta ATg) — To ® [T, Tatp) + 25 @ [Ta, Tatp)-

Soit W le sous-espace de coker D engendré par h, ® z, avec a(hy) = 2, a € ®T et
To @ To, a € A. Pour h and k bien choisis,

- h® x,, avec a(h) = 0, appartient a Im D, d’aprés 1’égalité (3.7).
- Ty ® xg avec a # (3 est dans W d’apres (3.8).

- To ®x € W sl a nest pas simple, d’aprés (3.9) et les deux points précédents.

Finalement, coker D C W. Donc le nombre de générateurs est inférieur ou égal a 974+l =
d. O

Preuve du Théoréme 12. Grace au Lemme 16, le corang de Iy7b/l)2/7b — Qg p ® Oyp est
inférieur ou égal a d, donc rgQy, < d. m

Une conséquence du Théoréme 12 est 'isomorphisme de variétés entre Y et la com-
pactification magnifique. En effet, nous avons un morphisme bijectif entre X et Y, et ces
deux variétés sont lisses et irréductibles, donc d’aprés le théoréme principal de Zariski,
ce morphisme devient un isomorphisme. La section suivante montre que les équations
de Y dans g sont linéaires.

3.3.2 Equations linéaires

Puisque I'isomorphisme entre les grassmanniennes G et G(d — [, g) induit un isomor-
phisme entre X et Y, les équations de Y dans G sont donc les mémes que celles de X
dans G(d — [, g). 1l suffit donc de montrer le résultat sur les équations de Y pour finir
la preuve du Théoréme 11.

Théoréme 13. Les équations de Y dans G sont linéaires.

Démonstration. Rappelons que A‘K = Og(—1), donc Hom (/\d K, \? K) ~
ATPKY, puis APK(1) ~ AT*KY. De plus, daprés (3.1), nous avons
N3 gY@ Og = N3 KVY. Ceci force A2 KV a étre engendré par ses sections, et il
en va de méme pour A® K(1). Grace au morphisme ‘w;, Iy (1) est donc engendré par ses
sections. O
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3.3.3 Produit de compactifications magnifiques

L’algébre de Lie semi-simple g (de dimension ¢ et de rang [) se décompose en idéaux
simples g = @,c; g; avec I un ensemble de cardinal fini. Notons, pour chaque 7 € I, g;
la dimension de g;, [; le rang de g; et d; = % De plus, les idéaux vérifient [g;, g;] =0
sii# j.

Par conséquent, les idéaux sont orthogonaux pour la forme de Killing x de g. En
notant x; la restriction de x a g;, nous avons kK = D;crk;.

Lemme 17. La forme trilinéaire g-invariante w de g s’annule sur g; X g; X gi dés que
deuz des indices sont distincts.

Démonstration. 11 suffit de reprendre la définition de w. O

Notons w; la restriction a g; de la forme trilinéaire g-invariante w de g. Le plongement
de Pliicker [],c; P(A%g;) — P(A%g) induit une immersion fermée

® : [Lie;G(di,g) — G(d,g)
(Vi)ier = DierVi

Si nous notons Y; la variété des sous-espaces vectoriels de G(d;, g;) tels que w; soit nulle,
alors I'application ® envoie [[;c;Y; dans Y.

Théoréme 14. Y ~ [[,; Vi.

Démonstration. La dimension de Y; est d;, donc [[;c;Y; est de méme dimension que Y.
® étant une immersion fermeée, ®([1,c;Y;) = Y. Comme Y et les Y sont lisses, c’est
donc un isomorphisme. O

L’isomorphisme montre que la compactification magnifique Y peut étre obtenue
comme produit des compactifications magnifiques Y;, avec ¢ € I. Malheureusement,
® n’est qu’'une immersion fermée pour les grassmanniennes, donc nous ne pouvons pas
obtenir les équations de Y a partir de celles des Y}, avec ¢ € I.

Remarque. Puisque nous supposons que le rang de ’espace symétrique est [, I'invo-
lution o se restreint en une involution sur chacun des idéaux simples de g. Ceci s’aveére
faux si 'hypothése du rang n’est plus vérifiée. Par exemple, si g est une algébre de Lie
simple, 'involution o échangeant les deux facteurs de g & g permet de construire la
compactification minimale du groupe adjoint G de g. Le rang de la compactification est
[, inférieur a 2[ le rang de g & g.

3.4 Sur les sections globales de [y (1)

Etudions maintenant les équations de la compactification magnifique de X. Carac-
térisons dans cette partie certaines équations de Y, c’est-a-dire trouvons une sous-
représentation des sections globales de Iy (1) (le faisceau des équations de Y dans la
grassmannienne), que nous pouvons décrire facilement.
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Nous allons voir que cette représentation est I'image du morphisme
N3g — Adg défini par v — w A v (g et son dual sont identifiés par la forme de Killing,
donc w € A3g). Pour certains cas, comme nous le verrons sur deux exemples dans le
chapitre 4, cette représentation est égale a H°(Iy (1)), et les équations sont entiérement
décrites (localement).

Nous supposerons dans cette partie que g est une algébre de Lie simple.

3.4.1 Une inclusion

Reprenons les notations de la partie 1.3. Etendons w : A>g — C a A" g — A g avec
k un entier positif, et appelons cette nouvelle application linéaire

o ANPg - N
VLA AUz = Yores, s E(T)W(0r1), Ur@), Ur(3))Vra) A -+ A Ur(reg).
Nous définissons donc un opérateur différentiel sur A g, appelé 6%, construit a partir de
la graduation de A g : 6" = @0 ;. De plus, cet opérateur est g-équivariant (la forme
w est g-invariante) et vérifie (6*)% = 0.

D’un autre coté, en identifiant g et son dual par la forme de Killing, w peut étre vu
comme un élément de A®g. Les applications linéaires de g-modules

Ok Ng - N g
Vi NV AN~ ANvg — wAv A~ N\,

avec k un entier positif, définissent un autre opérateur différentiel g-invariant sur Ag :
8§ = @j>0 0. Comme pour 0%, 6 = 0.

Soient h une sous-algébre de Cartan de g et @ le systéme de racines de (g, b). Choi-
sissons une base de ®, et posons I'y, la représentaton irréductible de plus haut poids
2p, ou p est la demi-somme des racines positives. Le module A h ® I'y, représente toutes
les occurences de I'y, dans A g. Par suite, I';, apparait dans A g, lorsque k parcourt
I'ensemble {g —d,g —d+1,...,d —1,d}.

Remarque. 2p est le plus haut poids de A g. Les vecteurs de plus haut poids 2p de
A g forment ’espace vectoriel gradué A h A A co+ Zo, pour un choix de racines positives
et d’une base adaptée a (g, b, P).

Pour k£ un entier positif, soit Kkg le g-sous-module de A" g tel que \¥g = Kkg )
At g @y, sikef{g—d,g—d+1,...,d—1,d} et AFg = AF g sinon. Grace au fait
que § et 0 préservent les poids (w est de poids 0), nous pouvons définir les restrictions
de 6, 6" a Ag. De plus, les restrictions de ¢ et * a Ah ® I'y, sont triviales. En effet, les
calculs sont simples en utilisant la remarque précédente et la section 1.4.

Lemme 18. Supposons que g soit simple. Les suites
P / 5 5 5 A
0—A"g A" g s SR Ng— 0,

0 C g e T Ay T g

avecem € {g—2,9—1,g9} et m' € {0, 1,2}, sont exactes.
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Remarque. Nous pouvons écrire les suites exactes pour 6* avec une décroissance des
puissances extérieures de g. Nous obtenons alors deux nouvelles suites exactes pour Ag :
les versions duales de celles du lemme précédent.

Le complexe (Ag,0) est la somme directe de deux complexes, le premier Ag est
acyclique, et le second A h @ I'y, est trivial.

Admettons pour le moment le Lemme 18. Dans la preuve du Théoréme 13, ‘w, :
AN K(1) — Og(1) ~ AYK donne un morphisme g-invariant sur les sections globales
A3 g =HOA? K(1)) — H(Og(1)) = A%g : c’est simplement 4.

Proposition 13. Si g est simple, alors H°(Iy (1)) contient & (/\d_3 g).
Démonstration. Limage de ‘wy : A K(1) — Og(1) est Iy (1). O

Cette proposition montre que nous pouvons plonger la compactification magnifique
dans un espace projectif de dimension inférieure a celle de P(A%g). En effet, posons
W =94 (/\d’?’ g), et W, un supplémentaire de W dans A% g. Alors les équations de P(1)
sont définies par W, et puisque W C H(Iy (1)), il existe une immersion de Y dans
P(Wl) .

Y ——P(W)

o

P(A%g)

3.4.2 Preuve du Lemme 18

L’idée générale est I'étude de ¢ = 6" 4+ 00* comme opérateur différentiel g-invariant.

Reprenons les notations définies dans la section 1.3. Considérons les opérateurs dif-
férentiels linéaires g-invariants suivants. Montrons briévement qu’ils appartiennent a
F2.

1. ¢ =16,0%]. Cela découle de § € F et §* € F3.

2. L’opérateur de Casimir c. L’action d'un élément de x de g sur AFg peut étre décrite
comme

g
D ez e,
i=1

avec (z;)1<i<, une base de g.

3. Les puissances de l'opérateur d’Euler e : ¢’ = id, e, e2. Pour p € N, une puissance de
lopérateur d’Euler sur la graduation de A g s’écrit sous la forme :

i>0

Puisque e = Y.7_, my,.d,,, avec (x;)1<i<, base de g, alors e? € FP.
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Notons (F?2)® I'ensemble des opérateurs différentiels g-invariants.

Lemme 19. La famille id, e, €2, ¢ est une famille libre de (F?)e.

Démonstration. Soit P un polynéme de degré 2 en une variable et a un complexe tel que
ac = P(e). Ainsi, si a # 0, Popérateur de Casimir est constant sur chaque représentation
A¥ g, pour k un entier positif, ce qui est impossible, donc a = 0. Par suite, P(e) = 0
implique que P a au moins 3 racines distinctes, donc P = 0. O]

Nous allons montrer que ¢ est une combinaison linéaire de ¢, id, e et e2. Pour cela,
nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 20. Notons L'y, ., la représentation irréductible de g de plus haut poids ajw; +
ce 4y, avec wy, ..., wy les poids fondamentauz. Nous avons :

(Z) /\2 5[(TL + 1) = 5[(n + 1) &, F2707_._707170 e, F071707__7072, pour n Z 3, et /\25[(3) = 5[(3) D
I's0@Io3.

(i) N?sp(2n) = sp(2n) @ 1.0, pour n > 2.
(iii) N*so(n) = so(n) ® T1010.. 0, pour n > 6.
(iv) N*fa=F1® Lop00-

(v) Nga=g:@ I'sp.

(vi) N*es = ¢5® 000100
(vii) N er = e7 ® Lo01,0,000-

... 2
(viii) N es = es @ 100000001

Démonstration. Nous traitons uniquement les cas sl(n + 1), sp(2n) et so(n). Les cas
exceptionnels s’obtiennent & partir du programme LIE (voir

[MAAvLL92]).
(i) Ecrivons V = C"*!. Nous avons V @ V¥ =sl(n+ 1) ® C, donc
2

2 2
AV eVY)=AVeSym’V' e Sym’V e A VY,

---------------

Le résultat se déduit des régles de branchement (Proposition 15.25 de [FH91]).

(ii) Comme représentations de GL(C®"), A*sp(2n) = A*Sym?*(C*") est irréductible
de partition (3,1), donc, en utilisant les régles de branchement de [FH91]|, nous
obtenons la formule désirée.

(iii) Le GL(C™)-module A?so(n) est irréductible de partition (2,1,1). Nous concluons
avec les régles de branchement. O]
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Sauf pour sl(n), le g-module C @ g ® A g a quatre facteurs irréductibles, et 'espace
vectoriel des opérateurs différentiels g-invariants respectant la graduation de A g noté
E est de dimension 4. En effet, un tel opérateur est constant sur chacun des facteurs
irréductibles apparaissant dans C & g @ A% g. En conséquence, d’aprés le lemme 19, ¢,
id, e, 2 forment une base de E, donc ¢ est une combinaison linéaire de c, id, e et 2.

-----

ou W =T3, (le cas s[(3)). En définissant I'action tordue de sl(n) sur W par

sl(n) x W — W
(g,v) = o(g)-v,

cette nouvelle représentation est isomorphe comme sl(n)-module & WY (voir la section
1.6 de [DCP83]). Puisque (, ¢, id, e et e* commutent avec I'action tordue, il s’en suit
que leurs restrictions & W @ WY sont des homothéties. Considérons W & WV comme
un seul facteur : C ® g ® A*g a donc quatre facteurs. Nous pouvons traiter le cas sl(n)
comme les autres algébres de Lie simples : ( est une combinaison linéaire de ¢, id, e et

e2.

Il existe un complexe « et un polynéme P de degré inférieur ou égal a 2 tels que
¢ — ac = P(e). Appliquons l'expression & 1 € C et w € A*g : il s’en suit que P(0) =
P(3) = §*(w). Mais l'isomorphisme A*g ~ A9 g montre que P(g —3) = P(g) = P(3).
Finalement, P est constant (g > 4), et par conséquent,

¢ = ac+ 6" (w)id. (3.10)

Si I'y est une représentation irréductible de plus haut poids A, posons ¢, le complexe
représentant l'action de ¢ sur I'y. Donc, appliquant (3.10) & un vecteur de plus haut
poids de I'y,, nous avons 0 = acy, + 0*(w), et donc

¢ =0"(w) <id — 1c> :
C2p
Utilisons un argument de Kostant (voir le Lemme 1 du chapitre 2 de [Ga| : ¢y < ¢, si
2p domine le poids dominant A. Or un g-module irréductible I" apparaissant dans A g
a son plus haut poids dominé par 2p (cf paragraphe 3.4.1) : la restriction de ¢ a T est
juste une multiplication par un scalaire, nul uniquement pour I'y,.

Preuve du Lemme 18. Soient k un entier positif et I' une représentation irréductible
apparaissant dans Ker(0) NAkg, (. = Mdr avec A # 0. Ceci implique que si z € I', alors
x =0 (16%(z)) € Im(5). Ainsi toutes les représentations irréductibles de Ker(8) N g
sont incluses dans Im(d) N A¥g, donc Ker(d) N Afg = Im(8) N A*g. Par conséquent, la
suite est exacte. [

3.5 Clotures d’orbites et ensembles de racines

Le résultat sur les orbites de Y s’accorde avec les propriétés de la compactification
magnifique. Soit h une sous-algebre de Cartan de g telle que o), = —idy. Il s’en suit que
o(®) = —P avec ¢ le systéme de racines de (g, b).



3.4.2 - Preuve du Lemme 18 47

1. Notons p; la sous-algebre parabolique engendrée par b avec h C b et par g_,; ou j
parcourt {1,...,i —1,i+1,...,1}, avec A = {ay,...,} la base de ® en accord
avec b. Les clotures des orbites correspondant aux p; sont les [ hypersurfaces S,,,.

2. Les autres clotures d’orbites sont données par S; = Nyer Sy avee I C A.

Maintenant, expliquons la correspondance entre les clotures des orbites et les sous-
ensembles de A. Notons par b~ la sous-algébre de Borel engendrée par h et z_, (avec
a€A),n=[b",b7], N le groupe adjoint de n, et T le tore maximal de G d’algebre de
Lie b. Posons

Yy ={U €Y telque UNb™ = bh}.

Si U appartient a Yy, alors le Lemme 14 et son corollaire montre que U = b @
Bocaor Clxy + anxr_,). Par conséquent, Yy est un voisinage affine de b, et

p cA — Yy
(ta)aea = H O DBpeor C(a +tar )

est un isomorphisme 7T-équivariant, donc dim Yy = [. En effet, I'action de 7" sur CA est
définie par el (ta)aca = (ea(h)ta)aeA-

Prouvons qu’il existe une correspondance entre les clotures des G-orbites de Y et
les clotures des T-orbites de C2. Les T-orbites de C* sont de la forme (C*)! avec I un

sous-ensemble de A. Donc les clotures de celles-ci sont C!, avec I un sous-ensemble de
A.

Proposition 14. Le morphisme

Y NxYy — Y
(n,U) +— nU

est une tmmersion ouverte.

Remarque. Un des résultats principaux de l'article de Brion-Luna-Vust ([BLV86])
appliqué au groupe B~ assure 'existence d’une sous-variété affine A de Y stable par T’
tel que

1) N - A est un ouvert de Y,

2) T'opération de N dans Y induit un isomorphisme de variétés algébriques N x A —
N - A.

La sous-variété Yy est un exemple de ces variétés affines.

Démonstration. Sing, ny appartiennent a N, et Uy, Us sont deux éléments de Yy tels que
n1.U; = ny.Uy, alors ny'ni.h = (ny'ny.U) Nb™ = Uy N b~ = b, c’est-a-dire ny'n; = 1
(le normalisateur d’un tore ne contient aucun élément unipotent), donc U; = U, : 9
est injective. De plus, dim [V x Y = dim Y implique que 9 est dominant, et donc que
1 est birationnelle. Grace a un corollaire au théoréme principal de Zariski, ¢ étant
birationnelle & fibres finies et Y étant lisse, 1 est un isomorphisme entre X et un ouvert
de Y. O
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Soient O une orbite de Y et U € O. Rappelons que py = U + [U,U] est une
sous-algébre parabolique de g, donc il existe un sous-ensemble S de ®* tel que py
est conjuguée a p = bD Y g g~ “. Maintenant, construisons un élément V' de Yy tel que
p=V+[V,V]:

V=bpa @ (CxaGB@(C(xa—l—ac,a).
acdt~S a€esS
Puisque py et p sont conjugués, la Proposition 12 implique que V' et U sont conjugués,
donc O NYy # 0.

Proposition 15. Il existe une bijection entre les clotures des T-orbites de Yy et les
clotures des G-orbites de 'Y, définie comme suit :

{ clotures des G-orbites de Y } «— { cloture des T-orbites de Yy }
6 = 6 N Yb'

Cette application préserve les inclusions. De plus, les clotures des G-orbites de Y
sont lisses.

Nous avons démontré que la variété Y est isomorphe a la compactification magni-
fique, cette derniére proposition est donc immeédiate d’aprés le théoréme 10. Nous pro-
posons ici une démonstration directe avec la variété Y.

Démonstration. Soit O une cloture d’une G-orbite de Y. Le fermé O N¢(N x Yj) de
(N x Yy) est T-stable et N-stable, donc il existe un sous-ensemble I de A tel que
ONY(N xYy) = (N xCT). Mais ONyp(N xYy) est un ouvert de O, donc O = (N x CI),
Ceci implique que O — O N'Yy est une injection.

Puisque Y a 2! orbites et le cardinal de P(A) est égal a 2!, nous obtenons une

bijection.

Il est clair que O NY(N x Yy) ~ N x C! est un ouvert lisse de O. Si le lieu singulier
de O est non vide, ¢’est un fermé stable par G, donc il rencontre O N (N x Yy), ce qui
impose la lissité de O. O

Remarque. Soit O la cloture d’une G-orbite de Y. Tl existe I € P(A) tel que O =
(N x CI).

(a) Nous avons codim O = (A N I).

(b) Pour o € A, nous définissons S, = (N x CA>e}). Tous les fermés S, sont de
codimension 1, et la famille {S, , a € A} est transverse.



Chapitre 4

Exemples de compactifications

Intéressons-nous a appliquer les résultats du chapitre 3. Soient g une algébre de Lie
simple de rang [, G’ son groupe adjoint, et o une involution de GG. Supposons qu’il existe
une sous-algebre de Cartan b de g telle que o, = —idy. Il existe donc une base de g
telle que o échange les vecteurs radiciels correspondant a des racines opposées (ceci se
référe aux automorphismes d’algébres de Lie épinglées décrites dans [Bou90]). L’espace
symétrique X = G/G7 est donc unique, & isomorphisme prés, et son rang est égal a [.
Dans ce chapitre, nous allons traiter des compactifications magnifiques minimales de X,
de rang 2, dans le cas des algébres de Lie de type As, By et Gs.

Pour les algébres de Lie classiques, il existe des compactifications naturelles de X.
En effet, le paragraphe 1.4 du chapitre 4 de [OVG94]) explicite involution de Cartan,
le tableau suivant rassemble les compactifications naturelles de X issue de cette des-
cription. Celles-ci ne sont pas magnifiques, mais sont birationnellement équivalentes a
X.

g Rang | Equivalent birationnel
sl(n + 1) n P(S2C™1)
sp(2n) n Hilby (IG(n, 2n))
s0(2n) n G(n,2n)/ ~
so(2n+1) | n G(n,2n+1)

Pour la seconde ligne, 1'équivalent est la variété de Hilbert de deux points sur la
grassmannienne isotrope IG(n,2n), et pour la troisiéme ligne, I’équivalence ~ sur la
grassmanienne G(n, 2n) identifie un sous-espace et son orthogonal.

Remarque. Dans le cas de sl(n + 1), la compactification magnifique est isormorphe a
la variétés des quadriques compléte. Nous la détaillerons dans le cas de sl(3).

Lorsque g est de rang 2, il existe d’aprés [Ruz08] une seule compactification lisse
G-équivariante de groupe de Picard de rang 1 d'un espace symétrique de rang [, et il
donne de plus leurs descriptions géométriques. Plus particuliérement, dans le cas de Ga,
nous retrouvons notre compactification magnifique minimale.

49



50 LE caAs A,

4.1 Le cas A,

Prenons une base (ej,ep,e_1) de V' = C3, la représentation standard de s[(3) (voir
1.1.1), et considérons la forme quadratique ¢ = (eY)? + (ey)? + (e¥;)?. Le morphisme
o : PSL(3) — PSL(3) qui envoie [g] sur [B;' tg7 1 By] (By : V — VV étant la forme
polaire de ¢) est une involution, et PSL(3)” = PSO(3). Notons X la compactification
magnifique (minimale) de lespace symétrique PSL(3)/PSO(3).

Il est bien connu, d’aprés [DCP83|, que la compactification magnifique minimale de
PSL(3)/PSO(3) est la variété des coniques complétes. Nous en rappelons une définition
ci-apres.

Définition-Propriété 1. Soit S?VV ’espace vectoriel des coniques de V. La cloture Z
du graphe du morphisme de dualité dans P(S?VV) x P(S?V), défini par

IP’(SQVV) N IP’(SQV)
q — Nq,

est appelée la variété des coniques completes, et Uapplication p = Z — P(S?VV) est
Véclatement de P(S*V'Y) le long de la surface de Veronese (coniques de rang 1 sur V).

Nous nous référons a annexe de [Tha99| pour plus de détails.

Puisque X est de rang 2, 'application des résultats du chapitre précédent permet
de calculer les équations de X, nous plongerons ainsi X dans un espace projectif de
dimension 27. D’un autre coté, le calcul des équations de la variété des coniques com-
plétes induit un plongement de Z dans ce méme espace projectif. Nous terminerons en
construisant un isomorphisme entre X et Z. Nous aurons donc démontrer avec un point
de vue plus géométrique que la variété des coniques complétes est la compatification
magnifique minimale de PSL(3)/PSO(3).

Commencons dans un premier temps par décrire les équations de Z. Appelons la
surface de Veronese V, image par le morphisme P(VY) — P(S?VV). Si J est le faisceau
des équations de V, dans P(S?VV), alors nous avons la suite exacte

0 — J(3) — Ops2vvy(3) — Oy, (3) — 0.
Puisque H(Oy,(3)) = H(Opvy(6)) = S°V, la suite exacte induit en cohomologie
0 — H(J(3)) — 55V — S°V — H'(J(3)) — --- .

Or S352V = Tgo @ a2 ® C et SV = Tgp, avec [y, la représentation irréductible
de plus haut poids aw; + bwy (wy, wy étant les poids fondamentaux de sl(3)), d’ou
H?(J(3)) = I'y2 @ C. Finalement, nous obtenons une immersion de Z dans P(I'y5 & C)
grace au lemme suivant.

Lemme 21. Le faisceau J(3) est trés ample sur Z.

Démonstration. D’aprés [Wey03], nous avons une résolution de la surface de Veronese
Vg .
0— V(—4) = sl(V)(=3) = S*VY(=2) = Opszyvy — Oy, — 0.
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Ainsi S?VY @ Opgzyv) — J(2) montre-t-elle que J(2) est engendré par ses sections
W =H(J(2)).

L’application surjective W & Opg2yvy(1) = J(3) induit un morphisme Proj(I) —
Proj(W (1)), c’est-a-dire Z — P(WV) x P(S?VV). Le faisceau J(3) étant 'image réci-
proque de W ® Op(s2yvy(1), faisceau trés ample sur P(WY) x P(S*VVY), J(3) est donc
trés ample sur 7. O

Remarque. Dans un cadre plus général, soient V une sous-variété de P(W) et I le
faisceau des équations de V. Si I est engendré par ses sections sur V, alors 1 ® Opy(1)
est un faisceau trés ample sur Proj(/). La démonstration est analogue a la fin de celle
du Lemme 21.

Nous finissons notre description avec le diagramme commutatif suivant (chaque fléche
étant un plongement) :

Z:PHS — P::P<F272@C)

! !
S =P(S2VY) x P(S?V) — P(S?VV @ S2V)

Remarque. La variété Z peut étre définie par :

Z ={([g®q]) € P(S*VY @ S*V) tels que q¢ € Cldyv}

avec q¢ : VV'L VL VV. Les clotures des orbites se déduisent facilement de cette
description : une s’obtient lorsque rg g = 1, une autre avec rg ¢’ = 1, et I'intersection des
deux (Porbite fermée).

Nous allons montrer, grace aux équations, que X se plonge dans P(I'y o ®C). Ensuite,
nous établirons 'isomorphisme entre Z et X, puisque les deux variétés sont plongées
dans le méme espace projectif.

4.1.1 Equation de la compactification

Rappelons que Y est la variété des espaces annulateurs maximaux pour (sl(3), w). Nous
avons vu dans la section 3.3 que le faisceau des équations de Y dans G(5,s[(3)) (et donc
de X dans G(3,5((3))) est I'image Iy de A* K — Ogs.61(3)). Donc, grace & la proposition
13 pour sl(3), H’(I5(1)) est un sous-module de A*sl(3). De plus, A*sl(3) est isomorphe
a A?sl(3) ® C @ Ty, et H(I5(1)) contient A*sl(3). Deux cas apparaissent :

i. Si HO(Ig(1)) = A?sl(3) @ I'yp, alors X vérifie les équations de P(C), et donc X est
un point.

ii. Si HO(I¢(1)) = A?sl(3) @ C, alors X C P(T'y2). Mais les éléments qui ne sont pas
dans 'orbite fermée de X C P(A*sl(3)) ont des composantes suivant A®sl[(3) dont
'image par ¢ est non nulle (voir le Lemme 14 pour plus d’explications).

Par conséquent, H°(I¢(1)) = A®sl(3). En particulier, X vérifie les équations de
P(Ty5 ® C) C P(A?s(3)). Résumons les résultats obtenus.

Lemme 22. La compactification magnifique est Uintersection de P(I'so @& C) et
G(3,sl(3)) dans P(A*sl(3)).
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4.1.2 TIsomorphisme

En utilisant le fait que Z et X s’identifient a des sous-variétés de P(I'yo @ C), nous
allons construire I'isomorphisme entre la compactification magnifique et la variété des
coniques complétes.

Théoréme 15. Il existe un automorphisme PSL(3)-équivariant de P(I'y2®C) qui induit
un isomorphisme entre X et Z.

Résumons les informations des paragraphes précédents dans le diagramme suivant
(chaque fléche étant un plongement).

P(A3sI(3))  P(S?VY @ S?V)

N

P(Ty, ® C)
RN
X Z

Expliquons 'idée générale de la preuve du Théoréme 15. Nous montrerons qu’il existe
une application rationnelle

P(A%s1(3)) -+« — P(S?VY®S%V) dont la restriction a P(T'y, ®C) est un automorphisme.
Ainsi, nous décrirons un point général de X et un point général de Z dans les mémes
coordonnées, celles données par P(S?VY ® S?V). 1l sera donc plus simple de déterminer

explicitement un automorphisme PSL(3)-équivariant de P(I'y5 & C) qui envoie X sur
Z.

Démonstration. 11 est suffisant de construire un automorphisme PSL(3)-équivariant de
P(I'y2 & C) qui envoie un élément de lorbite ouverte de X sur un élément de Porbite
ouverte de Z. Nous allons construire celui-ci comme composée de deux automorphismes.

Le premier automorphisme. Puisque s[(3) est un sous-module de V@ V"V, A3sl(3)
s’envoie naturellement dans A*(V @ V). Etudions la composée de morphismes de s[(3)-
modules ¥ définie par

3
Asl(3) = VaVveVeV/eV'eV - VeVeV eV — SV e S VY.
Cette application envoie (r1 @ 1Y) A (T2 @ yy) A (23 @ vy ), un élément de A3sl(3), sur

Z e(r )?JT( )( 7(3)) Tr(1)Tr(2) @ yy(z)%v(g)a

7‘653
avec Sz le groupe des permutations de trois éléments, € la signature. Ainsi la restriction
U P(Ty2@®C) — P(I'y2®C) est un automorphisme P.SL(3)-équivariant (il suffit pour
cela de montrer que les images de w et d’un vecteur de plus haut poids de I'y5 par ¥
sont non nulles).

Prenons s0(g), un point de 'orbite ouverte de X, décrit dans A*sl(3) sous la forme
(e1®@ey —ea@ef)N(e2®@ey —e3®ey) A (e ®@ey — ez ®ey). Alors ¥ envoie ce point
sur (e +e2+e* )@ ((eY)* + (ef)? + (e¥)?) + 2% avec z =e; Re) +ea ey +e3Rey.
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Le second automorphisme. Comme ¢ = (€))% + (eg)? + (e¥;)? est une conique
non dégénérée sur V, et ¢V = €2 + €2+ €2, est sa conique duale, il s’en suit que ¢®q" est
un point de orbite ouverte de Z. De plus, la composante de ¢ ® ¢¥ suivant le facteur C
dans T'y5 @ C est 1/22% donc ¢ = idr,, + %id@, et 'automorphisme de I'y 5 @ C envoie
qRq"+22sur q®qY.

En conclusion, la composée ¢ o ¥ est un automorphisme PSL(3)- équivariant de
P(T'2 ® C) qui envoie un point de l'orbite ouverte de X sur un point de Uorbite ouverte
de Z. Nous obtenons donc un automorphisme de P(I'y» @ C), qui induit un morphisme
bijectif birationnel entre X et Z. Par lissité de X et Z, c’est un isomorphisme. O

4.1.3 Le gradué de la compactification

Définissons le gradué associé a la compactification magnifique X comme étant

Sx = P H(Ox(n)).

n>0

Dans ce paragraphe, nous allons établir que le gradué associé & la compactification
est un anneau de Gorenstein, quotient du gradué
Se = @,50 H(Og,s1(3)) (n)) associé a la grassmannienne G(3,sl(3)) par @, H°(1(n)).

Proposition 16. La suite

P H(N*K(n)) — Sg — Sx — 0

n>0

est exacte.
Rappelons la suite exacte de faisceaux :
0—1Igx— OG(3,5[(3)) — 05 — 0.

Si, pour tout n entier positif, H'(Ig(n)) = 0, alors la suite

0— P H(Ix(n)) = S¢ — Sx — 0

n>0

est exacte. De plus, la surjectivitée de H*(A3K(n)) — H°(Ig(n)) pour n entier positif
termine la preuve de la Proposition 16. Nous avons donc établi que la Proposition 16 se
déduit du lemme suivant.

Lemme 23. Soit n un entier positif. Nous avons les résultats suivants :
(i) H(Ig(n)) =0 pour 0 <i<dimX =5etn€Z;
(ii) HO(A*K(n)) — H°(Ig(n)) est surjective pour n € N.

Utilisons la résolution suivante (complexe de Koszul) :

10 2 3

3 9 3
0— Ogiaen(—6) = AANK - ANANK - = ANANK
3
— \NK — Iz —0. (41)
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Puisque codim X = rg A* K = 10, la suite est exacte. Ainsi, une condition suffisante
pour montrer (i7) est de prouver que les groupes de cohomologies H' (A" A K (n)) sont
nuls, pour ¢ compris entre 1 et 10, et n entier positif. Dans la preuve, nous allons
démontrer un résultat plus fort : H(A A3 K(n)) = 0 pour 4 entier positif non nul
différent de 15, 1 < j < 10, et (¢,5,n) € {(3,6,2),(12,4,—4)}. Nous utiliserons les
suites spectrales pour montrer (7).

Démonstration. Chaque terme de la suite exacte (4.1) se décompose en représentations
irréductibles de GL(s[(3)) (notons Sy le foncteur de Schur de partition ). Nous utilisons
la Proposition 2.3.9 de [Wey03] pour obtenir les résultats suivants.

1 /\3K == SLlKv(—l).

2 /\2 /\3 K == /\2 /\2 KV(—Q) - 82’171[(\/(—2).

3) AN K =AN3A2KY(=3) =S351,11KY(—3) @ Sp02KY(—3).

IR ]

4) A* A3 K = S3KY(—3) @ S3221KY(—4).

/\5 /\3 K= 8371,1[(\/(—4) S SB,B,Z,lK\/(_E))'

7 /\7 /\3 K — SQ’QK\/(_5> @ 8372’272[(\/(—6).

8 /\8 /\3 K - 8221 1Kv(—6)

14y Ls

(
(
(
(
(5
(
(
(
(

9

)
)
)
)
)
6) NS A3 K = S3011K"(—5) @ Ss535K"(—6).
)
)
) APAP K =S111KY(—6).
)

(10 ANOAS K = OG(375[(3))(—6).

L’idée est de calculer le i-ieme groupe de cohomologie pour chaque représentation irré-
ductible apparaissant dans AY A% K(n), pour chaque n entier positif. La méthode étant
analogue pour chaque terme, nous choisirons d’en détailler un seul. Par exemple, calcu-
lons H'(S3 333K (n — 6)) pour n entier, ¢ entier positif (ce cas correspondant a j = 6).

Puisque S3333KY(n —6) =S, KY oty = (n—3,n—3,n—3,n—3,n—6,0,0,0),
nous pouvons appliquer le Théoréme de Bott (Corollaire 4.1.9 de [Wey03]). Pour cela,
notons p = (7,6,5,4,3,2,1,0), et remarquons que quatre cas apparaissent.

i. Sin > 6, alors il n’existe pas d’élément 7 du groupe des permutations Sg différent
de 1 tel que 7(y+p) = v+ p. De plus, v vérifie v; > ~;11 pour tout i. Nous obtenons
donc que H'(S3333K"(n —6)) = 0 pour tout ¢ > 0.

ii. Sin< =5 alorsy+p=Mn+4,n+3,n+2,n+1,n—3,21,0), et donc aucun
élément 7 € Sg différent de 1 ne vérifie 7(v+ p) = 7+ p. De plus, il existe un unique
7 € Sg de longueur 15 tel que 7(y + p) = A + p, vérifiant \; > A4 Par suite,
H'(S3333K"(n —6)) =0 pour tout i # 15.

iii. Si—4<n<b5etn#2 alorsy+p=(n+4,n+3,n+2,n+1,n—3,2,1,0), et donc il
existe 7 € Sg différent de 1 tel que 7(y+p) = y+p. Par suite, H (S5 333K (n—6)) =
0 pour tout 7 > 0.
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iv. Sin =2, alors v+ p = (6,5,4,3,—1,2,1,0). 1l n’existe donc pas d’élément 7 du
groupe des permutations Sg différent de 1 tel que 7(y + p) = v + p. Par suite,
H'(S3333K"(—4)) = 0 pour tout i # 6, et H°(S3333K"(=4)) = S111,1,1,1,1,18l(3) =
C.

Le dernier cas apparait si vy vérifie la condition d’existence d’un ¢ dans {1,2,3,4} tel
que 7; > ;11 + 3, ce qui n’est possible que dans (4) et (6).

(1) Notons E;?*[n] = H'(A7** A3 K'(n)). En utilisant les suites spectrales a partir du
complexe exact (4.1), nous construisons les termes & « Uinfini » E_7*[n]. Nous obtenons
donc une filtration de H'(Ix(n)) dont le gradué associé est ®;FE 77" [n]. Compte tenu
des informations E; 7" [n] = H*(AT1 A3 K(n)) = 0 pour tout j > 0,1 <i<5etn
entier, nous concluons que H'(Ig(n)) =0 pour 1 <: <5, n € Z.

(i) découle de H' (A" A3 K(n)) =0 pour i > 0 et n € N, O

Corollaire 8. L’anneau Sx est un anneau de Gorenstein.

Démonstration. La variété X est définie par Pannulation d’une section d’un fibré de rang
10 et de premiére classe de Chern Og s 1(3))(6) (voir (4.1)), donc wg = Ox(—2). De plus,
Sg étant un anneau de Gorenstein, il suffit de montrer que S est de Cohen-Macauley
pour obtenir le corollaire.

En reprenant la suite exacte
0— Iz — Ogei3) = Ox — 0,

et puisque H'(Ig(n)) = 0 pour 0 < i < dimX = 5 et n € Z, nous obtenons que
H'(Og(n)) = 0 pour 0 < i < 5 et n € Z. Le second point de l'exercice 18.16 dans
[Eis95| achéve la démonstration. O

4.2 Le cas B,

Dans un premier temps, nous décrivons ’espace symétrique X de rang 2, puis la com-
pactification magnifique (minimale) de celui-ci.

Soient V' la représentation irréductible de sp(4) de dimension 4 (1.1.2) et PSp(4) le
groupe adjoint de sp(4). Si nous identifions V' = U @& U" avec U de base (e, ez) et son
dual de base (e, e4) (U étant un sous-espace vectoriel isotropique de dimension 2), alors
les éléments de sp(4) s’écrivent sous la forme

u v
w —tu)’

avec u € Hom(U,U), v € Hom(U",U), et w € Hom(U,U") des applications linéaires,
les deux derniéres étant symétriques. Soient

C(idy 0
2= (Y i)
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et 0 : M — XM une involution de sp(4). Ainsi sp(4)” ~ U ®@ UY = gl(U), et
PSp(4)” ~ GL(2).

La compactification magnifique (minimale) X de lespace symétrique X =
PSp(4)/GL(U) (qui est de rang 2) est isomorphe & la variété Y introduite dans la
section 3.1. Comme pour le cas Ay, X peut s’obtenir & partir d'un éclatement : expli-
quons ce point de vue.

Reprenons les notations du paragraphe 1.1.2) ot W une représentation irréductible
de s50(5) de dimension 5. Notons v : P(V) — P(S?V) le plongement de Veronese. Comme
V = v(P(V)) est sp(4)-stable de dimension 3 dans P(S?V), ¢’est Porbite minimale. La
variété )V est donc isomorphe a

{[U] € G(2,W)telque U C U},

i.e. V s’identifie & une sous-variété de la grassmannienne G(2, W) des sous-espaces vec-
toriels totalement isotropes de W.

Théoréme 16. La compactification magnifique X de sp(4) est isomorphe G, éclate-
ment de la grassmannienne G(2, W) le long de la Veronese V.

Notation. Notons I'y, la représentation irréductible de sp(4) de plus haut poids
awy + bws (w1, wy les poids fondamentaux). Par exemple, sp(4) ~ I'y .

Les propriétés de Déclatement montrent que G est lisse (puisque la grassmanienne
est lisse) et que dim G = 6. L’idée générale de la preuve est de plonger nos deux variétés
dans le méme espace projectif P(I'o5 @ sp(4)), puis de trouver un automorphisme G-
équivariant de P(I'o 2 @ sp(4)) qui envoie 'une sur 'autre.

Commengons par la compactification magnifique. Si H°(I¢(1)), avec I le faisceau
des équations de X dans G(6,sp(4)), contient les équations de P(I'y» @ sp(4)) dans
P(A%sp(4)), alors X est incluse dans cet espace projectif.

Lemme 24. H'(I5(1)) =T40® To3® a1 @ To2® To1.
Démonstration. Rappelons la suite exacte de sp(4)-modules du Lemme 18 :

0—C— /3\5}3(4) LN /6\5)3(4)/1“272 — /9\5p(4) — 0.

Décomposons chaque terme en modules simples via le programme LIE (voir
IMAAVLL92|) :

6
Nsp(4) =T ® T4 P Tos® Loy @ Lop® Loy @ sp(4),

3
Asp(4) =Ty To3ET o1 @ T, @Iy & C.
Nous obtenons donc que
[ :=T40®To3®T o1 ®Toa® Ty C H(I5(1)),

d'ott Y  P(Ty @ sp(4)). De plus, Asp(4) = T' @ Ty @ sp(4).
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Choisissons U dans I'orbite ouverte de Y et u un représentant de U dans A®sp(4) :
u est un élément de I'yo @ sp(4). Si ¢ est 1'élément de Casimir de sp(4), u et c.u sont
indépendants (choisir une base convenable de sp(4) et calculer les deux éléments). Ainsi
u n’appartient-il donc pas a une des deux représentations irréductibles sp(4) ou I'y5
(I'action de ¢ est un scalaire sur un module simple). Ceci impose que Y n’est contenu
dans aucun sous-espace projectif sp(4)-stable de P(I'y5 @ sp(4)), ce qui achéve la dé-
monstration. [l

Regardons maintenant ’éclaté G. Notons I, 'idéal des équations de la Veronese
dans G(2,W). L'image réciproque de Iy,(3) est un faisceau trés ample sur G. En effet,
en notant K le faisceau tautologique de la grassmannienne G(2,W), le morphisme
S?KY ~ S?K,(2) — Iy(2) est surjectif, donc I,,(2) est engendré par ses sections, et la
remarque a la suite du Lemme 21 permet de conclure.

Nous en déduisons un plongement de G dans P(H°(I,(3))).

Lemme 25. HO(I(3)) = ' @ sp(4).

Démonstration. Comme GL(W )-module, H*(Og,w)(3)) est isomorphe a la représen-
tation irréductible de partition (3,3) (voir la Proposition 3.14 de [Wey03]). Donc, en
utilisant les formules de branchement de [FH91]|, nous avons la décomposition en sp(4)-
modules simples H°(Og(a,w)(3)) = T's0® 9,0 @ T2 2. Maintenant, utilisons la suite exacte

0— [v(?)) — Og(gy[/)(?)) — Ov(B) — 0,
avec Iy le faisceau des idéaux définissant la Veronese V dans G(2, W). Il s’en suit que
0 — H(Iy(3)) — H'(Ogw)(3)) — H'(Ow(3)) — H'(1y(3)) — -+

Comme HO(Ov(B)) =~ HO(OP(V) (6)) = SGV = F670, alors HO([V(B)) = FQ’Q ) F270. ]
Finissons le paragraphe par la démonstration du théoréme.

Preuve du Théoréme 16. Les deux variétés X et G sont des sous-variétés de Py &
513(4)).~ Commencons par choisir deux représentants des orbites ouvertes respectives de
X et G. Ils sont naturellement stables sous GL(U).

Comme la Veronese V et G(2, W) sont G-stables, il en va de méme pour G. I’assertion
V ~ U @UY induit que W ~ A*U @ AUV @ sl(U). Par suite, A>U & A*UY est un
¢lément de l'orbite ouverte de G(2, W) (puisque l'intersection avec son orthogonal est
réduite a 0), provenant d’un unique point de G. Notons [z] ce point dans P(T'y @ sp(4))
invariant sous 'action de GL(U).

Puisque GL(U) ~ G, gl(U) C sp(4) est un point de I'orbite ouverte de X, donc
gl(U)* est un point de I'orbite ouverte de Y, invariant sous 'action de GL(U). Notons
[y] ce point dans P(T'y2 @ sp(4)).

Les deux éléments x et y ont des composantes uniquement sur les GL(U)-modules
triviaux de I'y5 @ sp(4) : dénombrons-les. Un seul apparait dans sp(4); puis d’aprés le
Lemme 18 et la décomposition en GL(U)-modules simples, I';5 en contient un autre.
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Maintenant, x et y ont des composantes non triviales sur chacun de ces facteurs (si ce
n'est pas le cas, G ou Y se plongerait dans P(sp(4)) ou P(I'y5). Nous pouvons donc
déterminer deux complexes non nuls a et 3 tels que ¢ = aidp,, + Pidsy) envoie x
sur y. Le morphisme ¢ est alors un automorphisme G-équivariant de P(I'; o @ sp(4))
qui envoie isomorphiquement 'obite ouverte de G sur celle de X. Nous obtenons donc
un morphisme bijectif birationnel entre G et Y. Puisque G et Y sont lisses, c¢’est un
isomorphisme. O

4.3 Le cas Gy

Dans toute cette partie, nous considérons g une algébre de Lie de type G5 de groupe
adjoint G. Elle est de dimension 14 et de rang 2.

Décrivons l'espace symétrique en reprenant la quadralité explicitée dans la partie
2.8.1. Soient A et B deux espaces vectoriels de dimension 2, alors I'algébre de Lie g peut
s’exprimer sous la forme :

g=sl(A) xsl(B)® A® S°B.

Introduisons ¢ une involution de g, adaptée a cette décomposition : ker(c — id) =
sl(A) x sl(B) et ker(o +id) = A ® S?*B. La compatibilité avec le crochet résulte de la
sl(A) x s[(B)-graduation de g. Nous pouvons montrer par le calcul que A® S3B contient
une sous-algébre de Cartan, et donc 'espace symétrique X = G /G est de rang 2.

Reprenons les notations de 1.1.3, V' la représentation de dimension 7de g, et ey, ..., e7
la base décrite dans cette section. Appelons Z le fermé de G(4,V) des espaces annula-
teurs de

z=ei1NeyNes+er NegNeg+er Neg Ner+ 2e4 Neg Aey+ 2e5 N eg N er,

c’est-a-dire les sous-espaces vectoriels de V' de dimension 4 tels que la forme trilinéaire
G-invariante z soit identiquement nulle. Nous allons montrer dans ce paragraphe le
théoréme suivant.

Théoréme 17. La compactification magnifique est isomorphe a ’éclatement de Z le
long de l'orbite fermée.

Pour finir, remarquons que G° = SL(A) x SL(B). Dans 'article de Ruzzi [Ruz0§]

figure un théoréme sur les équations de X, mais nous en donnons une preuve différente.

Théoréme 18 (Ruzzi). La compactification X de G /(SL(2) x SL(2)) est lisse de groupe
de Picard de rang 1. C’est lintersection de G(3,V) avec un sous-espace de P3* de di-
mension 27.

4.3.1 Le schéma 7

Dans ce paragraphe, nous allons définir le schéma Z et démontrer qu’il est lisse, irréduc-
tible de dimension 8. Nous détaillerons lorbite fermée de celle-ci (le lieu d’éclatement).
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La forme bilinéaire symétrique non dégénérée 3y, induit un isomorphisme entre les
grassmanniennes :
G(3,V) — G(4,V)
U - Ut
Nous identifierons Z et son image par cet isomorphisme. Détaillons les orbites de Z

dans G(3,V) pour en déduire les propriétés sur celle-ci. L’orbite G - ey est 'orbite du
vecteur de plus haut poids de V : c’est I'ensemble des éléments isotropes de V' pour

q=—(eY)? +2(ejey + e¥el + efe’). Rappelons le diagramme des vecteurs de poids de
V.
€7 <y—1 €9
Y2
%?h

€3 <—— €] «<— €4

A1
&

€ ~— €4
—

Soit A un élément de Z C G(3,V).

(a) Supposons A C AL. Quitte a prendre un conjugué, supposons que e; € A. Soit
€2, V1, U2 Une base de A, avec vy, vy € Cey @ Ceg @ Cey B Ceg b Cey. Les conditions
By (v1,v2) = q(v1) = 0 permettent de choisir v; = ez et vy € Cey @ Cer.

Or q(vy) = 0 implique v = e4 ou v9 = e7. Mais z(ey, €3, €4) # 0 impose vy = e7. En
conclusion, A est conjugué a Ce, @ Cesg @ Cey.
(b) Supposons dim AN At € {1,2}. Nous pouvons choisir, & conjugaison prés, une base
V1, Ug, v3 de A en imposant v; = e, V9 = e + Aer.
Si A # 0, alors nous avons
CUQ C AL C CUQ D C@g D Ceﬁ D (C€7 D (C(A€5 — 64).
Or z,, = 0 implique que A+ = Cvy @ Cez @ Ceg ® Cey. Nous en déduisons que
V3 = €r.
Si A =0, alors
Cey C A+ C Cey @ Ces @ Cey @ Ceg @ Cer.
Or la condition z,, = 0 impose g et e7 & appartenir a AL Finalement v; € Ceg ®

Cez. Nous revenons au cas précédent en conjuguant par un élément de Stab(e;) N
Stab(ey) bien choisi.

Nous avons montré que dans ce cas, A est conjugué a Ce; ® Cey @ Cey.

(c) Supposons AN A+ = {0}, d’ott A® A+ = V. Quitte a prendre un conjugué, choisis-
sons une base de A de la forme : ey, v = ey + Aey, vo. Dans ce cas, si A #£ 0,

At C Cv; @ Ces ® Ceg @ Cer @ C(Nes — ey).

Puisque v; € A+, v, a une composante non nulle suivant Aes — e4. Par conséquent

) 5 ’
By (e7,v2) # 0 assure que e; n’appartient pas a A+, Ceci est en contradiction avec
la dimension de A*, donc A = 0.
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v a donc une composante non nulle suivant es. Par suite, A~ C Ce3@CesPCer;®Cey,
c’est-a-dire vy = e5. A est donc conjugué a Ce; @ Cey @ Ces.

Lemme 26. Le fermé Z est irréductible de dimension 8, et a une unique orbite fermée,
celle des sous-espaces totalement isotropes de Z pour By .

Démonstration. En calculant les stabilisateurs, nous obtenons les dimensions des or-
bites :

Orbite ‘ Dimension
Z5 =G- ((C62 © C€3 © (C€7> 5
Z7 =G - (Cey @ Cey @ Cey) 7
Zg =G- <C€1 D (Ceg D (C65> 8

En conséquence, puisque Zg est affine (Z \ Zg est donc une hypersurface de 7), Z = Zg,
et Zs est lorbite fermée de Z. O

Remarque. Définissons un produit vectoriel x sur V. Pour z et y deux éléments de
V', x xy est I'unique élément de V' tel que

VueV, By(zxy u)==z(x,y u).

Alors, pour les représentants des orbites décrites précédemment, nous obtenons

Zg i €1 x ey = €9, €1 x5 = —e5, € x 5 = 2e1. Ainsi Ce; @ Cey @ Ces avec le produit
vectoriel est une algébre de Lie isomorphe & s[(2).

Zy i €1 xey = €9, €1 keyr = —eq, ea x ey = 0. Ainsi Ce; @ Cey @ Ce; avec le produit
vectoriel est une algébre de Lie.

Zs: egkes =eq, egker = egker = 0. Ainsi Cey @ Cez @ Cey avec le produit vectoriel
est une algébre de Lie isomorphe a une algébre de Heisenberg (c’est une algébre
de Lie de dimension 3 donnée par une base u, v, w, vérifiant [u, w] = [v,w] = 0 et
[u,v] = w).

Puisque z € A3V, prenons la suite exacte de faisceaux
0— Ky =V ®0sav) — Qv —0,

ol Ky est le faisceau tautologique et Qy le quotient tautologique. La forme 2z € A3VY =
HY(A*VY ® Og3,1)) donne une section globale z; de H(A*KYy/). Comme pour Y dans la
section 3.3, nous munissons Z d’une structure de schéma correspondant au lieu d’annu-
lation de la section z;.

Notons @5 lorbite fermée de SO(V,q) dans P(V') (celle correspondant au vecteur
de plus haut poids de V) : elle est de dimension 5. En notant vy : P(V) — P(S?*V)
le morphisme de Veronese, il s’en suit que v5(Q5) est une variété fermée G-stable de
P(S?V).

Lemme 27. Z5 = V2<Q5).
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Démonstration. En dualisant la section z1, nous obtenons
b2 K @)
z1 1 Ny — Ugsy)-

L’image I7 de 'z est le faisceau des équations de Z dans G(3,V). Puisque A3Ky (1) ~
KV, I7(1) est donc engendré par ses sections. De plus, I'espace des sections globales
HO(I7(1)) est une sous-représentation de

ANV ~ SV V.

Si S2V C H(I4(1)), alors Z C P(V), ce qui contredit dim Z = 8. Ainsi, nous obtenons
HO(I7(1)) = V.

Notons ¢ I'application définie par

G4,V) — G(31,A3VY)
U = NU7

ot Ny est le noyau de I'application surjective définie au point [U] : A3VY ® Ogav),v] —
N (KY) ), ¢est-a-dire le noyau de A*VY — A3UY. Soit

I, = {[W] € G(31,A*V") telque z € W}.

C’est un hyperplan de G(31, A3V'V), lisse puisque z est général. Alors, d’apres le théoréme
de Kleiman (cf. |[Har77]), il existe un ouvert U de GL(A3V"Y) tel que, pour tout g € U,
Ly.z Xg@1,nvv) G(4,V) est soit vide, soit lisse de codimension 4.

Prenons gy € U. L’isomorphisme gy ! : I'y.. — I', s’étend en un isomorphisme entre
Loz Xgiiavv) G(4, V) et T, xg@iasvv) G(4, V). Cette derniére variété, non vide, est
isomorphe a une variété a fortiori non vide, donc lisse : I', Xg31,03vv) G(4, V) est lisse.
Nous finissons la preuve en remarquant que

[, Xg@iavyy G4, V) = {[U] € G(4,V)telque 2y = 0} =2 O

Intéressons-nous maintenant au lieu d’éclatement de Z. Notons Q5 'orbite fermée
de SO(V, q) dans P(V') (celle correspondant au vecteur de plus haut poids de V') : elle
est de dimension 5. En notant vy : P(V) — P(S?V) le morphisme de Veronese, il s’en
suit que v5(Qs5) est une variété fermée G-stable de P(S?V).

Lemme 28. 75 = 15(Q5).

Démonstration. La variété v5(Qs) est un fermé G-stable de P(S?V), donc réunion d’or-
bites de dimension inférieure ou égale a 5. Comme Z5 est la seule variété vérifiant cette
condition, nous pouvons conclure. O

Remarque. Si IG(3,V) est la grassmannienne des sous-espaces totalement isotropes
pour [y, alors ZNIG(3,V) = Zs.

Notons Iz, l'idéal des équations de Z5 dans Z. Définissons Z Véclaté de Z le long de
Zs : Z = Proj(Iz,). Cest une variété lisse de dimension 8.

Nous allons donc montrer que la compactification magnifique de rang 2 est isomorphe
a Z. Comme pour sp(4), nous allons utiliser un espace projectif intermédiaire P =
P(To@ 0@y 0@ o2®C), ou I'yy, désigne la représentation irréductible de plus haut
poids aw; + bwy (w1, wy étant les poids fondamentaux).
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4.3.2 Un morphisme de Z dans P

Lemme 29. Le faisceau I1,,(3) est tres ample sur Z.

Démonstration. D’aprés le lemme de Kostant énoncé dans [Gru00|, @5 étant 1'orbite
des vecteurs de plus haut poids de I'y, elle est intersection de quadriques. En notant
Iq, /p(s2vy idéal des équations de Q5 dans P(S?V) = P(I'y ® C), Io, p(s21)(2) est alors
engendré par ses sections. La suite exacte

0 — IZ5/1P’(SQV) (2) — IZ/IP’(SQV) (2) — IZ5<2) — O

assure que Iz (2) est engendré par ses sections. Par conséquent, la remarque suivant le
Lemme 21 assure que [z (3) est un faisceau trés ample sur Z. O

Tl existe donc une immersion notée ¢ de Z dans P(H%(Iz,(3))). Tl reste a déterminer
les sections globales de Iz, (3).

Lemme 30. H(I4,(3)) =T92@® oo @ Ty ® T @ C.

Démonstration. Nous avons la suite exacte courte :
0 — ]Z5(3) — 02(3) — 025(3) — O. (42)

[’idée est de calculer les sections globales de Oz(3) et Oy (3) pour obtenir celles de-
mandées.

Puisque v2(Q5) = Zs, nous avons H(Og, (6)) = H°(O,(3)). Or la forme quadratique
g est un élément de S?V = H%(Op(1(2)), nous obtenons donc la suite exacte :

0— O]p(v) — Op(v)(Z) — OQ5 (2) — 0.

De plus, HO(OP(V) (4)) = S4V =C ©® FQ,O s> F470, H1<Op(v)(4)) =0 et HO(OP(V) (4)) =
SGV =C ) F670 Q) F4’0. Il s’en suit que HO(OQ5 (4)) = F670.

Le complexe de Koszul
0— A*AP Ky (3) = AP A3 Ky (3) — A2AP Ky (3) — APKy(3) — I4(3) — 0

est exact (codim(Z) = 4). Notons S, le foncteur de Schur de partition A. En utilisant
les mémes méthodes de calcul que dans [FH91|, nous avons :

(a) A*A? Ky (3) = Ogi v,
(b) A2 A3 Ky (3) = A3KY =Sy KY,
(C) /\2 /\3 KV(3) = /\QK‘\//v<1) = S2,271’1K‘\;,
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D’aprés [Wey03], si A est dominant, HO(SyKy%) = S\V et H(S\K}/) = 0 pour ¢ > 0.
Calculons les plethysmes via le programme LIE (voir [MAAvLL92|). Finalement,

HO(OZ(3)) =T60@ 0@ ® Iy @I ®C.

La suite exacte (4.2) devient en cohomologie :
0 — HO<[Z5(3)) — F6,0 EB FQ,O EB F470 EB F072 EB F272 EB C — FG,O — H1<[Z5(3)) — .. ,

ce qui achéve la démonstration. O]

4.3.3 Equations de X dans P(Ag)

Nous allons montrer que la compactification magnifique peut se plonger dans P(I's o ®
Foo®To2 @y @ as). Rappelons la suite exacte du Lemme 18 :

0 — A%g — A’g 2 ASg/Tap — Allg — Allg — 0. (4.3)
De plus,
(5(/\59) - HO(IX<1)) C /\89 = F2’0 D F072 ) FQ’Q @D F370 ) F470 D 5(/\59),

oll 5 est le faisceau des équations de la compactification magnifique dans la grassman-
nienne G(8, g). En particulier, H°(I (1)) contient les équations de 'espace P(T'yy ®T' 0@
Lo2 @ Ty @ T3) dans P(ASg). L'inclusion de X dans cet espace projectif en découle.

Lemme 31. H(/5(1)) = 6(A°g) @ Tsy.

Démonstration. Le point sl(A) @ sl(B) est un point général de X. Choisissons un repré-
sentant u de cet élément dans A®g. D’aprés la remarque précédente, u € Ty g @ Tyo @
Loo®Tea®T50. Puisque u est SL(A) x SL(B)-invariant, cherchons les facteurs triviaux
dans chacune des représentations I's o, I'40, I'g 2, I'22, I'3 0. Remarquons que la quadralité
donne les décompositions en SL(A) x SL(B)-modules de

g= 1~12,0 S fog $5) fl,s et V= 1~ﬂo,z &) f’1,1>

avec Ty, = S*C? ® SPC? la représentation irréductible de SL(A) x SL(B) de plus haut
poids (a,b). En effectuant les calculs avec le programme LIE (voir [MAAvLL92|), nous
obtenons les résultats suivants.

- Puisque S?V =V @& '3y, la décomposition en SL(A) x SL(B)-modules implique que
I's o ne contient pas de facteur trivial.

- Puisque SV = S?V & Iy, la décomposition en SL(A) x SL(B)-modules implique
que I'yo contient un facteur trivial.

- Puisque S?V = C & Iy, la décomposition en SL(A) x SL(B)-modules implique que
I'y o contient un facteur trivial.
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- Puisque A3g = CBT2P30BT 0By 0, la décomposition en SL(A) x SL(B)-modules
implique que 'y, contient un facteur trivial.

- En décomposant chaque terme de la suite exacte (4.3) en SL(A) x SL(B)-modules,
nous obtenons que I'y 5 contient un facteur trivial.

En conclusion, u appartient a 'y @ Top @ 'y @ a2, cest-a-dire '3y C HO(I5(1)).
Finalement, X est incluse dans P(I'oo @ 'y @ To2 @ T'sp).

La variété X n’est pas incluse dans un espace projectif de dimension plus petite.
En effet, si ¢ est le Casimir de g, nous montrons a ’aide d’un logiciel de calcul que wu,
c-u, 2 -u, ¢ -u sont indépendants. Par conséquent, u a une composante non nulle dans
chacune des représentations irréductibles I's o, I's0, ['0 2, I'2.2. Ainsi X n’est-il inclus dans
aucun sous-espace projectif G-stable de dimension stritement plus petite que celle de
P(FQ’Q @ F270 D FO’Q S5, F470). Finalement, HO<IX(1)) = (5(/\59) S5, F370. ]

4.3.4 Preuve du Théoréme 17

Résumons les paragraphes précédents.

X LP(FM D0 @ Tyo@lo2)

d

7 LP(FZZ © 0@y @ o2 @ C)

avec 1 et ¢ deux immersions et g une projection définie sur un ouvert de P(I'y2 ®© 'y @
10 ® o2 @ C). De plus, X et Z sont _deux variétés lisses de dimension 8, ayant X
comme orbite ouverte. Nous identifions X et son image par ¢, Z et son image par .

_ Dans un premier temps, nous allons montrer que la projection ¢ est bien définie sur
Z.

Lemme 32. La variété Z ne contient pas le point P(C) de P(I'e 2B 0Ty 0BT 028 C).

Démonstration. Supposons le contraire : alors Z contient un point fixe sous G. Par suite,
il existe un point fixe sous G dans Z, i.e. une orbite de dimension 0 : ceci contredit la
dimension des orbites de Z. O]

Ce lemme prouve que ¢ est bien définie sur Z. De plus, sa restriction a Z est un
morphisme & fibres finies.

Démonstration du Théoréme 17. Quitte a utiliser un automorphisme G-équivariant de
Py & 'y @ Ty @ Lo2), supposons que ¢ envoie l'orbite ouverte de Z sur lorbite
ouverte de X (les deux étant isomorphes a G/G?). Ainsi ¢ : Z — X est un morphisme
a fibres finies, birationnel entre deux variétés lisses. C’est donc un isomorphisme. O]
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