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Résumeé

Résumé

Dans cette thése, nous souhaitons modéliser le passage d’une onde acoustique
a travers un matériau poreux, type mousse ou laine de verre. Pour cela, nous sou-
haitons établir un systéme d’équations macroscopiques sur un matériau homogéne
équivalent, ces équations prenant en compte la microstructure du domaine. Pour
mieux comprendre le probléme physique, nous considérons que le matériau poreux
est de la laine de verre. Nous travaillons & une fréquence de vibration fixée et nous
supposons que le matériau est périodique. Cette hypothése permet de se placer dans
le cadre mathématique de I’homogénéisation périodique et de la convergence double
échelle.

La premiére partie est consacrée a la modélisation du probléme. Nous commen-
cons par étudier séparément la fibre de verre et 1'air et nous écrivons les équations de
déplacement correspondantes. L’air est assimilé & un fluide parfait incompressible,
ce qui permet de modéliser son déplacement par un systéme de Stokes. La fibre de
verre est quant-a elle soumise a un déplacement élastique. Cette modélisation donne
lieu & un systéme fluide-structure (F'—.S). Une fois ce modéle physique établi, nous
prenons en compte la périodicité du matériau grace a un adimensionnement et ob-
tenons le systéme ((F — S5).), ou le paramétre € correspond a la taille de la cellule
de périodicité.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions le systéme ((F'— 5).) d’un point de vue
théorique. Nous commencons en effet par établir le caractére bien posé de ce systéme.
Cette étude n’est pas triviale parce que le systéme, écrit en fréquence, n’est pas coer-
cif : il est de type Helmholtz mais sans fréquence interdite grace au fait que € tend
vers 0. Pour établir le résultat d’existence et d’unicité, nous utilisons 'alternative
de Fredholm. Nous faisons ensuite converger double échelle le systéme en suivant la
démarche classique suivante : estimations a priori, explicitation et caractérisation
des limites double échelle des inconnues, obtention des systémes de cellule puis du
systéme macroscopique. L’étape difficile consiste a obtenir les estimations a priori
puisque la non-coercivité du systéme ((F' — S5).) rend les inégalité d’énergie inutili-
sables. Nous obtenons deux systémes de cellule : un systéme de Stokes pour le fluide
et un systéme de type élasticité linéaire pour décrire le déplacement du matériau.
Au niveau macroscopique, nous obtenons un systéme couplé non intuitif. Dans le
dernier chapitre de cette partie théorique, nous comparons le modéle que nous avons
obtenu avec le modéle de Biot-Allard utilisé par les physiciens et industriels pour
traiter ce type de problémes.

Dans la troisiéme partie, nous illustrons le travail précédent grace a des résultats
numériques. Pour cela, nous travaillons avec les systémes donnés par la convergence
double échelle. Nous avons obtenu des résultats numériques 3D, via la librairie élé-
ments finis LibMesh et un code élaboré en C++, tant au niveau du fluide que du
solide. Les résultats de ces deux codes sont utilisés dans un code 2D Matlab écrit
pour ’équation macroscopique. Nous présentons les résultats obtenus pour diffé-
rentes valeurs de fréquence de vibration.
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Introduction

La maitrise du confort acoustique dans les avions d’affaires fait largement ap-
pel aux solutions passives et en particulier aux matériaux poreux (laine de verre,
mousses, tissus) pour leurs qualités de légéreté, d’absorption phonique et de sou-
plesse de matériau. Ces deux derniéres qualités sont essentielles dans les applications
d’isolation acoustique oul le matériau est placé entre deux parois. De plus, elles per-
mettent de réduire la conduction des vibrations par le squelette tout en absorbant
et en réfléchissant les ondes acoustiques qui se propagent dans la phase fluide du
matériau poreux. L’objectif de cette thése est de proposer et d’étudier des modéles
décrivant la propagation d’ondes acoustiques dans un milieu poreux.

Ce travail rentre dans le cadre du projet EHPOC du pole de compétitivité Sys-
tem@tic, plus précisément nous avons travaillé pour le sous-projet Simulation et
Conception de nouveaux matériaux. Ce projet est cofinancé par la Direction Gé-
nérale des Entreprises, le Conseil Régional Ile de France et le Conseil Général des
Yvelines. Il est le fruit d’une collaboration entre Dassault-Aviation, TONERA et le
LAUM (Laboratoire d’Acoustique de I'Université du Maine).

Afin de comprendre la propagation d’ondes dans un milieu poreux type fluide-
structure, nous choisissons de travailler a fréquence fixée. Nous souhaitons en effet
obtenir les caractéristiques d’un matériau donné a une fréquence donnée, ces ca-
ractéristiques se réduisent a une matrice d’impédance qui relie le comportement
macroscopique au comportement microscopique.

Un savoir-faire d’ingénieur existe pour la conception de matériaux avec de bonnes
propriétés acoustiques, et de nombreux tests ont été effectués sur des matériaux
pour évaluer leurs impédances acoustiques et coefficients de Biot en fonction de
la fréquence de vibration. Ces expériences sont cependant cotteuses et difficiles a
réaliser pour certains matériaux et certaines fréquences. Au niveau théorique, des
travaux préliminaires ont également été réalisés par L. Leylekian !. Dans les rapports
internes [Ley0l1|, [Ley03| et [LHBO04], le cas d’'un matériau non vibrant est étudié,
c’est-a-dire que seules les équations relatives aux paramétres de ’air sont étudiées,
le squelette du matériau étant considéré comme immobile. En effet, dans [Ley01],
les équations vérifiées par la température, la vitesse et la pression de 'air passant a
travers le matériau poreux sont établies. Par la suite nous reprenons ce modéle en
I'appelant modéle rigide. Dans [Ley03] le comportement du matériau homogénéisé
est décrit par des équations macroscopiques qui voient la microstructure du modéle.
Les équations microscopiques sont obtenues par développement asymptotique de
type Chapmam-Enskog.

1. Onera



Introduction

Dans |Ley03] et [LHB04] L. Leylekian et al décrivent le code CelPer2 écrit par
Hadji Hassan, il s’agit d’'un code éléments finis C++ pour le probléeme rigide. Ce
code permet de calculer les matrices d’impédances selon différents modéles pour un
maillage et un fichier de paramétres donnés. Les maillages fournis par FTONERA
proposent des exemples de matériaux poreux ayant des géométries trés complexes.

Notre objectif est d'une part de compléter le travail de modélisation et de simula-
tion fourni par TONERA en autorisant les vibrations du squelette et d’autre part de
justifier le développement asymptotique. Pour cela, nous travaillons & une fréquence
de vibration fixée et nous considérons un seul matériau a la fois. Afin de se placer
dans le cadre mathématique de I'homogénéisation périodique et plus particuliére-
ment celui de la convergence double échelle, nous considérons que les matériaux sur
lesquels on travaille sont périodiques. L’hypothése de périodicité est cohérente soit
parce que le matériau est périodique par construction, soit parce que sa structure au
niveau microscopique est trés complexe. Dans ce dernier cas, nous ne connaissons
alors que des propriétés moyennées du matériau. D’un point de vue mathématique,
il faut alors prendre en compte deux types de domaines : un pour 'air et I’autre pour
le matériau. Pour établir les équations relatives au probléme, nous assimilons I'air &
un fluide parfait incompressible dont le déplacement vérifie des équations de Stokes
et la température une équation de diffusion. Le matériau, quant-a-lui est régi par les
équations de 1’élasticité linéaire. Nous obtenons ainsi un systéme complet qui prend
en compte les vibrations du squelette. Ce systéme est composé d’'un premier systéme
d’équations couplées fluide-structure écrites en déplacement et pression, et d’un se-
cond systéme complétement indépendant du premier qui est écrit en température et
pression sur le domaine fluide.

La théorie de 'homogénéisation est un outils trés performant pour étudier notre
modéle. En effet, elle permet d’établir les équations décrivant le comportement ma-
croscopique d'un matériau homogénéisé & partir des équations écrites sur le maté-
riau poreux dont la structure est microscopique. Ces équations peuvent aussi étre
obtenues de maniére formelle grace & un développement asymptotique comme le
proposent A. Bensoussan et al dans [BLP78|, E. Sanchez-Palencia dans [SP80] et
J. L. Auriault dans [Aur02]. La théorie de I'homogénéisation a été introduite par L.
Tartar (voir par exemple [Tar89] et [Gru]) et utilise les H-mesures. Afin de simplifier
les calculs, il est intéressant de se placer en milieu périodique puisqu’on peut alors
entrer dans le cadre de I’homogénéisation périodique. Des résultats généraux sur
I’homogénéisation périodique sont présentés par G. Allaire, G. Nguetseng et al et
A. Bensoussan et al respectivement dans [All192], [LNW02] et |BLP7S|.

Les milieux poreux ont été beaucoup étudiés en homogénéisation et pour dif-
férents types de problémes. Une homogénéisation de différentes équations (Stokes,
élasticité, Helmholtz) est proposée par A. Bensoussan et al dans [BLP78|. Dans
[EP95], J. Saint Jean Paulain et I. A. Ene présentent I’étude d’une structure élas-
tique périodique immergée dans un fluide visqueux. Les équations obtenues prennent
en compte deux parameétres : la taille de la cellule de référence et 1’épaisseur du so-
lide. L’étude d’équations de Stokes stationnaires en milieu périodique est proposée
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par G. Allaire dans [All89a], [All91¢]|, [All91a] et [All91Db]. Il y est notamment prouvé
que le systéme limite obtenu est trés différent suivant le rapport entre la taille de la
cellule de périodicité et le diamétre des fibres du squelette du matériau. Un exemple
d’équations couplées dont les coefficients s’écrivent en fonction de deux quantités
physiques liées entre elles par la taille de la cellule de périodicité du domaine est
résolu par A. Mikeli¢ et al dans [FMP98|. Une autre approche consiste a étudier des
milieux composés de deux domaines constitués par des cercles inclus ou non l'un
dans 'autre, c’est 'objet de M. F. Ben Hassen et E. Bonnetier dans [HB05].

La validation physique de 'homogénéisation périodique intéresse A. M. Meirma-
nov et S. A. Sazenkov dans [MS07|, et A. M. Meirmanov dans [Mei08a|, [Mei08b|
et [Mei08c| puisqu’ils font notamment le lien entre le systéme obtenu par conver-
gence double échelle et le modéle de Biot qui sert de référence aux physiciens. Dans
ces publications sont étudiés des problémes fluide-structure écrits en temps et dont
les équations couplent la température, la pression et le déplacement. D’autre part,
cette volonté de trouver un modéle satisfaisant d’un point de vue physique est aussi
présente par J. L. Ferrin et A. Mikeli¢ dans [FMO03| et dans [Mik94] o les limites
double échelle de systémes écrits en temps sont comparés avec le modéle de Biot ou
la loi de Darcy.

Le probléme couplé fluide-structure pour un fluide incompressible et un maté-
riau élastique a été trés étudié en homogénéisation périodique. Cependant, a notre
connaissance les équations sont toujours posées en temps ou en régime stationnaire,
ce qui différencie ces travaux des notres ou les équations sont écrites en régime har-
monique et font donc intervenir la fréquence. Par exemple on peut citer S. Dasser
dans [Das96| et [Das95] qui étudie ce type de probléme par pénalisation. Le travail
présenté par A. Mikeli¢ et al dans [GMO0O] et [CEFGMO1]| consiste a étudier ce pro-
bléme couplé fluide-structure en temps. Il est intéressant de noter que A. Mikelié¢ et
J. L. Ferrin dans [FMO03| remarquent que la géométrie du matériau intervient dans
I’étude des systéme d’équations, c’est d’ailleurs une propriété que nous retrouvons
dans la thése.

Notre travail a porté sur les trois aspects du probléme : la modélisation, 'analyse
mathématique et la simulation numérique. Nous consacrons une premiére partie a
la modélisation du probléme. Nous commencons par définir le cadre de travail : des-
cription du domaine périodique et des données physiques utiles. Nous pouvons ainsi
obtenir le modéle rigide déja décrit par L. Leylekian dans [Ley01|, puis nous en dé-
duisons un modéle décrivant le déplacement du matériau poreux pour lequel le fluide
et la structure entrent en vibration. Nous obtenons donc deux modéles différents :
le premier, que nous appelons probléeme rigide, est composé d’'une équation de type
Stokes sur le fluide et d’une équation de diffusion pour la température ; le second, que
nous appelons probléme complet, est composé d’un systéme de type fluide-structure
appelé probléme couplé et de la méme équation de diffusion pour la température.
Afin d’obtenir ce dernier modéle, nous étudions séparément les équations relatives au
fluide et celles relatives au matériau et nous utilisons des hypothéses proposées par
A. Miranville and R. Temam dans [MT03]. Il reste a prendre en compte la périodicité
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du matériau poreux et les conditions de bord. Une analyse dimensionnelle permet
de comprendre comment la périodicité intervient dans le systéme d’équations et il
en ressort que les inconnues relatives au fluide ont un comportement microscopique
alors que le déplacement solide est macroscopique. Enfin, nous imposons des condi-
tions au bord du domaine qui sont compatibles avec le probléme physique étudié.

La seconde partie est consacrée a 1’étude théorique des systémes obtenus et a
I'utilisation de la théorie de la convergence double échelle qui nous permet d’obtenir
le systéme d’équations sur le domaine homogénéisé. Nous commencons par un cha-
pitre dédié a I’étude des systémes obtenus afin de montrer I'existence et 1'unicité des
solutions. I’étude du probléme rigide est une généralisation a des systémes complexes
de résultats classiques sur les équations de diffusion ou sur le probléme de Stokes, se
référer par exemple a D. Braess [Bra0l|. En revanche, le probléme couplé ne s’étudie
pas de maniére classique puisque la formulation en fréquence rend la forme sesquili-
néaire associée non coercive, nous ne pouvons donc pas suivre la démarche proposée
par A. Mikeli¢ et al dans [CFGMO1|. Pour I'étude de I'existence et de I'unicité, nous
avons donc recours & un corollaire de 1'alternative de Fredholm. Le second chapitre
constitue la partie homogénéisation de ce travail. Nous commencons par rappeler
les théorémes fondamentaux de la théorie de la convergence double échelle. Pour les
appliquer selon la méthode proposée par G. Allaire et G. Nguetseng et al respecti-
vement dans [Al192] et [LNWO02], nous établissons des estimations a priori que nous
utilisons pour écrire que les inconnues ainsi que certaines de leurs dérivées ont des
limites double échelle. Pour obtenir ces estimations en déplacement, il faut encore
une fois contourner le probléme de la formulation en fréquence qui nous empéche
d’utiliser les inégalités d’énergies classiques. Pour cela, nous utilisons un raisonne-
ment par ’absurde comme cela est proposé dans [BF04|, [AGMRO08] et [ACPDMP92]|
pour des systémes plus simples que celui que nous étudions. ’estimation de la pres-
sion nécessite un prolongement de celle-ci du domaine fluide au domaine général,
et se fait en suivant la démarche proposée par L. Tartar dans [Tar|. Nous utilisons
ensuite ces limites double échelle pour faire converger les systémes obtenus dans la
premiére partie en testant leurs formulations variationnelles contre des fonctions test
bien choisies. Nous obtenons de cette maniére le systéme homogénéisé : il s’agit d’un
systéme macroscopique qui voit la microstructure du domaine puisqu’il est écrit en
fonction des inconnues tant macroscopiques que microscopiques. Ce systéme macro-
scopique s’exprime en les seules variables macroscopiques si on remarque que les
variables microscopiques sont elles-mémes solutions de systémes linéaires microsco-
piques dont le second membre s’exprime en fonction du déplacement et de la pression
macroscopiques. Nous terminons ce chapitre par une étude d’existence et d’unicité
des solutions des problémes microscopiques et macroscopique. Les systémes micro-
scopiques obtenus sont trés classiques et leur étude ne nécessite que 'application
de résultats classiques, en revanche le systéme macroscopique est écrit en fréquence
ce qui complique son étude. Comme pour le systéme couplé précédemment étudié,
nous faisons appel a I'alternative de Fredholm pour obtenir 'unicité de la solution
du systéme homogénéisé. Cependant cette étude fait apparaitre une restriction sur
le domaine d’étude : il faut en effet que la cellule de périodicité du domaine étudié
contienne un domaine solide connexe et touchant tous les bords de la cellule pour
qu’il y ait unicité. Nous terminons cette étude théorique par un lien vers le probléme
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physique initialement étudié en nous intéressant aux coefficients de Biot : définition
et calcul des coefficients de Biot du systéme homogénéisé.

La troisiéme partie est une illustration numérique du travail théorique et est
constituée de deux chapitres, I'un consacré a I’étude des problémes microscopiques
et I'autre a 1’étude du probléme macroscopique. Effectivement, seule la résolution
du systéme macroscopique décrivant le probléme sur le matériau homogénéisé nous
intéresse mais il fait intervenir des variables microscopiques que nous devons déter-
miner dans un premier temps. Pour I’étude microscopique, nous commengons par
écrire la formulation variationnelle discréte associée aux deux problémes fluide et
solide, puis la formulation matricielle associée. Nous choisissons ensuite de travailler
sur un domaine symétrique afin de ne pas gérer des conditions de périodicité sur
les bords du domaine mais plutét des conditions de Dirichlet et de Neumann plus
faciles & mettre en ceuvre. Nous continuons en résolvant un probléme bidimensionnel
afin d’obtenir les premiers résultats via un code éléments finis Matlab utilisant la
Toolbox Triangle de F. Alouges. Nous terminons ’étude numérique en présentant
les résultats obtenus via un code éléments finis C++ écrit a partir de la libraire Lib-
Mesh. Ce dernier code prend en argument un maillage tridimensionnel de la cellule
élémentaire que nous avons généré a partir du mailleur gmsh. La sortie est constituée
d’un fichier contenant les matrices d’impédances qui caractérisent le comportement
microscopique du matériau en fonction de son comportement macroscopique ainsi
que des fichiers gmv permettant de visualiser les résultats via le logiciel ParaView.
Dans le dernier chapitre, nous étudions numériquement le systéme macroscopique en
écrivant sa formulation variationnelle discréte et la formulation matricielle associée.
Nous présentons enfin les résultats obtenus par le code éléments finis Matlab bidi-
mensionnel que nous avons écrit et les comparons avec ceux obtenus empiriquement
par Dassault-Aviation. La sortie du code est une représentation du déplacement et
de la pression du matériau homogénéisé ainsi que des coefficients de Biot correspon-
dants & ce matériau.
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Chapitre 1. Propagation du son dans la laine de verre Section 1.1

Dans ce chapitre, nous décrivons les équations modélisant le passage de 'air a
travers des matériaux poreux type laine de verre ou mousse (dans les applications
et les figures représentées, nous nous sommes concentrés sur le cas de la laine de
verre). Pour cela, nous commencgons par donner un contexte mathématique & savoir
définition des espaces et des variables que nous utilisons dans toute la suite de ce
travail. Nous verrons que les inconnues permettant de décrire le probléme physique
sont la pression p, le déplacement U et la température ©. Dans un second temps,
nous établissons les systémes étudiés dans les chapitres suivants. Ces équations sont

obtenues grace a modélisation classique du probléme physique, puis a la prise en
compte de la périodicité et des conditions de bord.

1.1 Cadre et notations

1.1.1 Structure microscopique du matériau

Actuellement, les industriels disposent a l'intérieur de la paroi du fuselage de
I’avion des matériaux poreux type mousse ou laine de verre afin de réduire le bruit
transmis par le frottement du vent contre la paroi du fuselage de ’avion. Le but de
I’étude est de comprendre comment se propage le son dans ces matériaux poreux.
Nous travaillons a fréquence w fixée, et nous étudions les vibrations d’un seul maté-
riau : la laine de verre. La laine de verre est composée d’une part de fibres de verre
(le squelette solide ou matériau) et d’autre part, de Pair qui la traverse (le fluide).
Nous cherchons en fait & obtenir les équations de mouvement sur un matériau homo-
généisé de la laine de verre : c’est-a-dire un matériau qui contient une seule matiére
et pour lequel il n’est plus nécessaire de différencier I'air du squelette.

FIGURE 1.1 - Laine de verre dans la FIGURE 1.2 - CAO laine de verre mi-

paroi d’un avion. croscoplque.

Pour mieux comprendre la nature d’un tel objet, le lecteur peut se référer a la
F1G. 1.1 qui représente la laine de verre utilisée dans le fuselage de I'avion et a la

jabg
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Chapitre 1 Section 1.1. Cadre et notations

F1G. 1.2 qui donne une représentation de la laine de verre en CAO (Conception
Assistée par Ordinateur) au niveau microscopique, figure proposée par D. Trentin
dans |Tre07].

Tout ce travail repose sur les hypothéses suivantes :

— la fréquence de vibration w est fixée,

— le matériau poreux est périodique,

— la taille des fibres du matériau est petite devant les longueurs caractéristiques

de l'air et de la fibre de verre,

— Pair est assimilé a un fluide parfait incompressible,

— les parties fluides et solides du matériau sont connexes et touchent le bord du

domaine.

L’hypothése de périodicité, en plus de simplifier I’étude, a une justification phy-
sique. En effet, la structure fine des matériaux poreux auxquels cette théorie doit
s’appliquer est soit réellement périodique (car sa fabrication industrielle met en jeu
des procédés périodiques) soit extrémement complexe et, dans ce cas, décrite par
des quantités moyennées (taux d’air, longueur et largeur caractéristiques des fibres
ou des trous,...). Par conséquent il parait justifié de faire une étude macroscopique
du matériau et donc de considérer les moyennes des quantités recherchées sur des
cellules élémentaires.

Nous définissons donc un domaine général () correspondant au matériau poreux
vu dans sa globalité. Ce matériau est défini par e-périodicité d’une cellule de pério-
dicité de taille €. Nous en déduisons une cellule de référence Y correspondant a la
cellule de périodicité remise & ’échelle 1. Cela nous permet de définir le domaine
global Q) par périodicité de la maniére suivante

Q:(er+m>ma

keZ3

ol 2 est un ouvert borné, connexe et lipschitzien de R3. La cellule Y est le cube
de taille [0, 1]3, elle est composée du domaine solide S et du domaine fluide F. Un
exemple de cellule de référence Y sur laquelle S est représenté par trois fibres de
verre qui s’intersectent et ol le fluide s’écoule autour des fibres est représentée sur
la F1G. 1.3.

Remarque 1.1 (Importance de la composition de Y))

11 faut noter que nous proposons une cellule de référence contenant un domaine solide
connexe et touchant tous les bords du cube. Ce choiz a une importance cruciale par
la suite pour établir 'unicité de la solution du systeme modélisant la propagation du
son dans le matériau homogénéisé.

Afin de définir le domaine par périodicité, nous introduisons les notations sui-
vantes :

Sp,=S+k Si=eSxNQ, F=F+k Fi=cF,NQ kcZ (1.1)

Nous différencions aussi les domaines € relatif au fluide (I'air) et €2, relatif au solide
(fibre de verre), ce qui permet d’écrire

0=0,UQ,

11
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A

< U

FIGURE 1.3 - Exemple de la cellule de référence Y.

ol, grace aux notations données en (1.1)

oQ=UF o= s

keZ3 keZ3

Nous définissons ensuite le bord extérieur ['*** et le bord intérieur I'™ entre les
deux phases fluide et solide par

™ =90, I'" = (00,nN 0€Qy) \ OS2
De méme, nous définissons le bord intérieur du domaine Y par
Yine = (0S NOF) \0Y.

Remarque 1.2 (Conditions de bord)
Il est important de bien différencier les bords intérieurs des bords extérieurs parce
que les conditions relatives a ces bords ne sont pas de méme nature.

1.1.2 Variables et quantités physiques

Dans cette section, nous présentons les données physiques utilisées pour écrire
les équations modélisant le passage de l'air a travers la laine de verre. Les inconnues
permettant de décrire le probléme physique sont la pression, le déplacement et la
température et dépendent de la variable spatiale x = t(xl,xg,ajg) et du temps t.
Pour comprendre comment on peut se ramener a I’étude de systémes vérifiés par
ces seules inconnues, nous utilisons un ensemble plus vaste d’inconnues. Afin de
simplifier la compréhension de I’é¢tude physique, nous récapitulons dans le TAB. 1.1
toutes les variables utilisées dans la suite.

Remarque 1.3

Limpédance acoustique est une variable utilisée par les industriels et les physiciens
pour déterminer les caractéristiques du matériau et constitue la motivation physique
de ce travail. Elle s’exprime en fonction de la pression et du déplacement du matériau
homogénéisé. Pour la connaitre, nous devons tout d’abord obtenir des équations en
déplacement, pression et température et les résoudre.

12
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Section 1.1. Cadre et notations

Notation Signification Relation intéresssante
p(x,t) Champ de pression qui caractérise le phé-
nomeéne propagatif
Vi(z,t) | Champ de vitesse du fluide qui caractérise
le phénoméne propagatif
U(xz,t) | Champ de déplacement qui caractérise le
phénomeéne propagatif global
Us(x,t) | Champ de déplacement qui caractérise le
phénoméne propagatif solide
Uf(z,t) | Champ de déplacement qui caractérise le
phénomeéne propagatif fluide
u(x,t) Champ de déplacement nul sur I'®**
p(x,t) Densité du fluide
E(x,t) | Entropie
O(x, 1) Température fluide globale
O(x,t) Température fluide nulle sur 0
K(x,t) | Module de compressibilité p=—-KV-UouV-U
est la dilatation d’un élé-
ment de volume
Z(x,t) Impédance acoustique caractérisant la ré- | Z = P
sistance qu’un milieu oppose a sa mise en (U)rex
mouvement lorsqu’il est traversé par une
onde acoustique

TABLE 1.1 - Récapitulatif des variables du probléme.

13
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Remarque 1.4

Toutes ces grandeurs sont des variables qui sont en fait calculées par rapport a un
état d’équilibre. Nous donnons dans le TAB. 1.2 les unités des différentes variables
ainst que leur valeur a [’équilibre.

Notation | Variable correspondante Valeur Unité
PO P 105 Pa
Vi \% 0 m-s~!
Pr p 1.213 kg-m~3
Ey E J Kt
T © 273 K
Ky K 1.42x10° Pa
Zy A 415.1 Pa-s-m™!

TABLE 1.2 - Valeurs a I’équilibre des variables.

Enumérons les ondes acoustiques intervenant dans I'étude. Dans notre cas (milieu
conservatif), il n’y a que trois types d’ondes :

— une onde dite de compression telle que la vitesse soit proportionnelle au gra-
dient de pression (on lui associe le deuxiéme coefficient de viscosité dynamique
noté (),

— deux ondes dites de cisaillement telles que la vitesse soit orthogonale au gra-
dient de pression (on leur associe le premier coefficient de viscosité dynamique
noté 7, avec n = 1.84 x 1075 Pois).

Nous utilisons aussi beaucoup de constantes physiques, que nous récapitulons
dans le TAB. 1.3 dans lequel les coefficients de Lamés p et A sont calculés a partir
du coefficient de Poisson v = 0.2 et du module d"Young E valant 6910° Pa grace
aux relations habituelles

E \ Ev
A T S C s
Unité Unité équivalente
Pascal kg-m~!.s72
Joule kg-m?-s2
Watt kg-m?-s73

Newton | kg-m-s—2
Poiseuille | Pa-s

TABLE 1.4 - Correspondances entre les unités.

Finalement, afin de pouvoir vérifier si les équations que nous obtenons par la

suite sont homogenes, il est utile de rappeler les correspondances d’unités dans le
TaB. 1.4.
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Chapitre 1 Section 1.2. Le probléme rigide

Notation Signification Valeur
w Fréquence considérée w € R unité : s7!
Cp Chaleur massique a pression constante | ¢, = 1005 J-kg™H-K™*
K Conductivité thermique k = 0.02547 W-m~1. K1
c Vitesse du son c=3422 m-s!
n Viscosité dynamique n = 1.84-107° Pois
pf Densité du fluide pr=1213 kgm™®
s Densité du solide ps = 16 kg-m =3
ot Rapport des chaleurs spécifiques vy=14
A Premier coefficient de Lamé A =19 166 666 666 Pa
1 Deuxiéme coefficient de Lamé 1= 31363 363 363 Pa

TABLE 1.3 - Constantes physiques.

1.2 Le probléme rigide

Dans cette section nous établissons les équations modélisant le passage de l'air
dans un matériau poreux type laine de verre, matériau dont le squelette ne peut pas
bouger. Cette premiére étape dans la modélisation nous permet de comprendre que
le découplage des équations en température d’une part, et en déplacement d’autre
part, est dii & 'hypothése d’incompressibilité du fluide.

Pour cette étude, nous commencons par admettre les propriétés suivantes

— le systéme est conservatif ce qui justifie I'utilisation d’une équation de conser-

vation de la masse,

— Dair est assimilé a un gaz parfait, ce qui nous permet d’utiliser la formule des

gaz parfaits PV = nRT,

— on se place en situation adiabatique afin de pouvoir utiliser la formule K = p,

— lair est assimilé & un milieu incompressible, ce qui se traduit par la nullité de

la divergence de la vitesse.

Remarque 1.5 (Sur incompressibilité du fluide)
Un fluide est dit incompressible lorsque son volume demeure constant sous l’action
d’une pression externe. L’air n’est donc pas un fluide incompressible, mais dans notre
étude, la vitesse, la pression et le température oscillent autour d’un état d’équilibre,
ce qui va rendre cette hypothése plus justifiable d’un point de vue physique. En effet,
nous étudions les oscillations de la cellule de périodicité Y plus que les variations
de volume de cette méme cellule. Cela revient a considérer que le domaine est assez
grand pour que le volume de fluide déplacé par la pression exercée par une paroi reste
constant mais change de place.

D’autre part, d’un point de vue mathématique, cette hypothése simplifie grande-
ment les calculs puisqu’elle a pour conséquence le découplage des équations en vitesse
et en température.

On assimile l'air a un gaz qui vérifie cinq équations linéarisées autour d’un état
d’équilibre : la conservation de la masse, la conservation de la quantité de mouve-
ment, la conservation de I’énergie écrite en variable entropique, et deux équations
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issues de la thermodynamique. On obtient ainsi le systéme (1.2)-(1.6) suivant :

0
a—f+pfvv ~ 0, (1.2)
ov 77
pra = —vp+nAV+(<+§)V(v.V), (1.3)
oF
Topfg = RA@, (14)
0 = ! p+EE, (1.5)
PrCp Cp
1 P
p = gp—(c—;t) E. (1.6)

Comme cela est expliqué par J. F. Allard et N. Atalla dans [AA09| au chapitre 4,
Kirchhoff et Rayleigh ont résolu ces équations dans le cas du modéle canonique :
domaine périodique dont la cellule de référence Y est traversée par un cylindre dans
la direction z des cotes, une telle cellule est représentée en Fi1G. 1.4.

1.8

1.6F

1.2F

08F

-
.
. -
7
. 3
-
0.6 .
-
-
0dr
-
-
-

o.2r

FIGURE 1.4 - Cellule élémentaire.

Cependant, les résultats obtenus sont compliqués et difficiles & exploiter physi-
quement dans notre cas puisqu’un matériau comme la laine de verre est composé a
priori de fibres de verres dans toutes les directions (voir la F1G. 1.2 a la page 10
pour s’en convaincre).

Nous reformulons donc les équations données par (1.2)-(1.6) sous la forme :

( ov
b1 = ~VpnAV+(C+3)V(V-V),
o (p S}
00  0Op
| P T T KAO.,

Remarque 1.6 (Sur la reformulation (1.7))
Cette reformulation du systeme (1.2)-(1.6) est intéressante puisque nous résolvons le
méme probléme avec pour seules inconnues la pression, la température et la vitesse.
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Nous choisissons de travailler sur le systeme d’équations en vue de le simplifier,
plutot que de simplifier les solutions obtenues par Kirchhoff et Rayleigh.

Montrons que (1.7) découle de (1.2)-(1.6).
Tout d’abord, la premiére équation de (1.7) est exactement (1.3).
Ensuite I’équation (1.5) permet d’écrire

ToE = c,0 — L. (1.8)
P
En dérivant I’équation (1.8) par rapport a t et en utilisant I’équation (1.4) on obtient
la derniére équation.
Enfin, on obtient la deuxiéme équation de (1.7) a partir de (1.2) si on montre
que
r_r_ 9
pr P Ty

Les équations (1.5) et (1.6) nous donnent p grace au calcul suivant :

(1,1 o
P=\ Toc, p prO'

Il nous reste donc & montrer que

11
+— =1

— 1.9
c? T()Cp P() ( )

D’une part, le module de compressibilité a I’équilibre Ky est tel que Ky = vF et

¢ = +/Ko/ps. On obtient alors

L py

- = 1.10

Z=oh (1.10)
D’autre part, pour exprimer 1/(Tyc,), il faut utiliser des propriétés de lair assimilé
a un gaz parfait. Ainsi, on a la relation PV = nRT ou R est la constante des
gaz parfaits, n est la quantité de matiére et V est le volume de I'air. En écrivant
n=m/M, ou m est la masse de l'air et M sa masse molaire, et en remarquant que
p =m/V, on obtient

Py=pr——. (1.11)
Enfin une derniére relation thermodynamique relie M, & v, ¢, et R

1
vt B (1.12)
Y o

En combinant (1.11) et (1.12), on obtient que

1 L\ py
=(1——)—=. 1.13
Tocy ( V) By (113
Finalement en mettant (1.10) et (1.13) bout-a-bout, on obtient (1.9), ce qui donne
la deuxiéme équation. O
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Remarque 1.7

Les résultats précédents ne nous permettent pas, a priori, de dire que la divergence
de la vitesse est nulle. Cependant, afin de suivre la démarche proposée par Laurent
Leylekian dans [Ley01], nous allons considérer que celle-ci est nulle (c¢’est-a-dire que
le fluide est incompressible). Cette approzimation peut se justifier physiquement en
étudiant les quotients p/ Py et © /Ty qui varient peu en espace et en temps parce que
les oscillations de p (respectivement de © ) sont faibles autour de 'état d’équilibre Py
(respectivement Ty ).

En fait cette hypothese est primordiale d’un point de vue mathématique puisque
les équations peuvent alors se découpler et donc se résoudre beaucoup plus simple-
ment. Cela nous permet de faire [’étude du probléme physique dans un domaine plus
général (et donc plus physique) que celui proposé par Kirchhoff et Rayleigh.

Enfin, on traduit le fait que nous travaillons a fréquence fixée en écrivant que
la pression, la vitesse et la température sont harmoniques en temps c’est-a-dire que
nous pouvons découpler les variables temporelle et d’espace en écrivant :

p(x,t) = p(x)e™, V(z,t) =V(x)e“ et O(x,t)=0O(x)e™". (1.14)

Cette modélisation donne alors de maniére formelle, d'une part le systéme mécanique

nAV —iwpsV —Vp = 0,
{ V.V o= 0, V)
et d’autre part I’équation thermique
iwprc,© —iwp = KAO. (T)

Nous avons finalement obtenu deux systémes (V) et (T) découplés qui modélisent
le probléme rigide. Cette modélisation est faite a partir de ’hypothése trés restrictive
selon laquelle le squelette est immobile, et ne correspond donc pas a la réalité. C’est
pourquoi nous consacrons la section suivante & la modélisation de la vibration des
matériaux poreux en autorisant le déplacement (élastique) du squelette.

1.3 Le probléme couplé fluide-structure

Dans cette section, nous établissons le systéme complet tenant compte du cou-
plage entre les équations fluides et les équations solides écrites en déplacement, tem-
pérature et pression. Ce systéme s’obtient assez facilement en supposant que 'air est
un fluide incompressible. En effet, comme dans le cas rigide traité a la section 1.2,
on montre que le systéme complet s’écrit au moyen d’équations qui découplent le dé-
placement et la température. La majorité du travail de cette section consiste donc a
écrire les conditions d’interface entre le probléme fluide et le probléme solide en pres-
sion et en déplacement, probléme que nous appelons systéme couplé fluide-structure.
Ainsi le systéme complet est totalement décrit avec le systéme couplé fluide-structure
en pression et en déplacement, et avec I’équation en température reliant la pression
et la température. Nous étudions ensuite comment prendre en compte la périodicité
dans les équations du systéme couplé et dans I'équation en température. Enfin nous
mettons en évidence les conditions de bord que nous utilisons, afin d’obtenir une
formulation variationnelle écrite dans des espaces de Banach.
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1.3.1 Obtention du probléme couplé fluide-structure

Pour écrire le modéle couplé fluide-structure, nous établissons séparément les
équations d’une part sur le fluide et d’autre part sur le solide. Pour différencier les
deux domaines, nous utilisons la variable V; pour décrire la vitesse fluide et U;
pour décrire le déplacement solide. Dans un premier temps, nous faisons les mémes
hypothéses sur le fluide que dans la section 1.2 c¢’est-a-dire que nous travaillons en
variables conservatives et nous assimilons I’air & un gaz parfait incompressible placé
en situation adiabatique. La conséquence de ces hypothéses est la méme que dans la
section 1.2 : les équations décrivant la vitesse et la température sont complétement
découplées.

La température vérifie donc I’équation de diffusion (T) et la vitesse fluide est
solution du systéme de Stokes incompressible que nous écrivons avec le tenseur des
contraintes visqueuses

{w% V- (Vip),  sur©y,
V-V, = 0, sur U,

oll le tenseur des contraintes visqueuses of est donné par
af(Vi,p) =n(VV;+ 'VV;) —pId.

Pour décrire le déplacement solide et les conditions & I'interface entre les domaines
fluide et solide, nous supposons que le matériau est élastique et nous nous inspirons
de [MTO03]. On obtient ainsi que le déplacement solide vérifie ’équation suivante :

0*U;

Ps g = V- (o®(Us)) sur Q,

ol le tenseur des contraintes de déformation o® est donné par
o*(U,) = \(V-U) Id + pu (VU, + 'VU) .

Enfin pour les conditions au bord, nous imposons d’une part la continuité de la
vitesse, ce qui signifie

oU; ,
V= BT sur '™

et d’autre part, la continuité des contraintes normales & interface, ce qui se traduit
par

of(Vi,p)n=0c*(U)n sur '™,

ol m représente la normale extérieure au solide (on aurait le méme résultat en
choisissant la normale extérieure au fluide). Finalement, on obtient le systéme

( oV,
pfa—tf = nAV;—Vp, sur €2y,
V-V, = 0, sur {2y,
0?U,
pSW = ()\‘i‘ﬂ) VVIJ;—F/,LAIJ;, sur Qs,
VvV, = %, sur 't
{ WG(Vy) —pld)n = (A\V-UJdd+pG(U;)) n,  sur '™,
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ol I'on a noté

GU)=VU + 'VU. (1.15)

Remarque 1.8
On obtient les équations sur la vitesse du fluide et le déplacement du solide en re-
marquant que

V- (G(V)=AV +VV .V,

et en utilisant 'incompressibilité du fluide.
Ce systéme fait intervenir & la fois la vitesse V; du fluide et le déplacement Uj
du matériau. Afin de considérer le méme type de quantités, nous allons introduire

une nouvelle variable : le déplacement du fluide V. Nous le définissons comme le
fait S. Dasser dans [Das95| par

Uf(il’},t):/o Vf(il?,S)dS. (116)

En utilisant le fait que les variables U, V; et p sont harmoniques en temps
c’est-a-dire écrites comme en (1.14) a la page 18, et en utilisant (1.16) c’est-a-dire

4 V.
Uy (x,t) = Us(x) (' — 1) , avec Us(x) = ];Lm)
on obtient le systéme couplé fluide-structure suivant
pw*Us = —iwnAUjs+ Vp, sur €,
V-U; = 0, sur (),
psw?Us, = —(AN+pu)VV - -U, — pAU,,  sur Q, (F-S)
U, = U, sur I'nt,

(iwnGUy) —pId) n = (A\V-Uld+ pG(Uy)) n, sur [0t

oll m est la normale extérieure au solide.

1.3.2 Périodicité

Nous souhaitons prendre en compte la périodicité du matériau dans les équations,
et obtenir un systéme vérifi¢ par des fonctions périodiques. Pour cela, nous avons
déja défini le domaine 2 par e-périodicité dans la section 1.1.1. Comme cela est fait
par J. L. Auriault et al par exemple dans [Aur(2], nous précisons ceci en assimilant
¢ a la longueur caractéristique minimale des inconnues définissant le systéme, avec
la définition suivante :

Définition 1.9 (Longueur caractéristique)

On appelle longueur caractéristique la taille minimale du domaine o prendre en
considération pour observer une variation dans la quantité étudiée (ici température,
déplacement du fluide et déplacement du solide).
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Remarque 1.10 (Calcul des longueurs caractéristiques)

Cette longueur se calcule a partir des coefficients de [’équation pour la température
et a partir des coefficients du systéme (F-S) pour les déplacements solide et fluide.
Ainsi, par exemple, I’équation (T), montre que

5 est homogeéne a wpyc,,

longueur
puisque le laplacien, dérivation d’ordre deur en espace, revient a une division par
une longueur au carré.

Nous obtenons ainsi les trois longueurs caractéristiques suivantes

K
ltemp - )
wprcp
lair = La
wpy

home = 1| —— = |2
verre - prS - w2p8.

Sur la F1G. 1.5, on trouvera une représentation en trait plein de liemp/lverre €t en
pointillé de Ly, /lverre-

=10
1.8 T T T T T T T T T

16F == laitlverre 4

ftempsverre i

epsilon

omega 4

FIGURE 1.5 - Calcul des ordres de grandeurs entre o €t les longueurs caractéris-
tiques fluides en fonction de w.

On observe donc que la longueur lye,e est au moins 1000 fois plus grande que
les longueurs caractéristiques fluides, ce qui montre que le déplacement et la tempé-
rature du fluide ont des variations a 1’échelle microscopique et que le déplacement
du verre s’observe au niveau macroscopique. Nous assimilons alors la taille € des
cellules de périodicité Y7 & lur/lverre OU & liemp/lverre (ces deux longueurs sont du
méme ordre).
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Remarque 1.11 (Sur la cellule Y)
1l est rassurant de savoir que le diamétre d’une fibre de verre est de l’ordre de 50 pum,
c’est-a-dire plus petite que la taille de la cellule de périodicité c. La cellule représentée
sur la F1G. 1.3, est donc cohérente.

L’idée est de faire tendre la taille € de la cellule de périodicité vers 0 pour faire
converger les systémes en un sens que nous préciserons ultérieurement. Pour com-
prendre comment se comportent les systémes lorsque la taille de la cellule de pério-
dicité tend vers 0, on effectue un adimensionnement en notant les grandeurs g qui
interviennent comme suit

9=799,
oll g posséde une unité du systéme international, g est la moyenne de cette grandeur

exprimée dans la méme unité et oll g est une expression sans unité.
Le calcul des longueurs caractéristiques suggére de faire les hypothéses suivantes :

no 12 _ 2 K _ lgemp 2 FT o
S =, === =¢, Ur=la,
A F
7202 Py 7 2w’ p, ‘

D’autre part, on suppose que la vitesse fluide W et la vitesse thermique (vitesse
du son) & sont liées entre elles par la relation suivante

wﬁfzvf:ng,/% (1.18)

En utilisant les hypothéses (1.18) puis (1.17), on obtient la relation suivante

@5 U, — Uy
g ETL
=~
lair]-
T €

D’autre part, 'équation (1.5) donnée a la page 16, permet de voir que p et py ¢, sont
de méme ordre, ce qui motive cette derniére hypothése

D= Op;c,. (1.20)

[’adimensionnement permet ainsi d’obtenir les systémes respectivement équiva-
lents a (F-S) et (T) suivants :

( 1_7 ~ ~N) ~ T . n A~ ==
——V:p+© U: = 1———— A%U, sur {2 ,
Vz Uy = 0, sur {2,
M+ N PN e
- (%) VzVz - U — #M NzU, = &°p,Us, sur ),
\ T° W Ps T°W" Pg

22



Chapitre 1 Section 1.3. Le probléme couplé fluide-structure

et

o~~~ K ~ ~
Z(J.prcp@ —l=————Wp = o——— KZA%@, sur Qf

P = =
wprc,  TWhG

Les hypothéses (1.17) sur la définition de € permettent de proposer les nouvelles
définitions suivantes pour la viscosité et pour la conductivité thermique

n==e1 et k=ck. (1.21)

De plus, en utilisant les hypothéses (1.19) et (1.20) sur la pression, on obtient les
écritures simplifiees des systémes (F-S) et (T)

—Vi:p— 0% U; = 20U, sur Q,
Vz-Up = 0, sur €2y,
- (N+7) VaVe U - insl, = 250, sur 0,

et

~

i Py 60 —iop = 2 RA%0,  sur Q.

Remarque 1.12 (Sur la puissance de ¢)

Le calcul des longueurs caractéristiques liemp €t lai fail naturellement intervenir une
longueur au carré, c’est ce qui induit la puissance 2 sur le € dans les définitions
(1.21).

Remarque 1.13 (Sur le positionnement des facteurs ¢)

Faire tendre la taille de la cellule périodique vers 0, revient & faire disparaitre [’espace
entre les fibres de verre et donc a contraindre ’écoulement de l’air. Le coefficient e
placé devant la viscosité permet d’adapter la viscosité de ['air a la géométrie.

Nous avons donc deux échelles dans le modéle : 'une microscopique et 'autre
macroscopique. L’échelle microscopique, sur laquelle on parlera de la variable y élé-
ment de Y, ne gére pas la périodicité mais c’est sur cette variable, que nous observons
les différences de comportements entre les domaines solide et fluide. En revanche, la
variable macroscopique x € {2 prend en compte la périodicité du domaine {2, mais
ne différencie pas les domaines fluide et solide. En fait les deux variables sont reliées
entre elles par la relation

T
YSsy=—, ou xel.
€

Il reste a prendre en compte la périodicité au niveau fonctionnel, pour cela commen-
cons par rappeler la définition de la e-périodicité.

Définition 1.14 (e-périodicité)
On dit que la fonction U, est e-périodique sur ) si pour tout x € 2,

U.(x+cee)=U.(x), Vie{l,23},

ot (ey, e, e3) est la base canonique de R3.
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Par analogie, nous souhaitons distinguer par une notation une fonction pério-
dique  — D(€2,C°(Y')) d’une fonction non périodique Y — C°(Y') par la notation

T
U.@)=U (%) =Uly).
Remarque 1.15
Cette définition du changement de variable fonctionnel entre le domaine macrosco-
pique et le domaine microscopique permet de donner une aulre interprétation de la
nouvelle définition (1.21). En effet, un calcul rapide montre que

2 NgaU () = Ny U (y).

Cependant pour que la justification de (1.21) par changement de variable soit com-
pléte, il faut aussi introduire un changement de variable pour la pression. Celui n’est
pas trivial puisqu’on doit choisir

pour ne pas voir apparaitre de coefficient € sur d’autres coefficients que la viscosité.

En notant de maniére générale U, le déplacement périodique a la fois du solide
et du fluide et en n’utilisant plus la notation = pour les expressions sans dimension
(pour simplifier les notations), nous obtenons le systéme en déplacement suivant :

pr?U. = —ic*wnAU. + Vp, sur Q,

vV.-U. = 0, sur {2,
pswU. = —A+pu)VV-U. —uAU,,  sur Q,, (1.22)

Uu. = U., sur It

ol (U.,p.)n = oi(U.)n, sur [nt)

ol n est la normale extérieure au solide, les tenseurs o‘f et o sont définis par

1
a’Z(Ug,pE) = 5nin(U€)—gp€Id,
os(U.) = \V.-U.Id+ uG(U.),

€

ou G est définie en (1.15) a la page 20.
Au niveau thermique, nous obtenons 1’équation suivante :

iwppc,O. — e?kAO, = iwp.,  sur Q. (1.23)

1.3.3 Conditions de bord

La température O, et le déplacement w. sont des inconnues a priori non nulles
sur le bord I"***. Nous souhaitons introduire de nouvelles inconnues qui, elles, sont
nulles sur I'*** afin de travailler dans un espace de Banach ou les intégrales des
formulations variationnelles sont bien définies. Nous commencons par différencier
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deux parties dans le bord T'*** : T'%* qui contient les conditions de Dirichlet et TS

qui contient les conditions de Neumann. Nous avons ainsi
I =T9'NTY et T UL =0.

Nous imposons donc que le déplacement U, et que la température O, valent respec-
tivement g et Og sur le bord T'%*. Puisque les inconnues U, et O, sont périodiques
en temps (on les a supposés harmoniques en temps, voir (1.14)), il faut aussi que le
déplacement g et la température O soient périodiques en temps. Plusieurs choix de
g sont possibles, ils correspondent & différentes configurations physiques. En effet,
le solide peut étre considéré comme fixé a la paroi du fuselage, c’est-a-dire soumis
au méme déplacement que celui de ’air prés de la paroi : condition de Dirichlet non
homogéne, ou bien le solide peut aussi étre considéré comme flottant : condition de
Neumann.

Nous considérons ici que le déplacement imposé s’applique a la paroi de la car-
lingue, et donc ne prend pas en compte le caractére périodique du matériau, ce qui
se traduit sous forme d’une condition au bord de Dirichlet, cette condition étant
indépendante de e. Le systéme (1.22) se compléte donc ainsi

U.=g sur I,

ot, afin de pouvoir en extraire un relévement, g € [Hz (I'™%)]® et vérifie la condition

/ g : n / g‘
‘ext 9]

De méme pour la température, 'équation (1.23) se compléte ainsi
0. =0y surI'Y, avec O € [H%(Fe"t)} .

Remarque 1.16 (Sur les différents bords)

Il est primordial de différencier les bords ™% et I'™ qu niveau macroscopique et
Y et Y au niveau microscopique. En effet, le bord 0Y contient des conditions
de périodicité alors que Yy geére une condition de Dirichlet du coté fluide et de
Neumann du coté solide. D’autre part, pour le domaine macroscopique 2, le bord
<t contient une condition de Dirichlet et ne wvoit pas la périodicité, alors que le
bord T'™ contient les conditions d’interface de couplage entre le domaine fluide et le
domaine solide qui prend en compte la périodicité du domaine.

Par la surjectivité de Popérateur de trace, il existe h € [H'(Q2)]? un relévement de
g a divergence nulle sur ). En écrivant u. = U. — h, on obtient que le déplacement
u, et la pression p, vérifient le systéme fluide-structure suivant :

prwiue + icfwnAu, — Vp. = fg, sur (2,
V-u. = 0, sur (2,
pswu. + AN+ p)VV - u, + plu, = f2 sur €,
u. = 0, sur Tt ((F-9).)
Vu.n = 0, sur TS
cof(u.+h,p)n = oi(u.+h)n, sur ™,
u, continu sur 'nt,
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ou
of(u. +h,p.) = icwnG(u. +h)— épEId, (1.24)
ol(u.+h) = AV:(u.+h)Id+ pG(u. + h), (1.25)
et ou
fI = —pp’h—ifunlih,
S = —pwh— A+ u)VV - -h—ulh.

Remarque 1.17 (Sur le relévement h)

I suffirait que relévement h soit nul uniquement sur le fluide pour obtenir ((F-S).).
Cependant, imposer une propriété particuliere a 'un des domaines pour le reléve-
ment, revient a lui faire prendre en compte la micro-structure du domaine, ce qui
n’est pas cohérent avec le choix de la condition au bord g.

De la méme maniére, on peut expliciter le probléme rigide prenant en compte la
périodicité du matériau

{ e'nAv, —iwpv. — Vp. = —e’nAh+iwpsh, sur (V)

V.-v. = 0, sur §2¢.

Afin de pouvoir écrire les formulations variationnelles issues de ((F-S).) et (V%),
nous introduisons la définition du produit contracté suivante.

Définition 1.18 (Produit contracté)
Soient A et B deux tenseurs d’ordre 3, on appelle produit contracté de ces deux
tenseurs, le nombre complexe défini par

1<4,5<3

Remarque 1.19
En utilisant les propriétés A - B = 'A : 'B et que Vv + 'Vv est symétrique, on
obtient [’égalité suivante

t

Gu): Vo = Glu) : Vo — %G(u) .G), VuwvelH(@QPF,  (1.26)

ot G est défini en (1.15) a la page 20.
Définissons Pespace H, (€) par
Hpy (Q) ={ue H(Q), u=0 sur I'}*}.

Cet espace est bien un Hilbert comme sous espace fermé de H'(€2). En exprimant
Av + VV - v en fonction de G(v), et en utilisant la remarque 1.19, on obtient la
formulation variationnelle suivante du probléme ((F-S).)

Trouver (u.,p.) € [Hp; (Q)]* x L2(2) tels que V (v, q) € [Hp, (Q)]> x L*(Q) on ait
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(wsz/ usm—ﬁ/ (Vue—ktVue):(Vv—IrtV'v)—)\/ Vou.V-v
Q. 2 Ja, Q

whe?

+w2pf/ U, v —i / (Vu. + 'Vu.) : (Vo + 'Vo) + /

/ /f v+/f Vo,
q-V-u.=0,
\ /Ly

(FV (F-5))
avec f' et fg définies par les relations suivantes

/fl-ﬁ = —prf/ h-ﬁ—wzps/ h -,

Q o Q,

/fg:V'v = —5/ af(h,O):W—/ ai(h) : Vv,
9] Qf Qs

oil les tenseurs of et of sont définis en (1.24) et (1.25).

Remarque 1.20 (Dépendance en € de f,)

On remarque que nous avons exprimé f. comme la somme d’une constante indé-
pendante de € et d’un terme proportionnel a €. Cela nous permet d’exclure le cas
des puissances négatives de € pour lequel le calcul de la limite (en un sens que nous
précisions dans la partie théorique) du probleme ((F-S).) que nous proposons n’est
plus valable. En effet, dans le cas ot f_ s’exprime avec des puissances négatives de
e, l'estimation de f_ indépendamment de € ne peut pas se faire, ce qui contrarie
lezistence d’une limite pour f..

Remarque 1.21 (Propriété microscopique de f,)

1l est intéressant de noter que nous avons choisi un relévement h macroscopique,
mais que la fonction second membre f. prend en compte la micro-structure du do-
maine. En effet, elle est définie différemment sur le fluide et sur le solide, ce qui
permet de prendre en compte la structure du domaine. Cette remarque a son impor-
tance lors du calcul de la limite de f_ puisque la limite dépend des deux variables x

et y.
De maniére analogue, la formulation variationnelle relative a (V) s’écrit :

Trouver (u.,p.) € [Hp (Qf)]? X L*(Qy) tels que V (v, q) € [Hp; (Q27)]? x L*(Q2), on
ait

( R [
—iwpf/ uE-E—ezn Vu, : Vv+/ p:V v
Qy Qp Qp

—iwpf/ h-v+e*n Vh : Vo,
Qf Qf

(FV (V2))
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Chapitre 1. Propagation du son dans la laine de verre Section 1.3

D’autre part, on peut également exhiber ©1, un relévement régulier de O, grace
a la surjectivité de 'opérateur trace. En écrivant . = ©. — 01, on obtient le systéme
thermique suivant :

{ 2k A0, —iwppcyfe +iwp. = —e RAO; +iwprc,O1, sur Q, (T)

— ext.
0. = 0, sur ['**;
La formulation variationnelle associée a (1) s’écrit :

Trouver (6., p:) € [Hp (Q7)]? x L*(Qy) tels que V (6, q) € [Hp, (27)]* x L*(Q2), on
ait

— %5 V@E-VO—iwpfcp/ 9594—2@)/ p: 0
Q2 Qf Qf

:52/<c/ V@V@+iwpfcp/ 00. (FV (1))
Qy Qy
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Chapitre 2. Etude des problémes issus de la modélisation Section 2.1

2.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a I'étude de l'existence et de I'unicité des solutions des
problémes obtenus aprés modélisation. Dans un premier temps, les notations et hy-
pothéses utilisées par la suite sont décrites. Dans un second temps, nous proposons
une démonstration de 'existence et de 'unicité du probléme rigide écrit sous une
forme qui découple I’équation en température du systéme en déplacement. Cette
étude est une adaptation au cas complexe de théorémes classiques, c¢’est pourquoi
la plupart des démonstrations se trouve dans ’annexe B. Dans un troisiéme temps,
nous démontrons un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme couplé fluide-
structure qui ne contient que les inconnues en déplacement et en pression. Cette
derniére étude fait appel a des outils mathématiques différents de ceux utilisés pour
I’étude du probléme rigide, notamment parce que nous nous placons en régime har-
monique.

Pour les propriétés générales, nous avons recours a un ouvert O indépendant de
la géométrie décrite ci-dessus, et vérifiant les hypothéses suivantes.

Hypothése (H 2.1)
L’ouvert O est connexe, borné, de bord lipschitzien dans R3.

On différencie les bords de I'ouvert O suivant la condition qu’on lui attribue par
la notation suivante :

Notation (N 2.1)
On note 0O0p la partie du bord de O sur laquelle portent les conditions de Dirichlet,
et 00y la partie du bord de O sur laquelle portent les conditions de Neumann.

Hypothése (H 2.2)
L’ouvert O contient des conditions de Dirichlet, c’est-a-dire 0Op est de mesure non
nulle.

Nous travaillons sur le domaine périodique €2 qui est constitué d’une partie fluide
2y et d’'une partie solide €1, toutes deux périodiques de période €. La cellule de
périodicité, appelée Y est un cube composé d’une partie fluide F' et d’une partie
solide S. On fait les hypothéses suivantes sur la composition du domaine ).

Hypothése (H 2.3)
Les domaines Qy, Qs et Q sont des ouverts connezes bornés de R? tels que 0, 0
et 02 sont lipschitziens.

L’hypothése suivante contraint le domaine €2, mais n’est utile que pour la dé-
monstration d’une égalité de type Korn (corollaire 2.28).

Hypothése (H 2.4)
Le domaine Qg est inclus dans une réunion de petits cubes de taille fixe.

Hypothése (H 2.5)
Les domaines 1y, Q) et ) sont liés par la relation

Q=0,uUQ,uUI™.
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Hypothése (H 2.6)
Les domaines 2y et Sy sont définis par e-périodicité de la cellule de référence Y

comme suit
u=Urm o= s

kez3 keZ3

ou
Sk=S+k, S;i=eSxNQ, Fy=F+k Fi=cFnQ kecZ. (2.1)
Définissons Pespace Hp, () par
Hp () ={ue H(Q), u=0 surI'}*}.

Dans un premier temps, nous étudions le probléme complet écrit sous forme décou-
plée en température et en déplacement. Ce probléme s’écrit au moyen des formula-
tions variationnelles (FV (V.)) et (FV (T.)) suivantes :

Trouver (uc,p.) € [Hp, (Qf)]? x L*(Qy) tels que V(v,q) € [Hp,(24)]* x L*(Q2) on
ait

( —
iwpf/ u; v — e VUE:Vv—i—/ DV - v
Qf Qf Qy

/a-vue:o,
Qf
et

Trouver (0.,p.) € Hp,. () x L*(Qy) tels que V(0,q) € Hp, () x L*(Q) on ait

:—iwpf/ h-v+e*n | Vh:Vo,
Qf Qf

(FV (V2))

e’k V_9€~V9+iwpfcp/ 9_€9+iw/ D0
Q Q Qf

= —5211/ %V@%—iwpfcp/ 06. (FV (1))
Qy Qf

Ces deux problémes sont assez bien connus ainsi que la théorie autour de existence
et de I'unicité de leurs solutions, ils ont cependant l'originalité d’étre a coefficients
complexes et donc les solutions sont & valeurs complexes. Nous établissons alors
dans une premiére sous-section un équivalent complexe aux théorémes de Brezzi et
de Lax-Milgram (ce dernier résultat étant classique). Dans la sous-section suivante,
nous appliquons ces résultats aux formulations variationnelles (FV (V.)) et (1%).

Dans un second temps, nous étudions le probléme couplé fluide-structure ((F-S).)
suivant :

prwiue + icfwnAu, — Vp. = fg, sur (2,
V-u. = 0, sur (2,
pswu. + A+ p)VV - u, + phu, = f2, sur €,
u. = 0, sur Tt ((F-9).)
Vu.n = 0, sur TS
cof(u.+h,p.)n = oi(u.+h)n, sur ™,
U, continu sur 'nt,
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ou
ag(uE +h,p.) = icwnG(u.+ h)— épeId,
ol(u.+h) = AV (u.+h)Id+ pG(u. + h),
et ou
fl = —ph —icfwunh, (2.2)
i = —pw’h—(A+p)VV - -h—plh. (2.3)

Pour cette étude, nous utilisons plutot la formulation variationnelle (FV (F-S),) :
Trouver (u.,p.) € [Hp, (Q)]* x L*(Qy) tels que V(v, q) € [Hp, ()] x L*(2) on ait

(w2ps/ u_€~v—g/ (Vu. + 'Vu.) : (Vo + 'Vov) — / V- -u.V-v
Qs Qs

2
+w2pf/ v+ il / (Vu. + 'Vu.) : (Vo + 'Vo) —I—/ p-V-v
Q; 2 Jo, Q

i
—/F-v—i—/f_g:V'v,
Q Q
/ q-V-u.=0,
\ /2

(FV (F-S).)
avec f' et f2 définies par les relations suivantes

/F.v - _w2pf/ E-v—prS/ B,
Q Qf Qs

/f_g:Vv = —5/ ch(h,O):Vv—/ ol(h): Vo.
Q of Q,

Ce dernier probléme est similaire & celui traité par A. Mikeli¢ et al dans [CFGMO1]
mais le systéme obtenu dans cet article différe de ((F-S).) parce qu’il est écrit avec
le déplacement qui dépend du temps, ce qui a plusieurs conséquences
— les inégalités d’énergies qui découlent naturellement du systéme écrit en temps
ne sont plus valables dans le systéme ((F-S).) écrit pour des fonctions harmo-
niques en temps,
— le systéme obtenu est associé a une forme sesquilinéaire qui n’est pas coercive,
— le fait de travailler a fréquence w fixée ne se traduit pas, comme on pourrait
le penser, par une valeur de fréquence de vibrations interdite, et ce parce que
e tend vers 0.
Pour toutes ces raisons, I’étude théorique de ce systéme fait appel a des objets com-
plétement différents de ceux utilisés pour la formulation variationnelle (FV (V.)).

(2.4)

2.2 FEtude du probléme rigide

2.2.1 Le cadre théorique

Dans toute la section, nous utilisons les notations de D. Braess [Bra0l]| que nous
adaptons au cas complexe. Nous commencons par définir les espaces utilisés dans
les notations (N 2.2) et (N 2.3).
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Notation (N 2.2)
Les espaces X et M sont deuz espaces de Hilbert d’anti-duauz respectifs X' et M,
c¢’est-a-dire les espaces des formes anti-linéaires continues sur X' et M'. On note res-
pectivement (-, ) et (-,-),, les produits scalaires sur X et M et x/(-,-)x et mr (-, ")y
sont les produits de dualité (X', X) et (M', M).

Notation (N 2.3)
Le produit scalaire associé & H™(O) est noté (-,-)  , et la norme associée se note

|0
Nous introduisons ensuite les formes qui agissent sur ces espaces avec
Notation (N 2.4)

Les formes a et b sont sesquilinéaires continues et définies respectivement sur X x X
et X x M.

Nous avons maintenant les outils pour définir le probléme point-selle que nous
souhaitons résoudre

Etant donné (f,g) € X’ x M’ trouver (u,A) € X x M tels que :

{ a(u,v) + blv,\) = x(f,v)y, Vove X, (2.5)
b(u,p) = a9, 1)y, Y EM. '
Pour résoudre le probléme (2.5), il suffit de montrer que 'application associée,
et que 'on note L, est un isomorphisme.

Notation (N 2.5)
L’application associée a (2.5) s’écrit

ﬁ'{XxM—>X’><]\/[’

(uw , A — (F , G), (26)

ot les formes linéaires F et G sont définies par

), veEX,

Fw) = alu,v) + b(v,A
b(u, ), pe M.
(

Gp) =

En vue de réécrire le probléme point-selle (2.5) sous une forme équivalente mais
exprimée avec des opérateurs plutot qu’avec les formes linéaires continues a et b
définies a la notation (N 2.4), nous utilisons la notation suivante pour les opérateurs
déduits de a et b.

Notation (N 2.6)
L’opérateur A associé a la forme sesquilinéaire a est défini par

A X — X' ur—s X —C
’ v o— x(Au,v)y = a(u,v)

(2.7)

De la méme maniére, nous définissons l'opérateur B associé a la forme sesquilinéaire
b ainsi que son dual :

M — C

po— e {Bu, ), =blu,p) (2.8)

B:X%M’;un—>{
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X — C

v X/<B/)\’U>X - b,<)\,1}) _ m (29)

B M — X's A— {
Remarque 2.1
Comme a et b sont des formes sesquilinéaires continues, les opérateurs A, B et B’
sont continus.

Nous obtenons ainsi la reformulation suivante du probléme point-selle (2.5)

Au+ B\ = f
Bu = g

Nous utilisons un théoréme classique d’algébre, que nous adaptons au cas com-
plexe.

Théoréme 2.2 (Brezzi)
Pour le probleme point-selle (2.5), application L (définie en (2.6)) définit un iso-
morphisme si les conditions i) et ii) sont vérifiées

i) Ja >0 tel que R(a(v,v)) > allv]]?, YVveV.

ii) La forme sesquilinéaire b satisfait a la condition Inf-sup suivante : il existe § > 0
tel que
b
inf supM25>0.
vex e |Vl x [l a
v#0 p£0
Enfin, rappelons ici le théoréme de Lax-Milgram (voir par exemple [Al105]) dans
le cas complexe.

Théoréme 2.3 (Lax-Milgram)

Soient H un espace de Hilbert compleze, a(u,v) une forme sesquilinéaire continue
sur H x H, et L une forme linéaire continue sur H. On suppose de plus qu’il existe
a >0 tel que

la(v,v)| > a||vH%,, Vv e H, (2.10)
ou tel que
R(a(v,v)) > a|v|}, YoveH. (2.11)
Alors le probleme suivant
Trouver u tel que Vv € H, a(u,v) = L(v) (2.12)

admet une unique solution.
Nous finissons cette section par des propriétés sur les normes.

Définition 2.4 (Normes négatives)
Soit m > 1. Etant donné u € L*(O), on définit la norme du dual H-™(O) de HJ*(O)
par :

. (u7 U)QO
[ull _ppo = sUp
vEHT(O) ||U||m(9

36



Chapitre 2 Section 2.2. Etude du probléme rigide

Remarque 2.5
Cette définition, peut s'étendre au cas u € [L2(O)]’.

Théoréme 2.6
Soit O un ouvert vérifiant Uhypothése (H 2.1), alors

1. L’tmage de application linéaire

V:L2(0) — [HY0)]

est un fermé de [H1(O)]°.

2. Il existe une constante ¢ = ¢(O) telle que

IPlloo < clVPl 1o +lpl-10) VP e L*O), (2.13)
Ipllo0 < cllVPl_10 Vp € Ly (0). (2.14)

Remarque 2.7
En particulier, la constante c(Q) est strictement positive.

2.2.2 Etude de la partie fluide du systéme complet

Nous cherchons a résoudre les problémes (V.) et (7%.) définis aux pages 26 et 28.

Le probléme fluide en déplacement

Les solutions classiques (u., p.) sont des éléments de
[C2(2) NC°(@))]” x C1(%y).

Nous cherchons a résoudre la formulation faible dans [Hpy, (€27)]* x L7, () ou
Pespace L, (€2y) est donné par

L: () = {q8 € L*(Qy), ﬁ Q.qg(ar;) de = 0} : (2.15)

Pour utiliser la théorie qui précéde, on choisit de poser

X = [Hp ()], M = L5, (Q). (2.16)

moy

On remarque que L7, (€;) s'identifie & L*(Qy)/R (puisque le probléme précédent

ne permet une définition de ¢ qu’a une constante prés). On défini les formes sequi-
linéaires continues a et b par :

a(ue,v.) = 5277/ Vu, : Vv, dx — iwpf/ u, - v, dz,
Qj Qj

b(vsy%) = _/Q V"Uqu dzc,
f
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oil (u.,v.) € X? et . € M. Grace au théoréme de Cauchy-Schwarz , les applications
a et b sont continues respectivement sur X x X et sur X x M. On obtient donc
la formulation point-selle suivante pour la formulation variationnelle (FV (F-S).)
définie a la page 34 :

{ a(usavs) + b(”eaps) = X’<f7 'U5>X Vo, € X7

b(“a‘]e) = 0 VQS EM7
ol
x{f,v)y = —8277/ Vh : Vv, dz + iwpf/ h v, dz. (2.17)
Qy Qy

On définit alors V' par

V={v.eX, (V-v.,qgo, =0, VgLl ()}. (2.18)

moy

De plus si on munit X du produit scalaire

(ue,v.)x = & Vu, : Vo, dz,
Qf

on obtient la définition suivante pour V+
Vt={u. € X, (Vu., Vv.)oo, =0, Vv.€V}.

Théoréme 2.8
Sous les hypothéses du théoréme 2.6, le probléme (V.) satisfait aux conditions du
théoréme 2.2 de Brezzi.

Démonstration :
Tout d’abord, calculons a(u.,u.) pour u. € V

a(ue, u.) = 527]/

Qy

]Vue\Q—i-iwpf/ lu.|?.

Qf

Ensuite vérifions la V-coercivité de a

2
R(a(v-0) =2 [ 190 = [0:ly0,
!

D’ou ellipticité de a.
Montrons que b vérifie la condition Inf-sup. Pour p. € L, (Qy), (2.14) implique
que
C_1||pa||0,Qf < ||VP£||—1,Qf'
Par définition de la norme négative, pour tout v > 0, il existe v? élément de
[, (@) tel que [[o7]], o, = 1 et

(Ug7 Vp&)QQf Z

(1= NIVpl_y,-
o2, g, -y
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En choisissant v = 1/2, on obtient

1
2
(%5

1 1 1
(2. Vpdoo, = 5IVRl s 02 = 51VPl e,

Enfin I'inégalité (2.14) donne

1 1
v/ > =
(Us, p€>U7Qf = QCHPEHO,QJN

ce qui montre que la condition Inf-sup est vérifiée. O

Proposition 2.9

Le probléeme (V2) de formulation variationnelle (FV (V.)) donnée a la page 33 admet
une unique solution (u.,p.) € V- x M, ot les espaces V' et M sont définis en (2.18)
et (2.16).

Démonstration :

Il s’agit d’une conséquence du théoréme 2.8. O]

Le probléme fluide en température

On souhaite utiliser & nouveau le théoréme 2.3 pour résoudre le probléme (77)
de formulation variationnelle (FV (7.)) donnée a la page 33.

Proposition 2.10
Le probleme (T.) admet une unique solution 0. dans Hp, (Qy).

Démonstration :
Posons

a(0e,p) = 525/

Qy

V_es -V — Z'Wpfcp/‘ 95997 V., NS H&(Qf)

Qf

et

L(p) = =’k | VO Vo +iwpse, [ Op — iw/ Pz, Y€ Hy(Qy)
Q; Qs y

On munit Hp, () du produit scalaire
(0=, ) = 82/ V. - V.
2

Alors a est une forme sesquilinéaire continue définie sur Hp, (Qf) x Hp, () et L
est une forme linéaire continue de Hp, (). De plus

R (a(0e,0:)) = ’fHQaH?{[l)(Qf)'

Le théoréme de Lax-Milgram donne la coercivité de a et la proposition. O
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2.3 Etude du probléme couplé fluide-structure

L’objectif de ce chapitre est de montrer I'existence et l'unicité de la solution
du probléme ((F-S).) rappelé dans Pintroduction faite a la section 2.1. Suivant une
méthode classique, on se place dans I'espace Hy défini par

Hy ={ue[H) (P, V-u=0 surQ;}. (2.19)

La pression est alors le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’étre dans
Hy. La démonstration se fait en deux étapes, on commence par montrer I'existence
et 'unicité d’un déplacement u. € H; solution de ((F-S).), puis on revient a 'étude
de ((F-S).) sur [HY,.(2)]? afin d’obtenir la pression p..

Remarque 2.11 (H est un espace de Banach)
L’espace Hy est un espace de Banach puisqu’il est fermé dans lespace [Hp, (Q)]* qui
est lui-méme un Banach.

La premiére étape de la démonstration consiste a écrire la formulation variation-
nelle associée a ((F-S).) dans Hy sous la forme

Pour 0 < ¢ < e(w), trouver u. € Hy tel que quelque soit v € Hy on ait

a(u.,v) = F(v), (2.20)

ol €(w) est a déterminer. La difficulté de cette étape réside dans le fait que la
forme sesquilinéaire a n’est pas coercive. Pour contourner ce probléme, nous écrivons
Popérateur A associé a la forme sesquilinéaire a sous la forme A = B+ C ou B est
coercif et bijectif, C' est compact et B + C est injectif. L’alternative de Fredholm
permet alors de conclure que A est bijectif, ce qui donne l'existence et I'unicité de
u. € Hy solution de ((F-S).).

On termine la démonstration en déterminant I'orthogonal de Hj.

2.3.1 Le cadre théorique

Dans cette section, nous allons détailler les lemmes donnant des résultats d’ana-
lyse utiles pour la suite. Commencons par donner les hypothéses que nous utilisons
dans toute la section.

Dans un premier temps, nous nous intéressons particuliérement a I'inégalité de
Korn et a 'un de ses premiers corollaires permettant d’affirmer qu’une fonction de
[HL(0)]* dont le tenseur de déformation est nul, est nulle sur @. Afin d’établir ce
dernier résultat, nous caractérisons les fonctions de [H'(O)]* dont le tenseur des

contraintes est nul. Dans un second temps, nous rappelons la théorie des opérateurs
de Fredholm.

Inégalité de Korn

Afin de donner les définitions et propriétés proposées ici, nous utilisons les réfé-
rences suivantes : F. Boyer et P. Fabrie |BF06| essentiellement aux chapitres III et
VII, D. Braess |Bra01| et G. Allaire [A1192].
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Définition 2.12 (Définition de R(O))
Soit O un ouvert vérifiant 'hypothése (H 2.1). On note R(O) espace des fonctions
u € [HY(O)]? telles que Vu + 'Vu = 0 presque partout.

Définition 2.13
Pour un ouvert O vérifiant les hypotheéses (H 2.1) et (H 2.2), on peut définir ’es-
pace [Hi, (O)] par :

[Hlljir((’))}3 ={v e [H'(Q)?, tel que v =0 sur Ip}. (2.21)

Lemme 2.14
Soit w € R(O) alors il existe deuz vecteurs constants a € R® et b € R3 tels que

1
u(x) =a -+ §b Ax, presque partout dans Q. (2.22)

1
Réciproquement, si a et b sont deuz vecteurs de R3, w défini par u(x) = a+ §b/\ T
appartient & R(O).

Démonstration :
On introduit le vecteur b défini par

82’11,3 — 83’11,2
b=V Au(x)=| 03u; —dius
0111,2 — 0211,1

La démonstration se fait en trois étapes. Tout d’abord, on calcule Vu en fonction
de b, en prenant en compte le fait que le tenseur des contraintes de w est nul, puis
on en déduit que b est constant. Enfin, on montre I'existence de a constant tel que
(2.22) soit vérifiée.

Tout d’abord, comme Vu + ‘Vu = 0, on sait que

En particulier, 0;u; + d;u; = 0 pour 1 < ¢ < 3 et la diagonale de Vu est nulle.
Ensuite grace a (2.23), on a

20ou1 = Oyuy + O1up — O1ug + Ohuy = —bs,

ce qui donne l'expression suivante

1 0 —bs3 by
Vu(z) = 3 b 0 —b
—by, b 0

Pour montrer que b est constant, il suffit de montrer que son gradient est nul,
c’est-a-dire
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Faisons le calcul pour i = 1, les autres cas étant similaires. En utilisant (2.23) et le
fait que la diagonale de Vu est nulle, on a

81b2 = 281 (8311,1) = 283 (81u1) = 0,
811)3 = 281 (82'11,1) = 282 (8111,1) =0.

Cette méthode de calcul permet de montrer que 9;b; = 0 pour tous 1 <1 # j < 3.
Il reste donc a déterminer le cas oil i = j, toujours en utilisant (2.23)

(91b1 = 281 (82’11;3) = —261 (03u2) = —2826311,1. (224)

On montre de méme que (’92b2 = 28283’11,1 = —01b1 et agbg = 28182’&3 = —81()1.
D’autre part, on a dsby = —2050,u; = 01by, ce qui permet d’affirmer que

81b1 = 82b2 = 83173 = 07

et donc b est constant par connexité de O.
Il nous reste alors & montrer ’existence de a. Pour cela, un simple calcul montre
que

1
\% (u(w) — §b/\ zc) = 0.
Ainsi, par connexité, il existe une constante a telle que (2.22) soit vérifiée. O

Lemme 2.15 (Lien entre le tenseur de déformation et le gradient)
Soit w une fonction de [HL(O))’, alors on a la relation suivante

[V + tquz,o = QHVUH(Q),O +2|V- UHS,O'

Démonstration :
Par linéarité de I'intégrale, on obtient tout d’abord que

|V + tvu||§ozz|yw||§o+2/ 'Vu : Vu.
’ ’ o

1l suffit donc de montrer que [, ‘Vu : Vu = ||V ull? ,. Ce résultat s’obtient en
explicitant le produit contracté et en écrivant une intégration par parties, ce qui

donne
O

O 1<ij<3
On utilise ensuite le fait que 0;(0;u;)u; = 0;(0;u;)u; et on conclut en faisant une
derniére intégration par parties. O

Lemme 2.16
Soit O un ouvert vérifiant les hypothéses (H2.1) et (H 2.2), alors

R(O) N [H, (0)] = {0},

¢’est-a-dire que si u € [Hﬁir(O)}g, alors Vu + 'Vu = 0 implique que u = 0 presque
partout.
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Démonstration :

En effet, si HV’LH— tV'u,”O(9 = 0, alors d’aprés le lemme 2.14, il existe deux
vecteurs complexes a et b tels due u(x) = a+bAx (on dit que u est un déplacement
rigide infinitésimal). Si de plus w est dans [HL ()], il est nul sur le bord de
Dirichlet, ce qui implique que 1'objet dont le déplacement est décrit par w ne peut
pas tourner sur lui méme, i.e. b = 0. Donc le déplacement w est constant égal a a
et nul sur le bord de Dirichlet, d’ott w = 0. O

Proposition 2.17 (Inégalité de Korn)
Soit O un ouvert vérifiant les hypothéses (H 2.1) et (H2.1). Alors il eziste une
constante c(O) > 0 telle que, pour tout u € [Hb, (O)), ou [HL,(O)) est défini en
(2.21), alors on a

Jull, o < C<O)”VU + tquo,o‘

Le théoréme 2.17 est démontré par G. Duvaut et J.L. Lions dans [DL76] (chapitre
3) et par D. Braess dans [Bra0l| comme étant une conséquence du théoréme 2.18

plus général dont on trouvera aussi une démonstration dans [DL76] (chapitre 3) et
du lemme 2.16.

Théoréme 2.18
Soit O un ouvert borné de frontiére réguliere. Il existe un réel c(Q) strictement positif
tel que

Jullo < e(0) (lullo + |V + Tull,)

Ces deux théorémes sont valables pour une fonction a valeur complexe, il n’y a
donc pas a adapter la démonstration.

Opérateurs de Fredholm

Introduisons la théorie des opérateurs de Fredholm au moyen de la définition
2.19 et du théoréeme 2.20 suivants.

Définition 2.19 (Opérateurs de Fredholm)
Pour E et F deux espaces de Banach, un opérateur T € L(E, F) est dit de Fredholm
sl vérifie les deux propriétés suivantes

1. Le noyau ker(T) est de dimension finie dans E.
2. L’image (T) est fermée et de codimension finie dans F.
On définit alors Uindice de T noté ind(T') par

ind(7") = dim(ker(7)) — codim((T)).

Théoréme 2.20 (Alternative de Fredholm)
Si T est un opérateur de Fredholm d’indice ind(T)), et si C' est un opérateur compact,
alors T + C' est un opérateur de Fredholm d’indice ind(T).

En fait, nous n’allons pas utiliser directement ce théoréme, mais 'un de ses
corollaires.

43



Chapitre 2. Etude des problémes issus de la modélisation Section 2.3

Corollaire 2.21
Soit A un opérateur injectif tel qu’il existe deux opérateurs B et C' tels que A = B+C,
avec B bijectif et C' compact. Alors l'opérateur A est lui aussi bijectif.

Démonstration :

Comme B est bijectif, dim(ker B) = codim(3IB) = 0 et de plus B est fermé
dans Hy, par conséquent, B est un opérateur de Fredholm d’indice 0. Comme C' est
compact, le théoréme 2.20 montre que A est un opérateur de Fredholm d’indice 0.
Or par hypothése, A est injectif, on a donc codim(¥A) = 0, ce qui implique que A
est surjectif. D’ou la bijectivité de A. m

Définition 2.22
Soit X un espace de Banach complexe, on dit que f € X' est une forme anti-linéaire
St :

- flx+y) = f(x) + f(y), pour tout (z,y) € X?,

— f(\x) = Af(z), pour tout (\,x) € C x X.

Comme pour le dual, la norme de 'anti-dual X’ de espace de Banach X s’écrit :

‘X’(fv $> |
£l = sup ==,
sex  |7]x
#£0

De plus comme C est complet, et que X est un espace borné, 'espace (X, ||-|| /) est
un Banach.

Théoréme de De Rham

Dans cette sous-section, nous introduisons les lemmes et notations nécessaires
a la démonstration du théoréme de De Rham qui permet de résoudre le probléme
couplé (FV (F-S).) de la page 34 & partir de la résolution faite dans Hy.

Remarque 2.23

— Soit E un espace de Banach et A une partie de E. Alors lorthogonal A+ de A
est un sous-espace vectoriel fermé de E'. Lorsque E est réflexif, A* s’identifie
a un sous-espace vectoriel de E. C’est alors le plus petit sous-espace fermé de
E contenant A, c’est-a-dire que A~ = A. On a donc

A est fermé — ATt = A.
- 8i AC B, alors B+ C A*.

Lemme 2.24 (Peetre)
Soient Ey, Fo, E3 trois espaces de Banach. Soient A une application linéaire continue
de Fy dans Ey et B une application linéaire de E, dans Es compacte. On suppose
que 'application

N :u€ By [|Au| g, + || Bul g, (2.25)

définit une norme sur Ey équivalente a la norme initiale. Alors ker A est de dimen-
ston finie dans Ey et 'tmage de A est fermée dans Fs.
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Démonstration :

On pourra se référer par exemple a F. Boyer et P. Fabrie dans [BF06] (Lemme
I11.1.15). O

Lemme 2.25
Soient E et F' deux espaces de Banach et S une application linéaire compacte de E
dans F. Alors Uapplication adjointe 'S de F' dans E' est compacte.

Démonstration :

On pourra se référer par exemple a F. Boyer et P. Fabrie dans [BF06] (Lemme
11.2.6). O

2.3.2 Résolution dans Hy

Dans cette section, nous démontrons 'existence et 'unicité de la solution de
la formulation variationnelle (2.20) dans l'espace H; défini en (2.19). Pour cela,
nous écrivons l'opérateur A associé a la forme linéaire a définie dans (2.20), sous la
forme A = B+ C, avec B bijectif et C' compact. Puis nous appliquons un corollaire
du théoréme de Fredholm selon lequel si A est injectif, alors A est bijectif. Nous
commencons la démonstration en établissant le corollaire du théoréme de Fredholm.
Puis nous montrons que B est coercif, en utilisant 'inégalité de Korn sur le domaine
Q, et donc bijectif grace au théoréme de Lax-Milgram. La compacité de C' vient du
théoréme de Rellich. Enfin, pour démontrer I'injectivité de A, on écrit la formulation
variationnelle (2.19) en u.. On applique successivement l'inégalité de Korn sur les
domaines (2; et ()5 et on utilise le fait que ¢ tend vers 0.

Nous commencons par écrire le probléme sous la forme a(u.,v) = F(v).

Proposition 2.26
Le probleme (FV (F-S).) donné a la page 34, pour des fonctions tests dans Hy, peut
s’écrire sous la forme

Trouver u. € Hy tel que :
a(ue,v) = b(u.,v) + c(u.,v) = F(v), Vve Hy,

ou Hy est défini en (2.19) a la page 40, ot b et ¢ sont des formes sesquilinéaires
continues sur Hy x Hy définies par

b(u.,v) = g/ (Vu8 + tVug) : (Vv+ th) + A V-u.V-v

s QS

— dwne? / (Vu. + ‘Vu.) : Vo, (2.26)
Qy

c(u.,v) = —prS/ U, -6—w2,0f/ u, - v,
s Qf

et ou I est la forme anti-linéaire continue Hy — C définie par

Fo)=— [ £5- [ £: (o Vo),

ot f' et f2 sont définies en (2.2) et en (2.3) a la page 34.
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On peut ensuite définir les opérateurs A, B et C par

Hy — (Hy)

A w A(U):{ va : S—l(Au,v)Hé:a(u,v) ’ (221
Hy — (Hy)

By w B(U)i{ }’lI)f : S—1<BU7U>H3:b<uv'v> ’ -
Hy — (Hy)

Lo cw YD () = ) -

Etudions la dépendance en ¢ de la constante de Korn dans le cas du domaine
solide (pour le domaine fluide nous avons le méme type de résultat). Pour cela, nous
différencions les cas ou {2 puis S§ vérifient ou non ’hypothése (H 2.2).

Corollaire 2.27 (Inégalité de Korn sur le domaine ()
Si Qg vérifie Uhypothése (H 2.2), il existe une constante M qui ne dépend pas de e
telle que

Yu € [Hp, (Q)]%, ullgq, < M|[Vu+ Vaul|, .

Ce corollaire est par exemple démontré par A. O. Oleinik et al dans [OCY92].

Corollaire 2.28 (Inégalité de Korn sur le domaine €2, avec conditions de Dirichlet
sur le fluide)

Siu est nulle sur Qy (et donc si Si, vérifie Uhypothese (H 2.2) pour tout k € Z?)
et si Qg vérifie Uhypothese (H 2.4), il existe une constante N qui ne dépend pas de
e telle que

Vu e [Hp ()P, lullgg, <eN[[Vu+ "Vl .

Démonstration :
On commence par découper le domaine ), suivant les domaines S;, donnés en
(2.1) a la page 33, puis on utilise le changement de variable

yz% et u(%) = u.(x)

pour obtenir
fulie, = 3 | fut@iiae == [ juw)a.
kez® kez®

On utilise ensuite l'inégalité de Korn sur chacun des domaines Sy et on fait le
changement de variable inverse pour obtenir

lullfo, <% C(Sk) | |G(u)Pdy <y C(Sk) | |G(u.)de.
S €

kez3 k kez? Sk
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Comme Qg vérifie I'hypothése (H 2.4), chaque domaine S§, est totalement inclus
dans Q (dés que € est assez petit) et les constantes C'(Sk) sont toutes égales entre
elles. On obtient donc le résultat annoncé avec N = C(S). O

Pour utiliser I'alternative de Fredholm, il suffit de montrer que B est bijectif, C'
compact et A injectif.

Lemme 2.29
L’opérateur B défini en (2.28) est coercif sur Hy au sens ou il existe un réel stric-
tement positif c(e) tel que

Vue Hy, |y (Bu,u)p] = b, w)| > c(e)|ullf o

Démonstration :
En utilisant I'égalité (1.26) et la définition de b donnée en (2.26), on note que

1 P o wne? —_
bu,u) = 5[ Vu+ Vully o + AV -ulgo, —i=—[[Vu+ Vul, .

On peut alors minorer |b(u, u)| en ne faisant intervenir que la norme du tenseur Vu+
"V sur Q tout entier. En notant c¢(g) = min (11/2,wne?/2), on obtient I'inégalité

b(w, w)| > c(e)|| (Vu+ ‘Vu) |7,

Comme € est un ouvert borné, connexe, et régulier de R3, et que de plus la mesure
superficielle de T'*** est non nulle (i.e. la mesure superficielle du bord de § soumis
aux conditions de Dirichlet est non nulle), on peut appliquer la proposition 2.17.
On obtient ainsi la coercivité de B. O]

Remarque 2.30
On voit dans la démonstration lutilité de considérer le module de b(u,w) plutét que
sa partie réelle. En effet, la partie réelle de b(w,w) fait intervenir uniquement le
domaine solide, ce qui rend alors ['inégalité de Korn impossible a exploiter sur le
domaine ) entier.

Proposition 2.31
L’opérateur B défini en (2.28) est bijectif.

Démonstration :
Montrer que B est bijectif revient & montrer que pour toute forme linéaire conti-
nue L donnée, il existe une unique fonction u € Hy telle que

u-1(Bu,v) 1 = L(v), pour tous v € Hy.

Il faut donc appliquer le théoréme 2.3 pour la forme b définie en (2.26). L’espace Hy
est hilbertien pour la méme norme que celle de [H'(Q)]*. De plus, b est sesquilinéaire
par linéarité de 'intégrale et est continue par Cauchy-Schwarz. Nous avons enfin vu
que B et donc b sont coercifs dans le lemme 2.29. Le théoréme 2.3 de Lax-Milgram
s’applique donc, et B est bijectif. O

Proposition 2.32
Lopérateur C' défini en (2.29) est compact.

47



Chapitre 2. Etude des problémes issus de la modélisation Section 2.3

Démonstration :
Tout d’abord, on note que les espaces (Hy, ||-||, o) et (H}, ||||H}) sont des espaces

de Banach. La théorie des opérateurs compacts s’applique donc, et il suffit de montrer
que I'image C(U) de la boule unité U de H; par C' est précompacte. Cela revient a
montrer que toute suite de I'adhérence de C'(U) admet une sous-suite convergente.

Soit donc (Cuy)neny une suite de C(U). Alors (u,),eny est une suite bornée
(puisque dans U) de H}(Q2). Par le théoréme de Rellich, il existe une sous-suite
de (wn)pen (encore notée (uy,)nen) convergente dans [L2(€2)]°. Notons w la limite de
(un)neN'

Il reste donc & montrer que la suite (C'u,)nen converge (& sous-suite prés) vers
Cwu. Or par Cauchy-Schwarz, on obtient

IC(un = )l 0 < w*max(py, po) |un — ullq-

Donc pour n assez grand, la norme ||C(u, —u)| , tend vers 0, ce qui montre la
convergence voulue. O

Proposition 2.33
Lopérateur A défini en (2.27) est injectif.

Démonstration :
Soit u € ker A, alors en utilisant les définitions de B et C' données en (2.28) et
(2.29) et P'égalité (1.26), on obtient

u 2 2
0= [H—l(Q)]3<A'U;,'U;>[H1 Q)3 = EHVU’ + tquo,Qs + )\HV . U’HO,QS

Dir

iwn&?2
2

2 2 2
HVU + tVUHO,ﬂf _WQpS”uHO,QS - WQPfHUHo,Qf- (2-30)

En considérant la partie imaginaire, on obtient ||Vu+ tVuHéf = 0. Le lemme

2.16 page 42 montre alors que le déplacement u est nul sur le domaine fluide ;.
L’équation (2.30) s’écrit donc

i 2
LVt ulll g+ MV - ulg, —pluldg, =0 (2.31)

En minorant la divergence par 0 et en utilisant I'inégalité de Korn pour un domaine
perforé avec condition au bord de Dirichlet (vue au corollaire 2.28) dans (2.31), on
obtient

uN
(2_52 - w2ps> lullgq, <0, (2.32)

ot IV est une constante indépendante de €. Or on a
lim ~— — w?p, = +o0.

Par conséquent, pour € assez petit (¢ < e(w)), la quantité uN/2e? —w?p, est stricte-
ment positive. On déduit donc de (2.32) que w est nulle aussi sur le domaine solide.
Ce qui montre que A est injectif. n
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Théoréme 2.34 (Existence et unicité dans Hy)
Il existe une unique solution u. dans Hy du probléme fluide-structure ((F-S).), dés
que € < e(w), pour w fize.

Démonstration :

C’est une application du corollaire 2.21, de la bijectivité de B donnée par la pro-
position 2.31, de la compacité de C' donnée par la proposition 2.32 et de I'injectivité
de A donnée par la proposition 2.33. O]

2.3.3 Résolution dans [H}, (Q)]?

Dans la section précédente, nous avons montré ’existence et I'unicité de w € H;
telle que (FV (F-S).) soit vraie pour tout v € Hy (dés que € est assez petit). Pour
montrer qu’il existe une pression p. solution de ((F-S).), nous avons besoin d'un
argument type théoréme de De Rham. Le théoréme suivant, adapté d’un théoréme
cité par F. Boyer et P. Fabrie dans [BF06|, permet en effet de conclure.

Proposition 2.35
Soit Q un ouvert lipschitzien conneze et borné de R? et H; lespace défini en (2.19)
a la page 40. Alors son orthogonal est [’espace

Hi = {g € [ @), 3p € @),
telle que 19,y = | p(@)T - plaida, Yoo € [ (@) |

Démonstration :
Soit Y le sous-espace de [H~1(Q)]® défini par

Y = {g e [H Q) Ip e L*(Qy),

telle que H71<g,go>H& = —/ p(x)V - go(m)d:z:}. (2.33)

Qf

Comme Y € HfL, le théoréme est démontré si on établi que HfL C Y. D’aprés le
lemme 2.36, Y est un sous espace fermé de [H~1(Q)]3. Or [H~1(2)]? est réflexif car
c’est un espace de Hilbert donc la remarque 2.23 assure que Y+ = Y. Ainsi, il
suffit de montrer que Y+ C H; (toujours d’aprés la remarque 2.23) pour terminer
la démonstration.

Soit donc ¢ € Y*. Alors pour toute fonction g de Y, H71<g7go>Hé = 0. Ou

encore, pour toute fonction p € L*(Qy), fo p(x)V - p(x)dx = 0. Ce qui signifie que
V - ¢ est nulle sur (s, et donc que ¢ est dans Hy. O]

Lemme 2.36
Soit Q un ouvert vérifiant les hypothéses (H 2.3) et (H 2.5), alors 'ensemble Y
défini en (2.33) est fermé dans [H1(Q)]3.
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Démonstration :
On définit les espaces By = L*(Q), By = [H Q)] et E3 = H1(Q). Soient A et
B les applications suivantes

EF, — Es
A: Vu sur €2y et B
—
0 sur €2

L’objectif est de montrer que le lemme 2.24 s’applique, nous allons donc montrer
que les hypothéses de ce lemme sont vérifiées. Tout d’abord, A est linéaire continue.

L’injection canonique ‘B est linéaire compacte. En effet, soit (u,)nen une suite
de {v € H'(Q), [[v]l;o < 1}. Alors par le théoréme de Rellich, la suite (u,)nen

admet une sous-suite convergeant fortement L*(Q) vers u. De plus

I*Bun — *Bul|yq = llun = ullgq —— 0.

Ainsi (*Buy,)nen converge (a sous-suite prés) et ‘B est compacte. Le lemme 2.25
montre alors que B est elle aussi compacte.

Enfin I'application N définie en (2.25) est équivalente a la norme |[|-[|,, grace
au théoréme 2.6 (P’autre inégalité nécessaire pour obtenir 'équivalence des normes
vient de la définition des normes négatives).

L’application du lemme 2.24 montre que Y est fermé. 0

Lemme 2.37 (Unicité de p)
Soit g € Hl, alors il existe une unique fonction p € L2 (Qy) telle que

moy

w890y = = [ p@)V - pla)de, Vo € (b @),
f
ot L7, (Qf) est défini par

1

LI2110(Q): pELZ(Q )7_
o { 71041 Ja,

p(x)dx = O} : (2.34)

Démonstration :
Dans la proposition 2.35, nous avons vu que pour toute fonction g € H]% il existe
une fonction p € L*(Qy) telle que

nrlg. 9l = [ 2@V plade, Vo € (b @)

Soient g € H ]% et p la pression donnée par la définition de H fi Nous définissons alors
p=p-— §Qf p. D’aprés le théoréme de la divergence, toute fonction ¢ de [H. (92)]3
est un élément de L2 (Q). Par conséquent, nous avons la propriété

moy

nlo )y = = | @)V pl@)de. Vo € [y O)F
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Ainsi, il suffit de montrer que p est unique. Soient donc deux fonctions p; et py de
L2 () telles que

moy

nlo)ny = = | (@)Y ple)de, Ve € [H, @)
nl09)ny = = | (@)Y ple)de, Ve € [H, @)

Grace au lemme 3.14, on sait que pour toute fonction f € L2 (Qy),

/Q (Fi(@) - po(@)) f(z)dz = 0.

Une application du lemme 3.15 montre alors que la différence p; — ps est presque
partout constante. Comme p; et ps sont & moyenne nulle, la constante est nulle.
Finalement, on obtient p; = ps. O

Théoréme 2.38
Le probleme (FV (F-S).) défini a la page 34 admet une unique solution (u.,p.) €
[Hpi () X Lioy (€2y).

moy

Démonstration :

Nous avons montré qu’une fois les conditions de bord (c’est-a-dire la fonction f,)
définies, il existe un unique vecteur u. € Hy tel que la formulation variationnelle
(FV (F-S).)

a(ue, p) = F(p),V € Hy,

soit vérifiée sur Hy. La proposition 2.35 et le lemme 2.37 donnent alors I'existence
et I'unicité du couple (u.,p.) € [Hp; ()2 x L2, (Q) solution de ((F-S).). O

moy
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3.1 Introduction

Pour les propriétés générales, nous avons recours a un ouvert O indépendant de
la géométrie décrite ci-dessus, et vérifiant les hypothéses suivantes.

Hypothése (H 3.1)
Louvert O est connexe, borné, de bord lipschitzien dans R3.

On différencie les bords de 'ouvert O suivant la condition qu’on lui attribue par
la notation suivante :

Notation (N 3.1)
On note 0O0p la partie du bord de O sur laquelle portent les conditions de Dirichlet,
et 00y la partie du bord de O sur laquelle portent les conditions de Neumann.

Hypothése (H 3.2)
L’ouvert O contient des conditions de Dirichlet, c’est-a-dire 0Op est de mesure non
nulle.

Nous travaillons sur le domaine périodique €2 qui est constitué d’une partie fluide
2y et d’'une partie solide €1, toutes deux périodiques de période €. La cellule de
périodicité, appelée Y est un cube composé d’une partie fluide F' et d’une partie

solide S. On obtient ainsi les hypothéses suivantes sur la composition du domaine
Q.

Hypothése (H 3.3)
Les domaines Qy, Qg et Q sont des ouverts bornés de R® tels que 9y, 9Q et O
sont lipschitziens.

L’hypothése suivante contraint le domaine €2, mais n’est utile que pour la dé-
monstration d’une égalité de type Korn (corollaire 2.28).

Hypothése (H 3.4)
Le domaine Qg est inclus dans une réunion de petits cubes de taille fixe.

Hypothése (H 3.5)
Les domaines 2y, g et ) sont liés par la relation

Q=Q,uQul™

Hypothése (H 3.6)
Les domaines Qy et g sont définis par e-périodicité de la cellule de référence Y
comme Suit

ou
Sk=S+k, Si=ecSNQ, F,=F+k, Fi=cF,NQ, kcZ (3.1)

Remarque 3.1
L’hypothese (H 3.3) et la définition de Qy et de Qg implique notamment que les
intersections 02 N Oy et 002 N 025 sont non vides.
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Chapitre 3 Section 3.1. Introduction

Définissons I'espace Hp), () par
Hpy () ={ue H(Q), u=0 surI'}'}.

Nous étudions le probléme complet écrit sous forme découplée en température et
en déplacement, dont nous rappelons les formulations variationnelles (FV (V.)) et
(FV (1)) :

Trouver (uc,p.) € [Hp, (Qf)] x L*(Qy) tels que V(v,q) € [Hp, (24)]* x L*(Q2) on
ait

/ I -
—z’wpf/ u. v —e’n Vuelvv+/ pV v
Qf Qf

Qy
:iwpf/ h-6+5277/ Vh: Vo,
$ Q5
/ q- V- U, = O?
\ J/ Qf
et
Trouver (0., p.) € Hp, () x L*(y) tels que V(6,q) € Hp, () x L*(Q2) on ait

—52/@/ veg-ve—m,ofcp/ 959+m/ p-0
Qf Qf Qf

zsz/i/ V@V@+iwpfcp/ ©60. (FV (T.))
Qy Qy

(FV (V2))

Nous étudions simultanément le probléme couplé fluide-structure ((F-S).) sui-
vant :

prtu, +ictonAu, — Vp. = fI sur {2y,
V-u. = 0, sur (2,
pswu. + A+ p)VV - u. + pAu,. = f2 sur €,
u. = 0, sur 'St ((F-9).)
Vu.n = 0, sur TS
cof(u-+h,p)n = oi(u.+h)n, sur '™,
\ U, continu sur [nt
ol
1
U;;f(ue + hape) - ingG(ua + h) - gpaIdy
ol(u.+h) = AV (u.+h)Id+ ;G(u. + h), (3.2)
avec
G(u) = Vu + 'Vu, (3.3)
et ol
fl = —ph —icfwunih, (3.4)
fo = —pw’h— A+ u)VV-h—ulh. (3.5)

Pour cette étude, nous utilisons la formulation variationnelle (FV (F-S).) suivante :
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Trouver (u.,p.) € [Hp, (Q)]* x L*(Qy) tels que V(v, q) € [Hp, ()] x L?(2) on ait

'prs/ ua-ﬁ—g/ (Vu5+tVuE):(Vv+th)—)\/ V-u.V-v

s

+w2pf/ u, T — ik / (Vu. + 'Vu.) : (Vo + 'Vo) +/ p.V-v
Qf Qf

2
/Q'v'u€:07
Qy

avec f! et fg définies par les relations suivantes

/fl-F = —prf/ h-ﬁ—prs/ h -,
Q Qf 3

/Qﬁ:Vv = _g/nga‘ff(h’()):ﬁ_/ﬂsai(h):ﬁ. (3.6)

L’objectif de ce chapitre et de faire converger, en un sens que nous préciserons
dans la suite, les systémes fluides du probléme complet c¢’est-a-dire (V7) et (T%) et
le systéme couplé ((F-S).). Une premiére méthode, proposée par A. Bensoussan et
al dans [BLP78|, E. Sanchez-Palencia dans [SP80] et J. L. Auriault dans [Aur02],
consiste a faire un calcul formel en cherchant des solutions sous la forme des déve-
loppements asymptotiques de type Chapman-Enskog suivants :

uf(m) = U ($7y) +euy (ZB,y) +ee

pe(x) =po(z,y)+ep (z,y)+---, (3.7)

ou la variable @ est la variable macroscopique et la variable y = @ /e est la variable
microscopique. En utilisant les formules (3.7) dans (V), on obtient formellement le
probléme (V4) défini par

Vypo = 0 sur 2 x Y,
Vy-uy = 0 sur 2 x Y,

NAyyo — iWwpohy — Vyp1r = Vagpo — iw2pf +h surQQxY, (Vo)

ot les fonctions wy, Ayyug, Vypo et p; sont l-périodiques en la variable y. En
procédant de méme pour les autres systémes, cette méthode permet de trouver les
problémes microscopiques qui découlent de ces systémes. Les problémes macrosco-
piques sont obtenus en calculant l'intégrale des problémes microscopiques sur la
cellule de référence Y. Nous introduisons alors la notation suivante :

Notation (N 3.2)
On note (-),, lintégrale sur le domaine Y.

Enfin nous utilisons des espaces fonctionnels de fonctions & moyenne nulle que
nous définissons ci-dessous.
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Notation (N 3.3)
Les espaces L2, (Q) et Hy, (O) sont donnés par :

L:,,(0) = {f € L*(Q), telle que / f= 0}
o
et Héloy((’)) = {f € H'(0), telle que / f= O} (3.8)
o

Définition 3.2 (Définition de R(O))
Soit O un ouvert vérifiant Uhypothése (H 3.1). On note R(O) lespace des fonctions
u € [HY(O)]? telles que Vu + 'Vu = 0 presque partout.

Dans ce chapitre, nous exposons une méthode permettant d’obtenir des résul-
tats de convergence des systémes (7%), (V) et ((F-S).) sans faire I'hypothése (3.7)
sur I’écriture des solutions. Ces résultats sont obtenus grace a la théorie de 1’ho-
mogénéisation introduite par L. Tartar (voir par exemple [Tar89] et [Grul), et plus
précisément & la convergence double échelle développée notamment par G. Allaire
[Al192] et par G. Nguetseng et al [LNWO02|. Dans la théorie de la convergence double
échelle, I’hypothése de périodicité est primordiale et permet de simplifier les calculs.

Dans un premier temps, nous présentons le cadre théorique relatif a ce chapitre.
Dans un second temps, nous appliquons les résultats de la convergence double échelle
afin de faire converger les systémes d’équations étudiés. Enfin, nous démontrons des

résultats d’existence et d’unicité pour chacun des systémes obtenus par convergence
double échelle.

3.2 Cadre théorique

Dans cette section, nous commencons par introduire la théorie de la convergence
double échelle. Puis nous donnons des résultats d’analyse qui sont utiles pour prolon-
ger la pression au domaine € tout entier. Nous terminons en établissant des inégalités
qui nous permettent de démontrer un résultat d’unicité pour la limite double échelle
macroscopique de ((F-S).).

Introduction a la convergence double échelle

Tout ce qui suit provient de G. Allaire [Al192] et de D. Lukkassen et al [LNWO02].
Soient 'ouvert O et Y le cube [0; 1]® vérifiant I’hypothése (H 3.1). On définit ensuite
plusieurs notations d’ensembles nécessaires pour la suite.

Notation (N 3.4)
On note C°(Y) Uensemble des fonctions de la variable microscopique C*(Y) qui
sont 1-périodiques, L3(Y) et H}(Y) les complétés de C°(Y) respectivement pour
les normes L* et H'. Enfin, par analogie avec les espace non périodiques, on note
Loy 4(Y) Vespace des fonctions de L(Y) qui sont a moyenne nulle et Hy4(Y) l'es-

moy,
pace des fonctions de Hﬁ1 (V) ayant des conditions de Dirichlet homogeénes sur le bord

de ).
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Chapitre 3. Convergence double échelle Section 3.2

Définition 3.3 (Fonctions test)
Pour ¢ € D(O,ng’(y)), on appelle fonction test pour la convergence double échelle

les fonctions
Qx> P (:c, E)
€

qui sont C*(O) en la premiére variable et C;°(Y) en la deuzieme.

Hypothése (H 3.7)
Dans toute la section, (uc)eso est une suite de fonctions de L*(O).

Définition 3.4 (Convergence double échelle)
On dit que (u.).o converge double échelle vers uy € L*(Ox ) si pour toute fonction

¥ € D(0,C2(D))

lim Oue(a:)w (m,?) de = /O/yuo(a:,y)zﬂ(ac,y)dwdy.

e—0
On note alors u. — uyg.

Définition 3.5 (Norme L?(O, Lﬁ( )
On définit la norme de L*(O, LZ(Y)) pour ¢ € L*(O, L;(Y)) par

0@ )00 2 ( / sup|¢<m,y>|2dw)2

yey
Rappelons ici le théoréme 3.6 suivant

Théoréme 3.6 (Théoréme fondamental de la convergence double échelle)
Si (ue)eso est uniformément bornée dans L*(Q), alors on peut en extraire une sous-
suite (toujours notée (u.)->0) qui converge double échelle vers une fonction ug de

L*(O x ).

Remarque 3.7
Le méme type de preuve démontre le théoreme 3.6 dans le cas oi (u:)e~o est une
suite de [L*(O)]3.

Théoréme 3.8
La limite double échelle est unique.

Nous utilisons ensuite des résultats de régularisation énoncés dans [Bre99].

Définition 3.9
On appelle suite réqularisante toute suite (p,)n>1 de fonctions telle que

1
pn € CZ(R?), Suppp, C B (0, —) : / pn =1, pn > 0 sur R
n R3

Remarque 3.10 (Exemple de suite régularisante)
Par exemple la suite de fonctions

o b
- 3 —{ellzl® -1 i
Pn = p| n’p(nx), avec p(xr)=<e si ] < 1,
R3

0 si|lz] > 1.
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Théoréme 3.11 (Régularisation)
Soit f € LP(R3) avec 1 < p < oo. Alors p, * [ — [ dans LP(R?).

Théoréme 3.12 (Interversion de limites)
Soit X un espace topologique, A une partie de X, a un point de 'adhérence de A.
Soit (E,d) un espace métrique, et enfin soit f, une suite d’applications de A dans
E, et f une application de A de E. Supposons que :

- limaz—)afn(x) = €n;

— fn converge uniformément vers f sur A,

- E est complet.
Alors il existe un certain e limite de e, et lim,_,.f(z) = e.

Corollaire 3.13

Soit o un ouvert inclus dans O vérifiant hypothése (H 3.1) avec la cellule de pé-
riodicité z incluse dans Y. Soit (u.).o est une suite de [L*(O)]* & support dans o
convergeant double échelle vers wg. Alors ug est a support dans O X z.

Démonstration :
Tout d’abord, comme (u. ).~ converge double échelle vers uy dans O, on a

i [ v(@hu(@)- ¢ (2. 2) dz = /O /y wl(@,y) - plz, y)dady,  (3.9)

e—0

pour toute fonction test ¢ € D(O,C;°(Y)). Pour la suite de la démonstration, I'idée
est de choisir une fonction test qui régularise la fonction x,. Commencons par définir
précisément I'expression analytique de x, en fonction de z :

On définit p,, une suite régularisante sur ) puis
" n (T x
)= () S (8).
kez3

avee  po* Xa(y) = /y pu(2)x(y — 2)dz.

D’aprés le théoréme 3.11, on a la convergence forte suivante pour 1 < p < oo :
XY = Xo dans L*(0). (3.10)

La limite (3.9) s’écrit alors

lim ; Xo(T)ue(T) - ¢ (w g) da = lim lim ; Xo(®)ue(z) - ¢ (w g) dz,
en utilisant la limite (3.9), puisque la convergence forte implique la convergence
faible. L’étape suivante consiste a intervertir les deux limites en utilisant le théoréme
3.12 pour les suites de fonctionsf, : RT — C suivantes

fule) = /O @) (0. %) do.

£
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Soit la fonction f définie sur R* par

. T

fle)= lim f,(e) = / Xo(T)uc(x) - (:v, —) d.
n—-+4o0o o £

Alors le théoréme de Cauchy-Schwarz et (3.10) permettent d’affirmer que f,, converge

uniformément vers f sur R*. L’utilisation du théoréme 3.12 est donc possible et on

a

lim [ x.(x)u(x) - (:c g) dez = lim lim f,(¢e).

e—0 o n—+oo0 e—0

Comme les fonctions p,, * XZ( ) sont réguliéres, on utilise la limite double échelle
pour la fonction test @ — ¢(x, x/c)x” () pour obtenir le résultat

lim /, (< Q//wwy (@, y)o" (y)dzdy = e,

Enfin par limite simple, on a

n—-+o0o

i e, = [ [ ey el yiody,
oJY
ce qui permet de montrer que

Xo(T)ue(x) = X (y)uo(z, y). O

Pour faire converger double échelle les problémes que nous étudions, nous devons tout
d’abord estimer les inconnues ainsi que certaines de leurs dérivées indépendamment
de ¢ afin de pouvoir utiliser le théoréme 3.6. Nous en déduisons 'existence de limites
double échelle aux inconnues u., p. et 6., et nous caractérisons ces limites (grace
a létude des dérivées des inconnues). En étudiant les formulations variationnelles
correspondant aux problémes étudiés, contre des fonctions test bien choisies, nous
exhibons les problémes microscopiques et macroscopiques recherchés.

Prolongement de pression

Pour prolonger la pression a {2 entier, on suit la démarche proposée par L. Tartar
dans |Tar|. Pour cela, on commence par rappeler quelques résultats d’analyse.

Lemme 3.14
Soit O un ouwvert vérifiant Uhypothése (H 8.1), localement situé d’un seul coté de
sa frontiere 0O. Alors pour toute fonction o € L2, (0), il existe f € [H{(O)]? telle
que

1. V- f=ypsurQ,

2. Uapplication p — f est linéaire telle que || f|l, » < cllello-

moy

Une démonstration de ce lemme est proposée par R. Temam dans [Tem?77| (cha-
pitre I, remarque 2.4).

Lemme 3.15
Soit g € L*(O) telle que pour toute f de L?
presque partout constante sur O.

O) on ait [, fg = 0. Alors g est

moy (
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Démonstration : R
Posons f = f — ¢, f pour toute fonction f € L*(0). Alors §, f = 0 et par

hypothése, fo gf: 0. Ce qui s’écrit aussi

/ogfz/ogjif-
/Of<g—jlig)=0, Vfe L*0).

Ce qui permet d’écrire que g est presque partout égale a fo g sur O, autrement dit,
g est presque partout constante sur O. O

Le lemme 3.14 est une version de lemme 3.16 dans le cas périodique qui est
démontré par G. Nguetseng dans [Ngu82|.

11 vient alors

Lemme 3.16

Soit O un ouvert vérifiant Uhypothése (H 8.1), localement situé d’un seul coté de
sa”ﬂ’ontiére 90. Alors pour toute fonction o € L7 .(0), il existe f € [Hpy, ,(O)]?
telle que

1. V- f=psurQ,
2. Uapplication o — f est linéaire telle que || f|, » < cll¢llg -

ir7ﬁ

Inégalités

Dans cette section, nous rappelons des inégalités pour les problémes issus de
I’élasticité linéaire adaptées au cas complexe. Afin de ne pas faire de confusion entre
une dérivation par rapport a la variable microscopique ou par rapport a la variable
macroscopique, nous introduisons les notations suivantes pour les tenseurs de défor-
mation solide :

Notation (N 3.5)
Soit w un vecteur de variable macroscopique élément de [H'(O)]?, on note son
tenseur de déformation solide par

G.(w) = Vw + 'Vw.

Soit wy un vecteur de D(O, Hﬁl(S)) dont la variable macroscopique est fixée, alors
on note son tenseur de déformation solide au niveau microscopique par

Gy(w;) = Vw; + 'Vw;.

De méme on différencie les écritures du tenseur de déformations élastiques suivant
la variable considérée.

Notation (N 3.6)
Soit w un vecteur de variable macroscopique élément de [H'(O)]?, on note son
tenseur de déformation élastique par

o (w) = pGrw + \V,, - wld.

xr
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Soit wy un vecteur de D(O, Hﬁl(S)) dont la variable macroscopique est fixée, alors
on note son tenseur de déformation microscopique par

a’Z(wl) = pGyw, + AV, - wiId.

Hypothése (H 3.8)
La cellule de référence Y est constituée de deux types de domaines S et F. On

suppose que S est conneze et touche tous les bords (qui contiennent des conditions
de périodicité) de Y.

Lemme 3.17
Pour tout wy € D(O, H}(S)), l'inégalité suivante est vérifice

[ IR N YR ATy PR

Démonstration :
Il suffit de développer le membre de gauche de l'inégalité (3.11) en utilisant la
définition du tenseur de déformations, on trouve

(Gy(w1)) ’ (Vy - wy) ’
)\‘G (wy) — —L 2+ u|Vywy — L5
/s v S v S
qui est un terme positif (ou Pon a noté |A]* pour A : A). O

On introduit des hypothéses supplémentaires sur w; :

Hypothése (H 3.9)
Le vecteur w, de [L*(O, H{(S)/(R))]> est 1-périodique sur S et est solution du
probléme d’élasticité linéaire suivant

Vy-og(wi) = 0, sur S,
o.(wi)n = Mmn, surdSy.

(3.12)

ol m représente la normale extérieure a S et ou M est une matrice complexe indé-
pendante de la variable microscopique y.

En procédant de méme que pour le lemme 3.17, on obtient le lemme suivant

Lemme 3.18
Pour tout w € [HY(Q)]® el wy vérifiant Uhypotheése 3.9, l'inégalité suivante est
vérifiée
(rywn) (Gy(w))
Yy w1
of(w)— ——="2 1 <G’m('w) — M) > 0. (3.13)
S| S|
Lemme 3.19

Soient w € [HY(Q)]® et wy vérifiant 'hypothése (H 3.9) Alors la quantité

/Sa;<w1) .G, (w1) = M : (Cyw1))s, (3.14)

est réelle.
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Démonstration :
En effet on utilise le fait que w; est solution du probléme d’élasticité (3.12), pour
écrire grace a une intégration par parties

[zt G =2 | (m)-w (3.15)

Le membre de gauche de (3.15) est clairement réel et une intégration par parties du
second membre donne

2 [ Mnw; =M : (G(w)))s. 0
aS

Finalement, on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.20
Soient w € [H'(Q)]* et wy vérifiant Uhypothése (H 8.9) avec M = of(w). Alors

(\S\U;(w) - <0'Z('w1)>s) . G (w) > 0. (3.16)

Démonstration :
On développe (3.11) pour obtenir :

(ogtn)

0< / a3w) (G, fun)]s = AL+ G fwn))s

On utilise ensuite le fait que w, vérifie 'hypothése (H3.9) avec M = o3 (w) et
(3.14), ce qui donne :

o (egw))
0<oi(w): <Gy<'w1)>3 - T e - <Gy<w1)>5-

On conclut en utilisant la propriété (3.13). O

Remarque 3.21 (Cas d’égalité)

Le cas d’égalité dans (3.16) a lieu lorsqu’on a égalité dans (3.11) et dans l'inégalité
donnée par le lemme 3.18. Lorsque de plus, S vérifie Uhypothése (H 3.8), alors
(3.16) est nulle implique que wy € R(S) ot R(S) est défini en (3.2) page 57.

Démonstration :
On cherche quels sont les vecteurs wy qui vérifient 'égalité dans (3.11), ¢’est-a-

dire tels que
(Gy(w1))s
S .

Un calcul (facile mais fastidieux) montre qu’alors

Gy(w;) =

ZA Yy + Ci(x),¥ (x,y) € O x S, (3.17)
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ol n est le nombre de composantes connexes de S, les A; et C; sont respectivement
des matrices et vecteurs complexes constants. Comme de plus S vérifie 'hypothése
(H 3.8), on sait que n = 1. Le fait que w; soit 1-périodique implique que A,e; = 0,
otl les e; forment la base de C®. On obtient donc que A; est nulle et que w1, qui ne
dépend pas de y, est un élément de R(S) défini par la définition 3.2 a la page 57.
De plus, comme on a aussi égalité dans (3.13), on a

(Gy(w1))
Gy(w) = —L 25
ce qui montre que w est un déplacement solide dans €2. Comme 2 vérifie les hypo-
théses (H 3.2) et (H 3.1), le lemme 2.16 montrent que w est nul presque partout.
O

3.3 Convergence double échelle des problémes

Dans cette section, nous vérifions que les hypothéses du théoréme 3.6 sont véri-
fiees afin de pouvoir appliquer ce théoréme. Pour cela, nous devons commencer par
prolonger la pression au domaine ) entier (I’estimation sur 2 est plus facile que
sur 2¢). Nous estimons ensuite les inconnues u. et p. indépendamment de ¢ afin de
montrer que ces fonctions ont une limite double échelle. Nous montrons aussi des
estimations sur (Vu5 + tVug) afin de pouvoir caractériser les limites double échelle.
Dans un troisiéme temps, nous utilisons les résultats obtenus pour faire converger
double échelle les systémes (FV (V,)), (FV (7)) et (FV (F-S).). Suivant les fonc-
tions tests que nous choisissons, nous obtenons deux systémes microscopiques et un
macroscopique.

3.3.1 Prolongement de la pression

Nous souhaitons utiliser les résultats de la convergence double échelle pour faire
converger au sens double échelle la formulation variationnelle (FV (F-S).). Nous
allons donc en particulier chercher a estimer ||p€||0,Qf indépendamment de . La
méthode de L. Tartar exposée dans [Tar| consiste & utiliser le théoréme 2.6 énoncé a
la page 37. L’intérét de ce théoréme est que ’on obtient une estimation de ||p. HO,Qf en
fonction de [|[Vp||_, . La difficulté est que la constante qui relie ces deux quantités
dépend du domaine féf et donc de . Il faut donc obtenir une estimation de Vp. sur
Q) entier, ce qui revient a définir un opérateur de prolongement pour p..

Cet opérateur de prolongement est obtenu tout d’abord en définissant un pro-
longement de Vp. noté F.(p.). On montre ensuite qu’il existe une fonction Q.(p:)
de L?(Q) telle que F.(p.) s’écrit sous la forme F.(p.) = VQ.(p.). On obtient enfin
I'opérateur de prolongement P.(p.) de p. a € en définissant P.(p.) comme étant la
somme de Q.(p.) et d’une constante bien choisie.

Le prolongement de la fonction p. € L2 () a L2, (), ou les espaces L2, (Qy)

moy moy moy

et L2 (Q) sont définis en (3.8) & la page 57, est inspiré d’une méthode de G. Allaire

moy

lue dans [All91a] et dans [AlI89b].
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Définition 3.22
On définit le prolongement de Vp. a ) par la fonction F. de la maniére suivante

i ()l = = [ p@)V - plade, Voo e [ (@)

Lemme 3.23
Pour toute pression p. de L7, (), il existe Qc(p:) élément de L*(Q) tel que

F.(p:) = VQc(p:).

Démonstration :

On vérifie facilement que pour ¢ € Hy, ot Hy est défini en (2.19) & la page
40, on a g-1(F.(pe), 80>H3 = 0. La démonstration est donc une conséquence de la
proposition 2.35. ]

Définition 3.24

On définit lopérateur P. : L2 () — L2,.(Q) par

moy ( moy

P, ( ) Qs(pe) ( DPe — Qe(ps)> = Qa(pe) - Qe(ps) (318)

1
+
1] Ja, 12 Jo,

Proposition 3.25
Llopérateur P : L}, () — L2, (Q) est un opérateur linéaire continu qui prolonge

pe sur Q, c’est-a-dire Pe(p.) = p. sur L2, (Qf).

Démonstration :
Tout d’abord, par linéarité de l'intégrale, il est clair que P. est un opérateur
linéaire de L2 () dans L2 (). De plus P. est continu. En effet, par définition

moy moy

de F., on a pour tout p. de LZ_ (),

moy

HFE(pa))H_LQ < ||pa||0,§2f- (3.19)

Or on a vu au lemme 3.23, que [ F(p.))_y.0 = [9Q.(p.)]|_y g et d'aprés le théo-
réme 2.6, on sait que [|Q:(p:)loq < C(Q)[VQ:(p:)|_, o Dot (3.19) s’écrit

1Q:=(p:)ll0 < CEP:llog,- (3.20)

D’autre part, I'inégalité triangulaire donne

2
Q
1P 20 < 1@+ 2 ([ Qup)) (3.21)
2] \ Jo,

En utilisant le fait que

2
1 2
m(/gff) <IfI2g,. Ve L¥Q),

et en injectant (3.20) dans (3.21), on obtient

1P=(p)llo 0 < COVI+ Q] p:llo g,
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ce qui montre que P. est un opérateur continu.

Pour montrer que la propriété de prolongement est vraie, on cherche a établir
que la quantité p. — Q-(p-) est constante égale & fo (p: — Q:(p:))/|€2¢], ce qui donne
le résultat en utilisant la définition (3.18). Pour cela, on souhaite utiliser le lemme
3.15. Soit donc f € L2, (Qy) et on cherche a évaluer la quantité

moy

E- /Q =) ]

Or le lemme 3.14 assure qu’il existe une fonction ¢ € [Hp, (27)]? telle que f = V- .
L’expression E s’écrit alors

E:/ (pe_Qs<ps)>v'(P-
Qy
Or en utilisant la définition 3.22 et le lemme 3.23, on obtient
nlE0) ey = — [ p@)V - plade, Vi b @)
f
et g1 (Fe(pe), )y = — g Q-(p:)(®)V - p(x)dm, Ve € [Hp ().
f

Par conséquent, l’expression E est nulle et par le lemme 3.15, p. — Q.(p-) est
constante égale a fo(p6 — Q:(p:))/|€y|. Finalement, I'égalité (3.18) montre que

P.(p.) vaut p. pour tout p. € L2 (). O

moy

Remarque 3.26 (Sur la formulation de P.(p.))
D’apres la démonstration précédente,

1

m o, (pe - Qa(ps))

est une constante. On peut méme voir que celte constante est indépendante de ¢ (la
dépendance en ¢ de lintégrale est du méme ordre que celle de |Q2¢|). On obtient donc
que P.(pe) dépend uniquement de Q.(p.), ¢’est-a-dire

P.(p:) = Q:(p:) + C, ot C est indépendante de c. (3.22)

Remarque 3.27 (Simplification du prolongement de la pression)

D’apres les travauz de G. Allaire dans [All91¢], il est possible de montrer que dans
notre cas le prolongement P.(p.) est en fait un prolongement par une constante,
puisque nous supposons que le volume du squelette matériau est indépendant de e.
C’est ce type de prolongement qui est utilisé par A. Mikeli¢ par exemple dans [Mik94].

3.3.2 Estimations a prior:

L’objectif de cette section est d’obtenir des estimations a priori sur les inconnues
du systéme ((F-S).) afin de pouvoir appliquer le théoréme 3.6.
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La principale difficulté est d’obtenir I'estimation de ||u.||,, toujours a cause du
fait que la forme sesquilinéaire associée a la formulation variationnelle (FV (F-S).)
est non coercive. L’astuce initialement proposée dans |[BF04| consiste a raisonner par
I'absurde en supposant fausses les estimations des normes de u., G(u.) sur le solide
et eG(u,) sur le fluide en fonction de h. On suppose donc que la somme des normes
recherchées vaut 1 alors que le donnée du second membre h tend vers 0. Cela nous
permet en particulier de faire converger double échelle les inconnues ainsi estimées,
en utilisant les résultats de la convergence double échelle développés par la suite.
Comme on sait que les systémes microscopiques et macroscopique sont bien posés,
et que le second membre h tend vers 0, on obtient que les limites double échelle
sont nulles. Il reste maintenant & établir que les limites des normes estimées tendent
chacune vers 0 afin d’obtenir la contradiction.

Enfin pour estimer ||P.(p.)||,, nous suivons la méthode de L. Tartar exposée
dans |Tar]. 7

Nous commencons par utiliser le prolongement suivant qui est un cas particulier
de celui proposé par Yosifian dans [Yos02].

Proposition 3.28
11 existe un prolongement P° : H*(Q,) — HY(Q) tel que :

V(P (o, u))lloo = ClIVIxau) o, et [P*(xa.uelloo < Clixa,uelloq,:
avec C' indépendante de €.
La proposition suivante est le fruit de discussions avec B. Merlet [Mer09].

Proposition 3.29
Il existe g > 0, il existe C' > 0 des constantes telles que pour tous € < €y et pour
toutes h € H'(Q) la solution u. de (FV (F-S).) dans Hy vérifie la propriété

2 2 2 2
||u5”0,9 + ”V(ue)”o,Qs + 52||G<u6)||0,9f <C ||h||1,Qv (3.23)
avec C indépendante de €.

Démonstration :

Supposons par 'absurde que (3.23) soit fausse. Alors la négation de (3.23) pour
C' = n consiste a écrire que pour tous n € N, il existe une suite (&, ),en de paramétres
tous inférieurs a 1/n, des fonctions h™ € H'(2) et u” solution de ((F-S).) tels que

2 2 2 ny2
e, llo.0 + IV (ue) o0, + llGue, o g, > nlh i q. (3.24)
oll, quitte a renormaliser, on peut supposer que
2 2 2
e, oo + 1V (we) o0, +€nllGlue,)lloq, = 1. (3.25)

On souhaite obtenir une contradiction avec (3.24). Soit v > 0.
Premiére étape : pour contredire (3.24), il suffit de montrer que

lim [|u., || o = 0. (3.26)

n—o0
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En effet, la formulation variationnelle (FV (F-S).) en u., et on obtient la relation

2
- g”vué‘n + tVU&nH(Q),QS — AV uEnH(Z),Qs - iwn;:p Hvué‘n + tvu%H(z),Qf
+w2psHu€nHaQS +w2pif|\u5n|]§@f = /Qfl T +/Qf§n : (Vu., + 'Vu.,),

(3.27)

ott f' et fgn sont définies en (3.6) & la page 56. En observant successivement les
parties imaginaire et réelle de la formulation variationnelle (3.27) et en utilisant la
propriété (3.25), on obtient deux estimations de la forme

e’ Gue,)

1G ()G, < B (IR o+ e, ) (3.29)

|(2),Qf < O‘/thHLQa (3.28)

ol les constantes « et [ dépendent uniquement des données physiques : coefficients
de Lamé X\ et pu, fréquence w, viscosité 7 et densités pr et ps. Si (3.26) est établie, les
relations (3.28) puis (3.29) montrent une contradiction avec (3.25) (pour montrer
que ||[Vu.|l, tend vers 0, on utilise I'inégalité de Korn donnée dans le corollaire
2.27 dans le domaine solide).
Deuziéme étape : utilisation de la convergence double échelle.

Par (3.25), les estimations a priori sont vraies pour les suites (uc, )nen, (EG(Ue,))nen
et (xa.G(ue,))nen. Par la proposition 3.32; on sait aussi que Iestimation a priori
de la suite (pe, )nen. Ces suites admettent donc des limites double échelle que 1'on
peut caractériser exactement comme cela est fait dans la proposition 3.36 et on
obtient

u., ~ u(x@) + v(z,y), sur 0 x Y,
enG(ue,) — Gy(”(wvy))a sur 2 x F|
G(u.,) —» Gm(u(w)) + Gy(ul(w,y)), sur 0 x S,
-, = p(@) + Xxs(y)a(z, y), sur 2 x Y.

Grace aux proposition 3.42, proposition 3.44, et proposition Macro, nous savons
de plus que les limites double échelle sont solutions des problémes microscopiques
(MicroF) et (MicroS) donnés a la page 78, et du probléme macroscopique (Macro)
donné page 80. Or le théoréme 3.70 assure que la probléme macroscopique admet
une unique solution (on se place dans le cas ou les hypothéses sur le domaine sont
suffisantes) et on a alors une estimation de la forme

||'“'”1,Q + ”leQ < CthHLQ — 0. (3.30)

Troisiéme étape : estimation de la norme du déplacement sur le solide.
On utilise le prolongement proposé dans la proposition 3.28 et on le note P?®. L’es-
timation (3.25) montre alors que ||P°(xq,ue, )|, o est borné pour tout n, la suite
(P*(xa.Ue,))pen converge donc fortement dans L?(£2), notons ug sa limite. Comme
d’autre part,
XQSPS(XQSUEn) - Xs(y)U((D),
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on sait que xq,P*(xq.u.,) converge faiblement L?(Q) vers |S|u(x). Par unicité de
la limite, on obtient donc que ug = |S|u(x) = 0, et donc

ii{)r(l) Huenuo,ﬂs = HXQSPS<XquEn)H0,§zS =0. (3.31)

Quatrieme étape : estimation de la norme du déplacement sur le fluide.
On considére la fonction v? = u., — P*(u.,). La fonction v? est alors nulle sur
I'interface I'" entre les domaines fluide et solide. Nous utilisons donc P'inégalité de
Korn démontrée dans le corollaire 2.28 et on obtient 'existence d’une constante N
indépendante de ¢ telle que

Or par (3.28), (3.25), et par propriété du prolongement, lim, g ||v§nHOQf = 0. Fi-
nalement, Cauchy-Schwarz donne
||u5n O,Qf — 07 (333)

ou C' est la constante induite par le prolongement.
Cinquieme étape : conclusion.
Les inégalités (3.31) et (3.33) montrent que pour tout v > 0, il existe un rang ns a
partir duquel
[ue,lloo =0,

ce qui permet de montrer (avec la premiere étape) que (3.25) est absurde. ]

Corollaire 3.30 (Estimation de ||V - u.|| )
La suite (V - u.)_, est uniformément bornée dans L*(§y).

Démonstration :
On remarque tout d’abord que Tr (VuE + tVuE) = 2V - u. puis on utilise le
résultat de la proposition 3.29. O

Remarque 3.31 (Estimation de ¢||Vu. + tVuEHOQ)
Quitte a majorer € par 1 sur le domaine solide, on déduit de la proposition 3.29 que

€||Vu5 + tV'u,EHOQ est uniformément bornée en c.

Proposition 3.32 (Estimation a priori de P.(p.))
La famille (P-(p.))eso est uniformément bornée dans L*(S).

Démonstration :

Cette démonstration est adaptée de la démarche proposée par L. Tartar dans
[Tar]|.

On a vu en (3.22) que P-(p:) = Q-(p:)+C, ou C est une constante indépendante
de e. Il suffit donc d’estimer [|Q.(p-)|, indépendamment de ¢ pour montrer que
P.(p.) est uniformément bornée dans L*(12).

En reprenant les notations de la section 3.3.1, on a vu que

a1 (Fe(pe)s )y = 11 (VQe(pe), )y = —/Q PV - p.
f
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On utilise alors la formulation variationnelle (FV (F-S).) et les estimations a priori
de la proposition 3.29 et de la remarque 3.31 pour montrer qu’il existe une constante
(s indépendante de ¢ telle que

’H—l <er<p€)7 90>Hé| < CQH(PHLQ

Par définition des normes négatives, on obtient pour toute fonction test ¢ non nulle,

IVQe(p)ll -1 allell o < [a-1(VQ:(p:), @) s |,

et donc que ||VQ:(p:)||_; g < Cs. De plus, le théoréme 2.6 montre qu’il existe une
constante C3 indépendante de € (mais dépendante de Q) telle que

1Q=(p:)llo.o < CslIVQ:(pe)ll -1

Par conséquent, ||Q:(p:)]|,  est estimée indépendamment de ¢, et donc || P-(p:)l|, ¢
I'est aussi. [

3.3.3 Limites double échelle des inconnues

On souhaite appliquer le théoréme 3.6, c’est-a-dire expliciter les limites double
échelle des inconnues (maintenant que nous les avons estimées indépendamment de
¢). En manipulant les définitions comme G. Allaire et A. Mikeli¢ et al respectivement
dans [All92| et dans [CFGMO1|, on obtient des caractérisations des limites double
échelle des inconnues.

En particulier, nous obtenons l'existence de fonctions uy € [L*(Q, H;(Y))]?,
u € [Hp, (Q)] et v € [L*(2, Hp, 4(F))]?, telles que

u.(x) - uo(x,y) = u(x) +v(e,y), sur QxY. (3.34)

Nous pouvons aussi caractériser la limite double échelle du tenseur des contraintes
du déplacement sous la forme suivante

e (Vu. + 'Vu.) - no (x,y) = Gy(v(z,y)) sur Q x F,  (3.35)
e (Vu. + 'Vu.) - no (z,y) =0 sur 2 xS, (3.36)
(Vu: + 'Vu.) - po = Gu(u(x)) + Gy(ui(z,y)) sur 2 x S, (3.37)

ot uy € [L*(S2, H{(S)))’ est 1-périodique dans la deuxiéme variable et ott G' est 'opé-
rateur défini en (1.15) page 20. La démonstration consiste a exhiber wug, no(x,y)
et po grace a lapplication du théoréme 3.6. La caractérisation (3.36) découle de
I'unicité de la limite double échelle et du fait que e (Vus + tVus) et (VuE + tVug)
sont estimés sur ;. La propriété (3.34) est alors un corollaire de (3.36). La carac-
térisation (3.35) résulte de I'étude de la limite double échelle de e (Vu. + 'Vu.)
calculée directement puis aprés une intégration par parties. Enfin la caractérisation
(3.37) s’obtient en montrant que po — (un + tiu) est un élément de Hj, ou H,
est défini par

H, = {@ e [HY(Q, HA(S)]",V, - ® = 0} . (3.38)
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Nous pouvons aussi caractériser la limite double échelle de la pression de la maniére
suivante

Pe(p:) = po(x,y) = p() + pr(x,y) sur @ xY,
ou p € H'(Q) et o p1 € [L*(Q, H}(S))]® est périodique en y. Cette propricté
s’obtient en étudiant la deuxiéme équation de (FV (F-S).) multipliée par e, pour
des fonctions test a support dans le fluide.

Proposition 3.33

Il existe une sous-suite de (u.)e~o et de (z—: (V'u,E + tV'u,E))DO et une fonction ug de
[L*(2, HY(Y))]? telle que la suite (u.).so converge double échelle vers wo, la suite
(5 (Vu‘E + tVua))DO converge double échelle vers (Vyuo + tVyuo) sur QXY avec
(Vyuo + ‘Vyug) =0 sur Q x S.

Démonstration :

Par les estimations a priori données par les proposition 3.29 et remarque 3.31,
(ue)eso et (e (Vu8 + tVua))Do sont bornées dans L?(Q). En appliquant le résultat
fondamental de la théorie de la convergence double échelle vu au théoréeme 3.6 a
la page 58, on sait qu’il existe deux fonctions ug dans [L*(Q, L;(Y))]® et mo dans
[LQ(Q,L,?(Y))]9 telles que les suites (u.).-o et (e (VuE + tVug))Do convergent (3
une sous-suite prés) double échelle respectivement vers ug dans [L*(Q2, L (V)] et
vers 1o € [L*(Q, L;(Y))]°. Donc pour toutes fonctions test ® dans [D(€2,C°(Y))]?
et ¢ € [D(Q,C°(Y))]?, on a

lim [ u.(x)- ¢ (:c, g) de = /Q/Yuo(a:, y) - p(x,y)dedy,

e—0 Q

lim | eG(u.)(x) : @ <:n, g) de = /Q/Yno (z,y) : ®(x,y)dzedy. (3.39)

e—0 Q

On explicite ensuite le produit tensoriel afin de pouvoir intégrer par parties. Il
reste & écrire les intégrales obtenues sous forme d’un produit scalaire dont on connait
la limite double échelle. On obtient ainsi

/Qs (Vu. + 'Vu.) (z) : @ (w, %) dx

— —Z:/eue(m)-vgc (@ + ‘D) (m,?) dex

i=1 /%
3

- Z / u(x) Vy - (P + 'P) (az, %) de.

j=17¢

En passant a la limite double échelle on trouve

/Q/Yno (x,y) : ®(x,y)dedy
—=3 [ wlww) V- @+ ') @y dady.

j=
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Une nouvelle intégration par parties sur cette égalité nous donne

//no (z,9): ®(x,y) dedy = —// (Vyuo + 'Vyug) : ®(z,y) dedy,
QJy QJy
et ce, pour toute fonction ®. Donc par unicité de la limite,

no = (Vyuo + 'Vyug),  surQxY. (3.40)

Il reste & montrer que la limite double échelle de e (Vu6 + tVua) est nulle sur le
domaine solide. Pour cela on commence par traduire le fait que (Vue + tVu5)€>0 est
uniformément bornée en e dans L?(Q),) d’aprés la proposition 3.29. Par le résultat
fondamental de la théorie de la convergence double échelle vu au théoréme 3.6 a
la page 58, on sait qu'il existe une fonction po € [L*(€2, LF(S))] telle que la suite
(Vu. + tV’u,g)DO converge double échelle (éventuellement & une sous-suite prés)

vers po € [L*(2, L7 (S))]°. Donc pour toutes ® € [C°(€2, C°(5))]°, on a

lim [ (Vu.+ ‘Vu.) (z) : @ (a:, g) dx = /Q/Sﬂo(w,y) : ®(x,y)dedy  (3.41)

e—0 Q.

On déduit en particulier de (3.41) que pour toutes @ € [C3°(€2, C°(5))]°, on a

lim [ & (Vu.+ 'Vu.) (z): @ (:13, E) de = 0. (3.42)
e—0 Q. g
Donc par unicité de la limite double échelle et en considérant (3.39), (3.42) et (3.40),

on obtient que
(Vyuo + tvyuo) =0 sur {2 x S. O

Remarque 3.34
1l faut faire bien attention au fait que nous obtenons une caractérisation du tenseur
(Vyuo + tVyuo) et non de pg .

Proposition 3.35 (Limite double échelle de (V - u.).>0)
La famille de fonctions (V- u.).~o converge double échelle 4 une sous-suite prés vers

Tr(po)/2.

Démonstration :
Nous avons vu au corollaire 3.30 que [V - u.[[, est borné indépendamment
de . Il existe donc une fonction {y € L*(Q, LZ(S)) telle que (V - u.).5o converge

double échelle vers (y. Nous obtenons ainsi 1’égalité suivante pour toute fonction
p € C5o(82,C5°(9))

lim [ V-ul(x)e (a:, E) de = / / oz, y) o(z,y)dxdy. (3.43)
e—0 Q. g QJs
D’autre part, la proposition 3.29 nous assure que H(Vua + tVua)HOQ‘ est borné

indépendamment de e. En particulier, ||0,,u?|| est borné indépendamment de € pour
tous 1 < 4,7 < 3, ot u! est la j-eme coordonnée du vecteur u.. Par conséquent, il
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existe 9 fonctions (; ;, 1 < 14,7 < 3 telles que (‘Lug converge double échelle vers ¢ ;
pour tous 1 < i,j < 3. Nous obtenons ainsi pour toute fonction ¢ € Cg°(€2, C{°(S5))
et pour tous 1 < 14,7 < 3,

lim [ O,,ul(x) ¢ (cr;, E) de = / / Gz, y) p(x, y)dedy. (3.44)
e—0 Q. g QJs

De plus, en choisissant ® = pE;; (ou ¢ est une fonction réguliére et E;; sont les

matrices de base de Mj3(C)) dans I'égalité (3.39), par unicité de la limite double

échelle et par linéarité de l'intégrale, (3.44) montre que I'on a

Q‘,j + Cj,z’ = Mo;,; Sur QxS V1<ijy<3, (3'45)

ol po, ; est défini par o = (po, ;)1<i,j<3. De méme, (3.43) et (3.44) montrent que par
unicité de la limite double échelle et par linéarité de l'intégrale, on a la convergence
double échelle de V - u. vers 2?21 Gii- L’équation (3.45) permet alors d’écrire que
V - u. converge double échelle vers Tr(pg)/2. O

La proposition suivante, due & G. Allaire dans [All192], permet de caractériser les
limites double échelle suivant leur partie microscopique et macroscopique.

Proposition 3.36 (Caractérisation des limites double échelle)
1l existe trois fonctions w dans [Hpy, ()]°, v dans [L*(Q, Hp,, ,(F))]® et uy élément
de [L*(Q, H}(S)/R)]? telles que

u. - u(x) +v(x,y), sur 2 x Y, (3.46)
eG(u.) » Gy(v(z,y)), sur Q x F, (3.47)
G(u.) » Gy (u(x)) + Gy(ui(z,y)), sur QxS (3.48)

Démonstration :

D’aprés la proposition 3.29 et le lemme 2.15, on sait que |[|[Vu. ||y, et [[eVu.l|;q
sont bornés uniformément en €. De méme que dans la démonstration de la proposi-
tion 3.33, 'unicité de la limite double échelle montre que Vyuo(x,y) = 0 sur Q x S.
Cela implique que ug(x, y) est égale a une fonction macroscopique u(x) sur Q x S.
De plus par unicité de la limite double échelle, on peut remarquer que u = (ug)
En notant v = uo — u, on obtient alors que v dans [L*(Q, Hpy;, 4(F))]? est telle que

wo(x,y) = u(z) +v(ze,y), V(r,y) e xY. (3.49)

Pour obtenir la propriété (3.47), il suffit de reprendre la démonstration du théo-
réme 3.33 avec la définition de uy donnée en (3.49).

Pour terminer la démonstration de (3.46), il faut encore montrer que v est nulle
sur 05. Pour cela, on calcule de deux facons différentes la limite double échelle de
e (Vu. + "Vu.). Nous avons déja (3.47), Pautre maniére de calculer consiste & inté-

grer par partie [, e (VuE - tVuE) (x): ® (a:, E) dz, pour toute ® € D(Q,C*(Y)),
€
et & écrire sa limite double échelle, on trouve

/Q/F(Vy'v(may)‘f‘tvy’v(m,y));cI)(m’y)

:_/Q/Yu(a;).vy-cb(a;,y)—/Q/Fv(a;,y)-vy-@(w,y)-
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En intégrant par parties le second membre, et en utilisant le fait que u® et v® sont
périodiques en y sur Y, on obtient v = 0 sur 05.

La propriété (3.48) s’obtient en calculant la limite de fQ (VUE + tVUE) : ® pour
toute fonction test ® de H; ou 'espace Hy est défini (3.38) a la page 70. En effet,
on sait d’une part que

. ¢ ) f
lim [ (Vu.+ 'Vu.) (@) @ (2,7 da

e—0 Q.
://uo(w,y):é(m,y)dmdy, V& € H,.
aJs

D’autre part, en faisant une intégration par parties, on obtient que

/Qs (Vu. + 'Vu.) (z) : ® (:v, ?) do —
_ /QS ’U,E(aj) -V, - ((13 <CU, §> + P <w, §)> de, V& € H..

En passant a la limite quand € — 0 dans cette derniére équation, on obtient que

/Q/Suo(w,y) : ®(x, y)dedy = /Q/Su(m’y) V- (®+ '®)(z,y)dzdy,

puisque la fonction ug est égale a la fonction macroscopique u sur le domaine solide.
Une derniére intégration par parties montre alors que la fonction donnée par la
différence pg — (un + tvxu) est dans l'espace HL, out H, est défini en (3.38) et
ot on calcule H> de la méme maniére que HfL dans la proposition 2.35. Il existe
donc une fonction w; € [L*(Q, H{(S)/R)]* telle que

I'I'O(way) = (vmu + tvmu) (.’B) + (vyul + tvyul) (wuy)u V(a:,y) SRR 57
ce qui montre la propriété (3.48). [

Remarque 3.37
D’apres le lemme 3.35 et la proposition 3.36, on oblient que

Viou, - Ve -u+Vy-up.

Remarque 3.38 (Ordre de la limite double échelle du déplacement)

Les notations ug et wy ressemblent a celles utilisées dans le développement asymp-
totique de Chapmam-Enskog présenté en introduction de ce chapitre de maniére in-
tentionnelle. En effet, nous avons vu dans la section 1.3 du chapitre 1.1, que le
déplacement fluide s’observe au niveau microscopique alors que le déplacement so-
lide s’observe au niveau macroscopique. C’est ce que nous retrouvons par le calcul si
l’on admet que le développement asymptotlique

u(x) = ug (¢, y) + cuy (z,y) + -

est vrai (ce que nous n'avons pas démontré).
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Proposition 3.39 (Limite double échelle de la pression)
1l existe deux fonctions p € L*(Q) et ¢ € L*(Q,L;(5)) telles que la famille de
fonctions (P-(p:))eso converge double échelle (& sous-suite prés) vers pg = p + q.

Démonstration :

On écrit la premiére équation de (FV (F-S).) vue a la page 56 pour une fonction
test ¢ € C3°(Q2,C°(F)) et on multiplie 'équation obtenue par e. Nous obtenons
alors

5w2pf/ u.(x) - p (a:, g)dm
2y
— g2 /Qf of (u.,p.): Ve (a;, %)dw — E/Q of (u.,p.): Vo <m, g)dw

=¢ (/Q ftop <m,§>dw+/gf§ : (Vgo <w,§> + thp (w,?))dw) . (3.50)

Cette équation reste vraie pour le prolongement de la pression P.(p.) puisque ¢
est a support dans  x F. De plus dans le théoréme 3.33 et dans la proposition
3.39, nous avons vu que les familles de fonctions (w. )0, (s (Vus + tVuE))E>O et
(P-(pe))eso sont bornées et donc convergent double échelle par le théoréme 3.6. Par
unicité de la limite double échelle, (cu.).~o, (52 (Vug + tVug))DO et (eP:(pe))e>0
convergent double échelle vers la fonction nulle. Par conséquent, la limite de (3.50)

lorsque ¢ tend vers 0 est

xXr
| m@w9, e (e.2)d -0 (3.51)
QOxF €

Comme ¢ est a support sur le fluide, une intégration par parties dans (3.51) montre
que
Vypo(z,y) =0, sur  x F,

et donc que pg est une fonction macroscopique sur €2 x F'. Selon la méthode utilisée
dans la démonstration de la proposition 3.36, nous définissons alors p comme étant

cette fonction macroscopique. Enfin, la fonction ¢ définie par ¢ = py — p est bien une
fonction de L*(2, LF(5)). O

Remarque 3.40 (Limite double échelle de f,)
On a vu dans (FV (F-S).) que le second membre s’exprime sous la forme

Flo)= [ f15+ [ £ (To+ %0)

avec f' et f? définies par les relations suivantes

/fl-ﬁ = —wQ,of/ h-ﬁ—prs/ h-v
Q Qf Q

[#2:50 = < [ attno):To- [z v,

@
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ot h est un relevement régulier de la condition auz bords et est donc une fonction
macroscopique. Grice a Cauchy-Schwarz, cette écriture nous permet de vérifier que
HleOQ et HﬁHog sont bornées indépendamment de . Les familles de fonctions

(fDeso et (F2)eso admettent donc une limite double échelle que nous notons respec-
tivement fgy et fa. Comme la limite double échelle de h est elle-méme (c’est une
fonction macroscopique), on peut expliciter les limites fé et fg comme suit

folwy) = —w’prh(z)xr(y) — w’psh(x)ys(y),
/Q Play) Ve = — / e (h@)s(y) : Vo, Y € D(OQLCE(Y)).

Pour la deuzieme limite, il faut écrire le fait que f> converge double échelle vers fg,
et que V - (®(h(x))) converge double échelle vers elle-méme. Puis il faut tester f2
contre Ve avec o € D(Q,C°(Y)) et utiliser ['unicité de la limite double échelle.

3.3.4 Limites double échelle des systémes d’équations

L’objectif de ce travail est d’obtenir les équations macroscopiques vérifiées par
les fonctions limites quand e tend vers 0. Pour cela, nous choisissons une fonction
test macroscopique pour les formulations variationnelles (FV (F-S).) et nous cal-
culons les limites double échelle de ces équations. On trouve alors deux équations
d’inconnues p et w qui sont les parties macroscopiques des limites double échelle
respectivement de la pression et du déplacement. Ces équations font aussi intervenir
les moyennes (Gy(u1))g et (v) ot v et Gy(uy) sont les parties microscopiques des
limites double échelle du déplacement et de son tenseur des contraintes respective-
ment sur le fluide et sur le solide. Cela justifie le fait qu’il faut d’abord étudier les
problémes microscopiques sur le fluide et sur le solide.

Proposition 3.41 (Probléme microscopique solide)
La limite double échelle po € L*(Q, LF(S)) sur le domaine solide de la suite de

fonctions (Vue + tVuE)E>O vérifie le systéme d’équations suivant (en considérant la
variable macroscopique x fixée)

A
Vy - (Muo + ETI"([,LO)Id) =0 sur S,

\ (3.52)
(,uuo + ETr(/,LO)Id) n = (—pId+ f(z)) n sur 05,

ou n représente la normale extérieure au solide.

Démonstration :
On écrit la premiére équation de (FV (F-S).) vue a la page 56 pour une fonc-
tion test ¢ de [D(Q,CQX’(Y))}?) et on multiplie I’équation obtenue par . En faisant
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intervenir P.(p.), nous obtenons

iy [ wle) o (2. F) v, / @)z, )do
-5 ottt P (6 (¢ (2.7)) + 6, (0 (2.7)) ) o
5 [ ottt (6. (o (=.2)) + 6, (0 (=.2)) ) o

za/Qfl-cp(w,%)—i-a/Qf?:ngo (m,%)dw%—/gfgzvycp (w,%)da:. (3.53)

DO | ™M

Dans le théoréme 3.33 et dans la proposition 3.39, nous avons vu que les familles
de fonctions (u;)eso, (5 (V'u,E + tVuE))E>O et (P-(pe))eso convergent double échelle
sur €2. Par unicité de la limite double échelle, (su.):~o, (82 (Vu8 + tVug))DO et
(eP-(pe))e>o convergent double échelle vers la fonction nulle sur Q. De plus, dans
(3.41) nous avons noté pg la limite double échelle de (Vu6 + tVug)DO sur le do-
maine solide et nous avons vu dans la proposition 3.35 que sur ce domaine V - u,

converge vers Tr(puo)/2. Par conséquent, la limite de (3.53) lorsque ¢ tend vers 0 est

/Q /Fp(fc, Y)Vy - ¢ (z,y)dzdy

N % /Q /Suo(w, y): (Vyp (z.9) + 'Vyp (z,y))dzdy

- / / Tr(po(,y)) V, - ¢ (@, y)dwdy

/ / Vye (@, y)dedy. (3.54)

Le choix d’une fonction test ¢ € C5°(€2,C5°(S5)) donne I'équation aux dérivées par-
tielles sur S proposée dans ’énoncé. L’équation sur le bord est alors donnée par une
intégration par parties de (3.54), lue au sens des distributions. O

Proposition 3.42
Grice a la caractérisation (3.48) donnée a la page 783, le systéeme limite sur le solide
est 'équation d’élasticité linéaire suivante vérifiée par u, € [L*(Q, H}(S))]* -

Vy - (aZ(ul)) =0 sur S,
oo(u)n = — (e3(u+h)+pId)n  sur 95, (MicroS)
w1y — périodique sur 0Y,

ol

oi(uw) = p(Vyur+ 'Vyur) + AV, -, Id,
oi(u) = p (Vmu + tiu) + AV, -uld,

et ou n représente la normale extérieure au solide.
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Remarque 3.43 (Tenseur d’impédance solide)
Par linéarité il existe un tenseur M tel que

<a’5(u1)>5 =M, (—o(u+h)—pld), (3.55)

qui donne une relation entre la moyenne de Gy(uy) et les fonctions macroscopiques
p et Ggz(u). Ce tenseur est symétrique et réel.

Démonstration :

Le tenseur est réel puisqu’on peut complétement découper le systéme (MicroS)
en parties réelle et complexe.

Soient E un second membre pour (MicroS) et w; la solution correspondante, alors
ona |S|M,FE = <Vyu1 + tVyu1>S. Comme F et (Vyu1 + tvyul) sont symétriques,
I’égalité précédente montre que M, l'est aussi. O

Ensuite pour trouver le probléme vérifié par v sur F', on considére une fonction
test de Hy, espace défini en (2.19) & la page 40, ce qui permet d’obtenir le systéme
de Stokes donné dans la proposition suivante.

Proposition 3.44
Le systéme limite sur le fluide vérifié par le déplacement v € [L*(Q, Hpy, 4 (F))]?, est
le systéme de Stokes suivant

W2prv + iwnlyyv — Vypr = —w?pr(u+h)+Vyp  sur F,
Vy-v = 0 sur F, .
v = 0 sur OFp, (MicroF)
vy — périodique sur 9Y.

Démonstration :
On considére la fonction test

12 (5’% g) = o1 () @, (g) , telle que V- ¢, =0,
avec o1 € H)(Q) et ¢, € [Hﬁl(F)]?’
On fait tendre € vers 0 dans cette équation et on trouve
. w S -
szf/ (wo+h)-o— = Gy(ug) : Gy(p) +/ poVa - =0. (3.56)
QX F

2 QOxF QxF

Pour obtenir une équation sur la cellule F' uniquement, on sépare l'intégrale sur 2
de celle sur F' en écrivant (3.56) sous la forme

o w
/QS01 (/F szf(uo +h)-p, — TUGy(UO) : Gy(SOQ) +poVe - 902> =0. (3.57)

En faisant une intégration par parties pour ¢, a support dans F', et en utilisant les
caractérisations de ug et de po vues en (3.36) et en (3.39) on obtient que

1

g = W’prv +wpr(u+ h) +iwnAyyv — Vep € [[H) (F)]] (3.58)
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D’aprés le lemme 3.45, il existe donc p; unique dans Liloy(Q) telle que la premiére
équation de (MicroF) soit vérifiée.

La deuxiéme équation de (MicroF) s’obtient en testant la deuxiéme équation de
(F'V (F-S).) pour une fonction test ¢ € C5°(€2, C{°(F)), on multiplie cette équation
par € et on l'intégre par parties. On obtient alors

5/9 Vzq (a:, %) cu.(x)de +/Q Vyq (a;, %) ~u.(x)de = 0. (3.59)

f

En faisant converger double échelle (3.59) et en faisant une nouvelle intégration par
parties, on obtient

/ / q(x,y)Vy - uo(x,y)dedy =0, VqeC7(Q2,C°(F)),
oJy

ce qui donne le résultat.
La troisiéme équation découle de la caractérisation donnée par la proposition
3.36. m

Lemme 3.45
L’orthogonal de [H](F)]> est

1

HAF)P]" = {g e H\(F),

telle que dp; € Lao(F), Ve € [HQ(F)]3,H_1<g,go>H& = —/plvy : (,D}. (3.60)
F

Démonstration :
La démonstration se fait exactement comme dans la proposition 2.35 et le lemme
2.37. O

Lemme 3.46 (Y-Périodicité de p;)
La fonction p; donnée par (3.60) est Y -périodique.

Démonstration :

Nous avons vu qu'il existe une unique fonction p; € L3(F) telle qu’au sens des
distributions g = Vyp; sur I, ou g est la fonction définie en (3.59). De méme,
il existe une unique fonction pi € LE(F + e;) telle qu'au sens des distributions,
g = Vypi sur F'+e;, pour 1 <7 < 3. Pour montrer que p; est Y-périodique, il suffit
de montrer que p; est égale a chacune des p;" ot p'(+) = pi(- + €;).

Pour cela, on souhaite commencer par montrer que ﬁli — pp est constante en
utilisant le lemme 3.15. Mais par le lemme 3.16, il suffit de tester p;" — p; contre
Vy - ¢ pour toute ¢ € [Hp;, ,(F)]?. Or

/(ﬁf—pl)vy-w
F

= —Hgl(p+ei)<pzi7 ¢>H§(F+€i) + H'(F) (p1, <P>H;(F)a Ve e [H[l)ir,ﬁ(F)]g'
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Le second membre est nul par périodicité de g et de ¢, ce qui permet d’établir qu’il
existe une constante C telle que pour tout y € F, p;' — pi = C.

Il reste alors & montrer que C' est nul. Pour cela, on intégre pi — p} sur F et on
utilise le fait que p} et p; sont & moyenne nulle. O

Remarque 3.47 (Matrice d'impédance fluide)
Par linéarité il existe une matrice My telle que

(v)p = My (Vp—Ppr(u+h)), (3.61)

qui donne une relation entre lintégrale de v sur F (notée (v),) et les fonctions
macroscopiques Vp et w. Cette matrice est une constante dépendant de |F|, la taille
du domaine fluide.

Remarque 3.48 (Lien avec le cas rigide sur le fluide)
On obtient le méme probleme microscopique fluide que dans le cas rigide o ceci prés
que le second membre difféere d’un terme contenant la donnée macroscopique .

Remarque 3.49 (Déplacement au niveau microscopique)

Notons bien qu’au niveau microscopique le déplacement uy = u + v est totalement
déterminé d’une part par la solution du systéme (MicroF) et d’autre part, par le fait
que sur le solide uwg = w et est donc constant en y. La constante u est délerminée
par les systémes macroscopiques.

Proposition 3.50
Le systéme d’équations macroscopiques limite double échelle de (FV (F-S).) s’écrit

{ Wplu+h) +wip(v) .+ V- (ISlos(u+h) + (o5(u) ) = |FIVp = 0,
FIV u+V- (0)p = (Vy ) = 0,

ot p = ps| S|+ ps|F|.

Démonstration :

Pour la premiére équation, on écrit ’équation couplée de la formulation varia-
tionnelle (FV (F-S).) pour une fonction test macroscopique, et on la fait converger
double échelle.

Pour la deuxiéme équation, on écrit la deuxiéme équation de la formulation
variationnelle (FV (F-S).) pour une fonction test ¢ & variable macroscopique, on
obtient alors

/ (x)V - u(x)de — / q(x)V - u.(x)dx = 0. (3.62)
Q Qs
L’intérét de cette écriture réside dans le fait que la limite double échelle de V - u. est
connue sur 2. En revanche pour traiter I'intégrale sur €2, il faut faire une intégration
par parties dans (3.62). On cherche donc a évaluer la limite double échelle de

- /Q Vazq(x) - u(x)de — / @)V - u(z)de = 0. (3.63)
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L’équation (3.63) converge double échelle vers

1 -
—/ Vaq(z) - uo(x, y)drdy — 5/ q(x)Tr(po(x, y)dz = 0.
(9594 QxS

On obtient le résultat annoncé en faisant une intégration par parties. O

Remarque 3.51

La premiére équation de (Macro) (issue du probléeme couplé) est une équation vec-
torielle de type élasticité linéaire forcée par la pression. La deuxiéme équation de
(Macro) (issue de l'incompressibilité) est une équation scalaire qui rend compte de
Uincompressibilité du fluide.

Remarque 3.52 (Méthodologie)

On résout de maniére indépendante les systemes (MicroS) et (MicroF) et grice auz
relations (3.61) et (3.55) on écrit les problémes macroscopiques en fonction des
seules inconnues macroscopiques w et p et on les résout.

Proposition 3.53 (Une reformulation)
Le systéme (Macro) s’écrit aussi sous la forme suivante

V.<]S\a;(u+h)+<a;(u1)>s> = /6F ol (v, p1)n — w?ps|S|(u + h),
IFIV u+ V- (@), — (Vy-w)y = 0,

Démonstration :
On part de ’équation microscopique fluide vue au sens des distributions et on
I'intégre sur F'. Une intégration par parties donne alors

wzpf<'v>F + / iwnVo -n — / pn = |F| (Vp — prf(u + h)) ,
OF oOF

ol n est la normale extérieure a F. En remarquant que JF est composé du bord
périodique (qui touche le bord de Y') et du bord avec conditions de Dirichlet, et en
utilisant le fait que Vo et p; sont Y-périodiques (cf le lemme 3.46), on obtient alors

Wps(v)p — /8F of(v,p)n = |F| (Vp — w’ps(u+h)), (3.64)

ol n est la normale extérieure & S. On injecte alors (3.64) dans la premiére équation
de (Macro) et on a le résultat. O

Remarque 3.54
Cette écriture permet de comprendre que le déplacement macroscopique est essen-
tiellement géré par le solide (la contribution fluide ne se voit que sur le bord de

Y).

81



Chapitre 3. Convergence double échelle Section 3.4

3.4 Existence et unicité des systémes homogénéisés

L’objectif de cette section est de montrer que les problémes limite double échelle
que nous avons obtenus ont chacun une unique solution dans des domaines a déter-
miner. Les problémes microscopiques sont faciles a traiter puisqu’il s’agit d’équations
aux dérivées partielles linéaires bien connues. En revanche, le probléme macrosco-
pique n’est pas classique et nous ne pouvons pas utiliser la méthode proposée dans
[CEFGMO1]. Encore une fois la difficulté de 'étude vient du fait que nous travaillons
a fréquence fixée et indépendamment du temps : le systéme n’est pas coercif. Les
résultats que nous obtenons pour ce systéme macroscopique sont différents de ceux
obtenus dans [CFGMO01| puisque nous n’avons unicité que pour certains types de
cellule de périodicité.

3.4.1 Existence et unicité de la solution des problémes homo-
généisés microscopiques

Nous commencons par étudier le systéme (MicroS).

Proposition 3.55
Sip et Gx(u) sont connus et si on a

/ 0 (1Gy(w)) + A(Vy - u)Id)n =0, Ve € R(S). (3.65)

ot R(S) est défini en (2.12) a la page 41, alors le probleme (MicroS) admet une
solution w, € [L*(Q, H}(S)/R]* unique a un déplacement rigide pres (@ un élément
de R(S) pres).

Démonstration :

On considére que la variable macroscopique x est fixée, par conséquent les incon-
nues de (MicroS) ne dépendent que de la variable microscopique y. La démonstration
de cette proposition est une conséquence du théoréme 2.3 de Lax-Milgram. Nous
commencons donc par définir I'espace de Hilbert W par

W = [H;(S)/R(S)]g, avec le produit scalaire (u,v)y, = / Gy(u) : Gy(v).
S

Puis nous exprimons (MicroS) sous la forme
Trouver u; € W tel que a(uy, ) = L(p), Ve e W,

oll a est une forme bilinéaire continue sur W x W et L € W’ est une forme linéaire
continue sur W.

Nous suivons la démarche de G. Allaire dans [All07| pour montrer que a est
coercive. Nous commencons par écrire

a(uy, uy) = N” (vyul + tvyul) + A Vy - ul”é,S‘

s
0,8

Etudions ensuite la matrice A = G, (u;) en remarquant que

A=A+ A" avec Ad:%TrAId et Ah:A—é(TrA)Id.
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En particulier, ona A%: Ah = A" : Ad=0et A: A= A: A4 A" . AP, On obtient
ainsi,

A 2 3 2
WAL s+ SNTATLE s = 4o+ (14 3 ) 145 2 VAL,
avec v = min(u, i + 3A/2). En écrivant A en fonction de u;, on obtient

a(wr,w) > v (Vyu + V) |2 g = vl

ce qui donne la coercivité de a. Le théoréme de Lax-Milgram nous assure donc
I'existence et l'unicité d’une fonction u; € W au probléme (MicroS). O

Remarque 3.56
La propriété (3.65) sert a comprendre qu’il faut travailler dans l'espace W, et a
définir correctement la forme linéaire L.

Remarque 3.57
La propriété (3.65) se vérifie en appliquant la formule de Stokes, ou en remarquant
qu’on intégre une constante multipliée a une fonction périodique.

Nous terminons par étude du systéme (MicroF).

Proposition 3.58 (Existence et unicité du probléme (MicroF))
Le systéme (MicroF) rappelé ci-dessous admet une unique solution (v,p;) dans

[LZ(Q7H11)ir,]j(F))]3 X LQ(Q7L§,m0y(F))'
WAoo +iwnlyyv — Vyp1 = —w?pp(u+h) + Vap sur F),
Vy-v = 0 sur F| (MicroF)
v = 0 sur 0Fp.

Démonstration :
La démonstration est classique et se fait comme la preuve de ’existence et de
I'unicité de la solution de (V7). O

Remarque 3.59 (Restriction de 1’étude 4 Y)

Les variations de la fonction Vgp sont macroscopiques. Cette fonction est considé-
rée comme connue sur chaque cellule Yy, on peul donc faire I’étude de ce systéme
seulement en la variable microscopique y.

3.4.2 Existence et unicité de la solution du probléme homo-
généisé macroscopique

Lexistence de la solution du probléme (Macro), comme de tout probléme issu
d’une convergence double échelle, est une conséquence de la convergence double
échelle, il nous reste donc a étudier 'unicité de ce probléme. Pour cela, nous com-
mengons par écrire le probléme macroscopique uniquement dans les inconnues u et
p qui sont respectivement le déplacement et la pression macroscopique. Nous addi-
tionnons alors les deux équations obtenues afin d’obtenir une écriture du systéme
sous la forme

A(u,p) = F(u,p).
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Nous écrivons alors 'opérateur A comme la somme d’un opérateur bijectif et d’un
opérateur compact. L’alternative de Fredholm permet alors de conclure. Nous mon-
trons aussi que p est en fait une fonction de HL  (Q).

moy

Proposition 3.60 (Reformulation du probléme (Macro))
Le systeme macroscopique peut s’éerire uniquement en fonction des inconnues ma-
croscopiques w et p de la maniére suivante

Zi(u+h)+ Z;Vp+ V- (Zso*(u+ h))+ V- (Zypld) =0,

{ V- (Za(uth)+ V- (M;Vp) + Tr (Zso* (u+ ) + Tt (ZspId) — 0, >06)

avec

Zy = wlpld — (wpy)* My, Zy = wp; My — |F|Id,
1
_ M,
3N+ 2u

Zgz ‘S|Id—MS7 Z4:—MS et Z5

Démonstration :

Il suffit d’utiliser les matrices et tenseurs d’impédance définis respectivement en
(3.61) page 80 et en (3.55) page 78 dans les équations données en (Macro) a la page
80. [

Remarque 3.61
Pour montrer l'unicité de la solution de (3.66), il suffit de montrer l'unicité dans
Iéquation obtenue en faisant la somme des deuz équations de (3.66)

Zi(u+h)+ ZyNp+ V- (Zzo*(u+ h)) + V- (ZypId)
— V- (Zo(u+h)) + V- (M;Vp) +Tr (Zso*(u + h)) + Tr (ZspId) = 0. (3.67)

Afin de pouvoir utiliser I'alternative de Fredholm, on écrit (3.67) sous forme
d’opérateur en séparant les termes d’ordre 2 des autres. L’objectif est de montrer
que les termes d’ordre 2 donnent un opérateur inversible alors que la somme des
autres termes donne un opérateur compact.

Définition 3.62 (Ecriture sous forme d’opérateurs)
L’équation (3.67), s’écrit sous la forme

A(u,p) = B(u,p) + C(u,p) = L(h), (3.68)

ot A, B et C sont des opérateurs [Hp, ()P w x L2 (Q) = [HTH(Q)]® x L2,,,(9)
définis par :

B(u,p) = =V - (Zs0*(u)) =V - (M;Vp),
C(u,p) = —Z1u — ZyVp — V(Zypld)
+ V- (Zyu) — Tr (Zs0%(u)) — Tr (Zspld) .

Définition 3.63
On note b et ¢ les formes sesquilinéaires associées a B et C.
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On souhaite maintenant montrer que p est en fait une fonction de [H'(Q)]® a

moyenne nulle (i.e une fonction de Hy, (€2)). Nous commengons par montrer que
M; est coercive, cela nous permet, en étudiant la deuxiéme équation de (3.66),
de montrer que p est dans [H'(Q)]3. Le fait que p est a moyenne nulle est une

conséquence de la limite double échelle.

Lemme 3.64 (Coercivité des matrices et tenseurs d’impédance.)
La matrice dtmpédance My est coercive, i.e. il existe une constante oy telle que pour

tout vecteur e € C3,
§R (tEMfe) Z Oéf‘€’2.

Soit Z le tenseur qui relie la déformation de wy, solution de (MicroS), au second
membre de (MicroS) i.e.

(G(w))g = Zs (—o(u+ h) — pId).

Alors il existe une constante [ strictement positive telle que pour toute matrice
symétrique M € M3(C) :

M : (Z,M) > 3M : M.

Démonstration :

Dans les deux cas, la démonstration se fait en deux étapes : on commence par
réexprimer R (‘€M e) (respectivement M : (Z,M)) en fonction de I'équation aux
dérivées partielles (MicroF) (respectivement (MicroS)) puis on conclut grace a un
raisonnement par ’absurde.

Au niveau fluide, on considére 1'équation (MicroF) définie a la page 78 avec e
pour second membre, on la multiplie par ¥ et on 'intégre sur F. En utilisant le fait
que v est a divergence nulle et nulle au bord de F', on obtient alors

wp(v[*) , —iwn(|Vo|*) ,, = e() .

D’aprés la définition de My donnée en (3.61) a la page 80, on sait que Mre = (0) ..
Cela donne alors que

R (‘eMse) =R ('e(v),) :wzpf<\v|2>F. (3.69)

On suppose par I'absurde que My n’est pas coercive. Cela s’écrit comme suit
1
VneN, Je, € C°, R('e,Mre,) < —|e|. (3.70)
n

Quitte & renormaliser e,, on peut supposer que |e,|? = 1 dans (3.70). Par consé-
quent, (e,),y €st une suite bornée dans C3, elle admet donc une sous-suite conver-
geant vers e € C*. Mais alors R ("eMye) = 0 et |e|? = 1. D’apres (3.69), la solution
v de (MicroF) avec second membre e, est nulle. Le vecteur v est donc une solu-
tion nulle de (MicroF) avec second membre non nul, ce qui contredit I'existence et
'unicité de la solution de (MicroF). Ainsi, My est coercive.

Au niveau solide, on procéde de méme : on considére 'équation (MicroS) avec
pour condition de bord sur 05

o’(uy)n = Mn.
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La multiplication de (MicroS) par u; et son intégration sur S donne

%/Sas(ul)G(ul) :/ (o®(u1) n) uy.

oS

Or par symétrie de M et de G(uy), on a

/ (o®(u)n)u, = %M: (G(u1))g-
s

Supposons par 'absurde que

— 1
VneN, IM, € Ms(C), (M,M;M,) < ~ M, : M,, (3.71)

avec M, : M, = 1. Tl existe donc une sous-suite convergeant vers M € Ms(C), ce
qui implique par passage a la limite MMan =0et M, : M, = 1. Grace a I’étude
préliminaire, la solution w; de (MicroS) est & déplacement solide nul. Comme le
second membre M est non nul, cela contredit 'unicité (& déplacement solide prés)
de la solution de (MicroS). O

Proposition 3.65 (La pression est dans [H'(Q)]?)
La pression solution du probleme macroscopique (3.66) est un élément de [H'(2)]
a moyenne nulle.

3

Démonstration :
On sait déja que la pression p. solution du probléme ((F-S).) est unique dans
L2,y (Qf) et que la restriction de son prolongement P.(p.) a €y converge double

échelle vers p sur  x F. On choisit alors ¢ élément de D(Q,C°(Y)) définie par
p(x,y) = 1(x). Comme p. est & moyenne nulle, on a d’une part

/st(w)XQf (g) ®p <:1:, g) de =0. (3.72)

D’autre part, en utilisant le fait que p. = xq, P:(p:) converge double échelle vers p
sur 2 X F et le corollaire 3.13, on a

lim Qpa(a:)ng (g) %) (a:, %) de = /Q |F|p(x)de. (3.73)

e—0

En combinant (3.72) et (3.73), on obtient que p est & moyenne nulle.

Comme (u,p) € [Hp,(Q)° x L2,,,(Q), la deuxiéme équation de (3.66) affirme
que Vg - (M§Vyp) est dans L*(2), et donc M;Vyp (lue au sens des distributions)
l'est aussi. Comme M est coercive, on a Vp € [L*(Q)]* et donc p € HY(Q). O

Nous souhaitons utiliser I’alternative de Fredholm, pour cela nous devons établir

que B est inversible et que C est compact.

Proposition 3.66 (Compacité de C')
L’opérateur C est compact.
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Démonstration :
Tout d’abord, on note que les espaces ([Hp, ()%, ||l o) ([H' ()], I -1 o) et
(Hpoy (), [l o) sont des espaces de Banach. La théorie des opérateurs compacts

s’applique donc, et il suffit de montrer que 'image C'(U) de la boule unité U de

[Hp ()] x Hp,, () par C est précompacte. Cela revient & montrer que toute suite

de C'(U) admet une sous-suite convergente.

Soit donc (C'(wn, pn))nen une suite de C(U). Alors (uy,)nen et (Pn)nen sont deux
suites bornées (puisque dans U) de [Hp, (Q)]° x H],, (Q). Par le théoréme de Rellich,
il existe une sous-suite de (U, p,)nen (encore notée (w,, p,)nen) convergeant dans
[L2(Q)]? x [L*(92)]>. Notons (u,p) la limite de (w,, pn)nen-

Il reste donc & montrer que la suite (C'(wy, pp))nen converge (a sous-suite prés)
vers C'(u,p). On écrit alors C'(u,, — u, p, — p) sous forme variationnelle pour (v, q)
élement de [Hpy (Q)]° x H, () et on fait des intégrations par parties pour obtenir
des intégrales en u,, —u et p,, —p contre des dérivées d’ordre 0 ou 1 de v et ¢. Comme
(Un, Pr )nen converge vers (u, p), U'inégalité de Holder permet de conclure. H

La démonstration de l'injectivité de B se fait en plusieurs étapes que nous sub-

divisons en lemmes pour plus de lisibilité.

Lemme 3.67

Dans le cas o S vérifie Uhypothése 3.8, il existe ag > 0 tel que pour tout élément
w de [HL,()]3 et uy solution du probleme d’élasticité solide dont le second membre
est o2 (u),

(1810 () - <a;(u1)>s> L Ga(u) > 0,|Gy(u) . (3.74)

Démonstration :
On utilise la proposition 3.20 pour obtenir

(|5|a;(u) - <aZ(u1)>S) . Ga(w) > 0. (3.75)

De plus d’aprés la remarque 3.21, il n’y a égalité dans (3.75) que si u = 0 presque
partout.

Supposons par I'absurde que (3.74) est fausse. Alors pour tout n € N, il existe
u” et ul tels que

Sz - (op@h) ) Gl < Higuw . @70
( SACON ;

Sans perdre en généralité, on peut supposer ||u™||;, = 1. Les suites (u,)nen et

(G (u,))nen sont donc bornées dans [H}, (Q)]? et convergent respectivement vers u
dans [Hp, (Q)]° et Go(u). Comme de plus (o5 (ut)) = Mo (u"), on obtient que
G, (u?) est borné dans L*(Q) et par la proposition 2.17 (inégalité de Korn rappelée
a la page 43) u} est borné dans [H}(S)/R]® et converge vers u;. En passant a la
limite dans (3.76), on obtient donc

(ysyo—;(u> . <0';(u1)>s) . Ga(uw) = 0. (3.77)

D’aprés I'étude précédente, la conséquence de (3.77) est que u € R(Q2). Or par
passage a la limite, les conditions de Dirichlet sont conservées, et donc u est nul
presque partout, ce qui contredit la propriété ||ul|, o = 1.

87



Chapitre 3. Convergence double échelle Section 3.4

Remarque 3.68 (Importance de 'hypothése (H 3.3))

Sans Uhypothese (H 8.3) et la définition de Qs par périodicité, il n’est pas garanti que
08), soit en contact avec le bord de Dirichlet de 2. Or cette propriété est primordiale
pour pouvoir appliquer ’inégalité de Korn, comme on peut le voir aussi dans [FM03].

Proposition 3.69 (Bijectivité de B)
Dans le cas ot S vérifie Uhypothése 3.8, l'opérateur B est coercif et donc inversible
par Laz-Milgram.

Démonstration :
On souhaite montrer qu’il existe une constante o > 0, telle que

Y (w,p) € [H(@F % Hhoy (), R(B((w,p), (u.0))) > a (Jull, o + ol 0)
Or d’apres le lemme 3.64 et I'inégalité de Korn, on sait qu’il existe oy tel que
w ([ 30550 95) 2 aslplt
Q
Il reste donc a traiter I'intégrale

[ (@ozw) s ¥~ [ (sloztw) — (op(wn), ) Gata

ol u; est la solution du probléme d’élasticité microscopique ayant pour second
membre o2 (u). D’aprés I'inégalité de Korn et le lemme 3.67, on a

m( [ (st :W) - [ (Zow) : Tu = ol

Ce qui donne le résultat attendu avec o = min(ay, o). ]

Théoréme 3.70

Dans le cas ou S vérifie ’hypothese 3.8, le probléme macroscopique défini a la page
290 a)dmet une unique solution dans [Hp, (Q)]* x HY, (Q), o HY, (Q) est défini par
3.8).

Démonstration :

L’existence de la solution est obtenue par définition méme de la limite double
échelle.

Pour 'unicité, il suffit de montrer que A est injectif (cela est plus restrictif que
de montrer que le systéme (Macro) admet une unique solution). Or, nous avons
montré que A = B+ C avec B bijectif et donc d’indice nul et C' compact. Donc, par
Fredholm, A est lui aussi d’indice nul. Mais on sait déja que codim(3A)=0 puisque
A est surjectif, ainsi A est injectif et on obtient I'unicité. n

Théoréme 3.71

Dans le cas ou S ne vérifie pas Uhypothese 3.8, le probleme macroscopique défini a
la page 80 n'admet pas une unique solution dans [Hp;, (Q)]° x HJ,. (), on H}, ()
est défini par (3.8).
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Démonstration :

En effet, dans le cas ot S ne vérifie pas 'hypothése 3.8, le lemme 3.67 est faux.
Pour nous convaincre de ceci, nous allons exhiber un contre exemple pour chacun
des cas possibles.

Si S ne touche pas le bord de Y, alors pour tout w non presque partout nul,
u; = G(u(x))y + C(x) est une solution du probléme de I’élasticité microscopique
qui annule (3.75) et qui est non nulle.

Si S est non connexe, on choisit par exemple

u, = Ay + Ay + Ay,

ou A, A, et A, sont les trois matrices qui donnent u, sur les tuyaux selon les trois
directions (ces tuyaux ne se coupent pas et définissent 5). Ces matrices sont définies
par

00 A 0 0 A 0 00
A, =1 000 |,A4=|10001],A,=000
000 000 A 00
Alors u(x) = (2,0, z) est non nul et annule (3.75). O
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L’objectif de ce chapitre est de vérifier la cohérence du modéle homogénéisé que
nous proposons en le confrontant au modéle de Biot-Allard actuellement utilisé par
les physiciens pour étudier les problémes couplés fluide-structure. Ce modéle de Biot-
Allard a été établi de maniére empirique et est trés satisfaisant dans le cas des basses
fréquences et des hautes fréquences. Nous souhaitons établir que le modéle (Macro)
est cohérent avec le modéle de Biot-Allard dans ces cas de fréquences particuliéres.
Dans un premier temps, nous rappelons les équations qui décrivent le modéle de
Biot-Allard. Dans un second temps nous comparons de maniére formelle les deux
modeles : (BA) et (Macro).

4.1 Introduction

Nous étudions les vibrations d’un matériau poreux type laine de verre, nous
avons vu dans la partie modélisation que ce probléme peut s’écrire sous la forme du
probléme ((F-S).) suivant :

prtu, +ictonAu, — Vp. = fI sur Qy,
V-u. = 0, sur (),
pswu. + AN+ p)VV - U, + pAu, = f2, sur €,
u. = 0, sur IS ((F-S).)
Vu.n = 0, sur 'S
eof(u.+h,p.)n = o(u.+h)n, sur '™
U, continu sur [nt
ol
) 1
ag(us +h,p.) = iewnG(u.+ h)— —p.Id,
5
oi(u.+h) = AV-(u.+h)Id+ uG(u. + h),
et ou
ff = —pswih —igfwnh,
f. = —pw’h—(A+p)VV - -h— plh.

Dans les chapitres précédents, nous avons montré que le systéme ((F-S).) a trois
limites double échelle : deux microscopiques aux niveaux fluide et solide et une
macroscopique. Pour u; € [L?(€, H;(S))]?’, le probléme limite microscopique solide
s’énonce comme suit :

v, (o—;(ul)) -0 sur S, (Micro)
os(u)n = — (e5(u+h)+pId) n  sur IS,
ou

oi(u)) = p (Vym + tvyul) + AV, - uy Id,
ol(u) = u (un + tku) + AV, -uld,
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et ol n représente la normale extérieure au solide.
Pour v élément de [L*(Q, Hp,, ,(F))]?, le probléme microscopique fluide s’énonce
comme suit :

W2 + iwnlyyv — Vypr = —w?pp(u+ h) + Vap sur F
Vy-v = 0 sur F, (MicroF)
v = 0 sur 0Fp.

Nous avons aussi remarqué qu’il existe une matrice d’impédance M; et un tenseur
d’impédance M, tels que

(0)p = My (Vap — i?ps(u+h)) et <0'Z(u1)>s — —M,(0%(u+ h) + pId).

Enfin, rappelons le systéme (Macro) homogénéisé obtenu par convergence double
échelle :

{w2p<u+h>+w2pf<v> (|S|a <a >)—\F!Vp =0,
[F[V - ( + V- {v)p—(Vy-u)g = 0,
(Macro)

ou p = py| S|+ py|F|.

4.2 Le modéle de Biot-Allard

Les milieux poro-élastiques ont été étudiés d’un point de vue physique sans I'outil
mathématique de I’homogénéisation. C’est Biot qui le premier proposa un modéle
pour les basses fréquences en 1956. Les hypothéses, lois de comportement et équa-
tions du mouvement proposées par Biot sont rappelées par exemple par C. Chiavassa
dans [Chi09]. Nous retenons surtout que, dans ce modéle, une loi de comportement
relie la pression et la divergence du déplacement. Les équations de mouvement font
intervenir une pression fluide, et deux déplacement : I'un solide et I'autre relatif de
la phase fluide par rapport a la phase solide (il s’agit d’'une combinaison linéaire
des déplacements solide et fluide). Cette mise en équation n’est pas trés satisfai-
sante parce qu’elle fait intervenir 3 inconnues et 7 degrés de liberté (dans le cas
tri-dimensionnel), alors que les deux équations de mouvement sont vectorielles, le
probléme est donc trop contraint. Nos collaborateurs de Dassault-Aviation et de
I’ONERA préférent donc travailler avec la formulation dite de Biot-Allard proposée
par J. F. Allard et N. Atalla dans le chapitre 6 de [AA09].

Comme dans le modéle de Biot, le modéle de Biot-Allard a pour objectif de
décrire le comportement d’'un matériau poreux. Un matériau est totalement décrit
d’un point de vue physique lorsque I’'on connait ses coefficients de Biot, coefficients
que nous définissons dans le TAB. 4.1.

Le modéle de Biot-Allard que nous étudions comporte deux lois de mouvement
formulées au moyen d’'une équation scalaire et d'une équation vectorielle d’inconnues
la pression fluide et le déplacement solide. Cette formulation dite (U, p) est présentée

n (BA) :
V.-o+wpU+3Vp = 0,

o2 2 ~ BA
——A0p+—=p = V.U, (BA)
W= 022 R
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Symbole Propriétés / Description
Porosité & Proportion de fluide dans le volume total
Tortuosité o Coefficient s’appliquant sur la masse volu-

mique du fluide, permettant de décrire le ca-
ractére tortueux du matériau

Résistivité o Description des interactions visqueuses a basse | N.s.m
fréquence
Longueur caractéris- | Variation des effets visqueux a haute fréquence | m
tique visqueuse A
Longueur caractéris- | Echanges thermiques entre les phases a haute | m
tique thermique A’ fréquence

TABLE 4.1 - Récapitulatif des coefficients de Biot.

ou les coefficients notés avec le symbole = dépendent de w (pas forcément linéaire-
ment) et sont récapitulés dans le TAB. 4.2.

Afin d’évaluer les coefficients de Biot, nous utilisons les constantes physiques
définies dans le TAB. 4.3.

On calcule le nombre de Prandtl grace a la formule

ol les constantes v, ¢, et k sont définies dans le TAB. 1.3 de la page 15.

Nous souhaitons vérifier la validité de notre modéle (Macro) issu de "’homogénéi-
sation a la formulation de (BA). Pour cela, nous exprimons les coefficients de Biot
en fonction des coefficients des équations de mouvement données en (BA). En effet,
dans un second temps, cette nouvelle écriture des coefficients de Biot nous permet-
tra de comparer les coefficients de Biot calculés empiriquement & ceux calculés par
(Macro).

Nous souhaitons déterminer totalement les coefficients de Biot en fonction des
coefficients du systéme (BA), mais cela n’est malheureusement pas possible. En
effet, il y a trop de degrés de liberté pour résoudre ce probléme. En revanche il est
possible de déterminer ’expression de la longueur caractéristique thermique, et on
peut mettre en valeur des relations entre les différents coefficients de 1’équation.

Proposition 4.1 (Relation entre coefficients)

En travaillant a partir du TAB. 4.2, il est possible d’exprimer la longueur caracté-
ristique thermique en fonction du coefficient correspondant a la pression grice a la
formule :

(® — C,yP)?
1+ (1416
\/ TGP oy 2

. 8n d
N=+/—i————, avec f = et C,=—=. (4.1
WNPrpfﬁ ) 4 8 R ( )

D’autre part, les coefficients du systéme (BA) sont liés entre eux par les relations
suivantes :

CV-p =1- (I) - CV-U7 (42)
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Coefficient Valeur Unité
o o*(U)+ (1 —P)pld Pa
~ ~ Py
Ps P11 — = kg.m=3

P22 .
~ b ‘
P11 ps + Ppr(aee — 1) — i kg.m™3
_ b ‘
D12 —Ppilas — 1) + i kg.m™3
~ b ‘
P22 Pproge — 1— kg.m™3
w
~ 4o’ npsw
2 : 'lPf —4
b d O'\/l -+ ZW N.s.m
~ p: 1-—
7= Cvw o (22127
P22 P
/ 1
o2 Oyp, 1+ ﬁ + o
-_—_ = Op
R Pp/1+-2 41
. 8n

ﬁ _Z(,UAQNprf

TABLE 4.2 - Définition des coeflicients intervenant dans le modéle de Biot.

Constante Description Valeur
s Densité du matériau 16 kg.m ™
vy Rapport des chaleurs spécifiques | 1.4
Np, Nombre de Prandtl 0.71
P Pression du milieu 101320 Pa

TABLE 4.3 - Récapitulatifs des constantes physiques utiles.
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et 5 9
proo_ 1 dld (4.3)
14+ Cyuy  w?Chpy Cu — w?ps — w?ppd’ )

Démonstration :
Commencons par expliciter A’. D’aprés le TAB. 4.2, il est clair que

. 8n
AN = .
WNPv'pfﬁ

Il reste donc a évaluer [ grace a l'expression du coefficient situé devant la pres-
sion : C},. On obtient que [ est solution de I’équation du second degré a coefficient
complexes suivante :

52+§—A2:0, avec A=

¢ — CpyP
yCpP — 4P’

ce qui donne (4.1).

La relation (4.2) découle directement de I'observation du systéme (BA). Pour
obtenir la relation (4.3), commengons par étudier séparément les coefficients Cy.p,
Cy et Cpp en fonction des données du TAB. 4.2. On obtient alors

P2y _ P2 _ w? 3 ®?
14+ Cyu  w?Chy Cuy — w?ps — w?ps®’

P22 =

ce qui donne le résultat. O

4.3 Comparaison formelle entre les deux modéles

Le systéme (Macro) défini a la page 93 est plus compliqué que le systéme proposé
par Biot et Allard dans (BA) & cause (notamment) des dérivées croisées venant du
terme (o®,(uq)). Pour simplifier les expériences, les calculs empiriques des coeffi-
cients de Biot ont été effectués pour une condition de bord unidirectionnelle :

h(z,y,z) = ‘(h(2),0,0). (4.4)

Etudions quelles sont alors les propriétés de la solution (u,p) de (Macro). On
peut voir formellement que si h(z,y,z) = ‘(h(z),0,0), alors la solution (u,p) de
[HL ()] x HL () est telle que

moy
u(z,y,2) = "(u(x),0,0) et p(z,y,2) = p(x).
De plus la pression et le déplacement sont reliés par la relation
P =wps(u+h). (4.5)

En effet, on commence par montrer que la solution (u., p.) du probléme ((F-S).) est
telle que

u.(z,y,2) = t(ug(x),0,0) et po(x,y,z) = p(z).
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Nous avons vu dans les chapitres précédents que pour h donnée, ((F-S).) admet une
unique solution. Notons alors (u.,p.) la solution du probléme ((F-S).) avec pour
second membre h vérifiant la condition (4.4). Soit alors le couple (v, ¢.) défini par

t
vo(2,y,2) = (ul(r,9,2),0,0) et q(r,y,2)=p(z,y,2).

Un rapide calcul montre que (v, ¢.) est encore solution de ((F-S).), ainsi on obtient

que u?(x,y,2) = u(x,y, z) = 0. Pour simplifier, on note u. au lieu de u}.

Pour montrer que u.(x,y,2) = u.(z) et que p.(x,y,z) = pe(z), il faut tout
d’abord montrer que si h est assez réguliére, on a en fait u. € [H*(Q)]® et p. dans
[H'(Q)]?. Ensuite, si la solution (u.,p.) est assez réguliére, considérons le couple
(Ve, ¢:), avec

ve(x,y,2) = Oyu. et q. = dyp(x,y,2).

Alors en dérivant ((F-S).) par rapport a la variable y, on trouve que (v.,q.) est
solution de ((F-S).) avec second membre nul. Par unicité de la solution, on trouve
que v, et . sont nuls, ce qui implique que u. et p. sont indépendants de la variable
y. on fait le méme raisonnement pour la variable z pour conclure.

Finalement le probléme ((F-S).) est lui aussi uni-directionnel. En testant wu,.
contre les fonctions tests eV, ¢ et contre eV, p, on voit que la limite double échelle
ug ne dépend que de ’abscisse x au niveau macroscopique.

Enfin la relation (4.5) s’obtient en écrivant la deuxiéme coordonnée de la premiére
équation de (Macro) dans le cas ot u = u(z) et p = p(x).

Il est maintenant possible de simplifier le modeéle de Biot et (Macro) en les
écrivant pour un couple (u, p) uni-directionnel.

Proposition 4.2 (Modéle de Biot-Allard en 1D)
Le modeéle de Biot-Allard écrit en 1D s’énonce comme suit :

(2u 4+ N)O2U + w?pU + (IS|+7)0.p = 0,

O e Yy — 00 (4.6)
R )

Proposition 4.3 (Modéle homogénéisé en 1D)
Le modele (Macro) s’écrit en 1D comme suit :

2 —  _nd2H —
{a&zu—i—ﬂu—ky@mp = —ad;h — Bh, (4.7)

6Pp+np+Cou = (|F|—¢)0,h,
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ot les coefficients du systeme sont définis par

a = <|5|(2M+>\)5i1—2HMﬁ_)‘ Z MJIJl) ’
A 1<5<3 1<i<3
B = (wpdy — M} (WZPf)2)1gig3’
= (s ¥ o)
1<i<3

1<5<3
S = Z Mﬂ,

1<4<3

3
2/.1/—’_3 Z 'L'L?
(= <|F| -’ Pr Z 2,u 3)\ TrMy + 3)\ Z TI‘M”> )

1<:i<3 1<i<3

ou M;; = MJE;; et ou M]’fl et Mﬁl sont respectivement les coordonnée (k,l) de M;
et de Mn

Démonstration :
En effet, pour u(z) = “(u(z),0,0), on a :

u+XNu 0 0 (2u + A)u”
V-u=1u, o%(u) = 0 Au/ 0 et V-o®(u) = 0
0 0 0

On peut aussi exprimer (v),. et ses dérivées :

(0), = (Mél(p/_Wpru))lgigg et V- (v), = Z M}l "2, Z 11 o

1<i<3 1<i<3

Et finalement, avec les notations de la proposition,

(o%(w))s = —2uu'My =X Y (' +p)My;,
1<5<3
Ve (o(u))s = (—QW”Mﬁ —A ) (U”+p)M}§) 7
1<j<3 1<4i<3
1
(Vew)s = =575 <2MTT(MH)UI+>‘ > Terj(u’er)).
a 1<5<3

En mettant ces résultats bout-a-bout, on trouve facilement le systéme proposé. [

Remarque 4.4 (Fréquence critique)
Comme on l’a vu dans la partie théorique, le systéme (Macro) ne contient pas de
fréquence critique contrairement & ce qui est observé avec le modele de Biot.
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Remarque 4.5

Meéme si le modéle (BA) et le systéme (Macro) sont trés proches en 1D, ils sont
différents dans le cadre tri-dimensionnel. En effet, (Macro) est plus riche que (BA)
puisqu’il prend en compte les dérivées croisées, au contraire de (BA). D’autre part,
la microstrucuture du domaine est prise en compte dans les deuxr modeles. Dans
le cas de (BA), elle intervient dans le calcul des coefficients de Biot, ce qui pose
probléeme parce que ces coefficients peuvent étre difficilement mesurables. L’intérét
industriel est ici de trouver une formulation ot la connaissance des coefficients de
Biot n’est pas nécessaire. En revanche, dans le systéme (Macro), la microstructure
est prise en compte dans le calcul des matrices dimpédances, plus simple a effectuer,
qui interviennent dans les coefficients des équations.
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Chapitre 5. Au niveau microscopique Section 5.1

L’objectif de cette partie est de décrire les résultats numériques obtenus. Comme
on ’a vu dans I'étude théorique, c’est le résultat au niveau macroscopique qui est
intéressant d’un point de vue physique. Afin de 'obtenir, nous devons en premier
lieu étudier les comportements microscopiques du déplacement et de la pression.
Nous étudions donc dans ce chapitre le comportement microscopique de la pression
et du déplacement. Nous divisons cette étude en deux parties : une premiére section
s’attarde sur le comportement microscopique sur le domaine fluide F' et dans une
seconde section nous étudions le comportement microscopique sur le domaine solide
S. L’étude du comportement macroscopique fait 'objet d’un autre chapitre.

5.1 Introduction

Au niveau microscopique, nous travaillons sur la cellule de périodicité Y, conte-
nant les domaines fluide F et solide S. Pour I’étude numérique, on utilise 'hypothése
suivante :

Hypothése (H 5.1)
La cellule de périodicité Y est symétrique suivant les trois directions ?, 7 et 7.
Autrement dit, la cellule tridimensionnelle Y se subdivise en 8 cellules identiques
numérotées sur la F1G. 5.1. Nous appelons Y; la cellule représentant le huitiéme de
Y et représentée dans le cube numéro i, pour 1 < i <8, sur la F1G. 5.1.
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. FIGURE 5.2 - Exemple de cellule Y;.
FIGURE 5.1 - Symétries de la cellule

Y.

Comme on I'a vu dans la partie théorique, pour qu’il y ait unicité de la solution
macroscopique du probléme homogénéisé, nous recourrons a ’hypothése suivante :

Hypothése (H 5.2)
Le domaine solide S est connexe et touche toutes les parois du cube Y .

Nous définissons donc Y7, le huitiéme de cube Y, situé dans la partie sud-ouest
et touchant la face de devant de Y. Ce petit cube vérifie I'hypothése (H 5.2) et est
représenté sur la F1G. 5.2.
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Enfin, le fait que Y soit la cellule de périodicité implique que sur le bord du cube
formé par Y, les conditions de bord utilisées sont des conditions de périodicité. En
revanche, sur le bord du cube formé par un huitiéme de la cellule Y, nous avons
des conditions de symétrie qui se traduisent par des conditions de Dirichlet et de
Neumann que nous expliciterons dans la suite. Nous devons donc différencier chacun
des bords du cube Y] par des labels et par des noms. Pour cela, on pourra se référer
a la F1G. 5.3 sur laquelle on a noté les faces comme suit :

— la face 1 correspond a la face de derriére,

— la face 2 correspond & la face ouest,

— la face 3 correspond & la face sud,
la face 4 correspond & la face est,

— la face 5 correspond a la face nord,
— la face 6 correspond & la face de devant.

[a—

FIGURE 5.3 - Labels proposés pour les faces du cube Y.

Les domaines fluide et solide sont situés dans un cube comportant des conditions
de périodicité sur ses bords. Il est donc naturel de différencier les bords de S et de F
suivant la condition qu’on leur attribue. En effet, le bord du domaine solide contient
des conditions de périodicité et des conditions de Neumann alors que le bord du
domaine fluide contient des conditions de périodicité et des conditions de Dirichlet.
Dans la suite, nous utilisons donc la notation suivante :

Notation (N 5.1)
On note OFp la partie du bord de F sur laquelle portent les conditions de Dirichlet,
et 0Sy la partie du bord de S sur laquelle portent les conditions de Neumann.

Sur les domaines microscopiques fluide et solide, nous étudions respectivement
les problémes de Stokes et d’élasticité linéaires suivants pour v € [L*(Q, Hpy, 4 (F))]?
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et pr € L*(, Lf 10y (F))
wiprv +iwnAv—Vp, = g  sur F,
Vv = 0 surF, (MicroF)
v = 0 sur 0Fp.

ol g est un vecteur constant sur F' (fonction qui ne dépend que de la variable
macroscopique ) et

{v-(aS(ul)) =0 sur 5, (MicroS)

o*(uy)n = Gn  sur JS,
ou
O'S(Ul) = WU (V’Ull + tV'u,l) + AV - U, Id,

et oll m représente la normale extérieure au solide et G est une matrice constante
sur S (fonction qui ne dépend que de la variable macroscopique x).

Nous rappelons aussi que par linéarité des systémes (MicroF) et (MicroS), il
existe une matrice d’impédance fluide My et un tenseur d’impédance solide M; tels
que

(v)p = Mg, et <0'Z(u1)>s ~ M.,G. (5.1)

Remarque 5.1 (Lien entre la limite double échelle du probléme rigide et celle du
probléme couplé)

L’étude du probléme rigide, ou l’on interdit le déplacement du matériau est intéres-
sante puisqu’elle permet de travailler avec un systéme simple et non couplé avec le
systéeme élastique. On remarque d’ailleurs que la limite double échelle de (V) est
le systéme (MicroF) avec un second membre macroscopique différent de celui de
(MicroF). Par conséquent, les matrices d’impédances sont les mémes pour les deux
problémes.

On énonce enfin la propriété suivante :

Lemme 5.2
Soit f une fonction dérivable en xo alors

flxo+h)— flzo—h)

/ I .
f'{wo) = lim o = =)
Démonstration :

11 suffit d’écrire

f(@o+h) = flzo —h) :lf(%‘i‘h)—f(xo)_i_lf(xo)—f(xo—h)
2h 2 h 2 h ’

et on utilise la définition de la dérivabilité en xy. La deuxiéme égalité résulte du
changement de variable x = x( + h. n
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5.2 Le probléme microscopique fluide

Dans cette section, nous établissons le code utilisé pour résoudre le probléme
microscopique fluide. Nous commengons par faire 'hypothése (H 5.1) sur la cellule
de référence, ce qui nous permet de gérer des conditions de Dirichlet et de Neumann
sur le bord plutot que des conditions de périodicité. Nous étudions ensuite I'influence
sur la matrice d’impédance qu’a une telle hypothése. Nous terminons I’'étude en deux
parties : le cas 2D qui nous a donné les premiéres validations et que nous avons codé
en Matlab en utilisant une boite & outils éléments finis écrite par F. Alouges et M.
Tajchman, et le cas 3D plus réaliste que nous avons codé en C++ avec la librairie
libMesh.

5.2.1 Etude des conditions de bord dans Y;

Nous commengons en effet par symétriser la cellule Y grace a I’hypothése (H 5.1).
Ceci nous permet d’obtenir des conditions de Dirichlet et de Neumann sur les bords
de Y7 plutot que de travailler avec des conditions de périodicité sur le bord de Y.
En effet, les conditions de périodicité sont plus difficiles a étudier d’un point de
vue numérique puisqu’elles obligent & créer un maillage périodique, et a repérer les
points du bords reliés entre eux par la condition de périodicité.

Pour comprendre d’ott viennent les conditions de Dirichlet et de Neumann que
nous devons imposer sur le bord de Y7, nous cherchons quelles sont les fonctions v
solutions de (MicroF) aprés les changements de variables induits par les symétries
selon les trois axes directeurs. Par exemple considérons que le repére de I'espace est
celui proposé sur la F1G. 5.4.

/\,

FIGURE 5.4 - Repére utilisé pour I'étude des symétries.
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Détaillons comment trouver les conditions de bord de Yj. Soient v et v les so-
lutions de (MicroF) avec g = e; respectivement dans Y] et dans Y5, ou les Y; sont
représentés sur la F1G. 5.1. On passe du cube Y] au cube Y5 grace au changement
de variable (x,y, z) — (x,1 —y, 2). Les fonctions

vi(z,1—y,2)
%(xuyVZ) = _,02(3:’ 1-— Y, Z) et ﬁ(xvyJ Z) :p(l’,l - Y, Z)? (52)
v3(£71_y7 Z)

ol v; est la i-éme coordonnée de v, 1 < i < 3, sont solutions de (MicroF) avec g = e;
dans Y,. En faisant tendre y vers 1/2, on trouve que l'ordonnée vy est soumise a
une condition de Dirichlet sur le bord nord de Y7, alors que 'abscisse vy, la cote
vs et la pression p vérifient des conditions de Neumann sur ce bord. En effet, par
exemple 0v,/0n = 0 sur le bord nord, ot n est la normale extérieure au bord nord,
si 0yv1(x,1/2,2) = 0. Or le lemme 5.2 nous assure que

1 1— _

y—1/2 2y — 1 ’
et la condition de bord (5.2) nous permet alors de conclure que v; vérifie une condi-
tion de Neumann sur le bord nord.

Pour les conditions sur le bord sud, on fait le changement de variable

(.’L’,y, Z) = (CC, -Y, Z)

permettant de passer du cube Y; au cube Y5 du cube situé en dessous de Y. On
obtient alors que les fonctions

’01<x, —y,Z)
'U(iL’,y,Z) = _,UQ(:L'7 -Y, Z) et p(xaya Z) :p<£L’, _yaz)
’Ug(l', —y7Z)

sont solutions de (MicroF) avec g = e; dans Y,. En faisant tendre y vers 0, on
comprend que les conditions de bord sont les mémes sur le bord sud que sur le
bord nord. On procéde de méme pour les bords est et ouest avec les changements de
variables respectifs (z,y, z) — (1—=x,y, z) et (z,y, 2) — (—z,y, 2) et pour les faces de
devant et de derriére, en utilisant les changements de variable (x,y, z) — (x,y, —z) et
(z,y,z) = (x,y,1 — z). On récapitule les conditions de bord relatives aux différents
bords et aux différents seconds membres dans le TAB. 5.1 ot on a noté D pour
condition de Dirichlet et N pour condition de Neumann.

5.2.2 Etude de la matrice d’impédance relative 4 Y

Dans cette sous-section, nous souhaitons obtenir une expression de la matrice
d’impédance My sur la cellule de référence Y en fonction de celle calculée sur le
huitiéme de cellule Y;. Notons (v})1<j<3 la solution de (MicroF) sur Y avec second
membre e; et définissons la matrice d’'impédance fluide :

<'U%>Y <'U%>Y <U?>Y
My = <,U%>Y <’U§>Y <’U§>Y
(v3)y (v3)y (v3)y
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Second membre

sud /nord

est /ouest

devant /derriére

g=e

abscisse : N
ordonnée : D
cote : N
pression : N

abscisse : N
ordonnée : D
cote : D
pression : D

abscisse : N
ordonnée : N
cote : D
pression : N

g=e; abscisse : D | abscisse : D | abscisse : N
ordonnée : N | ordonnée : N | ordonnée : N
cote : D cote : N cote : D
pression : D | pression : N | pression : N

g = e3 abscisse : N | abscisse : D | abscisse : D

ordonnée : D
cote : N
pression : N

ordonnée : N
cote : N
pression : N

ordonnée : D
cote : N
pression : D

TABLE 5.1 - Récapitulatif des conditions de bord pour la cellule Y; pour (MicroF).

Pour la calculer, il suffit de connaitre la matrice d’'impédance sur chaque cube Y},
2 < k < 8 et de sommer termes a termes les 8 matrices obtenues. On note ('U,;)lgjgg
le déplacement solution de (MicroF') avec second membre e; (I'un des trois vecteurs
de base) sur Y; et p’ la pression solution du méme probléme. On établit les solutions
sur chacun des cubes Y, pour 2 < k£ < 8 en fonction de w. Pour cela on procéde
comme pour I'étude des symétries, en explicitant le changement de variable relatif
aux passages de Y7 a Yy, 2 < k < 8§, et on en déduit les signes des coordonnées de la
solution sur Y.

Les solutions obtenues dans les Y} sont récapitulées dans le TAB. 5.2.

Finalement, en additionnant les coordonnées des solutions dans chaque cube Y},
1 <k < 8, on obtient la valeur de la matrice d'impédance M, suivante :

8(uj)y 0 0
My = 0 8(u3)y 0
0 8<“§>Y

Ainsi, lors de 'exécution du code, on résout le probléme (MicroF) sur le huitiéme
de cellule Y] pour chacun des trois seconds membres, avec les conditions aux bords
données dans le TAB. 5.1. Puis on calcule la matrice d'impédance sur Y entier en
s’intéressant uniquement aux termes diagonaux fournis par la matrice d’impédance
calculée sur Y;.

5.2.3 Eléments finis
Ecriture de la formulation variationnelle

Pour qu’il y ait existence et unicité de la solution (wy, pp) € X x M}, au probléme
discret, il est suffisant que celui-ci vérifie les hypothéses du théoréme de Brezzi 2.2
page 36. Or d’aprés |Alo07|, toutes les combinaisons d’espaces d’éléments finis pour
la vitesse et la pression ne permettent pas que les solutions wu; et p, vérifient la
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Cube | Changement de variable g=e g=e g = e;
—~T1 7 ~2 2 [ —3 _ 3
Y, (x, -y, 2) u; =u; | U = —uy 'u,13 = uy
—~1 —~2 —~
Uy = —ud | uy =ul | uy = —uj
~1 1 —~2 2| ~—3 _ 3
N b s b e
p =D p-=-D b =D
—~T1 7 ~2 9 ~3 3
Y3 (—I7 Y, Z) U = uj U = uj ’U,13 = —uj
~1 ~2 —~
Uy = ud Uy = u3 uy” = —ul
—~1 1| ——2 2 | —~—3 3
el b el b e
p=-D p-=-D b =D
~1 _ 1 ~2 2 | —3 _ 3
Yy (_I7y7 Z) ul1 = U ’U,12 = —-uj ’U,13 = —uj
Uy = —’Llé (15 :’U,g Uo :’U,g
—~—1 _ 1| —~2 2 ~3 _ .3
U3 = —U3z | U3 = Uj Uus U3
~_ 1 ~ _ 2 ~ _ .3
p=-D b =D p —D
Fout S o2 _ 2 [ —~—3_ .3
Ys (—x,y,—2) Up S| Un = Uy U = U
—~1 _ 1| ~2_ 2 —~3 _ 3
Uy =ul | Uy = —ul | uy = ud
13 3 ~23 I ~33 3
p =-D b =D p=-D
L a1 —2 _ 2 —3 _ 3
Ys (—x,—y,—2) u; =u; | U = uj 'u,13 = uj
~1 —~2 —~
Uy = ud Uy = u uy” = u
—~1 1 —~2 9 —~3 3
e I o T B e S
p=-D p =D p =D
—~1 _ 1 —~2 2 | —3 _ 3
3/7 (.T, Y, _Z) U = Uy U, = —uj 'U/13 = —u
~1 —~2 —~
Uy = —us | uy” =ud | uy =ud
—~1 1| =2 _ _9 —~3 3
~ _ 1 ~ 2 ~3 _ _ .3
p=p P —-P p°=—-p
~1 1 —~2 9 —~3 3
Ys (.%, Y, —Z) ul1 = u; u12 = uj U13 = —uj
~1_ 1 ~2 _ 2 ~3 _ 3
! 1| 2 2 | =3 3
1 _ 1 ~ _ 9 ~3 _ _ .3
p=p p=p p°=—-p

TABLE 5.2 - Solutions (u, p) de (MicroF) dans Yy, 2 < k < 8, exprimées en fonction
de (u§)1§i,j§3 et de pi, 1< <3,

110



Chapitre 5 Section 5.2. Le probléme microscopique fluide

condition Inf-sup donnée dans le théoréme de Brezzi. Nous choisissons de travailler
avec des éléments finis P, pour la vitesse et Py en pression. On veut alors résoudre
le probléme variationnel suivant :

Trouver u;, € [Xh]3 et p, € M, tels que :
—/Vuh:Vvh+/phV-vh = /g-’vh Vvhe[Xh]3,
F F

—thV'Uh = 0 Van, € My,
F

ol
vy, = (Vi p, Von, Usp), avec v, € Xy, Vi € {1,2,3},

Xn = {Uz‘,h € Py, Vihpp, = O} et My ={qn € P1, qn(x0) =0},
oll zo est un point de F' & fixer.

Remarque 5.3
On obtient bien cette formulation variationnelle puisque les conditions de périodicité
et de symétrie annulent tous les termes de bord.

Remarque 5.4 (Réciproquement)

D’autre part, on sait qu’il existe une unique solution au probléme (MicroF) (rappelé
page 106) d’apres le théoréme 3.58 énoncé a la page 83. Comme de plus on sait que ce
systeme admet une solution périodique dans le cas particulier du domaine périodique
que nous étudions, cette solution est la seule. Par conséquent, la formulation varia-
tionnelle que nous étudions admet bien comme unique solution (u.,p.) € X X My,.

Ecriture sous forme matricielle

On note (¢;)1<i<n les éléments de la base de X, et (¢;)1<;<n ceux de la base de
M},. On note u;; la valeur de u; en le i-éme point d’intégration pour 1 <i < M, en
chaque coordonnée j pour 1 < 5 < 3. On obtient ainsi les écritures

N N
ujn(,y) = Zuj,i(pi(way): gin(®,y) = Zgj,i%'(%,y) l<j<3
i=1 i=1

et
M
=1

Finalement, en appelant U; les vecteurs t(Uj’i)lgiSN, 1 <5 < 3 et P le vecteur
t(pi>1gi§ M, on obtient I’écriture matricielle suivante

A 0 0 B Uy G

0 A 0 B2 U2 . GQ

0 0 A Bg U3 - G3 ’
‘By 'By 'By 0 P 0
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avec

A= (—iwn/ Vi - Vgoj + w2pf/ goigoj) ,
F F 1<4,5<3
et BkZ(/ak%%) , 1<k <3
F 1<4,j<3

5.2.4 Code Matlab

Le domaine a étudier

Nous commengons la mise en ceuvre du code par 'écriture d’un code Matlab
2D. Pour cela, nous devons tout d’abord adapter la cellule de référence a étudier
en choisissant de travailler sur la cellule Y proposée dans la FiG. 5.5. De méme
que dans le cas tri-dimensionnel, on cherche & symétriser cette cellule de référence
afin de gérer des conditions de Dirichlet et de Neumann sur le bord plutot que des
conditions de périodicité. Nous nous restreignons donc a I'étude du carré proposé
sur la F1G. 5.6.

08 1
04 \ E j
02 "\.‘ oz
0 —E'; \
04 \\. ) 04 AN
-0.6
-08
-08
0.8 =1
B 1 0 0 0 1 2 15 1 05 o 05 1
FIGURE 5.5 - Cellule Y permettant FIGURE 5.6 - Cellule F sur laquelle
d’étudier les périodicités. on trace les solutions.

Remarque 5.5 (Cohérence du domaine étudié)

1l est a noter que dans le cas bi-dimensionnel, il n’est pas possible de respecter [’hy-
pothése (H 5.2) tout en ayant un fluide connexe (hypothése nécessaire d’un point
de vue physique). Dans la cellule représentée sur la F1G. 5.5, les parties fluide et
solide sont bien connexes mais en revanche, le solide ne touche pas tous les bords du
domaine Y. Néanmoins, nous avons jugé intéressant de faire nos premiers tests sur

ce type de domaine afin de confronter nos résultats avec ceux trouvés par les équipes
de Dassault-Aviation et de 'ONERA.

La Toolbox

Le programme va étre trés simplifié par 'utilisation de la Toolbox éléments finis
de F. Alouges et M. Tajchman. En effet, il suffit de définir un maillage pour que la
fonction mef nous retourne (notamment) les coordonnées des noeuds du maillage, un

112



Chapitre 5 Section 5.2. Le probléme microscopique fluide

tableau faisant correspondre & chaque triangle ses numéros de sommets, et surtout
les matrices creuses (v;(%:))ij, (Ou;(Zi))ij, (Oypi(Z:))i;, ot les fonctions ; sont
les fonctions de base et les points z; sont les points d’intégration. Cela nous permet
d’obtenir en une seule ligne I’écriture de la matrice A par exemple.

Un algorithme modifié du gradient conjugué

L’algorithme classique du gradient conjugué sert a résoudre une équation de type
MU = F, ou M est réelle symétrique et définie positive. La matrice que nous devons
inverser pour résoudre (MicroF) vérifie bien ces propriétés mais nous allons adapter
I'algorithme afin de prendre en compte les conditions de Dirichlet dans la résolution
du systéme.

Dans notre algorithme du gradient conjugué nous avons pris en compte les condi-
tions aux limites de Dirichlet, ce qui donne ALG. 5.1.

— Initialisation du résidu ™ = F — MU°.

— On repére les lignes de U, et donc de r™, qui contiennent les valeurs de U en des
points situés dans 'ensemble soumit aux conditions de Dirichlet,

— Annulation du résidu r" sur ces lignes,

— Initialisation du vecteur descente : p" = r",

— Tant que le module du résidu est grand :
. Calcul de Mp",
. Annulation de Mp™ sur les lignes correspondantes aux conditions de Dirichlet,

ni|2
. Ttération de U : U™ = U™ — 7] o
(Mpr,p)~
[l
. Itération du résidu : ¥ =" — "
(Mpm, p) .
n
. Ttération du vecteur descente : p"t' = "1 4 Hﬁ nHH n
r

ALG. 5.1: Gradient conjugué avec prise en compte des conditions de Dirichlet.

Résolution du systéme final

On veut résoudre le systéme suivant

A1U1 + Blp - Gly
AsBy + ByP = Gy,
tBlUl —I— tBQUQ - 0

On récrit alors le systéme sous la forme

U =AY (F, — B,P),
Uy = Ay (Fy — ByP),
("BiAy'Bi + 'ByAy'By) P = '"BiAT'Fy + 'ByAy' By

[

M F
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— Calcul du second membre de MP = F grace a 'algorithme du gradient conjugué

ALG. 5.1 qui nous permet de calculer A7 F} et A;'F,

— Initialisation du résidu r™ a la valeur du second membre calculé ci-dessus,

— Annulation du résidu a la ligne correspondant au point (1/2,1/2),

— Initialisation la pression a 0,

— Initialisation du vecteur descente d" = r",
— Tant que le module du résidu est grand :

. Calcul de Md" = tBlAl_lBld” + thAz_lBQd”. On utilise & nouveau le gradient
conjugué pour calculer A;'Byd" et A;'Bod™ en résolvant les deux équations
AUy = Bid" et AyUy = Bod™ avec pour conditions initiales Uy g = 0 et Uz g = 0,

. Annulation du vecteur Md™ sur les lignes correspondantes aux conditions de
Dirichlet,

2
. Itération de P : P""t = pm — JT—”d",
(Mdr, dm)
I
. Ttération du résidu : "™ =" — ————md",
(Mdr, dm)
n+1
. Itération du vecteur descente : d"* = r"+! + %d".
r

ALG. 5.2: Gradient conjugué pour la pression adapté a la matrice du systéme.

Cela revient donc a résoudre une équation MP = F. Pour cela, on commence par
calculer la pression grace a ALG. 5.2.

On obtient ensuite les vecteurs U; et U, grace a 'algorithme du gradient conjugué
ALG. 5.1 et aux deux premiéres équations du nouveau systéme d’équations.

Résultats

On observe les résultats tracés sur la cellule F' représentée sur la F1G. 5.6 a la
page 112 sur les F1G. 5.7, 5.8, 5.9 et 5.10.

pression approchae preseion approches
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FIGURE 5.7 - Pression pour un second FIGURE 5.8 - Pression pour un second

membre vertical. membre horizontal.

114




Chapitre 5 Section 5.2. Le probléme microscopique fluide

e 0e 1 1.2

FIGURE 5.9 - Vecteurs déplacement FIGURE 5.10 - Vecteurs déplacement
pour un second membre vertical. pour un second membre horizontal.

La matrice d’impédance obtenue pour w = 100 est la suivante :

s [ 32:24 4 539.2i 0
2 =10 ( 0 3224 4+539.2i )

On remarque que la matrice est proportionnelle & I'identité, ce qui rend bien compte
de la symétrie de la cellule de référence.

Remarque 5.6

Les résultats obtenus coincident avec ceux obtenus par 'ONERA avec le code Cel-
Per2.

5.2.5 Code C++

Le travail exposé dans cette section a été réalisé en collaboration avec S. Faure 2.

Le domaine a étudier

Nous choisissons de travailler sur la cellule de référence Y constituée des 8 cubes
représentés dans la FIG. 5.2 a la page 104. Nous souhaitons comparer nos résul-
tats avec ceux obtenus expérimentalement au LAUM (Laboratoire d’Acoustique de
I"Université du Maine). Nous imposons donc que la forme géométrique constituée
par les cylindres reliés entre eux par la sphére centrale et qui représente le volume
solide, ne contienne que 1% du volume total du cube.

Nous utilisons le mailleur gmsh afin d’obtenir le maillage de la cellule Y;. Les
paramétres a définir sont donc le coté du carré 2M, le rayon r, de la sphére centrale,
le rayon r. des cylindres et la longueur L de ces cylindres. Ils sont reliés entre eux
par les relations suivantes :

rc:%, M=L+r, 2M=05,

2. Université Paris Sud 11, Orsay
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on impose en effet 2M = 0.5 parce que nous maillons seulement le huitiéme de cube.
En écrivant que le volume du solide correspond & 1% du volume de Y, on obtient

, 167, + 18L
-

=0.01 x 8M?3.
2 o 0.01 x 8

T
On utilise ensuite le fait que r, + L = M = 0.25, pour obtenir une équation de
degré trois dont est solution r,. Comme 0 < r, < 0.5, la seule solution possible est

rs = 0.03281365 m, cela nous permet d’obtenir la cellule Y représentée (vue de face)
sur la F1G. 5.11.

FIGURE 5.11 - Maillage de la partie fluide Y; vu de face.

La librairie lzbMesh

Afin de mettre en ceuvre un code C++ qui résout le probléme (MicroF) nous
utilisons la librairie libMesh. 11 s’agit d’une librairie éléments finis compatible avec
les complexes, disponible librement et possédant une bonne documentation. Cette
librairie a été actuellement développée par Dr. Benjamin S. Kirk 3, Steffen Petersen *,
Dr. John W. Peterson®, Dr. Roy Stogner® et Derek Gaston’. Dans la librairie il
existe un exemple dans lequel est résolu le probléme de Stokes en deux dimensions
et pour le cas réel. Le code que nous avons élaboré est donc un enrichissement de
cet exemple puisque nous lui avons apporté les modifications suivantes :

— prise en compte d’un maillage créé avec le mailleur gmsh (la librairie libMesh
permet de faire des maillages simples mais & notre connaissance, il est plus
facile de passer par un mailleur extérieur pour mailler et labéliser un domaine
tel que Y; qui est représenté sur la Fi1G. 5.2),

— passage a la dimension 3,

NASA Lyndon B. Johnson Space Center
Hamburg University of Technology
University of Texas at Austin
University of Texas at Austin
UT-Austin, Sandia Nat’l Lab

N OOt
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— passage au cas complexe,

— écriture de la matrice du systéme,

— résolution du systéme : on regarde si la matrice est diagonale ou non, si elle
est préconditionnée ou non et on utilise la méthode GMRES via LASPack,

— écriture de la sortie dans un format lisible par vtk (cette partie a été délicate
puisque la sortie prévue par la librairie ne prend pas en compte le cas com-
plexe, nous avons di trés légérement modifier la librairie). Nous visualisons les
résultats via le logiciel ParaView.

On commence par tester le code sur un maillage équivalent au maillage 2D utilisé
pour le code Matlab. On obtient les résultats présentés enF1G. 5.12 pour la pression
et en FI1G. 5.13 pour le déplacement. Ces résultats correspondent a ceux trouvés
avec le code Matlab : dépression au niveau du solide causé par le fait qu’on empéche
le fluide de passer (on impose un déplacement nul & ce niveau) et le fluide s’écoule
d’autant mieux qu’il est éloigné du matériau.

FIGURE 5.12 - Pression pour un se- FIGURE 5.13 - Déplacement pour un
cond membre vertical. second membre vertical.

Remarque 5.7 (La pression est donnée a une constante prés)
Pour le code C++, nous n’avons pas imposé la valeur de la pression en un point
donné. L’échelle de valeurs de la pression est donc indicative mais pas significative.

Les résultats tri-dimensionnels pour un second membre selon la direction 7 et
pour une fréquence w = 100 sont présentés en F1G. 5.14, F1G. 5.15, F1G. 5.16 et F1G.
5.17. Sur la F1G. 5.14, on observe une dépression au niveau de la croix formée par
les cylindres représentants le matériau, la ou le fluide arrive, et une surpression la ot
il repart. Cela vient des conditions de bord nulles imposées sur la croix. D’ailleurs
au niveau des vecteurs de déplacement représentés sur la F1G. 5.16, on obtient bien
que celui-ci est quasi nul au niveau de la fibre de verre.

Enfin nous obtenons la matrice d’impédance suivante :

0.0528481 + 40.0196472 0 0
0 0.0528274 + 40.0196563 0
0 0 0.0505321 + 40.021576
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Pression_r
2.60107

=2
-2.53891

FIGURE 5.14 - Partie réelle de la pres-
sion pour un second membre horizon-
tal et pour w = 100.

GlyphVector Magnitude
9.6e-05
80051
Eée-OS +
4e-05
3
“2e-05

2.69e-147

FIGURE 5.16 - Partie réelle du dépla-
cement pour un second membre hori-
zontal et pour w = 100.

Pression_i
2.86961

-3.28471

FIGURE 5.15 - Partie complexe de la
pression pour un second membre ho-
rizontal et pour w = 100.

Vitesse_i Magnitude
3.61e-05

E3e705

" 2605

Fie-05

FIGURE 5.17 - Partie complexe du
déplacement pour un second membre
horizontal et pour w = 100.
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Cette matrice est proportionnelle & I'identité parce que nous avons choisi de faire le
calcul sur une cellule Y; symétrique.

5.3 Le probléme microscopique solide

Dans cette section, nous établissons le code utilisé pour résoudre le probléme
microscopique solide. Nous commencons par faire ’hypothése (H 5.1) sur la cellule
de référence, ce qui nous permet de gérer des conditions de Dirichlet et de Neumann
sur le bord plutét que des conditions de périodicité. Nous étudions ensuite 'influence
sur la matrice d’impédance qu’a une telle hypothése. Nous terminons I’étude par des
résultats numériques obtenus via un code 3D écrit en C++ toujours avec la librairie

libMesh.

5.3.1 Etude des conditions de bord dans Y;

Nous commengons en effet par symétriser la cellule Y grace a I’hypothése (H 5.1).
Ceci nous permet d’obtenir des conditions de Dirichlet et de Neumann sur les bords
de Y] plutét que de travailler avec des conditions de périodicité sur le bord de Y.

Pour comprendre d’ou viennent les conditions de Dirichlet et de Neumann que
nous devons imposer sur le bord de Y}, nous cherchons quelles sont les fonctions w;
solutions de (MicroF) aprés les changements de variables induits par les symétries
selon les trois axes directeurs pour le repére proposé dans la Fic. 5.4.

Détaillons comment trouver les conditions de bords de Y. Soient u; et u; les
solutions de (MicroS) avec G = Ej; respectivement dans Y; et dans Y, (a un dépla-
cement solide prés), ou les Y; sont représentés sur la F1G. 5.1. On passe du cube Y]
au cube Y; grace au changement de variable (z,y, z) — (2,1 — vy, z). Les fonctions

N u}(x,l—y,z)
ul(xv Y, Z) = —’U,%(.T, 1 - Y, Z) ) (53)
’Uff(l’, 11— Y, Z)

ol u} est la i-éme coordonnée de uy, 1 < i < 3, sont solutions de (MicroF) avec
G = Ei; dans Ys. Pour les mémes raisons que dans le cas fluide, en faisant tendre y
vers 1/2, on trouve que l'ordonnée u? est soumise a une condition de Dirichlet sur
le bord nord de Y}, alors que I'abscisse ui et la cote u? vérifient des conditions de
Neumann sur ce bord.

Remarque 5.8 (Seconds membres a étudier)

Il est & noter que par linéarité de (MicroS), il suffit d’étudier les éléments de base
de M3(R). Le nombre de seconds membres a tester peul encore étre réduit si on
remarque que les seuls seconds membres qui nous intéressent sont les matrices sy-
métriques. En effet, on souhaite in fine tester la matrice dimpédance contre la ma-
trice symétrique G(u) + PId. Dans ['étude qui suit, les seuls seconds membres qui
nous intéressent sont donc les matrices normalisées suivantes : Ey1, (E1a + Eo1)/2,
(Ers + Es1)/2, Ea, (Eos+ Es)/2 el Esg.
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On peut ainsi obtenir le TAB. 5.3 qui récapitule les conditions de bord relatives
aux différents bords et aux différents seconds membres. Pour simplifier la lecture du
tableau, on note D pour condition de Dirichlet et N pour condition de Neumann.

Second membre

sud /nord

est/ouest

devant/derriére

G =FE

abscisse : N
ordonnée : D
cote : N

abscisse : D
ordonnée : N
cote : N

abscisse : N
ordonnée : N
cote : D

G - (E12 —|— Ezl)/Q

abscisse : D
ordonnée : N
cote : D

abscisse : N
ordonnée : D
cote : D

abscisse : N
ordonnée : N
cote : D

G == (EIB + E31)/2

abscisse : N
ordonnée : D
cote : N

abscisse : N
ordonnée : D
cote : D

abscisse : D
ordonnée : D
cote : N

G = Ly

abscisse : N
ordonnée : D
cote : N

abscisse : D
ordonnée : N
cote : N

abscisse : N
ordonnée : N
cote : D

G — (Egg + E32)/2

abscisse : D
ordonnée : N
cote : D

abscisse : D
ordonnée : N
cote : N

abscisse : D
ordonnée : D
cote : N

G = E33

abscisse : N
ordonnée : D

abscisse : D
ordonnée : N

abscisse : N
ordonnée : N

cote : N cote : N cote : D

TABLE 5.3 - Récapitulatif des conditions de bord relatives a la cellule Y; pour I’étude
de (MicroS).

5.3.2 Tenseur d’impédance solide

Dans cette sous-section, nous souhaitons obtenir une expression du tenseur d’im-
pédance M, sur la cellule de référence Y en fonction de celui calculé sur le huitiéme
de cellule Y;. Notons ((o%(u1)™)y )1<ij<3 = (Ms E;j)1<j<3 les matrices que nous
recherchons pour déterminer M,. Comme dans la partie fluide, nous établissons les
matrices que nous obtenons sur chaque domaine Y;, 1 < k£ < 8 en fonction des
éléments de la matrice ((o®(u1)"7)y, )1<ij<s. Pour cela, on procéde comme dans la
section précédente en établissant le vecteur uy solution de (MicroS) sur chacun des
cubes Y}, pour les seconds membres matrices de la base de M3 3(C). Les matrices
définissant le tenseur d’impédance sur Y tout entier sont les sommes des matrices
définissant le tenseur d’impédance sur chaque Yy, 1 < k£ < 8. Nous récapitulons
les solutions de (MicroS) pour les différents seconds membres dans le TAB. 5.4 en
notant a,i’fé les coordonnées de la matrice ((o*(u1)"/)y, )1<ij<s. D’autre part, il y a
seulement deux résultats possibles par cubes : une matrice et son opposée. Nous
améliorons donc la lisibilité du tableau en donnant cette matrice de référence pour
chaque cube et en notant pour chaque second membre un signe + si la matrice donnée
par le calcul est la matrice de référence et un signe - s’il s’agit de son opposé.
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Cube Matrice de référence E, El?;Em E13‘5E31 Eo % Esq
on - —O0h 0y
Y, —07, O3y  —Og + - + - - -
05 —Oi 05
o op o
Y3 Oy Op  —Og + + - + - -+
—05 —O3 O3
oy —op —o
Y, —0132 0;]2 012]3 + - - + + +
—05 O3 O3
or 012 i3
Y5 —0h Oy 03 -+ - -+ + - +
03 —Og 05
o1l 13 O3
Ys 011]2 UZZJZ 0;{3 + + + + + +
ij ij ij
031 032 Ogss
oy —op —o
Y7 —0 O3 O + - - + + +
—05 Op 05
oy o —og
Y3 o agjzu —0o5 + + - + - +
—05 —03 o

TABLE 5.4 - Solutions (MicroS) dans Y}, 2 < k < 8, exprimées en fonction de

((Us(ul)i’j>y1)1§j§3-
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Finalement, en additionnant les coordonnées des solutions dans chacun des cubes
Y, 1 < k < 8, on obtient les valeurs suivantes pour les matrices données par le
tenseur d’'impédance M, :

87l 0 0 82 0 0
MS Ell = 0 80’%; 0 y Ms E22 = 0 80'%% 0 s
0 8033 0 8033
833 0 0 0 802 0
MS E33 = 0 80':233 0 s Ms E12 = 80'%% 0 0 s
0 8033 0 0
0 0 83 0 O 0
M, B3 = 0 0 0 , et MyEys=1| 0 0 803
8013 0 0 0 802 0

Ainsi, lors de 'exécution du code, on résout le probléme (MicroF) sur le huitiéme
de cellule Y; pour chacun des six seconds membres, avec les conditions aux bords
données dans le TAB. 5.3. Puis on calcule la matrice d'impédance sur Y entier en
s’intéressant uniquement aux termes diagonaux fournis par la matrice d’impédance
calculée sur Y.

5.3.3 Eléments finis
Ecriture de la formulation variationnelle

On travaille en éléments finis Py pour le déplacement microscopique sur le solide
afin de travailler avec un déplacement de méme régularité que dans le cas fluide.
En intégrant par parties deux fois, on obtient le probléme variationnel suivant :

Trouver wy, € [Po]” tel que :

u/ (Vuh + 1tVuh) Vo, = / G : Vv, Y, € [Pg]g.
s s
Ecriture sous forme matricielle

On note (p;)1<i<n les éléments de la base de X, et u;; la valeur de u; en le i-éme
point d’intégration et de méme pour les autres fonctions. On obtient ainsi ’écriture

N
uj,h($7y) = Zujﬂgpz(xa y): 1 S ] S 3.
=1

Finalement, en appelant U; les vecteurs t(Uj’i)lgiSJ\“ 1 < 5 < 3, on obtient
I’écriture matricielle suivante

/LA + ()\ + ,M)BH ,uBlg + )\BQl ,uBlg + /\B31 U1 G1
p1Ba1 + ADBjo pA+ (A4 p)Bay Bz + ABis Us =| G2 |,
ILLBgl + )\Blg ,LLB32 + )\323 ,UA + ()\ + M)ng U3 Gg
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A= (—/V%‘ : V%‘) , By = (/ 3j90m3z‘901) , 1<id,5 <3
S ij S 1<m,I<3

1<<3 S 1<m.i<3

avec

et

5.3.4 Code C++
8

Le travail exposé dans cette section a été réalisé en collaboration avec S. Faure °.

Le domaine a étudier

FIGURE 5.18 - Maillage de la partie solide de Y; vu de face.

Nous choisissons de travailler sur la cellule de référence Y constituée des 8 cubes
représentés dans la F1G. 5.2 & la page 104. De méme que pour le maillage fluide,
nous utilisons le mailleur gmsh et nous contraignons les paramétres du domaine afin
d’obtenir le volume souhaité. On obtient le maillage représenté vu de face sur la
FiG. 5.18.

La librairie lzbMesh

On utilise a nouveau la librairie [ibMesh et on lit le résultat via le logiciel Para-
View.

Les résultats tridimensionnels pour un second membre égal & la matrice Fy;
sont présentés en FiG. 5.19 pour les vecteurs déplacement et en FIiG. 5.20 pour
un grossissement (de 10°) de la déformation. Pour un second membre qui touche
deux directions comme la matrice Ei5, on obtient les résultats présentés en FIG.
5.21 pour les vecteurs déplacement et en F1G. 5.22 pour un grossissement, (de 10%)
de la déformation. Les résultats obtenus pour le tenseur d’impédance solide sont
notés dans le TAB. 5.5. Les résultats obtenus semblent cohérents parce que pour les
matrices M E;;, la contribution la plus forte est portée par la coordonnée (i,7) et est

8. Université Paris Sud 11, Orsay
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GlyphVector Magnitude
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FIGURE 5.19 - Déplacement pour
le second membre G = Ey;.
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FIGURE 5.21 - Déplacement pour
le second membre G = (Ep +

Ey)/2.
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FIGURE 5.20 - Grossissement de
la déformation pour G = Ey;.
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FIGURE 5.22 - Grossissement de
la déformation pour G = (Ej5 +

Ey)/2.
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Section 5.3. Le probléme microscopique solide

sensiblement la méme pour tout 1 < i < 3 a cause de la symétrie de la cellule (les
cylindres sont de méme dimension et coupent tous le cube par le centre d’une face.
De méme les contributions des autres coordonnées de M, E;; et des coordonnées des
M, E;j, 1 <1 # 7 <3 se retrouvent par symétrie.

Matrice | Résultat obtenu numériquement
0.986148 0 0
M Epq 0 0.209556 0
0 0 0.209616
0 0.755646 0
M Eys 0.755646 0 0
0 0 0
0 0 0.75561
M Fy3 0 0 0
0.75561 0 0
0.209435 0 0
M FEyo 0 0.985958 0
0 0 0.209499
0 0 0
M Eos 0 0 0.755633
0 0.755633 0
0.209377 0 0
M Es3 0 0.209383 0
0 0 0.985725

TABLE 5.5 - Description du tenseur d’impédance solide obtenu numériquement.
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6.1 Introduction

L’objectif de cette partie est de montrer que le modéle homogénéisé que nous
avons exhibé en (Macro) est représentatif. Pour cela, nous testons ce modéle dans
un cas déja connu de maniére empirique : la laine de verre. Nous calculons le déplace-
ment et la pression macroscopique donnés par le modéle pour en déduire I'impédance
acoustique. Nous nous placons dans un cas trés simplifié afin de disposer de données
obtenues empiriquement par Dassault.

Le systéme d’équations macroscopiques que nous étudions est le suivant :

{ W plu+h) + oy () + V- (ISlos(w+h) + (os(w) )= F|[Vp = 0,
|FIV-(u+h)+V-(v), = (Vy-u)g = 0,
(Macro)
ott p = pulS| + psl .

Nous avons vu dans la partie théorique que ce probléme admet une solution
mais qu’elle n’est unique que lorsque la cellule de référence est constituée de milieux
fluide et solide tous deux connexes et tels que le solide vérifie I'hypothése (H 5.2). On
peut alors chercher a résoudre le probléme (Macro) de maniére numérique. Pour cela,
nous devons tout d’abord résoudre les problémes (MicroF) et (MicroS) et calculer
les matrice et tenseur d’impédance qui découlent de ces problémes pour utiliser les
propriétés

(0)p = My (Vp = wips(ut b)), et (o5(w)) = M, (~o5(u+h) - pId).

(6.1)

Il est alors possible de reformuler (Macro) en fonction de My et de M, et de
fagon & obtenir un systéme de deux équations (I'une vectorielle et l'autre scalaire)
en les deux inconnues macroscopiques U = u + h et p. Ce systéme devient alors

Zi(u+h)+ ZNp+ V- (Zso*(u+h)) +V - (Zypld) = 0,
{—V-(Zz(U—i—h))—l-V-(Mpr)+Tr(Z50'8(u+h))+Tr(Z5pId) = 0,

S

avec

Zy = w?pld — (wW?py)? My, Zy = w?psM; — |F|Id,
1

Zs=|S\Id— M, Z,=-M, et Zy=—-—DM,.
3= 19 4 ¢ b 3N+ 2u

6.2 Code Matlab 2D

Pour résoudre le probléme macroscopique (Macro), nous devons utiliser les ré-
sultats des codes résolvant les systémes (MicroF) et (MicroS) afin de connaitre les
valeurs des coefficients des matrices d’impédances. Pour cela, nous déterminons le
tenseur d’impédance solide et les matrices d'impédance fluide pour chaque valeur de
la fréquence que nous souhaitons tester et nous I’écrivons dans un fichier Matlab. Ces
fichiers sont ensuite lus par le code macroscopique Matlab qui résout le probléme
(Macro) en deux dimensions. On choisit de travailler en éléments finis Py pour le
déplacement et P; pour la pression.
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6.2.1 Formulation variationnelle

On écrit la formulation variationnelle de (Macro) pour I'inconnue u plutot que
pour I'inconnue U = u + h. On obtient alors le probléme variationnel suivant :

Trouver uy, € Xj, et p, € M, tels que :V (vy, qn) € [X3]? x M,
(
/(Zluh) cvp + /(ZQVph) SV — /(Zgo's(uh)) : Vo,
Q

Q Q

+/QV (ZyprId) - vy, = —/Q(Zlhh) vy + /(Z3Us(hh)) : Vg,

— QV'(Z2uh)€Ih—/ﬂ(vaph)'VQh+/TF(Z5US(“h))Qh

Q
+/TI"(Z5phId)qh:/v'(Z2hh)Qh_/Tr(Z50's(hh))qh7
Q Q Q

ol
Xy = {Uh € P, Yih o0, = 0} et My = {qn € P1, qn (x0) =0},

ol xg est un point de  a fixer.

6.2.2 Ecriture sous forme matricielle

On note (¢;)1<i<n les éléments de la base de X}, et (1);)1<i<nm les éléments de la
base de Mj,. Finalement, on résout le probléme matriciel suivant

All A12 A13 Ql Uy All A12 A13 Ql hl
A21 A22 A23 Q2 U2 _ A21 A22 A23 QZ h2
A31 A32 A33 Q3 Uus A31 A32 A33 Q3 h3 ’
Rl R2 Rg T P R1 RQ R3 0 0

ol les matrices sont définies pour 1 < i # j < 3 par

Aii = (WQp_ (w2pf)2M}Z)M <1 —d - Z Mu) 0

1<5<3

—p Y (1= @ = 2M)S;; — p(l — )8y,

1<5<3
Qi = ((Wpp)My - Y M¥D;
1<5<3
Reo= (o)Mf+ @) Ot (52 + o S T )
f ‘ 2+ 3\ 20+ 3 =, i ‘

T = — MPT,

> 5 s Y™

1<5<3 1<5<3

ou les matrices intermédiaires M, S;;, C;, D;, M, et T;; pour 1 < 4,5 < 3 sont
données par

M, = (/ %’%’) , My, = (/ wi%‘) , Gy = (/ Spkaﬂ/}l)
Q 1<i,j<N Q 1<i,j<N Q 1<k, I<N
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et

D; = (/ Wzaz'@z) , Sij = (/ az"ﬂk@j@l) )
Q 1<k,I<N Q 1<kJI<M

T = (/ @‘?ﬁkaﬂbl) -

Q 1<k,I<M

Dans les expressions ci-dessus, on a noté M}] la coordonnée (i,7) de la matrice

d’impédance fluide et M,g la coordonnée (7,j) de la matrice M FEy ou M est le
tenseur d’'impédance solide.

Les résultats du code pour h = t(l, 0,0) et w = 1000 sont visibles sur un domaine
rectangulaire de largeur 0.1 m et de longueur 1 m en FIG. 6.1 et en F1G. 6.2 pour le
déplacement. En effet, sur F1G. 6.1 sont représentées les parties réelles des vecteurs
déplacement, ce qui permet de voir que le déplacement ne dépend que de ’abscisse
puisque la conditions de bord h ne dépend que de I'abscisse. C’est pourquoi nous
avons ensuite choisi de représenter la partie réelle de I'abscisse du déplacement en
FIG. 6.1. Sur cette figure, ou le calcul est effectué pour w = 100 s~! on observe une
couche limite au niveau du bord ou le déplacement est imposé. Pour comprendre
que cette couche limite n’est pas un effet numérique, nous avons représenté la partie
réelle de déplacement calculé pour une fréquence de vibration w = 4980 s~! en FIG.
6.3 pour la partie réelle et en FI1G. 6.4 pour la partie imaginaire. Sur cette figure
aussi on observe une couche limite mais elle se créé sur plus de mailles que dans le
cas w = 100 s71.

Wecteurs de la partie reelle du deplacement de norme = 1

=
2
=
Ed
o

09

[iki)

a7

06

05

04

03

0z

01

= TR L L LR
At b R e b R e e

L L —
02 04 06 "

FIGURE 6.1 - Parties réelles des vec- FIGURE 6.2 - Partie réelle du dépla-

teurs déplacement. cement pour w = 100 s 1.

Sur Fia. 6.5 et F1G. 6.6 sont respectivement représentées les parties réelle et
imaginaire de la pression divisées par 10° afin que les résultats soient facilement
observables puisque la pression de I'air est de I'ordre de 10° Pa. Ces résultats sont
aussi obtenus pour une fréquence de w = 100 s~!. De méme que pour le déplacement,
on observe que la pression ne dépend que de I'abscisse, ce qui s’explique par le choix
du déplacement imposé sur le bord. Nous comparons ces résultats avec ceux obtenus
pour une fréquence w = 4980 s~! : partie réelle en FIG. 6.7 et partie imaginaire
en F1G. 6.8 (divisées par 100). Pour cette fréquence plus grande, on observe une
vibration de la pression.
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FIGURE 6.3 - Partie réelle du dépla- FIGURE 6.4 - Partie imaginaire du dé-
cement pour w = 4980 s~ 1. placement pour w = 4980 s 1.

FIGURE 6.5 - Partie réelle de la pres- FIGURE 6.6 - Partie imaginaire de la
sion macroscopique pour w = 100 s7. pression macroscopique pour w = 100
(& une sous-suite preés) s

FIGURE 6.7 - Partie réelle de la pres- FIGURE 6.8 - Partie imaginaire de la
sion pour w = 4980 s~ pression pour w = 4980 s~ 1.
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Annexe A

Propriétés de p.

L’objectif de cette annexe est de caractériser une fonction dont le gradient est
périodique, ce qui est le cas de la pression p. que nous avons été amenés a manipuler.

L’ énoncé de la proposition ci-dessous m’a été suggéré par la lecture de C. Le
Bris |Bri05] a la page 60.

Proposition A.1
Soit A un pavé de taille Ty x Ty, x T3 et donc la mesure de Lebesque de A wvaut
Al = TYT>T5. Soit p : R® — R une fonction telle que [, Vp = e;, ot e; est un
vecteur de la base canonique. Alors les deur assertions suivantes sont équivalentes.
i) La fonction Vp est T-périodique.
i) Il existe w : R? — R une fonction T-périodique telle que p(x) = ;/|A|+w(z).
Démonstration :
Pour la réciproque, il suffit de remarquer que le gradient de p vaut e;/|A| + Vw,
fonction qui est bien T-périodique.
L’autre sens correspond a montrer que la fonction w(x) = p(x) — x;/|A| est
T-périodique. Pour cela remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer que

w(x +tje;) —w(x)=0, V1<j<3, VaeA
Soit donc 1 < j < 3. Alors

_ Tj0i
Al

w(x +tje;) —w(x) = p(x +tje;) — p(x)

ol 0;; vaut 1 si i = j et 0 sinon. Or la formule de Taylor avec reste intégral donne

zj+T;

patte) ~p@) = [ Oplat (¢ a)ed
Tj

Il faut maintenant faire le lien entre cette intégrale et celle vérifiée par Vp en hy-

pothése. En fait la fonction 0;p apparaissant dans 'intégrale ne dépend que d'une

variable d’espace. Quitte a diviser par des constantes, on peut donc se ramener a

une intégrale sur A. D’ou

T. zj+T}
p(x+tje;) —p(x) = TIT;Tg / Oip(x + (t — x;j)e;)dt.
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Ensuite une maniére de traduire I’hypothése fA Vp = e;, consiste a écrire ’égalité
[ 0;p = d; ;. Finalement, on obtient
T; T50i,

w(:c + tjej) — l’(.’B) = T1T2T35i’j — ‘A|7 = 0.

Donc la fonction w est périodique. O

Corollaire A.2
Soit A un pavé de taille Ty x Ty, x T3 et donc la mesure de Lebesque de A wvaut
Al = TYT5Ts. Soit p : R® — R une fonction telle que [, Vp = Cie;, ot e; est un
vecteur de la base canonique et C; une constante. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes.

i) La fonction Vp est T-périodique.

i) Il existe w : R — R une fonction T-périodique telle que

CZ‘JZi
p(x) = +w(z).
Al
Démonstration :
On utilise le théoréme précédent avec la fonction ¢ = p/C;. n

Corollaire A.3
Soit A un pavé de taille Ty x Ty, x T3 et donc la mesure de Lebesque de A wvaut
Al = TVT2T5. Soit p : R* — R une fonction telle que [, Vp = S Ciei, ol €
est un vecteur de la base canonique et C; une constante. Alors les deux assertions
sutvantes sont équivalentes.

i) La fonction Vp est T-périodique.

i) Il existe w : R? — R une fonction T-périodique telle que

p(x) = Z (’j;\xll + w(x).

Démonstration :
On utilise le corollaire précédent avec ¢(x) = p(x) — Crx1/|A| — Coxa/|A]. O

Remarque A.4
En particulier on a montré que si p est une fonction telle que Vp est T-périodique,
alors il existe une fonction w, T-périodique, telle que

Vp(z) = Vu(z) + / Vp(y)dy.

Remarque A.5

Dans nos applications de cette propriété a la fonction p.(x), on choisira A = F}, et
T=c'(1,1,1).
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Annexe B

Compléments sur I’étude du
probléme rigide

Dans cette annexe, nous souhaitons détailler les résultats présentés dans la section
2.2.1. Ces résultats sont classiques dans le cas réel et notre travail a consisté a les
adapter au cas complexe.

Hypothése (H B.1)
Louvert O est connexe, borné, de bord lipschitzien dans R3.

Nous utilisons les notations de D. Braess [Bra0l| que nous adaptons au cas com-
plexe. Nous commencons par définir les espaces utilisés dans les notations (N B.1)
et (NB.2).

Notation (N B.1)
Les espaces X el M sont deux espaces de Hilbert d’anti-duauz respectifs X' et M,
c’est-a-dire les espaces des formes anti-linéaires continues sur X' et M'. On note res-
pectivement (-, )y €t (-,-),, les produits scalaires sur X et M et x/(-,-)x et mr (-, ")y
sont les produits de dualité (X', X) et (M', M).

Notation (N B.2)
Le produit scalaire associé a H™(O) est noté (-,-),, » et la norme associée se note

-llm.0-
Nous introduisons ensuite les formes qui agissent sur ces espaces avec
Notation (N B.3)

Les formes a et b sont sesquilinéaires continues et définies respectivement sur X x X
et X x M.

Nous avons maintenant les outils pour définir le probléme point-selle que nous
souhaitons résoudre

Etant donné (f,g) € X' x M’ trouver (u, \) € X x M tels que :
{ a(u,v) + bv,\) = x(f,v)y, Vo e X,
b(unu) :M’<g7ﬂ>M> V[LG M.

Pour résoudre le probléme (2.5), il suffit de montrer que I'application associée,
et que I'on note L, est un isomorphisme.

(B.1)
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Notation (N B.4)
L’application associée 4 (2.5) s’écrit

/ /
LZ{XXM—>X><M (B.2)

(w , A — (F , Q)

ot les formes linéaires F et G sont définies par

Fw) = a(u,v) + blv,\), veX,
G(n) = b(u, p), pe€ M.

En vue de réécrire le probléme point-selle (2.5) sous une forme équivalente mais
exprimée avec des opérateurs plutot qu’avec les formes linéaires continues a et b
définies a la notation (IN B.3), nous utilisons la notation suivante pour les opérateurs
déduits de a et b.

Notation (N B.5)
L’opérateur A associé a la forme sesquilinéaire a est défini par

X — C

. !
AX—)X,U/’—>{ v —s X/<AU,U>X:CL(U7U)

(B.3)

De la méme maniere, nous définissons l'opérateur B associé a la forme sesquilinéaire
b ainsi que son dual :

M — C
B: X — M; u+— , B.4
¢ { po— ar(Bu,p)y = blu, p1) (B-4)
, . X — C
B M— X5 AH{ v o (BAh, = BOo) = Bo ) © (B

Remarque B.1
Comme a et b sont des formes sesquilinéaires continues, les opérateurs A, B et B’
sont continus.

Nous obtenons ainsi la reformulation suivante du probléme point-selle (2.5)

Au+ BN = f
Bu = g

Nous introduisons ensuite des notations relatives aux espaces étudiés : I'espace affine
des fonctions admissibles, I'espace linéaire correspondant, I'espace complémentaire
orthogonal et I'ouvert polaire correspondants a un opérateur linéaire borné (ici B).

Notation (N B.6)
Nous définissons Uespace affine des fonctions admissibles V(g) et lespace linéaire
correspondant V' par

V(g) :{UGX, V”EM b(,Uv:u):]V[’<97M>M}7
V ={veX, VYueM bv,u) =0}

138



Annexe B

Soient deux espaces de Banach H; et Hy de duaux respectifs H{ et Hj et H un
sous espace vectoriel de Hy. On différencie le complémentaire orthogonal de H dans
H; et I'orthogonal de H par les notations suivantes :

Notation (N B.7)
L’orthogonal de H dans Hj s’écrit

H°={fi € H], w (fi,h)y, =0, VheH},

alors que lorsqu’on travaille dans des espaces de Hilbert (qui sont réflexifs), le com-
plémentaire orthogonal de H est 'espace H* défini par

Hl:{ZL’lEHl, (iL'l,h)HIZO, VhEH}

Commencons par citer quelques théoréme d’algébre dont on a besoin pour la
suite.

Théoréme B.2
Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et soit F' . Hy — Hy une application linéaire
bornée. Les assertions i) et ii) sont équivalentes.

i) L’image F(Hy) de F est fermée dans H,.
ii) F(Hy) = (ker F")°.

La démonstration de ce théoréme est celle proposée par Braess dans [Bra01], il
n’y a pas besoin ici d’adapter au cas complexe mais pour plus de lisibilité nous avons
choisi de la donner quand méme.

Démonstration :

Commencons par remarquer qu’il est suffisant de démontrer que ’adhérence dans
Hjy de F(H,) est égale a Uespace (ker F”)°. Par définition de I'opérateur adjoint, nous
avons

ker F’

{f2 € H§7 Fl(f?) = 0}7
= {fo€ Hy, Va1 € H g (F'(f2),21)y, =0},
= {fQ S Hé, VZEl S H1 Hé<f27F<x1)>H2 = 0}

Dans le cas ot 'on travaille avec Hy hilbertien, on identifie HY a H,, ce qui permet
d’exprimer ainsi (ker F)° :

(kerF')O = {5132 € H,, H§<f27x2>H2 =0, Vfye kerF’},
= {xy € Hy, H§<f2,$2>H2 =0, Vf,€Hy, (B.6)
tel que my (fa, F(21))y, =0, Vo, € Hi}.

Ainsi, I'inclusion F'(Hy) C (ker F')° est claire. De plus, comme 'orthogonal (ker F”)°
est un sous-espace fermé de H), on obtient la premiére inclusion.

Montrons l'inclusion réciproque par 'absurde. Soit x5 un élément de (ker F”)°,
tel que x2 ne soit pas dans 'adhérence de F'(Hy). Alors la distance entre xo et F'(Hy)
est strictement positive et il existe une sphére centrée en x5 et disjointe de 'ouvert
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convexe F'(Hy). Par le théoréme de séparation des ouverts convexes, il existe fo € H)
et un scalaire a tel que

H§<f27372>H2 > a,
H§<f27F($1)>H2 <a Vz, € H,.

Comme F est linéaire, cette propriété n’est vérifiée que si g (f2, F'(21))y, = 0 pour
tout x; € Hi, ce qui implique a > 0 et en particulier gy (f2,72),, # 0. Or cette
derniére relation contredit (B.6), et donc I'inclusion réciproque de est vraie et nous
donne le fait que Padhérence de F(H;) est l'espace (ker F”)°. O

Les démonstrations suivantes sont inspirées de ce que 'on peut lire dans [Bra0l|
mais nous avons ici pris en compte le cas complexe.

Théoréme B.3
Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert.

1. L’application linéaire F' : Hy — H) est un isomorphisme continu d’inverse
continu si et seulement si la forme associée

l:{HlXH2 — C (B7)

(z1,22) V= g (F (1), T2) g,
vérifie les conditions suivantes
i) (Continuité). Il existe C > 0 tel que

L1, 22)] < Cllzally, l22lly,,  Var € Hy, Vg € Hy.
ii) (Condition Inf-sup). Il existe o > 0 tel que

l(z1,2
sup [t )] > allzlly, Y € Hy.
z2€Ha HxQHHz
970

iti) Pour tout élément xo de Hy, il existe x1 € Hy tel que l(x1,x9) # 0.

2. Si on suppose seulement que les hypotheses i) et ii) sont vérifiées, alors
FZH1—>{ZL‘2€H2, l(xl,xg):(), VZL’1€H1}OCH£

est un isomorphisme continu d’inverse continu. De plus, la condition Inf-sup
est équivalente a

1E (@)l gy = alleally,, Vo€ H (B-8)

Remarque B.4
Le nom de condition Inf-sup vient du fait qu’une formulation équivalente a la condi-
tion i) est
[(z1,2
inf  sup M>a>0.

x;le%l xa?;gz ||9?71HH1 HQ?QHH2 B
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Démonstration :

Montrons que les propriétés i), ii) et i) impliquent que F' est un isomorphisme
continu d’inverse continu.

La propriété i) implique immédiatement la continuité.

Montrons maintenant que la condition Inf-sup implique l'injectivité de F'. Par
linéarité, il suffit de vérifier que si 7 € Hp est tel que F(z;) = 0, alors z; = 0.
Soit un tel x1, alors par définition de [, pour tout élément x, de Hs, on a ’égalité
[(x1,22) = 0. En particulier, la propriété sup,, cy, [(z1,22) = 0 est vérifiée et la
condition Inf-sup implique donc que x; = 0, d’ou I'injectivité de F'.

Montrons que la condition Inf-sup implique la continuité de F'~!. Supposons donc
que F est injective et soit fo un élément de F'(H;). Il existe donc un unique élément
ry de H; tel que z; = F~!(f;). La condition Inf-sup donne alors la continuité de
F-1:

- (1,2 |11, (f2, %2) |
A F T f) ]y, = allarlly, < sup P g, Tt
nepy oz, wem ezl " (BY)
€2 970

< ol = 1F @),

Pour la surjectivité de F', il faut d’abord montrer la deuxiéme partie du théoréme.
On remarque tout d’abord que 1’é¢galité (B.9) donne (B.8). On peut conclure en
remarquant, que les continuités de F' et de F'~! impliquent que F(H;) est fermé, et
comme Hs est un Hilbert, il est réflexif ce qui donne la définition suivante de ker F” :

kerF’:{xg EHQ, l(l’l,xg) =0, V1 EHl},

on conclut en utilisant le théoréme B.2.

Ensuite, 'hypothése dii) montre que {xy € Hy, l(x1,22) =0, Y € H }° est
l'orthogonal dans H/ de I’élément nul. Il s’agit donc exactement de HY,.

La réciproque est plus simple. En effet on obtient facilement i) grace a la conti-
nuité de F et & Cauchy-Schwarz. La relation i) s’obtient grace a I'injectivité de F".
Enfin la condition Inf-sup i) découle de la continuité et de la surjectivité de F~1.
En effet, pour tout z; € Hi, la surjectivité de F~! assure qu’il existe fo € Hj tel
que F~1(fy) = x; et on obtient ainsi fo = F(x;) puisque F est un isomorphisme.
D’autre part, la continuité de F~! assure 'existence d’une constante a strictement
positive telle que

allelly, = ol F ), < ol = 1F @)l

la définition de la norme dans H), permet de conclure. O

Lemme B.5
Pour b, B et B’ (définies en (2.8), et (2.9)), les assertions i), ii) et iii) sont équi-
valentes.

i) Il existe une constante > 0 telle que

b
inf supM25>0-
vex peM [Vl x 11l 5
v#£0  p#0
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i) L'opérateur B : V+ — M’ est un isomorphisme et ||Bv||,; > B|lv|x pour tout
élément v de VL.

ii) L'opérateur B' : M — V° C X' est un isomorphisme et || B'u|| . > B||pll,, pour
tout élément v de M.

Démonstration :

La propriété i)= iii) vient de la deuxiéme partie du théoréme B.3 avec F' = B’
et f = b puisque b est continu par hypothése et que V'(u,z) = b(z, i), pour tous
reXetpue M.

Pour montrer 4ii)= i), on souhaite & nouveau utiliser le théoréme B.3 dont la
propriété i) est vraie par hypothése. Pour montrer que la propriété i) du théoréme
B.3 est vérifiée, on choisit v € V+ quelconque et on souhaite établir la propriété Inf-
sup. On considére alors la fonction g de V° définie par g : w — x/(g,w) = (v, w),
cette derniére égalité étant une conséquence du théoréme de représentation de Riesz-
Fréchet. Comme B’ est un isomorphisme, il existe A € M tel que B’A = g ou encore

b(w,\) = (v,w), YweX.

Par définition de g, on a ||g||y, = ||v||y. D’autre part, par hypothése, on sait que
| B'Al| x> BlIAll,- On obtient alors |[v||y > S||Al|,,- Enfin, grace a Iidentification
de B'X et g, on peut écrire que b(v, \) = (v,v) = ||v||%. On trouve donc I'inégalité
suivante )
b(v, b(v, A v
pert pllye I A
pu#0

On a donc montré que B : V+ — M’ satisfait & la condition Inf-sup du théoréme
B.3. D’autre part, la condition i;) de ce méme théoréme est vérifiée puisque B’ est
un isomorphisme. La premiére partie du théoréme B.3 s’applique alors (puisque b est
continu par hypothése) et montre que B est un isomorphisme, I'inégalité annoncée
vient de la deuxiéme partie du théoréme.

Enfin montrons i1)= 7). Soit x un élément quelconque de M, sa norme s’écrit

il = sup 219
o ol
g7#0

Pour tout g € M’, on utilise le fait que B est un isomorphisme pour exhiber v € V+
tel que g = Bv ou encore tel que v (g, 1), = s (Bv, pu),, pour tout 4 € M. On
peut alors écrire

m (B, 1) 5 [b(v, p)]
llgellyy = sup ——=——+ = sup ————.
M ve;}é/oL |1 Bv]| 50 vevoL B[

Enfin grace a I'inégalité donnée dans 'hypothése i), on peut écrire que

|b(v, 1)

[ellpr < sup o,

M veEVE ﬁHUHX
v#£0
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ce qui correspond a la condition Inf-sup donnée dans I’assertion i). O
De méme qu’auparavant, nous allons utiliser un théoréme classique mais en
I’adaptant au cas complexe, c’est pourquoi une démonstration est proposée.

Théoréme B.6 (Brezzi)
Pour le probleme point-selle (2.5), application L (définie en (2.6)) définit un iso-
morphisme si les conditions i) et ii) sont vérifiées

i) Fa >0 tel que R(a(v,v)) > a||v]|?, VYveV.

ii) La forme sesquilinéaire b satisfait a la condition Inf-sup donnée dans le théoréme
B.3.

Démonstration :

On suppose que les deux conditions i) et i) sont vraies. Commengons par démon-
trer un résultat plus fort que la surjectivité : non seulement tout (F,G) € X' x M’
admet un antécédent (u, A) € X x M par L mais de plus u et \ vérifient les inégalités
suivantes

— _ C

lully < o« F e+ 87 (14 2 ) 161
(s C ¢

Wy < 87 (1+2)IFLe + e(1+ =) 191

Soit G € M’ alors le lemme B.5 nous assure d’une part qu’il existe ug € V71 tel
que Buy = G et d’autre part que fS||uoly < ||Buol,, = |G- On obtient alors
I'inégalité
~1
luolly < 67 MG las- (B.10)
Maintenant, en réécrivant le probléme point-selle (2.5), défini a la page 35, en posant
w = u — ug, on obtient le probléme équivalent

a(w,v) +b(v,\) = x/(f,v)x —alug,v) VvelX, (B.11)
b(w,pu) = 0 Ve M.

Mais V' = ker B est un espace de Hilbert en tant que sous-espace vectoriel fermé du
Hilbert X (n’oublions pas que B est une application linéaire continue). De plus a
est sesquilinéaire et la forme linéaire v — x/(f,v)  — a(ug, v) est continue (Cauchy-
Schwarz et continuité de a). Donc la propriété i) et le théoréme B.8 de Lax-Milgram
nous assurent de I'existence d’un unique w € V tel que

a(w,v) = x/(f,v)x —a(ug,v) VvelX (B.12)

En considérant la partie réelle de I'inégalité (B.12) avec v = w, en utilisant & nouveau
la propriété i), le théoréme de Cauchy-Schwarz, et la continuité de a, on obtient
I'inégalité suivante

lwllx < ™ (IF ]y + clluollx) - (B.13)

Par conséquent, le nouveau probléme point-selle (B.11) est vérifié si on peut trouver
un élément A de M tel que

b(v,\) = x/(f,v)x —alug +w,v) Vv € X. (B.14)
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Le second membre de I'équation (B.14) définit une fonction de X' incluse dans V°
par (B.12). Grace a la partie i) du lemme B.5, on sait que B’ : M — V° est
un isomorphisme tel que || B'ull,, > Bllill,, pour tous p éléments de M. Il existe
donc A € M tel que pour tous v de X, la fonction définie par (B.14) puisse s’écrire
b(v,\) = x/(B'A\,v) . En utilisant de plus Cauchy-Schwarz, on obtient I'inégalité

1My < B~ IF Il + cllully). (B.15)

On obtient les inégalités annoncées en injectant I'inégalité (B.10) dans les inégalités
(B.13) et (B.15).

Démontrons maintenant l'injectivité. Soient (u, A) et (u',\') deux solutions au
probléme point-selle (2.5). On obtient alors le probléme suivant

a(u—u',v)+bv,A—=XN) =0 VovelX,
b(u—u',p) =0 Vwue M.

En choisissant v = v —u’ et u = A — )\ et en utilisant les deux équations, on obtient
a(u—u',u—u') = 0. La V-ellipticité de a impose u = v’ puisque u —u’ € V. D’autre
part, la démonstration de la surjectivité montre que B'(A — X') est un élément de
V. Cela impose donc sup,¢y [b(v, A — N')| = 0. La condition Inf-sup du lemme B.5
permet alors de conclure que ||[A — X||,, = 0.

Enfin la continuité vient des inégalités obtenues dans la démonstration de la
surjectivité. O

Remarque B.7

A priori, Braess dans [Bra01] montre une réciproque a ce théoréme dans le cas réel.
Cependant, il doit falloir des hypothéses supplémentaires sur a pour obtenir la ré-
ciproque dans le cas compleze. D’ailleurs, Girault dans [GR79] ne montre pas de
réciproque a ce théoréme dans le cas compleze.

Enfin, rappelons ici le théoréme de Lax-Milgram (voir par exemple [All05]), nous
citons et démontrons le théoréme puisque nous 'avons adapté au cas complexe par
rapport a sa version originale.

Théoréme B.8 (Lax-Milgram)

Soient H un espace de Hilbert compleze, a(u,v) une forme sesquilinéaire continue
sur H x H, et L une forme linéaire continue sur H. On suppose de plus qu’il existe
a > 0 tel que

la(v,v)| > allv|?, VYveH, (B.16)
ou tel que
R(a(v,v)) > a|v|}, YoveH. (B.17)
Alors le probléme suivant
Trouver u tel que Vv € H, a(u,v) = L(v) (B.18)

admet une unique solution.
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Démonstration :
La démonstration se fait en deux étapes, on commence en effet par reformuler le
probléme sous la forme

Montrer qu’il existe un unique u € H tel que Au = f,

ot A et f sont respectivement un opérateur H x H — H’ et une fonction de H
obtenus grace au théoréme de Riesz. La démonstration se termine en établissant la
bijectivité de A.

On commence par remarquer que L et v — a(u,v) sont linéaires continues et on
utilise deux fois le théoréme de représentation de Riesz. On obtient ainsi I’existence
d’une unique fonction f € H' et d’un unique élément A, de H’ tels que

L(v) = v/ (f,v)y et a(u,v)= (A v),.

On vérifie ensuite que l'opérateur A : v +— A,, ot A, € H' est défini par

Ay v yi(Ay, o)y = alu,v),

est un endomorphisme linéaire continu sur H. Dans le probléme (2.12), nous cher-
chons donc & montrer qu’il existe un unique u € H tel que Au = f. Cela revient &
montrer que A est a la fois injectif et surjectif.

Par la propriété de coercivité de a donnée en (2.10), et en appliquant 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on a

allvlly < la(v,v)] = Ay, o) < Aol lolly, Vo e H, (B.19)

si on a la propriété (2.10) et dans le cas ot on a l'égalité (2.11) cela fonctionne
pareillement puisque R(a(v,v)) < |a(v,v)|. Ce qui montre que A est injectif.

Notons I 'image de A dans H' et soit (¥, )nen une suite de Cauchy de I, on note
par la suite y,, = Au,, pour tout n € N. D’aprés (B.19), on obtient alors que

aflun = uplly < [JAun|lgollun = uplly,, ¥ <peN.

Par conséquent, (u,),en est une suite de Cauchy dans l'espace complet H, elle
converge donc vers u € H. De plus, par continuité de A, Au, converge vers Au.
On obtient ainsi que I est un sous-espace fermé de H. Le théoréme du supplé-
mentaire orthogonal d’un fermé affirme alors que H = I @ I+. Pour montrer que
I+ = 0, choisissons w € I+ et montrons qu’il s’agit de I’élément nul. Par défini-
tion, v/ (Aw,w),, = v/(Ay, w),, = 0. Donc l'inégalité (B.19) donne w = 0. D’ou A
surjectif.

Finalement A est injectif et surjectif, il est donc bijectif. Cela montre I'existence
et 'unicité de la solution au probléme (2.12). O

Nous finissons cette section par des propriétés sur les normes.

Définition B.9 (Normes négatives)
Soit m > 1. Etant donné u € L*(O), on définit la norme du dual H-™(O) de HJ(O)
par :

. (uv U)QO
||u”—m,o = sup .
veEHT(O) ||U||mo
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Remarque B.10
Cette définition, peut s’étendre au cas u € [L2(O)].

Théoréme B.11
Soit O un ouvert vérifiant ’hypothése (H B.1), alors

1. L’tmage de ’application linéaire
V:L2(0) — [HY0)]

est un fermé de [H™1(0)]’.

2. 1l existe une constante ¢ = c(O) telle que

||pH0,0 < C(HVPH—LO +||p||_17@) Vpe L2(0)>

Ipllo.o < clVpll -1 0 VP € Loy (O).

moy

Remarque B.12
En particulier, la constante c(Q) est strictement positive.

Pour démontrer le théoréme B.11, on pourra se référer par exemple & G. Duvaut

et J. L. Lions dans [DL76].
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