_24?2°+?22 /2T bT JDQ iBQM@JBMQ"
TTHB+ iBQM "H "0ObQHMIBQM /2 T'Q#H K
1KBHB2 *?2Qmx2MQmt

hQ +Bi2 i?Bb p2 bBQM,

1KBHB2 *?2Qmx2MQmtX 2+22°+22 /2 T b T JDQ iBOM@JBMQ" iBQI
T Q#H K2b BMp2 b2bXX h™ Bi2K2Mi /m bB;M H 2i /2 H6BK ;2 (22bbXas$s
kyRyX 6> MT BbX i2H@yy888e9]

> G A/, i2H@yy888e9]j
2iiTbh,ffi2HX "+?2Bp2b@Qmp2 i2bX7 fi2H@yy88.
am#KBii2/ QM R9 C M kyRR

> G Bb KmHiB@/Bb+BTHBM v GOT24WB p2 Dmbp2 "i2 THm B/BbBIBTHBN
"+?Bp2 7Q i?72 /2TQbBi M/ /Bbb2KIBEBMBR MNQ@T™+B2® " H /BzmbBQM /2 /
2MiB}+ "2b2 "+?2 /Q+mK2Mib- r?2i?@+B2MMiB}2mM2b#/@ MBp2 m "2+?22 +?22- T
HBb?2/ Q° MQiX h?2 /IQ+mK2Mib MK VW+RK2Z2EF IQKHBbb2K2Mib /62Mb2B;M
i2 +?BM; M/ "2b2 "+? BMbiBimiBQWER BM?8 7M#M2I @b Qm (i~ M;2 b- /2b H
#Q /-Q 7 QK Tm#HB+ Q T ' Bp i2T2HRAB+B @2MT2BIpXib X



ECOLE CENTRALE DE NANTES

ECOLE DOCTORALE

SCIENCES ET TECHNOLOGIES
DE L'INFORMATION ET DES MATHEMATIQUES

Année : 2010

Thése de Doctorat

Spécialité : Automatique, Robotique, Traitement du Signal
et Informatique Appliquée

Présentée et soutenue publiguement par :

Emilie CHOUZENOUX

le 8 décembre 2010
a I'Ecole Centrale de Nantes

TITRE

Recherche de pas par Majoration-Minoration
Application & la résolution de problemes inverses

Rapporteurs :

Jury

Gilles AUBERT Professeur a I'Université de Ni ce Sophia-Antipolis
Jean-Christophe PESQUET  Professeur a I'Université de Marn e-la-Vallée (Paris)

Examinateurs :  Christian JUTTEN Professeur a I'Université  Joseph Fourier (Grenoble)
Henri LANTERI Professeur émérite a I'Université de Nice Sop hia-Antipolis
Said MOUSSAOQUI Maitre de conférences a I'ECN (Nantes)
Jéréme IDIER Directeur de recherche CNRS a IlRCCyN (Nantes )
Invité : Francois MARIETTE Directeur de recherche au CEMAGR EF (Rennes)
Directeur de thése : Jérome IDIER

Laboratoire / composante :  IRCCyN / CNRS

Co-encadrant :

Said MOUSSAOUI

Laboratoire / composante :  IRCCyN / Ecole Centrale de Nantes

NED 503 - 109






Voici la premiére question raisonnable qui m'ait été adresée.
Entendez-vous, vous autres? Ha! ha! ha!
Vois-tu, je m'ennuyais.
F. Dostoievski (Le Joueur)

Il faut avoir encore du chaos en soi
pour enfanter une étoile dansante.
F. W. Nietzsche
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vl . transposé du vecteurv

e :  vecteur colonne rempli de 1

€ . vecteur colonne valant 1 a la lignei et zéro ailleurs

M . les matrices sont notées par des majuscules en gras
M . valeur de la matrice M a la lignei et a la colonnej
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Chapitre 1

Introduction générale

De nombreuses avancées dans les techniques de mesure et df@rie ménent au probléme nu-
mérique complexe de la restitution d'un signal a partir de l'observation de signaux physiquement
associés. Ce probléme, appelférobléme inverse peut étre résolu e cacement en mettant en +uvre
une approche pénalisée qui consiste a se ramener a l'optiraison d'un critere composite. Un tel
critere permet d'obtenir la solution la plus plausible, conpte tenu des données et des informa-
tions sur l'application considérée. La principale di cult é a surmonter est le volume croissant des
données qui entraine un co(t de calcul rédhibitoire lors ded résolution numérique du probléme
d'optimisation.

Un domaine particulierement confronté a des données de grale taille est celui de I'imagerie,
incluant des problemes de restauration et de reconstructio d'images. Dans ces applications, le
nombre d'inconnues a estimer correspond au nombre de pixelfe I'image et est par conséquent
trés important. De plus, la taille actuelle des problémes dmagerie est amenée a augmenter, avec
la volonté de développer l'imagerie 3D voire I'imagerie dyamique "2D+t" ou "3D+t". Bien que
la puissance des calculateurs augmente régulierement, titar de tels volumes de données en un
temps raisonnable reste un dé majeur.

Dans cette thése, nous proposons des méthodes algorithmigg dédiées a I'optimisation des
criteres pénalisés dans l'objectif de résoudre les probléss inverses de grande taille du traitement
du signal et des images pour un colt de calcul acceptable.

1.1 Position du probleme

La solution de nombreux problémes inverses de traitement dwsignal et de l'image peut étre
dé nie comme le minimiseur d'un critére pénaliséF : R" ! R qui prend en compte conjointement
les données observées et les informations préalables sursialution. La solution ne peut générale-
ment pas s'exprimer sous une forme analytique et un algoritme de minimisation doit étre mis en
+uvre pour en fournir une estimée. Bien que cette approche pealisée fournisse des solutions de
gualité satisfaisante, son implémentation actuelle a sousnt pour inconvénient d'avoir une charge
calculatoire trop importante pour les problemes de grande aille. Dans le cadre de I'optimisation
di érentiable, une famille fondamentale d'algorithmes eg basée sur la stratégie dedescente ité-
rative alternant calcul d'une direction de descente et déterminaton d'un pas scalaire quanti ant
l'avancée le long de la direction choisie. Une stratégie pénente de calcul du pas doit tirer pro t de
la structure du critére pénalisé, ce qui est le cas des algthimes de pas par Majoration-Minoration
(MM) auxqguels nous préterons une attention particuliére tout au long de cette thése.

Recherche de pas MM quadratique

Le principe de Majoration-Minoration (MM) apparait pour la premiére fois dans I'ouvrage Qr-
tega et Rheinboldt, 1970. Il consiste a substituer une séquence de problemes plustgiles au pro-
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bleme initial d'optimisation, en approchant le critére par une approximation tangente majorantg
c'est-a-dire une fonction tangente au critére en un point etsupérieure ou égale au critére en tous les
autres points. De nombreuses contributions algorithmique dans le cadre de l'inversion pénalisée
s'identi ent avec un schéma MM. C'est le cas par exemple deslgorithmes semi-quadratiques de
(Geman et Reynolds 1992 Geman et Yang 1995 largement utilisés pour la restauration d'images
(Allain et al., 2006 Charbonnier et al., 1997 Nikolova et Ng, 2005.

Récemment, la stratégie MM a été utilisée comme principe castructif d'une méthode de re-
cherche de pas [essler et Booth 1999 Labat et Idier, 2008. Le calcul du pas utilise des ap-
proximations majorantes quadratiques du critere le long dda direction de descente, construites a
partir d'informations sur la structure analytique de celui-ci. Il en résulte une stratégie trés simple
de détermination du pas, notée MMQ 1D, possédant de nombre@s propriétés de convergence
(Labat et Idier, 2008.

Recherche de pas MM quadratique multi-dimensionnelle

Une accélération signi cative de I'algorithme de descenteitérative est apportée en utilisant
une stratégie de sous-espacesS(nn et al., 19943 Miele et Cantrell, 1969 Narkiss et Zibulevsky,
2005 Yuan, 2007. Cette procédure consiste a explorer le critére non plus léong de directions
de descente mais a l'intérieur de sous-espaces engendrés phusieurs directions. La recherche de
pas scalaire est alors remplacée par une recherche de pas tirdimensionnelle visant a minimiser
le critére dans le sous-espace. Néanmoins, les stratégies dalcul du pas multi-dimensionnelles
existant dans la littérature de l'optimisation sou rent d' une mise en +uvre complexe ou d'une
absence de résultats de convergence.

Comme souligné dansl(abat, 2006, la recherche de pas MM scalaire se généralise simplement
au cas multi-dimensionnel, I'intérét de ce schéma étant saisiplicité de mise en +uvre. La ques-
tion se pose de savoir si la recherche de pas MM quadratique mu Iti-dimensionnelle
MMQ rD assure la convergence des algorithmes de sous-espace. Ce point fait l'objet
d'une étude spéci que dans le cadre de ce travail.

Recherche de pas MM pour les fonctions barriéres

L'élaboration des procédures de pas MMQ se basent sur I'nyghese de I'existence de fonctions
guadratiques majorantes du critére a minimiser. Cependantcertains critéres pénalisés ne véri ent
pas cette hypothese. C'est le cas en particulier des critésecontenant un terme debarriere, c'est a
dire un terme a gradient non borné. Cette singularité se renontre fréequemment dans le contexte du
traitement du signal par exemple dans les critéres de maximm d'entropie (Mohammad-Djafari et
Demoment, 19881, de vraisemblance PoissonienneHertero et al., 2009 et est également utilisée
comme outil d'optimisation sous contrainte, par exemple das les algorithmes de points intérieurs
(Fiacco et McCormick, 1967).

Lorsqu'un algorithme de descente itérative est utilisé pou la minimisation d'un tel critére, la
présence de la barriére rend ine cace les procédures standds de recherche de pasNurray et
Wright , 1994 Wright , 1995. De plus, la forme singuliére de la barriére rend impossile |'utilisation
de la recherche de pas MM quadratiquela question de la modi cation de cette méthode en
vue de son utilisation pour I'optimisation des fonctions ba rrieres se pose. Ce deuxieme
point fait aussi I'objet d'une étude approfondie dans le cade de ce travail.

1.2 Contributions

Les travaux menés pendant cette thése concernent a la foisdeaspects algorithmiques liés a la
minimisation de critéres et les aspects expérimentaux a treers I'application de ces approches a
un probléme de reconstruction de signal en spectroscopie RM

2



1.2. Contributions

Aspects algorithmiques

Cette thése se place dans le prolongement des travaux gbat, 2006 Labat et Idier, 2008 pour
les aspects algorithmiques. La procédure de recherche dep&MQ 1D développée dans la thése
de Christian Labat est une méthode itérative simple qui garantit la convergence de l'algorithme de
gradient conjugué non linéaire GCNL. Nous étendons ce réstat de convergence a la famille des
algorithmes de descente gradient reliés. Une perspectivenportante concernait I'extension de la
méthode MMQ 1D au calcul du pas multi-dimensionnel dans les lgorithmes de sous-espace ou la
nouvelle itérée est obtenue en explorant le critere dans unasis-espace engendré par un ensemble
de directions. Nos contributions consistent a :

Modi er la recherche de pas an de pouvoir I'implémenter dans le cadre d'un algorithme
de sous-espace. La méthode, notée MM@D, est basée sur des approximations majorantes
quadratiques du critére a I'intérieur du sous-espace et caerve la simplicité de son homo-
logue scalaire. Son association avec le sous-espace de miéende gradient (MG) dé nit un
algorithme de structure similaire au GCNL qui permet de s'a ranchir du choix du coe cient
de conjugaison.

Démontrer la convergence des algorithmes de sous-espacassociés a la technique de pas
MMQ rD, dont I'algorithme MG.

lllustrer expérimentalement en déconvolution d'image le fait que l'algorithme MG + MMQ
2D est plus e cace que l'algorithme GCNL + MMQ 1D.

Les fonctions barriéres ne rentrent pas dans le cadre d'apigiation des techniques de pas MM
guadratiques, a cause du caractére non borné de leur gradierNos contributions sur les aspects
algorithmigues de la minimisation des fonctions barrierexonsistent a :

Modi er la recherche de pas an de pouvoir I'implémenter dans le cadre d'une fonction
barriére. Nous proposons pour cela la stratégie MMLQ 1D basésur une fonction majorante
log-quadratique permettant de tenir compte de la singularté de la barriére.

Démontrer la convergence d'une famille large d'algorithmes de descente itérative associés a
MMLQ 1D.

lllustrer expérimentalement le fait que la recherche de pa MMLQ 1D est plus e cace que les
méthodes développées dans la littérature utilisant l'intapolation logarithmique ou cubique.

Spectroscopie RMN

La résonance magnétique nucléaire (RMN) est une méthode perettant d'accéder a des infor-
mations structurelles aux échelles microscopiques ou malélaires de produits biologiques. Dans
le domaine agro-alimentaire, cette technique est employépour déterminer la teneur en eau ou
en matiere grasse d'un échantillon de matiere. Nous nous sames intéressés a l'estimation d'un
spectre 2D a partir de mesures RMN. Les di cultés de I'estimation sont liées au caractére instable
de ce probleme inverse, & la taille importante des données aditer et & une incertitude de modéle
importante liée a la méconnaissance précise d'un parameétrexpérimental. Nous avons développé
dans cette thése une stratégie e cace de résolution basée sla recherche de la solution ayant la
plus grande entropie. Cela conduit a la minimisation d'un citére pénalisé contenant une fonction
barriere. Nos contributions consistent a :

Implémenter la recherche de pas MMLQ 1D sur ce cas concret, re association avec une
direction de Newton tronqué (TN)

Accélérer l'algorithme TN + MMLQ 1D par une stratégie de pré conditionnement adaptée a
la forme séparable du modele

Réduire la complexité de l'algorithme en tenant compte descaractéristiques du modele RMN
Développer une stratégie simple de réglage du paramétre deégularisation

Développer une procédure d'estimation du parameétre d'ande de bascule, intervenant dans
le modéle direct

lllustrer expérimentalement I'e cacité de la méthode sur des données RMN réelles

3
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1.3 Organisation du document

Inversion par approches pénalisées L'exposé débute par une présentation du cadre métho-
dologique associé aux problemes inverses de traitement dugsal et des images. Nous montrons
dans le chapitre2 qu'une stratégie e cace de résolution consiste a minimiserun critere pénalisé.
Le chapitre 3 traite de la minimisation des critéres pénalisés et étudiedrgement les algorithmes
de descente itérative. Les stratégies de calcul de pas déwpbées pour accélérer ces algorithmes
font I'objet de cette these.

Recherche de pas par Majoration-Minoration quadratique Le chapitre 4 débute par un
tour d'horizon des procédures de recherche de pas utiliséelans la littérature de I'optimisation.
Nous introduisons la recherche de pas par Majoration-Minoation quadratique MMQ 1D, dévelop-
pée par (Labat, 2006 pour la minimisation de critéres pénalisés par I'algorithme de descente ité-
rative. Cette approche permet d'assurer la convergence desgorithmes de GCNL (Labat et Idier,
20098. Nous étendons ce résultat aux algorithmegradient reliés, incluant les méthodes standards
de Newton, de quasi-Newton et Newton tronqué. Nous montronggalement dans ce chapitre que
la procédure MM permet de dé nir une nouvelle méthode de calal de pas multi-dimensionnelle
MMQ rD qui assure la convergence des algorithmes itératifs de sswespace, incluant les stratégies
a super mémoire de gradient (SMG). Les performances des alginmes GCNL + MMQ 1D et
SMG + MMQ rD sont comparées dans le chapitrés sur un probléeme de déconvolution d'image
de grande taille.

Recherche de pas par Majoration-Minoration log-quadratiq ue La Majoration-Minoration
guadratique ne s'applique pas lorsque le critere pénaliséoatient une barriére, c'est a dire une fonc-
tion a gradient non borné. L'optimisation des fonctions bariéres fait I'objet de la deuxieme partie
de cette thése. Le chapitre6 apporte une dé nition formelle d'une fonction barriere, accompagnée
d'exemples concrets issus du traitement du signal. Nous marons que les di cultés rencontrées
lors de la minimisation d'une fonction barriere s'expliquent majoritairement par une mauvaise
stratégie de pas. Nous terminons ce chapitre par une desctipn détaillée des solutions proposées
de la littérature pour remédier a ce probléme de calcul du paslLe chapitre 7 décrit une contribu-
tion majeure de cette thése, a savoir le développement d'uneouvelle stratégie de pas MM tenant
compte du terme de barriére, basée sur une fonction majoraetlog-quadratique. La convergence
des algorithmes classiques de descente itérative assocésette recherche de pas MMLQ 1D est
démontrée. Pour alléger la lecture, les démonstrations degésultats sont reportées dans l'annexe
A. Les performances de la méthode sont illustrées dans le chitqe 8 sur un ensemble d'exemples
de programmation quadratique résolus par des méthodes de pus intérieurs.

Résolution d'un probléme inverse en résonance Magnétique N ucléaire bi-dimensionnelle

Le chapitre 9 est consacré a l'application de la méthode de pas MMLQ 1D sur m probleme réel
de traitement du signal, la reconstruction de spectres issside la Résonance Magnétique Nucléaire
bi-dimensionnelle (RMN 2D). Aprés avoir souligné les dicultés de ce probleme inverse, nous
présentons les approches pénalisées proposées dans |a&idture pour résoudre le probleme. L'al-
gorithme d'inversion que nous proposons est basé sur la péligation par maximum d'entropie. La
résolution, nécessitant la minimisation d'une fonction bariere, est e ectuée par un algorithme de
Newton tronqué associé a la recherche de pas MMLQ 1D et a un peénditionneur adapté a la
forme du critére. Les performances de la méthode sont illusées sur des exemples réels.
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Chapitre 2. Inversion par approche pénalisée en traitement du signal et de I'image

2.1 Introduction

Dans divers domaines d'applications (physique, biologiemédecine, économie, par exemple),
la grandeur mesurable est représentée sous forme mathématie par un signal. Le traitement du
signal a pour objectif d'entreprendre et de développer desdchniques de transformation, d'analyse
et d'interprétation des signaux. Dans cette these, nous nosiintéressons a la résolution de problémes
inverses en traitement du signal. Le but d'un probleme invese est de restituer un signal originel
a partir de l'observation de signaux physiquement associést d'informations a priori. Nous nous
concentrons sur la résolution des problémes inverses linéas au sens ou le lien entre le signal
d'intérét et les données observées peut étre représenté pan modeéle linéaire. Nous présentons
tout d'abord en section 2.2 les approches non pénalisées qui tentent de reconstruire k&gnal
originel & partir de la seule connaissance des observation€ette approche naive conduit & des
di cultés qui peuvent étre résolues a l'aide du principe de régularisation. Nous décrivons dans la
section 2.3 une stratégie e cace de régularisation basée sur la minimiation d'un critére pénalisé.

2.2 Probleme inverse en traitement du signal

2.2.1 Dé nition

Il existe plusieurs branches particulieres du traitement di signal, en fonction de la nature
des signaux considérés. En particulier, on distingue le tridement du son, le traitement d'image
et le traitement de la vidéo. Selon la nature du signal traité le traitement du signal peut avoir
di érentes nalités : la détection, le codage, la compressin et enn la restauration selon des
criteres qualitatifs physiologiques (liés par exemple a écoute ou la visualisation).

Parmis ces applications, certaines s'expriment comme |'é¢gnation d'une quantité d'intérét x
inaccessible directement mais physiquement reliées a uneapdeur mesurabley. C'est le cas par
exemple de larestauration d'image qui consiste a estimer une image originelle a partir d'une vesion
dégradée par un bruit, un ou ou un sous-echantillonage Boccacci et Berterq 2002, Frieden, 1975
Jansson 1997). Citons également lareconstruction d'image qui détermine une image originelle a
partir de données indirectement liées a cette image par exepte par une opération de projection
(Gordon, 1977 Lewitt et Matej , 2003 Zeng, 2001). Le probléme de la restitution de x a partir de
y constitue le probleme inverse(Bertero et Boccaccj 1998.

La résolution du probléme inverse passe tout d'abord par I'aboration d'un modéle directliant
y et x a partir d'équations de la physique. Le modéle idéal n'est gééralement jamais satisfait par
les mesures en raison des erreurs de modélisation, des irttedes de mesures et des erreurs de
discrétisation. Ces perturbations sont prises en compte paun terme de bruit. De fagon générique,
le modéle direct s'écrit

y = K(x) + bruit ; (2.1)

ol K est un opérateur qui modélise la relation directe entre les msures et les inconnues. En
restauration d'image, K représente la dégradation causée par l'instrument optiquede mesure.
Il s'agit par exemple d'un opérateur de convolution. En recanstruction d'image, K modélise la
transformation e ectuée sur I'image, par exemple une projetion par transformée de Radon.

Dans cette thése, nous nous intéressons au cas particulieudnodele linéaire discret

y=Kx + ; y2R™;x2R"; K 2R" ™; (2.2)

schématisé en gure?2.l. Le probléme inverseassocié a 2.2) consiste & estimer le vecteurx a
partir de y et de K . Le probleme de déconvolution d'image présenté en gure.2 ainsi que les
applications traitées dans les chapitress et 9 de cette these rentrent dans ce cadre.

Dans certaines applications telle que la déconvolution avegle (Lam et Goodman, 2000, la
matrice K est inconnue et doit étre estimée conjointement & . Dans cette thése, nous supposerons
gue la détermination de cette matrice a été préalablement eectuée.
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2.2. Probleme inverse en traitement du signal

Perturbation

Signal Modéle direct 1 Mesures
T O

Probleme inverse

Figure 2.1 Formation d'un probléme inverse linéaire

2.2.2 Caractéere mal posé

La résolution du probleme inverse 2.1) est rendue dicile par son caractere mal posé Au
début du XX siécle, Hadamard a dé ni les trois conditions né@&ssaires pour qu'un probléme soit
bien posé :

Dé nition 2.1.  (Hadamard, 1902 La résolution de I'équation (2.1) est dite bien posée si

Existence : Pour chaque donnéey dans une classe dé nieY, il existe une solution x dans
une classe prescriteX

Unicité : La solution est unique dansX

Continuité : La dépendance de par rapport a y est continue : lorsque l'erreur sur la donnée
y tend vers zéro, I'erreur induite sur la solution x tend aussi vers zéro

Sila grande majorité des problémes directs en physique sobten posés, leurs problemes inverses
associés ne le sont pas. On dit alors qu'ils somhal posés Les conditions sur l'opérateurK (:) pour
gue le probléme soit bien posé s'écrivent

Existence : L'ensemble desy de Y sont des images paK (:) de x de X, soit Y =Im( K)

Unicité : Le noyau deK (:) est réduit au vecteur nul x = 0, c'est a dire que l'unique solution
de I'équation K (x) = 0 est Ker(K) = f0g

Continuité :  L'image de K (:) est fermée, ImK ) = Im(K), c'est a dire que toute limite de
suites dans ImK) reste dans Im(K)

Dans le cas linéaire de dimension nie i.e.K (:) = K, la condition de continuité est toujours
véri ée, mais pas forcément celle d'unicité et d'existenceEn e et, si le nombre de valeurs singu-
liecressdeK 2 R™ " estinférieur an, le noyau de 'opérateur et son image seront respectivement
de dimensionsn s et s, détruisant la condition d'unicité. De plus, si s est inférieur a n, alors
I'existence de la solution n'est pas assurée.

Lorsque la matrice d'observation est carréerf = m) etinversible (Ker(K ) = f0g), une inversion
directe, au sens de la solution calculée pat = K 1y, peut étre envisagée. Dans tous les autres cas,
cette inversion directe est inapplicable. La nécessité deédnir des solutions bien posées utilisables
dans des situations générales est a l'origine des développents de théories alternatives a l'inversion
directe, comme l'inversion généralisée et surtout la régularisation (Tikhonov et Arsenin, 1977
Titterington , 1985h.



Chapitre 2. Inversion par approche pénalisée en traitement du signal et de I'image

(a) Image d'origine x (b) Image dégradée y

Figure 2.2 Probléme de déconvolution de I'imagecameramar{Soulez 2008 : L'image d'origine
X 2 R?6 2% 3 été outée par une opération de convolution circulaire et dégradée par un bruit
additif Gaussien blanc centré. Le probléme inverse consista estimerx a partir de I'image y et
de la matrice de convolutionK .

2.2.3 Inversion généralisée

2.2.3.1 Principe

Une approche naturelle pour résoudre le probléme inversengaire (2.2) consiste a utiliser la
méthode desmoindres carrés c'est a dire a choisir une solutionxMC de I'équation normale

KTKx = KTy: (2.3)

Si la matrice K TK n'est pas inversible, alors il n'y a pas unicité dexM© et le probléme reste
mal posé. Pour pallier ce probléme, la solutiorgénéraliséex? est retenue. Elle est dé nie comme
étant la solution de norme minimale de I'ensemble des solutins des moindres carrés. L'existence
et l'unicité de xY sont assurées par la convexité de cet ensemble. On peut exprer XY facilement
a l'aide de la décomposition en valeurs singuliéresSingular Value Decompositionou SVD) de K .

2.2.3.2 Expression en fonction de la SVD
La SVD (Golub et Van Loan, 1996 consiste a écrireK sous la forme
K=U VT (2.4)

avecU = (uj), V = (v;) des matrices orthogonales et une matrice diagonale contenant les
valeurs singuliéres deK
i Sij =16 min(n;m)

=" 0 sinon (2:5)

L'inverse généralisée s'écrit

(2.6)



2.2. Probleme inverse en traitement du signal

L'expression (2.6) dé nit xY de facon unique. Par conséquent, la solution de l'inverse géralisée
satisfait bien le caractére bien posé de Hadamard. Cependgmous allons voir que cette solution
n'est toujours pas satisfaisante.

2.2.3.3 Sensibilité numérique de l'inverse généralisée

La condition de continuité est une condition nécessaire, ma en pratique non su sante, de
stabilité numérique de la solution généralisée. En e et, céte solution manque de robustesse au
sens ou une petite perturbation dans les données peut engem une grande perturbation dans la
solution. Une perturbation additive y sur les observables/ entraine une perturbation additive

x sur la solution x¥Y comme l'illustre le théoréme suivant.

Théoreme 2.1. Si y est une faible perturbation sur lI'observationy et xY la perturbation induite
sur la valeur dex?Y, alors

k xYk k yk

ook & g 2.7)

avec (K )= -#= fonction des valeur singuliéres extremes d& .

La stabilité de la solution inverse généralisée dépend de healeur du coe cient (K ), appelé
conditionnement de la matrice K (ou conditionnement du probléme @.2)). L'in uence de l'erreur
sur I'observation est d'autant plus marquée sur la solutionde l'inverse généralisé que la valeur de

(K) est grande. De plus, il est a noter que l'inégalité 2.7) peut devenir une égalité pour certains
couples(y; y). Par conséquent, les conditions de Hadamard ne sont pas suantes pour assurer
la robustesse de la solution, un probléme bien posé pouvantré mal conditionné.

En résumé, un probléme inverse peut étre :

mal posé,
bien posé (ce qui est le cas lors de l'utilisation de l'invese généralisée en dimension nie)
mais mal conditionné.

La régularisation permet d'apporter une solution satisfasante a ces deux types de problémes.

2.2.4 Régularisation par controle de la dimension

D'aprées le théoreme2.1, le mauvais conditionnement du probléeme est d0 a la présencde
petites valeurs singulieres danK dont l'inversion a pour e et d'ampli er les perturbations. La
régularisation par contréle de la dimension {runcated Singular Value Decomposition ou TSVD)
consiste a tronquer le développementZ.4) & partir d'un certain ordre s (Nashed 1981). La
solution TSVD s'exprime a partir de la décomposition deK en éléments singuliers :

Ty=. i ;
v avec = Ji¥YTi Sz seu (2.8)

TSVD _—
0 sinon

X
i=1

La troncature permet d'assurer la stabilité numérique dexSVP . Cependant, elle présente deux
inconvénients. Tout d'abord, cette méthode nécessite de disir le seuil de troncature g ;. Ce
choix est di cile surtout lorsque le spectre des valeurs sirguliéres est régulier. D'autre part, tron-
quer signi e que I'on renonce a restaurer les composantes hges fréquences correspondant aux
valeurs singulieres | 6 <. Cela est problématique lorsque l'on saita priori que l'objet a
restaurer contient des zones irrégulieres comme des contsudans une image. L'intégration de
connaissances priori constitue l'une des motivations principales de la méthode d régularisation
par minimisation d'un critére pénalisé.
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Chapitre 2. Inversion par approche pénalisée en traitement du signal et de I'image

2.3 Reégularisation par minimisation d'un critere pénalisé

2.3.1 Principe

Les problémes inverses mal conditionnés sont intrinsequesnt instables et leur inversion naive
a partir de la seule connaissance de I'observatiop conduit systématiquement a des di cultés. Le
principe de régularisation consiste & renforcer certaines propriétés souhaitables da solution, sur
la base de connaissances priori (Demoment, 1989. La solution du probleme inverse est dé nie
comme le minimiseur d'un critére composite

F(x)=J(x)+ R (x): (2.9

ou J, appelé critere d'adéquation aux données mesure l'erreur résiduelle entrey et Kx , et R,
appelé critere de régularisation, introduit et contréle I' a priori sur la solution. Le paramétre
regle le compromis entre I'adéquation aux données et la déié aux connaissances priori. Fixer

= 0 correspond a une solution non régularisée construite unicgment a partir des données. A
linverse, = 1 revient a considérer uniquement la délité a I'a priori .

2.3.2 Formulation du critere d'adéquation aux données

2.3.2.1 Moindres carrés pondérés

Repartons de I'équation d'observation @.2). Puisque la solution exacte est inaccessible a partir
de la seule connaissance des donnée®t du modele physiqueK , une démarche naturelle consiste
a chercher une solution qui permet une certaine adéquationrére les donnéesy et la sortie du
modeleKx . De maniére formelle, cela revient & choisir

J(x)= D(Kx ;y) (2.10)

ou D est une mesure véri ant
D(u;u)=0; D(u;v)>0 (2.112)

gu'on choisira souvent de fagon a ce qud soit strictement convexe et coercive (itterington ,
19859. La fonction D va rappeler Kx vers la cibley. Le choix le plus courant pour mesurer
l'adéquation aux données est la distance euclidienne (ou mme ")

D(u;v)=ku vk =(u Vv)TP(u V) (2.12)

ou P = LTL est une matrice symétrique dé nie positive (SPD), choisie mur renforcer certaines
caractéristiques de la solution. Ce choix conduit au critte desmoindres carrés pondérésdé ni
par :

J(x)= kL(y Kx )k% (2.13)

Lorsque P est la matrice identité, la minimisation du critere non régularisé (2.13) conduit a la
solution des moindres carréxM¢ dé nie en section 2.2.3.1

2.3.2.2 Divergence de Kullback

La distance euclidienne n'est pas l'unique maniére de meser la distance entre deux vecteurs.
La norme ", est également employée en particulier dans des applicatisnrelevant de I'estimation
robuste (Yarlagadda et al., 1985. D'autre part, lorsque les deux vecteurs sont positifs, ornpeut les
identi er aprés normalisation comme des densités de probalbtés et construire le critere a partir de
mesures de distances entre lois de probabilitédsiszar, 1991). Une mesure de distance probabiliste
classique est la divergence de Kullback, basée sur la notiatientropie introduite dans (Jaynes
1982 en théorie de l'information : La divergence de Kullback ente deux densités de probabilités
p et q est dé nie par

X Pi
D(p;a)= P Ioga+q pi; (2.14)
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2.3. Régularisation par minimisation d'un critere pénalis &

sous réserve que > 0 pour tout i tel que p; > 0. Elle est couramment utilisée pour construire le
critere d'adéquation aux données en tomographie d'émissio(De Pierro, 1995 Langeet al., 1987,
Vardi et al., 1985 sous la forme inversée

X

J(x)=D(y;Kx )= yi log Yi

[Kx i

yi +[Kx Ji: (2.15)

La divergence de Kullback se généralise en deux principaledasses de distances entre proba-
bilités, les -divergences et les divergences de Bregman. Ces fonctionsns également appelées
entropies généraliséesElles sont dé nies a partir d'une fonction : R* ! R* continue, convexe
et di érentiable.

Divergences de Bregman. Les divergences de BregmanBen-Tal et al., 1989 Bregman, 1967,
Censor et Lent, 1987) sont dé nies par
X
D(p;q) = () (@) HLg)p  G): (2.16)
i
Pour (u) = ulogu u, on retrouve la divergence de Kullback et pour (u) = logu, on obtient
la divergence d'ltakura-Saito :
X n .
Pi Pi
D(p;q) = — log— 1, 2.17
(p; ) g 94 (2.17)

i
dé nie lorsque p;; g > 0 pour tout i, utilisée par exemple en imagerie astronomiqueao et al.,
1999.

divergences. Les divergences, ou distances d'Ali-Silvey-CsiszarAli et Silvey, 1966 Csiszar,
1963 1967, sont dé nies par

D(p:q)=x_ G (pi=q) (2.18)
avec |
uI!irg+ {u)= 1 ; (2.19)
(1)= (1) =0; (2.20)
‘1) > o (2.21)

Pour (u) = ulogu wu+1, on retrouve a nouveau la divergence de Kullback. De nombrezes
autres distances bien connues sont éléments de cette clas€gn pourra consulter a ce sujet les
références Ben-Tal et al., 1991, 1989 Taneja et Krumar, 2004).

2.3.2.3 Lien avec le maximum de vraisemblance

L'introduction d'un cadre probabiliste permet d'interpré ter le choix du terme d'adéquation
aux données comme une modélisation statistique de la comparste de bruit . Cela permet en
particulier de justi er I'utilisation d'une divergence de Kullback en tomographie d'émission.

Partant de I'hypothése que le bruit constitue une réalisation d'un vecteur aléatoireE qui
admet une loi a densitéf g ( ), on en déduit que le vecteur des observégsconstitue une réalisation
d'un vecteur aléatoire Y dont la densité de probabilité se déduit de celle du bruit

fy(y;x)=fe(y Kx): (2.22)

Cette densité de probabilité résume a elle seule l'informabn contenue dans les données sur I'objet
déterministe x. L'estimation au sens du maximum de vraisemblance consista dé nir la solution
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Chapitre 2. Inversion par approche pénalisée en traitement du signal et de I'image

comme le maximiseurx MV de la fonctionfy (y;x), appelée par la suite vraisemblance des données
et notée V (y; x), ou de fagcon équivalente

xMV' =argmin logV(y;x): (2.23)
X
Supposons que la loi du bruit suive une densité gaussiennerntete
1 1
fe()= = exp ETC 1 (2.24)

ouZ et C 2 R" " sont respectivement la constante de normalisation et la maice de covariance
symeétrique dé nie positive. Alors le vecteur des observéeg constitue une réalisation d'un vecteur
aléatoire Y dont la densité de probabilité s'écrit

fy(y;x):zlexp %(y Kx)'C Yy Kx) : (2.25)

Nous obtenons donc que trouverxMV revient & minimiser la fonction d'adéquation aux données
des moindres carrés pondéré2(13, avecP = C 1.

De maniére générale, on peut associer une vraisemblance aeufonction d'adéquation aux
données pour peu que la loi de probabilité ci-dessous ait eaivement un sens

V(y;x)= Ziexpf J(x)=Tg (2.26)

avec Z la constante de normalisation etT un paramétre de température. Réciproquement, les
solutions du maximum de vraisemblance correspondent aux &ations non régularisées minimisant
le terme d'adéquation aux données tel que

logV(y;x)= J(X)=T: (2.27)

Nous avons dit dans la sectior2.3.2.2que la divergence de Kullback était classiquement utilisée
comme terme d'adéquations aux données en tomographie d'éssion. Le cadre probabiliste permet
de justi er un tel choix. Dans cette modalité d'imagerie, ainsi gu'en tomographie de transmission
a faible dose ou dans certaines applications en astronomitg faible quantité de mesures conduit a
un modele de bruit Poisson Bertero et al., 2009 Snyder et al., 1993 Vardi et al., 19859. En e et,
le processus d'acquisition correspond a un comptage de pactiles. Lorsque le nombre de particules
comptées est faible, les mesureg s'interprétent comme la réalisation d'un vecteur aléatoire [Y J;
suivant la loi de Poisson de moyenngKx ;. La densité de probabilité du vecteur aléatoireY est

Y N
vg= - DT e k) (2.28)

j=1 !

La solution au sens du maximum de vraisemblance minimise leritere

J(x) logV (y;Xx) (2.29)

( yjlogKx ] +[Kx ] +log(y; ")) : (2.30)
j=1

correspondant, a une constante additive pres, a la divergase de Kullback entrey et Kx .

2.3.3 Modéle a priori

Une stabilisation correcte de l'inversion passe par l'ajoti d'un terme de pénalisation R(x)
modélisant un certain comportement attendu de l'objet a estmer (Idier, 2008. Nous présentons
tout d'abord une classe de fonctions de pénalisations issud'un a priori de régularité sur la
solution. La fonction R somme les variations dex a travers un opérateur de régularisation.
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2.3. Régularisation par minimisation d'un critere pénalis &

2.3.3.1 Méthode de Tikhonov - Mesure de régularité

La méthode de Tikhonov (Tikhonov, 1963 consiste a résoudre le probleme continuq.1) en
minimisant le critere des moindres carrés pénalisé

ky K(x(@)k?+ R (x(t)) (2.31)

ou R est appelée fonction stabilisante de Tikhonov et s'exprimepar
Z xd
R(x(t)) = 1(t)

1=0

d'x(t)
dtl

2
dt: (2.32)

Dans cette expression, les fonctions |(t) sont des fonctions réelles, non négatives et continues
sur l'intervalle d'intégration. Le stabilisateur est dit d 'ordre d car il contient la diéme dérivée de
x(t). Cette forme de pénalisation permet d'introduire un a priori sur la douceur de la solution.
En e et, cela revient & rechercher des solutions dans I'espg des fonctions admettant des dérivées
généralisées jusqu'a l'ordred.

La formulation générale de Tikhonov est rarement utilisée éns le cadre de la résolution de
problémes inverses discrets et on emploie plutdt la forme sipli ée dé nie dans ( Tikhonov et
Arsénine, 1976

R(x) = kDx k? (2.33)

avec D la matrice de di érentation de taille n n, typiguement d'ordre d = 0;1 ou 2. Lorsque
d = 0, l'association deR au critére des moindres carrés s'interpréte comme la relax@n de la
contrainte d'étre exactement la solution des moindres carésxM¢ et assurer a la solution d'avoir
une norme minimale. La solution est donc reliée a la solutiorgénéraliséex¥. En reconstruction
d'image, le choix le plus répandu consiste a utiliser la déviée premiéred = 1, ce qui a pour e et de
favoriser les solutions constantes par morceaux. La gure.3 illustre les solutions obtenues pour
d=0 etd=1, sur le probléeme de déconvolution d'image. Sur cet exemplde choixd = 1 fournit

un meilleur résultat du point de vue de la qualité visuelle.

(a) Régularisation d'ordre 0 (b) Régularisation d'ordre 1

Figure 2.3 Déconvolution de I'image cameramarpar minimisation du critere des moindres carrés
pénalisé par la régularisation de Tikhonov Goulez 2008).

Une analyse fréquentielle montre que la pénalisation de Tikonov entraine un lissage systé-
matique des hautes fréquences de I'objet, or dans certainegpplications comme la détection de
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Chapitre 2. Inversion par approche pénalisée en traitement du signal et de I'image

contours en traitement d'images, il est désirable d'avoir s solutions non lisses. Pour faire face &
cette perte de résolution, des pénalisations non quadratiges préservant les discontinuités ont été
proposées X
RX)= " (Dx) (2.34)
Cc

ol estlafonction de pondération De nombreux candidats pour le choix de ont été proposés. |l
s'agit de remplacer la quadratique par une fonction mieux adptée a la formea priori de I'objet.
Présentons quelques-unes de ces fonctionsnon quadratiques en les classant en deux catégories
distinctes suivant qu'elles soient convexes ou non. Cetteéparation conditionnera en pratique la
mise en +uvre de la stratégie d'optimisation du critere péndisé.

Pondérations convexes. Les fonctions de pondération convexes non quadratiques sbolassi-
guement des fonctions paires et coercives. Elles présentaim accroissement asymptotigue moins
important que la parabole tout en restant convexe. Par cons@uent, la fonction de régularisa-
tion associée .34 est également convexe. Un sous ensemble notable rassemlde pondérations
"2 1, C'estadire se comportant de maniéere quadratique proche déorigine et de maniére linéaire
a l'in ni. Les plus connues sont la fonction de Huber (Huber, 1981 et la fonction hyperbolique
(Charbonnier et al., 1997. Ces fonctions sont au moins deux fois continiment di éretiables et
s'écrivent respectivement

w= ¥, s us (2.35)
jui - sinon '
et p
(U= uz+ 2 (2.36)

D'autres pénalisations convexes sont présentées dansange, 1990 Zibulevsky et Elad, 2010.

Les fonctions™, "3 dépendent d'un parameétre positif qui conditionne le passage du régime
guadratique au régime linéaire. Une autre catégorie impornte de pondérations convexes sont les
fonctions ", introduites par (Bouman et Sauey 1996. Elles sont dé nies par

(U= ju’; 16 p<2 (2.37)

Lorsquep = 1, on obtient la norme "; non di érentiable en 0. La non di érentiabilité a pour e et
de favoriser la parcimonie deDx . La pondération “; est principalement utilisée en compressed
sensing Ponoho, 2006 Figueiredo et al., 2007) en association avec la di érentiation d'ordre O (i.e
D = |). En restauration d'image, elle fournit de bons résultats e association avec un opérateur
de gradient (Rudin et al., 1992, ce choix conduisant a la régularisation par variation totale.

La gure 2.4illustre di érentes fonctions de pondération convexes. Lasolution du probléeme de
déconvolution d'image est illustrée en gure2.5 pour plusieurs fonctions de régularisation convexes
associées a l'opérateur de di érentiation d'ordrel.

Pondérations non convexes. Les fonctions de régularisation non convexes les plus couries
sont les fonctions™,  "o. Elles ont un comportement quadratique proche de l'origineet sont
asymptotiquement constantes. La quadratique tronquée

(u) = min( u?; 2?) (2.38)

introduite par ( Geman et Geman 1984 appartient a cette famille. Une variante plus réguliere e$
introduite dans (Geman et McClure, 1987) :

u?

(u) =

Comme dans le cas convexe, ces fonctions de pondération dégent d'un parameétre correspon-
dant au seuil entre le régime quadratique et le régime asympgttique borné.
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Figure 2.4 Exemples de fonctions de pondération convexes. Prochde O, la fonction ", "3 se
comporte comme une quadratique. A I'in ni, elle tend vers une fonction ;.

2.3.3.2 Critére pénalisé généralisé

La pénalisation (2.34) ne permet pas de prendre en compte certains modeles et dansrtaines de
situations, il est nécessaire de dé nir la forme pénaliséeénéralisée suivante Aubert et Kornprobst,
2002 Nikolova, 2002

x
R(x) = (KVex ! ck) (2.40)

c=1

ouV,2 RP " I .2 RP pourc=1;:;C. Le vecteur! ; 2 RP joue un terme de rappel. En
considérant! . = 0 et p= 1, on retrouve bien (2.34).
En posantD(u;v)= (ku vk), le critere (2.40) peut étre vu sous la forme

x
R(x) = D(Vex;! o) (2.42)
c=1

Ainsi, la régularisation (2.40) a comme e et de minimiser les distances entre les vecteurg.x et
des vecteurs xes! . se comportant comme un terme de rappel. Cette formulation coduit a deux
formes particulieres de pénalisation.

Distance a un objet cible. Lorsque I'on connait une estimationa priori x de Il'objet a re-
construire, une facon simple de régulariser consiste a déinC =1, V; = | et! ;. = x. Le plus
classigue est de choisir la distance euclidienne associée mon & une matrice de pondération. Un
autre choix courant en reconstruction d'image est de prende I'une des pénalisations suivantes,
issues de la divergence de Kullback,
X Xi
R(x) = X log - + Xi X (2.42)
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R(x) = X log o + X X (2.43)
i |

appelés dentropies croiséesdirecte et inverse Byrne, 1993 Le Besneraiset al., 1999. Ces critéres

sont utilisés a n de renforcer la positivité de la solution. En e et, la singularité du logarithme en

zéro impliquera la positivité des minimiseurs du critére péalisé. Notons que lorsque la cible est

trop éloignée de la solution du probléme, pénaliser la distace entrex et x peut conduire a de

mauvais résultats.

Distance a un objet variable. Placons nous dans le cas ox représente une image. Una
priori de douceur peut étre apporté en minimisant

x
R(x)= D(Vex;x) (2.44)

c=1

ou V. 2 R" ", ¢ = 1::C, sont des opérateurs de décalage de l'image. Lorsqu2 est la dis-
tance euclidienne, on retrouve la pénalisation2.34) avecD opérateur de di érentiation d'ordre 1.
D'autres fonctions distances peuvent étre considéres comena distance de Kullback et la distance
de Itakura Saito (O'Sullivan, 1995. Notons que le choix d'une distance appartenant a la famik
des -divergences présente l'avantage de contraindre la soluin a étre positive, a cause de la sin-
gularité de cette distance en0. Par exemple, dans le cas d'une distance de Kullback, on olsnt la
régularisation

X X X,
R(x) = Xjlog ——— +[VeX]i X (2.45)
c i [ch]i
qui, par son terme logarithmique, force le minimiseur du criere pénalisé a l'intérieur de l'orthant
positif.

2.3.3.3 Maximum d'entropie

Une stratégie de régularisation également trés utilisée eneconstruction du signal est la mé-
thode du maximum d'entropie qui consiste a rechercher la solution comme minimiseur d'uritére
des moindres carrés pénalisé par un terme d'entropie de Shaan

X
F(x)=ky Kxk*+ x; logxi; (2.46)

ou de Burg X
F(x)= ky Kx k? logx;: (2.47)

En traitement de l'information, I'entropie s'interpréte ¢ omme une mesure de la quantité d'infor-
mation dans les réalisations d'une variable aléatoire Jaynes 1982. Méme si dans le cadre de la
résolution d'un probléme inverse la justi cation théoriqu e de I'entropie n'est pas établie de fagon
formelle (Donoho et al., 1990 Nityananda et Narayan, 1982, cette pénalisation fournit des so-

lutions tres satisfaisantes notamment en reconstruction dmages Byrne et al.,, 1983 Danielle et

Gull, 1980 Gull et Skilling, 1984. Elle est donc utilisée dans de nombreuses applications Hes

gue l'imagerie astronomique Pichon et Thiébaut, 1998, la tomographie a rayons X (Dusaussoy
et Abdou, 1995 Mohammad-Djafari et Demoment, 19889 et I'imagerie par résonance magnétique
(IRM) ( Johnson et McGarry, 2003 Wang et Zhao, 2000. La raison principale de cet engouement
est que la pénalisation entropique permet d'assurer la posvité de I'objet reconstruit & cause de

sa singularité sur le bord de I'orthant positif.
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2.3.3.4 Parcimonie dans un dictionnaire

Une autre fagon de modéliser une image ou un signal consistecansidérer qu'il existe une base
dans laquelle sa représentation est creuse. Ceci signi e @ peut s'exprimer comme la somme
pondérée d'un nombre ni (faible) d'atomes élémentaires dun dictionnaire représenté par une
matrice W dont les colonnes sont constituées des fonctions de basesatiétisées :

Xx=Wz: (2.48)

Le terme d'a priori est choisi a n de favoriser la parcimonie de la décompositin z, c'est a dire de
maximiser le nombre de termesz; nuls. Deux approches peuvent étre utiliséesKlad et al., 2007).

L'approche par analyse consiste a appliquer la priori de parcimonie sur le produit W x,
correspondant a la transformée dex dans le dictionnaire (Aujol et Chambolle, 2005 Belgeet al.,
200Q Chambolle et al., 1998. La solution est obtenue en minimisant le critere pénalisé

F(x)= D(Kx ;y)+ R (W Xx) (2.49)

ou R est typiguement une norme’,, p> 1 an de garantir la convexité du critére.
L'approche par synthese plus récente, consiste a travailler directement dans le dmaine des
coe cients, en minimisant le critére pénalisé

F(z)= D(KWz ;y)+ R (2) (2.50)

ou R favorise I'apparition de composantes nulles de (Chen et al., 1998 Figueiredo et al., 2007,
Mallat et Zhang, 1993. Un choix simple consiste & dé nir R comme la norme’o de z. Cependant,
minimiser une telle norme est un probléme combinatoire conm pour étre NP-complet. Il ne peut
donc pas étre résolu pour des problemes de trés grande diméms. On remplace donc souvent la
norme " par son enveloppe convexe qui est la normg (Chen et al., 1999. Dans certains cas, on
peut montrer que les deux normes fournissent des solutionsléntiques (Tropp, 2006).

La norme "3 conduit & un critére pénalisé non di érentiable dont la minimisation peut étre
di cile. Dans le cadre de la reconstruction d'image par synthése, Zibulevskyet coll. (Elad et al.,
2007 Zibulevsky et Elad, 2010 proposent de remplacerjuj par l'approximation di érentiable
parametrée par un seuil > 0:

(W) = juj log(1 + juj=): (2.51)

La question de savoir laquelle parmi I'approche par analyset I'approche par synthése fournit
la meilleure reconstruction est un probléme ouvert a ce joufChaari et al., 2009 Elad et al., 2007,
Weisset al., 2010. Du point de vue de I'optimisation, I'approche par syntheése est souvent préférée
car elle méne a une fonction de pénalisation séparable, pestiant I'application d'algorithmes
simples de type seuillage itératif Beck et Teboulle, 2009 Daubechieset al., 2004).

2.3.3.5 Lien avec la loi a priori

Nous avons établi précédemment que les solutions minimisare critére d'adéquation aux
données correspondent aux solutions du maximum de vraisentdnce. Le cadre probabiliste permet
également d'établir un lien entre la fonction de régulariséion et une loi a priori fx (x), ou X
constitue a présent une réalisation du vecteur aléatoireX .

Sous réserve que l'on puisse établir des liens tels que

logV(y;x) $ J(x)

9 > Otelque logfx (x) $ R(x) (2.52)

alors I'ensemble des solutions produites par la minimisatin du critére pénaliséJ + R correspond
a lI'ensemble des solutions fourni par I'estimateur dumaximum a posteriori qui revient a considérer
les minimiseurs de l'inverse de la log vraisemblance posteriori

n](in( logVp(y;x)= logV(y;x) logfx (x)): (2.53)
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Chapitre 2. Inversion par approche pénalisée en traitement du signal et de I'image

Notons que le lien entre loia priori et terme de régularisation déterministe utilisé en traitement
d'image et de signal est souvent basé sur l'utilisation destamps aléatoires de Markov (dier, 2008
Chap.7).

2.3.4 Réglage du parameétre de régularisation

La valeur du paramétre de régularisation in ue de fagon importante sur la reconstruction.
Prenons I'exemple du probléme de déconvolution de I'imageameramanLa solution, dé nie comme
minimiseur d'un critére pénalisé J + R , dépend de . L'e et d'un mauvais choix du paramétre
de régularisation est illustré sur la gure 2.6. Si  est trop petit (sous-régularisation), les détails
sont bien reconstruits mais l'image est noyée dans le bruitA l'inverse, si  est trop grand (sur-
régularisation), l'image est trop lisse, les détails sont pu visibles et des oscillations de Gibbs
apparaissent. Dans cet exemple simple, la solution exacteant connue, il est possible d'estimer

de maniére supervisée, en modi ant manuellement pour minimiser I'erreur de reconstruction.
Dans les problémes pratiques, la solution exacte est bien slinconnue et il est nécessaire de
trouver une fagon de régler automatiquement le parametre deaégularisation. Les méthodes les
plus courantes sont la validation croisée Golub et al., 1979 et la méthode de la courbe en L
(Hansen et O'Leary, 1993 Hansen 1992.

2.4 Conclusion

Un probleme inverse mal posé se résout de facon e cace par la immisation d'un critere
pénalisé qui prend en compte conjointement les données oligées et les informations préalables a
la solution. Le choix du critére se base sur une nécessité deomélisation du processus de formation
des données et des propriétés de la solution recherchée. Uatie point primordial a considérer est
I'in uence des propriétés mathématiques du critére sur la dculté de la résolution. L'approche
pénalisée nécessite la mise en +uvre d'un algorithme d'optnisation. Cet aspect fait 'objet du
chapitre 3.
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2.4. Conclusion

@ "2 (b) "1

© 2 1 (d) Variation totale

Figure 2.5 Déconvolution de l'image cameramarpar minimisation du critére des moindres carrés
associé a di érentes stratégies de régularisation opérargur les di érences entre pixels voisins de
l'image (Soulez 2008.
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Chapitre 2. Inversion par approche pénalisée en traitement du signal et de I'image

(a) Sous régularisé (b) Sur régularisé

Figure 2.6 Déconvolution de I'image cameramarpar minimisation du criteére des moindres carrés
associé a la pénalisation de Tikhonov d'ordrel (Soulez 2008).
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Minimisation d'un critere pénalisé
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Chapitre 3. Minimisation d'un critére pénalisé

3.1 Introduction

Une solution acceptable a un probléme inverse mal posé s'dent en résolvant le probléme d'op-
timisation consistant a minimiser un critére pénalisé. Le as le plus simple est celui d'un critére
guadratique. En e et, son minimiseur s'obtient de fagon andytique par la résolution d'un systéme
linéaire. Néanmoins, lorsque le probleme inverse est de grde taille, ce systéeme ne peut étre ré-
solu que de facon approchée par une méthode itérative. De fag plus générale, la résolution du
probléme de la minimisation du critere pénalisé peut raremet s'e ectuer de fagon directe et une
stratégie itérative doit étre utilisée. Cette stratégie sebase sur un algorithme d'optimisation qui
construit une suite de points convergeant vers une solutiomu probléme. Le recours a une méthode
d'optimisation se rencontre trés fréquemment en traitemen du signal et de l'image. L'optimisa-
tion est un domaine des mathématiques appliquées trés richet trés actif. De trés nombreuses
méthodes d'optimisation existent pour di érents types de probléemes. Nous nous concentrons dans
ce travail de these sur la minimisation de critéres di érentiables. Un algorithme fondamental pour
résoudre ce type de probléme est l'algorithme de descenteéitative, dont sont issus par exemple
les algorithmes standards de Newton et de gradient. Aprés air rappelées dans la sectiorB.2 les
notions mathématiques indispensables & la construction din tel algorithme, nous décrivons dans
la section 3.3 le schéma de descente itérative. Pour une présentation plusétaillée de cette famille
de méthodes, le lecteur peut se référer aux ouvrage8értsekas 1999 Nocedal et Wright, 1999
Sun et Yuan, 2006. Une accélération signi cative du schéma de descente it@tive est obtenue en
introduisant la notion de sous-espace Conn et al.,, 19943 Narkiss et Zibulevsky, 2005 qui fera
l'objet de la section 3.4. Les algorithmes de descente et de sous-espace nécessitatdé nir une
stratégie de calcul de pas. Cet aspect sera discuté de facoetdillée dans le chapitre4.

3.2 Formulation du probléme d'optimisation

Le probleme d'optimisation qui nous intéresse consiste a mimiser une fonction a valeurs
réelles sur son domaine de dé nition. Ce probleme se formale en

it F(x) (3.1)

ouD; R" estle domaine de dé nition de la fonctionF. En toute généralité, F, appeléefonction
objectif ou critére, peut ne pas avoir de borne inférieure et si elle en admet unegette borne peut
ne pas étre atteinte. Dans le cas contraire i.e., sf admet un minimum, le probléeme s'écrit

Xrylijnf F (x): (3.2)

Dans certains cas, il peut étre nécessaire de considérer ungbléme de minimisation contraint.
Au lieu de minimiser F sur D¢, on la minimise seulement sur un ensemblé& délimité par des
contraintes d'égalité et/ou d'inégalité. L'élaboration d 'une méthode d'optimisation permettant la
prise en compte de contraintes sera discutée a la n de la secon 3.3 ainsi que dans le chapitre6.

3.2.1 Propriétés du critére

Nous avons vu dans le chapitre2 que le choix du critére est fortement lié aux particularitésdu
probleme a résoudre. Plus précisément, le terme d'adéquatn aux données dépend des hypothéses
sur le modéle de bruit (additif, multiplicatif, corrélé) et le terme de pénalisation dépend des
propriétés de I'objet a reconstruire (parcimonie, rugosig). Il est également important de garder en
mémoire lors de la construction du critére que ses propriée@mathématiques conditionnent le type
de méthode employée pour la résolution du probléme et in uehsur la complexité du probléme
d'optimisation. Trois propriétés importantes a étudier sont la convexité, la di érentiabilité et le
caractére gradient Lipschitz (ou gradient borné) du critére.
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3.2. Formulation du probléeme d'optimisation

3.2.1.1 Convexité

Dé nition 3.1. Soit F une fonction dé nie sur D¢ . Cette fonction est dite convexe suV D ¢
si V est convexe et si pour tout 2 [0; 1] et pour tout (X;y) 2V,

F(x+@ )y)6 FXx)+@ )F() (3.3)

La convexité du critére in ue sur le nombre de solutions du piobleme d'optimisation. En e et,
un critére non convexe est en général multimodal. Sa minim&tion nécessite la mise en +uvre
d'algorithmes d'optimisation mettant en +uvre une approch e globale. On citera en particulier les
approches par recuit simulé Geman et Geman 1984, les algorithmes génétiques Klolland, 1992
ou la non convexité graduelle Nikolova et al., 1998. A linverse, la minimisation d'un critére
unimodal est un probléme plus simple. En e et, le minimiseur global de F est caractérisé par
une considération locale sur le critere. La mise en +uvre d'ne méthode d'optimisation locale
permettra de résoudre entierement le probleme.

Notons que les méthodes modernes d'optimisation globale b souvent appel a une ou plusieurs
étapes d'optimisation locale. Ceci montre l'importance del'optimisation locale, méme pour un
critére non convexe.

3.2.1.2 Di érentiabilité

Dé nition 3.2. Soit F une fonction dé nie sur D¢ . Cette fonction est dite di érentiable au sens
de Gateaux sur un ouverty D ¢ si pour tout x 2V, le gradient deF :

2 @f(lx) 3
r F(x)= g : é (3.4)
@HXx)

Xn
existe et véri e pour tout y 2 RN,

Fx+ y) F(X).

T
rFE(x)'y= Ilgwo (3.5)

La non di érentiabilité du critere rend di cile la mise en ~u vre de 'algorithme d'optimisation.
Cependant, certaines applications nécessitent I'utilistion d'un terme de pénalisation non di éren-
tiable comme la variation totale pour la reconstruction d'images constantes par morceaux ou la
norme "1 pour la reconstruction de représentations parcimonieused.a minimisation du critere
non di érentiable qui en découle nécessite I'emploi d'une tsatégie d'optimisation spéci que telle
que celles proposées dan8¢ck et Teboulle, 2009 Chaux et al., 2007 Combettes et Pesquef 2007,
Daubechieset al., 2004.

Une approche alternative consiste a approcher le terme noniérentiable par une fonction dif-
férentiable paramétrée par un seuil , quanti ant I'erreur d'approximation ( Carlavan et al., 201Q
Nesteroy, 2005 Weisset al., 2010 Zibulevsky et Elad, 2010. Le réglage du seuil résulte d'un com-
promis entre rapidité de l'optimisation et proximité avec la solution du critére non di érentiable.
En particulier, une trés faible valeur de conduit a un critére mal conditionné dont la minimisation
par un algorithme itératif se caractérise par une lenteur inportante (Nesteroy, 2009.

En pratique, les solutions résultant du critére approché diérentiable sont parfois meilleures que
celles obtenues en minimisant le critére initial non di érentiable (Carlavan et al., 2010 Nikolova,
20049). Ceci est dO au fait que ce dernier ne modélise pas forcémente maniere pertinente les
images. Par exemple, la singularité de la normé; présente dans la variation totale introduit un
e et de staircasing dans les images reconstruited\(ikolova, 2004). Dans le cadre des reconstructions
basées sur ura priori de parcimonie, la question de savoir si la pénalisation; fournit de meilleurs
résultats que sa version approchée reste un probléme ouvert
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Chapitre 3. Minimisation d'un critére pénalisé

3.2.1.3 Gradient Lipschitz

Dé nition 3.3.  Soit F une fonction dé nie sur Dy . Cette fonction est dite aL -gradient Lipschitz
sur le domaineV D ; si pour tout (x;y) 2V, les gradientsr F(x) etr F(y) existent et véri ent

kr F(x) r F(y)k6 Lkx yk: (3.6)

Le caractére gradient Lipschitz est souvent nécessaire poalémontrer la convergence des algo-
rithmes d'optimisation ( Nocedal et Wright, 1999 Chap.3), ainsi que pour leur garantir une vitesse
de convergence optimale {lesterov, 2003 Chap.2). Voici quelques exemples de fonctions scalaires
a gradient Lipschitz sur Ds = R :

F(x)= kx)2 avec L =2k?

F(x)= x2+ 2 avec L=1 3.7)

Un résultat important concerne le caractéere gradient Lipsitz des fonctions convexes :

Lemme 3.1. (Bertsekas 2003
Tout fonction convexe est a gradient Lipschitz suiV, a condition queV soit un fermé borné contenu
dans le domaine de dé nition du gradient deF.

Les hypothéses sulV sont essentielles comme on peut le voir sur les trois exemgleuivants :
Fix)= x3; Df=R; V=R" (3.8)
F1 est convexe surV mais celui-ci n'est pas borné. Le gradient dé= n'est pas Lipschitz surV.
F2(x)= logx; Df =(0;+1); V=(0;1] (3.9)
F, est convexe surV mais celui-ci est ouvert. Le gradient deF n'est pas Lipschitz surV.
F3(x) = xlogx; Df =[0;+1); V=]0;1] (3.10)

F3 est convexe surV mais le gradient deF est inni en 0. Par conséquent,F n'est pas gradient
Lipschitz sur V.

Les fonctionsF, et F3 appartiennent a la classe particuliére dedonctions barrieres que nous
détaillons dans le paragraphe suivant.

3.2.1.4 Fonction barriére

Le terme debarriere est employé pour décrire des fonctions possédant une asyngte verticale
le long des frontieres bornées de leur domaine de dé nitionNesteroy, 2003 Sec.4.2). Parmis les
fonctions présentées dans la sectiof.3, I'adéquation au données poissonienne2(30) et les péna-
lisations par entropie (2.46), (2.47) sont des fonctions barriéres. En e et, ces critéres contienent
un terme de la forme X

B(x)= log([Cx ]i); (3.11)
|
ou X
B(x)= ([Cx])log([Cx]): (3.12)
I
Comme l'illustre la gure 3.1(a), la fonction logu tend vers I'in ni en zéro. Par conséquent, la
fonction (3.11) est une fonction barriére sur le bord du domaine

C= fxj[Cx]i > 0g: (3.13)

Il en est de méme pour la fonction 8.12) car la dérivée de la fonctionu logu tend vers I'in ni en
zéro, comme lillustre la gure 3.1(b).
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3.2. Formulation du probléeme d'optimisation

Une telle propriété est intéressante car elle implique quedut critére contenant un terme de la
forme (3.11) ou (3.12) aura ses minimiseurs a l'intérieur deC. C'est particuliérement utile lorsque
C s'identi e avec l'orthant positif, la barriere contraigna nt la positivité sur la solution. Nous
montrerons dans le chapitre6 que la minimisation d'un critére contenant une fonction barriere
nécessite une vigilance particuliere en terme de choix d'gbrithme et d'implémentation. L'objectif
majeur de cette thése sera alors de développer des stratégid'optimisation e caces pour traiter
la minimisation de critére contenant une fonction barriére

6
47 |
2} |
O’ 3 :
L _OS |
-1 0 1 2 3 0.5 0 0.5 1 1.5 2
u u
(@ (u= logu (b) (u)= ulogu

Figure 3.1 Barriéres logarithmique et entropique

3.2.2 Conditions d'optimalité

Généralement, on entend par solution de 3.2) un point associé a une valeur minimale deF
sur D¢ . Ce point est appelé minimum global. Il véri e

F(x )6 F(x); 8x 2Ds: (3.14)

Cependant, un tel point peut étre dicile & trouver car notre connaissance deF est souvent
limitée. En e et, les méthodes de résolution sont basées swine évaluation deF en un nombre
réduit de points. Il peut donc arriver que F présente un minimum dans une région inexplorée par
la méthode. De ce fait, la plupart des stratégies de résolubn déterminent des points ouF atteint
une valeur minimale dans un voisinageV de x , appelés solutions locales. On parle de minimum
global ou localstrict si on a I'égalité stricte dans (3.14) lorsquex 6 x . Les classi cations que nous
venons d'e ectuer peuvent laisser croire que le seul moyenalvéri er que x est solution de 3.2)
est d'examiner tous les points deD¢ (ou du voisinage dex ) an de s'assurer qu'il n'existe pas
un autre point ou F prend une valeur plus petite. Lorsque la fonctionF posséede des propriétés de
régularité (continuité, di érentiabilité), il existe des conditions dites d'optimalité qui permettent
de reconnaitre une solution a partir de connaissances lo@s surF. Les conditions d'optimalité
sont de deux types : Condition nécessaire (CN) et conditionis sante (CS). La CN est une relation
Véri ée par toute solution du probléme (3.2). A l'inverse, la véri cation de la CS assure a un point
d'étre solution de (3.2). On parle de conditions du premier ou second ordre suivant ge celles-ci
font intervenir uniqguement les dérivées premiéeres dé ou bien aussi les dérivées secondes.

Théoreme 3.1. CN du premier ordre
Si x est un minimum local de(3.2) et F est di érentiable en x , alorsr F(x )= 0.

Un point vériant r F(x ) = 0 est appelépoint stationnaire. Un point stationnaire peut étre
de trois type : minimum local, maximum local ou point selle.
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Chapitre 3. Minimisation d'un critére pénalisé

Théoréme 3.2. CN du second ordre
Si x est un minimum local de (3.2) et F est deux fois di érentiable enx , alorsr F(x )= 0 et
r 2F(x ) est semidé nie positive, our 2F(x ) est la matrice hessienne dé nie par les coe cients

a2 (x ).

La contraposée de ce théoréme permet de dé nir la CS d'optimi@é du second ordre, dont la
Vvéri cation assure a un point d'étre solution de (3.2).

Théoréme 3.3. CS du second ordre
Supposons qué& soit deux fois di érentiable enx . Sir F(x )= 0etr 2F(x ) est dé nie positive,
alors x est un minimum local strict de (3.2).

Lorsque la fonction F est convexe, les minima locaux et globaux sont simples a cag#riser :

Théoreme 3.4. Si F est convexe, tout minimum localx de (3.2) est aussi un minimum global.
Si, de plus, F est di érentiable, alors tout point vériant r F(x ) = 0 est minimum global de
(3.2).

Les conditions d'optimalité servent de point de départ a I'daboration de stratégies de résolution
du probléme (3.2). En général, il n'est pas possible d'obtenir une solution & (3.2) de facon directe
ou méme en un nombre ni d'opérations arithmétiques. De ce f#, la résolution passe par I'utilisa-
tion d'un algorithme itératif : A partir d'un point qui ne satisfait pas les conditions d'optimalité,
on va produire un autre point, meilleur que le précédent. Pus on va recommencer, et engendrer
une suite de points qui s'approche d'un optimum. L'élaboraion de I'algorithme nécessite donc de
répondre au probléeme formel suivant :

A partir d'informations sur F au point x (et éventuellement aux points précédents
Xo0;:; Xk 1), comment trouver une nouvelle itéréexy+1 plus proche dex quexy ?

L'objectif de l'algorithme étant de minimiser F, une approche naturelle consiste a générdixyg,. o
telle que pour tous ses membres, on ait la relation

F(Xk+1) 6 F(Xk); (3.15)

on dit alors que I'algorithme est monotone. Une méthode trésisuelle de construction d'algorithmes
itératifs monotones est ladescente itérativequi génere les itérés en se déplacgant le long de directions
correspondant a une diminution locale du critere. Les déve@lppements e ectués dans cette these
vont contribuer a I'amélioration des performances, en terne de vitesse de convergence et de co(t
par itération, des algorithmes de descente itérative que nas présentons a présent.

3.3 Méthode de descente itérative

3.3.1 Principe

Dans le cadre de l'optimisation di érentiable, une famille fondamentale d'algorithmes est basée
sur la stratégie de descente itérative La méthode de descente itérative permet de générer une
suite de points convergeant vers une solution du probléme mocontraint (3.2) tout en assurant
la décroissance monotone du critere a chaque itération. La étroissance du critére est assurée
en déplagant l'itérée courantexy le long d'une direction de descentedy. On dit que di est une
direction de descente d&= en xy si elle satisfait

r F(x)"dg < 0 (3.16)

Par dé nition du gradient, il revient au méme de dire que di fait avec r F(xx) un angle
strictement plus petit que 90 degrés, comme lillustre la gure 3.2. L'ensemble des directions
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3.3. Méthode de descente itérative

véri ant la relation de descente (3.16) forme un demi-espace ouvert deR", dont les élémentsdy
sont tels que

F(xk+ dg) <F (xk) (3.17)
pour tout > 0susamment petit. De telles directions sont intéressantescar, pour faire décroitre
F, il sut de se déplacer le long de di.

F(x)

Figure 3.2 La direction d¢ forme un angle ¢ < 90avec la direction de plus grande pente
r F(xk). Il s'agitd'une direction de descente pourF enxy. En e et, elle est dirigée vers l'intérieur
des lignes de niveau dé-.

L'algorithme de descente utilise cette propriété pour minimiser la fonction F . La suite fxxg,. o
est construite par la récurrence
Xk+1 = Xk +  kdg (3.18)
ol > Oestlepaset dk est une direction de descente (Figure3.3). Une telle méthode consiste a
alterner la construction de di et la détermination de . L'arrét de la récurrence est contrdlé par
un test portant généralement sur la petitesse du gradientr F(xk). C'est en e et ce que suggeére
la condition d'optimalité r F(x ) = 0. Bien que l'annulation du gradient puisse intervenir en un
maximum ou en un point selle deF, le choix de ( g;dx) va empécher I'algorithme de converger
vers un tel point. Pour mettre en +uvre une méthode de descert itérative, il faut donc spéci er
deux choses :
La construction de la direction dx. La maniére de procéder donne le nom de l'algorithme. Elle
est choisie a partir de considérations locales suUf . Elle doit véri er ( 3.16) et encourager une
convergence rapide de l'algorithme, en particulier lorsge I'on se rapproche de la solution.
La détermination du pas  par une stratégie derecherche linéaire La valeur de | résulte
de la minimisation approchée de la fonction scalaird ( ) = F(xx + dy).
Les stratégies développées pour le calcul du pas feront I'gdt du chapitre 4. Nous présentons
a présent di érentes stratégies employées pour construiréa direction.

3.3.2 Méthodes de premier ordre pour la construction de la di rection

3.3.2.1 Algorithme de gradient

Considérons le gradient deF enxy : r F(xx) que nous noterons par la suitegk. L'opposé de
Ok est un choix évident de direction de descente. Parmi touteses directions provenant dexy, il
s'agit de celle le long de laquellé- décroit le plus rapidement. Cette direction est orthogonat aux
lignes de niveaux de la fonction. L'algorithme de descentetilisant

de = Ok (3.19)
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Chapitre 3. Minimisation d'un critére pénalisé

Xt adk

Figure 3.3 La méthode de descente itérative alterne entre détermrmation d'une direction de
descentedy et minimisation approchée deF le long dedy par une stratégie de recherche linéaire.

est appelé algorithme de laplus grande penteou algorithme du gradient. Bien que séduisant par
sa grande simplicité, ce choix de direction s'avére peu e cae en pratique et l'algorithme qui en
résulte peut étre trés lent a converger. Par conséquent, ontilise plutdt la direction de gradient
conjugué (GC).

3.3.2.2 Algorithme de gradient conjugué

L'algorithme de GC est originellement congu pour résoudre'€quation linéaire Kx =y, ou
la matrice K est symétrique et dé nie positive. L'extension de l'algorthme au cas non linéaire
(GCNL) a été proposée par Fletcher et ReevesHletcher et Reeves 1964 qui dé nissent

- Ok si k=0
dic = Ok+ «dg 1 si k>1 (320)
avec le coe cient de conjugaison
T
FR— _ 9Ok . (3.21)

9 10 1
Lorsque la fonction a minimiser est quadratique, le coe cient ¢ assure la conjugaison entredy
et dy 1 et la méthode est assurée de converger en au plusitérations, ou n est la dimension du
vecteur d'inconnues. Dans le cas non quadratique, il existede nombreuses variantes a la méthode
de Fletcher et Reeves, di érant par le choix du paramétre ¢ (Hager et Zhang 2006h. De plus,
lorsque ¢ n'assure pas quelk soit une direction de descente, cette derniére est remplaeéar son
opposé dg. Pour un probléme non linéaire quelconque, il est conseilldans (Nocedal et Wright,
1999 de choisir la formule de Gilbert et Nocedal, 1992

PRPY = max( FRP;0); (3.22)
ol [RP estle coe cient de (Polak et Ribiere, 1969 Polyak, 1969 :

N
prp _ Ok (Ok Ok 1),

= = - -<: 3.23
k kgk 1k ( )

En pratique, la direction de gradient conjugué non linéaireest souvent bien plus e cace que la
direction de plus grande pente en terme de vitesse de convengce et est toute aussi simple a calculer

30



3.3. Méthode de descente itérative

(Nocedal et Wright, 1999. Une accélération de ces deux algorithmes s'obtient en imbduisant
des informations sur les dérivées secondes du critére. Unaemiére stratégie est d'utiliser un
préconditionneur.

3.3.2.3 Préconditionnement

Le conditionnement d'une matrice K , noté (K ), est dé ni comme le rapport entre sa plus
grande et sa plus petite valeur singuliére. Nous avons vu danle chapitre 2 que cette valeur
quanti e I'e et de petites variations de y sur xY, inverse généralisé dey = Kx , un mauvais
conditionnement (i.e., (K) 1) se traduisant par une ampli cation des erreurs numériques

La vitesse de convergence d'un algorithme de descente itéiee du premier ordre dépend du
conditionnement du Hessiernr 2F . La minimisation d'un critére ayant un Hessien mal conditionné
est caractérisée par des valeurs de pas trés petites, mémelsipas minimise exactement le critere
le long de la direction choisie. Par conséquent, la convergee des itérés vers la solution est trés
lente. Le préconditionnement consiste a opérer le changemede variable F(z) = F(Ckx) an
de modi er la répartition des valeurs propres de la matrice tessienne au point courant, dans le
but d'accélérer la convergence de l'algorithme. La matriceCy est choisie an queM i = CkCJ
, appeléematrice de préconditionnementou préconditionneur, soit une approximation symétrique
dé nie positive de linverse du HessienH | *.

Le changement de variable se traduit par une modi cation du gadient du critére et par consé-
guent de I'expression de la direction de recherche. La diréion de gradient devient

de = Mok (3.24)

et la direction GCNL devient
d = MygOk+ «dk 1 (3.25)

ou le coe cient de conjugaison  est modi € en remplacant respectivement les termesl, et gk
par C, Ldy et CJ gk ((Pytlak, 2009 Chap.4),(Hager et Zhang 20061). Par exemple, le coe cient
de Fletcher et Reeves devient
- kM kg
T ok tM 10k 1

Dans le cas quadratique, cette modi cation entraine la conjigaison de deux directions consécutives
dans l'espace de changement de variable.

Le préconditionneur M i est construit de fagcon a ce que le Hessien dE en x soit bien
conditionné a n d'entrainer que la direction de plus grande pente soit associée a une valeur de pas
plus grande. Un bon préconditionneur exige un compromis emé une approximation satisfaisante
de l'inverse du Hessien dé- et un co(t de calcul raisonnable. De nombreuses techniquescalcul
de M  sont proposées dans la littérature, parmi lesquelles la mébde SSOR (Symmetric Successive
Over-Relaxation) ainsi que la factorisation LU incompléte ou de Cholesky Gaad 2003 Chap.10),
(Chen, 2005. L'utilisation de I'expression exacte de l'inverse du Hesien conduit aux méthodes de
descente itérative du second ordre.

(3.26)

3.3.3 Méthodes de second ordre pour la construction de la dir ection

3.3.3.1 Algorithme de Newton

La direction de Newton minimise une approximation quadratique correspondant au dévelop-
pement en série de Taylor au second ordre dé au point x :

F(xk+d) F(xg)+d'r F(xg)+ d"Hd (3.27)

oUHy r 2F(xk). Elle s'écrit donc
de = H, to (3.28)
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Lorsque la matriceH ¢ est dé nie positive, la direction de Newton est une direction de descente et
permet une convergence rapide de l'algorithme notamment lsque le point courantx est proche
d'une solution x . La direction de Newton possede cependant plusieurs défasit Tout d'abord, elle
n'est pas dé nie aux points ou le Hessien est singulier. De pk, lorsque le Hessien n'est pas dé ni
positif, la direction de Newton n'est pas nécessairement um direction de descente. Dans ce cas, la
direction de Newton modi ée est utilisée

de= (Hi+max(  mn+ ;0)) ‘o (3.29)

ol min estla plus petite valeur propre deH ¢ et une petite quantité positive. Pour un tel choix,
H ¢ sera égal au Hessien dE si celui-ci est dé ni positif et se verra ajouter un multiple de l'identité
adéquat pour le rendre dé ni positif le cas échéant. La valeuexacte de mjn est souventissue d'un
calcul trés colteux du fait de la taille du probléme et est clasiquement approchée a l'aide d'une
stratégie basée sur la factorisation de CholeskiNocedal et Wright, 1999 Chap.6). Pour pallier
le manque de robustesse de la méthode de Newton modiée, aelti est souvent remplacée par
la méthode de régions de con ance, ou la modi cation du Hesgin se base sur une interprétation
géomeétrique (Conn et al., 1987).

3.3.3.2 Algorithme de Quasi-Newton

Un inconvénient de la direction de Newton est qu'elle néced® la connaissance de Hessien de
F. Le calcul de cette matrice peut étre compliqué et colteux. [ plus, pour certains problémes, le
critere n'est pas deux fois di érentiable. Ceci a motivé I'apparition des méthodes deQuasi-Newton
qui dé nissent la direction par
dk = By ok (3.30)

ou B est une approximation du Hessien générée itérativement paune formule demise a jour
(Dennis et Moré, 1977). Les stratégies de mise a jour les plus populaires sont SREy¥mmetric-
rank-one) (Khalfan et al., 1993 et BFGS du nom de ses auteurs Broyden, Fletcher, Goldfard et
Shanno. Elles se basent sur 'approximation suivante, appée équation sécante:

Bk(Xk Xk 1)= Ok Ok 1! (3.31)

En e et, on peut montrer que cette relation est véri ée par le Hessien d'un critereF quadratique.
Les matrices SR1 et BFGS sont donc construites a n de véri er(3.31). De plus, elles sont symé-
triques et telles que la di érenceB+1 B soit de rang faible (Nocedal et Wright, 1999 Chap.9).
Les deux formules de mise a jour s'écrivent respectivement

BSR1- g, + (x Bxzi)( k. Bkz)'.

3.32
ket (k Bkzk)Tzk ' (3:32)

et T -

Byzkz, By Kk
Bei®® =B k K 3.33
kel “ z[) Bz Fzy (3:33)
avec

Zk = Xk+1 Xk k= Ok+1 Ok (3.34)

La direction de Quasi-Newton nécessite de calculer la matte M = B, 1. Cette matrice
s'obtient simplement par récurrence :

(zk My W)z My )",
(zk Bk )T « ’

MEEh = My + (3.35)

et
MEEGS :(| kZk I)M k(I K kZ|-(r)+ kaZ-kr; (3.36)

avec y =1 Izk). Le stockage de la matriceM ¢ peut étre impossible lorsque le probléme est
de trés grande taille. Dans ce cas, des formules de mise a joarmémoire limitée sont utilisées
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donnant lieu aux algorithmes L-BFGS (Liu et Nocedal, 1989 et L-SR1 (Nocedal et Wright, 1999
Th.9.2).

En n, tout comme l'algorithme de gradient, I'algorithme de quasi-Newton peut étre accéléré a
l'aide d'un préconditionneur (Jiang et al., 2004, mais ce sujet reste peu traité a ce jour.

3.3.3.3 Formes tronquées

Lorsque le probleme est de grande taille, I'inversion dél x ou d'une approximation B ¢ peut étre
trés colteuse ou méme impraticable. Il faut alors se satisfee d'un inverse approché obtenu par une
méthode itérative (Dembo et al., 19829). Cette approche est utilisée dans l'algorithme de Newton
tronqué (Dembo et Steihaug 1983 Nash, 2000 dans lequel la directiondy est issues d'itérations
de gradient conjugué appliquées a la fonction quadratique3.27) et stoppées avant convergence.
L'étape de gradient conjugué peut étre accélérée par l'utiation d'un préconditionneur, donnant
lieu a l'algorithme de Newton tronqué préconditionné.

3.3.4 Prise en compte de contraintes

L'algorithme de descente itérative permet également de rémidre le probleme contraint

in;g F(x); (3.37)

avec E un sous-ensemble convexe non vide de", a condition de modier la direction dx an
de tenir compte des contraintes. Une condition nécessaire'aptimalité de (3.37) est la condition
d'Euler

rE(x )'(x x)>0; 8x2E: (3.38)

A n de tenir compte des contraintes, l'algorithme de descelte itérative doit assurer que la suite
d'itérés converge vers un point véri ant la condition (3.38). La notion de direction de descente
admissible permet de construire une telle suite.

Etant donné x 2 E, la direction dy est dite admissible sixy + dyx est dans le domaine
contraint pour tout > 0 susament petit. Toute direction admissible peut se mettre sous la
forme

de = Xk X«) (3.39)

avec un réel strictement positif et xx 2 E. Partant d'un point xo 2 E, l'algorithme de directions
admissibles génere une suitéxy 2 Eg,. , par la récurrence

Xk+1 = Xk T+ k(Xk Xk) (340)

avec g un pas permettant d'assurer la convergence de l'algorithmgappartenant a (0; 1] de facon a
maintenir les itérés dansE. La construction de dy par (3.39 nécessite la connaissance dex 2 E.
Le domaine contraint E étant convexe, un tel point s'obtient simplement par I'application de
l'opérateur de projection sur cet ensemble.

Une direction admissible trés simple est la direction degradient projeté dé nie par =1 et

x* = Pe(Xk  SkOk) (3.41)

avec sk un parametre de réglage etPg la projection sur E. Les propriétés de l'opérateur de pro-
jection entrainent que la direction de gradient projeté estune direction de descente pourF. La
convergence de l'algorithme de gradient projeté dépend duhmix des pas(sk; «) (Bertsekas 1999
Chap.2). La méthode du gradient projeté est simple mais comm elle se base sur la direction de
gradient, elle est trés lente. Il existe donc des versions aélérées de cet algorithme basées sur la
modi cation de la métrique de I'opérateur de projection (Bonettini et al., 2009, sur le rempla-
cement de la direction de plus grande pente gk par une direction entrainant une convergence
plus rapide (Ex : gradient préconditionné (Bertsekas 1981, gradient conjugué (Pytlak, 1998,
Quasi-Newton (Ni et Yuan, 1997 Xiao et Zengxin, 2007) ou bien sur l'utilisation de régions de
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con ance (Byrd et al., 1987 Conn et al., 1988. La complexité de ces méthodes est fortement liée
au colt de I'opérateur Pe. Par conséquent, elles sont principalement utilisées quahE est I'orthant
positif car la projection sur E se raméne simplement & une opération de seuillage. Comme digné
dans (Combettes et Pesquet 2010 Sec.1.3), l'algorithme de gradient projeté correspond aiwcas
particulier de I'application de l'algorithme implicite-e xplicite (Forward-Backward (Combettes et
Wajs, 2005) a la minimisation du critére composite

le(x)+ F(X); (3.42)

ou | g(:) est la fonction indicatrice du convexeE.

3.3.5 Discussion

L'algorithme de descente itérative est une méthode fondamaale d'optimisation di érentiable.
Dans le cadre de la résolution de problémes inverses de gramdaille, les directions de GCNL
(Fessler et Booth 1999 Khurd et al.,, 2002 Mumcuoglu et Leahy, 1994, (Bertero et Boccaccj
1998 Chap.6) et de L-BFGS (Gilles et al., 2002 Lu et al., 2009 fournissent des algorithmes tres
e caces.

Ces deux algorithmes possédent une structure particuliereEn e et, la direction de descente
engendrée appartient & un sous-espace de faible dimensiofa:direction de GCNL s'écrit comme
une combinaison de l'opposé du gradient et de la direction denue a l'itération précédente (Cragg
et Levy, 1969 Miele et Cantrell, 1969 Yuan et Stoer, 1995. La direction de L-BFGS est une
combinaison linéaire de2r + 1 vecteurs, r étant la mémoire de l'algorithme (Wang et al., 2004
Yuan, 2007). Cette constatation a menée a I'élaboration d'une stratége d'accélération du schéma
de descente itérative Conn et al., 19943 Elad et al., 200§ Zibulevsky et Elad, 2010, basée
sur l'introduction d'un sous-espace. La présentation de cite technique fait I'objet de la section
suivante.

3.4 Meéthode itérative de sous-espace

3.4.1 Principe

La méthode itérative de sous-espaceonsiste a explorer le critére non plus le long d'une direc-
tion mais a l'intérieur d'un sous-espace engendré par un emesnble de directions. Le probléeme de
minimisation de F est résolu par le schéma itératif

Xk+1 = Xk + DSk (3.43)

D = [di; i di] (3.44)

est un ensemble de directions de tailld 6 r  n et sk est un pas multi-dimensionnel ayant pour
objectif de minimiser f (s) = F(xx + Ds).

L'objectif de cette approche est d'accélérer la convergercde I'algorithme de descente itérative,
tout en gardant un co(t de calcul similaire par itération. Le schéma d'optimisation (3.43 a donné
lieu & de nombreux algorithmes (Miele et Cantrell, 1969 Narkiss et Zibulevsky, 2005 Wolfe et
Viazminsky, 1976 Zibulevsky, 2009 qui se distinguent par la procédure utilisée pour dé nir le
sous-espace et pour déterminer le pas.

3.4.2 Construction du sous-espace

En augmentant le domaine de recherche a plusieurs directian on espére entrainer une accélé-
ration de la convergence de l'algorithme de descente. Cepéant, la minimisation du critére dans
le sous-espace engendré risque d'étre plus colteuse qu'umeeherche de pas scalaire. De ce fait,
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Acronyme Directions D g ‘ Taille r ‘
MG Ok;dk 1 2
SMG Ok;dx 1;::5;dk m m+1
SMD Px;dk 1;::5;dk m m+1
GS Ok, Ok 1;11F;; Ok m m+1
ORTH Ok; X Xo; :(:o Wi gi 3

SESOP Ok; Xk Xo; :‘:0 Wigi;dyx 1;::0dk m m+3
QNS Ok k 1,005 k mydk 13000 dk m 2m+1

SESOP-TN |  d,;Qk(dy);d,  d Yidi 1;::0:dk m m +3

Table 3.1 Ensembles de directions dont sont issus la majorité dealgorithmes de sous-espace
existants. Les poidsw; et les vecteurs ; sont dé nis par (3.50) et (3.51), respectivement. Qy
est dé nie par (3.52, et d, est la “éme itérée de l'algorithme de gradient conjugué résolvant

Qk(d) = 0.

la construction du sous-espace doit résulter d'un compronsi entre un gain en terme de vitesse de
convergence et un accroissement du co(t de calcul par itérain.

Nous présentons dans cette section les principaux algorithes itératifs de sous-espaces recensés
dans la littérature et leur ensemble de directions associd.es di érentes stratégies de constructions
sont résumées dans le tableaB.1. Le paramétrer correspond a la taille du sous-espace.

Comme pour l'algorithme de descente, nous distinguons les é@hodes du premier ordre et celles
du second ordre.

3.4.2.1 Sous-espace du premier ordre

Dans les six premiers algorithmes du tableaB.1, D ¢ est composé des gradients précédents et
des directions précédentes dé nies par

de i = Xk i+1 Xk ii=21::im: (3.45)

A notre connaissance, le premier algorithme itératif de sos-espace est présenté dansvVijele et
Cantrell, 1969, sous le nom demémoire de gradient(MG). Dans le cas de la minimisation d'une
fonction F quadratique, (Cantrell, 1969 démontre I'équivalence entre les algorithmes de gradient
conjugué et de mémoire de gradient. (Ce résultat ne dépend padu choix de la conjugaison dans
le gradient conjugué, les méthodes étant toutes équivalees dans le cas quadratique.)

Le sous-espace MG a été rapidement étendu dan€(agg et Levy, 1969 en sous-espace de su-
per mémoire de gradient (SMG), incluant plusieurs directims précédentes. De nombreux travaux
récents utilisent ce sous-espace en association avec la iecche de pas par pondération analy-
tique (Liu et al., 2009 Narushima et Yabe, 2006 Yu, 2008, que nous décrivons dans le chapitre
suivant. L'algorithme SMG est généralisé sour la forme de suer mémoire de descente (SMD)
par (Wolfe et Viazminsky, 1976 en remplacant la direction de plus grande pente par un vecter
guelconquepgk non orthogonal au gradient.

Les algorithmes PCD-SESOP et SSF-SESOP développés paElad et al., 2006 pour la mini-
misation de critéres de moindres carrés pénalisés sont delgarithmes SMD particuliers, ou pk est
égale respectivement a la direction de parallel coordina¢ descent (PCD)

Pik =argmin F(xx + e);i=1;25N; (3.46)
et de separable surrogate functional (SSF)

pik =argmin H(xx + e;xx);i=1;:5N; (3.47)
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P
ou H est une fonction séparableH (x;y) = ; hi(Xi;y) qui vérie
H(x;y) > F(y); H(y;y)= F(y); 8x;y 2 R™ (3.48)

Le sous-espace GS est présenté dans les travaux de Shi & Shé&mi(et Shen 2005 2006 2007
sous le terme ‘super mémoire de gradient. Cependant, il dere de ce dernier car il est construit
uniguement a partir des gradients et nous nous y réféereronsosis I'appelation sous-espace de
gradient a n de le distinguer avec l'algorithme SMG.

Le sous-espace orthogonal (ORTH) algorithm est introduit cans (Nemirovski, 1982 dans I'ob-
jectif de construire un algorithme du premier ordre avec un fiux de convergence théorique optimal.
Le sous-espace ORTH est composé de la direction de plus grangente, a laquelle deux directions
dites de Nemirovski sont ajoutéesxy Xg et

X
Wi Oi; (3.49)
i=0
ou w; sont des poids dé nis par la récurrence :
( 1 sii = 0; 3.50
w; = — .
' I+ 2+w?, sinon (3:50)

Dans (Narkiss et Zibulevsky, 2005, les directions précédentes sont rajoutées au sous-esjgade
Nemirovski. Cette modi cation conduit & l'algorithme SESO P dont la supériorité par rapport a
ORTH est démontrée sur des exemples de restauration d'imag®e plus, les tests menés par Zibu-
levsky et coll. démontrent que la présence des directions de Nemirovski darle sous-espace SESOP
n‘améliore pas la vitesse de convergence pratique de l'algthme. Par conséquent, dans Zibulevsky
et Elad, 2010, ces vecteurs supplémentaires ne sont plus utilisés, ce gfait que I'algorithme SE-
SOP actuel est identique a l'algorithme SMG de Cragg et Levy, 1969.

3.4.2.2 Sous-espace du second ordre

Les deux derniers algorithmes du tableau3.1 utilisent des directions du second ordre. Dans
l'algorithme QNS proposé par (Wang et al., 2004 Yuan, 2007, D correspond au sous-espace
SMG augmenté par

kK i= Ok isn Ok i;i=1;nnm (3.51)
Cette construction est liée a I'algorithme L-BFGS (Liu et Nocedal, 1989, car ce dernier produit
des directions dans I'espace généré par I'ensemhbley résultant de la construction QNS.

Le sous-espace SESOP-TN a été développé paripulevsky, 2008 dans l'objectif de limiter
la sensibilité de l'algorithme de Newton tronqué (TN) & un mauvais réglage de la troncature. La
premiére composante deD i est la direction de Newton tronquéd, obtenues aprés itérations de
GC pour résoudre le systeme de Gauss-NewtoQ(d) = 0, ou

Qk(d) = r 2F(xx) d + gk: (3.52)

Les deuxieme et troisieme composantes de SESOP-TN résulteaussi des itérations de gradient
conjugue.

3.4.3 Préconditionnement

L'introduction d'un préconditionneur dans un algorithme d e sous-espace intervient directe-
ment dans la construction du sous-espace lui-méme. Une véos préconditionnée de I'algorithme
s'obtient en remplacant dansD ¢ tous les termes de gradientgy; par M jgi, ou M ; est une version
approchée de l'inverse du Hessien er;. En ce qui concerne le sous-espace SESOP-TN, un pré-
conditionneur peut étre utilisé dans I'étape de gradient cojugué pour accélérer I'étape de calcul
de la direction de Newton tronqué.
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3.5 Conclusion

La résolution d'un probléme inverse linéaire passe par la mimisation d'une fonction objectif
constituée d'un terme d'adéquation aux données et d'un terne de pénalisation. Lorsque la fonction
est di érentiable, une stratégie d'optimisation e cace co nsiste a utiliser un schéma de descente
itérative alliant construction d'une direction de descente et recherche de pas. La stratégie de
construction de la direction est xée en fonction des proprétés du probléme (forme du critére,
taille du probleme) et des informations disponibles sur le dgtére (en particulier de son Hessien).
L'algorithme de descente itérative peut étre accéléré en raplacant la direction par un ensemble
de directions, usuellement issues des itérations précédms, donnant lieu a l'algorithme itératif
de sous-espace. Dans ce nouvel algorithme, la recherche desprise a minimiser le critére dans le
sous-espace généré par les directions.

Le choix de la méthode de calcul du pas est important car la vaur de pas inue sur les
propriétés de convergence et sur la complexité de l'algotitme. Le prochain chapitre est consacré
a la présentation des stratégies de recherche de pas dans lascscalaire et multi-dimensionnel.
Nous discutons des stratégies de pas usuelles et de leurs priétés de convergence. De plus, nous
proposons une nouvelle procédure de pas multi-dimensionhe pour I'algorithme de sous-espace.
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Chapitre 4. Recherche de pas par Majoration-Minoration qua  dratique

4.1 Introduction

Dans l'algorithme de descente itérative ainsi que dans sa fone accélérée par l'introduction d'un
sous-espace, le schéma d'optimisation se formule comme létdrmination & chaque itération d'un
pas minimisant le critére dans un sous-espace généré par una plusieurs directions de recherche.
Ce chapitre est consacré a la technique employée pour détemer le pas, appeléerecherche de
pas ou stratégie de pas Avoir une bonne stratégie de pas est fondamental car cela ine de fagon
importante sur les propriétés de convergence de l'algoritime.

Lorsque le sous-espace se limite a une unique direction, lacherche de pas consiste en la mini-
misation approchée d'une fonction scalaire. Nous présents en section4.2 les stratégies usuelles
pour le calcul du pas scalaire, également appelées stratégi de recherche linéaire, en nous basant
principalement sur les ouvrages Bertsekas 1999 Nocedal et Wright, 1999. La section 4.3 est
consacrée aux recherches de pas utilisées dans l'implémation de l'algorithme de sous-espace.

Les méthodes de recherche linéaire standards, basées susdehémas itératifs, ont été récem-
ment mises en concurrence avec une technique issue de I'apisation par Majoration-Minoration
guadratique (MMQ 1D), qui donne lieu a des formules de pas analytiquesL@bat, 2006 Labat
et Idier, 2008 Sun et Zhang 2001). La stratégie de pas MMQ 1D fait I'objet des sections 4.4 et
4.5. Nous montrons dans la sectiord.4 qu'elle s'étend de facon directe en une stratégie de pas
multi-dimensionnelle MMQ rD pour les algorithmes de sous-espace. L'analyse des progtés de
convergence du pas MMQID et rD est présentée en sectiod.5. Nous étendons les résultats de
convergence de la méthode MMQILD, établis dans (Labat et Idier, 2008 pour les algorithmes de
gradient conjugué non linéaire, a la famille des algorithme de descente itérative gradient reliés
(Bertsekas 1996. De plus, nous montrons que la stratégie de pas MMQ@ D assure la convergence
de nombreux algorithmes de sous-espace.

4.2 Recherche de pas pour l'algorithme de descente itéra-
tive

Dans l'algorithme de descente itérative, a chaque itératio, aprés avoir construit une direction
de descentaly, il faut déterminer le pas ¢ spéci ant le déplacement le long de la direction. Comme
I'objectif de I'algorithme est de minimiser F, il semble naturel de dé nir ¢ comme solution du
probleme :

minf () (4.1)
ouf estlarestriction de F & la droite fxx + dx: 2 Rg, dé nie par
f()=F(xg+ dy): 4.2)

Cependant, la résolution exacte peut demander un temps de &zul trop grand et ne peut de toute
fagcon pas étre faite avec une précision in nie. De plus, I'e cacité supplémentaire éventuellement
apportée a l'algorithme par un pas exact permet rarement de empenser le temps consacré a
déterminer un tel pas. Par conséquent, les stratégies usdet pour le calcul du pas sont basées sur
la véri cation de conditions moins restrictives qui permettent toutefois de garantir la convergence
des algorithmes.

Nous présentons dans cette section les regles de pas usuglleumérotées de (a) a (i). Nous
faisons la distinction entre les regles exactes visant & unminimisation exacte de la fonction f
sur un intervalle et les régles approchées nécessitant uneimmisation inexacte de f . Les régles
approchées sont véri ées par un ensemble de pas s'exprimasbus la forme d'un intervalle. Nous
décrivons ensuite les méthodes itératives employées pougtkrminer un pas a l'intérieur de cet in-
tervalle. Remarquons que par dé nition de la fonctionf , nous avons équivalence entre les notations
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suivantes :
f(0) F(x«) (4.3)
f{) r F(xk+ di)"dx (4.4)
P()  der 2F(xe+  di)dk (4.5)

4.2.1 Reégles de pas exactes

La détermination du minimiseur exact def correspond a la régle de Cauchy. Lorsque la fonction
f est multimodale, il peut étre plus simple de rechercher le miimiseur dans un intervalle restreint
(régle de Cauchy limitée) ou bien de déterminer le plus petitpoint stationnaire de f (regle de
Curry) ( Bertsekas 1999. Ces regles, quali ées d'exactes, ne sont utilisées querkgue le minimiseur
s'exprime de fagon analytique.

(a) Régle de Cauchy

k =argmin F(xx + dg) (4.6)
2R*
(b) Regle de Cauchy limitée
Le pas  est dé ni par
k =argmin F(xx + dg) 4.7)
2[0;s]
(c) Régle de Curry
k=min > 0 F(xx+ d)Tde=0 (4.8)

4.2.2 Reégles de pas approchées

4.2.2.1 Condition de descente su sante

La minimisation exacte n'implique pas forcément des perfomances optimales de I'algorithme.
De plus, elle n'est pas nécessaire pour assurer la convergen dés lors que des conditions sont
assurées par le pas utilisé. Une condition naturelle est deesinander que le pas entraine une
décroissance su sante de la fonctionf . Cela se traduit le plus souvent par une inégalité de la
forme :

F(xx+ «dk) 6 F(xk)+ (terme < 0) (4.9)

appeléecondition de descente su sante. Une maniére simple d'assurer la décroissance su sante
du critere est d'imposer quef décroisse autant qu'une proportionc; de la décroissance de I'ap-
proximation linéaire de f en =0. Cela conduit a l'inégalité suivante, appeléepremiére condition
de Wolfe ou condition d'Armijo

F(Xk + kdk) F(Xk)6 ¢ kg dx; ¢ 2 (0;1): (4.10)

Cette condition signie qu'en , la fonction f doit prendre une valeur inférieure a celle prise
par la fonction a ne 7! £(0)+ ¢ gJ dk. En pratique, la constante ¢; est prise trés petite,

de maniére a favoriser l'acceptation de pas grands. Typiqueent, ¢; = 10 4 (Nocedal et Wright,

1999 Chap.1). Dans les algorithmes de second ordre, il est imptant de choisir ¢; < % pour que

le pas unité soit accepté lorsquex est proche d'une solution.

4.2.2.2 Regles de pas monotones

Commedy est une direction de descente, l'inégalité 4.10) sera satisfaite par tout pas arbitrai-
rement petit. A n d'éviter une “fausse convergence' vers unpoint non stationnaire, une condition
supplémentaire doit étre véri ée a n d'empécher le pas ¢ > 0 d'étre trop proche de zéro. L'asso-
ciation de cette condition avec la premiere condition de Wdle permet de dé nir une régle de pas
dont la véri cation assurera la convergence de l'algorithne de descente.
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f (®) f(®)

pente c;f(0) pente ¢, f(0)

pente c3f{0

0260 (B & ® o ‘ ®
(a) Regle d'Armijo (b) Régle de Goldstein

f(®

f(®

pente jc,f(0)j

pente ¢, f(0) pente ¢;f(0)

pente c>f(0) : pente jc,f(0)j : :
0 ® 0 - ®
(c) Regle de Wolfe (d) Régle de Wolfe stricte

Figure 4.1 Principe schématique des régles de pas usuelles. Lesgpacceptables sont indiqués
en trait épais.

(d) Regle d'Armijo (Figure 4.1(a)) (Armijo, 1966
Soient 2 (0;1)et °> 0.Larégle dArmijo estvériéeen = © ™ oum estle plus petit
entier naturel tel que I'on ait (4.10). Dans les algorithmes de second ordre, il est opportun
de prendre ° =1 an d'optimiser la vitesse de convergence de l'algorithme.

(e) Regle de Goldstein (Figure4.1(b)) ( Goldstein et Price, 1967
Elle est respectée si4.10) est véri ée et si il existe ¢c3 2 (c1;1) tel que

F(xk + kdk) F(Xk)> c3 gy dk (4.11)

(f) Régle de Wolfe (Figure 4.1(c)) (Wolfe, 1969
Elle est respectée si4.10) est véri ée et si il existe ¢; 2 (¢;; 1) tel que

r F(xe+ kde)Tdg > o) di (4.12)

(g) Régle de Wolfe stricte (Figure 4.1(d) (Wolfe, 1969
Elle est respectée si4.10) est véri ée et si il existe ¢, 2 (c1;1) tel que

jr F(xk+ «di)"dkj 6 cjgy dij (4.13)

La regle (4.13), plus dicile a vérier que ( 4.12), est principalement utilisée en association
avec la direction de gradient conjugué non linéaire ilager et Zhang 20060). Pour certaines
formules de conjugaison, elle assure que I'ensemble desaditions générées sont des directions
de descente Gilbert et Nocedal, 1992).

42



4.2. Recherche de pas pour l'algorithme de descente itérati ve

4.2.2.3 Régles de pas non monotones

Dans certains algorithmes, il n'est pas nécessaire d'asser la décroissance du critére pour
obtenir la convergence. Il arrive méme que la monotonie freie la progression des itérés en les
bloquant dans des minimas locaux ou des points selles. Cettemarque a motivé l'introduction
d'une nouvelle régle de pasGrippo et al., 1986 pouvant étre vue comme une version non monotone
de la régle d'Armijo et s'énoncant :

(h) Reégle d'Armijo non monotone

Soient 2 (0;1), 9> 0etM > 0.Larégle d'Armijo non monotone est vériéeen = 0 ™M
ou m est le plus petit entier naturel tel que I'on ait :

F(xk+ «dg)6 FM + ¢ g dg (4.14)

ou FM  est la valeur maximale prise par le critére sur lesM derniéres itérations de l'algo-

rithme de descente.
Lorsque M est nul, on retrouve la régle d'Armijo classique. La recherbe de pas non monotone
est classiqguement utilisée en association avec la directiode Barzilai-Borwein pour la résolution
de problemes non contraints Fletcher, 2006 Raydan, 1997 ou contraints (Birgin et al., 200Q
Hager et Zhang 20069. Cependant, comme souligné dans[fai et Yuan, 2002, cette méthode
présente des inconvénients. Tout d'abord, son e cacité dégnd de fagon importante du choix de
M . De plus, une bonne valeur du critére sera peu prise en comptecause de I'opérationrmax dans
(4.14). Pour ces raisons, des versions hybrides, alternant régdemonotone et non monotone ont été
proposées dansai et Yuan, 2002 Hager et Zhang 20065 Zhang et Hager, 2004).

4.2.3 Calcul du pas

La recherche de pas a pour objectif de déterminer un pas safisant I'une des régles présentées
précédemment. Les régles de pas exactes de (a) a (c) requigrée calcul du minimiseur de f et
nécessitent l'utilisation d'une stratégie d'optimisation. Les méthodes de recherche de pas exactes
les plus courantes utilisent un algorithme de recherche deéro, telles que la dichotomie, la section
dorée, la méthode de la sécante et la méthode de Brent, applig¢ a la fonction dérivéef( )
(Bonnanset al., 2006 Chap.3). Chacune des regles inexactes de (d) a (h) dé nit urensemble de
pas acceptables. Ce dernier est non vide §i est bornée inférieurement Nocedal et Wright, 1999
et la procédure derecherche de pas/a consister a déterminer une valeur de ¢ a l'intérieur de cet
ensemble. Nous présentons les méthodes usuelles permettdie déterminer un pas véri ant l'une
de ces cing régles. Ces méthodes sont basées sur le schématiésuivant : Une valeur initiale de
pas est choisie et tant que la régle n'est pas respectée, unechnique d'interpolation/dichotomie
est utilisée pour générer le prochain pas a tester.

4.2.3.1 Technique de rebroussement

La technique de rebroussement est une technique trés simplgui permet d'obtenir un pas
véri ant la regle d'Armijo (d) et s'adapte de facon directe a la regle d'Armijo non monotone (h).
On essaie d'abord un pas initial © > 0, et s'il ne véri e pas la premiére condition de Wolfe, on
rebrousse chemin en essayant des pas plus petit® , © 2, etc avec 2 (0;1). Cette technique,
appelée en anglais “backtracking', est principalement ulisée dans les algorithmes de Newton et de
gradient projeté (lusem, 2003. Une version plus elaborée, présentée dan86nnanset al., 2006),
est décrite dans I'Algorithme 4.1

4.2.3.2 Technique de dichotomie

La technique de dichotomie permet de déterminer un pas qui wée les regles (e), (f) ou (g)
(respectivement Wolfe, Wolfe stricte ou Goldstein). La procédure est itérative et chaque itération
se divise en deux phases. Tout d'abord, un intervallda; bl contenant au moins un pas acceptable
est sélectionné. Puis ce pas est extrait de l'intervalle paune technique d'exploration qui résout
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Entrées : %> 0et 2(0;3)
Sorties : véri ant la regle d'Armijo
tantque (4.10 n'est pas véri ée faire
Choisir 1 dans[ ;@1 ) ] par interpolation
joi+1
n tantque

Algorithme 4.1 Algorithme de rebroussement pour la régle dArmijo

la régle de pas par dichotomie dans l'intervalle[a; b]. Le découpage de l'intervalle est basé sur une
interpolation de la fonction f entre a et b.

Les algorithmes 4.2 et 4.3 fournissent un pas véri ant respectivement la regle de Wolé et
de Goldstein. La recherche d'un pas vériant la régle de Wolé stricte est plus fastidieuse. En
particulier, il est nécessaire que les bornes de l'intervég [a; b sélectionné véri ent les conditions
suivantes (Nocedal et Wright, 1999 :

Il existe au moins un pas 2 [a; b véri ant la regle de Wolfe stricte
L'inégalité f(a)(b a) < 0 est vériée
Parmis tous les pas générés par l'algorithme de recherche gui véri ent la condition ( 4.10),
a est celui qui entraine la plus grande diminution def
Une implémentation e cace permettant d'obtenir un pas qui v éri e la regle de Wolfe stricte est
décrite dans (Moré et Thuente, 1994).

Entrées: ,a=0-eth=0
Sorties : véri ant la regle de Wolfe
répéter
sif( )6 f(0)+ c1 fL0) etf( )> c,f(0) alors
Retourner
sinon
sif( )>f (0)+ ¢, fLO) alors
b=
sinonsi f( )6 f(0)+ ¢ f(0) etf{ ) <cof(0) alors
a =
nsi
nsi
si b=0 alors
Choisir >a par interpolation
sinon si b > 0 alors
Choisir 2 (a;b) par interpolation
nsi
jusqu'a Fin

Algorithme 4.2 Détermination d'un pas satisfaisant la régle de Wolfe

4.2.3.3 Interpolation polynomiale

Les recherches de pas par rebroussement ou par dichotomie gessitent le choix d'un pas a
l'interieur d'un intervalle [a;b]. La détermination de ce pas est basée sur une approximationud
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Entrées: ,a=0eth=0
Sorties : véri ant la regle de Goldstein
répéter

sif( )6 f(0)+ ¢ f(0O) alors
sif( )>f(0)+ c3 f(0) alors
Retourner
sinon
a:
nsi
sinon
b=
nsi
si b=0 alors
Choisir >a par interpolation
sinon si b > 0 alors
Choisir 2 (a;b) par interpolation
nsi
jusqu'a Fin

Algorithme 4.3 Détermination d'un pas satisfaisant la regle de Goldstein

critere par une fonction d'interpolation ( Presset al., 1992 Chap.3). Les méthodes de recherche
de pas standards utilisent des interpolations polynomiale cubiques Dennis et Schnabel 1996
Chap.6), (Fletcher, 1987 Chap.2)

f() h()=fo+fy +fy 2+f5 3 (4.15)

ou la valeur desf; dépend des points de coincidence requis entfeet h :

1) f (a), f (b) et fLa).

2) f (a), f{a) et fLh).

3) f(a), f (b etf(c).

4) f (a), f (b), fLa) et f(h), avecf(a)f(b) < O.
Dans les cad), 2) et 3), le coe cient f3 est xé & zéro et la fonction d'interpolation est quadratique.
Le minimiseur du polyndme interpolant s'obtient de fagon aralytique, comme le résume le tableau
4.1

Cas | Interpolation Minimiseur

: 1 (a_b)ila)
1) | quadratique A& I (@ To)=a b)

. (a b)ila)
2) quadratique a @ tam

~ 1 1 (f(a) f)(b oc a)
3) | quadratique 7@+ O+ 3 m @ AT O a2 BT

. b f — f(b) f -

4) cubique a+ Zfr%)fj;‘))avecz =3H0 Ml fa) f(betw? = 2> fLa)f(h)

Table 4.1 Fonctions interpolantes polynémiales (Sun et Yuan, 2006 Chap.2).
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Le pas est ensuite choisi comme combinaison linéaire des quaminimiseurs, a n de garantir
son appartenance a l'intervalle[a; b (Al-Baali et Fletcher, 1986 Moré et Thuente, 1994).

4.2.4 Condition de Zoutendijk

La condition de Zoutendijk est un outil assez technique qui grmet de démontrer I'apport de
la stratégie de pas dans la convergence d'un algorithme de deente itérative. Nous donnons sa
dé nition formelle ci-dessous.

Dé nition 4.1.  Condition de Zoutendijk
On dit gu'une stratégie de pas satisfait lacondition de Zoutendijk s'il existe une constanteC > 0
telle que pour tout indicek, on ait

F(xx+ dy)6 F(xx) Ckgkk?cos (4.16)
ou i est l'angle que fait la directiondy avec gk, dé ni par :

op dk

€0 k= {gkkkdyk

(4.17)
Lorsque la suitef F (x«)g,. o, est bornée inférieurement, une condition équivalente trésitilisée
en pratique est Bertsekas 1999

kgck?cos < 1 (4.18)
k=0

La condition de Zoutendijk est véri ée lorsque le pas satisdit les regles de pas de (a) a (h),
a condition que le critére soit a gradient Lipschitz et bornéinférieurement (Bertsekas 1999 Dai,
2002 Shi, 2004). Bien souvent, démontrer la convergence d'un algorithme d descente itérative
consiste a associer la condition de Zoutendijk avec des praptés de la direction de descentaly
(Nocedal et Wright, 1999 Chap.3).

4.3 Recherche de pas pour l'algorithme itératif de sous-
espace

Dans un algorithme de sous-espace, le calcul du pas consiste unerecherche multi-dimensionnelle
visant a minimiser de fagon approchée la fonctiorf (s) = F(xx + Ds), avecs 2 R", r étant la
dimension du sous-espace. Comme dans le cas scalaire, la hwite de recherche de pas dans le
sous-espace doit réaliser un compromis entre une résoluticexacte et un codt d'implémentation
faible.

4.3.1 Régle de pas multi-dimensionnelle

Dans l'algorithme de descente itérative, le pas est obtenu gr une procédure itérative qui
génére des valeurs de pas jusqu'a véri er des régles de congence telles que Armijo, Wolfe ou
Goldstein. Une formulation de ces conditions pour le cas mtitdimensionnel s'obtient facilement
en remplacantdy par D ¢sk et ¢ par 1 dans les inégalités. Par exemple, pour la regle de Goldstgin
on obtient (Conn et al., 19949 :

F(xy)+ cir F(xk)"Dysk 6 F(xx+1) 6 F(xk)+ car F(xx)" DSk (4.19)

soit
f(0)+ cir F(0) sk 6 f(sk) 6 f(0)+ car f(0)" sy: (4.20)
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La convergence de l'algorithme peut alors étre démontrée aondition que la régle de Zoutendijk
reformulée en
X p £(0)T sk

o~ <1 (4.21)

k=0
soit véri ée. Cependant, I'élaboration d'un schéma itératif qui détermine un pas sx Vvéri ant la
condition (4.20) est dicile ( Conn et al., 19949. Par conséquent, des stratégies alternatives ont
été proposées dans la littérature.

Une premiere méthode consiste a déterminer le pas a l'aide wh algorithme itératif visant
a minimiser f (1) (Narkiss et Zibulevsky, 2005 Zibulevsky, 2008 Zibulevsky et Elad, 2010. La
recherche de pas est e ectuée par un algorithme de Newton assié a une stratégie de pas d'Armijo.
Cependant, a moins d'avoir déterminé le minimiseur exact def lors de la recherche de pas, la
convergence de l'algorithme de sous-espace associée a eeitratégie de pas n'est pas garantie.
Une fagon simple d'assurer la convergence, proposée pacdqnn et al., 19949, est d'initialiser la
procédure par un pas g résultant d'une recherche linéaire le long de la premiére déection di. Si
Sk entraine une plus grande décroissance du critére que, alors la convergence de l'algorithme
peut &tre démontrée sous des hypothéses faibles stf. L'utilisation d'une stratégie de régions de
con ance pour la minimisation de f permet également d'assurer la convergence de l'algorithme
(Shi et Shen 2007 Shi et Xu, 2009 Wang et al., 2004). En n, dans le cas du sous-espace de super
mémoire de gradient, une méthode trés courante consiste & samener & un probléme de recherche
de pas scalaire en xant la direction de recherche comme uneombinaison linéaire des directions
du sous-espace dont les poids sont obtenus par une formulealgtique (Liu et al., 2009 Yu, 2008 :

X
Xkel = Xk + k Sedy: (4.22)
i=1

Nous présentons ces deux derniéres méthodes et les propésétdu pas résultant.

4.3.2 Pondération analytique pour l'algorithme SMG

La technique de pondération analytique est utilisée dansl(iu et al., 2009 Narushima et Yabe,
2006 Yu, 2008 pour le calcul du pas dans l'algorithme de super mémoire de rgdient (SMG).
Elle consiste a tralgsformer le probleme du calcul dsi en une recherche de pas scalaire le long de
la direction dx = ;_; s, d ou less, sont désormais obtenus par une formule analytique. Cette
approche est utilisée exclusivement en association avec $#ous-espace de mémoire de gradient. La
valeur des poidss], est xée de telle fagon que la séquence des directions entra la convergence
de l'algorithme, lorsqu'elle est associée & un choix de pasdassique.

Théoreme 4.1. (Narushima et Yabe 2006) Soit un algorithme de descente itérative dont les
directions de recherche sont dé nies par

1 X
de = KOk * - KAk i (4.23)
i=1
avec pour toutk;i,

L= kagkk? | (4.24)

ol a représente (
q = 0 ifa=0 (4.25)

1 sinon '

S'il existe une constante > Otelle que ¢ > et que les | vérient :

(

k> max(gg dx 1= «;0); =1

: T . (4.26)
K> max(ge di i=«;0); i=2;u5m
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et
Or di 1+ kgekde 1k<  } i=1

ko ! (4.27)
grd i+ kokkdyx k6 ¢ [; i=2;u5m

alors, pour tout k, d¢ est une direction de descente. De plus, la séquenéelg associée a une
stratégie de pas véri ant la condition de Zoutendijk (4.18), entraine la convergence de l'algorithme
au senslimy;;  kggk=0.

Di érentes formules analytiques pour les coe cients | véri ant les hypothéses techniques du
théoreme4.1 sont décrites et analysées dand (u et al., 2009 Narushima et Yabe 2006 Yu, 2008.
La méthode n'est cependant pas entierement analytique cardtape de recherche de pas scalaire le
long dedy est nécessaire pour assurer la convergence.

De notre point de vue, la méthodologie de pondération analyitjue s'éloigne de I'esprit des
algorithmes de sous-espace puisque a aucun moment on ne ctter a minimiser la fonction dans le
sous-espace. Nous l'interprétons plutdt comme une généishtion des formules de conjugaison de
gradient conjugué non linéaire au cas ou plusieurs directius précédentes sont prises en compte. Un
autre point a souligner est que les formules obtenues sont lides uniquement pour le sous-espace
SMG. En particulier, I'extension du théoreme 4.1 au cas ou le gradient est remplacé par sa version
préconditionnéeM gk est un probléme ouvert.

4.3.3 Méthode de régions de con ance

La méthode de régions de con ance est classiquement utilisécomme substitut & la recherche
de pas dans les algorithmes de descente itérativeConn et al., 1987. Au lieu de rechercher la
direction de recherchedy puis le pas ¢ comme le fait un algorithme de descente classique, la
méthode de régions de con ance combine les deux étapes en posxx+1 = Xk + dy avec

di =min - Qi(d) = F(xi)+ dTgk+%dTBkd . sickdgk 6 ; (4.28)

ol B est une approximation du HessierH ¢ et  le rayon de la région de con ance (gure4.2).
La solution dy de (4.28) est acceptée ou rejetée, suivant la valeur du résidu

_ F(xk) Fxk+di),
Q«(0)  Qk(dk) '

comme le décrit I'algorithme 4.4 issu de Conn et al., 1987, Chap.6). La mise a jour de la taille de
la région dépend également dey, comme lillustre le schéma en gure4.3.

L'application de la stratégie de régions de con ance pour laecherche de pas multi-dimensionnelle
consiste a résoudre 4.28) sous la contrainte supplémentaire quedy appartienne au sous-espace
engendré par les vecteurs d®  (Shi et Shen 2007 Shi et Xu, 2009 Wang et al., 2004, ce qui
est équivalent a

(4.29)

min  ac(s) = f(0) + s'rf(0)+ %STD[Bkas ;. sickDysk6 i (4.30)

La taille du sous-espace étant souvent trés petite devann, la minimisation (4.30) est moins
colteuse que la résolution de4.28).

Les propriétés de convergence de l'algorithme de sous-eg@aassocié a une stratégie de pas par
région de con ance dépendent de la régle de choix dey, des matricesB et D ainsi que de la
précision de la résolution du probléme 4.30). Par exemple, lorsque le pas est issu de l'algorithme
4.5 présenté dans Ehi et Xu, 2009, la convergence de l'algorithme de sous-espace est asseiré
(Shi et Xu, 2009 Theo.3.1) sous des hypothéses faibles sur I'approximatioquadratique ¢ et la
direction di choisie a l'intérieur du sous-espace.

A notre connaissance, la convergence de la stratégie de paargégions de con ance n'est établie
gue si le probléme contraint @.30 est résolu de facon exacte. C'est le cas par exemple lorsque
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Entrées : xgo, o etdesconstantes 1; »; 1; 2 telles que
0< 16 -,<1, et 0< 16 L,<1:
Sorties : Minimiseur de F

tantqgue Test d'arrét non véri é faire
Construire By
Obtenir dy en résolvant de fagon approchée4(28
Calculer ry par (4.29

Sire > 4 alors
Xk+1 = Xk + di
sinon
Xk+1 = Xk
nsi
Choisir ¢+1 Vériant ;
8
2 [ ;1) Si > o
ke1 2 [2 ko k]l sl re2[ a5 2)
"l ks o2 k] Stork< 1
k k+1
n tantque

Algorithme 4.4 Algorithme de régions de con ance (Conn et al., 1987 Chap.6)

Région de confiance
de rayon A,

Figure 4.2 Algorithme de régions de con ance. La minimisation non contrainte de I'approxi-
mation quadratique Q(:) fournit la direction dx. La minimisation a l'intérieur de la région de
con ance fournit la direction dy, impliquant une plus grande décroissance du critére.
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rejet acceptation
I : Vi
I | \
Ui U
— I _J
. Y .
Réduction de la région Elargissement de la région

Figure 4.3 Sélection de la région de con ance

I'approximation quadratique est séparable Shi et Guo, 2008 Shi et Shen 2007). Dans le cas de
fonctions gk plus générales, la résolution des sous-problémes est régie de fagon approchée par une
stratégie itérative dédiée aux problémes de région de conrace (Conn et al., 1987 Chap.7),(Golub
et Matt, 1991 Moré et Sorensen 1983, stoppée aprés un petit nombre d'itérations (typiquement
26 J 6 5) (Wang et al., 2009.

Entrées : xy, D etles coecients ; 2 (0;1)
Sorties : Pas sy
Construire B
Initialiser « = (gy dk)=(d] B «dx)kdkk & partir de dy 2 vect(D ).
répéter
Calculer si solution de (4.30
Calculer le résidu

f(0) f(sk)
ry = ——— 431
“T RO s @3y
Réduction de la région : ¢ = K

jusqu'a ryg >

Algorithme 4.5 Recherche de pas multi-dimensionnelle parégions de con ance §hi et Xu, 2009

4.4 Algorithme de Majoration-Minoration - Application a
la recherche de pas

Les stratégies de pas standards pour l'algorithme de descEnsont itératives, des valeurs de
pas sont générées jusqu'a vérier la condition de convergare désirée. Le nombre d'itérations
nécessaires a la véri cation de ce critére d'arrét in ue de &con importante sur la complexité de
l'algorithme, car chaque itération de recherche de pas néssite une évaluation du critére et parfois
du gradient. Cependant, ce nombre d'itérations n'est pas conu a priori .

Récemment, une nouvelle méthode de construction du pas pouralgorithme de descente ité-
rative a été proposée l(abat et Idier, 2008 Sun et Zhang 2001). Le pas y est obtenu par une
formule analytique (Sun et Zhang 2001), ou plus généralement par une récurrence simple dont le
nombre d'itérations est xé a l'avance (Labat et Idier, 2009. Ces méthodes utilisent le principe de
Majoration-Minoration quadratique (MMQ) qui consiste & su bstituer une séquence de problémes
quadratiques au probléme initial de minimisation def ( ) = F(xx + dg). Les itérés résultent de
la minimisation successive d'approximations majorantes gadratiques def, construites a partir
d'informations sur sa structure analytique.
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Aprés avoir introduit les notions d'approximation tangent e majorante quadratique et de récur-
rence MMQ, nous décrivons la recherche de pas MMQ scalaire.dds montrons que cette stratégie
s'étend de facon directe en une méthode de recherche de pas Itrdimensionnelle pour l'algo-
rithme de sous-espace. La section suivante sera consacrébaalyse de convergence des méthodes
de pas MMQ.

4.4.1 Approximation tangente majorante quadratique

A n de décrire le principe de Majoration-Minoration, nous i ntroduisons la notion d'approxi-
mation tangente majorante d'un critére en un point.

Dé nition 4.2. La fonction H(x;y) est dite approximation tangente majorante deF (x) eny
sur le domaine D si pour tout x 2 D¢,

H(x;y) > F(x)

(4.32)
H(y;y) = F(y)

LorsqueH est di érentiable sur Dy, la dé nition ( 4.32) implique que la fonction F est tangente
aH eny, au sens

rE(y)=raiH(y:y) (4.33)

en notantr ; le gradient deH par rapport a sa premiére variable. La gure 4.4 illustre le principe
de la majoration sur un exemple bi-dimensionnel.

La Majoration-Minoration quadratique (MMQ) se base sur la construction d'approximations
tangentes majorantes quadratiques du critére. D'aprés la é nition 4.2, une approximation tan-
gente majorante quadratique deF s'écrit

H(x;y)= F(y)+r F(y)'(x y)+ %(x YTAY)(X  y); (4.34)

ol A(y) 2 R" " est une matrice dé nie positive assurant que ¢.34) véri e les conditions (4.32)
pour tout y. De fagon générale, toute matriceA (y) telle que A(y) r 2F(y) soit dé nie positive
entraine que @.34) est une approximation majorante de F (Hunter et L., 2004. Cependant, ce
résultat ne permet pas de dé nir une méthode de constructiorpour les matricesA (y). En pratique,
ces matrices sont construites a partir de propriétés sur latsucture analytique du critere.

Critére a gradient Lipschitz Nous avons tout d'abord le résultat suivant, concernant les
criteres a gradient Lipschitz.

Lemme 4.1. Soit F une fonction a gradient Lipschitz surDs, i.e.
kr F(x) r F(y)k6 Lkx vyk;8x;y 2Dy: (4.35)

Si
A(y)=al; a>L; (4.36)

alors la fonction (4.34) est une approximation majorante deF eny 2 D¢ .

Critére de Huber La propriété suivante, issue de la régression robusteHuber, 1981), permet
de construire des approximations majorantes quadratiquesans connaitre la constante de Lipschitz
deF.

Lemme 4.2. Soit F une fonction potentiel de Huber, c'est a dire
F est continue, dérivable et paire surR
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Figure 4.4 Approximation tangente majorante H(x;y) deF eny. La fonction H est supérieure
a F en tout point et est tangente aF eny.

F est croissante surR*
F(p 7) est concave surR*
F(x)= E(x)=x<1; 8x2R
alors la fonction L
F+(x YR+ SO y)° (4.37)
est une approximation majorante deF eny 2 R.

Nous décrivons a présent comment utiliser ces approximaties majorantes pour minimiser un
critére.

4.4.2 La récurrence de Majoration-Minoration

La minimisation du critere F par Majoration-Minoration consiste a résoudre le problémanitial
(3.2) par la regle de mise a jour MM

Xk+1 =argmin H (X;X); (4.38)
X2Df

illustrée dans un cas scalaire en gure4.5.
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F (o, 06X
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1
Xk+1 Xk

Figure 4.5 Algorithme de Majoration-Minoration. Le nouvel itéré xy+; est le minimiseur de
H (:;xk), approximation majorante de F en xx.

Le schéma de minimisation ¢.38 apparait pour la premiere fois dans l'ouvrage Qrtega et
Rheinboldt, 1970. De nombreuses contributions algorithmiques dans le cadr de l'inversion pé-
nalisée en traitement du signal et de I'image s'identi ent avec un schéma de minimisation MM.
C'est le cas notamment des algorithmes EM Dempster et al., 1977) et proximaux ( Rockafellar,
1970, ces derniers étant basées sur la majoration décrite dan® llemme4.1. La stratégie MM a
été utilisée également comme principe constructif d'algathmes, dans B6hning et Lindsay, 1989
ainsi que dans les algorithmes développés par Fesslet coll. (Erdogan et Fessley 1999 Fessler et
Erdogan, 1998 Sotthivirat et Fessler, 2002 en reconstruction tomographique, basés notamment
sur le lemme de majoration4.2. Les propriétés de l'algorithme (4.38) sont détaillées dans (acob-
son et Fessley 2007). En particulier, la récurrence MM (4.38) entraine la décroissance de la suite
fF(xk)g. Ceci est une conséquence directe des relationd.82). En e et,

F(Xk+1) 6 H(Xk+1;Xk) 6 H(Xk;Xk) = F(Xk); (4.39)
1) ) (3)

ou les relations(1) a (3) proviennent des propriétés de
(1) Majoration
(2) Minimisation
(3) Tangence

Lorsque I'approximation majorante est quadratique, son mhimiseur s'obtient de fagcon analytique.
Il en résulte le schéma de minimisation tres simple, que nousotons MMQ :

Xks1 = Xk A(Xk) r F(xy): (4.40)

Récemment, le schéma MMQ 4.40) a été utilisé pour dé nir une procédure de recherche de pas.
La description de cette méthode fait I'objet du paragraphe siivant.
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4.4.3 Recherche de pas MMQ scalaire

Principe  La fonction majorante quadratique multi-dimensionnelle (4.34) permet de construire

la fonction scalaireh(; 1), approximation majorante quadratique de f en un pas 1

nG D= fCD+C DD gml b2 (@.41)
avec ) )
mi = df A} dg: (4.42)
ou ‘ ‘
Al = Ax+ Ldy) (4.43)

est la courbure de la quadratiqueH (x;xx + %dx). Ce constat améne naturellement a utiliser
comme recherche de pas un algorithme MMQ scalaire. Cette appche, proposée dansHessler et
Booth, 1999 Labat et Idier, 2008 Rivera et Marroquin, 2003, a pour intérét de fournir de maniere
trés simple une séquence;::; 1 qui converge vers un minimum local def (et donc vers le pas
optimal lorsque F est convexe). La recherche de pas MMQ, notée MMQD, est une récurrence
MM relaxée appliquée aux fonctions majorantesh(:; 1). La récurrence est initialisée avec = 0

et s'écrit : 8
< ¢ =0
O S A R (4.44)
k=G
avec _ _
A =argmin h(; 1);j<3; (4.45)

et 2 (0;2). Pour une itération j donnée, choisir > 1revient a choisir 'k+1 au dela du minimiseur

de la majorante "L+1 . A linverse, quand est inférieur a 1, la récurrence MM est freinée. est
maintenu dans (0; 2) a n de préserver la monotonie de l'algorithme, c'est & dire
f(«)<f(0): (4.46)

La gure 4.6illustre les di érentes valeurs de pas obtenues pour 2 (0;2).

h®; &), f(®)

n
N R A, R ®
0 @ §™ 28" @
Figure 4.6 Recherche de pas par Majoration-Minoration. Le pas "{:1 correspond au choix

=1. Les pas obtenus en faisant varier 2 (0;2) sont indiqués en trait épais.
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Lien avec les méthodes a pas constant La forme (4.44) est une généralisation des stratégies
de pas constant proposées dansBertsekas 1999 Chap.1) et (Chen et Sun 2002 Sun et Zhang
2001 pour le but d'obtenir un algorithme de descente itérative sans recherche de pas pour les
criteres a gradientL -Lipschitz. Dans la méthode proposée par Bertsekas, lorsagudy est la direction
de la plus grande pente, le pas est choisi tel que

2
6 k6 T; > 0 (4.47)

Cette formule se retrouve de fagon simple en posarnnjk = Lkdgk? (issue du lemme4.1) dans
(4.44). En e et, le minimiseur de la majorante de courbure Lkdyk? en 0 s'écrit

T
Al = Gk
K LKd K2 (4.48)
1
= = 4.49
- (4.49)
ou la deuxieme égalité provient du choix de la directiondy = gk. Quelque soit > 0, il existe

2 (0; 2) tel que le pas véri ant (4.47) s'écrive
k= b (4.50)
ce qui correspond aJ = 1 itération du schéma (4.44). La stratégie de pas proposée dansdhen
et Sun, 2002 Sun et Zhang 2007) consjste § choisir .50, avec 2 (0; p,), OU i, Minore le
spectre de valeurs propres des matricesAL . L'intervalle (0; 4,) étant inclus dans (0; 2), cette
méthode s'identi e a nouveau avecJ =1 itération de (4.44).

4.4.4 Recherche de pas MMQ multi-dimensionnelle

Nous proposons dans cette section une nouvelle stratégie gms multi-dimensionnelle pour
l'algorithme itératif de sous-espace, basée sur une géndisation de la recherche de pas MMQ
scalaire. Dans cette derniére méthode, la valeur de résulte deJ minimisations successives de
fonctions quadratiques tangentes majorantes & ( ). An de généraliser cette technique au cas
multi-dimensionnel, on construit & partir de la fonction majorante quadratique du critére H(:;:),
une fonction quadratique tangente majorante def (s) en s}

h(s;sl)= f(sh)+ rf(sh)T(s sl)+ %(s si)TBl(s sh); (4.51)
avec ' ‘
Bi = DfALD« (4.52)
ou _ _
Al = A(xy + Dysl) (4.53)

est la courbure de la quadratiqueH (x; Xk + DksL). Nous dé nissons alors le pas MMQ multi-
dimensionnelsy 2 R", notée MMQ rD, par la récurrence suivante correspondant a I'applicatio
d'une stratégie MM relaxée sur la fonctionf (s)

< s = 0
skt o= s+ (87 s (4.54)
sk = Sp;
avec _ _
8t =argmin h(s;sl); j < J: (4.55)
S

A n de garantir la décroissance de la suitef f (sL)g et la convergence de la suité ng vers un point
stationnaire de f (s), le coecient est choisi a l'intérieur de (0;2). De plus, comme dans le cas
scalaire, les termes de la récurrence se construisent de facanalytique par :

s =5 (Bl) rf(sh): (4.56)
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4.5 Propriétés de convergence du pas MM quadratique

Cette section est consacrée a l'analyse de convergence dégogithmes itératifs associés a la re-
cherche de pas MM quadratique. La convergence d'une familld'algorithmes de gradient conjugué
non linéaire associés au pas MMQD est établie dans (abat et Idier, 2008. Notre contribution
consiste a étendre ce résultat au cas des algorithmes a gradit relié (Bertsekas 1996, regroupant
de nombreux algorithmes de descente classiques tels quelgiarithme de gradient, de Newton et de
Newton tronqué. Nous établissons également la convergende I'algorithme de sous-espace associé
au pas MMQ rD, sous une hypothése faible sur I'ensemble des directionglsctionné.

45.1 Hypotheses

A n d'établir les résultats de convergence, nous supposonsjue la recherche de pas est bien
dé nie, c'est a dire qu'il existe des fonctions majorantes giadratiques du critére. De plus, nous
supposons que la courbure des majorantes quadratiques esbristruite a partir de matrices a
spectre borné.

Hypothése 4.1. Pour tout y 2 Dy, il existe une matrice symétrique dé nie positive A (y) telle
gue pour toutx 2 Dy,

H(x;y)= F(y)+(x y)'r F(y)+ %(x Y)TAY)X y) (4.57)

est une approximation tangente majorante deF eny. De plus, I'ensemblef A (x)jx 2 D;g est a

spectre strictement positif borné par 4., i.e., pour tout x 2 D¢,

vTA(X)v

0< ke

6 5. 8v2R"nfOg (4.58)

4.5.2 Propriétés de la séquence de pas

4.5.2.1 Décroissance de l'algorithme

Nous établissons par le lemme suivant que la recherche de p&a$MQ multi-dimensionnelle
permet d'assurer la décroissance de la séquent& (xx)g générée par l'algorithme de descente
itérative.

Lemme 4.3. Soit F une fonction véri ant I'nypothése 4.1. Alors pour tout j > 0 et pour tout
2 (0; 2), les pas générés paf4.54) véri ent

f(sk™) 6 f(s)): (4.59)

Par conséquent, pour toutk, la séquence produite par l'algorithme itératif de sous-qmce (3.43
associé au pass; Vérie
F(Xk+1) 6 F(x): (4.60)

Démonstration. La preuve s'inspire de la démonstration de Allain, 2002 Prop.5). Tout d'abord,
hsl™isl) = fsl)+ (@7 sDTriE)+ @ sTBLE™T sl (4.61)

De plus,
gt =5 (Bl rf(sh): (4.62)
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Donc
h(sl™ ;sh)= f(sh)+ (=2 1)&™" shHTBLE™ sh); (4.63)

soit
hsktssl) f(sh= (=2 1™ sHTBLE™  sh): (4.64)

Le paramétre appartient a (0; 2). De plus, la matrice BL est dé nie positive d'apres I'nypothése
4.1 donc le terme de droite de I'égalité est négatif ou nul. Par coséquent,

h(s,™ ;sk) 6 f(s}): (4.65)

De plus, h(:;s{() est une fonction majorante def en s{( d'aprés I'hypothése 4.1 donc f (s{(”) 6
h(s,™ ;s}) d'ou

f(sk™) 6 f(sh): (4.66)

Par récurrence surj, on obtient
f(sy) 6 f(0): (4.67)
O

En considérant un sous-espace de dimensian= 1, on obtient que la recherche de pas MMQ
scalaire assure la décroissance de l'algorithme itératifel sous-espace.

Lemme 4.4. Soit F une fonction véri ant I'hypothése 4.1. Alors pour tout j > 0 et pour tout
2 (0;2), les pas générés pal4.44) véri ent

f(I™Mye f( L) (4.68)

Par conséquent, pour toutk, la séquence produite par l'algorithme de descente itérate (3.18
associé au pas , vérie
F(Xk+1) 6 F(X): (4.69)

4.5.2.2 Condition de Zoutendijk

Le lemme suivant assure que la condition de Zoutendijk est \igée par la stratégie de pas
MMQ scalaire. De plus, le résultat ne dépend pas du nombre deosis-itérations J.

Lemme 4.5. Soit F une fonction véri ant I'hypothése 4.1. Alors pour tout J > 0, le pas } obtenu
par (4.44) ou 2 (0;2) vérie la condition de Zoutendijk (4.16) avecC = ( = A, )1 =2)2
(0; 1=2).

Démonstration. La démonstration est basée sur Allain, 2002 Prop.6). Tout d'abord, pour tout
j il
hC ) fC= (g Dmy™ D% (4.70)
En prenant j =1 dans l'inégalité ci-dessus, on obtient que
h( i:0) FO) = m(*)% (4.71)
enposant = (1 5)> 0.De plus, d'aprés 'hypothése4.1, f ( }) 6 h( ;0) donc
fC) fO6 mi(hp* (4.72)
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D'aprés l'expression de”},

Td 2
f(Y fo)6 (gkmilk): (4.73)
k
De plus, mi = d} A2dy donc, d'apres I'hypothése4.1,
1 (9e di)? .
f(yg) f(O)6 7@@ Kd K (4.74)
D'apres le lemme4.4,f( )6 f( i) donc
J (9edi)® .
f(x) fO)6 A KE (4.75)
soit (a7 d)?
9 9k)” .
F(Xk+1) F(xk)6 éaxkdkkz. (4.76)
O

Nous montrons dans la section suivante que le lemm&.5 est su sant pour démontrer la conver-
gence d'une large famille d'algorithmes de descente itérate, en utilisant la notion de séquence
de directions gradient reliée. Cette notion nous permet également d'établir la convergene des
algorithmes de sous-espace associés au pas MMQ.

4.5.3 Convergence des algorithmes gradient reliés

4.5.3.1 Séquence de directions gradient reliée

La notion de suite gradient reliée permet de démontrer la comergence de nombreux algo-
rithmes de descente itérative, sous I'hypothése que le paxi e la condition de Zoutendijk ( 4.16).
Considérons la méthode itérative de descente de gradient. &hs celle-ci, la direction est égale a
dq« = gk donccos ¢ = 1. Par conséquent, ¢.18 entraine kggk ! 0. On obtient donc direc-
tement la convergence de la méthode du gradient. Plus géndement, si I'angle entredy et gk
est inférieur a », l'algorithme est convergent. C'est précisément cette codition qui est véri ée
par une suite de directions gradient reliée : La notion de ségence gradient reliée introduite dans
(Bertsekas 1996 permet d'empécher quedy devienne asymptotiquement orthogonale au gradient
de F alors quexy tend vers un point qui n'est pas solution. Un tel cas de gure entrainerait un
blocage de I'algorithme en ce point.

Dé nition 4.3.  (Bertsekas 1996

Une séquence de direction$dyg,. , est dite gradient relieée a f xxg,. o Si la propriété suivante est
Vvéri ée : Pour toute suite extraite fxyg,, Cconvergeant vers un point non stationnaire, la suite
extraite correspondantefdyg,, est bornée et satisfait

limsup g, di < O
k!l k2K

Autrement dit, la direction dy n'est jamais "trop petite' ou “trop grande' par rapport a gy et
I'angle entre les deux vecteurs n'est jamais trop proche de;. La propriété suivante établit deux
conditions su santes pour qu'une séquence soit gradient réée.

Propriété 4.1. (Bertsekas 1999 S'il existe des réels ; > 0, , > 0 tels que pour toutk, dy
vérie
1kakk? 6 gid; kdik? 6 okgkk?; (4.77)

alors la séquencd dyg, . , est gradient reliée af xxg,. o
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De nombreux algorithmes de descente construisent des diréans véri ant les conditions ( 4.77),
et par conséquent générent des séquences gradient reliées.

Propriété 4.2. (Bertsekas 1999 Supposons que pour toutk, dk = M gk. Si lI'ensemble
fMy; k> Og est a spectre borné strictement positif, alorsdy, vérie (4.77) et la suite fdxg,.
est gradient reliée afxyg,. -

La propriété 4.2 permet d'établir le caractere gradient relié des algorithnes de Newton dans
le cas convexe, ainsi que de quasi-Newton. Deux familles digprithmes cependant manquent a
I'appel : les méthodes de gradient conjugué non linéaire eteb méthodes de Newton tronquées.
Nous établissons le caractére gradient relié des directignissues de cette derniére famille. La
démonstration de la propriété 4.3 se base sur des résultats développés dans€mbo et Steihaug
1983 au sujet de l'algorithme de Newton tronqué.

Propriété 4.3. Supposons que pour touk, di résulte dely itérations de GC appliqué au systeme
Bxd = gk. Sil'ensemble de matricesf B; k > Og est a spectre borné strictement positif, alors
d¢ verie (4.77) et la suite fdxg,. , est gradient reliee afxyg,. -

Démonstration. La direction dy résulte dely > 1 itérations de GC appliqué au systemeB d =
gk ou fBy; k> Og est a spectre borné strictement positif. Alors, d'aprés Dembo et Steihaug
1983 Th.A.1) et (Dembo et Steihaug 1983 Lem.A.2), il existe des constantes 1 > 0, », > 0
telles quedy vérie (4.77) pour tout k. D'aprés la propriété 4.1, il s'agit d'une condition su sante
pour garantir que la suite f dyg, . o est gradient reliée af xxg,. . O

Le méme résultat est établi pour la version préconditionnéeale la direction tronquée, en inter-
prétant le préconditionnement comme un changement de variale.

Corollaire 4.1. Supposons que pour touk, dy résulte dely itérations de GC appliqué au sys-
teme Bxd = gk preconditionné avecPy. Si fBy; k > Og et fPy; k > Og sont a spectres bornés
strictement positifs, alors dy vérie (4.77) et la suite fdxg,. , est gradient reliée afxyg,. -

Démonstration. Dé nissons Cy telle que Px = C[J Cy. La direction di est issue dely itérations
de GC preconditionné avecPy appliqué aHd = gx. D'aprés (Nocedal et Wright, 1999, elle
véri e

d, = Cydy (4.78)

ol dy est issue dely itérations de GC non préconditionné appliqué a
C,"H«Ckd= C, "g (4.79)

D'apres (Dembo et Steihaug 1983 Th.A.1) et ( Dembo et Steihaug 1983 Lem.A.2), il existe des
constantes strictement positives ¢ > 0, 2> 0 telles que

(CTa)"8c 6  kC, Tgkk? (4.80)
et
kAkk? 6 kC, Tgkk?: (4.81)
D'apres (4.78),
(Cy Tak) T8k = gf di: (4.82)
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1
k C, "ok’ 6  ——kaik?; (4.83)
max
kC, "gkk 6 plTkgkk; (4.84)
q min
P kdik 6 KCydik = klyk; (4.85)

ol ( Pini Pa) > 0 sont les bornes du spectre dd Pyg. Par conséquent, ¢.77) est véri ée en
posant 1= =P et ,= 9=PF._ doule résultat en utilisant la propriété 4.1 O

45.3.2 Résultat de convergence pour la recherche de pas MMQ 1D

Lorsque la séquence des directions est gradient reliée, olup précisément lorsque toute direc-
tion générée véri e (4.77), nous établissons simplement la convergence de l'algohime de descente
lorsque le pas est obtenu par la stratégie MMQLD.

Théoréme 4.2. Soit une fonction F continlment di érentiable et bornée inférieurement sur Ds .
On suppose qué- véri e I'hypothése 4.1. Si pour tout k, la direction dy vérie (4.77) et que ¢ est
obtenu par (4.44) avecd > O et 2 (0;2) alors l'algorithme de descente itérative(3.18) converge
au senslimy;;  kggk =0.

Démonstration. D'aprés le lemme4.5, la condition de Zoutendijk (4.16) est véri ée. F est bornée
inférieurement donc on en déduit ¢.18). Le théoreme 4.2 est une application directe du résultat
(Shi, 2004 Theo.5.1). O

4.5.3.3 Résultat de convergence pour la recherche de pas MMQ rb

La notion de direction gradient reliée nous permet égalemdrde démontrer la convergence de
l'algorithme itératif de sous-espace, lorsqu'il est assaé au pas MMQ multi-dimensionnel.

Théoréme 4.3. Soit une fonction F continlment di érentiable et bornée inférieurement sur Dy .
On suppose qué véri e I'hypothése 4.1 sur Dy . Si pour tout k > 0O, la matrice D¢ se met sous
la forme

Dk =[di;ndikl; 1616 n (4.86)
ou d} véri e les conditions (4.77) alors pour tout J > 0 et pour tout 2 (0;2), l'algorithme (3.43
associé a la recherche de pas MM4.54) converge vers une solution d€3.2) au sens

kI!llm kgkk =0:

Démonstration. Dé nissons la fonction scalaire
a( ), h(; 0;:::;0]";0); 8 2R: (4.87)

L'expression deh(:; 0) implique que

a()= 1)+ gfdi+ 2 ZdiTAd}: (4.88)

Le minimiseur “ de q s'écrit
o ondk 4.89
YT arapar (59
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4.5. Propriétés de convergence du pas MM quadratique

Donc,

a0 = £(0)+ Shgldi: (4.90)
De plus, d'aprés l'expression des,
h(&%;0) = f(0)+ %r f(0)" &%: (4.91)
8t minimise h(s;0) donc h(8};0) 6 q("«) . Par conséquent, ¢.90)-(4.91) conduisent a
Aegpdi > rf(0)7 81 (4.92)
D'aprés (4.88) et (4.89), le pas ¢ = "k Vérie
a( )= FO)+ "oy di; (4.93)
avec = (1 =2). En outre,
h(si;0)= f(0)+ r f(0)"5i: (4.94)
Donc, les égalités ¢.92-(4.93-(4.94) impliquent que h(s¢;0) 6 o( «) et
£(0) h(sk;0)> Mgy di: (4.95)

De plus, h(s}; 0) > f (st) > f (sk) d'aprés I'hypothése4.1 et le lemme4.3. Donc,

f(0) f(sk)> "«oedi (4.96)
D'apres I'hypothése 4.1,
nos O (4.97)
Pax kdik?
Par conséquent, en utilisant @.96), (4.97) et (4.77), on déduit la relation
2
f(0) f(sk)> ——25kauk? (4.98)
max 2
qui s'écrit aussi
2
F(xk) F(Xks1) > ——5kgek?: (4.99)
max 2
De plus, F étant bornée inférieurement,limy;;  F(xx) est nie. Soit
: . X 2
1> r— F(Xo) kI!|1m F(xk) > kgkk*;
max 2 Kk
et pour conclure
kI!|lm kgkk = 0:
o
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Chapitre 4. Recherche de pas par Majoration-Minoration qua  dratique

4.5.4 Convergence des algorithmes de gradient conjugué non linéaire

Le caractére gradient relié des directions de gradient congué non linéaire n'a pas été démontré
a notre connaissance. La diculté réside dans le fait que la drection GCNL tient compte du
gradient courant mais aussi de la direction précédentady 1. La convergence des algorithmes
GCNL associés a la recherche de pas MMQ@D ne s'obtient pas de facon directe. Elle est établie
dans (Labat et Idier, 2008 sous I'hypothése supplémentaire que le critére est a graeint Lipschitz
sur la ligne de niveau initiale.

Hypothése 4.2. Soit la ligne de niveau
Lo=fx 2D¢jF(x) 6 F(xo0)g (4.100)

supposée bornée e¥ un ouvert contenantL . Les assertions suivantes sont véri ées :
F est deux fois continument di érentiable surV,
F est a gradientL -Lipschitz sur V,
V est borné.

Pour tous x 2V etv 2 R"nfog, AN 5 A 5

kv k2 min

Le caractére borné de.y, et a fortiori du voisinage V est une hypothése classique en optimisa-
tion. Elle permet notamment d'assurer I'existence d'un minmiseur de F a l'intérieur strict de L.
Cette hypothése est véri ée par exemple lorsque la fonctiorF est coercive. L'analyse de conver-
gence dépend du coe cient de conjugaison employé. A n de vérer la propriété de descente, la
direction est dé nie par

Ck+1 =  Ok+1 + k+1(T3|k; (4.101)
dk+1 =  Ck+1 SIONEQOy+1 Ck+1):
De plus, k est supposé s'écrire sous la formeD@i et Yuan, 2007) :
0=0; = M =gJ « 1=Dx; 8k>0 (4.102)

avec
Dk =(1 ko lkge 1K+ dl k1 Tkdf ook 1

k 1= 0k Ok 1
k2[0;1 'w2[0;1 ]

La formule (4.102 couvre les di érentes stratégies de conjugaisons :

F0=gr k 1=df ok 1 Hestenes-Stiefel (HS)
0= gf 1=k 1K? Polak-Ribiére-Polyak (PRP)
M= gk 1=df 10k 1 Liu-Storey (LS)

Théoreme 4.4. (Labat et Idier, 2008

Supposons que le criteré véri e les hypothéses4.1 et 4.2. L'algorithme de descente itérative(3.18)
associé a la direction(4.107) converge au sendiminfy;; gk =0 si  est obtenu par(4.44) et
provient de la méthode PRP ou LS, ou plus généralement dé.102 avec x =0 and! ¢ 2 [0; 1]. De
plus, siF est fortement convexe suiV, alors on a pour toutJ > Oet 2 (0;2), liminfyxs gk =0
pour toute valeur de( ;! k).

Démonstration. La démonstration du théoreme4.4 est établie dans l'article (Labat et Idier, 20089.
Elle utilise les propriétés suivantes du pas MM :
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4.6. Conclusion

Pour tout k, on a linégalité (g d)=kdxk? 6 L 6  %g] dk)=kdxk? avec(; 9 > 0
paramétres dépendant de 4,, A. et . (Labat et Idier, 2008 Eq.13)

La condition d'Armijo est véri ée ( Labat et Idier, 2008 Lem.3.5)

Pour tout J;k, on a l'inégalité Cmin £ 6 «k 6 Chax & AVEC(Cmin;Chax) 2 (0; 1) parameétres
dépendant deL, A, ., M. et . (Labat et Idier, 2008 Theo.3.1)

La condition de Zoutendijk est véri ée ( Labat et Idier, 2008 Lem.4.1)

4.6 Conclusion

La recherche de pas par Majoration-Minoration quadratiqueconsiste a utiliser des informations
structurelles sur le critére pour en construire des approxnations quadratiques majorantes. Le
pas résulte d'une récurrence trés simple a implémenter puigie chaque itération correspond a la
minimisation d'une fonction quadratique dans un espace de idhension réduite. Nous avons étendu
dans ce chapitre la recherche de pas MMQ scalaire proposéerpg.abat et Idier, 2008 en une
recherche de pas MMQ multi-dimensionnelle pour l'algorittme de sous-espace. Des propriétés de
convergence des schémas scalaires et multi-dimensionnets été établis. Le chapitre5 est consacré

a une analyse expérimentale des algorithmes associés a cesherches de pas sur un probleme de
traitement d'image.
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Chapitre 5

Application a la déconvolution
d'image
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Chapitre 5. Application a la déconvolution d'image

5.1 Introduction

La convergence de nombreux algorithmes de sous-espace a38e a la recherche de pas MMQ
multi-dimensionnelle a été établie dans le chapitret. Parmi ceux-ci, I'algorithme de super mémoire
de gradient (SMG) consiste a utiliser un sous-espace consiit a partir du gradient courant et de
m directions précédentes. Lorsquem = 1, on retrouve un algorithme de structure trés proche
de celle des algorithmes de gradient conjugué non lineairé5CNL). Il s'agit dans ce chapitre de
comparer les performances des algorithmes SMG et GCNL, logsie le calcul du pas est fait en
utilisant I'approche MMQ. L'analyse est e ectuée a travers la minimisation d'un critére pénalisé
sur un probleme de déconvolution d'image avec préservatiodes discontinuités.

5.2 Le probleme de déconvolution d'image

On considére un probléme de déconvolution d'image de grandaille. L'image a restaurer est
une image convoluée et bruitée. Nos expérimentations ont étmenées sur l'imag@eppers de taille
n =512 512 Le noyau de convolution est gaussien avec un écart type de et de taille 17 17.
L'hypothése de bord considérée est celle de Dirichlet (zésoa I'extérieur). Un bruit blanc gaussien
est ajouté a lI'image convoluée de telle sorte a avoir un rappt signal sur bruit de 40 dB.

L'image est déconvoluée en utilisant une approche pénalisé Nous utilisons le critere pénalisé
fréquemment utilisé en restauration d'images Qllain et al., 2006 Charbonnier et al., 1997 Nikolova
et Ng, 2005 X
F(x)=ky Kxk?+ IV x1c) (5.1)

Cc
ou V est la matrice des di érences 'gu premier ordre avec quatre vsins et est la fonction de
régularisation hyperbolique (u) = = u2+ 2 (Bouman et Sauer 1993. Cela correspond a un
critere des moindres carrés associé a une pénalisation “, qui favorise les zones lisses dans
I'image sans trop en dégrader les contours. Le critére est drentiable et strictement convexe, car
le noyau deV TV réduit aux images constantes n'est pas inclus dans le noyauecK TK soit

ker(H TH)\ ker(VTV)= f0g: (5.2)

La convexité du critére implique que I'annulation du gradient est une condition nécessaire et su -
sante d'obtention d'un minimum local. De plus, la stricte convexité assure I'unicité du minimiseur

de (5.1).
Le critére pénalisé dépend des paramétreset . lIs sont réglés a n de maximiser la similarité,
au sens de la norme quadratique, entre l'image déconvoluéd Bimage originale, soit = 8 et

=0:2. Le résultat obtenu est illustré en gure 5.1.

5.3 Algorithmes comparés

L'objectif de ce chapitre est de comparer les performancesedl'algorithme GCNL associé au
pas MMQ scalaire, avec celles de l'algorithme SMG associé gaas MMQ multi-dimensionnel. Nous
donnons a présent une description détaillée des algorithnsecomparés.

5.3.1 Algorithmes de gradient conjugué non linéaire

L'algorithme GCNL appartient & la famille des méthodes de decente itérative. Il s'écrit sous
la forme
X1 = Xk +  kdg; (5.3)

avec
dqe = gkt kdi 1 (5.4)
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5.3. Algorithmes comparés

(a) Image convoluée et bruitée (b) Image reconstruite

Figure 5.1 Reconstruction de peppers avec(; )=(0:2;8)

Di érentes formules pour le coe cient de conjugaison  sont considéréesifager et Zhang 20060 :

kK =00 k 17kogk 1k? Polak-Ribiére-Polyak (PRP) (Polak et Ribiére, 1969 Polyak, 1969
Kk =0 k 1=d] | k1 Hestenes-Stiefel (HS) Hestenes et Stiefgl 1952

k= OgYk 17df 0 1 Liu-Storey (LS) (Liu et Storey, 199))

k= kock®=kgx 1k® Fletcher-Reeves (FR) (Fletcher et Reeves 1964

k= kogek?=d] | « 1 Dan-Yuan (DY) ( Dai et Yuan, 1999

aveC k 1= 0k Ok 1.
Concernant le pas , deux stratégies sont comparées :
La recherche de pas MM quadratique de parameétre] = f1;2;5; 10g décrite par la récurrence

8
2 k=0
i i f .
St = By 55)
. o
k

K =

avecm!, = dyA(Xk + 1 di)d.

La recherche de pas itérative basée sur la régle de Wolfe stte (4.10)-(4.13), paramétrée
par les coe cients de Wolfe c¢; et ¢, qui doivent vérier la conditon 0 < cl<c2< 1.
Nous utilisons la procédure de recherche de pas corresponttaaux algorithmes 3.2 et 3.3
de (Nocedal et Wright, 1999 initialisée avec un pas unitaire. Nous xonsc; = 0:01 et nous
testons c; = 0:5; 0:9; 0:99g.

5.3.2 Algorithme a super mémoire de gradient

L'algorithme SMG appartient a la classe des méthodes itéraves de sous-espace dont une
itération s'écrit sous la forme
Xk+1 = Xk + DgSk: (5.6)

Dans l'algorithme SMG, le sous-espace est engendré par leaglient courant et un petit nombre
de directions précédentes :
Dk =[ Ok;dk 1;:5dk m]; (5.7)
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Chapitre 5. Application a la déconvolution d'image

en utilisant la notation dx i = Xk j+1 Xk i-

Nous testons les valeur$ 1; 2; 5; 10g pour le paramétrem dé nissant la mémoire de I'algorithme.
La taille du sous-espace associée ast m+1. Nous comparons l'algorithme SMG avec I'algorithme
ORTH de (Nemirovski, 1982 basé sur le sous-espace

X
Dk=[ OciXk Xo; Wil (5.8)
i=0

ou les poidsw; sont dé nis par (3.50), et avec la version accélérée de ORTH, présentée sous le
nom de SESOP dans I{larkiss et Zibulevsky, 2005, ou

X
D= Xk Xo;  Wigiidk 1;::5;dk ml: (5.9)
i=0
Concernant le calcul desy, nous comparons la recherche de pas MM quadratique de pararmé
J = £1;2;5; 10g décrite par

8 0

< S = 0 _ _
st o= s (Bl rf(sh)j<y; (5.10)
sk = Sp;

ou BL =DJA(xk+ D ksjk)D k, avec la recherche de pas employée dansldrkiss et Zibulevsky,
2005 Zibulevsky, 2008 Zibulevsky et Elad, 2010 correspondant a une récurrence de Newton
stoppée lorsque _
kr f (s} )k 1 .
—— K10 ou j> 7
kr T (O)k :

5.3.3 Préconditionnement

A n d'accélérer la convergence des algorithmes, nous envagieons d'utiliser la version précondi-
tionnée des algorithmes GCNL et SMG. Nous utilisons un précoditionneur basé sur la transformée
en cosinus 2D, introduit dans (Ng et al., 1999 pour le préconditionnement des matrices a structure
Toeplitz. Bien que le Hessien du critere ne soit pas Toeplitda cause de sa dépendance exy),
I'e cacité de ce préconditionneur pour la minimisation de (5.1) est soulignée dansI(abat et Idier,
2007, 2009.

5.4 Mise en +uvre des stratégies de pas MMQ

5.4.1 Construction d'approximations majorantes quadrati qgues

A n de garantir les propriétés de convergence des stratégede pas MMQ, il nous faut détermi-
ner une famille de matricesA (:) qui véri e I'hypothése 4.1. Nous décrivons ici deux stratégies de
construction de A (:), issues des algorithmes semi-quadratiques de Geman & Yan&Y) (Geman
et Yang, 1995 et de Geman & Reynolds (GR) (Geman et Reynolds 1992). D'autres techniques de
construction sont présentées dans[je Pierro, 1995 Erdogan et Fessley 1999 Hunter et L., 2004
Lange et Fessler 1995 Zhenget al., 2004.

5.4.1.1 Algorithmes semi-quadratiques

Les algorithmes semi-quadratiques (SQ) de GY et GR sont tréstilisés dans la communauté
du traitement de I'image pour la minimisation du critere pénalisé (5.1) (Allain et al., 2006 Char-
bonnier et al., 1997 Nikolova et Ng, 2005. lls consistent a exploiter la forme analytique du critére
pour remplacer sa minimisation par une séquences de probléa plus simples.
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5.4. Mise en +uvre des stratégies de pas MMQ

L'algorithme SQ visant a minimiser (5.1) s'écrit
Xk+1 = Xkt (Res1 Xk); (5.11)
Rt = Xk A(Xk) Ir F(xy); (5.12)
avec 2 (0;2) et A(:) égal a I'un des deux opérateurs suivants :
Ad, =2KTK + =aVTVv (5.13)

Acr(xk)=2K TK + VTDiag [V xk)=(Vx«]) V (5.14)

Les algorithmes SQ-GR et SQ-GY peuvent recevoir plusieursnterprétations possibles @llain
et al., 2006. Nous nous intéressons a la propriété de majoration des cstructions SQ qui va
nous conduire a deux principes de constructions d'approxirations majorantes quadratiques du
critere (5.1).

5.4.1.2 Fonctions majorantes semi-quadratiques

Dans (Chan et Mulet, 1999, il est démontré que Il'algorithme GR peut étre analysé comne
un algorithme MMQ i.e., une minimisation itérative d'appro ximations majorantes quadratiques.
Un tel résultat est aussi obtenu pour l'algorithme GY (Allain et al.,, 2006. Ces propriétés sont
établies sous plusieurs hypothéses sur la fonction de régulsation.

Hypothese 5.1.

() estC
(i) —estL-Lipschitz

Hypothése 5.2.

() estC! et paire

(i) (p 7) est concave suR*

(i) 0< A(t)=t<1; 8t2R

Alors, le lemme suivant établit que les matrices normaleA g, et Agr (:) issues des construc-

tions de GY et de GR induisent des approximations quadratiques majorantes pour le critere
pénalisé 6.1).

Lemme 5.1. (Allain et al., 2006, Prop.1)
Soit F le critére pénalisé dé ni par (5.1). Supposons que I'hypothésB.1 (resp. hypothése5.2) est
satisfait. Alors

1
H(x;xk) = F(Xe)+ r F(xp)T(x  xx)+ E(X XK)TA X)X Xk); (5.15)
est une approximation quadratique majorante du critereF, oi A(:) = A%, avecO<a < 1-L

(resp. A(1) = Agr(2)).
Les deux variantes de Il'algorithme SQ s'écrivent sous la fane
Xk+1 = Xk + (Re+1 Xk); (5.16)
Ri+1 =argmin H(X;Xk); (5.17)
X

et peuvent donc étre interprétés comme résultant de minimiations successives d'approximations
quadratiques majorantes. Nous remarquons que les propriés de majoration des opérateurs GY
et GR se déduisent simplement des lemmeé$.1 et 4.2.
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5.4.1.3 Comparaison entre majorations GY et GR

La fonction hyperbolique véri e a la fois I'nypothése 5.1avecL = 1= et I'hypothése 5.2donc le
lemme 5.1 s'applique. De plus, la condition (5.2) assure que les matrices GY et GR sont a spectre
borné surR" (Allain et al., 2006. Par conséquent, I'hypothése4.1 est véri ée et les matrices GY
et GR sont deux candidates acceptables pour la constructiomlu pas MMQ. La question se pose
de déterminer la meilleure stratégie de majoration, entre & et GR.

La gure 5.2 illustre les fonctions majorantes GY et GR de la fonction hyperbolique centrée

(U= uz+ 2 aux valeurs 1; 2; 4. Nous remarquons que la majorante issue de la méthode
GR est plus proche visuellement du critere. Nous la retenongar la suite car elle conduit aux
meilleurs résultats en terme de nombre d'itérations ainsi ge de temps de calcul nécessaire a la
convergence de l'algorithme.

(a) Majoration de GY (b) Majoration de GR

Figure 5.2 Principe de construction des majorantes semi-quadratjues. La fonction hyperbolique
(uy=  u2+1 1 (trait continu) est majorée en u = 1;2 et 4 par des fonctions quadratiques
(trait pointillé) issues de la stratégie de majoration de Genan & Yang ou Geman & Reynolds.

5.4.1.4 Résultats de convergence

L'approximation majorante quadratique de Geman & Reynoldsvéri e I'hypothése 4.1. De plus,
étant coercive et a gradient Lipschitz surR, le critére véri e I'hypothése 4.2. Le théoreme4.4
garantit donc la convergence de l'algorithme GCNL associé & conjugaison PRP, LS ou HS, et
au pas MM quadratique scalaire. Le théorémel.4 ne traite pas le cas des conjugaisons FR et DY.
Cependant, pour tous nos tests, les algorithmes GCNL utiliant ces conjugaisons parviennent a

Vvéri er le critére d'arrét requis.

La direction di = g Vérie la condition ( 4.77). Par conséquent, le théoréeme4.3 assure
la convergence des algorithmes SMG, ORTH et SESOP associé @as MM quadratique multi-
dimensionnel.

En n, le choix d'un préconditionneur constant pour accélérer la convergence des algorithmes
permet de conserver la validité des théoremed.4 et 4.3,

5.4.2 Réduction du co(t de calcul

Le probléme étant de grande taille, il est nécessaire d'étrgigilant dans I'implémentation des
algorithmes a n de minimiser le colt de calcul par itération. Dans cet exemple, le colt de calcul
est gouverné par l'application des opérateurK , K T, V et VT sur un vecteur. Nous parlerons
par la suite de produits matrice-vecteur , bien que I'application de la matrice de convolution soit
e ectuée a l'aide de l'outil conv2 de Matlab.
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5.4. Mise en +uvre des stratégies de pas MMQ

Dans les algorithmes GCNL et SMG, chaque itération se décongse en deux étapes consé-
cutives, le calcul de la direction (resp. du sous-espace) dé calcul du pas. La construction de
la direction GNCL et du sous-espace SMG nécessite de calculle gradient du critére au point
courant

FrE(x)=2K T(Kx ¢ y)+ VT LVxy) (5.18)

soit 4 produits matrice-vecteur. Nous proposons dans cette seaih de minimiser le nhombre de
produits matrice-vecteur lors de I'étape de recherche de mMMQ en tirant partie de la structure
du critéere.

Etudions tout d'abord le codt de la recherche de pas MMQ scal@e. A chaque itération j, il
faut calculer f{ }) et m} a partir des expressions

rECl)=2(Kd )" K+ Ldi) y + (Vd)T = V(xi+ fd) (5.19)
et | |
ml = 2(Kd )T(Kd )+ (Vd)T LV dy) (5.20)
avec ) n _ _ o
l=Diag LV (xk+ LdID=(V Xk + Ld)D) (5.21)

soit apparement4J produits matrice-vecteur. Le co(t de calcul def( L) et mjk peut étre réduit
simplement en remarquant que

K (Xk+ Ldi) = (Kx )+ 1 (Kd g): (5.22)

En utilisant les produits Kx ¢ et V xx déja calculés lors de la construction de la direction, on
réduit le colt a seulement2 produits matrice-vecteur Kd ¢ et V dx pour implémenter J itérations
de recherche de pas. Notons que cette stratégie n'est pas nalle car elle est déja proposée dans
(Kaufman, 1987 pour lI'implémentation d'une recherche de pas pour l'algoithme Richardson-Lucy
(Lucy, 1974 Richardson, 1972 en tomographie d'émission.

Etudions maintenant le colt d'implémentation de la recherche de pas MMQ multi-dimensionnelle.
A chaque itération j, il faut calculer f(s}) et B} a partir des expressions

rf(sh)=2(KD k)T (Kx k+ KD ksl y)+ (VDK Vxi+VDysl)  (5.23)

et
B} =2(KD 1)"(KD )+ (VD) L(VDy) (5.24)

avec ‘ n , .0
 =Diag [V Xk + VDS, )=V xkx + VDys}]) : (5.25)

Une stratégie similaire au cas scalaire peut étre appliquéaécessitant de calculer au préalable les
produits KD ¢ etV D . Nous ramenons ainsi le colt de calcul de la recherche de pag@aproduits
matrice-vecteur. Cependant, le codt reste linéairement B a la taille du sous-espace. Cela risque
de contre-balancer le bon taux de convergence attendu de Igorithme SMG en terme de nombre
d'itérations. Face a ce constat, nous proposons de tirer pdir de la structure récursive du sous-
espace SMG pour réduire le colt d'implémentation de la rechrehe de pas multi-dimensionnelle.
Notre approche reprend l'idée développée dans\@arkiss et Zibulevsky, 2005 pour l'implémentation
de la méthode de Newton pour la recherche de pas dans l'algthime SESOP.

D'apres l'expression deD , le produit Py, KD g s'écrit

Pe=[ Kgi;Kdg 1;:5Kd  m]: (5.26)
En utilisant I'expression dedx 1 = Dk 1Sk 1, nous obtenons que
P =[ Kgk;Pk 1Sk 1;Px 1(2:m)]; (5.27)
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avecP (i :j) la sous-matrice contenant les colonnes deaj de P. Par conséquent, la matricePy
se déduit dePy 1 en e ectuant un seul produit matrice-vecteur et des opératon peu codteuses
sur les colonnes dePy ;. En utilisant la méme procédure pour calculer le produitV Dy, nous
réduisons le colt de la recherche de pas multi-dimensionriel & 2 produits matrice-vecteur soit
un codt de calcul similaire a celui de la recherche de pas seale. Cette stratégie se généralise
facilement aux autres algorithmes de sous-espace présestdans le tableau3.1, en utilisant leur
expression récursive donnée dans le tabledh 1.

Acronyme Expression récursive deD ‘ Co0t ‘
MG [ 9x;Dk 18k 1] 2
SMG [ 9;Dk 18k 1;Dk 1(2:m)] 5
SMD [ P«;Dk 1Sk 1;Dk 1(2:m)] 2
GS [ 9k;Dk 1(1:m)] 2
ORTH [ gk;Xk  Xoi!'kOk + Dk 1(3)] 4

SESOP [ gkiXk  Xoi!'kGk + Dk 1(3);Dk 1Sk 1;Dk 1(4:m+2)] 4
QNS [ gk;gk+ Dk 1(1);Dk 1(2:m);Dk 1Sk 1;Dk 1(m+2:2m)] 2

SESOP-TN [d,; Qk(dy);d, d, LDk 1(4:m+2)] 6

Table 5.1 Expression récursive des sous-espaces présentés ddegableau 3.1 et colt de la
recherche de pas MM multi-dimensionnelle en terme de prodts matrice-vecteur nécessaires. Ici,
D (i : j) dénote la sous-matrice contenant les colonnes deaj deD .

5.5 Interprétation des résultats experimentaux

Les expériences ont été menées avec Matlab 7 sur un PC P4 3.2GRAM 3Go. L'initialisation
des algorithmes est systématiquement faite avec I'image e (xo = 0). On utilise comme critére
d'arrét pour tous les algorithmes comparés le seuil suivansur la norme du gradient par pixel

'f&ﬁk 6 10 “: (5.28)

Pour chaque algorithme testé, nous indiquons le nombre d'érations K et le temps T (en s.)
nécessaires pour satisfaire le critére d'arrét, sous la fore K=T .

5.5.1 Algorithme GCNL

Recherche de pas de Wolfe. Le tableau 5.2 présente les performances de l'algorithme GCNL
associé a une recherche de pas basée sur la vérication desndidions de Wolfe stricte. Nous
présentons uniquement les résultats obtenus pouc; = 0:01 car nous avons observé que la valeur
de c¢; avait trés peu d'in uence sur les résultats. A lI'opposé, lesperformances de l'algorithme
dépendent de facon importante du parameétrec,, correspondant a la condition de courbure ¢.13).
Cette condition est d'autant plus contraignante que c, est petit. On s'attend donc a obtenir de
meilleures performances pour le réglage, = 0:5. C'est e ectivement le cas pour les conjugaisons
PRP, LS et FR ou le nombre d'itérations croit avec c,;, de maniére considérable. A l'inverse, pour
les algorithmes GCNL-HS et GCNL-DY, il vaut mieux choisir ¢, proche de un. Le meilleur choix
des valeurs(cz; c;) correspond a un compromis qui n'est pas aisé a trouver et quiépend de la
régle de conjugaison de l'algorithme.
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Interprétation des résultats expérimentaux

(c15¢2) (0:01; 0:5) | (0:01;0:9) | (0:01;0:99)
GCNL-PRP | 79=268:3 | 109=329:6 109=316
GCNL-HS 80=2398 | 71=227:2 | 106=3049
GCNL-LS 80=243:1 | 109=3343 | 109=3139
GCNL-FR 164=521 | 204=6765 204=644
GCNL-DY 136=4336 | 116=3586 | 116=333:3

Table 5.2 Comparaison entre di érents algorithmes GCNL en termes de nombre d'itérations
et de temps avant convergenceK=T . Le pas résulte de la stratégie deloré et Thuente, 1994,
satisfaisant la régle de Wolfe stricte de parameétregc;; c).

Recherche de pas MM. Le tableau 5.3 présente les performances de l'algorithme GCNL associé
a la recherche de pas MM quadratique non relaxée (i.e., = 1). Les algorithmes GCNL obtiennent
de meilleurs résultats en terme de temps d'optimisation losqueJ est trés petit (J =1 ouJ =2).
Augmenter J n'apporte pas d'amélioration dans la mesure ou le nombre diérations globales reste
presque constant, voire méme augmente légérement. Cette deere constatation est contre intuitive
car augmenterJ correspond a une minimisation plus précise du critére le log de la direction de
GCNL. On s'attendrait donc a ce qu'une croissance de] s'accompagne d'une amélioration des
performances de l'algorithme. Ce comportement, égalemergouligné dans (abat et Idier, 2008,
n'est pas expliqué a ce jour.

Nous n'avons pas présenté les résultats obtenus pour un pargtre de relaxation 6 1. Nos
conclusions sont identiques a celles de_@bat et Idier, 2008, a savoir que les meilleurs résultats
sont obtenus pour = 1. En particulier, une sur-relaxation de la recherche de pas 'entraine pas
d'amélioration en terme de temps d'optimisation ni de nombre d'itérations.

J 1 2 5 10
GCNL-PRP 77=137 69=139 75=202 | 77=273
GCNL-HS 68=122 67=134 75=191 | 77=289
GCNL-LS 82=149 67=135 74=190 | 76=266
GCNL-FR 145=270 | 137=279 | 143=379 | 143515
GCNL-DY 234=447 | 159=338 | 144=387 | 143516

Table 5.3 Comparaison entre di érents algorithmes GCNL en termes de nombre d'itérations et
de temps avant convergencd=T . Le pas résulte deJ itérations de récurrence MM quadratique.

In uence de la formule de conjugaison. Les tableaux 5.2 et 5.3 permettent également de
comparer I'in uence de la formule de conjugaison pour les gorithmes GCNL. Nous remarquons
que les performances de Il'algorithme GCNL varient de fagonrés importante en fonction du choix

de la conjugaison. En particulier, un rapport de 4 en terme de nombre d'itérations est observé
entre les conjugaisonsDY et HS. Les meilleurs résultats sont obtenus pour la conjugaison &
Hestenes et Siefel, pour les deux stratégies de pas. Un desaatages important de l'algorithme

SMG est de s'a ranchir de ce choix de formule de conjugaison.

5.5.2 Algorithme SMG

Recherche de pas MM. Le tableau 5.4 présente les performances de l'algorithme SMG associé
a la recherche de pas MM quadratique multi-dimensionnelle an relaxée (i.e., = 1). Les algo-
rithmes SMG obtiennent de meilleurs résultats en terme de teps d'optimisation lorsque J est
égal a un. AugmenterJ entraine un accroissement du co(t de calcul par itération en'améliore
pas les performances des algorithmes, en terme de nombretdliations.
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La recherche de pas de Newton s'avere trés colteuse en tempsalgré une troncature aprés
7 itérations. De plus, elle ne permet pas d'obtenir de meilletes performances de l'algorithme en
terme de nombre d'itérations. Comme dans le cas scalaire, ést inutile et méme contre productif
de chercher a minimiser de fagon précise la fonctioh(s).

Taille de la mémoire. Le tableau 5.4 permet également d'analyser I'in uence de la mémoire
m sur les performances de l'algorithme SMG. Les résultats paum = 0 ne sont pas présentés
car l'algorithme s'identi e dans ce cas avec l'algorithme du gradient bien connu pour sa vitesse de
convergence trés lente (Pour cet exemple, plus d&00itérations et plus de 500s étaient nécessaires).
Pour m > 1, le nombre d'itérations est presque constant. Les meillels résultats sont obtenus dés
m =1, c'est-a-dire pour le sous-espace de mémoire de gradient (8).

SMG(m) 1 2 5 10
Newton | 76=578 | 75=630 | 76=701 | 74=886
1 | 67=119 | 68=125 | 67=140 | 67=163
2 | 66=141 | 66=147 | 67=172 | 67=206
5 | 74=211 | 72=225 | 71=255 | 72=323
10 | 76=297 | 74=319 | 73=394 | 74=508

MM ( J)

Table 5.4 Comparaison entre recherche de pas MMQ et exactes, en t@es de nombre d'itéra-
tions et de temps avant convergenc&K=T pour I'algorithme SMG.

5.5.3 Analyse comparée GCNL / SMG

Nous terminons cette étude par une comparaison des algorithes GCNL et SMG, associés a
leur meilleur réglage : Le pas résulte d'une itération MM qualratique et la taille de la mémoire
est xée am = 1. Le tableau 5.5 présente les résultats obtenus pour I'imageeppers ainsi que
pour deux autres imagedena et boat. A la n du tableau, nous présentons les résultats obtenus
pour l'algorithme MG sans utiliser I'expression récursivedu sous-espace dans l'implémentation
(MG+). Nous présentons également les performances des algthmes ORTH, et SESOP associé a
une mémoirem = 1.

boat lena peppers
GCNL-PRP 40=74 55=99 77=137
GCNL-HS 39=71 50=93 68=122
GCNL-LS 42=81 57=103 82=149
GCNL-FR 77=141 98=179 | 145=270
GCNL-DY 86=161 | 127=240 | 234=447
MG 37=67 47=85 67=119
MG+ 37=86 47=102 67=155
ORTH 149=330 | 234=524 | 391=847
SESOP(m =1) | 3788 | 47=109 | 67=156

Table 5.5 Comparaison entre algorithmes MG et GCNL en termes de nabre d'itérations et
de temps avant convergencd=T . Le pas est issu deJ =1 itération MM quadratique.

Pour les trois problémes de déconvolution, I'algorithme MGest le plus performant, aussi bien
en terme de nombre d'itérations que de temps de calcul. Les séltats obtenus avec MG+ illus-
trent I'importance d'utiliser I'implémentation optimisé e de la recherche de pas. Le cas échéant,
l'algorithme de mémoire de gradient devient plus lent que IeGCNL.
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5.6. Résultats complémentaires

L'algorithme ORTH obtient des performances mauvaises, tr& similaires a celles de I'algorithme
du gradient. En n, comme souligné dans (Narkiss et Zibulevsky, 2009, I'ajout des directions de
Nemirovski dans l'algorithme MG, correspondant a SESOP, negpermet pas d'accélérer la conver-
gence de l'algorithme. En e et, SESOP et MG nécessitent le mée nombre d'itérations pour
converger et, le sous espace MG étant de dimension plus fa@ylil conduit & un plus faible colt
par itération.

Les algorithmes GCNL et MG possedent une structure trés prolee lorsqu'ils sont associés a une
itération de Majoration-Minoration. D'aprés l'expression du sous-espace de mémoire de gradient,
une itération de l'algorithme MG s'écrit sous la forme

Xke1 = Xkt k(G + kdi 1) (5.29)
en posant
k= S1k; k= S2k=S1k: (5.30)
Lorsque le passi est issu d'une seule itération MM, alors on obtient les exprssions analytiques :
_ (dg 1Ak 1)(ge gk) (g Akdk 1)(gg dk 1)
C (A Akde (9T AKG)  (OF Ak 1)2

et
(Of Akdic 1)(9¢ 9k)  (9F Akgk)(gy dic 1)

(di ;Akdk 1)(97 gk)  (9¢ Axdi 1)(gddk 1)’

en notant Ay = AQ. Nous remarquons une proximité entre I'expression de x et celle de la
conjugaison de paniel, 1967

k:

p_ GxHuidk 1

K dl ;Hydk 1
faisant intervenir le Hessien du critére. Les deux expressns sont identiques deés lors qué x = H g
et que la condition de conjugaisong, dx 1 = O est véri ée. D'autre part, I'analyse de (Cantrell,
1969 permet facilement de montrer que si le critere est quadraijue et queAy = H, les expres-
sions de et i s'identi ent avec celles utilisées dans l'algorithme de gadient conjugué.

(5.31)

5.6 Reésultats complémentaires

Des tests additionnels ont été menés pour compléter notre atyse des performances de la
recherche de pas MMQD. A n d'alléger la lecture, nous présentons ici une syntheg des résultats
obtenus et renvoyons le lecteur intéressé aux sections IV & du rapport technique (Chouzenoux
et al., 20109.

5.6.1 Construction du sous-espace

Nous avons étudié le comportement de notre méthode de pas knjue le sous-espace est construit
a partir de la méthode GS, QNS ou SESOP-TN, toutes trois déctes dans le tableau3.1. Les
meilleures performances des algorithmes GS et QNS sont obtees lorsqu'une seule itération de
recherche de pas MMQ est e ectuée. A l'inverse, pour le sousspace SESOP-TN, un plus grand
nombre d'itérations est nécessaire (typiquement,d = 10). La recherche de pas de Newton pro-
posée dans Iflarkiss et Zibulevsky, 2005 conduit a de moins bons résultats que notre procédure,
indépendamment du sous-espace utilisé.

Nous avons également analysé I'in uence de la taille de la nréoire sur la vitesse de convergence
de ces trois algorithmes. Pour QNS et SESOP-TN, les meillewr résultats sont obtenus lorsqu'un
faible nombre de directions est sauvegardénf = 1 ou 2). A l'opposé, l'algorithme GS obtient ses
meilleures performances lorsquen > 15,

Enn, parmi tous les algorithmes comparés, les plus faiblesmmombre d'itérations et temps de
calcul sont obtenus avec I'algorithme de mémoire de gradidravec m = 1 associé a = 1 itération
de la recherche de pas MMQ.
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5.6.2 Reconstruction dans un dictionnaire

Les performances de la méthode MMQ@ D ont également été étudiées sur les trois probléemes
de restauration d'image présentés dansZibulevsky et Elad, 2010. Ces problemes sont résolus en
utilisant I'approche par dictionnaire décrite dans la secion 2.3.3.4 L'image est supposée s'écrire
sous la formex = Wz ou z est une décomposition parcimonieuse de dans le dictionnaire choisi
W . La reconstruction x est dé nie commeWz , ouz minimise le critére

X
F(z)= ky KWz k?+ (z) (5.32)

avec (U) = juj log(1 + juj=), approximation di érentiable de la valeur absolue introduisant
un a priori de parcimonie sur les coe cients z;.

Les algorithmes SESOP et PCD-SESOP sont comparés, en assaion avec la recherche de
pas MMQ rD ou la recherche de pas de Newton. Les performances de SESOPRCD-SESOP
sont similaires en terme de vitesse de convergence et de temge calcul. De plus, pour les deux
sous-espaces, la méthode MMQ conduit & de meilleurs résutaque la méthode de Newton, grace
a un co(t de calcul par itération plus faible.

5.7 Conclusion

Nous avons montré expérimentalement sur un probléme de dénwolution d'image qu'il est
largement préférable pour les algorithmes GCNL et SMG assdés a la recherche de pas MMQ de
ne pas e ectuer un nombre trop grand de sous-itérations. Un anstat similaire est obtenu pour les
algorithmes GS, PCD-SESOP et QNS Chouzenouxet al., 20109.

Lorsqu'elle est associée au sous-espace SMG, la stratégiekd rD s'avere plus performante
que la stratégie de Newton utilisée dansiarkiss et Zibulevsky, 2005 Zibulevsky, 2008 Zibulevsky
et Elad, 2010. Les tests expérimentaux meneés sur les sous-espaces GS,RISESOP-TN et PCD-
SESOP meénent a une conclusion identiqueGhouzenouxet al., 20109. Alors que la recherche de
pas de Newton ne s'accompagne d'aucun résultat de converges sauf dans le cas trés particulier
ou le pas obtenu est le minimiseur exact du critére dans le sedespace, la recherche de pas MMQ
rD s'accompagne de résultats théoriques, et cela dés lors guie sous-itération est e ectuée.

D'autre part, nous avons montré que l'algorithme de super ménoire de gradient montre de
meilleures performances lorsque la taille de la mémoire e$aible (m = 1). En associant ce sous-
espace a une recherche de pas correspondant & une seule itéma MM, on obtient un algorithme
entierement analytique, dans le sens ou il ne nécessite autuéglage ni sous-itération, qui se
démarque des autres algorithmes par son e cacité et sa simtité. Cet algorithme nous semble
étre une référence a considérer systématiquement avant tb@autre algorithme ou réglage.
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Minimisation d'un critere
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