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Introduction

Contexte et objectifs de cette these

Le sujet de cette thése est ’étude de divers cadres et systémes qui sont les clés
de voite des ponts qui relient la théorie de la preuve, la logique mathématique
et 'informatique. Nos points de départ sont les approches de Gentzen (1935) dans
la formalisation de la logique, a savoir la déduction naturelle et le calcul des sé-
quents. Le but de Gentzen était d’obtenir un formalisme (la déduction naturelle)
aussi proche que possible du raisonnement réel. L’originalité de son approche, par
rapport aux systémes de déduction a la Hilbert, est de considérer les axiomes non lo-
giques comme des parametres locaux du mécanisme déductif alors que les axiomes
logiques représentent la définition méme de ce mécanisme. Le travail de Gentzen
est le fondement de nombreux développements dans le domaine du raisonnement
automatisé. Plusieurs méthodes de déduction automatique, comme la méthode des
tableaux (Hahnle, 2001) ou la méthode inverse (Degtyarev et Voronkov, 2001), sont
dérivées de son calcul des séquents. D’autre part, la déduction naturelle est 'un des
piliers de la correspondance de Curry-De Bruijn-Howard (Howard, 1980), qui ex-
prime le fait que les preuves en déduction naturelle sont des lambda-termes et que
la béta-réduction permet de transformer les preuves en preuves analytiques (analy-
tique est synonyme de sans coupure) par le biais d’'un processus de normalisation
(cette normalisation étant représentée par le processus d’élimination des coupures
dans le cas du calcul des séquents). Cette relation entre les systemes de preuve et les
modéles du calcul conduit a une large gamme de développements et de systémes,
tels que la théorie des types de Martin-Lof (1984) ou le calcul des constructions de
Coquand et Huet (1988) qui est a la base par exemple de P'assistant de preuve Coq
(Team, August 2009). La correspondance de Curry-De Bruijn-Howard peut étre uti-
lisée dans les deux sens : Typer des programmes peut fournir une preuve de leur cor-
rection et inversement les preuves peuvent étre formalisées comme des programmes
que l'utilisateur peut typer (vérifier) puis exécuter. Cette derniére orientation est ren-
due intéressante par la propriété du témoin vérifiée par le cadre intuitionniste : Toute
preuve intuitionniste et analytique de I'existence d’un objet mathématique contient
Pobjet. Par conséquent, chaque fois que ’on a prouvé l'existence de certains objets
dans la logique intuitionniste, en considérant la preuve comme un programme par
le biais de la correspondance de Curry-De Bruijn-Howard, on peut exécuter le pro-
gramme et obtenir une preuve analytique et intuitionniste de cette existence puis le



2 INTRODUCTION

témoin de cette existence.

La correspondance de Curry-De Bruijn-Howard ne s’est longtemps appliquée
qu’au cadre de la déduction naturelle intuitionniste jusqu’a ce que Griffin (1990)
montre que des opérateurs de controle pouvaient étre typés par la loi de Pierce. Ce
travail fondateur a été suivi par une série d’études sur I'interprétation calculatoire
de la logique classique d’une part, et du calcul des séquents d’autre part. Alors que la
béta-réduction est généralement considérée comme la procédure d’élimination des
coupures de la déduction naturelle, un grand nombre de procédures d’élimination
des coupures peuvent étre imaginées pour le calcul des séquents (Gentzen, 1935; Cu-
rien et Herbelin, 2000; Urban, 2001; Urban et Bierman, 2001). Ces réductions peuvent
ne pas vérifier la propriété de normalisation forte, voire de facon plus inquiétante la
propriété de confluence. Cela nous méne a 'un des objectifs de cette these : un tra-
vail fondamental sur I’élimination des coupures dans le calcul des séquents visant a
transposer a la fois les avantages de la correspondance de Curry-De Bruijn-Howard
au calcul des séquents et les avantages du calcul des séquents classique au paradigme
des assistants de preuve interactifs.

La déduction modulo (Dowek et al., 2003) est une présentation récente de la
logique des prédicats qui fait suite a la motivation de Gentsen de rapprocher les
preuves formelles du raisonnement réel. Outre la présentation des preuves formelles
d’une maniére lisible, concise et compréhensible, elle vise également a renforcer les
paradigmes de raisonnement automatique. La déduction modulo repose sur une di-
chotomie entre la déduction et le calcul qui a d’abord été soulignée par Poincaré
(1902). En plus de la distinction présentée par Gentzen entre axiomes logiques et
non-logiques, la déduction modulo spécialise les axiomes calculatoires de sorte qu’ils
enrichissent le mécanisme déductif de base provenant des axiomes logiques au sens
de Gentzen. Etant donné que le calcul est généralement la partie la plus facile de
tout processus de raisonnement et peut étre rejoué a tout moment sans avoir besoin
d’aucune autre information que son point de départ, la déduction modulo propose
de représenter le calcul contenu dans un raisonnement par le biais d’un systéme de
réécriture puis d’utiliser les systémes de déduction de Gentzen modulo la relation
de réécriture correspondante. Les calculs ne figurent donc pas dans les preuves for-
melles, mais peuvent étre vérifiées car la relation de réécriture est fournie avec le
systéme de déduction. C’est exactement la facon dont les mathématiciens écrivent
les preuves : ils écrivent seulement I’essentiel, c’est-a-dire les étapes de déduction
qui sont nécessaires pour que le lecteur puisse reconstruire une preuve complete.
IIs cachent les étapes de calcul afin que le lecteur ne se noie pas dans des détails de
peu d’importance. Le lecteur peut alors refaire les calculs jusqu’a obtenir une preuve
assez complete pour étre tout a fait convaincu.

Remarquons que nous avons mis I’accent sur deux relations différentes entre
logique et calcul : «le calcul comme un enrichissement de la logique » au travers
du paradigme de la déduction modulo ainsi que « la logique comme modéle de cal-
cul » au travers de la correspondance de Curry-De Bruijn-Howard. Habituellement,
chacune de ces deux relations utilise une représentation du calcul qui lui est spéci-
fique : la réécriture ou le lambda-calcul respectivement. Cependant, les mélanger est



parfois utile, comme lorsqu’on veut encoder des types dépendants en logique du pre-
mier ordre a travers le principe de la déduction modulo. Plusieurs techniques tissent
des liens entre lambda-calcul et réécriture. Le lambda-calcul est d’abord lui-méme
un systéme de réécriture d’ordre supérieur. On peut néanmoins aussi ’encoder sous
forme de systémes de réécriture du premier ordre en utilisant par exemple des com-
binateurs (Curry et Feys, 1958; Barendregt, 1984) ou bien des indices de De Bruijn
(1972) et des substitutions explicites (Abadi et al, 1991; Bloo et Rose, 1995; Benaissa
et al., 1996). Enfin notons qu’un formalisme propose de méler lambda-calcul et ré-
écriture : le calcul de réécriture ou rho-calcul (Cirstea et Kirchner, 2001; Cirstea
et al, 2003; Barthe et al., 2003) est une extension du lambda-calcul qui remplace
I’abstraction et les fonctions du lambda-calcul par le filtrage par motifs et les régles
de réécriture en tant qu’entités de premiere classe.

Les objectifs de cette thése sont de proposer de nouveaux cadres pour représenter
et manipuler des preuves formelles de maniere précise et confortable. En particulier,
une preuve est un message et nous garderons toujours a l’esprit que sa représentation
doit rester compréhensible, vérifiable et concise. Si le destinataire de ce message est
une machine, il est facile de caractériser ce que compréhensible et vérifiable veulent
dire en terme de calculabilité et de complexité. Si le destinataire est humain, alors
ces deux notions seront liées a la présentation elle-méme de la preuve. En parti-
culier pour le lecteur humain, la verbosité est 'inconvénient habituel des preuves
construites par ou pour les machines. Puisque les systémes de Gentzen sont notre
point de départ, notre travail comprend tout d’abord une analyse en amont de ces
systémes. Nous nous intéressons plus particuliérement au calcul des séquents clas-
sique en analysant de facon précise les éléments qui constituent les preuves dans ce
systéeme. Plus exactement, nous proposons des moyens de représenter des preuves
du calcul des séquents classiques de maniére précise, concise et efficace en ce qui
concerne I’élimination des coupures. Ensuite et en nous basant sur 'idée que la dé-
duction modulo est un pas en avant vers notre objectif principal, nous proposons et
étudions d’autres cadres qui se dirigent vers le méme but. Introduite il y a dix ans,
la déduction modulo permet d’utiliser la partie calculatoire d’une théorie 7h dans
de vrais calculs modulo lesquels la déduction opere. En focalisant sur le calcul des
séquents, nous présentons et étudions le concept dual pour lequel la partie déductive
d’une théorie est utilisée afin d’enrichir le systéme de déduction de maniére systé-
matique, correcte et compléte. Ces nouveaux systémes de déduction sont appelés
« superdéduction ». Les preuves dans un systéme de superdéduction sont beaucoup
plus proches de I'intuition et de la pratique humaine. Nous le démontrons a l'aide
d’une série d’exemples incluant I’égalité et 'induction noethérienne. Nous intro-
duisons aussi un langage de termes de preuve ainsi qu’'une procédure d’élimination
des coupures tous deux basés sur le travail de Christian Urban sur le calcul des
séquents classique (Urban, 2000, 2001; Urban et Bierman, 2001). Nous étudions plu-
sieurs propriétés de ces systémes. Nous prouvons la normalisation forte du systéme
sous des hypothéses appropriées et naturelles, ce qui implique alors la cohérence de
la théorie sous-jacente et du systéme de déduction. En utilisant des permutations
des régles d’inférence, nous prouvons 1’équivalence de deux systémes déductifs :
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la superdéduction modulo sans coupure et la déduction modulo sans coupure. La
littérature contient déja de nombreux théorémes d’élimination des coupures pour
la déduction modulo, proposant chacun des hypothéses différentes (Dowek et Wer-
ner, 2003; Hermant, 2005; Burel et Kirchner, 2007). Ces hypotheses impliquent toutes
Pélimination des coupures pour la déduction modulo, et notre théoréme prouve
qu’elles impliquent aussi 1’élimination des coupures pour la superdéduction mo-
dulo. Nous proposons aussi une méthode des tableaux pour la recherche de preuves
en superdéduction modulo, inspirée de la méthode des tableaux en déduction mo-
dulo proposée par Bonichon (2004); Bonichon et Hermant (2006a). L’élimination des
coupures de la superdéduction modulo implique la complétude de cette méthode.
L’approche qui consiste a considérer des permutations des régles d’inférence nous
ameéne aussi a comparer la superdéduction au focusing (Andreoli, 1992; Andreoli et
Maieli, 1999; Andreoli, 2001), approche qui consiste a forcer ’application des régles
d’inférence permutables dans un certain ordre, et qui permet alors d’obtenir des
formes canoniques représentant les preuves. Alors nous proposons un systéme dé-
ductif basé sur cette approche et expliquons comment le focusing, la superdéduction
et la déduction modulo en sont tous trois des instances. Enfin nous montrons com-
ment la superdéduction associée a la déduction modulo peuvent former la fondation
formelle d’une nouvelle génération d’assistants de preuve en décrivant un prototype
d’implémentation de la superdéduction modulo, Lemuridze.

Context and Objectives of this Thesis

The subject of this thesis is the study of various keystone frameworks in the
bridges connecting proof theory, mathematical logic and computer science. Our
starting points are the approaches of Gentzen (1935) toward the formalization of
logic, namely natural deduction and sequent calculus. Gentzen’s goal was to build
a formalism (natural deduction) as close as possible to real deduction. Compared
to deduction systems a la Hilbert, the novelty of his approach was to consider non-
logical axioms as local parameters to the deduction mechanism while logical axioms
represent the definition itself of this mechanism. Gentzen’s frameworks are the foun-
dation of various developments in automated reasoning. Several methods for auto-
mated deduction such as the tableaux method (Hdhnle, 2001) or the inverse method
(Degtyarev et Voronkov, 2001) are derived from his sequent calculus. Furthermore
natural deduction is one of the pillars of the Curry-De Bruijn-Howard correspon-
dence (Howard, 1980) : proofs in natural deduction are lambda-terms which are
transformed into cut-free proofs through beta-reduction (this normalization is repre-
sented by cut-elimination procedures in the sequent calculus case). This relation bet-
ween proof systems and computation models leads to a wide range of developments
and systems such as Coquand et Huet’s (1988) calculus of constructions, which is the
foundation of the proof assistant Coq (Team, August 2009), or Martin-L6f’s (1984)
type theory. The correspondence may be used in both ways : 1. Typing programs can
provide a proof of their correctness ; 2. proofs can be formalized as programs, which



the user can type (check) and run. The latter orientation is particularly interesting
with respect to the witness property verified by the intuitionistic case : This property
states that any intuitionistic cut-free proof of the existence of a mathematical object
actually contains the object. Therefore each time the existence of an object is proved
in intuitionistic logic, running the proof as a program through the Curry-De Bruijn-
Howard correspondence returns an intuitionistic cut-free proof of this existence and
consequently an actual witness of this existence.

For a long time the Curry-De Bruijn-Howard correspondence was relevant only
to intuitionistic natural deduction until Griffin (1990) demonstrated that control ope-
rators can be typed by Pierce’s law. This foundational work was then followed by a
series of studies in computational interpretations of both classical logic and sequent
calculus. While beta-reduction is usually considered as the cut-elimination proce-
dure for natural deduction, a wide range of cut-elimination procedures can be ima-
gined for sequent calculus (Gentzen, 1935; Curien et Herbelin, 2000; Urban, 2001;
Urban et Bierman, 2001). Strong normalization or confluence may not hold for these
reduction procedures. This leads to one of the objectives of this thesis : a foundatio-
nal work on cut-elimination in sequent calculus that aims to transpose the advan-
tages of the Curry-De Bruijn-Howard correspondence to sequent calculus as well
as the advantages of classical sequent calculus to the interactive theorem proving
paradigm.

Deduction modulo (Dowek et al., 2003) is a recent presentation of logic which
follows Genfgen’s idea that formal proofs must remain close to actual reasoning.
In addition to a readable and understandable presentation of formal proofs, it also
aims to enhance the automated reasoning paradigms. Deduction modulo stands on a
dichotomy between deduction and computation which was first underlined by Poin-
caré (1902). Besides Gentzen’s distinction between logical and non-logical axioms,
deduction modulo puts aside computational axioms so that they enrich the basic
deduction mechanism provided by the logical axioms. Deduction modulo proposes
to use a rewriting in order to represent computation steps occurring in a reasoning
process. Gentzen’s deduction systems are then used modulo the corresponding re-
write relation. Computation is generally the easy part of any reasoning process and
can be replayed anytime without any other information than its starting point. The-
refore computations are erased from formal proofs but can be replayed during a
proof checking process since the rewrite system is provided along with the deduc-
tion system. This is exactly how mathematicians write proofs : They just write the
essential parts, that is to say the steps that are strictly necessary for the reader to
rebuild the complete proof. They hide the computation steps so that the reader does
not drown into details of small importance. He can then replay the computations
until he obtains a proof that is completed enough to convince him.

Let us remark we have underlined two distinct relations between computation
and logic so far : computation as an extension of logic through the deduction modulo
paradigm as well as logic as a computational model through the Curry-De Bruijn-
Howard correspondence. Usually each of these relations uses a specific represen-
tation of computations : rewriting and lambda-calculus respectively. Nevertheless,
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mixing these representations can be useful for example to encode dependent types
in first-order logic through the deduction modulo principle. Several techniques build
bridges between lambda-calculus and rewriting. Lambda-calculus is itself a higher-
order rewrite system. It can also be encoded as a first-order rewrite system using
devices such as combinators (Curry et Feys, 1958; Barendregt, 1984) or De Bruijn
(1972) indices and explicit substitutions (Abadi et al., 1991; Bloo et Rose, 1995; Be-
naissa et al., 1996). Finally a formalism mixes lambda-calculus and rewriting : The
rewriting calculus (a.k.a. rho-calculus) (Cirstea et Kirchner, 2001; Cirstea et al., 2003;
Barthe et al., 2003) is an extension of the lambda-calculus which replaces respecti-
vely the lambda-abstraction and the lambda-calculus functions by pattern matching
and rewrite rules which are then first-class objects of the language.

The objective of this thesis is to propose new frameworks to represent and handle
formal proofs in a precise and comfortable way. In particular a proof is a message
whose representation must remain understandable, checkable and concise. When
the recipient of this message is a machine, it is easy to define the meaning of un-
derstandable and checkable. When it is a human, then these two notions are related
to the presentation of the proof. In particular for the human reader, verboseness
is the usual disadvantage of proofs designed by or for machines. Since Gentzen’s
systems are our starting points, our work will first consist in an upstream analy-
sis of these systems. We are specifically interested in classical sequent calculus and
analyze precisely which elements are essential to proof construction. We propose re-
presentations of proofs in classical sequent calculus that are precise, concise as well
as efficient with respect to cut-elimination. Then basing our analysis on the idea
that deduction modulo is a step forward toward our main objective, we propose and
study new frameworks that aim for the same goal. Introduced ten years ago, deduc-
tion modulo allows the reasoning mechanism to be performed modulo real computa-
tions. If 7% is some theory, deduction modulo proposes to use its computational part
to enrich the deduction process with the calculations that this part represents. We
present and study the dual concept in which the deductive part of a theory is used
to enrich the deduction system in a systematic, sound and complete way. These new
systems are called superdeduction. Proofs in a superdeduction system are much clo-
ser to human intuition and practice. We demonstrate this fact with several examples
such as equality and noetherian induction. We also introduce a proofterm language
and a cut-elimination procedure both based on Urban’s work on classical sequent
calculus (Urban, 2000, 2001; Urban et Bierman, 2001). We study several properties
of these systems : First, we prove strong normalization under appropriate and na-
tural hypotheses. It implies the consistency of both the superdeduction system and
the underlying theory. Furthermore using permutations of inference rules, we prove
the equivalence of cut-free superdeduction modulo and cut-free deduction modulo.
Various cut-elimination theorems have already been proved for deduction modulo.
Each one proposes its own set of hypotheses (Dowek et Werner, 2003; Hermant,
2005; Burel et Kirchner, 2007). Each set of hypotheses implies cut-elimination for
deduction modulo. Our theorem then proves they also imply cut-elimination for su-
perdeduction modulo. We also design a tableaux method for proof search in super-



deduction modulo inspired by the tableaux method for deduction modulo designed
by Bonichon (2004); Bonichon et Hermant (2006a). Cut-elimination of the corres-
ponding superdeduction system implies then the completeness of this method. We
consider permutations of inference rules and compare of superdeduction with focu-
sing (Andreoli, 1992; Andreoli et Maieli, 1999; Andreoli, 2001). Focusing consists in
specifying an order for applying inference rules depending on their permutability. It
allows to find canonical forms representing proofs. We describe a deduction system
based on this approach and explain how focusing, superdeduction and deduction
modulo are instances of this system. Finally we describe an implementation pro-
totype for superdeduction modulo called Lemuridae and show how superdeduction
modulo can be the formal foundation of a new generation of proof assistants.

Plan

Premiére partie

En premiere partie, je présente une série d’outils qui peuvent étre combinés de
différentes maniéres pour obtenir de tels cadres.

Au chapitre 1, je présente la réécriture, le lambda-calcul et le calcul de réécriture
qui permettent tous les trois de modéliser le calcul.

Au chapitre 2, je présente les systémes déductifs de Genfzen : la déduction naturelle
et le calcul des séquents.

Au chapitre 3, J'explique comment ces paradigmes se combinent dans la corres-
pondance de Curry-De Bruijn-Howard. J’y présente un état de 'art détaillé
des systémes de typages pour la déduction naturelle et le calcul des séquents
pour la logique intuitionniste ou classique.

Au chapitre 4, j’étudie la problématique de canonicité des preuves et je décris com-
ment approche des réseaux de preuve permet d’apporter des éléments de
réponse. J'expose une méthode originale de visualisation des séquents et des
réseaux de preuve respectivement dans des espaces a deux et trois dimensions
mettant en valeur la structure logique de ces objets.

Deuxiéme partie

En deuxiéme partie, j’étudie plusieurs paradigmes permettant de modifier les
systemes déductifs de Gentzen afin de construire des systémes spécialisés pour une
théorie donnée telle que 'arithmétique ou la géométrie dans le plan.

Au chapitre 5, je présente la déduction modulo permettant de rajouter a un sys-
téme déductif un pouvoir calculatoire en utilisant par exemple le paradigme
de réécriture. Aprés avoir exposé quelques contre-exemples a la normalisation
et a ’élimination des coupures, je décris des techniques permettant de les as-
surer pour certaines classes de théories : j’expose ’approche de Gilles Dowek
et la notion de superconsistance, ’approche sémantique de Olivier Hermant
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ainsi que approche par complétion de Guillaume Burel et Claude Kirchner.
Je décris aussi les méthodes de démonstration automatique de résolution et
narrowing ENAR et des tableaux TaMeD basées sur la déduction modulo en
expliquant pourquoi ’admissibilité des coupures est essentielle pour la com-
plétude de ces méthodes.

Au chapitre 6, je présente le paradigme de superdéduction personnifié par les sys-
témes de superdéduction naturelle ainsi que par les systémes de superdéduc-
tion. Je montre que se posent les mémes problémes d’admissibilité des cou-
pures et de normalisation que dans le cas de la déduction modulo. A I'aide
d’un langage de termes de preuve pour la superdéduction ainsi que d’une pro-
cédure d’élimination des coupures tous deux inspirés de la thése de Christian
Urban, je prouve un résultat de normalisation forte pour la superdéduction.
Jexpose aussi comment combiner déduction modulo et superdéduction puis
je présente une méthode des tableaux pour les systémes de superdéduction
modulo obtenus basée sur la méthode TaMeD de Richard Bonichon pour la
déduction modulo. Enfin pour démontrer les bienfaits des systémes de su-
perdéduction appliqués a la conception de systémes de preuve interactifs, je
décrit le prototype d’assistant a la preuve Lemuridee que j’ai programmé avec
Paul Brauner.

Au chapitre 7 et en me basant sur la permutabilité des inférences de LK, je montre
comment une hypothése de synchronicité permet de traduire toute preuve
en déduction modulo sans coupure en une preuve en superdéduction mo-
dulo sans coupure et inversement. J'obtiens ainsi un résultat d’équivalence
entre ces deux systemes déductifs : en particulier sous cette méme hypo-
thése de synchronicité, I’admissibilité des coupures dans un systéme implique
I’admissibilité des coupures dans ’autre. Enfin en comparant superdéduction
et focusing, je décris un traitement des axiomes similaire a celui de la superdé-
duction basé sur un paradigme de multifocusing pour la logique classique. Je
montre alors que la complétude des systémes obtenus n’est plus conditionnée
par les hypothéses de synchronicité conditionnant la complétude des systémes
de superdéduction.

Contributions

Parmi les développements exposés dans cette these, voici mes contributions :

1. J’ai démontré la confluence du rho-calcul en appel par valeur (propriété 1.3.2) en
sous-section 1.3.3 et j’ai mis au point un encodage des systémes de réécriture de
termes sans restriction de convergence dans le calcul de réécriture présenté en
sous-section 1.3.5 avec le concours de Horatiu Cirstea et Benjamin Wack (Cirstea
et al., 2006a).

2. Les représentations des séquents en deux dimensions et des réseaux de preuve en

trois dimensions exposées en section 4.4 font aussi partie de mes contributions
personnelles. Je les ai exposées dans un article en cours (Houtmann, 2009).



. Avec Paul Brauner et Claude Kirchner (Brauner et al., 2007a,b), nous avons défini
les systémes de superdéduction pour le calcul des séquents classique présentés en
sous-section 6.1.2, nous avons montré leur correction et complétude (propriétés
6.1.4 et 6.1.5) et nous avons développé le langage de termes de preuve exposé en
sous-section 6.2.2 et la preuve de normalisation forte (propriété 6.2.6).

. J’ai montré en section 7.1 comment des hypothéses de synchronicité permettent
d’écrire une traduction des dérivations sans coupure en déduction modulo vers
les dérivations sans coupure en superdéduction modulo et inversement (Hout-
mann, 2008a) (propriété 7.1.9). Cela permet ensuite de transférer les nombreux ré-
sultats d’admissibilité des coupures existants pour la déduction modulo au cadre
des systémes de superdéduction modulo. J’ai ainsi étendu la méthode des ta-
bleaux TaMeD de Richard Bonichon en une méthode des tableaux pour la su-
perdéduction modulo exposée en section 6.4 et dont la complétude est impliquée
par P'admissibilité des coupures du systéme de superdéduction modulo corres-
pondant.

. Les résultats de complétude, de normalisation forte ou d’admissibilité des cou-
pures (en particulier les propriétés 6.1.5, 6.2.6 et 7.1.9) sont conditionnées par des
hypothéses de synchronicité qui requiérent que les membres droits des régles de
prédicats soient des monopéles ou des hyperpéles. Paul Brauner, Claude Kirchner
et moi-méme (Brauner et al., 2007a) avons proposé les procédures de monopola-
risation et d’hyperpolarisation exposées en section 7.2 permettant de transformer
tout ensemble de regles de prédicats en un ensemble équivalent vérifiant ces hy-
pothéses.

. Avec Paul Brauner, nous avons programmé un prototype d’assistant a la preuve
que nous avons appelé Lemuridee. Je le présente en section 6.5. Basé sur la su-
perdéduction modulo, celui-ci propose d’étendre naturellement le calcul des sé-
quents classique en utilisant des régles de réécriture. Ce prototype permet le déve-
loppement interactif de preuves puis leur vérification. Il est aussi capable de tra-
duire des types inductifs en superdéduction, de définir des tactiques de démons-
tration complexes grace au langage de stratégies de Tom (le langage d’implantation
de Lemuridae), ou encore d’appliquer la procédure d’hyperpolarisation garantis-
sant ainsi la complétude du systéme.

. En section 7.3, j’ai poursuivi la comparaison du paradigme de superdéduction
aux connecteurs synthétiques définis par le focusing que j’avais amorcée dans
larticle publié dans les post-proceedings de TYPES 08 (Houtmann, 2008a). Cela
m’a amené a définir un systéme de multifocusing permettant de traiter des axiomes
en utilisant les connecteurs synthétiques du focusing et dont la complétude n’est
plus conditionnée par les hypothéses de synchronicité conditionnant la complé-
tude des systemes de superdéduction.
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Chapitre 1

Systemes de calcul formel

Représenter le calcul est un enjeu majeur pour les informaticiens : les langages
de programmation sont destinés a répondre a cette nécessité pratique qui implique
cependant généralement un besoin sémantique. En effet, les logiciels ne devraient
étre considérés comme dignes de confiance qu’une fois que l'on a formellement dé-
fini la maniére dont le langage de programmation agit. Ce besoin sémantique peut
étre satisfait au moyen d’un systéme formel (qui peut comprendre du calcul for-
mel) qui constitue alors la sémantique du langage de programmation. Dans le cadre
de la confiance que nous accordons aux machines effectuant nos calculs, proposer
un modéle de calcul n’est généralement pas suffisant. En effet il faut aussi prouver
un théoréme mettant en adéquation le calcul effectif et son modéle. On peut par
exemple rechercher a démontrer que certaines bonnes propriétés démontrables pour
le modele s’appliquent aussi au cas pratique. Ces propriétés peuvent étre prouvées
une bonne fois pour toutes dans le cadre de la définition de la compilation et de
I'exécution des programmes. Une approche différente est de générer une propriété
d’adéquation propre au programme en question a chaque compilation. Il faut noter
qu’au cours du XX¢ siecle, la croissance de la complexité des machines de calcul
s’est accompagnée d’une croissance de la complexité de la programmation de ces
machines. L’analyse, au moyen des modeles de calcul dont il est ici question, des
programmes qui sont alors produits et la preuve de propriétés d’adéquation telles
que nous venons de les décrire sont des tiches qui deviennent aussi d’une com-
plexité considérable. Par conséquent il s’est révélé tres efficace de reléguer ces taches
au moins partiellement aux machines de calcul elles-mémes grace a des prouveurs
automatiques ou interactifs. Finalement la confiance que nous accordons aux pro-
grammes certifiés se réduit a

- la confiance que nous accordons a la mise en oeuvre du mécanisme de vérifi-

cation des preuves;

- la confiance que nous accordons a la logique sous-jacente en supposant sa

cohérence.

Remarquons que les avancées dans le domaine des techniques de conception des
processeurs a donc directement impliqué un besoin du développement des domaines

13



14 CHAPITRE 1. SYSTEMES DE CALCUL FORMEL

de 'automatisation du raisonnement (prouveurs automatiques ou interactifs) ainsi
que de la logique formelle. Une application de cette croissance de I'informatique au
domaine des mathématiques pures est la production a I’aide de techniques de preuve
assistée par ordinateur de preuves de théorémes purement mathématiques (qui ne
sont pas motivés par un besoin de formalisation des machines de calcul) restés a I’état
de conjectures avant ’avénement du calcul automatisé a grande échelle comme par
exemple le céleébre théoréme des quatres couleurs (Gonthier, 2007).

Notons que la formalisation du calcul, bien qu’étant un pilier de la certification
de programmes informatiques, est un effort qui fut initié par les mathématiciens et
les logiciens avant que ce besoin de certification n’apparaisse. En particulier c’est en
1932 que Church (1933-1934) introduisit le lambda-calcul. Son but était d’apporter
un élément de réponse aux questions posées par la crise des fondements que tra-
versaient alors les mathématiques et il présenta le lambda-calcul comme un en-
semble de postulats pouvant servir de fondation aux mathématiques. C’est, entre
autres, cette présentation du lambda-calcul qui mena plus tard a la formalisation
de la théorie plus générale de la réécriture. Cette derniere théorie est plus générale
dans le sens bien connu que le lambda-calcul est en fait un systeme de réécriture
d’ordre supérieur, mais aussi dans le sens que c’est I’étude du lambda-calcul, parmi
d’autres théories équationnelles, qui amena a la définition de systéme de réécriture
comme un cadre d’étude de cette sorte de formalisme. Notons par exemple que la
propriété de Church-Rosser en théorie de la réécriture s’appelle ainsi car elle pro-
vient directement du théoréme de Church et Rosser (1936) prouvé initialement pour
le lambda-calcul.

La section 1.1 du présent chapitre est donc dédiée a la théorie générale de la
réécriture. La section 1.2 contient une présentation du lambda-calcul pur (c’est-a-
dire non typé). Les sections suivantes présentent des extensions intéressantes de ces
systémes : la section 1.3 présente le calcul de réécriture (aussi appelé rho-calcul)
qui est une extension directe du lambda-calcul proposant de remplacer ’abstraction
simple (sur des variables) par une abstraction sur des motifs arbitraires.

1.1 Systémes de réécriture de termes

1.1.1  Notions préliminaires sur les relations binaires

Nous présentons ici quelques notions préliminaires sur les relations binaires. Ha-
bituellement ces notions sont présentées dans le cadre général des systémes de réécri-
ture abstraits (Terese, 2003). Dans notre cas, la notion de relation binaire sera ample-
ment suffisante pour les introduire. Commencons donc tout d’abord par quelques
notations.

Notation 1.1.1. Si — est une relation binaire sur un ensemble A (c’est-d-dire un
sous-ensemble de A x A), alors nous écrirons

- a — b pour (a,b) €—;

— « pour la relation {(a,b) /b — a};
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— < pour — U «—;

— —™T pour la cléture transitive de — ;

— =1 pour la cloture réflexive de — ;

— —* pour la cléture transitive et réflexive de —.
Nous dirons que a se réduit en b (par — ) sia —* b. Si —1 et —9 sont deux relations
binaires sur un méme ensemble, alors la relation binaire —1 o —g est définie par
«a —1 0 —9 b s’il existe c tel que a —1 ¢ —2 b ». Une séquence finie de réduction
pour — est une suite finie (a;)o<i<n telle que pour tout0 < i < n—1,a; — a;q1.
Nous dirons que a admet une séquence de réduction de taille n quand il existe une
telle suite de taillen + 1 avec ag = a. Une séquence infinie de réduction pour —
est une suite infinie (a;);cN telle que pour touti € N, a; — a;41. Nous dirons que
a admet une séquence de réduction infinie quand il existe une telle séquence infinie
avec ap = a.

Il est pratique d’utiliser des relations binaires afin de représenter le calcul :

- a — b se traduit par « une étape de calcul transforme a en b » ;

- a —™ b se traduit par « des étapes de calcul transforment a en b » .
Dans ce cas, la notion de forme normale représente les résultats terminaux opposés
aux résultats intermédiaires.

Définition 1.1.1 (Forme normale). Soit — une relation binaire sur un ensemble A.
Une forme normale (pour — ) est un élément a de A tel qu’il n’existe aucun b € A
tel que a — b. De plus si c se réduit en a, nous dirons que a est une forme normale
de c.

Toujours dans 'optique de représenter du calcul par des relations binaires,

- la notion de normalisation faible représente I’existence d’un calcul menant a
un résultat terminal ;

- la notion de normalisation forte représente le fait que tous les calculs ménent
a un résultat terminal.

Définition 1.1.2 (Normalisation faible). Soit — une relation binaire sur un ensemble

A.

i Unélémenta € A est faiblement normalisant pour — s’il se réduit en une forme
normale.

ii La relation — est faiblement normalisante si tous les éléments de A sont faible-
ment normalisants pour —.

Habituellement, les éléments fortement normalisants sont définis comme les élé-
ments n’admettant aucune séquence de réduction infinie. Afin d’éviter la double né-
gation « aucune réduction infinie », on peut choisir de les définir comme les éléments
pour lesquels toute séquence de réduction est finie. Néanmoins cette formulation a
I'inélégance d’utiliser une quantification sur les séquences de réduction finies ou
infinies. Deux autres formulations sont possibles : I'une est inductive, autre est la
définition usuelle de relation bien fondée.
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Définition 1.1.3 (Normalisation forte). Soit — une relation binaire sur un ensemble
A. Soit un élément a € A. Alors les propositions suivantes sont équivalentes.

i a n’admet aucune séquence de réduction infinie.

ii Toutes les séquences de réduction de a sont finies, c’est-a-dire si (a;);en est une
suite d’éléments de A avec ag = a et a; —! a;1+1 pour tout i € N, alors
I’ensemble {i/a; — a;+1} est fini.

iii a est dans le plus petit ensemble SN tel que si pour tout c tel que b — ¢, alors

c €SN, alorsbe SN.

iv La relation — est bien fondée sur I'ensemble (a)* = {b/a —* b}, c’est-d-dire
pour tout sous-ensemble non vide A de (a)*, il existe un élément b de a tel que
pour toutc € A,b /4 c.

Un élément a € A est fortement normalisant s’il vérifie ces propriétés. La relation
— est fortement normalisante si tous les éléments de A sont fortement normalisants
pour —.

Remarquons que nos trois derniéres formulations sont plus fortes que la pre-
miére en logique intuitionniste car elles évitent la double négation « aucune ré-
duction infinie ». Lorsque 'on suppose ’axiome du choix dépendant, on peut par
exemple démontrer que la formulation i implique la formulation iii.

Démonstration de i = iii. Considérons I’ensemble SN’ des éléments a de A pour
lesquels il n’existe pas de telle suite infinie. Considérons ’ensemble S\ défini comme
étant le plus petit ensemble tel que pour tout b € A

si  pour tout c tel que b — ¢, alorsc € SN ,alors b e SN.

Montrons que SN/ C SN par contraposée. Soit donc a ¢ SN. On définit alors
une suite infinie (a;);en telle que pour tout i € N, a; ¢ SN. Cette suite est définie
inductivement comme suit: ag = a ¢ SN ;sia; ¢ SV, alors par définition de SV il
existe b € A tel que a; — betb ¢ SN et nous choisissons a; 1 = b (nous utilisons
ici I'axiome du choix dépendant). Nous obtenons ainsi une suite infinie (a;);cn telle
que ap = a et pour tout i € N, a; — a;4+1. Donca ¢ SN. O

Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité sur la relation —, nous dirons « faiblement
normalisant » et « fortement normalisant » au lieu de « faiblement normalisant pour
— » et « fortement normalisant pour — ». Nous noterons respectivement SN, et
WN_, (SN et WA lorsqu’il n’y a aucune ambiguité) les éléments fortement norma-
lisants et faiblement normalisants pour —. Remarquons que tout élément fortement
normalisant est faiblement normalisant et que toute relation fortement normalisante
est faiblement normalisante.

Les propriétés de Church-Rosser, de confluence locale et de confluence sont trois
autres concepts importants lorsqu’une relation binaire représente une notion de cal-
cul. La premiére est définie comme une généralisation de la propriété que Church et
Rosser (1936) ont prouvée pour le lambda-calcul . Cette propriété peut se formuler
de la maniere suivante.
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Définition 1.1.4 (Propriété de Church-Rosser). Une relation binaire — sur un en-
semble A a la propriété de Church-Rosser si pour tous a etb € A tels que a <* b,
il existe c € A tel quea —* cetb —"* c.

La propriété de Church-Rosser est habituellement représentée par le
diagramme

I
C
ou aréte pleine représente le lien universellement quantifié a «<* b alors que
les arétes pointillées représentent les liens existentiellement quantifiés a —* c et
b —* c¢. On peut aussi définir cette propriété par «+* C —™* o «*. Les notions de
confluence et de confluence locale s’expriment de la maniére suivante.

Définition 1.1.5 (Confluence). Soit — une relation binaire sur un ensemble A.

i Elle est localement confluente si pour tous a, a; et ay € A tels que a — ay et
a — ag, il existeb € A tel que ay —* b et ag —* b.

i Elle est fortement confluente si pour tous a, a et ay € A tels que a — ay et
a — ag, il existeb € A tel que a1 =0l petay =01 p,

iii Elle est confluente si pour tous a, ay et ay € A tels que a —* ay eta —* ag, il
existe b € A tel quea; —* b etay —* b.

Puisque (—*)* = —*, la relation — est confluente si et seulement si —* est
localement confluente si et seulement si —* est fortement confluente si et seulement
si —* est confluente. D’une maniére similaire a la propriété de Church-Rosser, la
confluence locale, la confluence forte et la confluence peuvent étre représentées par
les diagrammes suivants.

a a a
ai a2 ai az ai az
A 7 A 7 A 7

N\ 7/ N\ 7/ N\ 7/
N 7 N 7 N 7
* 4 a0k 0,1 « » 0,1 * 4 a7k

b b b

Remarquons que ces trois notions sont respectivement équivalentes a

0,1 0,1

—o0— C —*o* —o0o— C =Y o«

5

et —% o —=* C —=*o ",

Plus précisément la définition 1.1.5 contient les formes prenexes de ces trois for-
mules. Il est nécessaire de remarquer que la confluence locale seule n’implique pas
la confluence, comme le démontre le contre-exemple suivant.

YN
ae——) c—— (
£/
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Par contre, la confluence forte implique la confluence comme démontré par Newman
(1942).

Propriété 1.1.1. Une relation fortement confluente est toujours confluente.

La propriété de Church-Rosser et la confluence sont deux propriétés totalement
équivalentes.

Propriété 1.1.2. Une relation admet la propriété de Church-Rosser si et seulement
si elle est confluente.

Dans le cas ou la relation binaire représente un calcul, la confluence locale ex-
prime le fait que deux étapes de calcul partant d’'un méme objet a peuvent toujours
étre respectivement complétées afin d’obtenir un méme résultat (intermédiaire ou
terminal). De méme, la confluence exprime le fait que deux séquences d’étapes de
calcul partant d’'un méme objet a peuvent toujours étre respectivement complétées
afin d’obtenir un méme résultat. Il faut remarquer qu’une étape (ou une séquence
d’étapes) qui se termine sur une forme normale ne peut étre complétée que par une
séquence de calcul vide : si a est une forme normale et a —* b, alors a = b. Alors
la confluence d’une relation binaire a les conséquences suivantes :

i tout élément faiblement normalisant admet une unique forme normale;

ii silarelation est faiblement normalisante, alors tout élément a admet une unique
forme normale que nous noterons |a;

Une autre conséquence intéressante de la confluence est la suivante : montrer la co-
hérence de «»* en tant que théorie équationnelle se réduit a trouver deux formes
normales distinctes a # b. En effet, la cohérence d’une théorie équationnelle est
définie comme ’existence d’un modéle non trivial de cette théorie, ce qui est équi-
valent a l'existence de a et b tels que a #+* b (comme défini par exemple pour le
lambda-calcul par Barendregt (1984)). Deux formes normales distinctes a # b satis-
font obligatoirement a +* b. Sinon par confluence de —, a —* o «* b et donc
comme a et b sont des formes normales, a = b.

Nous avons déja montré que la confluence locale n’impliquait pas la confluence
dans le cas général. Néanmoins, cette implication est valide dans le cas d’une relation
fortement normalisante, comme ’a démontré Newman (1942) puis Huet (1980) par
une preuve simplifiée.

Propriété 1.1.3 (Lemme de Newman). Si une relation est a la fois fortement norma-
lisante et localement confluente, alors elle est confluente.

Nous dirons qu’une relation est convergente si elle est a la fois fortement nor-
malisante et confluente. L’intérét de la convergence d’une relation réside dans le fait
que tout élément admet une unique forme normale qu’on peut calculer simplement
par réductions successives : la normalisation forte nous assure que ce processus ter-
mine et la confluence nous assure qu’on obtiendra le méme résultat quelques soient
les réductions que I'on choisit. C’est aussi une notion clé lorsque ’on s’intéresse au
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probléme du mot : pour une certaine théorie équationnelle E, on cherche a trouver
un algorithme permettant de décider ¢t =g u pour tous termes ¢ et u. Trouver une
relation convergente — telle que t =g wu si et seulement si ¢ <-* u est une facon
de résoudre ce probléme : il suffit alors de calculer |t et |u (ce qui est rendu pos-
sible par la convergence de —). Alors t =p w si et seulement si ces deux formes
normales sont syntaxiquement égales. Notons tout de méme que trouver une telle
relation convergente est un probleme indécidable en général. En outre, il existe des
théories équationnelles pour lesquelles le probléme du mot est décidable mais qui
n’admettent pas de telle relation convergente (Terese, 2003, exercice 2.6.2.).

Enfin nous utiliserons aussi le lemme de Kénig (ou plutdt une application au
cadre de la réécriture).

Définition 1.1.6 (Branchements finis). Nous dirons qu’une relation — sur un en-
semble A est a branchements finis si pour tout élément a € A, I’ensemble {b € A/
a — b} des réduits en un pas de a est fini.

Propriété 1.1.4 (Lemme de K6nig). Siune relation — sur un ensemble A est a bran-
chement fini et si a € A admet un nombre infini de séquences finies de réduction,
alors a admet une séquence infinie de réduction.

Démonstration. Nous définissons une suite infinie (a;);en d’éléments de .4 admet-
tant tous un nombre infini de séquences finies par récurrence comme suit.

- ag = a. Notons que a admet bien un nombre infini de séquences finies.

- Supposons que nous avons déja construits les ag pour k£ < 4. Puisque 'ensemble
des réduits en un pas de a; est fini mais que ’ensemble des séquences finies
de réduction de a; est infini, alors il existe b un réduit en un pas de a; ad-
mettant un nombre infini de séquences finies de réduction. Nous choisissons
alors a;4+1 = b (nous utilisons ici 'axiome du choix dépendant).

Nous avons alors montré que a admet une séquence infinie de réduction. O

1.1.2 Algebres de termes

Nous allons a présent décrire de maniére formelle les univers qui vont représen-
ter les objets sur lesquels la réécriture opere dans le cadre des systémes de réécriture
de termes. Ces objets sont donc la représentation des données que les processus de
calcul vont manipuler. A I'instar de la représentation des données dans une machine
de Turing ou sur un disque dur, nous utiliserons ici des suites finies de symboles. Soit
donc (8%, -) un monoide libre généré par un ensemble de symboles S. Pour tous élé-
ments a et b de S*, nous écrirons habituellement ab a la place de a - b. Similairement
pour tout suite finie (a;)1<i<n, Nous noterons aja; ... ay, alaplacedeaj-asz. .. ay.
Nous supposerons que S contient trois symboles réservés (dans le sens que ces sym-
boles n’appartiendront a aucun sous-ensemble de S que nous utiliserons plus tard)
« (», «)» et «,» Dans ce contexte, une signature correspond a la déclaration d’un
ensemble de symboles de fonction ainsi que de leurs arités respectives.
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Définition 1.1.7 (Signature). Une signature est une paire (F',n) contenant un sous-
ensemble F' de S ainsi qu’une fonction n de F' vers N appelée fonction d’arité.

Pour tout symbole f € F, n(f) sera donc appelé I'arité de f. Pour tout entier
naturel k, les éléments de n~!(k) sont donc les symboles de fonction d’arité k. Les
symboles de fonction d’arité O sont aussi appelés des symboles de constante ou plus
simplement des constantes, les symboles de fonction d’arité 1, 2, 3... sont respecti-
vement appelés des symboles unaires, binaires, ternaires et ainsi de suite. Par abus
de langage, nous confondrons généralement une signature et 'ensemble de ses sym-
boles de fonctions. La notion d’algébre de termes correspond alors aux objets que
I'on a le droit de construire en utilisant ces symboles de fonctions. En particulier,
ces objets se doivent de respecter I’arité des symboles de fonction.

Définition 1.1.8 (Algebre de termes). Soit une signature o = (F,n) et X un sous-
ensemble de S (les éléments de X seront appelés des variables) tels que X N F' = ().
L’algébre de termes T, (X)) est le plus petit ensemble vérifiant la condition suivante :
pour tout f € I, pour toute suite finie (a;)1<;<n(y) telle que pour tout i, a; €
Ta(X), f(al, e an(f)) S Ta(X)

Les éléments d’une algébre de termes T, (X ) sont appelés habituellement des
termes. Si f est un symbole d’arité nulle (n(f) = 0), la notation f(a1,...,a,)
utilisée dans la définition représente en fait f() car la suite (a;)1<i<n(s) est en fait
la suite vide. Alors pour toute constante a de o, a() est un élément de T, (X) que
confondrons généralement avec a. Nous utiliserons les lettres a, b, c. . . pour repré-
senter des constantes, les lettres f, g, h ... pour représenter des symboles de fonc-
tion d’arité n > 0, les lettres ¢, u, v ... pour représenter des termes et les lettres
x,Y, 2 ... pour représenter des variables. Nous utiliserons parfois une notation in-
fixe en écrivant par exemple 2 4 3 au lieu de +(2, 3). La notion d’algébre de termes
est proche de celle de type de donnée algébrique : la signature correspond a la dé-
claration du type algébrique et I’algebre de termes peut étre vue comme son modele
concrét. Les arbres binaires sont ’exemple paradigmatique du type de donnée algé-
brique. On peut aisément les représenter en utilisant une algebre de termes.

Exemple 1.1.1 (Arbres binaires sur les entiers naturels). Soit F' I'union disjointe
{x}UNetn : F — N tel quen(x) = 0 et n(k) = 2 pour tout k € N. Alors
I’algébre de termes T{ .,y (1) est 'ensemble des arbres binaires sur les entiers natu-
rels. Les termes 2(3(*, %), x) et 10(5(%, x), 12(5(%, %), %)) représentent respective-
ment les arbres suivants.

10

A A
A A

w
*
*
*
)]

*

*
*
*
*
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Remarquons que toute algébre de termes T;,(X ) peut étre décrite par la gram-
maire hors contexte suivante :
- les symboles terminaux sont les symboles de notre monoide libre des sym-
boles;
— le seul symbole non terminal est S';
— les régles de production sont

S —x siz e X
S — f(S,...,5) sif estunsymbole de fonction de o avec arité n .
———

n fois

Soit & présent une algébre de termes quelconque T, (X).

Les symboles de variable, eux-mémes éléments de 1’algébre de termes, repré-
sentent des objets ayant une signification particuliére. Comme leur nom l'indique,
ces symboles sont des termes auquels on peut attribuer différentes valeurs prises
dans un certain ensemble. Ce point de vue oppose bien évidemment les symboles
de variable aux symboles de fonction. L’opposition est soulignée par l'utilisation
des mots « variable » et « constante » qui sont antonymes dans le langage courant. Il
serait alors logique de décréter qu’une valeur est un terme construit sans aucune va-
riable, uniquement avec des symboles de fonction. Afin de ne pas semer la confusion
(le mot « valeur » pourrait tres bien étre utilisé pour désigner les formes normales,
résultats finaux de I’évaluation du calcul), on appelle les termes sans symbole de
variable des termes clos. Nous allons a présent les définir formellement.

L’ensemble des variables d’un terme est défini de la maniére suivante.

Définition 1.1.9 (Ensemble des variables). L’ensemble des variables)(t) d’un terme
t € To(X) est défini inductivement par

V(t) ={x} sit=x€ X
L’ensemble des termes clos est défini de la fagon suivante.

Définition 1.1.10 (Termes clos). Les termes clos sont les éléments de I'ensemble
{a € To(X)/V(a) = 0} qui correspond d’ailleurs a I'algébre de termes T, (0).

Nous allons maintenant introduire diverses notions qui nous apporterons une
certaine flexibilité pour décrire des opérations sur les termes. Tout d’abord pour
tout terme ¢, 'ensemble des sous-termes de ¢ est défini comme suit.

Définition 1.1.11 (Sous-terme). Soit t un terme de T, (X). Alors I’ensemble des
sous-termes de t, dénoté sub(t), est défini récursivement par

sub(t) = {t} si t est une variable ou une constante;

sub(t) = {t} U (Urciznsub(ti)) s t=f(t1,. .. tn)

La relation de sous-terme C est définie comme {(t,t")/t € sub(¢)}.
La relation de sous-terme  est définie comme {(t,t')/t € sub(t') ett # t'}.
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Remarquons que la relation binaire C est une relation d’ordre partiel bien fon-
dée. Un terme ¢ est en fait un sous-terme d’un autre terme u s’il apparait a 'intérieur
de u. Ce concept est toutefois assez superficiel : en effet le sous-terme peut appa-
raitre plusieurs fois. Afin de manipuler ces occurrences de sous-termes de maniere
plus précise, on peut utiliser différentes notions. Nous allons en introduire deux qui
sont équivalentes : nous pourrons dire que ¢ est un sous-terme de u a la position v,
ou encore que ¢ est un sous-terme de u dans le contexte C'. Commencons par définir
la notion de contexte.

Définition 1.1.12 (Contexte). Soit un symbole [ qui n’est ni un symbole de fonction,
ni un symbole de variable. Alors un contexte est un terme de ’algébre de termes
To(X U {O)).

L’arité d’un contexte est le nombre de symboles L1 qu’il contient. Elle peut étre
définie formellement comme suit : ’arité d’'une variable de X ou d’une constante
est 0; I'arité du symbole U est 1; pour tout symbole de fonction d’arité n > 0,
l'arité d’un contexte f(C1,...,C),) est la somme des arités des contextes C; pour
1 < i < n. Remarquons que tout terme (c’est-a-dire tout élément de 7, (X)) est un
contexte (c’est-a-dire un élément de T,,(X U {(J})) d’arité 0. Les contextes d’arité
1, 2, 3... sont respectivement appelés des contextes unaires, binaires, ternaires et
ainsi de suite. Si C' est un contexte et ¢ un terme, alors C[t] est le remplacement du
symbole [ par le terme ¢, défini comme suit :

siC =0 alors Clt] =t;
siC = f(Cy,...,Cp) alors  Ct] = f(C1[t],...,Cyult]);
sinon (dans ce cas, C est un terme)  alors C[t] =C .

La notion d’occurrence dans un contexte est alors définie comme suit.

Définition 1.1.13 (Occurrence dans un contexte). Nous dirons que u admet n oc-
currences de t dans le contexte C' si C' est un contexte d’arité n > 0 et u = C|[t].

Les contextes unaires sont alors un cas particulier intéressant : ils nous per-
mettent de souligner une occurrence précise d’'un sous-terme. Par exemple
10(5(*, ), 12(5(*,x),*)) admet deux occurrences de 5(x,*) dans le contexte
10(0, 12(0, x)). On peut aussi dire que 10(5(x, *), 12(5(x, *), x)) admet une oc-
currence de 5(x, x) dans le contexte 10(5(x, x), 12(0J, ) ). Ces deux assertions sont
illustrées par les diagrammes suivants.

A A

* *x K

A

* *

A

*x K% *x K
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Nous dirons que C est un contexte de u s’il existe ¢ tel que C[t] = u.
Une autre notion permet de parler d’occurrences avec la méme précision : celle
de position. Nous la définissons de la facon suivante.

Définition 1.1.14 (Position dans un terme). Une position est une suite finie d’entiers
naturels non nuls, potentiellement vide. Nous noterons ¢ la suite vide. Pour tout terme
t dans l'algebre de termes T, (X)) et toute position v, le terme t),, est defini par

ty =1 Siv=c¢;
ty =ty sit= f(t1,...,ty) etv =14, avecl <i <n.

Remarquons que |, n’est pas défini pour tout terme t et toute position v :
par exemple si ¢ est une constante ou une variable, la seule position v telle que
t|, est bien défini est la position vide . Les positions d’un terme ¢ sont les posi-
tions v pour lesquelles ?|, est effectivement défini. Par exemple les positions du
termes 10(5(x, x), 12(5(%, *), %)) de 'exemple 1.1.1 sont celles représentées sur le
diagramme suivant.

10 (9
5 (M 12 2
/\ /\
* (1,1) * (1,2) 5 (2,1) * (2,2)
/\
* (2,1,1) * (2,1,2)

On peut alors définir la notion d’occurrence a une position donnée comme suit.

Définition 1.1.15 (Occurrence a une position). Nous dirons que u admet une occur-
rence de t a une position v siu, = t.

Par exemple 10(5(%, *), 12(5(*, *), %)) admet une occurrence de 5(x, x) ala po-
sition 1 ainsi qu’a la position 2, 1. Remarquons que raisonner sur les occurrences en
termes de contextes est équivalent a raisonner sur les occurrences en termes de posi-
tions. On peut en fait, pour un terme donné u, définir un fonction v, traduisant tout
contexte de u d’arité n en liste contenant n positions distinctes de u de la maniere
suivante:si C' = Oalors v, (C) = e;siC = f(Cy...Cyp)alorsu = f(u,...,up)
et 7, (C') est la concaténation des listes ~y,,,(C;) pour ¢ de 1 a n; sinon (dans ce cas,
C est un terme), v, (C) est la liste vide. La fonction v, renvoit en fait la liste des po-
sitions de [ dans le contexte en question. Alors le jugement « u admet n occurrences
de t dans le contexte C' » est équivalent au jugement « v admet une occurrence de ¢
pour chacune des n positions de la liste 7, (C') ». En particulier si C' est un contexte
unaire, on obtient une liste contenant une seule position. Inversement on peut défi-
nir une fonction §,, traduisant toute position v de u en un contexte C' unaire de la
facon suivante : si v = ¢, alors 0,(v) = O;siv = k, v/, alorsu = f(u,...,uy)
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avecl < k < netd,(v) = flur,...,ug—1,0u, (V') uks1,- .., uy,). Alors le ju-
gement « u admet une occurrence de ¢ a la position v » est équivalent au jugement
« u admet une occurrence de ¢ dans le contexte 0, (1) ». Pour tout terme ¢ et toute
position v de ¢, nous noterons t[ |, le contexte d;(v).

Il est possible de redéfinir la relation d’ordre C en utilisant les notions de contexte
ou de position : en effet les trois propositions suivantes sont équivalentes.

-tCu

- il existe un contexte C différent de [J tel que u = C[t];

- il existe une position v différente de ¢ telle que u|, = ¢.

Remarquons aussi que si v et v/ sont deux positions d’un terme ¢ telles que v est un
préfixe strict de v/, alors ¢),, T #},,. De maniére similaire, on peut définir la notion
de préfixe en termes de contextes : tout d’abord le remplacement par un terme ¢ du
symbole [J dans un contexte C' peut étre facilement étendu au remplacement par un
contexte C’, alors dénoté C'[C']. Nous dirons que C' est un préfixe de C[C”]. En outre,
si C' # [, nous parlerons de préfixe strict. En effet dans ce cas, C' # C[C"] . Alors
si C7 et C5 sont deux contextes unaires, ¢ est un terme admettant une occurrence
de w7 dans le contexte Cy et une occurrence de us dans le contexte Cs et si Cy est
un préfixe strict de Cy, alors u C us.

Les termes représentent des données. En particulier une constante est une don-
née atomique et un terme construit par un symbole de fonction d’arité n et une
suite finie de n sous-termes est une donnée composée. Dans le but de modéliser
des processus de calcul agissant sur ces données, la réécriture propose d’utiliser des
relations binaires sur des algebres de termes. Il est alors important de savoir formel-
lement caractériser le fait que le calcul peut se produire a n’importe quelle position
du terme, ou de facon équivalente dans n’importe quel contexte.

Définition 1.1.16 (Relation stable par contexte). Une relation binaire > sur T, (X)
est stable par contexte si pour tous termes t et u, sit > u, alors C[t] > Cu] pour
tout contexte C' unaire.

Si D> est une relation binaire sur T, (X ), la cloture par contexte de > est définie
comme la plus petite relation stable par contexte contenant [>.

Définition 1.1.17 (Congruence). Une congruence est une relation d’équivalence stable
par contexte.

La raison pour laquelle les éléments de X sont appelés des symboles de variable
est la suivante : ils peuvent prendre différentes valeurs, c’est-a-dire, au cours d’un
processus de calcul, étre remplacés par un autre terme. Cette opération de rempla-
cement s’appelle une substitution.

Définition 1.1.18 (Substitution). Une substitution o est une fonction de I'ensemble
des variables X vers T,,(X) telle que {x € X /o(x) # x} est fini. Cet ensemble
est appelé le domaine de o et dénoté dom(o). L’ensemble o(dom(o)) est appelé le
codomaine de o et est dénoté codom(o). L’application d’une substitution o d un
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termet € To(X) dénotée to est définie inductivement par

to = o(x) sit est une variable x ;
to = f(tio,...,tho) sitest f(t1,...,tn) .

Une substitution o dont le domaine est {x; /1 < i < n} seranotée [t1/x1,...,t,/
xy) ol pour i entre 1 et n, t; est le terme o(x;).

Exemple 1.1.2. Rappelons que les fonctions sur T, (X ) peuvent étre vues comme des
relations binaires qui relient un antécédent a son image. Un couple (t,u) appartient
d la relation correspondant a la fonction f quand f(t) = u. La fonction f est stable
par contexte lorsque pour tous t et u tels que f(t) = u, pour tout contexte unaire
C, (C[t],Clu]) appartient a la relation, c’est-a-dire f(C[t]) = Cu] = C[f(t)].
En particulier puisque les substitutions sont des fonctions sur T, (X), ce sont des
relations binaires. Un substitution o est donc stable par contexte si pour tout terme
t et tout contexte unaire C, (C[t])o = C|to].

i Sila signature o ne contient que des symboles d’arité n < 1, alors les substitu-
tions sont stables par contexte.

ii Si la signature o contient au moins un symbole d’arité n > 1, alors la seule
substitution stable par contexte est I'identité.

Dans le premier cas, tout contexte unaire C' est de la forme

Alf2( fu(@).0)

Dans ce cas, sit et u sont deux termes et o une substitution tels que t = uo, alors
C[t] = Cluo] = (Clu])o. Cela démontre que les substitutions sont stables par
contexte.

Dans le deuxieme cas, il existe un symbole d’arité n > 1 que nous notons f.
Soit une substitution o stable par contexte. Soit t un terme. Démontrons a présent
que to = t. Considérons le contexte C = f(O0,¢,...,t). Puisque o est stable par
contexte, C[to] = (C|[t])o. D'ou f(to,t,...,t) = f(to,to,...,to), ce qui dé-
montre que to = t (pour tout t).

En plus de la composition usuelle des fonctions qui est séquentielle, nous définis-
sons a présent une maniére parallele de combiner deux substitutions : deux substitu-
tions o et o’ sont dites compatibles si leur union en tant que relations est une relation
fonctionnelle. Cette compatibilité est réflexive et symétrique. Alors si o et o’ sont
deux substitutions compatibles, leur union en tant que relations est une substitution
que nous noterons o ¢ o’. L’opération & est d’ailleurs associative, commutative et
idempotente, ce qui nous permet alors de définir de maniére unique la combination
suivante de n substitutions compatibles deux a deux.

@ oi=(..(c1®02) - Doy)

1<isn

Enfin la notion de relation substitutive caractérise formellement les relations qui
respectent la sémantique des symboles de variables apportée par les substitutions.
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Définition 1.1.19 (Relation substitutive). Une relation > est substitutive si pour tous
t1 etty tels que ty > to, alors pour toute substitution o, t10 > ta0.

Lorsque la relation en question est aussi une congruence, nous parlerons de théo-
rie équationnelle.

Définition 1.1.20 (Théorie équationnelle). Une théorie équationnelle est une
congruence substitutive. Si E' est une relation binaire sur T, (X), c’est-a-dire un
ensemble de couples de termes, alors la théorie équationnelle engendrée par I, que
nous noterons généralement =g, est la plus petite théorie équationnelle contenant

E.

La notion de substitution est une notion tout a fait similaire a la notion de rem-
placement que nous avons définie pour les contextes. En fait la notation C|t] est
équivalente a C[t/0J] . Nous avons vu que cette notion de remplacement induisait
une relation d’ordre partielle : la relation de sous-terme C. Quant a elles, les substi-
tutions permettent de définir un préordre.

Définition 1.1.21 (Renommage). Nous dirons qu’une substitution est un renommage
si c’est en fait une fonction bijective de X vers X. S’il existe un renommage o tel
quet = uo, alors nous dirons quet est un renommage de u. Nous le noteronst = u.
La relation =2 est une relation d’équivalence.

Définition 1.1.22 (Subsomption). S’il existe une substitution o telle que t = uo,
alors nous dirons que u subsumet et que t est une instance de w. Nous le noterons
u < t. Enfinsiu < t ett 2 u, alors nous noterons u < t. Pour les substitutions,
nous dirons que o1 subsume o2 et nous le noterons o1 < o2 s’il existe une troisiéme
substitution o3 telle que 03 0 01 = 09.

Sur les termes, la relation < est bel et bien un préordre. Remarquons que sur
les classes d’équivalence de =, nous obtenons un inf-demi-treillis : Tout d’abord on
peut prouver que t < uetu < ¢ si et seulement si ¢ = u. En outre si ¢ et v sont deux
termes, il existe toujours un terme v tel que ¢ et u sont tous les deux des instances
de v. Notons par ailleurs qu’il n’existe pas de suite (¢;);cn telle que pour tout 7,
ti+1 < t;. On peut alors démontrer que si ¢ et u admettent une instance commune,
alors ils admettent un infimum, c’est-a-dire une instance commune plus générale
que toutes leurs autres instances. Cette instance commune plus générale est unique
modulo renommage. Elle sera notée pgci(t, u). Voici quelques exemples.

- succ(z) et x admettent des instances communes : par exemple succ(succ(y)).

Leur pgci est la classe d’équivalence modulo renommage de succ(z).

- plus(z, zero) et plus(z, succ(y)) n’admettent pas d’instance commune.

- plus(z, succ(y)) et plus(succ(y), x) admettent des instances communes : par
exemple plus(succ(zero), succ(zero)) et plus(succ(zero), succ(succ(y))). Leur
pgci est la classe d’équivalence modulo renommage de plus(succ(x), suce(y)).

Notons que si ¢ et © admettent une instance commune, c’est qu’il existe deux
substitutions potentiellement différentes o et o’ telles que v = to = uo’. Lorsque



1.1. SYSTEMES DE REECRITURE DE TERMES 27

ces substitutions sont égales, on dit que ¢ et u sont unifiables et que o est un uni-
ficateur de t et u. Deux termes peuvent admettre une instance commune sans étre
unifiables : par exemple x et f(2) admettent bel et bien une instance commune (par
exemple f(z)) mais aucun unificateur. Si deux termes sont unifiables, il existe tou-
jours un unificateur minimal pour < unique sur les classes d’équivalence modulo
renommage. On I'appelle I'unificateur le plus général.

Un probléme de filtrage pose la question « Est-ce que ¢ est une instance de [ ? ».

Définition 1.1.23 (Filtrage). Un probléme de filtrage est un couple de termes <t
Une solution d’un probléme de filtrage | < t est une substitution o telle que lo = t.

2

Bien entendu, le probléme de filtrage | < ¢ admet une solution si et seulement
si ] X t. Le probléme de décision qui consiste a répondre par I’affirmative ou la
négative a la question « Est-ce que ¢ est une instance de [ ? » est algorithmiquement

décidable. Alors lorsqu’elle existe, la solution au probéme de filtrage | < ¢ est calcu-
lable. En outre cette solution est unique.

Propriété 1.1.5 (Décidabilité et unicité du filtrage). L’algorithme suivant prend comme
argument un probléme de filtrage | < t et retourne en temps fini une solution o s’il
en existe une, FAIL s’il n’en existe aucune.

— Sil est une variable x, alors retourner {t/x}.

- Silest f(li,...,1ly), sit est f(t1,...,tyn), alors pour tout 1 < i < n, cal-
culer une solution o; del; % t;. Si les o; sont compatibles deux a deux, alors
retourner 1 ¢;<,, (0;), sinon retourner FAIL.

— Sinon retourner FAIL.

En outre un telle solution est toujours unique.

Le filtrage tel que nous venons de le définir et qu’on appelle généralement filtrage
syntaxique est un cas particulier du filtrage équationnel : la question que l'on se
pose alors est « Est-ce que ¢ est une instance de w dans la théorie équationnelle
engendrée par E/? » . On peut reformuler cette question par « Est-ce qu’il existe
une substitution o telle que ¢ =g uo ? » . Le filtrage syntaxique est alors 'instance
du filtrage équationnel pour la théorie équationnelle engendrée par la relation vide
() : la relation = représente alors I’égalité syntaxique. Notons que les propriétés
d’unicité et de décidabilité du filtrage peuvent étre perdues lorsqu’on étudie des
problémes de filtrage équationnel. Lorsqu’il n’existe toujours qu’une unique solution
aux problemes de filtrage, on dit que le filtrage est unitaire.

1.1.3 Systémes de réécriture de termes

Comme I’explique la sous-section 1.1.1, nous souhaitons représenter le calcul
par des relations binaires. Comme I’explique la sous-section 1.1.2, nous souhaitons
représenter les données sur lesquelles le calcul opére par des termes d’une algébre de
termes T, (X'). Nous possédons donc les deux ingrédients nécessaires a la construc-
tion de systémes de réécriture. Dans cette sous-section, nous supposons a nouveau
donné une algébre de termes T}, (X). Alors une relation de réécriture (sur T, (X))
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est une relation binaire qui est substitutive et stable par contexte. Commengons par
définir les notions de régle de réécriture et de systéme de réécriture.

Définition 1.1.24 (Regle et systéme de réécriture). Une régle de réécriture est un
couple de termes | — r tel que V(r) C V(I). Les termes | et r sont respectivement
appelés la partie gauche et la partie droite de la régle. Un systéme de réécriture est
un ensemble de régles de réécriture.

La relation de réécriture induite par un systéme de réécriture est alors définie
comme suit.

Définition 1.1.25 (Relation de réécriture). Soit R un systéme de réécriture.
— La relation de réécriture en téte en un pas associée a R, notée —r, est la plus
petite relation substitutive qui contient R, c’est-a-dire

lo —x ro  pour toute substitution o et toute réglel — r € R .

— La relation de réécriture en un pas associée a R, notée —R, est la plus petite
relation stable par contexte qui contient —g, c’est-a-dire

Cllo] —r Clro]

pour tout contexte unaire C, toute substitution o et toute réglel — r € R.
— La relation de réécriture associée a R est la cloture réflexive et transitive de
—R, Notée —x,.

La restriction V(r) C V(I) de la définition 1.1.24 permet d’éviter des régles
comme [ — y avec y ¢ V(l). En effet, par substitutivité, toute instance de [ se ré-
duit par cette régle en n’importe quel terme de T}, (X). Nous dirons qu’un systéme
de réécriture R est respectivement Church-Rosser, confluent, localement confluent,
fortement ou faiblement normalisant, convergent quand la relation — I’est. La dé-
finition de I’addition sur les entiers de Peano constitue un exemple paradigmatique
de relation de réécriture.

Exemple 1.1.3 (Arithmétique de Peano). Considérons la signature contenant une
constante zero, un symbole unaire succ ainsi qu’un symbole binaire plus. La repré-
sentation . d’un entier n € N est définie inductivement par 0 = zero etn + 1 =
succ(m). Considérons alors le systéme de réécriture contenant les régles

plus(z,zero) — x
plus(x,succ(y)) — succ(plus(z,y))

Ces régles correspondent bien sir a une programmation récursive de la fonction
d’addition. Celle-ci s’écrit par exemple en Caml comme suit.

let rec plus x = function
0 ->x
| 'y -> (plus x (y-1))+1;;
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Le terme plus(succ(succ(zero)), succ(zero)) représente par exemple 2+ 1. Il ad-
met d’ailleurs 3 comme forme normale.

plus(succ(succ(zero)), succ(zero)) —x succ(plus(succ(succ(zero)), zero))
—x succ(succ(succ(zero)))
= 3

Notons que le systéme de réécriture R est en fait convergent (sa confluence sera
montrée par la propriété 1.1.6). L’ensemble des formes normales est {i/n € N}.
Enfin notons que si |t =T et |[u = m, alors | plus(t,u) = n+ m.

Lorsque nous considérerons une régle de réécriture [ — 7, nous dirons qu’une
instance lo de [ est un redex. Parfois, il sera pratique de nommer les régles de ré-
écriture. Une régle de réécriture [ — r nommeée p sera alors notée p : | — r. Un
redex pour cette régle sera alors appelé un p-redex. Comme nous 1’avons expliqué
dans la section 1.1.1, un lien ¢ — w représente une étape de calcul. Cette étape de
calcul peut néanmoins se décomposer de la facon suivante : trouver tout d’abord un
redex, c’est-a-dire un contexte C' tel que t = C[t'] et tel que le probléme de filtrage
l —% t" admet une solution o ; appliquer ensuite successivement cette solution o puis
le contexte C' au terme 7.

Certains criteres syntaxiques assurent la confluence d’un systéme de réécriture.
Nous allons définir a présent les notions de chevauchement et de paire critique.

Définition 1.1.26 (Chevauchement). Nous dirons qu’un terme l; en chevauche un
deuxieme terme l3 il existe une position v del telle que l1),, n’est pas une variable
et ll|,, et lo admettent une instance commune, c’est-a-dire qu’il existe deux substi-
tutions o et o’ tels que Iy, 0 = lz0’. Nous dirons que deux termes se chevauchent
si Pun des deux chevauche Iautre. Nous dirons que deux régles de réécriture se che-
vauchent si leurs parties gauche se chevauchent.

Remarquons que cette définition peut étre aussi écrite en termes de contexte : [y
chevauche I3 sil; = C[t] ot n’est pas une variable et ¢ et [ admettent une instance
commune,

Exemple 1.1.4 (Arithmétique de Peano 2). Les deux régles de réécriture du sys-

téme de 'exemple 1.1.3 ne se chevauchent pas : Les positions de plus(x, zero) qui ne

pointent pas vers une variable sont € et 2 et représentent respectivement les termes

plus(z, zero) et zero. Clairement ils ne partagent pas d’instance avecplus(z, succ(y)).
De méme les positions de plus(x, succ(y)) qui ne pointent pas vers une variable sont

€ et 2 et représentent les termes plus(x, succ(y)) et succ(y). s ne partagent pas non

plus d’instance avec plus(z, zero).

Si l'on rajoute a présent la régle plus(zero,z) — x au systéme, nous obtenons
les trois parties gauches plus(x, zero), plus(z, succ(y)), plus(zero, x) . Remarquons
que la derniéere partie gauche chevauche a la fois la premiére et la deuxiéme a la
position € : le premier chevauchement est obtenu avec ’instance plus(zero, zero), le
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deuxiéme avec I'instance plus(zero, succ(y)). Le deuxiéme chevauchement est illus-
tré par les arbres suivants, représentant respectivement les deux parties gauches puis
Iinstance commune. Notons que cette instance commune est en fait le pgci.

plus plus plus

/ \

T succ Zero T Zero succ

Y Y

Définition 1.1.27 (Paire critique). Soit deux régles de réécriturely — r1 etly — 19
qui se chevauchent. Alors [y = C[t] out n’est pas une variable et t et ly admettent
une instance commune et donc un pgci. Il existe donc deux substitutions o et o’ telles
que to = loo’ = pgci(t,l2). On peut d’ailleurs supposer que dom(c) = V(t) et
V(to)NV(C) = 0. Alors la paire critique de ce chevauchement est la paire (modulo
renommage) (110, Corao’]).

Remarquons que les éléments r10 et Co[rao’] de la paire critique d’un chevau-
chement entre Iy — 71 et lo — 7o sont les résultats d’une étape de réécriture a
partir de /10 en utilisant respectivement la premiére régle dans le contexte vide et
la deuxiéme régle dans le contexte C'o.

lioc = Colto] = Co[l2o]

/ \

o Colreo’]

Les paires critiques d’un systéme de réécriture sont les paires critiques des che-
vauchements de ses régles de réécriture. Nous dirons qu’une paire critique (¢, u) est
convergente si ¢ et u se réduisent vers un méme terme. La convergence de toutes les
paires critiques d’un systéeme implique la confluence locale, comme I’ont démontré
Knuth et Bendix (1970) puis Huet (1980).

Propriété 1.1.6 (Paires critiques). Si toutes les paires critiques d’un systéme de ré-
écriture sont convergentes, alors le systéme est localement confluent. Si le systéme
est fortement normalisant, alors le systéme est confluent.

La deuxiéme assertion est évidemment une conséquence directe de la premiére
et du théoréme 1.1.3. Pour tout systéme fortement normalisant, la convergence de
toutes les paires critiques est donc équivalente a la confluence du systéme.

Exemple 1.1.5 (Arithmétique de Peano 3). Reprenons les systémes de réécriture pré-
sentés dans les exemples 1.1.3 et 1.1.4 :

plus(z, zero) —
plus(z, succ(y)) — succ(plus(z,y))
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et
plus(z,zero) — =z
plus(zero,z) — x
plus(z, succ(y)) — succ(plus(z,y)) .

Prouver que ces deux systémes terminent est un exercice plutot facile. Prouver qu’ils
sont confluents I’est aussi grdce a la propriété 1.1.6. En effet le premier n’admet au-
cun chevauchement et donc aucune paire critique. Il est donc localement confluent,
confluent par la propriété 1.1.3 et donc convergent. Quant au deuxiéme, il admet les
paires critiques (zero, zero) ainsi que (succ(y), succ(plus(zero, y))). La premiére est
trivialement convergente. La deuxiéme est aussi convergente car plus(zero, y) — y.
Le deuxiéme systéme est donc aussi localement confluent et confluent par la pro-
priété 1.1.6 et convergent par la propriété 1.1.3.

Dans le cas de systémes qui ne sont pas fortement normalisants, la conver-
gence de toutes les paires critiques n’implique pas forcément la confluence comme
le montre le contre-exemple de Klop (1980) :

A — C(A)
Clx) — D(z,0(x))
D(z,z) — E.

Ce systeme n’admet pas de paire critique. La propriété 1.1.6 montre qu’il est donc
localement confluent. Néanmoins il n’est pas confluent puisque C'(A) se réduit a la
fois en F et C(E) et puisque ces deux termes n’admettent pas de réduit commun.
Il nous faut remarquer que la partie gauche de la régle D(z,2) — E contient
deux occurrences de la variable x. Une telle régle de réécriture est alors appelée
non-linéaire a gauche.

Définition 1.1.28 (Regle de réécriture linéaire). Une régle de réécriture est linéaire
a gauche (respectivement a droite) si sa partie gauche (respectivement droite) ne
contient pas deux occurrences distinctes d’'une méme variable.

Nous dirons qu’un systéme de réécriture est linéaire (& gauche ou a droite) si
toutes ses régles de réécriture le sont. On attribue généralement la cause de non-
confluence du contre-exemple de Klop a sa non-linéarité a gauche. En effet ce sys-
téme de réécriture n’admet aucun chevauchement (et donc aucune paire critique), et
s’il avait été linéaire a gauche, il aurait été confluent, comme le montre la propriété
1.1.7 suivante. De tels systemes sont d’ailleurs appelés des systémes orthogonaux.

Définition 1.1.29 (Systéme de réécriture orthogonal). Un systéme de réécriture est
orthogonal s’il est linéaire a gauche et s’il n’admet aucun chevauchement.

Propriété 1.1.7 (Huet, 1980). Si un systéme est orthogonal, alors il est confluent.

Une sous-classe des systémes orthogonaux a laquelle nous nous intéresserons
est la classe des schémas de programmes récursifs.
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Définition 1.1.30 (Schémas de programmes récursifs (SPR)). Un schéma de pro-
gramme récursif est un systéme de réécriture R sur une algébre de termes T, (X ) tel

que (i) la signature o peut étre partitionnée en deux ensembles disjoints { f1, ..., fn}
et{g1,...,9m}; (ii) R contient exactement pour chaque symbole f; une régle de la
forme fi(x1,...,x,) — t ou les variables xy, sont disctinctes deux a deux.

Un tel systeme est orthogonal et donc confluent. En outre, la décidabilité
de la normalisation faible et forte ont été démontrées par Khasidashvili (1993a,b).

Propriété 1.1.8. Pour les SPR, la normalisation forte et la normalisation faible sont
des propriétés décidables.

1.2 Lambda-calcul

En tant que théorie générale des fonctions mathématiques, le lambda-calcul fut
introduit par Church (1933-1934) dans le cadre de recherches des fondements des
mathématiques. Bien que Kleene et Rosser (1936) ont démontré I'inconsistance du
systéme original de Church , le lambda-calcul est une approche couronnée de succés
en ce qui concerne un effort de formalisation légérement moins ambitieux et qui
avait lieu au méme moment : la formalisation du calcul. Church (1936) avait déja
proposé la notion de lambda-définissable, basée sur le lambda-calcul, comme un
candidat a la définition formelle de la notion d’effectivement calculable. Un peu plus
tard quand Turing (1936, 1937) proposa sa propre analyse des machines de calcul par
les notions universellement acceptées de Machines de Turing et de Turing Calcu-
lable, il prouva lui-méme que cette derniére notion était équivalente a la notion de
lambda-définissable.

Aujourd’hui le lambda-calcul en tant que modéle de calcul est un outil per-
formant pour 'informaticien théorique. En effet et contrairement a ’approche bas
niveau de Turing, le lambda-calcul se base sur des notions haut niveau qui sont
des pierres d’angles de la plupart des langages de programmation : les variables re-
présentant les données et les abstractions (fonctions) représentant des procédures.
Par conséquent, il peut se révéler utile de construire la traduction d’un langage de
programmation vers le lambda-calcul afin de donner une sémantique formelle au
langage. C’est ce que proposait déja Landin (1965) pour le langage ALGOL en 1965.
Le succés du lambda-calcul par cette approche mena alors a la définition de lan-
gages de programmation fonctionnels comme OCaml (Leroy et al, 2009) ou encore
Haskell (Peyton-Jones, 2003) qui ne sont plus reliés a la couche matérielle qu’au tra-
vers de la compilation. Ces langages sont directement inspirés par la syntaxe et la
sémantique du lambda-calcul et par conséquent bénéficient de son grand pouvoir
expressif. Le pont construit par Turing entre le lambda-calcul et le calcul bas niveau
n’a cependant pas comblé la bréche : c’est en effet toujours aujourd’hui un domaine
de recherche actif qui a produit des techniques tres efficaces comme les indices de
De Bruijn (1972) ou les substitutions explicites (Abadi et al., 1991; Bloo et Rose, 1995;
Benaissa et al., 1996).
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A Tinstar des informaticiens, les logiciens n’ont pas non plus abandonné le
lambda-calcul. En effet De Bruijn (1968) proposa un systéme informatique appelé
Automath dédié a la construction de preuves mathématiques formelles. Le méta-
langage qu’il utilisa pour formaliser les preuves est trés proche du lambda-calcul.
Beaucoup plus tot, Curry (1934) avait observé que les combinateurs de sa Logique
Combinatoire (un systéme équivalent au lambda-calcul) correspondaient en fait aux
schémas d’axiomes de la logique intuitionniste implicationnelle, puis (1958) qu'un
fragment de la Logique Combinatoire coincidaient avec un fragment des systémes
déductifs a la Hilbert. Enfin Howard (1980) observa que la déduction naturelle in-
tuitionniste de Gentsen peut étre interprétée comme une variante typée du lambda-
calcul : au travers d’un systeme de typage, les preuves en deduction naturelle sont
mises en correspondance avec une certaine classe de lambda-termes (les termes sim-
plement typés). Cette correspondance de Curry-De Bruijn-Howard admet alors cer-
taines propriétés intéressantes :

Subject Reduction Les calculs effectués dans le lambda-calcul (béta-
réduction...) a partir de preuves valides en déduction naturelle renvoient des
preuves valides en déduction naturelle.

Normalisation Forte Les calculs effectués dans le lambda-calcul a partir de
preuves valides en déduction naturelle terminent. On obtient alors une preuve
en forme normale, c’est-a-dire analytique.

L’intérét du lambda-calcul en théorie de la preuve provient alors de certaines pro-
priétés des preuves analytiques telles que par exemple la propriété du témoin.

Le sujet de cette section est d’introduire le lambda-calcul pur comme modéle for-
mel du calcul. Les aspects logiques ainsi que la correspondance de Curry-De Bruijn-
Howard seront traités dans le chapitre 3. Plus de détails concernant le lambda-calcul
se trouvent dans 'ouvrage de Barendregt (1984).

1.2.1 Syntaxe du lambda-calcul
Soit X un ensemble infini de variables.

Définition 1.2.1 (Lambda-termes). Soito = (F'U{app},n) une signature telle que
— il existe une bijection A : X — F';
— pour toutx € X, n(A(x)) =1;
- n(app) = 2.

Alors I'ensemble des lambda-termes est défini comme I’algébre de termes T,,(X).

Nous écrirons Az.t au lieu de f(¢) si f = A(z). Nous écrirons aussi t1 t2 au lieu
de app(t1,t2). En fait, 'ensemble des lambda-termes peut étre aussi défini comme
le langage hors contexte généré par la grammaire hors contexte dont le seul symbole
non terminal est S et qui contient les régles suivantes.

S —x sixeX
S —(M.S) sizeX
S —(85S)
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Cette grammaire peut étre écrite alternativement sous forme de Backus-Naur.
S =z | (Az.9) | (SS)

Un terme de la forme (\x.t) est appelé une abstraction et nous dirons que ¢ est le
corps de I’abstraction. Un terme de la forme (¢; t2) est appelé une application. Nous
omettrons les parentheses lorsque celles-ci ne sont pas nécessaires a I’identification
d’un lambda-terme. Par exemple nous écrirons Az.\y.t au lieu de Az.(\y.t). Nous
prenons aussi les conventions suivantes : Ax.t; ty représente Ax.(t; t2) et non
(Ax.ty) to; t1 to t3 représente ((f1 t2) t3) et non ty (t t3); Ax1x2... Tyt TE-
présente Ax1.\x3 ... Axy,.t.

Comme nous avons défini ’ensemble des lambda-termes comme une algebre de
termes, nous héritons directement des définitions que nous avons écrites en section
1.1.2 pour les algébres de termes : ensemble de variables (définition 1.1.9), sous-
termes (définition 1.1.11), contextes (définition 1.1.12), positions (définition 1.1.14),
substitutions (définition 1.1.18). Par exemple les positions du lambda-terme
Az.A\y.(z y) sont décrites par le schéma suivant.

Ax. (¢)

Ay. (1)

(1,1)

1,11) Yy (1,1,2)

Néanmoins nous verrons que certaines notions, comme les substitutions, ne sont
pas totalement adaptées au lambda-calcul et qu’il faudra les modifier ou encore les
manipuler avec des précautions supplémentaires.

1.2.2 Sémantique du lambda-calcul : alpha

Le lambda-calcul a originellement été proposé comme une formalisation de la
théorie des fonctions mathématiques. En 'occurrence, les lambda-termes symbo-
lisent des fonctions. Par exemple le lambda-terme Ax.z représente la fonction iden-
tité qui associe a n’importe quel objet M le méme objet M. Dans 'expression Ax.z,
le symbole x est une variable représentant « n’importe quel objet M » qui pour-
rait étre Pargument de la fonction identité. Nous aurions pu d’ailleurs choisir un
autre symbole de variable : par exemple si nous avions choisi ¢, nous aurions ob-
tenu Ay.y. C’est d’ailleurs une autre représentation syntaxique de la fonction iden-
tité. Lorsqu’on définit une fonction, les symboles de variable utilisés pour représen-
ter des arguments potentiels n’ont donc de valeur que localement, dans le contexte
Az.[. Autrement dit ces variables ont comme portée le corps de I’abstraction. Nous
dirons qu’une occurrence d’une variable x dans le contexte A\z.[] est liée. Le sym-
bole de fonction A(x) ou par abus de langage le symbole A est appelé un lieur. Enfin
les occurrences de variable qui ne sont pas liées sont appelées des occurrences libres.



1.2. LAMBDA-CALCUL 35

Définition 1.2.2 (Occurrence libre et liée d’une variable). L’occurrence d’une va-
riable x a une position v dans un lambda-terme t est liée s’il existe un préfixe v’ de
v tel quet), est de la forme Ax.t'. Sinon, occurrence est libre.

Si ¢ est un lambda-terme, alors I’ensemble des variables libres de ¢ et I’ensemble
des variables liées de ¢ sont respectivement définis par

FV(t) = {x/3 v occurrence libre de = dans t}

et
BY(t) = {z/A(x) apparait dans t} .

Remarquons qu’une variable x € B)V(t) peut n’admettre aucune occurrence liée
dans t. Par contre, I'inverse est vrai : si elle admet une occurrence liée dans ¢, alors
x € BYV(t). Habituellement, ces ensembles sont définis récursivement de la fagon
suivante.

Définition 1.2.3 (Variables libres et liées). Soit un lambda-terme t. L’ensemble des
variables liées dans t, noté BV (t), et '’ensemble des variables libres dans t, noté
FV(t), sont définis par

BV(t) =0 et FV(t) ={z} sit = ;
BY(t) =BV(t')U{z} et FV(t) = FV({t)\{z} sit = Ax.t’;
BV(t) = BV(tl) U BV(tQ) et fV(t) = fV(h) U fV(tg) sit=1t11ty.

Comme nous I’avons expliqué, les variables liées représentent les arguments
des fonctions et leur représentation syntaxique par une variable £ ou y n’est pas
pertinente : les mathématiciens utilisent de maniere indifférente les notations = —
x? et y — y? pour représenter la fonction carré. Evidemment, le choix du nom de
la variable n’importe pas. Similairement, les lambda-termes doivent étre identifiés
modulo renommage de variables liées. Cette opération de renommage est appelée
alpha-conversion et est définie comme suit.

Définition 1.2.4 (Alpha-conversion). L’alpha-conversion, notée =, est la plus petite
congruence sur les lambda-termes telle que A\x.t =, My.(t[y/x]) deés quey,
A(y) et A(x) n’apparaissent pas dans t.

Remarquons que les variables libres ne sont pas modifiées par
I’alpha-conversion.

Propriété 1.2.1. Sit =, t', alors FV(t) = FV(t'). Plus précisément, si une va-
riable admet une occurrence libre a la position v dans t, alors elle admet aussi une
occurrence libre a la méme position dans t'.

Remarquons que la relation =, n’est pas substitutive : il existe des lambda-
termes t, t’ et une substitution o tels que t =, t' et to #, t'o :

M.z =4 A\y.z mais  (A\z.z)[x/z] = A\r.x 4 Ay.x = (M\y.2)[x/z] .
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(Ayz.(Azy.yx)yx) t (A\x.x)

7 B N
(Azx.(Azy.yz)tx) (A\z.x) (A\yz.(\y.yy)z) t (\zr.x)
La la
(Azy.yx)t(Az.x) (Ayz.xzz) t (Az.2)
1 la
(Ay.yt)(A\x.z) (Ax.zz) (A\z.7)
lﬁl lﬁ1
(Ax.z)t (Ax.x)(A\x.x)

1 la
t (Az.z)

FiG. 1.1 - Incohérence de (3;

Lors de I’application de la substitution [x/z] au terme Ax.z, 'occurrence libre de la
variable z s’est transformée en une occurrence liée de la variable x. On dit dans ce
cas que le lieur Az a capturé la variable x. L’inverse est aussi possible :

Ar.x =4 Ay.y mais  (A\zr.z)[z/z] = Av.2 Z4 Ayy = (A\y.y)[z/x] .

Ici C’est la substitution qui a capturé la variable x qui apparaissait liée dans Az.x.

1.2.3 Sémantique du lambda-calcul : béta

Le mécanisme le plus important du lambda-calcul est appelé la béta-réduction.
C’est le mécanisme qui permet d’évaluer une fonction Ax.t appliquée & un certain ar-
gument ¢’ : le résultat est le remplacement de toutes les occurrences de - dans ¢ par ¢'.
Ce remplacement est bien évidemment défini par une notion de substitution. Si 'on
utilise les substitutions comme nous les avons définies en section 1.1, alors nous obte-
nons un systéme inconsistant : soit en effet =g, la plus petite relation de congruence
telle que pour tous termes ¢ et t/, (A\x.t)t’ =g t[t’/z]. Alors pour tous termes ¢ et ¢/,
t =p, t', comme démontré dans I'ouvrage de Barendregt (1984). En effet pour tout
lambda-terme ¢, la figure 1.1 démontre que t =g, (Az.x) et donc si t et t’ sont deux
lambda-termes quelconques, alors t =g, (Az.z) =g, t' . L’incohérence provient du
fait que les substitutions de la section 1.1 n’empéchent aucunement les captures de
variables. Il y a bien une capture lors de I'étape de (3;-réduction (A\zy.yz)y —g,
Ay.yy du coin en haut a droite de la figure 1.1. Il est possible de corriger cela en ca-
ractérisant quand ces captures ont lieu : lorsqu’on applique une substitution ¢ a un
terme ¢, il ne peut pas y avoir de capture si BV (t) N (dom (o )UFV(codom(c))) = ().
Nous dirons qu’une substitution o évite les captures dans un lambda-terme ¢ quand
cette condition est vérifée. Comme nous souhaitons a présent éviter a tout prix les
captures, nous n’appliquerons plus sur des lambda-termes que des substitutions qui
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v v \\\} 2
z U ) v v
Ax. u ) v —p5 ulv/x]

FIG. 1.2 — Béta-réduction

évitent les captures. Notons par exemple que la substitution utilisée dans la défini-
tion 1.2.4 (alpha-conversion) satisfait cette condition. Il n’est donc pas nécessaire de
redéfinir I'alpha-conversion. La notion de substitutivité est par contre redéfinie sur
les lambda-termes comme suit.

Définition 1.2.5 (Relation lambda-substitutive). Une relation > sur les lambda-
termes est lambda-substitutive si pour tous lambda-termes t1 et ty tels que t1 > to,
alors pour toute substitution o évitant les captures dans ty et dansta, t10 > ta0.

Alors I'alpha-équivalence est lambda-substitutive. La béta-réduction est définie
comme suit.

Définition 1.2.6 (Béta-réduction). La béta-réduction en téte, notée — g, est définie
comme la relation =, o 3o =, ou (3 est la relation définie par (\x.t) t' (3 t[t'/
x| si [t' /x] évite les captures dans t. La béta-réduction, notée — g est alors définie
comme =, o 30 =, ou[3 estla cloture par contexte de 3. Finalement la béta-
équivalence, notée < ; est définie comme la cloture refléxive, symétrique et transitive
de —p.

La béta-réduction est illustrée par la figure 1.2. La béta-réduction est lambda-
substitutive. Nous verrons aussi que contrairement a (1, elle est consistante. Re-
marquons par ailleurs que tout lambda-terme (Az.t) ' se réduit par béta-réduction
en téte, C’est-a-dire qu’il existe toujours un terme t” tel que (A\z.t) ¢ +—p t".
Le cas problématique est bien entendu le cas ou la substitution [¢' /2] n’évite pas les
captures dans ¢, c’est-a-dire lorsque BV(t) N ({z} U FV(t')) # 0. Dans ce cas, il
existe toujours un terme u tel que t =, wet BV (u) N ({x} UFV(t')) = (), comme
le démontre le lemme de rafraichissement 1.2.2.

Propriété 1.2.2 (Lemme de rafraichissement). Si Y est un ensemble fini de variables
et t un lambda-terme, alors il existe toujours u tel quet =, u et BV (u) NY = ().

Démonstration. Parinduction sur ¢ et en utilisant le fait que 'ensemble des variables
X est infini. O

Un lambda-terme (Az.t) t' se réduit donc toujours par béta-réduction. Nous
appellerons donc les occurrences de lambda-termes de cette forme dans un lambda-
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terme quelconque des béta-redex. Méme si les étapes de béta-réduction peuvent in-
clure des étapes d’alpha-conversion, notons que la relation < ne contient pas la re-
lation =4. Nous noterons donc =3 la plus petite congruence contenant a la fois <
et =,. Remarquons aussi que la béta-réduction ne peut pas étre définie comme une
relation de réécriture : tout d’abord la « régle » de béta-réduction (Az.t)t" — t[t’'/z]
ne représente pas une seule régle de réécriture mais plutdt I’ensemble de régles

, , t et t’ lambda-termes et
{ (Azt)t — tlt' /2] / { z € Xtelsque BV({t)N ({z} UFV({H)) =0 } '

Remarquons aussi que la béta-réduction n’est pas une relation de réécriture : elle
n’est pas substitutive, mais lambda-substitutive.

Malgré la simplicité de sa syntaxe, le lambda-calcul bénéficie d’une forte expres-
sivité. Les entiers de Church constituent un premier exemple intéressant.

Exemple 1.2.1 (Entiers de Church). Sin est un entier naturel, f et x sont deux
variables de X, le lambda-terme f™x est défini inductivement par f'v = x et
"o = f(f"x). Alors pour tout entier naturel n, Uentier de Church @ est défini
parm = A\fz.f"x. Par exemple 0 est la fonction \fx.x . On peut alors définir
Paddition et la multiplication comme suit.

plus = Anmfx.(nf)((mf)z)

times = Anmf.n(mf)

Alors pour tous entiers naturelsn et m, plusmm —j3n+m et timesnm —j
nxm.

La béta-réduction n’est pas faiblement normalisante, comme le démontre le
contre-exemple suivant.

Exemple 1.2.2 (Oméga). Soit w le lambda-terme A\x.xx et () le lambda-terme ww.
Alors§) —3 Q. Le terme () étant d’ailleurs lui-méme son unique réduit, il n’est pas
faiblement normalisant. La relation — 3 n’est donc pas faiblement normalisante.

N’étant pas faiblement normalisante, elle n’est pas fortement normalisante.

1.2.4 Confluence de béta

La béta-réduction est confluente (modulo alpha-conversion), comme démontré
initialement par Church et Rosser (1936). Ces derniers ont utilisé la technique dite
des résidus. Un autre technique plus simple a été utilisée par Tait et Martin-16f : la
technique des réductions paralléles (Barendregt, 1984; Takahashi, 1995). On définit
la relation = de la facon suivante :

it=2usit=, u;
i et =2 Azausit = u;
iii tuz=mtusitz=ztetu=
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iv Azt)u =t /x]sit =t et u =/ (et [u’/x] évite les captures dans t').
Alors on peut montrer que —g C =% C—7, ce qui implique d’ailleurs que
=" = —7%. En outre, pour tout lambda-terme ¢, on définit le terme (¢)* comme
suit :

a (z)* = x pour toute variable x ;

b (Azx.t)* = Az.(t)*;

¢ (tu)" = ()" (u)
d (Axt)u)* = (
dans (t)*).
Alors si t = u, on peut démontrer que u = (¢)*. Cela prouve que = est forte-
ment confluente et donc confluente par la propriété 1.1.1. Puisque =%* = —7, nous
obtenons que — g est confluente. Comme corollaire, nous obtenons la cohérence de
=, 1l suffit en effet d’exhiber deux formes normales syntaxiquement distinctes :
par exemple A\zy.z et Azy.y. Si ces deux termes étaient convertibles par =3, par
confluence de — g, ils admettraient un réduit commun. Comme ce sont deux formes
normales, ces deux termes ne peuvent qu’étre égaux a ce réduit commun et doivent
donc étre égaux eux-mémes (modulo alpha-conversion). Les termes Axy.x et Axy.y
n’étant pas alpha-convertibles, nous obtenons que Azy.x #,3 Ary.y et donc que
=,p est consistant.

* si t n’est pas une abstraction ;

t)*[(u)*/z] (on peut supposer que [(u)*/z] évite les captures

1.2.5 Sémantique du lambda-calcul : éta

Soit une relation ~ sur les lambda-termes. Nous dirons que ~ est faiblement
extensionnelle si pour tous ¢ et u tels que ¢ ~ wu et pour toute variable x, alors
Ax.t ~ Az.u . Nous dirons que ~ est (fortement) extensionnelle si pour tous ¢ et u
lambda-termes et pour toute variable x telle que x ¢ FV(t) U FV(u), si tx ~ ux
alors t ~ wu. Puisque =,3 est une relation close par contexte, elle est faiblement
extensionnelle. Elle n’est par contre pas fortement extensionnelle : si z et y sont deux
variables distinctes (X est un ensemble infini de variables), alors yx =,3 (Az.y2)z
et par contre y Z,3 Az.yz (par la confluence de — 3 et puisque ces deux lambda-
termes sont des formes normales pour — ). Lorsque I'on souhaite travailler dans un
cadre fortement extensionnel, on utilise alors la réduction suivante.

Définition 1.2.7 (Eta-réduction). La éta-réduction, que nous noterons —,, est la
cloture par contexte de la relation —,, définie par

Artx —pt siz ¢ FV() .

La relation <, est appelée éta-expansion. La relation <, est appelée
éta-conversion.

Alors nous noterons — g, la relation —5 U —,. Nous noterons aussi =,
la plus petite congruence contenant =,, <>} et <»;. Contrairement a =, la re-
lation =4, est fortement extensionnelle. L’intérét pour 7 provient des propriétés
suivantes :
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i (Curry et al, 1972) tout lambda-terme ¢ admet une forme normale pour — g,, si
et seulement si il admet une forme normale pour —5;

ii (Bohm, 1968) si t et u sont deux formes normales pour — g, tels que t Z, u,
alors toute congruence ~ contenant =, telle que ¢ ~ w est inconsistante.

Alors si t et u sont deux termes qui normalisent au moins faiblement, la plus petite
congruence contenant =,, U(t, u) est soit inconsistante, soit =43y,

1.2.6 Expressivité du lambda-calcul

Malgré une syntaxe et une sémantique d’apparence simple, le lambda-calcul
est un formalisme qui bénéficie d’une expressivité maximale pour 'informaticien.
C’est-a-dire que le lambda-calcul permet de définir une notion de calculabilité qui,
comme nous allons le voir, est équivalente aux notions définies par les machines
de Turing ou encore aux fonctions récursives. C’est Church (1936) qui proposa la
lambda-definissabilité comme une notion de calculabilité effective (effective calcu-
lability).

Définition 1.2.8 (Fonction lambda-définissable). Une fonction f : N" — N est
lambda-définissable s’il existe un lambda-terme F' tel que pour tout (p1,...,pn) €
N", si f(p1,...,pn) = k alors Fpi... Py =apgy k ou la notation p représente
Pentier de Church associé a Uentier p (voir exemple 1.2.1).

L’équivalence entre machines de Turing et lambda-définissabilité est déja dé-
montrée par Turing lui-méme dans ’appendice de son article introduisant ces ma-
chines.

Propriété 1.2.3 (Lambda-définissabilité et Turing calculabilité (Turing, 1936)). Une
fonction est lambda-définissable si et seulement si elle est calculable par une machine
de Turing.

Jene définirai pas ici ce qu’est une machine de Turing ni ce que signifie calculable
par une telle machine. Le lecteur peut se référer au livre de Papadimitriou (1994).
Enfin une derniére notion intéressante et toujours équivalente est celle de fonction
récursive présentée par Kleene.

Définition 1.2.9 (Fonctions récursives). Sii est un entier naturel, notons A; ’ensemble
des fonctions de N* vers N. Notons A I'union des A;. L’ensemble des fonctions ré-
cursives est le plus petit sous-ensemble de A tel que

fonctions initiales il contient la fonction S : n — n + 1, la fonction Z : n +— 0 et
pour tous entiers p eti < p, la fonction UF : (nq,...,np) — n;;

composition s’il contient une fonction f € A,, et pour une séquence de taille n de
fonctions v; € Ay, il contient 1); pour tout 1 < i < n, alors il contient la
fonction définie par

Y NP — N
(k... kp) — f(i(kr.. . kp)...¢¥p(k1... kp))
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récursion primitive s’il contient) € A,y2 et € Ay, alors il contient la fonction
définie par

X Nrtl N
0,p1...pn) +— @P1...pn)
(k+1,p1...pn) = (x(k,p1...pn),k,p1...Dn)

minimalisation s’il contientv) € A, tel que pour tout (p; .. .pp) € N", il existe
un entier pp+1 tel que(p1 ... pnt1) = 0, alors il contient la fonction définie

par

P N* — N
(p1...pn) +— leplus petit pp1 tel quep(p1...ppt1) =0

Kleene (1936) a montré que les classes des fonctions recursives et des fonctions
lambda-définissables concordaient.

Propriété 1.2.4 (Lambda-définissabilité et recursivité (Kleene, 1936)). Toute fonction
lambda-définissable est une fonction récursive et inversement.

Tous ces résultats démontrent que le lambda-calcul est un outil adapté a la mo-
délisation du calcul.

1.2.7 Stratégies d’évaluation pour le lambda-calcul

Comme nous 'avons déja expliqué, le lambda-calcul est un outil performant
pour définir la sémantique de langages de programmation. L’exécution des pro-
grammes par une machine est généralement définie comme une exécution déter-
ministe. En particulier la sélection d’un redex puis sa réduction sont des processus
déterministes. Le choix de ce redex n’est pas anodin. Considérons par exemple le
lambda-terme (Az.\y.y) €2 (le lambda-terme €2 est défini dans I'exemple 1.2.2). Si
l’on choisit de toujours sélectionner le redex de téte, alors on obtient la forme nor-
male \y.y. Par contre si 'on choisit de toujours sélectionner le redex intérieur (celui
de 2), on obtient la séquence de réduction infinie

Az y.y) Q —g (A y.y)Q —p ...

La plupart des langages de programmation choisissent donc I'une des deux solu-
tions suivantes : lorsqu’une fonction est appliquée & un argument, constituant ainsi
un redex en téte, soit on réduit toujours I'argument avant de réduire le redex de téte,
soit on réduit toujours directement le redex de téte. Ces deux stratégies d’évaluation
s’appellent respectivement appel par valeur et appel par nom. L’ensemble des va-
leurs pour le lambda-calcul contient tous les lambda-termes qui sont une abstrac-
tion ou une variable. Nous utiliserons le symbole v pour représenter les valeurs du
lambda-calcul. A partir de maintenant nous utiliserons les symboles 7, p, T pour
représenter des lambda-termes quelconques
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Définition 1.2.10 (Appel par valeur). La stratégie d’appel par valeur pour la béta-
réduction consiste d ne réduire que les béta-redex qui ne se trouvent pas dans le
corps d’une abstraction, qui ne se trouvent pas a droite d’une application dont la
partie gauche n’est pas une valeur et qui sont de la forme (Ax.m) v. Nous noterons
la béta-réduction par appel par valeur — g,,.

Définition 1.2.11 (Appel par nom). La stratégie d’appel par nom pour la béta-
réduction consiste a ne pas réduire les béta-redex qui se trouvent dans le corps d’une
abstraction ou a droite d’une application. Nous noterons la béta-réduction par appel
par nom — gy,

Par exemple le terme (Az.\y.y) €2 se réduit uniquement en \y.y en appel par
nom et en lui méme en appel par valeur. Il est donc fortement normalisant pour
— g, €t au contraire admet une séquence de réduction infinie pour — g,,. Nous allons
d’abord étudier la stratégie d’appel par valeur, puis notre attention se portera sur la
stratégie d’appel par nom.

Appel par valeur

Un contexte en appel par valeur, ou CBV-contexte, est un élément du langage
hors-contexte défini par la grammaire en forme de Backus-Naur suivante.

E.F = 0O|vE|Ew

L’ensemble des contextes en appel par valeur est un sous-ensemble des contextes
unaires du lambda-calcul (définition 1.1.12). Rappelons que les notations E[F] et
E[r] représentent le remplacement dans E' du symbole [J respectivement par F' et
7. Notons la propriété suivante.

Propriété 1.2.5. Un lambda-terme T se réduit en appel par valeur si et seulement
si il est de la forme E[(Ax.7) v]. Lorsque ces conditions sont vérifiées, son unique
redex en appel par valeur est cette occurrence de (Ax.7w) v et son unique réduit est
Elxlv/z]].

Démonstration. L’équivalence entre « 7 se réduit par —g, » et « 7 est de la forme
E[(Az.m) v] » provient directement de la définition 1.2.10 et de la définition de CBV-
contexte. Il nous reste a prouver I'unicité du redex en appel par valeur dans 7 quand
celui-ci se réduit par — g,,. Prouvons le par induction sur 7.

- Variable ou Abstraction. 7 ne se réduit pas par — g,

— Application dont la partie gauche est une variable. Dans ce cas, 7 ne se
réduit pas en téte en appel par valeur, et la partie gauche de I’application ne
se réduit pas en téte par appel par valeur. Donc si 7 se réduit par —g,, la
partie droite de I'application se réduit par — g, et, par hypothese d’induction,
son redex en appel par valeur est unique. Le redex de 7 en appel par valeur
est donc unique.
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— Application dont la partie gauche est une abstraction et la partie droite
est une valeur. La partie gauche de application étant une abstraction, elle
ne se réduit pas en appel par valeur. Comme la partie droite est une valeur,
cette partie droite ne se réduit pas en appel par valeur et donc I'unique redex
de 7 en appel par valeur est en téte.

— Application dont la partie gauche est une abstraction et la partie droite
n’est pas une valeur. La partie gauche de 'application étant une abstrac-
tion, elle ne se réduit pas en appel par valeur. Comme la partie droite de
I'application n’est pas une valeur, 7 ne se réduit pas en téte en appel par va-
leur. Finalement puisque 7 se réduit par — g,, la partie droite de I'application
se réduit par — g, et, par hypothese d’induction, son redex en appel par valeur
est unique. Le redex de 7 en appel par valeur est donc unique.

- Application dont la partie gauche est une application. 7 = (7 p) p’ . Alors
par définition de I’appel par valeur et puisque (7 p) n’est pas une valeur, on
ne peut réduire de redex de p’. Si T se réduit par — g,, alors (7 p) se réduit par
— gy €t, par hypothese d’induction, son redex en appel par valeur est unique.
Le redex de 7 en appel par valeur est donc unique.

O]

La propriété 1.2.5 se reformule ainsi : — g, est définie alternativement par le
schéma de régle de réécriture

El(Az.m)v] —g, wlv/x].

La manipulation des CBV-contextes ainsi que la sélection des redex (ici en appel
par valeur) peut étre rendue explicite. Le résultat obtenu s’appelle une machine abs-
traite. Une machine abstraite pour la béta-réduction en appel par valeur se définit
de la facon suivante. Un CBV-état est un couple (7| E) contenant un lambda-terme
7 et un CBV-contexte E. Un CBV-état (w|E) représente le lambda-terme E|[r] ou
Poccurrence de 7 dans le contexte F est sélectionnée. Si un CBV-état donné repré-
sente toujours un lambda-terme unique, plusieurs CBV-états peuvent représenter le
méme lambda-terme. En revanche et comme le montre la propriété 1.2.5, il ne peut
en exister qu'un seul ou un redex en appel par valeur est sélectionné. Par exemple
le lambda-terme (x y) z est représenté par

((xy)z[0),  (zyl0z), ((Dy)2)) et {yl(z0)2)).

Les régles de réécriture suivantes représentent la manipulation des CBV-contextes
pour la sélection puis la réduction du redex en appel par valeur.

(mp|E) — (n|E[Op])
(v|E[D]) — (n|ErO])
W E[(Aem)0])  —  (rlv/z][E)

Ces trois regles constituent une machine abstraite pour le lambda-calcul en appel
par valeur.
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Appel par nom

Ce que nous venons d’écrire s’adapte a I’appel par nom de la fagon suivante.
L’ensemble des CBN-contextes est définie comme le langage hors-contexte associé
a la grammaire en forme de Backus-Naur suivante.

G,H == 0O|Gn

Tout comme dans le cas de I’appel par valeur, si 7 se réduit en appel par nom, il
s’écrit de facon unique sous la forme G[(Ax.7) 7]. La relation — g,, peut étre définie
de fagon équivalente par le schéma de regle de réécriture

Gl(Az.m) 1] —p, Glr[r/x]] .

Un CBN-état est un couple (7|G) contenant un lambda-terme 7 et un
CBN-contexte G. Alors la réduction de la machine abstraite pour la béta-réduction
en appel par nom est définie par les regles suivantes.

(mp|G) — (n|G[Op])
QAer|GO7])  —  (7[v/a]|G)

1.2.8 Opérateurs de controle

L’opérateur call/cc (call with current continuation) fut tout d’abord introduit
dans le langage Scheme (Kelsey et al,, 1998). Dans un cadre de programmation fonc-
tionnelle, il permet d’accéder a la continuation courante. Cet opérateur est main-
tenant présent dans des langages comme Scheme ou SML/NJ, et sous des formes
faibles dans Java, OCaml, ou C++. Cette section présente des opérateurs pour le
lambda-calcul introduits dans le but de modéliser des opérateurs de controle tels
que call/cc. Néanmoins et avant de définir de tels opérateurs, il est nécessaire de
définir ce qu’est une continuation. Cette notion varie lorsque I’on se place dans un
cadre d’appel par valeur ou d’appel par nom. Nous nous placerons dans le cas de
I’appel par valeur, mais la plupart des manipulations et résultats que nous allons
obtenir s’écrivent aussi dans le cas de 'appel par nom. Dans le cadre du lambda-
calcul en appel par valeur, une continuation est un CBV-contexte. Nous allons a
présent définir des opérateurs de controle permettant d’effacer ou encore de stocker
puis restaurer de telles continuations. La syntaxe du lambda-calcul est étendue a la
grammaire suivante.

mp, T u= x| x| wp|C(n) | Alm)
Alors on rajoute a la béta-réduction en appel par valeur les réductions suivantes.

E[A(m)] — =
ElC(m)] — =m(\z.A(E[z]))

Le terme A(7) efface bel et bien le contexte courant et continue par 1’évaluation de
7, comme le montre la premiére des régles ci-dessus. Le terme C(7) permet quant
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a lui de stocker le contexte actuel pour une réutilisation future. En effet considérons
un terme E[C(Az.m)]. Il s’évalue par la deuxieme régle ci-dessus puis par — g, en
7[(Az. A(EF[z]))/x]. Le terme A\z.A(E|[z]) représente le contexte E : appliqué a une
valeur v, son évaluation effacera toujours le contexte courant pour considérer F[v].
L’évaluation de E[C(Az.7)] consiste donc a enregistrer le contexte E sous la forme
Az.A(E|[z]) dans la variable x puis a continuer |’évaluation de 7.

Pour manipuler les opérateurs de contrdle C et .4, les deux régles que nous ra-
joutons a la machine abstraite sont les suivantes.

(AmIE)  —  (x|0)
CmIE)  —  (F0OAzAE]))

Remarquons que l'opérateur A peut étre défini grace a C par A(w) = C(Az.m)
ou z n’apparait pas dans 7. En outre Popérateur C différe de call/cc par le fait
qu’il ne s’évalue pas dans la continuation dans laquel il se trouve. On peut utiliser
un opérateur K plus proche de call/cc et dont la réduction serait

EIK(m)] — E[r (. AE]Z)].

En fait cet opérateur peut étre défini par IC(7) = C(Az.(z (7 2))) .

1.3 Calcul de réécriture

Le filtrage de motifs est 'un des mécanismes de base cruciaux de la réécriture.
La capacité de discriminer de tels motifs a toujours été présente dans la modélisa-
tion des processus de traitement automatique de 'information. Le filtrage par motif
est aussi largement utilisé par les langages de programmation fonctionnelle (comme
ML, Haskell, Ocaml), logique (comme Prolog), a base de réécriture (comme Maude,
Elan, Tom) ou encore par les assistants de preuve (comme Coq). Le calcul de ré-
écriture, aussi appelé rho-calcul et introduit par Cirstea et Kirchner (2001); Cirstea
(2000), propose de réunir le lambda-calcul et la réécriture dans un méme formalisme.
Tous les ingrédients de base de la réécriture, par exemple les notions de motif, de
reégle de réécriture, d’application d’une regle et de résultat, deviennent alors des ob-
jets explicites. Le filtrage de motifs peut alors étre utilisé librement et les regles de
réécriture deviennent des objets de premiére classe du calcul qui peuvent en particu-
lier étre modifiées par le calcul lui-méme. Le rho-calcul a tout d’abord été introduit
pour fournir une sémantique au langage ELAN (Borovansky et al., 2001, 2004) basé
sur la réécriture. Il peut étre étendu de plusieurs facons intéressantes et différentes.
Tout d’abord on peut choisir d’utiliser une version avec contraintes de filtrage expli-
cites (Cirstea et al., 2007). Une version impérative du calcul ainsi qu'un interpréteur
certifié ont aussi été développés (Liquori et Serpette, 2008). Le rho-calcul peut aussi
étre étendu en généralisant les motifs en graphes (Baldan et al., 2007). Notons aussi
la comparaison entre rho-calcul et combinatory rewrite systems (Bertolissi et al,
2006; Bertolissi et Kirchner, 2007).
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Cette section est divisée en cinq sous-sections. Les deux premieres introduisent
respectivement la syntaxe et la sémantique du calcul de réécriture. La troisiéme
étudie la confluence du calcul et mentionne des résultats la concernant. La qua-
triéme définit un traitement des échecs de filtrage dfi & Benjamin Wack. Enfin la
derniére sous-section établit I’expressivité du calcul obtenu en exhibant un plonge-
ment des systémes de réécriture de termes dans le calcul du réécriture. Plusieurs
de mes contributions personnelles sont présentées ici. Plus exactement, j’ai mis au
point une preuve de la confluence de —75  (propriété 1.3.2) puis, avec le concours
de Benjamin Wack et Horatiu Cirstea, nous avons étendu ’encodage des systémes
de réécriture de termes convergents dans le calcul de réécriture présenté par Cirstea
et al. (2003) en un encodage des systémes de réécriture de termes sans restriction de
convergence dans le calcul de réécriture. Ces résultats sont exposés dans un article
(Cirstea et al., 2006a) que j’ai présenté au workshop WRLA’06 en avril 2006.

1.3.1  Syntaxe du rho-calcul

L’idée a la base du calcul de réécriture est une analogie entre 1’abstraction du
lambda-calcul et les regles de réécriture. En effet une abstraction Az.t représente la
fonction qui a tout lambda-terme x associe le terme ¢. Une régle de réécriture | — r
représente un objet qui transforme toute instance de [ en I'instance correspondante
de r. Ces intuitions identifient alors les objets z — ¢ et Az.t. On pourrait d’ailleurs
imaginer des systémes de réécriture ne comprenant que des régles de la forme z — .
Le rho-calcul est alors au lambda-calcul ce que la réécriture est a de tels systemes.
Pour l'obtenir, on remplace la lambda-abstraction Ax.t du lambda-calcul par une
rho-abstraction notée u — t (mais que I'on pourrait noter Au.t) ou u peut étre
n’importe quel objet du langage. Plus précisément, la syntaxe du rho-calcul est la
suivante. Soit o une signature.

Définition 1.3.1 (Rho-termes). L’ensemble des rho-termes est défini comme le lan-
gage associé a la grammaire hors-contexte décrite sous forme de Backus-Naur

tu,v =z lalt—ultu|tiu

ot x représente les éléments d’un ensemble infini dénombrable X de variables et
a représente les éléments d’un ensemble infini dénombrable C' de constantes. En
général, on ne considére qu’un sous-ensemble de ces rho-termes que l’on choisit de
la facon suivante : on définit tout d’abord un ensemble de motifs P parmi les parties
Pensemble des rho-termes puis on considere I'ensemble de rho-termes associé d la
grammaire

tu,v n=xlalp—=t|tultiu

ou p représente les éléments de I’ensemble de motifs P.

Les rho-termes de la forme p — ¢ sont appelés des rho-abstractions. Ils repré-
sentent moralement des régles de réécriture p — ¢. Les rho-termes de la forme ¢ u
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sont appelés des applications. Remarquons qu’en plus de '’extension de la lambda-
abstraction en rho-abstraction, le langage des lambda-termes a été étendu grace a
une nouvelle construction syntaxique ¢ ? u (pour tous rho-termes ¢ et u) que nous
appellerons structure.

La définition 1.3.1 est paramétrée par un ensemble de motifs (en plus des en-
sembles de variables et de constantes). Nous verrons que ce choix est crucial. Nous
n’étudierons en détail que le cas ol 'ensemble des motifs est le langage associé a la
grammaire hors-contexte en forme de Backus-Naur suivante.

pu=xl|alapips...pn

Les motifs de cet ensemble sont appelés des motifs algébriques ou encore termes
algébriques.

1.3.2 Sémantique du rho-calcul

Tout comme la lambda-abstraction, la rho-abstraction est aussi un mécanisme
de liaison de variables. On souhaite par exemple identifier les régles de réécriture
f(z,y) — g(x,9(y)) et f(z,2") — g(z,g(2’)). Nous allons donc encore une fois
utiliser une notion d’alpha-conversion. Contrairement au cas du lambda-calcul ou
I’unique lieur A ne lie toujours qu'une seule variable, ici le constructeur syntaxique
— permet de lier un nombre arbitraire de variables. Pour étre précis, dans une rho-
abstraction p — {, toutes les variables qui sont libres dans p sont liées dans p — .
On peut donc définir, pour tout rho-terme ¢, I’ensemble des variables libres de ¢,
dénoté FV(t), ainsi que I'ensemble des variables liées de ¢, dénoté BV (t), comme
suit.

Définition 1.3.2 (Variables libres et liées d’un rho-terme).

FV(t) ={z} et BY(t) =0 sit =x ;
FV(t) =0 et BV(t) =0 sit =a;
FV(t) = FV(u)\FV(p) et BV(t) =BV(u)UFV(p) sit=p—u;
FV(it) =FV(u)UFV(v) et BV() =BV(u)UBV(v) sit=uv;
FV(it) =FV(u)UFV() e BV(t) =BV(u)UBV(v) sit=ulv.

Notons que les motifs algébriques ne contiennent pas de rho-abstraction. Par
conséquent, puisque nous choisissons de ne considérer que des motifs algébriques,
alors pour tout motif p, BV (p) = (). Sil'on choisit de considérer des motifs contenant
des lieurs, alors il faut reformuler en partie la définition 1.3.2 par

FV(t) = FY(u)\FV(p) et BV(t) = BV(u)UFV(p)UBV(p) sit=p—u.

Remarquons aussi que lorsque les motifs contiennent des lieurs, il est impossible
de définir les notions de position, contexte et substitution comme nous 'avons fait
pour le lambda-calcul, c’est-a-dire en se reposant sur ces mémes notions sur les
algebres de termes : en effet en section 1.2 nous avons défini I’ensemble des lieurs
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du lambda-calcul comme un ensemble en bijection avec ’ensemble des variables. Il
nous faudrait faire de méme avec une bijection entre I’ensemble des lieurs du rho-
calcul et ensemble des motifs. Hors si 'on veut autoriser les motifs a contenir des
lieurs, cette définition devient circulaire. On doit donc définir ces trois notions de
facon différente. Cela nous est épargné car nous avons choisi de ne considérer que
des motifs algébriques et ceux-ci ne contiennent pas de lieur. Les notions de position,
contexte et substitutions sont donc directement héritées des algébres de termes, tout
comme en section 1.2. La relation d’alpha-conversion est définie comme suit.

Définition 1.3.3 (Alpha-conversion sur les rho-termes). La relation
d’alpha-conversion sur les rho-termes, que nous noterons (aussi) =, est définie
comme la plus petite congruence telle que

p—t =a ply/z] — tly/a]

pour tout motif p, rho-terme t et variables x et y tels que x ¢ BV(t), x € FV(p) et
y ¢ FV(t)uBV(t).

Tout comme dans le cadre du lambda-calcul et puisque nous sommes en pré-
sence de lieurs et d’alpha-conversion, nous choisissons de n’utiliser que des substi-
tutions qui évitent les captures. La condition suffisante pour les éviter reste la méme
qu’en section 1.2 : nous n’appliquerons une substitution ¢ & un rho-terme ¢ que si
BY(t) N (dom(c)UFV(codom(c))) = . Alors la rho-réduction est définie comme
suit.

Définition 1.3.4 (Rho-réduction). La rho-réduction en téte, notée —,, est définie
comme la relation =, o p o =, ou p est la relation définie par (p — t) u p to
ou o est la solution du probléme de filtrage syntaxique p < u et évite les captures
danst. La rho-réduction, notée — , est alors définie comme =, o po =, ot p est
la cloture par contexte de — . Finalement la rho-équivalence, notée <, est définie
comme la cloture réflexive, symétrique et transitive de — .

Remarquons tout d’abord que la substitution [u/x] est toujours une solution du
probléme de filtrage < u. Le tho-terme (x — t)u se réduit donc toujours par —,
ent[u/z]. Cela suggére la traduction suivante du lambda-calcul vers le rho-calcul. Si
t est un lambda-terme, alors ¢,, est défini comme suit : [x], = x pour toute variable
x; [Ax.t], = v — [t|, pour toute abstraction Az.t; enfin [tit2], = [ti], [t2],
pour toute application #1t5 . Si ¢ et u sont deux lambda-termes tels que ¢ —g u,
alors [t], —, [u], . On récupére ainsi dans le rho-calcul les examples 1.2.1 et 1.2.2
du lambda-calcul. En particulier la relation —, n’est pas faiblement normalisante
puisque [Q], = (z — z2)(z — zz) —, (z — zz)(xr = zx) = [Q],.

Nous sommes restreints ici aux motifs algébriques. Dans ce cas, le résultat 1.1.5
s’applique. On peut toujours calculer ’unique substitution o qui est solution d’un
probléme de filtrage p < u. L'unicité et la décidabilité peuvent étre perdue lorsqu’on
considere un filtrage équationnel, ou encore lorsque les motifs contiennent des lieurs.
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Dans ce cas, il faut résoudre des problémes de filtrage équationnel pour une théorie
équationnelle contenant =, et — ,s* (Faure, 2007).

La construction syntaxique de structure ¢ ! u est utilisée pour représenter des
ensembles de résultats et des ensembles de regles de réécriture. Si ¢ et u sont eux-
mémes des ensembles, alors il faut voir ¢ { © comme 'union de ces deux ensembles.
En particulier lorsqu’on utilise un filtrage non unitaire, la régle de rho-réduction
s’écrit

(p—=thu —, topltogl---lto,

ou oy,...,0n sont les solutions du probleme de filtrage p -\2 u. Nous supposons
d’ailleurs que le symbole { est associatif et commutatif. Manipuler ces ensembles
de résultats peut alors nécessiter deux réductions supplémentaires, décrites par les
regles de réécriture suivantes.

v t(ulv) — tulte
d: (lu)v — tvluw

Nous noterons — 5 et — 5, les extensions de —, avec respectivement la regle § et
les régles J et .

1.3.3 (Non) Confluence du rho-calcul

Notons que — 5, n’est pas confluent, comme le démontre le contre-exemple
suivant proposé par Cirstea (2000).

(@ = fez)(ard)
Pl T
flalb)(alb) (x = fazx)al(z — fzx)b
7} S

(fa(arb)) 1 (fb(ab)) faa fob
7?3
faal faby fbal fbb

Wack (2005) a montré que le contre-exemple de Klop que nous avons présenté en
sous-section 1.1.3 peut aussi étre transposé sous forme de rho-terme : soit Y le terme

(y =& = (x(yyr)))(y — = — (z(yyz))) -

Remarquons que ce rho-terme est aussi définissable dans le lambda-calcul et que sa
propriété majeure est que pour tout terme ¢, on a Yt —7 ¢(Y't). Un tel terme est
d’ailleurs appelé un combinateur de point fixe. On définit alors les termes C' et A
respectivement par C' = Y (y — z — ((dzz) — e)(dz(yx))) et A = Y C. Notons
que C —7 (y = o — (dzz — e)(dz(yx)))C —, v — (dzz — e)(dz(Cz)). On

a alors les rho-réductions suivantes.
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A~ CA— ((dzz) — e)(dA(CA))
! !

Ce  ((dzz) = e)(d(CA)(CA))
|

e

Cela montre que —, n’est pas non plus confluent. La confluence du rho-calcul est
étudiée de maniére détaillée par Cirstea (2000). Un premier critére est celui des rigid
pattern.

Définition 1.3.5 (Rigid Pattern Condition (RPC)). On dit qu’un motif p est rigide si
pour toute substitution o et terme t tels que po — 75 ¢, alorst = po’ aveco =76 o',

La notation o —7; o’ signifie ici que si o = [t1/z1...t,/2y], alors il existe
t1 ...ty tels que t; —75 ¢} pour tout i et o’ = [t} /x1 ..., /x,]. Notons que tout
motif algébrique linéaire est rigide. On obtient alors le résultat général suivant.

Propriété 1.3.1 (Confluence par RPC (Barthe et al, 2003)). La relation — s est
confluente sur ’ensemble des rho-termes dont les motifs sont rigides.

Notons que cela ne s’applique pas aux filtrages non syntaxiques. Cela ne s’applique
pas non plus a — ... Une autre facon d’assurer la confluence du calcul est d’utiliser
une stratégie d’appel par valeur, comme proposé par Cirstea (2000); Cirstea et al.
(2006a). L’ensemble des valeurs pour pd~y est défini comme le langage associé a la
grammaire hors-contexte en forme de Backus-Naur suivante.

57...v£57\p—>t

v = a|ao?
oua,tetp représentent toujours respectivement les constantes, les rho-termes et
les motifs. L’ensemble des valeurs pour pé est défini comme suit.

P = a|avf5...v£5|p—>t|vf52v§5

Notons —7s la relation — 5 pour laquelle Iapplication des rho-réductions est

v .
pory la relation

— ps~ pour laquelle I'application des rho-réductions est restreinte aux redex de la
forme (p — t)v”®7. Alors les confluences de chacune de ces deux réductions sont
démontrées respectivement par Cirstea (2000) puis Cirstea et al. (2006a).

restreinte aux redex de la forme (p — t)v??. De méme notons —

Propriété 1.3.2 (Confluence de I’appel par valeur (Cirstea et al., 2006a)). Les rela-

tions — 5 et — 5. sont confluentes sur les rho-termes dont les motifs sont linéaires.

La preuve de la confluence de —75 est I'une de mes contributions personnelles.
Elle est détaillée dans la version longue (Cirstea et al., 2006b) de 'article WRLA’06
(Cirstea et al., 2006a).
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1.3.4 Echecs de filtrage

Contrairement a la béta-réduction pour laquelle tout terme (Az.t)u se réduit,
pour la rho-réduction il existe des termes (p — ¢)u qui ne se réduisent pas, précisé-
ment quand le probléeme de filtrage p—:< u n’admet aucune solution. L’exemple le plus
simple est le rho-terme (a — b)c : comme a et ¢ sont deux constantes distinctes, le
probléme de filtrage a < ¢ n’admet aucune solution. Ce terme ne se réduit donc pas
par —, Considérons comme second exemple le terme (fxx — z)(fa((x — x)a)).
Le ﬁltrage fazx < (fa((x — z)a)) n’admet aucune solution, mais si I'on réduit le
redex intérieur (x — x)a T G alors on obtient le terme (fxz — z)(faa) et le
probléme de filtrage fzx < faa. On peut donc réduire ce redex en a. Le rho-redex
extérieur a été déclenché par la réduction du sous-terme (x — x)a. Un rho-redex
peut aussi étre déclenché par la réduction d’un redex extérieur : considérons le terme
(x — (a — b)x)a (ot a et bsont des constantes). Ici le rho-redex intérieur (a — b)x
ne peut se réduire. Si 'on réduit le rho-redex extérieur, on obtient (a — b)a qui se
réduit alors en b. La réduction du rho-redex extérieur, par I'instanciation de x, a per-
mis que le rho-redex intérieur se réduise ensuite. Nous venons de mettre le doigt sur
une différence importante entre le calcul de réécriture et les systémes de réécriture :
dans ces dermers les erreurs de filtrage (<< il n’existe aucune solution au probléme
de filtrage p < u » que nous noterons p 7{ u) sont éliminées et n’apparaissent ja-
mais comme un résultat du calcul. Il est possible de tendre vers une telle gestion
des erreurs dans le rho-calcul. On décide d’utiliser une nouvelle constante stk qui
représentera les erreurs de filtrage. Il faut caractériser les rho-redex qui ne se ré-
duiront jamais, malgré les réductions potentielles de redex intérieurs ou extérieurs :
si pour aucune instanciation et réduction de 'argument, il n’existe de solution au
filtrage, alors le p- redex ne se réduira pas. Autrement dit, si pour tous o et u’ tels
que uo —>p@ ) u',p 7{< u’, alors (p — t)u ne se réduira pas. Une telle caractéri-
sation pose probléme car elle est probablement indécidable. En effet, u peut conte-
nir un rho-terme ayant un nombre arbitraire (éventuellement infini) de réductions
possibles, qu’il faut a priori toutes explorer pour décider si le probléme de filtrage
admettra une solution apres réductions potentielles. Une solution proposée par Cirs-
tea et al. (2003) et Wack (2005) est de se contenter d’une condition moins forte mais
suffisante. La relation [Z entre motifs et rho-termes est définie comme suit.

stk Z gui...un si g # stk

stk Z p—t

fti...t;mm L guy...u, sif# ounz#moudi, t; £ u;
fti...ty [Z stk

fti...t, Z p—u

fti...t, Z (p—thu sipZuou fty...t, Lt

A partir de cette relation, on peut définir la réduction —; qui gére la détection des
échecs.

(p—=tu —ak stk sipZu tistk —g ¢
stkit —gr t stkt —qk stk
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: stk stk
Nous noterons respectivement — p Py

U —ps5 et —gk U — 5. La relation £ est correcte dans le sens qu’elle implique
I’échec du filtrage, comme démontré par Wack (2005) : si p [Z t et ta—>;%k*t’ , alors

p%t’.

—>Zt5k et =% les relations —ek U —, , —stk

1.3.5 Expressivité et encodage des systémes de réécriture de termes

Le rho-calcul est un formalisme trés expressif. Comme le démontre I’encodage
[_], des lambda-termes vers les rho-termes, le rho-calcul a (au moins) le méme pou-
voir expressif que le lambda-calcul. Il est donc au moins Turing complet. Un autre
résultat intéressant quant a 1’expressivité du rho-calcul avec gestion des échecs de
filtrage et que 'on peut y encoder tout systeme de réécriture de termes. Plus précisé-
ment, on peut encoder tout systéme de réécriture de termes convergent avec —>Zt5k,
comme démontré par Cirstea et al. (2003). Cette encodage est étendu aux systémes
Z%'i{ par Cirstea et al.
(2006a). J’ai personnellement contribué a cette extension. Il est néanmoins néces-
saire d’utiliser I'appel par valeur et le résultat 1.3.2 (étendu avec la constante stk). Le
rho-calcul sous-jacent est donc confluent. Nous noterons —>1p’f‘5t7k la réduction *)Zt(ilfy
restreinte a I’appel par valeur. Le reste de cette section présente cet encodage des

systémes de réécriture dans le rho-calcul et utilise —>g§‘7k Pour étre précis, a partir

de réécriture de termes sans restriction de convergence avec —

d’un systéme de réécriture de termes R, nous allons construire deux rho-termes (%,
et Qg tels que Q% ¢ représente (i.e. se réduit en) le réduit en un pas de ¢ par R et
Qr t représente la forme normale de ¢ par R (si elle existe).

Sélection des Régles. Comme nous souhaitons calculer des formes normales, il
nous faut décider quand une réduction peut avoir lieu, c’est-a-dire quand une régle
de R peut étre utilisée, et agir en conséquence : si 'une des regles peut étre appli-
quée a ¢, alors on réduit ¢ ; sinon c’est une forme normale et ¢ n’est pas modifié. La
capacité a discriminer les régles que 'on peut appliquer a un certain argument est
habituellement encodé dans le rho-calcul par le tho-terme first = 2/ — ¢/ — z —
(stk = ¢z 1y — y) (2’ x) . Lorsqu’on 'applique a trois rho-termes ¢, u et v, le
terme first réduit tout d’abord ¢ v. Si le résultat de cette derniére réduction n’est pas
stk, alors first renvoie ce résultat. Sinon il réduit v v et renvoie le résultat obtenu.

vstk*

vstk*
8l pdy

X vstk*
firsttuv — 5 5

*
VP sit V=05 vP7 ou bien si t v— U stk et u v—>;§g" VPO

Intuitivement, si I'on remplace ¢ par le rho-terme qui représente R et u par
I'identité x — =, alors firstt uwv appliquera R a v si une régle lui est applicable et
le laissera inchangé sinon : le cas « ¢ Uﬁzgtvl‘*vp‘sﬂ/ » correspond a I’application d’une

5 vstk* vstk*
regle de R alors que le cas « t v— P3¢ stk et uv—757

aucune régle de R n’est applicable.

vP®7 » correspond au cas ol

Propagation des Contextes. Les systémes de réécriture permettent des transfor-
mations sur n’importe quel sous-terme de 'objet que 'on réécrit. Au contraire le
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rho-calcul ne permet que d’appliquer une régle en téte de son argument. L’encodage
des systémes de réécriture doit donc explicitement propager I’application du systéme
en profondeur dans le terme. Si la réécriture en téte échoue sur tous les sous-termes,
il faut renvoyer stk de maniére globale. La propagation de stk doit donc étre faite
pour tous les contextes. Pour cela et pour tout symbole f d’arité n > 1 de la signa-
ture o du systéme de réécriture R, nous définissons un terme I';, comme suit.

stk — nop stk

=y 7" nop z — z)(first VT

k ( ) y—nop(fr1...Th—1Yy...Tn))) (vzk))
ou nop est un symbole qui n’est pas dans « et pour tout n > 1, T — ¢ représente
r] — x93 — -+ = z, — t. Chaque I‘f; permet d’exprimer 'application d’un
rho-terme au sous-terme t; d’un autre rho-terme f;...t,. Leur comportement
est résumé par la propriété suivante.

Propriété 1.3.3. Soit f un symbole de o d’arité n. Soit t; .. .t, des termes algé-
briques et t un terme arbitraire. Soit vfM e vﬁ‘” des valeurs pour . Alors

. Ftoo b0t
Titty ... t,—05% RNy
ftro .t Lty

; tk*, 0y § f th* ; th*
szttk—i’)g7 vp ol ety bty L tn—>zg,y stk si t7fk—>z(557 stk .
Remarquons que pour tous motifs p; et po, le terme first (p; — stk) (p2 — t) u
se réduira toujours vers le méme terme que (p2 — t) u. En effet 'opérateur first ne
? 1 : . :
vérifie pas si p; < v mais si (p; — stk) u se réduit en stk, ce qui est toujours vrai.
Par conséquent le terme

y T (first ( sth = stk ) (vw)

y— fr1...T_1Y...Tp
n’a pas le méme comportement que F£ . C’est 'usage de la constante nop dans ce
dernier rho-terme qui nous permet de préciser qu'une réduction vers stk est équi-
valente, dans ce cas, a un échec du filtrage. Nous définissons alors le rho-terme rf
comme suit.

r/=1f..arf

Il représente intuitivement ’application d’un rho-terme a chaque sous-terme ¢, d’une
autre rho-terme ¢t = f#;...t,. La structure qui regroupe les différents résultats
obtenus lorsqu’un terme w est appliqué a tous les sous-termes immédiats de ¢ est
obtenue en réduisant le rho-terme I'/ t u :

Fftuezgtvk*f‘{tuz---zfﬁtu.
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Réduction en un pas. Le rho-terme qui représente la réduction en un pas par le
1,1

systéme de réécriture R est noté (2}, et défini par 0} = wh wh o
Uy =m0 pourtoutl; — 1, €R

w713:7r—\ Afry oy T ()

pour tout f d’arité n > 1

Cette définition de w, contient deux parties : la premiére encode la réécriture en téte
par R ; la seconde utilise les termes F£ pour exprimer le fait que la réécriture peut
aussi avoir lieu en profondeur. Le terme 2}, est un point fixe qui itére I'utilisation des
I”} dans le but de descendre aussi profondément que possible dans le terme réécrit.

Propriété 1.3.4. Soit t un terme algébrique. Si {u/t —gr u} = 0 alors
0kt —>Zf5t7k* stk . Sinon, Q% t —>Zf5t7k* til-- Uy oud{u/t —=r u} = {t1,...t,}.De

* .. sy s .
plus, par confluence de —>gf5t7k sur les rho-termes linéaires (propriété 1.3.2), si R est

linéaire a gauche, les rho-termesty 1 - - - 11, et stk sont les uniques formes normales
de Q% M.

Réduction en Forme Normale. Nous définissons a présent le rho-terme qui re-
présente la réduction en forme normale par le systéme de réécriture R. Plus préci-
sément, nous voulons définir un rho-terme ()% tel que si nous I'appliquons a une
deuxiéme terme ¢, Q2 applique tout d’abord ), a ¢ puis si cela renvoie stk (c’est le
cas quand ¢ est une forme normale pour R), alors )z ¢ se réduit en ¢ et sinon, il conti-
nue a applique Q0 aurésultat de Q%zt Le rho-terme Q) est définit par Qg = wr wr
otwg = s — x — first (stk = z) (z — (s ) 2) (U x) . Larelation € repré-
sente I’observabilité d’un résultat dans un rho-terme qui, a travers la structure _? _,
est un ensemble de termes.

Définition 1.3.6. La relation € est définie inductivement comme la plus petite
relation réflexive sur les rho-termes telle que pour tous termes t, uy et ug tels que
t € uy, alorst < ug Lug ett € us Lug.

Cette relation nous permet d’établir la correction et la complétude de I’encodage.

Propriété 1.3.5. Sit ett’' sont deux rho-termes algébriques tels que t' est une forme
normale de t par R, alors il existe u tel que Q)rt —ustk* ot ! < u . En outre, si

poy

zg&;‘* t10-- -1ty ou ensemble de formes normales de
. * . ’ . .

t est {t1,...tp} . Enfin puisque —>Zf5t7k est confluent sur les rho-termes linéaires, si

R est linéaire, t1 0 - - - L t,, est 'unique forme normale de Qr t .

R termine surt, alors Qr t —

Remarquons que si R ne termine pas sur ¢, alors la réduction du rho-terme
(2 t ne termine pas non plus car elle continuera sans cesse de générer de nouvelles
formes normales. Ce qu’explique la propriété 1.3.5, c’est que toute forme normale
sera éventuellement générée par la réduction (non terminante) de )% ¢. En fait cette
réduction est un parcours en largeur de I'arbre (infini) de réduction de ¢ par R.



Chapitre 2

Systémes de logique formelle

Le besoin d’une formalisation des fondements des mathématiques et de la lo-
gique s’est d’abord traduit par la recherche d’un ensemble consistant d’axiomes assez
puissants pour impliquer le raisonnement mathématique moderne. Cette recherche
« culmina » lorsque Godel (1931) présenta ses théorémes d’incomplétude. Ces ré-
sultats modifierent completement la quéte de fondements. Les ensembles d’axiomes
qui étaient alors utilisés pour formaliser le raisonnement mathématique sont a pré-
sent appelés des systémes déductifs a la Hilbert. Parmi ces systémes on peut trouver
par exemple le Begriffschrift de Frege (1879) ou encore les Principia Mathematica
de Whitehead et Russell (1925). Ces systémes sont construits autour d’un ensemble
d’axiomes comme par exemple

A= B= (AAB) Vz,0+2=0
B= (AV B) Veyz, (z+y)+z=2+(y+2)
A= (AV B)

A partir d’un tel ensemble d’axiomes S, 'ensemble des formules prouvables est
défini inductivement comme le plus petit ensemble S’ qui contient S et tel que

si p=>9PeS et g€ S alors v € S B (Modus Ponens) ;
si pe8 alors Vz.p € S (Généralisation universelle).

Ces regles sont habituellement écrites sous la forme de régles d’inférence.

=
w (Mobpus PONENS) L (GENERALISATION UNIVERSELLE)
(0 V.o

La grand simplicité d’une telle définition est le seul avantage des systémes a la Hil-
bert. En effet dés que ces systemes sont confrontés a la réalité des mathématiques ou
encore quand il s’agit d’étudier les propriétés de ces systémes de preuve, le manque
de structure des preuves qu’ils construisent devient un gros probléme.

55
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La préoccupation principale de Gentgen quand il introduisit la déduction natu-
relle et le calcul des séquents était de prouver la cohérence de ’arithmétique. Il pro-
posa de découper la définition des systémes de preuves en une partie contenant les
axiomes logiques et une autre contenant les axiomes non-logiques. Cette approche
se révéla fructueuse puisqu’il en résulte une méthode générique pour prouver la co-
hérence d’un systéme de déduction : 'Hauptsats ou élimination des coupures. Dans
ce chapitre, notre intérét principal se porte sur la logique propositionnelle et le calcul
des prédicats (aussi connu sous le nom de logique du premier ordre). Nous présen-
tons des variantes des systémes d’origine de Gentgen (1935) : la déduction naturelle
et le calcul des séquents.

2.1  Formules et inférences

Soit T, (X ) une algébre de termes que nous appellerons I’ensemble des termes
du premier ordre. Le symbole ¢ représentera des termes du premier ordre. Soit .A une
signature des prédicats, c’est-a-dire un ensemble de symboles, que nous appellerons
des prédicats, tel que a chaque prédicat P et associé un entier naturel appelé 'arité
de P et dénoté np. Alors I'ensemble des formules du premier ordre sur T, (X) et
A est défini comme le plus petit ensemble F 47, (x) tel que 1) si P est un prédicat
d’arité np et (¢;)1<i<np est une suite finie de termes du premier ordre de longueur
np, alors P(t1,...,thp) € Far,x);2) L € Far,x)et T € Far,x); 3) si
0 € Farn(x)> alors mp € Fur,(x); 4) sl ¢ € Far,(x) et ¥ € Fur,(x) alors
PNV E Faryx)y V¥ € Faryx)ete = v € Far,x);5 st € Far,(x)
x € X, alors dx.p € Fyr, (x) et V. € F a1, (x)- Les symboles ¢ et ¢ dénoteront
des formules. On peut définir alternativement I’ensemble des formules comme étant
le langage hors-contexte associé a la grammaire en forme de Backus-Naur suivante.

. n= P(t,...itnp) | LT 2l @oAY oV |o=19|3z.p|Vap

les formules de la forme P(t1,...,t,) seront appelées des formules atomiques ou
(par abus de langage) des prédicats atomiques. Nous appellerons les symboles L,
T, =, A, V, =, 3 et V des connecteurs. Ils représentent respectivement le faux, le
vrai, la négation, la conjonction, la disjonction, I'implication, la quantification exis-
tentielle et la quantification universelle. Les connecteurs V est 3 sont appelés des
quantificateurs. Une formule propositionnelle est une formule qui ne contient pas
de quantificateurs. La notion de position (définition 1.1.14) est étendue au formules
du premier ordre de la fagon suivante.

Définition 2.1.1 (Position dans une formule du premier ordre). Une position est une
suite finie d’entiers strictement positifs. Si @ est une formule, v est une position, p|,
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est défini par

P = Siv=c¢;

P =iy siv=14,V et =11 =
P =iy siv=1i,V et =1p1 A

Pl =iy siv=1i,V et =1)1 Vi
(;0|1/:77[}|1/' SiV:lvl/et@:_',(vb;

O = siv=1,1Vetp=Vra;

O =Y siv=11Vetp=Tx;

O =tijyy  siv=1i,V etp=P(t1,...,t,) .

Pour une formule ¢, la formule ¢, n’est pas définie pour toute position  mais
pour un ensemble fini de positions v que nous appellerons les positions de . Nous
dirons qu’'une formule ¢ est une sous-formule d’une formule 1) s’il existe une po-
sition v de ¢ telle que |, = 1. On peut alors définir les occurrences positives et
négatives d’une formule comme suit.

Définition 2.1.2 (Occurrences positives et négatives). Une formule ¢ admet une
occurrence d’une formule 1 a la position v quand @, = 1. La polarité pol(v), €
L /o7, de la position v dans la formule @ est définie par

pol(v), =1 SiV =¢€;

pol(v), = pol(v')y, siv=1,V etp =11 Ny
pol(v), = pol(v')y, siv=r1,V etp =11 Viy;
pol(v)y, = pol(v)y, +1  siv=14,V et =11 = ¥y ;
pol(v), =pol(v')y +1  siv=11 et =—;
pol(v), = pol(v')y siv=1,V et =Tz ;
pol(v), = pol(v')y siv=11 et =Vr.1).

Lorsque pol(v), = 0, nous parlerons d’occurrence négative (de y,,) dans ¢. Nous
parlerons d’occurrence positive sinon.

La notion de contexte de la définition 1.1.12 peut aussi étre transposée aux for-
mules : On suppose donné un symbole [J qui n’est ni un symbole de fonction ou
de variable de I’algébre de termes du premier ordre 7, (X ) ni un symbole de pré-
dicat de \A. Un contexte de formule est une formule de F 4 (myr, (x) ou l'arité
de [J est 0. L’arité d’un contexte de formule est le nombre de symboles [J qu’il
contient. Nous nous intéressons particulierement aux contextes de formule unaires
(Cest-a-dire d’arité 1) : ils permettent de définir la notion de relation close par
contexte et de congruence, exactement comme dans la section 1.1. Une relation
binaire > sur les formules du premier ordre est close par contexte si pour toutes
formules ¢ et 1 telles que o > 1) et pour tout contexte de formule C unaire, alors
Clp] > C[9] . La cloture par contexte de > est définie comme la plus petite relation
close par contexte contenant I>. Une congruence est une relation d’équivalence close
par contexte.
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Nous disposons déja d’une notion de substitution sur les termes du premier
ordre, puisque ceux-ci sont par définition membres d’une algébre de termes T, (X).
L’application d’une substitution (du premier ordre) o a une formule du premier ordre
, dénotée wo, est alors définie de la facon suivante.

wo = P(t10,...,tho) sip=P(t1,...,tn);

po =T sip=T;

po =1 sipp=_1;

po =~(Yo) sip = ;
po =pa Ao sip=1y AP ;
po =vo Vo sip=vy VY
po =1po = P'o sip =9 =",
wo =Vrx.(Po) sip =Vr.a;
po = Jz.(Yo) sip =3z .

De maniere équivalente et succinte, on peut résumer comme suit. L’extension d’une
substitution aux formules atomiques est définie par

(P(t1,...,tn))o = P(t10,...,t,0) .

L’extension d’une substitution aux formules est définie comme la cléture par
contexte de la fonction de substitution sur les formules atomiques (en tant que re-
lation binaire). 1l reste alors & montrer que cette cloture définit bien une fonction
(tache que je délegue au lecteur qui s’ennuie).

Tout comme le symbole A pour le lambda-calcul, les symboles 3 et V sont des
lieurs. Tout comme la fonction carré peut s’écrire  — 2 ou y +— 3?2, la for-
mule « tout objet vérifie la propriété A » peut s’écrire indifféremment Vz.A(x) ou
Vy.A(y) et la formule «il existe un objet vérifiant la propriété A » peut s’écrire indif-
féremment 3x.A(x) ou Jy.A(y). On peut alors définir les occurrences libres, liées
et ’alpha-conversion sur les formules du premier ordre de la maniére suivante :
L’occurrence d’une variable du premier ordre = a une position ~ dans une formule
¢ est liée s’il existe un préfixe v/ de v tel que ¢, est de la forme Jz.¢) ou bien de
la forme Vz.7). Sinon, 'occurrence est libre. L’ensemble des variables liées dans une
formule ¢, noté BY(¢), et 'ensemble des variables libres dans ¢, noté FV (), sont
définis par

BY(p) =0 et FV(¢) =Uicicn V(ti) sio=P(t1,... tn);
BY (o) =10 et FV(p) =0 siope{L,T};
BV(p) =BV(¢) et FV(p) =FV(¥) sip =

BV(p) =BV(¢)U{z} et FV(p) =FV(¥)/{z} sip€ {3z, Va};
BY(¢) = BV (¢1) U BV(12)

FV(p) = FV(1P1) U FV(¢ha) } sip € {th1 = Yo, 1 A2, 1 Vaha}

L’alpha-conversion sur les formules (toujours notée =,), est la plus petite congru-
ence sur les formules telle que

V.o =a Vy.(ely/z]) et Frp =0 Jy(ely/z])
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desquey & FV (o) UBV(p) etz ¢ BV(p). Tout comme dans le cadre du lambda-
calcul, il peut y avoir capture lorsqu’on applique une substitution. Va.P(z) =,
Vy.P(z) mais

(Vz.P(z))[x/z] = Vx.P(x) #Z4 Vy.P(z) = (Vy.P(2))[x/z2] .
Va.P(x) =4 Vy.P(y) mais
(Vao.P(x))[z/2] = Vo.P(2) #a Vy.P(y) = (Vy.P(y))[z/2] .

Lorsque l'on souhaite appliquer une substitution o a une formule ¢ et que o n’évite
pas les captures dans ¢, c’est-a-dire que BV(¢) N (dom(o) UFV(codom(c))) # 0,
alors il est toujours possible de trouver une formule v alpha-équivalente a ¢ telle que
o évite les captures dans 1. Nous travaillons donc modulo alpha-équivalence et nous
supposerons toujours que les substitutions évitent les captures dans les formules sur
lesquelles on les applique. La notion de sous-instance est définie comme suit.

Définition 2.1.3 (Sous-instance). Nous noterons < la plus petite relation réflexive
et transitive contenant la relation de sous-formule et telle que pour toute formule
et pour tout terme t, p[t/x] < V. et ¢[t/x] < Jz.0. Nous dirons que ¢ est une
sous-instance de 1 quand ¢ < 1.

La différence majeure entre le mécanisme de liaison du lambda-calcul et le mé-
canisme de liaison des quantificateurs, c’est que les lieurs V et 3 opérent sur la ca-
tégorie syntaxique des termes du premier ordre, objets qui ne contiennent pas de
lieurs : lorsque nous écrirons Vx.A, par exemple, x est une variable du premier-
ordre qui représente « n’importe quel terme du premier ordre ». On ne pourra donc
substituer « dans A que par des termes du permier ordre. Au contraire le lieur du
lambda-calcul opere sur la catégorie syntaxique des lambda-termes qui contiennent,
eux, des lieurs. L’exemple 1.2.2 (Oméga) ne pourra donc pas se traduire en utilisant
les lieurs V ou 3.

Un contexte est un multi-ensemble de formules. Les symboles I' et A repré-
senteront des contextes. Un séquent est une paire de contextes I' = A. Si I" est le
multi-ensemble A1,..., A, et A est le multi-ensemble B, ..., B;,, alors' F A
représente en fait la formule (A1 AAsA---ANA,) = (B1VBaV-- -V By,) libérée de
la bureaucratie des parentheses par I’associativité et la commutativité naturelle de
la concaténation des multi-ensembles qui représentent elles-mémes ’associativité
et la commutativité des connecteurs V et A. Si € est le multi-ensemble vide, alors
e Aestaussinoté - A et I' F € est aussi noté I' I-. Les séquents A1, ..., A, Fet
F By, ..., By, représentent en fait respectivement les formules (A1 A- - -AA,) = L
et T = (B1 V-V By,). Le symbole S représentera des séquents.

Définition 2.1.4 (Inférence). Sin est un entier naturel non nul, une inférence d’arité

n est un n-uplet contenant n séquents. Une inférence (S1,S2,...,Sy) avecn > 1
et une inférence (S1) sont respectivement notées
S1 . Sn—1 —
- et Sy .

Sn
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Dans le cas n > 1, nous dirons que S7,... S,—1 sont les prémisses et que .S, est
la conclusion de I'inférence. Dans le cas n = 1, nous dirons que S est la conclusion
et que l'inférence n’admet pas de prémisse.

Définition 2.1.5 (Schéma d’inférence). Un schéma ou régle d’inférence est un en-
semble d’inférences généralement défini par un certain motif. La régle de générali-
sation universelle est par exemple définie par le motif

Plus formellement, cette régle dénote en fait ’ensemble d’inférences
{(T'F ¢,T'F Vz.p)/T contexte, ¢ formule et x variable telle que x ¢ FV(I')} .

Si un inférence I est contenue dans un schéma C', nous dirons que I est une instance

de C.

Un systéme de déduction est un ensemble d’inférences. Une dérivation ouverte
dans un systéme S est un arbre fini dont chaque noeud est associé a un séquent et
tel que si @ est un noeud ayant n > 0 fils (a;)1<i<n, @ est associé au séquent S,
et pour tout 1 < 7 < n, a; est associé au séquent .S, alors (S1,. .., Sy, S) est une
inférence de S. Une feuille dans une dérivation ouverte est un noeud sans fils. Une
feuille fermée dans une dérivation ouverte est une feuille associée a un séquent S tel
que S appartient & S. Au contraire, une feuille ouverte est une feuille qui n’est pas
fermée. Une dérivation fermée dans un systéme de déduction S est une dérivation
ouverte dont toutes les feuilles sont fermées. On parlera alors juste de dérivation.
Les dérivations ouvertes ou fermées sont représentées habituellement de facon gra-
phique similairement aux inférences. Si la racine d’une dérivation est associé a un
séquent .S, alors nous dirons que c’est une dérivation de S. Nous dirons qu’un sé-
quent S est dérivable dans un systéme de déduction s’il existe dans ce systéme une
dérivation de ce séquent.

Exemple 2.1.1 (Loi de Pierce). Soit MP le systéme de déduction contenant les in-
férences

Fo=19y Fo
1

Mobus PONENS

Ax

"Fo= W=

Ax2

Fe=W=¢)=(p=>9) = (p=¢))
Ax3

Flle=L)=1)=9

pour toutes formules o, 1 et ©'. Alors si ¢ et 1) sont deux formules, on peut prouver
dans MP le séquentt ((p = ) = @) = . La preuve est détaillée par les figures
2.1et2.2.
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Ax1 Ax2
% 279 Ax1 Ax3 Ax1
30 ; Ax2 g % Ax2
32 33 37 38
34 39 Ax1
40 41 (Axe)
Axa o Ax 42 43
13 14 Axz v
Ax3 Ax1 Ax1 15 16 :
T 7 Ax2 E 17 Ax2
Ax1 3 4 18 19 Axi
6 5 Ax1 20 22 Axe
7 8 Axe Ax1 23 24
9 10 21 25
11 26

27

F1G. 2.1 — Preuve de la loi de Pierce dans le systéme MP

Nous utiliserons aussi le mot preuve a la place du mot dérivation. Une inférence
est donc un mécanisme qui permet de construire une preuve de sa conclusion a par-
tir de preuves de ses premisses. Les inférences d’un systéme sont des mécanismes
atomiques qui sont donnés par le systéme. On peut alors les composer pour obte-
nir des dérivations ouvertes ou fermées. Les séquents dérivables (nous dirons aussi
prouvables) dans un systéme de déduction sont les séquents S' tels qu’il existe une
dérivation de S dans le systeme. Nous dirons qu’une inférence est admissible dans
un systéme lorsqu’elle correspond a un mécanisme qui existe dans le systéme.

Définition 2.1.6 (Inférence et schéma admissible). Soit un systéme déductif A et une
inférence quelconque I. Nous dirons que I est admissible dans A lorsqu’il existe une
dérivation ouverte dans A telle que toutes ses feuilles ouvertes sont associées a une
prémisse de I et sa racine est associée a la conclusion de I. Un schéma d’inférence
est admissible dans un systéeme déductif quand toutes ses instances sont admissibles
dans ce systéme.

Le cas trivial apparait lorsque I'inférence I est elle-méme une inférence de A, car
elle définit elle-méme une dérivation ouverte de A qui démontre sa propre admissibi-
lité dans A. Nous serons donc bien entendu intéressé par I’admissibilité d’inférences
qui n’appartiennent pas au systéme. Par exemple l'inférence (- ¢, 1 = ) est
admissible dans le systeme de I’exemple 2.1.1. Nous dirons qu’une inférence est in-
versible lorsque le mécanisme qu’elle représente ’est, c’est-a-dire

Définition 2.1.7 (Inférence et schéma inversible). Une inférence I est inversible dans
un systeme A lorsque s’il existe une dérivation de la conclusion de I dans A, alors il
existe une dérivation des prémisses de A. Un schéma d’inférence est inversible dans
un systéme déductif lorsque toutes ses instances le sont.

Enfin nous utiliserons la définition suivante de cohérence.



62

©OTDU A WN -

17

18
19

20

22

23

24

25

26

28
29

30
31
32
33
34
35
36
37
38

39

40
41
42
43

44
45

CHAPITRE 2. SYSTEMES DE LOGIQUE FORMELLE

Yp=>1)=>1)=¢
W=L=L=>¢9)=(L=(=1)=1) =)

L= ((v=L=1)=1)
(v=L)=>L=y)=(L=>((v=>1)=1)=(L=1v)

(L =(

(L=((v=1L)=1)= (L=

1= (¢v=1)=1)

1 =49

(L=1) = (p= (L =1))

e = (L =19)

(= (L=v)) = {(¢=1)=(r=19))

(p=1L)=>(¢=>7v

((¢=v)=9)= (¢=1)= ((¢= ) =)
((p=L)=Ue=9)=¢) = (((¢=>1L)=(¢=19) = (= 1) =)
(=)= ((e=>v)=>9) = ((¢=L)=(p=>¥) = (¢=> 1) =)
= ((e=>v) =)= (= L) = (=) =) = (= 1) = (¢=19) = (¢= 1) = ¢))

(p=>L)=>(e=9)=0) = ((e=> 1) = (p=¥) = (¢= 1) =)
= (((e=>L)=(e=>9) =)= (((e= 1) = (v=9) = (v = 1) = 9)))
p)= (¢ = L) = (¢ =1v) = 9)))

)= (((p= L) = (v = 9) = (¢ = L) = 9))))

= (=)= )= (= L)=(p=>¥) = (¢= L) = 9))

((p=>v) =)= (= 1) = (p=9) = (¢= 1) = ¢))

((e=v)= )= ((g=L)= (=) = (¢=> 1) =9))

= ((e=Y)=>9) = (e=> 1) = (¢=9)) = (¢ =>9) = ¢) = (¢ = L) =)
(=)= )= (p=>1)= (¢=19))) = (¢ =>Y) = @) = (¢ = L) =)
(p=L)=(p=>9) = ((¢= 1Y) = ¢) = ((p= 1) = (¢ = 1))
((e=Y)=>p)=(¢= L) = (=)= ((e=¥) = ¢) = (¢= 1) =)
(((p = L) = (¢ = 1))

(=) =9)=>(p=>L)= (=) = ((r= ) = ¢) = (¢= 1) = ¢)))
(¢ = 1) = (¢ =)

(=)= )= (e=> L) = (e=9) = (e =) = ) = (¢ = 1) = 9)))
p=1)=(¢=19))

(=) =9)=>(e=L)= (=)= ((¢=v) = ¢) = (¢= 1) = ¢))))
Egg(w:u):wwﬁw))é((wéw)éw)é((w:u):ww:»w»))
(

2y4an

I

=

Py

p= )= (=) = ((p=9) =)= (v= 1) = 9))))
(p=L)=(p=>19) = (((¢=>¥) = ¢) = (¢ => L) = (¢=1))))
(=)= (e=19) = (((¢=>19) = ¢) = (¢= 1) =9))
(¢=L)=(p=>9) = ((¢=9)=¢)= ((¢= 1) = ¢))

4

(=D = ((p=> D)= (p= 1) = (o= 1))
S (e D= (e = (p=> )N > (9> L) = (9= 1))
(= )= ((p=> )= (p= 1) = (= 1) > (¢ = 1))
(p=1)= ((p= 1) = (¢ = 1)

(p=L)=(p=1)
((p=L)=(p=L))=(((e=>L)=> )= (¢= 1) = 1))
((p=L)=9)=((¢=1)=1)

((p=L)=1L)=0e
(((e=L)=L=o)=(((¢=>L)=0)= (((e= 1) = 1) =)
((p=>L) =)= (((¢=1)=1)=9¢)
(((e=>L)=9)= ((v= 1) = 1) = )

S ((((p=L)=0)=> (v= 1) = 1) = (o= 1) = ¢) =)
((e=9) =)= (¢ = L) = (¢ =) = ¢))

= ((e=>L)=>e)=(ve=> L) = 1) = ((e=1)=9) =)

(p=1L)=>9)=>0¢
((p=>L)=>9)=9)=((¢=>19)=¢)=> (((¢=> L) = ¢) =)
(=) =)= ((¢g= 1) =¢) =)

(e =v) =)= (((¢= L) =) = @)

= (= Y)=>9) = ((v=> 1) = ¢) = ((¢ =) =) =)
((e=Y)=>9)= (= 1) =¢) = (((¢=>19) = ¢) =)
(p=v)=9)=0

F1G. 2.2 — Formules de la preuve en figure 2.1
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Définition 2.1.8 (Cohérence). Un systéme déductif est consistant s’il existe un sé-
quent n’y admettant pas de dérivation.

Généralement, le séquent - T admet toujours une dérivation. La cohérence d’un
systéme déductif correspond alors au fait que le systéme propose une distinction non
triviale entre séquents dérivables et séquents non-dérivables. En outre, une dériva-
tion de = L permet généralement de construire une dérivation de n’importe quel
autre séquent. Démontrer la cohérence revient donc a prouver qu’il n’existe pas de
dérivation de - L. Notons enfin que cette notion de cohérence subsume en fait celle
que nous avons utilisée au chapitre 1. En effet la cohérence d’une relation binaire ~
sur un ensemble A est définie comme 'existence de deux éléments a et b de A tels
que a 7 b. 11 s’agit donc d’un séquent - a ~ b non dérivable.

2.2 Déduction naturelle

Nous présentons ici le premier systéme de déduction introduit par Gentzen (1935) :
la déduction naturelle intuitionniste. Le méme systeme fut indépendamment pro-
posé par Jaskowski (1934).

Définition 2.2.1 (Déduction naturelle intuitionniste NJ). La déduction naturelle in-
tuitionniste, notée N}, est définie comme le systéme contenant les inférences de la
figure 2.3 pour tout contexte I', formules , 1) et ¢, et variable x et tout terme du
premier ordre t. Nous avons groupé les inférences de la déduction naturelle en sché-

mas d’inférence, comme par exemple le schéma Axiom I', ¢ = ¢ qui représente en
fait 'ensemble d’inférences

{ I, o ¢ /T un contexte et p une formule } .

Mis a part le schéma Axiom, chaque schéma manipule un connecteur spécifique et
peut étre une introduction ou une manipulation. Inversement, chaque connecteur ad-
met zéro, une ou deux schéma(s) d’introduction et d’élimination. Il est trés important
de remarquer que pour étre valide (c’est-a-dire incluse dans le systéme déductif), une
instance de VINTRO et AELIM doit satisfaire la condition que nous avons écrite a coté
du schéma correspondant. Nous appellerons ces conditions des conditions de bord.

Ce systéme est exactement le systeme originel de Gentsen (1935). On peut par
exemple y dériver le séquent - A = —(—A) :

AXIOM —MM AXIOM —M—
A —AF -A A -AF A
—=ELIM
A-AF L
—INTRO ——MM—
AF =(—A)
=INTRO

A= —(-A)
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AXIOM ——
Lok

| NGRS =1 | )
=INTRO ——M8M8M8M8M8— =FELIM

T'Fp=v '

Ty THr9 THoAY THoAy

AELIM| ———— AELIMy —————

THoAY Tk T+
TH o T+

VINTRO} ———M8M8M8 VINTRO9

I'Fpvay F'Fpvy

FFovy T,ok¢ T,ok¢
F|—<p'

AINTRO

VELIM

I'EVz.p

Fo TEVr.p
'k o[t/x]

r
VINTRO ———— 2 ¢ FV(I) VELIM
FVz.p

L' olt 't Jz. Lok
JINTRO M JELiM b LA x ¢ FV(T,9)
I'F3z.p 'y

ok L 'k - | R )
—INTRO ——— —ELIM
'k —p -1

'L
TINTRO
TFoyp LT

1 ELim

F1G. 2.3 — Inférences en Déduction Naturelle Intuitionniste NJ
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Par contre, nous verrons en section 2.4 qu’il est impossible d’y dériver les séquents
F—=(-A) = Aouk AV —A. Cela méne a la définition de la déduction naturelle
classique.

Définition 2.2.2 (Déduction naturelle classique NK). La déduction naturelle clas-
sique, notée NK, est définie comme le systéme contenant toutes les inférences de N
auxquelles sont rajoutées les inférences

I'kF—==p
'k

——=ELIM

pour toute formule o et tout contexte I

Remarquons que tous les séquents dérivables dans les systémes NJ et NK sont
de la forme I' - ¢ ou I' est un contexte et ¢ est une formule. Nous appellerons
prémisse principale la premiere prémisse (si elle existe, c’est-a-dire si I'inférence
n’est pas une instance du schéma Axiom ou du schéma ——ELiM) d’une inférence
en déduction naturelle. Par définition, une inférence en déduction naturelle est soit
une instance de AxioM ou de —=—ELIM, soit une introduction, soit une élimination.
Dans le cas d’une introduction, si I' - ¢ est la conclusion de I'inférence, nous dirons
que ¢ est la formule introduite par 'inférence et que le connecteur de téte de ¢ est
le connecteur introduit par I'inférence. Dans le cas d’une élimination, si I' - ¢ est
la prémisse principale de I'inférence, nous dirons que ¢ est la formule éliminée par
I'inférence et que le connecteur de téte de ¢ est le connecteur éliminé par I'inférence.
Si @ est le connecteur introduit par une inférence, alors celle-ci est une instance de
QINTRO (QINTRO; avec i € {1,2} si Q = V). Si @ est le connecteur éliminé par
une inférence, alors celle-ci est une instance de QELim (QELIM; avec i € {1,2} si
Q= N).

Une premiere propriété des systémes NJ et NK est ’admissibilité des regles de
contraction et d’affaiblissement (weakening) suivantes.

T 0,0k Ui

CONTRACTION ——— WEAKENING

Lok Lok
L’admissibilité de I’affaiblissement peut aussi étre formulé comme suit.

Propriété 2.2.1 (Admissibilité de I'affaiblissement). S’il existe une preuve w dans N}
ou NK d’un séquent T = o, alors il existe une preuve que nous noterons I'' - 7 de
[, T' - ¢ dans le méme systéme contenant exactement les inférences de T auxquelles
est rajouté le contexte I

Démonstration. La preuve de cette propriété se fait par induction sur la preuve. La
structure de celle-ci n’est d’ailleurs aucunement modifiée : on ajoute seulement I
aux séquents des inférences de la preuve. O

Une autre propriété intéressante est la stabilité par substitution (tant que ’on
évite les captures).
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Propriété 2.2.2. Si 7 est une preuve dans NJ ou NK d’un séquent I"' - ¢ et o une
substitution (du premier ordre), alors I'application de o a toutes les formules des
inférences de 7 constitue une preuve de I'c - o que nous noterons mo.

Nous allons a présent nous intéresser a un ensemble précis de preuves en dé-
duction naturelle (intuitionniste ou classique) que nous appellerons preuves sans
coupures.

Définition 2.2.3 (Coupures en déduction naturelle). Une coupure en déduction na-
turelle est une élimination dont la prémisse principale est une introduction.

Par exemple, les inférences suivantes sont des coupures.

e Fo ot v
AINTRO u =INTRO M —

oA o= -
AELIM2 M =F1Lim L v L

= s

Bien ententu, dans une coupure, la formule et donc le connecteur introduit par
I’étape d’introduction sont les mémes que ceux éliminés par I’étape d’élimination.
Une propriété cruciale de la déduction naturelle (classique ou intuitionniste) et que
I'on peut écrire une procédure, généralement sous la forme d’un systéme de réécri-
ture, qui normalise des preuves quelconques en preuves sans coupure du méme sé-
quent.

Propriété 2.2.3 (Normalisation en déduction naturelle). Toute preuve dans Nj ou NK
peut étre transformée en une preuve sans coupure du méme séquent dans le méme
systéme.

La preuve de cette propriété est détaillée par exemple dans 'ouvrage de Prawits
(1965). Elle repose majoritairement sur le processus permettant d’éliminer toute cou-
pure sur une formule dont le connecteur de téte est une implication : ce processus est
illustré par la figure 2.4. Comme le montrent les figures 2.5 et 2.6, une coupure sur
une formule dont le connecteur n’est pas une implication peut étre soit directement
supprimée (par exemple s’il s’agit d’une coupure sur une quantification universelle),
soit traitée comme une coupure sur une implication (par exemple s’il s’agit d’une
coupure sur une quantification existentielle) : on I’élimine alors comme en figure
2.4.

L’intérét de la propriété 2.2.3 provient du fait que les preuves sans coupures en
déduction naturelle vérifient la propriété suivante.

Propriété 2.2.4. Une preuve sans coupure d’un séquent = ¢ dans NJ se termine
toujours par une introduction.

Démonstration. Par induction sur la taille de la preuve. Celle-ci ne peut se terminer
par une instance d’AxIOME (il n’y a rien dans la partie gauche du séquent). Elle ne
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F1G. 2.4 — Normalisation en déduction naturelle, premiére partie
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(m1) (2)
'k | R
AINTRO Eon "
AELIM1 L (1)
Tk — 'y
(m1) (2)
'k | R
AINTRO TEon "
AELIM2 L (72)
'k — '
()
ke
VINTRO ———— z ¢ FV(I)
VELIM 7F Ve (r[t/])
't oft/x] — 'k p[t/z]
(1) (1)
ok L ok L
—INTRO L (WQ) =INTRO L (7r2)
'F-p | R ) I'Fp= 1 'k
—ELIM =ELIM
' _L ~ 'L

F1G. 2.5 — Normalisation en déduction naturelle, coupures sur A, = ou V

peut se terminer par une regle d’élimination car alors par hypothése d’induction la
preuve de sa prémisse principale étant sans coupure, elle termine par une introduc-
tion formant ainsi une coupure. Cette derniere regle ne peut donc étre qu’une regle
d’introduction. O

Cette propriété a une apparence tres syntaxique. Combinée a la propriété 2.2.3,
elle permet néanmoins de prouver la cohérence de la déduction naturelle intuition-
niste NJ.

Propriété 2.2.5 (Cohérence de NJ). Il n’existe pas dans N de preuve det- L.

Démonstration. S’il existait une preuve de - L dans NJ, il en existerait une sans
coupure par la propriété 2.2.3, et la propriété 2.2.4 montre que celle-ci terminerait par
une introduction. Une inspection des régles d’introduction démontre qu’il n’existe
pas de preuve de - L terminant par une regle d’introduction. t

NJ propose donc une distinction non-triviale entre séquents dérivables et sé-
quents non-dérivables. D’ailleurs s’il existait une dérivation de - _L, il existerait
bien une dérivation de n’importe quel séquent par la regle L ELim puis affaiblisse-
ments successifs.

Les deux propriétés suivantes justifient le fait que NJ est un systéme constructif :
lorsque 'on prouve que A ou B est vérifié, c’est que 'un des deux est vérifié ; lorsque
I’on prouve qu’il existe un objet x tel que A(z), c’est qu’on peut exhiber un tel objet.
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(m1)

I+
VINTRO1 790 (72) , (73) ,
F'tevey Tipby DypkEdy
VELIM
'+ w'
0
(m2)
I,okF
=INTRO L@b (7T1)
'Fe= Y ke
=FELIM
'k @Z/
(m1)
'+
VINTRO2 i (72) , (73) ,
F'tevey Tipby Dk
VELIM
'+ w'
0
(m3)
T, k4 (m1)
=INTRO —————
'y =7 | )
=ELIM
'k @Z/

(m1)
LEolt/z]  (m)

JINTRO e T ook
€Z.p )P
JELIM Tro x ¢ FV(I,y)
U
(ma[t/x])
F,@[t/fﬁ] "1/’ (7T1)
=INTRO
i L plt/x] =y T+ plt/a]

Tk

F1G. 2.6 — Normalisation en déduction naturelle, coupures sur V et 3
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Propriété 2.2.6 (Propriété de la disjonction pour NJ). Si 7 est une preuve sans cou-
pure d’un séquent= p V1) dans N7, alors la dernieére étape de T est soit une instance
de AINTRO1, soit une instance de AINTRO2 et donc contient soit une preuve de - ,
soit une preuve de - 1.

Démonstration. Par la propriété 2.2.4. O

Propriété 2.2.7 (Propriété du témoin pour NJ). Si7 est une preuve sans coupure d’un
séquent = 3x. dans NJ, alors la derniere étape de m est une instance de JINTRO et
donc T contient un terme t et une preuve de - @[t/ x].

Démonstration. Par la propriété 2.2.4. O

Il est difficile (mais néanmoins possible) d’en dire plus sur la déduction natu-
relle sans introduire le calcul des séquents (ce que nous allons faire dans la section
suivante). Les difficultés sont majoritairement posées par les régles VELIM et JELIM,
comme analysé par Girard et al. (1989, chapitre 10).

2.3 Calcul des séquents

Nous présentons a présent le deuxieme systéme introduit par Genfzen (1935). Le
calcul des séquents classique est défini comme suit.

Définition 2.3.1 (Calcul des séquents classique LK). Le calcul des séquents classique
est le systéme contenant les inférences de la figure 2.7 pour tous contextes T et A, pour
toutes formules @, 1) et ¢, pour toute variable x et pour tout terme du premier ordre
t. Remarquons que ce systéeme contient des régles structurelles Axiom, Cut, CONTRR
et CONTRL ainsi que exactement une régle d’introduction pour chaque connecteur a
gauche et a droite du symbole -.

Le calcul des séquents classique est organisé autour de la symétrie offerte par le
symbole I-. Par exemple la régle AR est la symétrique de la regle VL, la régle L est
la symétrique de la régle VR. Le calcul des séquents intuitionniste est défini comme
suit.

Définition 2.3.2 (Calcul des séquents intuitionniste LJ). Le calcul des séquents in-
tuitionniste est le systéme contenant les inférences de la figure 2.8 pour tout contexte
T, pour toutes formules @, 1 et ¢', pour toute variable x et pour tout terme du pre-
mier ordre t. Tout comme LK, ce systéme contient des régles structurelles AXIoM,
Cut, CoNTRR et CONTRL ainsi que exactement une régle d’introduction pour chaque
connecteur a gauche et a droite du symbole -. Remarquons par ailleurs que comme
dans N7, les séquents dérivables dans L sont tous de la forme " - ¢ ot I est un
contexte et ¢ une formule.

Mis a part les régles Axiom, Cut, CONTRR et CONTRL, les régles de LK et L] sont
toutes des introductions d’un connecteur a gauche ou a droite. Dans une telle regle,
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F1G. 2.7 — Inférences en calcul des séquents classique LK
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F1G. 2.8 — Inférences en calcul des séquents intuitionniste L]
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la conclusion contient une formule qui est décomposée en sous-instances dans les
prémisses. Par exemple AR et AL décomposent ¢ A 1 en ¢ et 1; IR décompose
Jdz.p en p[t/x]. La formule décomposée ainsi que son occurrence dans la conclu-
sion de I'inférence sont respectivement appelées formule principale et occurrence
principale de I'inférence. Les formules qui sont les résultats de cette décomposi-
tion ainsi que leurs occurrences dans les prémisses sont respectivement appelées les
formules secondaires et les occurrences secondaires de I'inférence. Nous utiliserons
la méme terminologie pour les régles CONTRR et CoNTRL. Dans ce cas les formules
secondaires sont égales a la formule principale. Lorsque nous considérerons une ins-
tance de la régle Axiom, la formule (ou les formules) apparaissant des deux c6tés du
symbole I~ seront appelées formules axiome. Enfin lorsque nous considérerons une
instance de la regle Cur, la formule apparaissant dans les deux prémisses et non
dans la conclusion sera appelée formule de coupure.

Les inférences de LK et L] respectent les polarités dans le sens suivant : si une
prémisse d’une inférence de LK ou L] admet une occurrence positive (respectivement
négative) d’'une formule, c’est forcément que sa conclusion admet aussi une occur-
rence positive (respectivement négative) de la méme formule. D’ailleurs la seule
facon de faire disparaitre une formule en appliquant les régles de LK ou LJ du haut
vers le bas, c’est d’utiliser une instance de la régle CuT. Inversement la seule facon de
faire apparaitre une formule ¢, c’est de la décomposer en utilisant une introduction
dont la formule principale est ¢. On fait apparaitre une occurrence positive dans le
cas d’une introduction a droite et une occurrence négative dans le cas d’une intro-
duction a gauche. Nous dirons donc que les régles correspondant a une occurrence
positive d’un connecteur c sont les regles d’introduction a droite de c. Nous dirons
que les regles correspondant a une occurrence négative d’'un connecteur ¢ sont les
regles d’introduction a gauche de c.

Beaucoup de variations sont possibles autour de ces systémes. En particulier
et contrairement aux systemes NJ et NK que nous avons présentés en section 2.2,
les systemes LJ et LK que nous venons de présenter ne sont pas les systémes ori-
ginaux de Genfen (1935). Un large éventail de systémes similaires est présenté
par Kleene (1952a, chapitre 15). Une variation classique est l'utilisation de régles
d’affaiblissement. La régle Axiom est alors remplacée par les trois regles

A '-A

AxioM’ WL ——— WR ——
ok okFA 'y A

Les régles d’affaiblissement WR et WL étant admissibles dans les systémes LK et L]
tels que nous les avons présentés, il est en fait possible de démontrer la propriété
suivante.

Propriété 2.3.1 (Affaiblissement dans LK). Si 7w est une preuve de ' = A dans LK
et si I et A’ sont deux contextes, alors il existe une preuve notée I - 7 - A de
I[,TV = A, A’ dans LK contenant exactement les inférences de m auxquelles sont
rajoutés les contextes I et A'.
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Démonstration. Un parcours inductif de la preuve 7 permet de construire I - 7r- A/,
Les étapes VR et L peuvent nécessiter Iutilisation d’alpha-conversion. O

Voici la propriété équivalente pour LJ.

Propriété 2.3.2 (Affaiblissement dans L]). Si 7 est une preuve de ' - ¢ dans L et
si I est un contexte, alors il existe une preuve notée I'' - w de T, T' F ¢ dans L}
contenant exactement les inférences de m auxquelles est rajouté le contexte I".

Une autre variation consiste a restreindre les formules axiomes des instances
de Axiom aux formules atomiques. On obtient un systeme toujours équivalent. Par
exemple toute instance de Ax1om sur une disjonction ¢ V ) peut étre décomposée
de la maniere suivante.

AXiIOM ——  AXIOM —M

o N VR¢F¢W

VLwF¢V¢ YEpVY
pVYEpViy

Cela méne a la propriété suivante.

Propriété 2.3.3 (Décomposition totale des axiomes). S’il existe une preuve d’un sé-
quent respectivement dans LK ou L, alors elle peut étre complétée en une preuve du
méme séquent dans le méme systéme telle que les formules axiomes des instances de
AxioM qu’elle contient sont toutes des formules atomiques. Cette nouvelle preuve est
un préfixe (en tant qu’arbre) de la preuve de départ.

Démonstration. 1l suffit d’écrire une preuve comme celle ci-dessus pour chaque
connecteur et d’utiliser la propriété 2.3.1 ou 2.3.2. t

Tout comme les affaiblissements sont inclus dans la régle Axiom, il est possible
de camoufler les contractions dans les regles d’introduction. Par exemple la régle GR
peut étre remplacée par

L'k p[t/z], Iz, A

JdR+CoNTRR
'k 3dz.p, A

Sion applique cette transformation a toutes les regles d’introduction de LK, alors
on peut supprimer les régles CONTRR et CONTRL. Le systéme obtenu est équivalent a
notre systéme LK. La méme manipulation peut étre appliquée a L], mais uniquement
du coté gauche. On modifie alors uniquement les régles d’introduction a gauche et
on supprime la regle CoNTRL.

Enfin une derniére variation consiste a considérer les versions multiplicatives
des inférences. Pour LK, les versions multiplicatives des régles Cut et VL sont par
exemple

Fll_QO,Al FQ?SDFA? VL FleDI_Al F?)Q;Z)I_AQ
I, Ta = Ay Ay et [, T,V AL Ay

Cur
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Les versions de ces deux regles que nous avons utilisées pour définir notre systéme
LK sont dites additives. La contraction et I’affaiblissement permettent de montrer
que le systéme obtenu est équivalent a notre systeme LK. Ce n’est plus vrai si on les
supprime. On obtient alors la logique linéaire (Girard, 1987) ou chaque connecteur
a une version additive et multiplicative qui ne sont plus équivalentes. Au sens de la
logique linéaires, les régles VR et AL que nous utilisons sont, par contre, additives.
Puisque nous disposons de I’affaiblissement et de la contraction, nous pourrions les
remplacer par leurs versions multiplicatives.

ke, A | R VAN
VRi —M8M8M8¥™ VRg ——M8M8M8™
F'Fevay, A | R R RVETIVAN
ok A T, F A
AL1 L w

_ ALz —M8M88™M
FevykEA FevyEFA

La notion de coupure est incarnée dans les systemes LK et L] par la régles
d’inférence Cut. En particulier nous noterons LK et L]Cf les systemes LK et LJ
sans la régle de coupure CurT. L’intérét principal du calcul des séquents réside dans
le Hauptsas démontré a 'origine par Gentzen.

Propriété 2.3.4 (Elimination des coupures (Hauptsat;)). Toute preuve respectivement
dans LK ou dans L] peut étre transformée en une preuve du méme séquent dans ke
ou dans L]Cf.

En d’autres termes, la régle de coupure Curt est admissible dans LJCf et dans

LK. 1l existe un grand nombre de preuves de cette proposition. On peut par exemple
exhiber une transformation des preuves et prouver sa normalisation faible, comme le
fait Gentzen (1935), voire sa normalisation forte, comme le fait Urban (2000, 2001).
Usuellement on fait la différence entre deux types de coupures. Nous appellerons
coupures logiques les instances de CuTt dont chacune des deux prémisses est res-
pectivement une introduction de la formule de coupure a gauche et a droite. Les
coupures logiques sont généralement réduites de la facon décrite par les figures 2.9
et 2.10. Plus précisément elles sont réduites en nouvelles coupures dont les formules
principales sont des sous-instances de la formule principale de départ. Remarquons
que les coupures logiques sur les conjonctions, disjonctions et implications peuvent
en fait étre éliminées de deux facons différentes. Par exemple pour I'implication une
coupure

(m1) (m2) (m3)
Lok, A rykEA 'k, A
R —MM— =L
F'Fp=y A Ne=vkFA
! TFA

Cu
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(1) (m2) (73)

/\LF"()O,A 'y, A R Ly, v-A
F'FpAny, A oAy EA
Cur
'FA
!
(¢ - m2) (3)
(7‘('1) CUTF’Qpl_w,A Fa‘/’ﬂﬁ'_A
'k A ek A
Cur
'FA
(m1) (m2) (3)
'k A oA Ty FA
\/R @7170’ \/L ’(p ’/llz)
'kFevy, A IevyEA
Curt
'FA
l
(1) (73 - )
CUTIW_QOM/}’A F71/}|_907A (7T2)
ke A ek A
Cur
T'FA
(1) (72) (73)
FokFy, A rykEA ke, A
R ——— =L
r'Fep=vy A Ne=vyv+FA
Cur
I'A
!
(73 - 9) (1)
CUTFl_SO,w,A FvQOvaA (7‘(2)
'y, A ykEA
Cur
T'FA

F1G. 2.9 — Coupures Logiques dans LK
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(m1) (m2)

ekFA L ke, A
TF-p,A T,-pFA
Curt
I'HA
!
(m2) (1)
'y A okFA
Cut
T'FA
(m)
'cA
1R ———— 1L ———
' 1, A rL+FA ()
Curt
T'FA — TI'FA
(m)
I'-A
TR —— TL —
I'+T,A I'THA (7)
Cur
I'A — I'A
(1) (m2)
ke, A Tot/z] F A
R _LEPA rpray  ow A4
I'-Vz.p, A Ve A
Cur
T'FA
!
(m1[t/x]) (72)
T olt/al, A T,plt/a]- A
Cur
'kEA

(m1) (72)
L'k plt/x], A - Lok A

I'F3z.p, A I3z A
'-A

!

(1) (ma[t/z])
I'Fplt/x], A L,olt/x] - A

'FA

x ¢ FV(T,A)

Cur

Cur

F1G. 2.10 — Coupures Logiques dans LK
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peut étre réduite en

(73) (1)
CUTFFSD?%ZJ’A F,gD"?/J,A (71'2)
'y, A ryEA
Cur
r-A
ou en
(1) (72)
(7T3) CuT F7S0|_¢7A R%T/J'_A
ke A Lok A
Curt
I'EA

Le point crucial est de savoir comment réduire les coupures qui ne sont pas lo-
giques, et que nous appellerons d’ailleurs coupures commutatives. C’est d’ailleurs
cela qui conditionne la normalisation forte ou parfois la confluence de la transfor-
mation d’élimination des coupures. Les coupures commutatives sur une instance
de Ax1ioM peuvent étre aisément éliminées. Si la formule de coupure est la formule
axiome, par exemple

AXIOM ————— () (m)
Lok, A T,p0FA Lo,k A
Curt CONTRL ——F——
Mok A , alors le réduit est ek A

Une coupure commutative sur une instance de CONTRR ou CoNTRL doit, elle, étre
dupliquée. On peut par exemple décider naivement que

(72)
(m) ConmL PP A
'y A ekFA
Cut
I'A
se réduit en
(¢ -m1) (m2)
(7T1) CuT F,QOI_QO,A F,QD,QOFA
'y, A ekFA
Cur
TFA

On peut d’ailleurs remplacer ici la preuve ¢ - w1 par une instance de Axiom. Une
telle gestion des contractions s’avére rapidement pathologique. Une coupure sur une
instance de AxioM se réduit en une contraction, et une coupure sur une contraction
se réduit en deux coupures, dont I'une sur une instance de AxioMm. On peut donc
facilement aboutir a un contre-exemple a la normalisation forte (méme en ne rem-
placant pas ¢ - 71 par une instance de AxioMm : en effet m; peut déja étre une ins-
tance de Axiom). Généralement, la maniere dont les coupures commutatives sur les
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contractions sont éliminées conditionne la normalisation forte de ’élimination des
coupures. Enfin une coupure sur un affaiblissement, par exemple

(m1)

2 T'FA (2)
'k A ok A
Cur
T'FA
se réduit usuellement en
(m1)
TFA

Dans ce cas la procédure d’élimination des coupures n’est pas confluente puisqu’une
dérivation
(1) (m2)
A A
WR ——— WL ——
'y A IokEA
Cur
'-A

se réduira en la dérivation 7 ainsi qu’en la dérivation 7o, ces deux dérivation pou-
vant étre totalement différentes. Méme si les régles d’affaiblissement WR et WL ne
sont pas explicites dans nos versions de LK et L], on pourra écrire le méme contre-
exemple sous la forme

(m1) (m2)

'y A okFEA

r=A

Cur

ou ¢ n’est la formule principale ou la formule axiome d’aucune inférence de m; et
7. Dans ce cas, 7] et my s’écrivent respectivement 7} - ¢ et o - 5 ot 7] et ) tous
deux des preuves de I' F A et donc des réduits potentiels. Généralement, la maniere
dont les coupures commutatives sur les affaiblissements sont éliminée conditionne
la confluence de I’élimination des coupures. Nous choisissons de ne pas résoudre ces
problémes pour le moment et admetterons donc la proposition 2.3.4. Urban (2000)
propose une étude compléte de ces questions dans.

La propriété 2.3.4 permet de déduire un certain nombre de corollaires sur les
systemes LK et L]. Commencons par la propriété de sous-formule.

Propriété 2.3.5 (Propriété de la sous-formule). Si 7 est une preuve sans coupure
d’un séquent S dans LK ou LJ, alors les séquents des inférences de T ne contiennent
que des sous-instances des formules de S.

Démonstration. La seule regle de LK ou L] dont les formules des prémisses ne sont
pas toujours des sous-instances des formules de la conclusion est précisément CuUT.
O

C’est cette propriété qui explique I'utilisation du mot analytique pour désigner
les preuves sans coupure : une preuve est analytique au sens de Kant (1781) si elle ne
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fait qu’analyser le contenu du jugement qu’elle démontre sans tenter de I’étendre ou
de le généraliser. Puisqu’une preuve sans coupure ne contient que des sous-instances
du jugement qu’elle prouve, on dira qu’elle est analytique. Au contraire une preuve
contenant une coupure peut utiliser la formule de coupure comme une généralisation
du jugement I' = A qu’elle cherche a prouver. Un tel exemple serait une preuve

FVz.p(x) Va.o b o(t)
Curt
o= = p(t)

Bien évidemment, Vz.o() est une généralisation de (t). Supposons que la formule
©(z) ale sens «si  est un entier, alors 2 X x = x+x » et supposons que ¢ représente
le nombre 2. La preuve 7 prouve donc que 2 X 2 = 2 + 2. Plus précisément elle
commence par démontrer que pour tout nombre entier z, 2 X x = = + z et contient
donc une récursion sur les nombres entiers. Au contraire une preuve analytique ne
contiendra que le calcul qui explicite ’égalité 2 x 2 = 2 4 2. La récursion est bien
évidemment, dans le cas d’'une preuve de 2 x 2 = 2 + 2, un argument superflu et
synthétique au sens de Kant, alors que le calcul est un argument analytique. Notons
que dans le cas de la logique du premier ordre, ’analyse (c’est-a-dire le contenu) de
certaines formules est infinie : c’est par exemple le cas des quantifications univer-
selles V.o dont I’analyse contient toutes les sous-instances ¢[t/z].

De maniére plus pragmatique, la propriété a des conséquences intéressantes en
termes de recherche de preuve. La méthode des tableaux (Hahnle, 2001) ainsi que
la méthode inverse (Degtyarev et Voronkov, 2001) sont par exemple des méthodes
de recherche de preuve qui s’appuient fortement sur cette propriété pour restreindre
I'espace de recherche. Dans le cas propositionnel, I’ensemble des sous-instances des
formules d’'un séquent est toujours fini, et par finitude de I’espace de recherche,
I’existence d’une dérivation sans coupure est décidable.

Une autre conséquence intéressante de la propriété 2.3.4 est la cohérence des
systéme LK et LJ.

Propriété 2.3.6 (Cohérence de LK et L]). Il n’existe pas dans LK ou dans L de preuve
det- L.

Démonstration. Siil existe une preuve de - L (dans LK ou LJ), par la propriété 2.3.4,
il en existe une qui est sans coupure. Il nous suffit donc de montrer qu’il n’existe pas
de preuve sans coupure de - L dans LK ou LJ. Le cas de L] se régle en observant que
la seule régle du systéme admettant une instance dont la conclusion est - L est la
régle Cut. Une preuve sans coupure ne peut donc avoir comme conclusion - L. Pour
LK, nous prouvons qu’il n’existe pas de preuve sans coupure des séquents L ... L
(la séquence de L peut étre vide). Autrement dit notre but est de prouver que la
conclusion de toute preuve sans coupure est un séquent qui n’est pas de la forme
1 ... L. Nous le prouvons par induction sur la preuve sans coupure. C’est clair si la
preuve se termine par une regle qui n’est pas CONTRR ou _LR. Sinon c’est I'hypotheése
d’induction appliquée a la prémisse de I'inférence en question qui démontre ce que
nous cherchons. O
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Enfin on peut aussi prouver la propriété du témoin ainsi que la propriété de la
disjonction pour LJ. Toutes deux sont des corollaires de la propriété suivante.

Propriété 2.3.7. Toute preuve sans coupure d’un séquent - ¢ dans LJ se termine
par une introduction du connecteur de téte de .

Démonstration. Les seules régles de L] admettant comme instances des inférences
dont la conclusion est - ¢ sont les régles d’introduction a droite. O

On en déduit alors

Propriété 2.3.8 (Propriété de la disjonction pour LJ). Sim est une preuve sans cou-
pure d’un séquent = o\ 1) dans LF, alors la derniére étape de 7 est soit une instance
de AR1, soit une instance de AR2 et donc contient soit une preuve de - ¢, soit une

preuve de - 1.
Démonstration. Par la propriété 2.3.7. 0

Propriété 2.3.9 (Propriété du témoin pour L]). Si est une preuve sans coupure d’un
séquent = . dans L7, alors la derniére étape de m est une instance de 3R et donc
7 contient un terme t et une preuve de - @[t/ x].

Démonstration. Par la propriété 2.3.7. O

En plus des coupures, une dérivation en calcul des séquents contient des étapes
de décomposition (du bas vers le haut) des connecteurs de la dérivation. Le Hauptsats
montre que les coupures ne sont pas nécessaires. Il ne reste donc qu’a s’occuper des
étapes de décomposition (et des contractions). Kleene (1952b) examine I'importance
de Pordre de ces décompositions. Le systéme déductif qu’il étudie est trés proche de
nos systemes LK et L] et ses résultats se transposent facilement a nos systémes. Son
premier lemme établit les permutations possibles entre inférences dans LK et LJ.

Propriété 2.3.10 (Lemme 7 et 8 de (Kleene, 1952b)). Si dans une dérivation dans LK
ou LY, une inférence Ly est placée juste au dessus d’une inférence L et si la formule

principale de Ly n’est pas une formule secondaire de Lo, alors si % n’est pas une
; vL ou 3R
instance de -~ =T pour LK et
VL VL ou 3R = Lou—-L
VR ou JL ou = Rou-R
= Rou = Lou ANRou V Rou—Rou—LouVRoudR
ou VL

pour LY, on peut écrire la méme dérivation ou Ly et Lo ont été permutée. Pour LY, on
peut tout de méme effectuer la permutation dans les cas

= Rou A Rou—RouVR
VL
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si toutes les inférences dont la conclusion est I'une des prémisses de Lo sont des
introductions de I'occurrence principale de L.

Kleene en déduit une généralisation sur les réarrangements possibles des infé-
rences d’une dérivation.

Propriété 2.3.11 (Théoréme 2 de (Kleene, 1952b)). Soit I' = A et soit (Ck)1<k<n
une partition des positions de I' = A telle que
- si(n,p,v) € C;et(n, V) € C;etsiv estun préfixe dev, alorsi < j;
— si a est une position de C; correspondant a la régle d’inférence Ly et b une

position de C; correspondant a la régle d’inférence Lo et si LL est 'une des

Ly
paires % pour LK et

VL VL ou IR = Lou-—L = Lou V Rou—Lou3R
VR ou dL ou = Rou-—-R ou VL

pour LY, alorsi < j.
Alors si le séquent I' = A est dérivable, il en existe une dérivation telle que pour
tout chemin de la racine a I'une des feuilles, la décomposition d’une occurrence cor-
respondant a une position a € C; apparait toujours au dessus de la décomposition
d’une occurrence correspondant a une position b € C; dés que i < j.

De cette derniere propriété découle les résultats d’inversibilité suivants.

Propriété 2.3.12. Dans LK, les régles =R, =L, AR, AL, VR, VL, =R, =L, 1R, | L,
TR, TL, 3L, VR, Cut, CoNTRL et CONTRR sont inversibles. Seule les régles IR et VL
admettent des instances non inversibles.

Les régles JR et VL admettent respectivement les instances

P(a) v P(b) F P(a) P(a)t P(a) A P(b)
P(a) v P(b) F 3z.P(x) et Vz.P(x) = P(a) A P(b)

qui ne sont pas inversibles : il existe bien des dérivations de leurs prémisses res-
pectives mais aucune de leurs conclusions. Le systéme L] offre, lui, une souplesse
réduite comme le démontre la propriété suivante, corollaire du théoréme de Kleene.

Propriété 2.3.13. Dans L7, lesrégles=R, AR, AL,VL, R, L L, TR, 3L, VR et CONTRL
sont inversibles.

Ces résultats ont une importance capitale lorsqu’on adopte I’approche qui
consiste a appliquer les régles du systeme déductif du bas vers le haut en partant
du jugement que 'on cherche a prouver. On espere ainsi obtenir des instances de
la régle Axiom et construire une preuve complete du jugement. C’est par exemple
I’approche utilisée par la méthode analytique des tableaux. Bien évidemment il est
crucial de choisir la bonne inférence a appliquer au jugement a prouver. Si 'on se
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rend compte plus tard qu’un mauvais choix a été fait, il faut alors faire du backtra-
cking, retourner sur ses pas et choisir une inférence différente. Les inférences inver-
sibles représentent alors les inférences dont on est sir qu’elles représentent un bon
choix. En effet puisqu’elles sont inversibles, si il existe une preuve de leur conclusion,
il en existera une de leurs prémisses. Il sera donc inutile donc de remettre en cause
un tel choix.

2.4 Logique intuitionniste, logique classique et modéeles

Le calcul des séquents et la déduction naturelle sont deux formalismes équiva-
lents en termes de prouvabilité. Nous verrons que tout séquent prouvable dans NJ
est prouvable dans L] et inversement. Le cas de NK et LK est un peu plus compliqué
puisque tous les séquents prouvables dans NK n’ont qu’une seule formule a droite
du symbole I, ce qui n’est pas le cas du systeme LK. Nous appellerons de tels sé-
quents des séquents unaires. Nous verrons que tout séquent unaire est prouvable
dans LK si et seulement si il 'est dans NK. Nous dirons que les deux systemes NK
et LK sont des systémes de preuve pour la logique classique alors que NJ et L] sont
des systemes de preuve pour la logique intuitionniste. La logique classique n’est pas
équivalente a la logique intuitionniste. Nous verrons que le séquent - ¢ V = n’est
pas prouvable en logique intuitionniste alors qu’il I'est en logique classique.

2.4.1 Logique classique

L’équivalence entre LK et NK peut étre démontrée grace a des traductions des
preuves d’un systéme vers ’autre et inversement. Par exemple une instance de "INTRO
dans NK

™

ok L L o L+
. cur 2P , s
Tk L ok
—INTRO ———— -R ——
k- peut étre transformée dans LK en 'k =p.
De méme une instance de VINTRO1 dans NK
T
'k
™ WR 7§0
| R ) ',

VINTROl ————— VR ————
'@V  peut étre transformée dans LK en vy

et similairement pour VINTRO2. Bien entendu, WR n’est pas une régle de LK, mais
puisqu’elle est admissible (propriété 2.3.1), nous sommes autorisés a 'utiliser. Les
étapes d’élimination de NK nécessitent un peu plus d’attention. Une instance de la

regle =ELIM
1 )

ke r'Fe=1vY
'ty

=FELIMm
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peut étre transformée dans LK en

Ut
'k
;2|_ ((/} AXIOMW WRIW—SOer
= 9 9
VVR‘4444:£444447 =L L
o=, o=y
Curt
'

Similairement pour les autres connecteurs, une élimination dans NK se traduit dans
LK par une coupure couplée a une introduction a gauche. Néanmoins la traduction
de LK vers NK est un peu plus compliquée. Nous allons donc prouver I’équivalence
de ces deux systémes en utilisant une troisiéme notion intermédiaire : celle de mo-
dele. Rappelons que la définition de notre ensemble de formule F 47, (x) repose sur
une algebre de termes T, (X)) ainsi qu'un ensemble .4 de prédicats ayant tous une
arité fixe. Nos noterons false = 0 et true = 1 les deux éléments de B = Z /o7
Nous noterons aussi

B A : B2

= B — — B
r — x+1 xr,y +— min(z,y)
vV : B> — B = :B> - B
x,y +— max(z,y) xz,y +— max(z+1,y)

Nous noterons d’ailleurs ces trois derniéres fonctions en position infixe. Remarquons
par exemple que pour tout z,y € B,z =y = (S z) Vyouencorez V ( = x) =
true. Les tableaux suivants résument les valeurs de ces quatres fonctions.

x y |aVy zAy 2=y

T ‘ S false false | false false true
false | true true false | true false false
true | false false true | true false true

true true true true true

Définition 2.4.1 (Modéle Classique). Un modéle classique M est un triplet conte-
nant
— un domaine D ;
— une fonction d’interprétation des symboles de fonction [_] associant a chaque
symbole de fonction f d’aritén de la signature o une fonction [ f] : D" — D;
— une fonction d’interprétation des symboles de prédicat (|_|) associant a chaque
symbole de prédicat P de A d’arité n une fonction (P|) : D" — B.

Définition 2.4.2 (Valuation). Soit M un modéle ayant pour domaine un ensemble
D. Une valuation pour M est une fonction ;1 : X — D.

Notation 2.4.1. Si p est une valutaion pour un modéle M ayant comme domaine
I'ensemble D et sia € D etx € X, alors ulx +— a] est la valuation (pour M)

w' : X — D définie par i (y) = a siy = x; 4 (y) = p(y) sinon.
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()" = true sip=T

(@)* = false sip=_1

(eb = (Ph([a]” . [ta]")  sio=P(tr...tn)
(oh = = (wh” sip =)

(o) = (D" A (2)* sip =11 At
(oD = ()" V (a)” sip =11 Vi
(D = (1) = (2)* st =11 = P2
(e = min([y Pl si o = V.

b = max([olhs") i = Ju.y

F1G. 2.11 — Interprétation des Formules pour les Modéles Classiques

Soit un modéle M = (D,[_],(_|) et u une valuation pour M, la fonction
d’interprétation [_] est étendue en une fonction [_]* sur les termes de 7,, (X ) induc-
tivement comme suit : si ¢ est une variable x, alors [t]* = p(x);sit = f(t1...tn),
alors [t]* = [fI([t1]* - - - [tn]"). L’interprétation (¢))* d’une formule ¢ dans le
modele M est alors définie inductivement en figure 2.11.

Notation 2.4.2. Nous noterons M ki ¢ le jugement « ((p))"* = true ». Nous note-
rons k¢ ¢ le jugement « pour tout modéle M, M | ¢ ». Nous noterons I' | ¢
le jugement « pour tout modéle M, si M | 1) pour toute formule 1) de I, alors
M k¢ ». Enfin nous noterons I' ¢ A le jugement « pour tout modéle M, si
M Ex ¢ pour toute formule ¢ de I, alors il existe une formule ¢ de A telle que
M ke @ ».

Définition 2.4.3 (Logique classique). Une formule ¢ est classiquement valide si ¢
©. Un séquent T' = A est classiquement valide siT" ¢ A.
NK et LK sont corrects et complets pour la logique classique :
Correction tout séquent prouvable est classiquement valide ;
Complétude tout séquent classiquement valide est prouvable.
Nous allons a présent démontrer ces propriétés. Commencons par NK.

Propriété 2.4.1 (Correction de NK). Tout séquent prouvable dans NK est classique-
ment valide.

Démonstration. Soit donc un séquent prouvable dans NK. Une induction sur la
preuve démontre qu’il est classiquement valide. Par exemple si la preuve se termine
par
'Fp=2vY | R )
ey

=FELIMm
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alors I’hypothése d’induction montre que I' ¢ = v et I' ¢ ¢. Montrons que
I' k¢ 1. Soit donc un modéle M tel que M k¢ ' pour toute formule ¢)' de T'.
Alors M k¢ = ¢ et M k¢ . Alors

true = (ip = Y = max((il¥ + 1, () = max(true + 1, (")
= max(false, (¢)*) = (¢

ce qui démontre que M | 9. Finalement I" ¢ 9. Les cas d’instances des autres
régles d’inférences sont réglés de facon similaire. O

Propriété 2.4.2 (Complétude de NK). Tout séquent I' = ¢ classiquement valide est
prouvable dans NK.

Pour prouver cette propriété, nous allons nous baser sur les notions suivantes.

Définition 2.4.4 (Contexte consistant, théorie consistante, théorie complete). Un
contextel est consistant sil" = L n’est pas démontrable. Une théorie est un ensemble
(potentiellement infini) de formules. Si F est une théorie, nous noterons F = ¢ s’il
existe un contexte I' de formules de F tel que I - ¢ est prouvable (dans NK). Une
théorie F est consistante si F ¥ L. Une théorie F est compléte si elle est consistante
et pour toute formule close @, soit F - ¢, soit F  —.

Ces notions dépendent évidemment du systéme déductif dans lequel nous nous
placerons. En particulier nous dirons qu’un contexte est consistant dans un systéme
déductif donné.

Définition 2.4.5 (Contexte classiquement contradictoire). Un contexte I' est clas-
siquement contradictoire s’il n’existe aucun modéle classique M tel que M k¢
pour toute formule p de .

Un corollaire de la propriété 2.4.1 est que tout contexte classiquement non contra-
dictoire est consistant dans NK. Par contraposée, un contexte I' non-consistant est
tel que I' - L admet une preuve et par la propriété 2.4.1, si M k. ¢ pour toute
formule ¢ de I, alors M | L ce qui est impossible. I" est donc classiquement
contradictoire. Inversement, la preuve de la propriété 2.4.2 va reposer sur le fait que
tout contexte consistant dans NK n’est pas classiquement contradictoire.

Propriété 2.4.3. Tout contexte consistant dans NK est classiquement non contradic-
toire.

Démonstration. Supposons que I' est consistant dans NK. On peut supposer sans
perte de généralité que I' est clos : sinon on peut rajouter a la signature o une
constante pour chaque variable libre de I', substituer chaque variable libre de T’
par la constante qui lui est associée et ainsi obtenir I consistant dans NK par la
propriété 2.2.2. On suppose aussi donné un ensemble infini dénombrable (¢;);en
de constantes de v n’apparaissant pas dans I". La démonstration que nous allons
exposer a présent repose sur le fait que les formules closes de F 47, (x) sont dénom-
brables. Il existe donc une suite infinie (¢, ),cn telle que pour toute formule close
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©, il existe n tel que ¢ = 1),,. On définit alors la suite d’ensembles de formules closes
(K;)ien récursivement comme suit :

- Ko=T.

- Si K, est complet pour NK, alors K, 11 = K.

- Sinon il existe un plus petit entier p tel que K,, ¥ 1, et K, ¥ =1, pour NK:
si ¢, n'est pas de la forme Jx.¢, alors Ky, 11 = K, U {1} ; si ¢y est dela
forme Jz.¢p, alors K11 = Ky, U {t)p, ¢[ci/x]} ol i est le plus petit entier
tel que ¢; n’apparaisse pas dans K.

L’ensemble R est défini par R = U;en K;. Alors R est complet, consistant et I' C K.
On peut alors construire le modele M suivant :

- son domaine est T, (X);

- linterprétation des variables est défini comme la fonction identité ;

- Pinterprétation d’un symbole de fonction f d’arité n est la fonction

(tl...tn)Hf(tl...tn>;

- linterprétation d’un prédicat P d’arité n est la fonction associant true a
(ty...t,) sietseulement si P(ty...t,) € R.

Alors M ¢ ¢ si et seulement si R = ¢ (par induction sur ¢). En particulier si ¢ est

une formule de T', alors ¢ € & donc & F ¢, d’out M |5¢ . Finalement le modéle

M montre que I est classiquement non contradictoire. O

Nous pouvons a présent démontrer la complétude de NK.

Démonstration de la propriété 2.4.2. Supposons que I' k. ¢. Alors I', ¢ est classi-
quement contradictoire et donc par la propriété 2.4.3, I',—p est
non-consistant dans NK : il existe une preuve de I', ~¢ F L dans NK, et donc
par —INTRO et ~—ELIM, il existe une preuve de I' - . t

Notre systéme LK est lui aussi correct et complet par rapport a la logique clas-
sique.

Propriété 2.4.4 (Correction de LK). SiT' - A est prouvable dans LK, alors T | A.
Démonstration. Par induction sur la preuve de I' - A. O]

Propriété 2.4.5 (Complétude de LK). SiT" ki A, alorsT' b A est prouvable dans
LK.

Démonstration. Tout comme pour NK, tout contexte consistant dans LK est classi-
quement non contradictoire. Alors si I' s A, le contexte I', A (si A = @7 ... o,
alors —A représente le contexte =y ... —¢,) est classiquement contradictoire et
donc I'; = A est non-consistant dans LK : il existe une preuve de ', A + 1 dans LK,
et donc par inversibilité de —L (propriété 2.3.12), il existe une preuve de I' = A. [

Finalement les propriétés 2.4.1, 2.4.2, 2.4.4 et 2.4.5 montrent I’équivalence entre
NK et LK.



88 CHAPITRE 2. SYSTEMES DE LOGIQUE FORMELLE

Propriété 2.4.6. Tout séquent I' = ¢ est prouvable dans NK si et seulement si il
est prouvable dans LK. Tout séquentI' & @1, @2 ...y, est prouvable dans LK si et
seulement sil' - @1 V o V ... o, est prouvable dans NK.

Dualité de De Morgan

Remarquons que pour tous booléens x,y € B, les égalités

sont vérifiées. Cela implique que pour toutes formules ¢ et ¢, dans n’importe quel
modéle classique, les formules —(p A 1)) et =V =) et respectivement —(¢ V 1)) et
—p A\ 1) seront interprétées par la méme valeur. Ces égalités traduisent une dualité
entre les connecteurs A et V que 'on appelle dualité de De Morgan. Elles se tra-
duisent en déduction naturelle ou en calcul des séquents classiques par I’équivalence
entre les formules —(p A 1) et ¢ V =) ainsi qu’entre les formules —(¢ V 1) et
—ip A1), et ce quelles que soient les formules ¢ et ¢). Notons aussi que cette dualité
se traduit remarquablement bien en calcul des séquent par un symétrie flagrante
entre les régles

ke, A L=y, A vLI‘,(pI—A LyFA
oAy, A et ovyEA

ainsi qu’entre les régles

R L9, A L Lo A
F'Fevy A et oAy EA.

Ces symétries se traduisent respectivement par le fait que réfuter une conjonction
© A1 revient précisément a démontrer —¢ ou bien —) et par le fait que réfuter une
disjonction ¢ V 1) revient exactement a démontrer — et ).

Une dualité similaire existe entre les quantificateurs 3 et V. Tout d’abord pour
toute formule ¢ et pour tout modele classique, les formules —3z.¢ et V.- et
respectivement —Vx.¢ et 3x.—¢ sont interprétées par la méme valeur. En déduction
naturelle et en calcul des séquents classiques, cela se traduit par ’équivalence des
formules —Jx.p et V.~ ainsi qu’entre les formules =Vz.¢ et 3x.—¢. Enfin notons
la symétrie qu’il existe entre les regles

' plt/a], A v et/ A
'k 3dz.p, A et Ve A

3R

ainsi qu’entre les régles

R OB rura) o PTA A
Fl‘Vl‘.QO,Ax ’ et F,Elx.go}—Ax 7
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"A,QD,(P l_AMP l_Aa_'QD
AXIOM ——M— CONTR ——— Cur
F o, —p, A FA @ FA
}_A,QO |_A>¢ v "A,%iﬁ "A7ﬂ%¢
N :7
FAoAY FA VY FA o=
FA A, plt FA,
L T JPAelt P AY
LA FAT FAJz.po A V.o

F1G. 2.12 — Calcul des séquents a un seul c6té LK1

Ces symétries se traduisent respectivement par le fait que réfuter une existence 3x.¢
revient précisément a démontrer que pour tout z, —p est vérifiée et par le fait que
réfuter une universalité Vz.p revient exactement a démontrer 'existence d’un z
vérifiant —. Nous verrons dans la sous-section suivante que ces dualités ne sont
pas valables en logique intuitionniste.

Calcul des séquents a un seul coté

En logique classique, la dualité de De Morgan permet de définir un calcul des
séquents correct et complet traitant de séquents a un seul coté : La négation en
tant que connecteur syntaxique ne s’applique qu’aux propositions atomiques. Si ¢
contient un connecteur, sa négation est définie par la dualité de De Morgan comme
suit.

=1 sip=T;
- =T sip=1;
o =(m1) A (Tp2) st =thy Vo
o =(1) V (mh2)  sip =t Ao

= =1p1 A (—h2) sip =11 = th2;
—p =dx. Y sip =Vz.);
—p =Y. sip =3z .

Nous noterons LK1 le calcul des séquents a un seul c6té contenant les inférences
de la figure 2.12. LK1 est correct et complet par rapport a la logique classique : tout
séquent - A classiquement valide est dérivable dans LK1 et inversement.

2.4.2 Logique intuitionniste

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux systémes NJ et L]. Ces deux
systémes définissent une notion de prouvabilité distincte de la celle de NK et LK :
pour s’en rendre compte, il suffit de considérer une formule P V —P ou P est un
prédicat.

Propriété 2.4.7. Si P est un prédicat, il n’existe de dérivation det- P\ —P ni dans
N7, ni dans Lj.
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AxIioM
(e Vp), ok
AXIOM VINTRO;
- —(p Vp), o (o Vo) (V=)o @V -p
(e V=), L
—INTRO
(Vo) F -
Axiom VINTRO2
. (e V=) E =V ) (e V=p) (o Vp)
(Vo)L
—INTRO —————
F ==V =)
-—ELIM —M8M8M8M8Mm™—
FoV-e

F1G. 2.13 — Tiers exclus dans NK

Démonstration. S’il existait une dérivation du séquent - P V =P dans NJ ou L], il
en existerait une sans coupure par les propriétés 2.2.3 et 2.3.4. Celle-ci comporterait
obligatoirement a sa racine une introduction (a droite) du V par les propriétés 2.2.6
ou 2.3.8. Par conséquent il existerait une dérivation sans coupurede - P oude —P.
Or il ne peut exister de dérivation de = P sans coupure ni dans NJ ni dans L] : aucune
régle ne s’applique au séquent - P. Il ne peut pas non plus exister de dérivation sans
coupure de - —P. En effet une simple induction sur les dérivations sans coupures
de NJ ou LJ démontre que les séquents dérivables sans coupures ne sont pas de la
forme P, ..., P | L. Dans ce cas s’il existait une dérivation sans coupure de - =P,
elle comporterait a sa racine une introduction du — et par conséquent inclurais une
dérivation sans coupure de P I L, ce qui est impossible. O

Au contraire, tout séquent de la forme - ¢ V = est dérivable dans NK et LK,
comme le démontrent la dérivation écrite en figure 2.13 ainsi que la dérivation sui-
vante.

AXIOoM -
—R 7;0 Ld
VR — 2%
FoV-p

L’objectif de cette section est de démontrer que les systémes NJ et L] définissent,
a l'instar de NK et LK, la méme notion de prouvabilité. Nous dirons alors que NJ et
LJ sont des systémes de preuve pour la logique intuitionniste. Tout comme pour la
logique classique, nous allons utiliser une notion de modéle qui nous permettra de
faire le lien entre déduction naturelle et calcul des séquents. Toutefois cette notion
différe de celle utilisée dans le cadre classique : remarquons en effet que toute for-
mule ¢ V = est valide dans tout modéle classique. Les modeles classiques ne sont
donc pas en adéquation avec NJ et L]. C’est bien naturel puisqu’ils sont en adéqua-
tion avec NK et LK qui different de NJ et L] précisément pour la prouvabilité des
formules de la forme ¢ V —. Nous allons donc utiliser une autre notion de modeéle
propre a la logique intuitionniste et que 'on doit a Kripke.
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{ohh =true sip=T

(p)t = false sip =1

{ebh = (Phalfta]”, ... [fa]") sio=P(t1,....ta)
{ohh = r;lgg(dwbﬁ) +1 sip =

(bt = {1k A Qub2h si =1 Ay
{obs = (2 V (iba)h si =1 Vo
{ohh = ggg(ﬂ%l)ﬁ = (Y2bh)  sig =1 =
(b = _min (UD5™")  sip =Yy

{ohh = £%§<<rwwml> si p = .y

F1G. 2.14 — Interprétation dans un monde d’un modeéle de Kripke

Définition 2.4.6 (Inclusion de modéles classiques). Soit My = (D1, [_]1,(_)1)
et Mo = (D2, [_]2, (_])2) deux modéles classiques. M est inclus dans Ma, noté
My @ My lorsque
- D1 CDy;
— pour tout symbole de fonction f d’arité n, [f]1 et [f]2 sont égales sur D} ;
— pour tout symbole de prédicat P d’arité n, [P]; est inférieure a [P]y sur D}
(point a point et au sens false < true);

Définition 2.4.7 (Modéle de Kripke). Un modéle de Kripke est une paire (K, <) ou
K est un ensemble de modéles classiques et < est un préordre sur K inclus dans €.
Pour o € K, nous notons D, [_]« et (_|)a le domaine, la fonction d’interprétation
des symboles de fonction et la fonction d’interprétation des symboles de prédicat de
a.Sip: X — D, ett est un terme du premier ordre, alors le terme [t]* est défini
comme en sous-section 2.4.1. Pour o € K et : X — Dy, Uinterprétation d’une
formule ¢ dans o du modéle de Kripke (K, <), noté (@)# est défini en figure 2.14.
(Tout comme en sous-section 2.4.1, la notation u[xz — a| représente la fonction '

définie par i/ (y) = a siy = x; 1/ (y) = p(y) sinon.)

Notation 2.4.3 (Réalisation d’une formule et d’un séquent). Si K = (K, <) est un
modele de Kripke, une formule @ est réalisée dans le monde o, noté o I+ , si pour
toute valuation j : X — D,, (@)~ = true. La formule est réalisée dans le modéle
IC, noté K I+ ¢, si o IF @ pour tout monde o« € K. Un séquent unaire I' = ¢ est
réalisé, noté ' |- ¢, lorsque pour tout modéle de Kripke K = (K, <), si K IF 1)
pour toute formule b € T, alors KC I . Nous dirons aussi qu’un tel séquent est
intuitionnistiquement valide.

Exemple 2.4.1 (Tiers exclus). Si P est un prédicat, le séquent = P \/ =P n’est pas
intuitionnistiquement valide (autrement dit ¥ P \/ —P). Pour le démontrer, il suffit
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de considérer un modéle de Kripke KC contenant (au moins) deux modéles classiques
aet B tels que v < 3, (P))o = false et (P|)g = true. Alors 3 I- P. Cela implique
que o ¥ —P. En outre o ¥ P. Par conséquent o W PN =P et donc K ¥ PV —P.
Finalement ¥ PV —P.

Exemple 2.4.2 (Lois de De Morgan). Les modéles de Kripke ne vérifient pas les lois
de De Morgan. Si P et () sont deux prédicats distincts, on peut par exemple construire
un modéle de Kripke réalisant =(P N\ Q) sans réaliser =PV —=Q. Considérons en
effet un modéle de Kripke contenant trois modéles classiques o, 3 ety tels que « < 3
et o < 7y et tels que

(P))g = true et (P)s = false, (P))~ = false et (P]y = true
et (P)o=(Q)a = false.
Notons que oo |- =(P AN Q) et a ¥ =P A =Q.

Nous allons a présent démontrer 1’équivalence entre NJ et L] en démontrant
que la prouvabilité dans chacun de ces deux systémes déductifs est équivalente a
la notion de réalisation définie par les modéles de Kripke. Prouvons tout d’abord la
correction de NJ et L] par rapport a cette notion de réalisation.

Propriété 2.4.8 (Correction de NJ et L]). SiI' - ¢ est un séquent dérivable dans NJ
ou L, alors T IF ¢.

Démonstration. Par inspection des inférences de NJ et L]. ]

La contraposée est plus difficile 8 démontrer. Introduisons d’abord un peu de ter-
minologie. Rappelons qu’une théorie est un ensemble de formules et qu'une théorie
Th est consistante respectivement dans NJ ou LJ s’il n’existe pas de sous-ensemble
fini I' C 7h tel que I' - L soit dérivable respectivement dans NJ ou LJ (définition

2.4.4).

Définition 2.4.8 (Théorie saturée). Soit C un ensemble de constantes du premier
ordre. Une théorie Th est C-saturée (respectivement dans N ou L) si elle est consis-
tante et que
— pour toutes formules @ et ), si’Th = © \V ) est dérivable (respectivement dans
NjouLJ), alors p € Th out) € Th;
— pour toute formule @, si Th = 3x. est dérivable (respectivement dans N ou
LJ), alors il existe une constante ¢ € C telle que p[c/z]| € Th.

Propriété 2.4.9 (Lemme de Henkin pour NJ). SoitI" un contexte et p une formule tels
que I’ = @ n’est pas démontrable dans Nj. Soit C un ensemble infini dénombrable
de constantes n’apparaissant ni dans I' ni dans @. Alors il existe une théorie Th qui
est C-saturée dans N7 et telle que I' C Th et Th & ¢ n’est pas démontrable dans N7.

Démonstration. Les formules de la forme 1 V)2 ou Jx.1) sont dénombrables. Nous
supposons donc disposer d’une énumération de ces formules. Construisons a présent
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par induction une suite de théories (7h,, ) ,en. Simultanément a sa construction, nous
montrons que cette suite vérifie que pour tout entier n, 7h,, F ¢ n’est pas démon-
trable dans NJ. Cette suite est définie comme suit. Tout d’abord 7hg = I. Effective-
ment, I' - ¢ n’est pas dérivable dans NJ. Ensuite si nous avons déja construit 7h,,,
pour la construction de 7h,1, nous considérons la premiére formule 1) de notre
énumération telle que 7h,, F 1 soit dérivable dans NJ.

cas 1 Si est de la forme 11 V 13 et si Thy,, 11 = ¢ n’est pas dérivable dans NJ, on
pose Thy+1 = Thy, U {11 }. Par construction, 7h,,+1 F ¢ n’est pas dérivable
dans NJ.

cas 1 Si 1) est de la forme 1 V 9 et Th,, 1 F ¢ est dérivable dans NJ, on pose
Thp+1 = Thy, U {1)2}. Supposons par I'absurde que 7h,, 11 - ¢ (c’est-a-dire
Thy, e F ) soit dérivable dans NJ. Alors en utilisant la dérivation 7 de
Thy, F 1 (c’est-a-dire de Th,, = 11 V 1)), la dérivation 7’ de Th,,, v F ¢

et la dérivation 7 de 7h,,, 92 - ¢, on peut construire la dérivation suivante

dans NJ.
T 7Tl ﬂ_//
Thy =11 V 1 Th, 1@ Thp, e @
VELIM
Thy E

Puisqu’il n’existe pas de dérivation dans NJ de 7h,, I ¢, il n’en existe pas non

plus de Thp,+1 F .

cas 1 Si ¢ est de la forme 3.1, on choisit une constante ¢ € C qui ne figure pas
dans 7h,, U {¢} et Th, 41 = Thy, U {¢)'[c/x]}. Supposons par I"absurde qu’il
existe une dérivation de 7h,,+1 F ¢ (Cest-a-dire de Th,,, ' [c/z] | ¢) dans
NJ. Puisque c est une constante n’apparaissant ni dans 7h,, ni dans ¢ cette
dérivation peut étre transformée en une dérivation m de Th,,, ¢’ = ¢. Alors
en utilisant la dérivation 7’ de 7h,, - 1 (c’est-a-dire de 7h,, = Jx.7)’), on
peut construire la dérivation suivante dans NJ.

/

Vs Vs
Thy, F 3.4 Thp, V' F @
JELiM
Thy =

Puisqu’il n’existe pas de dérivation dans NJ de 7h,, - ¢, il n’en existe pas non
plus de Th,, 41 - .

Finalement nous posons 7h = | J,,cry Zhy,. Alors 7h = ¢ n’est pas dérivable dans NJ,
I' C 7h et Th est C-saturé dans NJ (par construction). O

Nous pouvons a présent démontrer la complétude de NJ.

Propriété 2.4.10 (Complétude de NJ). Si I' IF ¢, alors il existe une dérivation de
I' F ¢ dans N7.
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L1 Ve BA Ly Vo EA

\Y
I'E1 Vi L1 Ve EA
Cur
| R )
. | IOl )
I'Fdz. I3z o
Cur
ke

F1G. 2.15 — Admissibilité de VELIM et JELIM dans L]

Démonstration. Nous raisonnons par ’absurde. Supposons donc qu’il n’existe au-
cune dérivation de I' = ¢ dans NJ. Montrons a présent que I' * ¢, c’est-a-dire
qu’il existe un modéle réalisant toutes les formules de I" sans réaliser ¢. Pour cela,
nous rajoutons au langage F 47, (x) des formules une suite (C;,),en d’ensembles
infinis dénombrables de constantes tels que les C; sont disjoints deux a deux. Par
la propriété 2.4.9, il existe une théorie Zhg qui est Cp-saturée et telle que I' C 7Zhy
et 7ho - @ n’est pas dérivable dans NJ. Nous notons C;; I’ensemble de constantes
Ui<i<n Ci- On définit le modéle de Kripke K = (K, <) comme suit. Notons 7'
I'ensemble {7h/7hy C 7h et il existe n tel que 7h est C}:-saturé}. Si 7h € T, alors
le modéle M, = (D, [_] ., (_)7n) est défini par

~ Dy, est 'ensemble des termes clos de Ty e (X)) ott n est le plus petit entier

tel que 7h est C;;-saturé.
— Si f est un symbole de fonction d’arité n, [ ], est la fonction

[flm - Dy, — Dm
(t1, .. tn) — ftr, ... tn)

- Si P est un symbole de prédicat d’arité n, (P 7, est la fonction de D7, vers

B telle que (P 7 (t1, ..., tn) = true si et seulement si P(t1,...,t,) € Th.

Alors K est défini par K = {M,/Th € T} et Mg, < M, si et seulement si
Th1 C 7Tho. On peut alors vérifier que /C est un modéle de Kripke réalisant toutes
les formules de I sans réaliser la formule ¢ (en particulier 7ho ¥ ¢). O

Nous venons de traiter le cas de NJ. Le cas de L] se régle similairement. La
grande différence réside dans I’adaptation de la preuve du lemme de Henkin au
calcul des séquents. En effet cette preuve utilise les schémas d’inférence VELIM et
JELIM de NJ. Ces schémas sont néanmoins admissibles dans L] comme le démontre
les dérivations en figure 2.15. Nous en déduisons que LJ est lui aussi complet par
rapport aux modeles de Kripke.

Propriété 2.4.11 (Complétude de L]). Sil' I ¢, alors " - ¢ est dérivable dans L.
En corollaire, on obtient I’équivalence de NJ et LJ.

Propriété 2.4.12 (Equivalence de NJ et L]). Tout séquent est prouvable dans N7 si et
seulement si il est prouvable dans L3.
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Démonstration. Les propriétés 2.4.8, 2.4.10 et 2.4.11 montrent que pour tout séquent
I'E o,

I' - ¢ dérivabledansN] < T'lF¢ <« TI'F@dérivabledansl]. O

Nous déduisons aussi de 'exemple 2.4.1 que 'ensemble des séquents dérivables
en logique intuitionniste est strictement inclus dans ’ensemble des séquents déri-
vables en logique classique.

Propriété 2.4.13.

I' - ¢ dérivable dans N z I' - ¢ dérivable dans NK

) )

I' F ¢ dérivable dans L} z I' F ¢ dérivable dans LK

Démonstration. Les deux équivalences sont démontrées respectivement par les pro-
priétés 2.4.12 et 2.4.6. L’implication de la logique intuitionniste vers la logique clas-
sique provient de I'inclusion (par définition) de NJ dans NK. Enfin la non-implication
de la logique classique vers la logique intuitionniste provient de 'exemple 2.4.1 : si
P est un prédicat, le séquent - P V —P est dérivable en logique classique, comme
démontré par la dérivation en figure 2.13, mais n’est pas dérivable en logique intui-
tionniste, puisque ¥ PV —P (exemple 2.4.1) et par correction de NJ et L] (propriété
2.4.8). O

2.5 Recherche de preuves

Nous allons a présent nous intéresser a deux méthodes algorithmiques permet-
tant d’infimer ou de confirmer la validité d’'une formule. Comme la logique des
prédicats n’est pas décidables, ces méthodes sont en fait des procédures de semi-
décision. Nous allons tout d’abord présenter en sous-section 2.5.1 la méthode de
résolution, puis en sous-section 2.5.2 la méthode analytique des tableaux. Nous les
présentons comme des méthodes réfutationnelles qui permettent en fait de réfuter
une formule, c’est-a-dire de montrer sa non-validité.

2.5.1 Résolution

La résolution (Robinson, 1965) est une méthode de démonstration automatique
qui manipule des littéraux, c’est-a-dire des propositions atomiques ou des négations
de propositions atomiques ; des clauses, c’est-a-dire des ensembles de littéraux re-
présentant leur disjonction; des formes clausales, c’est-a-dire des ensembles de
clauses représentant leur conjonction. Nous utiliserons le symbole v pour représen-
ter des ensembles de formules (et en particulier des clauses) et le symboles YT pour
représenter des ensembles d’ensembles de formules (et en particulier des formes
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T, {v,o A9} — T, {v,0},{v, 9}
T, {v,oVv} — T {v, ¢, 9}
T7{U790 = ¢} - T:{Uv_'(/)ﬂ/}}

T, {v, T} - T

T, {v, L} — T, {v}

T, {v,Vx.0} — T, {v, o}

T, {v, 3z} = T {v,o[f(y)/z]}

ou f est un symbole de fonction frais

ety = FV(Iz.p)

T, {U’ _‘_'90} - T, {U}
T7{UW(90\/¢)} - Tv{vv_‘(/)}v{vv_‘w}
T’{Uﬁ(SD/\W} - Tv{vvﬁ@a W/J}
T,{U,—\(gp = ¢)} - T:{Uv@}>{v7_‘¢}
Y, {v,~T} — T, {v}

T, {v,-Ll} — T

T,{U,ﬂ(ﬂx.gp)} - T,{U,—\tp}
T,{U,—\(V:L'.gp)} - T,{U,‘@D[f(@)/ﬂ}

ou f est un symbole de fonction frais

ety = FV(Vz.p)

FI1G. 2.16 — Mise en forme clausale

clausales). Si v est un ensemble de formules et ¢ est une formule, nous noterons
v, ¢ 'ensemble v U {¢}. De méme si T est un ensemble d’ensembles de formules et
v est un ensemble de formules, nous noterons T, v 'ensemble T U{v}. Toute forme
clausale représente une formule. A titre d’exemple, si a, b et ¢ sont des littéraux, la
forme clausale {{a, b}, {b, c}} représente en fait la formule (a Vb) A (bV ¢). Inver-
sement, toute formule propositionnelle peut étre représentée par une forme clausale
qui lui est équivalente en logique classique. Dans le cas de la logique des prédicats
et pour traiter des quantificateurs, le procédé de skolemisation permet d’obtenir une
forme clausale dont la satisfaisabilité est équivalente a la satisfaisabilité de la for-
mule d’origine. Cette mise en forme clausale d'une formule est définie par le systéme
de réécriture décrit par la figure 2.16. Ce systéme est convergent. Tout d’abord une
analyse de ses paires critiques montre sa confluence. En outre, chaque étape de ré-
écriture sur Y fait décroitre le multi-ensemble contenant pour chaque v dans T la
paire (a, b) ou a est le nombre d’occurrences des symboles A, V, =V, J et b est le
nombre d’occurrences du symbole — dans v. Le systeme est donc aussi fortement
normalisant. Si T est un ensemble d’ensembles de proprositions, nous noterons donc
clF(T) I'unique forme normale de Y par ce systéme de réécriture. Cette forme nor-
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male est bel est bien une forme clausale. La régle de résolution est la suivante.

REsoLuTION

{P,..., Py, Q1,...,Qm} {=Ry,...,— Ry, S1,...,5}
{Qio,...,Qmno, S10,...,5,0}

ou o est 'unificateur plus généralde Py, ..., P, Ry, .., R,. Elle permet de combi-
ner deux clauses (les deux prémisses) en une troisiéme (la conclusion). Ainsi quand
une forme clausale contient deux clauses identifiables aux prémisses de cette regle,
une nouvelle clause correspondant a la conclusion de la régle est rajoutée enrichis-
sant ainsi la forme clausale de départ. La regle de résolution s’utilise comme une
méthode réfutationnelle de la facon suivante. Le point de départ est une formule
mise en forme clausale grace au systéme de réécriture de la figure 2.16. On itére
alors I'application de la régle de résolution afin de générer le maximum de nou-
velles clauses, enrichissant ainsi la forme clausale sur laquelle on travaille. Si 'on
obtient une forme clausale contenant la clause vide (c’est-a-dire un ensemble vide
de formules), nous obtenons une réfutation de la formule de départ : celle-ci est insa-
tisfaisable, c’est-a-dire que sa négation est classiquement valide. C’est la correction
de cette méthode de résolution. Inversement si une formule est insatisfaisable, il est
possible de générer la clause vide en partant de cette formule. C’est la complétude ré-
futationnelle de cette méthode de résolution. En particulier si ’'on obtient une forme
clausale ne contenant pas la clause vide, mais a laquelle la résolution ne peut plus
rajouter de clauses, c’est que la formule de départ est satisfaisable, autrement dit sa
négation est classiquement non-valide. Il peut aussi arriver que ’on ne puisse pas
générer la clause vide ni une clause non-vide sur laquelle la résolution ne s’applique
plus. Dans ce cas, bien que la formule soit satisfaisable, la méthode de résolution ne
permet pas de le montrer puisqu’elle ne termine pas. Cette méthode permet donc de
semi-decider l'insatisfaisabilité d’une formule.

2.5.2 Méthode analytique des tableaux

Nous allons a présent exposer la méthode analytique des tableaux (Smullyan,
1968). C’est aussi une méthode réfutationnelle cette fois basée sur le calcul des sé-
quents plutdt que sur la mise en forme clausale et la seule régle de résolution. Pour
réfuter une formule ¢, 'idée est d’utiliser les régles d’introduction a gauche du calcul
des séquents sur le séquent initial ¢ F. On manipule par conséquent des séquents
dont la partie droite est vide et que 'on appelle branche. La négation en tant que
connecteur syntaxique ne s’applique que sur les propositions atomiques. Elle est
définie pour les formules composées par la dualité de De Morgan. Une branche, a
I'instar d’une clause, est un multi-ensemble de formules. Toutefois a 'inverse des
clauses, une branche représente une conjonction. Un tableau, a 'instar d’une forme
clausale, est un multi-ensemble de branches. Néanmoins, au lieu de représenter une
conjonction de disjonctions, un tableau représente une disjonction de conjonctions.
Par exemple si 1, @2 et 3 sont des formules, le tableau {{¢1, 2}, {¥1, p3}} re-
présente la formule (¢1 A p2) V (¢1 A ¢3). Nous utiliserons le symbole 7" pour
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Bior Ve | T — By |B,pa | T
BiprNpa | T — B,z | T
8,301:>902|T - B’_'301|Ba()02|7
B,L|T — T
B,T|T — B|T
BNz |T — B,Nx.p,olt/z]|T ou ¢ est un terme clos
B,3z.0o| T — B,plc/x]|T ou c est une constante fraiche
B,P,-P|T — T (branch closure)

F1G. 2.17 — Une méthode analytique des tableaux

représenter des tableaux et le symbole B pour représenter des branches. Si 7 est un
tableau et B3 est une branche, nous noterons 7 | B ou B | 7 le tableau 7 & {B}. Si
B est une branche et ¢ est une formule, nous noterons B, ¢ la branche Bw {¢}. La
figure 2.17 décrit une méthode des tableaux traduisant directement les inférences de
LK.

Tout comme la résolution, la méthode des tableaux est correcte ainsi que refuta-
tionnellement compléte. La correction indique que si le tableau {{(}} se réécrit en
() (le tableau vide) par la relation de réécriture générée par les régles de la figure 2.17,
alors la formule ¢ est insatisfaisable. La complétude (réfutationnelle) indique inver-
sement que si une formule ¢ est insatisfaisable, alors le tableau {{}} se réécrit en
() par cette méme relation de réécriture.

Les régles traitant des quantificateurs peuvent étre modifiées de maniéres a
restreindre le non-déterminisme de leur utilisation. Une grande partie de ce non-
déterminisme provient de I’étape d’instanciation contenue par la regle traitant du
quantificateur universel : il s’agit de choisir un terme (du premier ordre) clos ¢. Il
est possible de retarder ce choix en remplacant ce terme par une variable en attente
d’instanciation. On obtient la regle

BNv.p|T — BNr.p,ely/z]|T ou y est une variable fraiche

L’instanciation est ainsi remise a plus tard. Notons que la décomposition des quanti-
ficateurs existentiels dépend néanmoins de la décomposition des quantificateurs uni-
versels : cette dépendance s’exprime par la condition ou ¢ est une constante fraiche.
En effet une telle constante doit étre fraiche par rapport a I'instanciation que ’on fera
plus tard des variables introduites en décomposant des quantificateurs universels.
Cette condition de fraicheur est donc difficilement vérifiable. Une solution inspi-
rée de la skolémisation consiste a modifier aussi la régle traitant des quantificateurs
existentiels. Au lieu d’introduire une constante fraiche globalement, on introduit une
fonction de Skolem fraiche dépendant des variables libres de la branche (c’est-a-dire
des variables utilisées pour décomposer les quantificateurs universels et en attente
d’instanciation). La fraicheur est alors garantie quelque soit I'instanciation que 'on
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fera des variables.

B,3z.o|T — B.olf(yr,....yn)/2] | T

ou f est un symbole de fonction de Skolem frais pour tout le tableau et y1, ...y,
sont les variables libres dans la branche. Enfin il faut modifier la regle de branch
closure pour qu’elle inclue le mécanisme d’instanciation que nous avons retardé.
Cette reégle devient

B,Q,-P|T — T

ou P est () sont deux propositions atomiques unifiables, c’est-a-dire qu’il existe
une substitution o telle que Po = Qo. Si 'on utilise a la fois le traitement mo-
difié des quantificateurs avec instanciations retardées et skolemisation ainsi que la
branch closure avec unification, on obtient une méthode des tableaux qui reste cor-
recte et réfutationnellement compléte. Il est possible de restreindre encore plus les
regles traitant des quantificateurs : Hahnle et Schmitt (1994) proposent par exemple
de restreindre les variables libres arguments des symboles de fonction des Skolem
aux variables libres de la formule que I'on décompose, et non pas de toute la bran-
che correspondant. Avec Beckert, ils proposent ensuite d’utiliser un seul symbole
de Skolem frais pour toutes les décompositions d’'une méme formule 3x.¢ dans la
totalité du tableau (Beckert et al., 1993).

Tout comme la résolution, la méthode des tableaux fournit une procédure de
semi-décision pour I'insatisfaisabilité d’une formule. Si la méthode retourne le ta-
bleau vide, la formule est insatisfaisable. Si la méthode s’arréte sur un tableau non-
vide, la formule est satisfaisable. Enfin si la méthode ne s’arréte pas, on ne peut
conclure bien que la formule soit en fait satisfaisable.
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Chapitre 3

Systéemes de typage,
normalisation et calcul

La correspondance de Curry-De Bruijn-Howard est au coeur de notre travail.
Elle relie calcul (chapitre 1) et logique (chapitre 2) et ce chapitre lui est dédié. Le
point de départ est Uinterprétation de Brouwer-Heyting-Kolmogorov proposées par
Brouwer, Heyting et indépendamment par Kolmogorov. Cette interprétation pro-
pose non pas de voir les preuves comme des transcriptions syntaxiques mais comme
des objets mathématiques, plus précisément les objets qui démontrent, réalisent ou
témoignent de la vérité d’un jugement.

1. Une preuve de ¢ A 1) est un couple (7, p) tels que 7 est une preuve de ¢ et p
est une preuve de .

2. Une preuve de ¢ V 9 est un couple (n, 7) avec n € Z /oy telquesin =0, 7
est une preuve de ¢ et sin = 1, 7 est une preuve de .

3. Une preuve de Jz.¢o(x) est un couple (¢, 7) tel que 7 est une preuve de ().

4. Une preuve de ¢ = 1) est un calcul qui transforme toute preuve de ¢ en une
preuve de ).

5. Une preuve de Vx.p(z) est un calcul qui transforme tout élément ¢ du do-
maine en une preuve de p(t).

Nous avons vu dans la section 1.2 que le lambda-calcul permet de définir effica-
cement la notion de fonction. Utiliser ce paradigme dans la partie 4 de 'interprétation
de Brouwer-Heyting-Kolmogorov est le coeur de la correspondance de Curry-De
Bruijn-Howard. L’histoire de cette correspondance remonte a des observations de
Curry : les combinateurs de sa Logique Combinatoires correspondents aux schémas
d’axiomes de la logique intuitionniste implicationnelle (Curry, 1934) mettant ainsi
en correspondance son systéme et les systemes a la Hilbert (Curry et Feys, 1958).
Indépendamment le systéme Automath développé par De Bruijn dans les années
60 permettait de construire et de vérifier des preuves en utilisant les notations du
lambda-calcul. Enfin en 1969, Howard proposa une interprétation de la déduction
naturelle intuitionniste par une variante du lambda-calcul simplement typé. Nous
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verrons que cette correspondance dépasse le simple cadre de la syntaxe. La béta-
réduction illustrée par la figure 1.2 est en correspondance avec I’élimination des
coupures de la figure 2.4. On retrouve alors des résultats déja énoncés, comme la
propriété 2.2.4, mais on peut aussi prouver des résultats plus forts comme la norma-
lisation forte de I’élimination des coupures en déduction naturelle.

Si la correspondance exprimée au départ par Howard concerne la déduction
naturelle intuitionniste NJ, de nombreux travaux montrent qu’elle peut étre étendu
a la logique classiqe et au calcul des séquents (Griffin, 1990; Parigot, 1992; Curien et
Herbelin, 2000; Urban, 2001; Urban et Bierman, 2001). L’intérét que nous porterons
au calcul des séquents classique LK aux chapitres 4, 6 et 7 nous améne naturellement
a nous intéresser a ces approches.

3.1 Pour la déduction naturelle intuitionniste

Cette section présente la correspondance de Curry-De Bruijn-Howard entre le
lambda-calcul simplement typé et la déduction naturelle intuitionniste L]. Tout d’ab-
ord la sous-section 3.1.1 présente le lambda-calcul simplement typé et, puis la sous-
section 3.1.2 présente la correspondance avec la déduction naturelle pour la logique
intuitionniste minimale. Puis la sous-section 3.1.3 présente I’extension de cette cor-
respondance au systeme NJ déja présenté en section 2.2.

3.1.1 Lambda-calcul simplement typé

Un type est une catégorie d’informations qui ont une forme commune, comme
par exemple la catégorie des nombres entiers ou des chaines de caractéres. L’intérét
des types est de définir des opérations qui leur sont spécifiques et qui n’ont de sens
que lorsqu’elles sont appliquées a des objets du bon type. L’utilisation de cette méme
idée comme parade au contre-exemple de Russell mena ce dernier a la définition des
bases de la théorie des types. Cette idée s’applique au cadre du lambda-calcul : cer-
tains lambda-termes représentent des objets d’un certain type et d’autres lambda-
termes représenteront les opérations que 'on peut appliquer a ces objets. Soit donc
un ensemble de types de base que nous appellerons des types atomiques. Alors
I’ensemble des types simples est défini comme le langage hors-contexte associé a
la grammaire hors-contexte sous forme de Backus-Naur suivante.

T.U == A|T=U

ou le symbole A représente les types atomiques. Si 7" et U sont deux types simples,
le type T' = U représente, lui, les opérations que ’on peut appliquer aux objets de
type T" pour obtenir comme résultat un objet de type U. Nous appellerons un tel type
un type fonctionnel. Les objets de base du lambda-calcul étant les variables, on leur
choisi un type de fagon arbitraire en utilisant un contexte : un contexte de typage
est un ensemble I" de déclarations de typage de la forme « = est de type 1" ». Un tel
jugement est d’ailleurs noté x : 7. Nous n’étudierons que le cas ol une variable ne
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peut pas étre déclarée comme ayant plusieurs types. Par conséquent, un contexte de
typage n’est autorisé a contenir qu'une déclaration x : T par symbole de variable
x. Par abus de langage, nous identifierons « : T et {z : T'}. Nous écrirons aussi
[', T’ I'union disjointe des contextes I" et I"". Enfin nous noterons I' - ¢ : T le
jugement « le lambda-terme ¢ est de type 1" dans le contexte I' ». Alors la notion de
typage, dans le cadre du lambda-calcul, se traduit par les principes suivants. Pour
toute variable x, pour tous lambda-termes ¢ et u, pour tout contexte I' et pour tous
types T et U,

Variable 'z : T+ xz : T;
Abstraction sil',z: T Ht¢:U,alorsI' Azt : T = U;
Application sil'Ft:TetI'Fu:T = U,alorsI' -tu: U.
Ces trois principes peuvent étre écrit sous la forme de schémas d’inférence
Fx:THt:U
RF,JJ:TI—:/U:T PFI—/\x.t:T:>U
'kt:T=U 'Fu:T
I'Ftu:U

Va Ap

ABS

Alors un lambda-terme ¢ est de type 1" dans le contexte I' s’il existe une dérivation
deI' ¢t : T'. Nous dirons qu'un lambda-terme ¢ est bien typé dans le contexte I" s’il
existe un type simple 7" tel que I" = ¢ : T" est dérivable. Nous dirons qu’un lambda
t est bien typé s’il existe un contexte I" ainsi qu’un type T tels que I' - ¢ : T est
dérivable.

Le typage des lambda-termes défini par les régles VAR, ABs et App est dirigé par
la syntaxe du lambda-terme ¢ que I’on cherche a typer : si ¢ est une variable, on ne
pourra utiliser que la régle VAR; si ¢ est une abstraction, on ne pourra utiliser que
la régle ABs; enfin si ¢ est une application, on ne pourra utiliser que la régle App. Il
existe donc une bijection entre les dérivations de typage et les jugements I' = ¢ : T'
dérivables. Ce typage des lambda-termes admet aussi les propriétés suivantes.

Propriété 3.1.1 (Substitution Lemma). Siles jugements',z : T +Ht:Uetl' Fu:
T sont dérivables, alors ' - t[u/x] : U I’est aussi.

Démonstration. Par induction sur le lambda-terme ¢. O

Propriété 3.1.2 (Subject Reduction). Sit etu sont deux lambda-termes tels quet — g
wetsil' =t : T estdérivable, alorsI' = w : T est aussi.

Démonstration. Parinduction sur ¢, le seul cas oul’application triviale de ’hypothese

d’induction ne suffit pas étant le cas ou ¢ —3 u. Dans ce cas t = (Ax.t1)to et
u = t1[to/x] et la dérivation de " - ¢ : T est forcément de la forme
(1)

e UkFt: T (72)
"TFixeti:U=T Thrity:U
Aprp

Fl—()\x.tl)tQ:T

VA
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Alors la propriété 3.1.1 appliquée aux dérivations 7y et o montre qu’il existe une
dérivationde I' - w : T'. O

Nous allons démontrer a présent que tout lambda-terme bien typé est fortement
normalisant pour — 3. La démonstration que nous allons développer ici se trouve
dans 'ouvrage de Girard et al. (1989) et est basée sur une idée de Tait (1967). D’autres
démonstrations sont possibles, comme par exemple celle exposée dans 'ouvrage de
Terese (2003). Nous dirons a présent « fortement normalisant » au lieu de « fortement
normalisant pour — g » et « forme normale » au lieu de « forme normale pour — g ».
Remarquons tout d’abord que puisque — g est a branchements finis, tout lambda-
terme fortement normalisant admet un nombre fini de séquences de réduction (qui
sont toutes finies) (propriété 1.1.4). Pour tout lambda-terme ¢ fortement normali-
sant, la longueur maximale de ses séquences de réductions est notée v(t). Remar-
quons que si ¢ est fortement normalisant, alors tout sous-terme w de ¢ 'est aussi
et v(u) < v(t). Notons aussi que si t[u/x] est fortement normalisant, alors ¢ I'est
aussi et v(t) < v(t[u/z]). La preuve que nous présentons se base sur la définition
de candidats de réductibilité.

Définition 3.1.1 (Termes réductibles). SiT" est un type simple, I’ensemble des termes
réductibles de typeI" noté Redr est défini par
— si T est atomique, Redr est 'ensemble des termes fortement normalisants
pour —g;
— siT = Uy = Us alors Red est I’ensemble des lambda-termest tels que pour
tout u € Redy,, alorstu € Redy,.

Nous dirons qu’un terme est neutre si c’est une variable ou une application. On
démontre la propriété suivante.

Propriété 3.1.3. Pour tout type T, Redr est un candidat de réductibilité, c’est-a-dire
un ensemble tel que pour tous lambda-termes t et u,

(CR1) sit € Redr, alorst est fortement normalisant ;

(CRz2) sit € Redr ett —3 u, alorsu € Redr;

(CR3) sit est neutre et tel que pour tout v tel quet — g v,v € Redr, alorst € Redr ;
Remarquons que CR3 implique que sit est une forme normale neutre, alorst € Redr.
Démonstration. La conjonction de CR1, CR2 et CR3 est prouvée par induction sur
le type T

Type Atomique Si T est un type atomique, alors par définition de Redr et de la
normalisation forte, CR1, CR2 et CR3 sont vérifiés.

Type Fonctionnel Si T = U; = Us.

(CR1) Soitt € Redy. Choisissons une variable . Puisque x est neutre et par
CR3 sur Uy, € Redy, et puisque ¢t € Redr, tx € Redy,. Par CR1 sur Uy,
tz € SN etdonct € SN.

(CR2) Soitt € Redr et u tel que t — 3 u. Soit v € Redy,. Par définition de
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Redr, tv € Redy, et puisque t v — 4 u v, alors uv € Redy, par CRz sur Us
(pour tout v € Redy,). D’ott u € Redy.

(CR3) Soit ¢ neutre tel que si t —g u, alors u € Redy. Soit v € Redy,.
Par CR1 sur Uy, v € SN et nous montrons alors par récurrence sur v(v) que
tv € Redy,. Puisque t est neutre, les réduits en un pas de ¢ v sont soit de la
forme t v" avec v — v/, soit de la forme ¢’ v avec ¢ — t'. Dans le premier
cas, v(v") < v(v) et CR2 sur U; montre que v' € Redy,. D’ou par hypothése
de récurrence tv' € Redy,. Dans le deuxiéme cas, puisque ¢ € Redp et
par définition de Redp, t' v € Redy,. Finalement tous les réduits du lambda-
terme neutre ¢ v sont des éléments de Redys,. Par CR3 sur U, tv € Redy,
(pour tout v € Redy,) et donc nous en concluons que ¢ € Redr. O

On prouve la propriété suivante.

Propriété 3.1.4. Supposons que pour tout u € Redy, v[u/z] € Redr. Alors Ax.v €
RedU:>T.

Démonstration. 1l nous faut démontrer que (Ax.v) u € Redp pour tout u € Redy.
Nous le prouvons par une récurrence sur v(v) + v(u). Le lambda-terme (Az.v) u
se réduit en
- wv[u/x] qui par hypothése est dans Redr ;
- (Az.v')u avec v —g v’ et qui est donc par hypothése de récurrence dans
RedT 5
- (Az.w)u avec u —3 v et qui est donc par hypothése de récurrence dans
RedT .
Tous les réduits de (Az.v) u sont donc dans Redr. Puisque ce terme est neutre et
par CR3, il est lui-méme dans Redy. Enfin puisque (Az.v)u € Redp pour tout
u € Redy, alors Ax.v € Redy—7. ]

Enfin on peut prouver la propriété suivante.
Propriété 3.1.5. Tout lambda-termet bien typé de type 1" appartient a Redr.
Démonstration. Par induction sur ¢ en utilisant la propriété 3.1.4. O

Propriété 3.1.6 (Normalisation Forte). Tout lambda-terme bien typé est fortement
normalisant pour — g.

Démonstration. Par la propriété 3.1.5 et CR1, tout lambda-terme bien typé est for-
tement normalisant. O

3.1.2 La correspondance

L’ensemble des types simples que nous avons défini en sous-section 3.1.1 est un
sous-ensemble de I’ensemble des formules que nous avons défini au chapitre 2. Ce
sont les formules construites a partir de propositions atomiques et de 'implication.
Lorsqu’on efface les lambda-termes apparaissant dans un jugement de typage S = =z :
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©1...%n : @p 1, on obtient un séquent ¢; . .. @, F 1. Nous noterons (_| la
fonction évidente d’effacement sur les contextes et jugements de typage étendue sur
les inférences ainsi que sur les dérivations de typage. Cet effacement transforme les
trois regles de typage VAR, ABs et APp respectivement en les réegles Axiom, = INTRO
et =ELiM de NJ. Notons NM le systeme déductif contenant uniquement ces trois
régles. NM est en correspondance avec le lambda-calcul simplement typé comme
suit.

Propriété 3.1.7 (Correspondance de Curry-De Bruijn-Howard). Toute instance des
schémas VAR, ABs ou APP est respectivement transformée par (_|) en instance de
AxioM, =INTRO ou =Erim. S’il existe une dérivation de typage m de ' =t : ¢,
alors (7)) est une dérivation de (I' - t : @) dans NM. Inversement s’il existe une
dérivation = de ' & ¢ dans NM, alors il existe un contexte de typage I tel que
' = (), un lambda-terme t ainsi qu’une dérivation de typage 7’ de " -t : ¢
telle que (') = .

Nous avons vu que le typage est dirigé par la syntaxe et que les régles VAR, ABs
et App correspondent aux trois constructions syntaxiques du lambda-calcul, c’est-
a-dire la variable, I’abstraction et I’application. Alors les régles Axiom, = INTRO et
=ELIM correspondent au travers de la correspondance aux variables, abstraction et
application du lambda-calcul. En particulier les béta-redex bien typés sont exacte-
ment les coupures dans NM.

Tk Fx:pkFt: 9y
=INTRO ——— ABs
'Fp=1vY | I ) F'EXzt:p=1v F'Fu:p
=ELIM App
L'+qy F'EAzt)u:y

On peut alors transposer des propriétés du lambda-calcul simplement typés a la
déduction naturelle.

La subject reduction (propriété 3.1.2) démontre que la transformation de la figure
2.4 transforme bien des dérivations de NM en dérivations de NM.

La normalisation forte (propriété 3.1.6) de la béta-réduction dans le cadre bien
typé (propriété 3.1.6) démontre que cette transformation est fortement nor-
malisante sur les dérivations de NM. Nous n’avions pour Iinstant démontré
que sa normalisation faible (en section 2.2). Nous obtenons donc une preuve
de la propriété 2.2.3 dans le cadre de NM.

Conversement des propriétés de la déduction naturelle se transposent au lambda-
calcul simplement typé : par exemple la propriété 2.2.4 exprime le fait que si ¢ est
un lambda-terme en forme normale pour béta et si ¢ est de type ¢ dans le contexte
vide, alors ¢ est une abstraction.

3.1.3 Extension de la correspondance a la logique des prédicats

La correspondance que nous avons montrée en sous-section 3.1.2 se place dans le
cadre de la logique minimale, c’est-a-dire pour des formules uniquement construites
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a base d’implications. Elle peut néanmoins étre étendue a tous les connecteurs de
NJ. Tout comme pour le cas de 'implication, une régle d’introduction correspond a
un constructeur et une régle d’élimination correspond a un destructeur. Par exemple
pour 'implication, ’abstraction du lambda-calcul permet de construire une fonction,
et Papplication permet d’utiliser (ou détruire) une fonction. Pour ne plus confondre
les termes et variables du premier ordre avec les lambda-termes et les variables du
lambda-calcul, nous utiliserons les symboles X, y, z pour les variables du premier
ordre; t, m, n pour les termes du premier ordre ; z, y, z pour les variables du lambda-
calcul et enfin 7, p, 7 pour les lambda-termes (étendus). L’ensemble des lambda-
termes étendus est défini comme le langage hors-contexte associé a la grammaire
en forme de Backus-Naur suivante.

TP, T = X variable
| e |7mp implication
| 91 (m) faux
| XNz | 0-(m,p) negation
| (m,p) | fst(m) | snd(m) conjonction
| i(m) | j(m) | 6(m,x.p,y.7) disjonction
| x|t quantification universelle
| (t,7) | 63(m, z.x.p) quantification existentielle

Lesregles de typage sont décrites par la figure 3.1. Ce typage est dirigé par la syn-
taxe. On rajoute a I’alpha-conversion et a la béta-réduction les régles de conversion
qui correspondent aux réductions des figures 2.5 et 2.6.

i 5(i(m),z.p,y1) — (Az.p)w

(L]E)\ zm,p) — (Az.m)p 5(j(7T),l‘-Zaz-T) — ()\y,f)w
scj((w,p)) — (xm)t — 7t/
snd((m,p)) — p 53((t, ), zx.p) — (Az.plt/x]) ™

On peut aussi choisir d’utiliser des régles comme

o(i(m), z.p,y.7) — plr/2]

pour les connecteurs —, V et 3. Alors la propriété de subject reduction ainsi que la
preuve de normalisation forte par candidats de réductibilité s’étendent a la syntaxe,
au typage et a la réduction étendue. La correspondance de Curry-De Bruijn-Howard
s’étend aussi entre ce lambda-calcul étendu et le systéme NJ. Nous obtenons donc
par cette correspondance une preuve de la normalisation forte de la réduction définie
par les figures 2.5, 2.6 et 2.4 puis une preuve de la propriété 2.2.3 (cette fois dans le
cadre de NJ).

3.2 Pour la déduction naturelle classique

En 1990, Griffin propose un systéme de types pour Idealized Scheme. Son langage
contient en particulier deux opérateurs de contréle qui représentent I'instruction
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'kFm:L
VAR —— 0, () ———
Dx:pkFax:p FEd(m):¢
z:pkm:y I'Fr:ip=>19 I'kEp:p
ABS App
'EXdxm:p=1 I'Ermp:y
I'kErm:p F'kEp:vy F'Er:pAy I'Erm:ipAyY
, fst() m—————— snd() —————
LE(mp) oAy Ik fst(n) : o I'Fsnd(m) : 9

) 'Em:op , 'Em:vy
Z()Fl—i(rr):go\/w VT im oV
'Er:pVvy Lz:obkp:y/ Lyy:pb1:q)
L o(mz.py7):
)\ﬁf,x:apl—ﬂ:J_ 5 I'F7m:—p TkFp:op
FEXazm:i-p L'ké(mp): L
F'kFr:p I'Em:xep
ABY ————— x¢ FY(I) AP/ —————
I Axm o Vxep M'Ert:elt/X]
I'E7m:plt/x] 5 I'-m:3xe Dx:okFp:y
'F(t,m): 3Ixe Y I'Fog(m,zx.p) s ¢

o(;,)

()

x & FV(I, )

F1G. 3.1 — Typage du lambda-calcul étendu
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call/cc de Scheme : les opérateurs A et C de la sous-section 1.2.8. Griffin remarque
que cet opérateur doit étre typé par =—¢ = ¢ : en supposant que Az.E[z] admet le
type ¢ = 1, alors la réduction

(= A(EL)) v —+ Bl |
montre que A\z..A(E|[z]) admet ce méme type ¢ = 1. Analysons la régle
E[C(m)] — w(Az.A(E[2])).

Le type de C(7) doit étre ¢ et le type de E[C(m)] étant alors 1), on en déduit que le
type de 7 est (¢ = ¥) = 1. Alors le type de \x.C(z) est ((¢ = ¥) = ¢) = .
Le type de Az.K(x) est, lui, la loi de Pierce ((¢ = ) = ¢) = . Supposons a
présent que 7 est un terme clos de type v, alors A(7w) = C(Az.7), est de type ¢.

Du point de vue logique, nous n’avons rien supposé sur ¢ (nous n’avons supposé
que la prouvabilité de o = 1 et de 1)). Nous en avons néanmoins déduit la prouva-
bilité de . Il vaut mieux donc que 1) ne soit pas prouvable. Sans cela toute formule ¢
sera prouvable et le systéme logique sera inconsistant. En particulier on peut choisir
pour 1 la formule L. On obtient un systéme consistant. Si 'on identifie les formules
(¢ = L) et = pour tout ¢ (ces formules sont toujours équiprouvables, que ce soit
en logique classique ou intuitionniste), les régles de typage des opérateurs C, K et
A seront

F'Fr:—p 'bEm:—p=9p 'km:L
F'FC(m) ¢ F'FE(m):p et T'HFA(m):p .

La premiére regle s’associe bien évidemment a la regle ——ELim de NK. La troisieme
correspond quant a elle a la régle L Erim présente dans NJ et NK. Enfin la seconde
correspond au raisonnement par I’absurde : la formule —¢ = ¢ prouve I’absurdité
de —¢, et donc la vérité de ¢. Par conséquent, rajouter ces opérateurs de contrdle
ainsi que cette régle de typage permet d’obtenir un systéme de type et une corres-
pondance de Curry-De Bruijn-Howard entre la logique classique et le lambda-calcul
avec opérateurs de contréle typé. Il est néanmoins ennuyeux de devoir utiliser une
stratégie de réduction particuliere pour obtenir une telle correspondance. Afin de
corriger cela, Parigot (1992) proposa une extension du lambda-calcul en correspon-
dance avec un systeme de déduction naturelle classique. Son systéme n’utilise pas
de stratégie pour la béta-réduction. Le systeme déductif que nous utiliserons et que
nous appellerons NK,, contient les regles d’inférence de la figure 3.2. Ce systeme
est un systeme de déduction naturelle : il contient bien des régles d’introduction
et d’élimination des connecteurs. Néanmoins et contrairement a NK, il permet de
prouver des séquents de la forme I' = A ou A est un contexte pouvant contenir un
nombre arbitraire de formules. Notons que le systeme utilisé par Parigot (1992) est
légérement différent : les contractions sont implicites et les régles sont multiplica-
tives. La régle CONTRACTION correspond & une contraction a droite du symbole |-
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TFgpA
AXIOM ——M8MM— CONTRACTION —————
ok p A 'y, A
TokFy, A =4y, A ke, A
=INTRO ——M8Mm™8™— =FELIM
I'ko=v,A TFay, A
oA I'E=p, A 'y A
—INTRO ——M8M8M8M— —=ELIM
'k —=p, A kA

FIG. 3.2 — Systéeme Déductif NK,,

Néanmoins une contraction a gauche peut étre simulée comme suit.

Lo,k A
=INTRO AXiIoOM ——M8M8MM—
Cpkeo=9A Lok o, A
=ELIM
LookEy,A

C’est d’ailleurs aussi valable dans nos systémes NJ et NK. Bien que NK, ne contienne
pas la regle ~—ELrim de NK, celle-ci est admissible dans NK,,. En fait les séquents
prouvables dans NK,, sont exactement les séquents I' = A classiquement valides et
tels que les connecteurs de I' et A ne sont que des implications et des négations. Par
exemple on peut dériver le séquent - -—p = .

AxXioM

o
AXioM —M8m— -INTRO ——M8M8M8Mm™™
—p g, @ g, @

o
F-—p=0p

—ELIM

=INTRO

On peut aussi y dériver la loi de Pierce.

AxioM

A W =p)=V,E e
XIOM =INTRO
W=p)=>FW=90) =99 W=9)=¢YFP=01

=ELIM

(v =9)=Y) Y,
(v=p)=v)Fy
F((=0) =)=

Nous allons a présent définir le Ap-calcul de Parigot. En plus de 'ensemble X de
variables, on suppose donné un ensemble A de noms. Les symboles «, 3, y représen-
teront des noms. Les ensembles des A\pi-termes anonymes et des Ap-termes nommés
sont respectivement définis comme les langages hors-contexte associés aux gram-
maires en forme de Backus-Naur suivantes.

CoNTRR

=INTRO

TP, T n= x| Ar.w | wp | pan
n, 9,k == [a|T
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Tx:pbm:y1 A
R s
Dz:pkxz:pi A F'EXerm:p=¢1 A
F'Fr:p=v1A F'Fr:pi A

Va AB

App
| o R VAN
FFr:pir A nelkFa:p A
NAME Mu
[alroT Fa:p A F'Fpan:pi A

F1G. 3.3 — Typage du Ap-calcul

Les noms différent des variables par le fait que ’on ne les remplacera jamais par
des termes. Néanmoins on définit le remplacement [«/ 3] que 'on peut appliquer a
tout terme nommé ou anonyme ne contenant pas « : il s’agit bien stir de remplacer
tout occurrence de 3 par . Le symbole p est un lieur pour les noms et on considére
donc les termes anonymes et nommés modulo alpha-conversion sur les noms. En
outre pour tout terme nommé 7 et pour tout terme anonyme 7, le terme n[[a](_7)/
[a]_] est défini comme étant obtenu a partir de 7 en remplacant chaque sous-terme
de la forme [a]T par [a](7 7). Les régles de réduction du Au-calcul sont alors les
suivantes.

(Az.m)p — wlp/x]

(naem)m = pe(nlla](Cm)/la]_])

B — nla/b]

Nous noterons —g,, la réduction associée a ces regles de réduction. La premiére
régle correspond a la béta-réduction du lambda-calcul et représente une élimination
des coupures logiques. La deuxieéme régle fait correspondre 'opérateur y intuitive-
ment a un call/cc puisque pour un nombre n quelconque d’arguments ;... 7y,
la réduction de (pa.n)my . . . m, a pour effet d’ajouter les arguments ... 7, a tous
les sous-termes de 1 nommés par «. Cet ensemble d’arguments est donc une conti-
nuation que 'on déplace jusqu’aux sous-termes nommés par «. Parigot a prouvé la
confluence de —g,,.

Propriété 3.2.1 (Parigot, 1992). La relation — g,, est confluente.

Pour définir le typage du Ap-calcul, nous allons utiliser deux différentes caté-
gories de contextes de typage : des ensembles de déclarations de types = : ¢ pour
les variables et des ensembles de déclarations de types o : ¢ pour les noms. Les
symboles I' et A représenteront respectivement des contextes pour les variables et
des contextes pour les noms. Tout comme dans la section 3.1, un contexte de typage
n’est autorisé a contenir qu’une déclaration = : ¢ ou « : ¢ pour une variable x
donnée ou un nom « donné. Un jugement de typage s’écritalors ' - 7 : ¢ 1 A
oun>I F A. Les regles de typage du Ap-calcul sont les regles de la figure 3.3. Le
typage est encore une fois dirigé par la syntaxe. Parigot a montré que le typage est
stable par réduction par —g,,.
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Propriété 3.2.2 (Subject reduction pour — g, (Parigot, 1992)). SiI' =7 : ¢ 1 A est
un jugement de typage valide et sim —g, 7, alorsI' = 7 : ¢ | A est un jugement
de typage valide.

Un jugement de typage n > I" = A correspond au séquent I' = A (ou les va-
riables et les noms ont été effacés). Un jugement de typage I' - 7 : ¢ 1 A correspond
au séquent I' - ¢, A. Ce dernier jugement de typage ne contient pas seulement le
Au-terme anonyme 7 comme information supplémentaire par rapport au séquent
sous-jacent : ce jugement contient aussi la zone située entre le symbole - et le sym-
bole | appelée bénitier qui souligne le fait que le type de 7 est ¢ (et non pas une
autre formule de I" ou A). Néanmoins ce bénitier peut étre manipulé souplement :
on peut sortir a tout moment une formule du bénitier a ’aide d’une instance de
NAME et 'on peut ensuite y introduire une formule arbitraire du contexte A a I’aide
d’une instance de Mu. Ces deux régles Mu et NAME permettent aussi de simuler la
contraction a droite comme suit.

FFrm:ipra:e A

alr> T Fa: e, A
Mu

I'Fpadalr i A

NAME

Les régles VAR, ABs et APpp représentent respectivement les regles Axiom,
=INTRO et =-ELIM de NK,. Les régles Mu et NAME sont, elles, des regles bureaucra-
tiques qui sont silencieuses dans NK,, : les séquents correspondant respectivement a
leur conclusion et a leur unique prémisse sont égaux. Nous obtenons donc une cor-
respondance entre le typage du Api-calcul et le fragment de NK,, omettant les regles
relatives a la négation. Pour obtenir une correspondance avec le systeme NK,, com-
plet, Parigot propose d’agir comme si un nom (frais) typé ¢ : L apparaissait toujours
du coté droit des jugements de typage sans pour autant qu’il soit écrit. On peut alors
écrire les dérivations ouvertes de typage suivantes.

neolFA F'En: L1 A
F'FpC¢n: LA (7T FA

Alors en identifiant les formules (¢ = L) et = pour tout ¢, les régles —INTRO et
—ELim de NK, sont représentée par

nel,z: ek A FEm:=pi A FkEp:pi A
Mu App
Dx:pbFuln: L1 A F'kmp: L1 A
ABSs NAME
D= Az.pln:—pi A Cl(mp)pT A

Le typage de la figure 3.3 définit bien une correspondance entre le systéme déductif
NK,, et le Api-calcul bien typé. La réduction — g, correspond bien a Iélimination
des coupures dans NK,. Griffin a proposé de typer les opérateurs C et K respecti-
vement par les types = = p et ((» = ¢) = ) = 1. On peut écrire deux
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opérateurs similaires dans le Au-calcul. Le terme Ay.pa.[5](y Az.u.[a]x) admet
le type =—¢ = ¢, comme le démontre la dérivation

VAR
Yy, xiobxipl

NAME
N [dlz>y: ——p,x:pFa:p
U
y:— o, xiebpllajr: Lia:g
Axiom ABs
APPy:—mgol—y:—'—mpmz:gp y: ok Arulale: —pracp
y:pkyrpdfalr: Lia:e
NAME
g Pl Az-pé.falz)by : ~mo oz

A F pac[B](y Az.pd.[az) @
= Ay pac [Bl(y Ar.p.a]z) : mmp = ¢

Ce terme a d’ailleurs un comportement proche du terme C :

E
C T —~

(. . (()\y.,uoz.[ﬂ](y Az.ul.[a]x) /(-;L?) v1> . .Un>

(.. (pe[B](u Ax.}(.[a]x) V1) ... Up)
W.[m( ) ()\:U.,uc.[a](. (@) .vn))>

~—
s E

Le terme Ay.pav. (o] (y Ax.pd.[a]x) admet, lui, le type ((¢ = ¢) = ¢) = .

VAR

y:(=9)=vry:W=9)=>vra:y
N Wo o) sba vbagidip

[alzby: (Y=¢)=>V,x:pFd: a1

y: (=)=, z:YFpdlaripra:y
y: (=)= pdlaz = pra

y: (v=9)=9Y)Fyre.pdlalz:ia:

, L@ Arz.pdlaz)oy: (W= @)= P)Fa:y
o V(W= 0) =) pofal(y Az.pd.falz)
F Ay.paal(y Ae.pd.jalx) : (¥ = @) = ) = ¢

NAME

ABs

App
NAME
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Il se comporte similairement a 'opérateur K.

K o o—a
<. . (< (Ay.pa. o] (y Adz.pd.[alx)) m) vl) . .Un>
(... (pafa](u )\:1:.%6. [a]x)v1) ... v,)
ua.[a](. . ((@ ()\x.ud[a](. (o) .ov) )) v1> . .vn>
™ E —

3.3 Pour le calcul des séquents classique

Le calcul des séquents est un formalisme dont la symétrie apporte bien des béné-
fices, notamment la propriété de la sous-formule ou encore le fait que les coupures
soient clairement identifiées par la régle Cur. Il est donc naturel de vouloir trans-
poser I'isomorphisme de Curry-De Bruijn-Howard aux calculs des séquents. C’est
dans cet objectif que Curien et Herbelin (2000); Herbelin (1995) ont proposé le Ap/i-
calcul, une symétrisation du Au-calcul de Parigot. Le Apji-calcul est présenté en
sous-section 3.3.1. Urban (2000) a proposé une deuxieéme approche déconnectée du
lambda-calcul. Plutoét que de passer successivement du lambda-calcul au Ay puis
Mufi caleul, Urban étudie directement 1'élimination des coupures en calcul des sé-
quents classiques. Son calcul est présenté en sous-section 3.3.2.

3.3.1 Le \pji-calcul

L’intuition derriére le Apjfi-calcul est de souligner la dualité qui existe entre les
fonctions et les contextes. En particulier un contexte peut signifier I'utilisation d’une
fonction. Dans le lambda-calcul, ’abstraction étant le constructeur, son utilisation,
c’est-a-dire I’application, est son destructeur. En déduction naturelle, I’abstraction
correspond alors a une régle d’introduction et I’application correspond a une régle
d’élimination. Nous avons vu en section 2.4 que les regles d’élimination peuvent
se traduirent pas des régles d’introduction a gauche en calcul des séquents. Cette
traduction s’apparente au passage des lambda-termes aux contextes : I’analyse de
Griffin (1990) (voir section 3.2) montre qu'un solution acceptable est, si F est un
contexte, de typer \z.E|z] par (¢ = L) = —p. Pour transposer la dualité de De
Morgan (sous-section 2.4.1) aux lambda-termes et contextes, on peut choisir de typer
le contexte E par . Le jugement « E : ¢ » signifie alors « £ est un contexte qui
prend en entrée une valeur de type ¢ ». C’est bien le dual de « 7 : ¢ », c’est-a-dire «
est un terme qui donne en sortie une valeur de type ¢ ». La régle =FELiM correspond
a l'application sur les lambda-termes. De maniére duale, la régle =L correspond a
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I'application dans les contextes.

E Yk Frigp
EQ0n:o=9F

Si E est un contexte en attente d’une valeur de type 1 et si 7 retourne une valeur de
type ¢, alors E[[] 7] est un contexte en attente d’une valeur de type ¢ = 1 : il ap-
plique cette derniére valeur (qui est une fonction puisque typée par une implication)
a 7 puis utilise la valeur résultante dans le contexte .

Définissons a présent le Ayji-calcul. On se donne un ensemble X de variables
et un ensemble A de covariables. Contrairement aux noms du Au-calcul et similai-
rement au variables, les covariables pourront effectivement étre remplacées non pas
par des termes mais par des contextes. Tout comme en section 3.2, les symboles z, v,
z représenteront des variables et les symboles «, 3, 7y représenteront des covariables.
La syntaxe du Ajfi-calcul contient donc trois catégories : les états ou commandes,
les termes et les contextes. Le symbole c représentera un état, les symboles m, p, 7
représenteront des termes et le symbole e représentera un contexte. Les ensembles
des états, termes et contextes sont respectivement définis comme les langages hors-
contexte associés aux grammaires en forme de Backus-Naur suivantes.

¢ == (mle)
mou= x| pbc| e
e n= al|prc|m-e

Les constructeurs A, p et i sont des lieurs. Nous parlerons de A-abstraction, p-
abstraction ou ji-abstraction. On considére donc les termes, contextes et commandes
modulo alpha-consersion pour les variables et les covariables. Si  est une variable
et 7 est un terme, alors la substitution [ /z] est définie sur les commandes, termes
et contextes comme suit.

x| /] =7 almr/z =«

ylm/x] =ysiyFz  (uy.p)lr/z] = py.(p[r/z])
(Ay-p)lm/z] = My.(p[r/z]) (p-e)[n/x] = (p[r/x])- (e[r/x])
(nB-c)lw/x] = pp.(clr/x]) (ple)r/z] = (pln/z]|e[r/x])

Si «v est une covariable et e est un contexte, alors la substitution [e/a] sur les com-
mandes, termes et contextes est définie de facon similaire.

xle/a] ==z ale/al =e

(Az.p)le/a] = Az.(ple/a]) Ble/al = Bsif#a
(WB.o)lefo] = ub(clefa])  (izp)lefa] = fir-(plec/al])
(ple")le/a] = (ple/allele/al) (p-€)le/a] = (ple/al)- (¢'e/a])

Les substitutions sur les variables ou les covariables ne sont appliquées que si elles
évitent les captures. C’est pour cette raison que nous n’avons pas défini (Ax.p) |7 /z],
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CoVar VAR
Fia:pkFa:p A Dz:plkax:pi A
F'Fr:pi A Fie:pFA
CMmD
(rle)pT A
FFr:pir A Fie:ypkFA Dz:pbkm:iyp1 A
App ABs
F'im-eFA F'FXerm:p=91 A
c>l'FB:ip A Fx:pkFA
Mo B, Mg 2529
F'FupBc:pi A N'ifpxc: kA

FiG. 3.4 — Typage du Apji-calcul

(x.p)[m/x] ou (ua.e)le’/a] : ces cas impliquent une capture. Appliquer ces sub-
stitutions sous-entend alors une étape d’alpha-conversion. Les régles de réduction
du Apfi-calcul sont les suivantes.

(aalp-e) —  (plfiz.(xle))
(nacle)  — cle/a]
(nliz.c)  — cln/a]

La premiére des ces trois régles sera appelée 3, la deuxiéme sera appelée 1 et la troi-
sieme sera appelée ji. Nous noterons —,; la réduction associée a ces trois regles.
Pour définir le typage du Apfi-calcul, nous allons utiliser deux catégories de contextes
de typage : des ensembles de déclarations de types x : ¢ pour les variables et des
ensembles de déclarations de types « :  pour les covariables. Les symboles I' et A
représenteront respectivement des contextes pour les variables et des contextes pour
les covariables. Tout comme dans la section 3.1, un contexte de typage n’est autorisé
a contenir qu’une déclaration = : ¢ ou « :  pour une variable x donnée ou une
covariable a donnée. Un jugement de typage s’écrit alors soit I' - 7 : ¢ 1 A, soit
I'ie: ok A soite>I' - A. Nous dirons respectivement que le focus est a droite, a
gauche ou au centre. Les régles de typage du Aujfi-calcul sont celles de la figure 3.4.
Tout d’abord notons que trois versions typées de I’affaiblissement respectivement a
droite et a gauche sont admissibles.

ccl'FA coI'FA
WL ——— WR1
colz:pkFA colFa:p A
F'Er:yY1 A F'Er:y1 A
WL2 WR2
Dx:pkbm:y 1 A F'kEr:vira:¢, A
Fie:ykFA Fie:ypk-A
W e W e

L3 R3
rx:pre:ypFA Fie:yFa:p A

Une instance de WL1, WL2 ou WL3 est toujours admissible si x n’apparait pas dans
la dérivation de la prémisse. Une instance de WR1, WR2 ou WR3 l'est toujours si o
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n’apparait pas dans la dérivation de la prémisse. La contraction est aussi admissible
sous plusieurs formes. Les dérivations

CoVARrR

FFrm:ipra:p A Fia:pFa:p, A
CMmD
(mlayp T a:p, A
et
VAR
Dx:pkFx:pi A Fie:pkFA
CMD

(zleyp T z:pkF A

permettent par exemple de fusionner un terme 7 : ¢ ou un contexte e : © respecti-
vement avec une variable x : ¢ ou une covariable « : ¢ du méme séquent. Notons
qu’a partir du typage d’un terme ou d’un contexte, on obtient le typage d’'une com-
mande. Ce passage correspond a la régle NAME du Ap-calcul passant d’un terme
anonyme a un terme nommé. Tout comme la régle Mu du Ap-calcul, les régles Mu
et Mil correspondent aux passages inverses. Elles permettent de passer tout juge-
ment de typage typant une commande a un jugement de typage typant un terme
ou un contexte. On peut donc passer souplement d’un focus quelconque (gauche,
droite ou centre) a un autre focus. Des jugements de typage de la forme ¢>T' - A,
F'm:pi1Aetl 1 e: ¢k Areprésentent respectivement les séquents I' - A,
'y, AetT’, ot A. Lesrégles CMD, VAR et COVAR correspondent aux régles Cut
et Axiom de LK. Les régles App et ABs correspondent aux régles =L et =R. Nous
avons vu que les contractions et les affaiblissements sont admissibles. Les preuves
dans le fragment de LK dont les régles d’introduction sont restreintes aux regles re-
latives a 'implication sont donc en correspondance aux dérivations de typage pour
le Apji-calcul.

La réduction —p,; n’est pas confluente. En effet pour toutes commandes ¢y et c;
quelconques, la commande (pa.cq|fiz.co) se réduit par p en ¢ [fiz.e/a] et par i en
ca[pi.m/x]. En particulier ces deux commandes sont respectivement c; et ¢ si o
n’apparait pas libre dans c; et si x n’apparait pas libre dans co. On en déduit que (la
plus petite congruence contenant) —3,; n’est pas consistante sur les commandes :
toute commande c; est convertible a toute autre commande co, il suffit d’exhiber
une variable = et une covariable « fraiches. Il s’ensuit que

1 p— (poci|fiz.ca) —p e

Notons d’ailleurs que seuls p et ji suffisent pour avoir cette incohérence. Nous no-
terons —2 _ la réduction qui restreint ’application de p aux commandes (ua.c|e)
telles que e n’est pas une ji-abstraction et qui ne réduit que la commande de téte.
Nous noterons —? . la réduction qui restreint 'application de i aux commandes
(m|fuz.c) telles que 7 n’est pas une u-abstraction et qui ne réduit que la commande
de téte.

Si Pon omet les constructions p et i, la syntaxe des termes ressemble étrange-
ment a celle des valeurs du lambda-calcul en appel par valeur (section 1.2.7) et la
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syntaxe des contextes ressemble étrangement a celle des CBN-contextes du lambda-
calcul en appel par nom, leurs grammaires respectives étant

v u= x| v et G == 0O|Gr .

Le Apji-calcul contient effectivement les deux, puisque I'on peut traduire le lamb-
da-calcul dans le \jufi-calcul de sorte que la réduction —? _ corresponde 2 la béta-
réduction en appel par valeur et la réduction —% _ corresponde a la béta-réduction
en appel par nom. Le plongement présenté ici est une restriction du plongement du
Mpi-calcul en appel par valeur dans le Apji-calcul que 'on peut trouver par exemple
dans les travaux de Curien et Herbelin (2000); Herbelin (2005). Si 7 est un lambda-
terme, alors on définit (7)) par

(=) =u {(mp)) = pa.{(mp))o ol « est une covariable fraiche
(a.m) = Az ()

(mphe = (e  Whe = (W)

(rappelons que le symbole v représente les valeurs, c’est-a-dire les variables ou les
abstraction). Une induction sur les lambda-termes montre que tout lambda-terme
7 s’écrit de maniére unique G[v] oll v est une valeur et G est un CBN-contexte
(sous-section 1.2.7). La commande (7)), est alors tout a fait similaire a I’état de
machine abstraite (V|G).sim = (... (v71)...t,), alors (V|G) = W|O7...7)
et (mha = ((U)|71...7Tn - @). Alors les réductions —4i €t =3, correspondent
respectivement a la béta-réduction en appel par nom et en appel par valeur. En effet
si 'on considére la traduction d’un béta-redex (Az.7) p))o = (Az. (TN |{p)) - @),
il se réduit par la régle 3 en ({(p))|ax.{{(7))|)). Alors en appel par nom, la priorité
est donnée a la régle fi et I'on obtient directement ({(w[p/z]))|c). Par contre en
appel par valeur, la régle /i n’est déclenchée que si ((p)) n’est pas une p-abstraction,
C’est-a-dire si p est une valeur. La béta-réduction n’est donc totalement effectuée
que si p est une valeur. Dans le cas ou p est une application, une réduction par p
donne ((p)) jiz.(((r)|a) qui représente la réduction de p dans le contexte (Az.7)[l.

Afin d’illustrer ce propos, les réductions par —%Lﬂ et _>§ml a partir de la commande

{(Ax.Ay.y) (\z.z) 2'))) sont décrite par la figure 3.5.

3.3.2 Le langage d’urban

Urban et Bierman (2001) ont proposé un autre langage de termes de preuve pour
le calcul des séquents classique. Leur approche est différente de celle de Curien et
Herbelin : au lieu de passer par étapes du lambda-calcul pour la déduction naturelle
intuitionniste au Ap-calcul pour la déduction naturelle classique et finalement au
Mpfi-caleul pour le calcul des séquents classique, le point de départ de leur travail est
le calcul des séquents classique pour lequel des constructeurs sont proposés, repré-
sentant exactement chaque regle d’inférence de LK. Un grande partie de cette étude
consiste alors a comparer les différentes procédures d’élimination des coupures pos-
sibles, comme par exemple la procédure originale de Gentzen (1935). Notamment
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:' Appel par Valeur | ‘:
Az Ay.y [ uf.(Az.z | 2 - B) - a)
: ) 18 3
,F (uf-Aaz | ) | -y [ @)
i (A\z.2 | :):’7- Ay.y | @) 3
: 51 3
(@ | pz(z | fr(Ay.y | o)) |
’ i 3
(Az.Ayy) 2o = (&' | fz.(Ayy | o)) |
| i} i
| (Ayy | o) i
3 I el par Nom |
U - Py <o peparfom /

FiG. 3.5 — Appel par Nom et Appel par Valeur en Apjfi-calcul

deux procédures d’élimination des coupures sont proposées et leurs normalisations
fortes sont démontrées parmi d’autres propriétés appropriées : la premiere procédure
est exposée par Urban et Bierman (2001) et la seconde (qualifiée de Gengen-like),
par Urban (2001). Lengrand (2003) nomme ¢ le fragment implicatif du langage de
termes d’Urban et le relie avec le Apji-calcul en plongeant I'un dans I’autre et in-
versement. En particulier Lengrand simule le Apfi-calcul dans A&, ce qui prouve
que la normalisation forte du deuxiéme (démontrée par Urban (2000)) induit la nor-
malisation forte du premier. Ce méme fragment implicatif du langage d’Urban est
renommé X et considéré dans le cadre non typé par Bakel et al. (2005). Son pouvoir
expressif y est démontré puisque des interprétations du lambda-calcul, du Ap-calcul
et du lambda-calcul a substitutions explicites Ax de Bloo et Rose (1995) y sont dé-
crites. L’'un des inconvénients du Apji-calcul comme outil décrivant les preuves de
LK réside dans la bureaucratie introduite par le focus dans les dérivations de typage.
Par exemple la dérivation de LK

P31, 04 02,03 P4
01 = p2,03 @4
©1 = P2 p3 = @4

VL

=R
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s’exprime dans le \jufi-calcul par la dérivation de typage

PZ/3<P3|€1<P2|—042<,04 Yz mTipria gy

Ap
Yyrpsle T = w2 a:py
VAR
Cup Tipr =Y e3sE T = pala:@y
Mo (Z|m-e)p a1 = w2,y 3k a: ey

T 1= w2,y 3t pa(zlm-e):pq

ABs
T 1 = w2 B Ay.pax|m-e) o3 = pq1

dont les inférences Mu, CMD et VAR ne correspondent a aucune inférence de LK.
Du point de vue logique, ce ne sont que des étapes de bureaucratie du typage du
Mufi-caleul.

Nous supposons donnés deux ensembles infinis dénombrables X et A de noms
et de conoms. Contrairement aux variables et covariables du Apjfi-calcul et similai-
rement aux noms du Au-calcul, nous n’attribuerons pas de valeurs a ces noms et
conoms. Plus précisément nous ne définirons pas pas de mécanisme de substitution
qui les remplacerait par un quelconque objet, mis a part, respectivement, un autre
nom ou un autre conom. Nous utiliserons les symboles z, y, z pour représenter des
noms et les symboles o, 3, v pour représenter des conoms. Tout comme au chapitre
2, nous supposons aussi donnée une algebre de termes 7;,(X) que nous appellerons
des termes du premier ordre. Les symboles X, y, z représenteront des variables du
premier ordre et le symbole t représentera des termes du premier ordre. Enfin nous
supposons donné une signature des prédicats .4 nous permettant ainsi de manipuler
les formules de I'ensemble F 47, (x). Les symboles ¢, 9 représenteront des formules.
Un contexte de typage a gauche est un ensemble I' de couples z : ¢ tel qu’il n’existe
qu’un seul ¢ tel que x : ¢ € I'. Un contexte de typage a droite est un ensemble A
de couples a : ¢ tel qu’il n’existe qu’un seul ¢ tel que o : ¢ € I'. L’ensemble des
termes de preuve est le langage hors-contexte associé a la grammaire en forme de
Backus-Naur suivante.

M,N := Ax(z,a) | Cut(aM,zN) | Falser(x) | Truegr(a)

| Notr(ZM, a) | Noty(aM,x) | Impgr(ZaM,b) | Impy(ZM,aN,y)

| Andg(@M, BN, ¢) | AndL(ZGM, z) | Org(abM, c) | Or (M, GN, z)

| Existsg(aM,t,b) | Existsy (¥xM, y) | Forallg(axM,b) | Forall(ZM,t,y)

Les symboles M, N seront utilisés pour représenter des termes de preuve. Par souci
de simplicité nous dirons « terme » pour les termes de preuve et « terme du premier
ordre » pour les termes de 75, (X ). La notion de position se définit pour les termes
de la facon attendue.

Définition 3.3.1 (Position et Occurrence dans un Terme). Une position est une suite
finie d’entiers naturels non nuls, potentiellement vide (la suite vide étant notée €).
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Pour tout terme M et toute position v, le terme M,,, est defini par

M, =M siv=c¢;

M, = M;,, siv=i,V aveci € {1,2}
et M € {Cut(aMl,i’U\Mg), |mpL(fM1,aM2,y),
AndR(aMlv bMQa C), OrL(fU\Mbg//\M% Z)} )

M, =N, siv=1,0" avec M € {Notg(ZN,a),Noty(aN, ),
Impr(ZaN,b), Andr(ZYN, z), Org(abN, c),
Existsp(aN,t,b), Existst, (XN, y), Forallg(axN, b), Forall,(ZN, t,y)} ;

Remarquons que M|l, n’est pas défini pour tout terme M et toute position v. Les
positions d’un terme M sont les positions v pour lesquelles M|, est effectivement
défini. Encore une fois la notion de position définit une notion d’occurrence : lorsque
N = M), nous dirons que M admet une occurrence de N a la position v. En-
fin si x est un nom, nous dirons que M admet une occurrence de x a la position
v si M, est de la forme Ax(z,a), Falser(z), Notr(aM,z), Imp,(gM,aN,z),
Andp(yzM, x), Orp(yM,ZN, x), Existsy,(yxM, x) ou Forall,(yM,t,z). Si a est
un conom, nous dirons que M admet une occurrence de a a la position v si M, est
de la forme Ax(z, a), Trueg(a), Notg(ZM, a), Imp(ZbM, a), Andr(bM, €N, a),
OrR(g’c\M7 a), ExistsR(gM, t,a), ForaIIR(giM, a).

Comme le symbole A\ du lambda-calcul, ’accent circonflexe est un lieur. Il per-
met de lier noms, conoms et variables du premier ordre. Nous dirons qu’une occur-
rence de a en position v dans M est liée si

M, = Cut(@My,zMy) et v=11,1,19;
M|V1 = NOtL(aMl,x) et v=uv1,1,19;
M,,, = Impg(ZaM;,b) et v=u1,1,19;
My, =Impy(ZMy,aMa,y) et v=1v1,2,v2;
M, = Andgr(@M;,bMz,c) et v=11,1,10;
M|V1 = AndR(ng,aMg,c) et v=u1,2,vy;
M, = OrR(Eing,c) et v=uv1,1,1n;
M|V1 = OI‘R(BaMl,C) et v=uv1,1,19;
M), = Existsg(aM;,t,b) et v=u1,1,v0;
M,,, = Forallg(axMj, b) et v=uv1,1,09;
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et qu'une occurrence de = en position v dans M est liée si

]\4|V1 = Cut(aMy,zMs) et v=u1,2,109;
M|111 = NOtR(*/T\Mh ) et v =14, 1,1/2 ;
M, = Impg(zaM,b) et v=uv1,1,19;
M, = Imp,(ZMy, @Mz, y) et v=uv1,1,v9;
M, = Andp(ZyM, 2) et v=uv1,1,19;
M, = Andr(yz My, 2) et v=uv1,1,19;
My, = Orp(ZM,yM, z) et v=uv1,1,v9;
M|V1 :OrL(:'/J\M,fMl,Z) et v=11,2,v9;
M), = Existsy,(7xM1,y) et v=u1,1,1n;
M|u1 = Forallp (ZM1,t,y) et v=uv1,1,19.

Nous dirons qu’une occurrence d’un nom ou d’un conom est libre si ce n’est pas
une occurrence liée. L’ensemble des symboles liés d’un terme M, que nous noterons
BS(M) etI’ensemble des symboles libres d’un terme M, que nous noterons FS (M),
sont définis inductivement par la figure 3.6. Nous considérons les termes modulo
alpha-conversion sur les noms et conoms et variables du premier ordre. Par exemple

Cut(@M,zN) =, Cut(bM|b/a],ZN)

désqueb ¢ FS(M)UBS(M)eta ¢ BS(M) etou M[b/a) représente le terme M ou
toute occurrence (obligatoirement libre) du symbole a est remplacée par le symbole
b. Ce remplacement ainsi que le remplacement similaire pour les noms est formelle-
ment défini par la figure 3.8. Alors I'alpha-conversion, notée =, est la plus petite
congruence contenant la relation de la figure 3.9. Les régles de typage sont décrites
par la figure 3.10. Tout comme dans I’article de Urban et Bierman (2001), les occur-
rences du symbole «, » dans les régles de typage ont des significations différentes si
elles apparaissent dans une prémisse ou dans une conclusion. Dans le premier cas,
elles dénotent une union disjointe. Dans le deuxieme cas, elles dénotent une union.
Par exemple 'inférence

MrFa:p,c:pA NokEb:,c:oNY
AndR(aM,BN,C)M—c:cp/\@ZJ

est bien une instance de la régle de typage AR. Logiquement elle contient une ins-
tance des régles CoNTRR puis AR de LK.

Fo,oANY F, o AN
FoANb, oAy
oAy

AR

CoNTRR

Cette étape de contraction doit étre effectuée des que le conom c apparait libre dans
M ou N.En effet, le typage vérifie 'invariant suivant : si M >I" = A est dérivable,
alors tout nom libre de M apparait dans I est tout conom libre de M apparait dans
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F1G. 3.6 — Symboles liés et libres d’un terme
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Ax(z,a)[b/al
Cut(eM,ZN)[b/a]
Falser(x)[b/a]
Truer(c)[b/al
Notr(ZM,c)[b/a]

Noty,

Impp
Impy,

An
An

—

cM, x)[b/al
ZdM,c)[b/a]
ZM,¢N, y)[b/a]
dr(dM,eN,c)[b/al
d(ZyM, z)[b/a]

~~ TN T

Orgr(deM,c)[b/al
OrL(ﬁs\M,AﬁN, z)[b/al
Existsg(dM,t,c)[b/a)
ExistsL(ic;?M,y)[b/a]
Forallr(dxM, c)[b/a]
Forall(ZM,t,y)[b/al

ou

Ax(z,

c[b/a]

Ax(z,b)
Cut(cM|b/a],ZN[b/a])
Falser,(x)

Truer(c[b/a))
Notr(ZM|[b/al,c[b/a])
NotL(EJ\{[b/a],x)
Impg(zdM|[b/al, c[b/a])
Impy (ZM, eN[b/al,y)
Andg(dM(b/a],dN[b/al,c[b/a))
AndLgfng[b/a}, z)
Orgr(deM|b/al,cb/a])
OrL(a?MLb/a], yNIb/al, z)
Existsg(dMb/al,t,clb/a))
ExistsL(ﬁc;?M[b/a],y)
Forallg(dxM[b/al, c[b/al)
Forallp(zM[b/al, t,y)

b sic=a
c sinon.

F1G. 3.7 — Remplacement pour les conoms

a)ly/x]

Cut(aM,zN)ly/z]
Falser(z)[y/x]

Truer(a)[y/x]
Notgr(ZM, a)[y/x]

Not;,

(@M, z)[y/x]

Impg(ZalM, b)ly/z]

Imp;,

(
(zAle aN? 22)[y/$]

Andg(@M,bN, c)[y/x]
Andp (5122 M, 23)[y/ ]
Org(abM, c)[y/x]

Or (51 M, %N, z3)[y/ ]
Existsg(aM,t,b)[y/z]
Existsy, (21XM, z2) [y / x]
Forallp(axM, b)[y/x]
Forall, (51 M, t, 20)[y/x]

ou

z[y/a]

Ax(zly/x], a)

Cut(@Mly/z], Ny/x))

Falser (z]y/x])

Trueg(a)

Notr(2M[y/x], a)

Notz (@Mly/x], zly/x])
Impgr(zaM|y/x],b)

Impy (Z1My/x], aN[y/x], z2[y/x])
AndR(aM[y/$]v bN[y/x], C)

Andp (2122 M y/x], zly/x])
Org(abMy/z],c)

Orp(21M[y/x], Ny/x], zs[y/x])
Existsp(aM[y/z],t,b)

Existsy, (Z1xXM [y/x], z2]y/x])
Forallr(axM[y/x],b)
Forallp (21 M[y/x],t, z2]y/x])

Yy Siz=ux
z sinon.

F1G. 3.8 — Remplacement pour les noms
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Cut(aM,ZN) =, Cut(aM,yN[y/z])
siy ¢ BS(N)UFS(N) etz ¢ BS(N)
Cut@M,zZN) =, Cut(bM[b/a],ZN)
sib ¢ BS(M)UFS(M)eta ¢ BS(M)
Notr(ZM,a) =, Notr(gMly/z],a)
siygéBS'(M)UfS(]\g) etx ¢ BS(M)
Notz, (aM, x) =, Noty(bM|b/al,x)
sib¢ BS(M)UFS(M) eta ¢ BS(M)
Impp(ZaM,b) =, Impr(yaM|[y/x],b)
siy ¢ BS(M) UJ’-‘S(Mletm ¢ BS(M)
Impg(ZaM, c) =o Impr(ZbMb/al,c)
sib¢ BS(M)UFS(M) eta ¢ BS(M)
Impy (ZM,aN,z) =, Imp(yMly/z],aN, z)
siy ¢ BS(M) U FS(M) et ¢ BS(M)
Impy(ZM,aN,y) =4 Imp(ZM,bN[b/al,y)
sib¢ BS(N)UFS(N)eta ¢ BS(N)
Andg(aM,eN,d) =, Andr(bM[b/a),eN,d)
sib¢ BS(M)UFS(M) eta ¢ BS(M)
Andg(éM,aN,d) =, Andr(eM,bN[b/d],d)
sib¢ BS(N)UFS(N)eta ¢ BS(N)
Andr(Z21 M, z3) =, Andp(yz1 M[y/x], 22)
siy ¢ BS(M)UFS(M) etx ¢ BS(M)
Andr(Z1ZM, z3) =, Andp(Z1gM|[y/x], 22)
siy g BS(M)UFS(M) etx ¢ BS(M)

Orgp(aeM, d) =, Org(bcM[b/a),d)
sib¢ BS(M)U FS ]\/\4) eta ¢ BS(M)
Org(caM,d) =, Org(cbM|b/al,d)

sib ¢ BS(M)UFS(M)eta ¢ BS(M)
Orp(TM,Z1N, z2) =4 Orp(gMly/z], 21N, z2)
siy ¢ BS(M)UFS(M) etx ¢ BS(M)
Orp(Z1iM,ZN, z2) =, Orp(z21M,yN]y/x], z2)
siy ¢ BS(N)UFS(N) etz ¢ BS(N)
Existsp(aM,t,¢) =, Existsp(bM[b/al,t,c)
sib¢ BS(M)UFS(M) eta ¢ BS(M)
Existsy (TXM,z) =, Existsy(yxM[y/z], z)
siy ¢ BS(M)UFS(M) etx ¢ BS(M)
Forallg(axM,c) =, Forallg(bxM[b/a),c)
sib¢ BS(M)UFS(M) eta ¢ BS(M)
Forall,(xM,t,2) =, Forall(gM[y/x],t, z)
siy ¢ BS(M)UFS(M) etx ¢ BS(M)

F1G. 3.9 — Alpha-conversion
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AxXioM

Ax(z,a)p T,z ok a: @, A
M>TFa:p A NeoTiz:pFA
Cut(aM,ZN)>T F A
MpoT,z: AFA
NotR(a;M a)>T'Fa:—A A
MprThka:AA
Notz(aM,z)>T z: -AF A

Cut

—|

L
Falser(z)>T,z: L FA
TR

Trueg(a)pTFa:T,A
MveTFa:p, A NpoDEb:p, A
Andg(GM,bN,c)bT F c: @1 Ay, A

Mol x:p,y: oA

Andr(ZgM,2)>T 2z 1 Apa F A
MveThka:p,b:p, A
OrR(abM )bk eV, A
MpeT,x:p A Nl y:p2 A
Orp(ZM,gN,z)p Tz 1 o1 Vo B A

MveT,x:p1Fa:p, A
Impr(ZaM,b)>T Fb: g1 = 2, A
MveT,z:ps A NeoTFa:e, A
Impy(ZM,aN,y)> Ty : o1 = pa F A

MpeT,x:pFA
E><|stsL(:cxM y)>ly: Ixp kA
MveTFa:pt/x,A
EXIStSR(CLM t,O)>T Fb: Ixp, A
Mv>TFa:p A
ForaIIR(axM b)>THb:Vxp, A
MuveT,z:[t/x] FA
ForaIIL(:thy)DFy Ux.o E A

AL

VL

=R

=L

x ¢ FS(T, A)

x¢ FS(T,A)

F1G. 3.10 — Typage pour le calcul d’'Urban
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A. Si c apparait libre dans M ou NN, c’est bien qu’il faut conserver c : ¢ A 1) dans
le contexte de typage pour typer M ou N. Au contraire si ¢ n’apparait pas libre
dans M ou N, c’est que ’étape de contraction est superflue. Nous dirons alors que
Andg (@M, bN, ¢) introduit fraichement le conom c.

Définition 3.3.2 (Introduction Fraiche). Sil’unique occurrence d’'un nom x (respec-
tivement d’un conom a) dans un terme M est a la position €, nous dirons que M
introduit fraichement x (respectivement a).

Notons qu’encore une fois le typage est dirigé par la syntaxe. La correspondance
entre une dérivation de typage dans le calcul d’Urban et LK est immédiat. Mis a part
les contractions que nous venons de traiter, une régle de LK correspond a la regle de
typage du méme nom. La procédure d’élimination des coupures exposée par Urban
et Bierman (2001) est décrite par la figure 3.11. Les coupures sont représentées par
le constructeur Cut(_, _) et par la régle de typage Cur. Elles sont classées en deux
catégories. Tout d’abord les coupures logiques sont de la forme Cut(aM,ZN) ou
M et N introduisent fraichement respectivement a et x. Les autres coupures sont
appelées des coupures commutatives et déclenchent un mécanisme de substitution
(bien que le terme « substitution » ne soit pas totalement approprié) qui déplace la
coupure en profondeur jusqu’aux positions introduisant le nom ou conom dont il
est question. Ce mécanisme est décrit par les figures 3.12 et 3.13.

Cette procédure d’élimination des coupures vérifie les propriétés de subject re-
duction et de normalisation forte, comme démontré par Urban et Bierman (2001);
Urban (2000). La preuve de normalisation forte est hardue mais néanmoins forma-
lisée en Isabelle/HOL (Urban et Zhu, 2008).

Propriété 3.3.1 (Subject Reduction). S’il existe une dérivation de typage de M >1" -
A et M —* N, alors il existe une dérivation de typage de N > T A.

Propriété 3.3.2 (Normalisation Forte). La procédure d’élimination des coupures du
calcul d’Urban est fortement normalisante.

Par contre et & I'instar du Apji-calcul, cette élimination des coupures n’est ni
confluente ni consistante puisque, pour tous termes M et N, il existe un nom x et
un conom a frais (c’est-a-dire tels que a ¢ FS(M) etz ¢ FS(N)) et

M «— Cut@M,zN) — N
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Coupures logiques :

Cut(aM,zAx(z,b)) — Mla — b si M introduit fraichement a
Cut(aAx(y,a),zM) — Mz — y] si Mintroduit fraichement x
Cut(aTruegr(a),zM) — M si Mintroduit fraichement x
Cut(aM,zFalser(z)) — M si Mintroduit fraichement a
_ L _ . Cut(bMy, jCut(¢My, ZN))
Cut(a@Andgr(bM;,cMs, a), xAnd N, P
ut(@Andr(bMy, €My, ), ZAnd, (F2N, 2)) — {Cut(cMg,zCut(le,yN))

si And R(EM 1, CMy, a) introduit fraichement a
et Andz(gzZN, x) introduit fraichement =
SRS JUNPUNN Cut(bCut(eM, ZN3), JN1)
Cut(aOrgr(beM, a),zOrr(yN1, ZN2, PO N
ut(@Orr(beM, a), 20r1 (JN1, 2Ny, z)) — {Cut(cCut(bM,le),zNg)

si Org(beM, a) introduit fraichement a
et Orp(gN1, ZNa, ) introduit fraichement x

Cut(bCut(¢Ny, M), ZNy)

Cut(al ZbM, a), gl ZNy, N. e
u (a‘ mpR(x 7a)7y mpL(Z I,C Q?y)) - {CUt(ENQ,fCUt(bM, /Z\Nl))

si Imp(ZbM, a) introduit fraichement a
et Imp; (ZN1, ¢Ns, y) introduit fraichement y

Cut(aExistsp(bM, t, a), ZExistsy, (JXN, x)) — Cut(bM, FN[x := t])

si Existsp(bM, t, a) introduit fraichement a
et Existsz, (yxN, x) introduit fraichement =

Cut(aForallg (bxM, a), ZForall (N, t, 2)) — Cut(bM[x := ], jN)

si Forall g (bxM, a) introduit fraichement a
et Forall, (yN, t, z) introduit fraichement x

Coupures commutatives :

M]la := zN] si M n’introduit pas fraichement a

Cut(aM, ZN) — { Nz :=aM] si M n’introduit pas fraichement x

FIG. 3.11 — Elimination des coupures de Urban et Bierman (2001)
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Sur les termes admettant une occurrence de c a la position €.

Ax(z, c)[c := yM] = Mlz/y]
Truer(c)[c := yM] = Cut(cTrueg(c),yM)
Notr(ZN, ¢)[c := yM] = Cut(WotR(xN[c =yM],c),yM)
Impgr(ZaN,c)lc := yM] = t(ampR(:caN[c =yM],c),yM)
Org(@bN, ¢)[c := jM] —  Cut(¢Org(abNlc := §M], c), iM)
Andg(@N1,bNs, o)[c := gM] = Cut(cAndR(aN1 [c:=yM],

bNac := §M], c), GM)
Forallgr(axN, ¢)[c := gM] = Cut(cForallg(axN|c := yM], c),yM)
Existsgp(aN,t, c)[c := yM] = Cut(cExistsg(aM[c := yM],t,c),yM)

Sur les termes n’admettant pas une occurrence de c a la position €.

Ax(z,a)lc := yM] = Ax(z,a)
Cut(aNy, ZN2)[c := yM] = Cut(aNi[c := yM],ZNz[c := ygM])
Falser(x)[c := yM] = Falser(x)

Trueg(a)lc := gM]

Notr(ZN,a)[c := gM]
Notr (aN, z)[c := yM] Notr(aN|c:= yM], z)
Impg(ZaN, b)[c := yM] Impg(zaN|[c :=yM],b)
ImpL(le,aNQ) Y)lc:=yM] = Imp(ZNy[c:= yM],q\Ng[c =gM],y)
Andg(@Ny, bN, d)[c := jM] Andg(aNi[c:= gM],bNs[c := yM],d)

TrueR( )
Notr(ZN|c := §M], a)

Andp(ZZN, 2" )[c := yM] = Andp(ZZN|[c:=gM],2")

Org(@bN, d)[c := jM] = Org(@bNl[c:= jM],d)
Orp(ZN1,ZNg, 2")[c:=yM] = Orp(ZNy[c :=gM],ZNs[c := yM], 2’)
Existsgp(aN,t,b)[c := yM] = Existsg(aN|c:= yM],t,b)

Existsy (ZXN, y)[c := yM] = Existsy,(ZxN|[c := gM], y)
Forallp(axN, b)[c := ng] = Forallg(axN|c := yM],b)
Forall,(ZN,t,y)[c := yM] = ForallL(ZN]c:= ygM],t,y)

FIG. 3.12 — Définition de [c := yM]
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Sur les termes admettant une occurrence de z a la position €.

Ax(z,a)[z = EJAW]
Falser,(z)[z := bM]
Not,,(aN, z)[z := bM]
|mpL(:EN1,aN2, )[ :b ]

Orp(ZNy, §Na, z) [z := bM]

Andy(Z)N, 2)[z := bM]
Forall (ZN,t, z)[z := bM]

o~

Existsz,(ZXN, z)[z := bM]
Sur les termes n’admettant pas une

Ax(z, a)[z := bM)] ~
Cut(aNl, i‘\Ng)[z = bM]
Falser(x)[z := BM]

Trueg(a)lz := l

Notr(ZN,a)[z := bM]

Notr(aN,z)[z : M]
=bM

(
Impg(ZaN,c)|z :
(

Imp,, (N1, a@Na, y)[z := bM]
Andg(aNy,cNa, d)[z := bM]
AndL(ZGN, 2')[z :“M]
Org(@éN, d)[z := bM]
Orp(EN1, GiNy, 2') [z := bM]

Existsg(aN,t,c)[z :== bM]
Existsy, (ZXN, y)[z := bM]
Forallg(axN, c)|[z ng]
ForallL(ZN,t,y)[z := bM]

[G/C]

(bM ZFalser,(2))

(bM zZNotr (aN|[z —bM] 2))
(bM Zlmp (TN [2 —bM]

~ aNz[z == bi\ﬂ z))
= Cut(bM,z0rp(ZN1|z := bM}

YNa[z := bM], z))

= Cut(bM z/—\ndL(xyN[ =bM], 2))
= Cut(bM, ZForall,(EN[z := bM],t, 2))
= Cut(bM ZExistsy, (ZXN |z : = bM M], 2))

occurrence de c a la position €.

= Ax(z,a)
= Cut(aNi[z := bM],ZNa[z := bM))

= Andg(@Ni|z := bM],bN[z :=bM], c)

= And;(ZyN|[z :=

= Org(abN[z :=bM],c)
b

= Orp(ZNy[z := bM], Na|z := bM], 2)

= Existsg(@N[z := bM], t, ¢)

= Exists,(ZXN |z := bM], y)

= Forallg(axN|[z := bM], ¢)
Forall(ZN|z : EM],t, Y)

FIG. 3.13 — Définition de [z := bM]



Chapitre 4

Coupures canoniques

Le calcul des séquents ne permet d’appliquer qu'une seule régle a la fois : une
dérivation en calcul des séquents est un arbre ot chaque noeud correspond a une
unique inférence. Cet arbre définit un ordre sur les noeuds et donc sur ces applica-
tions d’inférences. Considérons par exemple les dérivations

AXIOM ——M———— Axiom

W AFABCD g AFABCD
W AFAVB.CD o AFABCVD
AFAVB,CVD et AFAVB,CVD.

V

L’intuition dicte que les deux inférences de la premiére dérivation (respectivement
de la deuxiéme) sont totalement indépendantes. Plus précisément, les résultats de
Kleene (c’est-a-dire la propriété 2.3.12) démontrent qu’en termes de prouvabilité,
Pordre attribué a ces deux inférences n’est pas pertinent : s’il existe une dérivation
de A+ AV B,C'V D (c’est bien le cas), il en existera une quelque soit ’ordre choisi
entre les décompositions des conjonctions. Effectivement si ’on choisit de décompo-
ser d’abord la conjonction de gauche, on obtient la premiere dérivation ci-dessus. Si
P’on choisit de décomposer d’abord la conjonction de droite, on obtient la deuxiéme
dérivation. Autrement dit, bien que ces deux dérivations soient syntaxiquement dif-
férentes, elles sont égales modulo permutations des inférences. C’est ce que Girard
(1989) appelle la bureaucratie de la syntaxe. Les résultats de Kleene suggerent donc
d’étudier plus profondément 'identité des preuves modulo permutations. Comme
nous I’avons déja vu en section 2.3, certaines instances des introductions de quanti-
ficateurs ne sont pas permutables. Par exemple les inférences de la dérivation

AxXioM

A(z) F A(x)
A(z) F Jy.Ay)
dx.A(x) - Jy.A(y)

ne peuvent étre réarrangées de maniére a faire apparaitre I'instance de 3L au dessus
de I'instance de JR.

131
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Notre intérét pour ces permutations d’inférences est aussi motivé par I’étude
de I’élimination des coupures. Jusqu’a présent, toutes les procédures d’élimination
des coupures que nous avons considérées (par exemple en section 2.3 ou 3.3) sont
non-confluentes et méme non-consistantes. Plus précisément la congruence qu’elles
générent identifie toutes les dérivations d’'un méme séquent : considérons dans LK
deux dérivations 7 et mo d’'un méme séquent I' = A syntaxiquement distinctes.
Alors nous avons vu que les regles réduisant la coupure

(m1) (m2)
A r-A
WR ———— WL ——
'k, A LA
Curt
A

induit la paire critique (71, 72). Par conséquent 7 et 7o sont identifiés par toute
congruence contenant I’élimination des coupures. Pour caractériser I’élimination des
coupures comme un calcul, il est naturel de rechercher une procédure confluente et
surtout consistante. Ce qui est génant dans la coupure ci-dessus, c’est que son éli-
mination consiste a choisir entre w1 et m9. La dérivation choisie devient le réduit,
lautre est considérée comme du code mort puisqu’elle est simplement supprimée.
Cette suppression est ennuyeuse : 7 et m2 sont toutes deux des réponses valides a
la question I' - A. Ces réponses ne sont en aucun cas du code mort. En particu-
lier on ne peut pas les supprimer toutes les deux. La coupure ci-dessus représente
moralement une troisiéme réponse composée de 7 et my. L’élimination des cou-
pures se comporte alors comme un choix non-déterministe entre 7; et m2. Pour que
I’élimination des coupures ne contienne que du calcul (et soit confluente), on peut
la modifier de facon a ce qu’elle n’opére plus aucun choix. La coupure ci-dessus se
réduirait alors vers une troisiéme réponse représentant ’'union des réponses m; et
9. Le choix on-déterministe serait en quelque sorte laissé a I'utilisateur.

Si le contre-exemple que nous venons de considérer dans le précédent para-
graphe est bien la cause de non-cohérence de nos procédures d’élimination des cou-
pures, il convient de remarquer que ce n’est pas la seule cause de non-confluence
puisqu’on peut trouver de nombreuses autres paires critiques qui ne sont pas conver-
gentes. Celles-ci sont généralement des coupures commutatives. Considérons par
exemple la coupure

AxioM AXIOM
L ABFAAVE g ANBAFAB
c ANBFA AV B ANB,A-AVB
v ANBF AV B

La plupart des procédures d’élimination des coupures proposent deux manieres de
I’éliminer : soit la coupure est remontée dans la dérivation de sa prémisse de gauche,
soit elle est remontée dans la dérivation de sa prémisse de droite. Dans le premier
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cas, on obtient les dérivations

AxioM ——
A B,A-AB
AXIOM VR AXIOM —————
c A BHA AV B A B,A-AV B VR A B+AB
o  ABFAVE L ABFAVE
NL ——— ANL ————
ANBFAVB puis ANBFAVB.

Dans le deuxiéme cas, on obtient les dérivations

AxioM ——
A,BF A A B
AL AxIoM AXIOM ————
o ANBEAAB ANB,AF A, B ABFAB
UT ANL —M—
ANBF A B ANBFA,B
VR —M VR —mM8M8¥
ANBFAVB puis ANBFAVB.

Notons que les deux formes normales obtenues différent syntaxiquement mais sont
égales modulo permutations des inférences AL et VVR. Des paires critiques similaires
peuveut aussi étre trouvées pour les autres connecteurs. Ces paires critiques qui
convergent seulement modulo permutations nous aménent a étudier plus en détail
la permutabilité des inférences en calcul des séquents. Plus précisément, notre but
est de définir une représentation des classes d’équivalence modulo permutations
puis d’écrire une élimination des coupures sur ces représentants qui soit a la fois
confluente et fortement normalisante.

L’approche que nous allons développer au cours de ce chapitre est celle des ré-
seaux de preuve. Si leur introduction initiale est d’habitude attribuée a Girard (1987)
dans le cadre de la logique linéaire, I'idée originale se trouve aussi dans les Ex-
pansion Trees de Miller (1987) introduits a la méme période pour une version de
la logique classique basée sur la théorie des types simples de Church. Notons aussi
les travaux de Robinson (2003) et ceux de Lamarche et Stralburger (2005) dans le
cadre de la logique propositionnelle classique. Ces derniers proposent de représen-
ter les classes d’équivalence modulo permutation par des réseaux de preuve puis
obtiennent une élimination des coupures confluente et fortement normalisante pour
la logique propositionnelle. Nous allons a présent reformuler cette présentation dans
les sections 4.1, 4.2 et 4.3. La premiére présente le paradigme des réseaux de preuve
pour la logique propositionnelle classique. La section 4.2 fait le lien avec le calcul
des séquents par le biais des processus de séquentialisation et de parallélisation. La
section 4.3 étudie I’élimination des coupures sur les réseaux de preuve. Ces trois
sections ne contiennent donc pas de grande nouveauté et reformulent des idées déja
présentes dans les travaux de Miller, Robinson ou Lamarche et Stralburger. Néan-
moins, la section 4.4 contient des travaux originaux : elle propose une représentation
dans un espace a trois dimensions des réseaux de preuve pour la logique classique
propositionnelle. Cette représentation est basée sur la dualité de De Morgan entre
conjonctions et disjonctions et est présentée dans un article non publié (Houtmann,
2009).
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4.1 Réseaux de preuves pour la logique classique

Cette section a pour but 'introduction des réseaux de preuve pour lalogique pro-
positionnelle classique. Cette présentation est une reformulation des travaux de La-
marche et Straf3burger (2005). Comme eux et par souci de simplicité, nous ne consi-
dérerons que des formules construites a partir de propositions atomiques (P), de né-
gations de propositions atomiques (P) et des connecteurs T, L, A et V. L’ensemble
des formules est donc le langage hors-contexte associé a la grammaire sous forme
de Backus-Naur suivante.

0,0 n= P|IP|T|LloAy|eVi.
—_———

atomes

La négation n’est pas un connecteur a part entiére, mais une opération sur les for-
mules définie inductivement a partir des lois de De Morgan comme suit.

-P=P, -P=P, ~-l=T, ~T=1,
“(pAY) =) V() AlpVvY) = (2@) A=) .

Cette négation nous permet par exemple d’écrire les dérivations en calcul des sé-
quents en utilisant des séquents a un seul c6té en utilisant par exemple la restric-
tion de LK1 (figure 2.12) aux connecteurs A, V, L et T. Un tel systeme logique est
équivalent au calcul des séquents usuel LK, du moins pour les séquents que nous
considérons ici.

A présent et lorsque nous considérerons un séquent L, nous nous intéresse-
rons aux occurrences des sous-formules de L. Nous supposons donné un moyen
d’identifier de telles occurrences (positions, contextes, zippers...) sans pour autant
entrer dans les détails d’une telle présentation. Les symboles x, v, 2 représenterons
de telles occurrences. Si dans un séquent L, I'occurrence x correspond a une sous-
formule ¢, nous la noterons aussi = : ¢ et la formule  sera aussi notée L|,. Nous
pouvons a présent définir ce qu’est un réseau de preuve.

Définition 4.1.1 (Réseau de preuve). Un réseau de preuve est une paire (L, ~) ot L
est un séquent et ~ est une relation symétrique sur les occurrences dans L telle que

x~vy implique L, =-Lj, ou L, =1L;,="T.
La figure 4.1 représente un réseau de preuve pour le séquent
FTV((PAT),(PV(PVL)A(TVL).

Les réseaux de preuve représentent en fait des dérivations potentiellement ouvertes
dans le calcul des séquents classique propositionnel sans coupure. Dans un réseau de
preuve (L,~), un lien x ~ y avec ¢ = L|, = =L, représente en fait Iutilisation
de laregle axiom et un lien x ~ y avec L), = L;, = T représente une introduction
du connecteur T.
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FIG. 4.1 - Unréseau pour - TV (PAT),(PV (PV L)) A(TV 1).

Il est important de savoir caractériser quels réseaux de preuve représentent ef-
fectivement des dérivations fermées. Pour cela, nous nous reposons sur la notion
de résolution conjonctive introduite par Lamarche et Stralburger (2005). Soit L un
séquent. Soit O 'ensemble des occurrences de L. Les résolutions conjonctives pour
L sont les sous-ensembles C' de O suivants.

- Si L consiste seulement en un atome ¢ dont 'occurrence est notée z, alors sa

seule résolution conjonctive est C' = O = {z : p}.

— Si L est une formule ¢ V 1) dont I'occurrence est notée x, alors ses résolutions
conjonctives sont C; U Cy U {z : ¢ V ¢} ot C et Cy sont respectivement
des résolutions conjonctives pour ¢ et pour ).

— Si L est une formule ¢ A ¢ dont 'occurrence est notée x, alors ses résolutions
conjonctives sont C'U {z : ¢ A1} ot C est une résolution conjonctive pour
( ou pour .

- Si L est un séquent composé L', ¢, alors ses résolutions conjonctives sont
C1 Uy ou C et Cy sont respectivement des résolutions conjonctives pour
L’ et pour .

Grace a l’associativité et la commutativité de I’'union ensembliste, cette définition
des résolutions conjonctives est bien formée. Nous pouvons a présent nous pencher
sur la notion de réseau CR-valide qui, nous le verrons par la suite, caractérise les
réseaux correspondant a des dérivations fermées du calcul des séquents.

Définition 4.1.2 (Réseau de preuve CR-valide). Un réseau de preuve (L, ~) est CR-
valide si pour toute résolution conjonctive C de L, la restriction de ~ a C (c’est-a-dire
I’ensemble ~ N(C x C)) n’est pas vide.

Considérons par exemple le réseau de preuve décrit en figure 4.1. Le séquent
correspondant a ce réseau de preuve admet quatre résolutions conjonctives qui sont
décrites par la figure 4.2. Cette figure représente aussi la restriction de la relation
associée a chaque résolution conjonctive. Remarquons que la restriction de la rela-
tion du réseau associée a la troisiéme résolution conjonctive est vide. Le réseau de
preuve de la figure 4.1 n’est donc pas une réseau CR-valide. Toutefois cela peut étre
facilement corrigé en reliant par exemple l'occurrence de T de gauche a elle-méme.
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F1G. 4.2 — Résolutions conjonctives du réseau de preuve de la figure 4.1

Pour représenter les réseaux de preuve avec coupures, Lamarche et Straflburger
(2005) introduisent un nouveau connecteur. Ce connecteur est en fait une conjonc-
tion et repose sur I’équivalence dans LK de la régle de coupure avec

FL oA (mp), A
FT,A

Les formules de coupure sont donc des conjonctions spéciales notées ¢ M 1) au lieu
de ¢ A 1. Elles ne peuvent pas apparaitre a 'intérieur d’une autre formule : dans
un séquent - @1, ..., p,, seules les ¢; peuvent étre des formules de coupure. En
outre si (L,~) est un réseau de preuve avec x ~ y, alors en aucun cas L, ou
L), ne peuvent étre des formules de coupure. En ce qui concerne les résolutions
conjonctives, les formules de coupure sont traitées comme des conjonctions usuelles.
Si L est un séquent ne contenant aucune formule de coupure et L’ est un séquent ne
contenant que des formules de coupure, alors nous dirons qu’un réseau de preuve
(LUL',~) est un réseau pour L avec les coupures L'. Si L' est vide, alors le réseau
est sans coupure.

4.2 Parallélisation et séquentialisation

Dans cet section, nous allons comparer les réseaux de preuve et les dérivations
en calcul des séquents. Plus précisément nous allons retranscrire le résultat de La-
marche et Straf3burger (2005) qui explique qu’il existe un réseau de preuve CR-valide
pour un séquent L (avec coupures L') si et seulement si il existe un dérivation de
L en calcul des séquents. Tout comme en section 2.4, nous pourrions passer par une
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notion de modéle (ici pour la logique classique). Bien qu’intrinséquement intéres-
sante, cette approche ne sera pas développée ici : nous allons directement traduire
les dérivations du calcul des séquents en réseaux de preuve et inversement. Nous
appellerons ces deux traductions respectivemement parallélisation et séquentialisa-
tion. La premiére est tout a fait simple. Dans le cas propositionnel, il s’agit de pa-
ralléliser au maximum la décomposition des connecteurs. La séquentialisation n’est
pas beaucoup plus compliquée lorsque 'on connait les résultats d’inversibilité dans
le calcul des séquents : il s’agit de séquentialiser la décomposition des connecteurs
et l'ordre choisi n’a aucune importance, du moins dans le cadre propositionnel. No-
tons que lorsque nous parlons de dérivation dans le calcul des séquents, nous nous
référons a LK1.

4.2.1 Parallélisation : des dérivations vers les réseaux
Commencons donc par la premiére traduction.

Propriété 4.2.1. S’il existe une dérivation sans coupure de L, alors il existe un réseau
de preuve sans coupure CR-valide d’un séquent L.

Démonstration. Par induction sur la dérivation de L.

— Si cette dérivation consiste en une instance de la régle Axiom, alors il existe
une occurrence d’une formule ¢ et de sa négation —. Soit ~ la relation sy-
métrique reliant 'occurrence de ¢ a l'occurrence de —¢. Alors (L, ~) est un
réseau CR-valide pour L.

— Si cette dérivation consiste en une instance de la régle T ou la régle Axiom,
alors il existe une occurrence de T dans L. Soit ~ la relation symétrique
reliant 'occurrence de T a elle-méme. Alors (L, ~) est un réseau CR-valide
pour L.

— Si cette dérivation contient a sa racine une instance de la régle A de la forme

/\}—gp,A Fay, A
FoAp, A

alors par hypothése d’induction, il existe deux réseaux CR-valides
(F o, A, ~p)et(F Y, A, ~g) Alors (F o AP, A | ~1 U ~g)
est un réseau CR-valide pour - ¢ A 1, A (notons que les relations ~; et
~9 doivent étre respectivement mises a jour pour traiter des occurrences du
séquent - ¢ A 1, A au lieu des occurrences des séquents - ¢, A et - 1, A).
— Si cette dérivation contient a sa racine une instance de la regle V de la forme

RCRURVAN
Fovay, A

alors par hypothése d’induction, il existe un réseau CR-valide
(F @, 0, A, ~). Alors (F ¢ V¢, A | ~) est un réseau CR-valide pour
F ¢ V ¢, A (notons que la relation ~ doit étre mise a jour pour traiter
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des occurrences du séquent - ¢ V 1, A au lieu des occurrences du séquent
=, A). O

4.2.2 Séquentialisation : des réseaux vers les dérivations

A présent exposons la deuxiéme traduction.

Propriété 4.2.2. S’il existe un réseau de preuve sans coupure CR-valide d’un séquent
L, alors il existe une dérivation sans coupure de L.

Démonstration. Soit donc un réseau de preuve (L, ~) sans coupure. Nous raison-
nons par induction sur le séquent L.

— Si L est un séquent atomique, c’est-a-dire qui ne contient que des atomes,
alors puisque (L, ~) est un réseau valide et puisque L est atomique, il existe
deux occurrences = et y de L telles que © ~ . Si ces occurrences corres-
pondent a une formule ¢ et a sa négation, L peut étre dérivé grace a la régle
AxioM. Si ces occurrences correspondent & T, L peut étre dérivé grace a la
régle T. Dans les deux cas nous obtenons une dérivation sans coupure de L.

- Si L est un séquent de la forme - ¢ A 1, A, la premiére chose a faire et de
remplacer dans le réseau tout lien éventuel de 'occurrence de ¢ A i vers
une occurrence de = (¢ A 1)) = - V 1) par deux liens reliant I'occurrence
de ¢ a loccurrence de —p et I'occurrence de i a 'occurrence de —i. Le
réseau obtenu (L, ~) reste CR-valide. Soient ~1 et ~2 les restrictions de ~
aux séquents - ¢, A et ¢), A (mises a jour pour bien traiter des occurrences
de ces séquents et non des occurrences de - o A, A). Alors (F ¢, A | ~q)
et (F ¥, A | ~9) sont deux réseaux CR-valides pour - ¢, A et - 1, A. Par
hypothese d’induction, on obtient des dérivations pour chacun de ces séquents
et la régle A nous permet alors de construire une dérivation de L.

— Si L est un séquent de la forme - ¢ V 9, A, la premiére chose a faire et de
remplacer dans le réseau tout lien éventuel de I'occurrence de ¢ V 1) vers une
occurrence de (¢ V 9) = = A =) par deux liens reliant 'occurrence de ¢
a loccurrence de = et 'occurrence de 1) a occurrence de —1). Le réseau ob-
tenu (L, ~) reste CR-valide. Alors (- ¢, 1%, A | ~) est un réseau CR-valide
pour - ¢, 1, A (~ doit étre mise a jour pour bien traiter des occurrences de
ce séquent et non des occurrences de - ¢V 1), A). Par hypothése d’induction,
on obtient une dérivation pour le séquent - ¢, 1), A et la regle \V nous permet
alors de construire une dérivation de L. O

4.2.3 Traduction des coupures

Bien que nous n’ayons prouvé les propriétés 4.2.1 et 4.2.2 que dans le cadre des
réseaux et dérivations sans coupure, ces résultats se transférent facilement aux ré-
seaux et dérivations avec coupures : encore une fois une coupure ¢1—¢p correspond
directement a une conjonction p A —p.



4.2. PARALLELISATION ET SEQUENTIALISATION 139

Si L et I’ sont deux séquents, nous dirons qu’une dérivation de L en calcul des
séquents est une dérivation de L avec coupures L’ si toute instance de la régle Cut
que contient cette dérivation a pour formule de coupure une formule de L.

Propriété 4.2.3. S’il existe un réseau de preuve CR-valide pour un séquent L avec
coupures L', alors il existe une dérivation de L.

Propriété 4.2.4. S’il existe une dérivation de L avec coupures L', alors il existe un
réseau de preuve CR-valide pour le séquent L avec coupures L.

Pour la séquentialisation, unréseau (F ¢M—p, A, ~) setransforme en réseaux
(Fo, A, ~1)et(F—p, A, ~y)exactement comme sila coupure était en fait une
conjonction. L’hypothése d’induction nous fournit alors des dérivations de - ¢, A
et - =, A que l'on peut transformer en dérivations de - A en appliquant une
coupure sur la formule (.

Pour la parallélisation, sila dérivation est de la forme

Fop, A F -, A
FA

Cur

alors il suffit d’appliquer ’hypothése d’induction sur les dérivations des prémisses
de cette inférence pour obtenir des réseaux CR-valides I?1 et Ry pour ces prémisses.
Superposer ces réseaux nous donne alors un réseau CR-valide pour F ¢ M =, A.

Puisque nous venons de démontrer 1’équivalence entre réseaux de preuve CR-
valides sans coupure et dérivations en calcul des séquents sans coupure (propriétés
4.2.2 et 4.2.1), puis ’équivalence entre réseaux de preuve CR-valides et dérivations en
calcul des séquents (propriétés 4.2.3 et 4.2.4), nous pouvons transposer directement
I’élimination des coupures du calcul des séquents (propriété 2.3.4) vers les réseaux
de preuves.

s rg 7 3. . 3 , /
Propriété 4.2.5. S’il existe un réseau de preuve pour un séquent L avec coupures L',
alors il en existe un pour L sans coupure.

La section 4.3 sera dédiée a la preuve directe de cette propriété grace a une pro-
cédure d’élimination des coupures pour les réseaux.

4.2.4 Typage réversible

La séquentialisation que nous venons d’exposer contient deux mécanismes im-
portants. Tout d’abord, il s’agit de transformer un lien entre une formule 1 A 3 et
sa négation 1)1 V 19 en deux liens respectivement entre ¢ et 11 ainsi qu’entre 1
et 12. Puis on applique les transformations suivantes.

1. Lorsque le réseau obtenu (CR-valide) est de la forme (- ¢ A, A | ~), on
construit deux réseaux CR-valides pour les séquents - ¢, A et F 1, A.
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AXIoM T
x~y Faip iy, A x~y Fax:T,y:T,A
Rl F%A Rl F?/),A v R F%%A
RixiRe FoAY, A R FoVvy A
R1 FA R2 FA R1 l—(p,A R2 l——\(p,A
UNION Cur
RiURy, FA Ri< Ry FopM—p, A

F1G. 4.3 — Typage Commutatif

2. Lorsque le réseau obtenu est de la forme (- ¢ V¢, A | ~), on construit un
réseau CR-valide pour le séquent F ¢, 1, A

Ces transformations sont appliquées récursivement jusqu’a obtenir des réseaux CR-
valides pour des séquents atomiques. Les régles Axiom et T permettent alors de
dériver ces séquents atomiques. Les régles A et \V permettent alors de reconstruire
une dérivation pour le séquent d’origine selon I’ordre d’application des transforma-
tions 1 et 2.

La parallélisation est tout a fait similaire et inclut les transformations inverses.

a Lorsque I'on est en présence d’une dérivation de la forme
R Fo, A Fa, A
Fony, A

et que la récursion nous a fourni des réseaux pour les deux prémisses de cette
inférence, alors il nous suffit de construire la superposition de ces deux réseaux
pour obtenir un réseau CR-valide pour - ¢ A 9, A.

b Lorsque l'on est en présence d’une dérivation de la forme

VF%MA
FoVy, A

et que la récursion nous a fourni un réseau pour la prémisse de cette inférence,
alors ce réseau est (presque) directement un réseau pour - ¢ V ¥, A.

L’ordre d’application des transformations 1 et 2 sont importantes et modifient la
dérivation finale. Par contre, 'ordre d’application des transformations a et b n’a au-
cune importance : on obtiendra de toute fagon le méme réseau. Notons en outre que
si Ry et Ry sont deux réseaux CR-valides pour un méme séquent, alors R; U Rp est
aussi un réseau CR-valide pour ce séquent. Par conséquent si I’on note > 1’opération
de superposition relative a la transformation a, on peut écrire un systéme de type
pour les réseaux comme le décrit la figure 4.3. Remarquons que 1’associativité de <
incarne la permutabilité des instances des régles A et CuT entre elles. La permuta-
bilité des instances de la régle V entre elles ainsi qu’avec les instances des régles A
et CuUT est incarnée par le fait que la régle VV ne modifie pas le réseau de preuve.
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Nous nous devons d’éclaircir un point concernant les regles A, Cut et UNION.
Considérons par exemple la régle A. Du point de vue bottom-up, si 'on part d’'un
réseau de preuve R CR-valide pour un séquent - ¢ A i, A, il peut exister plu-
sieurs paires de réseaux (R, R2) telles que R; 1 Ry = R. Toutes ces paires ne
constituent d’ailleurs pas forcément des réseaux CR-valides pour - ¢, A et - 1), A.
Néanmoins il est garanti qu’il existe une paire constituant des réseaux CR-valides
pour ces deux séquents : pour les régles A et CuT, c’est justement la propriété 4.2.2.

La correspondance entre mécanisme de séquentialisation est aussi valable pour
les autres régles de typages. Ainsi la séquentialisation s’exprime comme ’application
bottom-up du systéeme de typage de la figure 4.3. De maniere duale, le mécanisme
de parallélisation s’exprime comme I’application top-down du systéme de typage de
la figure 4.3.

4.3 Coupures commutatives

Comme nous ’avons expliqué dans I'introduction du présent chapitre, notre in-
térét pour les permutations d’inférences (que nous venons de personnaliser par le
typage réversible de la précédente section) provient en grande partie du compor-
tement de I’élimination des coupures. En effet notre objectif est de trouver des re-
présentants des classes d’équivalence de dérivations en calcul des séquents modulo
permutations puis d’étudier 1’élimination des coupures sur ces représentants. Plus
précisément nous souhaitons obtenir une élimination des coupures fortement nor-
malisante et confluente. L’approche de Lamarche et Stralburger que nous venons
de développer est, dans le cadre de la logique propositionnelle, concluante : ils pro-
posent une élimination des coupures fortement normalisante et confluente sans uti-
liser aucune stratégie restrictive. Notons tout d’abord que la régle Union du systéme
de type de la figure 4.3 permet de corriger la premiére cause de non-confluence : une
dérivation

Ry FA Ry A
WR —MM— WL —M8M8M8M8M8—
Ry Fy A Ry F—p, A
Curt
Rlbngl—A

peut alors se réduire vers

R FA Ry FA
RiURy FA

UnNioN

Quant a la deuxiéme cause de non-confluence que nous avons décrite au début du
présent chapitre et relative a I'ordre d’application des décompositions indépendantes
de connecteurs, il est clair que I’élimination de la bureaucratie de la syntaxe opérée
par 'approche des réseaux de preuve la supprime piirement et simplement : par
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exemple les preuves

AXIOM ————— AXIOM ————
A, B+HAB A, B+HAB
VR ——M8M8M AL —mM8M8™
A B-AVB ANBFAB

AL

ANBFAVB et ANBFAVEB

sont représentées par les mémes réseaux de preuve, en 'occurrence

P P P
’ /N \ ’ \ ’ \
/ / \ \ / \ / \

ABAB ABAB ABAB

Vv vV Y .YV

et

4.4 Représentation dans I’espace

Les développements détaillés par cette section constituent 'une de mes contri-
butions originales. Je les expose par ailleurs dans un rapport de recherche (Hout-
mann, 2009). Dans cette section, nous proposons une représentation des réseaux de
preuve dans un espace a trois dimensions. Celle-ci repose sur une représentation des
séquents dans un espace a deux dimensions. Plus précisément, un séquent est repré-
senté par un graphe orienté acyclique planaire ayant un seul noeud initial ainsi qu’un
seul noeud terminal. Pour cela, nous définissons d’abord deux opérations auxiliaires
sur de tels graphes. Si A et B sont de tels graphes, le graphe A|B est le graphe ob-
tenu en reliant simplement le noeud initial de A au noeud terminal de B ; le graphe
% est le graphe obtenu en rajoutant un noeud initial frais relié aux noeuds initiaux
de A et B ainsi qu'un noeud terminal frais auquel les noeuds terminaux de A et B
sont reliés. Si A et B sont tous les deux des graphes orientés acycliques planaires,
alors A|B et 4 le sont aussi.

Considérons a présent la liste des atomes apparaissant dans un séquent. Une
telle liste est un objet & une dimension qui ne traduit pas la structure logique du
séquent. Cette structure est héritée des connecteurs et se traduit par les résolutions
conjonctives selectionnant des sous-listes de la liste initiale d’atomes. Pour prouver
un séquent, une liaison doit étre trouvée pour chaque sous-liste (définition 4.1.2).
Nous proposons a présent de remplacer la liste unidimensionnel d’atomes par un
objet bidimensionnel qui représente le séquent en entier et contient en particulier
la structure logique correspondant aux résolutions conjonctives : la représentation
d’une formule ¢, noté (), est le graphe orienté acyclique planaire ayant un seul
noeud initial et un seul noeud terminal défini inductivement comme suit.

- Si @ est un atome, alors () est un noeud unique étiqueté par I’atome (.

- Si @ est une disjonction 1)1 V 12, alors (p) est le graphe (1) |(1)2).

- Si @ est une conjonction 1)1 A 1, alors () est le graphe %

Le graphe (- ¢1,...,y,) associé a un séquent - ¢1, ..., p, est le graphe

()] -+ [{en) -
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O, O, o
FIG. 44—~ (F TV (PAT),(PV(PVL)A(TVL))

Par exemple le graphe
(FTV(PAT),(PV(PVL)A(TVL)

est représenté en figure 4.4. Si L est un séquent, chaque chemin depuis le noeud
initial jusqu’au noeud terminal dans (L) correspond a un séquent - a4, ..., a, ou
les a; sont les étiquettes des noeuds du chemin. Les séquents ainsi obtenus corres-
pondent exactement aux séquents que 'on peut obtenir en décomposant tous les
connecteurs de L en utilisant des régles du calcul des séquents. Ils correspondent
aussi aux résolutions conjonctives de L. En particulier pour le graphe représenté
par la figure 4.4, les chemins du noeud initial au noeud terminal correspondent bien
aux résolutions conjonctives de la figure 4.2 : dans ce cas, les séquents sont

+T,PPP,L, +T,T,PP, L, FT,PT,L, and FT,T,T,L.

Pour chaque séquent L, le graphe (L) est censé étre tracé sur le plan. Tout
comme dans un séquent - (1, ..., @y, 'axe horizontale représente les disjonc-
tions. L’axe verticale représente les conjonctions. Un graphe (¢ V 1) = (©)|(¢))

est tracé comme une séquence horizontale (¢) — (1)) et un graphe (p A ) = %

est tracé comme un fork vertical <éz;> . Le tracé obtenu se comporte particu-
lierement bien par rapport a la négation qui, si l'on échange I’axe des disjonctions
et axe des conjonctions (en effectuant par exemple une symétrie d’axe © = y),
ne modifie pas la position des noeuds : le graphe associé a la négation du sequent
FTV(PAT),(PV(PVL)A(TV L) est représenté en figure 4.5, au dessus
d’une représentation en pointillé du graphe de la figure 4.4.

Nous sommes maintenant capables de représenter des séquents dans un espace
a deux dimensions. Cette représentation, tout comme la représentation usuelle des
réseaux de preuve, consiste a décomposer recursivement les connecteurs du séquent.
Nous proposons de traduire cette itération récursive sur une troisieme axe appelée
I’axe de décomposition que nous ajoutons a |’axe des conjonctions et a 1’axe des dis-
Jjonctions. Les disjonctions et les conjonctions sont alors représentées de la maniere
suivante.

G
axe de décomposition o » Q.
/ ¥ axe des disjonctions

axe des conjonctions oV O AP
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F1G. 4.5 — Negation du graphe de la figure 4.4

La représentation d’une formule consiste alors a représenter récursivement chacun
de ses connecteurs. On obtient ainsi un arbre en trois dimensions. La représentation
d’un séquent complet consiste alors a représenter chacune de ses formules cote a
cote le long de I’axe des disjonctions. Chaque étape du processus de représentation
correspond a un graphe partiellement calculé. Chaque décomposition d’un connec-
teur correspond a un calcul de plus vers le graphe final correspondant au séquent
initial. Les feuilles de la forét tridimensionnelle obtenue finalement correspondent
au graphe associé au séquent initial. Par exemple, ’arbre en trois dimensions associé
auséquent - TV (PAT),(PV (PV L) A(TV L) est tracé en figure 4.6. La
figure contient aussi le tracé de plusieurs graphes correspondants a des décompo-
sitions partielles des connecteurs du séquent. Plus précisément de bas en haut sont
tracés les graphes correspondant a

TV@ATIIPVEVL)ATYL], [THIPAT)] | B

(1] | [P] | [P] | [PV]

m oy @

Remarquons que nous aurions pu aussi représenter des graphes obliques tels que
celui correspondant a la décomposition [T] | % %.

Nous n’avons pas encore expliqué comment tracer la relation ~ d’un réseau de
preuve (L, ~). Sil et m sont deux positions de L telles que [ ~ m, alors les positions
[ et m apparaissent comme des sommets de la forét tridimensionnelle correspondant
a L etlelien ! ~ m est représenté par une courbe reliant ces deux sommets. Par
conséquent la relation ~ est représentée par un ensemble de courbes reliant les som-
mets de la forét tridimensionnelle Pour chaque graphe, une résolution conjonctive
correspond a un chemin du noeud initial au noeud terminal. Similairement dans

la forét, elle correspond a une surface (un ensemble de polygones) entre la courbe



4.4. REPRESENTATION DANS L’ESPACE 145

SR e S
>
Y

>

A

F1G. 4.6 — Un réseau de preuve tridimensionnel

composée des arétes reliant les noeuds initaux et la courbe composée des arétes re-
liant les noeuds terminaux. Si chaque surface reliant ces deux courbes contient une
courbe de la relation ~, alors la forét représente un réseau de preuve CR-valide.

Nous avons vu qu’en termes de graphes a deux dimensions, la negation est un
échange de I’axe des disjonctions avec I’axe des conjonctions. Cela reste valide pour
les réseaux de preuve en trois dimensions : les sommets correspondant aux formules
et les triangles correspondant aux décompositions des connecteurs ne sont pas autre-
ment modifiés. Par contre, les graphes doivent étre commutés comme nous I’avons
fait en figure 4.5.

Si L est un séquent, chaque chemin du noeud initial de (L) jusqu’au noeud
terminal correspond a un séquent atomique. La liste de ces chemins (ou de facon
équivalente de ces séquents) est une version expansée du graphe (L). La taille d’une
telle liste de chemins peut d’ailleurs étre exponentielle en la taille du graphe initial
(par exemple pour le séquent - 1 A 1,02 A Wa, ..., pn A y). Cette expansion
en liste de séquents (objet bidimensionnel) correspond a I’expansion qui permet de
transformer des réseaux de preuve en dérivation du calcul des séquents. Chaque
graphe bidimensionnel est expansé en une liste de séquents bidimensionnelle et
chaque réseau de preuve tridimensionnel est expansé en une dérivation du calcul
des séquents tridimensionnelle. Cette expansion est bel et bien la séquentialisation
étudiée en section 4.2. La différence entre réseaux de preuve et calcul des séquents
réside dans la décomposition respectivement paralléle et séquentielle des connec-
teurs. En calcul des séquents, on ne peut décomposer qu’un seul connecteur a la fois.
Les contextes (c’est-a-dire les autres formules du séquent) sont juste copiées dans
les conclusions et prémisses de I'inférence. La séquentialisation correspond donc
a transformer une seule étape contenant plusieurs décompositions simultanées en
une séquence d’étapes contenant chacune une seule décomposition (en 'occurrence
de V ou de A) et plusieurs duplications. Les représentations en trois dimensions de
I'introduction du connecteur A et du connecteur V sont les suivantes.
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axe de décomposition

01 o ©2 3 01 Y1 o @2 3

» > M * * *

®1 ’// ¢1 ©2 ’// P3 ’// : : :
\“ \“ \x 801 wl \/ w2 SOQ 803

P by ANy P2 3 /

axe des disjonctions

axes de conjonctions

Dans de telles inférences tridimensionnelles, un séquent apparait comme un segment
parallele al’axe des disjonctions. Sil’on lit ces inférences du bas vers le haut, a gauche
la décomposition du segment . .. 1,91 A P2, 2, @3 ... crée deux nouveaux seg-
ments ... 1, Y1, 02,03... et... 1,12, 2, 3. .. ;adroite la décomposition du
segment ...@1,%1 VP9, p2,3... crée un nouveau segment
.o 01,%1, 9,02, @3 ... .Laduplication des contextes est représentée par des lignes
pointillées. L’utilisation de ces inférences tridimensionnelles permet de construire
des dérivations du calcul des séquents en trois dimensions. Par exemple la dériva-
tion tridimensionnelle correspondant a

FT,T,P,P, L

FT,T,P(PV1) FT,T,T,L
FT,T,(PV(PV L)) FT,T,(TVL)
FT,T,(PV(PVL)A(TVL)

FT,P,P,P, L
FT,P,P(PV1) ET,P T, L
FT,P(PV(PV 1)) FT,P,(TVvL)

FT,P,(PV(PVL)A(TVL)

FT,PAT,(PV(PVL)A(TVL)
FTV((PAT),(PV(PVL)A(TVL)

est représentée en figure 4.7. Remarquons qu’il existe une bijection entre les som-
mets de la représentation tridimensionnelle et les occurrences de formules de la dé-
rivation initiale ainsi qu’entre les segments paralléles a axe des disjonctions et les
occurrences de séquents. La méme dérivation tridimensionnelle peut étre obtenue
en appliquant un processus de séquentialisation sur le réseau tridimensionnel de la
figure 4.6. La séquentialisation consiste a choisir un ordre pour la décomposition des
connecteurs du séquent initial. Par exemple si un séquent contient a la fois les for-
mules 1 A 2 et 11 V 19, on peut choisir de décomposer d’abord la conjonction
ou bien la disjonction. Cela méne alors respectivement aux dérivations en calcul des

séquent
l_goluw].?w? |_§027¢1)r¢)2 "Sﬁlﬂ/)lalﬁQ "@271/11%02
F 1 A 2,1, 12 1,91 Vs 2,11 V o

@1 A 2,11V 1ha et F @1 A 2,1V aha
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F1G. 4.7 — Une dérivation tridimensionnelle

Par conséquent la séquentialisation d’un réseau tridimensionnel n’est pas unique (a
I'instar de la séquentialisation d’un réseau usuel) : la paire critique contenant ces
deux dérivations est par exemple traduite en une paire critique pour la séquentiali-
sation en trois dimensions représentée en figure 4.8.
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1 2

1

P1 A P2 Y1 Vaha

FiG. 4.8 — Etapes de séquentialisation
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Chapitre 5

Déduction modulo

Toute déduction repose sur une certaine quantité d’axiomes supposés évidents,
non démontrables et universels. Lorsqu’on choisit de s’appuyer sur un plus grand
nombre d’axiomes, on accroit naturellement les conclusions que 'on peut atteindre.
Le pouvoir déductif est donc augmenté. Inversement sans aucun axiome, c’est-a-dire
de la déduction pure, ne dérivent que des tautologies d’un intérét limité. Le point
crucial de la définition d’un systéme déductif est donc la description de I'utilisation
des axiomes qu’on lui donne. Plus cette utilisation sera intuitive, plus 'utilisation
du systeme déductif sera simple. Considérons a titre d’exemple la preuve de la loi
de Pierce dans le systéme MP décrite par la figure 2.1. Le calcul des séquents LK
permet de prouver cette méme formule de fagon bien plus concise.

AXIOM —
e

oFe  Fosuyp
((p=v)=w) kg
Flle=v)=¢)=¢
Considérons a présent un deuxieme exemple. Munissons nous des axiomes
VeNy. z=y= S(z)=S5(y), VeVy. =+ S(y) =S(x+y),
Ve. c+Z=x e VeVyVz. z=y=y=z=>zx==2.

AXIOM

=L

Notons 7h le multi-ensemble contenant une fois chacune de ces formules. Nous uti-
liserons les symboles 0, 1, 2, 3, 4... pour représenter les termes Z, S(Z), S(S(Z)),
S(S(S(2))),S(S(S(S(Z))))...Une preuve dans NJ du séquent 7h + 2+2 = 4 est
décrite en figure 5.1. Les abbréviations Tr(¢, u, v), Zero(t), Rec(t, u), et Succ(t, u) y
représentent respectivement les dérivations

AXIOM
ThEVeVyVzer=y=y=z=x=2
VELIM
Th-YyNVzt=y=y=z=t==z
VELIM
ThtVzt=u=u=z=>t=z
VELIM

Thtt=u=u=v=t=v

151
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Succ(2 + 0, 2) Zero(2)
ThE240=2=5(2+0)=3 ThE24+0=2
Tht S(240)=3

Te(2 +1,5(2 +0),3)
Th2+1=82+0)=S2+0)=3=>2+1=3
: Rec(2,0)
ThF2+1=5(2+0)
ThFr S(2+0)=3=2+1=3
Tht+=2+1=3

Succ(2 + 1, 3)
ThF2+1=3=502+1) =4
Thi S2+1) =4

Tr(2 + 2, 5(2 + 1), 4)
Tht24+2=52+1)=SQ2+1)=4=2+2=4
: Rec(2,1)
ThE24+2=S52+1)
ThES2+1)=4=2+2=4
Tht-2+2=4

FiG. 5.1 — Preuve de 7h 2 + 2 dans NJ

AxXioM
VELIM

ThEVex+0==x
Thi-t+0=t ,

AxIoM
VELIM
VELIM

Th =Nz Ny.x =y = S(z) = S(y)
Th=Yyt=y= S(t)=S(y)
Thi-t=u= S(t) =

et

AxioM
VELIM
VELIM

Th+=VeNy.x+ S(y) = S(z+vy)
Th Yyt + S(y) = S(t+y)
Thtt+S(u)=S(t+u)

Observons que nous venons de dépenser une quantité considérable d’énergie pour
finalement écrire

24+2=295(2+1)=5(S2+0) =5(52) =4.
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Cet argument est purement calculatoire. On peut par exemple le représenter par la
réduction 2 4 2 —* 4 dans le systéme de réduction contenant les regles

x+Z — T;
r+S(y) — S+y).

Ce systéme de réécriture étant convergent (voir exemple 1.1.3), on peut décider
t «* u pour tous termes ¢ et u. Par conséquent, non seulement la dérivation en
figure 5.1 est longue, mais elle est inutile car elle certifie une propriété vérifiable
automatiquement. Poincaré qualifie une telle preuve de « stérile » en soulignant la
différence entre vérification (c’est-a-dire le calcul) et démonstration (c’est-a-dire la
déduction).

La vérification différe précisément de la véritable démonstration, parce
qu’elle est purement analytique et parce qu’elle est stérile. Elle est stérile
parce que la conclusion n’est que la traduction des prémisses dans un
autre langage. La démonstration véritable est féconde au contraire parce
que la conclusion y est, en un sens, plus générale que les prémisses.

Henri Poincaré, La Science et ’Hypothése (1902).

Si 'on accepte ce principe, on se doit d’omettre les calculs lors de I’écriture des
démonstrations car ils ne consistent qu’en de futiles réécritures de prémisses dans un
autre langage. La déduction modulo propose d’intégrer ce principe dans les systémes
permettant d’écrire des démonstrations. La déduction est incarnée par la déduction
naturelle ou le calcul des séquents; le calcul est incarné par la réécriture. Le reste de
ce chapitre consiste en une introduction de la déduction modulo et des systémes qui
en découle ainsi que d’une étude de leurs propriétés.

5.1 Principes de la déduction modulo

La déduction modulo est une approche qui propose de supprimer les arguments
calculatoires des preuves. En effet il n’est pas souhaitable que de tels arguments
apparaissent explicitement dans une preuve car un calcul peut toujours étre auto-
matisé. C’est méme une propriété intrinseque du calcul. Si certains arguments cal-
culatoires d’'une preuve sont omis, il peuvent toujours étre retrouvés automatique-
ment et la preuve reste donc un certificat moralement valide. L’approche « modulo »
consiste donc a représenter le calcul par une congruence sur les formules. Le mé-
canisme de déduction opére alors modulo cette congruence. Plus précisément, cette
congruence est définie comme la congruence (=) = («*) générée par une relation
de réécriture —. La déduction opere alors sur les classes d’équivalence associées a
cette congruence. Dans la pratique et lorsqu’on utilise des systémes déductifs comme
la déduction naturelle ou le calcul des séquents, cela revient a rajouter les régles

Tk A ok A
d CoNvL= d

Troa?=" o ToFA Y

ConNvR=
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Par exemple si = est la congruence générée par les régles de réécriture

T+ Z — X
z+5(y) — S@+y);
T==x — T

alors la dérivation de la figure 5.1 devient

TRou TELIM ——
T

CoNnvVRze —M8M8M8M8
F2+2=4.

Dans le systeme de réécriture ci-dessus, une différence de taille sépare la derniére
régle de réécriture des deux autres. En effet les deux premiéres régles agissent sur
les termes du premier ordre alors que la derniére agit sur les formules. Cette dif-
férence est cruciale. Nous verrons qu’il est par exemple impossible de rendre un
systeme déductif comme NJ ou LK inconsistant en utilisant seulement des régles
de réécriture sur les termes. Par contre c’est trés facile avec des régles de réécri-
ture sur les formules, comme la régle T — _L. Cette regle égalise le vrai et le faux.
Plus généralement, il est peu souhaitable de vouloir égaliser des formules dont les
connecteurs de téte sont différents. En effet le sens des connecteurs est en quelque
sorte donné par leur comportement dans les régles d’inférences. Par exemple le sens
du connecteur A est donné par les regles AL et AR dans LK. Sil’on décide d’égaliser
une certaine conjonction avec, disons, une disjonction, le sens donné a la conjonc-
tion est irrémédiablement modifié. D’un point de vue plus pragmatique, cela intro-
duit un chevauchement et une paire critique entre le traitement respectifs par les
reégles d’inférences de la conjonction et de la disjonction. Nous ne nous intéresse-
rons donc qu’aux congruences vérifiant la propriété de protection des connecteurs
définie comme suit.

Définition 5.1.1 (Protection des connecteurs). Nous dirons qu’une congruence =
vérifie la propriété de protection des connecteurs lorsque
- siY = @ avecy € {T,L}, alors ¢ est une proposition atomique ou bien
p=1;
- si ) = ¢, alors @ est une proposition atomique ou bien p = —¢' avec
Y=y
- si); ® o = p avec @ € {=, A, V}, alors  est une proposition atomique
ou bien p = Y1 ® Yo avec Yy = @1 eths = Yo ;
- siQx.ap = @ avec Q € {3,V}, alors ¢ est une proposition atomique ou bien
© = Qu.) avecp = /.

Pour résumer, si = satisfait la propriété de protection des connecteurs, c’est que
lorsque ¢ = 1%, soit ¢ ou 1 est une proposition atomique, soit ces deux formules
ont le méme connecteur de téte. En particulier les congruences que nous utiliserons
en général sont celles engendrées par des régles de termes et des régles de prédicats.
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Définition 5.1.2 (Régles de termes et de prédicats). Une régle de termes est simple-
ment une régle de réécriture sur les termes du premier ordre. Une régle de prédicats
est une régle de réécriture sur les formules dont la partie gauche est une proposition
atomique.

Nous nous restreindrons d’ailleurs aux systémes de réécriture confluents. Dans
ce cas, une congruence engendrée par de telles regles vérifie bien la propriété de
protection des connecteurs.

Propriété 5.1.1. Toute congruence engendrée par un ensemble de régles de termes
et de prédicats correspondant a une relation de réécriture convergente vérifie la pro-
priété de protection des connecteurs.

Démonstration. Soit donc un ensemble de régles de termes et de prédicats corres-
pondant a une relation de réécriture convergente et engendrant une congruence =.
Supposons par exemple que 1 A w2 = 1. Remarquons tout d’abord que tous les
réduits de ¢; A 2 seront des conjonctions de la forme ) A @) ol ¢ est un réduit de
@i pour ¢ € {1,2}. Remarquons en outre que seuls les conjonctions et les proposi-
tions atomiques peuvent avoir pour réduits des conjonctions. Puisque ¢1 A o = ¢
et puisque la relation de réécriture est convergente, ces deux termes admettent un
réduit commun ce qui démontre que ) est soit une conjonction, soit une proposition
atomique. En outre si ¥ est une conjonction 17 A 3, ses réduits sont de la forme
P A oy est un réduit de ¢; pour ¢ € {1,2}. Le réduit commun de v et 1 Ao
est donc de la forme ¢ A @b avec ¢} réduit commun de ; et ¢; pour i € {1,2}.
Cela démontre alors que p; = v; pour i € {1,2}. O

Les systémes de déduction modulo sont alors définis comme suit.

Définition 5.1.3 (Déduction naturelle intuitionniste modulo). Si = est une congru-
ence sur les formules, alors la déduction naturelle intuitionniste modulo =, notée
N7j=, est définie comme I’ensemble contenant les inférences de la figure 5.2.

Définition 5.1.4 (Déduction naturelle classique modulo). Si = est une congruence
sur les formules, alors la déduction naturelle classique modulo =, notée NK=, est
définie comme I’ensemble contenant les inférences de Nj= ainsi que les inférences

'k
| )

ExcLubpED MIDDLE

’lﬁE‘!ﬁgo

Définition 5.1.5 (Calcul des séquents intuitionniste modulo). Si = est une congru-
ence sur les formules, alors le calcul des séquents intuitionniste modulo =, noté L=,
est défini comme ’ensemble contenant les inférences de la figure 5.3.

Définition 5.1.6 (Calcul des séquents classique modulo). Si = est une congruence
sur les formules, alors le calcul des séquents classique modulo =, noté LK=, est défini
comme ’ensemble contenant les inférences de la figure 5.4.
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F1G. 5.2 — Systéme de déduction naturelle modulo NJ=
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F1G. 5.3 — Systéme calcul des séquents intuitionniste modulo L]=
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A —_— p = C =
YoM A Ty TFA o=y
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F1G. 5.4 — Systéme de calcul des séquents classique modulo LK=
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Bien que les régles ConvR= et ConvL= ne soient pas explicitement présentes
dans les systemes NJ=, NK=, LJ= ou LK, elles y sont admissibles. En fait tout
séquent prouvable respectivement dans NJ=, NK=, LJ= ou LK= lest aussi dans
NJ+CoNvL=+CoNVR=, NK+ConvL=+CoNVR=, LJ+ConvL=+CoNVR= ou
LK+ ConvL=+ConvRz= et inversement. Par exemple la dérivation de - 2+2 = 4 que
nous avons écrite plus haut a ’aide des regles d’inférence TR ou TElim et CoNVR=
peut s’écrire directement

TRoU TELIM ————— 24 2=4=T
F2+2=14 .

La déduction modulo est donc un paradigme qui permet de raisonner modulo
une congruence définie sur les formules. Cette congruence se doit de représenter
un calcul. Plus précisément on se doit de pouvoir décider automatiquement si deux
formules sont congrues. Savoir le décider est équivalent a savoir vérifier quune
dérivation est effectivement valide en déduction modulo. En effet et pour une con-
gruence donnée, si un algorithme permet de répondre, pour toutes formules ¢ et v,
a la question « Est-ce que ¢ = 1) ? », alors il existe un algorithme qui permet de
répondre, pour toute dérivation 7, a la question « Est-ce que 7 est valide en déduc-
tion modulo ? ». Inversement et toujours pour une congruence donnée, s’il existe un
algorithme qui permet de répondre aux questions du deuxiéme groupe, il en existe
un qui permet de répondre aux questions du premier groupe : en effet si ¢ et ¢ sont

deux formules, la dérivation
Axiom

pk

sera valide en déduction modulo si et seulement si ¢ = 1. Répondre a la ques-
tion « Est-ce que cette dérivation est valide en déduction modulo ? » revient donc a
répondre a la question « Est-ce que ¢ = 1) ? » et inversement.

5.2 Correction et complétude, théories et égalité

A premiére vue, la déduction modulo est donc une approche qui permet d’éten-
dre un systéme déductif A en un systeme A= par le biais d’'une congruence = en-
gendrée généralement par un ensemble R de regles de termes et de prédicats. Le
systéme étendu peut étre défini comme .4+CoNVR=+CoNVL= ou de maniére équi-
valente en utilisant des définitions similaires aux définitions 5.1.3, 5.1.4, 5.1.5 et 5.1.6.
Une analyse un peu plus détaillée de ce paradigme montre que ce n’est en fait pas une
extension du systéme de déduction, mais plutdt une migration du pouvoir expressif :
la congruence = utilisée par la déduction modulo représente certains axiomes que
l’on préfere en fait écrire sous forme de regles de réécriture. Notons qu’il peut exister
plusieurs facons de représenter une théorie a I’aide de régles de réécriture et inverse-
ment plusieurs fagons de représenter un systéme de réécriture a I’aide d’axiomes. Si
R est un ensemble de régles de termes et de prédicats, Dowek et al. (2003) proposent
de qualifier les théories permettant de représenter /R comme compatibles avec R.
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Définition 5.2.1 (Théories compatibles). Une théorie Th est compatible avec un en-
semble de régles de termes et de prédicats R dans un systéme déductif A si, = étant
la congruence engendrée par R,

Correction pour toutes formules ¢ et 1) telles que o = 1, le séquent Th = ¢ < 1
est démontrable dans A ;

Complétude pour toute formule ¢ de Th, le séquent = ¢ est démontrable dans
A+CoNVR=+CONVL= .

Par abus de langage, la correction et la complétude du paradigme de la déduction
modulo pour un systéme déductif A donné consiste en I'existence, pour tout systéme
de termes et de prédicats R, d’une théorie 7h compatible avec R dans .4. Comme le
remarque Burel (2009), la compatilibilité d’une théorie avec un ensemble de régles
dépend du systéme déductif que ’on considére.

Apres avoir introduit la déduction modulo, Gilles Dowek, Thérése Hardin et
Claude Kirchner ont ensuite démontré qu’il existait toujours pour tout systéme R
de régles de termes et de prédicats une théorie compatible avec R. Si = est une
congruence (par exemple la congruence engendrée par R), la théorie 7h= qu’elle
représente est en fait 'ensemble de formules {Vz.(¢p < 1)/ = 1}. La propriété
suivante le démontre formellement dans le cas de la déduction naturelle et du calcul
des séquents.

Propriété 5.2.1 (Correction et complétude de la déduction modulo (Dowek et al,
2003)). Il existe une dérivation de I' = A respectivement dans Nj=, NK=, L= ou
LK= si et seulement si il existe une dérivation de Th=,1" = A dans N}, NK, L} ou
LK.

Bien entendu et puisque 7h= est un ensemble infini de formules, lorsque nous
écrivons « il existe une dérivation de 7h=,I" - A », il faut lire « il existe un sous-
ensemble fini A C 7h= tel qu’il existe une dérivation de A,I' - A ».

La théorie 7h= peut étre définie a partir de moins d’axiomes, en particulier
puisque = est définie a partir de régles de termes et de prédicats. Le cas des régles de
prédicats est assez simple : on associe a chaque régle P — ¢ I'axiome VZ.(P < ¢)
ou T représente ’ensemble des variables libres de P (rappelons que FV(p) C
FV(P) par la définition 1.1.24 de régle de réécriture). Le traitement des régles de
termes est un peu plus problématique. L’intuition est de représenter chaque régle
t — u par I'axiome VZ.(t = u) ou 7 représente 'ensemble des variables de ¢ (en-
core une fois V(u) C V(t)) et = représente un symbole d’égalité. Reste & définir ce
symbole d’égalité. C’est 1a que réside la difficulté. Une solution est d’utiliser ’axiome
de Leibniz

Ve Ny.(x =y < (VP.P(x) = P(y))) .

Le fait que le symbole = définisse une congruence sur les termes est alors dérivable
dans le systéme déductif. La solution de Leibniz nous est néanmoins proscrite car
elle utilise une quantification d’ordre supérieur, c’est-a-dire une quantification sur
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les formules « VP ». On peut remplacer cet axiome par les axiomes

reflexivité Vz. z =z
transitivité Vae.VyVz. r=y=y=z=c==2
symétrie VeVy., t=y=>y==x

congruence pour tout symbole de fonction f d’arité n
Ve1...2,.Vy1..  Yp. TI=Y1= = Tpn = Yn
= f(z1...2n) = f(y1...Yyn)

congruence pour tout symbole de prédicat P d’arité n
Ve1...2,.Vy1..  Yp. TI=Y1= = Tpn = Yn
= P(x1...2p) & P(Y1...yn)

Remarquons que nous avons la un nombre d’axiome proportionnel au nombre de
symboles de fonction de ’algébre de termes et au nombre de symboles de prédicats
sous-jacents. En particulier le nombre d’axiomes est infini si le nombre de sym-
boles de fonction ou le nombre de symboles de prédicats est infini. En plus de tous
ces axiomes, la théorie associée a un ensemble de reégles de termes et de prédicats
contient donc

VZ.(t =u)  pour toute régle de termes t — u
et VZ.(P < @) pour toute régle de prédicats P — ¢ .

SiR estl’ensemble de régles de termes et de prédicats, nous noterons 7hy cette théo-
rie. Lorsque R ne contient que des régles de prédicats, nous enleverons les axiomes
concernant 1’égalité de 7hR.

Propriété 5.2.2 (Correction et complétude de la déduction modulo, version 2). Soit
= la congruence engendrée par un ensemble R de régles de termes et de prédicats.
Il existe une dérivation de I = A respectivement dans Nj=, NK=, L= ou LK= si et
seulement si il existe une dérivation de Thr,I' = A dans N, NK, L ou LK.

5.3 Elimination des coupures en déduction modulo

Nous avons vu au chapitre 2 que, dans les systéemes de déduction naturelle ou
de calcul des séquents, les coupures peuvent toujours étre éliminées : nous avons
en effet écrit des procédures terminantes qui éliminent les coupures. Par abus de
langage et par parenté avec la propriété de normalisation forte des systemes de ré-
écriture, nous appellerons cette propriété des systémes déductifs la normalisation.
Une propriété un peu plus faible mais néanmoins intéressante est I’admissibilité des
coupures, vérifiée lorsque, s’il existe une dérivation d’un certain séquent, alors il
en existe toujours une sans coupure. La normalisation implique 1’admissibilité des
coupures, puisqu’elle induit un processus permettant de construire une dérivation
sans coupure. L’admissibilité des coupures implique a son tour la cohérence (pro-
priété 2.2.5 pour NJ, propriété 2.3.6 pour LJ et LK). Ces deux implications sont aussi
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vérifiées dans le cadre de la déduction modulo, du moins pour les congruences satis-
faisant la propriété de protection des connecteurs. En revanche, si la normalisation,
I’admissibilité des coupures et la cohérence sont vérifiées dans le cadre des systémes
de déduction naturelle et de calcul des séquents, ce n’est pas forcément le cas en dé-
duction modulo. Tout d’abord la cohérence d’un systéme de déduction modulo est
équivalent a la cohérence des théories qui lui sont compatibles. Il est par exemple
trés simple de noter que si ’'on utilise la régle de prédicats P — —P, le systeme LK=
obtenu est inconsistant : a partir de la preuve du tiers exclu PV—P (dans LK C LK=),
on obtient facilement une preuve de P ainsi qu’une preuve de —P, puis finalement
une preuve de L. Il est donc important de savoir quelles propriétés des systémes de
régles de termes et de prédicats permettent d’assurer la normalisation, ’admissibilité
des coupures et la cohérence du systéme. Il peut s’avérer difficile d’avoir des critéres
syntaxiques a la fois corrects et complets. Par conséquent on s’attache a rechercher
les critéres corrects les plus larges qu’on puisse trouver.

La sous-section 5.3.1 contient des contre-exemples a la cohérence, a I’admissibilité
des coupures ainsi qu’a la normalisation de systemes de déduction modulo. La sous-
section 5.3.2 décrit des méthodes permettant de démontrer ces propriétés lorsque
certains criteres sont vérifiés par le systeme de regles de termes et de prédicats consi-
déré. Ces deux sous-sections regroupent des résultats obtenus par Dowek et Werner
(2003); Hermant (2005).

5.3.1 Contre-exemples

Le premier exemple que je vais présenter est présenté par Burel (2009). Ce contre-
exemple est une adaptation d’un contre-exemple de Crabbé démontrant la non-
normalisation de la déduction naturelle lorsqu’on lui rajoute des régles d’inférences
correspondant au schéma de compréhension restreinte. Afin d’introduire la défini-
tion de I’ensemble {x € A/p(x)}, on peut utiliser les régles d’inférence

THteAd TFo)

I
SN T e (r € AJp(a))
F'Fte{te A/o(t)} F'ktef{te A/e(t)}
€ELim1 €ELim2
' () '-teA

Notons 7, le terme {x € a/x ¢ x}. En utilisant ces régles, la dérivation 7 suivante
démontre v, € a b 14 & 7.

AXIOM

Te €ETa,Tqg Eatry €71y
€ELim1 AxIOM
Ta € TayTa €Al rg &rg Tq €ETa,Tqg Eatry €7y
Tg € Ta,Tq €Eat L

Ta €atry &ry

—ELIM

—INTRO
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Alors la dérivation 7’ suivante démontre - r, ¢ a.

AXIOM ——8MMM g
- ro €abr,€a re €Eabrg & r,
€INTRO
re €abry &rg re Calry €1y
—ELIM
re €ab L
—INTRO
Froda

Notons que l'ultime étape de 7 est une instance de —INTRO. Cette dérivation étant
directement utilisée par une instance de —=ELiM dans 7/, nous avons ici une coupure
dont la réduction renvoie la dérivation 7" suivante.

AxioM ——M8M T
r, €akr, €a e €atrg&rg
€INTRO
re CEat T, €14
AxioM ——M8M T
r, €abkr, €a Ta €atry &rg
€INTRO
re €Eat-r, €14
€ELiMm1
Ta €atry &rg
—ELIM
re €Eat L
—INTRO ————
Froda

Dans cette derniére preuve ' se trouve une instance de la coupure

T )

'-teA 'k ()
€INTRO

F'Fte{xeAlp(t)}
€ELiM1

't ()

qui se réduit naturellement en 75 et 'on obtient alors une réduction de 7" vers
7. Pour résumer, 7’ se réduit en un pas en 7" par la réduction d’une coupure
—INTRO/ELIM, et 7" se réduit en 7’ par la réduction d’une coupure €INTRO/ELIM.

Mis a part les régles de NJ, ce contre-exemple ne se sert que des instances de
€ELiM1 et €EINTRO pour 74, c’est-a-dire

I'tr,€a Ckryérg T'kr,erg
€INTRO €ELiM1 —M8M8M8M8M8—
T'tr,er, Lkryérg

Pour obtenir ces régles en déduction modulo, on peut utiliser tout simplement la
régle de prédicats r, € 7, — 17, € a ATy & 14 En fait et comme présenté
par Dowek et Werner (2003), on peut méme remplacer r, € 7, et r, € a par des
prédicats d’arité O que nous noterons respectivement A et B. La regle de réécriture
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devient A — B A —A et ' devient

s
AXIOM ——
A BF A
€ELiM1 ———  AXIoM ——
A, BF-A A BF A
AxioM —ELIM
. BF B BF-A
€INTRO
BF-A BFA
—ELIM
BEF L
—INTRO

—

et en deux étapes de réduction, se réduit en lui-méme. Cette méme dérivation ainsi
que la réduction qui lui est associée peut d’ailleurs étre traduite en calcul des sé-
quents (classique ou intuitionniste). On perd alors, en plus de la normalisation, la
propriété d’admissibilité des coupures.

Notons que I'exemple de Crabbé provient de la méme intuition mathématique
que le paradoxe de Russell. Des contre-exemples peuvent étre imaginés a partir
de lautre c6té du miroir : le coté calcul. Considérons par exemple le terme ) =
(Azx.z x) (Ax.x x) de I'exemple 1.2.2. Il n’est pas typable dans le lambda-calcul sim-
plement typé car z ne peut avoir en méme temps un type A et le type A = A.
Lorsque I’on travaille en déduction modulo, on peut choisir de considérer la régle de
prédicats A — A = A qui identifie ces deux types. Ainsi {2 prend le type A.

w
AXIOM ————— A=A=A AXIOoM
AFA= A AFA
=FELIm
=INTRO Ar4 W (A=A=4)
FA= A FA

=E
LIM }_ A

Cette dérivation contient une seule coupure et se réduit en elle-méme. C’est donc
un deuxiéme contre-exemple a la normalisation en déduction modulo.

Le probléme qui se pose alors naturellement consiste a caractériser les systémes
de regles de termes et de prédicats qui induisent la normalisation et ’admissibilité
des coupures en déduction modulo. Les deux contre-exemples que nous venons de
décrire, c’est-a-dire la régle A — B A —A puis larégle A — A = A, contiennent
des régles de prédicats. Nous avons déja expliqué que celles-ci pouvaient interfé-
rer beaucoup plus fortement avec le systéme d’inférences. Il est donc légitime de se
concentrer tout d’abord sur les systémes de réécriture ne contenant que des regles
de termes : pour ceux-ci, la normalisation est toujours vérifiée, comme 'ont dé-
montré Dowek et Werner (2003). Bien évidemment, des reégles de prédicats, méme
satisfaisant la propriété de protection des connecteurs 5.1.1, peuvent menacer la nor-
malisation du systéme de déduction modulo : c’est le cas des deux contre-exemples
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que nous venons de décrire. Remarquons que ces deux contre-exemples définissent
des systemes de réécriture qui ne terminent pas. On peut donc penser que la ter-
minaison ou encore la convergence du systéme de réécriture permet d’assurer la
normalisation du systéme de déduction modulo associé. Ce n’est malheureusement
pas le cas : Dowek et Werner (2003) décrivent un systéme de regles de termes et de
prédicats convergent et induisant un systéme de déduction modulo ne vérifiant pas
la propriété de normalisation. Ce systeme est le suivant.

Ri: ReER—-Yy.(y~R=(Rey= 1))
Ro: y~z—Vy(rey=zey)

Notons =% la congruence engendrée par R et Ry. Pour cette congruence, des
preuves de - L en déduction naturelle modulo puis en calcul des séquents modulo
sont décrites respectivement en figures 5.5 et 5.6. Remarquons aussi que la formule
L ne se réécrit en aucune autre formule par R; ou par Ro, et qu’aucune formule
ne se réécrit en L par ces mémes regles. Par conséquent, si ¢ =g L, alors ¢ = L.
La méme analyse que celle de la démonstration de la propriété 2.2.5 démontre alors
qu’il n’existe pas de démonstration sans coupure de - _L dans NJ=,,. De méme, une
analyse similaire a celle de la démonstration de la propriété 2.3.6 démontre alors
qu’il n’existe pas de démonstration sans coupure de - 1L dans LK=,. Les preuves
des figures 5.5 et 5.6 ne normalisent donc pas.

Pour résumer, nous venons de décrire plusieurs contre-exemples a la normali-
sation. Notons que seul le dernier traduit une théorie inconsistante. Les autres, bien
que ne satisfaisant pas la propriété de normalisation, induisent des systemes de dé-
duction modulo consistants. On peut donc casser la normalisation sans pour autant
casser la cohérence. Plus précisément, Hermant (2005) a démontré que I'on pouvait
perdre ’admissibilité de la coupure en restant consistant, et que ’'on pouvait perdre
lanormalisation en conservant I’admissibilité des coupures. Il produit d’ailleurs dans
les deux cas des contre-exemples convergents. Ces contre-exemples sont résumés en
figure 5.7.

5.3.2 Preuves d’élimination des coupures

Nous allons a présent décrire trois méthodes efficaces permettant d’obtenir la
normalisation ou ’admissibilité des coupures en déduction modulo. La premiere,
proposée par Gilles Dowek et Benjamin Werner, se base sur les candidats de réduci-
bilité. Cela améne les ameéne a proposer les notions de prémodéle et de superconsis-
tance (Dowek et Werner, 2003; Dowek, 2006; Dowek et Hermant, 2007). La deuxiéme
approche, proposée par Olivier Hermant, se base sur la notion de modeles et sur des
preuves de complétude forte de la déduction modulo (Hermant, 2005; Bonichon et
Hermant, 2006a,b). Enfin la derniere, proposée par Guillaume Burel et Claude Kirch-
ner, définit une méthode de complétion d’un systéme de régle de termes et de prédi-
cats, I'objectif étant d’obtenir finalement un systeme de réécriture correspondant a
un systéme de déduction modulo vérifiant ’admissibilité des coupures (Burel, 2009;
Burel et Kirchner, 2007, 2009).
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A

=INTRO

*ReRzcRr-zeR
ReRFxeR=z€R

VINTRO Ro

ReRFR~R

A
*ReRFV.(y=R= (Rey= 1))

VELIM
ReRF(R~R=(ReR= 1))
=FELIM
ReRFRe R= 1L
Ax
ReR+HFReR
=FLIM
ReRF L
=INTRO —M8MM
FReR= 1
Ax
VE Ve(rey=Recy),RecykVeaxcy=Rey
LIM
Ve (rey=z€R),RecyFRcy=ReR
Ax
Ve rey=z€R),RecyFRecy
=FELIM
Ve xr€ey=z€R),ReEy-FRER
FReR= 1
=F1Lm
Ve rey=ze€R),Recyt- L
=INTRO
Ve(xey=zeRFRecy=1
=INTRO
Fy~R=(Rey= 1)
VINTRO R1
: FReR
=ELIM
L

FI1G. 5.5 — Incohérence de NJ=,,
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y~R Rey Re R 1,1
A :
*ReyFRey ReR L, 1L

:fXRGRReyFRERLJ_
L Rey=ReR ReyFReR, 1,1
y~RReyFReR, L, 1
I{y:RReyFLL
y~RFRey= 1,1 Ax
Fy~R=(Rcy= 1), L _R ReRxeRFxeR, L
FRER, L ! ReRFzceR=zcR,1L
. ReRFR~R, 1
1L Ax :
:xLRER,J_I—L ReRFRER,L
ReR ReR=1F1 N
ReRR~R=(ReR= 1)1
ReR ReERF L

2

Cut

=R

=L

1

Ax
ReERFRER,L
Cur
Re R L

Cur

L

F1G. 5.6 — Incohérence de LK,
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r (pour les congruences protégeant les connecteurs)

= =
Admissibilité de la Coupure

" X

J

L Contre-exemple minimal : A — A= B

ReR—-Vyy~R=yeR=B
y~z -y (rey=z¢cy)

Normalisation

Contre-exemple convergent : {

L Contre-exemple minimal : A — A= A

ReR—-Vyy~R=>yeR=A=A
y~z -y (rey=z¢cy)

Contre-exemple convergent : {

F1G. 5.7 — Contre-exemples de Hermant (2005) a la normalisation en déduction mo-

dulo

Prémodeéles et pré-algebres de Heyting

Afin d’étudier la normalisation de NJ=, Gilles Dowek et Benjamin Werner pro-
posent de représenter les dérivations sous forme de lambda-termes étendus comme
nous 'avons fait en sous-section 3.1.3, mais cette fois pour la déduction naturelle
modulo. Rappelons que 'ensemble des lambda-termes étendus est défini comme le
langage hors-contexte associé a la grammaire en forme de Backus-Naur suivante.

TP, T = x|l Aea | wp| o (m) | X | o= (m, p)

| (m, p) [ fst(m) [ snd(m) | i(m) | j(m) | 0(m, x.p,y.7)
| A | wt | (t,m) | 93(m, z.x.p)

Les regles de typage sont décrites par la figure 5.8. Ce typage est dirigé par la syn-
taxe. Nous dirons qu'un lambda-terme est une introduction si la régle qui le type
correspond a une régle d’introduction de NJ= ; nous dirons que c’est une élimination
sila régle qui le type correspond a une régle d’élimination de NJ=. Enfin nous dirons
qu’un lambda-terme étendu est neutre si c’est une élimination ou une variable. On
rajoute a I’alpha-conversion et a la béta-réduction les régles de conversion suivantes
(modifiées par rapport aux régles de la sous-section 3.1.3).

Gem)p — wlp/al 8w wpyT) — pln/al

6.(Xzmp) — mpfe]  SG(mhapyr) — Tl/y
fst((m,p)) — 7 (Mxm)t — m[t/x]
snd((m,p)) — p 53((t,m), xx.p) — (plt/x])[r/x]

L’objectif est donc de démontrer la normalisation forte de cette réduction sur tous
les lambda-termes étendus bien typés. Pour cela, un simple raisonnement récursif
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IF'kFr:gp
Lo (m):9

Va 1

Y 61() ¥

RF,az:gpl—J::lﬁSOE

| N R R i i D)
A =
BS | R Vo s v=v=

PFl—7r:1/11:>1/12 I'Ep:an
T'Frp:o
7wy I'Ep:apo
T (mp) g
I'kF7m:gp I'kF7m:gp
mgpzwl/\wg snd()mwzwl/\wg

w4y | I R D)

i W@E%V% j()w¢5¢1\/¢2

5 F'kFx:p Lx:yFp:a)f L,y:apob71:9)
7 T'=o(m z.py7): )
)\_‘F,.T:’(ﬁl—ﬂ'tJ_ I'kFrm:gp F'kFp:9y

= " 5ﬁ, ="
PEXazm:p p=v t) L'koé(mp):L o=

Ap Y =11 = o

p =11 Ao

)

fst()

=11 Vi

ABS

. | R 1) {X¢}‘1}(p) , F'kFrm:p o= Vxip

T Axm:xayp | 9=y A I'Erwt:yft/x]
CEmeoylt/x]
<Jm<ﬂ=3x-¢
TEm:p F,:U:Mp:w’{ngwr,z/;)
[+ o3(m,zx.p) @ = I

63(7)

F1G. 5.8 — Typage du lambda-calcul étendu pour la déduction modulo
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sur la structure des démonstrations n’est pas suffisant : il faut utiliser par exemple
des candidats de réductibilité comme en sous-section 3.1.1. Plus précisément nous
utilisons une généralisation de la définition 3.1.1.

Définition 5.3.1 (Candidats de réductibilité). Un ensemble R de lambda-termes
étendus est un candidat de réductibilité si

- sim € R, alors ™ normalise fortement;

—sit€ERetm —n',alors7 € R;

— siT est neutre et si pour tout 7', m — 7’ implique 7’ € R, alorsw € R..
Nous noterons I’ensemble des candidats de réductibilité €.

Pour démontrer que tout lambda-terme étendu bien typé normalise fortement,
I'idée est de construire un candidat de réductibilité 17, pour toute formule ¢, puis de
montrer quesil' - 7 : @ est dérivable dans NJ=, alors m € R,,. Pour démontrer cela,
les candidats de réductibilité doivent vérifier certaines propriétés de cloture, comme
par exemple pour I'implication : si m € R se réduit en Ax.my, alors pour tout
Ty € Ry, mi[ma/x] € Ry. Dans ce cas et comme l'ont remarqué Dowek et Werner
(2003); Dowek (2006), la construction des candidats de réductibilité ressemble alors
fortement a la construction d’un modéle. Cette remarque améne alors la définition
de prémodéle suivante.

Définition 5.3.2 (Prémodeéle). Un prémodéle est la donnée de 1. un ensemble T ;
2. pour chaque fonction f d’arité n de la signature «, unefonctionf T =T
3. pour chaque prédicat P d’arité n de la signature A, une fonction P:T"-¢.
Alors si t est un terme du premier ordre et ) est une fonction associant @ chaque
variable libre de t un élément de T, I'objet |t|y est défini inductivement par x|y =
D(x) et | f(t1, .. tn)ly = f(tilo,- .., |tuls). Enfin si o est une formule et ¥ est
une fonction associant a chaque variable libre de  un élément de T', ’ensemble de
lambda-termes étendus ||y est défini inductivement comme suit.

Proposition atomique Siy est une proposition atomique P(t1, ..., t,), alors|ply =
P(|tl‘197 SERE) |tn|19)'

Implication Sip esti)1 = 1o, alors ||y est 'ensemble des lambda-termes étendus
7 € SN tels que sim —* \x.my et sima € |1y, alors mi[ma/x] € |haly.

Conjonction Sip est 1)1 A1)g, alors ||y est 'ensemble des lambda-termes étendus
7 fortement normalisants tels que si 1 —* (w1, m2), alors T € |1y et
T2 € [y,

Disjonction Si est )1 V 1o, alors |¢|y est 'ensemble des lambda-termes étendus
7 fortement normalisants tels que si 1 —* i(my1), alors T € |1y et si
7w —* j(mg), alors ma € |1)aly.

Faux Si ¢ est L, alors |p|y est I'ensemble des lambda-termes étendus fortement
normalisants.

Négation Si ¢ est =), alors ||y est 'ensemble des lambda-termes  fortement
normalisants tels que sim —* X x.m et simy € |1y, alorsmi[ma/z] € | L|y.
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Quantification universelle Si ¢ est Vx.1), alors ||y est I'ensemble des lambda-
termes T fortement normalisants tels que si 1 —* Ax.mq, si t est un terme
du premier ordre et sie € T, alors m1[t/x] € [th|yi(xe) ou ¥ + (x,€) est la
fonction égale a v excepté pour x auquel elle associe e.

Quantification existentielle Si ¢ est Ix.1), alors ||y est I'ensemble des lambda-
termes  fortement normalisants tels que sim —* (m1,t), alors il existee € T'

tel que 1 € [Y]p1 (xe)-

Pour définir un prémodeéle, le point crucial est le choix de I'interprétation P pour
chaque prédicat. Par exemple pour démontrer la normalisation de NJ, comme nous
l’avons (partiellement) fait dans en sous-section 3.1.1, on peut choisir d’interpréter
tout prédicat par I’ensemble des lambda-termes fortement normalisants. Aprés avoir
démontré que pour toute formule ¢ et pour toute fonction ¢ : X — T, ||y est un
candidat de réductibilité, on prouve alors que si 7 est de type ¢, alors m € |p|y C
SN (pour tout 1J). Cette approche n’est néanmoins plus valable dans le cas de NJ=
car alors, si 7 est de type ¢ (c’est-a-dire 7 est une dérivation de I' - ) et si ¢ = ),
alors 7 est aussi de type ¢. En particulier on ne peut plus démontrer dans tous les
cas que si 7 est de type ¢, alors m € |p|yg. Pour corriger cela, on doit supposer une
condition supplémentaire : pour tous ¢, 1, 9, si ¢ = 1, alors |¢|y = [1]y. Dans ce
cas, nous dirons que c’est un modeéle de =.

Définition 5.3.3. Un prémodéle est un modéle de = si pour tous @, 1 et 9 tels que
@ = 1 et tels que ¥ associe un élément de'l’ a toute variable libre dans @ ou ), alors

ol = [¥]v-

Dowek et Werner (2003) ont prouvé le résultat suivant.

Propriété 5.3.1 (Théoréme 3.1 puis corollaire 3.1 de (Dowek et Werner, 2003)). S’il
existe un prémodeéle qui est un modeéle de =, alors toute dérivation de Nj= est forte-
ment normalisante.

Ils démontrent aussi que certains systémes de regles de termes et de prédicats
admettent un prémodéle comme la théorie des types simples, les systémes de réécri-
ture convergents et quantifier free (c’est-a-dire dont les membres droits des régles de
réécriture ne contiennent aucun quantificateur) ou encore les systemes de réécriture
positifs (c’est-a-dire dont les membres droits des régles de réécriture ne contiennent
aucune proposition atomique en position négative) et tels que toute proposition ato-
mique admet au plus un seul réduit.

Gilles Dowek a remarqué que les prémodeéles constituent en fait une classe par-
ticuliére de pré-algebres de Heyting. Ces derniéres sont définis comme suit.

Définition 5.3.4 (Pré-algébre de Heyting). Soit B un ensemble, < une relation sur
B, A et £ des sous-ensembles de I’ensemble des parties de B, | et t des éléments de
B ainsi que des fonctions

imp,and, ot : BxB —> B, A: A—-B e €¢:E-B.
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Alors la structure (B, <, A, €, f, t,imp, and, o, A, &) est une pré-algébre de Hey-
ting si

— < est une préordre, c’est-d-dire est réflexif et transitif sur B ;

— test un plus grand élément, c’est-a-dire pour touta € B, a < t;

- ot(a, b) est une borne supérieure de a etb et and(a, b) est une borne inférieure

deaeth;

- sia € BetA€ A, alorsimp(a, A) € A;

-sia€BetE €&, alorsimp(E,a) € A;

— 2 est une borne inférieure infinie, c’est-d-dire sia € A € A, alorsA(A) < a

et si pour touta € A, b < a, alorsb < A(A) ;

— € est une borne supérieure infinie, c’est-d-dire sia € E € &, alorsa < €(E)
et si pour touta € E, a < b, alors €(F) < b.
a < imp(b, ) si et seulement si and(a, b) < c.
Nous dirons qu’une pré-algébre de Heyting est pleine si € et A sont tous les deux
I’ensemble de toutes les parties de 3. Nous dirons qu’une pré-algebre de Heyting est
ordonnée si elle est munie d’un ordre T pour lequel t et | sont respectivement le
plus grand et le plus petit I’élement, pour lequel les fonctions ot, and, &€ et A sont
croissantes, la fonction imp est croissante en sa premiére variable et décroissante en
sa deuxiéme, et contenant < (ici, supposer que (<) C (C) est équivalent a supposer
que Bt = {x/t < x} est clos par le haut pour C). Nous dirons qu’une pré-algébre de
Heyting est compléte si elle est ordonnée par I'ordre C et si tout sous-ensemble de B
admet une borne inférieure pour C. Cela implique d’ailleurs que tout sous-ensemble
de B a aussi une borne supérieure.

Elles peuvent servir de support a la définition de modéles de la déduction mo-

dulo.

Définition 5.3.5 (B-structure). Si B est une pré-algébre de Heyting, une 3-structure
est la donnée d’un ensemble T', de fonctions f.T" =T pour chaque symbole de
fonction d’aritén de « et de fonctions P.T"— B pour chaque symbole de prédicat
d’aritén de A. Si ) est une fonction associant a chaque variable libre de t un élément
de T, alors ||t||y est défini inductivement par ||x||y = V(x) et || f(t1,... ,tn)]lv =
FltLllg, - - - ltnlls)- Si 9 est une fonction associant a chaque variable libre de ¢ un
élément de T, alors |||\ est défini inductivement en figure 5.9. Notons que ||¢||y
peut étre non défini lorsque y contient des quantificateurs. Néanmoins lorsque B est
une pré-algébre de Heyting pleine, alors |||y est toujours bien défini.

Les B-structures permettent alors de définir une notion de modeéle comme suit.

Définition 5.3.6. Une B-structure est un modéle de la congruence = si, pour toutes
formules ¢ et 1) telles que p = 1), pour toute fonction ¥ associant a chaque variable
libre de ¢ et de 1p un élément de T, ||¢||y et ||¥|ly sont effectivement définis et

lello = Nl -

Gilles Dowek remarque que les candidats de réducibilité forment une pré-algébre
de Heyting pleine, ordonnée (par 'inclusion des ensembles) et compléte. En outre,
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IP(ts, . ta)llo = P(ltallo,-- - Itallo) ;
L1l = f;

Tl =t;

1 A tallo = and((l¢1ls, [[¥2]l9) ;
l[41 V 42|y = ov([[¢1ly, [[¥2llo) ;
1 = ally = tmp([[¥ll, [[¥2]lv) ;
V3]l = A{1Yllo+(@e)/eer?) 3
(e = C({lYllo+(z.e)/eer)) -

F1G. 5.9 — Valuation dans une B-structure

I'ensemble des €-structures concorde exactement avec 'ensemble des prémodéles.
Cette remarque mene a proposer la notion suivante.

Définition 5.3.7 (Superconsistance). Une congruence = est super-consistante si pour
toute pré-algebre de Heyting B, il existe une B-structure qui en est un modéle.

Alors on obtient le corollaire de la propriété 5.3.1 suivant.

Propriété 5.3.2 (Dowek, 2006, théoréme 3). Si = est super-consistant, alors Nj= est
normalisant.

Démonstration. Considérons ’ensemble des candidats de réductibilité €. Cet en-
semble définit une pré-algebre de Heyting pleine, ordonnée et compleéte. Puisque =
est super-consistant, il existe une €-structure qui en est un modéle, c’est a dire un
prémodele qui est un modele de =. Alors la propriété 5.3.1 démontre la normalisa-
tion de NJ=. ]

Notons finalement que Dowek et Werner (2003) portent ce résultat au calcul
des séquents intuitionniste modulo puis au calcul des séquents classique modulo.
Pour le premier, ils étudient des coupures commutatives dans NJ= correspondant
aux coupures commutatives du calcul des séquents. Leur résultat est le suivant.

Propriété 5.3.3 (Dowek et Werner, 2003, corollaire 4.1). Tout comme dans le cas de
N7j=, s’il existe un prémodeéle qui est modéle de =, alors I’élimination des coupures

dans Lj= normalise.

Pour le calcul des séquents classique, ils utilisent une « non non » traduction
définie comme suit.

Définition 5.3.8 (Non non traduction). Si p est une formule, alors la ~—-traduction
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)l‘\ﬁ

de o, notée (p)~", et la =—-traduction légére de @, notée (¢ , sont définies par
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La non non traduction d’un ensemble R de régles de termes et de prédicats, notée
(R)I™7, est obtenue a partir de R en transformant toute régle de prédicat P — ¢
enlarégle P — (o).

Gilles Dowek et Benjamin Werner prouvent le résultat suivant concernant LK=.

Propriété 5.3.4 (Dowek et Werner, 2003, théoréme 4.1). Si la congruence engendrée
par (R)'™ est super-consistante, alors le calcul des séquents modulo associé @ R
normalise.

Méthodes sémantiques

Nous allons a présent décrire une approche proposée par Olivier Hermant pour
démontrer ’admissibilité des coupures en déduction modulo (Hermant, 2005; Boni-
chon et Hermant, 2006a,b). Il montre qu’il est possible de s’affranchir des candidats
de réducibilité pour démontrer non pas la normalisation mais I’admissibilité des cou-
pures en déduction modulo. En fonction de la logique que 'on considére (logique
classique ou logique intuitionniste), on utilise la notion de modéle correspondante.
Les systémes déductifs (déduction naturelle ou calcul des séquents) sont alors cor-
rects et complets par rapport a ces modeéles (voir section 2.4). Pour chaque systéme
déductif et pour la notion de modele correspondante :

la correction exprime le fait que s’il existe une preuve du séquent I' - A, alors
tout modele M le valide ;

la complétude exprime le fait inverse, c’est-a-dire si tout modeéle M valide le sé-
quent I' = A, alors il en existe une dérivation.

Pour obtenir une preuve d’admissibilité des coupures, Hermant (2005) utilise une
version de la complétude plus forte, qu’il appelle complétude forte. C’est la complé-
tude du systéme sans coupure : si tout modéle M valide le séquent I' - A, alors
il en existe une preuve sans coupure. La correction associée a la complétude forte
implique finalement I’admissibilité des coupures puisque le cas échéant, s’il existe
une dérivation de I' = A, par correction tout modéle valide ce séquent, puis par
complétude forte il en existe une dérivation sans coupure.

Bien stir, les définitions de correction, de complétude et de complétude forte
d’un systéme de déduction modulo associé a une certaine congruence = différent des
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définitions pour NJ, NK, L] ou LK : les modéles y sont restreints aux modéles validant
la congruence =. Tout comme les B-structures, un modéle valide une congruence
= si pour toutes formules ¢ et v telles que ¢ = 1, le modéle associe a ¢ et 1) une
méme dénotation.

La correction et la complétude des systémes de déduction modulo sont acquises :
elles reposent sur I’existence d’une théorie compatible 7h pour toute congruence =
et sur la correction des systémes NJ, NK, L] et NK. En revanche c’est la complétude
forte qui pose probléme. Elle constitue le point crucial d’une preuve d’admissibilité
des coupures. Elle n’est pas vérifiée pour toute congruence, comme le démontrent
les contre-exemples de la section 5.3.1. Néanmoins, Olivier Hermant a prouvé qu'un
certain nombre de classes de systémes de régles de termes et de prédicats la véri-
fient (Hermant, 2005; Bonichon et Hermant, 2006a,b). Pour ce faire, il raisonne par
contraposée : en supposant qu’un certain séquent n’admette aucune dérivation sans
coupure en déduction modulo, il construit un modéle de la congruence qui ne va-
lide pas le séquent en question. Cette approche lui a permis d’obtenir d’intéressants
critéres d’admissibilité des coupures, tant dans le cadre classique qu’intuitionniste.

Elimination des coupures par complétion

Guillaume Burel et Claude Kirchner proposent une autre approche a I’élimination
des coupures (Burel, 2009; Burel et Kirchner, 2007, 2009). Au lieu d’étudier des critéres
permettant d’établir qu'un systéme de régles de termes et de prédicats admet la pro-
priété de normalisation ou d’admissibilité des coupures, ils proposent une méthode
permettant de compléter un systéme de regles de termes et de prédicats ne satisfai-
sant pas ’admissibilité des coupures en rajoutant de nouvelles regles de prédicats.
Le but est d’obtenir finalement un nouveau systéme de regles équivalent et corres-
pondant a un systéme de déduction modulo admettant les coupures. Cette méthode
de complétion se place dans le cadre des systémes canoniques abstraits (Bonacina
et Dershowits, 2008; Dershowits et Kirchner, 2006) qui, par exemple, contiennent la
complétion a la Knuth et Bendix (1970).

Ils utilisent une variante du calcul des séquents classique modulo : I'ensemble
R des régles de prédicats est divisé en deux ensembles R et R~ puis les régles de
conversion CONVR et CoNVL sont remplacées par les régles

'k Po,po, A I, Po,po - A
FOODR ——————— P s p e R™" FoooDL ————— P - 9o € R~
'k Po, A I'Po A

En fait, le systéme obtenu est une restriction du calcul des séquents modulo pola-
risé (Dowek, 2002), la restriction appliquée par Guillaume Burel et Claude Kirchner
consistant a remplacer les regles de conversion par des régles de folding a la Prawit;
(1965).

Afin d’obtenir ’admissibilité des coupures du calcul des séquents obtenus ainsi
a partir de R et R, leur approche consiste a considérer ce qu’ils appellent des
dérivations critiques (a Uinstar des paires critiques des systémes de réécriture de
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termes). Une dérivation critique est une dérivation minimale qui n’est pas en forme
normale qui ne contient strictement que des preuves en forme normale.

Idéalement, la complétion du systéme défini par les ensembles de régles R et
R~ consiste a identifier les séquents associés aux racines des dérivations critiques
puis a rajouter des regles de prédicats leur correspondant. Malheureusement, iden-
tifier ces séquents est indécidable pour la logique des prédicats (Burel et Kirchner,
2007, 2009). Pour contourner ce probléme, on peut utiliser le fait que les dérivations
critiques ont toujours la forme

r-A

ou 7 et 7’ sont des preuves sans coupure ot I’on ne peut pas leur retirer d’inférence
inutile et ou 'une des conversions P — ¢ et P — 1 n’est pas relative a une régle
de termes. Ce critére caractérise une classe strictement plus grande que la classe
des démonstrations critiques. Néanmoins cette classe est identifiable, en utilisant
par exemple TaMeD sur les séquents - ¢, P et ¢, P - et en rajoutant au fur et a
mesure des formules dans les contextes I" et A afin de bien obtenir finalement des
dérivations (sans coupures) de I' - ¢, P, A et I',¢, P = A. L’itération de cette
méthode permet finalement d’obtenir un systéme de reégles complété induisant un
systéme de déduction n’admettant plus de preuves critiques. Un tel systéme vérifie
la propriété d’élimination des coupures.

5.4 Automatisation de la déduction modulo

Nous allons a présent présenter des méthodes de recherche de preuve adaptée
a la déduction modulo, c’est-a-dire des procédures automatiques construisant per-
mettant d’affirmer ou d’infirmer I'existence d’une dérivation d’un certain séquent
en déduction modulo. L’approche de la déduction modulo ne remet aucunement
en cause I'indécidabilité de la logique du premier ordre. Ces procédures ne pour-
ront donc pas étre a la fois completes et terminantes. Ces procédures automatiques
restent néanmoins I'une des raisons d’étre de la déduction modulo : utiliser la ré-
écriture pour modéliser certains axiomes calculatoires permet de les orienter et si le
systéme de réécriture obtenu est convergent, on obtient alors un processus décidant
la congruence engendrée de facon bien plus efficace que ce que pourrait faire une
processus utilisant les axiomes non orientés. Un exemple tres convainquant (Dowek
et al., 2003) consiste a considérer un axiome d’associativité

(a+b)+c=a+(b+c).

Non orienté, cet axiome peut malheureusement générer des réarrangements infinis
de parentheses. Par contre si on I’oriente, on obtient la régle de réécriture

(a+b)+c—a+ (b+c)
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EXTENDED RESOLUTION

{P1,...,Py,Q1,...,Qm}Ci] {=R1,...,7R,, S1,...,5}Co]

{Q1, . QmyS1,. ., S CLUCU{P =~ =P, =Ry = = Rp} ]
EXTENDED NARROWING
v[C] l—-reR v, proposition atomique v € clF(v[r]w)

V' [CU {U|w =1l}]
F1G. 5.10 — Régles de ENAR

induisant un systeme de réécriture convergent. L'une des motivations de la déduc-
tion modulo est donc d’éviter ce genre de désagréments a I'utilisateur de procédures
de recherche de preuves.

Nous allons tout d’abord présenter ENAR (Extended Narrowing And Resolu-
tion), extension de la résolution et du narrowing au systémes de déduction modulo
proposée par Dowek et al. (2003). Ensuite nous décrirons TaMeD (Tableaux Method
for Deduction Modulo), extension de la méthode des tableaux a la déduction modulo
mise au point par Richard Bonichon (Bonichon, 2004; Bonichon et Hermant, 2006b;
Bonichon, 2006).

5.4.1 Narrowing étendu et résolution : ENAR

La premiere méthode de démonstration automatique basée sur la déduction mo-
dulo est ENAR (Dowek et al., 2003). Comme 'indique son nom, elle se base sur la
méthode de résolution exposée en sous-section 2.5.1 et le narrowing. Le systéme
ENAR travaille donc sur des formes clausales T. Chaque clause v dans T est as-
sociée a un ensemble C' de contraintes de la forme P = @ ou P et () sont des
propositions atomiques. Une clause v associée a un ensemble de contraintes C' est
donc notée v[C]. Un ensemble de contraintes C est satisfaisable s’il existe une sub-
stitution o tels que, pour chaque couples P = Q € C, Po et Qo sont effectivement
des formules égales. ENAR, tout comme la déduction modulo, est paramétré par un
systéme de réécriture R. ENAR comprend les deux regles d’inférence décrites par
la figure 5.10.

Extended Resolution La premiére correspond au mécanisme de résolution : & partir
de deux clauses de T, elle permet d’en générer une troisiéme.

Extended Narrowing La deuxieme correspond au mécanisme de narrowing et en-
code la congruence correspondant au systéme de réécriture R : I'une des pro-
positions atomiques v},, d’'une clause v de T est remplacée par le membre
droit r d’une régle de réécriture ! — r de R. On obtient un nouvel ensemble
de formules v[r],, qu’il faut remettre en forme clausale grace au systéme de
réécriture de la figure 2.16. La contrainte v|,, = [ est ajoutée aux clauses de
cette forme clausale qui sont elles-mémes ajoutées a Y.
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Les deux regles de ENAR sont utilisées de la facon suivante. Le point de départ est
une formule, mise en forme clausale grace au systéme de réécriture de mise en forme
clausale. On applique alors de maniere itérée les regles de ENAR afin de générer le
maximum de nouvelles clauses, enrichissant ainsi la forme clausale sur laquelle on
travaille. Si ’'on obtient une forme clausale contenant la clause vide (c’est-a-dire un
ensemble vide de formules) dont la contrainte est satisfaisable, nous obtenons une
réfutation de la formule de départ : celle-ci est fausse. Au contraire si 'on obtient
une forme clausale ne contenant pas la clause vide, mais a laquelle ENAR ne peut
plus rajouter de clauses, on ne peut ni confirmer ni infirmer la validité de la formule.

Gilles Dowek, Thérese Hardin et Claude Kirchner, apres avoir introduit la dé-
duction modulo ainsi que ENAR, démontrent la correction et la complétude de ce
dernier systeme par rapport au calcul des séquents classique modulo LK= dans le
cadre des systémes de réécriture confluents.

Définition 5.4.1 (Correction et complétude de ENAR). Soit R un systéme de régles
de termes et de prédicats confluent et soit = la congruence qu’il engendre.

Correction (Hermant, 2005) Si ENAR paramétré par R génére la clause vide mu-
nie d’une contrainte satisfaisable a partir de cIF(I', =A) en un nombre fini
d’étapes, alors ' = A est dérivable dans LK= sans coupure.

Complétude (Dowek et al., 2003, théoréme 3.1) S’il existe une dérivation sans cou-
pure de ' = A dans LK=, alors ENAR paramétré par R génére en un nombre
fini d’étapes la clause vide munie d’une contrainte satisfaisable a partir de

cIF(T, ~A).

déduction modulo sans coupure .

Remarquons que la complétude d’ENAR affirme que 'on peut engendrer la
clause vide lorsqu’il existe une preuve sans coupure en calcul des séquents modulo.
La méthode ENAR n’est donc compléte que par rapport au calcul des séquent mo-
dulo sans coupures. Lorsque le calcul des séquents modulo en question ne satisfait
pas ’admissibilité des coupures, il existe des séquents dérivables a ’aide de la régle
de coupure que 'on ne peut affirmer avec ENAR, car ils n’admettent pas de dériva-
tion sans coupure en déduction modulo. ENAR n’est donc pas complet par rapport
au calcul des séquent modulo avec coupures. Il est donc important de caractériser,
a laide des méthodes décrites en section 5.3.2, quels systémes de regles de termes
et de prédicats engendrent un systéme de déduction modulo vérifiant la propriété
d’admissibilité des coupures : on pourra alors utiliser la méthode ENAR en garantis-
sant sa complétude par rapport a la déduction modulo avec coupures. En particulier
si R est un ensemble de régles de termes et de prédicats confluent tel que LK mo-
dulo R admet les coupures, alors ENAR paramétré par R permet de semi-décider
I'insatisfaisabilité d’une formule dans la théorie Zhx : Si a partir de la clause clF ()
on obtient une forme clausale contenant la clause vide munie d’une contrainte sa-
tisfaisable, c’est que ¢ est insatisfaisable dans la théorie Zh. Si I'on obtient une
forme clausale sur laquelle ENAR ne s’applique plus et ne contenant pas de clause
vide munie d’une contrainte satisfaisable, c’est que ¢ est satisfaisable dans la théorie
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(Bip1 Vo | T)[C] —  (Bypr | (B,p2 | T)[C]
(Byor A2 [ T)[C] —  (Bypr,92 | T)[C]
(Bip1r = @2 | T)[C] — (B,—¢1 | (B,p2 | T)[C]
(B,L|T)[C] — T)[C]
B, T|ITC] — B|T)[C]
(B,Vz.o | T)[C] — (B,Vz.p,0ly/z] | T)[C]

ou y est une variable fraiche

(B,3z.¢0 | TC] — (Bolf(yr,---,yn)/2] | T)[C]
ou f est un symbole de fonction de Skolem frais
et yi1,..., Yy sont les variables libres de B, 3x.¢.

(extended branch closure)
(B,p1,~2 | T)[C] — (T)[CU{p1 = w2}
(extended narrowing)

(B,o | TC] — (Bglrlw | T)[CU{pn =1}]
oul -reRrR

F1G. 5.11 — TaMeD

Thr. Enfin si ENAR ne termine pas, c’est que la formule ¢ est satisfaisable dans la
théorie 7hk mais la méthode ne permet pas de le montrer car elle ne termine pas.

5.4.2 Meéthode des tableaux pour la déduction modulo : TaMeD

Nous allons a présent décrire la méthode des tableaux étendue a la déduction
modulo par Richard Bonichon (Bonichon, 2004; Bonichon et Hermant, 2006b; Boni-
chon, 2006) et qu’il appelle TaMeD. La méthode TaMeD manipule des tableaux aux-
quels sont associés des ensembles de contraintes de la forme ¢ = 1. Tout comme
dans la sous-section précédente, un tel ensemble de contraintes C' est satisfaisable
s’il existe une substitution o tels que, pour chaque couples P = Q € C, Po et Qo
sont effectivement des formules égales. Un tableaux 7 associé a a une contrainte C
est noté (7')[C]. TaMeD se compose alors des régles suivantes.

Ces régles ont pour but la réfutation du tableaux, c’est-a-dire de la formule qu’il
représente. TaMeD différe de la méthode des tableaux que nous avons décrite en
sous-section 2.5.2 par les deux régles suivantes.

Extended Branch Closure Celle-ci permet de fermer une branche : si la branche
contient a la fois une formule et sa négation, puisqu’elle correspond a leur
conjonction, cette branche est immédiatement réfutée.

Extended Narrowing Tout comme pour la méthode ENAR, la deuxiéme corres-
pond au mécanisme de narrowing et encode la congruence correspondant au
systéme de réécriture R : I'une des proposition atomiques (|, d’'une branche
B, ¢ du tableau est remplacée par le membre droit r d’une régle de réécriture
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[ — r de R. On obtient une nouvelle branche B, ¢[r],, qu’il faut continuer a
traiter et la contrainte ¢|,, = [ est ajoutée au tableau.

Richard Bonichon, apres avoir introduit TaMeD, démontre la correction et la
complétude de cette méthode.

Propriété 5.4.1 (Correction et complétude réfutationnelle de TaMeD (Bonichon,
2004, théoréme 1)). Soit R un systéme de régles de termes et de prédicats confluent
et soit = la congruence qu’il engendre.

Correction Si TaMeD paramétré par ‘R transforme en un nombre fini d’étapes le
tableau {{p}} en un tableau vide associé a un ensemble de contraintes satis-
faisable, alors © - est dérivable dans LK=.

Complétude réfutationnelle S’il existe une dérivation sans coupure de o - dans
LK<=, alors TaMeD paramétré par R transforme en un nombre fini d’étapes
le tableau {{¢}} en un tableau vide associé a un ensemble de contraintes
satisfaisable.

Notons que TaMeD n’est pas complet par rapport au calcul des séquents modulo
avec coupure. Cela souligne encore une fois I'importance de caractériser, a ’aide des
méthodes décrites en section 5.3.2, quels systemes de régles de termes et de prédicats
engendrent un systéme de déduction modulo vérifiant la propriété d’admissibilité
des coupures : on pourra alors utiliser la méthode TaMeD en garantissant sa com-
plétude par rapport a la déduction modulo avec coupures. Dans ce cas la méthode
TaMeD (tout comme la résolution, la méthode des tableaux ou encore ENAR) permet
de semi-décider I'insatisfaisabilité d’une formule : Si R est un ensemble de régles
de termes et de prédicats confluent et tel que LK modulo R admet les coupures,
alors pour réfuter une formule ¢, on applique itérativement les régles de la figure
5.11 au tableau {{(}} tant que cela est possible. Lorsque I'on obtient un tableau sur
lequel aucune regle de TaMeD s’applique, alors s’il s’agit d’un tableau vide dont la
contrainte est satisfaisable, c’est que le ¢ est insatisfaisable. Au contraire s’il s’agit
d’un tableau non vide ou bien dont la contrainte n’est pas satisfaisable, c’est que
 est satisfaisable. Enfin il est possible que 'application des regles de TaMeD ne
termine pas et dans ce cas la formule est satisfaisable mais la méthode TaMeD ne
permet pas de le montrer (puisqu’elle ne termine pas).



Chapitre 6

Superdéduction

Dans le précédent chapitre nous avons présenté le paradigme de déduction mo-
dulo qui permet de traduire la partie calculatoire d’une théorie en systeme de ré-
écriture puis d’enrichir un systéme déductif grace a la relation de réécriture ainsi
engendrée. Dans ce chapitre, nous présentons un concept dual appelé superdéduc-
tion. La superdéduction permet de transformer la partie déductive d’une théorie en
nouvelles inférences venant elles aussi enrichir le systéme déductif. Déduction mo-
dulo et superdéduction sont donc deux paradigmes se complétant. Tout ce qui est
présenté au cours de ce chapitre constitue une contribution original de cette these
que j’ai développée avec le concours de Paul Brauner et Claude Kirchner et qui a
fait Iobjet de plusieurs publications (Brauner et al., 2007a,b).

Plonger une théorie comme I’arithmétique en logique du premier ordre puis
l'utiliser directement dans des déductions en déduction naturelle ou en calcul des
séquents n’est pas une heureuse idée. L’exemple de la figure 5.1 montre que méme
des formules simples deviennent ardues a dériver et que les dérivations produites
sont difficilement lisibles. Le point de vue de 'approche « superdéduction » est le
méme que celui de I’approche « modulo » : les systémes déductifs de Gentsen, bien
que plus avancés que les systémes a la Hilbert, constituent des langages assembleur
de la déduction. La déduction modulo est la superdéduction sont des pas en avant
vers des langages déductifs de haut niveau. Ces deux approches ne s’excluent pas
mutuellement mais au contraire se completent. Nous avons vu que la déduction
modulo doit se rapporter a la partie calculatoire d’une théorie. De maniére duale,
la superdéduction se rapporte a la partie déductive d’une théorie : certains axiomes
de la théorie représentent en fait un pouvoir déductif que I'on peut caractériser en
termes de dérivations ouvertes. La superdéduction propose de remplacer simplement
ces axiomes par les regles d’inférences correspondant directement a ces dérivations
ouvertes. Le pouvoir déductif est donc le méme, mais la dérivation est plus lisible.
Considérons par exemple Vz.Vy.(x C y) < (Vz.2 € x = z € y). La dérivation en
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calcul des séquents suivante démontre que cet axiome implique A C A.

AxXioM
.,2EAFACAze A
=R
o FACAzeA=>2€ A
VR Axiom
L--.I—AQA,Vz.(zeAézeA) L.,LACAFACA
=

o, (Vz(2€eA=>2€A)=>ACAFACA
(ACA) eV (zeA=2c A)FACA

Vy(ACy) Ve (€ A=>2zecyFACA

VeVy(x Cy) < (Vzzex=2€cy)-FACA

AL

L’axiome que nous venons d’utiliser et servant de définition au prédicat C peut
étre vu comme une regle de calcul et ainsi étre remplacé par la regle de réécriture
x Cy — Vz.z € x = z € y.La dérivation s’écrit alors en déduction modulo

comme suit.
AXIOoM

z€EAFz€ A
FzeAd=2c A

FACA

=R

ACA— Vzze A= z€ A)

Par rapport a la premiére dérivation que nous avons écrite, celle-ci correspond aux
trois inférences les plus hautes, c’est-a-dire la décompositionde Vz.z € A = z € A.
Tout le reste de la premiére dérivation (les cinq autres inférences) a été remplacé par
la réécriturede A C AenVz.z € A= z € A

La superdéduction propose d’aller plus loin que la déduction modulo précisé-
ment lorsque ’axiome que 1’on recherche a traduire ressemble a la définition d’un
prédicat P sous la forme d’une équivalence VZ.(P < ¢) ou d’une régle de prédi-
cats P — (. Alors que la déduction modulo remplace I'axiome Vz.Vy.(x C y) <
(Vz.z € © = z € y) par une régle de réécriture permettant de traduire t C u
par sa « définition », la superdéduction propose de rajouter a cette traduction la dé-
composition des connecteurs de cette définition. En déduction modulo, on utilise
moralement I'inférence

IFVzzet=zecu A

ConvR tCu—Vzzet=z€cu
'ctCu,A

que 'on peut faire suivre par les inférences

I'zetkzeu A

'Fzet=zeu A
VR ou INTRO Z FRAIS
F'EVYzzet=zeu A )

=R ou INTRO

En superdéduction, nous aurons I'inférence

I'zetkzeu A
INcLUSsION Z FRAIS

'tCu,A
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Ce raccourci, dans le cas de la preuve de A C A, conduit directement a la dérivation

AxioM

z€AFz€ A
FACA

INcLUsION

Cette derniére dérivation est de loin la plus simple des trois dérivations de A C A
que nous avons écrites. Par ailleurs la régle d’inférence INncLusION traduit directe-
ment le raisonnement que font les mathématiciens lorsqu’ils écrivent « Prouvons
quet C w. Soit donc z quelconque tel que z € t. Si I'on démontre que z € u, alors
nous aurons démontré quet C u. »

Larégle d’inférence INCcLUSION consideére virtuellement le prédicat C comme un
connecteur construit a partir des connecteurs = et V de la formule Vz.z € x =
z € y. En ce sens et si Pon utilise la classification des inférences de la déduction
naturelle, la régle INCLUSION est une introduction. C’est une introduction a droite
si 'on utilise la classification du calcul des séquents. Cette regle vient donc de pair
avec ses duales, c’est-a-dire une reégle d’élimination en déduction naturelle ou bien
une régle d’introduction a gauche en calcul des séquents. Celles-ci correspondent
respectivement a 1’élimination et a I'introduction a gauche des connecteurs V et =
de la « définition » de C. Ces regles sont

IncrusionN (ELim) INcLUSION (INTROL)
'HtCu F'Foet 'Fvet A veuk A
I'Fveu et 'tCuk A

La premiére de ces deux régles, a 'instar des regles de la déduction naturelle, est
intuitive. Elle représente le raisonnement « Si ¢ est inclus dans u et v est un élément
de t, alors v est un élément de u.» La deuxiéme régle est un peu moins intuitive
pour le lecteur peu accoutumé au calcul des séquents mais reste néanmoins tout a
fait naturelle. On peut la lire comme une réfutation de ¢ C w : « Pour réfuter le fait
quet est inclus dans u, il faut trouver un élément v det qui n’est pas un élément de
u, c’est-a-dire démontrer v € t et réfuter v € u ». La régle d’introduction a gauche
se reformule aussi par « Si I'on a démontré que v est un élément de t et que l'on a
aussi démontré A en supposant que v est un élément de u, alors en supposant que
t est inclus dans u, on obtient A. » Ces deux régles d’inférence correspondent bien
respectivement a I’élimination ou a I'introduction a gauche des connecteurs V et =
de la formule Vz.2 €t = 2z € w.

I'EVzzet=z€cu

VELIM
'Fvet=veu 'Fvet
=FELIM
I'Fveuw
'Fovet A Tveuk A
=L

lvet=veukr A
I''Vzzet=zceuk A
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Cette approche peut étre mécanisée. Nous appellerons les systemes déductifs
ainsi obtenus des systémes de superdéduction. Le reste de ce chapitre est consacré
a la présentation de ces systémes et des développements qui en découlent. J'y dé-
montre aussi que les preuves dans un systéme de superdéduction sont beaucoup plus
proches de lintuition et de la pratique humaine a l'aide d’une série d’exemples in-
cluant I’égalité et I'induction noethérienne. Si I’idée originelle est de Wack (2005),
la présentation des systémes de superdéduction, en particulier sous la forme d’un
calcul des séquents, est 'une de mes contributions personnelles mise au point avec
le concours de Paul Brauner et Claude Kirchner (Brauner et al., 2007a,b). En parti-
culier nous avons introduit un langage de termes de preuve ainsi qu'une procédure
d’élimination des coupures tous deux basés sur le langage d’Urban (sous-section
3.3.2) est ses procédures d’élimination des coupures (Urban et Bierman, 2001; Ur-
ban, 2001, 2000). Nous avons prouvé la normalisation forte du systéme sous des
hypothéses appropriées et naturelles, ce qui implique alors la cohérence de la théo-
rie sous-jacente et du systéme de déduction. Ces développements sont présentés en
section 6.2. Enfin nous avons montré comment la superdéduction associée a la dé-
duction modulo peuvent former la fondation formelle d’une nouvelle génération
d’assistants de preuve en développant un prototype d’implémentation de la super-
déduction modulo, Lemuridae.

D’autres paradigmes proposent de rajouter des inférences spécialisées représen-
tant des théories. En particulier ’assertion level de Huang (1994) est motivé par
la présentation des preuves en langue naturelle. Une deuxiéme approche proposée
par Negri et von Plato (1998, 2001) exprime des axiomes sous forme d’inférences.
Néanmoins ces inférences n’agissent que sur la partie gauche des séquents et donc
n’interagissent que pauvrement avec I’élimination des coupures. La superdéduction
se rapproche plus de la definitional reflection de Schroeder-Heister (1993, 1990, 1989)
qui permet d’ajouter a un calcul des séquents intuitionniste des régles d’introduction
a gauche et a droite représentant ce qu’il appelle une definitional clause corres-
pondant & ce que nous appelons « régle de prédicats ». En particulier des résultats
d’élimination des coupures ont été prouvés pour ces logiques avec définitions et in-
duction. Cependant nous verrons que travailler avec un calcul des séquents classique
premet de traiter des axiomes plus généraux.

6.1 Principes de la superdéduction

Nous allons a présent décrire le calcul mécanisé des nouvelles régles d’inférence
introduites par la superdéduction pour représenter des régles de prédicats. Deux
présentations non équivalentes du paradigme de la superdéduction sont présentées
ici : la déduction supernaturelle engrengée a partir de la déduction naturelle intui-
tionniste et la superdéduction engrengée a partir du calcul des séquents classique.
Commencons par la déduction supernaturelle.
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6.1.1 Déduction supernaturelle

Les avantages de la déduction modulo proviennent de la liberté que celle-ci
laisse a I'utilisateur dans I’application du mécanisme de réécriture. Cette souplesse
apporte une forte expressivité en complexifiant toutefois 'application du systéme
d’inférence : bien que la réécriture des termes soit légitime pour capturer les étapes
de calcul, il peut s’avérer difficile de raisonner sur des propositions modulo une con-
gruence. En effet a chaque étape il est nécessaire de fournir le bon représentant de la
classe d’équivalence considérée. Plus précisément, ’application des régles de déduc-
tion n’est plus dirigée par la syntaxe (en fait par le connecteur de téte) de la formule
a prouver. Considérons encore une fois la régle de réécriture x C y — Vz.(z €
r = z € y) traduisant la définition de I'inclusion. Alors on peut construire une
dérivation en déduction naturelle modulo de la forme

Fzet=z€u
VINTRO tCu=Vz.(z€t=z2€u)
FtCu .

Bien que nous appliquions la regle d’inférence VIntro, le connecteur V n’apparait
pas en téte du la formule ¢ C u que I'on prouve ici. Il est nécessaire de considérer la
formule Vz.(z € t = z € u) qui lui est congrue pour faire apparaitre ce connecteur.
Notons tout de méme que si le systéme de réécriture définissant la congruence =
vérifie la propriété de protection des connecteurs (propriété 5.1.1), on peut garantir
que les formules de la forme ¢ C u représentent des quantifications universelles. On
retrouve alors un systéme dirigé par la syntaxe modulo réécriture.

Dans sa these, Wack (2005) propose de remplacer la congruence sur les propo-
sitions par de nouvelles régles d’inférence. L’idée est de considérer des axiomes de
la forme P = ¢ ou P est atomique. Ces atomes correspondent donc a des regles de
prédicats. Cette idéé n’est pas totalement neuve : déja Prawits (1965) avait proposé
de remplacer de tels axiomes par des régles d’inférences remplacant ¢ par P et in-
versement, appelées regles folding et unfolding. Benjamin Wack propose en outre
que ces régles introduisent et éliminent le maximum de connecteurs de . L’idée est
d’appliquer tant que possible un sous-ensemble des régles de NJ & ¢ pour obtenir les
nouvelles prémisses des régles d’introduction et les conclusions des nouvelles régles
d’élimination.

Définition 6.1.1 (Calcul des régles de déduction supernaturelle). Soit une régle de
réécriture R : P — . Pour calculer la régle d’introduction de R, on manipule
un ensemble de séquents S ainsi qu’un ensemble C' de couples (x,1") ou = est une
variable du premier ordre et I' un contexte. Un tel couple représente la condition de
bord x ¢ FV(T'). L’ensemble S représente les prémisses de la régle d’introduction.
On initialise S et C' respectivement par S = {F ¢} et C' = (). Puis on répéte les
opérations suivantes.

Alntro Si S contient un séquent de la forme I' F 11 A 19, on le remplace par les
séquents I' = 1 et I' - 1o.
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=Intro Si S contient un séquent de la forme ' F- 11 = 19, on le remplace par le
séquent I' 11 F ha.

Vintro SiS contient un séquent de la forme ' - Vx.4), on le remplace par T |- ) et
on rajoute (z,T") a C.

Finalement, si S = {I'; - ¢;/1 <i < n} et C = {(a, Ax)/1 < k < p}, la régle
d’introduction associée a R est celle représentant les inférences

I''l'yo kYo LD Tho o
'k Po

x ¢ FY(I', Agyo) pourTouT 1 < k< p

ou o est une substitution dont le domaine est inclus dans FV(P).

Pour calculer les régles d’élimination de R, on manipule un ensemble de formules
S, un ensemble V' de variables du premier ordre ainsi qu’une formule1). La prémisse
principale des régles d’élimination sera - . L’ensemble des formules S représente
Pensemble des prémisses secondaires. Enfin V' représente les variables qui pourront
étre instanciées par la régle d’élimination. On initialise S, V' et 1) respectivement
parS =0,V = et ) = p. Puis on répéte les opérations suivantes.

AElim Si) est de la forme 1y A g, on continue en paralléle le calcul ot 1) est rem-
placé par )y et par s, obtenant ainsi deux ensembles de régles d’élimination
dont on fait finalement I'union.

=Elim Si est de la forme ¢; = 19, alors on rajoute la formule i)y a S et on
remplace 1 par ys.

VElim Siv est de la formeVx.4), alors on rajoute la variable x a V puis on continue
en remplagant 1) par '

Finalement, si S = {¢;/1 < i < n}, la régle d’élimination associée a R est celle
représentant les inférences

' Po I'Eyyo I'EYno
'

ou o est une substitution dont le domaine est inclus dans VU FV(P) et ou 1)’ est
Yo siy = L, n’importe quelle formule sinon.

On obtient systématiquement une regle d’introduction par régle de prédicats.
En revanche, le cas AElim (correspondant a la régle de d’inférence AELIM) permet
d’obtenir plusieurs régles d’élimination pour la méme régle de prédicats. Les calculs
de ces régles d’introduction et d’élimination correspondent a ’application de cer-
taines inférences de la déduction naturelle : a partir du séquent I' - ¢, pour trouver
la régle d’introduction de R, on applique en fait du bas vers le haut les régles

Py I'Eae -4 ¢ FV(T) L1 o
' Ag , I'FVx. et I'Fyp = o
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tant qu’il reste des formules auxquelles ces régles s’appliquent; pour trouver les
regles d’élimination de R, on applique en fait du haut vers le bas les régles

T'FY Ao T'F1 Ao I'EVz

Ty, , Thyy , TFy[t/a]
Thoy =1 Dk k1
Tk s et TFip

tant qu’il reste des formules auxquelles ces regles s’appliquent. Enfin on collecte
toutes les prémisses ainsi formées, les conditions d’application et la conclusion, et
on remplace ¢ par P pour bien obtenir des régles qui concernent P. Les systémes
de déduction supernaturelle sont alors définis comme suit.

Définition 6.1.2 (Systéme de déduction supernaturelle). Soit un ensemble de régles
de prédicats R. Le systéme de déduction surpernaturelle associé a R est défini comme
Pensemble des inférences correspondant aux régles de la déduction naturelle et aux
régles de déduction supernaturelle construites a partir de R ;

Considérons encore un exemple de la théorie des ensembles traduisant les défi-
nitions de I'inclusion et de I’ensemble vide.

Caef:yCz — Va(rey=zcz)
R =
Dgeg 20 — L

Ces régles de prédicats induisent une régle d’introduction et une régle d’élimination
pour la définition de I'inclusion ainsi qu’une regle d’élimination pour la définition
de I'ensemble vide :

0o E 'Ftel coq IrzetkFzxzeu ¢ FV(T)
e - “de TRO
def M e def TR 'tCu !
I'FtCu I'Fovet
CgefELIM
et I'Fveuwu

Ces regles sont tout a fait naturelles et traduisent trés bien le raisonnement des
mathématiciens. Par exemple la régle C,.¢ELim représente le raisonnement « Si ¢
est inclus dans u et v est élément de t, alors v est élément de u » . La dérivation
suivante est valide dans le systéme de déduction supernaturelle associé a R.

AxioM ——————

0o E z€PF=z€
de fELIM

</ reEPF=xc A
CgefINTRO

F=0C A

Cette démonstration est concise, lisible et utilise les inférences de la superdéduction
au lieu d’un contexte déductif constitué d’axiomes correspondant & C e et Dge .

Les inférences des systémes de déduction supernaturelle sont calculées a partir
d’inférences de NJ. Cela se traduit par la propriété suivante.
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Propriété 6.1.1 (Correction des régles de déduction supernaturelle). Si P — ¢ est

une régle de prédicats aboutissant aux inférences

I'l'yo Yo LI ThoF 0o
I'- Po

xp ¢ FV(T,Apo) pourTouT 1 < kK < p

et
'+ Po I' o I'FYno

=

alors si dans la conclusion de l'introduction et dans la prémisse principale de
Iélimination, Po est remplacé par po, on obtient des inférences admissibles dans
N7j.

En découle un premier résultat important en rapport a la déduction supernatu-
relle : sa complétude et correction en rapport a NJ. Tout comme pour la déduction
modulo, une régle de prédicat P — ¢ correspond en fait & un axiome Vz.(P < ¢)
ou T représente les variables libres de P. Rappelons que si R est un ensemble de
régles de prédicats, la théorie {VZ.(P < ¢)/P — ¢ € R} est notée Thr (notation
introduite en section 5.2).

Propriété 6.1.2 (Equivalence (Wack, 2005)). Pour tout ensemble R de régles de pré-
dicats, I - @ est dérivable dans le systéme de déduction supernaturelle associé a R
si et seulement si ', Thr F ¢ Uest dans N7J.

6.1.2 Superdéduction

Le calcul des séquents, en particulier dans le cadre de la logique classique, ad-
met de nombreuses propriétés attrayantes. Citons par exemple la propriété de la
sous-formule (propriété 2.3.5) ou encore I'inversibilité de la plupart de ses régles
d’inférence (propriété 2.3.12). Cette inversibilité est un outil puissant en particulier
lorsqu’on cherche a démontrer la complétude des nouvelles inférences introduites
par le paradigme de la superdéduction. Je le démontrerai d’ailleurs au chapitre 7.
L’idée des systémes de superdéduction, c’est-a-dire du paradigme de la superdéduc-
tion appliqué au calcul des séquents, est de rajouter au calcul des séquents classique
pour chaque régle de prédicats P — ¢ une régle d’introduction a gauche et une régle
d’introduction a droite du prédicat P correspondant respectivement a I'introduction
a gauche et a droite des connecteurs composant la formule (. Le calcul des nouvelles
regles d’inférence est décrit par la définition suivante.

Définition 6.1.3 (Calcul des régles de superdéduction). Soit une régle de prédicats
R : P — . Pour calculer les régles d’introduction a droite correspondant a R, on
travaille avec un ensemble S de séquents, un ensemble C de couples (x,I") ou x est
une variable du premier ordre et I" est un contexte ainsi qu’un ensemble de variables
V.. Ceux-ci sont initialisés respectivement par S = { ¢}, C = () etV = (). On
répéte alors les modifications suivantes.
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Axiom SiS contient un séquent I'; ¢ F 1), A, on enléve simplement de S.

LR Si S contient un séquentI' = L, A, on Ienléve simplement de S.

LL SiS contient un séquent I', L = A, on le remplace par I - A.

TL Si S contient un séquent I, T = A, on I’enléve simplement de S.

LL SiS contient un séquentI' = T, A, on le remplace par ' = A.

VR Si S contient un séquent I' - 1)1 V 12, A, on le remplace par I' F 11,12, A.

VL Si S contient un séquent I',11 V 1o = A, on le remplace par les séquents
Lo EAetT, o EA.

AR Si S contient un séquent I' F 1 A 2, A, on le remplace par les séquents
I'Fay, AetD o, A

AL Si S contient un séquent I'; 1)1 A g = A, on le remplace par I, 11,19 F A.
=R Si S contient un séquent I' - 11 = 19, A, on le remplace par T, 11 F 1pa, A.

=L Si S contient un séquent I',¢)1 = 19 = A, on le remplace par les séquents
TopoE AetDl F oy, A

=R Si S contient un séquent I' - —1p, A, on le remplace par ',y - A.

=L Si S contient un séquent I', ) = A, on le remplace par T - 1), A.

VR Si S contient un séquent I' - Vx.ap, A, on le remplace par I' = ), A, et on
rajoute (x, (I’ A)) a C.

VL SiS contient un séquentl',Vx.1p = A, on le remplace parT’, 1) = A et on rajoute
zaV.

TR SiS contient un séquent I’ - x.9p, A, on le remplace parl' = 1), A et on rajoute
xzaV.

dL Si S contient un séquent I, x4 = A, on le remplace par I';1p = A, et on
rajoute (x, (I’ A)) a C.

Finalement si S = {I'; = A;/1 < i < n}etsiC = {(x,I,)/1 < k < p}, alors

Pintroduction a droite de P correspondante est la régle d’inférence représentant les

inférences

I'l'hok Ao, A ... T\ T o b Apo, A

'+ Po, A

xzp ¢ FY(I,T)0,A) pour Tour1 < k < p

ou o est une substitution dont le domaine est inclus dans V U FV(P).

Pour calculer les régles d’introduction a gauche correspondant a R, on travaille
de méme avec un ensemble S de séquents, un ensemble C' de couples (z,I") oti = est
une variable du premier ordre et | est un contexte ainsi qu’un ensemble de variables
V. Ceux-ci sont initialisés respectivement par S = {¢o F},C = 0 etV = (. On
répéte alors les mémes modifications. Puis si S = {I'; - A;/1 < i < n} etsi
C = {(zx,I'},)/1 < k < p}, alors Uintroduction a gauche de P correspondante est
la régle d’inférence représentant les inférences

I'l'ho Ao, A ... T\ T o b Apo, A
I'Pok A

xp ¢ FV([,T%.0,A) pour TouT 1 < k < p
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o o est une substitution dont le domaine est inclus dans VU FV(P).

Des régles d’introduction a droite ainsi que des régles d’introduction a gauche
sont obtenues systématiquement a partir d’une regle de prédicats. Les calculs de
ces regles d’introduction correspondent a I’application de certaines inférences du
calcul des séquents : pour trouver la régle d’introduction a gauche (respectivement
a droite), on applique au séquent I', o = A (respectivement I' - ¢, A) les régles
d’introduction de LK, c’est-a-dire LR, LL, TR, TL, AR, AL, VR, VL, =R, =L,
—R, =L, VR, VL, 3R and 3L, du bas vers le haut de maniere a décomposer tous les
connecteurs de la formule . Enfin on collecte toutes les prémisses ainsi formées, les
conditions d’application et la conclusion, et on remplace ¢ par P dans celle-ci pour
bien obtenir des regles qui concernent P. Les systemes de superdéduction sont alors
définis comme suit.

Définition 6.1.4 (Systéme de superdéduction). Soit un ensemble de régles de prédi-
cats R. Le systéme de superdéduction associé a R est défini comme ’ensemble des
inférences correspondant aux régles du calcul des séquents classique LK et aux régles
de superdéduction construites a partir de R ;

Reprenons 'exemple de la régle de prédicats
xCy — Vz(z€x=z€y).
Le calcul de la régle d’introduction a droite est initialisé par
S={-Vz(z€x=z2€y)}, C=0 e V=0.

La premiére étape consiste a traiter le connecteur V en téte : S est remplacé par
{Fz € x = 2z € y}etC est remplacé par {(z,£)} (¢ représente ici le contexte
vide). La deuxieme étape consiste a traiter le connecteur = : S est remplacé par
{# € x F z € y}. Finalement il ne reste plus aucun connecteur a traiter dans les
séquents de S et la procédure termine avec

S={zextzey}, C={(z,6)} et V=0.
La regle obtenue est donc

I'zetkzeu A
'tCu, A

z ¢ FV(T,A)

Pour obtenir la régle d’introduction a gauche, le calcul est initialisé par
S={Vz.(zex=zcy)F}, C=0 et V=0.

La premiére étape consiste a traiter le connecteur V en téte : S est remplacé par
{Fz€x= z¢€y}etV estremplacé par {z}. La deuxiéme étape consiste a traiter
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le connecteur = : S est remplacé par {(- z € z), (2 € y I-) }. Finalement il ne reste

plus aucun connecteur a traiter dans les séquents de S et la procédure termine avec
S={(Fzex),(zeyh)}, C=0 et V={z}.

La regle obtenue est donc

rvet A NLveuk A
rtCuk A

Notons tout de méme que pour une seule et méme régle de prédicats, on peut ob-
tenir plusieurs regles d’introduction ou plusieurs régles d’élimination. Considérons
par exemple la régle

P = (Fz.R(z) = (Fy-Qy))
L’algorithme calculant les régles d’introduction a droite est initialisé par
S={F(Fz.R(x)) = (Fy.Qv))}, C=0 e V=0.
La seule premiére étape possible décompose 'implication. On obtient alors ’état
S={(Fz.R(z)) F (Fy.Q))}, C=0 et V=0.

Deux choix s’offrent alors a nous : 1. on peut décomposer d’abord le 3 de droite et
celui de gauche ensuite, obtenant successivement les états

S={ERE)FQW)}. C=0 e V={y)

puis
S={R@)FQ)}, C={=0QW)} e V={y}

2. ou bien on peut décomposer d’abord le 3 de gauche et celui de droite ensuite,
otenant successivement les états

S={R@)FEyQy)}, C={(z,FQW)} e V=0
puis

S={R(=)FQ)}, C={(=3QWY)} e V={y}.
Ces calculs débouchent respectivement sur les régles d’introduction

[, R(x) - Q(t), A [, R(x) - Q(1), A
rEpa  CEIVILLA TEpa  LFEVIA)

Notons que toute instance de la premiére régle sera une instance de la deuxiéme. On
peut donc se limiter ici a I'usage de cette deuxiéme regle. Ce n’est néanmoins pas
toujours le cas. Considérons maintenant la regle

P — (Elxl.VxQ.A(ml,xg)) V (Elyl.\v/yQ.B(yl,yQ))
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Les régles d’inférences obtenues alors ne contiennent pas une unique regle plus gé-
nérale, mais deux qui sont

' A(t,l‘l),B(U,]Jg),A { X9 ¢ .FV(F,A,U)
I'tPA y2 ¢ FV(I',A)

et

I'- A, z1), B(u, y2), A { 2y ¢ FV(IT,A)
I'PA y2 ¢ FV(ILALt)

Par conséquent lorsque I’on considére un systéme de superdéduction associant plu-
sieurs régles d’introduction a gauche ou a droite & une méme reégle de prédicats, il
est important de bien considérer 'ensemble complet de ces régles d’introduction.

Toutes les inférences rajoutées au calcul des séquents par la superdéduction sont
correctes car elles correspondent a des dérivations ouvertes dans le calcul des sé-
quents. En fait chaque étape de calcul correspond a une inférence de LK.

Propriété 6.1.3 (Correction des regles de superdéduction). Si P — ¢ est une regle
de prédicats aboutissant aux inférences

I'l'vobk Ayo,A ... I''l'Liok Ayo, A z, ¢ 0,0, A V1<k<p
[+ Po, A dom(c) CVUFV(P)

et

D Tok A, A .o T Two b Avo, A [ 4 ¢ T Tho A VISES<)
I'Po kA dom(o) C V' UFV(P)

Alors si dans les conclusions, Po est remplacé par po, on obtient des inférences
admissibles dans LK.

Démonstration. Par induction sur le calcul des inférences de superdéduction, on
démontre l'invariant établissant que tout arrét prématur’e du calcul méne a des in-
férences admissible dans LK. O

De ce résultat découle la correction des systémes de superdéduction.

Propriété 6.1.4 (Correction des systémes de superdéduction (Brauner et al.,, 2007a,b)).
Pour tout ensemble R de régles de prédicats, siI" = A est dérivable dans le systéme
de superdéduction associé a R, alors ', Thr = A DPest dans LK.

La correction des nouvelles regles d’inférences introduites par la superdéduction
est une propriété cruciale. Par exemple elle permet de démontrer que si la théorie
Thr associée a un ensemble R de régles de prédicats est consistante, alors le systéme
de superdéduction associé a R est lui-méme consistant. En effet s’il existait une
dérivation de = L dans le systéme de superdéduction, par correction il existerait
une dérivation de ZThg + L dans LK, ce qui est impossible si Zh est consistant.
Plus généralement, la propriété de correction permet de transformer toute dérivation



6.1. PRINCIPES DE LA SUPERDEDUCTION 193

\/ 7 7

(a) Bipole (b) Négation d’un bipole (c) Hyperpole

F1G. 6.1 — Définition 6.1.6

dans un systéme de superdéduction en dérivation dans LK. L’inverse (c’est-a-dire la
complétude de la superdéduction) est un probléme difficile (Houtmann, 2008a) et
reste une question ouverte. Nous nous pencherons d’ailleurs plus largement sur ce
probléme au chapitre 7, en particulier pour les systémes sans coupure. Nous sommes
toutefois capable dés a présent de résoudre ce probléme pour certaines classes de
régles de prédicats identifiables syntaxiquement. Cette identification repose sur les
notions de monopoles et de bipdles.

Définition 6.1.5 (Occurrences de connecteurs neutres, synchrones et asynchrones).
Dans une formule o, nous dirons qu’une occurrence d’un connecteur est neutre si
c’est un connecteur propositionnel ; synchrone si c’est un quantificateur universel
apparaissant en position positive ou un quantificateur existentiel apparaisant en
position négative ; asynchrone si c’est un quantificateur existentiel apparaissant en
position négative ou un quantificateur universel apparaissant en position positive.

Définition 6.1.6 (Monopoles, bipdles et hyperpoles). Les monopdles sont des for-
mules ne contenant que des occurrences neutres ou asynchrones de connecteurs. Les
bipoles sont des formules construites a partir de monopdles en utilisant des occur-
rences neutres ou synchrones de connecteurs. Les hyperpdles sont des bipdles dont
la négation est aussi un bipole.

Notons que la négation transforme les connecteurs synchrones en connecteurs
asynchrones et inversement. La figure 6.1 représente un bipoéle, la négation d’un
bipéle ainsi qu'un hyperpole, en utilisant les symboles « + » et « — » pour repré-
senter respectivement les occurrences synchrones et asynchrones. Les hyperpdles
permettent de définir une classe de régles de prédicats garantissant la complétude
du systeme de superdéduction correspondant.

Propriété 6.1.5 (Complétude de la superdéduction (Brauner et al.,, 2007a,b)). Pour
tout ensemble R de régles de prédicats dont les membres droits sont des hyperpéles,
sil', Thr = A est dérivable dans LK, alors ' = A est dérivable dans le systéme de
superdéduction associé a R.
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Lorsqu’un ensemble de régle de prédicats contient des regles dont les membres
droits ne sont pas des hyperpoles, la complétude du systéme de superdéduction qui
en découle n’est pas assurée. Dowek (2010) a par exemple proposé le contre-exemple
suivant : considérons la régle de prédicat

P = Yoy (Qr,y) = Q, f(y))) -

Alors que le séquent

P < Vr.3y.(Qz,y) = Qz, f(y)), Ve 3y.(Qz,y) = Q(z, f(y))) - P

est dérivable en calcul des séquents, le séquent V. 3y.(Q(x,y) = Q(z, f(y))) F P
ne l'est pas dans le systeme de superdéduction associé a cette régle de prédicat :
pour dériver ce séquent sans coupure il faudrait utiliser la variable x( libérée par la
décomposition de P a droite

V. 3y.(Q(x,y) = Qx, f(y))), Q(wo,t)| — Q(xo, (1))
Ve.3y.(Q(z,y) = Q(z, f(y)) - P

pour instancier le Vz de la formule de gauche, puis libérer une variable yy grace au
Jy de cette méme formule de gauche. C’est alors cette variable ¢y qu’il faut utiliser
comme terme ¢ dans la décomposition de P. C’est impossible : la décomposition de
P doit avoir lieu avant la décomposition du Vx de gauche qui doit avoir lieu avant
la décomposition du Jy de gauche qui ne peut donc pas avoir lieu avant la décom-
position de P. Notons que puisqu’il n’est pas possible de dériver ce séquent sans
coupure, il n’est pas non plus possible de le dériver avec coupures car la régle de
prédicat satisfait ’hypothese 6.2.1 et donc par la propriété 6.2.6 que nous démontre-
rons dans la section suivante, la régle de coupure est redondante dans le systeme de
superdéduction associé.

Le prédicat P contient ici moralement la séquence Vz.Jy. En le décomposant
a droite, on force Papplication successive des regles VR puis JR. On force donc
I’application de régles non inversibles. On pouvait donc s’attendre a perdre la com-
plétude.

Afin de pouvoir traiter tout de méme des régles de prédicats dont les membres
droits ne sont pas des hyperpdles, nous définirons en section 7.2 une procédure per-
mettant de transformer un tel ensemble de régles en un ensemble équivalent et ne
contenant que des régles dont les membres droits sont tous des hyperpéles. On ob-
tient alors un systéme de superdéduction différent mais correct et complet.

6.2 Coupures en superdéduction

Tout comme pour la déduction modulo, ni la normalisation forte ni’admissibilité
des coupures ni méme la cohérence des systemes de déduction supernaturelle ou de
superdéduction ne sont garantis. En fait, tous les contre-exemples décrits en sous-
section 5.3.1 s’adaptent parfaitement a ces paradigmes. Le contre-exemple de Crabbé



6.2. COUPURES EN SUPERDEDUCTION 195

AxioMm —— AXIOM —
ABF A ABF A
Axiom R.ELiM2
B+ B A B+ L
R_.INTRO
B A
AXIOM —— AXioM —
A BF A A BF A
Axiom R.ELim2
B A BF 1
R/INTRO
BFA
R ErLim2
BEF L
—INTRO

F1G. 6.2 — Contre-exemple a la normalisation en superdéduction naturelle

peut par exemple étre aisément adapté (Brauner et al., 2007a,b) : la régle de prédi-
cat considérée est R, : A — B A (A = 1).Dans le cadre de la déduction
supernaturelle, elle méne aux regles d’inférence

R_.INTRO R.ErLiM1 R.ELiM2
I'HB T'AF L I'A I'-A T'HA
'-A , I'EB et 'L

L’élimination des coupures, pour ces regles d’inférence, correspond aux réductions
des preuves

™ T2 3 T4
B T,AF L r-B T,AFLl
R.INTRO R.INTRO B
T'HA 'HA 'A
R ErLiMm1 R ErLim2
I'HB et 'L

La premiére se réduit en 7. La deuxiéme se réduit en la dérivation 74 ou les axiomes
de la forme I',T", A I A sont remplacés par la dérivation I - 75 de I', T - A.
Considérons a présent la dérivation décrite par la figure 6.2. Elle contient une cou-
pure R.INTRO/ELIM2. Si on réduit cette coupure, on obtient exactement la méme
dérivation. C’est donc un contre-exemple a la normalisation en déduction superna-
turelle. Dans le cadre de la superdéduction, cette méme regle de prédicats mene aux
régles d’inférence

T'-B,A T,AFA T,BF A A
R.R RL — =
THAA et T,AF A

Nous verrons en sous-section 6.2.2 comment ces regles permettent d’écrire une cou-
pure dont la réduction ne termine pas. De méme, les autres contre-exemples que
nous avons exposés en sous-section 5.3.1 s’adaptent au cadre de la déduction super-
naturelle comme au cadre de la superdéduction.
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Nous allons a présent développer plusieurs critéres syntaxiques permettant de
garantir ’élimination des coupures ou la normalisation des systémes de déduction
supernaturelle ou de superdéduction. En sous-section 6.2.1, nous traduisons les dé-
rivations en déduction supernaturelle ainsi qu’en superdéduction vers la déduction
modulo de maniére a démontrer que la normalisation en déduction modulo implique
la normalisation en déduction supernaturelle et en superdéduction. En sous-section
6.2.2, nous nous basons sur le calcul d’'Urban pour démontrer la normalisation en
superdéduction.

6.2.1 Traduction vers la déduction modulo

Les inférences en déduction supernaturelle ainsi qu’en superdéduction sont cal-
culées respectivement a partir des inférences de NJ et LK. Nous nous appuyons sur
cette observation pour traduire les dérivations en déduction supernaturelle et en
superdéduction en dérivations en déduction modulo.

De la déduction supernaturelle vers la déduction modulo

Les systemes de déduction supernaturelle sont calculés a partir d’inférences de
NJ. Soit un ensemble R de regles de prédicats. Comme le démontre la propriété
6.1.1, les nouvelles inférences de déduction supernaturelle correspondant a une régle
P — ¢ de R peuvent étre transformées en inférences admissibles dans NJ : Lorsque
nous considérons une introduction correspondant & P — ¢, sa conclusion est de la
forme I' = Po et si on y remplace Po par o, on obtient une inférence admis-
sible dans NJ. Lorsque nous considérons une élimination correspondant a P — ¢,
sa prémisse principale est de la forme I" - Po et si 'on y remplace Po par ¢o, on
obtient une inférence admissible dans NJ. Notons que la congruence = engendrée
par R égalise les formules o et Po (quel que soit o). Par conséquent ce rempla-
cement peut étre directement effectué dans le systéme de déduction modulo NJ=.
Nous traduisons donc les dérivations du systéme de déduction surpernaturelle en
dérivations de NJ= de la facon suivante. (a) Si I'inférence « apparaissant a la racine
de la dérivation est en fait une inférence de NJ, il suffit de traduire récursivement
les dérivations de ses prémisses dans NJ= pour obtenir grace a la méme inférence
o une dérivation du méme séquent dans NJ=. (b) Si 'inférence « apparaissant a la
racine de la dérivation est une introduction d’un prédicat P en déduction superna-
turelle correspondant a une régle de prédicats P — ¢ de R, il suffit de traduire
récursivement les dérivations de ses prémisses dans NJ= puis d’utiliser I'inférence
de NJ obtenue a partir de « par la propriété 6.1.1 pour obtenir une dérivation ou
I'instance de P a été remplacée par I'instance de ¢ correspondante. Alors CoNvR=
permet de convertir cette derniére dérivation en dérivation dans NJ= du séquent de
départ. (c) Si 'inférence o apparaissant a la racine de la dérivation est une élimi-
nation d’un prédicat P en déduction supernaturelle correspondant a une reégle de
prédicats P — ¢ de R, les dérivations de ses prémisses se traduisent récursivement
en dérivations dans NJ=. Sa prémisse principale est de la forme I' - Po. La regle
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ConNvR= nous permet alors d’obtenir un dérivation dans NJ= de I' = ¢o. Enfin
Pinférence de NJ obtenue a partir de « par la propriété 6.1.1 nous permet d’obtenir a
partir des dérivations de I' - (o ainsi que des prémisses secondaires une dérivation
du séquent de départ dans NJ=.

De la superdéduction vers la déduction modulo

Les systemes de superdéduction sont calculés a partir d’inférences de LK. Soit
un ensemble R de régles de prédicats. Comme le démontre la propriété 6.1.3, les
nouvelles inférences de superdéduction correspondant a une régle P — ¢ de R
peuvent étre transformées en inférences admissibles dans LK : il suffit de remplacer
Po par o dans la conclusion lorsque nous considérons une introduction a droite ou
a gauche correspondant a P — . Encore une fois, la congruence = engendrée par
R égalise les formules Po et wo (quel que soit o). Par conséquent ce remplacement
peut étre directement effectué dans le systéme de déduction modulo LK=. Nous tra-
duisons donc les dérivations du systéme de superdéduction en dérivations de LK=
de la fagon suivante : (a) si 'inférence o apparaissant a la racine de la dérivation
est en fait une inférence de LK, il suffit de traduire récursivement les dérivations
de ses prémisses dans LK= pour obtenir grace a la méme inférence o une dériva-
tion du méme séquent dans LK= ; (b) si 'inférence o apparaissant a la racine de
la dérivation est une introduction a gauche ou a droite d’un prédicat P en déduc-
tion supernaturelle correspondant a une régle de prédicats P — ¢ de R, il suffit
de traduire récursivement les dérivations de ses prémisses dans LK= puis d’utiliser
I'inférence de LK obtenue a partir de « par la propriété 6.1.3 pour obtenir une déri-
vation ou I'instance de P a été remplacée par I'instance de ¢ correspondante. Alors
ConvR= ou ConvL= permettent de convertir cette derniére dérivation en dérivation
dans LK= du séquent de départ.

Conséquences sur I’élimination des coupures

Nous venons de définir deux traductions : la premiére traduit les dérivations
en déduction supernaturelle vers NJ=, la deuxiéme traduit les dérivations en super-
déduction vers LK=. Notons qu'une dérivation sans coupure est traduite par une
dérivation sans coupure. Nous en déduisons le résultat suivant.

Propriété 6.2.1. Soit R un ensemble de régles de prédicats et = la congruence qu’il
engendre. 1. Tout séquent dérivable dans le systeme de déduction supernaturelle sans
coupure associé a R est dérivable dans Nj= sans coupure. 2. Tout séquent dérivable
dans le systéme de superdéduction sans coupure associé d 'R est dérivable dans LK=
sans coupure. L’admissibilité des coupures en déduction supernaturelle et superdé-
duction implique donc Uadmissibilité des coupures respectivement en déduction mo-
dulo Nj= et en calcul des séquents LK=.

Notons a présent une deuxiéme propriété de nos traductions relative aux cou-
pures : que ce soit en déduction supernaturelle ou en superdéduction, si 7 est une
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dérivation contenant une coupure et 7 est un réduit direct résultant de I’élimination
de cette coupure, alors la traduction 7 de 7 contient aussi une coupure et se réduit
en au moins un pas en la traduction 7/ de /. Alors une réduction infinie de 7 se tra-
duit automatiquement en une réduction infinie de 7. Nous en déduisons les résultats
suivants.

Propriété 6.2.2. Soit 'R un ensemble de regles de prédicats et = la congruence qu’il
engendre. 1. Si une procédure d’élimination des coupures est fortement normali-
sante dans Nj=, alors la procédure correspondante pour le systéme de déduction
supernaturelle associé a R est aussi fortement normalisante. 2. Si une procédure
d’élimination des coupures est fortement normalisante dans LK=, alors la procédure
correspondante pour le systeme de superdéduction associé a R est aussi fortement
normalisante.

6.2.2 Calcul d’Urban pour la superdéduction

Nous ’avons vu au chapitre 3, la relation entre logique classique et calcul existe
sous plusieurs formes. Depuis les résultats de prouvabilité de Friedman (1978) et
la correspondance de Griffin (1990) entre logique classique et programmation par
continuations, de nombreux formalismes proposent d’écrire une correspondance de
Curry-De Bruijn-Howard pour le calcul des séquents classique : en particulier le
Apji-calcul de Curien et Herbelin (2000) que nous avons exposé en sous-section
3.3.1 ainsi que le calcul d’Urban (Urban et Bierman, 2001; Urban, 2001, 2000) que
nous avons décrit en sous-section 3.3.2. Le premier est directement inspiré du Au-
calcul et propose un paradigme de typage orienté : dans un séquent, ou plutét dans
un jugement de typage, une formule est mise a I’écart comme le type du terme de
preuve typé. Nous appellerons ce mécanisme le focus. Les autres formules sont les
types des variables. Cet orientation provient en fait de l'orientation de la déduc-
tion naturelle des hypothéses (les variables) vers 'unique conclusion (le lambda-
terme typé), orientation conservée par la construction successive du Apu-calcul puis
du Apji-calcul & partir du lambda-calcul. Au contraire le calcul d’Urban ne se repose
pas sur le lambda-calcul mais considére directement le calcul des séquents comme un
calcul en soi : un terme de preuve est toujours typé par un séquent entier et aucune
formule n’est mise a 1’écart par les jugements de typage. A chaque régle d’inférence
est associé un constructeur du langage. Celui-ci permet alors de représenter de fa-
con plus concise les dérivations en calcul des séquents puis d’étudier formellement
I’élimination des coupures. Notons que le calcul d’Urban peut aussi étre étudié dans
un cadre non-typé comme le proposent Bakel et al. (2005); Bakel et Lescanne (2008).
IIs étudient le fragment implicatif qu’ils appellent X" et démontrent son pouvoir ex-
pressif en y interprétant par exemple le lambda-calcul, le Aji-calcul ou encore le Ax
de Bloo et Rose (1995).

Afin de représenter les dérivations des systemes de superdéduction, on peut donc
choisir de se baser sur le Ajtfi-calcul ou encore sur le calcul d’Urban. Pour expliquer
le choix que nous allons faire, remarquons que le calcul des nouvelles inférences de
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la superdéduction contient des changements de focus comme par exemple dans la
dérivation
g Prest s a3t g
©1V 2,03 04
1V o2t 3= 04

=R

Elle contient un changement de focus, du bas vers le haut, du séquent ¢ V @2, 3 -
4 vers le séquent @3, 1 V w2 F 4. De telles étapes implicites en calcul des sé-
qiuents sont explicites en Apji-calcul : les constructeurs y et fi joue effectivement
le role de focusers. Puisque la construction des nouvelles régles d’inférence de la
superdéduction contient de tels changements de focus qui sont finalement masqués
dans l'inférence finale, il est plus simple d’utiliser un langage de termes de preuve ou
ces changements de focus sont implicites. C’est bel et bien le cas du calcul d’Urban.

Nous avons donc choisi de I’étendre aux systemes de superdéduction.

Termes de preuves pour la superdéduction

Quand les nouvelles inférences de superdéduction correspondant a une certaine
régle de prédicats P — ¢ sont calculées, la procédure calcule en fait une dériva-
tion ouverte qui, pour étre transformée en inférence du systeme de superdéduction
obtenu, doit étre instanciée de trois maniéres : (1) en instanciant les variables du
premier ordre de la régle P — ¢; (2) en instanciant les variables du premier ordre
correspondant a I’ensemble V' de la définition 6.1.3, c’est-a-dire en fournissant des
termes du premier ordre aux décompositions correspondant aux régles 3R et VL et
éventuellement (3) en lui fournissant des preuves des prémisses. Afin de représenter
ces dérivations ouvertes, nous utiliserons une notion formelle de termes ouverts :
des termes qui contiennent (a) des feuilles ouvertes représentant les prémisses res-
tant a prouver que nous noterons (1> I" - A et (b) des marques substitutives que
nous noterons «, ... représentant des termes du premier ordre non instanciés.
Par conséquent, nous utiliserons des substitutions sur ces marques substitutives no-
tées [ := t,...] (ou t est un terme du premier ordre) et applicables aux termes
du premier ordre, aux formules, aux séquents ainsi qu’aux termes. L’ensemble de
termes ouverts est alors le langage hors-contexte associé a la grammaire sous forme
de Backus-Naur suivante.

C,D := Ok A|Ax(z,a) | Cut(aC,zD) | Falser(x) | Trueg(a)

| Notg(ZC,a) | Notz(aC, x) | Impgr(zaC,b) | Imp.(ZC,aD,y)

| Andg(aC,bD, ¢) | And(25C, z) | Org(abC, c) | Orp(zC, D, z)

| Existsp(aC, a, b) | Existsy (XC, y) | Forallgr(axC,b) | Forallp(ZC, o, y)
La procédure d’élimination des coupures de la figure 3.11 est naturellement étendue

aux termes ouverts. Le typage est aussi étendu aux termes ouverts en rajoutant les
inférences

OeTFA)>TFA
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au systéme de typage de la figure 3.10. Nous noterons d’ailleurs ces jugements de
typage plus simplement (> I" = A.

Une dérivation de typage ouverte est une dérivation de typage d’un terme ouvert.
Ses feuilles ouvertes sont les feuilles correspondant au typage de [, c’est-a-dire les
feuilles ouvertes du terme ouvert. Si C' est un terme ouvert, nous noterons n¢ le
nombre d’occurrences de [J dans C'. Si une substitution o = [a1 :=t1,...,q, =
t,] remplace toutes les marques substitutives de C, alors nous dirons que o couvre
C.Si My, ..., M, sont des termes, alors le terme cC[Mj, ..., My,,] est défini
comme suit.

- sing =0, alors 0C[| = 0C';

-siC=0pT'F Aetne =1,alorscC[M]| = M;

- si C = Cut(aCy, zCy) alors cC[ My, ..., My, | =

Cut(aoCq[My, . .. ,Mncl],fﬁchg[MncH, Myl e)
- si C' = Notr(zCh,a) alors cC[My, ..., My, | =
Notr(ZoCi[My, ..., My,],a);
- si C' = Notr(aCh, x), alors cC[My, ..., M| =
Noty(aocCi[My, ..., My,],x)
- siC = Impgr(zaCh,b), alors cC[Mj, ..., M, ] =
Impgr(ZacCh[Mi, ..., My,.],b);

- siC = Impy(2Cy,aCs,y), alors oC[M;, ..., My, ] =

Imp (Z0C1[M,..., Mg, ],G0Co [ My 41, - Mag,9) 5
- si C = Andg(aCy,bCy, ¢)[My, . . ., M,.), alors 6C[My, . .., M,.] =
Andg(GoCi[My, ..., My ],b0Co[Mne 11, ... Myo],c) ;
- siC' = Andp(ZyCh, 2), alors o C[Mj, . .., My, =
Andp (ZyocCh[ M, ..., My ], 2) ;
- i C' = Org(abCy,c), alors cC[My, ..., M,,] =
Orp(aboCy[My, ..., M,.],¢);

- siC = Orp(2C1,yCy, z), alors cC[ My, ..., M, ] =

OI’L(/fO'Cl[Ml, ey Mncl], Z//\O-CQI:MnclJrl, cey Mnc], Z) N
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- si C' = Existsy, (zXC1, y), alors cC[Mj, ..., M, ] =

) ngc
Existsy (zxoC1[My, . . ., Mnc]7 ) ;

- si C = Existsg(aCy, a, b), alors cC[My, . .., My, | =

y Ving

Existsp(acCi[My, ..., My,],00,b);

- si C' = Forallg(axCy,b), alors cC[My, . .., My,.| =

’ nc

Forallgp(axoCy[ My, ..., My.],b) ;

y Ving

- si C = Forall,(zC1, o, y), alors cC[My, ..., My | =

y Ving

Forall (zoCy[ My, ..., My, ], 00,y) ;
Une premiére propriété des termes ouverts est la suivante.

Propriété 6.2.3. Soit un terme ouvert bien typé C'>1" - A dont les feuilles ouvertes
sont (A>T = A; pour 1 < i < ne. Alors si o couvre C' et si pour tout 1 < i < ng,
M; > ol'; = 0/A; est un terme bien typé, alors cC[Mj, ..., M, ] > ol - oA est
aussi un terme bien typé.

Démonstration. Par induction sur le terme ouvert C. O

Définissons a présent les termes étendus ainsi que les régles de réduction asso-
ciés a une regle de prédicats R : P — . Pour cela, nous définissons pour toute
formule o, nom x et conom a les termes ouverts (- a : ¢ et ( x : ¢ F) en
figure 6.3. Tout comme le calcul des nouvelles inférences de la superdéduction, cette
définition n’est pas déterministe. Chaque terme ouvert correspondant a un instance
de cette définition doit donc étre reliée a la régle d’inférence de superdéduction lui
correspondant. Prouvons a présent la propriété suivante.

Propriété 6.2.4. SoitR : P — ¢ une régle de prédicats. 1. Soit C' le terme ouvert (|-
a : ¢ |). Considérons une instance d’une régle d’inférence RR ayant pour conclusion
' P A AlorsCr>T F a: o, A est bien typé et il existe o couvrant C' tel que
les premisses de cC' concordent avec les prémisses de cette instance de RR. 2. Soit
C" le terme ouvert (| x : ¢ t=)). Considérons une instance d’une régle d’inférence RL
ayant pour conclusion ', P = A. Alors C' > T, : ¢ = A est bien typé est il existe
o couvrant C' tel que les premisses de cC" concordent avec les prémisses de cette
instance de RL.

Démonstration. Par construction de C, il existe bien une dérivation de typage (ou-
verte) de C'>T' - a : ¢, A. En outre, cette dérivation de typage ouverte est une
décomposition des connecteurs de et concorde donc par ses prémisses avec les ins-
tances de 'une des regles de superdeduction RR, modulo remplacement des marques
substitutives de C' par n’importe quelle substitution o. Le traitement de C” est tout
a fait similaire. O
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(F'FA) =0rT'FA sil'F A estun séquent atomique
(T,z:oFa:p,A) = Ax(z,a)
(TFa:p1= 92, A) = Impp(@b(T,z:01Fb:pa,A),a)
(Tz:pr=@FA) =Imp (7T y: o2 - ADa(Ta:p, A )
(TFa:—¢,A)) = Notr(Z(T,z:pF A),a)
(Tyz:=pFA)) = Notr(@{ T Fa:qp A,z
(TFa:p1 Vo, A = Orp(be( T Fb:@i,c:p2,A),a)
qnx:(Pl\/(PQ'_AD = OFL@QF?y:@lFAI>72<’Pa23902|‘A|>=93)
(Tha:oiAps, A) = Andg(B{THb: o1, A )T Fc:py,A),a)
(Tyz:p1 Ve FA) = And(J2{ T,y : 1,2 1 o2 = A ), 2)
(Tha:3xp, A) = Existsg(b{TFb:ox:=a],A),a,a) «est frais
(Tyz:3Ixpk A = Existsp,(gx{ T,y : o F A ), z) six¢ FV(T,A)
(Tha:Vxp A) = Forallg(bx( T Fb: p,A]),a) six¢ FV(I,A)
(Dyz:VxpkA]) = Forall,(y({ ',y : p[x:==a]F A),a,z) o« estfrais

FiG. 6.3 — Definition of { _ |

Nous adoptons les régles de typage suivantes permettant d’introduire P a gauche
ou a droite et correspondant aux regles de superdéduction associées a une regle de
prédicat R : P — ¢. Les régles permettant d’introduire P a droite sont

RR a(Mlbﬂxl.Al,...wpi.Api}—al.Bl,...,aqi.qu,A )1gz<n c

oRR [ X1.. . %, (2. 2l al . .al M;)  Laq,...,apa >l Fa:PA
Pi ai 1<ign
RN

ou n est le nombre de feuilles ouvertes de (- a : ¢ |), C est la condition d’application
de la regle de superdéduction correspondante, les variables x1,...,x, sont celles
concernées par C ainsi que les variables du premier ordre liées dans (- a : ¢ |),
ad, ..., 0 sont les marques substitutives apparaissant dans ce méme terme ouvert
et o est une substitution couvrant ce terme. Les régles permettant d’introduire P a
gauche sont

g( NjoToyl:Cl ..y :Ci b D], b DI A )
RL J J J J 1<]<m C/

o~

oRL [ vy v, <y{...y£jb{...b§jNJ—) By Bs,x | T,z PEA
1<j<m

EVAS

ol m est le nombre de feuilles ouvertes dans | x : ¢ F), C’' est la condition
d’application de la régle de superdéduction correspondante, les variable yy,...,y,
sont celles concernées par C’ ainsi que les variables du premier ordre liées dans
( x: ¢t Bi,...,Bs sont les marques substitutives apparaissant dans ce méme
terme ouvert et o est une substitution couvrant ce terme. Par dualité, p = setq = r.

Si R est un ensemble de regles de prédicats, en rajoutant les regles de typage
correspondant a chacune des regles de R, nous obtenons un langage de termes de
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preuve étendu pour le systéme de superdéduction associé a R. Les définitions de
la sous-section 3.3.2, comme par exemple, la définition de symboles libres et liés
de la figure 3.6, la définition de remplacement des figures 3.7 et 3.8, la définition
d’alpha-conversion de la figure 3.9, la définition 3.3.1 de position et la définition
3.3.2 d’introduction fraiche sont étendues au langage des termes de preuve étendu.
Les susbtitutions sur les termes de preuve définies par les figures 3.12 et 3.13 sont
aussi étendues aux termes de preuve étendus. L’élimination des coupure de la sous-
section 3.3.2 sera notée ici <% Nous I'étendons en une élimination des coupures
et pour les termes de preuve étendus comme suit. Pour chaque régle de prédicats
R : P — ¢, pour chaque réduction

Cut@ha: o), 2(z: o)) <" ¢

N cut . . . cut \
ou C' est une forme normale pour —, nous rajoutons a la relation — la regle de
réécriture

oCut[aRp (X1...%; (azlxlazaZM) Qy...0,a
( R<1 D> 1 p; Y1 qi Zlgién’ 1 q> ’

iRy (yl Y <y{ b ...bgjzvj> B ...55,:,;) )
1<ijsm

J

=W GC[My,. .., Ny

conditionnée par le fait que Rg(...) et Rz (... ) doivent introduire fraichement a et

x.Ici o est une substitution couvrant C'. L’élimination des coupures XUt obtenue est
compléte : toute instance de la régle CuT est un rédexe et par conséquent, toute forme
normale est sans coupure. La subject reduction est une conséquence des propriétés
6.2.3 et 6.2.4.

Propriété 6.2.5 (Subject Reduction). Si M U M et MT - A est bien typé,
alors M' >T + A est bien typé.

Normalisation forte

Afin d’obtenir la normalisation forte de I’élimination des coupures sur les termes
de preuve étendus correspondant a un ensemble R de régles de prédicats, nous défi-

. . e . term . <
nissons une relation de réécriture — sur les termes de preuve comme suit : a chaque
regle de prédicats R : P — ¢ dans R correspondent les regles de réécriture

e~~~

-~ ~ (i i i i M.
oRp (xl .. Xp, (wl XA 'aqiMl)lgign’al .. aq,a>
term
— o(Fa:@)[Mi,..., M,

ol o est une substitution pour les marques substitutives couvrant (- a : ¢ ) et
les symboles liés de ce dernier terme ouvert sont supposés différents des symboles
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libres de Rg(. .. ) ainsi que les régles

oRy, (ﬂﬁ,(y{yﬁjb{b§3N3> ,ﬁl...ﬁs,x>
term

RauiblN o x:pkF)[N,..., Npl

1<j<m

ou o est une substitution pour les marques substitutives couvrant { = : ¢ F) et
les symboles liés de ce dernier terme ouvert sont supposés différents des symboles

libres de Rz (.. .).

Notons que puisque LM st orthogonal, il est confluent. Par conséquent s’il est
faiblement normalisant, alors 'unique forme normale de tout terme de preuve M
sera notée M |*. Notons que I’ensemble des régles de prédicats R définit une rela-
tion de réécriture sur les formules que nous noterons PTO . Si celle-ci est confluente
et faiblement normalisante, 'unique forme normale de toute formule ¢ sera simi-
lairement notée ¢ |P. Nous utiliserons aussi cette notation pour les contextes, les
séquents et les termes ouverts puisque ceux-ci contiennent effectivement des sé-
quents de par le constructeur U > T = A.

. . . excut .
Nous allons a présent démontrer que — est fortement normalisante lorsque
I’hypothése suivante est vérifiée.

Hypothése 6.2.1. 1. La relation de réécriture PO associée a I'ensemble R de regles
de prédicats est faiblement normalisante et confluente et 2. pour chaque régle
R : P — ¢ deR, P ne contient que des variables du premier ordre (c’est-a-dire
aucun symbole de fonction et aucune constante) et FV(p) C FV(P).

La partie 2 de ’hypothése 6.2.1 restreint I'usage des variables du premier ordre
afin d’éviter les contre-exemples terminants comme ceux que nous avons décrits en

section 5.3.1. L’hypothése 6.2.1 nous permet de démontrer la normalisation forte de
excut
=xcut

Propriété 6.2.6 (Normalisation forte de e (Brauner et al., 2007a)). Lorsque R

satisfait Uhypothése 6.2.1, alors I’élimination des coupures sur les termes étendus

excut s . . .
— est fortement normalisante sur les termes étendus bien typés.

Démonstration. Tout d’abord puisque P est faiblement normalisant et confluent,
alors =™ Pest aussi et si M >T - A et un terme bien typé, alors M |* oI’ [PH A [P

_|_
est aussi un terme bien typé. En outre si M % M, alors M [*<"5%" M |t. Alors

. . excut ., . . cut
la normalisation forte de — découle de la normalisation forte de —. OJ

Notons que ’hypothése 6.2.1 implique alors ’admissibilité des coupures dans
le systéme de superdéduction sans coupure correspondant. Puisque nous avons dé-
montré que ce systeme était correct et complet, on peut en déduire la cohérence de
la théorie associée a 'ensemble de regles de prédicats.
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Contre-exemple de Crabbé

Notre langage de termes étendu permet aussi de formaliser des contre-exemples
a la normalisation. Les termes ouverts associés a la régle de prédicats R : A —
B A —A sont

o~

(Fa:BA-A)=Andr(b(CO>F+b: B),cNotr(Z(O>x: AF),c),a)

et
(x:BAN-AF)=Andr(yzNotr(a(O>y:BlFa: A),z),x).

Leurs dérivations de typage sont

. (Obz:AF)pz: AF
NI U Notp(z(@bz: AF),epF —c: A

=

Andr(b(O>t+b: B),cNotr(z(Opx: AF),¢),a)>Fa: BA-A

et

. (Ovy:BFa:A)pl,y:BFa:AA
Notz(a(Opy:Bla:A),z)ply: B,z: =AFA
Andr(gzNotr(a(O>y: Bl a: A),z),z)>T,2: BA-AFA .

Elles induisent les régles de typage

RRM11>F|—b:B,A Mo T 2:AFA
RR(EMl,:?Mg,a)DFI—a:A,A

et
MoTl,y:BFa:AA

L
Rr(yaM,x)l'x: AFA .

La réduction
Cut(@Andg(bM,, éNotg(ZMsy, ¢), a), 2/ And (' 2'Not, (' M, 2'), z'))

S Cut(bMy, y'Cut(éNotg(Z Mo, ¢), 2/Noty (a/ M, 2')))
S Cut(bMy, y/Cut(a’ M, ZMs))

induit la réduction
Cut(@Rp(bMy, ZbMs, a), 'Ry (yfa’ M, z'))
U Cut(bMy, y'Cut(a/ M, TMy))

conditionnée de la facon suivante : les termes Rz (bMy, ZbMa, a) et Ry, (y'a/ M, o)
doivent respectivement introduire fraichement les variables a et 2/, c’est-a-dire que
a et ' ne doivent pas apparaitre libres respectivement dans M7 ou My et dans M.
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Notons a présent d le terme Ry, (§aAx(x, a), z) et A le terme Rz (bAx(z, b), Z6, ¢).
IIs sont tous les deux bien typés comme le montre la dérivation

AxioM

Ax(z,a)px:Ajy:BFa: A
Ax(z,b)>z: BFb: B Rr(gaAx(z,a),x)>xz: Ak
Rr(bAx(z,b),26,c)>z: Bbc: A

Axiom

RR

Pourtant la réduction suivante ne termine pas.

Cut(cA,zd) = Cut(cA, ZRL(yaAx(x,a), x))

(Rr(yaAx(z, a), ) n’introduit pas fraichement z)
R (yaAx(z,a), z)[z := cA]

Cut(¢A, ZRr(yaAx(x, a)[z := cA], z))

Cut(cA, ZRr(gaAlc — al,a))

!

1=l

Cut(cA, acRL(ycA a))
= Cut(eRg(bAx(z,b), 70, c), ZRL(JeA, a))
—  Cut(bAx(z,b), yCut(cA, z9))

(Cut(cA, z6) n’introduit par fraichement y)
—  Cut(cA, z6)[y := bAx(z,b)]

(
— Cut(eA,70) -

Encore une fois, comme en déduction modulo (section 5.3.1) et en déduction super-
naturelle (début de la présente section), cette régle de prédicats (qui ne satisfait pas
I'’hypothése 6.2.1) casse la normalisation.

Traduction par normalisation

Nous avons vu que les nouvelles inférences des systémes de déduction super-
naturelle ou des systémes de superdéduction sont calculées a partir d’inférences de
NJ ou de LK (propriétés 6.1.1 et 6.1.3). Remplacer ces nouvelles inférences par le
calcul qu’elles représentent nous a déja permis de démontrer la correction de ces
systémes (propriétés 6.1.2 et 6.1.4). Ce remplacement nous a aussi permis de définir
une traduction des systémes de déduction supernaturelle et de superdéduction vers
la déduction modulo (sous-section 6.2.1) ou encore vers le calcul d’Urban (c’est-a-
dire LK) pour obtenir des résultats d’admissibilité des coupures (propriété 6.2.1) et
de normalisation (propriétés 6.2.2 et 6.2.6).

Curieusement, la normalisation de I’élimination des coupures en superdéduc-
tion nous permet d’écrire une traduction inverse remplagant alors des inférences
en déduction modulo ou dans LK par des inférences en superdéduction utilisant di-
rectement les nouvelles inférences de la superdéduction. Contrairement au premier,
ce remplacement est loin d’étre une triviale expansion des nouvelles inférences :
lorsque l’on considére une régle de prédicats P — ¢, il s’agit de remplacer dans
une dérivation un nuage d’inférences concernant ¢ et dispersé dans toute la preuve



6.2. COUPURES EN SUPERDEDUCTION 207

par une seule inférence concernant P localisée a un seul et méme endroit. En quoi
la normalisation contient-elle alors une telle traduction ? Considérons par exemple
la démonstration de la propriété 6.1.5. Pour tout ensemble de régles de prédicats
correspondant a une théorie 7h et pour tout séquent I' - A, elle nous permet de
traduire toute dérivation de I' = A dans LK en une dérivation de I', 7hg - A dans
le systéme de superdéduction associé a R. Cette traduction n’effectue pas le rem-
placement mais au contraire utilise une dérivation de - 7hg en superdéduction qui
a travers la coupure

SUPERDEDUCTION LK
FThr T, Thp b A
Cut
T'FA

fournit une dérivation de I' - A a partir de celle de I', Thg + A sans en modifier
la structure. L’élimination des coupures appliquée a cette dérivation renvoit une
dérivation sans coupure de I' = A en superdéduction. La structure de la dérivation
(dans LK) de départ est modifiée puisque I'utilisation des nouvelles régles d’inférence
dans la dérivation de - 7h est propagée par I’élimination des coupures a I'intérieur
de la dérivation de I'  A. L’élimination des coupures nous permet donc d’écrire
une traduction des dérivations de LK (ou en déduction modulo) en dérivations en
superdéduction.

Reprenons par exemple 'exemple de 'inclusion encodé par la régle de prédicats
Inc : xCy — Vz.(z € x = z € y). Elle induit les régles de superdéduction

I''zet1Fzety, A I'tetsFA THtet, A
INcR z¢ FY(I',A)  IncL
't Cty, A et I'tj CtoF A

Une coupure

T 2 3
I'zet1Fzet, A NtetasFA THtet,A
INncR Inc
Fl—tlth,A I''tj Cta A
Cur
r-A
se réduit en
™[t/ 2] o
73 NteyuFtet, A MtetoFA
Cur
F'Ftet, A NtetyyFA
Cur
'HA
et en
3 m [t/2]
'Ftet, A Ntetyy Ftety, A .
Cur 2
'Ftet, A Nteto,HA
Cut

A
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Les inférences IncR et IncL sont traduites en langage d’Urban étendu par des construc-
tions Incg(ZbzM, a) et Incp, (gM;,aMa, t, x) ainsi que par la réduction

Cut(alncg(2bzM, a), TIncr, (§M,y, aMs, t, x))

excut Cut(@My, ZCut(bM[t/z], M)
Cut(bCut(@My, EM[t/2]), GM,)) -

On peut démontrer tout d’abord dans LK le séquent
VxVy.(xCy) & (Vzzex=zey)FtCt
une dérivation possible (minimale) correspond au terme

Forally (zaForally, (zsAndr (ZaZ5Imp (ZeAx(z6, a),
bForallg(czlmpg(z7dAx(x7,d), c),b), x5), x3),t, z2),t, 1)

que nous noterons J. Notre objectif est a présent de traduire cette dérivation en
superdéduction. Pour cela, commencons pas démontrer ’axiome correspondant a
Inc dans le systéme de superdéduction lui correspondant : une dérivation possible
est celle représentée par le terme

ForaIIR@?ForaIIR(ES?AndR(
dlmpR(a:eForaIIR(lempR@'TNcL(zAx(z 9)s hAx( Jh),z,z), f),e),d),
zlmpR(w]INCR( ’kzzForaIIL( ’ImpL( ”Ax(x” k), IAX(y/, ) "Nz,2'),7),1),
c),b),a)

que nous noterons Jdyyc et qui correspond bien a une dérivation de - Vx.Vy.(x C
y) & (Vz.z € x = z € y) (c’est-a-dire - Thyyc) dans le systéme de superdéduction
associé a Inc. Si'on combine ¢ et dpy dans une coupure, on obtient bel et bien une
dérivation Cut(@dpyc, z19) du séquent - t C t. Nous n’avons pas encore obtenu
une traduction de §. Celle-ci est obtenu par la normalisation de cette coupure comme
suit. Les deux premieére réductions du terme

Cut(aForaIIR(bxForaIIR(cyAndR(
dlmpR(xéForaIIR(lempR(gj'TNcL(zAx(z 9), hAx(y, h),z,x), f),e),d),
ilmp(2/jinc g (y kzForall, (Z/1mpy (2" Ax(2", k), IAX(y/, l) Nz, 2'),7),1),
¢),b),a), x1Forally (zaForallp (z3And (Z4Z51lmp; (TeAx(x6, a),
bForallg(ézlmp p(Z7dAx(z7, d), ¢), b), 25), 23), t, T2), t, 21) )

correspondent a des coupures logiques et retournent la dérivation

Cut(E/—\ndR(
dlmpR(xéForaIIR(lempR(gT\[NcL(zAx(z 9), hAx( Jh),z,x), f),e),d),
ilmpg(2/jinc g (' kzForall, (Z/1mpy (2" Ax(2", k), IAX(v/, ) "Nz, 2'),7),1),
¢), Z3And L (Z4Z5Imp L, (T6Ax(26, ),
bForallg(czlmp (T2 dAx(z7, d), ¢), b), z5), 23) ) .
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La coupure obtenue est encore une fois une coupure logique mais peut se réduire de
deux maniéres différentes. Nous choisissons de la réduire en
Cut(cﬂmpR(féForallR(filmpR(g'gTNcL(EAx(z, 9)s ?LAx(y, h),z,x), f),e),d),
ZiCut(ilmp (' jInc g (y kzForall L (2/Imp (2" Ax(2" , k),
IAX(Y', 1) #)z.2"). ). ),
Z5lmp; (T5Ax(z6, a), bForall g (EZlmp p(T7dAx(x7, d), ¢), b), 5) ) )

dont la coupure interne est encore une coupure logique. On la réduit a son tour pour
obtenir

Cut(dlmpR(xéForallR(lempR(ﬂ'TNcL ZAx(z, g9), Q x(y,h),z,z), f),e),d),
:U4Cut(bForaIIR(czImpR(:v7dAx(x7, ) ),bA) x'Cut(
Jincp(y'kzForall, (Z/Imp; (z ”Ax( JAAX(Y' 1), 2z, 20), 4),
z6AX(z6,a) ) ) ) -

La coupure la plus profonde permet alors d’obtenir le réduit

Cut(dimpp(FeForall( F2lmp p(gginer (Ax(z g), FAX(y, 1), 2,2), [), ), d),
mCut(bForaIIR(czImpR(x7dAx(x7,d), ),b),
2'Inc g (y'kzForall, (2 1mp (2" Ax(2”, k), IAX(y/, 1), 2)z,2'),a) ) ) ) .

La coupure intérieure est a présent une coupure commutative qui se réduit en

Cut(dimpp(ZeForall p( f2Imp g (JgincL (2AX(z, 9), hAX(y, h), 2, x), f). €), d),
ZaIncgr(y' kzCut(bForallg(¢z/Imp p(z7dAx(x7, d), ), b),
x'Forall, (Z/lmpy (" Ax(2”, k), IAxX(y', 1), 2 )z, ") ) a) ))

devenant alors une coupure logique se réduisant successivement en

Cut(dimpg(eForallg(f2Impg (Jgincs (FAX(2, 9), hAX(y, h), 2,), f), €), d),
zalncg (v kzCut(clmpp(z7dAx(z7,d), ), 2 Imp (x ”Ax(m” k), 1

( )7
Z) ) a) ) )

puis en

Cut(dlmp z(#eForallz (fZImp s (Fginc, (ZAX(z, g), RAX(y, h), 2, ), f), €), d),
Zalnc g (y'kzCut(IAx(y/, 1), 27Cut (dAx(x7, d), 2" Ax(z", k) ) ) a) ) .

Deux réductions a I'intérieur du constructeur Incj, retournent le terme

Cut(dimpg(ZéForallg( f2Imp g (Ggincs (AX(2, g), BAX(y, h), z,z), f), €), d),
TalNcr (Y k2AX(Y k) a) ) .

Finalement remarquons que le symbole x4 n’apparait pas dans le terme de droite de
cette coupure. Par conséquent cette coupure commutative se réduit en

Inc g (v kZAX(y, k)a)
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qui est un terme en forme normale représentant la dérivation

N

zcthzet

INOR —
FtCt

Nous avons donc obtenu cette nouvelle dérivation en superdéduction a partir de la
dérivation § dans LK, c’est-a-dire la dérivation

AXIOM

.,z€tFzettCt
"R rkFzet=zet,t Ct
LLtCtEtCt -FVz(zet=2zet),tCt
o V(zzet=zet) = (tC) L Ct
(tCt)eVvVz.(zet=zet)FtCt
Vy.tCy)eVz.(zet=zecy)FtCt
Vx.Vy.(x Cy) & Vz.(zex=zcy)FtCt

=R

AxIioM

=L

en utilisant la dérivation dpyc en superdéduction de - Vx.Vy.(x C y) < (Vz.z €
X = z € y) comme un traducteur que I'on applique gréce a la regle de coupure et
dont le calcul correspond a I’élimination de cette coupure.

6.3 Superdéduction modulo

La déduction modulo et la superdéduction sont deux paradigmes qui sont duaux
dans le sens que le premier permet la manipulation de la partie calculatoire inhérente
a une théorie donnée alors que le deuxiéme permet la manipulation de la partie
déductive inhérente a la méme théorie. Ces deux paradigmes orthogonaux peuvent
donc étre combinés pour obtenir des systemes de superdéduction modulo.

Définition 6.3.1 (Superdéduction modulo). Soient R, et Ro respectivement un en-
semble de régles de prédicats et de termes et un ensemble de régles de prédicats.
Le systéme de superdéduction modulo associé a (R1, R2) est formé 1. des régles de
LK, 2. des régles de superdéduction obtenue a partir de Thy ainsi que 3. des régles
CoNVR=, et CoNvL=, ou = est la congruence engendrée par R1.

Si Ry est vide, alors le systéme est le calcul des séquents classique modulo asso-
cié a R ; si Ry est vide, alors le systéme est le systeme de superdéduction associé
a Ra. Nous avons choisi d’utiliser les régles ConvR et ConvL pour définir les sys-
témes de superdéduction modulo mais il est aussi possible de modifier directement
les régles du systeme de superdéduction associé a Ry pour qu’elles contiennent di-
rectement la conversion par la congruence =;. Par exemple I'inférence

I''zet1kFzety, A
't Cty, A

Inc
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correspondant a la régle de prédicat (x C y) — Vz(z € x = z € y) combinée a

ConvR devient

zet1kFzety, A
IncR =11 St
I'kFy A

Si R et Ry sont des ensembles de régles définissant un systéme de superdéduc-
tion modulo R et Ra peuvent tous les deux contenir des regles de prédicats. Tout
comme dans le cadre de la déduction modulo, il faut éviter les situations égalisant
des connecteurs distincts. Toutefois, notons que dans le cadre de la superdéduc-
tion modulo, ce n’est pas la congruence engendrée par R; seul qui doit satisfaire
la propriété de protection des connecteurs (propriété 5.1.1) mais celle engendrée par
R1UR2. Nous supposerons donc ici que cette congruence satisfait bien la propriété
de protection des connecteurs.

Remarquons que dans la combinaison superdéduction modulo, 1a partie modulo
n’intervient pas dans le calcul des nouvelles inférences de superdéduction. Nous au-
rions pu choisir de calculer celles-ci en utilisant des régles du calcul des séquents
modulo. On obtient un calcul des nouvelles inférences de superdéduction détermi-
niste si Ry vérifie la propriété de protection des connecteurs (ce qui est le cas si
R1 U R la vérifie lui-méme) et terminant si R normalise.

La correction des systémes de superdéduction modulo est une conséquence des
corrections de la déduction modulo et de la superdéduction. La propriété est une
premiére étape vers cette correction.

Propriété 6.3.1. S’il existe une dérivation del' = A dans le systéme de superdéduc-
tion modulo associé @ (R1,R2), alors il existe une dérivation deT' = A dans LK=
ou = est la congruence engendrée par R1 U Ro. En outre, si la premiére dérivation
est sans coupure, alors la deuxiéeme I’est aussi.

Démonstration. 1l suffit de remplacer les régles de superdéduction par les régles de
LK qui lui correspondent suivies d’une instance de ConvR ou ConvL (exactement
comime en sous-section 6.2.1). ]

On obtient alors la correction de la superdéduction modulo.

Propriété 6.3.2 (Correction de la superdéduction modulo). S’il existe une dérivation
de ' b A dans le systéme de superdéduction modulo associé a (R1,R2), alors il
existe une dérivation de ', Thr,, Thr, F A dans LK.

Démonstration. La propriété 6.3.1 traduit la preuve de I' = A en superdéduction
modulo en une dérivation dans LK= ou = est la congruence engendrée par R U
Ra. Alors par la correction de la déduction modulo (propriété 5.2.1), on obtient une
dérivation de I', 7Thg, , Thg, - A dans LK. O

Notons que la complétude de la déduction modulo est toujours vérifiée. Alors
la complétude de la superdéduction modulo est impliquée par la complétude de la
superdéduction (qui n’est pas, elle, toujours vérifiée).
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Propriété 6.3.3 (Complétude de la superdéduction modulo). Si le systéme de su-
perdéduction associé a Ry est complet, alors le systéme de superdéduction modulo
associé a (R1,Ra) Uest aussi : s’il existe une dérivation de I', Thg,,Thg, F A
dans LK, alors il existe une dérivation de I' = A dans le systéme de superdéduction
modulo associé a (R1,Rz2).

Démonstration. Supposons le systéme de superdéduction associé a R complet. Alors
pour toute formule ¢ € 7Thg,, il existe une dérivation de - ¢ dans le systéme de
superdéduction correspondant a Ro. Puisque le systéme de déduction modulo as-
socié a R est complet, pour toute formule ¢ € 7hg,, il existe une dérivation de
F ¢ dans le systeme de déduction modulo correspondant a ;. Ces dérivations
en superdéduction ou bien en déduction modulo sont aussi valides dans le sys-
téme de superdéduction modulo associé & (R1,R2). Soit a présent une dérivation
de I',7hg,,Thr, F A dans LK. Elle est aussi valide dans le systéme de superdé-
duction modulo associé & (R1, R2). Par conséquent des coupures sur les formules
¢ € Thr, U Thr, permettent d’écrire une dérivation de I' = A dans le systéme de
superdéduction modulo associé a (R1, R2). O

Nous allons a présent démontrer 'expressivité de la superdéduction modulo par
un exemple comprenant la récurrence sur les entiers de Peano. Nous utilisons le
paradigme modulo pour représenter ’addition en utilisant les régles 0 + y — y et
S(z) +y — S(x + y) ainsi que la multiplication en utilisant les regles 0 * z — 0
et S(x) *y — y + (y * x). Nous définissons aussi la fonction

r—1

sum(x) = 2(2 xk+1)

k=0

en utilisant les régles sum(0) — 0 et sum(S(z)) — S(z + (z + sum(x))). Le
systeme de réécriture obtenu est convergent ce qui rend son utilisation confortable
en déduction modulo.

Les nombres naturels ainsi que le principe d’induction associé sont définis par
les régles N(n) — VP.(0 € P = $(P) = n € P)etH(P) — Vk.(k € P =
S(k) € P) que nous utiliserons au travers de la superdéduction. Le prédicat $(P)
est introduit pour assurer la complétude des inférences de superdéduction associées
a ces regles de prédicats. L’égalité de Leibniz est définie en utilisant la régle z =
y — VP.(x € P = y € P). Notons que dans les trois derniéres regles de prédicats
que nous venons d’écrire, nous avons écrit x € A au lieu d’écrire A(x) (pour une
formule quelconque A). Nous nous 'autorisons en rajoutant pour chaque formule
© une constante du premier ordre fraiche ¢ ainsi que la régle de prédicats pour la
déduction modulo z € ¢ — ¢(x). Alors les nouvelles inférences de superdéduction
sont celles décrites en figure 6.4. En combinant superdéduction (pour I'induction et
I’égalité) et déduction modulo (pour I’addition, la multiplication et sum(z)), nous
obtenons un systéme de superdéduction modulo dans lequel il est facile de prouver,
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I,0€eP,H(P)FnePA

TF NG A P ¢ FV(T,A)
NLIW—OEP,A 'FH(P),A 'ne PFA
I''N(n) A
LFI—mEP,A IS(m)e P A
LLH(P)FA
ke PES(k)e PA kd FUT.A)
r'+9H(P),A
r Izre PFye P A P ¢ FV(T.A)
FrFzx=y,A
_LF,yEPI—A '-ze P A
Ne=yFA

F1G. 6.4 — Régles de superdéduction pour les entiers de Peano et I’égalité de Leibniz

par exemple, I’égalité
n—1

Z(?*k—l—l):n? .

k=0

La preuve est celle décrite en figure 6.5. Le symbole P y représente la constante
du premier ordre associée a la proposition sum(x) = z % x. Notons aussi que les
prémisses de I'instance de =L sont - sum(m) € Q et mxm € Q - S(m + (m +
sum(m))) = S(m~+(m+(m*m))) ot Q est la constante du premier ordre associée
aS(m+ (m+sum(m))) = S(m + (m + x)). Enfin remarquons que cette preuve
n’utilise que des nouvelles régles de superdéduction en plus de la régle Axiom.

6.4 Méthode des tableaux en superdéduction modulo

La méthode des tableaux pour la déduction modulo de Richard Bonichon que
nous avons décrite en sous-section 5.4.2 s’adapte au cadre de la superdéduction mo-
dulo de la facon suivante. Considérons par exemple une regle de prédicats P — .
Supposons qu’une régle d’introduction a gauche soit obtenue aprées avoir obtenue
S={TiFA;/1 <i<n}etsiC={(x,T},)/1 <k < p}. Cette introduction &
gauche de P correspondante est la régle d’inférence représentant les inférences

I'ThWot Ao, A ... I''I'hob Ayo, A
I' Po - A

zp ¢ T,T}.0,ArPourTOUT 1 < k < p
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AXxIoM

S(m+ (m+sum(m))) = S(m+ (m+ (m=*m)))
S+ (m -+ sum(m)) = S(m -+ (m + (m » m)))

AxioM

S(m + (m+sum(m))) € A S(m+ (m+sum(m))) € A
FS(m + (m + sum(m))) = S(m + (m + sum(m)))
sum(m) =m*xmbt S(m+ (m+sum(m))) = S(m + (m+ (mxm)))

ConvR
o sum(m) = m xm b sum(S(m)) = S(m) * S(m)
- 9(P)
AXIOM ————— .
0e€eArF0eA
FO=0 .
ConvR : AXIOM
Fsum(0) =0%0 : sum(n) =n*nk sum(n) =nxn
ConvR = : ConvL =
FOeP : n € PFsum(n) =nx*xn
NL
N(n)Fsum(n) =nxn
n—1
FIG. 6.5 — Une preuve de N(n) = 3 (2 k — 1) = n? en superdéduction modulo
k=0

ou o est une substitution dont le domaine est inclus dans V' U FV(P). Cette régle
d’inférence se traduit en la régle pour les tableaux suivante.

B,Poc|T — B,Po,I'io,mAo|---|B,Po,Iyo,~Ayo|T

ou o est une substitution dont le domaine est V U FV(P) U {x;/1 < k < p}
et telle que pour toute variable x € V, zo est une variable fraiche et pour tout
Tk, o est un terme f(y1,...,Ym) ou f est un symbole de fonction de Skolem
frais et {y1,...,ym} = FV(B, Po). Des régles pour les tableaux peuvent étre
similairement déduites pour les introductions a droite. En rajoutant ces regles aux
regles de TaMeD (figure 5.11), nous obtenons une méthode des tableaux correcte et
compléte pour la superdéduction modulo sans coupure, et pour la superdéduction
modulo si la propriété d’admissiblité des coupures est vérifiée.

Considérons par exemple la régle NL définie en section 6.3. La régle des tableaux
qu’elle induit est

B,N(n) [T — B,N(n),~(0€y)|B,N(n),=(H(y)) | B,N(n),(n€y) [T

Cette regle correspond a la premiére étape de la preuve de la figure 6.5 sauf qu'une
variable fraiche y vient remplacer la constante du premier ordre P. Cette variable
fraiche pourra étre substituée ensuite par P lors de I'utilisation la régle de extended
narrowing ou encore la régle de extended branch closure.
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6.5 Lemuridae

Paul Brauner et moi avons développé un prototype d’assistant de preuve basé sur
la superdéduction modulo que nous avons nommé Lemuridee. Il permet d’étendre le
calcul des séquents classique en utilisant des régles de termes et de propositions et
implémente aussi la procédure d’hyperpolarisation que nous introduirons en section
7.2. Pour I'implémenter, nous avons choisi le langage Tom (Moreau et Reilles, 2006)
qui rajoute de la réécriture et de la programmation par stratégies au langage Java.
Nous verrons que le choix de ce langage a de nombreux avantages : Son expressi-
vité nous permet d’écrire un code propre et court. C’est particuliérement important
pour I'implémentation de la procédure de vérification des preuves. L’expressivité
de Tom est telle que cette implémentation consiste seulement a traduire les infé-
rences de LK en régles de réécriture pour Tom. Ainsi la fonction de vérification des
preuves ne contient que 150 lignes de code. Tout utilisateur peut donc les lire puis
les comparer aux inférences de LK pour finalement se convaincre de la correction
de 'implémentation. Un deuxiéme avantage de Tom est I’expression de tactiques en
utilisant des stratégies. Le langage de stratégies de Tom est inspiré du langage Elan
(Visser et Benaissa, 1998) et du rho-calcul. Des combinateurs de stratégies permettent
de composer des stratégies de base pour former des programmes complexes. On peut
alors tres facilement exprimer des tactiques de recherche de preuve complexes.

L’objet de cette section est de présenter brievement le prototype Lemuridee et
son implantation.

6.5.1 Lemuridee par '’exemple

L’interaction avec le prototype Lemuridee se fait soit par une interface en mode
texte, soit par une interface graphique (figure 6.6). Lemuridee propose un cadre
d’expérimentation pour les systémes de superdéduction modulo. On peut naturelle-
ment y étendre le calcul des séquents classique par les inférences correspondant a
des regles de réécriture. Par exemple, le prédicat C peut étre défini en déclarant une
reégle de réécriture grace au mot-clé rute.

> rule Subset(A,B) -> forall x, In(x,A) => In(x,B).

Lemuridee affiche a titre d’information les deux schémas d’inférences induits par
cette regle de réécriture.

The new deduction rules are :

In(x0, A) |- In(x0, B)
—————————————————————— (x0 fresh)
|- Subset(A, B)

|- In(x0, A)  In(x0, B) |-

Subset (A, B) |-
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File Navigation

H. A 2z w0y = 00 el
[ternrule plus(o,x) => x.
frernrule plus(succix),y) -> succ(plus(x,y)). proots 1 open goals :
HECY) |- eRst0, €0)s ()43 = n()
reduce tern (3+4). L
IR TTe)]
proprule eq(0,0y -> True. e
proprule eq(0,succ(x)) - False. rcl: eps(o, c())
oroprule eq(succ(xd,0) - False. 2 (0403 = 00
oroprune eg(succ(x), succ(yl) = Bagx,y).
reduce proposition eq(3,3). proof> Can't apply custom rule -1: No applicable rule.
1 open goals :
oroprule eps(n,c(3) = eaplus(n,03,n). NENE) 1~ epst0, €03y MO+ = n0)
proof th2: forall n, N(n) => eq(plus(n,0),nJ. hl: N(NOY)
intros, e
[focus hl. rule. c). _||rcl: eps(0, c()
raduce. T ez mosor =m0
i on.
rule.
reduce., proof> 1 open goals :
=cion. NENE) 1= True, (n0+03 = Q)
rule. reduce. | -
intro, hi: NCnOY
display th2.
Fcl: True
[rernrule plus(o,n) -> n. 2z (n()+01 = n() =
reduce tern 3+0.
|| |proot> thz proved. L
roofrern th. ~ =
gl i I KN [v]
File State |Page; \Portrait 1.000/ BBox|| /tmproutputEI33027250462235479 dvi | Thumar 11 09:51:38 2010 |
[variable Size
————————————————— aziom
(m() +0) =m() k= (m() +0) =m()
Boen — T — super - ariom
(R | T N(n()) = H(e(), (»() +0) = n() (n() +0)=n() F (n() +0) =n()
Print All super
B 3 N@m()F (2() +0) =n()
[IE=TE F N(n() = (2() +0) = n()

¥, N(n) = (n+0) =

F1G. 6.6 — L’interface graphique de Lemuridee

On peut alors s’engager dans la démonstration de V.2 C x al’aide de la commande
proof. Le systéme entre en mode démonstration, mode dans lequel on construit in-
teractivement une dérivation ayant pour conclusion - V.2 C 2. A chaque étape de
cette construction, on est confronté a une dérivation partielle contenant des feuilles
ouvertes qu’il faut fermer pour terminer la démonstration (comme en Coq). Dans
notre cas, il n’y a qu’une feuille ouverte : - Vz.x C x.

> proof thl: forall A, Subset(A,A).

1 open goals
|- forall A, Subset(A, A)

*cl: forall A, Subset(A, A)

Le séquent conclusion de la feuille courante est présenté horizontalement dans la
section open goals puis verticalement. Dans le cas présent, I'information est redon-
dante puisqu’il n’y a qu’une feuille ouverte. Dans ce cas, la tactique auto, qui ap-
plique toutes les régles de dérivation du calcul des séquents tant que possible, vient
a bout de la démonstration.

proof> auto.
thl proved.

On peut alors demander au systéme d’afficher la dérivation obtenue.

> display thl.
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axiom

In(z,a) - In(z,a)
F Subset(A, A)
F VA, Subset(A, A)

super

R

Considérons a présent un exemple plus intéressant : la définition des entiers de
Peano, vue en section 6.3.

rule N(n) -> forall p, eps(0,p)
=> (forall m, eps(m,p) => eps(s(m),p))
=> eps(n,p).

Cette régle de réécriture peut étre entrée telle quelle dans Lemuridee ou bien générée
par le systéme lui-méme a partir du type inductif

inductive Nat = z() | s(m:Nat).

La régle de réécriture menace la complétude du systéme, car la proposition Vm.|. . .|
se trouve en position négative sous un quantificateur universel. Pour régler ce pro-
bléme, le systéme utilise la procédure d’hyperpolarisation que nous verrons en sec-
tion 7.2. Pour continuer, I'utilisateur doit nommer la proposition Ym.(m € p =
S(m) € p). On choisit par exemple H, pour « héréditaire ».

name the proposition "forall m, eps(m, p) => eps(s(m), p)” > H.

Cela donne lieu a quatre schémas d’inférence introduisant les prédicats N et H a droite
et a gauche.

The new deduction rules are :

eps(0, pd), H(pO) [- eps(n, pO)

------------------------------- (p® fresh)
[- N(n)

|- eps(0, po) |- H(pO) eps(n, pod) |-
N(n) |-

eps(m@, p) |- eps(s(m@), p)
------------------------------ (mO@ fresh)

On se propose, a titre d’exemple, de démontrer que Vn, N(n) = n + 0 = n. Pour
cela, nous définissons un ensemble de régles de réécriture de termes et de proposi-
tions, qui vont enrichir la partie modulo du systéme et qui manipuleront les additions
et les égalités.

> termrule plus(0,x) -> Xx.
> termrule plus(s(x),y) -> s(plus(x,y)).



218 CHAPITRE 6. SUPERDEDUCTION

proprule eq(0,0) -> True.

proprule eq(0,s(x)) -> False.

proprule eq(s(x),0) -> False.

proprule eq(s(x),s(y)) -> eq(x,y).
proprule eps(n,c()) -> eq(plus(n,0),n).

vV V. V VvV Vv

(
La constante c() représente I’ensemble {n/n + 0 = n} : en effet n € c() se réduit
en n + 0 = n. Bien que nous rajoutions ici cette constante pour le besoin de la dé-
monstration future, rajouter automatiquement de telles constantes par anticipation
ne constitue pas une technique de développement viable. En réalité, il vaut mieux
utiliser la théorie des classes, comme nous ’avons fait en section 6.3, sous forme
d’un codage fini, comme le propose Kirchner (2006).

On peut a présent s’engager dans la démonstration de la proposition Vn, N (n) =
n+0=n.

> proof th2: forall n, N(n) => eq(plus(n,0),n).

1 open goals :
|- forall n, N(n) => (n+0) =n

*cl: forall n, N(n) => (n+0) =n

Remarquons que Lemuridee affiche le symbole plus selon une notation infixe. C’est
un comportement ad-hoc pour 'instant qui gagnerait a étre rendu paramétrable. La
tactique intros introduit tant que possible les connecteurs logiques. On se retrouve
dans la situation suivante apres son application.

proof> intros.

1 open goals :
N(n) |- (n+0) =n

On peut a présent tirer parti de 'hypothése h1 pour montrer c1 par récurrence sur
n. Pour cela, on indique a Lemuridee que ’on souhaite porter notre attention sur
hl (commande focus hl), que 'on souhaite introduire a ’aide d’une inférence de
superdéduction (tactique rule).

proof> focus hl. rule.

1 open goals :
N(n) |- (n+0) =n
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Le systéme requiert la classe (au sens de la théorie des classes) représentant la pro-
position que ’on souhaite montrer par récurrence. Il s’agit ici de c().

proof> new term for variable p0@ in rule 3 > c().

3 open goals :

N(n) |- eps(0, c()), (n+0) = n
N(n) |- H(c()), (n+0) = n
eps(n, c()), N(n) |- (n+@) = n

Cette fois, il y a trois feuilles ouvertes, correspondant chacune aux trois prémisses
de I'inférence intoduisant le prédicat N a gauche. L’hypothése h1 est convertible en
n+0 = n par la congruence du systéme courant. On demande donc a Lemuridee de
normaliser le séquent (commande reduce).

proof> reduce.

3 open goals :

N(n) |- eps(0, c()), (n+0) =n
N(n) |- H(c()), (n+@) =n
(n+0) = n, N(n) |- (n+0) =n
hl (n+0) = n
h2: N(n)

*cl: (n+0) =n

On peut dés a présent fermer cette branche de la dérivation par un axiome, et Le-
muridee présente le prochain but & démontrer.

proof> axiom.

2 open goals :
N(n) |- eps(0, c()), (n+0) =n
N(n) |- H(c()), (n+0) = n

La démonstration s’achéve ensuite sans encombres a I’aide des tactiques vues jusqu’ici.
On ne la détaille pas dans son intégralité.

Il est a présent légitime (ceci n’est pas automatique dans Lemuridee a I’heure
actuelle) d’ajouter ce dernier théoréeme a la congruence par le biais de la regle de
réécriture suivante.
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> termrule plus(0,n) -> n.

Idéalement, Lemuridee devrait vérifier, en faisant éventuellement appel a des outils
tels que Cime (Contejean et al., 2004), que 'ajout de cette régle ne met pas en péril
la décidabilité de la congruence. Ce n’est pour I'instant pas le cas.

6.5.2 Lelangage Tom

Le langage que nous avons utilisé pour programmer Lemuridee est Tom. C’est
une extension du langage Java développée par I’équipe Pareo (Balland et al., 2007).
Cette extension rajoute au langage Java les notions de terme, de filtrage, de réécri-
ture et de stratégie. D’autres langages contiennent de facon plus ou moins intensive
ces notions relatives a la réécriture : par exemple OCaml, Haskell, Elan ou Maude.
Néanmoins le langage Tom a I'avantage de s’intégrer de facon légére au langage
Java et facilite ainsi son adoption par les programmeurs non spécialisés. En outre,
le fait que le compilateur Tom produise du code Java assure a la fois la pérennité
des programmes produits ainsi que la possibilité de les exécuter sur une grande va-
riété d’architectures. Les concepteurs du langage Tom adoptent donc une approche
pragmatique consistant a proposer a une large communauté de programmeurs des
notions jusque la réservées a des langages dont 'utilisation industrielle reste faible
ou inexistante. Cette approche est couronnée de succés puisque le langage Tom est
utilisé par plusieurs projets académiques et industriels, comme par exemple dans
Crystal Reports, un logiciel produit par Business Objects au sein duquel le langage
Tom permet la traduction de requétes OLAP en requétes SQL.

Termes Lelangage Tom permet tout d’abord de représenter des termes en utilisant
des types de données abstraits. Les entiers de Peano sont par exemple codés en Tom
par la grammaire sous forme de Backus-Naur

Nat = Z() | S(n:Nat)

définissant le type de donnée abstrait Nat. Les arbres binaires sur les entiers de Peano
(exemple 1.1.3) sont représentés par la grammaire sous forme de Backus-Naur
BinaryTree = Star() | Leaf(n:Nat,left:BinaryTree,right:BinaryTree)

Cela permet alors de construire des entiers de Peano, comme par exemple I’entier 3
représenté par ‘S(S(S(Z()))), et des arbres binaires, comme par exemple

‘Leaf(S(S(Z())), Leaf(S(S(S(Z()))),Star(), Star()), Star())

Filtrage Le filtrage est représenté en Tom par I'instruction %match. On peut par
exemple convertir un entier de Peano en int avec la méthode

public int peanoToInt(Nat n) {
%match(n) {
Z() -> { return 0; }
S(m) -> { return 1+ peanoToInt(‘m); }

1}
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puis calculer la somme des entiers d’un arbre binaire avec la méthode

public int binaryTreeToInt(BinaryTree t) {
smatch(t) {
Star() -> { return 0; }
Leaf(n,tl,t2) -> {
return peanoToInt(n) + binaryTreeToInt(tl) + binaryTreeToInt(t2);
Pt

Le filtrage en Tom nous permet de programmer de facon tres naturelle des pro-
cessus manipulant des preuves (vérification, traduction .. .). Le vérificateur de preuves
de Lemuridee consiste par exemple en un ensemble de régles de réécriture qui tra-
duisent chacune un schéma d’inférence du systeme logique. Par exemple la régle

rule(
andLeftInfo[],
(p@rule(_,_,sequent((gl*,A,B,g2%), d), )),
sequent((gl*,a,g2*),d),
a@and(A,B)
)

-> { return proofcheck(‘p);}

représente le schéma AL. Le vérificateur de preuve obtenu est extrémement concis et
lisible. Par exemple, la partie vérifiant les dérivations en calcul des séquents classique
ne contient que 150 lignes de Tom.

Stratégies Afin de contrdler finement ’application des régles de réécriture, le lan-
gage Tom utilise la notion de stratégie de réécriture. Les stratégies comme bottom-up,
top-down, leftmost-innermost sont des objets d’ordre supérieur qui décrivent com-
ment un ensemble de régles de réécriture sera appliqué : a chaque étape, la stratégie
choisit quelle regle est appliquée et a quelle position du terme réécrit.

En Tom, des stratégies de haut-niveau peuvent étre définies en combinant des
stratégies bas-niveau élémentaires définies par I'utilisateur. Ces stratégies bas-niveau
sont en fait des ensembles de régles de réécriture. A 'aide de combinateurs tels que
TopDown, I'utilisateur peut ensuite utiliser les stratégies bas-niveau pour créer des
stratégies complexes. Tom contient une bibliothéque Java sl fournissant de nom-
breux combinateurs de stratégies.

Considérons par exemple la signature

Expr = Z() | S(n:Expr) | Plus(n:Expr, m:Expr) | Mult(n:Expr, m:Expr)
L’utilisateur peut définir la stratégie élémentaire suivante.

%sstrategy R extends Id {
plus(x, Z()) -> x
plus(x, S(y)) -> S(plus(x,y))
}

Cette définition est compilée par Tom en une classe Java R dont les instances re-
présentent toutes le systéme de réécriture décrit dans ’exemple 1.1.3. Ces instances
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n’admettent qu’une seule méthode visit qui représente ’application du systéme de
réécriture : si r est une instance de R, Papplication de cette stratégie a un terme t
s’écrit  r.visit(t). Par exemple r.visit(plus(S(Z()),S(Z())) retournera
S(plus(Z(),S(Z())))tandisquer:visit(mult(plus(S(Z()),Z(S())),S(Z())))retour-
nera mult(plus(S(Z()),Z(S())),S(Z())) : en effet dans ce dernier cas aucune régle
de réécriture ne s’applique en téte et la stratégie retourne alors le terme inchangé
comme spécifié par extends Id.

Les combinateurs de stratégies sont aussi des classes Java dont le constructeur
prend en argument des stratégies et dont les instances sont aussi des stratégies.
L’exemple le plus simple est le combinateur Seq qui séquentialise deux stratégies.
(new Seq(r,r)).visit(t) applique par exemple deux fois de suite r en téte au terme
t. Un autre combinateur central est le combinateur all qui applique une stratégie a
tous les sous-termes directs d’'un terme. Par exemple

(new All(r)).visit(
mult(
plus(S(Z(
plus(S(Z(
) )

) )),
)),S(z()))
retournera mult(S(Z()),S(plus(S(Z()),Z()))).

L’exemple type de stratégie obtenue a partir de ces combinateurs est la stratégie
top-down qui applique la réécriture a un terme en recherchant les redexes en des-
cendant depuis la racine vers les feuilles. Cette stratégie se définit comme le point
fixe
top-down s = Seq(s, All(top-down s))

Ce point fixe est exprimé en Tom grace au combinateur Mu.
Strategy TopDown(s:Strategy) = ‘Mu(”x"”,Seq(s,AlLl((Muvar(”x"))(s))))

Les stratégies de Tom nous permettent d’exprimer trés facilement des tactiques
complexes de preuve. Par exemple, la tactique intros de Lemuridee introduit les
connecteurs logiques tant que possible dans toutes les branches d’une dérivation
ouverte. Elle est simplement exprimée a 1’aide de la stratégie topdown (try intro).



Chapitre 7

Focalisation pour la
superdéduction

La présent chapitre est dédié a (1) la présentation d’un résultat d’admissibilité des
coupures pour la superdéduction modulo basé sur une analyse de la permutabilité
des inférences (section 7.1) (2) suivi d’'une comparaison des paradigmes de focusing
et de superdéduction. Mis a part la présentation du focusing (sous-section 7.3.1),
tout ce qui est exposé dans ce chapitre constitue une contribution originale de cette
thése et a fait 'objet d’une publication (Houtmann, 2008a). Le systéme de focused
fold présenté en sous-section 7.3.4 ne figure cependant pas dans cette publication est
constitue donc un apport totalement original de cette these.

Comme I'expliquent les chapitres 5 puis 6, les paradigmes de déduction modulo
et de superdéduction permettent de générer des systémes déductifs spécialisés pour
une théorie donnée. La complétude des inférences de superdéduction n’est assurée
que lorsque certaines conditions de synchronicité sont vérifiées par les régles de pré-
dicats correspondant : leurs membres droits doivent étre des hyperpéles (propriété
6.1.5). Nous allons le voir en section 7.1, il en va de méme pour ’admissibilité des
coupures : lorsque certaines conditions de synchronicité sont vérifiées, le systéme
de superdéduction modulo sans coupure est équivalent au systéme de déduction
modulo sans coupure et par conséquent tout résultat d’admissibilité des coupures
dans l'un est valable dans lautre et inversement. Ces conditions de synchronicité
sont naturelles : elles traduisent le fait que lorsqu’on utilise des inférences de super-
déduction, certains ordonnancement d’inférences sont interdits alors qu’ils seraient
permis si l'on utilisait directement les inférences de LK correspondant.

Le focusing est une approche proposant une gestion des inférences dirigée par
la synchronicité des connecteurs. Initialement proposée dans le cadre de la logique
linéaire (Andreoli, 1992, 2001), elle séquentialise le mécanisme de preuve en phases
synchrones et asynchrones. Le focusing centralise les inférences non inversibles dans
les phases synchrones. On obtient alors un systéme bien plus favorable a la recherche
de preuve : 'espace de recherche est restreint par I’alternance des phases et les points
de backtracking sont explicites : ce sont les entrées des phases synchrones. Comme
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le remarque Andreoli (2001), I’alternance d’une phase synchrone puis d’une phase
asynchrone correspond a I'introduction d’un bipéle, c’est-a-dire a une couche syn-
chrone englobant une couche asynchrone qui constitue ce que Girard (1999, 2000)
appelle un connecteur synthétique. Relier superdéduction et focusing semble alors
naturel : si 'on compare les connecteurs synthétiques aux regles de prédicats, les
cycles synchrones/asynchrones correspondent aux inférences de superdéduction.

Mon article TYPES 08 (Houtmann, 2008a) comprend un démonstration du ré-
sultat d’admissibilité des coupures que je vais exposer en section 7.1 ainsi qu’une
comparaison de la superdéduction avec le focusing. Néanmoins cette comparaison
est largement incompléte : seule la gestion de I'inversibilité des inférences du focu-
sing y est évoquée. Il manque notamment ’assignation de polarités aux propositions
atomiques. Par conséquent en section 7.3 je revisite totalement le lien entre super-
déduction et focusing en proposant un systéme de superdéduction modulo basé sur
le paradigme du focusing et la notion de connecteurs synthétiques. L’alternance des
phases synchrones et asynchrones y est built-in et la complétude n’est plus condi-
tionnée par des hypothéses de synchronicité.

7.1 Déduction modulo vers superdéduction

Comme nous I’avons vu au chapitres 5 et 6, les propriétés de normalisation,
d’élimination des coupures ou de cohérence ne sont pas toujours vérifiées pour les
systemes de déduction modulo ou de superdéduction. Pour la déduction modulo, il
existe plusieurs techniques permettant de caractériser des classes de théories pour
lesquelles le systéme de déduction modulo associé est normalisant ou bien vérifie
I’admissibilité des coupures (section 5.3). Nous avons aussi déja démontré que la
normalisation d’un systeme de superdéduction est impliquée par la normalisation
du systéme de déduction modulo lui correspondant. Nous allons a présent démon-
trer qu’il est de méme pour I’admissibilité des coupures : I'admissibilité des coupures
en superdéduction est impliquée par ’admissibilité des coupures en déduction mo-
dulo. Nous allons méme le démontrer pour les systémes de superdéduction modulo :
si R1 et Ro sont respectivement un ensemble de regles de termes et de prédicats et
un ensemble de regles de prédicats, alors ’admissibilité des coupures dans le sys-
téme de superdéduction associé a (R, R2) est impliquée par I'admissibilité des
coupures dans le systéme de déduction modulo associé a R; U Ra. Nous obtien-
drons ce résultat en prouvant que la prouvabilité en déduction modulo sans coupure
concorde avec celle en superdéduction modulo sans coupure. Pour cela nous allons
traduire les dérivations sans coupure en déduction modulo vers les dérivations sans
coupure en superdéduction modulo (la traduction inverse étant déja écrite en sous-
section 6.2.1) de la facon suivante : Soient donc (R1, R2) une paire d’ensemble de
régles définissant un systéme de superdéduction modulo. Notre but est de démontrer
I'admissibilité des régles ConvRy, et ConvLy, dans ce systéme de superdéduction
modulo sans coupure : Tout d’abord nous montrons que pour toute régle P — ¢ de
Ra, siun séquent I' - po, A est démontrable en superdéduction modulo sans cou-
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pure, alors I' - Po, A lest aussi. Nous prouvons aussi que si un séquent I', oo = A
est démontrable toujours en superdéduction modulo sans coupure, alors I', Po = A
I'est aussi. Nous en déduisons '’admissibilité des regles ConvRy, et ConvLy, dans
ce systéme de superdéduction modulo sans coupure ce qui nous permet de traduire
alors toute dérivation sans coupure en déduction modulo en dérivation sans coupure
en superdéduction modulo : il suffit de traduire les étapes de conversion correspon-
dant a ConvRR,, et ConvLR,.

Le point clé de cette démonstration consiste donc a prouver que, dans le sys-
téme de superdéduction modulo sans coupure associé a (R1, R2), pour toute régle
P — @ de Ro, si un séquent I' - @o, A est démontrable, alors I' = Po, A Pest
aussi et si I', oo F A est démontrable, alors I', Po + A Dest aussi. Pour cela,
I’idée est d’utiliser des permutations d’inférences : il nous faut regrouper toutes les
inférences décomposant les connecteurs de o pour les unir en une inférence de su-
perdéduction introduisant le prédicat P a gauche ou a droite. Les résultats de Kleene
montrent que les seuls connecteurs pouvant poser probléme quant aux permutations
d’inférences sont les quantificateurs. Considérons par exemple une régle de prédicat
P — (Vx.A(x)) = (Vx.B(z)) et la dérivation

VL

A(yo) = B(x 0), (yo) F B(zo)
3R (

A(yo) = B(ao), (V. A(x)) F B(wo)
Jy.(A(y) = B(x0)), (Vo A(z)) - B(xo)

va.3y.(Aly) = B(@)), (va-A(x)) F Blao)
Va.3y.(A(y) = B(z)), (Vz.A(z)) F (Vz.B(x)) )
Vz.3y.(A(y) = B(z)) F (Vz.A(z)) = (Vz.B(x))

Les inférences correspondant a une décomposition d’un connecteur de (Vx.A(z)) =
(Vx.B(x)) y sont marquées d’un *. Elles ne peuvent étre directement regroupées car
la deuxiéme inférence en partant du bas doit étre effectuée avant la troisiéme pour
libérer la variable zq et la quatriéme inférence doit étre effectuée avant la cinquiéme
pour libérer la variable yy. L’unique possibilité est d’utiliser une contraction pour
obtenir la dérivation en figure 7.1. La question se pose alors de démontrer qu'un
tel regroupement des inférences en utilisant des contractions est toujours possible.
Nous laisserons cette question a I’état de conjecture. Par contre et lorsque les regles
de prédicats utilisées par la superdéduction ont une certaine forme, les contractions
ne sont pas nécessaires. Nous supposerons donc I’hypothése suivante vérifiée.

Hypotheése 7.1.1. Nous supposerons que pour toute régle de prédicats P — ¢ de
Ra, @ est un monopdle ou bien la négation d’un monopdle.

Afin de faciliter notre démonstration, nous supposerons en outre que ¢ est en
forme prenexe. La mise en forme prenexe ne modifiant pas le résultat du calcul
des inférences de la superdéduction, notre résultat final ne dépendra en fait pas de
cette supposition. Par exemple la régle de prédicats P — (Vx.A(z)) = (Jy.B(y))
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Alyo) = B(xo), A(wo), Alyo) " B(21), B(wo)
A(yo) = B(xo), A(o), Ayo) PV B(@), B(zo)
A(yo)= B(x0), A(xo),Vo.A(z) FV2.B(z), B(xo)
Alyo) = B(xo), A(zo) - ¢, B(xo)
Fy-A(y) = B(xo), A(wo) -, B(xo)
Va.3y.A(y) = B(z), A(xo) @, B(xo) .
Va.3y.A(y) = B(z),Vx.A(x) F o, B(zo) i}
Vr.3y.A(y) = B(z),Vz.A(x)F,Va.B(z) .
Vr.3y.A(y) = B(z)F o, (Vx.A(x)) = (Vz.B(x))
Va.3y.(A(y) = B(z))F (Vx.A(x)) = (Vz.B(x))

CoNTRR

F1G. 7.1 — Regroupement d’inférences grace a une contraction

vérifie '’hypothese 7.1.1. Toutefois son membre droit n’est pas en forme prenexe mais
si on le remplace par 3z.3y.(A(z) = A(y)), on obtient les mémes inférences de
superdéduction, en I'occurrence

T, A(ty) F B(t), A I'Biy)FA Tk A(z),A
I'HPA et I.PFA

x,y ¢ FV(T,A)

Un monopéle en forme prenexe est de la forme 3z ... z,.¢ ou ¢ est une for-
mule propositionnelle et la négation d’'un monopdle en forme prenexe est de la forme
Vz1...xn.1. De telles formules sont appelées des formules 31 et I1;. La dualité de
De Morgan nous permet de ne traiter finalement que des régles de prédicats P — ¢
telles que ¢ est IT;. Le traitement du cas ou ¢ est X1 y est déja traité implicitement :
il suffit d’inverser les deux cotés des séquents pour passer d’un traitement a ’autre.
Par conséquent nous supposerons donc finalement que R ne contient que des régles
de prédicats P — ¢ ou ¢ est I1;.

Nous allons a présent démontrer d’admissibilité de

Tk A Tok A
L Convlyg, L

Ty, A et DoEA  (p=p, )

ConvRg,

dans le systéme de superdéduction modulo sans coupure associé a (R1, R2). Cette
démonstration a fait Pobjet d’'une publication (Houtmann, 2008a). Elle est décrite
intégralement dans la version longue de cette publication (Houtmann, 2008b). Nous
allons tout d’abord avoir besoin d’adapter le résultat d’inversibilité de Kleene de LK
pour la superdéduction modulo.

Propriété 7.1.1 (Lemme de Kleene pour la superdéduction modulo). Soient des for-
mules Ay =1 As =1 ... A, =1 @. S0it© = A1, As... A, Sil,0 F A est

dérivable dans le systéme de superdéduction modulo sans coupure, alors
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sipo = A, alorsT' = A, A est aussi dérivable;

sio=ANB,alorsT", A, B+ A est aussi dérivable ;

siog=AV B,alorsT', A+ A et]', B+ A sont aussi dérivables;

siog=A= B,alorsT',B+ A et .A, A sont aussi dérivables ;

sip = 3x.Q, alorsT', Q[c/x] = A est aussi dérivable pour toute variable fraiche c.

De méme, sil' = O, A est dérivable dans le systéme de superdéduction modulo sans
coupure, alors

sip = A, alorsT'; A+ A est aussi dérivable;

siog=ANDB,alorsT' A, A etT' = B, A sont aussi dérivables ;

sio=AV B, alorsT' - A, B, A est aussi dérivable ;

siop=A= B,alorsT',| A |£J;41-2 B, A est aussi dérivable.

sip =Vx.Q, alorsT' - Q[c/x], A est aussi dérivable pour toute variable fraiche c.

Démonstration. A chaque fois, par induction sur la dérivation. O

Cette inversibilité nous permet, lorsque P — ¢ est une régle de Ry et puisque
@ est 11, de toujours pouvoir regrouper les inférences concernant o a la racine
dans une dérivation de I' - o, A en superdéduction modulo.

Propriété 7.1.2. Soit R : P — ¢ une régle de prédicats de Ro. Puisque ¢ est 1y,
sil' F @o, A est dérivable en superdéduction modulo sans coupure, alors il existe
des dérivations sans coupure des prémisses de R R correspondantes. Par conséquent
cette régle nous donne une dérivation sans coupure de" - Po, A en superdéduction
modulo.

Démonstration. Par itération de la propriété 7.1.1. O

Prouver la méme propriété pour les régles d’introduction a gauche est une autre
affaire : les inférences ne peuvent plus étre regroupées a la racine de la dérivation a
cause la non-inversibilité des introductions de connecteurs synchrones. Nous choi-
sissons donc de les permuter vers les feuilles de la dérivation. Cela nécessite d’abord
quelques manipulations préliminaires sur la dérivation.

Définition 7.1.1 (Superdéduction modulo atomique). Le systéme de superdéduction
modulo atomique associé d (R1, R2) est la restriction du systéme de superdéduction
modulo ou les régles de conversion

e TEUA W DWEA
ONRpy P ATV MR T e ELY

sont restreintes au cas ou @ est une proposition atomique.

Propriété 7.1.3. Un séquent est dérivable dans le systéme superdéduction modulo
associé d (R1, Ra) si et seulement si il l'est dans le systéme de superdéduction mo-
dulo atomique associé a (R1, R2).
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Démonstration. Par induction sur la dérivation en utilisant la confluencede R;. O

Définition 7.1.2 (Décomposition totale). Nous dirons que I et A’ sont totalement
décomposés dans une preuve de T',T" = A’ A (en superdéduction modulo ou en
superdéduction modulo atomique) lorsque les régles Axiom ne sont appliquées que
sur des séquents ot plus un seul connecteur de I ou A’ n’apparaissent.

Notons qu’en superdéduction modulo atomique, dans un chemin de la racine a
'une des feuilles d’une dérivation de I', TV = A’ A, la seule maniére de faire dispa-
raitre un connecteur de IV ou A’ est de le décomposer grace a la régle d’inférence
lui correspondant. Ce n’est pas le cas en superdéduction modulo (non-atomique) ou
une étape ConvR ou ConvL peut tout a fait effacer un connecteur pour le remplacer
par une proposition atomique.

Propriété 7.1.4. Sil' - A est dérivable en superdéduction modulo, alors il en existe
une dérivation en superdéduction modulo atomique les décomposant totalement.

Démonstration. Une preuve est décrite dans la version longue de mon article (Hout-
mann, 2008b). O

Définition 7.1.3. Si ¢ = Vri...x,.0 est 1] et o est une substitution dont le
domaine est inclus dans {x1,...,x_1}, alors nous appellerons les formules de la
formeVzxy, ... x,.000 des décompositions partielles de .

Définition 7.1.4. Dans une dérivationdel', ... - A en superdéduction modulo
sans coupure ou  est 111, nous dirons que @ est non-contracté si aucune contraction
n’est effectuée sur une décomposition partielle de .

Propriété 7.1.5. S’il existe une dérivation de I', 1 ..., = A ou chaque p; est
I1; et totalement décomposé en superdéduction modulo sans coupure, alors il existe
une dérivation d’un séquent ', 1 ... 01, p02...02... 0 = A en superdéduction
modulo sans coupure ou chaque @; est non-contracté et totalement décomposé.

Démonstration. Par induction sur la dérivation. O

Propriété 7.1.6. Soit R : P — ¢ une régle de prédicats de Ro. Puisque ¢ est
Iy, si T, ¢’ = A est dérivable en superdéduction modulo sans coupure ot ¢’ est
une décomposition partielle de po, alors il existe une dérivation sans coupure de

T,PFA.

Démonstration. Les propriétés 7.1.3,7.1.4 et 7.1.5 fournissent une dérivation de I", ¢’ -
A ol ¢’ est totalement décomposé et non-contracté. Alors on raisonne par induction
sur cette dérivation. ]

Nous sommes alors en mesure de démontrer la version de la propriété 7.1.2 a
gauche :
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Propriété 7.1.7. Soit R : P — ¢ une régle de prédicats de Ro. Puisque o est 11,
sil', oo = A est dérivable en superdéduction modulo sans coupure, alors il existe
une dérivation sans coupure de I, Po = A en superdéduction modulo.

Démonstration. Conséquence immeédiate de la propriété 7.1.6. O

Finalement, les propriétés 7.1.2 et 7.1.7 permettent de démontrer ’admissibilité
des régles ConvRy, et ConvLy, dans le systeéme de superdéduction modulo associé
a(R1,Ra2).

Propriété 7.1.8. Si =y est la congruence engendrée par R et si o = 1, alors dans
le systéme de superdéduction modulo sans coupure associé d (R1,R2), (1)T F ¢, A
est dérivable si et seulement si " - 1), A est dérivable; (2)T', o b A est dérivable si
et seulement si ', 1) = A est dérivable.

Démonstration. Le cas ¢ = Po et ) = ¢'o avec P — ¢’ € Ry provient directe-
ment de la correction des régles de superdéduction (propriété 6.1.3). Le cas inverse
p = ¢'o et ) = Po provient des propriétés 7.1.2 et 7.1.7. Pour démontrer que la
prouvabilité est préservée par réécriture arbitraire, on procéde par induction sur le
nombre de pas de réécriture effectué puis sur la profondeur du pas de réécriture. [

En corollaire, on obtient I’équivalence entre le systéme de superdéduction mo-
dulo sans coupure associé a (R1, R2) et le systeme de déduction modulo sans cou-
pure associé a R U Ro.

Propriété 7.1.9. Un séquent I = A est dérivable dans le systéme de superdéduction
modulo sans coupure associé a (R1, R2) si et seulement si il I’est dans le systéme de
déduction modulo sans coupure associé a R1 U Ra.

Démonstration. Pour traduire la superdéduction modulo en déduction modulo, il
suffit d’appliquer la traduction définie en sous-section 6.2.1. Pour la traduction in-
verse, il suffit d’utiliser ’admissibilité des régles ConvRi, et ConvLy, en superdé-
duction modulo. O

7.2 Hyperpolarisation et Monopolarisation

Parmi les résultats relatifs a la superdéduction que nous avons exposés, deux sont
conditionnés par des hypothéses spécifiques. Tout d’abord nous n’avons démontré
la complétude des systémes de superdéduction (modulo) que lorsque les membres
droits des regles de prédicats utilisées par le paradigme de superdéduction sont des
hyperpéles. De méme nous n’avons démontré la complétude des systémes de su-
perdéduction modulo sans coupure par rapport aux systémes de déduction modulo
sans coupure leur correspondant que lorsque les membres droits des reégles de pré-
dicats utilisées par le paradigme de superdéduction sont Iy ou 31, ou de maniere
équivalente lorsque ce sont des monopoles ou des négations de monopdles.
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Quand l'ensemble de regles de prédicats ne satisfait pas ces conditions, il est
possible de le modifier pour obtenir un ensemble équivalent les satisfaisant : des
procédures permettent d’obtenir un ensemble de régles de prédicats équivalent dont
les membres droits sont des hyperpoles (Brauner et al., 2007a) ou bien d’obtenir un
ensemble de régles de prédicats équivalent dont les membres droits sont des mo-
nopdles ou des négations de monopodles (Houtmann, 2008a). Nous appellerons la
premiere hyperpolarisation et la deuxieme monopolarisation. Ces procédures sont
inspirées de la bipolarisation introduite par Andreoli (2001) dans le cadre des sys-
témes de focusing et que nous présenterons d’ailleurs briévement en sous-section
7-3.3-

L’hyperpolarisation est définie comme suit. Si le membre droit ¢ d’une regle de
prédicats P — ¢ n’est pas un hyperpdle, c’est qu’il existe un position v ainsi
qu’un préfixe v’ de v tels que ¢}, et ),/ sont respectivement synchrones et
asynchrones ou I'inverse. On remplace alors dans ¢ l'occurrence v par un
prédicat frais @) (que l'on parametre par les variables libres de ¢),/) et on
rajoute la regle de prédicats () — ¢|,s. On itere ainsi ces remplacements
jusqu’a obtenir un ensemble de régles dont les membres droits sont tous des
hyperpéles. Considérons par exemple la régle

N(n) - VP.(0 e P= (Vk.(ke P= S(k)e P))=necP) .

Son membre droit n’est pas un hyperpdle. L’hyperpolarisation la transforme
en les regles

N(n) - VP.(0 € P= 9H(P)=ne P)
H(P) - Vk (ke P= S(k)eP) .

La monopolarisation est définie comme suit. Si le membre droit ¢ d’une régle de
prédicats P —  n’est ni un monopdle ni la négation d’un monopdle, il en
existe néanmoins un préfixe non vide qui est soit un monopdle soit la négation
d’un monopdle. On remplace alors ¢ par ce préfixe ou les sous-formules en-
levées (1);)1<i<n sont remplacées par des prédicats frais (@Q;)1<i<n (que 'on
paramétre par les variables libres des 1);) et on rajoute les regles de prédicats
Qi — ;. On itere ainsi ces remplacements jusqu’a obtenir un ensemble de
régles dont les membres droits sont tous des monopdles ou des négations de
monopdles. Considérons par exemple larégle P — (Vz.A(x)) = (Yy.B(y)).
Son membre droit est un hyperpole mais pas un monopdle. La monopolarisa-
tion la transforme de facon non-déterministe en les régles

P — Q= (Vy.B(y)) ou bien en P — (Vz.A(x)) = @
Q — Vz.A(x) Q — Vy.B(y) .

On obtient bien un ensemble de régles de prédicats logiquement équivalent
et dont les membres droits sont tous des monopoéles ou des négations de mo-
nopoles.
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7.3 Superdéduction et Focusing

La démonstration que nous avons décrite en section 7.1 s’appuie largement sur
l'inversibilité des inférences de LK : parmi les régles d’introduction de connecteurs,
seules I'introduction de 3 a droite et 'introduction de V a gauche ne sont pas in-
versibles. Lorsqu’ils apparaissent respectivement en position positive et négative,
ces connecteurs sont donc synchrones et leur décomposition lors de la construction
d’une dérivation du bas vers le haut représente un choix sur lequel on peut vou-
loir revenir (to backtrack). Pour rester complet, il est important de ne pas forcer
un tel choix. Par exemple deés que 'on considere une regle de prédicat de la forme
P — Vz.dy.p, lintroduction a droite correspondant a cette régle contient la
séquence décomposant les deux quantificateurs. Il est alors impossible de décom-
poser le V sans décomposer le 3 : dés que 'on décompose le premier, on choisit de
décomposer aussi le deuxiéme sans pouvoir le décomposer plus tard. Par conséquent
la régle d’introduction a droite ainsi obtenue peut ne pas étre compléte.

Le focusing propose au contraire de grouper les inférences de dérivations en
se basant sur leur synchronicité. L’alternance entre phases synchrones puis asyn-
chrones définit des régles d’introduction composites correspondant a des connec-
teurs synthétiques. Contrairement aux regles de superdéduction, ces régles compo-
sites sont toujours complétes. Apres avoir introduit le focusing, le multifocusing et
les connecteurs synthétiques en sous-sections 7.3.1, 7.3.2 et 7.3.3, nous revisiterons
en sous-section 7.3.4 le paradigme de superdéduction modulo en nous basant sur le
systéme de focusing LKF (Liang et Miller, 2007). Nous verrons alors que la complé-
tude du systéme n’est alors plus problématique.

7.3.1 Focusing en logique classique

Nous présentons dans cette section le paradigme du focusing et le systeme de
déduction avec focus LKF décrit par Liang et Miller (2007). Puisque nous souhaitons
adapter ’approche du focusing a la superdéduction et que nous avons présenté les
systémes de superdéduction comme des extensions de LK, c’est naturellement vers
LKEF, calcul des séquents classiques avec focus, que nous nous tournons pour étudier
le focusing.

Le focusing est une approche tout d’abord développée par Andreoli (1992, 2001)
dans le cadre de la logique linéraire. Sa premiere observation consiste a diviser les
connecteurs de la logique linéaire en connecteurs asynchrones (T, L, &,’8,7,V) et
connecteurs synchrones (1,0, ®, ®, !, J). Les premiers sont les connecteurs dont les
regles d’introduction (a droite) sont inversibles. Les deuxiemes sont ceux dont les
régles d’introduction (a droite) ne sont pas inversibles. En logique linéaire, la dua-
lité de De Morgan fait correspondre a chaque connecteur synchrone un connecteur
asynchrone et inversement. Dans le cadre de la logique classique, les connecteurs
sont T, L, A,V, =V et 3. Comme nous utiliserons dans ce chapitre des calculs des
séquents a un seul c6té (tout comme au chapitre 4), nous ne considérerons pas la né-
gation comme un connecteur mais comme une fonction transformant toute formule
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en sa duale de De Morgan. Notons que dans LK, seules les régles IR et VL ne sont pas
inversibles. Par conséquent, seuls 3 et V doivent étre respectivement synchrones et
asynchrones. Les autres connecteurs peuvent étre indifféremment considérés comme
synchrones ou asynchrones. L’approche adoptée par le systeme LKF est de considé-
rer une version synchrone et une version asynchrone de chaque connecteur : on ob-
tient alors les connecteurs synchrones T+, [T, A7, vt =" et J ainsi que les connec-
teurs asynchrones T—, 1=, A", V", = et V. Lorsque le connecteur de téte d’'une for-
mule est un connecteur asynchrone (respectivement synchrone), on parle habituel-
lement d’une formule négative (respectivement positive). Néanmoins et pour éviter
la confusion avec les occurrences positives et négatives définies en section 2.1, nous
parlerons plut6t de formules asynchrones ou synchrones.

La recherche d’une preuve focalisée (focused proof en anglais) utilise la divi-
sion entre connecteurs synchrones et asynchrones : les inférences correspondant aux
connecteurs asynchrones peuvent étre appliquées du bas vers le haut sans que 'on
n’ait jamais recours a un processus de backtracking puisque ces inférences sont pré-
cisément inversibles. Par conséquent on peut choisir de toujours décomposer les
connecteurs asynchrones en premier. C’est lorsqu’il ne reste plus que des formules
synchrones dans le séquent que 'on cherche a prouver qu’il faut opérer un véritable
choix non-inversible. Seuls ces choix sont sujets au backtracking. Ils consistent a dési-
gner 'une des formules synchrones disponibles dans le séquent puis a la décomposer
jusqu’a ’avoir transformée en formules asynchrones. Cette décomposition est appe-
lée une phase focalisée ou bien phase synchrone et doit étre directement suivie par
la décomposition gloutonne des connecteurs asynchrones des formules asynchrones
qu’elle engendre, décomposition que 'on appelle phase non-focalisée ou bien phase
asynchrone. Remarquons qu’aprés une phase synchrone relative a une certaine for-
mule synchrone ¢, les formules asynchrones décomposées par la phase asynchrone
sont forcément des sous-instances de . Le processus de recherche de preuve al-
terne donc phases focalisées correspondant a la décomposition des connecteurs syn-
chrones et phases non-focalisées correspondant a la décomposition des connecteurs
asynchrones. Plus précisément, une dérivation consiste toujours en une phase asyn-
chrone décomposant tous les connecteurs asynchrones en téte dans le séquent puis
en une série de cycles enchainant une phase synchrone puis une phase asynchrone,
chaque cycle correspondant au choix d’une formule synchrone précise du séquent
courant. Le focusing étend aussi la division entre connecteurs synchrones et asyn-
chrones aux formules atomiques : une polarité (synchrone ou asynchrone) est arbi-
trairement attribuée a chaque prédicat. La négation du prédicat recoit quant a elle
la polarité duale. Cette attribution modifie la structure des preuves focalisées sans
pour autant menacer la prouvabilité de la formule.

La différence entre phase synchrone et asynchrone est rendue explicite par la
syntaxe méme des séquents utilisés. Nous utiliserons ici le symbole - pour repré-
senter la phase asynchrone et le symbole — pour représenter la phase synchrone.
Dans la premiére, les séquents ont la forme - [I'], A ou I' contient les formules
synchrones en attente et A contient les formules asynchrones actives lors de cette
phase asynchrone. Lorsqu’il ne reste plus de formules asynchrones non-atomiques,
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I, ClL A — [S,T], S F I, A
[ ——————— Focus ————— RELEASE ————
], A, C F[S, T — [T], A
bt ——m—— b ——
— [-S,T],S — [A,T],—-A
FILAT FILA LD LA A9
"[F},A,g@ﬂﬂ l_[FLA:_'(va l_[FLAﬂO
FIL AoV FILAe= v  F[AVre
LN — [, ¢
= 1], TF = [, A9 =[], 01 V7 2
= [F],—\(p = [F]vw = [FLSO[t/‘T]

—Ile="¢v  —[Ile=v  —[]3ze
F1G. 7.2 — Le systéme de preuve avec focus LKF (Liang et Miller, 2007)

on entre dans une phase synchrone et le séquent est de la forme — [I'],p ou I'
contient encore une fois les formules synchrones en attente et A contient la formule
synchrone que I'on a choisi de décomposer lors de cette phase synchrone.

Nous utiliserons les symboles S et A pour représenter respectivement des for-
mules synchrones et asynchrones. Le symbole C' représentera une formule syn-
chrone ou un littéral asynchrone. Enfin le symbole I' représentera des contextes
constitués de formules synchrones et de littéraux asynchrones alors que le symbole
A représentera des contextes arbitraires.

Définition 7.3.1 (LKF). Le systéme LKF est décrit en figure 7.2. Les séquents appa-
raissant a la racine d’une dérivation doivent étre de la forme - [|, A.

La correction de LKF est immédiate : il suffit d’effacer les informations rela-
tives aux polarités ainsi qu’au focus pour transformer une dérivation dans LKF en
dérivation dans LK. La complétude d’un systeme de focusing est un résultat plus dif-
ficile et fondamental : Andreoli (1992) a tout d’abord démontré la complétude de son
systeme de focusing X3 pour la logique linéraire. La complétude de LKF s’énonce
comme suit.

Propriété 7.3.1 (Complétude de LKF). Un séquent - A est classiquement valide si
et seulement si il existe une dérivation de - [], A dans LKF.

Démonstration. Corollaire du théoréme de Kleene (1952b) (propriété 2.3.11). O

7.3.2 Multifocusing en logique classique

Afin de rapprocher focusing et superdéduction, un dispositif va nous étre parti-
culierement utile : il s’agit du multifocusing. Ce dispositif a été introduit par Chaud-
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huri et al. (2008a) dans le but de démontrer comment le paradigme du focusing per-
met de répondre a la problématique posée par I’identification des preuves en calcul
des séquents modulo permutation des inférences. C’est exactement la problématique
que nous avons étudiée au chapitre 4 a la différence que leur solution est donnée pour
le cadre de la logique linéaire. Bien que nous ne nous poserons pas la question de
savoir si cette méme approche appliquée a la logique classique permet d’obtenir un
résultat similaire quant a cette méme problématique, nous utiliserons toutefois ce
méme mécanisme de multifocusing pour rapprocher les paradigmes du focusing et
de la superdéduction. Comme le note Andreoli (2001), L’alternance d’une phase syn-
chrone puis d’une phase asynchrone en focusing correspond a I'introduction d’un bi-
pole, c’est & dire d’un connecteur composite formé a partir d’'une couche asynchrone
et d’'une couche synchrone et forgé par le focusing en un seul et unique connecteur.
C’est ce que Girard (1999, 2000) nomme les connecteurs synthétiques. L’ intuition que
nous voulons formaliser en rapprochant focusing et superdéduction suggére que les
connecteurs synthétiques du focusing correspondent effectivement au traitement
des régles de prédicats par la superdéduction.

Le principe du multifocusing est d’autoriser la parallélisation des phases syn-
chrones tout en conservant la séquentialisation des phases asynchrones avec les
phases synchrones. Plus précisément, une phase synchrone est autorisée a décom-
poser plusieurs formules synchrones en parallele. Pour LKF, cela se traduit dans la
pratique par une modification de la reégle Focus de LKF en

— [AT], A

MFocus
= IAT]

ou A doit contenir au moins une formule positive. Les séquents focalisés ne per-
mettent plus de ne traiter qu’une formule focalisée mais plusieurs et sont donc de la
forme — [I'], A ot A peut contenir un nombre arbitraire de formules focalisées. Les
régles d’inférence traitant des phases synchrones sont modifées en conséquence : il
s’agit, en plus de celles décomposant les connecteurs synchrones, des régles RELEASE,
IpT, Ip~. Le systéme ainsi obtenu a partir de LKF est le suivant.

Définition 7.3.2 (LKMF). Le systéme de multifocusing LKMF est le systéme conte-
nant les inférences de la figure 7.3. La régle MFocus n’est applicable que lorsque
A contient au moins une formule synchrone. Inversement la régle MRELEASE n’est
appliquable que lorsque A ne contient que des formules asynchrones.

Le systeme LKMF est correct et complet par rapport a LKF.

Propriété 7.3.2. Un séquentt- [|, A est dérivable dans LKF si et seulement si il I’est
dans LKMF.

Démonstration. Chaque régle d’inférence de LKMF contient la regle d’inférence de
LKF qui lui correspond. Par conséquent une dérivation dans LKF est aussi une dé-
rivation du méme séquent dans LKMF. Inversement si une dérivation d’un séquent
F [], A dans LKMF est donnée, on peut aisément la traduire en dérivation dans LK (il
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] M MFocus M MRELEASE ﬂ
HIT], A, C F[A,T] — [T, A
nt — In~
— [2S,T],S, A — [A4,T],-A, A
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HITL A, oV 9 FHITL A o = 9 T, A, Vz.p
ML A — A o [end
— [I], TH, A — [T, o A, A — [T, o1 V@2, A

= [FL_“PvA = [F]a¢>A = [F]790[t/x]7A
— [T], o = ¥, A — [T, = ¥, A — [, Jz.p, A

F1G. 7.3 — Systéme de preuve avec multifocus LKMF

suffit d’enlever toute information relative au focus, tout comme pour la traduction
de LKF vers LK). Alors par complétude de LKF, il existe une dérivation du méme
séquent dans LKF. O

Généralement, les connecteurs dont I’introduction est inversible sont des connec-
teurs asynchrones et ceux dont I'introduction ne I’est pas sont synchrones. C’est
vrai en particulier dans le cadre de la logique linéaire, par exemple pour les sys-
téemes originaux de focusing d’Andreoli (1992) tout comme pour le systéme de mul-
tifocusing MF de Chaudhuri et al. (2008a). Cela devient faux dans le cadre de la
logique classique : bien que les connecteurs dont la régle d’introduction est non-
inversible doivent rester synchrones et bien que, par dualité, les connecteurs asyn-
chrones doivent étre introduits par des régles inversibles, des régles d’introduction
de connecteurs synchrones peuvent devenir inversibles. C’est le cas par exemple de
lintroduction de A" dans LKF qui est inversible mais introduit un connecteur syn-
chrone. Notons que dans LKF tout comme dans LKMF, les connecteurs \V* et /- sont
prouvablement équivalents. Néanmoins, utiliser une introduction inversible pour V*
sans multifocusing est proscrit car la phase focalisée restreint le focus a une unique
formule. Ce n’est plus le cas lorsque I’on utilise le multifocusing et il est tout a fait
possible d’écrire un introduction inversible de V' comme suit.

— I, ¢, 0, A
= [T, VoY, A

Il en va de méme pour le connecteur =*. Cela nous amene au systéme de multifo-
cusing suivant.
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I, ClL A — [AT], A ], A
_ MFocus —— MRELEASE —————
T, A, C F A, T — [, A
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— [=S,T],S, A — [A,T],—A, A
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F1G. 7.4 — Systéme de preuve avec multifocus LKMF1

Définition 7.3.3 (LKMF1). Le systéme de multifocusing LKMF1 est le systéme conte-
nant les inférences de la figure 7.4.

LKMF1 est correct est complet par rapport a LK, LKF, et LKMF.

Propriété 7.3.3. Un séquent - [|, A est dérivable dans LKMF si et seulement si il
lest dans LKMF1.

Démonstration. La correction de LKMF1 par rapport a LK est directe : il suffit sim-
plement d’effacer toute information relative au focus pour transformer une dériva-
tion dans LKMF1 en dérivation dans LK. La complétude par rapport a LKMF provient
de 'admissibilité de ’affaiblissement. O

Au chapitre 6 (comme d’ailleurs aux chapitres 2 et 5), nous avons toujours choisi
d’utiliser au maximum des régles inversibles, en particulier pour introduire la dis-
jonction a droite en logique classique. Par conséquent, LKMF1 est un systéme qui
nous rapproche déja du paradigme de la superdéduction. Nous allons donc I'utiliser
comme pilier pour définir un paradigme mélant superdéduction et (multi)focusing.

7.3.3 Connecteurs synthétiques

En écrivant une version synchrone et une version asynchrone de chaque connec-
teur neutre (par exemple A~ et A" pour A), nous obtenons un langage ou il n’y a plus
de connecteur neutre, mais seulement des connecteurs synchrones ou asynchrones.
Néamoins les définitions de monopdles et de bipoles (définition 6.1.6) restent inchan-
gées par rapport a la neutralité, synchronicité ou asynchronicité des connecteurs.
Nous utiliserons les notations 7 et o1 pour les notions de monopéles et négation
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CF[A, STy CF[A,S T
F[A ST, .. - [A, S, Ty

phase asynchrone

phase synchrone
— [AS], S
=[A, 5]

(M)Focus

F1G. 7.5 — Introduction d’un connecteur Synthétique correspondant a un bipdle

de monopoles relatives a ’ancienne définition de synchronicité. Pour les notions de
monopdles et de négation de monopdle relatives a la nouvelle définition de syn-
chronicité, nous utiliserons les notations @; et ;. Par mimétisme avec les notations
relatives a la hierarchie arithmétique, nous noterons @ les bipoles et 9 les formules
dont la négation est un bipole. (Cette notation peut s’étendre a tout n € N. Aucune
formule n’est 4y ou $( puisqu’aucun connecteur n’est neutre.)

Si S est un bipéle, son traitement par un cycle synchrone/asynchrone définit en
fait une inférence composite introduisant en un pas tous les connecteurs de S. Cette
inference est de la forme

A, ST ... F[A,S, D]
HIA,S]

Elle représente les dérivations décrite en figure 7.5 et correspond a I'introduction
d’un connecteur composite formé des connecteurs de S et que Girard nomme connec-
teur synthétique. La complétude de LKF peut s’exprimer par la complétude de ces
inférences par rapport a LK. Si S n’est pas un un bipdle mais une formule syn-
chrone quelconque, Andreoli propose de plus de la transformer en bip6le de la facon
suivante : S s’écrit C[S1, ..., Sy] pour un certain contexte bipolaire C' et pour .S;
synchrone pour tout 7. La formule S est alors remplacée par le bipole C[ Py, . .., P,]
ou les P; sont des noms frais que 1’on suppose équivalents respectivement aux S;.
On peut donc ainsi obtenir une dérivation qui n’utilise que des introductions de
connecteurs synthétiques sur des propositions atomiques. Andreoli (2001) nomme
cette procédure bipolarisation. Les procédures d’hyperpolarisation et de monopola-
risation (section 7.2) sont inspirées de la bipolarisation.

7.3.4 Superdéduction avec focus

Nous allons a présent étendre LKMF1 afin d’obtenir un systéme similaire a la
superdéduction mais basé sur le focusing et plus précisément LKMF1. Considérons
un ensemble R de régles de prédicats de la forme P — ¢. Ici ¢ est une formule pola-
risée utilisant les connecteurs polarisés de LKMF1. Si ¢ est une formule synchrone,
nous dirons que la régle de prédicat est synchrone alors que si ¢ est asynchrone,
nous dirons qu’elle est asynchrone.
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Définition 7.3.4 (ffg). Si'R est un ensemble de régles de prédicats, le systéme déduc-
tif de focused fold associé a 'R noté ffy, est le systéme LKMF1 auquel sont rajoutées
les inférences

— [T, Pol, o F [A, = Po], —~po

SForpt ——MM——— AFoLp~
F [, Po] et F [A, —Po]

pour tout P — ¢ € R synchrone et

— [[', = Pa], ~po F (A, Pol, o
SFoLp™ [ Loy AFoLp™ ﬂ

F [T, = Po] et F[A, Po]

pour tout P — @ € R asynchrone.

Si R1 et Ro sont respectivement un ensemble de régles de termes et de pré-
dicats ainsi qu’un ensemble de regles de prédicats, nous avons défini (en section
6.3) le systéme de superdéduction modulo associé a (R1, R2) comme le systéme de
superdéduction associé¢ a R auquel sont rajoutés les regles ConvR et ConvL cor-
respondant & R1. On peut aussi rajouter ces conversions a ffz, pour obtenir un
systéme de focusing comparable au systeme de superdéduction modulo associé a
(R1,Rz2). Toutefois pour que ces étapes de conversion n’interagissent pas avec le
mécanisme de focusing en modifiant la polarité des formules, nous supposerons que
R1 ne contient que des régles de termes. Puisque ff, est en fait un calcul des sé-
quents a un seul coté, il suffit en fait de rajouter la régle de conversion a droite.

Définition 7.3.5 (ﬂ?%). Si R1 et Ry sont respectivement un ensemble de régles de
termes ainsi qu’un ensemble de régles de prédicats, le systéme déductif de focused
fold modulo associé a (R1,R2) est le systeme ffr,, auquel sont rajoutées les infé-
rences

- 1A, Y]
Conv
F1A, ]
conditionnées par ¢ = 1) ott = est la congruence engendrée par R 1.

Comparaison avec la superdéduction

Lorsque R ne contient que des regles de prédicats dont les membres droits sont
S, ou 4y, le systeme ffr associé a un ensemble de regles de prédicats R contient
a la fois le focusing et des connecteurs synthétiques correspondant aux regles de
superdéduction associées a R. Considérons par exemple la regle de prédicats

xCy — Ve(zex=z€y).

La partie droite de cette régle est bien @; ; la regle est donc asynchrone et les regles
de superdéduction
I'zetkzeu A 'tovet, A MveuA
CR CL
'FtCu,A et 'tCok A
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FIDt Cu,—zet,z € ul
FT,tCu,~zet],ze€u
FIT,tCul,mzet,zeu
F,tCul,zet= z€u
FIDt Cul,Vz.(z €t = 2z €u)

[
[

AForp™
F It Cul
[}I—[F,ﬁtgu,vet] I, =t Cu,—w € ul
FO, -t Cul,vet FI -t Cul,—wveu
MRELEASE MRELEASE
— [, -t Cul,vet — [, =t Cul, v eu

— [0, -t Cul,vetN —weu
— [, =t Cul,3z.(2 €t N =z € u)
l_[F,_!th]

SFoLp™

F1G. 7.6 — Connecteur synthétique pour C

correspondent effectivement aux connecteurs synthétiques en figure 7.6. Dualement,
si le membre droit d’une régle de prédicats est 1, les connecteurs synthétiques
correspondront de méme aux régles de superdéduction associées a cette régle de
prédicats.

Remarquons que si ¢ est une formule 71, alors on peut la transformer en for-
mule @; en attribuant a tous ses connecteurs la polarité asynchrone. Nous noterons
la formule obtenue ™. De méme si ¢ est o1, alors on peut la transformer en for-
mule $; en attribuant a tous ses connecteurs la polarité synchrone. Nous noterons
la formule obtenue (. Par ailleurs, si R est un ensemble de régles de prédicats dont
les membres droits sont tous 7; ou o1, alors on peut toujours le transformer en un
ensemble R* de régles de prédicats dont les membres droits sont tous @; ou ;
(en remplagant tout membre droit ¢ par ¢~ si @ est 71 et par o1 si ¢ est 07). Le
systeme fi; + contient alors les inférences de superdéduction associées a R.

Propriété 7.3.4. Si P —  est une régle de prédicat telle que ¢ est my (respective-
ment o1 ), alors les connecteurs synthétiques associés a la régle de prédicats P — p~
(respectivement P — ™) dans ffy, correspondent aux introductions de P respecti-
vement a droite et a gauche en superdéduction.

Démonstration. Par induction sur le calcul des inférences de superdéduction cor-
respondant a la regle P — ¢. L’invariant a utiliser est qu’une étape de ce calcul
correspond a une décomposition partielle du connecteur synthétique associé. [

Nous sommes alors en mesure de démontrer le résultat d’adéquation suivant.

Propriété 7.3.5. Si les membres droits des régles d’un ensemble R de régles de pré-
dicats sont tous w1 ou o1, alors un séquent = A est dérivable sans coupure dans le



240 CHAPITRE 7. FOCALISATION POUR LA SUPERDEDUCTION

systéme de superdéduction associé a R si et seulement sit- [], A est dérivable dans
le systeme ffr + .

Démonstration. C’est un corollaire direct de la propriété 7.3.4. O

Enfin les systemes de focused fold modulo sont en adéquation avec les systémes
de superdéduction modulo.

Propriété 7.3.6. Siles membres droits des régles de 'ensemble R de régles de prédi-
cats sont tous w1 ou 01, alors un séquent est dérivable sans coupure dans le systeme
de superdéduction associé a (R1, R2) si et seulement si il est dérivable dans le sys-

téme ﬂ(g;i
Démonstration. C’est un corollaire direct de la propriété 7.3.5. O

Qu’en est-t-il du traitement des régles de prédicats dont les membres droits ne
sont pas w1 ou 1. En superdéduction, (1) on peut choisir d’utiliser la procédure de
monopolarisation de la section 7.2 pour obtenir un systéme de régles de prédicats
dont les membres droits sont tous o; ou 7 et induisant ainsi un systéme de superdé-
duction sans coupure complet par rapport a la déduction modulo sans coupure (pro-
priété 7.1.9) ; (2) on peut choisir d’utiliser la procédure d’hyperpolarisation de la sec-
tion 7.2 pour obtenir un systéme de régles de prédicats dont les membres droits sont
tous des hyperpoles et induisant ainsi un systeme de superdéduction complet par
rapport a LK (propriété 6.1.5) ou enfin (3) on peut choisir de calculer directement les
nouvelles inférences en utilisant ces régles telles quelles. Dans le premier cas, nous
retombons sur un systéme de régles de prédicats dont les membres droits sont tous
o1 ou 7. Considérons le second cas et par exemple la régle P — (3z.R(z)) =
(Jy.Q(y)) dont le membre droit est bien un hyperpoéle. Les inférences de superdé-
duction qui lui sont associées sont

I,R(z) F Q(t),A [,Qy)FA T'R(t),A
Trpa  CEevmes g T.PFA yEFVILA)

Pour obtenir des connecteurs synthétiques de focused fold, il faut attribuer une pola-
rité a tous les connecteurs du membre droit de cette régle, c’est-a-dire 'implication.
On obtient soit la régle synchrone P — (3z.R(x)) =" (Jy.Q(y)), soit la régle
asynchrone P — (Jz.R(z)) = (Jy.Q(y)). Les connecteurs synthétiques de
focused fold correspondant a la premiére sont ceux de la figure 7.7. Le premier cor-
respond bien a la premiére régle de superdéduction. Par contre et contrairement aux
régles de superdéduction, le deuxiéme ne décompose pas le quantificateur existen-
tiel 3x.R(x) car celui-ci est synchrone dans une phase asynchrone. De méme si ’on
donne la polarité asynchrone a I'implication, on obtient les connecteurs synthétiques
de la figure 7.8. Cette fois c’est le deuxiéme qui correspond bien a la deuxiéme régle
de superdéduction. Par contre et contrairement a aux regles de superdéduction, le
premier ne décompose pas le quantificateur existentiel 3y.Q(y) car celui-ci est syn-
chrone dans une phase asynchrone.
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. FIA P~ R(2),Q(t)]
F[A, P],=R(z),Q(t)
F[A, P],Yx.—~R(z), Q(t)
— [A, P],Vx.~R(x), Q(t)
— [A, P],Vx.—~R(z), 3y.Q(y)
= [A, Pl (32.R(z)) =" (Fy.Q(y))
H A, P
F A, =P, =Q(y)]
- [A, =P, 32.R(x)] = [A, =P, -Q(y)
F [A,—P], 3z.R(z) = A, =P],Yy.~Q(y)
F[A, =P, (3z.R(x)) A (Vy.—Q(y))
H[A, =P

x ¢ FV(A,T)

RELEASE

SForp™

y & FV(A)

AFoLD™

F1G. 7.7 — Connecteurs synthétiques pour P — (3z.R(z)) =" (Fy.Q(y))

, FIA, P -R(z),3y.Q(y)]

HIA, Pl,~R(z), 3y-Q(y)
F[A, P],Vx.—~R(z), 3y.Q(y)
F[A, Pl (3z.R(z)) = (Fy-Q(y))

x ¢ FV(A)

AFoLp™ NG
- [Av - P, R(t)] - [Av -P, ﬁQ(?/)}
- [A7 ﬁp]a R(t) - [Av _'P]7 _‘Q(y)
S CACPLRG F Ao T

— [A,—\P],HCC.R(HZ) — [A,—\P],Vy.—!Q(y)
— [A,=P], Bz.R(z)) A (Vy.—Q(y))
F[A,~P]

SFoLp™

FiG. 7.8 — Connecteurs synthétiques pour P — (Jz.R(z)) = (Fy.Q(y))
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En fait, lorsque ’'on considére une régle de prédicats P — ¢ ou ¢ est un hy-
perpole, alors ¢ est de la forme C[Sh,..., Sy, A1,..., Ay ot C est un contexte
neutre, les S; sont des formules o et les A; sont des formules 7. Si 'on choisit
d’attribuer la polariét synchrone a tous les connecteurs de C', on obtient bien un
bipdle 1) (c’est-a-dire une formule $2). Le connecteur synthétique introduisant P
correspondra alors a I'introduction de P a droite en superdéduction mais le connec-
teur synthétique introduisant — P ne décomposera que la couche asynchrone de =
contrairement a I'introduction de P a gauche en superdéduction qui décompose tous
les connecteurs de (—)p. Inversement si 'on choisit d’attribuer la polarité asyn-
chrone a tous les connecteurs de C, on obtient bien la négation ¢/’ d’un bipdle (c’est-
a-dire une formule @3). Le connecteur synthétique introduisant —P correspondra
alors a I'introduction de P a gauche en superdéduction mais le connecteur synthé-
tique introduisant P ne décomposera que la couche asynchrone de ¢ contrairement
al'introduction de P a droite en superdéduction qui décompose tous les connecteurs
de .

Complétude du focused fold

Nous venons de montrer que les connecteurs synthétiques des systémes de focu-
sed fold regroupent en général moins d’inférences que les régles de superdéduction
qui leur correspondent. Cette restriction assure néanmoins la complétude des sys-
témes de focused fold par rapport aux systémes de déduction modulo sans coupure
(Ia correction étant triviale).

Propriété 7.3.7. Soit R1 un ensemble de régles de termes et Ro un ensemble de
régles de prédicats. Soit = la congruence engendrée par R1 U Ra. Alors = A est
dérivable dans LK = si et seulement sit- [], A est dérivable dansﬂ[;%;.

Démonstration. Par complétude de LKMF1 par rapport a LK (propriétés 7.3.1, 7.3.2
et 7.3.3) et en y rajoutant les conversions : Conv correspond a la conversion pour R
et SFoLp™, SFoLp~, AForp™ et AFoLp ™ correspondent a la conversion pour Ry.  [J

La déduction modulo étant toujours correcte et complete par rapport a LK (pro-
priété 5.2.1), nous en déduisons la correction et complétude des systemes de focused
fold.

Propriété 7.3.8. Soit R1 un ensemble de régles de termes et Ro un ensemble de
regles de prédicats. Alors Thgr,, Thr, b A est dérivable dans LK si et seulement si
F[], A est dérivable dansﬂ‘%;.

Démonstration. 1l suffit de combiner les propriétés 5.2.1 et 7.3.7. O



Conclusion

Mes recherches apportent un point de vue nouveau sur la représentation, la ma-
nipulation et interaction des preuves et ouvrent les prespectives que je vais main-
tenant exposer.

Admissibilité des coupures en superdéduction modulo

Au chapitre 7, nous avons démontré 1’équivalence entre déduction modulo sans
coupure et superdéduction modulo sans coupure sous une hypothese de synchroni-
cité. Si cette hypothese est bel et bien suffisante, je ne sais pas si elle est nécessaire.
En effet je n’ai pas pu conclure sur I’équivalence entre admissibilité des coupures en
superdéduction modulo et en déduction modulo dans le cas général. Voici donc une
premiére question posée par cette thése.

Représentation canonique des preuves

Une problématique conditionne tous les développements de cette these : il s’agit
de la représentation des preuves, enjeu principal de la théorie de la démonstration.
Les systemes de Genfzen constituent des outils puissants permettant d’étudier la
structure des preuves et de formaliser leur interaction. Les démonstrations y sont
néanmoins assujetties & une puissante bureaucratie de la syntaxe. Notamment en
calcul des séquents, une procédure d’élimination des coupures ne peut étre confluente
tout en restant générale, a moins de payer le prix de I'identification des dériva-
tions qui ne différent que par des permutations d’inférences. Plusieurs approches
répondent partiellement a cette problématique en proposant des représentations
canoniques des démonstrations du calcul des séquents : Par exemple Lamarche et
Straflburger (2005) définissent des réseaux de preuve pour la logique propositionnelle
classique ainsi qu’une prodédure d’élimination des coupures convergente en restant
générale. Une autre approche concluante est celle de Chaudhuri et al. (2008a) qui pro-
posent d’utiliser un multi-focusing maximal pour structurer les dérivations en calcul
des séquents pour la logique linéaire multiplicative/additive. Etendre ces approches
alalogique des prédicats classique permettraient de répondre a cette nécessité de re-
présentants canoniques. Plusieurs travaux en cours (Heijltjes, 2009; McKinley, 2009)
font état des difficultés posées par ce probléeme.

243
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Théories axiomatiques

Le traitement des axiomes se trouve largement amélioré lorsque des paradigmes
comme la déduction modulo ou la superdéduction sont utilisés. Ce traitement ap-
porte un regard nouveau sur le débat philosophique sur la position des axiomes et du
calcul dans le raisonnement tout en proposant des solutions sur les plans théorique
et technique. La normalisation forte ou encore ’admissibilité des coupures étaient a
l'origine des propriétés se rapportant aux systemes logiques de Genftzen : Elles sont
vérifiées par les systemes NJ, NK, L] et LK et impliquent certaines propriétés deve-
nues indispensables comme la propriété du témoin ou la complétude de méthodes de
recherche de preuve. A la lumiére de la déduction modulo et de la superdéduction,
normalisation forte et élimination des coupures apparaissent comme des propriétés
intrinséques des théories logiques. Elles ne sont plus vérifiées par le systéme dé-
ductif seul mais par extension du systéme déductif par le pouvoir calculatoire et
déductif d’une théorie. Elles sont donc promues au rang de critéres discriminant et
permettent de garantir la bonne utilisation de ces pouvoirs calculatoires et déductifs.
La superconsistance se pose comme un critére universel (Dowek, 2006) permettant
d’assurer ces propriétés fondamentales en se placant a la convergence des anciens
univers syntaxique et sémantique : le monde syntaxique est personnifié par les can-
didats de réducibilité pour la déduction naturelle et le monde sémantique est incarné
par le cadre des pré-algébres de Heyting dans lequel la notion de candidats s’insere.
La normalisation forte en calcul des séquents est un résultat au moins plus géné-
ral que celle en déduction naturelle et qui peut aussi étre démontré en utilisant des
candidats de réducibilité symétrisés comme le propose Urban (2000). La syntaxe et
la sémantique opérationnelle (c’est-a-dire la procédure d’élimination des coupures)
différent de celles de la déduction naturelle. Il faut donc étudier dans quelle mesure
ces candidats s’inscrivent dans une notion de modéle en logique intuitionniste ou
classique. Ils semblent proposer un cadre plus large que les candidats du lambda-
calcul et permettraient donc I’étude des propriétés intrinseques de théories dans un
spectre plus étendu de systemes déductifs.

Calculs classiques

La correspondance de Griffin entre opérateurs de controle et logique classique
ainsi que les développements qui 'ont suivie proposent un challenge que les futurs
assistants de preuve vont devoir relever : il s’agit de transposer cette correspon-
dance a la pratique en implémentant effectivement des procédures d’extraction de
programmes a partir de preuves écrites en logique classique. Le calcul d’Urban et le
Mjfi-calcul se posent comme deux formalismes permettant de représenter les dériva-
tions en calcul des séquents classique ou intuitionniste. Alors que le premier est ex-
trémement proche des dérivations du calcul des séquents, le deuxiéme se rapproche
des langages de programmation avec opérateurs de contréle et permet, du point de
vue logique, de formaliser des dérivations focalisées. L’étude des liens entre super-
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déduction et focusing que nous avons développée au chapitre 7 ouvre la perspective
suivante : Un ingrédient primordial pour écrire des inférences similaires a celles des
systémes de superdéduction en focusing est le multifocusing. Par conséquent décrire
une extension du Apfi-calcul avec multifocusing se révélera particulierement utile :
en partant de cette extension, on pourra écrire un langage de termes de preuves basés
sur le Apji-calcul pour les systémes de focused fold permettant ainsi un traitement
adéquat des axiomes déductifs similaire a celui des systémes de superdéduction.

Unité de la logique

Tout comme les langages de programmation, les langages de preuves et les sys-
téemes logiques voient constamment leur nombre augmenter. L’une des caractéris-
tiques de mon travail de thése est l'utilisation d’'un nombre important de ces sys-
temes : déduction naturelle et calculs des séquents; logique classique ou intuition-
niste (ou linéaire) ; propositionnelle ou des prédicats (ou d’ordre supérieur) ; déduc-
tion modulo, superdéduction et focusing ; dérivations et réseaux de preuve. Les for-
malismes que nous avons considérés sont nombreux mais les traductions et enco-
dages aussi : Les preuves en déduction naturelle se traduisent en preuves en calcul
des séquents et inversement. Les logiques linéaire, intuitionniste et classique se com-
binent par exemple dans le calcul des séquents LU de Girard (1993). Liang et Miller
(2009) ont proposé un systéme de focusing LKU contenant la logique classique, in-
tuitionniste et linéaire-multiplicative/additive (MALL) comme fragments. Les Pure
Type Systems peuvent aussi étre encodés en déduction supernaturelle modulo (Bu-
rel, 2008) ou dans Am modulo (Cousineau et Dowek, 2007). J’ai fait le lien déduction
modulo (sans coupure) et superdéduction modulo (sans coupure), entre focusing et
superdéduction. De tels formalismes permettent a la fois une expressivité logique
importante et un contrdle considérable de la structure des preuves. Ce sont la des
arguments substantiels montrant que ces paradigmes pourront servir de fondements
a de nouvelles approches permettant d’unifier d’autres fragments logiques dans des
formalismes plus généraux.

Recherche de preuve

La déduction modulo est un paradigme qui permet d’obenir des procédures de
recherche de preuve efficaces, comme par exemple ENAR (Dowek et al, 2003) et Ta-
MeD (Bonichon, 2006, 2004; Bonichon et Hermant, 2006b). Dans un premier temps,
nous avons montré que TaMeD s’adaptait en une méthode des tableaux pour la su-
perdéduction modulo que nous avons exposée en section 6.4. Bien que ce ne soit
pas encore formalisé, on peut aussi étendre ENAR a la superdéduction modulo.
D’autres méthodes de recherche de preuve, comme la méthode inverse qui s’accorde
par exemple avec le focusing (Chaudhuri et al, 2008b), doivent étre adaptées a la
superdéduction modulo. Ces méthodes doivent ensuite étre implémentées. La pra-
tique et les résultats expérimentaux qui seront ainsi obtenus constitueront une autre
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validation de I’approche de la superdéduction modulo.

Assistants de preuve

Les multiples systémes déductifs que j’ai étudiés dans cette these doivent a pré-
sent prendre part a la fondation d’une nouvelle génération d’assistants de preuve.
Lors de I'implémentation d’un assistant de preuve, la représentation des preuves est
un choix crucial : cela conditionne tous les aspects de I’assistant comme par exemple
sa complexité, son expressivité ou ses niveaux d’automatisation des mécanismes de
recherche de preuve. D’autre part, pour un assistant de preuve, disposer d’'une im-
portante librairie de théorémes et de preuves est un atout considérable : c’est cette
librairie qui fournit un pouvoir déductif plus ou moins imporant a I'utilisateur au
méme titre que le systéme déductif lui-méme. La facilité d’utilisation d’un tel pou-
voir est par conséquent primordiale. En ce sens la déduction modulo et la super-
déduction sont deux formalismes trés bien placés pour le développement futur de
nouveaux assistants. L’évolution actuel des assistants de preuve tend a accroitre la
modularité des prouveurs. Certains permettent une meilleure automatisation de la
recherche de preuve, d’autres se voient accorder plus de confiance a leur mécanisme
de vérification des preuves, d’autres ont des librairies d’axiomes et de théorémes
plus développées. Comme il est difficile d’assurer toutes ces qualités pour un seul et
méme prouveur, un solution confortable constite a combiner différents prouveurs
appréciés pour des qualités différentes voire totalement dédiés a une tiche parti-
culiére. Notons par exemple le développement actuel de Dedukti, un proof checker
universel (The Dedukti Development Team, 2009) fondé sur le systéme déductif Arx
modulo et spécialisé dans la vérification de preuves construites par d’autres outils
(assistants de preuve tels que Coq ou outils de démonstration automatique). On peut
aussi chercher a combiner des prouveurs automatiques et des assistants de preuve
interactifs (Bezem et al., 2002; Prevosto, 2005). L’enjeu sous-jacent de tels dévelop-
pements consiste a savoir traduire les preuves d’un formalisme a ’autre. Encore
une fois, expressivité et le contréle que fournit un systéme déductif, comme A7
modulo, la superdéduction modulo ou encore le focused fold, sont des atouts im-
portants lui permettant d’encoder voire de contenir un maximum de formalismes et
donc d’intéragir avec un maximum d’autres implémentations. Cette évolution sou-
ligne encore I'importance des avancées actuelles concernant I'unité de la logique.
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Résumé

Cette these propose et étudie de nouveaux systémes déductifs mélant calculs et
déductions. La déduction modulo est un premier formalisme qui traduit un pouvoir
calculatoire grace a un systéme de réécriture. Nous présentons un paradigme dual
appelé superdéduction qui traduit un pouvoir déductif par de nouvelles inférences.
Ces pouvoirs calculatoires et déductifs modifient la représentation des preuves et
leur interaction par les processus d’élimination des coupures. La normalisation forte
ou ’admissibilité des coupures ne sont plus garanties et apparaissent alors comme
des propriétés intrinséques des théories représentées sous forme de systémes de ré-
écriture. Nous démontrons que certains critéres permettent d’assurer ces propriétés,
notamment en définissant un langage de termes de preuve pour la superdéduction
et en étudiant la permutabilité des inférences en calcul des séquents classique.

Notre attention est focalisée sur les calculs des séquents classiques et la repré-
sentation des preuves dans de tels systémes. D’autres formalismes connexes sont
envisagés, notamment les réseaux de preuve et le focusing. Nous comparons cette
derniére approche a la superdéduction, ce qui nous améne a proposer une refonte du
paradigme de superdéduction basée sur un systéme de multifocusing pour la logique
classique. Nous en montrons les effets bénéfiques en démontrant la complétude des
systemes déductifs obtenus.

Mots clefs : Théorie de la preuve, raisonnement automatique, réécriture, calcul des
séquents, déduction naturelle, théorie des types

Abstract

In this thesis we propose and study several deduction systems that mix deduc-
tion and computation. Deduction modulo proposes to translate a computational po-
wer through a rewriting system. We present the dual concept called superdeduction.
It translates a deductive power into custom inference rules that enrich the deduc-
tion system. These computational and deductive powers modify the representation
of proofs as well as their interaction through cut-elimination processes. Strong nor-
malisation or cut-admissibility may be lost and therefore appear as intrinsic pro-
perties of theories represented as rewriting systems. We prove that certain criteria
imply these properties by defining a proof-term language for superdeduction and by
studying the permutability of inferences in classical sequent calculus.

Our attention is focused on classical sequent calculi and on the representation
of proofs in such systems. Other related paradigms are considered, namely proof-
nets and focusing. We compare this latter approach with superdeduction. We conse-
quently reforge the superdeduction paradigm on top of a multifocusing system for
classical logic. We demonstrate the benefits of this approach by proving the comple-
teness of the obtained deduction systems.

Keywords : Proof theory, automated reasoning, rewriting, sequent calculi, natural
deduction, type theory
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