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C Contrôlabilit�e approch�ee du syst�eme de Lam�e 145

Table des �gures 149

Bibliographie 153

R�esum�e/Abstract 159



4 Table des mati�eres



Introduction g�en�erale

Dans cette th�ese, nous abordons plusieurs probl�emes math�ematiques et num�eriques
relatifs aux �equations de la visco�elasticit�e. Avant de d�etailler ces travaux, pr �ecisons ce que
recouvre la notion de visco�elasticit�e.

Qu'est ce qu'un mat�eriau visco�elastique ?

Un mat�eriau est dit �elastique s'il se d�eforme instantan�ement lorsqu'il est soumis �a une
contrainte et retourne tout aussi vite �a son �etat d'origine lorsque celle-ci est retir�ee. Pour
un mat�eriau visco�elastique, la relation entre la contrainte et la d�eformation d�epend du
temps. Ainsi, dans les mat�eriaux visco�elastiques, on observe les ph�enom�enes suivants :

1. Si la contrainte est maintenue constante, la d�eformation augmente avec le temps :
c'est le ph�enom�ene de uage.

2. Si la d�eformation est maintenue constante, la contrainte diminue avec le temps : c'est
le ph�enom�ene de relaxation.

3. Si un chargement cyclique est appliqu�e, on observe un ph�enom�ene d'hyst�er�esis (avec
un retard de phase), menant �a une dissipation de l'�energie m�ecanique.

Notons que, selon la relation entre le taux de d�eformation et la contrainte �a l'int�er ieur d'un
mat�eriau, la viscosit�e peut être lin�eaire ou non lin�eaire . La th�eorie de la visco�elasticit�e
lin�eaire est en g�en�eral valide uniquement pour de petites d�eformations (dont l'amp litude
est inf�erieure �a 10 � 2 en pratique).

Mat�eriau charg�e Retour progressif �a l'�equilibre

Fig. 1 { Comportement d'un mat�eriau visco�elastique soumis �a une contrainte constante.
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6 Introduction g�en�erale

Tous les mat�eriaux pr�esentent un certain degr�e de r�eponse visco�elastique. Dans les
m�etaux usuels �a temp�erature ambiante, ce comportement peut être n�eglig�e e t les mat�eriaux
consid�er�es comme �elastiques. Par contre, les polym�eres et les tissus humains, ainsi que les
m�etaux �a haute temp�erature, exhibent des e�ets visqueux cons�equents qui doivent êtr e
pris en compte dans les applications. Au 19�eme si�ecle, des physiciens tels que Maxwell,
Boltzmann et Kelvin ont �etudi�e le ph�enom�ene de uage des m�etaux et caoutchoucs. La
visco�elasticit�e en tant que telle n'a �et�e �etudi�ee qu'�a partir de la �n du 20 �eme si�ecle lorsque
des polym�eres synth�etiques ont commenc�e �a être utilis�es dans l'industrie.

Les apports de la th�ese

Ce m�emoire de th�ese comprend deux parties. Dans la premi�ere partie, nous nous int�e-
ressons au syst�eme de la visco�elasticit�e lin�eaire. Pour ce syst�eme, le probl�emedirect a �et�e
largement �etudi�e (mod�elisation, Lakes [52], analyse math�ematique, Bellout et Ne�cas [6],
analyse num�erique, Shawet al. [81]) et peut �a pr�esent être consid�er�e comme r�esolu. Dans
cette th�ese, nous regardons le probl�eme inverse et plus particuli�erement le probl�eme de
la r�ecup�eration des coe�cients visco�elastiques. Nous traitons les aspects th�eoriques (uni-
cit�e et stabilit�e de la r�ecup�eration), ainsi que num�eriques (m�ethodes de r �esolution). Dans
la deuxi�eme partie, nous passons au syst�eme de la visco�elasticit�e non lin�eaire. Pour ce
mod�ele, peu de travaux existent, ne serait-ce qu'au sujet du probl�eme direct. Nous pr�e-
sentons des m�ethodes num�eriques pour le r�esoudre et l'impl�ementation de ces derni�eres en
trois dimensions. Une application biom�edicale est ensuite envisag�ee et d�ecrite. Finalement,
nous abordons des questions de mod�elisation en �etablissant un mod�ele coupl�e visco�elas-
tique/viscoplastique.

Dans la suite de cette introduction, nous pr�esentons un r�esum�e des r�esultats obtenus
dans la th�ese. Ces r�esultats sont volontairement simpli��es pour n'en garder que le prin-
cipe et l'id�ee donn�ee des d�emonstrations n'est que formelle. Pour l'�enonc�e rigoureux des
r�esultats, les hypoth�eses exactes de validit�e et les d�etails des d�emonstrations, le lecteur
se rapportera aux chapitres correspondants. De même, on trouvera en introduction de
chaque chapitre les r�ef�erences vers les travaux existants sur les th�emes abord�es. Le but de
ces introductions est de mettre en perspective les r�esultats de la th�ese.

1 Un probl�eme inverse en visco�elasticit�e lin�eaire

Soit 
 un ouvert born�e de R3, de fronti�ere @
 suppos�ee su�samment r�eguli�ere. Pour
toute fonction u : 
 � (0; + 1 ) �! R3, nous introduisons l'op�erateur hyperbolique int�egro-
di��erentiel P d�e�ni de la mani�ere suivante :

Pu(x; t ) = @2
t u(x; t ) � r �

�
� (x)( r u(x; t ) + r u(x; t )t ) + � (x)( r � u)(x; t )I

�

+
Z t

0
r �

�
~� (x; s)( r u(x; t � s) + r u(x; t � s)t ) + ~� (x; s)( r � u)(x; t � s)I

�
ds;

(1)

o�u � et � sont appel�es les coe�cients de Lam�e, tandis que ~� et ~� sont des coe�cients de
viscosit�e.
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Le syst�eme de la visco�elasticit�e lin�eaire que nous consid�erons est alors le suivant :
8
>>><

>>>:

Pu(x; t ) = f (x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

u(x; 0) = �u0(x); 8x 2 
 ;

@t u(x; 0) = �u1(x); 8x 2 
 ;

u(x; t ) = 0 ; 8(x; t ) 2 @
 � (0; + 1 ):

(2)

Ce syst�eme mod�elise la dynamique en trois dimensions d'un mat�eriau visco�elastique soumis
�a un chargement ext�erieur f . Le vecteur u est ici le d�eplacement mesur�e par rapport �a la
con�guration de r�ef�erence 
. Le vecteur � u0 est le d�eplacement initial et �u1 est la vitesse
initiale.

Dans toute la premi�ere partie de la th�ese, nous nous int�eressons �a la r�ecup�erat ion
d'un des coe�cients de l'op�erateur P. Plus pr�ecis�ement, nous faisons l'hypoth�ese que le
coe�cient ~� peut se d�ecomposer sous la forme

~� (x; t ) = p(x)h(t); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ): (3)

Cette hypoth�ese est satisfaite, en pratique, pour la plupart des mat�eriaux visco�elastiques.
Nous regardons alors le probl�eme inverse de r�ecup�eration de la d�ependance spatialep �a
partir de mesures de la solutionu. Les probl�emes inverses sont g�en�eralement mal pos�es.
Aussi, les questions qui se posent naturellement sont celles de l'unicit�e et de la stabilit�e
de la r�ecup�eration. Dans le Chapitre 3, nous d�emontrons deux r�esultats de stabilit�e, l 'un
relatif �a des mesures dans un ouvert! de 
 et l'autre �a des mesures sur une partie � de
la fronti�ere @
. Les deux premiers chapitres sont, quant �a eux, d�edi�es �a la d�emonstration
des outils qui nous seront n�ecessaires dans les preuves des r�esultats de stabilit�e : une
in�egalit�e de Carleman pour l'op�erateur P au Chapitre 1 et un r�esultat de prolongement
unique pour le syst�eme (1)-(2) au Chapitre 2. Le Chapitre 4 revient sur le probl�eme inverse
avec mesure interne et propose des m�ethodes num�eriques pour le r�esoudre. Les r�esultats
d�emontr�es sont pr�ecis�es dans les sections suivantes. Par souci de clart�e, les hypoth�eses
techniques sont volontairement omises ou simpli��ees.

1.1 Stabilit�e h•old�erienne avec mesure interne

Le premier r�esultat que nous d�emontrons est un r�esultat de stabilit�e h •old�erienne pour le
probl�eme inverse de r�ecup�eration du coe�cient p(x), pour tout x 2 
, �a partir de mesures
de la solution :

u(x; t ); 8(x; t ) 2 ! � (0; T);

o�u ! est une partie de 
 et T un temps strictement positif. Supposons que nous avons
deux coe�cients p et �p et introduisons u (respectivement �u) la solution du syst�eme (1)-(3),
associ�ee au coe�cient p (respectivement �p). Le r�esultat s'�enonce ainsi :

Th�eor�eme 0.1 (Th�eor�eme 3.1 du Chapitre 3) . Il existe � 2 (0; 1) tel que l'estimation
suivante soit vraie :

kp � �pkH 2 (
) � Cku � �uk�
H 2 (! � (0;T )) :

La constante C qui apparâ�t ici est positive et d�epend du coe�cient inconnu p mais au
travers d'une certaine norme que l'on suppose born�eea priori . De ce r�esultat, nous d�edui-
sons alors imm�ediatement l'unicit�e de la r�ecup�eration. En e�et, nous avons l'implicat ion :

u(x; t ) = �u(x; t ); 8(x; t ) 2 ! � (0; T) =) p(x) = �p(x); 8x 2 
 :

Ces r�esultats sont valides sous trois sortes d'hypoth�eses :
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1. Hypoth�ese sur la zone d'observation
L'ouvert ! doit au moins contenir un voisinage du bord de 
 et le temps d'observation
T doit être su�samment grand. Ceci garantit que toute l'information, port�ee par les
ondes qui se propagent dans le mat�eriau, peut être capt�ee dans la zone! pendant
la p�eriode d'observation (0; T).

2. Hypoth�eses sur les coe�cients
{ Les coe�cients �; �; ~�; ~� doivent être su�samment r�eguliers en temps et en espace

a�n que la solution u soit su�samment r�eguli�ere.
{ Les coe�cients p et �p sont suppos�es connus dans! . Autrement dit, la r�ecup�eration

n'a en fait pas lieu dans tout 
 mais seulement dans 
 n ! . Cette hypoth�ese
est sans doute la plus restrictive en pratique car il faut alors pouvoir mesurer
exp�erimentalement le coe�cient dans un voisinage du bord.

{ Les coe�cients � et � + 2 � satisfont une condition de type pseudo-convexit�e (voir
Condition 1).

3. Hypoth�ese sur la donn�ee initiale
La vitesse initiale �u1 peut être quelconque (ou suppos�ee nulle par lin�earit�e du pro-
bl�eme), mais le d�eplacement initial �u0 doit v�eri�er une hypoth�ese technique. En
particulier, il doit être non nul. Les observations doivent donc être faites dans la
phase de relaxation du mat�eriau, qui aura �et�e pr�ealablement �ecart�e de sa position
d'�equilibre.

La preuve de ce r�esultat repose sur la combinaison d'une in�egalit�e de Carleman [12] et de
la m�ethode de Bukhgeim et Klibanov [11], que nous allons d�ecrire �a pr�esent :

Une in�egalit�e de Carleman pour l'op�erateur P

Une in�egalit�e de Carleman est une in�egalit�e d'�energie pond�er�ee. Elle permet d'est i-
mer l'�energie initiale d'un syst�eme en observant son �energie localement, sous r�eservede
connâ�tre la source d'�energie. Il s'agit donc d'une relation de la forme :

Th�eor�eme 0.2 (Th�eor�eme 1.1 du Chapitre 1) .

Poids � �Energie initiale � Observations internes + Source :

Il existe de nombreuses in�egalit�es de Carleman pour des op�erateurs de tous types
(elliptique, hyperbolique et parabolique). Cependant aucune in�egalit�e n'existait dans la
litt�erature pour l'op�erateur int�egro-di��erentiel P en dimension trois. Pour d�emontrer l'in-
�egalit�e du Th�eor�eme 0.2, nous introduisons plusieurs changements de variables a�n de
ramener le probl�eme (1)-(2) �a une �equation d'onde scalaire pour laquelle le r�esultat est
d�ej�a connu. Ceci se fait en quatre �etapes.

1. La premi�ere particularit�e du probl�eme (1)-(2) est qu'il s'agit d'un syst�eme. La m�e-
thode consiste �a d�ecoupler le syst�eme en �equations scalaires, satisfaites paru et par
les ondes transversaler � u et longitudinale r ^ u, comme dans Imanuvilov et Ya-
mamoto [42]. La di�cult�e que nous rencontrons alors est que la trace des fonctions
r � u et r ^ u sur @
 n'est plus correctement d�e�nie. Nous sommes donc oblig�es de
travailler loin du bord et c'est pour cela que nous devons supposer le coe�cientp
connu dans un voisinage de la fronti�ere.

2. La deuxi�eme di�cult�e tient �a la pr�esence du terme int�egral. Nous utilisons al ors
un changement de variable, initialement pr�esent�e dans Cavaterra et al. [13], et qui
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permet d'absorber le terme int�egral. La nouvelle variable v�eri�e ainsi une �equation
d'onde scalaire.

3. Malgr�e tout, l'�equation reste non r�eversible, puisqu'elle mod�elise un ph�enom� ene de
dissipation d'�energie. Ceci empêche donc d'�etendre la solution �a t < 0 a�n de tra-
vailler sur un intervalle ( � T; T) comme cela est classiquement fait. Nous avons donc
recours �a une in�egalit�e de Carleman ponctuelle de Klibanov et Timonov [49] pour
une �equation hyperbolique scalaire. Cette in�egalit�e n'est pas valable dans tout le
cylindre 
 � (0; T) mais seulement entre des lignes de niveaux d'un hyperbolo•�de.
Une attention toute particuli�ere doit être port�ee aux domaines dans lesquels nous
travaillons. Dans le corps du manuscrit, de nombreuses �gures accompagnent les
d�emonstrations pour faciliter leur compr�ehension.

4. Une fois le r�esultat d�emontr�e pour la nouvelle variable, il faut revenir �a la solut ion
initiale u par une s�erie d'in�egalit�es en utilisant la r�egularit�e des coe�cients et le
Lemme 1.4 qui permet de majorer les termes int�egraux.

M�ethode de Bukhgeim et Klibanov

La m�ethode de Bukhgeim et Klibanov est une m�ethode remarquable pour d�eriver des
estimations de stabilit�e �a partir d'in�egalit�es de Carleman. Le principe est simple. Nous
introduisons p̂ = p � �p et nous �ecrivons l'�equation satisfaite par ŵ = @2

t (u � �u) :
8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Pŵ = �
Z t

0
h(s)r �

�
p̂(r �w(t � s) + r �w(t � s)t )

�
ds

� h0r �
�
p̂(r �u0 + r �ut

0)
�

; dans 
 � (0; + 1 );

ŵ(0) = 0 ; dans 
 ;

@t ŵ(0) = � h(0)r �
�
p̂(r �u0 + r �ut

0)
�

; dans 
 ;

ŵ = 0 ; sur @
 � (0; + 1 ):

Nous remarquons que le coe�cientp̂ apparâ�t �a la fois dans la donn�ee initiale (dont d�epend
l'�energie initiale) et dans la source de l'�equation. Il su�t alors d'appliquer l'in�egali t�e de
Carleman d�emontr�ee pr�ec�edemment �a la nouvelle fonction ŵ pour obtenir

Poids � Terme en p̂ � Observations internes + Terme en p̂;

et nous pouvons absorber le dernier terme du membre de droite dans le membre de gauche
grâce aux poids. Nous obtenons ainsi le r�esultat du Th�eor�eme 0.1 souhait�e, puisque les
observations internes correspondent ici �a la norme de ^w dans le domaine d'observation
! � (0; T).

1.2 Stabilit�e logarithmique avec mesure fronti�ere

Le deuxi�eme r�esultat de stabilit�e que nous d�emontrons est relatif au probl�eme inver se
suivant :

Connaissant (�; �; ~�; h; �u0; �u1; f ), retrouver p(x), pour tout x 2 
 , �a partir de mesures de

r u(x; t ) � n(x); 8(x; t ) 2 � � (0; T);

o�u � est une partie de@
 de normal ext�erieure n et T > 0.

Le th�eor�eme que nous d�emontrons est le suivant :
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Th�eor�eme 0.3 (Th�eor�eme 3.3 du Chapitre 3) . Il existe � 2 (0; 1) tel que l'estimation
suivante soit vraie :

kp � �pkH 2 (
) � C

2

6
6
6
4

log

0

B
B
B
@

2 +
C

X

1�j � j� 2

k@�
x (u � �u)k2

L 2 (� � (0;T ))

1

C
C
C
A

3

7
7
7
5

� �

:

Les hypoth�eses concernant la r�egularit�e des coe�cients ainsi que celles portant sur les
donn�ees initiales sont les mêmes que pour le r�esultat du Th�eor�eme 0.1. Cette fois encore,
le temps d'observation doit être su�samment grand. Par contre, la zone d'observation �
peut être choisie arbitrairement petite. En ce sens, le r�esultat du Th�eor�eme (0.3) est plus
fort, même si la stabilit�e n'est ici que logarithmique. �A nouveau, il y a unicit�e dans la
r�ecup�eration, �a savoir :

@�
x u(x; t ) = @�

x �u(x; t ); 8(x; t ) 2 � � (0; T); j� j = 1 ; 2 =) p(x) = �p(x); 8x 2 
 :

La d�emonstration de ce r�esultat utilise l'estimation de stabilit�e avec observations i nternes
du Th�eor�eme 0.1 et un r�esultat de prolongement unique dont nous pr�esentons une �ebauche
dans ce qui suit. La conclusion est alors imm�ediate.

Stabilit�e dans le prolongement unique pour l'op�erateur P

Nous d�emontrons un r�esultat de stabilit�e associ�e �a un prolongement unique pour l'op�e-
rateur P. Le r�esultat en question stipule que, si la source de l'�equation est nulle dans le
voisinage! de @
 et si la solution et ses d�eriv�ees s'annulent sur une partie � de @
, alors
la solution s'annule dans un ouvert inclus dans! . La partie de la fronti�ere consid�er�ee peut
être aussi petite que l'on veut. Nous appliquons ce r�esultat �a la fonction û = u � �u dont
l'�equation est bien �a source nulle dans ! puisque l'on a suppos�ep = �p dans ! . Le r�esultat
�enonce qu'il y a stabilit�e pour ce prolongement unique, ce qui s'�ecrit sous la forme :

Th�eor�eme 0.4 (Th�eor�eme 2.1 du Chapitre 2) .

Observations internes dans ! � Observations fronti �eres sur � :

La principale di�cult�e vient du fait que les coe�cients de l'op�erateur P d�ependent du
temps, donc les m�ethodes classiques ne s'appliquent plus. La d�emonstration du Th�eor�eme
0.4 se fait alors en quatre �etapes :

1. Nous introduisons une nouvelle transformation inspir�ee de la transform�ee de Fourier-
Bros-Iagolnitzer (FBI) [8] mais qui est capable de traiter le terme int�egral. Cette
nouvelle transformation conserve en e�et les propri�et�es de la FBI classique mais
permet en plus de transformer la convolution de deux fonctions en la convolution de
l'une par la transform�ee de l'autre.

2. La nouvelle transformation permet de changer localement le syst�eme hyperbolique
(1)-(2) en un syst�eme elliptique int�egro-di��erentiel, comme dans Bellassoued [3].

3. Il nous faut alors d�emontrer une in�egalit�e de Carleman pour le syst�eme elliptique
int�egro-di��erentiel r�esultant. Cela est fait en utilisant les mêmes techniqu es que pour
d�emontrer l'in�egalit�e de Carleman pour le syst�eme hyperbolique, c'est-�a-dire que l'on
se ram�ene �a une �equation elliptique scalaire pour laquelle les r�esultats sont connus,
Imanuvilov et Puel [40], Lebeau et Robbiano [57].
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4. Grâce �a l'in�egalit�e de Carleman, nous d�emontrons des r�esultats d'interpolation en
suivant la m�ethode de Robbiano [79]. Le premier r�esultat d'interpolation d�emontr�e
relie la valeur de la solution sur � � @
 �a celle dans une boule proche de �. Le
deuxi�eme permet de passer de cette boule proche de � �a n'importe quelle boule
incluse dans! . En sommant ces in�egalit�es pour des boules formant un recouvrement
de n'importe quel ouvert de ! , nous obtenons le r�esultat voulu.

Les di��erents r�esultats d�emontr�es dans la premi�ere partie sont illustr�es sur la F igure 2.

���
���
���
���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���
���
���
���

!

t

x


�

In�egalit�e de Carleman + M�ethode de B&K = Stabilit�e observation interne
poids �k ûk(2) � kP ûk(2) + kûk(3) kp � �pk(1) � k u � �uk(2) kp � �pk(1) � k u � �uk(3)

kP(u � �u)k(2) � k p � �pk(1)

Stabilit�e observation interne + Prolongement unique = Stabilit�e observation fronti�ere
kp � �pk(1) � k u � �uk(3) kûk(3) � k ûk(4) kp � �pk(1) � k u � �uk(4)

(3)

T

0

(4)

(1)

(2)

(1) = 

(2) = 
 � (0; T)
(3) = ! � (0; T)
(4) = � � (0; T)

Fig. 2 { Sch�ema illustrant formellement les r�esultats d�emontr�es dans la premi�ere partie.

1.3 R�esolution num�erique du probl�eme inverse

Maintenant que nous connaissons les conditions pour que le probl�eme inverse de r�ecu-
p�eration du coe�cient p soit stable, il est l�egitime de s'int�eresser �a la r�ecup�eration e�ective
de ce coe�cient. Dans le Chapitre 4, nous regardons le probl�eme inverse avec observations
internes. A�n de le r�esoudre, nous proposons de minimiser la fonctionnelle suivante :

J (p) =
1
2

Z T

0

Z

!

�
ju(p) � uobsj2 + jr (u(p) � uobs)j2

�
dx dt;

o�u uobs est la solution observ�ee. Cette solution est en principe di��erente de la solution
exacte du fait des erreurs commises lors des mesures exp�erimentales. Elle ne correspond,
d'ailleurs, souvent pas �a une solution du probl�eme (1)-(2). La fonctionnelle J est non qua-
dratique puisque la solution u du probl�eme (1)-(2) d�epend non lin�eairement du coe�cient
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p. La minimisation est r�ealis�ee par un algorithme BFGS [69], bien adapt�e �a ce type de
probl�eme non lin�eaire. Le calcul du gradient de J - direction de descente de l'algorithme
BFGS - n�ecessite l'introduction du probl�eme adjoint de (2). A�n de r�egulariser la m�e-
thode, nous choisissons de chercher le coe�cient inconnup dans un espace de dimension
�ni PK � P , o�u K est la dimension. Nous r�ealisons ainsi une r�egularisation par discr�etisa-
tion (Kirsch [48]). Plusieurs espacesPK sont possibles. Un choix judicieux est de consid�erer
l'espace engendr�e par lesK premi�eres fonctions propres ' i du Laplacien d�e�ni sur 
, �a
savoir

PK =

(

p 2 P; p = �pj@
 +
KX

i =1

pi ' i

)

;

o�u �pj@
 est un rel�evement de la trace sur @
 de la valeur exacte de p (qui est connu
puisque l'on a suppos�e le coe�cient �p connu dans un voisinage! du bord). A�n de r�esoudre
le probl�eme de mani�ere plus pr�ecise, nous proposons une m�ethode adapt�ee. Apr�es avoir
calcul�e une premi�ere solution p0 sur le maillage initial, nous utilisons cette derni�ere pour
adapter la base. Cette derni�ere est alors compos�ee des solutions du probl�eme aux valeurs
propres suivant :

(
�r � (a(x)r ' i (x)) = � i ' i (x); 8x 2 
 ;

' i (x) = 0 ; 8x 2 @
 ;

avec

a(x) =
1

r p0(x)
:

Ces fonctions sont ainsi localis�ees l�a o�u les variations du coe�cient sont les plus impor-
tantes. Cette id�ee, combin�ee �a une adaptation de maillage classique, permet d'am�eliorer
la pr�ecision du r�esultat en diminuant l'erreur num�erique. Le coe�cient inconnu peut ainsi
être r�ecup�er�e avec succ�es en chaque n�ud du domaine discretis�e. Dans les essais que nous
avons men�es, la solution observ�ee est obtenue en calculant la solution exacte du probl�eme
direct et en lui ajoutant une erreur relative uniforme de 2%. Le probl�eme direct est r�esolu
en utilisant des �el�ements �nis de Lagrange P2 en espace et un sch�ema centr�e implicite en
temps.

1.4 Application en imagerie c�er�ebrale

Nous pr�esentons en�n une application potentielle de cette m�ethode �a la d�etection d es
tumeurs c�er�ebrales. En e�et, le comportement m�ecanique du cerveau humain, comme celui
de nombreux tissus vivants mous, est visco�elastique. Une tumeur peut alors se caract�eriser
par un coe�cient de viscosit�e di��erent de celui du tissu sain. En retrouvant la cartographi e
du coe�cient correspondant, nous pourrions donc localiser la tumeur. Un exemple de
r�esultat est pr�esent�e sur la Figure 3.

2 Simulation num�erique en visco�elasticit�e non lin�eaire

Dans la deuxi�eme partie de la th�ese, nous nous int�eressons �a un mod�ele plus com-
plexe de visco�elasticit�e non lin�eaire, inspir�e du mod�ele de Simo [82]. Nous consid�erons
donc un mat�eriau qui, dans sa con�guration au repos, occupe le domaine 
, ouvert born�e
et connexe deR3. Supposons que la fronti�ere � de 
 est lipschitzienne, ainsi la normal
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(a)

(b) (c) (d)

Fig. 3 { (a) Donn�ee initiale �u0. (b) Zone d'observation ! . (c) Coe�cient exact. (d)
Coe�cient r�ecup�er�e.

unitaire sortante n est bien d�e�nie en tout point de �. Supposons �egalement que cette
fronti�ere se d�ecompose en � = � 0 [ � 1 avec � 0 \ � 1 = ; . Le probl�eme que nous consid�erons
est le suivant :

Trouver le vecteur d�eplacementu solution de :
8
><

>:

�r � T = f; dans 
 ;

u = u0; sur � 0;

T � n = g; sur � 1:

(EDP)

o�u le vecteur f (resp. g) repr�esente les forces volumiques (resp. surfaciques), exprim�ees

dx

f

u
x




� 0

�

g

Fig. 4 { D�eformation du domaine 
 .
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dans la con�guration de r�ef�erence, et T est le premier tenseur des contraintes de Piola-
Kirchho� qui d�epend de u. La relation entre T et u est appel�ee loi de comportement du
mat�eriau et s'exprime au travers du gradient de d�eformation F = Id + r u par :

T =
dW
dF

� pF � t ; (4)

o�u W est l'�energie interne du syst�eme. Dans le mod�ele visco�elastique que l'on consid�ere,
W peut s'exprimer en fonction du tenseur de Cauchy-GreenC, d�e�ni par :

C = F t F = Id + r u + r ut + r ut � r u;

et en fonctions de tenseursGi , pour i 2 J1; mKo�u m 2 N� , qui sont des variables internes
utilis�ees pour mesurer la d�eformation d'amortisseurs visqueux inclus dans le mat�eriau.
L'�evolution de ces variables internes est alors d�ecrite par l'ensemble d'�equations suivant :

8
<

:
� i _G� 1

i =
@W
@Gi

+ qi G� 1
i ; dans 
 ;

Gi (0) = Id; dans 
 ;
8i 2 J1; mK (EDO)

avec � i , pour i 2 J1; mK, les coe�cients de viscosit�e. Les pressionsp et qi , pour i 2 J1; mK
qui apparaissent dans les �equations (4) et (EDO) sont les multiplicateurs de Lagrange
associ�es aux contraintes d'incompressibilit�e :

det(F ) = det( Gi ) = 1 ; 8i 2 J1; mK: (5)

Le probl�eme mis sous forme variationnelle est alors le suivant :

Chercher (u � u0) 2 V , p 2 P , Gi 2 H et qi 2 Q , 8i 2 J1; mK, tels que :

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

Z



F

�
2

@W
@C

(C; G1; � � � ; Gm ) � pC� 1
�

: r v dx =
Z



f � v dx +

Z

� 1

g � v d; 8v 2 V ;
Z



p̂(det(F ) � 1) dx = 0 ; 8p̂ 2 P ;

Z




�
�

@W
@Gi

(C; G1; � � � ; Gm ) + � i _G� 1
i � qi G� 1

i

�
: H dx = 0 ; 8H 2 H ;

Z



q̂(det(Gi ) � 1) dx = 0 ; 8i 2 J1; mK; 8q̂ 2 Q :

o�u V; P; H et Q sont des espaces fonctionnels convenables.
Ainsi, le probl�eme associe une �equation aux d�eriv�ees partielles (EDP) non lin�eai re, des

conditions d'incompressibilit�e (5) et m �equations aux d�eriv�ees ordinaires (EDO) d�ecrivant
l'�evolution des variables internes.

2.1 R�esolution num�erique d'un mod�ele de visco�elasticit�e non lin�eaire

Dans le Chapitre 5, en nous appuyant sur les travaux de Le Tallec [55], nous expli-
quons les principales �etapes de discr�etisation du mod�ele visco�elastique introduit et nous
pr�esentons les techniques de r�esolution qui ont �et�e e�ectivement impl�ement �ees en trois
dimensions, dans un code en langageC. La discr�etisation en espace met en �uvre des
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�el�ements �nis de Lagrange P0 pour les pressions et les variables internes, etP2 pour le d�e-
placement. Le maillage du domaine de calcul est t�etra�edrique conforme. La discr�etisation
en temps est r�ealis�ee par un sch�ema d'Euler implicite. Les EDO caract�erisant l'�ev olution
des variables internes, une fois discr�etis�ees, peuvent être mises sous la forme d'un pro-
bl�eme de minimisation sous contrainte. Par une astuce utilisant le caract�ere sym�etrique
des variables internes et les propri�et�es d'incompressibilit�e, le probl�eme se ram�ene ensuite
�a un probl�eme de minimisation, sans contrainte cette fois-ci. Nous le r�esolvons alors par
une m�ethode de Newton. L'EDP non lin�eaire, quant �a elle, se met sous la forme d'un
syst�eme discret non lin�eaire. Celui-ci est �egalement lin�earis�e par une m�ethode de Newton.
A�n d'initialiser convenablement l'algorithme de Newton pour assurer sa convergence, il
est n�ecessaire d'appliquer le chargement ext�erieur au mat�eriau par incr�ement. Le syst�eme
lin�eaire r�esultant est typique des probl�emes mixtes et est r�esolu par une technique de
Lagrangien augment�e, Fortin et Glowinski [25], utilisant un gradient conjugu�e pr�econdi-
tionn�e. Compte-tenu de la complexit�e des algorithmes utilis�es et de la taille des maillage
que nous consid�erons, une attention particuli�ere est port�ee �a chaque �etape pour être la plus
e�cace en terme de m�emoire et de temps de calcul. Nous pr�esentons ensuite le calcul d'une
solution analytique pour le mod�ele consid�er�e dans le cas simple d'une compression uni-
dimensionnelle. Les r�esultats num�eriques sont ainsi confront�es �a cette solution analytique
pour validation. Nous pr�esentons en�n un exemple d'application sur une pi�ece m�ecanique
�a g�eom�etrie complexe que nous soumettons �a une grande d�eformation.

2.2 Application en biom�ecanique c�er�ebrale

Le Chapitre 6 revient sur l'application biom�edicale envisag�ee. Il s'agit de la simulation
num�erique des d�eformations des structures c�er�ebrales. Nous exposons en d�etail les mo-
tivations de cette �etude. Ensuite, nous pr�esentons les �etapes d'obtention du maillage de
calcul, en trois dimensions, �a partir de la segmentation d'images obtenues par r�esonance
magn�etique. Nous confrontons les r�esultats num�eriques obtenus par le code de calcul �a
des exp�eriences men�ees par Miller [67] sur des cerveaux de porcs. Ceci permet de valider
le choix du mod�ele retenu. En particulier, nous identi�ons ainsi la valeur des coe�cient s
de notre mod�ele. Un exemple de simulation num�erique (voir Figure 5) est pr�esent�e pour
conclure et souligner l'e�cacit�e de notre approche.

(a) (b)

Fig. 5 { (a) Maillage. (b) Champ de d�eformations du cerveau soumis �a la gravit�e.
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2.3 Mod�ele coupl�e visco�elastique/viscoplastique

Dans le Chapitre 7, nous nous int�eressons au couplage du mod�ele introduit pr�ec�edem-
ment avec un mod�ele de viscoplasticit�e en grandes d�eformations (voir Figure 6). Nous
commen�cons par �eclairer les notions en pr�esentant deux mod�eles lin�eaires unidimension-
nels : le mod�ele visco�elastique de Maxwell [64] et le mod�ele �elastique-viscoplastique de
Perzyna [76]. Puis, nous nous attachons �a d�eriver le mod�ele visco�elastique/viscoplastique
en satisfaisant successivement les grands principes de la m�ecanique :

1. Tout d'abord, le Principe des Travaux Virtuels, Ciarlet [14], permet d'�etablir les
�equations d'�equilibre en grandes d�eformations. Celles-ci sont pos�ees sur la con�gu-
ration de r�ef�erence 
.

2. Ensuite, la loi de comportement du mat�eriau d�ecoule de l'application du principe de
la dissipation d'�energie de Clausius-Duhem, Truesdell [87].

3. Dans le cas d'un processus non plastique, nous pouvons exprimer la dissipation
d'�energie engendr�ee par la pr�esence des amortisseurs visqueux. Ceci conduit aux
�equations du syst�eme (EDO).

4. En�n, l'�evolution de la variable plastique est r�egie par le Principe du Travail Plast ique
Maximal (�enonc�e par Hill [34]).

"em " vm

" vp

"e1

"

"e0

��

" v1

Fig. 6 { Sch�ema rh�eologique du mod�ele visco�elastique/viscoplastique lin�eaire unidimen-
sionnel avec� la contrainte et " , "e, " v et " vp les d�eformations totale, �elastique, visqueuse
et viscoplastique, respectivement.
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Introduction

Dans l'ensemble de cette premi�ere partie, nous nous int�eressons au probl�eme de la
visco�elasticit�e lin�eaire, avec pour objectif �nal l'�etude du probl�eme inv erse de d�etermina-
tion d'un coe�cient visco�elastique. Introduisons le syst�eme de la visco�elastici t�e, muni de
conditions initiales et de conditions aux bords ad�equates. Soit 
 un ouvert born�e de R3,
de fronti�ere @
 suppos�ee su�samment r�eguli�ere (a priori C1;1 su�t pour notre probl�eme).
Le syst�eme est le suivant :

8
>>><

>>>:

Pu(x; t ) = f (x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

u(x; 0) = �u0(x); 8x 2 
 ;

@t u(x; 0) = �u1(x); 8x 2 
 ;

u(x; t ) = 0 ; 8(x; t ) 2 @
 � (0; + 1 );

(1)

o�u P est l'op�erateur hyperbolique int�egro-di��erentiel d�e�ni de la mani�ere suivante :

Pu(x; t ) = @2
t u(x; t ) � r �

�
� (x)( r u(x; t ) + r u(x; t )t ) + � (x)( r � u)(x; t )I

�

+
Z t

0
r �

�
~� (x; s)( r u(x; t � s) + r u(x; t � s)t ) + ~� (x; s)( r � u)(x; t � s)I

�
ds:

(2)

Ce syst�eme mod�elise la dynamique, en trois dimensions, d'un mat�eriau visco�elastique sou-
mis �a un chargement ext�erieur repr�esent�e par f . Le vecteur u est ici le d�eplacement mesur�e
par rapport �a la con�guration de r�ef�erence 
. Le vecteur � u0 est le d�eplacement initial tan-
dis que �u1 est la vitesse initiale. Les coe�cients � et � sont appel�es les coe�cients de Lam�e
et caract�erisent la r�eponse �elastique du mat�eriau tandis que ~� et ~� sont les coe�cients de
viscosit�e. Le caract�ere bien pos�e du probl�eme direct (1)-(2) est assur�e par la proposition
suivante :

Proposition 0.5 (Th�eor�eme 4.2 par Bellout et Ne�cas [6]) . Sous certaines hypoth�eses de
r�egularit�e portant sur les coe�cients (�; �; ~�; ~� ), suppos�ees satisfaites ici, si�u0 2 H 1

0 (
) 3,
�u1 2 L 2(
) 3 et f 2 L 1 (0; + 1 ; L 2(
) 3) \ L 2(0; + 1 ; L 2(
) 3), alors il existe une unique
solution faible

u 2 L 1 (0; + 1 ; H 1
0 (
) 3) \ W 1;1 (0; + 1 ; L 2(
) 3) \ W 2;1 (0; + 1 ; H � 1(
) 3);

au probl�eme (1)-(2).

La premi�ere partie de ce manuscrit est compos�ee de quatre chapitres dont un bref
r�esum�e est donn�e ci-dessous.
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Chapitre 1

Le Chapitre 1 est consacr�e �a la d�emonstration d'une in�egalit�e de Carleman pour l'op�e-
rateur P. C'est une in�egalit�e d'�energie pond�er�ee. Elle permet d'estimer la norme de l a
solution d'une �equation aux d�eriv�ees partielles par la norme de l'op�erateur appliqu�ee �a
la solution et par une norme locale de la solution (dans un domaine d'observation res-
treint). Cette in�egalit�e de Carleman est un outil puissant qui nous sera utile au Chapi tre 3
pour d�eriver les estimations de stabilit�e dans l'�etude du probl�eme inverse. Pou r d�emontrer
cette in�egalit�e, nous introduisons plusieurs changements de variables a�n de ramener le
probl�eme (1)-(2) �a une �equation d'onde scalaire pour laquelle le r�esultat est d�ej�a connu.

Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous d�emontrons un r�esultat de stabilit�e associ�e au prolongement
unique pour l'op�erateur P. Le r�esultat de prolongement unique stipule qu'en l'absence de
source, si la solutionu est nulle sur une partie de@
 alors elle est nulle dans un ouvert
proche de@
. La principale di�cult�e vient du fait que les coe�cients de l'op�erateur P
d�ependent du temps, donc les m�ethodes classiques ne s'appliquent plus. Nous introduisons
une transformation qui permet de changer localement le probl�eme en un syst�eme elliptique
pour lequel les r�esultats sont connus.

Chapitre 3

Un probl�eme inverse s'�enonce de la mani�ere suivante : si je peux mesurer la solution
d'une �equation, suis-je capable d'en retrouver les caract�eristiques ? Nous nous int�eressons
dans ce chapitre �a la r�ecup�eration d'un des coe�cients visco�elastiques. Plus pr�ecis�ement,
nous faisons l'hypoth�ese que le coe�cient ~� peut se d�ecomposer sous la forme

~� (x; t ) = p(x)h(t); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ); (3)

et nous regardons le probl�eme de r�ecup�eration de la d�ependance spatialep �a partir de
mesures du d�eplacementu du mat�eriau. Les questions �a se poser sont alors celles de
l'unicit�e et de la stabilit�e de la r�ecup�eration. Nous d�emontrons un r�esultat de stabilit�e
h•old�erienne relative �a une unique mesure interne. La preuve de ce r�esultat repose sur
la m�ethode de Bukhgeim et Klibanov [11] et sur l'in�egalit�e de Carleman d�emontr�ee au
Chapitre 1. En utilisant alors le r�esultat de prolongement unique du Chapitre 2, nous
prouvons ensuite un r�esultat de stabilit�e logarithmique relative �a une unique mesure sur
une partie arbitrairement petite de la fronti�ere.

Chapitre 4

Le Chapitre 4 est quant �a lui d�edi�e �a la r�esolution num�erique du probl�eme in verse
de r�ecup�eration du coe�cient p en deux dimensions d'espace. Pour r�esoudre ce probl�eme
inverse, nous proposons de minimiser une fonctionnelle non quadratique. A�n de r�egulariser
la m�ethode (voir Kirsch [48]), nous introduisons une base spectrale que nous adaptons
en fr�equence �a la solution. Nous montrons que cette id�ee, combin�ee �a une adaptation
de maillage classique, permet d'am�eliorer la pr�ecision du r�esultat en diminuant l'erreur
num�erique. Le coe�cient inconnu peut ainsi être r�ecup�er�e avec succ�es en chaq ue n�ud du
domaine discretis�e. Nous pr�esentons en�n une application possible de cette m�ethode �a la
d�etection des tumeurs c�er�ebrales.
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Notations

Introduisons maintenant quelques notations qui seront utiles dans plusieurs chapitres
de cette premi�ere partie. Nous d�e�nissons tout d'abord la fonction poids de Carleman :

D�e�nition 0.0.1 (Fonction poids de Carleman). Pour x0 2 R3 n 
 et � > 0, nous
d�e�nissons une fonction ' de la mani�ere suivante :

' (x; t ) = jx � x0j2 � �t 2; 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ): (4)
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Fig. 1 { Fonction poids de Carleman' (x; t ) pour x0 = 0 et � = 1 .
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Fig. 2 { Isovaleurs de la fonction poids de Carleman' (x; t ) = � pour x0 = 0 et � = 1 .

Cette fonction est illustr�ee sur les Figures 1 et 2, dans le cas particulier dex0 = 0 et
� = 1. Nous introduisons ensuite :
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1. Distances (Figure 3)
Pour x0 2 R3 n 
, on pose

d0 = inf
x2 


jx � x0j et d = sup
x2 


jx � x0j:




d

d0

x0

Fig. 3 { D�e�nitions des distances d0 et d.

2. Domaines (Figure 4)
Pour " > 0 et � > 0, on note


( " ) = f x 2 
 ; dist(x; @
) > " g; 
(0) = 
 ;

Q("; � ) = f (x; t ) 2 
( " ) � (0; + 1 ); ' (x; t ) > � g ; Q(0; 0) = Q:

Nous remarquons queQ � 
 � (0; T) d�es que T >
d

p
�

.
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Fig. 4 { D�e�nition des espaces 
( " ) et Q("; � ).

3. Normes
Pour Q � R3 � R, � > 0 et k 2 N, nous introduisons les normes pond�er�ees suivantes :

k ? k2
H k;� (Q) =

X

j � j� k

� 2(k�j � j)k@�
x;t ? k2

L 2 (Q) ;

k ? k2
H k;�

x (Q)
=

X

j � j� k

� 2(k�j � j)k@�
x ? k2

L 2 (Q) :
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En particulier, nous utiliserons :

k ? k2
H 1;� (Q) = kr x;t ? k2

L 2 (Q) + � 2k ? k2
L 2 (Q) ;

o�u r x;t = ( r ; @t ) d�esigne l'op�erateur des d�eriv�ees premi�eres en espace et en temps.
On remarque que pouru 2 H k;� (
), on a l'�equivalence des normes suivantes :

kue�' k2
H k;� (Q) =

X

j � j� k

� 2(k�j � j)k@�
x;t (ue�' ) k2

L 2 (Q) �
X

j � j� k

� 2(k�j � j)k
�
@�

x;t u
�

e�' k2
L 2 (Q) :

4. Dans tous les chapitres,C et Ci , pour 1 � i � 6 seront desconstantes r�eelles
positives g�en�eriques.

Nous d�e�nissons �nalement la condition suivante, portant sur une fonction scalaire q :

Condition 1. La fonction scalaire q satisfait les deux propri�et�es suivantes :

1. il existe K > 0 tel que8x 2 
 , q(x) � K ,

2. il existe x0 2 R3 n 
 tel que8x 2 
 ,
1
2

q(x) � r q(x) � (x � x0) � 0.

Arm�es de ces d�e�nitions, nous sommes maintenant en mesure d'�enoncer et de d�emontrer
les r�esultats des chapitres suivants.
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Chapitre 1

Une in�egalit�e de Carleman pour
l'op�erateur de la visco�elasticit�e

Une in�egalit�e de Carleman est une in�egalit�e d'�energie, pond�er�ee par des poid s expo-
nentiels. Plus pr�ecis�ement, elle donne une majoration de l'�energie globale du syst�eme par
la source et par une certaine �energie localis�ee. La premi�ere in�egalit�e de Carleman a �et�e
d�emontr�ee en 1939 par le math�ematicien qui lui a donn�e son nom, T. Carleman [12]. Dans
ce travail s�eminal, elle permettait de d�emontrer un r�esultat d'unicit�e pour une � equation
aux d�eriv�ees partielles elliptiques en deux dimensions. Depuis, la th�eorie des in�egalit�es
de Carleman a �et�e largement �etudi�ee et g�en�eralis�ee �a de larges classes d'op�erateurs dif-
f�erentiels (hyperbolique, elliptique et parabolique) en dimension quelconque. Elles sont
aujourd'hui principalement utilis�ees pour d�eriver des estimations de stabilit�e dans l '�etude
de probl�emes inverses. Pour un traitement g�en�eral des in�egalit�es de Carleman, le lecteur
pourra se reporter �a :

{ H •ormander [36] dans le cas o�u le symbole de l'op�erateur est isotrope et les fonctions
consid�er�ees sont �a support compact (in�egalit�es de Carleman locales),

{ Isakov [43] pour des fonctions toujours �a support compact mais pour des op�erateurs
di��erentiels dont le symbole est non isotrope,

{ Tataru [86], Imanuvilov et Yamamoto [41], Fursikov et Imanuvilov [29] dans le cas
de fonctions qui ne sont pas �a support compact (in�egalit�es de Carleman globales),

{ Klibanov et Timonov [49], Lavrent'ev, Romanov et Shishat'skii [54] pour des in�ega-
lit�es de Carleman ponctuelles.

Ces in�egalit�es restent valables, sans aucune modi�cation, si on ajoute des termes d'ordre
inf�erieur �a l'op�erateur consid�er�e. Par contre, la pr�esence d'un terme int�egro-di� �erentiel
ajoute une di�cult�e en modi�ant la structure même de l'�equation. Par exemple, dans le
cas hyperbolique, l'�equation n'est alors plus r�eversible, du fait de la dissipation d'�energie
li�ee au ph�enom�ene visqueux. En pratique, cela empêche d'�etendre la solution pour t < 0
a�n de travailler sur un intervalle ( � T; T) comme cela est classiquement fait. Il faut alors
avoir recours �a une in�egalit�e de Carleman ponctuelle. Cette in�egalit�e n'est pas val able dans
tout le domaine cylindrique 
 � (0; T) mais seulement dans des domaines born�es par les
lignes de la fonction poids de Carleman. En 2006, Cavaterra, Lorenzi et Yamamoto [13]
modi�ent ainsi une in�egalit�e de Carleman ponctuelle de Klibanov et Timonov [49] pour
une �equation hyperbolique scalaire et y int�egrent, grâce �a un changement de variable,un
terme int�egro-di��erentiel.

Contrairement au cas scalaire, la litt�erature concernant les syst�emes d'�equations est peu
fournie. En e�et, on ne dispose pas de techniques g�en�erales autres que celle de multiplier le
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syst�eme par la matrice des cofacteurs et d'utiliser une in�egalit�e de Carleman scalaire pour
le d�eterminant, Isakov [43]. Mais cette m�ethode �el�eve la multiplicit�e des car act�eristiques, ce
qui rend les d�emonstrations di�ciles. Dans le cas du syst�eme de Lam�e - op�erateur P sans
le terme int�egral, on a cependant quelques r�esultats. En 2004, Elleret al. [23] prouvent
une in�egalit�e de Carleman pour des fonctions �a support compact. La preuve est bas�ee sur
la d�ecomposition de la solution u en une onde transversaler � u et une onde longitudinale
r ^ u v�eri�ant chacune une �equation d'onde scalaire �a laquelle on peut alors appliquer les
r�esultats connus, Tataru [86]. En 2008, Imanuvilov et Yamamoto [41] �etendent ce r�esultat
�a des fonctions sans support compact. La di�cult�e vient du fait que la trace des fonctions
r ^ u et r � u n'est pas d�e�nie sur @
 et qu'il faut donc travailler dans un ouvert loin du
bord.

Dans ce chapitre, nous d�emontrons une in�egalit�e de Carleman pour l'op�erateur de la
visco�elasticit�e 3D - op�erateur P complet - en combinant les techniques pr�ec�edemment
cit�ees. Les r�esultats de ce chapitre ont �et�e publi�es dans [19].

1.1 Enonc�e du Th�eor�eme 1.1

Th�eor�eme 1.1 (In�egalit�e de Carleman) . Soit P l'op�erateur d�e�ni en (2). On suppose
que :

(H1) (�; � ) 2 C2(
) 2 et (~�; ~� ) 2 C2(
 � (0; + 1 ))2,

(H2) � et � + 2 � satisfont la condition 1 avec un mêmex0.

Alors, il existe � 0 > 0 et � 0 > 0 tels que, pour tout � � � 0, pour tout � � � 0, pour " > 0,
pour 0 < � < d 2

0 et pour tout u 2 H 2(Q)3 satisfaisant u(x; 0) = 0 ou @t u(x; 0) = 0 , 8x 2 
 ,
l'in�egalit�e suivante soit v�eri��ee :

1
�

kue�' k2
H 2;�

x (Q(";� ))
� C

�
k(Pu)e�' k2

L 2 (Q) + kr (Pu)e�' k2
L 2 (Q)

+ eC� kuk2
H 2 (Q(";� )nQ(2";� )) + � 3e2�� kuk2

H 2 (Q)

�
;

o�u ' est d�e�nie par (4) et C > 0 d�epend de la normeC2(
 � (0; + 1 )) du coe�cient ~�
mais est ind�ependante de� .

Le dernier terme de cette in�egalit�e n'est pas classique puisqu'il est global mais il dispa-
râ�tra, le moment venu, grâce �a un choix ad�equat de � . Nous aurons alors que siPu = 0
dans Q et u = 0 dans Q("; � ) n Q(2"; � ) alors u = 0 dans Q("; � ). C'est un r�esultat de
prolongement unique pour l'op�erateur P.

1.2 Preuve du Th�eor�eme 1.1

Cette partie est consacr�ee �a la d�emonstration de l'in�egalit�e de Carleman du Th�eor�eme
1.1. La preuve consiste �a d�ecoupler le syst�eme d'�equations initial en �ecrivant les �equations
satisfaites paru, r ^ u et r � u. Ensuite, l'id�ee est d'introduire un changement de variable
pour r�eduire le probl�eme �a une �equation hyperbolique scalaire pour laquelle l'in�egalit�e de
Carleman est connue (Corollaire 1.3). Finalement, on revient �a la variable initiale u par
une s�erie d'in�egalit�es en supposant la r�egularit�e des coe�cients et en uti lisant un lemme
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fondamental (Lemme 1.4).
Soit u la solution du syst�eme :

8
><

>:

Pu(x; t ) = F (x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

u(x; 0) = 0 or @t u(x; 0) = 0 ; 8x 2 
 ;

u(x; t ) = 0 ; 8(x; t ) 2 @
 � (0; + 1 );

(1.1)

On suppose que les hypoth�eses (H 1) et (H 2) sont satisfaites. Nous allons tout d'abord
d�ecoupler les �equations pour obtenir des �equations coupl�ees �a l'ordre un uniquement.

D�ecoupler le syst�eme d'�equations

Pour ce faire, on repart de l'�equation (1.1) que l'on r�e�ecrit sous la forme d�evelopp�ee :

@2
t u(x; t ) � � (x)� u(x; t ) � (� + � )(x)r (r � u)(x; t ) � (r � u)(x; t )r � (x)

�
�
r u(x; t ) + r u(x; t )t � � r � (x) +

Z t

0
~� (x; t � s)� u(x; s)ds

+
Z t

0
(~� + ~� )(x; t � s)r (r � u)(x; s)ds +

Z t

0
(r � u)(x; s)r ~� (x; t � s)ds

+
Z t

0

�
r u(x; s) + r u(x; s)t � � r ~� (x; t � s)ds = F (x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ):

(1.2)
Remarquez le changement de variable dans la convolution du terme int�egral. On prend la
divergence de (1.2) :

@2
t (r � u)(x; t ) � (� + 2 � )(x)�( r � u)(x; t ) +

Z t

0
(~� + 2~� )(x; t � s)�( r � u)(x; s)ds

= ( r � F )(x; t ) + 2 r (� + 2 � )(x) ^ r (r � u)(x; t ) + 2 r � (x) � (r ^ (r ^ u)) ( x; t )

+ ( r � u)(x; t )� � (x) + ( r u(x; t ) + r u(x; t )t ) : r 2� (x)

�
Z t

0
2r (~� + 2~� )(x; t � s)? � r (r � u)(x; s)ds �

Z t

0
2r ~� (x; t � s) � (r ^ (r ^ u)) ( x; s)ds

�
Z t

0
(r � u)(x; s)� ~� (x; t � s)ds �

Z t

0
(r u(x; s) + r u(x; s)t ) : r 2~� (x; t � s)ds:

On prend alors le rotationnel de (1.2) :

@2
t (r ^ u)(x; t ) � � (x)�( r ^ u)(x; t ) +

Z t

0
~� (x; t � s)�( r ^ u)(x; s)ds

= ( r ^ F )(x; t ) + 2 r � (x) ^ r (r � u)(x; t ) + r � (x) ^ (r ^ (r ^ u)) ( x; t )

+ r � (x) � r (r ^ u)(x; t ) + ( r u(x; t ) + r u(x; t )t ) ^ r 2� (x)

�
Z t

0
2r ~� (x; t � s) ^ r (r � u)(x; s)ds �

Z t

0
r ~� (x; t � s) ^ (r ^ (r ^ u)) ( x; s)ds

�
Z t

0
r ~� (x; t � s) � r (r ^ u)(x; s)ds �

Z t

0
(r u(x; s) + r u(x; s)t ) ^ (r 2~� (x; t � s))ds

On introduit les vecteurs u1 = u, u3 = r^ u et le scalaireu2 = r � u qui satisfont alors
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le syst�eme de sept �equations suivant :

@2
t ui (x; t ) � qi (x)� ui (x; t ) +

Z t

0
~qi (x; t � s)� ui (x; s)ds = Fi (x; t ) + A i (u1; u2; u3)(x; t );

8i 2 f 1; 2; 3g; 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );
(1.3)

o�u on a pos�e :

q1 = q2 = �; q 3 = � + 2 �; ~q1 = ~q2 = ~�; ~q3 = ~� + 2~�;

F1 = F; F2 = r ^ F; et F3 = r � F:

Ici, les termes de couplageA i sont des op�erateurs int�egro-di��erentiels du premier ordre en
x and t dont tous les coe�cients sont born�es dans 
 � (0; + 1 ), d'apr�es l'hypoth�ese ( H 1).
Les sept �equations r�esultantes sont coupl�ees uniquement �a l'ordre un, donc on peut leur
appliquer individuellement les r�esultats connus pour les �equations scalaires. Cependant, le
probl�eme maintenant est que les traces des fonctionsr � u et r ^ u sur @
 ne sont plus
bien d�e�nies. Nous avons besoin de changer l'�equation hyperbolique int�egro-di��erenti elle
(1.3) en une �equation hyperbolique a�n de lui appliquer les r�esultats classiques.

Utiliser un changement de variable

Nous introduisons le changement de variable suivant :

~ui (x; t ) = qi (x)ui (x; t ) �
Z t

0
~qi (x; t � s)ui (x; s)ds; 8i 2 f 1; 2; 3g; 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ):

(1.4)
On a alors, pour tout i 2 f 1; 2; 3g et pour tout ( x; t ) 2 
 � (0; + 1 ),

@2
t ~ui (x; t ) = qi (x)@2

t ui (x; t ) �
Z t

0
@2

t ~qi (x; t � s)ui (x; s)ds + @t ~qi (x; 0)ui (x; t ) + ~qi (x; 0)@t ui (x; t );

et

�~ui (x; t ) = qi (x)� ui (x; t ) �
Z t

0
~qi (x; t � s)� ui (x; s)ds + 2 r qi (x) � r ui (x; t )

+ � qi (x)ui (x; t ) � 2
Z t

0
r ~qi (x; t � s) � r ui (x; s)ds �

Z t

0
�~qi (x; t � s)ui (x; s)ds:

Donc, pour tout i 2 f 1; 2; 3g et pour tout ( x; t ) 2 
 � (0; + 1 ), la fonction ~ui satisfait un
syst�eme hyperbolique de la forme :

@2
t ~ui (x; t ) � qi (x)�~ui (x; t ) = qi (x) (Fi (x; t ) + A i (u1; u2; u3)(x; t )) + L i (ui )(x; t );

o�u L i est un op�erateur int�egro-di��erentiel du premier ordre donc tous les coe�cients sont
born�es dans 
 � (0; + 1 ). Nous allons maintenant utiliser une in�egalit�e de Carleman pour
une �equation hyperbolique scalaire comme celle satisfaite par ~ui .

Utiliser une in�egalit�e de Carleman pour une �equation hyperbolique sca-
laire

Les �equations que l'on obtient sont valides dans (0; + 1 ) mais, �a cause de la pr�esence
des termes int�egraux, on ne peut pas �etendre leurs solutions �a (�1 ; 0). Ceci explique
pourquoi on ne va pas utiliser une in�egalit�e de Carleman globale classiquement rencontr�ee
dans la litt�erature mais l'in�egalit�e de Carleman ponctuelle suivante :
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Proposition 1.2 (Th�eor�eme 2.2.4 par Klibanov et Timonov [49]) . Soit q 2 C2(
) satis-
faisant la Condition 1 et ' d�e�nie par (4). Alors, il existe � 0 > 0 et � 0 > 0 tels que, pour
tout � � � 0, pour tout � � � 0, pour tout � > 0 et pour tout u 2 H 2(Q(0; � )) , on ait :

�
� jr x;t u(x; t )j2 + � 3ju(x; t )j2

�
e2�' (x;t ) + r � U(x; t ) + @t V(x; t )

� C
�
�@2

t u(x; t ) � q(x)� u(x; t )
�
�2

e2�' (x;t ) ; 8(x; t ) 2 Q(0; � ):
(1.5)

Ici, (U; V) est une fonction �a valeurs vectorielles qui satisfait

jU(x; t )j + jV (x; t )j � C(� jr x;t u(x; t )j2 + � 3ju(x; t )j2)e2�' (x;t ) ; 8(x; t ) 2 Q(0; � ):

De plus, V (x; 0) = 0 ; 8x 2 
 , si u(x; 0) = 0 ou @t u(x; 0) = 0 ; 8x 2 
 .

De cette proposition dont on peut trouver la d�emonstration en Annexe A, on d�eduit
le corollaire suivant :

Corollaire 1.3. Soit q 2 C2(
) satisfaisant la Condition 1 et ' d�e�nie par (4). Alors, il
existe � 0 > 0 et � 0 > 0 tels que, pour tout � � � 0, pour tout � � � 0, pour tout � > 0 et
pour tout u 2 H 2(Q(0; � )) satisfaisant u(x; 0) = 0 ou @t u(x; 0) = 0 , 8x 2 
 , on ait

� kue�' k2
H 1;� (Q(0;� )) � C

�
k(@2

t u � q� u)e�' k2
L 2 (Q(0;� )) + � kue�' k2

H 1;� (@Q(0;� )n(
 �f 0g))

�
:

(1.6)

D�emonstration. Il su�t d'int�egrer (1.5) sur Q(0; � ) :

Z

Q(0;� )
(� jr x;t u(x; t )j2 + � 3ju(x; t )j2)e2�' (x;t )dx dt

� �
Z

Q(0;� )

�
r � U(x; t ) � @t V(x; t ) + Cj@2

t u(x; t ) � � (x)�u (x; t )j2e2�' (x;t )
�

dx dt:

On introduit
8t � 0; 
 t ("; � ) = Q("; � ) \ (
 � f tg)

x0

�

Q

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

"

x0


 t (0; 0)


 t ("; � )

Fig. 1.1 { D�e�nition de l'ouvert 
 t ("; � ).
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t

' (x; �)

' (x; 0)

0

d
p

�
�

t �
x

Fig. 1.2 { D�e�nition du temps t �
x .

8x 2 
 ; t �
x =

8
><

>:

s
jx � x0j2 � �

�
si � < jx � x0j2;

0 sinon:

Ces deux notations sont illustr�ees sur les Figures 1.2 et 1.1. On remarque alors que
Z

Q(0;� )
r � U(x; t )dx dt =

Z + 1

0

Z


 t (0;� )
r � U(x; t )dx dt =

Z + 1

0

Z

@
 t (0;� )
U(x; t ) � n dx dt

=
Z

@Q(0;� )n(
 �f 0g)
U(x; t ) � n dx dt

et que

Z

Q(0;� )
@t V(x; t )dx dt =

Z




Z t �
x

0
@t V(x; t )dt dx =

Z




�
V (x; t �

x ) � V (x; 0)
�

dx

=
Z

@Q(0;� )n(
 �f 0g)
V(x; t ) dx dt:

Ainsi,

�
Z

Q(0;� )
r � U(x; t )dx dt �

Z

Q(0;� )
@t V(x; t )dx dt �

Z

@Q(0;� )n(
 �f 0g)
(jU(x; t )j + jV (x; t )j)dx dt

� C
Z

@Q(0;� )n(
 �f 0g)
(� jr x;t u(x; t )j2 + � 3ju(x; t )j2)e2�' (x;t )dx dt:

Ceci d�emontre le r�esultat recherch�e. C'est le r�esultat sous cette forme que l'on va utiliser
dans la suite de la d�emonstration du Th�eor�eme 1.1.

Comme on l'a soulign�e en introduction, la trace des fonctionsui n'est plus connue sur
@
. Pour s'a�ranchir du terme de bord, on va donc appliquer l'in�egalit�e de Carleman du
Corollaire 1.3 dans un domaine int�erieur. Soient " > 0 et � > 0. Nous introduisons la
fonction plateau � 1 qui satisfait 0 � � 1 � 1 et qui est telle que

� 1(x; t ) =
�

1; if ( x; t ) 2 Q(2"; 2� );
0; if ( x; t ) 2 Q n Q("; � ):

(1.7)
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""

Fig. 1.3 { D�e�nition de la fonction plateau � 1.

Cette fonction est repr�esent�ee sur la Figure 1.3. On pose alors

u�
i (x; t ) = � 1(x; t )~ui (x; t ); 8i 2 f 1; 2; 3g; 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ):

Ainsi, u�
i satisfait l'�equation

@2
t u�

i (x; t ) � qi (x)� u�
i (x; t )

= � 1(x; t )
�
@2

t ~ui (x; t ) � � (x)�~ui (x; t )
�

+ 2@t � 1(x; t )@t ~ui (x; t )

+ ~ui (x; t )
�
@2

t � (x; t ) � � (x)� � (x; t )
�

� 2� (x)r � 1(x; t ) � r ~ui (x; t )

= � 1(x; t ) (qi (x) (Fi (x; t ) + A i (u1; u2; u3)(x; t )) + L i (ui )(x; t )) + ~L i (~ui )(x; t );

o�u ~L i est un op�erateur int�egro-di��erentiel du premier ordre dont tous les coe�cients sont
born�es dans 
 � (0; + 1 ).

Puisque l'on a suppos�e queu(x; 0) = 0 ou @t u(x; 0) = 0, 8x 2 
, et que, selon ( H 2), le
coe�cient qi satisfait la Condition 1, on peut appliquer le Corollaire 1.3 �a u�

i , i.e. il existe
� > 0 su�samment petit tel que, pour � > 0 su�samment grand, on ait

� ku�
i e�' k2

H 1;� (Q(";� )) � Ck(@2
t u�

i � qi � u�
i )e�' k2

L 2 (Q(";� )) ; (1.8)

sans terme de bord caru�
i est nulle dansQ n Q("; � ).

Revenir �a la variable initiale u

On va maintenant chercher �a majorer (resp. minorer) le membre de droite (resp. de
gauche) de l'in�egalit�e (1.8) pour revenir �a la variable initiale u.

Majoration du membre de droite

On a besoin du lemme fondamental suivant :
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Lemme 1.4 (Lemme 3.1.1 par Klibanov et Timonov [49]). Soit ' d�e�nie en (4). Il existe
C > 0 tel que, pour tout � > 0 et pour tout u 2 L 2(Q),

Z

Q

� Z t

0
ju(x; s)jds

� 2

e2�' (x;t )dx dt �
C
�

Z

Q
ju(x; t )j2e2�' (x;t )dx dt:

D�emonstration. En utilisant l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, on peut �ecrire :

Z

Q

� Z t

0
ju(x; s)jds

� 2

e2�' (x;t )dx dt �
Z

Q

� Z t

0
ju(x; s)j2ds

�
te2�' (x;t )dx dt:

On remarque alors que :

te2�' (x;t ) = �
1

4��
@t (e2�' (x;t ) ); 8(x; t ) 2 Q;

d'o�u,

Z

Q

� Z t

0
ju(x; s)jds

� 2

e2�' (x;t )dx dt �
Z




Z t0
x

0
�

1
4��

� Z t

0
ju(x; s)j2ds

�
@t (e2�' (x;t ) )dt dx:

On int�egre alors par parties pour obtenir :

Z

Q

� Z t

0
ju(x; s)jds

� 2

e2�' (x;t )dx dt

�
1

4��

Z




" Z t0
x

0
ju(x; t )j2e2�' (x;t )dt dx � e2�' (x;t 0

x )

 Z t0
x

0
ju(x; s)j2ds

!

dx

#

�
1

4��

Z

Q
ju(x; t )j2e2�' (x;t )dx dt;

qui est le r�esultat voulu pour C =
1

4�
.

On prend alors en compte le fait que
{ tous les coe�cients � , � , ~� , ~� et � sont born�es dans Q d'apr�es ( H 1),
{ tous les op�erateurs A i , L i et ~L i sont d'ordre inf�erieur ou �egal �a un,
{ le Lemme 1.4 s'applique,

pour majorer le membre de droite de (1.8) de la fa�con suivante :

k(@2
t u�

i � qi � u�
i )e�' k2

L 2 (Q(";� ))

= k
�

� (� (Fi + A i (u1; u2; u3)) + L i (ui )) + ~L i (~ui )
�

e�' k2
L 2 (Q(";� ))

� CkFi e�' k2
L 2 (Q) + C

X

1� j � 3

kuj e�' k2
H 1;� (Q(";� )) :

Alors,

� ku�
i e�' k2

H 1;� (Q(";� )) � C

0

@kFi e�' k2
L 2 (Q) +

X

1� j � 3

kuj e�' k2
H 1;� (Q(";� ))

1

A : (1.9)
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Minoration du membre de gauche

On utilise de nouveau le changement de variables (1.4) mis sous la forme :

ui (x; t ) =
1

qi (x)
~ui (x; t )+

Z t

0

~qi (x; t � s)
qi (x)

ui (x; s)ds; 8i 2 f 1; 2; 3g; 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ):

Alors, on peut �ecrire, en prenant en compte (H2) et grâce au Lemme 1.4,8i 2 f 1; 2; 3g :
Z

Q(";� )
jui (x; t )j2e2�' (x;t )dx dt

� C
Z

Q(";� )
j~ui (x; t )j2e2�' (x;t )dx dt +

C
�

Z

Q(";� )
jui (x; t )j2e2�' (x;t )dx dt:

Pour � su�samment grand, on obtient
Z

Q(";� )
jui (x; t )j2e2�' (x;t )dx dt � C

Z

Q(";� )
j~ui (x; t )j2e2�' (x;t )dx dt:

De la même mani�ere,
Z

Q(";� )
jr x;t ui (x; t )j2e2�' (x;t )dx dt � C

Z

Q(";� )
(j~ui (x; t )j2 + jr x;t ~ui (x; t )j2)e2�' (x;t )dx dt

ce qui permet d'�ecrire, 8i 2 f 1; 2; 3g :

kui e�' k2
H 1;� (Q(";� )) � Ck~ui e�' k2

H 1;� (Q(";� )) : (1.10)

Par ailleurs, � 1 = 1 sur Q(2"; 2� ), donc on a ~ui = u�
i . Par cons�equent, 8i 2 f 1; 2; 3g, on a

k~ui e�' k2
H 1;� (Q(";� )) = ku�

i e�' k2
H 1;� (Q(2"; 2� )) + k~ui e�' k2

H 1;� (Q(";� )nQ(2"; 2� )) : (1.11)

Finalement, en utilisant (1.12), (1.10) et (1.13) et de nouveau le Lemme 1.4, on obtient

X

1� i � 3

� kui e�' k2
H 1;� (Q(";� ))

� C
X

1� i � 3

�
kFi e�' k2

L 2 (Q) + kui e�' k2
H 1;� (Q(";� )) + � kui e�' k2

H 1;� (Q(";� )nQ(2"; 2� ))

�

� C
X

1� i � 3

�
kFi e�' k2

L 2 (Q) + � kui e�' k2
H 1;� (Q(";� )nQ(2"; 2� ))

�
;

car grâce aux poids de Carleman, on absorbe le deuxi�eme terme du membre de droite dans
le membre de gauche. Pour conclure, on a encore besoin du lemme suivant.

Lemme 1.5. Soit ' d�e�nie par (4). Il existe C > 0 et � 0 > 0 tels que, pour tout � � � 0

et pour tout u 2 H 2(Q), on ait

1
�

kue�' k2
H 2;�

x (Q(2"; 2� )

� C
�

� kue�' k2
H 1;�

x (Q(";� ))
+ kr (r � u)e�' k2

L 2 (Q(";� )) + kr (r ^ u)e�' k2
L 2 (Q(";� ))

�
:
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D�emonstration. On calcule tout d'abord, pour tout ( x; t ) 2 Q,

r
�

� 1(x; t )u(x; t )e�' (x;t )
�

= ( � 1(x; t )r u(x; t ) + ( � 1(x; t )� r ' (x; t ) + r � 1(x; t ))u(x; t )) e�' (x;t ) ;

o�u � 1 est d�e�nie en (1.7). On en d�eduit que, pour tout ( x; t ) 2 Q,

�
�

� 1(x; t )u(x; t )e�' (x;t )
�

= r � r
�

� 1(x; t )u(x; t )e�' (x;t )
�

= � 1(x; t )� u(x; t )e�' (x;t ) + 2( �� 1(x; t )r ' (x; t ) + r � 1(x; t )) � r u(x; t )e�' (x;t )

+
�
� 2� 1(x; t )jr ' (x; t )j2 + �� 1(x; t )� ' (x; t ) + � r ' (x; t ) � r � 1(x; t ) + � � 1(x; t )

�
u(x; t )e�' (x;t ) :

�������
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�������
�������
�������
�������

"

x0


 t (0; 0)
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O

Fig. 1.4 { D�e�nition de l'ouvert r�egulier O.

Pour tout t � 0, on peut trouver un ouvert O de fronti�ere r�eguli�ere (au moins C1;1) tel
que 
 t ("; � ) � O � 
 t (0; 0). Puisque, toujours pour t �x�e, la fonction � 1(�; t)u(�; t)e�' ( �;t )

est dansH 2(O) \ H 1
0 (O), on peut �ecrire le r�esultat classique de continuit�e pour le probl�eme

de Poisson :

k� 1(�; t)u(�; t)e�' ( �;t )kH 2 (O) � Ck�( � 1(�; t)u(�; t)e�' ( �;t ) )kL 2 (O) ;

qui implique, en int�egrant sur t 2 (0; + 1 ), en remarquant que� 1 = 0 dans O n 
 t ("; � ) et
en utilisant la norme pond�er�ee, que

k� 1ue�' k2
H 2;�

x (Q(";� ))
� k ue�' k2

L 2 (0;+ 1 ;H 2 (
 t (";� ))) + � 2kr (ue�' )k2
L 2 (Q(";� )) + � 4kue�' k2

L 2 (Q(";� ))

� C
�

ke�' � uk2
L 2 (Q(";� )) + � 2ke�' r uk2

L 2 (Q(";� )) + � 4kue�' k2
L 2 (Q(";� ))

�
:

On utilise alors la formule classique

� u = r (r � u) � r ^ (r ^ u) ;

et le fait que � 1 = 1 dans Q(2"; 2� ) pour �ecrire :

kue�' k2
H 2;�

x (Q(2"; 2� ))
� k � 1ue�' k2

H 2;�
x (Q(";� ))

� C
�

ke�' r (r � u)k2
L 2 (Q(";� )) + ke�' r (r ^ u) k2

L 2 (Q(";� )) + � 2kue�' k2
H 1;�

x (Q(";� ))

�
;

dont on d�eduit le r�esultat.
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En utilisant le Lemme 1.5, on peut donc �ecrire :

1
�

kue�' k2
H 2;�

x (Q(2"; 2� ))

� C
�

� ku1e�' k2
H 1;�

x (Q(";� ))
+ kr u2e�' k2

L 2 (Q(";� )) + kr u3e�' k2
L 2 (Q(";� ))

�

� C
X

1� i � 3

� kui e�' k2
H 1;� (Q(";� ))

� C
X

1� i � 3

�
kFi e�' k2

L 2 (Q) + � kui e�' k2
H 1;� (Q(";� )nQ(2"; 2� ))

�
;

donc
1
�

kue�' k2
H 2;�

x (Q(";� ))
=

1
�

kue�' k2
H 2;�

x (Q(2"; 2� ))
+

1
�

kue�' k2
H 2;�

x (Q(";� )nQ(2"; 2� ))

� C
X

1� i � 3

�
kFi e�' k2

L 2 (Q) + � kui e�' k2
H 1;� (Q(";� )nQ(2"; 2� ))

�
:

On remarque alors que
X

1� i � 3

� kui e�' k2
H 1;� (Q(";� )nQ(2"; 2� ))

=
X

1� i � 3

�
� kui e�' k2

H 1;� (Q(";� )nQ(2";� ) + � kui e�' k2
H 1;� (Q(";� )nQ("; 2� ))

�

� C
�

eC� kuk2
H 2 (Q(";� )nQ(2";� )) + � 3e2�� kuk2

H 2 (Q)

�
;

puisque
' (x; t ) � �; 8(x; t ) 2 Q("; � ) n Q("; 2� ):

Donc
1
�

kue�' k2
H 2;�

x (Q(";� ))

� C
�

kF e�' k2
L 2 (Q) + k(r F )e�' k2

L 2 (Q) + eC� kuk2
H 2 (Q(";� )nQ(2";� )) + � 3e2�� kuk2

H 2 (Q)

�
;

et ceci conclut la d�emonstration du Th�eor�eme 1.1.

Nous venons donc de d�emontrer une in�egalit�e de Carleman pour le syst�eme de la
visco�elasticit�e lin�eaire en trois dimensions. Cette in�egalit�e sera utilis �ee au Chapitre 3 pour
d�eriver des estimations de stabilit�e pour le probl�eme inverse de r�ecup�eration d es coe�cients
visco�elastiques. Mais avant cela, int�eressons nous �a la Condition 1 et �a son lien avec
l'hypoth�ese de pseudo-convexit�e de la fonction poids de Carleman.

1.3 Remarque sur la Condition 1

Les in�egalit�es de Carleman pour les �equations hyperboliques sont g�en�eralement valides
sous l'hypoth�ese de pseudo-convexit�e de la fonction poids � d�e�nie par :

�( x; t ) = e�' (x;t ) ;

o�u ' est donn�ee par (4). Le r�esultat du Th�eor�eme 1.1 suppose uniquement que la Condition
1 est remplie. Dans cette section, nous regardons le lien entre la Condition 1 et l'hypoth�ese
de pseudo-convexit�e g�en�eralement suppos�ee.
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Convexit�e au sens de H•ormander

Nous rappelons tout d'abord la d�e�nition de la pseudo-convexit�e au sens de H•ormander
[36]. Pour cela, nous introduisons les notations suivantes :

� = ( � 0; � 0) = ( � 0; � 1; � 2; � 3) 2 R4 et z = ( t; x ) = ( t; x 1; x2; x3) 2 R4;

et nous d�e�nissons l'op�erateur :

P(�; z ) = � 2
0 � q(x)j� 0j2;

qui est associ�e �a l'op�erateur hyperbolique :

@2
t � q(x)� :

On d�e�nit �egalement le crochet de Poisson :

f P; Qg(�; z ) =
3X

i =0

�
@P
@� i

@Q
@zi

�
@P
@zi

@Q
@� i

�
:

Pour d�emontrer la pseudo-convexit�e de �, il su�t de montrer que les deux relations sui-
vantes sont satisfaites :

f P; f P; � gg(�; z ) > 0 sur f (�; z ) tels que � 6= 0 ; P(�; z ) = f P; � g(�; z ) = 0 g (1.12)

ff P; � g; P(r � ; z)g(�; z ) > 0 sur f (�; z ) tels que P(r � ; z) = 0 g (1.13)

Relation (1.12)

On a :
P(�; z ) = � 2

0 � q(x)j� 0j2 = 0 () � 2
0 = q(x)j� 0j2 6= 0 ;

et :

f P; � g(�; z ) = � 4�e �' �
� 0�t + q(x)� 0� (x � x0)

�
= 0 () � 0�t + q(x)� 0� (x � x0) = 0 :

Donc, tous calculs faits, on montre l'�equivalence :

(1:12) () � 2
0(q(x) �

1
2

r q(x) � (x � x0) � � ) � (� 0� r q(x)) � 0�t > 0:

Relation (1.13)

On a :
P(r � ; z) = 0 () � 2t2 = q(x)jx � x0j2:

Tous calculs faits, on obtient :

(1:13) () q(x) +
1
2

r q(x) � (x � x0) � � > 0:
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Conditions su�santes de pseudo-convexit�e

Dans certains articles, Imanuvilov et Yamamoto [42], Bellassouedet al [4], les auteurs
supposent que :

8x 2 
 ; q(x) > � 1 et � 1 + � 0 <
r q(x) � (x � x0)

2q(x)
< 1 � � 0;

Cette condition implique �a la fois la Condition 1 et la pseudo-convexit�e de la fonction
de poids au sens de H•ormander. Cette pseudo-convexit�e est n�ecessaire pour appliquer
l'in�egalit�e de Carleman globale initialement d�emontr�ee par Isakov [43].

Comparaison avec la Condition 1

Nous remarquons que la Condition 1 implique la relation (1.13) mais pas la relation
(1.12). Donc la fonction poids de Carleman � que l'on consid�ere dans ce chapitre n'est
pas pseudo-convexe au sens de H•ormander. La Condition 1, bien que plus faible, est n�ean-
moins su�sante pour obtenir le Th�eor�eme 1.1. Elle provient de la Proposition 1.2 dont la
d�emonstration est rappel�ee en Annexe A.
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Chapitre 2

Stabilit�e dans le prolongement unique
pour l'op�erateur de la visco�elasticit�e

Le r�esultat de prolongement unique, Tataru [85], qui nous int�eresse dans ce chapitre
relie la valeur de la solution d'une �equation aux d�eriv�ees partielles sur une partie � du
bord du domaine 
 �a sa valeur dans un ouvert int�erieur au domaine. Ce r�esultat a �et�e
d�emontr�e pour une �equation hyperbolique scalaire par Robbiano [78] et pour le syst�eme
de Lam�e, c'est-�a-dire pour l'op�erateur P introduit en introduction mais sans le terme
int�egro-di��erentiel, par Eller et al. [23] et Lada et Sidz [51].

Dans [3], Bellassoued prouve un r�esultat de stabilit�e associ�e au prolongement unique
pour le syst�eme de Lam�e. Il applique une m�ethode initialement introduite par Robiann o
[79] qui utilise la transformation de Fourier-Bros-Iagolnitzer (FBI) [8] pour changer le pro-
bl�eme pr�es de la fronti�ere en un probl�eme pour lequel des estimateurs elliptiquespeuvent
être appliqu�es. Dans ce chapitre, nous montrons un r�esultat similaire pour l'op�erateur P
complet en adaptant ces techniques. En particulier, nous proposons une nouvelle trans-
formation, inspir�ee de la transformation FBI mais qui est capable de traiter le terme de
convolution suppl�ementaire de l'op�erateur P. Les r�esultats de ce chapitre ont �et�e publi�es
dans [20].

2.1 Enonc�e du Th�eor�eme 2.1

Le r�esultat que nous d�emontrons est le suivant :

Th�eor�eme 2.1 (Stabilit�e du prolongement unique) . Soit u le vecteur solution de

8
>>><

>>>:

Pu(x; t ) = R(x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

u(x; 0) = 0 ; 8x 2 
 ;

@t u(x; 0) = 0 ; 8x 2 
 ;

u(x; t ) = 0 ; 8(x; t ) 2 @
 � (0; + 1 ):

o�u P est l'op�erateur hyperbolique int�egro-di��erentiel d�e�ni en (2). On suppose que

(H1) (�; � ) 2 C2(
) 2 et (~�; ~� ) 2 C2(
 � (0; + 1 ))2 sont tels que la solutionu 2 W 4;1 (
 �
(0; + 1 ))3,

(H6) R(x; t ) = 0 , 8(x; t ) 2 ! � (0; + 1 ) o�u ! est un voisinage de@
 .

39
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Alors, pour � � @
 arbitrairement petit, pour tout � > 0 et pour " > 0 tel que
 n
(4 " ) �
! , il existe un tempsT0 > 0 tel que, pour tout T � T0, l'estimation suivante soit vraie :

kuk2
H 2 (
(2 " )n
( " )� (0; T

2 � � )) � C

2

6
6
6
4

log

0

B
B
B
@

2 +
C

X

1�j � j� 2

k@�
x uk2

L 2 (� � (0;3T ))

1

C
C
C
A

3

7
7
7
5

� 1

o�u C > 0 d�epend de la normeC2(Q) du coe�cient ~� et de la normeW 4;1 (
 � (0; T))3

de u.

2.2 Preuve du Th�eor�eme 2.1

Dans cette section, nous d�emontrons le r�esultat de prolongement unique du Th�eor�eme
2.1. La preuve consiste �a transformer le syst�eme hyperbolique int�egro-di��erentiel (1)-( 2)
en un syst�eme elliptique grâce �a une transformation de type FBI. Ensuite, nous montrons
une in�egalit�e de Carleman (Th�eor�eme 2.3) pour l'op�erateur elliptique int�egro-di��er entiel
r�esultant, en utilisant les mêmes techniques que celles propos�ees au Chapitre 1 pour d�e-
montrer le Th�eor�eme 1.1. Puis, on utilise cette in�egalit�e de Carleman pour obtenir des
in�egalit�es d'interpolation qui relient la valeur de la solution dans un domaine int �erieur
proche de la fronti�ere �a sa valeur sur la fronti�ere. Finalement, on revient �a la solut ion du
probl�eme initial par une s�erie d'in�egalit�es.
Soit u la solution de

Pu(x; t ) = R(x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ); (2.1)

avec des conditions initiales et des conditions de bord nulles et supposons que les hypo-
th�eses (H 1) et (H 6) sont v�eri��ees.
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Fig. 2.1 { D�e�nition du voisinage ! de @
 et de la fonction plateau� 3.
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Transformer le syst�eme hyperbolique en un syst�eme elliptique

Choisissons" > 0 tel que 
 n
(4 " ) � ! . On introduit la fonction plateau � 3 2 C1
0 (R3)

qui satisfait 0 � � 3 � 1 et est telle que

� 3(x) =
�

0; if x 2 
(4 " );
1; if x 2 
 n 
(3 " ):

Cette fonction est illustr�ee sur la Figure 2.1. On pose alors

u� (x; t ) = � 3(x) u(x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ):

Ainsi, la nouvelle variable u� satisfait l'�equation suivante :

Pu� (x; t ) = � 3(x) Pu(x; t ) + [ P; � 3]u(x; t )

=) @2
t u� (x; t ) � L (x)u� (x; t ) +

Z t

0

~L(x; s)u� (x; t � s)ds = [ P(x; t ); � 3]u(x; t );
(2.2)

puisque, d'apr�es (H 6), R(x; t ) est �egal �a z�ero dans ! . Nous avons introduit les op�erateurs
suivants :

L (x)? = r �
�
� (x)( r ? + r ?t ) + � (x)( r � ?)I

�
;

~L (x; t )? = r �
�

p(x)h(t)( r ? + r ?t ) + ~� (x; t )( r � ?)I
�

:

On d�e�nit une transformation particuli�ere, qui est fortement inspir�ee de la transformati on
de Fourier-Bros-Iagolnitzer [8] (voir l'Annexe B pour plus de d�etails) :

D�e�nition 2.2.1. Soit T > 1 et 0 < � <
1
6

. On introduit eQ = 
 � (� T
2 ; 5T

2 ) � (� 3�; 3� ).

Alors, 8(x; t; r ) 2 eQ, on d�e�nit

(F  u� )(x; t; r ) =

r

2�

Z + 1

0
e� 

2 (t+ ir � y)2
� (t � y)u� (x; y)dy;

o�u � 2 C1 (R), 0 � � � 1,

� (z) =

8
>>><

>>>:

1; if z > �
T
2

+ 3 �;

0; if z < �
T
2

+
3�
2

:

Le graphe de cette fonction est illustr�ee sur la Figure 2.2.

Grâce �a cette transformation, nous allons convertir localement le syst�eme hyperbolique
(2.2) en un syst�eme elliptique. Tout d'abord, on remarque que, pour tout (x; t; r ) 2 eQ,

@r (F  u� )(x; t; r ) =

r

2�

Z + 1

0
� i (t + ir � y)e� 

2 (t+ ir � y)2
� (t � y)u� (x; y)dy

=

r

2�

Z + 1

0
� i@y(e� 

2 (t+ ir � y)2
)� (t � y)u� (x; y)dy

=

r

2�

Z + 1

0
ie� 

2 (t+ ir � y)2
@y(� (t � y)u� (x; y))dy:
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0 z
�

T
2

+ 3�

�

1

�
T
2

�
T
2

+ 3
�
2

Fig. 2.2 { D�e�nition de la fonction plateau � .

Les termes de bord de l'int�egration par parties disparaissent caru� (x; 0) = 0 et on a
e� 

2 (t+ ir � y)2
�! 0 si y �! 1 . De plus, � (t � y) = 0 si y � T. Alors,

@2
r (F  u� )(x; t; r ) = �

r

2�

Z + 1

0
e� 

2 (t+ ir � y)2
@2

y (� (t � y)u� (x; y)) dy

= � (F  (@2
y u� ))( x; t; r ) � F (x; t; r ); 8(x; t; r ) 2 eQ;

o�u

F (x; t; r ) =

r

2�

Z + 1

0
e� 

2 (t+ ir � y)2 �
� 00(t � y)u� (x; y) � 2� 0(t � y)@yu� (x; y)

�
dy:

De la même mani�ere, on peut �ecrire

@2
t (F  u� )(x; t; r ) = ( F  (@2

y u� ))( x; t; r ); 8(x; t; r ) 2 eQ;

et il est facile de voir que

L (x)(F  u� )(x; t; r ) = ( F  (L (x)u� ))( x; t; r ); 8(x; t; r ) 2 eQ:

On doit maintenant regarder l'e�et de cette transformation sur le terme int�egral

F 

� Z y

0

~L(x; s)u� (x; y � s)ds
�

(x; t; r )

=

r

2�

Z + 1

0
e� 

2 (t+ ir � y)2
� (t � y)

Z y

0

~L(x; s)u� (x; y � s)ds dy

=

r

2�

Z + 1

0

~L(x; s)
Z + 1

s
e� 

2 (t+ ir � y)2
� (t � y)u� (x; y � s)dy ds

=
Z + 1

0

~L(x; s)

r

2�

Z + 1

0
e� 

2 (t � s+ ir � z)2
� (t � s � z)u� (x; z)dz ds

=
Z + 1

0

~L(x; s)(F  u� )(x; t � s; r )ds =
Z t

� T=2

~L(x; t � s)(F  u� )(x; s; r )ds:
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Le principal avantage de cette transformation par rapport �a la transformation FBI est
qu'elle transforme le produit de convolution de deux fonctions en la convolution de la
premi�ere fonction par la transform�ee de la deuxi�eme. La fonction u = F  u� , fonction de
trois variables (x; t; r ), satisfait alors le syst�eme elliptique int�egro-di��erentiel suivant, pour
tout ( x; t; r ) 2 eQ :

Qu (x; t; r ) = � 2@2
r u (x; t; r ) � @2

t u (x; t; r ) � L (x)u (x; t; r )

+
Z t

� T=2

~L(x; t � s)u (x; s; r )ds = 2F (x; t; s ) + G (x; t; s );
(2.3)

o�u

G (x; t; r ) =

r

2�

Z + 1

0
e� 

2 (t+ ir � y)2
� (t � y)[P(x; t ); � 3]û(x; y)dy;

avec les conditions aux bords
8
><

>:

u (x; t; r ) = 0 ; 8(x; t; r ) 2 @
 � (�
T
2

;
5T
2

) � (� 3�; 3� );

u (x; t; r ) = 0 ; 8(x; t; r ) 2 
 � f�
T
2

g � (� 3�; 3� ):

On remarque que
G (x; t; r ) = 0 ; 8x 2 
 n 
(3 " ); (2.4)

car [P(x; t ); � 3] ne fait intervenir que les d�eriv�ees de � 3 et que son support est inclus dans

(3 " ) n 
(4 " ). On a �egalement

kF kH 1 ( eQ) � Ce� mT ku� kH 2 (
 � (0;3T )) (2.5)

ainsi que
ku kH 2 ( eQ) � CeC ku� kH 2 (
 � (0;3T )) ; (2.6)

o�u C d�epend de �; T; 
 mais pas de  et o�u m est ind�ependant de T. En e�et,

kF k2
L 2 ( eQ)

=


2�

Z

eQ

�
�
�
�

Z + 1

0
e� 

2 (t+ ir � y)2 �
� 00(t � y)u� (x; y) � 2� 0(t � y)@yu� (x; y)

�
dy

�
�
�
�

2

dr dt dx:

avec
�
�
�
�

Z + 1

0
e� 

2 (t+ ir � y)2 �
� 00(t � y)u� (x; y) � 2� 0(t � y)@yu� (x; y)

�
dy

�
�
�
�

2

�

 Z

y� 0; � T=2+3 �= 2� t � y�� T=2+3 �
je� 

2 (t+ ir � y)2
j2dy

!

�

 Z t+ T=2

0

�
� � 00(t � y)u� (x; y) � 2� 0(t � y)@yu� (x; y)

�
�2 dy

!

�

 Z

y� 0; � T=2+3 �= 2� t � y�� T=2+3 �
e�  (( t � y)2 � r 2 )dy

!

Cku� (x; �)k2
H 1 (0;3T )

� Ce� mT ku� (x; �)k2
H 1 (0;3T ) ; 8(x; t; r ) 2 eQ:
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En e�et, ( t � y)2 �
�
� T

2 + 3 �
� 2

et r 2 � 9� 2 donc (t � y)2 � r 2 � T
4 (T � 6� ). Ainsi,

si on supposeT > 1, puisque � < 1=6, alors il existe m > 0 ind�ependant de T tel que
(t � y)2 � r 2 � mT . Et on peut faire le même travail pour les d�eriv�ees de F . De la même
fa�con, on a

ku k2
L 2 ( eQ)

=
Z




Z 5T=2

� T=2

Z 3�

� 3�

�
�
�
�

r

2�

Z + 1

0
e� 

2 (t+ ir � y)2
� (t � y)u� (x; y)dy

�
�
�
�

2

dr dt dx;

avec, pour tout (x; t; r ) 2 eQ,

�
�
�
�

Z + 1

0
e� 

2 (t+ ir � y)2
� (t � y)u� (x; y)dy

�
�
�
�

2

�

 Z t+ T=2

0
je� 

2 (t+ ir � y)2
j2dy

!  Z t+ T=2

0
j� (t � y)u� (x; y)j2 dy

!

�
� Z 3T

0
e�  (( t � y)2 � r 2 )dy

�
Cku� (x; �)k2

L 2 (0;3T ) � CeC ku� (x; �)k2
L 2 (0;3T ) :

Et on utilise le même raisonnement pour les d�eriv�ees deu pour obtenir le r�esultat voulu.

Prouver une in�egalit�e de Carleman

Nous d�emontrons une in�egalit�e de Carleman pour le syst�eme elliptique int�egro-di��eren -
tiel (2.3), en appliquant les mêmes m�ethodes que celles utilis�ees dans le cas hyperbolique
(Chapitre 1). C'est-�a-dire que l'on combine le d�ecouplage des �equations propos�es par Ima-
nuvilov et Yamamoto [42] avec le changement de variables de Lorenziet al. [61], et qu'on
utilise une in�egalit�e de Carleman classique pour une �equation elliptique scalaire (Lemme
2). La di��erence est que maintenant on a trois variables (x; t; r ), donc la fonction de poids
doit être modi��ee. Introduisons tout d'abord quelques notations :

{ Domaines
Pour T > 0 et � > 0, on note

eQ = 
 � (�
T
2

;
5T
2

) � (� 3�; 3� );

e� = @
 � (�
T
2

;
5T
2

) � (� 3�; 3� ):

{ Normes

k ? k2
H k;� ( eQ)

=
X

j � j� k

� 2(k�j � j)k@� ? k2
L 2 ( eQ)

; k ? k2
H k;� ( e�)

=
X

j � j� k

� 2(k�j � j)k@� ? k2
L 2 ( e�)

:

D�e�nition 2.2.2 (Fonction poids de Carleman). Soit x0 2 R3 n 
 et � > 0. On introduit
la fonction  de la mani�ere suivante :

 (x; t; r ) = jx � x0j2 + ( t +
T
2

)2 + r 2; 8(x; t; r ) 2 eQ;

et on pose
' (x; t; r ) = e� � (x;t;r ) ; 8(x; t; r ) 2 eQ: (2.7)
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On doit maintenant v�eri�er que, pour cette nouvelle fonction poids, on a un r�esultat
similaire �a celui du Lemme 1.4 obtenu au Chapitre 1. Ce r�esultat est donn�e par le lemme
suivant qui va nous permettre de borner les termes int�egraux dans la preuve de l'in�egalit�e
de Carleman.

Lemme 2.2. Soit ' d�e�nie par (2.7), � > 0 et u 2 L 2( eQ). Alors, il existe une constante
C > 0, ind�ependante de � , telle que

Z

eQ

 Z t

� T=2
ju(x; s; r )jds

! 2

e2�' (x;t;r )dx dt dr �
C
�

Z

eQ
ju(x; t; r )j2e2�' (x;t )dx dt dr:

D�emonstration. En utilisant l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, on peut �ecrire :

Z

eQ

 Z t

� T=2
ju(x; s; r )jds

! 2

e2�' (x;t;r )dx dt dr

�
Z

eQ

 Z t

� T=2
ju(x; s; r )j2ds

!

(t +
T
2

)e2�' (x;t;r )dx dt dr:

On remarque alors que, pour tout (x; t; r ) 2 eQ,

(t +
T
2

)e2�' (x;t;r ) � �
e� (x;t;r )

4��
@t

�
e2�' (x;t;r )

�
� �

C
�

@t

�
e2�' (x;t;r )

�
:

Donc,

Z

eQ

 Z t

� T=2
ju(x; s; r )jds

! 2

e2�' (x;t;r )dx dt dr

�
Z




Z 3�

� 3�

Z 5T=2

� T=2
�

C
�

 Z t

� T=2
ju(x; s; r )j2ds

!

@t (e2�' (x;t;r ) )dt dx dr

�
C
�

Z




Z 3�

� 3�

" Z 5T=2

� T=2
ju(x; t; r )j2e2�' (x;t;r )dt dx dr

� e2�' (x;5T=2;r )

 Z 5T=2

� T=2
ju(x; s; r )j2ds

!

dx dr

#

:

Ainsi, on d�eduit le r�esultat recherch�e.

On est maintenant prêt �a �enoncer l'in�egalit�e de Carleman pour l'op�erateur Q :

Th�eor�eme 2.3 (In�egalit�e de Carleman) . Soit Q l'op�erateur d�e�ni en (2.3). Soit K un
ensemble compact dans
 � (� T

2 ; 5T
2 ) � (� 3�; 3� ). On suppose que

(H1) (�; � ) 2 C2(
) 2 and (~�; ~� ) 2 C2(
 � (0; + 1 ))2.

Alors, il existe � 0 > 0 tel que, pour tout � � � 0, il existe � 0 > 0 tel que, pour tout � � � 0

et pour tout u 2 C1
0 (K )3, on ait l'estimation suivante :

1
�

kue�' k2
H 2;� ( eQ)

� C
�

k(Qu)e�' k2
H 1 ( eQ)

+ kue�' k2
H 2;� ( e�)

�
;

o�u ' est d�e�nie par (2.7), et o�u la constante C > 0 d�epend de la normeC2(Q) du coe�cient
~� mais est ind�ependante de� .
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D�emonstration. Soit K un ensemble compact dans
 � (� T
2 ; 5T

2 ) � (� 3�; 3� ), soit u 2
C1

0 (K )3 la solution de :

Qu(x; t; r ) = S(x; t; r ); 8(x; t; r ) 2 eQ; (2.8)

et supposons que (H1) est vraie. On doit tout d'abord d�ecoupler les �equations du syst�eme.
Pour cela, on prend la divergence et le rotationnel de (2.8) et on introduit le scalaire
v = r � u et le vecteur w = r ^ u. On obtient le syst�eme de sept �equations - seulement
coupl�ees �a l'ordre un - suivant :

� 2@2
r u(x; t; r ) � @2

t u(x; t; r ) � � (x)� u(x; t; r ) +
Z t

� T=2
~� (x; t � s)� u(x; s; r )ds

= S(x; t; r ) + A1(u; v)(x; t; r ); 8(x; t; r ) 2 eQ;

� 2@2
r v(x; t; r ) � @2

t v(x; t; r ) � (� + 2 � )(x)� v(x; t; r )

+
Z t

� T=2
(~� + 2~� )(x; t � s)� v(x; s; r )ds

= ( r � S)(x; t; r ) + A2(u; v; w)(x; t; r ); 8(x; t; r ) 2 eQ;

� 2@2
r w(x; t; r ) � @2

t w(x; t; r ) � � (x)� w(x; t; r ) +
Z t

� T=2
~� (x; t � s)� w(x; s; r )ds

= ( r ^ S)(x; t; r ) + A3(u; v; w)(x; t; r ); 8(x; t; r ) 2 eQ;

(2.9)

o�u A1, A2 et A3 sont des op�erateurs int�egro-di��erentiels d'ordre un. On ne va traiter que
la premi�ere �equation de (2.9), les autres se traitant de la même mani�ere. On introduit le
changement de variable suivant :

~u(x; t; r ) = � (x)u(x; t; r ) �
Z t

� T=2
~� (x; t � s; r )u(x; s; r )ds; 8(x; t; r ) 2 eQ:

Ainsi, ~u satisfait l'�equation elliptique suivante

� 2@2
r ~u(x; t; r ) � @2

t ~u(x; t; r ) � � (x)�~u(x; t; r )

= � (x) (S(x; t; r ) + A1(u; v)(x; t; r )) + L 1(u)(x; t; r );

o�u L 1 est un op�erateur int�egro-di��erentiel du premier ordre dont tous les coe�cients sont
born�es dans 
 � (0; + 1 ). On a maintenant besoin d'une in�egalit�e de Carleman pour une
�equation elliptique scalaire. Elle est donn�ee par le lemme suivant :

Proposition 2.4 (Imanuvilov et Puel [40], Lebeau et Robbiano [57]). Soit Q un domaine
ouvert de Rn , K un ensemble compact dansQ et  une fonction C1 (Q) satisfaisant
r  (x) 6= 0 , 8x 2 K . Posons

' (x) = e� � (x) ; 8x 2 Q;

o�u � > 0 est su�samment grand. On consid�ere l'op�erateur scalaire elliptique du deuxi�eme
ordre

R(x)? = a(x) : r 2 ? + b(x) � r ? + c ?; 8x 2 Q;

o�u tous les coe�cients sont C2(Q). Alors, il existe � 0 > 0 et C > 0 tels que, pour tout
� � � 0 et pour tout u 2 C1

0 (K ), les in�egalit�es de Carleman suivantes soient v�eri��ees :

C
�

kue�' k2
H 2;� (Q) � k (Ru)e�' k2

L 2 (Q) + kue�' k2
H 2;� (@Q) ;
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C� kue�' k2
H 1;� (Q) � k (Ru)e�' k2

L 2 (Q) + � kue�' k2
H 1;� (@Q) :

Puisque la fonction poids de Carleman' d�e�nie en (2.7) satisfait les hypoth�eses du
Lemme 2.4, on peut en appliquer la premi�ere in�egalit�e �a ~u :

1
�

k~ue�' k2
H 2;� ( eQ)

� C
�

k(� 2@2
r ~u � @2

t ~u � � �~u)e�' k2
L 2 ( eQ)

+ k~ue�' k2
H 2;� ( e�)

�
:

On prend en compte le fait que les coe�cients� , ~� , � , ~� sont born�es dansQ, que le Lemme
2.2 s'applique et que tous les termes des op�erateursA1 et L 1 sont d'ordre inf�erieur ou �egal
�a un. Alors, on obtient

1
�

k~ue�' k2
H 2;� ( eQ)

� C
�

kSe�' k2
L 2 ( eQ)

+ kue�' k2
H 1;� ( eQ)

+ kve�' k2
H 1;� ( eQ)

+ kue�' k2
H 2;� ( e�)

�
:

On utilise �a nouveau le changement de variable

u(x; t; r ) =
1

� (x)
~u(x; t; r ) +

Z t

� T=2

~� (x; t � s)
� (x)

u(x; s; r )ds; 8(x; t; r ) 2 eQ:

Ainsi,
Z

eQ
ju(x; t; r )j2e2�' (x;t;r )dx dt dr

� C
Z

eQ
j~u(x; t; r )j2e2�' (x;t;r )dx dt dr +

C
�

Z

eQ
ju(x; t; r )j2e2�' (x;t;r )dx dt dr:

Pour � su�samment grand, le deuxi�eme terme de cette in�egalit�e est absorb�e. On fait le
même raisonnement pour les d�eriv�ees deu, ce qui conduit �a �ecrire

1
�

kue�' k2
H 2;� ( eQ)

� C
1
�

k~ue�' k2
H 2;� ( eQ)

:

Finalement,

1
�

kue�' k2
H 2;� ( eQ)

� C
�

kSe�' k2
L 2 ( eQ)

+ kue�' k2
H 1;� ( eQ)

+ kve�' k2
H 1;� ( eQ)

+ kue�' k2
H 2;� ( e�)

�
:

Grâce aux poids de Carleman, on absorbe le deuxi�eme terme du membre de droite dans
le membre de gauche. On fait le même travail pourv et w mais en utilisant cette fois-ci la
deuxi�eme in�egalit�e de Carleman du Lemme 2.4 a�n d'obtenir

� kve�' k2
H 1;� ( eQ)

� C
�

k(r � S)e�' k2
L 2 ( eQ)

+ kue�' k2
H 1;� ( eQ)

+ kwe�' k2
H 1;� ( eQ)

+ � kve�' k2
H 1;� ( e�)

�

� kwe�' k2
H 1;� ( eQ)

� C
�

k(r ^ S)e�' k2
L 2 ( eQ)

+ kue�' k2
H 1;� ( eQ)

+ kve�' k2
H 1;� ( eQ)

+ � kwe�' k2
H 1;� ( e�)

�
:

Ainsi,

� kve�' k2
H 1;� ( eQ)

� C
�

k(r S)e�' k2
L 2 ( eQ)

+ kue�' k2
H 1;� ( eQ)

+ kwe�' k2
H 1;� ( e�)

+ � kve�' k2
H 1;� ( e�)

�
:
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Finalement,

1
�

kue�' k2
H 2;� ( eQ)

� C
�

kQue�' k2
L 2 ( eQ)

+
1
�

k(r Qu)e�' k2
L 2 ( eQ)

+
1
�

kue�' k2
H 1;� ( eQ)

+ kue�' k2
H 2;� ( e�)

�
:

Et grâce aux poids de Carleman, on absorbe le troisi�eme terme du membre de droite dans
le membre de gauche pour obtenir le r�esultat :

1
�

kue�' k2
H 2;� ( eQ)

� C
�

kQue�' k2
H 1 ( eQ)

+ kue�' k2
H 2;� ( e�)

�

et ceci conclut la d�emonstration du Th�eor�eme 2.3.

Obtenir des estimations locales

Nous allons maintenant appliquer l'in�egalit�e de Carleman d�emontr�ee au Th�eor�eme 2. 3
�a la fonction u . A�n de garantir que son support est bien dans un compact de
 �
(� T

2 ; 5T
2 ) � (� 3�; 3� ), on va la multiplier d'abord par une fonction plateau. Un bon choix

de cette fonction plateau conduit �a deux estimations locales. Ce travail est inspir�e de
celui de Bellassoued [3] qui utilise lui-même quelques r�esultats de Robbiano [79] mais en
remarquant ici que l'on a une variable suppl�ementaire.

Premi�ere estimation

Soit � � @
 arbitrairement petit. On commence par estimer u dans une boule proche
de �. Choisissons 0< � < " et x(0) 2 R3 n 
 tels que

B (x(0) ; � ) \ 
 = ; ; B (x(0) ; 2� ) \ 
 6= ; ; B (x(0) ; 4� ) \ @
 � � :

Cette construction est illustr�ee sur la Figure 2.3. On d�e�nit alors




4�
x(0)

2�

�

Fig. 2.3 { D�e�nition de x(0) et � .

 (0) (x; t; r ) = jx � x(0) j2 +
� 2

T2 (t +
T
2

)2 + r 2; 8(x; t; r ) 2 eQ;
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et on pose

' (0) (x; t; r ) = e
� �

� 2  (0) (x;t;r )
; 8(x; t; r ) 2 eQ:

On introduit la fonction plateau � 4 2 C1
0 (R) telle que

� 4(z) =

8
><

>:

0; si z <
1
2

; z > 8;

1; si
3
4

< z < 7;

et on pose

u�
 (x; t; r ) = � 4

 
 (0)

� 2

!

u (x; t; r ); 8(x; t; r ) 2 eQ:

La fonction plateau � 4 est trac�ee sur la Figure 2.4.

1

87 z0 3
4

1
2

� 4

Fig. 2.4 { D�e�nition de � 4.

Ici, u�
 est �a support compact dans 
 � (�

T
2

;
5T
2

) � (� 3�; 3� ) puisque

 (0) (x; t; � 3� ) > 10� 2 =) u�
 (x; t; r ) = 0 si jr j � 3�;

 (0) (x;
5T
2

; r ) > 10� 2 =) u�
 (x; t; r ) = 0 si t �

5T
2

;

et

u (x; t; r ) = 0 si t < �
T
2

+
3�
2

:

Par cons�equent, on peut lui appliquer l'in�egalit�e de Carleman du Th�eor�eme 2.3 :

1
�

ku�
 e�' (0)

k2
H 2;� ( eQ)

� C
�

k(Qu�
 )e�' (0)

k2
H 1 ( eQ)

+ ku�
 e�' (0)

k2
H 2;� ( e�)

�
:

La derni�ere norme est en fait dans e� = � � (�
T
2

;
5T
2

) � (� 3�; 3� ) � e�. En e�et, on a

suppos�e que B (x(0) ; 4� ) \ @
 � �, donc, si x 2 @
 n �, alors u�
 (x; t; r ) = 0. De plus,
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8(x; t; r ) 2 eQ,

Qu�
 (x; t; r )

= � 4

 
 (0)

� 2

!

Qu (x; t; r ) +

"

Q; � 4

 
 (0)

� 2

!#

u (x; t; r )

= � 4

 
 (0)

� 2

!

(F (x; t; r ) + G (x; t; r )) +

"

Q; � 4

 
 (0)

� 2

!#

u (x; t; r )

= � 4

 
 (0)

� 2

!

F (x; t; r ) +

"

Q; � 4

 
 (0)

� 2

!#

u (x; t; r );

puisqu'on a vu en (2.4) queG (x; t; r ) = 0, 8x 2 
 n 
(3 " ). Et ici, � 4

�
 (0)

� 2

�
est non nul

si jx � x(0) j2 � 8� 2, ainsi, en particulier si jx � x(0) j � 3� < 3" . On peut alors �ecrire :

1
�

ku�
 e�' (0)

k2
H 2;� ( eQ)

� C
�

k(Qu�
 )e�' (0)

k2
H 1 ( eQ)

+ ku�
 e�' (0)

k2
H 2;� (e�)

�

=)
1
�

e2�e � 6�
ku k2

H 2;� (f � 2 �  (0) � 6� 2g\ eQ)

� C
�

� 2e2�e � 7�
ku k2

H 2 ( eQ)
+ � 2e2�e � �

2 kF k2
H 1 ( eQ)

+ � 4e2�e � �
2 ku k2

H 2 (e�)

�
;

On choisit alors � et x(1) tels que

dist(x(1) ; @
) � 4�; eB1 = B (x(1) ; � ) � (�
T
2

;
T
2

) � (� �; � ) � f � 2 �  (0) � 6� 2g:

2�

x(0)

�




B (x(1) ; � )

Fig. 2.5 { D�e�nition de x(1) et de � .

Ce choix, illustr�e sur la Figure 2.5, est valide puisque, danseB1, on a

 (0) (x; t; r ) � j x � x(1) j2 + jx(1) � x(0) j2 +
� 2

T2 (t +
T
2

)2 + r 2 � � 2 + jx(1) � x(0) j2 + � 2 + � 2
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et puisque B (x(0) ; 2� ) \ 
 6= ; , on peut choisir x(1) tel que jx(1) � x(0) j2 < 4� 2 et 4� � �
donc  (0) (x; t; r ) � 6� 2. Alors, si � est su�samment grand, on a

ku k2
H 2 ( eB 1 )

� Ce� C1 � ku k2
H 2 ( eQ)

+ CeC2 �
�

kF k2
H 1 ( eQ)

+ ku k2
H 2 (e�)

�
: (2.10)

Lemme 2.5 (Lemme 5.2 dans Lebeau et Robbiano [57]). Soient A, B et D trois termes
positifs tels queD � CA et tels que pour tout� � � 0 on ait

D � e� C1 � A + eC2 � B: (2.11)

Alors
D � CA

C 2
C 1+ C 2 B

C 1
C 1+ C 2 :

D�emonstration. On minimise le membre de droite de (2.11) en fonction de� et on trouve

� opt =
ln AC1=BC2

C1 + C2
. Pour simpli�er, on prend � =

ln A=B
C1 + C2

. Si � � � 0 alors en rempla�cant

dans (2.11), on obtient le r�esultat voulu. Si maintenant � < � 0, on constate queA � CB,
donc on peut conclure puisqueD � CA.

On applique ce lemme �a notre in�egalit�e (2.10) pour obtenir, avec � 0 =
C2

C1 + C2
:

ku kH 2 ( eB 1 ) � C
�

ku kH 2 ( eQ)

� 1� � 0
�

kF kH 1 ( eQ) + ku kH 2 (e�)

� � 0
: (2.12)

Seconde estimation

Maintenant, on �etend l'estimation dans B (x(1) ; � ) �a 
( " ) n 
(2 " ). Soit B (x(j ) ; � ), 2 �
j � N un recouvrement de 
( " ) n
(2 " ). On suppose quex(j ) est tel que, pour 2� j � N ,

dist(x(j ) ; @
) � 4�; and B (x(j +1) ; � ) � B (x(j ) ; 2� ):

Cette construction est illustr�ee sur la Figure 2.6.

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������"

B j

x(0)

2�

B1

( " ) n 
(2 " )

B (x(j ) ; 2� )

B (x(j +1) ; � )
B (x(j ) ; � )

Fig. 2.6 { D�e�nition des B (x(j ) ; � ).

On introduit
eB j = B (x(j ) ; � ) � (�

T
2

;
T
2

) � (� �; � ):
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On d�e�nit

 (j ) (x; t; r ) = jx � x(j ) j2 +
� 2

T2 (t +
T
2

)2 + r 2; 8(x; t; r ) 2 eQ;

et
' (j ) (x; t; r ) = e

� �
� 2  ( j ) (x;t;r )

; 8(x; t; r ) 2 eQ:

On d�e�nit la nouvelle variable

u�
 (x; t; r ) = � 4

 
 (j )

� 2

!

u (x; t; r ); 8(x; t; r ) 2 eQ;

�a laquelle on applique le Th�eor�eme 2.3, sans terme de bord puisque le support deu�
 est

un domaine int�erieur :

1
�

ku�
 e�' ( j )

k2
H 2;� ( eQ)

� Ck(Qu�
 )e�' ( j )

k2
H 1 ( eQ)

:

De plus, 8(x; t; r ) 2 eQ,

Qu�
 (x; t; r ) = � 4

 
 (j )

� 2

!

F (x; t; r ) +

"

Q; � 4

 
 (j )

� 2

!#

u (x; t; r ):

Ainsi, on a

C
�

e2�e � 6�
ku k2

H 2;� (f � 2 �  ( j ) � 6� 2g\ eQ)

� � 2e2�e � �
2 ku k2

H 2 ( ( j ) � � 2 ) + � 2e2�e � 7�
ku k2

H 2 ( ( j ) � 8� 2 ) + � 2e2�e � �
2 kF k2

H 1 ( eQ)
;

et, si on choisit � grand, on peut �ecrire :

e2�e � 6�
ku k2

H 2;� (f  ( j ) � 6� 2g\ eQ)

� Ce2�e � �
3 ku k2

H 2 ( ( j ) � � 2 ) + Ce2�e � 13 �
2 ku k2

H 2 ( ( j ) � 8� 2 ) + Ce2�e � �
3 kF k2

H 1 ( eQ)
:

Ceci permet de conclure

ku k2
H 2 ( eB j +1 )

� CeC3 �
�

ku k2
H 2 ( eB j )

+ kF k2
H 1 ( eQ)

�
+ Ce� C4 � ku k2

H 2 ( eQ)
;

puisque eB j +1 � f  (j ) � 6� 2g and f  (j ) � � 2g � eB j . On minimise cette expression par

rapport �a � (Lemme 2.5) pour obtenir, avec� 1 =
C4

C3 + C4
:

ku kH 2 ( eB j +1 ) � C
�

ku kH 2 ( eQ)

� 1� � 1
�

kF kH 1 ( eQ) + ku kH 2 ( eB j )

� � 1

On utilise le r�esultat de r�ecurrence du lemme suivant :

Lemme 2.6 (Lemme 4 de Lebeau et Robbiano [57]). Soit � j > 0 satisfaisant, pour tout
j � 0,

� j � B 1� � (� j � 1 + A) � and � j � B

o�u A > 0, B > 0 et � 2 ]0; 1[. Alors, pour tout � 2 ]0; � N [, on a :

� N � 2
1

1� � B 1� � (� 0 + A) � :



2.2. Preuve du Th�eor�eme 2.1 53

D�emonstration. Si B � � 0 + A alors le r�esultat est imm�ediat.
Si � 0 + A � B , en particulier A � B , donc on a

� j

B
�

�
� j � 1 + A

B

� �

;

et
A
B

�
�

A
B

� �

�
�

� j � 1 + A
B

� �

:

De ces deux relations, on d�eduit que

� j + A

2
1

1� � B
�

�
� j � 1 + A

2
1

1� � B

� �

:

Ceci implique que
� N � 2

1
1� � B 1� � N

(� 0 + A) � N
:

Comme � 0 + A � B , on obtient le r�esultat voulu pour tout � � � N .

Ici,
� j = ku kH 2 ( eB j +1 ) ; A = kF kH 1 ( eQ) ; B = ku k2

H 2 ( eQ)
:

On obtient donc

ku kH 2 ( eB n ) � C
�

ku kH 2 ( eQ)

� 1� � �
kF kH 1 ( eQ) + ku kH 2 ( eB 1 )

� �
:

On applique l'in�egalit�e de Young pour obtenir

ku kH 2 ( eB n ) � � qku kH 2 ( eQ) + � � q0
�

kF kH 1 ( eQ) + ku kH 2 ( eB 1 )

�
;

o�u q =
1

1 � �
and q0 =

1
�

. On utilise les estimations (2.5) et (2.6) sur F and u pour

�ecrire :

ku kH 2 ( eB n ) � � qeM ku� kH 2 (
 � (0;3T )) + � � q0
�

e� mT ku� kH 2 (
 � (0;3T )) + ku kH 2 ( eB 1 )

�
:

On choisit alors � = e� 2M=q , de telle fa�con que

ku kH 2 ( eB n ) � e� M ku� kH 2 (
 � (0;3T ))

+ e� (mT � 2M q0

q ) ku� kH 2 (
 � (0;3T )) + e2M q0

q ku kH 2 ( eB 1 ) :

Si on �xe T > T n avec

mTn � 2M
q0

q
= M;

on obtient, avec � = 2M q0

q ,

ku kH 2 ( eB n ) � e� M ku� kH 2 (
 � (0;3T )) + e� ku kH 2 ( eB 1 ) :

On peut faire le même travail sur la premi�ere estimation (2.12), celle �etablie dans eB1. On
applique l'in�egalit�e de Young et les estimations sur (2.5) et (2.6) pour avoir

ku kH 2 ( eB 1 ) � � q0 eM ku� kH 2 (
 � (0;3T )) + � � q0
0

�
e� mT ku� kH 2 (
 � (0;3T )) + ku kH 2 (e�)

�
:
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o�u q0 =
1

1 � � 0
and q0

0 =
1
� 0

. On choisit alors � = e� (2M + � )=q 0 , de telle fa�con que

ku kH 2 ( eB 1 ) � e� (M + � ) ku� kH 2 (
 � (0;3T ))

+ e� (mT � (2M + � )
q0

0
q0

) ku� kH 2 (
 � (0;3T )) + e(2M + � )
q0

0
q0 ku kH 2 (e�) :

Si on �xe T > T 0 avec

mT0 � (2M + � )
q0

0

q0
= M + �;

on obtient
ku kH 2 ( eB 1 ) � e� (M + � ) ku� kH 2 (
 � (0;3T )) + eC ku kH 2 (e�) :

Et on rassemble les deux estimations en une :

ku kH 2 ( eB n ) � e� M ku� kH 2 (
 � (0;3T )) + eC ku� k2
H 2 (� � (0;3T )) :

Finalement, on prend T > max
n

Tn et on somme les in�egalit�es pour obtenir

ku k2
H 2 (
( " )n
(2 " )� (� T

2 ; T
2 )� (� �;� )) � e� C ku� k2

H 2 (
 � (0;3T )) + eC ku� k2
H 2 (� � (0;3T )) :

On va maintenant revenir �a la variable u dans les estimations.

Revenir �a la variable u

On introduit la nouvelle variable

w (x; t ) = u (x; t; r = 0) =

r

2�

Z 1

0
e� 

2 (t � y)2
� (t � y)u� (x; y)dy

= ( K  � u� )(x; t ); 8(x; t ) 2 
 � R;

avec

K  (t) =

r

2�

e� 
2 t2

� (t); 8t 2 R:

On constate quew converge versu� lorsque  tend vers l'in�ni. On a

kw k2
H 2 (
( " )n
(2 " )� (0; T

2 � � )) � Cku k2
H 2 (
( " )n
(2 " )� (� T

2 ; T
2 )� (� �;� ))

� e� C ku� k2
H 2 (
 � (0;3T )) + eC ku� k2

H 2 (� � (0;3T )) :

En e�et, la formule de Cauchy donne, pour 0< d < � ,

w (x; a) =
1

2i�

Z

jw� aj= d

w (x; w)
w � a

dw;

ce qui implique, en utilisant des coordonn�ees polaires, que

jw (x; a)j2 � C
Z 2�

0
jw (x; a + dei� )j2d�:

On int�egre alors, pour 0 < d < � , en

jw (x; a)j2 �
C
�

Z �

0

Z 2�

0
jw (x; a + dei� )j2d� d�;
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que l'on peut r�e�ecrire

jw (x; a)j2 � C
Z �

� �

Z

jt � aj� �
jw (x; t + ir )j2dt dr

= C
Z �

� �

Z

jt � aj� �
ju (x; t; r )j2dt dr;

d'apr�es la d�e�nition de w . Alors, on int�egre cette formule pour x 2 
( " ) n 
(2 " ) :

kw (:; a)k2
L 2 (
( " )n
(2 " )) � C

Z �

� �

Z

jt � aj� �
ku (:; t; r )k2

L 2 (
( "; 2" )) dt dr

� Cku k2
L 2 (
( "; 2" )� (� T

2 ; T
2 )� (� �;� )) :

Puis, on l'int�egre pour a 2 (0; T
2 � � ) :

kw k2
L 2 (
( " )n
(2 " )� (0; T

2 � � )) � Cku k2
L 2 (
( "; 2" )� (� T

2 ; T
2 )� (� �;� ))

et on fait la même chose pour les d�eriv�ees dew . On peut maintenant revenir �a u� (puis
�a u) en utilisant la transform�ee de Fourier classique (not�ee ici par le symbole d'un grand
chapeau) car on remarque que

w (x; t ) = ( K  � u� )(x; t ) =) cw (x; � ) = cK  (� )cu� (x; � );

o�u
cK  (� ) =

r

2�

Z + 1

�1
e� i� t e� 

2 t2
� (t)dt

=

r

2�

Z + 1

�1
e� i� t e� 

2 t2
dt +

r

2�

Z + 1

�1
e� i� t e� 

2 t2
(� (t) � 1) dt:

On a r

2�

Z + 1

�1
e� i� t e� 

2 t2
dt =

r

2�

Z + 1

�1
e

�
� p 

2 t+
q

1
2 i�

� 2

e� � 2

2 dt

=
1

p
�

e� � 2

2

Z + 1

�1
e� z2

dz = e� � 2

2 :

D'o�u

cK  (� ) = e� � 2

2 +

r

2�

Z � T
2 +3 �

�1
e� i� t e� 

2 t2
(� (t) � 1) dt:

Donc, on a

j(1 � cK  )( � )j �

�
�
�
�1 � e� � 2

2

�
�
�
� +

r

2�

Z � T
2 +3 �

�1

�
�
�e� i� t e� 

2 t2
�
�
� j� (t) � 1j dt

�
� 2

2
+

r

2�

Z � T
2 +3 �

�1
e� 

2 t2
dt;

o�u on a utilis�e pour le premier terme le fait que la fonction
1 � e� t2

t2 est born�ee dansR. On

gagne un ordre de convergence puisque l'on a
1


et non plus
1

p


comme dans Bellassouedet
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al. [4]. Alors, on peut introduire dans le second terme le changement de variablez = e� 
2 t2

,

c'est-�a-dire que t =
q

� 2
 ln (z), et dz = �  t e � 

2 t2
dt, et donc on obtient

r

2�

Z � T
2 +3 �

�1
e� 

2 t2
dt �

1
2
p

�

Z e
� 

2 ( � T
2 +3 � )2

0

dz
p

� ln (z)

�
1

2
p

�
e� 

2 ( � T
2 +3 � )2

q

2

�
� T

2 + 3 �
� 2

�
C


:

Alors,

ku� � w k2
L 2 (
( " )n
(2 " )� (0; T

2 � � )) � k u� � w k2
L 2 (
 � R) = k \u� � w k2

L 2 (
 � R)

�
Z




Z + 1

�1

�
�
�
�
� 2 + C



�
�
�
�

2

jcu� (x; � )j2d�

�
C
 2

Z




Z + 1

�1
(jcu� (x; � )j2 + j [@2

t u� (x; � )j2)d� �
C
 2 kcu� k2

H 2 (
 � R) :

Finalement, si on suppose queu� est prolong�ee par z�ero en dehors de (0; 3T), on a

ku� � w kL 2 (
( " )n
(2 " )� (0; T
2 � � )) �

C


ku� kH 2 (
 � (0;3T )) :

D'o�u,

ku� kH 2 (
( " )n
(2 " )� (0; T
2 � � ))

� C
�

ku� � w kH 2 (
( " )n
(2 " )� (0; T
2 � � )) + kw kH 2 (
( " )n
(2 " )� (0; T

2 � � ))

�

�
C


ku� kH 4 (
 � (0;3T )) + Ckw kH 2 (
( " )n
(2 " )� (0; T
2 � � )) :

En revenant �a u et en prenant en compte le fait queu� (x; t ) = � 3(x)u(x; t ), de telle sorte
que u = u� in 
( " ) n 
(2 " ), on a

kukH 2 (
( " )n
(2 " )� (0; T
2 � � )) �

C


kukH 4 (
 � (0;3T )) + eC kukH 2 (� � (0;3T )) :

On utilise le fait que kukH 4 (
 � (0;3T )) est born�e et que

kuk2
H 2 (� � (0;3T )) =

2X

j � j=1

k@�
x uk2

L 2 (� � (0;3T )) ;

puisque û et ses d�eriv�ees s'annulent sur �, pour �ecrire

kuk2
H 2 (
( " )n
(2 " )� (0; T

2 � � )) �
C5

 2 + eC6 
2X

j � j=1

k@�
x uk2

L 2 (� � (0;3T )) :

Alors, on choisit  de telle fa�con que le premier terme domine le second. On peut par
exemple choisir :

 =
1

2C6
log

 

2 +
C5

P 2
j� j=1 k@�

x uk2
L 2 (� � (0;3T ))

!

:
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Ceci termine la preuve du Th�eor�eme 2.1 et conclut ce chapitre.

Maintenant que nous avons �a notre disposition deux outils fondamentaux relatifs au
syst�eme de la visco�elasticit�e lin�eaire en trois dimensions, �a savoir une in�e galit�e de Carleman
et un r�esultat de stabilit�e associ�e au prolongement unique, nous sommes en mesure de d�e-
montrer des r�esultats de stabilit�e pour le probl�eme inverse de r�ecup�eration des coe�cients
visco�elastiques. C'est l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Unicit�e et stabilit�e de la r�ecup�eration
d'un coe�cient visco�elastique

Les probl�emes inverses s'int�eressent �a la r�ecup�eration des coe�cients, de la source ou
des conditions initiales d'une �equation aux d�eriv�ees partielles �a partir de mesures de la
solution. Les probl�emes inverses sont mal pos�es selon le sens classique, Hadamard [32],
Lavrent'ev [53]. Les estimations de stabilit�e jouent donc un rôle important dans la th�eorie.
En 1981, Bukhgeim et Klibanov [10,11] ont d�evelopp�e une m�ethode remarquable bas�ee sur
les in�egalit�es de Carleman [12] pour d�emontrer l'unicit�e et la stabilit�e dans la r� ecup�eration.

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons �a la r�ecup�eration d'un coe�cient du syst�eme
de la visco�elasticit�e introduit en (1). Avant cela, nous faisons l'hypoth�ese que le coe�cient
~� peut se d�ecomposer sous la forme

~� (x; t ) = p(x)h(t); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ): (3.1)

Plusieurs auteurs ont adress�e le probl�eme de r�ecup�eration des coe�cients du syst�eme
de la visco�elasticit�e. Ainsi, certains (voir Janno [45,46], Wolfersdorf [90], Grasseli [30,31],
Lorenzi [57,60,62]) r�ecup�erent la d�ependance temporelleh du coe�cient ~� en r�eduisant le
probl�eme �a une �equation int�egrale de Volterra non lin�eaire par une m�ethode de Four ier.
Pour ce qui est de la r�ecup�eration de la d�ependance spatialep du coe�cient ~� , une m�ethode
consiste �a utiliser les in�egalit�es de Carleman. Ainsi, en 2007, Lorenzi, Messina et Romanov
[61] cherchent �a r�esoudre le probl�eme de r�ecup�eration du coe�cient p pour le syst�eme
de la visco�elasticit�e. Pour cela, ils font l'hypoth�ese que les coe�cients de l '�equation sont
ind�ependants d'une des variables d'espace, ce qui leur permet de ramener le probl�eme �a
celui d'une �equation scalaire et d'appliquer les r�esultats d�emontr�es dans Cavaterra, Lor enzi
et Yamamoto [13]. Ils r�eussissent ainsi �a r�ecup�erer le coe�cient �a partir de trois mesu res
internes.

Les deux probl�emes inverses que nous regardons dans ce chapitre se formulent ainsi :

Connaissant (�; �; ~�; h; �u0; �u1; f ), retrouver p(x), pour tout x 2 
 , �a partir de mesures de

u(x; t ); 8(x; t ) 2 ! � (0; T);

o�u ! est une partie de
 et T > 0, ou �a partir de mesures de

r u(x; t ) � n(x); 8(x; t ) 2 � � (0; T);

o�u � est une partie de@
 de normal ext�erieur unitaire n et T > 0.

59
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En utilisant la m�ethode de Bukhgeim et Klibanov et l'in�egalit�e de Carleman du T h�eo-
r�eme 1.1, nous d�emontrons tout d'abord un r�esultat de stabilit�e h •old�erienne pour le pro-
bl�eme de r�ecup�eration du coe�cient p du syst�eme (1)-(3.1) �a partir d'une unique mesure
interne. Ensuite, grâce au r�esultat de prolongement unique du Th�eor�eme 2.1, nous �eten-
dons ce r�esultat �a une estimation de stabilit�e logarithmique pour le probl�eme associ�e �a une
unique mesure fronti�ere. Bien que cette estimation soit plus faible, le r�esultat est puissant
car il est relatif �a une unique mesure sur une partie arbitrairement petite du bord. Un
r�esultat similaire a �et�e prouv�e dans Bellassoued [3] pour l'�equation des ondes, Bellassoued
et Yamamoto [5] en acoustique et dans Bellassoued, Imanuvilov et Yamamoto [4] pour le
syst�eme de Lam�e - op�erateur P sans le terme int�egral. Les r�esultats de ce chapitre ont �et�e
publi�es dans [19] et [20] respectivement.

3.1 Un r�esultat de stabilit�e h•olderienne avec observation
interne

Voici donc le premier r�esultat que nous d�emontrons :

Th�eor�eme 3.1 (Stabilit�e h•old�erienne) . Soit u (respectivement �u) la solution du syst�eme
(1)-(3.1), associ�ee au coe�cient p (respectivement �p). On suppose que

(H1) (�; � ) 2 C2(
) 2 et (~�; ~� ) 2 C2(
 � (0; + 1 ))2 sont tels que les solutionsu et �u 2
W 8;1 (
 � (0; + 1 ))3,

(H2) � et � + 2 � satisfont la Condition 1 avec un mêmex0,

(H3) p = �p est connu dans un voisinage! de @
 ,

(H4) h(0) 6= 0 , h0(0) = 0 ,

(H5) il existe M > 0 telle que,8x 2 
 n ! , j(r �u0 + r �ut
0)(x) � (x � x0)j � M .

Alors, il existe � 2 (0; 1) et T0 > 0 tels que, pour toutT > T 0 l'estimation suivante soit
vraie :

kp � �pkH 2 (
) � Cku � �uk�
H 2 (! � (0;T )) ;

o�u C > 0 d�epend de la normeC2(
) de p et �p et de la normeW 8;1 (
 � (0; T))3 de u et
�u.

Nous remarquons alors que s'il existe des constantesm1 et m2 telles que pour tout
p admissible, on ait kpkC2 (
) � m1 et kukW 8;1 (
 � (0;T )) � m2, alors la constante C qui
apparâ�t dans le Th�eor�eme 3.1 est uniforme enp et le r�esultat est alors global. Du Th�eor�eme
3.1, on d�eduit imm�ediatement le Corollaire 3.2.

Corollaire 3.2 (Unicit�e) . Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 3.1, on a

u(x; t ) = �u(x; t ); 8(x; t ) 2 ! � (0; T); j� j = 1 ; 2

=) p(x) = �p(x); 8x 2 
 :

Un exemple de donn�ee initiale �u0 satisfaisant (H 5) correspond au choix �u0 2 H 1
0 (
) 3

telle que �u0(x) = x, 8x 2 
 n ! . D'o�u,

j(r �u0 + r �ut
0)(x) � (x � x0)j = jx � x0j � d0 > 0; 8x 2 
 n !:

L'hypoth�ese (H3) bien que restrictive est admissible si l'on envisage que des mesures
exp�erimentales pr�es du bord sont possibles. L'hypoth�ese (H4) est quant �a elle v�eri� �ee
en pratique.
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3.2 Un r�esultat de stabilit�e logarithmique avec observation
fronti�ere

Nous �enon�cons ici le deuxi�eme r�esultat de stabilit�e :

Th�eor�eme 3.3 (Stabilit�e logarithmique) . Soit u (respectivement�u) la solution du syst�eme
(1)-(3.1), associ�ee au coe�cient p (respectivement �p). On suppose que

(H1) (�; � ) 2 C2(
) 2 et (~�; ~� ) 2 C2(
 � (0; + 1 ))2 sont tels que les solutionsu et �u 2
W 8;1 (
 � (0; + 1 ))3,

(H2) � et � + 2 � satisfont la Condition 1 avec un mêmex0,

(H3) p = �p est connu dans un voisinage! de @
 ,

(H4) h(0) 6= 0 , h0(0) = 0 ,

(H5) il existe M > 0 telle que,8x 2 
 n ! , j(r �u0 + r �ut
0)(x) � (x � x0)j � M .

Alors, pour � � @
 arbitrairement petit, il existe � 2 (0; 1) et T0 > 0 tels que, pour tout
T > T 0 l'estimation suivante soit vraie :

kp � �pkH 2 (
) � C

2

6
6
6
4

log

0

B
B
B
@

2 +
C

X

1�j � j� 2

k@�
x (u � �u)k2

L 2 (� � (0;T ))

1

C
C
C
A

3

7
7
7
5

� �

o�u C > 0 d�epend de la normeC2(
) de p et �p et de la normeW 8;1 (
 � (0; T))3 de u et
�u.

Du Th�eor�eme 3.3, on d�eduit imm�ediatement le Corollaire 3.4.

Corollaire 3.4 (Unicit�e) . Sous les hypoth�eses du Th�eor�eme 3.3, on a

@�
x u(x; t ) = @�

x �u(x; t ); 8(x; t ) 2 � � (0; T); j� j = 1 ; 2

=) p(x) = �p(x); 8x 2 
 :

3.3 Preuves des Th�eor�emes 3.1 et 3.3

Cette section est consacr�ee �a la preuve du r�esultat de stabilit�e du Th�eor�eme 3.3. L' id�ee
de la preuve est la suivante. Tout d'abord, on ram�ene le coe�cient inconnu p dans le terme
source en �ecrivant l'�equation satisfaite par v̂ = @t (u � �u). Ensuite, on utilise la m�ethode
de Bukhgeim et Klibanov, i.e. on d�erive l'�equation pr�ec�edente pour amener le coe�cient
dans la condition initiale, puis on applique l'in�egalit�e de Carleman d�emontr�ee au Chapi tre
1 (Th�eor�eme 1.1) �a la nouvelle variable @t v̂ a�n de borner l'�energie initiale du syst�eme.
Grâce �a une autre in�egalit�e de Carleman pour un op�erateur du premier ordre (Lemme 3.6),
on revient au coe�cient p dans l'estimation. Ainsi, on obtient le r�esultat du Th�eor�eme 3.1
relatif �a des observations sur un voisinage de la fronti�ere de 
. Finalement, on combine ce
r�esultat avec la relation de prolongement unique du Th�eor�eme 2.1 pour conclure.

Soit u (respectivement �u) la solution du syst�eme (1)-(3.1), associ�ee au coe�cient p
(respectivement �p). On suppose que les hypoth�eses (H1)-(H5) sont satisfaites. Par lin�earit�e
et sans perte de g�en�eralit�e, on peut supposer que �u1 = 0.
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Amener le coe�cient p dans le terme source

On suppose (�p; �u) connus et on introduit p̂ = p� �p et û = u � �u qui satisfont l'�equation
suivante :

Pû(x; t ) = @2
t û(x; t ) � r �

�
� (x)( r û(x; t ) + r û(x; t )t ) + � (x)( r � û)(x; t )I

�

+
Z t

0
r �

�
h(s)p(x)( r û(x; t � s) + r û(x; t � s)t ) + ~� (x; s)( r � û)(x; t � s)I

�
ds

= �
Z t

0
h(s)r �

�
p̂(x)( r �u(x; t � s) + r �u(x; t � s)t )

�
ds; 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

avec des conditions initiales et des conditions de bord nulles. On remarque que le coe�cient
p̂ que l'on souhaite r�ecup�erer apparâ�t dans le terme source. Le probl�eme est que ce terme
source s'annule au temps initialt = 0, donc il ne satisfait pas les hypoth�eses de la m�ethode
de Bukhgeim et Klibanov [11]. Pour rem�edier �a ce probl�eme, on d�erive l'�equation en temps
et on pose :

v̂(x; t ) = @t û(x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ):

Alors, v̂ satisfait l'�equation

Pv̂(x; t ) = �
Z t

0
h(s)r �

�
p̂(x)( r �v(x; t � s) + r �v(x; t � s)t )

�
ds

� h(t)r �
�
p̂(x)( r �u0(x) + r �u0(x)t )

�
; 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

(3.2)

avec des conditions initiales et des conditions de bord nulles. Par cons�equent, le coe�cient
inconnu est toujours pr�esent dans le terme source mais ce dernier ne s'annule plus au
temps initial.

Appliquer la m�ethode de Bukhgeim et Klibanov

On d�erive (3.2) et on pose

ŵ(x; t ) = @t v̂(x; t ) = @2
t û(x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

qui satisfait alors

Pŵ(x; t ) = �
Z t

0
h(s)r �

�
p̂(x)( r �w(x; t � s) + r �w(x; t � s)t )

�
ds

� h0(t)r �
�
p̂(x)( r �u0(x) + r �u0(x)t )

�
; 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

(3.3)

avec les conditions initiales et de bord suivantes :

8
><

>:

ŵ(x; 0) = 0 ; 8x 2 
 ;

@t ŵ(x; 0) = � h(0)r �
�
p̂(x)( r �u0(x) + r �u0(x)t )

�
; 8x 2 
 ;

ŵ(x; t ) = 0 ; 8(x; t ) 2 @
 � (0; + 1 ):

(3.4)
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' (x; t ) = 0

Q

p
�p

2�

� 1 = 1

Q(0; 2� )

�
1 =

0

Fig. 3.1 { D�e�nition du voisinage ! de @
 et de la fonction plateau� 2.

Majorer l'�energie initiale

Ainsi, le coe�cient p̂ que l'on veut r�ecup�erer apparâ�t maintenant dans la condition
initiale du probl�eme. On va donc commencer par �etablir une in�egalit�e majorant l'�ene rgie
initiale du syst�eme. On introduit pour cela " > 0, � > 0. On doit s'assurer que la fonction
que l'on consid�ere est �a support compact dans [0; T). Donc on d�e�nit la fonction plateau
� 2 2 C1 (R) par 0 � � 2 � 1 et

� 2(x; t ) =
�

1; si (x; t ) 2 Q(0; 2� );
0; si (x; t ) 2 Q n Q(0; � );

et on pose
w� (x; t ) = � 2(x; t )ŵ(x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ):

Cette fonction plateau est trac�ee sur la Figure 3.1. Commew� est nulle �a l'ext�erieur de
Q(0; � ), c'est-�a-dire pour

t � t �
x =

s
jx � x0j2 � �

�

qui est bien d�e�ni pour tout x 2 
 puisqu'on a suppos�e � < d 2
0, on peut �ecrire :

Z


( " )
j@t w� (x; 0)j2e2�' (x;0)dx = �

Z


( " )

Z t �
x

0
@t

�
j@t w� (x; t )j2e2�' (x;t )

�
dx dt

=
Z

Q(";� )

�
4�t� j@t w� (x; t )j2e2�' (x;t ) � 2@t w� (x; t ) � @2

t w� (x; t )e2�' (x;t )
�

dx dt:

De plus, on a

@t w� (x; t ) = � 1(x; t ) @t ŵ(x; t ) + @t � 1(x; t ) ŵ(x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

@2
t w� (x; t ) = � 1(x; t ) @2

t ŵ(x; t ) + 2 @t � 1(x; t ) @t ŵ(x; t ) + @2
t � 1(x; t ) ŵ(x; t ):
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Donc, on obtient
Z


( " )
j@t w� (x; 0)j2e2�' (x;0)dx

� C

 Z

Q(";� )

�
� jŵ(x; t )j2 + � j@t ŵ(x; t )j2 + j@2

t ŵ(x; t )j2
�

e2�' (x;t )dx dt

!

:

On fait le même travail pour les d�eriv�ees en x pour j� j � 2 et on obtient ainsi :
X

j � j� 2

� 2(1�j � j)
Z


( " )
j@�

x (@t ŵ)(x; 0)j2e2�' (x;0)dx

�
C
�

�
kŵe�' k2

H 2;�
x (Q(";� ))

+ k(@t ŵ)e�' k2
H 2;�

x (Q(";� ))
+ k(@2

t ŵ)e�' k2
H 2;�

x (Q(";� ))

�
:

On constate que l'on doit appliquer l'in�egalit�e de Carleman du Th�eor�eme 1.1 �a ^w, pour
laquelle on a d�ej�a �ecrit les �equations en (3.3).

Appliquer l'in�egalit�e de Carleman

Avec ' d�e�nie en (4), on obtient, pour � su�samment grand et pour " > 0 et � > 0
l'in�egalit�e suivante :

1
�

kŵe�' k2
H 2;�

x (Q(";� ))
� C

�
eC� kŵk2

H 2 (Q(";� )nQ(2";� )) + � 3e2� (d2
0 � l )kŵk2

H 2 (Q)

+
Z

Q

�
�
�
�

Z t

0
h(s)r �

�
p̂(x)( r �w(x; t � s) + r �w(x; t � s)t )

�
ds

�
�
�
�

2

e2�' (x;t )dx dt

+
Z

Q

�
�
�
�

Z t

0
h(s)r

�
r �

�
p̂(x)( r �w(x; t � s) + r �w(x; t � s)t )

��
ds

�
�
�
�

2

e2�' (x;t )dx dt

+ kh0r �
�
p̂(r �u0 + r �ut

0)
�

e�' k2
L 2 (Q) + kh0r

�
r �

�
p̂(r �u0 + r �ut

0)
��

e�' k2
L 2 (Q)

�
:

(3.5)

On a maintenant besoin du Lemme 1.4 d�emontr�e au Chapitre 1 et dont on rappelle l'�enonc�e
ici.

Lemme 3.5 (Lemme 3.1.1 par Klibanov et Timonov [49]). Soit ' d�e�nie en (4). Il existe
C > 0 tel que, pour tout � > 0 et pour tout u 2 L 2(Q),

Z

Q

� Z t

0
ju(x; s)jds

� 2

e2�' (x;t )dx dt �
C
�

Z

Q
ju(x; t )j2e2�' (x;t )dx dt:

On utilise le r�esultat du Lemme 3.5 et le fait que h est born�e dans R (hypoth�ese H1)
pour �ecrire :

C
�

kŵe�' k2
H 2;�

x (Q(";� ))
� eC� kŵk2

H 2 (Q(";� )nQ(2";� )) + � 3e2� (d2
0 � l )kŵk2

H 2 (Q)

+ kr �
�
p̂(r �u0 + r �ut

0)
�

e�' k2
L 2 (Q) + kr

�
r �

�
p̂(r �u0 + r �ut

0)
��

e�' k2
L 2 (Q) :

Donc, en prenant en compte le fait que �u0 2 W 8;1 (Q) (H1), on obtient

C
�

k(@2
t û)e�' k2

H 2;�
x (Q(";� ))

�
X

j � j� 2

k(@�
x p̂)e�' k2

L 2 (Q)

+ eC� k@2
t ûk2

H 2 (Q(";� )nQ(2";� )) + � 3e2� (d2
0 � l )k@2

t ûk2
H 2 (Q) :
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De la même fa�con, on obtient, pour i = 3 ; 4,

C
�

k(@i
t û)e�' k2

H 2;�
x (Q(";� ))

�
X

j � j� 2

k(@�
x p̂)e�' k2

L 2 (Q)

+ eC� k@i
t ûk2

H 2 (Q(";� )nQ(2";� )) + � 3e2� (d2
0 � l )k@i

t ûk2
H 2 (Q) :

On v�eri�e que les fonctions @3
t û et @4

t û ont une de leurs conditions initiales nulle. Ceci est
vrai car on a suppos�e queh0(0) = 0 en (H 4). Finalement, on �ecrit

X

j � j� 2

� 2(1�j � j)
Z


( " )
j@�

x (@t w� )(x; 0)j2e2�' (x;0)dx

� C

0

@
X

j � j� 2

k(@�
x p̂)e�' k2

L 2 (Q) + eC� kûk2
H 6 (Q(";� )nQ(2";� )) + � 3e2� (d2

0 � l )kûk2
H 6 (Q)

1

A :

On doit maintenant revenir au coe�cient dans le membre de gauche.

Retour au coe�cient dans l'estimation

Pour cela, on a besoin d'une in�egalit�e de Carleman pour un op�erateur du premier ordre.
Elle est donn�ee par la proposition suivante :

Proposition 3.6 (Lemme 3.2 par Imanuvilov et Yamamoto [42]). On consid�ere l'op�erateur
di��erentiel du premier ordre suivant :

R(x)? = a(x) � r ? + a0(x)?; 8x 2 
 ;

avec
a0 2 C0(
) ; ka0kC2 (
) � M 1 and a 2 C1(
) n ; kakC2 (
) � M 2;

9x0; ja(x) � (x � x0)j � M 3 > 0; ' 0(x) = jx � x0j2; 8x 2 
 :

Alors, il existe � 0 > 0 et C > 0 tels que, pour tout � � � 0 et pour tout q 2 C2
0(
) ,

� 2
X

j � j� 2

Z



j@�

x q(x)j2e2�' 0 (x)dx � C
X

j � j� 2

Z



j@�

x (R(x)q(x)) j2e2�' 0 (x)dx:

D�emonstration. Soit q 2 C2
0(
). On introduit f d�e�ni par

R(x)q(x) = a(x) � r q(x) + a0(x)q(x) = f (x); 8x 2 
 ;

On multiplie les deux membres de cette �egalit�e par q(x)e2�' 0 (x) et on int�egre sur 
 pour
obtenir
Z



f (x)q(x)e2�' 0 (x)dx =

Z



(a(x) � r q(x)) q(x)e2�' 0 (x)dx +

Z



a0(x)q(x)2e2�' 0 (x)dx

= �
Z



r �

�
a(x)q(x)e2�' 0 (x)

�
q(x)dx +

Z



a0(x)q(x)2e2�' 0 (x)dx

= �
Z



(r � a(x)) q(x)2e2�' 0 (x)dx �

Z



(a(x) � r q(x)) q(x)e2�' 0 (x)dx

�
Z



4� (a(x) � (x � x0)) q(x)2e2�' 0 (x)dx +

Z



a0(x)q(x)2e2�' 0 (x)dx
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Or par hypoth�ese, on a ja(x) � (x � x0)j � M 3 > 0 et on utilise, pour le deuxi�eme terme,
le fait que

a(x) � r q(x) = f (x) � a0(x)q(x):

Ainsi, en utilisant l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz, on peut �ecrire :

�
Z



q(x)2e2�' 0 (x)dx � C

Z



4� ja(x) � (x � x0)j q(x)2e2�' 0 (x)dx

� C
Z



jf (x)jjq(x)je2�' 0 (x)dx + C

Z



q(x)2e2�' 0 (x)dx

�
C
�

Z



(f (x))2e2�' 0 (x)dx + ��

Z



q(x)2e2�' 0 (x)dx + C

Z



q(x)2e2�' 0 (x)dx

En choisissant� grand et � petit, on obtient

� 2
Z



q(x)2e2�' 0 (x)dx � C

Z



(f (x))2e2�' 0 (x)dx (3.6)

On applique alors le r�esultat (3.6) au vecteur gradient de q qui s'annule bien sur @
 et
v�eri�e

R(x)r q(x) = r f (x) � r a(x) � r q(x) � r a0(x)q(x); 8x 2 
 ;

donc

� 2
Z



jr q(x)j2e2�' 0 (x)dx � C

Z



jr f (x)j2e2�' 0 (x)dx + C

Z



(q(x)2 + jr q(x)j2)e2�' 0 (x)dx

� C
Z



(f (x)2 + jr f (x)j2e2�' 0 (x)dx:

en prenant � su�samment grand pour absorber le dernier terme du membre de droite
dans le membre de gauche. On refait le même raisonnement avec les d�eriv�ees secondes de
q qui s'annulent �egalement sur @
 et on obtient ainsi le r�esultat du Lemme 3.6.

Puisque le coe�cient p̂ satisfait le syst�eme du premier ordre suivant :

h(0)r �
�
p̂(x)( r �u0(x) + r �u0(x)t )

�
= � @t w� (x; 0);

on peut appliquer le Lemme 3.6 �a chaque �equation de ce syst�eme avec

q(x) = p̂(x); R(x)q(x) = � @t w� (x; 0); ' 0(x) = ' (x; 0);

a0(x) = h(0)r � (r �u0(x) + r �u0(x)t ); a(x) = h(0)( r �u0(x) + r �u0(x)t );

qui satisfait (H5) et on obtient alors
X

j � j� 2

Z


( " )
j@�

x p̂(x)j2e2�' (x;0)dx � C
X

j � j� 2

� 2(1�j � j)
Z


( " )
j@�

x (@t w� )(x; 0)j2e2�' (x;0)dx:

On a suppos�e en (H3) que l'on connaissaitp dans un voisinage! de la fronti�ere @
, i.e.
p̂ = 0 dans ! et donc on peut supposer que" est su�samment petit pour que 
 n
( " ) � ! .
Ceci permet d'int�egrer sur 
 dans le membre de gauche. Alors, on a :

X

j � j� 2

Z



j@�

x p̂(x)j2e2�' (x;0)dx

� C

0

@
X

j � j� 2

k(@�
x p̂)e�' k2

L 2 (Q) + eC� kûk2
H 6 (Q(";� )nQ(2";� )) + � 3e2� (d2

0 � l )kûk2
H 6 (Q)

1

A :

(3.7)
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On peut absorber le premier terme du membre de droite de (3.7) dans le membre de
gauche, grâce aux poids de Carleman. En e�et,

X

j � j� 2

k(@�
x p̂)e�' k2

L 2 (Q) =
X

j � j� 2

Z



j@�

x p̂(x)j2e2�' (x;0)
� Z T

0
e2� (' (x;t )� ' (x;0)) dt

�
dx;

avec,8x 2 
 :

Z T

0
e2� (' (x;t )� ' (x;0)) dt �

Z + 1

0
e� 2��t 2

dt =
1

p
2��

Z + 1

0
e� z2

dz =
C

p
�

:

Alors,
X

j � j� 2

k(@�
x p̂)e�' k2

L 2 (Q) �
C

p
�

X

j � j� 2

Z



j@�

x p̂(x)j2e2�' (x;0)dx:

Finalement, on obtient

e2�d 2
0 kp̂k2

H 2 (
) �
X

j � j� 2

Z



j@�

x p̂(x)j2e2�' (x;0)dx

� C
�

eC� kûk2
H 6 (Q(";� )nQ(2";� )) + � 3e2� (d2

0 � l )kûk2
H 6 (Q)

�
;

et donc, on conclut que

kp̂k2
H 2 (
) � C

�
eC� kûk2

H 6 (Q(";� )nQ(2";� )) + e� �l
�

;

puisque sup
�

(� 3e� �l ) < + 1 et puisqu'on a suppos�e queû est dansW 8;1 (Q) in (H1) . A�n

d'avoir
eC� kûk2

H 6 (Q(";� )nQ(2";� )) = e� �l ;

on propose de poser

� = �
1

l + C
log

�
kûk2

H 6 (Q(";� )nQ(2";� ))

�
: (3.8)

On a alors � > 0 si on suppose quekûk2
H 6 (Q(";� )nQ(2";� )) < 1. Donc, le membre de droite

de l'�equation peut être �ecrit de la mani�ere suivante :

eC� kûk2
H 6 (Q(";� )nQ(2";� )) + e� �l = 2

�
kûk2

H 6 (Q(";� )nQ(2";� ))

� l
l + C :

On utilise le r�esultat d'interpolation suivant :

Lemme 3.7 (Proposition 4 p. 133 de Dautray et Lions [17]). Soit m 2 N� et Q � Rn un
ouvert v�eri�ant la propri�et�e d'extension d'ordre m. Alors, il existe une constante C > 0
telle que, pour tout r satisfaisant 0 � r � m et pour tout u 2 H m (Q), on ait

kukH r (Q) � Ckuk
1� r

m
L 2 (Q)kuk

r
m
H m (Q) (3.9)

D�emonstration. On va d�emontrer ce lemme grâce �a un raisonnement par r�ecurrence.

(i) On commence par remarquer que le r�esultat (3.9) est �evident si r = 0 ou si r = m.
En particulier, il est �evident si m = 1.
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(ii) Montrons que le r�esultat est vrai pour m = 2. Si Q est un ouvert poss�edant la
propri�et�e d'extension d'ordre 2, alors il existe un op�erateur d'extension P tel que

8
><

>:

P 2 L (H 2(Q); H 2(Rn )) ;

Pv = v dans Q; 8v 2 H 2(Q);

Pv = 0 en dehors d'un ensemble compact contenantQ dans son int�erieur:

Ainsi, il est su�sant d'�etablir le r�esultat (3.9) pour Q = Rn et, par densit�e de D(Rn )
dans H 2(Rn ), il est su�sant de le montrer pour u 2 D (Rn ). Par la transform�ee de
Fourier u �! û, le r�esultat se d�eduit de l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz suivante :

� Z

Rn
j� j2jû(� )j2d�

�
� C

� Z

Rn
jû(� )j2d�

� 1=2 � Z

Rn
j� j4jû(� )j2d�

� 1=2

:

En e�et, on a alors

� Z

Rn
jr u(x)j2dx

�
� C

� Z

Rn
ju(x)j2dx

� 1=2 � Z

Rn
j@2u(x)j2dx

� 1=2

;

qui donne le r�esultat voulu.

(iii) Supposons que le r�esultat (3.9) est vrai pour 2 � m � m0. On va montrer qu'il est
alors vrai pour m = m0 + 1. Soit u 2 H m0+1 (Q) et r0 tel que 1 � r0 � m0. Puisque
r u 2 H m0 (Q), on peut lui appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence avec r = r0 � 1 :

kr ukH r 0 � 1 (Q) � Ckr uk
1� r 0 � 1

m 0
L 2 (Q) kr uk

r 0 � 1
m 0

H m 0 (Q) :

On peut �egalement appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence �a u 2 H r 0 (Q) pour r = 1.

kr ukL 2 (Q) � CkukH 1 (Q) � Ckuk
1� 1

r 0
L 2 (Q)kuk

1
r 0
H r 0 (Q) ;

d'o�u on d�eduit que

kukH r 0 (Q) � C
�

kuk
1� 1

r 0
L 2 (Q)kuk

1
r 0
H r 0 (Q)

� 1� r 0 � 1
m 0

kuk
r 0 � 1
m 0

H m 0+1 (Q) ;

donc

kukH r 0 (Q) � Ckuk
1� r 0

m 0+1

L 2 (Q) kuk
r 0

m 0+1

H m 0+1 (Q) ;

qui est le r�esultat (3.9) pour m = m0 + 1.

On applique le Lemme 3.7 �a la deuxi�eme d�eriv�ee de û 2 H 8(Q) avec m = 6 et r = 2
a�n d'�ecrire :

kûkH 6 (Q) � Ckûk1=3
H 2 (Q)kûk2=3

H 8 (Q) :

D'o�u,

kp̂kH 2 (
) � C
�

kûk1=3
H 2 (Q(";� )nQ(2";� ))

� l
l + C : (3.10)

Donc on obtient le premier r�esultat de stabilit�e du Th�eor�eme 3.1, stabilit�e de type H •older,
avec observations dansQ("; � ) n Q(2"; � ) � ! � (0; T), pour T grand.
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Utiliser le r�esultat de continuation unique

On peut maintenant appliquer le Th�eor�eme 2.1 �a û. On �xe � � @
 arbitrairement
petit et on choisit " tel que 
 n 
(4 " ) � ! . On v�eri�e que l'hypoth�ese ( H 6) est satisfaite,
i.e. que

R(x; t ) = �
Z t

0
h(s)r �

�
p̂(x)( r �u(x; t � s) + r �u(x; t � s)t )

�
ds

s'annule dans! et on choisit � < � . On en d�eduit que, si T est su�samment grand a�n
que Q("; � ) n Q(2"; � ) soit inclus dans 
(2 " ) n 
( " ) � (0; T

2 � � ), on a

kûk2
H 2 (Q(";� )nQ(2";� )) � C

"

log

 

2 +
C

P 2
j� j=1 k@�

x ûk2
L 2 (� � (0;6T ))

!# � 1

:

Donc,

kp̂kH 2 (
) � C

"

log

 

2 +
C

P 2
j� j=1 k@�

x ûk2
L 2 (� � (0;6T ))

!# � l
6( l + C )

:

On pose� =
l

6(l + C)
2 (0; 1) et on change 6T en T. Ceci termine la d�emonstration du

Th�eor�eme 3.3.

Nous venons ainsi de d�emontrer les conditions n�ecessaires pour que le probl�eme inverse
de r�ecup�eration de la d�ependance spatiale p du coe�cient visco�elastique ~� soit stable. Il
est alors l�egitime de s'int�eresser �a le r�ecup�eration e�ective de ce coe�cient. C 'est le but
du chapitre suivant.
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Chapitre 4

R�esolution num�erique d'un probl�eme
inverse en visco�elasticit�e

Ce chapitre est consacr�e �a la r�ecup�eration num�erique d'un coe�cient du syst�eme de la
visco�elasticit�e introduit en (1)-(2) et que nous rappelons ci-dessous :

8
>>><

>>>:

Pu(x; t ) = f (x; t ); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

u(x; 0) = �u0(x); 8x 2 
 ;

@t u(x; 0) = �u1(x); 8x 2 
 ;

u(x; t ) = 0 ; 8(x; t ) 2 @
 � (0; + 1 );

o�u P est l'op�erateur hyperbolique int�egro-di��erentiel d�e�ni de la mani�ere suivante :

Pu(x; t ) = @2
t u(x; t ) � r �

�
� (x)( r u(x; t ) + r u(x; t )t ) + � (x)( r � u)(x; t )I

�

+
Z t

0
r �

�
~� (x; s)( r u(x; t � s) + r u(x; t � s)t ) + ~� (x; s)( r � u)(x; t � s)I

�
ds:

(4.1)

Plus pr�ecis�ement, nous faisons l'hypoth�ese que le coe�cient ~� de (4.1) peut se d�ecomposer
sous la forme

~� (x; t ) = p(x)h(t); 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 );

et nous choisissons de prendre classiquementh(t) = e� t=� o�u � est un temps caract�erisant
le retour �a l'�equilibre du mat�eriau. Le probl�eme inverse que nous regardons est alors le
suivant :

Connaissant (�; �; ~�; �; �u0; �u1; f ), retrouver p(x), pour tout x 2 
 , �a partir de mesures de

u(x; t ); 8(x; t ) 2 ! � (0; T);

o�u ! est une partie de
 et T > 0.

De nombreux ouvrages pr�esentent les m�ethodes num�eriques utilis�ees pour r�esoudre
les probl�emes inverses, citons Kirsch [48], Endl [24], Kern [47]. En g�en�eral, elles reposent
sur la minimisation d'une fonctionnelle d'erreur. Dans ce chapitre, nous proposons une
fonctionnelle non quadratique pour notre probl�eme et pr�esentons les �etapes de r�esolution
du probl�eme de minimisation. La r�esolution num�erique propos�ee permet de r�ecup�erer l es
valeurs du coe�cient inconnu en chaque n�ud du maillage. L'originalit�e du travail tient

71
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dans l'introduction d'une m�ethode d'adaptation de base spectrale qui permet d'am�eliorer
la pr�ecision des r�esultats. Une application possible de la r�esolution de ce probl�emeinverse
�a la localisation de tumeurs c�er�ebrales est envisag�ee dans la derni�ere section. Les travaux
de ce chapitre ont �et�e partiellement annonc�es dans [20].

4.1 M�ethodes de r�esolution

4.1.1 R�esolution du probl�eme direct

Pour r�esoudre le probl�eme direct, nous discr�etisons les �equations en espace par des
�el�ements �nis de Lagrange P2. En temps, nous utilisons un� -sch�ema avec� = 0 :5, c'est-
�a-dire que nous consid�erons un sch�ema centr�e implicite. Pour ce qui est du terme int�egral,
nous le discr�etisons par la formule des trap�ezes. Le sch�ema num�erique �a r�esoudreest donc
le suivant :

Pour tout n 2 N, connaissantuk
h , pour tout 0 � k � n, trouver un+1

h 2 Vh satisfaisant :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z




un+1
h � 2un

h + un� 1
h

� t2 � vh dx

+
1
2

Z




�
� (r un+1

h + ( r un+1
h )t ) + � (r � un+1

h )I
�

: r vh dx

+
1
2

Z




�
� (r un� 1

h + ( r un� 1
h )t ) + � (r � un� 1

h )I
�

: r vh dx

�
n� 1X

k=0

� t
2

Z




�
~� n� k (r uk+1

h + ( r uk+1
h )t ) + ~� n� k (r � uk+1

h )I
�

: r vh dx

�
n� 1X

k=0

� t
2

Z




�
~� n+1 � k (r uk

h + ( r uk
h)t ) + ~� n+1 � k (r � uk

h)I
�

: r vh dx

=
Z



f � vh ; 8vh 2 Vh ;

u0
h = � h �u0;

u1
h � u0

h

� t
= � h �u1;

o�u � h est la projection sur Vh =
�

vh 2 C0(
) ; 8K 2 Th ; vh jK 2 P2; vh = 0 sur @

	

.

Fig. 4.1 { Maillage de calcul (�a gauche). Donn�ees initiale �u0 (�a droite).
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4.1.2 R�esolution du probl�eme inverse

Soit uobs le d�eplacement que l'on observe, celui mesur�e exp�erimentalement dans la zone
d'observation ! � (0; T). Nous cherchons le minimiseur de la fonctionnelle non quadratique
suivante :

J (p) =
1
2

Z T

0

Z

!

�
ju � uobsj2 + jr (u � uobs)j2

�
dx dt;

avec u = M (p), M �etant l'op�erateur non lin�eaire, de l'espace des param�etres P dans
l'espace des solutionsU, associ�e au syst�eme (1)-(2). En pratique, les donn�ees ne sont jamais
connues exactement mais seulement �a une erreur pr�es. D'ailleurs, en g�en�eral,uobs 62 M(P),
donc il n'existe pas dep 2 P qui annule J . Nous r�esolvons ce probl�eme de minimisation
par un algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) [69].

Algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

C'est une m�ethode permettant de r�esoudre un probl�eme d'optimisation non lin�eaire
sans contraintes. La m�ethode BFGS est d�eriv�ee de la descente de gradient. L'id�eeprincipale
de cette m�ethode est d'�eviter de construire explicitement la hessienne deJ et de construire,
�a la place, une approximation de l'inverse de la d�eriv�ee seconde deJ , en analysant les
di��erents gradients successifs. �A partir d'une valeur initiale p0 et d'une matrice hessienne
approch�ee H0, les it�erations suivantes sont r�ep�et�ees jusqu'�a ce que p converge vers la
solution.

1. Trouver la direction dk en r�esolvant Hkdk = �r J (pk ).

2. E�ectuer une recherche lin�eaire pour trouver le pas optimal � k dans la direction
trouv�ee et ensuite mettre �a jour

pk+1 = pk + � kdk :

3. Poseryk = r J (pk+1 ) � r J (pk ).

4. Actualiser

Hk+1 = Hk +
ykyt

k

yt
kdk

�
Hkdkdt

kHk

dt
kHkdk

:

La convergence peut être test�ee en calculant la norme du gradient,jr J (pk )j. En pratique,
H0 = Id et la premi�ere it�eration sera alors �equivalente �a la m�ethode de descente du
gradient, mais les autres it�erations le ra�neront de plus en plus grâce �a l'approximati on
H de la hessienne.

Calcul du gradient

Nous pr�esentons ici les �etapes d'obtention du gradient de la fonctionnelleJ . Nous
devons d'abord calculer :

r J (p; �p) = lim
" ! 0

1
"

(J (p + "�p ) � J (p))

= lim
" ! 0

1
"

�
1
2

Z T

0

Z

!

�
jM (p + "�p ) � uobsj2 � jM (p) � uobsj2

�

+
1
2

Z T

0

Z

!

�
jr (M (p + "�p ) � uobs)j2 � jr (M (p) � uobs)j2

�
:
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Or, nous avons :
M (p + "�p ) = M (p) + "M p�p + o("2);

o�u M p est l'op�erateur lin�earis�e de M autour de p, i.e. M p�p = �u satisfait :
8
>>>>>><

>>>>>>:

P�u (x; t ) = �
Z t

0
r �

�
�p (x)h(t � s)( r u(x; s) + r u(x; s)t )

�
ds;

�u (x; 0) = 0 ; 8x 2 
 ;

@t �u (x; 0) = 0 ; 8x 2 
 ;

�u (x; t ) = 0 ; 8(x; t ) 2 @
 � (0; T):

Donc,

r J (p; �p) = lim
" ! 0

1
"

�
1
2

Z T

0

Z

!

�
j"M p�p j2 + 2"M p�p � (M (p) � uobs) + o("2)

�

+
1
2

Z T

0

Z

!

�
j" r (M p�p )j2 + 2"r (M p�p ) : r (M (p) � uobs) + o("2)

�

=
Z T

0

Z

!
M p�p � ((u � uobs) � �( u � uobs)) :

Nous introduisons alors l'op�erateur P � , adjoint de (4.1), obtenu par int�egration par parties
�a partir de la d�e�nition :
Z T

0

Z



u � P � u� =

Z T

0

Z



Pu � u�

=
Z T

0

Z




�
@2

t u � r �
�
� (r u + r ut ) + � (r � u)I

��
� u�

+
Z T

0

Z




� Z t

0
r �

�
ph(t � s)( r u(s) + r u(s)t ) + ~� (t � s)( r � u)(s)I

�
ds

�
� u�

=
Z T

0

Z



u �

�
@2

t u� � r �
�
� (r u� + r u� t ) + � (r � u� )I

��

+
Z T

0

Z



u �

� Z T

t
r �

�
ph(s � t)( r u� (s) + r u� (s)t ) + ~� (s � t)( r � u� )(s)I

�
ds

�
:

Donc par identi�cation, nous avons :

P � u� (x; t ) = @2
t u� (x; t ) � r �

�
� (x)( r u� (x; t ) + r u� (x; t )t ) + � (x)( r � u� (x; t )) I

�

+
Z T

t
r �

�
p(x)h(s � t)( r u� (x; s) + r u� (x; s)t ) + ~� (x; s � t)( r � u� )(x; s)I

�
ds;

muni de conditions �nales et de condition de bord nulles. Nous d�e�nissons alors�u � , la
solution de
8
>>>>>><

>>>>>>:

P � �u � (x; t ) =
�

(u � uobs) � �( u � uobs)( x; t ); 8x 2 !;
0; 8x 2 (
 n ! );

�u � (x; T ) = 0 ; 8x 2 
 ;

@t �u � (x; T ) = 0 ; 8x 2 
 ;

�u � (x; t ) = 0 ; 8(x; t ) 2 @
 � (0; T):
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Ceci nous permet d'�ecrire :

r J (p;�p) =
Z T

0

Z



�u (x; t ) � P � �u � (x; t )dx dt =

Z T

0

Z



P�u (x; t ) � �u � (x; t )dx dt

=
Z T

0

Z




�
�

Z t

0
r �

�
�p (x)h(s)( r u(x; t � s) + r u(x; t � s)t )

�
ds

�
� �u � (x; t )dx dt

=
Z



�p (x)

� Z T

0

Z t

0
h(t � s)( r u(x; s) + r u(x; s)t ) : r �u � (x; t )ds dt

�
dx:

Nous mettons donc en �evidence l'op�erateur M �
p adjoint de M p :

(M �
p �u � )(x) =

Z T

0

Z t

0

1
2

h(t � s)( r u(x; s) + r u(x; s)t ) ds : (r �u � (x; t ) + r �u � (x; t )t ) dt;

qui, �a l'inverse de M p, va de l'espace des solutionsU dans l'espace des param�etresP.

4.1.3 M�ethode de r�egularisation

Nous savons d�ej�a que les probl�emes inverses sont g�en�eralement mal pos�es. En parti-
culier, si le probl�eme sou�re d'un manque de stabilit�e, alors sa solution num�erique sera
pratiquement impossible �a calculer. En e�et, les mesures sont toujours bruit�ees et si le
probl�eme est instable, de petites erreurs dans les donn�ees donneront de grandes erreurs
dans la solution. Au Chapitre 3, nous avons vu que le probl�eme que nous consid�erons ici
est stable, si les donn�ees sont mesur�ee en normeH 2(! � (0; T)). En pratique, il est di�cile
de mesurer et de recontruire num�eriquement une normeH 2 en temps et en espace. C'est
ce qui nous pousse �a consid�erer la fonctionnelleJ , �a savoir une norme L 2(0; T; H 1(! )). La
contrepartie est que l'on ne peut alors pas garantir la stabilit�e du probl�eme. Il faut alors
avoir recours �a des m�ethodes de r�egularisation. R�egulariser un probl�eme mal pos�e, c'est le
remplacer par un autre probl�eme, bien pos�e cette fois, de sorte que l'erreur commise soit
compens�ee par le gain de stabilit�e. Voyons cela en d�etails.

Nous posonsp� le coe�cient num�erique et �p le coe�cient exact, et nous supposons que
p� est proche de �p. Nous pouvons �ecrire :

kp� � �pkP = kM � 1
�p (M �pp� � �u)kP � k M � 1

�p kkM �pp� � �ukU :

Si M �p, lin�eaire de P (espace de dimension in�nie) dansU, est compact pour les normes
associ�eesk:kP et k:kU , alors son inverseM � 1

�p n'est pas born�e. Donc, même si nous trouvons
un p� tel que M �pp� soit proche de �u, nous ne pouvons pas garantir quep� sera proche de
�p :

M �pp� � �u 6=) p� � �p:

Plusieurs m�ethodes de r�egularisation existent, Kirsch [48], Engl et al. [24]. La plus connue
est la r�egularisation de Tikhonov [88] qui consiste �a ajouter �a la fonctionnelle J un terme
r�egularisant de la forme :

�
2

kp � pek2;

o�u pe est la valeur estim�ee a priori du coe�cient inconnu p et � est un poids positif. Ce
probl�eme est alors bien pos�e et converge vers le probl�eme initial si� tend vers z�ero. La
di�cult�e consiste alors �a estimer pe et �a choisir le � r�ealisant un bon compromis entre
stabilit�e et pr�ecision. Mais ici, nous optons pour une r�egularisation dite par discr�etisati on
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qui consiste �a chercher le param�etre inconnu dans un sous-espace de dimension �nie. Nous
introduisons ainsi l'op�erateur

RK = � K M � 1
�p ;

o�u � K est la projection deP sur un sous-espace de dimension �niePK . Cet op�erateur RK

est born�e dans U et v�eri�e

RK �! M � 1
�p ; si K ! + 1 :

Nous allons donc chercherp� 2 PK .

Nous choisissons de consid�erer l'espacePK desK premi�eres fonctions propres du La-
placien calcul�ees sur le maillage, c'est-�a-dire que nous posons :

PK =

(

p 2 P; p = �pj@
 +
KX

i =1

pi ' i

)

;

o�u les fonctions ' i v�eri�ent le probl�eme aux valeurs propres suivant :
(

� � ' i (x) = � i ' i (x); 8x 2 
 ;

' i (x) = 0 ; 8x 2 @
 :

Rappelons que les (' i ) i 2 N forment une base hilbertienne deL 2(
), tandis que les
�

' ip
� i

�

i 2 N
forment une base hilbertienne deH 1

0 (
).

Fig. 4.2 { Fonctions de base n�1, n�2 et n�4.

Par ailleurs, le coe�cient �pj@
 est un rel�evement de la trace sur@
 de la valeur exacte
de p (qui est connue puisque nous avons suppos�e le coe�cient �p connu dans un voisinage
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! du bord), c'est -�a-dire qu'il v�eri�e l'�equation :
(

� � � pj@
 (x) = 0 ; 8x 2 
 ;

�pj@
 (x) = �p; 8x 2 @
 :

Fig. 4.3 { Maillage (�a gauche). Coe�cient exact �p (au centre et �a droite).

Fig. 4.4 { Maillage (�a gauche). Rel�evement �pj@
 (au centre et �a droite).

Remarquons qu'un autre choix possible pour l'espacePK est l'espace des �el�ements �nis
P1 sur un maillage donn�e �a K noeuds. Cependant, pour mailler correctement le domaine,
le nombre de degr�es de libert�e K n�ecessaire est g�en�eralement bien sup�erieur �a celui utilis�e
pour la base modale. Le probl�eme inverse a alors beaucoup d'inconnues et est plus di�cile
�a r�esoudre.

Les m�ethodes pr�esent�ees dans cette section ont �et�e mises en �uvre en deux dimensions
grâce au logiciel de calcul par �el�ements �nis FreeFem++ [33]. La visualisation des r�esultats
est fournie par le logiciel Medit [27]. Dans la section suivante, nous essayons de quanti�er
l'erreur, commise en introduisant la r�egularisation, en fonction de l'erreur dans les donn�ees.

4.2 Etude de l'erreur

4.2.1 Estimation a priori

Nous cherchons doncp� 2 PK . Nous pouvons �ecrire :

kp� � �pkP � k p� � � K �pkP + k� K �p � �pkP ;
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o�u k� K �p� �pkP est l'erreur d'interpolation de �p dansPK , qui d�ecrô�t lorsque K augmente,
tandis que :

kp� � � K �pkP � k RK (M �pp� � �u)kP � k RK kkM �pp� � �ukU ;

avec :
kM �pp� � �ukU � k M �pp� � uobskU + kuobs � �ukU :

Dans cette derni�ere in�egalit�e, kuobs � ukU est l'erreur dans les donn�ees exp�erimentales et
est inf�erieure �a � suppos�e connu. Quant au premier terme, il peut être vu comme

kM �pp� � uobskU = J (p� ) = inf
p2 PK

J (p) + eh;� t + ";

o�u eh;� t est l'erreur de discr�etisation de J qui d�ecrô�t en fonction des pas d'espaceh et de
temps � t et " est l'erreur de la minimisation par l'algorithme BFGS suppos�ee connue et
�xe. Il reste donc �nalement �a majorer :

inf
p2 PK

J (p) = inf
p2 PK

kM �pp� uobskU � inf
p2 PK

kM �pp� �ukU + k�u� uobskU � k M �pk inf
p2 PK

kp� �pkP + �;

et le premier terme de cette derni�ere in�egalit�e est �egal �a l'erreur de projection d e P dans
PK . Estimons maintenant cette erreur. Pour cela, on introduit :

H s \ H 1
0 = D(( � �) s);

avec comme norme associ�ee :
kpk2

s;� � =
X

i 2 N

� s
i jpi j2:

En particulier,

kpk0;� � = ( p; p)L 2 (
) et kpk1;� � = ( r p; r p)L 2 (
) :

On a le r�esultat suivant, pour q � s et en supposant que les valeurs propres� i sont
ordonn�ees par ordre croissant :

kp � � K pk2
q;� � =

+ 1X

i = K +1

� q
i jpi j2

� sup
K +1 � i

(� q� s
i )

+ 1X

i = K +1

� s
i jpi j2

kp � � K pk2
q;� � �

1

� s� q
K

kpk2
s;� � :

On utilise alors la formule asymptotique de Weyl [91] qui stipule, pour le Laplacien avec
conditions de Dirichlet, que le nombreN (� ) de valeurs propres inf�erieures �a � est donn�e
par :

N (� ) � C(d)Mes(
) � d=2; si � ! + 1 ;

o�u C(d) est une constante qui d�epend de la dimensiond du probl�eme. Ainsi, pour notre
probl�eme en dimension deux, nous avons :

K �
Aire (
)

4�
� K ; si K ! + 1 :
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4.2.2 Donn�ees num�eriques

Consid�erons maintenant les valeurs num�eriques des coe�cients suivantes :
{ � (x) = � (x) = 3, ~� (x; t ) = h(t) = e� t=� avec � = 1,
{ �p(x) = cos(x + y) + 1 :5 comme sur la Figure 4.3,
{ f (x; t ) = 0, �u1(x) = 0 et �u0 est la solution du probl�eme stationnaire associ�e �a (1), �a

savoir :
(

�r �
�
� (x)( r �u0(x) + r �u0(x)t ) + � (x)( r � �u0)(x)I

�
= 1 ; 8x 2 
 ;

u0(x) = 0 ; 8x 2 @
 :

Dans les exp�eriences r�eelles, il n'est pas possible d'assurer que la donn�ee initiale�u0

satisfait l'hypoth�ese (H5) du Th�eor�eme 3.1. En pratique, la r�ecup�eration est men�ee a vec
�u0 6= 0. On suppose de plus que �p est connu sur la fronti�ere de 
. Cette hypoth�ese, moins
restrictive que l'hypoth�ese (H3) du Th�eor�eme 3.1, est physiquement acceptable car des
mesures exp�erimentales du coe�cient au niveau de la fronti�ere semblent envisageables.

Nous allons maintenant mener une �etude num�erique en changeant un �a un les para-
m�etres pour comprendre leur inuence sur les termes d'erreur. Les coe�cients de r�ef�erence
sont les suivants :K = 10, ! = 
, T = 50 et � = 0.

4.2.3 Changer le nombre de vecteurs dans la base

Tout d'abord, nous faisons varier le nombre de fonctions de base et donc la dimension
de l'espacePK . La Figure 4.5 pr�esente trois r�esultats de r�ecup�eration du coe�cient � p pour
trois valeurs de K .

erreur 13.6 % 4.1 % 3.3 %

Fig. 4.5 { Coe�cient r�ecup�er�e pour K = 4 , K = 10 et K = 16.
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Le Tableau 4.1 compare l'erreur de projection de �p sur l'espacePK �a l'erreur num�erique
de la m�ethode de r�ecup�eration (en norme L 2). Comme attendu, lorsque K augmente,
l'erreur diminue. Nous soulignons cependant que plusK est grand, plus le nombre de
degr�es de libert�e �a r�ecup�erer est important, rendant alors la r�ecup�eration plu s longue. Par
ailleurs, si K est trop grand, le probl�eme pourrait alors être de nouveau mal pos�e.

K 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
� K �p � �p 18.2 13.5 11.6 3.9 2.9 2.9 2.7 2.1 1.7 1.6
p� � �p 18.5 13.6 12.1 4.7 4.1 3.4 3.4 3.3 3.5 3.8

Tab. 4.1 { Erreur relative en norme L 2 en fonction du nombre K de fonctions dans la
base.

4.2.4 Changer la zone d'observation

Nous avons vu, dans les hypoth�eses du Th�eor�eme 3.1, qu'il y avait stabilit�e dans la
r�ecup�eration du coe�cient si la zone d'observation est "su�samment grande". En parti-
culier, cette hypoth�ese est satisfaite si la zone d'observation! contient un voisinage du
bord de 
. En e�et, dans ce cas, toutes les ondes qui propagent l'information arrivent
�a un moment ou �a un autre dans la zone d'observation. Nous nous int�eressons ici �a la
r�ecup�eration du coe�cient � p pour di��erentes zones d'observation. La Figure 4.6 pr�esente
les r�esultats.

! 1 ! 2 ! 3

erreur 4.1 % 5.9 % 6.8 %

Fig. 4.6 { Di��erentes zones d'observation ! (en haut) et les solutionsp� correspondantes
(en bas).
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Nous constatons que, dans les trois cas, la r�ecup�eration est possible, même lorsque l'on
n'observe que sur la moiti�e du domaine, r�egion qui ne satisfait pourtant pas la condition
du Th�eor�eme 3.1 . En fait, la g�eom�etrie consid�er�ee est telle que toutes les ondes atteignent
la zone d'observation, ou de mani�ere directe ou apr�es r�eexion sur le bord du domaine. La
Figure 4.7 montre un exemple de domaine 
 pour lequel une partie de l'information peut
être perdue si l'on choisit mal la zone d'observation! .
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Fig. 4.7 { Choix de la zone d'observation! . �A gauche, certaines ondes sont perdues.�A
droite, toutes les ondes sont captur�ees.

4.2.5 Changer le temps d'observation

Le r�esultat du Th�eor�eme 3.1 stipule que la r�ecup�eration du coe�cient est stable et
unique si le temps d'observation est "su�samment grand". Plus pr�ecis�ement, nous devons
avoir T � T0 = dp

�
o�u d est la taille du domaine et � est une constante su�samment

petite qui d�epend des coe�cients de l'�equation. En fait,
p

� peut être vu comme la vitesse
de l'onde la plus lente. L'observation doit donc se faire pendant un temps su�sant pour
que l'information transport�ee par cette onde ait le temps d'atteindre la zone d'observa-
tion ! . Nous nous int�eressons ici �a la r�ecup�eration du coe�cient � p pour di��erents temps
d'observation. La Figure 4.8 et le Tableau 4.2 pr�esentent les r�esultats.

T 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
p� � �p pour ! 1 10.5 4.0 3.8 3.5 3.4 3.5 3.6 3.8 4.0 4.1
p� � �p pour ! 2 36.6 20.0 13.5 14.5 5.8 6.0 5.1 5.4 5.8 5.9
p� � �p pour ! 3 36.6 22.9 16.4 13.3 9.6 9.0 7.6 7.0 7.0 6.8

Tab. 4.2 { Erreur relative en norme L 2 en fonction du tempsT et de la r�egion ! .

4.2.6 Changer l'erreur dans les donn�ees

Les mesures exp�erimentales ne sont jamais exactes. Une erreur relative de� % cor-
respondant �a l'erreur de mesure exp�erimentale est donc ajout�ee �a la solution calcul�ee,
c'est-�a-dire que le d�eplacement observ�e exp�erimentalement uobs est obtenu par la formule

uobs(x; t ) = (1 + r (x; t ) � )�u(x; t ); 8(x; t ) 2 ! � (0; T);
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o�u r est une variable entre� 1 et 1, choisie de mani�ere al�eatoire selon une loi de distribution
uniforme, et ce �a chaque point de discr�etisation spatio-temporelle du domaine! � (0; T).
La Figure 4.9 pr�esente les r�esultats de la r�ecup�eration pour trois valeurs de � .

erreur 10.5 % 3.4 % 4.1 %

Fig. 4.8 { Coe�cient r�ecup�er�e pour T = 5 , T = 25 et T = 50.

erreur 4.1 % 6.0 % 9.7 %

Fig. 4.9 { Coe�cient r�ecup�er�e pour � = 0 , � = 10% et � = 20%.
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4.3 Application en imagerie m�edicale

4.3.1 Motivation

Dans cette section, nous pr�esentons l'application biom�edicale qui a motiv�ee l'�etude de
ce chapitre. Dans le contexte de la neurochirurgie, le diagnostic pr�eop�eratoire est actuel-
lement pos�e sur des images obtenues par r�esonance magn�etique (voir Figure 4.10). Cette
technique d'imagerie non invasive mesure la quantit�e d'eau pr�esente dans les organes et
fournit ainsi une cartographie de la densit�e protonique des tissus. Si cette technique est
tr�es e�cace dans la d�etection des tumeurs c�er�ebrales, elle peut n�eanmoins être am�elio-
r�ee. En e�et, depuis quelques ann�ees, la recherche en imagerie m�edicale se tourne vers
des m�ethodes dites d'�elastographie, Ammari et al. [1], Sinkus et al. [83]. Ces derni�eres
reposent sur le principe que la grandeur pertinente pour d�etecter et classi�er les tumeurs
ne serait pas leur concentration en eau mais leur duret�e. Cette m�ethode s'attache donc
�a fournir des cartographies des coe�cients �elastiques de l'organe. G�en�eralement, l'hypo-
th�ese est faite que le comportement de l'organe consid�er�e est �elastique lin�eaire. Or, il est
largement admis que les tissus mous, comme le cerveau, ont en r�ealit�e un comportement
visco�elastique et que la composante visqueuse ne peut être n�eglig�ee. La m�ethode propos�ee
dans ce chapitre cherche ainsi �a r�ecup�erer, non plus seulement les coe�cients �elastiques
mais �egalement les coe�cients visco�elastiques. Nous pr�esentons maintenant un exemple
concret de r�ecup�eration.

Fig. 4.10 { Grande vari�et�e de cas pathologiques.

4.3.2 Donn�ees num�eriques

L'objectif de cette section est d'illustrer l'e�cacit�e de la m�ethode num�eriqu e propos�ee
pour d�etecter la pr�esence d'une singularit�e. Nous ne discutons pas ici de la validit�e des
coe�cients biophysiques et des conditions d'exp�erience. Cet exemple peut ainsi êtreconsi-
d�er�e comme un exemple acad�emique. Nous consid�erons donc toujours le syst�eme (1)-(2),
en deux dimensions d'espace et pour les valeurs suivantes des coe�cients :

{ � (x) = � (x) = 1200, ~� (x; t ) = 400 h(t) et h(t) = e� t=� avec � = 1,

{ �p(x) =
�

400; dans le tissu sain,
> 400; dans la tumeur (cf. Figure 4.11),

{ f (x; t ) = 0, �u1(x) = 0 et �u0 est la solution du probl�eme stationnaire associ�e �a (1)
pour une force �egale 20 au second membre.

Notons que la position des tumeurs est inconnue. La r�ecup�eration du coe�cient a lieu en
tout point du maillage. Le temps d'observation est choisi �egal �a T = 50 tandis que la
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zone d'observation! est celle pr�esent�ee sur la Figure 4.12. Une erreur relative uniforme
de � = 2% correspondant �a l'erreur exp�erimentale est ajout�ee �a la solution calcul�ee. Nous
r�esolvons le probl�eme par la m�ethode pr�esent�ee en Section 4.1.

Fig. 4.11 { Coe�cient �a r�ecup�erer �p, vue du dessus (�a gauche), vue 3D (�a droite).

Fig. 4.12 { Maillage de calcul deu (�a gauche). D�eplacement initial �u0 (au centre). Zone
d'observation ! en rouge (�a droite).

4.3.3 Adaptation de maillage et de base

Nous avons choisi de chercher le coe�cient inconnup� dans l'espacePK desK premi�eres
fonctions propres du maillage. Pour le nouveau domaine 
 consid�er�e, ces fonctions sont
illustr�ees sur la Figure 4.13. Le choix du nombreK est un probl�eme d�elicat. En e�et, s'il
est trop grand, la r�esolution sera coûteuse et le probl�eme risque d'être mal pos�e. Mais s'il
est trop petit, on ne sera pas en mesure de repr�esenter correctement �p. Par exemple, on ne
pourra pas d�etecter la pr�esence d'une tumeur de taille caract�eristique inf�erieure �a la plus
petite longueur d'onde consid�er�ee, �a savoir :

2�
p

� K
:

Or, les cas pathologiques rencontr�es sont tr�es divers, comme le montrent les IRM de la
Figure 4.10. Pour choisir K , il faut donc avoir une connaissancea priori de la taille des
�el�ements que l'on souhaite pouvoir distinguer.

A�n de r�esoudre le probl�eme de mani�ere pr�ecise, nous proposons maintenant une m�e-
thode de r�esolution it�erative. Tout d'abord, on calcule une premi�ere solution p�

0 sur le
maillage initial et dans la base des vecteurs propres du Laplacien. Ensuite, on utilise cette
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derni�ere pour ra�ner le maillage et surtout pour adapter la base. L'adaptation de maillage
est r�ealis�e �a partir de la hessienne de p�

0 reconstruite num�eriquement. Le maillage initial
(638 n�uds) et le maillage adapt�e (643 n�uds) sont montr�es sur la Figure 4.15.

Fig. 4.13 { Fonctions de la base initiale no1, no2 et no5.

Fig. 4.14 { Fonctions de la base adapt�ee no1, no2 et no5.

Fig. 4.15 { Maillage initial (�a gauche). Maillage adapt�e apr�es deux it�erations (�a droite).

Pour ce qui est de la nouvelle base, nous consid�erons les vecteurs propres du nouveau
probl�eme suivant :

(
�r � (a(x)r ' i (x)) = � i ' i (x); 8x 2 
 ;

' i (x) = 0 ; 8x 2 @
 ;

o�u
a(x) =

1
r p�

0(x)
:
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Ces fonctions sont illustr�ees sur la Figure 4.14. Nous constatons qu'elles sont localis�ees
dans les zones o�u le coe�cient �p varie. Ainsi, en utilisant l'information fournie par le
premier calcul de p�

0, nous trouvons une nouvelle base, mieux �a même de repr�esenter le
coe�cient recherch�e. Et le processus peut être it�er�e plusieurs fois.

4.3.4 Les r�esultats

Nous appliquons les m�ethodes expos�ees �a la section pr�ec�edente �a la r�ecup�eration du coef-
�cient �p de la Figure 4.16.

Fig. 4.16 { Coe�cient exact �p �a r�ecup�erer.

Sur la Figure 4.17, nous montrons les r�esultats num�eriques obtenus �a di��erentes it�era-
tions du processus.

Fig. 4.17 { Coe�cient r�ecup�er�e p� : (�a gauche) �a l'it�eration 0 avec K 0 = 50, (au centre)
�a l'it�eration 0 avec K 0 = 100, (�a droite) �a l'it�eration 2 avec K 0 = K 1 = K 2 = 50.

Sur la Figure 4.18, nous tra�cons l'erreur relative entrep� et �p en normeL 2 en fonction
du nombre K de fonctions propres dans la base et pour di��erentes it�erations dans le
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processus it�eratif. Nous constatons que l'adaptation propos�ee permet syst�ematiquement
de r�eduire l'erreur num�erique. Le coût de calcul est n�ecessairement plus grand puisque l'on
recommence la r�esolution. N�eanmoins, la r�esolution de chaque it�eration sera bien moins
coûteuse que le calcul initial - même si on maintient la taille du maillage et celle dela base
des vecteurs propres constantes - car elle sont initialis�ees avecp�

0.
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Fig. 4.18 { Erreur relative entre p� et �p en norme L 2 en fonction de K .

4.4 Perpectives

Dans cette partie, nous pr�esentons deux extensions possibles des m�ethodes pr�esent�ees.
Celles-ci font l'objet de travaux en cours.

4.4.1 R�ecup�eration de plusieurs coe�cients simultan�ement

Soulignons que nous n'avons cherch�e pour le moment �a r�ecup�erer que le coe�cient
�p, en supposant que tous les autres coe�cients �etaient connus. En e�et, le but de cet
exemple �etait d'illustrer le r�esultat de stabilit�e th�eorique pour la r�ecup�erat ion de la partie
spatiale d'un seul coe�cient visco�elastique �a partir d'une seule mesure. Pour r�ecup�erer
simultan�ement tous les coe�cients, il y a plusieurs m�ethodes, Pagnacco et al. [74]. Une
m�ethode consiste �a ajouter dans la fonctionnelle �a minimiser plus de param�etres. Malheu-
reusement, ceci pourrait rendre le probl�eme instable dans le cas d'une observation unique.
Nous aurions alors besoin de plusieurs mesures ind�ependantes. Une autre m�ethode consiste
�a utiliser un processus it�eratif en �xant tous les coe�cients sauf un �a chaque �e tape. Dans
les deux cas, il faudrait partir dans un voisinage de la solution et jouer avec les niveaux
de bruit � .

4.4.2 Recup�eration en trois dimensions

Dans cette derni�ere section, nous pr�esentons un exemple en trois dimensions. Il consiste
en la r�ecup�eration du coe�cient � p suppos�e constant par morceaux. Nous devons donc r�ecu-
p�erer les deux valeurs du coe�cient �p, dans le tissu sain d'une part et au sein d'une tumeur
d'autre part. La position de la tumeur est ici, contrairement aux exemples montr�es dans
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les autres sections, connuea priori . A noter toutefois que, cette fois-ci, aucune information
sur la valeur du coe�cient �p sur la fronti�ere n'est fournie. Les autres coe�cients utilis�es
pour le cas test sont les mêmes que ceux utilis�es dans les exemples en deux dimensions.
La Figure 4.19 pr�esente les maillages surfacique et volumique (14780 t�etra�edres) du do-
maine de calcul de dimensions 150� 150� 150mm. Le Tableau 4.3 pr�esente les valeurs
des coe�cients exacts et r�ecup�er�es. La r�ecup�eration est excellente.

Tissus sains Tissus canc�ereux
Coe�cients exacts 400 600

Coe�cients r�ecup�er�es 400,000 600,002

Tab. 4.3 { Coe�cients utilis�es pour l'exemple num�erique en trois dimensions.

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 4.19 { (a) Domaine de calcul. (b) Coupe dans le maillage volumique au niveau de la
tumeur. (c) Maillage surfacique. (d) D�eplacement initial.

Ce chapitre clôt la premi�ere partie de ce manuscrit qui �etait consacr�ee aux probl�emes
inverses associ�es au syst�eme de la visco�elasticit�e lin�eaire. Nous allons maintenant regar-
der un mod�ele plus compliqu�e, celui de la visco�elasticit�e non lin�eaire et nous i nt�eresser
principalement �a sa r�esolution num�erique en trois dimensions.
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Dans toute cette deuxi�eme partie, nous nous int�eressons �a un mod�ele de visco�elasti-
cit�e non lin�eaire. Nous consid�erons donc un mat�eriau qui, dans sa con�guration au repos,
occupe le domaine 
, ouvert born�e et connexe deR3. Supposons que la fronti�ere � de 

est lipschitzienne, ainsi la normale unitaire sortanten est bien d�e�nie en tout point de �.
Supposons �egalement que cette fronti�ere se d�ecompose en � =� 0 [ � 1 avec � 0 \ � 1 = ; .
Le probl�eme que nous consid�erons est le suivant :

Trouver le vecteur d�eplacementu solution de :
8
><

>:

�r � T = f; dans 
 ;

u = u0; sur � 0;

T � n = g; sur � 1;

(EDP)

o�u le vecteur f (resp. g) repr�esente les forces volumiques (resp. surfaciques), exprim�ees
dans la con�guration de r�ef�erence, et T est le premier tenseur des contraintes de Piola-
Kirchho� qui d�epend de u. La relation entre T et u est appel�ee loi de comportement du
mat�eriau et s'exprime au travers du gradient de d�eformation F = Id + r u par :

T =
dW
dF

� pF � t ; (1)

o�u W est l'�energie interne du syst�eme. Dans le mod�ele visco�elastique que nous consid�erons,
l'�energie interne W du syst�eme peut s'exprimer en fonction du tenseur de Cauchy-Green
C d�e�ni par :

C = F t F = Id + r u + r ut + r ut � r u;

et en fonctions de tenseursGi , pour i 2 J1; mKo�u m 2 N� , qui sont des variables internes
utilis�ees pour mesurer la d�eformation d'amortisseurs visqueux inclus dans le mat�eriau.
L'�evolution de ces variables internes est alors d�ecrite par l'ensemble d'�equations suivant :

8
<

:
� i _G� 1

i =
@W
@Gi

+ qi G� 1
i ; dans 
 ;

Gi (0) = Id; dans 
 ;
8i 2 J1; mK; (EDO)

avec � i , pour i 2 J1; mK, les coe�cients de viscosit�e. Les pressionsp et qi , pour i 2 J1; mK,
qui apparaissant dans les �equations (1) et (EDO) sont les multiplicateurs de Lagrange
associ�es aux contraintes d'incompressibilit�e :

det(F ) = det( Gi ) = 1 ; 8i 2 J1; mK: (2)

Le probl�eme mis sous forme variationnelle est alors le suivant :
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Chercher (u � u0) 2 V , p 2 P , Gi 2 H et qi 2 Q , 8i 2 J1; mK, tels que :

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

Z



F

�
2

@W
@C

(C; G1; � � � ; Gm ) � pC� 1
�

: r v dx =
Z



f � v dx +

Z

� 1

g � v d; 8v 2 V ;
Z



p̂(det(F ) � 1) dx = 0 ; 8p̂ 2 P ;

Z




�
�

@W
@Gi

(C; G1; � � � ; Gm ) + � i _G� 1
i � qi G� 1

i

�
: H dx = 0 ; 8H 2 H ;

Z



q̂(det(Gi ) � 1) dx = 0 ; 8i 2 J1; mK; 8q̂ 2 Q ;

o�u V; P; H et Q sont des espaces fonctionnels convenables.
Ainsi, le probl�eme associe une �equation aux d�eriv�ees partielles (EDP) non lin�eair e, des

conditions d'incompressibilit�e (2) et m �equations aux d�eriv�ees ordinaires (EDO) d�ecrivant
l'�evolution des variables internes. Bien que le mod�ele consid�er�e soit stationnaire (puisque
nous avons n�eglig�e le terme d'acc�el�eration), il d�epend n�eanmoins du temps au tr avers
des variables internes. On parle alors d'�equilibre quasi-statique : l'�evolution des variables
internes est telle que le syst�eme est en permanence proche de l'�equilibre.

Chapitre 5

Dans ce chapitre, nous expliquons les principales �etapes de discr�etisation du mod�ele
que nous venons d'introduire ci-dessus et nous pr�esentons les techniques de r�esolution qui
ont �et�e e�ectivement impl�ement�ees. La discr�etisation en espace met en �uvre des �el�ement s
�nis de Lagrange P0=P2, tandis que la discr�etisation en temps est r�ealis�ee par un sch�ema
d'Euler implicite. Le syst�eme non lin�eaire est naturellement lin�earis�e par une m� ethode de
Newton et le syst�eme lin�eaire r�esultant est r�esolu par une technique de Lagrangien aug-
ment�e, utilisant un gradient conjugu�e pr�econditionn�e. Nous pr�esentons �egalement le calcul
d'une solution analytique pour le mod�ele consid�er�e dans le cas simple d'une compression
unidimensionnelle. Les r�esultats num�eriques sont ainsi confront�es �a cette solution analy-
tique pour validation. Nous pr�esentons un exemple d'application sur une pi�ece m�ecanique
�a g�eom�etrie complexe.

Chapitre 6

Ce chapitre revient sur l'application biom�edicale �evoqu�ee au Chapitre 4. Il s'agit de
la simulation num�erique des d�eformations des structures c�er�ebrales. Nous pr�esentons les
�etapes d'obtention du maillage de calcul �a partir de la segmentation d'image obtenues
par r�esonance magn�etique. Nous confrontons les r�esultats num�eriques �a des exp�eriences
de compression simple sur des cerveaux de porcs. En particulier, nous identi�ons ainsi la
valeur des coe�cients de notre mod�ele. Plusieurs exemples de simulations num�eriques sont
pr�esent�es, pour conclure et souligner l'e�cacit�e de notre approche.

Chapitre 7

Le dernier chapitre de cette deuxi�eme partie s'int�eresse au couplage du mod�ele introduit
pr�ec�edemment avec un mod�ele de viscoplasticit�e. Nous commen�cons par �eclairer les notions
en pr�esentant deux mod�eles lin�eaires unidimensionnels : le mod�ele de Maxwell etcelui de
Perzyna. Puis, nous nous attachons �a d�eriver le mod�ele visco�elastique/viscoplastique en
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satisfaisant les grands principes de la m�ecanique : principe des travaux virtuels, principe
de la dissipation d'�energie de Clausius-Duheim et principe de la dissipation plastique
maximale.
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Chapitre 5

R�esolution num�erique d'un mod�ele de
visco�elasticit�e non lin�eaire

Nous revenons sur le mod�ele de visco�elasticit�e non lin�eaire pr�esent�e en intr oduction de
cette deuxi�eme partie et dont nous rappelons la formulation variationnelle ici :

Chercher (u � u0) 2 V , p 2 P , Gi 2 H et qi 2 Q , pour i 2 J1; mK, tels que :
8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z



F

�
2

@W
@C

(C; G1; � � � ; Gm ) � pC� 1
�

: r v dx

=
Z



f � v dx +

Z

� 1

g � v d; 8v 2 V ;
Z



p̂(det(F ) � 1) dx = 0 ; 8p̂ 2 P ;

Z




�
�

@W
@Gi

(C; G1; � � � ; Gm ) + � i _G� 1
i � qi G� 1

i

�
: H dx = 0 ; 8H 2 H ;

Z



q̂(det(Gi ) � 1) dx = 0 ; 8i 2 J1; mK; 8q̂ 2 Q ;

(5.1)

o�u F = Id + r u et C = F F t .

Nous faisons le choix d'une �energie �elastique qui d�epend des variables visco�elastiques
sous la forme :

W (C; G1; � � � ; Gm ) = W0(C) +
mX

i =1

Wi (C : Gi ):

Dans ce chapitre, nous d�ecrivons la discr�etisation du mod�ele (5.1) et l'impl�ementation en
trois dimensions telle qu'elle a �et�e men�ee. Pour cela, nous nous appuyons sur l'analyse
math�ematique approfondie d�evelopp�ee par Le Tallec et al. [55, 56] du mod�ele �a une seule
variable interne introduit par Simo [82] et Lubliner [63]. L'objectif est d'obtenir les r�esu ltats
num�eriques les plus pr�ecis possibles. Dans ce but, nous r�esolvons le probl�eme sur des
triangulations sp�ecialement adapt�ees �a la complexit�e de la g�eom�etrie du domaine de cal cul
consid�er�e. Les r�esultats num�eriques seront analys�es pour valider notre mod�ele sur des cas
tests, dans le cas d'une g�eom�etrie simple pour laquelle une solution pseudo-analytique peut
être calcul�ee.

Nous tenons �a souligner que le mod�ele (5.1) est l�eg�erement di��erent du mod�ele �etu di�e
dans Le Tallec et al. [56], puisqu'il contient des variables internes suppl�ementaires. En
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d'autres termes, si le mod�ele pr�esent�e dans [56] est une version non lin�eaire du mod�ele de
Maxwell, par analogie, le mod�ele que l'on consid�ere ici peut être vu comme une version
non lin�eaire du mod�ele de Maxwell g�en�eralis�e (voir �gure 5.1). En ce sens, il est proc he
du mod�ele de Holzapfel [35], initialement introduit pour mod�eliser les ligaments. Cette
formulation, bien que plus complexe, est cependant requise pour l'application envisag�ee et
qui sera explicit�ee au Chapitre 6. Son atout principal est sa capacit�e �a rendre compte de
comportements complexes, comprenant de nombreux temps de dissipation par exemple et
qui ne pourraient pas être mod�elis�es par le mod�ele classique. Les r�esultats de ce chapitre
seront publi�es dans [18].

"

"em " vm

"e1 " v1

� �

Fig. 5.1 { Mod�ele de Maxwell g�en�eralis�e.

5.1 Discr�etisation des �equations

5.1.1 Discr�etisation en espace

Nous consid�erons une triangulation conforme et r�eguli�ere Th du domaine 
. Pour cela,
nous supposons que 
 est un domaine polygonal deR3 qui peut être d�ecompos�e en un
nombre �ni Nh de t�etra�edres K tels que :

1. 
 =
S

K 2T h

K ,

2. le diam�etre de chaqueK est born�e par h,

3. chaqueK contient une boule de rayon�h , � donn�e une fois pour toutes et ind�epen-
damment de h,

4. l'intersection de deux �el�ements distincts K est soit r�eduite �a ; , soit �egale �a un sommet,
�a une arête ou �a une face.

L'approximation par �el�ements �nis du probl�eme initial est simplement obtenue en
rempla�cant les espaces fonctionnelsV, P, H et Q par des sous-espaces de dimensions �nies
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Vh , Ph , H h et Qh . Ces espaces ne peuvent pas être choisis de mani�ere quelconque. En
particulier, Ph ne peut pas être trop grand par rapport �a Vh comme le stipule le Th�eor�eme
de Babu�ska-Brezzi [2] valable pour le syst�eme lin�earis�e. Nous choisissons :

Vh =
�

vh : 
 �! R3; vh jK 2 P2; 8K 2 Th ; vh = 0 sur � 0
	

;

Ph = Qh =
�

ph : 
 �! R; ph jK 2 P0; 8K 2 Th
	

;

H h =
�

Hh : 
 �! R5; Hh jK 2 P0; 8K 2 Th
	

:

Le probl�eme devient alors :

Chercher (uh � u0) 2 Vh , ph 2 P h , Gih 2 H h et qih 2 Q h , 8i 2 J1; mK, tels que :
8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z



Fh

�
2

@W
@C

(Ch ; G1h ; � � � ; Gmh ) � phC � 1
h

�
: r vh dx

=
Z



f � vh dx +

Z

� 1

g � vh d; 8vh 2 Vh ;
Z



p̂h(det(Fh) � 1) dx = 0 ; 8p̂h 2 P h ;

Z




�
�

@Wi

@y
(Ch : Gih )Ch + � i _G� 1

ih � qih G� 1
ih

�
: Hh dx = 0 ; 8Hh 2 H h ;

Z



q̂h(det(Gih ) � 1) dx = 0 ; 8i 2 J1; mK; 8q̂h 2 Q h :

Comme H h et Qh sont des espaces de fonctions constantes par morceaux, les derni�eres
�equations se simpli�ent en :

8
<

:

� i _G� 1
ih =

@Wi

@y
(Ch : Gih )Ch + qih G� 1

ih ; dans chaqueK 2 Th ;

det Gih = 1 ; dans chaqueK 2 Th :

5.1.2 Discr�etisation en temps

Le probl�eme obtenu est un probl�eme d'�evolution en temps. Nous le discr�etisons par un
sch�ema d'Euler implicite. Ce sch�ema est inconditionnellement stable, ce qui est essentiel
compte-tenu des �echelles en temps de di��erents ordres de grandeur intervenant en visco-
plasticit�e. Soit � t le pas de discr�etisation en temps. Le sch�ema d'Euler implicite conduit
�a la suite de probl�emes suivante :

Chercher (un+1
h � u0) 2 Vh , pn+1

h 2 P h , Gn+1
ih 2 H h et qn+1

ih 2 Q h , 8i 2 J1; mK, tels que :
8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

Z



F n+1

h

�
2

@W
@C

(Cn+1
h ; Gn+1

1h ; � � � ; Gn+1
mh ) � pn+1

h (Cn+1
h ) � 1

�
: r vh dx

=
Z



f � vh dx +

Z

� 1

g � vh d; 8vh 2 Vh ;
Z



p̂h(det(F n+1

h ) � 1) dx = 0 ; 8p̂h 2 P h ;

� i
(Gn+1

ih ) � 1 � (Gn
ih ) � 1

� t
�

@Wi

@y
(Cn+1

h : Gn+1
ih )Cn+1

h � qn+1
ih (Gn+1

ih ) � 1 = 0 ; dans K;

det(Gn+1
ih ) = 1 ; 8i 2 J1; mK; dans K:
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5.2 M�ethodes de r�esolution

Nous pr�esentons dans cette section les m�ethodes num�eriques de r�esolution du pro-
bl�eme discr�etis�e. Les variables visco�elastiques peuvent facilement être �elimin�ees, r�eduisant
le probl�eme d'�evolution �a la r�esolution d'une suite de probl�emes d'�elasticit� e standards.

5.2.1 Calcul de la variable visco�elastique

A chaque pas de temps, on peut calculer chacune des variablesGn+1
ih , 8i 2 J1; mK,

ind�ependamment en r�esolvant son �equation d'�evolution. Pour cela, on commence par re-
marquer que, pour chaque pas de tempsn 2 N, le probl�eme peut se mettre sous la forme
d'un probl�eme de minimisation :

Gn+1
ih = arg min

H 2U

�
Wi (Cn+1

h : H ) +
� i

� t
(Gn

ih ) � 1 : H
�

; 8i 2 J1; mK;

o�u U =
�

H 2 (M3)sym ; det H = 1
	

. On consid�ere alors Gi comme une fonction deR5 �!
U de la forme :

Gi (Z ) = Z1(e1 
 e1) + Z4(e2 
 e2) + Z2(e1 
 e2 + e2 
 e1)

+ Z3(e1 
 e3 + e3 
 e1) + Z5(e2 
 e3 + e3 
 e2)

+
1 + Z1Z 2

5 + Z4Z 2
3 � 2Z2Z3Z5

Z1Z4 � Z 2
2

(e3 
 e3);

o�u 
 d�esigne le produit tensoriel et on d�e�nit Yi 2 R5 telle que Gi (Yi ) = Gn+1
ih , pour

i 2 J1; mK. Ainsi, le probl�eme de minimisation devient :

Yi = arg min
Z 2 R5

�
Wi (Cn+1

h : Gi (Z )) +
� i

� t
(Gn

ih ) � 1 : Gi (Z )
�

;

ou de mani�ere �equivalente :

F i (Yi ; Cn+1
h ) = 0 ; 8i 2 J1; mK; (5.2)

o�u la fonction F i est d�e�nie, pour tout ( Z; C ) 2 R5 � U par :

F i (Z; C ) =
�

@Wi

@y
(C : Gi (Z ))C +

� i

� t
(Gn

ih ) � 1
�

:
@Gi
@Z

(Z ):

Ensuite, nous remarquons que l'�equation non lin�eaire (5.2) d�e�nit une fonction implicite
Yi = Yi (Cn+1

h ) qui peut être facilement calcul�ee par une m�ethode de Newton classique
sur R5. La m�ethode de Newton remplace l'�equation non lin�eaire F i (Yi ; C) = 0 par son
d�eveloppement au premier ordre autour du point Y k :

F i (Y k
i ; C) +

@F i

@Z
(Y k

i ; C)(Y k+1
i � Y k

i ) = 0 ; 8k 2 N:

Le syst�eme lin�eaire qui en r�esulte peut être r�esolu, conduisant �a la solution ap proch�ee Y k+1
i

qui peut alors être utilis�ee comme valeur de d�epart pour un autre pas dans le processus
it�eratif. A chaque it�eration, l'op�erateur lin�eaire que l'on doit inverser est donn �e par :

K i =
@F i

@Z
(Z; C) =

@2Wi

@y2
(C : Gi (Z ))( C :

@Gi
@Z

(Z )) 
 (C :
@Gi
@Z

(Z ))

+
�

@Wi

@y
(C : Gi (Z ))C +

� i

� t
(Gn

ih ) � 1
�

:
@2Gi

@Z2
(Z ):
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5.2.2 R�esolution du probl�eme �elastique

Mise sous forme d'un syst�eme non lin�eaire

En utilisant alors le fait que Gn+1
ih = Gi (Yi (Cn+1

h )) = Gi (Cn+1
h ), 8i 2 J1; mK, on peut

�eliminer la variable visco�elastique dans le probl�eme original (5.1) qui se ram�ene donc �a :

Chercher un+1
h 2 Vh + u0 et pn+1

h 2 P h tels que :

8
>>>>>><

>>>>>>:

Z



2F n+1

h
@W
@C

(Cn+1
h ; G1(Cn+1

h ); � � � ; Gm (Cn+1
h )) : r vh dx

�
Z



pn+1

h
@det
@F

(F n+1
h ) : r vh dx =

Z



f � vh dx +

Z

� 1

g � vh d; 8vh 2 Vh ;
Z



p̂h(det(F n+1

h ) � 1) dx = 0 ; 8p̂h 2 P h ;

o�u on rappelle queCn+1
h = ( F n+1

h )t F n+1
h et F n+1

h = Id + r un+1
h .

On rencontre alors le probl�eme de la r�esolution num�erique de probl�emes variationnels
non lin�eaires d'un nombre �ni d'inconnues. Ces probl�emes se mettent sous la forme d'un
syst�eme de N + M �equations non lin�eaires �a N + M inconnues. Ces syst�emes sont de
grandes tailles mais creux et faciles �a lin�eariser. Ils peuvent facilement être r�esolus par des
m�ethodes de type Newton. Choisissons une base (� j ) j =1 ���N de Vh et une base ( j ) j =1 ���M

de Ph . Le choix le plus naturel est �evidemment de prendre pour ces fonctions de base
les fonctions chapeaux associ�ees aux degr�es de libert�e deVh et Ph . Si on d�eveloppe le
probl�eme dans cette base, notre probl�eme d'�el�ements �nis prend, �a chaque pas de temps
n, la forme d'un syst�eme alg�ebrique :

Trouver (Un+1
h ; Pn+1

h ) 2 RN � RM tels que :

L (Un+1
h ; Pn+1

h ) = 0 ; dans RN � RM ;

avec les notations, pour tout(U; P) 2 RN � RM :

L j (U; P) =
Z



2F

@W
@C

(C; G1(C); � � � ; Gm (C)) : r � j dx

�
Z



pF � t : r � j dx �

Z



f � � j dx �

Z

� 1

g � � j d; 8j 2 J1; N K;

L j + N (U; P) = �
Z



 j (det(F ) � 1)dx; 8j 2 J1; M K;

et

un+1
h (x) = u0(x) +

NX

j =1

Uj � i (x); Un+1
h = ( Uj ) j =1 ���N ;

pn+1
h (x) =

MX

j =1

Pj  j (x) et Pn+1
h = ( Pj ) j =1 ���M :
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Lin�earisation du syst�eme par une m�ethode de Newton

La m�ethode de Newton remplace l'�equation non lin�eaire L (U; P) = 0 par son d�evelop-
pement au premier ordre autour du point (Uk ; Pk ) :

L (Uk ; Pk ) +
DL

D(U; P)
(Uk ; Pk )(( Uk+1 ; Pk+1 ) � (Uk ; Pk )) = 0 ; 8k 2 N:

Il faut donc calculer le gradient
DL

D(U; P)
qui est d�e�ni, pour tout ( U; P; V; Q) 2 RN �

RM � RN � RM par :

@L j

@U
(U; P)V =

Z




�
4

d
dC

�
@W
@C

(C; G1(C); � � � ; Gm (C))
�

: F t r v
�

: F t r � j dx

+
Z



2

@W
@C

(C; G1(C); � � � ; Gm (C)) : r vt r � j dx

�
Z



p

�
@(F � t )

@F
: r v

�
: r � j dx; 8j 2 J1; N K;

@L j + N

@U
(U; P)V = �

Z



 j F � t : r v dx; 8j 2 J1; M K;

@L j

@P
(U; P)Q = �

Z



qF � t : r � j dx; 8j 2 J1; N K;

@L j + N

@P
(U; P)Q =0 ; 8j 2 J1; M K:

o�u

V = ( Vj ) j =1 ���N ; v(x) =
NX

j =1

Vj � j (x);

Q = ( Qj ) j =1 ���M et q(x) =
MX

j =1

Qj  j (x):

On doit donc calculer la di��erentielle
d

dC

�
@W
@C

(C; G1(C); � � � ; Gm (C))
�

, ce qui implique

de connâ�tre les d�eriv�ees
@Gi

@C
, 8i 2 J1; mK. Celles-ci sont obtenues grâce au th�eor�eme des

fonctions implicites qui stipule que :

F i (Yi ; Cn+1
h ) = 0 () Yi = Yi (Cn+1

h ) et

@Yi

@C
(Cn+1

h ) = �
�

@F i

@Z
(Yi (Cn+1

h ); Cn+1
h )

� � 1

�
�

@F i

@C
(Yi (Cn+1

h ); Cn+1
h )

� t

:

Tous calculs faits, on trouve :

d
dC

�
@W
@C

(C; G1(C); � � � ; Gm (C))
�

=
@2W0

@C2
(C; Gn+1

0h )

+
mX

i =1

�
@2Wi

@y2
(C : Gi (C))( Gi (C) 
 G i (C)) � B i � K � 1

i � B t
i

�
;
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avec, pour i 2 J1; mK:

B i =
@F i

@C
(Yi (C); C)

=
@2Wi

@y2
(C : Gi (C))Gi (C) 
 (C :

@Gi
@Z

(Yi (C))) +
@Wi

@y
(C : Gi (C))

@Gi
@Z

(Yi (C)) :

La m�ethode de Newton a de bonnes propri�et�es de convergence. Malheureusement, elle
ne converge pas si elle est mal initialis�ee, c'est-�a-dire si la solution initiale est trop loin
de la solution �nale. Pour rem�edier �a cette derni�ere di�cult�e, la strat�egie d'initi alisation
classiquement utilis�ee est celle du chargement incr�emental, Oden [71].

M�ethode du chargement incr�emental

Dans cette m�ethode, le chargement agissant sur le corps est consid�er�e comme appliqu�e
par petits incr�ements. La position d'�equilibre est alors calcul�ee �a la �n de chaq ue incr�ement
de chargement en utilisant la position �a l'incr�ement pr�ec�edent comme solution in itiale.
Cette strat�egie calcule donc le chemin de solutions entre la con�guration initiale et la
position d'�equilibre �nal.

R�esolution du syst�eme lin�eaire par un Lagrangien augment�e

La matrice tangente du syst�eme lin�eaire que nous devons r�esoudre �a chaque it�eration
de la m�ethode de Newton est de la forme suivante :

M k =
DL

D(U; P)
(Uk ; Pk ) =

�
A B
B t 0

�
:

Un tel syst�eme peut être r�esolu par une m�ethode de Lagrangien augment�e, Fortin et
Glowinski [25]. C'est un processus it�eratif qui, �a chaque it�eration, remplace le syst�eme
lin�eaire initial : �

A B
B t 0

� �
� U
� P

�
=

�
RU

RP

�
;

par un autre syst�eme lin�eaire plus simple �a r�esoudre. Pour cela, on choisit un r�eel r grand
et on r�esout le syst�eme suivant :

�
A + rB t B

�
� U = RU � B t (� P � rR P ): (5.3)

Puis, tant que (B � U � RP ) n'est pas assez petit, on incr�emente :

� P := � P + r (B � U � RP ):

Finalement, le syst�eme lin�eaire (5.3) est quant �a lui r�esolu �a chaque it�eration d u Lagrangien
augment�e par un Gradient Conjugu�e pr�econditionn�e.

5.2.3 L'algorithme

On initialise U �a z�ero et P �a la pression hydrostatique au repos. On pose� = 0 et
on se donne un incr�ement de chargement �� . Ensuite, on augmente la valeur de� de � �
jusqu'�a atteindre la valeur � = 1. Pour chaque valeur de � , on calcule la solution (U; P)
par un algorithme de Newton, �a savoir :
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1. Initialisation
On part avec (U0; P0) �egale �a la solution obtenue �a l'incr�ement de chargement pr�e-
c�edent et on calcule le r�esidu :

R0 = L(U0; P0):

2. Boucle it�erative
Ensuite, pour chaque k � 0, connaissant Uk ; Pk et Rk , on calcule Uk+1 ; Pk+1 et
Rk+1 :

(a) en calculant la matrice tangente

M k =
DL

D(U; P)
(Uk ; Pk );

(b) en r�esolvant le syst�eme lin�eaire

M k (� U; � P) = � Rk ;

par une boucle it�erative de Lagrangien augment�e,

(c) en actualisant les variables :

(Uk+1 ; Pk+1 ) = ( Uk ; Pk ) + (� U; � P);

(d) en r�esolvant les probl�emes de minimisation sur les variables visqueuses par des
boucles de Newton a�n de connâ�treGi (Ck+1 ), pour i 2 J1; mK,

(e) en calculant le nouveau r�esidu :

Rk+1 = L(Uk+1 ; Pk+1 ):

5.2.4 Quelques remarques sur l'impl�ementation

Les m�ethodes propos�ees dans la section pr�ec�edente ont �et�e impl�ement�ees en trois di-
mensions dans un code de calcul en langageC (environ 10000 lignes). Nous n'avons eu
recours �a aucune librairie d'�el�ements �nis ou de m�ethodes num�eriques ext�er ieure. Cette
d�emarche intentionnelle, tout comme le refus d'utiliser un logiciel industriel, est motiv�ee
par la volont�e de garder la plus grande exibilit�e possible, au niveau du mod�ele comme
des m�ethodes de r�esolution. Nous souhaitions rester mâ�tres de toutes les composantes de
notre code de calcul. Le travail de programmation n'en a donc �et�e que plus cons�equent.
Nous tenons �a attirer ici l'attention du lecteur sur deux points en particulier.

Recherche des arrêtes et fonctions de forme P2

La condition de stabilit�e du sch�ema num�erique utilis�e impose de travailler a vec des
�el�ements �nis P2 pour le d�eplacement. Ces �el�ements utilisent comme degr�es de libert�e les
sommets du maillage ainsi que les milieux des arrêtes. La Figure 5.2 rappelle les fonctions
de forme enP2 sur l'�el�ement de r�ef�erence. Il a donc �et�e n�ecessaire de r�ecup�erer les m ilieux
des arrêtes et de les num�eroter. Cette recherche se fait grâce �a une liste châ�n�ee (voir Figure
5.3). Plus pr�ecis�ement, on balaie les �el�ements du maillage et pour chacun, on consid�ere
ses sommets deux �a deux. On r�ecup�ere les num�eros globaux de ces sommets et on note
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Nmin le plus petit des deux etNmax le plus grand. On va ensuite dans le tableau �a la
ligne Nmin . Si la ligne est vide, on a trouv�e une arête encore non r�epertori�ee. On note
alors le num�ero Nmax dans la colonneNmax et on note dans la colonneNnew le num�ero
du nouveau point cr�e�e (dernier num�ero libre d'un compteur �a incr�ementer). Si la ligne est
d�ej�a remplie, on v�eri�e que le Nmax de cette ligne n'est pas identique (auquel cas l'arête
a d�ej�a �et�e r�epertori�ee). Sinon, on regarde la case Next qui pointe vers une autre ligne du
tableau et on recommence le même travail pour cette nouvelle ligne.
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' 1 = (1 � x � y � z)(1 � 2x � 2y � 2z)
' 2 = x(2x � 1)
' 3 = y(2y � 1)
' 4 = z(2z � 1)
' 5 = 4x(1 � x � y � z)
' 6 = 4y(1 � x � y � z)
' 7 = 4z(1 � x � y � z)
' 8 = 4xy
' 9 = 4xz
' 10 = 4yz

Fig. 5.2 { Fonctions de forme P2 sur le t�etra�edre de r�ef�erence.
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Fig. 5.3 { Recherche et num�erotation des points milieux d'arêtes.
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Matrice creuse et dimensionnement a priori de l'espace m�emoire

La matrice tangente M k du syst�eme lin�eaire �a r�esoudre est extrêmement grande,
compte-tenu des maillages de calcul envisag�es. Il est donc impensable de la stocker sous
sa forme pleine. Heureusement cette matrice est creuse et on peut donc utiliser le format
de stockage sparse r�esum�e sur la Figure 5.4 et dont nous d�etaillons les objets ici. Soit n
le nombre de lignes de la matrice �a repr�esenter etm le nombre d'�el�ements non nuls dans
cette matrice. On construit le vecteur Ligne de taille n + 1 et les vecteurs Colonne et
V aleurs de taille m + 1. Pour i de 1 �a n + 1, Ligne [i ] contient le num�ero de la case du
vecteur V aleurs �a partir de laquelle sont stock�ees les �el�ements non nuls de la ligne i de
la matrice. Ligne [n + 1] pointe vers la derni�ere case du vecteurV aleurs. Ainsi, pour j de
Ligne [i ] �a Ligne [i + 1] � 1, V aleurs[j ] correspond �a une valeur non nulle sur la lignei et
Colonne[j ] indique le num�ero de la colonne correspondante.

Ligne

2
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7

Matrice
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2:5

7:5

0:3 12:1
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6:42:0

8:9
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1:2

65431 2 15
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4

1 2
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5
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1

4

5
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5

3

4

1

2:5

0:3

12:1

1:2

7:5

10:0

2:0

5:8

6:4

7:3

14:1

8:9

7:4

Colonne V aleurs

Fig. 5.4 { Format de stockage d'une matrice creuse.

Avant tout calcul, il est n�ecessaire de dimensionner a priori ces vecteurs. Ceci est
fait de la mani�ere suivante. On balaie dans une boucle les �el�ements du maillage. Dans
chaque �el�ements, chacun des 30 degr�es de libert�e (4 sommets et 6 milieux d'arête dans
chaque direction en 3D) interagit avec les 29 autres degr�es de libert�e. Donc les cases
correspondantes dans la matrice �a assembler seront non vides. Puisque cette matrice est
sym�etrique (l'interaction du degr�e de libert�e i avec j est �egale �a celle de j avec i ), on ne
stocke que la partie triangulaire sup�erieure, c'est �a dire que l'on r�eserve une case dansla
ligne i (num�ero global du degr�e de libert�e) pour la colonne j que si i est plus petit que j .
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5.3 Validation et exemple

5.3.1 Validation

Le but de cette section est d'�evaluer les m�ethodes num�eriques employ�ees en mesurant
l'�ecart entre la solution approch�ee obtenue par la simulation num�erique et une solution
pseudo-analytique (la solution exacte en espace mais approch�ee en temps par un sch�ema
de di��erences �nies). Pour ce faire, nous consid�erons le cas le plus simple pour lequel une
telle solution analytique peut être calcul�ee : la compression d'un cube, avec condition de
glissement aux extr�emit�es. En e�et, dans ce cas, la g�eom�etrie ne joue aucun rôle.

Nous d�ecrivons maintenant le calcul de cette solution sur le cube de r�ef�erence. SoitH
la hauteur initiale de l'�echantillon et h sa hauteur suite �a son allongement vertical selon
l'axe Z . Nous introduisons le rapport :

� =
h
H

:

h

L

l

H

Fig. 5.5 { Exp�erience de compression simple d'un cube : notations.

Ainsi, on peut d�e�nir la transformation entre la con�guration de r�ef�erence (associ�e es
aux variables d'espaceX; Y; Z ) et la con�guration d�eform�ee (associ�ee aux variables x; y; z)
par :

x = X; y = Y; z = �Z;

o�u  est le coe�cient de dilatation horizontal qui est inconnu pour le moment mais est
identique en X et en Y grâce �a la sym�etrie du probl�eme. Nous pouvons alors calculer le
vecteur d�eplacement u, le gradient de d�eformation F et le tenseur C respectivement, de
la mani�ere suivante :

u =

0

@
( � 1)X
( � 1)Y
(� � 1)Z

1

A =) F =

0

@
 0 0
0  0
0 0 �

1

A =) C =

0

@
 2 0 0
0  2 0
0 0 � 2

1

A ;

et, grâce �a la condition d'incompressibilit�e det( C) = 1, on peut d�eduire que :

 =
1

p
�

;
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Fig. 5.6 { Con�guration au repos, con�guration d�eform�ee.

ce qui conduit �a :

C =

0

@
1=� 0 0

0 1=� 0
0 0 � 2

1

A :

La fonction d'�energie choisie est celle d'un mat�eriau de Moonley-Rivlin, �a savoir :

W0(C) = C01(I 1(C) � 3) + C02(I 2(C) � 3);

Wi (y) = Ci (y � 3); 8i 2 J1; mK:
(5.4)

o�u I 1(C) = tr( C) et I 2(C) =
1
2

�
(tr( C))2 � tr( C2)

�
sont les premier et second invariants

de C et C01, C02 et Ci , pour i 2 J1; mK, sont des coe�cients scalaires. Nous avons besoin
de calculer les variables visco�elastiquesGi , pour i 2 J1; mK, a�n d'�evaluer le tenseur des
contraintes T. Chaque variableGi , pour i 2 J1; mKsatisfait une EDO de la forme suivante :

� i
_G� 1
i � qi G� 1

i =
@Wi

@y
(C : Gi )C = Ci C; 8i 2 J1; mK;

avec Gi (0) = Id . Cette �equation peut être ici discr�etis�ee en utilisant un sch�ema de di��e-
rences �nis implicite classique :

� i
(G� 1

i )n+1 � (G� 1
i )n

� t
� qn+1

i (G� 1
i )n+1 = Ci Cn+1 ;

ce qui conduit �a :

(G� 1
i )n+1 =

� i

� t
(G� 1

i )n + Ci Cn+1

�
� t

+ qn+1
i

; 8i 2 J1; mK: (5.5)

Ici, la variable inconnue qn+1
i peut être d�etermin�ee en utilisant la condition d'incompres-

sibilit�e det(( G� 1
i )n+1 ) = 1 a�n d'obtenir :

qn+1
i =

�
� i

� t
(G� 1

i )n +
Ci

�

� 2=3 � �
� t

(G� 1
i )n + Ci � 2

� 1=3
�

� i

� t
;
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qui ne d�epend que du pas de tempsn (puisqu'ici � est constant) et qui peut donc être
inject�ee dans (5.5). Nous pouvons donc maintenant calculer le tenseur des contraintesT
en utilisant (1) :

T = 2F
@W
@C

(C; G1; G2) � pF � t

= 2F

 

C01 + C02(tr( C)I � C) +
mX

i =1

Ci Gi

!

� pF � t :

Ainsi, les composantes principales du tenseurT peuvent être exprim�ees en fonction de
l'allongement � comme :

TX = TY =
2

p
�

 

C01 + C02(� 2 +
1
�

) +
mX

i =1

Ci (Gi )X

!

�
p

�p;

TZ = 2 �

 

C01 +
2
�

C02 +
mX

i =1

Ci (Gi )Z

!

�
p
�

:

En remarquant que TX = TY = 0, puisque le cube n'est soumis �a aucun chargement
sur ses faces lat�erales, la pressionp peut être d�etermin�ee :

p =
2
�

 

C01 + C02(� 2 +
1
�

) +
mX

i =1

Ci (Gi )X

!

:

Il reste alors �a calculer la composante verticale de la contrainteTZ de la fa�con suivante :

TZ =2 ( � C01 + C02)
�

1 �
1

� 3

�
+ 2

mX

i =1

Ci �
�

(Gi )Z �
1

� 3 (Gi )X

�
:

Sous cette forme, la pression et la contrainte verticale sont toutes les deux ind�ependantes
de la variable d'espace (homog�enes) mais n�ecessitent le calcul des variables visco�elastiques
Gi , 8i 2 J1; mK pour être estim�ees en temps. Nous pr�esentons maintenant le r�esultat
num�erique obtenu pour ce cas test avec� = 0 :7. Le Tableau 5.1 r�esume les propri�et�es
m�ecaniques de notre mod�ele. La Figure 5.7 illustre l'�evolution en temps de la pression,
de la contrainte verticale et de la seconde variable interne correspondant aux solutions
num�erique et pseudo-analytique.

m C01 C10 C1 � 1 C2 � 2

2 21 105 80 21500 150 115

Tab. 5.1 { Propri�et�es m�ecaniques utilis�ees pour le cas test.

5.3.2 Exemple

Dans cette section, nous pr�esentons un exemple d'application a�n d'illustrer la capacit�e
de notre mod�ele �a traiter la g�eom�etrie 3D complexe d'une pi�ece m�ecanique. La Fi gure 5.8
montre l'exemple d'une pi�ece m�ecanique correspondant au domaine 
 � 20 � 20 � 5 cm,
sur lequel on applique une force volumique constantef = (50 ; 50; 50) N � m� 3, pendant
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Fig. 5.7 { Evolution de la pressionp (a), de la contrainte verticale TZ (b) et de la compo-
sante verticale de la seconde variable interneG2 (c) en fonction du temps pendant l'essai
de compression. Comparaison entre la solution pseudo-analytique (ligne continue) et la
solution num�erique (croix).
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.8 { (a) Maillage, (b,c,d) D�eformation de la pi�ece m�ecanique observ�ee de di��erents
points de vue.

que l'on maintient �xe deux des branches de la pi�ece dans le plan (O; x; z). La d�eforma-
tion maximale observ�ee, obtenue en utilisant les valeurs des coe�cients report�ees dans
le Tableau 5.1, est d'environ 10 cm. Le maillage de calcul contient 7402 n�uds et 32977
t�etra�edres. Le volume initial est de 8 :761� 102 cm3 et le volume �nal apr�es d�eformation
vaut 8:760� 102 cm3.

Dans le chapitre qui suit, nous pr�esentons un autre exemple, issu cette fois-ci du do-
maine biom�edical. Nous montrons que notre mod�ele est �a même de repr�esenter le compor-
tement m�ecanique d'un organe aussi complexe que le cerveau.
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Chapitre 6

Un exemple d'application en
biom�ecanique c�er�ebrale

Dans ce court chapitre, nous pr�esentons une application biom�edicale du mod�ele d�e-
velopp�e au Chapitre 5 : la simulation des d�eformations des structures c�er�ebrales. Dans
un contexte clinique, de telles d�eformations peuvent avoir lieu suite �a un changementde
position du patient ou durant un traitement neurochirurgical. Une �etude s�eminale, Mil-
ler [67], et d'autres plus r�ecentes, Miller et Chinzei [68], Darvisch et Crandall [16], tendent
�a montrer que l'amplitude de ces d�eformations est su�samment importante pour qu'un
mod�ele en grandes d�eformations soit n�ecessaire et que le mat�eriau constituant le cerveau
est intrins�equement visco�elastique non lin�eaire. Les attentes portent sur la capacit�e d'un
tel mod�ele �a pr�edire les d�eplacements de l'ordre du centim�etre qui apparaissent en chi-
rurgie, Miga et al. [66] et �a participer ainsi activement �a la plani�cation des op�erations
chirurgicales.

Les r�esultats num�eriques, obtenus par le code de calcul que nous avons d�evelopp�e,
sont ici confront�es �a des r�esultats exp�erimentaux a�n de valider le mod�ele sous-j acent et
de d�eterminer au mieux les coe�cients biophysiques associ�es. Nous montrons ainsi que la
formulation g�en�eralis�ee de notre mod�ele (voir Chapitre 5) est bien adapt�ee pou r repr�esen-
ter correctement le comportement des structures c�er�ebrales. Nous montrons �egalement la
n�ecessit�e de d�evelopper des techniques pour traiter e�cacement les donn�ees g�eom�etriques
discr�etes fournies par les syst�emes d'imagerie. Les r�esultats de ce chapitre seront publi�es
dans [18].

6.1 Motivations

Dans le contexte de la neurochirurgie, il est fr�equent que le diagnostic pr�eop�eratoire soit
pos�e �a partir de donn�ees obtenues par des m�ethodes d'imagerie �a r�esonance magn�etique
(IRM) sur le patient plac�e dans une certaine position, mais que l'intervention n�ecessite une
disposition autre du patient. Le neurochirurgien, au moment de l'op�eration, observe alors
un d�eplacement des structures c�er�ebrales de plusieurs millim�etres par rapport aux images
IRM, ce qui p�enalise son rep�erage. L'id�eal serait �evidemment de pouvoir r�ealiser des IRM
lors de l'intervention a�n d'�evaluer �a chaque instant la d�eformation du cerveau. Malheu-
reusement, les techniques d'IRM interventionnelles restent tr�es coûteuses. De plus, cela
contraindrait le chirurgien �a intervenir dans un espace con�n�e et proscrirait l'utilisat ion
de tous les outils m�etalliques classiques de chirurgie. C'est pourquoi nous nous int�eres-
sons �a l'�elaboration de mod�eles math�ematiques et num�eriques permettant de simuler le

111
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comportement m�ecanique du cerveau. Ainsi, si des techniques d'imagerie par r�esonance
magn�etique seraient toujours n�ecessaires avant l'op�eration pour obtenir les informations
g�eom�etriques n�ecessaires �a la cr�eation du mod�ele personnalis�e du patient, nous pourrions
ensuite connâ�tre par la simulation le d�eplacement de la structure c�er�ebrale. Un tel mo-
d�ele pourrait alors aussi être utilis�e dans un syst�eme de contrôle de robot chirurgical oude
plani�cation des traitements, ainsi que dans des syst�emes d'entrâ�nement des chirurgiens
bas�es sur des techniques de r�ealit�e virtuelle (voir Figure 6.1).

(a) (b)

Fig. 6.1 { (a) Un exemple d'IRM. (b) Syst�eme d'entrâ�nement de chirurgiens.

6.2 Etat de l'art des mod�eles

L'�etude des propri�et�es m�ecaniques des tissus vivants est un th�eme de recherches actives
en biom�ecanique, surtout en ce qui concerne le squelette, les muscles ou encore le c�ur.
Mais les propri�et�es des tissus tr�es mous (qui ne portent pas de chargement m�ecanique),
tels que le cerveau, le foie ou les reins n'ont en revanche gu�ere �et�e �etudi�ees �a cejour, �a
l'exception peut être des ligaments et tendons [44, 75, 77]. Nous nous int�eressons ici �a la
mod�elisation des structures c�er�ebrales et nous avons rapidement remarqu�e qu'il n'y a pas
de mod�ele commun�ement accept�e. D'un côt�e, certains auteurs pr�econisent l'ut ilisation de
mod�eles �elastiques lin�eaires, su�samment simples �a r�esoudre pour envisager des simula-
tions en temps r�eel [9, 89, 92]. D'un autre côt�e, les mod�eles visco�elastiques nonlin�eaires
sont utilis�es chaque fois que l'exigence d'une simulation pr�ecise du comportement r�ealiste
pr�evaut sur le coût de calcul [7,67,93]. D'autres mod�eles ont �egalement �et�e propos�es pour
des applications particuli�eres (poro�elastique [66] ou plastique). Nous invitons le lecteur �a se
reporter aux bibliographies relativement compl�etes sur le sujet fournies par Libertiaux [59]
ou Hrapko et al. [37]. Notre approche est clairement inspir�ee par la seconde cat�egorie de
mod�eles non lin�eaires.

6.3 E�cacit�e de la formulation g�en�eralis�ee

Notre premier objectif est de justi�er le choix de notre mod�ele m�ecanique ainsi que de
r�ecup�erer les param�etres biophysiques ad�equats. Pour cela, nous confrontons nos r�esultats
num�eriques �a des exp�eriences in vitro, r�ealis�ees sur des tissus c�er�ebraux de porcs par trois
auteurs ind�ependants. Dans ces tests, la g�eom�etrie du domaine ne joue aucun rôle puisque
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les �echantillons correspondent �a des formes simples �a sym�etrie axiale. A�n de reproduire les
exp�eriences biophysiques, nous avons besoin d'�etendre la fonction d'�energie, initialement
introduite en (5.4), de la mani�ere suivante :

W0(C) = C01(I 1(C) � 3) + C02(I 2(C) � 3);

Wi (y) = Ci 1(y � 3) + Ci 2(y � 3)2; 8i 2 J1; 2K:

o�u C01, C02, Ci 1 et Ci 2, pour i 2 J1; 2Ksont des constantes positives enPa.

6.3.1 Exp�erience de compression par Miller

La premi�ere exp�erience est directement inspir�ee d'un papier de Miller [67]. Elle cor-
respond �a des tests de compression sur des �echantillons cylindriques (voir Figure 6.2). La
Figure 6.3 montre la comparaison entre les solutions exp�erimentales et num�eriques, cor-
respondant �a plusieurs taux de compression des �echantillons. Le Tableau 6.1 pr�ecise les
coe�cients utilis�es pour mener ces essais.

Fig. 6.2 { Echantillon au repos (gauche), �echantillon d�eform�e (droite)

m C01 C10 C11 C12 � 1 C21 C22 � 2

2 0 145 0 1300 35000 150 2000 200

Tab. 6.1 { Propri�et�es m�ecaniques utilis�ees pour le premier test.

On observe une tr�es bonne corr�elation entre les courbes. Remarquons �egalement que
la relation contrainte/d�eformation est non lin�eaire et qu'elle d�epend, de plus, du taux de
d�eformation. Ceci est une indication claire du caract�ere visco�elastique non lin�eaire des
tissus c�er�ebraux.

6.3.2 Exp�erience de compression et de relaxation par Libertiaux

La deuxi�eme exp�erience a �et�e men�ee par Libertiaux [59] sur des �echantillons cylin-
driques de hauteur 10mm et de diam�etre 20 mm. Elle consiste en di��erents tests de
compression �a di��erentes vitesses de compression et en des tests de relaxation. Pour l'ex-
p�erience de relaxation, une premi�ere phase de compression est r�ealis�ee �a un taux de 0:1 s� 1

jusqu'�a atteindre une force de 0:5 N , ensuite la compression est maintenue pendant qu'on
observe la relaxation de la contrainte. La Figure 6.4 montre la comparaison entre les so-
lutions exp�erimentale et num�eriques. La Tableau 6.2 rapporte les valeurs des coe�cients
utilis�es pour mener ces essais. Cette fois encore, les courbes obtenues co•�ncident bien.
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Fig. 6.3 { Evolution de la contrainte pour trois taux de compression : (a)6:4 � 10� 6 s� 1,
(b) 6:4� 10� 3 s� 1, (c) 6:4� 10� 1 s� 1. Comparaison entre la solution exp�erimentale mesur�ee
par Miller [67] et la solution num�erique.
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Fig. 6.4 { Comparaison entre les solutions exp�erimentales mesur�ees par Libertiaux [59]
(lines) et les solutions num�eriques (crosses). (a) Relation entre la contrainte r�eelle �T
et la d�eformation r�eelle log(� ) pour trois vitesses de compression. (b)(c) Evolution de la
force vertical en fonction du temps pendant l'essai de relaxation.
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m C01 C10 C11 C12 � 1 C21 C22 � 2

2 0 150 0 200 5000 450 400 1500

Tab. 6.2 { Propri�et�es m�ecaniques utilis�ees pour le deuxi�eme test.

6.3.3 Exp�erience de cisaillement par Ning

La troisi�eme exp�erience est propos�ee par Ning et al. [70]. Des tests de cisaillement
sont men�es sur des �echantillons rectangulaires pr�elev�es sur le tronc c�er�ebral de porcs,
a�n d'en caract�eriser les propri�et�es (voir Figure 6.5). Le Tableau 6.3 fournit les coe�cient s
obtenus par comparaison des solutions exp�erimentales et num�eriques. La Figure 6.6 montre
l'�evolution de la contrainte de cisaillement pour un test correspondant �a une d�eformati on
de 50% de l'�echantillon de taille 13:41� 6:49� 1:05mm. Cette fois encore, nous constatons
que les deux courbes co•�ncident bien.

Fig. 6.5 { Echantillon au repos (�a gauche). Echantillon d�eform�e (�a droite)

m C01 C10 C11 C12 � 1 C21 C22 � 2

2 0 6 30 0 100 200 0 1

Tab. 6.3 { Propri�et�es m�ecaniques utilis�ees pour le troisi�eme test.
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Fig. 6.6 { Evolution of de la contrainte de cisaillement en fonction du temps. Comparaison
entre la solution exp�erimentale mesur�ee par Ning et al. [70] et la solution num�erique.
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Ces r�esultats montrent clairement que notre mod�ele g�en�eralis�e est capable de repr�e-
senter de mani�ere satisfaisante le comportement m�ecanique des structures c�er�ebrales sous
di��erents chargements. Pour chaque exp�erience, nous avons �et�e capables de trouver un
ensemble de param�etres ad�equat pour simuler les r�esultats exp�erimentaux. Nous sommes
bien conscients n�eanmoins que les conditions d'exp�erience, toujours di��erentes d'un auteur
�a l'autre, inuent en grande partie sur les coe�cients biophysiques recherch�es.

6.4 Description du mod�ele g�eom�etrique

Les dispositifs d'imagerie sont largement utilis�es dans les applications biom�edicales.
Ils fournissent de grands ensembles de donn�ees qui d�e�nissent le contour d'organes ou de
domaines biophysiques. Cependant, ces derniers ont besoin d'̂etre convertis en triangula-
tions conformes avant d'être utilis�es dans des m�ethodes d'�el�ements �nis p our r�esoudre des

(a) (b)

(c) (d)

Fig. 6.7 { (a) Triangulation de surface obtenue �a partir d'IRM. (b) Zoom sur la triangu-
lation. (c) Triangulation de surface adapt�ee aux propri�et�es g�eom�etriques. (d) G�en�eration
d'une triangulation 3D.
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probl�emes mod�elis�es par des �equations aux d�eriv�ees partielles comme celui que nous consi-
d�erons ici. Cette �etape de conversion est importante et souvent sous-estim�ee. Son but est
de construire une triangulation qui repr�esente une approximation a�ne par morceaux de
la fronti�ere du domaine. Cette approximation doit être la plus pr�ecise possible mais avec
un nombre d'�el�ements �nis le plus petit possible. Bien �evidemment, la technique d e trian-
gulation d�epend de la nature des donn�ees disponibles, typiquement une s�equence d'images
en deux dimensions segment�ees ou un nuage de points en trois dimensions. Dans [26],

Fig. 6.8 { Photos de cerveaux humains (�a gauche). Maillage de calcul sous di��erents angles
(�a droite).
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Frey explique comment g�en�erer une triangulation de surface �a partir de plusieurs types de
donn�ees discr�etes.

Nous rappelons maintenant bri�evement les �etapes de cr�eation d'une triangulation du
domaine de calcul �a partir de la triangulation de surface. Supposons que nous disposons
donc d'une triangulation surfacique conformeSh qui fournit une repr�esentation discr�ete
de la g�eom�etrie du domaine 
. Tout d'abord, nous analysons Sh a�n de d�e�nir un champs
de tenseur m�etrique M (x) en chaque noeud du maillageSh . Ce dernier relie la taille
locale de n'importe quel simplexeK 2 Sh �a la courbure locale principale et aux directions
de courbure de la surface sous-jacente d�e�nie parSh . Ce tenseur est un moyen e�cace
de contrôler la forme, la taille ainsi que l'orientation des �el�ements du maillage, Frey et
Georges [28]. L'�etape suivante consiste �a g�en�erer une triangulation de surface pour laquelle
chaque �el�ement a une taille unit�e, c'est-�a-dire un quotient d'excentricit�e � = h=� (o�u h est
la longueur de l'arrête la plus longue et� est le rayon de la sph�ere inscrite) contrôl�e par
le tenseurM (x). La Figure 6.7 montre les r�esultats de la proc�edure de retriangulation sur
le mod�ele biom�edical d'une tête. L'�etape �nal consiste �a construire le maillage de calcul
en trois dimensionsTh du domaine. Pour ce faire, nous utilisons la proc�edure d'insertion
de points de Delaunay d�ecrite par Frey et Georges dans [28] et qui peut �egalement être
utilis�ee pour adapter la triangulation �a n'importe quel tenseur de m�etrique donn�e par un
estimateur d'erreur a posteriori.

6.5 Calcul de la d�eformation du cerveau

Pour conclure, nous pr�esentons un r�esultat en trois dimensions obtenu par notre ap-
proche : celui de la simulation des d�eformations des structures c�er�ebrales soumises �a un
chargement ext�erieur, "brain shift" en anglais. Ce ph�enom�ene a �et�e largement �etudi�e pour
en comprendre son comportement intrins�eque. Pour plus d'information, le lecteur est in-
vit�e �a consulter les parties introductives de plusieurs papiers traitant explici tement de ce
sujet, Wittek et al [93], Libertiaux [59]. Ici, on cherche �a pr�edire les d�eplacements subis
par le cerveau sous l'e�et de la gravit�e, lorsque le patient change de position entre deux
acquisitions d'images. En fait, cette �etude ne pr�etend pas être une simulation r�ealiste d'une
situation clinique. En e�et, nous n�egligeons ici ou du moins sous-�evaluons l'importance des
conditions aux limites, qui sont soumises �a un haut degr�e d'incertitudes.

Les donn�ees g�eom�etriques ont �et�e obtenues �a partir d'un dispositif d'imagerie par
r�esonance magn�etique, comme expliqu�e au paragraphe pr�ec�edent. La bô�te englobant le
domaine est de taille 150� 150� 150 mm. Le maillage contient 62123 noeuds et 225009
t�etra�edres. La Figure 6.8 pr�esente des photos d'un cerveau humain et les vues correspon-
dantes de notre maillage de calcul. La Figure 6.9 montre les r�esultats d'une simulation
pour les valeurs des coe�cients report�es dans le Tableau 6.1 et pour une force volumique
constante f = (0 ; � 10; 10) N � m� 3 correspondant �a l'application de la gravit�e lorsque
le patient passe d'une position allong�ee sur le dos �a une position assise. Le d�eplacement
maximal observ�e est ici de 10 mm, et correspond bien au r�esultat exp�erimental attendu,
obtenu par Miga et al. [66]. Le volume initial du cerveau vaut 1:1706� 103 cm3 et le volume
�nal apr�es d�eformation est de 1 :1705� 103 cm3, respectant ainsi la contrainte d'incompres-
sibilit�e.
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Fig. 6.9 { Champs de d�eformation du cerveau soumis �a la gravit�e, �a t = 0 (�a gauche) et
�a l'�etat stationnaire (�a droite).

Cette �etude doit être consid�er�ee comme une �etape pr�eliminaire de l'�etude p lus complexe
du comportement des structures c�er�ebrales. L'objectif �etait de montrer la pertinence du
mod�ele visco�elastique non lin�eaire pour cette application. Pour que cette �etude prenne
tout son sens, nous esp�erons des collaborations avec des biom�ecaniciens qui pourraient
être int�eress�es par les r�esultats pr�esent�es ici.

La tête est l'une des r�egions du corps bless�ee le plus fr�equemment et malgr�e l'utilisation
croissante des ceintures de s�ecurit�e et des casques, les traumatismes crâniens restent une
des principales causes de d�ec�es lors des accidents de la route. Le but actuel de la recherche
en biom�ecanique est aussi de d�evelopper des moyens de simuler ces traumatismes, qui
r�esultent des impacts. Les dommages caus�es au cerveau suite �a ces accidents peuvent
être irr�eversibles, El Sayed et al. [22]. Cette irr�eversibilit�e serait une manifestation d'un
comportement plastique du mat�eriau constituant le cerveau. Apr�es le choc, le cerveau
ne reprend pas sa forme initiale mais conserve une certaine d�eformation plastique. Notre
intention est donc de coupler ce mod�ele avec un mod�ele viscoplastique, plus �a mêmede
repr�esenter le comportement complexe des structures c�er�ebrales. C'est l'objet du chapitre
suivant.



Chapitre 7

Un mod�ele visco�elastique/viscoplastique
en grandes d�eformations

Le probl�eme fondamental de la viscoplasticit�e est la d�etermination d'une fonction cri-
t�ere limite de plasticit�e, Hill [34], pour un mat�eriau visco�elastique - ou comment le taux
de d�eformation modi�e la fonction crit�ere du mat�eriau. Dans la litt�erature, Perzy na [76],
on introduit commun�ement une distinction entre un mat�eriau �elastique/viscoplastique
et un mat�eriau visco�elastique/viscoplastique. On quali�e de visco�elastique/viscoplastique
un mat�eriau montrant des propri�et�es de viscosit�e dans les deux domaines �elastique et
plastique. Le terme �elastique/viscoplastique est donc r�eserv�e �a des mat�eriaux pr�esentant
des propri�et�es visqueuses uniquement dans le domaine plastique. La notion de mat�eriau
�elastique/viscoplastique est �evidemment une id�ealisation qui simpli�e consid�erable ment
l'argument, puisque le probl�eme d'�evolution de la fonction crit�ere en fonction du taux d e
d�eformation ne se pose plus. En nous inspirant des travaux de Le Tallec [55] et Ibrahim-
begovic [38,39], nous pr�esentons dans ce chapitre un mod�ele visco�elastique/viscoplastique
non lin�eaire en trois dimensions. Ce type de mod�ele est consid�erablement plus di�cile et
n'a, �a notre connaissance, jamais �et�e �etudi�e en grandes d�eformations. Les r�esultats d e ce
chapitre n'ont pas fait l'objet d'une publication �a ce jour.

7.1 Exemples lin�eaires unidimensionnels

7.1.1 Le mod�ele visco�elastique de Maxwell

Pour mieux comprendre les ph�enom�enes mis en jeu en viscosit�e, on pr�esente ici un
mod�ele rh�eologique simple de visco�elasticit�e lin�eaire en une dimension : le mod�ele de
Maxwell [64]. Il s'agit de l'association en parall�ele d'un ressort et d'un ensemble res-
sort/amortisseur visqueux en s�erie (voir Fig. 7.1). Dans le mod�ele de Maxwell, la d�efor-
mation totale " se d�ecompose en une partie �elastique"e et une partie visqueuse" v selon
la relation additive :

" = "e + " v :

Par ailleurs, la contrainte totale comprend une composante �a l'�equilibre � 1 (dans la branche
sup�erieure) et une composante de non �equilibre� 2 (dans la branche inf�erieure) telles que :

� = � 1 + � 2:

La contrainte dans les ressorts est proportionnelle �a leur d�eformation tandis que la
contrainte dans l'amortisseur visqueux est proportionnelle �a son taux de d�eformation. On

121
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"e " v

"

� 2 = k2"e � 2 = � _" v

� 1 = k1"�

Fig. 7.1 { Le mod�ele visco�elastique de Maxwell.

en d�eduit les relations suivantes :

� 1 = k1" et � 2 = k2"e = � _" v ;

o�u k1 et k2 sont les modules d'�elasticit�e des ressorts tandis que� est le coe�cient de
viscosit�e lin�eaire de l'amortisseur. A�n de g�en�eraliser ensuite le mod�ele ci -dessus au cas
tridimensionnel en grandes d�eformations, il est n�ecessaire de le r�e�ecrire en terme d'�energie
libre du syst�eme. Les termes d'�energie de d�eformation sont ici :

W1 =
1
2

k1"2 et W2 =
1
2

k2"2
e =

1
2

k2(" � " v)2:

Donc l'�energie totale du syst�eme s'�ecrit :

W ("; " v) = W1 + W2 =
1
2

k1"2 +
1
2

k2(" � " v)2:

Remarquons alors qu'en di��erenciant l'�energie par rapport �a la variable de d�eformation
totale " , on retrouve la contrainte totale du syst�eme :

� =
@W
@"

= k1" + k2(" � " v):

De même, en di��erenciant l'�energie par rapport �a la variable interne " v , on retrouve son
�equation d'�evolution :

� _" v =
@W
@"v

= k2(" � " v):

Cette derni�ere �equation peut s'int�egrer en :

" v(t) =
k2

�

Z t

0
e� k2 (t � s)=� " (s)ds;

d'o�u

� (t) = ( k1 + k2)" (t) � k2
k2

�

Z t

0
e� k2 (t � s)=� " (s)ds:
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Ainsi, la contrainte �a l'instant t ne d�epend pas seulement de la d�eformation �a l'instant t
mais aussi de l'historique de la d�eformation depuis l'instant initial jusqu'�a t. Dans le cas
o�u la contrainte appliqu�ee au syst�eme est constante, on obtient l'expression de l'�evolution
de la d�eformation totale :

" (t) =
�
k1

�
1 +

�
k1

k1 + k2
� 1

�
e� t=�

�
;

o�u on a introduit le temps de relaxation du syst�eme :

� =
�
k2

�
1 +

k1

k2

�
:

Cette �evolution est illustr�ee sur la Figure 7.1.1.

�
k1 + k2

�
k1

"

0 � t

Fig. 7.2 { R�esultat d'un essai de relaxation.

Lorsque �a t = 0, on applique le chargement � constant, la r�eponse �elastique imm�e-
diate est telle que "(0) =

�
k1 + k2

. Puis le syst�eme se relaxe jusqu'�a atteindre en temps

in�ni l'�equilibre �elastique caract�eris�e par " (1 ) =
�
k1

. Un mat�eriau visco�elastique pr�esente

ainsi un ph�enom�ene de dissipation d'�energie. On s'attend bien entendu �a retrouver un tel
comportement dans notre mod�ele 3D non lin�eaire.

7.1.2 Le mod�ele �elastique/viscoplastique de Perzyna

Pour mieux comprendre les ph�enom�enes mis en jeu en plasticit�e, on pr�esente ici un
mod�ele rh�eologique simple de viscoplasticit�e lin�eaire en une dimension d'espace : le mod�ele
de Perzyna [76]. Il s'agit de l'association en s�erie d'un ressort et d'un ensemble patin
frottant/amortisseur visqueux en parall�ele (voir Fig. 7.3). L'allongement total du syst�eme
" peut se d�ecomposer en la somme d'une partie �elastique"e et d'une partie viscoplastique
" vp :

" = "e + " vp:

La contrainte dans le ressort� se d�ecompose en la contrainte� 1 dans l'amortisseur vis-
queux et la contrainte � 2 dans le patin frottant selon :

� = k" e = � 1 + � 2 avec � 1 = � _" vp et j� 2j � � y :
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"

� = k" e

j� 2j � � y

� 1 = � _" vp

" vp"e

Fig. 7.3 { Le mod�ele �elastique/viscoplastique de Perzyna.

La contrainte � 2 dans le patin frottant ne peut pas d�epasser en valeur absolue la r�esistance
au glissement� y et elle doit rester �xe �egale �a la valeur � y pendant la phase de glisse-
ment plastique. L'�equation d'�evolution de la d�eformation viscoplastique " vp peut alors être
�ecrite :

� _" vp =

(
0 si j� 2j < � y ;

� � � 2 si j� 2j = � y :

Il est alors commode de caract�eriser le domaine admissible par la donn�ee d'une fonction
de charge �( � ) := j� j � � y , fonction de la contrainte totale � . Si �( � ) < 0, le processus
est �elastique mais d�es que �( � ) � 0 le processus devient viscoplastique. Ainsi, on peut
r�e�ecrire l'�equation d'�evolution de la variable viscoplastique sous la forme :

� _" vp = < �( � ) >
@�
@�

; avec < � > =

(
0; si � < 0;

� ; si � � 0:

A�n de pouvoir g�en�eraliser ce mod�ele au cas 3D non lin�eaire, on introduit l'�energie � elastique
du syst�eme :

W ("; " vp) =
1
2

k" 2
e =

1
2

k(" � " vp)2:

On remarque alors que l'e�ort dans le syst�eme s'obtient comme la d�eriv�ee de cette �energie
par rapport �a la d�eformation totale " :

� =
@W
@"

= k(" � " vp):

Si on d�erive cette relation par rapport au temps, on observe que :

_� = k( _" � _" vp) = k( _" �
� � � y

�
) =) _� +

�
�

= k( _" +
� y

�
): (7.1)

On r�ealise alors un essai de relaxation qui consiste �a imposer et maintenir une d�eformation
constante "0 qui d�epasse la limite d'�elasticit�e

� y

k
. On peut alors int�egrer (7.1) et obtenir

l'�evolution de la contrainte en fonction du temps :

� (t) = ( k" 0 � � y)e� kt=� + � y :
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On trace cette courbe sur la Figure 7.4. On remarque alors que la valeur �nale de contrainte
� 1 en viscoplasticit�e tend vers la valeur seuil � y . Sur la Figure 7.5, nous pr�esentons
une exp�erience de charge/d�echarge d'un �echantillon. Apr�es la d�echarge, il subsiste une
d�eformation r�esiduelle et irr�eversible, la d�eformation viscoplastique.

0 t

�

� y

k" 0

�
k

Fig. 7.4 { R�esultat d'un essai de relaxation.

"

� 1

0
"e " vp

� y

Fig. 7.5 { Exp�erience de charge/d�echarge.

7.2 Le mod�ele visco�elastique/viscoplastique non lin�eaire 3D

Le mod�ele que l'on introduit dans cette partie g�en�eralise �a la dimension trois et dan s
le cas des grandes d�eformations le mod�ele rh�eologique 1D de la Figure 7.6. Pour d�eriver
les �equations d'�equilibre, nous utilisons ici le formalisme des grandes d�eformations propos�e
par Ciarlet [14].
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"em " vm

" vp

"e1

"

"e0

��

" v1

Fig. 7.6 { Mod�ele visco�elastique/viscoplastique lin�eaire 1D.

7.2.1 Cin�ematique

Soit 
 un ouvert born�e connexe de R3. Nous choisissons 
 comme con�guration de
r�ef�erence, c'est-�a-dire qui ne varie pas au cours du temps. Nous supposons que sa fronti�ere
� est Lipschitz et se d�ecompose en � = � 0 [ � 1 avec � 0 \ � 1 = ; . Il existe en particulier
un vecteur normal unitaire n en tout point de �. Soit � une transformation du corps,
c'est-�a-dire une application injective d�e�nie sur la con�guration de r�ef�erence :

� : 
 �! R3:

Le point x � = � (x) correspond �a la position occup�ee dans la con�guration d�eform�ee
par la particule qui �etait en x dans la con�guration de r�ef�erence. Le champ de d�eplacement
est alors d�e�ni par :

u(x) = � (x) � x:

On d�e�nit ensuite le gradient de la transformation par :

F = r � = Id + r u;

et le tenseur des d�eformations de Cauchy-Green �a droite :

C = F t F = Id + r u + r ut + r ut � r u:

Puisque l'on se place dans le cas de grandes d�eformations, le tenseurC ne peut pas être
lin�earis�e. Ainsi, on garde le terme non lin�eaire r u � r u. Par construction, C est un tenseur
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dx
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 �

u
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x �




� 0

�

g

Fig. 7.7 { D�eformation du domaine 
 .

sym�etrique d�e�ni positif, ce qui implique qu'il a trois valeurs propres strictemen t positives
(� 2

i (C)) i =1 ;2;3. On d�e�nit alors les invariants de C comme :

I 1(C) = tr C = � 2
1 + � 2

2 + � 2
3;

I 2(C) =
1
2

�
(tr( C))2 � tr( C2)

�
= � 2

1� 2
2 + � 2

2� 2
3 + � 2

1� 2
3;

I 3(C) = det( C) = � 2
1� 2

2� 2
3:

7.2.2 Les �equations d'�equilibre en grandes d�eformations

Les forces agissant sur le corps dans sa con�guration actuelle 
� = � (
) sont les
forces volumiquesf � qui d�ecrivent les actions �a distance exerc�ees sur le corps et les forces
surfaciquesg� qui d�ecrivent les tractions exerc�ees sur le corps au travers d'une partie �1
de �. Quand le corps est �a l'�equilibre, les champs de vecteur f � et g� satisfont le th�eor�eme
suivant, �equivalent du Principe des Travaux Virtuels (Ciarlet [14], Salen�con [15]) :

Th�eor�eme 7.1. Il existe un tenseur sym�etrique T � appel�e le tenseur des contraintes de
Cauchy tel que :

Z


 �
T � :

@v�

@x�
dx� =

Z


 �
f � � v� dx� +

Z

� �
1

g� � v� d � ;

pour toutes les fonctionsv� : 

�

�! R3.

Malheureusement, si nous supposons que le corps subit de grandes d�eformations, 
�

est inconnu et peut être tr�es di��erent de la con�guration de r�ef�erence connue 
. Il faut
donc exprimer ces �equations sur 
 en utilisant le changement de variables :

x � = x + u(x):
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On obtient alors :

0 =
Z


 �
T � :

@v�

@x�
dx� �

Z


 �
f � � v� dx� �

Z

� �
1

g� � v� d �

=
Z



T � :

@v�

@x
@x
@x�

�
�
�
�
dx�

dx

�
�
�
� dx �

Z



f � � v�

�
�
�
�
dx�

dx

�
�
�
� dx �

Z

� 1

g� � v�
�
�
�
�
d �

d

�
�
�
� d

=
Z



T �

�
@x
@x�

� t �
�
�
�
dx�

dx

�
�
�
� :

@v�

@x
dx �

Z



f �

�
�
�
�
dx�

dx

�
�
�
� � v� dx �

Z

� 1

g�
�
�
�
�
d �

d

�
�
�
� � v� d:

En posant alors : 8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

F (x) =
dx�

dx
(x)

T(x) = T � (x � (x))F (x) � t det(F (x))

v(x) = v� (x � (x))

f (x) = f � (x � (x)) det( F (x))

g(x) = g� (x � (x))

�
�
�
�
d �

d

�
�
�
�

;

on obtient �nalement les �equations d'�equilibre dans la con�guration de r�ef�erence :
Z



T :

@v
@x

dx =
Z



f � v dx +

Z

� 1

g � v d:

En int�egrant par parties, cette �equation peut se mettre sous la forme forte (au sens des
distributions) : 8

><

>:

�r � T = f; dans 
 ;

u = u0; sur � 0;

T � n = g; sur � 1:

(7.2)

Le mod�ele (7.2) n'est pas ferm�e. Il faut proposer une relation suppl�ementaire : la loi de
comportement.

7.2.3 Loi de comportement

La loi de comportement relie le tenseur des contraintes T aux variables cin�ematiques
et caract�erise ainsi les propri�et�es m�ecaniques du mat�eriau. Elle est g�en�eralement ph�enom�e-
nologique. En nous inspirant du mod�ele unidimensionnel de la Figure 7.6, nous supposons
que la d�eformation au niveau microscopique peut se d�ecomposer de la mani�ere suivante :

� = � e0 � � vp = � ei � � vi ; 8i 2 J1; mK;

o�u m 2 N� .
Ceci revient �a admettre, selon l'hypoth�ese de Lee [58] et Mandel [64], que le gradient

de d�eformation totale F peut être d�ecompos�e de la mani�ere suivante :

F = Fe0Fvp = FeiFvi ; 8i 2 J1; mK;

o�u Fe0 et Fei , pour i 2 J1; mK, sont les d�eformations �a long et courts termes (li�ees �a la
dissipation visqueuse) respectivement (voir Figure 7.8). A�n de s'assurer que le mod�ele est
invariant par toute rotation de corps rigide, on choisit comme variables d'�etat internes :
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FeFv

Con�guration interm�ediaire

Con�guration de r�ef�erence Con�guration d�eform�ee

F = r '

Fig. 7.8 { D�ecomposition multiplicative du gradient de d�eformation.

{ le tenseur des d�eformations de Cauchy-GreenC qui mesure la d�eformation totale du
corps,

{ l'inverse du tenseur des d�eformations viscoplastiquesG0 caract�erisant les d�eforma-
tions irr�eversibles :

G0 = C � 1
vp = ( F t

vpFvp) � 1;

{ les inverses des tenseurs de d�eformations visqueusesGi , pour i 2 J1; mKqui mesurent
la d�eformation d'amortisseur visqueux inclus dans le mat�eriau :

Gi = C � 1
vi = ( F t

vi Fvi ) � 1; 8i 2 J1; mK:

Si on suppose que le mat�eriau consid�er�e est incompressible dans ses �evolutions �elastique,
visco�elastique et viscoplastique, alors ces variables internes v�eri�ent les conditions d'in-
compressibilit�e :

det(C) = det( G0) = det( Gi ) = 1 ; 8i 2 J1; mK:

La r�eponse �elastique du mat�eriau peut être d�ecrite par une fonction d'�energie de d�eforma-
tion ~W . En s'inspirant cette fois encore du mod�ele unidimensionnel de la �gure Fig. 7.6,
on propose la fonction d'�energie de d�eformation d�e�nie par :

~W (Ce0; Ce1; � � � ; Cem) =
mX

i =0

~Wi (Cei ) =
mX

i =0

Wi (C; Gi ) = W (C; G0; G1; � � � ; Gm );

qui est exprim�ee ici en fonction des variables internes retenues, en remarquant queCei =p
Gi C

p
Gi , pour i 2 J1; mK. On obtient alors les �equations d'�evolution de ces variables

internes en appliquant les principes de la thermodynamique, en particulier, l'in�egalit�e de
dissipation de Clausius-Duhem, Truesdell [87], qui stipule que l'�energie dissip�ee aucours
de toute �evolution m�ecanique du syst�eme doit être positive :

0 � D =
1
2

S : _C �
d
dt

W (C; G0; G1; � � � ; Gm );
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o�u S est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchho� d�e�ni par T = F S. Finale-
ment, la dissipation d'�energie s'�ecrit :

0 � D =
�

S � 2
@W
@C

�
:

1
2

_C �
mX

i =0

@Wi

@Gi
: _Gi ;

0 � D = De +
mX

i =0

D i :

Processus visco�elastique

Pour un processus visco�elastique sans changement de la d�eformation plastique (_G0 =
0 =) D 0 = 0), la dissipation d'�energie pendant une variation _Gi , pour i 2 J1; mK, des
amortisseurs visqueux, qui sont ind�ependants, est r�egie par :

�
mX

i =1

� i _G� 1
i : _Gi = D =

�
S � 2

@W
@C

�
:

1
2

_C �
mX

i =1

@Wi

@Gi
: _Gi ;

o�u � i , pour i 2 J1; mK, sont les coe�cients de viscosit�e. On en d�eduit les relations :

S = 2
@W
@C

� pC� 1;

� i _G� 1
i =

@Wi

@Gi
+ qi G� 1

i ; 8i 2 J1; mK:
(7.3)

o�u on a introduit les multiplicateurs de Lagrange p et qi , pour i 2 J1; mK, associ�es aux
contraintes d'incompressibilit�e :

det(C) = det( Gi ) = 1 ; 8i 2 J1; mK:

Ces �equations sont les lois de comportement visco�elastiques recherch�ees. La premi�ere �equa-
tion est une loi de comportement hyper�elastique standard reliant le tenseur de Piola-
Kirchho� au tenseur des d�eformations de Cauchy-Green. Les �equations suivantes sont des
�equations di��erentielles du premier ordre en temps, introduisant, au travers des variables
Gi , une d�ependance en temps dans le mod�ele. Ce mod�ele, dans le cas d'un seul amortisseur
visqueux (i = 1), a �et�e introduit et �etudi�e par Le Tallec et al. [55]. La discr�etisation et
l'impl�ementation de ce mod�ele sont d�ecrites au Chapitre 5.

Processus viscoplastique

Pour un tel processus, nous avons cette fois ci :

0 < D0 = �
@W0

@G0
: _G0;

et nous supposons que les lois de comportement (7.3) restent toujours valables. On d�e�nit
alors le domaine �elastique par une fonction crit�ere � :

�( S0) < 0;
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o�u S0 est la contrainte dans le patin visqueux. On introduit aussi les allongements �elas-
tiques principaux � e

j , solutions du probl�eme :

(Be � (� e
j )2Id )mj = 0 avec mj � mk = � jk ;

o�u Be = FeF t
e est le tenseur des d�eformations de Cauchy �a gauche. On a alors :

0 = F � 1(Be � (� e
j )2Id )F � t F t mj = ( G0 � (� e

j )2C � 1)nj ; (7.4)

avec :
nj = F t mj et nj � C � 1nk = � jk :

Si on calcule alors la d�eriv�ee directionnelle de (7.4) par rapport �a G0, on obtient :

0 =
�

dG0 � 2� e
j

@�ej
@G0

dG0C � 1
�

nj + ( G0 � (� e
j )2C � 1)dnj ;

ce qui, en prenant le produit scalaire parnj , conduit �a :

@�ej
@G0

=
1

2� e
j
nj 
 nj :

De même, si on calcule la d�eriv�ee directionnelle de (7.4) par rapport �a C, on obtient :

0 = � 2� e
j

@�ej
@C

dCC� 1nj � (� e
j )2 @C� 1

@C
dCnj + ( G0 � (� e

j )2C � 1)dnj ;

ce qui conduit �a :
@�ej
@C

=
� e

j

2
C � 1nj 
 C � 1nj :

Donc on peut d�emontrer le r�esultat suivant :

S0 = 2
@W0

@C
= 2

3X

j =1

@W0

@�ej

@�ej
@C

= 2C � 1 @W0

@G0
G0:

Finalement, on peut �ecrire :

0 < D0 = � S0 :
1
2

C _G0G� 1
0 :

Nous appliquons alors le Principe du Travail Plastique Maximal (Hill [34]) qui, �a une con� -
guration d�eform�ee donn�ee, choisit la valeur de la contrainte qui va maximiser la dissipation
plastique en dehors du domaine �elastique. Ce principe peut alors être formul�e comme un
probl�eme de minimisation sous contrainte :

max
S0 j �( S0 )� 0

D0(S0);

que l'on peut r�e�ecrire comme
min

S0
H(S0);

en posant :
H (S0) = �D 0(S0) + P(�( S0)) ;
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o�u P(�( :)) est une fonction de p�enalisation qui est nulle dans le domaine �elastique. En
accord avec le mod�ele classique de viscoplasticit�e de Perzyna [76], la fonctionnelle de
p�enalisation est choisie comme :

P(�( :)) =

8
<

:

1
2�

(�( :))2; si � � 0;

0; sinon;

o�u � est le param�etre de viscosit�e. La d�eriv�ee de cette fonction est donc donn�ee par :

P
0
(�( :)) =

1
�

< �( :) > =

8
<

:

1
�

�( :); si � � 0;

0; sinon:

Le probl�eme de minimisation peut être r�esolu en :

0 =
dH
dS0

=
1
2

C _G0G� 1
0 +

1
�

< � >
@�
@S0

:

On obtient alors l'�equation d'�evolution de la d�eformation plastique :

� _G0 = � 2 < �( S0) > C � 1 @�
@S0

G0:

On souligne que si la fonction crit�ere ne d�epend que de la partie d�eviatorique deS0 alors
la d�eformation viscoplastique est isochore, c'est-�a-dire qu'elle v�eri�e det( G0) = 1 �a chaque
instant. Nous envisageons d'utiliser comme fonction crit�ere de plasticit�e (Hill [34]) celle de
Von Misses sans �ecrouissage :

�( S0) = jdev(S0)j �

r
2
3

Sy ;

o�u dev( S0) = S0 � 1
3 tr( S0) est la partie d�eviatorique de S0 et Sy est la limite d'�elasticit�e.

Un tel mod�ele a �et�e propos�e et �etudi�e par Ibrahimbegovic [38].

7.2.4 Les �equations du mod�ele

En rempla�cant T par son expression, on obtient �nalement la formulation variationnelle
du probl�eme suivante :

Chercher (u � u0) 2 V , p 2 P , Gi 2 H et qi 2 Q , pour i 2 J1; mK, tels que :
8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

Z



F

�
2

@W
@C

(C; G0; G1; G2) � pC� 1
�

: r v dx =
Z



f � v dx +

Z

� 1

g � v d; 8v 2 V ;
Z



p̂(det(F ) � 1) dx = 0 ; 8p̂ 2 P ;

Z




�
�

@Wi

@Gi
(C; Gi ) + � i _G� 1

i � qi G� 1
i

�
: H dx = 0 ; 8H 2 H ;

Z



q̂(det(Gi ) � 1) dx = 0 ; 8i 2 J1; mK; 8q̂ 2 Q ;

Z




�
� _G0 + 2 < �( S0) > C � 1 @�

@S0
(S0)G0

�
: H dx = 0 ; 8H 2 H ;
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o�u les espaces fonctionnels introduits sont tels que les int�egrales soient bien d�e�nies. En
particulier, si :

V =
�

v 2 W 1;s(
 ; R3); vj � 0
= 0

	
;

on doit alors avoir :
P = L s� (
 ; R); avec

1
3s

+
1
s�

= 1 :

Les inconnues sont le champs de d�eplacementu dans V + u0 (dont d�ecoulent F et C),
les variables internesGi , pour i 2 J0; mKet les multiplicateurs de Lagrangep et qi , pour
i 2 J1; mK, associ�es aux contraintes d'incompressibilit�e, �a tout instant t et en tout point
du mat�eriau. Compte-tenu des �equations di��erentielles en temps, cette formulation doit
être compl�et�ee par des conditions initiales sur les variables internesGi :

Gi (:; t = 0) = G0
i ; 8i 2 J0; mK:

7.3 R�esolution num�erique du probl�eme coupl�e

Nous proposons ici des m�ethodes de r�esolution du mod�ele coupl�e. La discr�etisationdes
�equations est men�ee de la même fa�con que celle pr�esent�ee au Chapitre 5. Mais, cette fois-ci,
�a chaque pas de tempsn et pour chaque it�eration k de la boucle principale de Newton,
en plus du calcul des variables visco�elastiquesGi , pour i 2 J1; mK, nous devons r�esoudre
l'�equation d'�evolution de la variable viscoplastique. La r�esolution se fait en deux �etapes :

1. Cette premi�ere �etape est bas�ee sur l'hypoth�ese qu'il s'agit d'un processus visco�elas-
tique o�u la valeur de la variable viscoplastique calcul�ee au pas pr�ec�edent n'�evolue
pas Gn+1

0h = Gn
0h . On calcule alors le nouvel �etat des contraintes (Sn+1

0 )test et on
regarde le signe de la fonction crit�ere de plasticit�e correspondante �(Sn+1

0 )test . S'il
est n�egatif, on consid�ere alors que l'�etat calcul�e est l'�etat �nal �a l'it�eration k. S'il est
positif, il est impossible d'accepter l'�etat comme plastiquement admissible et on doit
passer �a la deuxi�eme �etape.

2. Dans cette deuxi�eme �etape, on cherche la nouvelle valeur de la variable viscoplastique
qui donne les contraintes plastiquement admissibles. Pour cela, on doit r�esoudre
l'�equation d'�evolution de la variable viscoplastique G0, en chaque point d'int�egration.

� _G0h = � 2 < �( S0) > C � 1
h

@�
@S0

(S0h)G0h :

En utilisant l'application exponentielle, on peut r�esoudre cette EDO sous la forme :

G0h(tn+1 ) = exp

"

� 2
Z tn +1

tn
< �( S0(s)) > C � 1

h (s)
@�
@S0

(S0h(s))ds

#

G0h(tn ):

Nous proposons donc le sch�ema num�erique implicite suivant :

Gn+1
0h = exp

�
� 2 < �( Sn+1

0 ) > (Cn+1
h ) � 1signe(Sn+1

0 )test
�

Gn
0h ;

o�u on a utilis�e le fait que
@�
@S0

(Sn+1
0 ) = signe(Sn+1

0 ) = signe(Sn+1
0 )test . Ce sch�ema peut se

mettre sous la forme :
F0(Gn+1

0h ; Cn+1
h ) = 0 ; (7.5)
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o�u la fonction F0 est d�e�nie, pour tout ( H; C ) 2 U � U par :

F0(H; C ) = H � exp

"

� 2

* �
�
�
�dev

�
@W0

@C

�
(C; H )

�
�
�
� �

r
2
3

Sy

+

C � 1signe(Sn+1
0 )test

#

Gn
0h :

Tout comme pour les variables visco�elastiques, l'�equation non lin�eaire (7.5) d�e�nit une
fonction implicite Gn+1

0h = G0(Cn+1
h ) qui peut être facilement r�esolue par une m�ethode

de Newton. Il faut alors aussi modi�er la matrice tangente M k du probl�eme �elastique

principale pour tenir compte de la di��erentielle
@G0

@C
.

Ces m�ethodes n'ont pas encore fait l'objet d'une impl�ementation dans le code de calcul.
L'objectif sera alors de confronter les r�esultats num�eriques obtenus �a des r�esultats exp�eri-
mentaux, a�n d'illustrer l'e�cacit�e du mod�ele propos�e pour repr�esenter le comportemen t
de mat�eriaux viscoplastiques complexes.
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Annexe A

Preuve de la Proposition 1.2

Dans cette premi�ere annexe, nous donnons la d�emonstration de la Proposition 1.2 qui
est une in�egalit�e de Carleman ponctuelle pour un op�erateur hyperbolique scalaire. Le r�e-
sultat est d�emontr�e par Klibanov et Timonov dans [49] pour l'op�erateur P0 = a(x)@2

t � �

o�u 1 � a(x) � a1, c'est-�a-dire que q(x) =
1

a(x)
. Nous rappelons ici cette d�emonstration en

la g�en�eralisant au cas o�u 0 < a 0 � a(x) � a1.

Introduisons tout d'abord

v(x; t ) = u(x; t )e�' (x;t ) ; 8(x; t ) 2 
 � (0; + 1 ); 8� > 0;

o�u on rappelle que ' (x; t ) = jx � x0j2 � �t 2 avecx0 2 R3 n
 et � > 0. On va alors calculer
P0u(x; t ) en fonction de v(x; t ). On commence donc par calculer :

@t u(x; t ) = ( @t v(x; t ) + 2 ��tv (x; t )) e� �' (x;t ) ;

@2
t u(x; t ) =

�
@2

t v(x; t ) + 4 ��t @ t v(x; t ) + 4 � 2v(x; t )
�

� 2t2 +
�
2�

��
e� �' (x;t ) ;

r u(x; t ) = ( r v(x; t ) � 2�v (x; t )(x � x0)) e� �' (x;t ) ;

� u(x; t ) =
�

� v(x; t ) � 4� r v(x; t ) � (x � x0) + 4 � 2v(x; t )
�

jx � x0j2 �
3
�

��
e� �' (x;t ) :

Dans tout ce qui suit, O
�

1
�

�
d�esigne une fonction C1(
 � (0; + 1 )) telle que :

�
�
�
�O

�
1
�

� �
�
�
� �

C
�

; 8� > 1;

et la même chose est valable pour sa d�eriv�ee premi�ere. Donc on a

(P0u(x; t ))2e2�' (x;t ) =( a(x)@2
t u(x; t ) � � u(x; t ))2e2�' (x;t )

=[ a(x)@2
t v(x; t ) � � v(x; t ) + 4 �a (x)�t @t v(x; t )

+4 � r v(x; t ) � (x � x0) � 4� 2v(x; t )
�

jx � x0j2 � a(x)� 2t2 + O
�

1
�

��
]2:

Si on pose alors :

z1 = a(x)@2
t v(x; t ) � � v(x; t ) � 4� 2v(x; t )

�
jx � x0j2 � a(x)� 2t2 + O

�
1
�

��
;
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z2 = 4 �a (x)�t @t v(x; t );

z3 = 4 � r v(x; t ) � (x � x0);

on a l'estimation suivante

(P0u(x; t ))2e2�' (x;t ) � z2
1 + 2z1z2 + 2z1z3:

On va estimer s�epar�ement chacun des termes de cette in�egalit�e. Par soucis de clart�e,nous
omettons ici les d�ependances en (x; t ) mais n'oublions pas que le coe�cient a d�epend de
x.

Terme 2z1z2

2z1z2 = 8 �a�t @ t v
�

a@2
t v � � v � 4� 2v

�
jx � x0j2 � a� 2t2 + O

�
1
�

���

= @t
�
4�a 2�t (@t v)2�

� 4�a 2� (@t v)2 � r � (8�a�t @ t v r v) + 8 ��t @ t v (r a � r v)

+ 8 �a�t (@t r v � r v) + 16 � 3a�v 2
�

jx � x0j2 � 3a� 2t2 + O
�

1
�

��

� @t

�
16� 3a�v 2

�
t jx � x0j2 � a� 2t3 + tO

�
1
�

���

= @t
�
4�a 2�t (@t v)2�

� 4�a 2� (@t v)2 � r � (8�a�t @ t v r v) + 8 ��t @ t v (r a � r v)

+ @t
�
4�a�t jr vj2

�
� 4�a� jr vj2 + 16� 3a�v 2

�
jx � x0j2 � 3a� 2t2 + O

�
1
�

��

� @t

�
16� 3a�v 2

�
t jx � x0j2 � a� 2t3 + tO

�
1
�

���
:

On pose alors

U1 = � 8�a�t @ t v r v;

V1 = 4 �a 2�t (@t v)2 + 4 �a�t jr vj2 + 16� 3a�v 2
�

t jx � x0j2 � a� 2t3 + tO
�

1
�

��
;

pour obtenir

2z1z2 = � 4�a�
�
a(@t v)2 + jr vj2

�
+ 8 ��t @ t v (r a � r v) + @t V1 + r � U1

+ 16� 3a�v 2
�

jx � x0j2 � 3a� 2t2 + O
�

1
�

��
:

On a bien

j(U1; V1)j � C� (jr uj2 + ( @t u)2 + � 2u2)e2�' :
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Terme 2z1z3

2z1z3 = 8 � r v � (x � x0)
�

a@2
t v � � v � 4� 2v

�
jx � x0j2 � a� 2t2 + O

�
1
�

���

= @t (8�a (r v � (x � x0))@t v) � 8�a (@t r v � (x � x0))@t v

� r � (8� (r v � (x � x0)) r v) + 8 � r (r v � (x � x0)) � r v

� r �
�

16� 3v2(x � x0)
�

jx � x0j2 � a� 2t2 + O
�

1
�

���

+ 16� 3v2(x � x0) �
�
2(x � x0) � r a� 2t2�

+ 48� 3v2
�

jx � x0j2 � a� 2t2 + O
�

1
�

��

= @t (8�a (r v � (x � x0))@t v) � r �
�
4�a (x � x0)(@t v)2�

+ 4 � (r a � (x � x0))( @t v)2

+ 12�a (@t v)2 � r � (8� (r v � (x � x0)) r v) + 8 � jr vj2 + r �
�
4� (x � x0)jr vj2

�

� r �
�

16� 3v2(x � x0)
�

jx � x0j2 � a� 2t2 + O
�

1
�

���

� 12� jr vj2 + 16� 3v2
�

5jx � x0j2 � � 2t2(r a � (x � x0)) � 3a� 2t2 + O
�

1
�

��
:

On pose alors

U2 = � 4�a (x � x0)(@t v)2 � 8� (r v � (x � x0)) r v + 4 � (x � x0)jr vj2

� 16� 3v2(x � x0)
�

jx � x0j2 � a� 2t2 + O
�

1
�

��
;

V2 = 8 �a (r v � (x � x0))@t v:

On a bien
j(U2; V2)j � C� (jr uj2 + ( @t u)2 + � 2u2)e2�' ;

et on obtient

2z1z3 = 4 � (3a + r a � (x � x0)) ( @t v)2 � 4� jr vj2 + @t V2 + r � U2

+ 16� 3v2
�

5jx � x0j2 � � 2t2(3a + r a � (x � x0)) + O
�

1
�

��
:

Si on suppose
a(x)

2
+ r a(x) � (x � x0) � 0;

alors on a
2z1z3 � 10�a (@t v)2 � 4� jr vj2 + @t V2 + r � U2

+ 16� 3v2
�

5jx � x0j2 �
5
2

a� 2t2 + O
�

1
�

��
:

Terme 2z1z2 + 2z1z3

On repart du terme de 2z1z2 que l'on peut minorer ainsi

8��t @ t v (r a � r v) � � 8�� jt jj@t vjkakC1 (
) jr vj � � 4�

r
�
a0

da1(a(@t v)2 + jr vj2);
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puisque surQ(0; � ), on �t 2 < jx � x0j2 � d2. On pose� =

r
�
a0

dkakC1 (
) . Donc on a

2z1z2 � � 4�a (a� + � ) (@t v)2 � 4� (a� + � ) jr vj2 + @t V1 + r � U1

+ 16� 3a�v 2
�

jx � x0j2 � 3a� 2t2 + O
�

1
�

��
;

d'o�u on d�eduit que

2z1z2 + 2z1z3 � 4�a
�

5
2

� a� � �
�

(@t v)2 � 4� (1 + a� + � ) jr vj2 + @t (V1 + V2)

+ r � (U1 + U2) + 16 � 3v2
�

(a� + 5) jx � x0j2 �
�

5
2

+ 3a�
�

a� 2t2 + O
�

1
�

��
:

Terme z2
1

z2
1 =

�
a@2

t v � � v � 4� 2v
�

jx � x0j2 � a� 2t2 + O
�

1
�

��
+ �bv

� 2

;

o�u b est un facteur quelconque pour le moment mais qui sera choisi de mani�ere ad�equate
pour compenser des termes provenant des autres calculs.

z2
1 � 2�bv

�
a@2

t v � � v � 4� 2v
�

jx � x0j2 � a� 2t2 + O
�

1
�

���

� @t (2�bva @t v) � 2�ba (@t v)2 � r � (2�bv r v) + 2 �b jr vj2

� 8� 3bv2
�

jx � x0j2 � a� 2t2 + O
�

1
�

��
:

On pose alors
U3 = � 2�bv r v et V3 = 2 �bva @t v:

On a bien
j(U3; V3)j � C�b (jr uj2 + ( @t u)2 + � 2u2)e2�' ;

et on obtient

z2
1 � @t V3 � 2�ba (@t v)2 + r � U3 + 2 �b jr vj2 � 8� 3bv2

�
jx � x0j2 � a� 2t2 + O

�
1
�

��
:

On regroupe tous les termes

On pose alors

U = U1 + U2 + U3 et V = V1 + V2 + V3:

En particulier, on a

V = 4 �a 2�t (@t v)2 + 4 �a�t jr vj2 + 16� 3a�v 2
�

t jx � x0j2 � a� 2t3 + t O
�

1
�

��

+ 8 �a (r v � (x � x0))@t v + 2 �bva @t v:
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On a bien
j(U; V)j � C�b (jr uj2 + ( @t u)2 + � 2u2)e2�' ;

et on v�eri�e que V(x; 0) = 0 si u(x; 0) = 0 ou @t u(x0) = 0, 8x 2 
. Finalement, on obtient

2z1z2 + 2z1z3 + z2
1 � 4�a

�
5
2

� a� � � �
b
2

�
(@t v)2 + 4 �

�
b
2

� 1 � a� � �
�

jr vj2

+ @t V + r � U + 16� 3v2
�

(a� + 5 �
b
2

)jx � x0j2 �
�

5
2

+ 3a� �
b
2

�
a� 2t2 + O

�
1
�

��
:

On veut que les coe�cients multipliant ( @t v)2, jr vj2 et v2 soient positifs. On choisit donc
b = 4, on suppose que 0� � � 1 et on utilise le fait que a0 � a(x) � a1, ce qui conduit �a

2z1z2 + 2z1z3 + z2
1 � 4�a 0

�
1
2

�
p

�
�

a1 +
d

p
a0

kakC1 (
)

��
(@t v)2

+ 4 �
�

1 �
p

� (a1 +
d

p
a0

kakC1 (
)

�
jr vj2 + @t V + r � U

+ 16� 3v2
�

3jx � x0j2 �
�

1
2

+ 3a�
�

a1� 2t2 + O
�

1
�

��
:

Si on suppose alors que

p
� �

p
� 0 = min

2

6
6
4

1

4
�

a1 +
d

p
a0

kakC1 (
)

� ;

r
5

6a1

3

7
7
5 � 1;

on obtient �nalement

(P0u(x; t ))2e2�' (x;t ) � �a 0(@t v)2 + 3 � jr vj2 + 48�� 3v2 + @t V + r � U;

puisque l'on travaille dans Q(0; � ) dans lequel

3jx � x0j2 �
�

1
2

+ 3a�
�

a1� 2t2 � 3
�
jx � x0j2 � � 2t2�

� 3�:
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Annexe B

Compl�ements sur la transform�ee de
Fourier-Bros-Iagolnitzer

Dans cette seconde annexe, nous revenons sur la transform�ee de Fourier-Bros-Iagolnitzer
(FBI) [8], �evoqu�ee au Chapitre 2 et dont nous avons propos�e une variante dans notre d�e-
monstration du Th�eor�eme 2.1. Nous pr�esentons ici la transform�ee originale et �enon�cons
certaines de ses propri�et�es �el�ementaires. Nous pr�esentons les r�esultats surR mais ils sont
�egalement valables surRn , pour n 2 N� . Pour plus de d�etails, le lecteur pourra se reporter
aux ouvrages de Delort [21], Sj•ostrand [84], Krantz et Parks [50] et Martinez [65].

D�e�nition

La transform�ee FBI est une version non lin�eaire de la transform�ee de Fourier. D�e�nis-
sons tout d'abord l'espace de SchwartzS(R) des fonctions rapidement d�ecroissantes. C'est
l'espace des fonctionsC1 (R) telles que la fonction et chacune de ses d�eriv�ees s'annulent
�a l'in�ni plus vite que tout polynôme. On a S(R) � L 1(R). Tous les fonctions C1 (R) �a
support compact sont des fonctions deS(R). Son dual topologique,S0(R) est l'espace des
distributions temp�er�ees. Toute distribution �a support compact est temp�er�ee.

La transform�ee FBI d'une distribution u de S0(R) est d�e�nie, pour tout  � 0, par

(F  u) (z) =
Z

R
e� 

2 (z� y)2
u(y) dy; 8z 2 C:

Tout comme pour la transform�ee de Fourier, les d�e�nitions de la transform�ee FBI peuven t
varier d'un ouvrage �a l'autre, principalement en ce qui concerne les constantes de normali-
sation. Sous la forme pr�esent�ee ici, elle est aussi parfois appel�ee transform�ee de Bargman.

Propri�et�es

1. Pour tout u 2 S 0(R), F  u est une fonction enti�ere en la variable complexez et
analytique r�eelle en  .

2. Si u 2 L 2(R) alors F  u 2 L 2(C) et on a :

CkF  ukL 2 (R) = kukL 2 (C) ;

o�u C est une constante de normalisation.

3. Pour tout u 2 S 0(R), avec z = t + ir 2 C, on a

@t (F  u) = i@r (F  u) :
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4. Formule d'inversion : Soit u 2 S 0. Pour tout t 2 R et s 2]0; 1[, on d�e�nit :

us(t) =
1

4�

Z + 1

0
e� 

2

Z

j! j=1

�
1 +

i!


@z

�
(F  u) ( t + ir! ) d! d:

Alors, us est une fonction analytique r�eelle en t qui converge, au sens des distribu-
tions, vers u quand r tend vers 1� .

La transform�ee FBI est utilis�ee pour deux applications : tout d'abord, pour prouver le
caract�ere analytique locale d'une distribution (voir Th�eor�eme B.1) mais �egalemen t en tant
qu'op�erateur de Fourier int�egral (dans le domaine complexe) pour r�eduire micro localement
un op�erateur di��erentiel P �a une forme plus simple, pour plus de d�etails se reporter �a
Robbiano et Zuily [80].

Th�eor�eme B.1 (Crit�ere d'analyticit�e locale, Bros et Iagolnitzer [8]) . Soit t0 2 R. Une
distribution u est localement �egale �a une fonction analytique r�eelle ent0 si et seulement
s'il existe des constantes positivesC et m telles que pour tout > 0, pour tout t proche
de t0 et pour tout jr j su�samment grand, la transform�ee FBI satisfasse l'in�egalit�e :

j(F  u) ( t + ir )j � Ce� m :

Si de plus,u est dansC1
0 (R) alors elle est analytique r�eelle dans un voisinage det0.

Par ailleurs, la transform�ee FBI permet de d�emontrer le r�esultat suivant :

Th�eor�eme B.2 (Th�eor�eme de Holmgren [36]). Soit P un op�erateur di��erentiel elliptique
d�e�ni sur un ouvert 
 de R et dont les coe�cients sont analytiques. Si Pu est analytique
dans 
 alors u l'est aussi.



Annexe C

Contrôlabilit�e approch�ee du syst�eme de
Lam�e

Dans cette troisi�eme annexe, nous nous int�eressons au probl�eme de contrôlabilit�e ap-
proch�ee pour le syst�eme de Lam�e stationnaire. Le contrôle agit sur une partie de la fronti�ere
du domaine 
 et le champs de d�eplacement est observ�e sur une courbeS, int�erieure �a 
.
Nous suivons la d�emarche propos�ee par Osses et Puel pour l'�equation de Laplace dans [73]
et le syst�eme de Stokes dans [72]. Nous �enon�cons le r�esultat de contrôlabilit�e approch�ee en
norme L 2, valable sous certaines hypoth�eses g�eom�etriques portant sur la courbeS. Nous
construisons un contrôle de normeL 2 minimale par dualit�e. Pour calculer le contrôle, nous
minimisons une fonctionnelle non quadratique.

Enonc�e du probl�eme

Soit 
 un ouvert born�e connexe de R2, de fronti�ere � = � 0 [ � 1 lipschitzienne. Nous
consid�erons le syst�eme de l'�elasticit�e lin�eaire :

Chercher le d�eplacementu solution de :
8
><

>:

�r � � (u) = 0 ; dans 
 ;

u = 0 ; sur � 0;

u = v; sur � 1;

(C.1)

o�u � (u) = � (r u+ r uT )+ � r� u Id avec� et � dansR+
� et o�u v est un contrôle de fronti�ere

agissant sur � 1.

Soit S une courbe r�eguli�ere incluse dans 
. Nous nous donnons un d�eplacementud sur
S et nous cherchons un contrôlev qui permet d'obtenir un champs de d�eplacementu(v)
dans 
 dont la trace u(v)jS sur S est proche du champs donn�eud. Ce contrôle n'est pas
unique. Pour en caract�eriser un en particulier, nous imposons une condition suppl�emen-
taire qui nous am�ene �a r�esoudre le probl�eme suivant :

Connaissant ud 2 L 2(S)2 et � > 0, trouver un contrôle v 2 L 2(� 1)2 solution de :

min
v

�
1
2

Z

� 1

v2d; tel queku(v)jS � udkL 2 (S) � �
�

:
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� 1

u = v

u = 0� 0

r � � = 0

S

u �= ud

Fig. C.1 { Notations du probl�eme de contrôlabilit�e approch�ee.

Th�eor�eme et m�ethode de dualit�e

A�n que u soit su�samment r�eguli�ere pour que sa trace sur S ait un sens, S et �
doivent être strictement s�epar�es. On suppose donc :

S [ � = ; : (C.2)

Les e�ets du contrôle v sur � 1 doivent atteindre S. Il faut donc que tous les points de
S puissent être connect�es �a � 1 par un arc simple dans 
 qui ne croise pasS. Ceci revient
�a supposer la condition suivante :

8x 2 S; 9ax 2 C([0; 1; 
]) ; 8t 2 ]0; 1[; ax (t) 2 
 n S; ax (0) = x; ax (1) 2 S: (C.3)

Th�eor�eme C.1. Sous les hypoth�eses (C.2) et (C.3), pour toutud 2 L 2(S) et pour tout
� > 0, il existe un unique contrôle v̂ 2 L 2(� 1)2 solution du probl�eme de minimisation :

min
v

�
1
2

Z

� 1

v2d; tel queku(v)jS � udkL 2 (S) � �
�

:

De plus, on a la relation d'erreur suivante :

ku(v̂)jS � udkL 2 (S) = min f �; kudkL 2 (S)g: (C.4)

Nous d�e�nissons alors, pour tout ' 0 2 L 2(S)2, la fonctionnelle suivante :

J (' 0) =
1
2

Z

� 1

j � � (' ) � n j2 d + � k' 0kL 2 (S) �
Z

S
ud � ' 0 d

avec ' l'unique solution du probl�eme dual :
(

�r � � (' ) = ' 0� S; dans 
 ;

' = 0 ; sur � ;
(C.5)

o�u � S est la distribution de Dirac sur S.
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Th�eor�eme C.2. Sous les hypoth�eses (C.2) et (C.3), pour toutud 2 L 2(S) et pour tout
� > 0, le probl�eme de minimisation de J admet une unique solution'̂ 0 2 L 2(S)2 qui
v�eri�e :

v̂ = � ('̂ ) � n:

La d�emonstration de ces r�esultats est une simple modi�cation de celle du Th�eor�eme
1.2 de [72].

R�esolution et exemple num�erique

Les probl�emes primal et dual sont r�esolus par �el�ements �nis P2 grâce au logiciel Free-
Fem++ [33]. La fonctionnelle J est minimis�ee par un algorithme BFGS [69]. Une fois ^' 0

obtenue par minimisation de J , on r�esout le probl�eme dual (C.5) pour calculer '̂ . On
obtient alors v̂ = � ('̂ ) � n et on peut donc r�esoudre le probl�eme primal (C.1) avecv̂ comme
contrôle. Les d�etails techniques de l'impl�ementation (calcul du gradient de J , mise sous
forme matricielle des probl�emes) peuvent être trouv�es dans Osses et Puel [72], o�u ilssont
expos�es dans le cas du probl�eme de Stokes.

Nous proposons ici un exemple de mise en �uvre de ces m�ethodes. Nous choisissons

 comme le cercle unit�e centr�e en (0 ; 0). La courbe S est une ellipse d'�equations x =
0:1 + 0:16 cos(t) et y = 0 :2 + 0:1 sin(t), param�etr�ees par t 2 [0; 2� ]. Le d�eplacement ud,
donn�e sur S, est tel que S devienne un cercle de rayon 0:1, centr�e en (0; 0). On choisit
les valeurs� = � = 106Pa des coe�cients de Lam�e. La Figure C.3 montre les di��erents
r�esultats obtenus en r�esolvant le probl�eme. La Figure C.2 pr�esente l'erreur num�erique
kuh � udkL 2 (S) , ainsi que l'erreur th�eorique prescrit par la formule (C.4), en fonction du
param�etre � .

! ! ! " ! # ! $ ! % ! & ! ' ! (
! !

! "

! #

! $

! %

! &

! '

)**+,*-+.-./*0+-1&-+.-2/.345/.-6,-78*80+4*+-897:8

9/;<897:8=

9/
;<

+
**

+
,*

=

)**+,*-4:+/*5>,+

)**+,*-.,0+*5>,+

Fig. C.2 { Erreur th�eorique et num�erique en fonction de � pour le probl�eme de
contrôlabilit�e approch�ee.




























