S Q#H K2b BMp2'b2b 2i bBKmH iBQMb Mm
pBb+Q0H biB+Bil j.X
Jv /2"m? M

hQ +Bi2 i?Bb p2 " bBQM,

Jv /2"m? MX S°Q#H K2b BMp2'b2b 2i bBKmH iBQMb MmKGa B[m2b 2M p
(K i?)X IMBp2'bBid SB2°22iJ 'B2*m B2 @ S 'Bb 0oA- kyRyX 6 Mi BbX

> G A/, i ZH@Yy88kRRR
2iiTbh,ffi2HX "+?2Bp2b@Qmp2 i2bX7 fi2H@yy88!
am#KBii2z/ QM 8 C M kyRR

> G Bb KmHiB@/Bb+BTHBM v GOT24WB p2 Dmbp2 "i2 THm B/BbBIBTHBN
"+?Bp2 7Q i?72 /2TQbBi M/ /Bbb2KIBEBMBR MNQ@T™+B2® " H /BzmbBQM /2 /
2MiB}+ "2b2 "+?2 /Q+mK2Mib- r?2i?@+B2MMiB}2mM2b#/@ MBp2 m "2+?22 +?22- T
HBb?2/ Q° MQiX h?2 /IQ+mK2Mib MK VW+RK2Z2EF IQKHBbb2K2Mib /62Mb2B;M
i2 +?BM; M/ "2b2 "+? BMbiBimiBQWER BM?8 7M#M2I @b Qm (i~ M;2 b- /2b H
#Q /-Q 7 QK Tm#HB+ Q T ' Bp i2T2HRAB+B @2MT2BIpXib X



UPMC

MAA{ SORBONNE

Probémes inverses et simulations
nuneriqgues en viscelasticie 3D.

TH ESE DE DOCTORAT

pesente et soutenue publiqguement le 22 novembre 2010

pour I'obtention des grades de

Docteur de I'Universie Pierre et Marie Curie
Srecialie Matlematiques Appligees
et

Doctor en Ciencias de la Ingeniera de la Universidad de Chile
Mencon en Modelacbn Matenatica
par

Maya de Buhan

Composition du jury
Rapporteurs : Habib Ammari
Masahiro Yamamoto

Examinateurs : Pascal Frey Directeur de trese
Axel Osses Directeur de these
Feceric Hecht
Manuel Del Pino
Patrick Le Tallec
Enrique Zuazua







Table des materes

Introduction grerale

1 Un probeme inverse en visceelasticie lireaire . . . . . ..
11 Stabilie h elcerienne avec mesure interne . . . . .
1.2 Stabilie logarithmique avec mesure frontere . . . .
1.3 Resolution nurrerique du probeme inverse . . . . .
1.4 Application en imagerie eebrale . . . .. ... ..

2  Simulation nunerigue en visceelasticie non lireaire . . . .

....... 12

2.1 Resolution nurerique d'un mocele de visceelasticie non lireaire 14

2.2 Application en bionecanique eebrale . .. ... ... ... .. 15
2.3 Moctle coupk viscelastiquel/viscoplastique . . . . . . .. .. .. 16
|  Un probéme inverse en viscalasticie lireaire 17
Introduction 19
1 Une iregalie de Carleman pour l'orateur de la viscelasticie 25
1.1 EnoneduTheoeme 1.1 . ... ... .. ... ... ... ... ..... 26
1.2 Preuvedu TReoeme 1.1 . . . . . . .. .. ... ... ... 26
1.3 Remarque surlaCondition1 . ... ... ... ... ........... 35
2 Prolongement unique pour l'orateur de la viscelasticie 39
21 Enone duTheoeme 2.1 . . . .. . . .. .. ... .. 39
2.2 Preuvedu Theoeme 2.1 . . . . . . . . . . . ... 40
3 Stabilie de la ecugeration d'un coe cient viscelastique 59
3.1 Un esultat de stabilie h elderienne avec observation interne . . . . .. 60
3.2 Un esultat de stabilie logarithmique avec observation frontere . ... 61
3.3 Preuvesdes Theoemes 3.1 et33 .. ... ... ... ... ....... 61



2 Table des materes
4 Resolution nuneriqgue d'un probéme inverse en viscelasticie 71
4.1 Methodesde esolution . . . . ... ... ... ... . 72
4.1.1 Resolution du probeme direct . . . . ... ... ... ... ... 72
4.1.2 Resolution du probeme inverse . . ... ... .. ... ..... 73
4.1.3 Methode de egularisation . . ... .. .. .. .......... 75
42 Etudedelerreur. . . . . . . . . .. 77
4.2.1 Estimationapriori . .. ... ... ... .. .. .. ... 77
422 DoONrees NUMBMqUES . . . . . . v v v v v i e e e e e e 79
4.2.3 Changer le nombre de vecteurs danslabase ... ........ 79
4.2.4 Changer la zone d'observation . . . ... ... ... ....... 80
4.2.5 Changer le temps d'observation . . ... ... .. ... ..... 81
4.2.6 Changer l'erreur danslesdonrees . .. ... ... ........ 81
4.3 Application en imagerienedicale . . . . . ... ... .. ... ... 83
4.3.1 Motivation . . . . .. 83
4.3.2 DoNrees NUMBrqUES . . . . . . v v v v v i e e e e e e 83
4.3.3 Adaptation de maillage etdebase . . .. .. .. ... ... ... 84
434 Llesesultats . .. ... . ... 86
4.4 Perpectives . . . . . . . . 87
4.4.1 Recugeration de plusieurs coe cients simultarement . . . . . . 87
4.4.2 Recuperation en trois dimensions . . . . .. ... ... ... 87
[l Simulation nunerique en viscelasticie nonlireaire 89
Introduction 91
5 FResolution nunerique d'un moale de viscelasticie non lircaire 95
5.1 Discetisation desequations. . . . . .. .. .. ... ... 0o 96
5.1.1 Discetisationenespace . . . . . . . .. ... 96
5.1.2 Discetisationentemps . . .. ... ... .. ... .. .. ... 97
5.2 Methodes de esolution . . . . . ... ... Lo 98
5.2.1 Calcul de la variable visceelastique . . . . . . . ... ... .... 98
5.2.2 Resolution du probemeelastique . ... ... ... ....... 99
5.2.3 Lalgorithme . . . . . . .. ... ... 101
5.2.4 Quelques remarques sur l'impementation . . . . . ... ... .. 102
5.3 Validationetexemple . . . . ... .. .. ... .. .. . 105
5.3.1 Validation . . . ... ... ... 105
532 Exemple . . .. ... ... e 107



6 Un exemple d'application en bionecanique ®ebrale 111

6.1 Motivations . . . . . . . . . 111

6.2 Etatdelartdesmockles . .. ... .. ... ... ... ... ..., 112

6.3 E cacie de la formulation gereralie . . . . . . .. ... 112
6.3.1 Experience de compression par Miller . . . . .. ... ... ... 113
6.3.2 Experience de compression et de relaxation par Libertiaux . . . 113
6.3.3 Experience de cisaillementpar Ning . . . .. ... ........ 116

6.4 Description du mockle geonetrique . . . . .. .. ... L. 117

6.5 Calcul de la ceformationducerveau . . . . . .. ... .. ... ..... 119

7 Un mocetle viscelastique/viscoplastique en grandes aformations 121

7.1 Exemples lireaires unidimensionnels . . . . . ... ... ... ...... 121
7.1.1 Le moctle visceelastigue de Maxwell . . . .. ... ... .... 121
7.1.2 Le mockleelastique/viscoplastique de Perzyna . . . . .. .. .. 123
7.2 Le mockle visceelastique/viscoplastique non lireaire 3D . . . . .. . .. 125
7.2.1 Cirematique . . . . . . . . .. 126
7.2.2 Lesequations dequilibre en grandes ceformations . . . . . . .. 127
7.2.3 Loidecomportement . .. .. .. ... ... ... .. 128
7.24 Lesequationsdumocele . ... .. ... ... ... ... 132
7.3 Resolution nunerique du probeme coupe . . . . . ... L oL 133
Annexes 135
A Preuve de la Proposition 1.2 137
B Compkments sur la transfornee de Fourier-Bros-lagolnitzer 143
C Contrélabilie approctee du syseme de Lane 145
Table des gures 149
Bibliographie 153

Resune/Abstract 159



Table des materes



Introduction gprerale

Dans cette tlese, nous abordons plusieurs probemes matlematiques et nuneriques
relatifs auxequations de la viscelasticie. Avant de cetailler ces travaux, pr ecisons ce que
recouvre la notion de visceelasticie.

Qu'est ce qu'un maeriau viscelastique ?

Un maeriau est dit elastique s'il se deforme instantarement lorsqu'il est soumisa une
contrainte et retourne tout aussi vitea sonetat d'origine lorsque celle-ci est retiee. Pour
un maeriau visceelastique, la relation entre la contrainte et la ceformation depend du
temps. Ainsi, dans les maeriaux viscaelastiques, on observe les ptenonenes suivants :

1. Si la contrainte est maintenue constante, la deformation augmente avec le temps :
c'est le prenonene de uage.

2. Sila ceformation est maintenue constante, la contrainte diminue avec le temps :'est
le prenonene de relaxation.

3. Si un chargement cyclique est appligue, on observe un pkenorrene diyseesis (avec
un retard de phase), menanta une dissipation de lenergie necanique.

Notons que, selon la relation entre le taux de deformation et la contraintea l'iner ieur d'un
maeriau, la viscosie peut étre lireaire ou non lireaire . La thkeorie de la visceelasticie
lireaire est en gereral valide uniqguement pour de petites deformations (dont I'amp litude
est inerieurea 10 2 en pratique).

Matriau charge Retour progressifa lequilibre

Fig. 1 { Comportement d'un maeriau visceelastique soumisa une contrainte constante.
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Tous les matkriaux pesentent un certain dege de eponse visceelastique. Dans les
nmetaux usuelsa temperature ambiante, ce comportement peut étre reglige et les mageriaux
consicees commeelastiques. Par contre, les polyneres et les tissus humains, ainsi ques
metaux a haute temperature, exhibent des e ets visqueux conequents qui doivent &tre
pris en compte dans les applications. Au f3"€ secle, des physiciens tels que Maxwell,
Boltzmann et Kelvin ontetude le ptenormene de uage des metaux et caoutchoucs. La
viscelasticie en tant que telle n‘aeeetudee qua partir de la n du 20 ©M€ sicle lorsque
des polyneres synttetiques ont commenea étre utilies dans l'industrie.

Les apports de la these

Ce nemoire de tlese comprend deux parties. Dans la premere partie, nous nous ine-
ressons au syseme de la visceelasticie lireaire. Pour ce syseme, le probkmedirect aete
largementetude (mocklisation, Lakes [52], analyse matlematique, Bellout et Necas [6],
analyse nunerique, Shawet al. [81]) et peuta pesent étre consicee comme esolu. Dans
cette these, nous regardons le probeme inverse et plus particulerement le probéme de
la ecuperation des coe cients viscelastiqgues. Nous traitons les aspects treoriques (uni-
cie et stabilie de la ecuperation), ainsi que nuneriques (methodes de r esolution). Dans
la deuxeme partie, nous passons au syseme de la visceelasticie non lireaire. Pource
moctle, peu de travaux existent, ne serait-ce qu'au sujet du probeme direct. Nous pe-
sentons des nmethodes nuneriques pour le esoudre et I'impementation de ces derares en
trois dimensions. Une application biormedicale est ensuite envisagee et cecrite. Finalement
nous abordons des questions de mocklisation enetablissant un moctle coupé viselas-
tique/viscoplastique.

Dans la suite de cette introduction, nous pesentons un esune des esultats obterus
dans la trese. Ces esultats sont volontairement simplies pour n‘en garder que le prin-
cipe et l'icce donree des cemonstrations n'est que formelle. Pour lenone rigoureux des
esultats, les hypotteses exactes de validie et les details des cemonstrations, le lecteur
se rapportera aux chapitres correspondants. De mé&éme, on trouvera en introduction de
chaque chapitre les eerences vers les travaux existants sur les tremes aboss. Le but de
ces introductions est de mettre en perspective les esultats de la these.

1 Un probéme inverse en viscelasticie lireaire

Soit un ouvert borre de R3, de frontere @ suppose su samment egulere. Pour
toute fonction u : (0;+1)! RS2 nous introduisons I'ogerateur hyperbolique inegro-
dierentiel P c ni de la manere suivante :

Pu%x;t)z @u(x;t) r (X)(r u(x;t)+r u(x;t)t)+ )(r  w(x; ol
t

+ r ~(x;8)(r u(x;t  s)+ ru(x;t s)H+ T(x;s)(r u)(x;t  s)l ds;
0

(1)

a et sont appeks les coe cients de Lane, tandis que ~ et ~ sont des coe cients de
viscosie.



1. Un probeme inverse en visceelasticie lireaire 7

Le syseme de la visceelasticie lireaire que nous consicerons est alors le suiant :

g Pu(x;t) = f(x;t); 8(x;t) 2 0;+1);

u(x; 0) = uo(x); 8x 2 ; )
3 @Qu(x; 0) = uy(x); 8x2 ;
" u(x;t)=0; 8(x;t)2@ (0;+1):

Ce syseme mocklise la dynamique en trois dimensions d'un matriau visceelastique somis
a un chargement exerieur f. Le vecteuru est ici le ceplacement mesue par rapporta la
con guration de etrence . Le vecteur ug est le ceplacement initial et u; est la vitesse
initiale.

Dans toute la premere partie de la these, nous nous ineressons a la ecuperation
d'un des coe cients de l'ogerateur P. Plus peciement, nous faisons I'hypothtese que le
coe cient ~ peut se cecomposer sous la forme

~(x;t) = p(x)h(t); 8(x;t) 2 (0;+1): 3)

Cette hypotlese est satisfaite, en pratique, pour la plupart des maeriaux visceelastiques.
Nous regardons alors le probeme inverse de ecugeration de la cependance spatialpa
partir de mesures de la solutionu. Les probemes inverses sont gereralement mal poses.
Aussi, les questions qui se posent naturellement sont celles de l'unicie et de la stabilit
de la ecuperation. Dans le Chapitre 3, nous cemontrons deux esultats de stabilie, | 'un
relatifa des mesures dans un ouvert! de et l'autrea des mesures sur une partie de
la frontere @. Les deux premiers chapitres sont, quanta eux, cedesa la cemonstration
des outils qui nous seront recessaires dans les preuves des esultats de stabilie : une
iregalie de Carleman pour l'operateur P au Chapitre 1 et un esultat de prolongement
unique pour le syseme (1)-(2) au Chapitre 2. Le Chapitre 4 revient sur le probeme inverse
avec mesure interne et propose des nethodes nuneriques pour le esoudre. Legsultats
cemontes sont pecies dans les sections suivantes. Par souci de clare, les hypothses
techniques sont volontairement omises ou simpliees.

1.1 Stabilie mlcrienne avec mesure interne

Le premier esultat que nous cemontrons est un esultat de stabilie h elderienne pour le
probeme inverse de ecuperation du coe cient p(x), pour tout x 2 ,a partir de mesures
de la solution :

uix;t);  8(xt)2!  (O;T);
al ! est une partie de et T un temps strictement positif. Supposons que nous avons
deux coe cients p et p et introduisons u (respectivementu) la solution du syseme (1)-(3),
assocee au coe cient p (respectivementp). Le esultat senonce ainsi :

Treoeme 0.1 (Theoeme 3.1 du Chapitre 3). Il existe 2 (0;1) tel que I'estimation
suivante soit vraie :

La constante C qui apparaY ici est positive et cepend du coe cient inconnu p mais au
travers d'une certaine norme que I'on suppose borrea priori. De ce esultat, nous dedui-
sons alors imnediatement l'unicie de la ecugeration. En e et, nous avons l'implicat ion :

u(x;t) = u(x;t); 8(x;t)2!  (0;T) =)  p(x)= p(x); 8x2

Ces esultats sont valides sous trois sortes d'hypotheses :
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1. Hypotrese sur la zone d'observation
L'ouvert ! doit au moins contenir un voisinage du bord de et le temps d'observation
T doit étre su samment grand. Ceci garantit que toute l'information, poree par les
ondes qui se propagent dans le makriau, peut étre capee dans la zone pendant
la periode d'observation (0; T).

2. Hypotleses sur les coe cients

{ Les coecients ;; 7 ~doiventétre susamment eguliers en temps et en espace
an que la solution u soit susamment egulere.

{ Les coe cients p et p sont suppo®es connus dan$ . Autrement dit, la ecugeration
n'a en fait pas lieu dans tout mais seulement dans n!. Cette hypotlese
est sans doute la plus restrictive en pratique car il faut alors pouvoir mesurer
experimentalement le coe cient dans un voisinage du bord.

{ Lescoecients et +2 satisfont une condition de type pseudo-convexit (voir
Condition 1).

3. Hypotlese sur la donree initiale
La vitesse initiale u; peut étre quelconque (ou suppose nulle par lirearie du pro-
beme), mais le deplacement initial up doit \eri er une hypotrese technique. En
particulier, il doit étre non nul. Les observations doivent donc étre faites dans la
phase de relaxation du matriau, qui auraet pealablementecare de sa position
dequilibre.

La preuve de ce esultat repose sur la combinaison d'une iregalie de Carleman [12] et de
la methode de Bukhgeim et Klibanov [11], que nous allons decrirea pesent :

Une iregalie de Carleman pour l'ograteur P

Une iregalie de Carleman est une iregalie denergie ponceee. Elle permet d'est i-
mer lenergie initiale d'un syseme en observant sonenergie localement, sous eservale
connatre la source denergie. Il s'agit donc d'une relation de la forme :

Treoeme 0.2  (Theoeme 1.1 du Chapitre 1) .
Poids Energie initiale Observations internes + Source :

Il existe de nombreuses iregalies de Carleman pour des operateurs de tous types
(elliptique, hyperbolique et parabolique). Cependant aucune iregalie n'existait dans la
literature pour I'ogerateur inegro-dierentiel P en dimension trois. Pour cemontrer I'in-
egalie du Treoeme 0.2, nous introduisons plusieurs changements de variables an de
ramener le probeme (1)-(2) a une equation d'onde scalaire pour laquelle le esultat est
ep connu. Ceci se fait en quatreetapes.

1. La premere particularie du probeme (1)-(2) est qu'il s'agit d'un syseme. La ne-
thode consistea cecoupler le syseme enequations scalaires, satisfaites pawn et par
les ondes transversalg u et longitudinale r* u, comme dans Imanuvilov et Ya-
mamoto [42]. La di cule que nous rencontrons alors est que la trace des fonctions
r uetr”™ usur@n'est plus correctement ¢k nie. Nous sommes donc obliges de
travailler loin du bord et c'est pour cela que nous devons supposer le coe cienfp
connu dans un voisinage de la frontere.

2. La deuxeme dicule tienta la pesence du terme inegral. Nous utilisons al ors
un changement de variable, initialement pesent dans Cavaterraet al. [13], et qui
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permet d'absorber le terme inegral. La nouvelle variable \eri e ainsi uneequation
d'onde scalaire.

3. Malge tout, lequation reste non eversible, puisqu'elle moctlise un ptenom ene de
dissipation denergie. Ceci empéche donc detendre la solutionat < 0 an de tra-
vailler sur un intervalle ( T; T) comme cela est classiqguement fait. Nous avons donc
recoursa une iregalie de Carleman ponctuelle de Klibanov et Timonov [49] pour
une equation hyperbolique scalaire. Cette iregalie n'est pas valable dans tout le
cylindre (0; T) mais seulement entre des lignes de niveaux d'un hyperboide.
Une attention toute particulere doit étre poree aux domaines dans lesquels nous
travaillons. Dans le corps du manuscrit, de nombreuses gures accompagnent les
cemonstrations pour faciliter leur compehension.

4. Une fois le esultat cemonte pour la nouvelle variable, il faut revenira la solut ion
initiale u par une serie d'iregalies en utilisant la egularie des coe cients et le
Lemme 1.4 qui permet de majorer les termes inegraux.

Methode de Bukhgeim et Klibanov

La nethode de Bukhgeim et Klibanov est une nethode remarquable pour ceriver des
estimations de stabilie a partir d'iregalies de Carleman. Le principe est simple. Nous
introduisons p= p  p et nousecrivons lequation satisfaite par w = @(u u) :

8 Z,
% PwW = h(s)r p(r w(t s)+r w(t s)!) ds
0

h%  p(r up+r u) ; dans  (0;+1);

w(0)=0; dans ;

% @n0)= h@O)yr p(r ug+r up) ; dans
Ww=0; sur@ (0;+1):

Nous remarquons que le coe cientgtapparata la fois dans la donree initiale (dont cepend
lenergie initiale) et dans la source de lequation. Il sut alors d'appliquer liregali & de
Carleman cemontee peedemmenta la nouvelle fonction Av pour obtenir

Poids Terme en p Observations internes + Terme en p;

et nous pouvons absorber le dernier terme du membre de droite dans le membre de gauche
grace aux poids. Nous obtenons ainsi le esultat du Treoeme 0.1 souhait, puisque les
observations internes correspondent icia la norme dew”dans le domaine d'observation
I (0;T).
1.2 Stabilie logarithmique avec mesure frontere

Le deuxeme esultat de stabilie que nous cemontrons est relatif au probeme inver se
suivant :
Connaissant(; ; 7h; ug;ug;f), retrouver p(x), pour tout x 2 ,a partir de mesures de

ru(xt) nx);  8(xt)2  (O;T);

@ est une partie de@ de normal exerieure n et T > 0.

Le treoeme que nous cemontrons est le suivant ;
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Tlkeoeme 0.3  (Theoeme 3.3 du Chapitre 3) . Il existe 2 (0;1) tel que l'estimation

suivante soit vraie :
2 0 13

C
k@(u ukiz oy

kp pkHZ() Cglog%2+ X
1j j 2
Les hypotleses concernant la egularie des coe cients ainsi que celles portant sur ks
donrees initiales sont les m&émes que pour le esultat du Theoeme 0.1. Cette fos encore,
le temps d'observation doit étre su samment grand. Par contre, la zone d'observation
peut étre choisie arbitrairement petite. En ce sens, le esultat du Treoeme (0.3) est plus

fort, méme si la stabilie n'est ici que logarithmique. A nouveau, il y a unicie dans la
ecugeration,a savoir :

Qu(x;t)= Qu(x;t); 8(x;t) 2 O;T); Ji=12 = pxX)=px); 8x2

La cemonstration de ce esultat utilise I'estimation de stabilie avec observations i nternes
du Theoeme 0.1 et un esultat de prolongement unique dont nous pesentons uneebauche
dans ce qui suit. La conclusion est alors immediate.

Stabilie dans le prolongement unique pour l'ogerateur P

Nous cemontrons un esultat de stabilie assocea un prolongement unique pour l'ope-
rateur P. Le esultat en question stipule que, si la source de lequation est nulle dans le
voisinage! de @ et si la solution et ses cerives s'annulent sur une partie de @, alors
la solution s'annule dans un ouvert inclus dand . La partie de la frontere consiceee peut
étre aussi petite que I'on veut. Nous appliquons ce esultata la fonction # = u u dont
lequation est biena source nulle dans! puisque I'on a supposp = p dans! . Le esultat
enonce qu'il y a stabilie pour ce prolongement unique, ce qui secrit sous la forme :

Treoeme 0.4  (Theoeme 2.1 du Chapitre 2) .
Observations internes dans ! Observations fronti eres sur

La principale di cule vient du fait que les coe cients de l'oerateur P dependent du
temps, donc les nethodes classiques ne s'appliquent plus. La cemonstration du Threame
0.4 se fait alors en quatreetapes :

1. Nous introduisons une nouvelle transformation inspiee de la transformee de Fourier-
Bros-lagolnitzer (FBI) [8] mais qui est capable de traiter le terme inegral. Cette
nouvelle transformation conserve en e et les proprees de la FBI classique mais
permet en plus de transformer la convolution de deux fonctions en la convolution de
l'une par la transfornee de l'autre.

2. La nouvelle transformation permet de changer localement le syseme hyperbolique
(2)-(2) en un syseme elliptique inegro-dierentiel, comme dans Bellassoued [3].

3. Il nous faut alors cemontrer une iregalie de Carleman pour le syseme elliptique
inegro-dierentiel esultant. Cela est fait en utilisant les mémes techniqu es que pour
cemontrer l'iregalie de Carleman pour le syseme hyperbolique, c'esta-dire que I'on
se ranenea uneequation elliptique scalaire pour laquelle les esultats sont connus,
Imanuvilov et Puel [40], Lebeau et Robbiano [57].
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4. Grécea liregalie de Carleman, nous cemontrons des esultats d'interpolation en
suivant la methode de Robbiano [79]. Le premier esultat d'interpolation cemonte
relie la valeur de la solution sur @a celle dans une boule proche de . Le
deuxeme permet de passer de cette boule proche de a n'importe quelle boule
incluse dans! . En sommant ces iregalies pour des boules formant un recouvrement
de n'importe quel ouvert de! , nous obtenons le esultat voulu.

Les dierents esultats cemontes dans la premere partie sont illustes sur la F igure 2.

t A
T L---
@ =
2 = (0;7T)
2 3 4
® = | ©T) ) @ @
4) = (0;T)
0 (1) .
! X
Iregalie de Carleman + Methode de B&K =  Stabilie observation interne
pOidS k Ok(z) kP Ok(z) + kok(g) kp pk(l) ku Uk(z) kp pk(l) k u Uk(g)
kP(U U)k(z) k p pk(l)
Stabilie observation interne + Prolongement unique = Stabilie observation frontere
kp pk(l) k u Uk(g) kok(g) k 0'((4) kp pk(l) k u Uk(4)

Fig. 2 { Sctema illustrant formellement les esultats cemontes dans la premere partie.

1.3 Resolution nunerique du probéme inverse

Maintenant que nous connaissons les conditions pour que le probeme inverse de ecu-
peration du coe cient p soit stable, il est kgitime de s'ineressera la ecuperation e ective
de ce coe cient. Dans le Chapitre 4, nous regardons le probeme inverse avec observations
internes. A n de le esoudre, nous proposons de minimiser la fonctionnelle suivante :

Z.2

J(p) = ju(p)  Uobd® + jr (U(P)  Uobgi® dxdt;

2
Q@ Ugps €st la solution obsenee. Cette solution est en principe dierente de la solution
exacte du fait des erreurs commises lors des mesures exgrimentales. Elle ne correspond,
d'ailleurs, souvent pasa une solution du probeme (1)-(2). La fonctionnelle J est non qua-
dratique puisque la solutionu du probeme (1)-(2) cepend non lireairement du coe cient
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p. La minimisation est ealige par un algorithme BFGS [69], bien adapea ce type de
probeme non lireaire. Le calcul du gradient de J - direction de descente de l'algorithme
BFGS - recessite l'introduction du probeme adjoint de (2). An de egulariser la ne-
thode, nous choisissons de chercher le coe cient inconngp dans un espace de dimension
ni Pk P, a K estladimension. Nous ealisons ainsi une egularisation par discetisa-
tion (Kirsch [48]). Plusieurs espacedk sont possibles. Un choix judicieux est de consicerer
I'espace engende par lesK premeres fonctions propres' ; du Laplacien ¢ ni sur ,a
savoir ( )

X

Pk = pP2Pp=pet+ B'i ;

i=1
al pje@ est un reevement de la trace sur @ de la valeur exacte de p (qui est connu
puisque I'on a suppo< le coe cient p connu dans un voisinage du bord). A n de esoudre
le probeme de manere plus pecise, nous proposons une nethode adapte. Apes awoir
calcuk une premere solution pp sur le maillage initial, nous utilisons cette dernere pour
adapter la base. Cette dernere est alors compose des solutions du probeme aux valeurs
propres suivant :

r @' ix)= i i(x); 8x 2 ;
"i(x)=0; 8Xx2 @ ;
avec 1
0= o)

Ces fonctions sont ainsi locali®es & ai les variations du coe cient sont les plus impor-
tantes. Cette icke, combireea une adaptation de maillage classique, permet d'anelioer
la pecision du esultat en diminuant I'erreur nunerique. Le coe cient inconnu peut  ainsi
@tre ecupee avec suces en chaque n ud du domaine discreti. Dans les essais ge nous
avons meres, la solution obsenee est obtenue en calculant la solution exacte du probeme
direct et en lui ajoutant une erreur relative uniforme de 2%. Le probeme direct est esolu
en utilisant deseements nis de Lagrange P, en espace et un sclema cente implicite en
temps.

1.4 Application en imagerie @ebrale

Nous pesentons en n une application potentielle de cette methodea la detection d es
tumeurs eebrales. En e et, le comportement necanique du cerveau humain, comme celui
de nombreux tissus vivants mous, est viscelastique. Une tumeur peut alors se caraceriser
par un coe cient de viscosit dierent de celui du tissu sain. En retrouvant la cartographi e
du coe cient correspondant, nous pourrions donc localiser la tumeur. Un exemple de
esultat est pesent sur la Figure 3.

2 Simulation nunerique en viscelasticie non lireaire

Dans la deuxeme partie de la these, nous nous ineressonsa un moctle plus com-
plexe de visceelasticie non lireaire, inspie du mocele de Simo [82]. Nous consiérons
donc un maeriau qui, dans sa con guration au repos, occupe le domaine , ouvert borre
et connexe deR3. Supposons que la frontere de est lipschitzienne, ainsi la normal
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(@)

(b) (c) (d)
Fig. 3 { (a) Donree initiale ug. (b) Zone d'observation! . (c) Coe cient exact. (d)

Coe cient ecupee.

unitaire sortante n est bien c nie en tout point de . Supposons egalement que cette
frontere se ceccomposeen = o[ 1avec o\ 1= ;.Le probeme que nous consickrons
est le suivant :

Trouver le vecteur ceplacementu solution de :

8

2r T=1 dans ;

S u= up; sur o; (EDP)
’ T n=g; sur g

al le vecteur f (resp. g) repesente les forces volumiques (resp. surfaciques), exprimees

Fig. 4 { Deformation du domaine
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dans la con guration de ekrence, et T est le premier tenseur des contraintes de Piola-
Kirchho qui cepend de u. La relation entre T et u est appeke loi de comportement du
maeriau et s'exprime au travers du gradient de ceformation F = Id + r u par :

dw

T=—— pF} 4

G P (4)
a W est lenergie interne du syseme. Dans le moctle visceelastique que I'on onsicere,
W peut s'exprimer en fonction du tenseur de Cauchy-GreerC, d ni par :

C=F'F=Id+ru+ru+ru ru

et en fonctions de tenseurss;, pour i 2 J1; mKas m 2 N, qui sont des variables internes
utilisses pour mesurer la deformation d'amortisseurs visqueux inclus dans le matriau.
Levolution de ces variables internes est alors decrite par I'ensemble dequations suiant :

8

< 1 @W+ 1. .
iG T= —=— G - dans ;
N T 8i 2 JL; mK (EDO)
Gi(0) = Id; dans ;

avec i, pouri 2 J1;mK les coe cients de viscosie. Les pressionsp et g, pour i 2 J1; mK
qui apparaissent dans les equations (4) et (EDO) sont les multiplicateurs de Lagrange
assoces aux contraintes d'incompressibilie :

det(F)=det( Gj)=1; 8i 2 JI;mK (5)
Le probkeme mis sous forme variationnelle est alors le suivant :

Chercher(u ug)2V,p2P,Gij2H etg 2Q, 8i 2 J1;mK tels que :

8 Z 4 Z
% (C Gi; ;Gm) pC ! :rvdx= f vdx+ g vd; 8v2V;
1
p(det(F) 1)dx =0; 8p2P;
§ (CGl, ;Gm)+ iG ! gG ' :Hdx=0; 8H 2H;
Z
q(det(Gi) 1)dx =0; 8i 2 JI; mK 802 Q:

al V;P;H et Q sont des espaces fonctionnels convenables.

Ainsi, le probeEme associe uneequation aux cerivees partielles (EDP) non lireai re, des
conditions d'incompressibilie (5) et mequations aux cerivees ordinaires (EDO) decrivant
levolution des variables internes.

2.1 Resolution nunerique d'un mockle de viscalasticie non lireaire

Dans le Chapitre 5, en nous appuyant sur les travaux de Le Tallec [55], nous expli-
quons les principalesetapes de discetisation du mocele viscelastique intoduit et nous
pesentons les technigues de esolution qui ontet e ectivement impement ees en trois
dimensions, dans un code en langag€ La discetisation en espace met en uvre des
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ebements nis de Lagrange Py pour les pressions et les variables internes, €, pour le ce-
placement. Le maillage du domaine de calcul est ttraedrique conforme. La discetisation
en temps est ealiee par un sctema d'Euler implicite. Les EDO caractrisant lev olution
des variables internes, une fois discetiees, peuvent étre mises sous la forme d'unr@
beme de minimisation sous contrainte. Par une astuce utilisant le caractre synetrique
des variables internes et les proprees d'incompressibilie, le probeme se ramene ensuite
a un probeme de minimisation, sans contrainte cette fois-ci. Nous le esolvons alors par
une nethode de Newton. L'EDP non lireaire, quanta elle, se met sous la forme d'un
syseme discret non lireaire. Celui-ci estegalement lirearie par une methode de Newton.
A n d'initialiser convenablement I'algorithme de Newton pour assurer sa convergence, il
est recessaire d'appliquer le chargement exerieur au maeriau par incement. Le syseme
lireaire esultant est typique des probemes mixtes et est esolu par une technique de
Lagrangien augmeng, Fortin et Glowinski [25], utilisant un gradient conjugle pecondi-
tionre. Compte-tenu de la complexie des algorithmes utilies et de la taille des maillage
gue nous consicerons, une attention particulere est poreea chaqueetape pour étre la plus
e cace en terme de nemoire et de temps de calcul. Nous pesentons ensuite le calcul d'um
solution analytique pour le moctle consicee dans le cas simple d'une compression uni-
dimensionnelle. Les esultats nuneriques sont ainsi confronesa cette solution analytique
pour validation. Nous pesentons en n un exemple d'application sur une pece necanique
a geonetrie complexe que nous soumettonsa une grande ceformation.

2.2 Application en bionecanique @ebrale

Le Chapitre 6 revient sur I'application biorredicale envisagee. Il s'agit de la simulation
nunerique des deformations des structures ®ebrales. Nous exposons en cetail les mo-
tivations de cette etude. Ensuite, nous pesentons lesetapes d'obtention du maillage de
calcul, en trois dimensions, a partir de la segmentation d'images obtenues par esonance
magretiqgue. Nous confrontons les esultats nuneriques obtenus par le code de calcuh
des experiences merees par Miller [67] sur des cerveaux de porcs. Ceci permet de valider
le choix du moctle retenu. En particulier, nous identi ons ainsi la valeur des coe cients
de notre mockle. Un exemple de simulation nunerique (voir Figure 5) est pesene pour
conclure et souligner I'e cacie de notre approche.

() (b)

Fig. 5 { (a) Maillage. (b) Champ de deformations du cerveau soumisa la gravie.
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2.3 Mockle coupé viscelastique/viscoplastique

Dans le Chapitre 7, nous nous ineressons au couplage du moctle introduit peeden-
ment avec un mockle de viscoplasticie en grandes deformations (voir Figure 6). Nous
commercons pareclairer les notions en pesentant deux moctles lireaires unidimesion-
nels : le mockle visceelastique de Maxwell [64] et le mockle elastique-viscoplastige de
Perzyna [76]. Puis, nous nous attachonsa ceriver le moctle viscalastique/viscoplastque
en satisfaisant successivement les grands principes de la nmecanique :

1. Tout d'abord, le Principe des Travaux Virtuels, Ciarlet [14], permet detablir les
equations dequilibre en grandes deformations. Celles-ci sont poses sur la con gu-
ration de ekrence .

2. Ensuite, la loi de comportement du mageriau decoule de I'application du principe de
la dissipation denergie de Clausius-Duhem, Truesdell [87].

3. Dans le cas d'un processus non plastique, nous pouvons exprimer la dissipation
denergie engendee par la pesence des amortisseurs visqueux. Ceci conduit aux
equations du syseme (EDO).

4. Enn, levolution de la variable plastique est egie par le Principe du Travail Plast ique
Maximal enone par Hill [34]).

—

" 0 "Vp

"el "vl

n n
em vm

Fig. 6 { Sclema rheologiqgue du mockle viscaelastique/viscoplastique lireaire unidimen-

sionnel avec la contrainte et ", "¢, "y et "y, les deformations totale,elastique, visqueuse
et viscoplastique, respectivement.
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Introduction

Dans l'ensemble de cette premére partie, nous nous ineressons au probeme de la
visceelasticie lireaire, avec pour objectif nal letude du probeme inv erse de cetermina-
tion d'un coe cient visceelastique. Introduisons le syseme de la visceelastici €, muni de
conditions initiales et de conditions aux bords acequates. Soit un ouvert borre de RS3,
de frontere @ suppose su samment egulere (a priori  C%! su t pour notre probeme).

Le syseme est le suivant :

g Pu(x;t) = f(x;t); 8(x;t) 2 0;+1);
u(x; 0) = uo(x); 8x2 L
3 @(x; 0) = U1(x); 8x2 @
©ou(xt)=0; 8(x;t)2 @ (0;+1);
al P est l'operateur hyperbolique inegro-dierentiel ¢ ni de la manere suivante
Pugx;t) = @u(x;t) r OO(r ut)+ ruat))+ )(r  u)(x;t)l
t )

+ r ~(x;s)(r u(x;t  s)+ ru(x;t s)H+ T(x;s)(r u)(x;t s)l ds:
0

Ce syseme mocklise la dynamique, en trois dimensions, d'un magriau visceelastigle sou-
misa un chargement exerieur repesent par f. Le vecteuru est ici le deplacement mesue
par rapporta la con guration de etrence . Le vecteur ug est le ceplacement initial tan-

dis queu; est la vitesse initiale. Les coe cients et sont appeks les coe cients de Lane

et caracerisent la eponseelastique du materiau tandis que ~ et ~ sont les coe cients de
viscosit. Le caracere bien pos du probeme direct (1)-(2) est assue par la proposition
suivante :

Proposition 0.5 (Theoeme 4.2 par Bellout et Necas [6]) . Sous certaines hypotteses de
egularie portant sur les coe cients (; ; 7 ~), suppoes satisfaites ici, siug 2 H3() 3,
up 2 L2() 3etf 2 LT (0;+1 ;L2() 3\ L2%0;+1 ;L2%() ®), alors il existe une unique
solution faible

U2 LY (0;+1 ;HGO) )\ WH(0;+1 5L%() 3\ WA (0;+1 5H 1) ?);
au probeme (1)-(2).

La premere partie de ce manuscrit est compose de quatre chapitres dont un bref
esurne est donre ci-dessous.

19



20 Introduction

Chapitre 1

Le Chapitre 1 est consacea la cemonstration d'une iregalie de Carleman pour l'ope-
rateur P. C'est une iregalie denergie ponceee. Elle permet d'estimer la norme de | a
solution d'une equation aux cerivees partielles par la norme de l'operateur appliqu ee a
la solution et par une norme locale de la solution (dans un domaine d'observation res-
treint). Cette iregalie de Carleman est un outil puissant qui nous sera utile au Chapitre 3
pour ceriver les estimations de stabilie dans letude du probeme inverse. Pour cemontrer
cette iregalie, nous introduisons plusieurs changements de variables a n de ramener le
probkeme (1)-(2)a uneequation d'onde scalaire pour laquelle le esultat est cep connu.

Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous cemontrons un esultat de stabilie assoce au prolongement
unique pour l'ogerateur P. Le esultat de prolongement unique stipule qu'en l'absence de
source, si la solutionu est nulle sur une partie de@ alors elle est nulle dans un ouvert
proche de @. La principale di cule vient du fait que les coe cients de l'ogerateur P
tependent du temps, donc les nethodes classiques ne s'appliquent plus. Nous introdsbns
une transformation qui permet de changer localement le probeme en un syseme elliptique
pour lequel les esultats sont connus.

Chapitre 3

Un probeme inverse senonce de la manere suivante : si je peux mesurer la solution
d'uneequation, suis-je capable d'en retrouver les caraceristiques ? Nous nous ineressons
dans ce chapitrea la ecugeration d'un des coe cients visceelastiques. Plus pr ecisement,
nous faisons I'nypothese que le coe cient ~peut se cecomposer sous la forme

~(x;t) = p(x)h(t); 8(x;t) 2 0;+1); (3)

et nous regardons le probeme de ecugeration de la cependance spatialepa partir de
mesures du ceplacementu du maeriau. Les questions a se poser sont alors celles de
l'unicie et de la stabilie de la ecugeration. Nous cemontrons un esultat  de stabilie
helcerienne relative a une unique mesure interne. La preuve de ce esultat repose sur
la methode de Bukhgeim et Klibanov [11] et sur l'iregalie de Carleman dcemontee au
Chapitre 1. En utilisant alors le esultat de prolongement unique du Chapitre 2, nous
prouvons ensuite un esultat de stabilie logarithmique relativea une unique mesure sur
une partie arbitrairement petite de la frontere.

Chapitre 4

Le Chapitre 4 est quanta lui dede a la esolution nurreriqgue du probeme in  verse
de ecuperation du coe cient p en deux dimensions d'espace. Pour esoudre ce probkme
inverse, nous proposons de minimiser une fonctionnelle non quadratique. A n de egulariser
la methode (voir Kirsch [48]), nous introduisons une base spectrale que nous adaptons
en fequence a la solution. Nous montrons que cette icke, combiree a une adaptation
de maillage classique, permet d'aneliorer la pecision du esultat en diminuant l'erreur
nunerique. Le coe cient inconnu peut ainsi étre ecupee avec suc@s en chaque nud du
domaine discreti®e. Nous pesentons en n une application possible de cette nethodea &
cktection des tumeurs eebrales.
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Notations

Introduisons maintenant quelques notations qui seront utiles dans plusieurs chapitres
de cette premere partie. Nous e nissons tout d'abord la fonction poids de Carleman :

Ce nition 0.0.1 (Fonction poids de Carleman) Pour xo 2 R®n et > 0, nous
¢k nissons une fonction ' de la manere suivante :

(xt) = jx xgi2 t? 8(x;t) 2 (0;+1): (4)

Fig. 1 { Fonction poids de Carleman' (x;t) pour Xxo=0 et =1.

1.0
] — delta=0
097 — delta=0.1
0.8|— delta=0.2
074l delta=0.3
‘éO.6j
€ 0.51
|d_.> 4
0.4+
0.3
0.2
0.14
0.(."j T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
Espace x
Fig. 2 { Isovaleurs de la fonction poids de Carleman (x;t) = pourxo=0 et =1.

Cette fonction est illustee sur les Figures 1 et 2, dans le cas particulier de<g = 0 et
=1. Nous introduisons ensuite :
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1. Distances (Figure 3)
Pour Xxo 2 R®n , on pose

do = inf jx  Xoj et d=supjx Xoj:
X2 X2

Xo
do

Fig. 3 { De nitions des distances dg et d.

2. Domaines (Figure 4)
Pour"> 0et > 0, on note

(")=1fx2 ;dist(x@ >"g (0= ;
QM )=1f(xt)2 (") (O:+1);" (xt)> g; Q(0;0)= Q:

Nous remarquons queQ O;T) s que T > g&
d t
pP="r-
Q
"(x;t)=0
do
Qi) T
0 Y \%Xo
W (") P
d

Fig. 4 { De nition des espaces ( ") et Q("; ).

3. Normes
PourQ R® R, > Oetk2 N, nous introduisons les normes ponceees suivantes :

2 — 2(kj 2 .

K?Khw (@ = k@, 7o)
iy K

2 _ 2ki ) 2 .

K7Kas @ = K@ 7ki2(q)-

Ik
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En particulier, nous utiliserons :
2 - 2 2 2 .

alryxt =(r ;@) cesigne l'operateur des cerivees premeres en espace et en temps.
On remarque que pouru 2 H& (), on a lequivalence des normes suivantes :

‘ X o ‘ X o :
kue k|2_|k; Q) = 2k J)k@;t (ue )kEZ(Q) 20 Dk Qu e kEZ(Q):
ik ik

4. Dans tous les chapitres,C et Cj, pour 1 i 6 seront desconstantes eelles
positives gereriques.
Nous ¢k nissons nalement la condition suivante, portant sur une fonction scalaire q :

Condition 1. La fonction scalaire q satisfait les deux propréees suivantes :
1. il existe K > Otel que8x 2 , q(x) K,

. . — — 1
2. il existe xg 2 R®n~ tel que8x 2 ,Eq(x) roqx) (x xg) O.

Arnmes de ces ck nitions, nous sommes maintenant en mesure denoncer et de cemontrer
les esultats des chapitres suivants.
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Chapitre 1

Une iregalie de Carleman pour
I'operateur de la viscelasticie

Une iregalie de Carleman est une iregalie denergie, ponccee par des poid s expo-
nentiels. Plus peciement, elle donne une majoration de lenergie globale du syseme @r
la source et par une certaine energie locali®e. La premere iregalie de Carleman aee
cemontee en 1939 par le matfematicien qui lui a donre son nom, T. Carleman [12]. Dans
ce travail £minal, elle permettait de cemontrer un esultat d'unicie pour une equation
aux cerivees partielles elliptigues en deux dimensions. Depuis, la theorie des regalies
de Carleman aet largementetudee et gereralieea de larges classes d'ogerateurs dif-
Erentiels (hyperbolique, elliptique et parabolique) en dimension quelconque. Elles sdn
aujourd'hui principalement utilisees pour ceriver des estimations de stabilie dans | etude
de probemes inverses. Pour un traitement gereral des iregalies de Carleman, le lecteur
pourra se reportera :

{ Hermander [36] dans le cas ai le symbole de I'opgerateur est isotrope et les fonctions

consiceees sonta support compact (iregalies de Carleman locales),

{ Isakov [43] pour des fonctions toujoursa support compact mais pour des ogerateurs

dierentiels dont le symbole est non isotrope,

{ Tataru [86], Imanuvilov et Yamamoto [41], Fursikov et Imanuvilov [29] dans le cas

de fonctions qui ne sont pasa support compact (iregalies de Carleman globales),

{ Klibanov et Timonov [49], Lavrent'ev, Romanov et Shishat'skii [54] pour des irega-

lies de Carleman ponctuelles.

Ces iregalies restent valables, sans aucune modi cation, si on ajoute des termes d'ordre
inerieur a l'operateur consicee. Par contre, la pesence d'un terme inegro-di  erentiel
ajoute une di cule en modi ant la structure méme de lequation. Par exemple, dans le
cas hyperbolique, lequation n'est alors plus eversible, du fait de la dissipation dénergie
lee au prenonene visqueux. En pratique, cela empéche detendre la solution pourt < 0
a n de travailler sur un intervalle ( T;T) comme cela est classiquement fait. Il faut alors
avoir recoursa une iregalie de Carleman ponctuelle. Cette iregalie n'est pas val able dans
tout le domaine cylindrique (0; T) mais seulement dans des domaines borres par les
lignes de la fonction poids de Carleman. En 2006, Cavaterra, Lorenzi et Yamamoto [13]
modi ent ainsi une iregalie de Carleman ponctuelle de Klibanov et Timonov [49] pour
uneequation hyperbolique scalaire et y inegrent, gracea un changement de variable,un
terme inegro-dierentiel.

Contrairement au cas scalaire, la literature concernant les sysemes dequations est peu
fournie. En e et, on ne dispose pas de techniques gererales autres que celle de multier le
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syseme par la matrice des cofacteurs et d'utiliser une iregalie de Carleman scalaire pou
le ceterminant, Isakov [43]. Mais cette nmethodeekve la multiplicie des car aceristiques, ce
qui rend les cemonstrations di ciles. Dans le cas du syseme de Lane - ogerateur P sans
le terme inkgral, on a cependant quelques esultats. En 2004, Elleret al. [23] prouvent
une iregalie de Carleman pour des fonctionsa support compact. La preuve est base sur
la cecomposition de la solution u en une onde transversale u et une onde longitudinale
r™ u\eri ant chacune uneequation d'onde scalairea laquelle on peut alors appliquer les
esultats connus, Tataru [86]. En 2008, Imanuvilov et Yamamoto [41]etendent ce esultat
a des fonctions sans support compact. La di cule vient du fait que la trace des fonctions
r®~ uetr un'estpas c nie sur @ et qu'il faut donc travailler dans un ouvert loin du
bord.

Dans ce chapitre, nous cemontrons une iregalie de Carleman pour l'operateur de la
visceelasticie 3D - operateur P complet - en combinant les techniques peedemment
ciees. Les esultats de ce chapitre ontee publes dans [19].

1.1 Enone du Tleoeme 1.1

Treoeme 1.1  (Iregalie de Carleman) . Soit P l'ogerateur e ni en (2). On suppose
que :

(H1) (; )2C%() %et(7~)2C%  (0;+1))>?
(H2) et +2 satisfont la condition 1 avec un mémexg.

Alors, il existe o> 0et > 0tels que, pour tout 0, pour tout 0, pour "> 0,
pour 0< <d 3 et pour tout u 2 H?(Q)3 satisfaisantu(x; 0) =0 ou @u(x;0)=0,8x 2
l'iregalie suivante soit \eriee :
1 .
Zkue kfixz;

C k(Pu)e Kkiyq) + kr (Pu)e’ kzq

C 2 3.2 2 .
te” kukyzige; o p * T8 Kukhzg)

Q" )

@l ' est cnie par (4) et C > 0 depend de la norme C?( (0;+1)) du coecient ~
mais est incependante de .

Le dernier terme de cette iregalie n'est pas classique puisqu'il est global mais il dispa-
ratra, le moment venu, gracea un choix acequat de . Nous aurons alors que sPu =20
dansQ et u = 0 dans Q("; ) nQ(2"; ) alors u = 0 dans Q("; ). C'est un esultat de
prolongement unique pour l'ogerateur P.

1.2 Preuve du Tlkeoeme 1.1

Cette partie est consaceea la cemonstration de l'iregalie de Carleman du Theoeme
1.1. La preuve consistea cecoupler le syseme dequations initial enecrivant lesequations
satisfaites paru, r* uetr u. Ensuite, l'idee est d'introduire un changement de variable
pour eduire le probemea uneequation hyperbolique scalaire pour laquelle I'in egalie de
Carleman est connue (Corollaire 1.3). Finalement, on revienta la variable initiale u par
une <rie d'iregalies en supposant la egularie des coe cients et en uti lisant un lemme
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fondamental (Lemme 1.4).
Soit u la solution du syseme :

3 Pu(x;t) = F(x;t); 8(x;t) 2 0;+1);
S u(x;0)=0 or @u(x;0)=0; 8x2 ; (1.1
u(x;t) =0; 8(x;t)2@ (0;+1);

On suppose que les hypottesesH 1) et (H 2) sont satisfaites. Nous allons tout d'abord
cecoupler lesequations pour obtenir desequations coupkesa l'ordre un uniqguement.

DBecoupler le syseme dequations

Pour ce faire, on repart de lequation (1.1) que I'on eecrit sous la forme developpee :

Guxt)  (x) ust) (+ ) (fZ wixt) (r o uxtr (x)
t

ruxt)+ ruct)t ro (x)+  ~(x;t s) u(x;s)ds
0
Z t z t
+ (~+ )t 9)r (r o u(x;s)ds+  (r u(x;s)r T(x;t s)ds
Zot 0
+ ru(xs)+ ru(xs) r ~xt s)ds=F(xt); 8(x;t) 2 0;+1):
0

(1.2)
Remarquez le changement de variable dans la convolution du terme inegral. On prend la
divergence de (1.2) :
Z t
@r uwixt) (+2))(r uwist)+  (T+2-)(xt g (r u)(xs)ds
0

=(r F)x;t)+2r ( +2 )X)Ar (r w(x;t)+2r (x) (r™ (™ u)(xt)
F WO 00+ UGG+ T UGG 2 ()
t Zt

2r (T+2~)(x;t s)? r (r u)x;s)ds 2r ~(x;t s) (r™ (r™ u))(x;s)ds
v z, 0
(r u)x;s) ~(x;t s)ds (r u(x;s)+ ru(x;s)t):r ?2~(x;t s)ds:
0

On prend alors le rotationnel de (1.2) :
z
@(r’\ u)(x;t) X)) r™ u(xt)+ t ~(x;t  s)( r™ u)(x;s)ds
0

=(rr B +2r ()N (rou(xt)+r ()N (7t u))(xt)

+rZ (xX) r(r™ wx;t)+(rulx;t)+ rZu(x;t)t)"r 2 (%)
t2r ~(x;t  s)™r (r u)(x;s)ds tr ~(x;t  s)yM(r™ (r™ u))(x;s)ds

Z, z{
r~(x;t s) r (r™ u)(x;s)ds (ru(x;s)+ r u(x;s)) ™ (r 2~(x;t s))ds
0

On introduit les vecteurs u; = u, uz = r™ u et le scalaireu, = r u qui satisfont alors



28 Chapitre 1. Une iregalie de Carleman pour l'ogerateur de la visceelasticie

le syseme de septequations suivant :

@ui(xt) G(x) ui(xt)+ tei(x;t s) ui(x;s)ds= Fi(x;t)+ Aj(ug;uz;uz)(x;t);
0

8i 2f1;2;3q; 8(x;t) 2 0;+1);
(1.3)
Q oN a poe :

h=0q=; g3 = +2: &h =t =" q3:~+2~3

Fi=F; Fo=r" F; et Fz=r1r F:
Ici, les termes de couplagéd; sont des operateurs inegro-dierentiels du premier ordre en
x and t dont tous les coe cients sont borres dans (0;+1 ), d'apes I'hypottese ( H 1).
Les septequations esultantes sont coupkes uniqguementa l'ordre un, donc on peut leur
appliquer individuellement les esultats connus pour lesequations scalaires. Cependant g
probeme maintenant est que les traces des fonctions u etr” u sur @ ne sont plus
bien & nies. Nous avons besoin de changer lequation hyperbolique inegro-dierenti elle
(1.3) en uneequation hyperbolique a n de lui appliquer les esultats classiques.

Utiliser un changement de variable

Nous introduisons le changement de variable suivant :
Z t
ti (X 1) = g(X)uj(x;t) g(x;t s)u(x;s)ds; 8i2f1;2,3g; 8(x;t) 2 0;+1):
0
(1.4)
On a alors, pour tout i 2 f 1;2; 3g et pour tout (x;t) 2 0;+1),
Z

@i (x:t) = g(x)@ui(xt) t@et(x;t s)ui(x;s)ds+ @e (x; O)ui(x;t) + € (X; 0)@ui(X;t);
0

et
Zt

~Ui(x;t) = g(x) ui(x;t) g(x;t  s) uj(x;s)ds+2r g(x) r ui(x;t)
2 Z
+ gx)ui(x;t) 2 tr g(x;t s) r uj(x;s)ds t ~g(x;t  s)uj(x;s)ds:
0 0

Donc, pour tout i 2 f 1;2;3g et pour tout (x;t) 2 (0;+1 ), la fonction ¢; satisfait un
syseme hyperbolique de la forme :

@ (t)  Gg(x) ~ui(xt) = g(x) (Fi(xt) + Ai(ug;uz; us)(x;t)) + Li(u)(x;t);

al L est un ogerateur inegro-dierentiel du premier ordre donc tous les coe cients sont
borres dans (0;+1 ). Nous allons maintenant utiliser une iregalie de Carleman pour
uneequation hyperbolique scalaire comme celle satisfaite pau;~

Utiliser une iregalie de Carleman pour uneequation hyperbolique sca-
laire

Lesequations que I'on obtient sont valides dans (Q+ 1 ) mais,a cause de la pesence
des termes inegraux, on ne peut pasetendre leurs solutionsa (1 ;0). Ceci explique
pourquoi on ne va pas utiliser une iregalie de Carleman globale classiquement rencontee
dans la literature mais l'iregalie de Carleman ponctuelle suivante :
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Proposition 1.2  (Treoeme 2.2.4 par Klibanov et Timonov [49]) . Soit g2 C?() satis-
faisant la Condition 1 et' d nie par (4). Alors, il existe o> 0et > 0 tels que, pour
tout 0, pour tout 0, pour tout > 0 et pour tout u 2 H?(Q(0; )), on ait :

iruG 2+ djuxt)i? € Y4 u(xt)+ @V(xt)

, o (1.5)
C @u(xt) qx) u(xt) "€ & g(x;t) 2 QO; ):

Ici, (U;V) est une fonctiona valeurs vectorielles qui satisfait
UG+ VO] CCr xeust)i?+ Jjulat)i)e” &5 8(xt) 2 Q(0; ):

De plus,V(x;0)=0; 8x 2 ,siu(x;0)=0 ou@u(x;0)=0; 8x 2

De cette proposition dont on peut trouver la cemonstration en Annexe A, on ceduit
le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.  Soit q2 C?() satisfaisant la Condition 1 et' d nie par (4). Alors, il
existe o> 0et > 0O tels que, pour tout 0, pour tout 0, pour tout > O et
pour tout u 2 H2(Q(0; )) satisfaisant u(x; 0) =0 ou @u(x;0)=0, 8 2 , on ait

T "2 " K2
kue kisu (o:y C k(@u q u)e Ki2(o; ) * kue ki (@qo;yn( f og)

(1.6)
Cemonstration. Il sut d'inegrer (1.5) sur Q(0; ):
Z
(ir xeuCct)i?+ 3juxt)j?)e?’ Ddxdt
QWO:5
rouxt) @vixt)+ Cj@du(xt)  (x) u(xt)j%e® XY dxdt:
Q(0;)
On introduit
8t O % )=QM )V ( f tg
Q
X0
X
X0

Fig. 1.1 { Denition de l'ouvert (" ).
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C(x)
(% 0)
0 t‘
Fig. 1.2 { De nition du temps t,.
8 s
2 jx  Xgj? . : ,
ex2 = o s <ix xo?

> -
’ 0 sinon

Ces deux notations sont illustees sur les Figures 1.2 et 1.1. On remarque alors que

z Z,.,Z Z,.,Z
r U(x;t)dxdt = r U(x;t)dxdt = U(x;t) ndxdt
Q(0;) 70 t(0;) 0 @ +(0; )
= U(x;t) ndxdt
@Qo; )n( f 0g)
et que
Z ZZ, Z
@V (x;t)dxdt = @V (x;t)dtdx = V(x;ty) V(x;0) dx
Q@) 7 0
= V(x;t) dxdt:
@Qo; )n( f 0g)
Ainsi,
z z z
r U(x;t)dxdt @V (x;t)dxdt (U )) + jV (X t)pdxdt
Q(0;) 7 Q(0;) @Qo; )n( f 0g)
@ (Jr xeuCst)i?+ Sjuet)jye?’ CHdxdt:
@Qo; )n( f 0g)

Ceci cemontre le esultat rechercle. C'est le esultat sous cette forme que I'on va utiliser
dans la suite de la cemonstration du Theoeme 1.1. O

Comme on I'a souligre en introduction, la trace des fonctionsu; n'est plus connue sur
@. Pour s'a ranchir du terme de bord, on va donc appliquer l'iregalie de Carleman du
Corollaire 1.3 dans un domaine inerieur. Soient" > 0 et > 0. Nous introduisons la
fonction plateau ; qui satisfait 0 1 1 etquiest telle que
1t (x1) 2 Q2% 2);

O o it (v 2 Qe ) )
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1=1 N
QE@452) [\ I
0 \1 N -
R ~P— %
4—p27>

Fig. 1.3 { De nition de la fonction plateau 1.

Cette fonction est repesente sur la Figure 1.3. On pose alors
Ui (xt) = 1(x t)e(x;t); 8i 2f1;2;3g; 8(x;t) 2 0;+1):
Ainsi, u; satisfait lequation
@ui(xt) a() u(xt)
= a(st) @wist) () ~ui(xt) +2@ 1(xt) @ (x;t)

+ di(x;t) @ (x;1) (x)  (x;t) 2 (X)r 1(xt) r e(x;t)
= 1) (G (x) (Fi(x;t) + Aj(ug; uz;uz)(xt)) + Li(ui)(x;t)) + Ci(eh)(x;t);

a T est un operateur inegro-dierentiel du premier ordre dont tous les coe cients sont
borres dans (0;+1).

Puisque l'on a suppo% queu(x; 0) =0 ou @u(x;0)=0, 8x 2 , et que, selon (H2), le
coe cient g satisfait la Condition 1, on peut appliquer le Corollaire 1.3a u;, i.e. il existe
> 0 susamment petit tel que, pour > 0 susamment grand, on ait

sans terme de bord caw; est nulle dansQ nQ("; ).

Revenira la variable initiale u

On va maintenant cherchera majorer (resp. minorer) le membre de droite (resp. de
gauche) de l'iregalie (1.8) pour revenira la variable initiale u.

Majoration du membre de droite

On a besoin du lemme fondamental suivant :
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Lemme 1.4 (Lemme 3.1.1 par Klibanov et Timonov [49]). Soit' ¢ nie en (4). Il existe
C > 0 tel que, pour tout > O et pour tout u 2 L2(Q),
z z, 2 cZ
jux;s)jds € Ddxdt = ju(x;t)j?e® *Ydxdt:
0 Q

Cemonstration. En utilisant I'iregalie de Cauchy-Schwarz, on peutecrire :
zZ Z, 2 zZz Z,
ju(x;s)jds € XDdxdt ju(x;s)j?ds te?" Vdxdt:
0 Q 0

On remarque alors que :

teZI (x;t) = 4i@(ez' (X;t)); 8(X,t) 2 Q,
da,
Z Z, 2 ZZ 12 Z
ju(x;s)jds € *Udxdt i ju(x;s)j’ds @€ *Y)dtdx:
0 0 0
On inkegre alors par parties pour obtenir :
Z Z, 2
juix;s)jds € *Ydxdt
0 n
= ju(x;t)j2e? ®dtdx €2 (it ju(x;s)j2ds dx
4 . 0
1 . 5 5 (y
i ju(x;t)j?e?” Vdxdt;
Q

. 1
qui est le esultat voulu pour C = 7 O

On prend alors en compte le fait que
{ tous les coecients , , 7, ~et sontborres dansQ d'apes (H 1),
{ tous les ogerateurs A;, L; et Cj sont d'ordre inkrieur ouegala un,
{ le Lemme 1.4 s'applique,
pour majorer le membre de droite de (1.8) de la facon suivante :

k(@u g u)e kEZ(Q("; )
=k ( (Fi+Ai(uguzuz)+ Liu)+ Ci(ei) e kzqe
X

"2 "2 .
1j 3
Alors,
0 1
C 2 2 X C 2 A
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Minoration du membre de gauche

On utilise de nouveau le changement de variables (1.4) mis sous la forme :

Z
1 tg(x;t s) .
ui(x;t) = ——=th(xt)+ ————Uui(x;s)ds; 8i2f1;2,3g;, 8(x;t)2 0;+1):
(D= Sosmins i) g 8(xt)2  (0i+1)
Alors, on peutecrire, en prenant en compte (H2) et grace au Lemme 1.48i 2f 1;2;3g :
z
jui(x;t)j%e?” *Ddxdt
Q") 7z Z
C joi (x;1)j%e? SDdxdt + ¢ jui(x;t)j%e? Ddxdt:
Q("; ) Q")
Pour susamment grand, on obtient
Z Z
jui(x;t)j%e? Ddxdt C jni(x;1)j%e? SDdx dt;
Q") Q("; )
De la méme manere,
z z
ir xeui(x;t)j%e?” “Hdxdt € (jei (G )2+ jr xatr(1)j2)e?” XVdxdt
Q") Q")

ce qui permet decrire, 8i 21 1;2;39:
2 2 .
Par ailleurs, 1=1 sur Q(2"; 2 ), donc on au = u;. Par congquent, 8i 2 f 1;2;3g, on a
"2 - "2 "2 :
kene kiys ey ) = KUie Kiys (oarzy + Keie Kyw or; yno@i2 ) (1.11)

Finalement, en utilisant (1.12), (1.10) et (1.13) et de nouveau le Lemme 1.4, on obtient

X .
kuie” ki (s )
X . : :
¢ kFie' Klzq) + kuie kiu o )+ Kuie ki or: yno@s2 )
1X| 3 | |
c KFie  kizg)* kuie' kyi e yno@iz)
1i 3

car grace aux poids de Carleman, on absorbe le deuxeme terme du membre de droite dans
le membre de gauche. Pour conclure, on a encore besoin du lemme suivant.

Lemme 1.5. Soit'  nie par (4). Il existe C > 0et o> 0 tels que, pour tout 0
et pour tout u 2 H?(Q), on ait

1, 0,

—kue Kz (qene)
"2 "2 "2

C kue kal; eyt kr (r u)e Kizgey * kr (r™ u)e Kizge y
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Cemonstration. On calcule tout d'abord, pour tout (x;t) 2 Q,
roooactulgt)e” Y = ot u(t)+( 106t) )+ (ct))ulxt)) e KU:
al ; est cenie en (1.7). On en deduit que, pour tout ( x;t) 2 Q,

ctulxt)e & = ¢ 10 tulx;t)e &V

= () u(ate’ CU+20 g(trt () +r 1) rugt)e OO
+ 2 0ct)jr )i+ () et + rtoct) roagt)+ o) u(x;t)e *Y:

Fig. 1.4 { De nition de l'ouvert egulier O.

Pour tout t 0, on peut trouver un ouvert O de frontere egulere (au moins C1?) tel
que ;) O +(0; 0). Puisque, toujours pourt e, la fonction 1( ;t)u( ;t)e’ D
est dansH ?(0)\ HE(0), on peutecrire le esultat classique de continuie pour le probeme
de Poisson :

k 1(;tu(se’ (Dkyzoy  Ck( 1(stuste’ (k20

qui implique, en inegrant sur t 2 (0;+1 ), enremarquant que ;=0dansOn ("; ) et
en utilisant la norme ponceee, que

"2 2 2 ' 2 4 2
koaue Kyoo ey KU Kizgugag gy * K (U kiqey )+ Tkue Kizqey)
' 2 2L’ 2 4 2
C ke  ukfzgr y * ke 1 ukizge yt “kue kizqe )

On utilise alors la formule classique
u=r (r u) r~ (r™ u);
et le fait que 1 =1 dans Q(2"; 2 ) pourecrire :

' 2 ' 2
kue kiz opnz) K 1Ue Kiz ey

C ke r(r Wkizge y*ke r (rh Ukizqe y+ ‘kue K2

HE Qe )
dont on ceduit le esultat. O
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En utilisant le Lemme 1.5, on peut doncecrire :

1 2
—kue kiz g2y
2 "2 2
a2
C kuie  kiu qe; )
10 3
A "2 "2
C kFie Ko+ kuie Kyu (q;nqei2)
1i 3
donc
1., 1 1,
—kue kH%((Q(": p T TKUE Kz ez y t TRUE Kz o ynoeni2 )
a L2 a L2
C kFie Kioq+ kuie Kyu (q;ynqet2)
10 3

On remarque alors que
X

a L2
kuie' kiys: (or; a2 )

11 3 X
— A L2 A L2
= kuie  kiys ey g ) ¥ Kuie Kiu gy ynoriz )
11 3
C 2 3.2 2 .
C € kukiziqe: ynqes p * 7€ Kukizg)
puisque
CGt) 8(x;t) 2 Q("; )nQ(*2):
Donc
1 "2
—kue iz ey

"2 "2 C 2 3 2 .
C KkFe kixg)+ k(r Fe kixg)+ € kukiaqr: oy * ¢ Kukiizg)

et ceci conclut la cemonstration du Treoeme 1.1.

Nous venons donc de dcemontrer une iregalie de Carleman pour le syseme de la
visceelasticie lireaire en trois dimensions. Cette iregalie sera utilis ee au Chapitre 3 pour
ceriver des estimations de stabilie pour le probeme inverse de ecuperation d es coe cients
visceelastiqgues. Mais avant cela, ineressons nous a la Condition 1 eta son lien &ec
I'hnypotrese de pseudo-convexit de la fonction poids de Carleman.

1.3 Remarque sur la Condition 1
Les iregalies de Carleman pour lesequations hyperboliques sont gereralement valides
sous I'hypotlese de pseudo-convexit de la fonction poids ¢ nie par :
(x;t)=e b,
al ' estdonree par (4). Le esultat du Treoeme 1.1 suppose uniguement que la Condition

1 est remplie. Dans cette section, nous regardons le lien entre la Condition 1 et I'hypothes
de pseudo-convexie gereralement suppose.
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Convexie au sens de Hirmander

Nous rappelons tout d'abord la ¢ nition de la pseudo-convexie au sens de Hormander
[36]. Pour cela, nous introduisons les notations suivantes :

=( 0 9=( 0 1 2 3)2R" et z=(tx)=(tx1;x25%3) 2 RY;
et nous ¢k nissons l'ogerateur :
P(;2)= § aw)i %%
qui est assocea l'ogerateur hyperbolique :

@ aix)

On & nitegalement le crochet de Poisson :

X  @PeQ @P@Q
@@ @@

fP;Qg(;z)= :

i=0

Pour cemontrer la pseudo-convexit de , il sut de montrer que les deux relations sui-
vantes sont satisfaites :

fP;fP; gg(;z)>0 sur f(;z)telsque 60;P(;z)=fP; g(;z)=0g (1.12
ff P; gP(r ;2)g(;z)>0 sur f(;z)telsqueP(r ;z)=0g (1.13)

Relation (1.12)

Ona:
P(;z)= § qxj9=0 0 5= ax)j 92 60;

et:
fP; g(;z)= 4e ot +qx) % (x xo0) =0 ot +q(x) ® (x X =0:

Donc, tous calculs faits, on montre lequivalence :
1
(1:12) ¢ §(a(x) o ax) (x xo) ) (%raqx)ot> O

Relation (1.13)

Ona:
P(r ;2)=0 22 = q(x)jx  Xoj%:

Tous calculs faits, on obtient :

@13) 0 a0+ prax) x x> 0
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Conditions su santes de pseudo-convexie

Dans certains articles, Imanuvilov et Yamamoto [42], Bellassouect al [4], les auteurs
supposent que :

ro(x) (x Xo)
20(x)
Cette condition implique a la fois la Condition 1 et la pseudo-convexie de la fonction

de poids au sens de Brmander. Cette pseudo-convexie est recessaire pour appliquer
l'iregalie de Carleman globale initialement cemontee par Isakov [43].

<1l o

8x2 ; qx)> 1 et 1+ o<

Comparaison avec la Condition 1

Nous remarquons que la Condition 1 implique la relation (1.13) mais pas la relation
(1.12). Donc la fonction poids de Carleman que l'on consicere dans ce chapitre n'est
pas pseudo-convexe au sens deskmander. La Condition 1, bien que plus faible, est rean-
moins su sante pour obtenir le Treoeme 1.1. Elle provient de la Proposition 1.2 dont la
cemonstration est rappeke en Annexe A.
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Chapitre 2

Stabilie dans le prolongement unique
pour l'operateur de la viscelasticie

Le esultat de prolongement unique, Tataru [85], qui hous ineresse dans ce chapitre
relie la valeur de la solution d'une equation aux cerivees partielles sur une partie du
bord du domaine a sa valeur dans un ouvert inerieur au domaine. Ce esultat aee
cemonte pour une equation hyperbolique scalaire par Robbiano [78] et pour le syseme
de Lan®e, c'esta-dire pour l'ogerateur P introduit en introduction mais sans le terme
inegro-dierentiel, par Eller et al. [23] et Lada et Sidz [51].

Dans [3], Bellassoued prouve un esultat de stabilie assoce au prolongement unigue
pour le syseme de Lane. Il applique une nethode initialement introduite par Robiann o
[79] qui utilise la transformation de Fourier-Bros-lagolnitzer (FBI) [8] pour changer le pro-
beme pes de la frontere en un probeme pour lequel des estimateurs elliptiques peuvent
étre appligwes. Dans ce chapitre, nous montrons un esultat similaire pour l'operateur P
complet en adaptant ces techniques. En particulier, nous proposons une nouvelle trans-
formation, inspiee de la transformation FBI mais qui est capable de traiter le terme de
convolution suppkmentaire de l'oerateur P. Les esultats de ce chapitre ontet publes
dans [20].

2.1 Enone@ du Theoeme 2.1

Le esultat que nous cemontrons est le suivant :

Treoeme 2.1 (Stabilie du prolongement unique) . Soit u le vecteur solution de

g Pu(x;t) = R(x;t); 8(x;t) 2 ©O;+1);

u(x; 0)=0; 8x2 ;
3 @Qu(x;0)=0; 8x2
Tou(xt)=0; 8(x;t)2 @ (0;+1):

a P est l'operateur hyperbolique inegro-dierentiel & ni en (2). On suppose que

(H1) (; )2C?0) %et(7 ~)2C?%  (0;+1))? sont tels que la solutionu 2 W41 (
0;+1))3,

(H6) R(x;t)=0,8(x;t)2! (0;+1) ar ! est un voisinage de@ .

39
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Alors, pour @ arbitrairement petit, pour tout > Oetpour"> Otelque n(4 ")
I, il existe un tempsTp > O tel que, pour toutT Ty, l'estimation suivante soit vraie :

0 13,

2
C
kuk? C Elog %2 +
H2((2 ")n(") (0;% ) 2
" ? KQUKLz( (031

X
1j j 2

al C > 0 cepend de la normeC2(Q) du coe cient ~ et de la normeW41 ( (0;T))3
de u.

2.2 Preuve du Tlkeoeme 2.1

Dans cette section, nous cemontrons le esultat de prolongement unique du Theoeme
2.1. La preuve consistea transformer le syseme hyperbolique inegro-dierentiel (1)-( 2)
en un syseme elliptique gracea une transformation de type FBI. Ensuite, nous montrons
une iregalie de Carleman (Treoeme 2.3) pour l'operateur elliptique inegro-dier  entiel
esultant, en utilisant les mémes techniques que celles proposes au Chapitre 1 poured
montrer le Theoeme 1.1. Puis, on utilise cette iregalie de Carleman pour obtenir des
iregalies d'interpolation qui relient la valeur de la solution dans un domaine interieur
proche de la fronterea sa valeur sur la frontere. Finalement, on revienta la solut ion du
probkeme initial par une wrie d'iregalies.

Soit u la solution de

Pu(x;t) = R(x;t); 8(x;t) 2 (0;+1); (2.2)

avec des conditions initiales et des conditions de bord nulles et supposons que les hypo-
treses (H 1) et (H 6) sont \eriees.

Fig. 2.1 { De nition du voisinage ! de @ et de la fonction plateau s.
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Transformer le syseme hyperbolique en un syseme elliptique

Choisissons' > Otelque n (4 ") !.On introduit la fonction plateau 32 C} (R3)
qui satisfait O 3 1 etesttelle que

o if x2 4",

30 = 1, if x2 n@B"):

Cette fonction est illustee sur la Figure 2.1. On pose alors
u(xt)= 3(x)u(x;t); 8(x;t) 2 0;+1):
Ainsi, la nouvelle variable u satisfait lequation suivante :
Pu (x;t)= s(x)Pu(xt)+]P; sJu(x;t)

t (2.2)
=) @u (x;t) L (xX)u (x;t)+ C(x;s)u (x;t s)yds=[P(x;t); 3Ju(x;t);
0

puisque, d'apes (H6), R(x;t) estegala zro dans ! . Nous avons introduit les operateurs
suivants :
L(x)?2=r X)(r ?2+r 2+ ) Al ;

Cx;t)?2=r  px)h(t)(r 2+r )+ ~(x;t)(r ?)I

On ¢k nit une transformation particulere, qui est fortement inspiee de la transformati on
de Fourier-Bros-lagolnitzer [8] (voir I'Annexe B pour plus de cetails) :

" . 1 . :
[ niion 22,1 Soit T > 1et0< < . On introduit Q= ( -2 ( 3;3).
Alors, 8(x;t;r) 2 @, on ck nit
r— 7.,
(Fu)atn)= 5= e 700 @ yu ay)dy;
0
a 2C'(R),O0 1,
8 T
1;if > —+3;
o E if z >
Z) =
2 T 3
C0;if < -+ —
s v
Le graphe de cette fonction est illustee sur la Figure 2.2.

Gréacea cette transformation, nous allons convertir localement le syseme hyperbolige
(2.2) en un syseme elliptique. Tout d'abord, on remarque que, pour tout (X;t;r) 2 @,
r—7z.,,
@F u)(xtr)= o i (t+ir y)e 2TV ¢ yyu (xy)dy
r—2z +1 °

2 i@e 2" V) (t y)u (xy)dy
0
r 272,

- e z(t+ir y)z@( (t  y)u (x;y))dy:
2 o
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A

Fig. 2.2 { De nition de la fonction plateau

Les termes de bord de l'inegration par parties disparaissent caru (x;0) = 0 et on a
e 2t V21 0siyl1l .Deplus, (t y)=0siy T.Alors,
r— 7.,

@F u)xtr)= o e TG yu ay)dy

= (F (@u)(xtr) F(xtr), 8(xtr)26;

r—z.,,

F(x;tr)= i e z(tHr M2 00 vy (xiy) 2 qt y)@u (x;y) dy:

De la méme manere, on peutecrire

@(F u)(xtr)=(F (@u)(xtr);  8(xtr)2e;

et il est facile de voir que
LO)(F u)x;tr)=(F (LOQu ))(x;tr); 8(x;t;r)2 @:

On doit maintenant regarder I'e et de cette transformation sur le terme inegral

Zy
F (x;s)u (x;y  s)ds (x;t;r)
Or —Z +1 z y
= 5 ezt V7 (¢ y) T I(x;s)u (x;y  s)dsdy
r 7ZO+1 VA +1 °
I=(x; s) e zMIr V(¢ y)ju (xy s)dyds

I
N
n
X
N
|

e 2(t stir 2)2 (t s 2z)u (x;z)dzds
Zt

C(x;8)(F u )(x;t  s;r)ds= C(x;t s)(F u )(x;s;r)ds:
T=2
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Le principal avantage de cette transformation par rapporta la transformation FBI est
gu'elle transforme le produit de convolution de deux fonctions en la convolution de la
premere fonction par la transformee de la deuxeme. La fonction u = F u , fonction de
trois variables (x;t;r ), satisfait alors le syseme elliptique inegro-dierentiel suivant, pour
tout (x;t;r) 2 @ :

QuZ(x;t;r)z 2@u (x;t;r) @u (xtr) L (xX)u (xtr)
t

2.3
+ C(x;t s)u (x;s;r)ds=2F (x;t;s)+ G (x;t;8); 2:3)
T=2
a r—2z +1
G (xtr)= o= e 2TV (1 yIP(X1); s]a(x;y)dy;
0
avec les conditions aux bords
8
2u(xtr)=0; 8(xtr)2@ ( g;%) (3;3);
>u(x;t;r)=0; 8(x;t;ry2 f %g ( 3;3):
On remarque que
G (x;t;r)=0; 8x2 n((3"); (2.4)

car [P(x;t); 3] ne fait intervenir que les cerivees de 3 et que son support est inclus dans
(3")n (4 "). On aegalement

kF k Ce T ku Kyz(  (0:31y) (2.5)

HY(®)
ainsi que

ku K Ce” ku Kyz(  (0:31)); (2.6)

H2(®)
a C eepend de ;T; mais pas de eta m estingpendantde T. En e et,

2 -
kF kLz(@) =
+1 o, 2
5 e zHIM VT Qe yyiu (xy) 2%t y)@u (xy) dy drdtdx
@ o
avec
Z 4 o 2
e T VT %Rt yu(xy) 2% y)@u (xy) dy
0 !
Z .

je z(tir M?2qy
y 0, T=243=2 t y T=2+3

[
Z o122

%t yu(xy) 2%t y)@Qu (xy) *dy
|

2 2
e ((ty) r)dy Cku (x; )kal(o;sT)

0
Z

y 0 T=243=2 t y T=2+3
Ce ™ ku (% )kG10:a1); 8(x;t;r)2 ®:
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Eneet, (t y)? - +3 etr2 92donc(t vy)? r2 7 (T 6). Ainsi,
si on supposeT > 1, puisque < 1=6, alors il existem > O incependant de T tel que
(t y)2 r?2 mT. Eton peut faire le méme travail pour les cerivees de F . De la méme
facon, on a

Z Zgrplg T —2Z 4 2

G _ S(t+ir y)2 . _
ku kg I (t y)u (xy)dy drdtdx;

avec, pour tout (x;t;r) 2 @,

VA 2

e sy (ay)dy
|

|
Z t+T=2

Z tr1=2

e (i V)%j2qy oy (x;y)j* dy
Z 3T P
, © Y™y Cku (x; )kEzpar)  Ce° ku (% )kEzar):

Et on utilise le m&me raisonnement pour les cerivees deu pour obtenir le esultat voulu.

Prouver une iregalie de Carleman

Nous cemontrons une iregalie de Carleman pour le syseme elliptique inegro-dieren -
tiel (2.3), en appliquant les mémes nethodes que celles utilies dans le cas hgpoolique
(Chapitre 1). C'esta-dire que I'on combine le decouplage desequations proposes par Ima-
nuvilov et Yamamoto [42] avec le changement de variables de Lorengt al. [61], et qu'on
utilise une iregalie de Carleman classique pour uneequation elliptique scalaire (Lanme
2). La dierence est que maintenant on a trois variables (x;t;r ), donc la fonction de poids
doit étre modiee. Introduisons tout d'abord quelques notations :

{ Domaines

Pour T > 0et > 0, on note

Q= (5i5) (3:3)
T 5T
= @ ( 5i5) (3:3)
{ Normes
2 2(kj ) 2 2 X 2(kj ) 2

? = 2 kD - o) .
k.ka; @ k k@ 'kLz(@)1k-ka; ¢ = k k@ 'kL2(§'

i i

Ce nition 2.2.2 (Fonction poids de Carleman) Soit xo2 R®n et > 0. On introduit
la fonction de la manere suivante :

(XGEr)=jx X+ (t+ %)2+ r2; 8(x;tr)2 @;

et on pose
"xtr)y=e (tr). 8(x;t;r)2 @: (2.7)
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On doit maintenant \eri er que, pour cette nouvelle fonction poids, on a un esultat
similairea celui du Lemme 1.4 obtenu au Chapitre 1. Ce esultat est donre par le lemme
suivant qui va nous permettre de borner les termes inegraux dans la preuve de l'iregak
de Carleman.

Lemme 2.2. Soit' d nie par (2.7), > Oetu2 L?®). Alors, il existe une constante

C > 0, incependante de , telle que

Z Z, ' Z

ju(x;s;r)jds € Xt dxdtdr ¢ ju(xt;r)j2e? Ddxdtdr:
T=2 9

e
Demonstration. En utilisant l'iregalie de Cauchy-Schwarz, on peutecrire :
z z, o
jux;s;r)jds € Xt dxdtdr
@ T=2 |
zZz Z, - T
jux;s;r)j?ds (t+ =) <t dxdtdr:
T=2 2

On remarque alors que, pour tout &;t;r) 2 G,
e (x;tr)
4

C

@ g (xtr) @ g’ (xtr)

T, 5 (ot
t + — e2 (th1r )
(t+ )

Donc,
z z, o
ju(x;s;r)jds € ) dxdtdr
T=2
Z Z3 Zgro C Z !
= ju(x;s;r)jlds @€ *t )dtdxdr
3 T=2 T=2
Z Z3 Zgro

ju(x;t;r)j%e?” Xt dtdxdr
2
|
5T=2 ' #

i ju(x;s;r)j?ds dxdr
T=2

c
3 T=

e2' (x;5T=2;r)

Ainsi, on ceduit le esultat rechercle. O

On est maintenant prétaenoncer l'iregalie de Carleman pour l'ogerateur Q :

Tleoeme 2.3 (Iregalie de Carleman) . Soit Q l'ogerateur ¢k ni en (2.3). Soit K un
ensemble compact dans  ( %; % ( 3; 3 ). On suppose que

(H1) (; )2C?%) 2and(7 ~)2C?% (0;+1))>

Alors, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout o0, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout 0
et pour tout u 2 C§ (K)3, on ait I'estimation suivante :

1 "2 "2 Y2 :

—kue k. @ C k(Qu)e kHl(@)+ kue k. g

@ ' est e nie par (2.7), et au la constante C > 0 cepend de la normeC?(Q) du coe cient
~ mais est incependante de .



46 Chapitre 2. Prolongement unique pour l'operateur de la visceelasticie

Demonstration. Soit K un ensemble compact dans  ( %; %) ( 3;3),s0itu?2
C$ (K)3 la solution de :

Qu(x;tir)= S(x;tr);  8(xtr)2@; (2.8)
et supposons que (H1) est vraie. On doit tout d'abord decoupler lesequations du syseme.
Pour cela, on prend la divergence et le rotationnel de (2.8) et on introduit le scalaire

v=r uetlevecteurw = r™ u. On obtient le syseme de septequations - seulement
coupkesa l'ordre un - suivant :

Z

2@u(x;tr)  @u(xtr)  (x) u(xtr)+ ~(x;t s) u(x;s;r)ds
T=2

= S(x;t;r)+ Ar(u;v)(x;tr); 8(x;t;r)2 G;
2@v(x;t;r) Z@v(x;t;r) ( +2 )(x) v(xtr)
- (TH+2~)(x;t s) v(x;s;r)ds (2.9)
T=2
=(r S)(x;t;r)+ Az(u;v;w)(x;t;rz; 8(x;t;r)2 G;
t

2@w(x;tr)  @wixtr)  (x) wxtr)+ ~(x;t s) w(x;s;r)ds

=(r™ S)(x;tr)+ Az(u;v;w)(x;tr); 8(x;tr)2 @;

al A, A, et Az sont des ogerateurs inegro-dierentiels d'ordre un. On ne va traiter que
la preméereequation de (2.9), les autres se traitant de la m&me manere. On introduit le
changement de variable suivant :
Z t
g(X;tr) = (xu(xtr) ~(x;t  s;r)u(x;s;r)ds; 8(x;t;r)2 @:

Ainsi, ¢ satisfait lequation elliptique suivante
2@u(x;t;r)  @u(xtr) () ~u(x;tr)
= (XS tr)+ A(u;v)(x;tr)+ La(u)(x;tr);
al L, est un ogerateur inegro-dierentiel du premier ordre dont tous les coe cients sont

borres dans (0; +1 ). On a maintenant besoin d'une iregalie de Carleman pour une
equation elliptique scalaire. Elle est donree par le lemme suivant :

Proposition 2.4  (Imanuvilov et Puel [40], Lebeau et Robbiano [57]) Soit Q un domaine
ouvert de R", K un ensemble compact dan€) et une fonction C! (Q) satisfaisant
r (x)60, 8 2 K. Posons

x)=e ™ 8x2Q;

@ > 0 est susamment grand. On consicere |'operateur scalaire elliptique du deuxeme
ordre

R(X)?=a(x):r 2?2+b(x) r ?+c?; 8x2Q;

aI tous les coe cients sont C2(Q). Alors, il existe o> 0 et C > 0 tels que, pour tout
o et pour tout u 2 C} (K), les iregalies de Carleman suivantes soient \eriees :

C 2 ' L2 2 .
—kue kH2? Q) k (Ru)e kLZ(Q)+ kue kHz; (@Q:
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"o ) "2 .

Puisque la fonction poids de Carleman’ d nie en (2.7) satisfait les hypotteses du
Lemme 2.4, on peut en appliquer la premere iregaliea t :

1 "2 "2 "2
“kee ki, g C K 2@ @u we ki, * kue ki,
On prend en compte le fait que les coe cients , =, , ~sont borres dansQ, que le Lemme

2.2 s'applique et que tous les termes des operateur&; et L1 sont d'ordre inkrieur ouegal
a un. Alors, on obtient

1 2 "2 "2 Y2 Y2
—kue k7, ©) C kSe kLZ(@)+ kue k.. @ " kve k7 .. @ kue k. (8
On utilisea nouveau le changement de variable
z
1 to~(x;t s)
ux;t;r) = ——e(X;t;r)+ —————u(x;s;r)ds; 8(x;t;r) 2 @:
()= —yuctn)+ s (xitr)
Ainsi,
Z
ju(x;t;r)j%e?” Xt dxdtdr
@ Z y

C  ju(x;tr)j%e? St dxdtdr + ¢ ju(x;tr)j2e? St dxdtdr:
C] ]

Pour susamment grand, le deuxeme terme de cette iregalie est absorke. On fait le
méme raisonnement pour les cerivees deu, ce qui conduitaecrire

1 2 1 "2 .
—kue k7, @ C—kae k.. @)
Finalement,
1e 12
—kue k&, @)
. ) L2 2
C kSe kLZ(@) + kue ki, @t kve ki .. @ * kue ki, (9

Grace aux poids de Carleman, on absorbe le deuxeme terme du membre de droite dans
le membre de gauche. On fait le m&me travail pourv et w mais en utilisant cette fois-ci la
deuxeme iregalie de Carleman du Lemme 2.4 a n d'obtenir

kve' K2, ©

C k(r S)e kfz(®)+ kue' k2. @ kwe' K2 .. @ kve' K2, "

kwe' K%\ (o,

C k(r™ S)e” K2y g + kue Ki, o *kve K, o+ kwe' K. g
Ainsi,

kve' kZ

HY (@)

"2 2 "2 "2
C k(r S)e kLZ(@)+kue kY, 1. (@)+kwe L g * kve k.. (8
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Finalement,

1 "2
—kue k&, @)

. 1 ! 1 - -
2 2 2 2
C kQue kLZ(@) + —Kk(r Qu)e kLz(@) + —kue kHl; @ + kue kHz; (8

Et grace aux poids de Carleman, on absorbe le troiseme terme du membre de droite dans

le membre de gauche pour obtenir le esultat :

1 a2 "2 "2
—kue k. @) C kQue kHl(©)+kue kY, 2 (8

et ceci conclut la cemonstration du Treoeme 2.3.

Obtenir des estimations locales

Nous allons maintenant appliquer l'iregalie de Carleman cemontee au Theoeme 2. 3
a la fonction u . An de garantir que son support est bien dans un compact de
( %; % ( 3; 3 ), on va la multiplier d'abord par une fonction plateau. Un bon choix
de cette fonction plateau conduita deux estimations locales. Ce travail est inspie de
celui de Bellassoued [3] qui utilise lui-m&me quelques esultats de Robbiano [79] mais en

remarquant ici que lI'on a une variable suppementaire.

Premeére estimation

Soit @ arbitrairement petit. On commence par estimer u dans une boule proche
de . Choisissons 0< <" etx® 2 R3n tels que

BxO; )\ "= ;5 Bx@:2)v 8 BxP4)\ @

Cette construction est illustee sur la Figure 2.3. On c& nit alors

e

Fig. 2.3 { Denition de x© et

2
Ow:tr)y=jx x@j2+ ﬁ(tJ’ %)2+ r2; 8(x;tir)2 @;
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et on pose
0) [yt
CO(xtr)=e 2 D, 8(x;t;r) 2 @:
On introduit la fonction plateau 42 C} (R) telle que
8 1
2 0si z< ;2> 8
a(2)= 3 2
T L;si -<z< T,
4
et on pose |
©°
uxtr)= a4 — u(Xtr); 8(x;t;r)2 @:

La fonction plateau 4 est traee sur la Figure 2.4.

Fig. 2.4 { De nition de 4.

Ici, u esta support compact dans  ( %;%) ( 3; 3) puisque
Ox:t; 3)>102 =)  u(xtr)=0 si jrj 3;

T . T
(°>(x;57;r)> 102 =)  u(xtr)=0 si t 57;

et

. T 3
tr)=0 < —+ —:
u (x;t;r) Si > >

Par conequent, on peut lui appliquer l'iregalie de Carleman du Treoeme 2.3 :

1 " O C O 2 O
—ku e kY, 2. © C k(Qu)e kHl(@) + ku e kY 2. 5
. . T 5T
La dernere norme est en fait dans €= ( i—) ( 3;3) €Eneet ona

22
suppoe queB(x©@;4 )\ @ ,donc, si x 2 @ n, alors u (x;t;r) = 0. De plus,
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8(x;t;r)2 G,
Qu (x;t;r) ! . »
(0) (0)
= 4 — Quxtr)+ Q 4 — u(xtr)
! " I#
(0) (0)
= 4 — FXtN+GXtrN)+ Q 4 — U (Xtr)
! " I#
(0) (0)
= 4 — FXtr)+ Q 4 — uxtr);

puisqu'on a vu en (2.4) queG (x;t;r)=0, 8 2 n (3"). Etici, 4 (—2) est non nul
sijx x©@j2 8 2 ainsi, en particulier sijx x©j 3 < 3". On peut alorsecrire :
e VK2, @ C kQu)e "k g tkue VK,
o) Leze oy Koz © 629
C 2% "ku kgt € TKF K gt P Tk K
On choisit alors et x® tels que

distxP;@  4; Br=BxY; ) (

N | —
N | —

B (X(l) : )

Fig. 2.5 { Denition de x® et de .

Ce choix, illuste sur la Figure 2.5, est valide puisque, dansi,, on a

2
(0)(X; t;r) J X X(l)j2+ jX(l) X(O)j2+ ﬁ(t_i_ %)24_ r2 2 4 jX(l) X(O)j2+ 24 2
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et puisqueB(x@:2 )\ 6 ;, on peut choisir x® tel que jx®V x©@j2< 4 2 et 4
donc ©O(x;t;r) 6 2. Alors,si estsusamment grand, on a

ku kaz(gl) Ce ©* ku kaz(@ + Ce2  kF kal(@ + ku kaz(q : (2.10)
Lemme 2.5 (Lemme 5.2 dans Lebeau et Robbiano [57])Soient A, B et D trois termes
positifs tels queD  CA et tels que pour tout o on ait

D e % A+ et B: (2.11)
Alors

C2 C1
D CAcitc2BC1+C2;

Demonstration. On minimise le membre de droite de (2.11) en fonction de et on trouve

_ InAC:=BC, Pour simplier,on prend = InA=B Si alors en remplecant

opt = Ci+C, p ) p _C1+C2' 0 p
dans (2.11), on obtient le esultat voulu. Si maintenant < g, on constate queA CB,
donc on peut conclure puisqueD  CA. O

. , . , C
On applique ce lemmea notre iregalie (2.10) pour obtenir, avec ¢ = c +ZC X
1 2
0

ku kHZ(&) C ku kHz(@) kF kHl(@) + ku kHz(q (2.12)

Seconde estimation

Maintenant, onetend l'estimation dans B(x®; )a ( ")n (2 "). Soit B(x1); ), 2
i N unrecouvrementde (")n (2 "). On suppose quex() est tel que, pour2 j N,

dist(x):@ 4; and BxI™; ) Bx);2):

Cette construction est illustee sur la Figure 2.6.

Fig. 2.6 { Denition des B(x{); ).

On introduit
B =Bx";) (

N =
N =
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On ¢k nit
. . 2 T
Dx:tr)y=jx xOj2+ w5 (t+ §)2+ r% 8(xtr)2e;

et
- () (xt:
Dtry=e 7 T gty 2 @

On e nit la nouvelle variable

uxtr)= g4 g u (x;tr); 8(x;tr)2 @;

a lagquelle on applique le Treoeme 2.3, sans terme de bord puisque le support d&1 est
un domaine inkrieur :

1 C)

i)
—ku e

k2

2 ! .
K Ck(Qu e’ K2 gy’

HZ (@)
De plus, 8(x;t;r) 2 @,
! " 1%
() ()
Qu (xitr)= 4 — Ftr)+ Qi 4 — U (Xtr):

Ainsi, on a
C e 6 2
—€&° " ku K2, G2 0§28
2.2 2 2.2e 7 2 2 2 .
e e Zku kHZ( M) 2)+ e € ku kHz( () 82)+ e2e ZkI: kHl(Q),

et, si on choisit grand, on peutecrire :

e 2
e° " ku k2, ¢ 0 6zg e

13
2 2 2 2 :
ce2e Tku kHZ( 0 2t ce?e Z ky kHz( 0 g2t ce?e 3kF kHl(@).

Ceci permet de conclure

2 Cs 2 2 Cu 2 .
ku kH2(§,~+1) Ce ku kHZ(@j)+ kF kHl(@) + Ce ku kHZ(@)’
puisque®j,; f ) 62gandf ) 29 B;. On minimise cette expression par
rapporta  (Lemme 2.5) pour obtenir, avec 1 = _Ca :

Cz+ Cy

On utilise le esultat de ecurrence du lemme suivant :

Lemme 2.6 (Lemme 4 de Lebeau et Robbiano [57]) Soit ; > O satisfaisant, pour tout
i 0
j B! ( j 1t A) and j B

a A> 0, B> 0et 2]0;1[. Alors, pour tout 2]0; N[, on a:

20 B ( o+ A) :
N (o+tA):
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Cemonstration. Si B o+ A alors le esultat est imnediat.
Si o+ A B, en particulier A B, donc on a

0 gatA
B B ’
et
A A i 1+t A
B B B
De ces deux relations, on deduit que
itA j 1t A
21 B 21 B

Ceci implique que
_1 1 N N A
N 2T B (ot+A)
Comme g+ A B, on obtient le esultat voulu pour tout N O

Ici,

B = ku k?

On obtient donc

ku k C ku k kF k + ku k

H2(Bn) H2(®) H1(®) H2(81)

On applique l'iregalie de Young pour obtenir

0

ku k 9%u k kF k

Hie T KU Kz,

H2(8,) H2@) T

1 - o
and ¢° = =. On utilise les estimations (2.5) et (2.6) surF and u pour

al = 1
971
ecrire :

0
kU Ko,y %" kukyze ary + T e T ku Kz oamy KU Ky,

On choisit alors = e ?M =4 | de telle facon que

ku kHz(gn) e M ku kHZ( (0:3T))

0 0
+ e (mT 2M %) ku kHZ( (0:3T)) + eZM %ku kHZ(@l):

Sion xe T >T, avec

mT, 2M

0
E:M,
q

on obtient, avec =2M %O

ku ko, © M ku kyz( (ar)y * € ku Kiizge,):
On peut faire le méme travail sur la premere estimation (2.12), celleetablie dans®;. On
applique l'iregalie de Young et les estimations sur (2.5) et (2.6) pour avoir

0
ku k qOeM ku kHZ( (0:3T)) + e mT ku kHZ( (0:3T)) + ku kH2(9

H2(B1)
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1 - _
and Q= —. On choisit alors = e @M* ) =90 de telle facon que
0 0

ku kHZ(@l) e (M+) ku kHZ( (0:3T))

(mT (2M+ )ﬁ
e

0
q
¥ o ku ke omy + €M) H0ku Ko

Sion xe T >Tg avec .
mTo @M + )R =M+ ;
o

on obtient

ku Koy € M) kU kpz( (oamy * € KU Ko

Et on rassemble les deux estimations en une :

M c 2 .
Ku Kyzgey € Kukyz( (oamy) * € KU Kyz (g3t

Finalement, on prend T > max T,, et on somme les iregalies pour obtenir
n

ku k2

C 2 C 2 .
Ha((n@ ™ (LD ( 5y € KUKiao gy €7 KU KLz oar):

On va maintenant revenira la variable u dans les estimations.

Revenira la variable u

On introduit la nouvelle variable

r 7 1
wxt)=u(xtr=0= - ezl Nt y)u (xy)dy
0
=(K u)xt);, 8(xt)2 R;
avec r___
K t)= -—e 2 (t); 8t2R:

2

On constate quew converge versu lorsque tend vers l'in ni. On a
2 2
kW ki (e @3y SR KeCne Ty (5
C 2 @ 2 .
€ " kukyz( (ary + € KU Kbz (oiamy):

En e et, la formule de Cauchy donne, pour 0<d <

W(x;a):.i M

dw;
2i jw aj=d W a

ce qui implique, en utilisant des coordonrees polaires, que
Z, _
jw (x;a)ji? C jw (x;a+ dée )j?d:
0

On inegre alors, pour 0 <d< ,en
c zZ Z, _
jw (x;a)ji? = jw (x;a+ dé )j?d d;
0 0



2.2. Preuve du Theoeme 2.1

gue l'on peut \ecrire

Z Z
jw (x;a)j> C
7z 7 it aj

ju (x;t;r)j2dtdr;

jw (x;t + ir)j2dtdr

=C
it &

d'apes la & nition de w . Alors, on inegre cette formule pour x 2 ( ")n (2 ") :

z z

- 2 o
kw (58)kf2 @y C Ca KU (61 )KE2(( vy dtdr
2 .
Cku Koy ( 11y (1)

Puis, on linegre pour a2 (0; % )

2 2
WKy @3y CKU Ky (1) (5
et on fait la m&me chose pour les cerivves dew . On peut maintenant revenira u (puis

a u) en utilisant la transformee de Fourier classique (noee ici par le symbole d'un grand
chapeau) car on remarque gue

w(xt)=(K u)xt)=) w(x )=k ()6 )
al r—Z.,, i
kK ()= > e 'te 2 (t)dt
1
r—7z.,, r—27.,, i
= 5 e'te 2Udt+ > e'te 2 ( (1) 1)dt
1
On a r— 7., i r—7z.,.4 ijqI 2 2
— e'te 2Vdt= > e 27 e Z dt
1 1
1 ZZ+1 ) 2
= p—e Z e “dz=e 7 :
1
D'as . T —7 1.
R()=e?+ = ) elte 2 ( (1) 1)dt
Donc, on a
2 r—27 1.3 _ )
k) 1 e+ oo e'te " j(t) Ldt
1
o ' —2Z 1.3 2
—+ — e 2- dt
2 2 ’
N . . 1 et
al on a utiliee pour le premier terme le fait que la fonction

—z est borree dansR. On
: 1 1
gagne un ordre de convergence puisque I'on-a et non plus p— comme dans Bellassouedt
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al. [4]. Alors, on peu& introduire dans le second terme le changement de variable= e 7t

c'esta-dire que t = 2In(z), etdz= te zdt, et donc on obtient
2
r 72 %_‘_3 Z e 7( %+3 ) dZ

dt p— P
7 In(z)

1 a
=t

N

Alors,

2
Ku' = Wk((mnen L )

+1 2_|_C2

2 — 2

ja (x; )jd

7'z
C 1 P . C
-, e 2+ iBu (6 )Dd KA Ky gy

Finalement, si on suppose qual est prolonge par zro en dehors de (03T), on a

c
ku' Wkia(gneny @F ) KUKz sy

KU Kiyz((yn@ sy @I )

C ku Wkyz(mnen ©F »* KW Kizne ) @1 )

C

—Ku ks amy + CkW Kz n@ ) @7 -
En revenanta u et en prenant en compte le fait queu (x;t) = 3(x)u(x;t), de telle sorte
gueu=u in ("Yn(2"),ona

C

c :
Kukiyz(( @y @1 ) —KUKue( (oamy) T €7 Kukyz( (o3my):

On utilise le fait que kukys(  (o.31y) €st borre et que

2 — 2 .
Kukiyz(  (3r) = KQUKLz(  (03r));
i j=1

puisque U et ses cerivees s'annulent sur , pourecrire

kuk? Cs 4 &0 X k@ uk? ;
H2(( @™ ;% ) 2 L2( (0:3T)-
j =1
Alors, on choisit de telle facon que le premier terme domine le second. On peut par
exemple choisir : I
1 Cs

>~ log 2+ P
2
i =1 KQUKL( (oa7)

= 2Cs
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Ceci termine la preuve du Treoeme 2.1 et conclut ce chapitre.

Maintenant que nous avonsa notre disposition deux outils fondamentaux relatifs au
syseme de la visceelasticit lireaire en trois dimensions,a savoir une ire galie de Carleman
et un esultat de stabilie assoce au prolongement unique, nous sommes en mesure de -
montrer des esultats de stabilie pour le probeme inverse de ecugeration des coe cients
viscaelastiques. C'est I'objet du chapitre suivant.



58

Chapitre 2. Prolongement unique pour l'operateur de la visceelasticie



Chapitre 3

Unicie et stabilie de la ecugeration
d'un coe cient viscelastique

Les probemes inverses s'ineressenta la ecugeration des coe cients, de la source ou
des conditions initiales d'une equation aux cerivees partiellesa partir de mesures de la
solution. Les probemes inverses sont mal poses selon le sens classique, Hadamard [32],
Lavrent'ev [53]. Les estimations de stabilie jouent donc un r6le important dans la theorie.

En 1981, Bukhgeim et Klibanov [10,11] ont ceveloppe une nrethode remarquable base sur
les iregalies de Carleman [12] pour cemontrer l'unicie et la stabilie dans lar ecuperation.

Dans ce chapitre, nous nous ineressonsa la ecugeration d'un coe cient du syseme
de la visceelasticie introduit en (1). Avant cela, nous faisons I'hypothese que le coe cient
~ peut se cecomposer sous la forme

~(X;t) = p(x)h(t); 8(x;t) 2 0;+1): (3.1)

Plusieurs auteurs ont adres® le probeme de ecuperation des coe cients du syseme
de la visceelasticie. Ainsi, certains (voir Janno [45, 46], Wolfersdorf [90], Grasseli [30, 31],
Lorenzi [57,60,62]) ecugerent la cependance temporelleh du coe cient ~ en eduisant le
probemea uneequation inegrale de Volterra non lireaire par une nethode de Four ier.
Pour ce qui est de la ecuperation de la cependance spatialep du coe cient ~ , une nethode
consistea utiliser les iregalies de Carleman. Ainsi, en 2007, Lorenzi, Messina et Romanov
[61] cherchenta esoudre le probkme de ecuperation du coe cient p pour le syseme
de la visceelasticie. Pour cela, ils font I'hypothese que les coe cients de lequation sont
incependants d'une des variables d'espace, ce qui leur permet de ramener le probemea
celui d'uneequation scalaire et d'appliquer les esultats demontes dans Cavaterra, Lor enzi
et Yamamoto [13]. lls eussissent ainsia ecugerer le coe cienta partir de trois mesu res
internes.

Les deux probemes inverses que nous regardons dans ce chapitre se formulent ainsi :

Connaissant(; ; 7h; ug;ug;f), retrouver p(x), pour tout x 2 ,a partir de mesures de
ux;t);  8(xit)2!  (0;T);
al ! estune partie de etT > 0, oua partir de mesures de
rux;t) nx);  8(xt)2  (O;T);

al est une partie de@ de normal exerieur unitaire n et T > 0.

59
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En utilisant la nethode de Bukhgeim et Klibanov et l'iregalie de Carleman du T teo-
eme 1.1, nous cemontrons tout d'abord un esultat de stabilie h elderienne pour le pro-
beme de ecuperation du coe cient p du syseme (1)-(3.1)a partir d'une unique mesure
interne. Ensuite, grace au esultat de prolongement unique du Threoeme 2.1, nouseten-
dons ce esultata une estimation de stabilie logarithmique pour le probeme assocea une
unique mesure frontere. Bien que cette estimation soit plus faible, le esultat est puissant
car il est relatifa une unique mesure sur une partie arbitrairement petite du bord. Un
esultat similaire aet prouwve dans Bellassoued [3] pour lequation des ondes, Bellassowed
et Yamamoto [5] en acoustique et dans Bellassoued, Imanuvilov et Yamamoto [4] pour le
syseme de Lane - operateur P sans le terme inegral. Les esultats de ce chapitre ontete
publes dans [19] et [20] respectivement.

3.1 Un pesultat de stabilie mlderienne avec observation
interne

Voici donc le premier esultat que nous cemontrons :
Treoeme 3.1 (Stabilie helcerienne) . Soit u (respectivementu) la solution du syseme
(1)-(3.1), assocee au coe cient p (respectivementp). On suppose que
(H1) (; )2 C?) 2et(7~2C?% (0;+1))? sont tels que les solutionas et u 2
WEL (- (0;+1))8,
(H2) et +2 satisfontla Condition 1 avec un mémexg,
(H3) p= p est connu dans un voisinage de @ ,
(H4) h(0) 60, hY0) =0,
(H5) il existe M > Otelle que,8x 2 n!, j(r ug+r uf)(x) (X Xo)j M.

Alors, il existe 2 (0;1) et Tp > 0 tels que, pour toutT > T I'estimation suivante soit
vraie :

kp pkH 2() Cku UkH 2(1 (O;T));

al C > 0 depend de la normeC?() dep et p et de la normeW?&! ( (0;T))3 deu et
u.

Nous remarquons alors que s'il existe des constanteas; et m, telles que pour tout
p admissible, on ait kkaZ(T my et kukys1 (1)) M2, alors la constante C qui
apparat dans le Treoeme 3.1 est uniforme enp et le esultat est alors global. Du Treoeme
3.1, on ckduit immediatement le Corollaire 3.2.

Corollaire 3.2 (Unicie) . Sous les hypotteses du Treoeme 3.1, on a
ux;t) = u(x;t);  8(x;t)2!  (O;T); jj=1;2
=) p(x)=p(x); 82

Un exemple de donree initiale ug satisfaisant (H5) correspond au choixug 2 H(}() 3
telle queup(x) = x,8x 2 n!.Da,

j(rup+ ruf)(x) (x Xo)j=jx Xof do>0; 8x2 nk
L'hypotrese (H3) bien que restrictive est admissible si I'on envisage que des mesures

exgerimentales pes du bord sont possibles. L'hypotrese (H4) est quanta elle \eri ee
en pratique.
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3.2 Un esultat de stabilie logarithmique avec observation
frontere

Nousenorcons ici le deuxeme esultat de stabilie :
Tleoeme 3.3  (Stabilie logarithmique) . Soit u (respectivementu) la solution du syseme
(1)-(3.1), assocee au coe cient p (respectivementp). On suppose que
(H1) (; Y2 C?) %2et(7~ 2C%  (0;+1))? sont tels que les solutionsu et u 2
WEL (- (0;+1))°
(H2) et +2 satisfont la Condition 1 avec un mémexo,
(H3) p= p est connu dans un voisinage de @ ,
(H4) h(0) 60, hY0)=0,
(H5) il existe M > Otelle que,8x2 n!, j(r up+ r uf)(x) (x xo)j M.

Alors, pour @ arbitrairement petit, il existe 2 (0;1) et Top > O tels que, pour tout
T > Ty l'estimation suivante soit vraie :
2 0 13
kp pk C§Iog%2+ X ¢ §z
HZ() 7X
k@ ukiz (o)
1j j 2

a C > 0 depend de la normeC?() dep et p et de la normeW&! ( (0;T))% deu et
u.

Du Theoeme 3.3, on ceduit immediatement le Corollaire 3.4.

Corollaire 3.4 (Unicie) . Sous les hypotteses du Treoeme 3.3, on a

Qu(x;t) = Qu(x;t); 8(x;t) 2 0;T), jj=1;2
=) p(x)=p(x);  8x2

3.3 Preuves des Theoemes 3.1 et 3.3

Cette section est consaceea la preuve du esultat de stabilie du Treoeme 3.3. L' icke
de la preuve est la suivante. Tout d'abord, on rarrene le coe cient inconnu p dans le terme
source enecrivant lequation satisfaite par 4 = @(u u). Ensuite, on utilise la methode
de Bukhgeim et Klibanov, i.e. on crive lequation peedente pour amener le coe cient
dans la condition initiale, puis on applique l'iregalie de Carleman cemontee au Chapi tre
1 (Treoeme 1.1)a la nouvelle variable @ an de borner lenergie initiale du syseme.
Gracea une autre iregalie de Carleman pour un ogerateur du premier ordre (Lemme 3.6),
on revient au coe cient p dans I'estimation. Ainsi, on obtient le esultat du Treoeme 3.1
relatifa des observations sur un voisinage de la frontere de . Finalement, on combine ce
esultat avec la relation de prolongement unique du Theoeme 2.1 pour conclure.

Soit u (respectivement u) la solution du syseme (1)-(3.1), assocee au coe cient p
(respectivementp). On suppose que les hypotteses (H1)-(H5) sont satisfaites. Par lirearie
et sans perte de gereralie, on peut supposer queu; = 0.
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Amener le coe cient  p dans le terme source

On suppose p;u) connus et on introduit p=p petd = u u quisatisfont lequation
suivante :

ZP()(x;t)z @O(X;t) r (X)(r ap;t)+ rapgt)H)+ ) 0)(x;t)l
t

+ r h(s)p(x)(r a(x;t  s)+ r a(x;t s)H)+ ~(x;s)(r 0)(x;t s) ds

th(s)r POX)(r u(x;t  s)+ ru(x;t s)!) ds; 8(x;t) 2 0;+1);
0

avec des conditions initiales et des conditions de bord nulles. On remarque que le coe cient
P que l'on souhaite ecuperer appara’t dans le terme source. Le probeme est que ce terme
source s'annule au temps initialt = 0, donc il ne satisfait pas les hypotheses de la nethode
de Bukhgeim et Klibanov [11]. Pour renediera ce probeme, on cerive lequation en temps
et on pose :

¥(x;t) = @a(x;t); 8(x;t) 2 0;+1):

Alors, ¥ satisfait lequation

Z
PO(x;t) = ot h(s)r  pX)(r v(x;t s)+ r v(x;t s)!) ds (3.2)
h(r — pOA(r uo(X) + r ug(x)') 5 8(xit)2  (0;+1);

avec des conditions initiales et des conditions de bord nulles. Par conequent, le coe eint
inconnu est toujours pesent dans le terme source mais ce dernier ne s'annule plus au
temps initial.

Appliquer la nethode de Bukhgeim et Klibanov
On cerive (3.2) et on pose
wix;t) = @(xt) = @axt);  8(xt)2  (0;+1);

qui satisfait alors

Z
PwW(x;t) = th(s)r PO)(r w(x;t  s)+ r w(x;t s)!) ds
0 (3.3)
hqr  pOOCr uo(X) + 1 uo(x)') ; 8(x;t) 2 (0;+1);
avec les conditions initiales et de bord suivantes :
g wW(x; 0)=0; 8x 2
o @A 0)= h(O)r  pO)(r uo(x)+ uo(x)Y) : 8x2 ; (3.4)

w(x;t)=0; 8(x;t)2 @ (0;+1):
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Fig. 3.1 { De nition du voisinage ! de @ et de la fonction plateau ».

Majorer Energie initiale

Ainsi, le coe cient “p que l'on veut ecugerer appar&t maintenant dans la condition
initiale du probeme. On va donc commencer paretablir une iregalie majorant lene rgie
initiale du syseme. On introduit pour cela "> 0, > 0. On doit s'assurer que la fonction
gue l'on consickre esta support compact dans [QT). Donc on ¢k nit la fonction plateau

22CY(R)par0 , 1let

1, si (xt) 2 Q(0;2);
0, si (x;t)2QnQ(0; );

2(x;t) =

et on pose
w (X;t) = o(Xt)W(X;t); 8(x;t) 2 (0;+1):

Cette fonction plateau est trace sur la Figure 3.1. Commew est nullea I'exerieur de

Q(0; ), c'esta-dire pour S

PR
t = XX

qui est bien de ni pour tout x 2 puisqu'on a suppog < d 3, on peutecrire :

z z z,
j@w (x; 0)j2e?" X0 = @ j@w (x;t)j%€? U dx dt
") ("™ o
4t j@w (xt)j2e? Y 2@w (x;t) @w (x;t)e? * dxdt
Q")

7

De plus, on a
@w (x;t) = 1(xt) @A)+ @ 1(X;t) W(x;t); 8(x;t) 2 (0;+1);
@w (x;t) = 1(xt) @W(xt)+2@ 1(xt) @N(xt)+ @ 1(x;t) W(x;t):
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Donc, on obtient

Z
j@w (x; 0)j2¢?° *0dx
("
7 !
C MOGD2+ @G+ j@W(xt)j? & CVdxdt
(")
On fait le méme travail pour les cerivees en x pourj j 2 et on obtient ainsi :

z

2(1j 0 (")j@(@m(x; O)j2e2' (50) gx

ij2

C 2 "2 "2
= ke Kie oyt K@ Kia g )t K@ Kia o0,

On constate que I'on doit appliquer l'iregalie de Carleman du Threoeme 1.1a “w, pour
laquelle on a depecrit lesequations en (3.3).
Appliquer l'iregalie de Carleman

Avec ' e nie en (4), on obtient, pour  susamment grand et pour "> Oet > 0
l'iregalie suivante :

1 .
“kve' kia oy C € KWKEa e oy * € @ Dfk? 2o
Z, 2

+ hs)r  pO)(r wix;t s)+rwxt s)!) ds e Ddxdt

Q 0

z z, X (3.5)

+ h(s)r r p)(r wix;t s)+rw(x;t s)) ds e &Ydxdt

Q O

+ kh%  p(rup+rub) e kEz(Q) +khY r pruog+ru) e kEZ(Q)

On a maintenant besoin du Lemme 1.4 cemonte au Chapitre 1 et dont on rappelle lenone
ici.

Lemme 3.5 (Lemme 3.1.1 par Klibanov et Timonov [49]). Soit' ¢ nie en (4). Il existe
C > 0 tel que, pour tout > O et pour tout u 2 L3(Q),
zZ Z, 2 c Z
jux;s)jds € ®Vdxdt = ju(x;t)j?e? *Hdxdt:
0 Q

On utilise le esultat du Lemme 3.5 et le fait que h est borre dans R (hypottese H1)
pourecrire :

C ) C 2 3.2 (d2 1) 2
—ke Kz ooy € KWKEz g yngen y + 7€ (P Vkiftkz g

tke  p(ruotrup) e kgt kr 1 Bruotrup) e kixgy:

Donc, en prenant en compte le fait queug 2 W81 (Q) (H1), on obtient

c . X .
“k@0e’ Kz o kK@pe' ko
ii2

d2 | .
+ € k@OKiz (o o y + 7€ P DK@k, o)
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De la méme facon, on obtient, pouri = 3;4,

Co i X :
~k(@ve K Q) k(@pe' k2
P2
C 1@nnk2 322 (93 D@k .
+ & K@OKhz(qe; o p + 7€ P Vk@0KEz(g):

On \eri e que les fonctions @0 et @0 ont une de leurs conditions initiales nulle. Ceci est
vrai car on a suppog queh¥0) = 0 en (H 4). Finalement, onecrit

z
50 j@(@w )(x; 0)%€ *dx
. ("
0 1
X :
C@  K@pe Kig * € kikisr o y * € (% ko)A

2

On doit maintenant revenir au coe cient dans le membre de gauche.

Retour au coe cient dans l'estimation

Pour cela, on a besoin d'une iregalie de Carleman pour un ogerateur du premier ordre.
Elle est donree par la proposition suivante :

Proposition 3.6 (Lemme 3.2 par Imanuvilov et Yamamoto [42]). On consicere I'ogerateur
dierentiel du premier ordre suivant :

R(x)?=a(x) r ?+ap(x)?; 8x2 ;

avec . B
02C%) ; kakcey M1 and a2CY() " kakezy Moz
%o, ja(x) (x Xo)j M3z>0; "o(X) = jx x0j%; 8x 2 :
Alors, il existe o> 0 et C > 0 tels que, pour tout o et pour tout g2 C2() ,
x £ x Z
? @i °Mdx  C j@(R()q(x))je® °Xdx:
ij2 ij2

Demonstration. Soit 2 C2(). On introduit f c& ni par
R(X)q(x) = a(x) r q(x)+ ao(x)a(x) = f(x);  8x2 ;

On multiplie les deux membres de cetteegalie par g(x)e?’ °*) et on inegre sur pour

obtenir
Z 7 7
f (x)q(x)e?" °Mdx = (@ax) r qx)) gx)e?” °Mdx+  ag(x)q(x)2e? X dx
Z z
= r a(x)q(x)e*’ o(x) q(x)dx + ao(x)q(x)2e?’ o) g
Z z
= a) a0 Mdx (@) T ) a(x)e Odx
z y

4 (a(x) (x xo) q(x)2€® *@dx+  ay(x)q(x)2e* °®dx
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Or par hypottese, on aja(x) (X Xg)j M3 > 0 eton utilise, pour le deuxeme terme,
le fait que

a(x) rqx) = f(x) ao(x)a(x):
Ainsi, en utilisant I'iregaliezde Cauchy-Schwarz, on peutecrire :

Z
qx)%€?’ ®@dx  C 4 ja(x) (x xo)jq(x)%e? °®dx
Z ya
C jfjigx)je?” *Pdx+ C  q(x)%e?" °Mdx
c? Z Z
o (F(x)2€% oMdx + q(x)2€2 °Wdx+ C  q(x)2e?" *™dx

En choisissant grand ezt petit, on obtient
2 qx)%€? MWdx € (f(x)%e? °Xdx (3.6)

On applique alors le esultat (3.6) au vecteur gradient de g qui s'annule bien sur @ et
\eri e
R)ragx)=rf(x) r ax) rqx) r ag(x)q(x); 8x 2

donc
Z Z Z

20 qeoPe oWdx Cr 1% Max+ © (g0 + ir qeoi)e’ ax
4
C (F(x)?+jr f(x)j%e® *Madx:

en prenant susamment grand pour absorber le dernier terme du membre de droite
dans le membre de gauche. On refait le m&éme raisonnement avec les cerivees secondes de
g qui s'annulentegalement sur @ et on obtient ainsi le esultat du Lemme 3.6. O

Puisque le coe cient P satisfait le syseme du premier ordre suivant :

h(O)r  pOX)(r uo(x) + r Uo(x)') = @w (x;0);

on peut appliquer le Lemme 3.6a chaqueequation de ce syseme avec

a(x) = p(x); R(x)a(x) = @w (x; 0); “o(x) =" (% 0);
ao(x) = h(0)r  (r ug(x)+ r uo(x)"); a(x) = h(0)(r uo(x) + r uo(x)");
qui satisfait (H5) et on obtient alors .
X o
J@ p(X)JZGZ (X;O)dx C 21j ) j@(@W )(X, O)JZeZ (X;O)dx:
ij2 (9 i 2 "

On a suppos en (H3) que I'on connaissaifp dans un voisinage! de la frontere @, i.e.
p=0dans! etdoncon peut supposer qué est susamment petitpourque n (") !.
Ceci permet d'inegrer sur dans le membre de gauche. Alors, on a :

Z

j@p(x)j’e?” *Odx
ji2
° X 1 @7
' 2
C @ k(@ p)e kEZ(Q) + eC kOkae(Q(..; )nQ(2"; )) + 3e2 (do I)kOka
ij2

s
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On peut absorber le premier terme du membre de droite de (3.7) dans le membre de
gauche, grace aux poids de Carleman. En e et,

X . x £ , Z1 . .
k(@p)e kE2(Q) - i@ D(X)j262 (x;0) g2 ( (xt) " (x0) gt dx;
i 2 2 0
avec, 8x 2
Z T ' . ' . Z +1 2 2
e? ( (xt) (0 gt e?!dt= p=—— e Zdz= p—:
0 0 2 0
Alors,
X 2 C z , 2 20 (x:0) o
k@pe Koo P= j@p(x)j%e’ 9dx:
ij2 ij2
Finalement, on obtient
X Z
2 . . ' .
e okpk? 2 j@p(x)j%e?” *9dx
2

C 2 3.2 (d2 1) 2 .
C & kakioqes o p *+ € © PkOkierg)

et donc, on conclut que

2 C 2 .
Kpkijo()  C € KOKysoe; yngs p ¥ €

puisque suf{ %e ') < +1 et puisqu'on a suppo® quewrest dansW&?! (Q)in (H1) . An

d'avoir
€ kokfsqe, o ) = ©
on propose de poser
- %Iog kOkﬁﬁ(Q("; nQEs ) - (3.8)
On a alors > 0 si on suppose que0k? < 1. Donc, le membre de droite

. ) " HS(Q( )nQ(27 )
de lequation peut étreecrit de la manere suivante :

|
I+C |

C 2 - 2
€ kokisor; o ) € T2 Kkisiqe: ynaeer; )

On utilise le esultat d'interpolation suivant :

Lemme 3.7 (Proposition 4 p. 133 de Dautray et Lions [17]) Soitm 2 N etQ R" un
ouvert \eri ant la propret d'extension d'ordre  m. Alors, il existe une constanteC > 0
telle que, pour toutr satisfaisant0 r m et pour tout u 2 H™(Q), on ait

1

I_Z(Q)kuk

kUkHr(Q) Ckuk (39)

0y
H™(Q)
Demonstration. On va cemontrer ce lemme gracea un raisonnement par ecurrence.

(i) On commence par remarquer que le esultat (3.9) estevident sir =0 ou sir = m.
En particulier, il estevident si m = 1.
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(i) Montrons que le esultat est vrai pour m = 2. Si Q est un ouvert posedant la
propret d'extension d'ordre 2, alors il existe un operateur d'extension P tel que

2 P 2L (H?(Q); H*(R");
_Pv=v dansQ; 8v2 H2(Q);

Pv=0 en dehors d'un ensemble compact contenan@ dans son inerieur:

Ainsi, il est su sant detablir le esultat (3.9) pour Q = R" et, par densie de D(R")
dans H2(R"), il est su sant de le montrer pour u 2 D (R"). Par la transfornee de

Fourier u! 0, le esultat se ceduit de l'iregalie de Cauchy-Schwarz suivante :
Z z 1=2 Z 1=2
j i%ja( )jed C ja( )j*d j i*ja( )j*d
RM RN RO

En e et, on a alors
Z Z 120 Z

1=2
jr u(x)j%dx C ju(x)j2dx j@u(x)j?dx
RN Rn RN

qui donne le esultat voulu.

(iii) Supposons que le esultat (3.9) est vrai pour 2 m  mg. On va montrer qu'il est
alors vrai pour m = mg+1. Soit u2 HM*1(Q)etrgtelque 1 ro mg. Puisque
r u2 HMo(Q), on peut lui appliquer I'hypothese de ecurrence avecr = ro 1:

rop 1 ro 1

mo
L2(Q) kr uk

kr ukyro 1(q) Ckr uk HmmOO(Q):

On peutegalement appliquer I'hypothese de ecurrencea u 2 H"™(Q) pour r = 1.

1 1

1+ o :
kr UkLZ(Q) CkUkH 1(Q) CKUKLZ((S)kUkHOrO(Q)’
d'au on ceduit que
1 L 1 1 r%ol o 1
Kukyroqy C kukLz(S)kukH",o(Q) Kuk, mo Q)
donc . .
1 mo(-)l-l mO(-J!-l .
kUkHro(Q) CKUkLZ(Q) kUka0+1 Q)

qui est le esultat (3.9) pour m = mg+ 1.
O

On applique le Lemme 3.7a la deuxeme cerivee de ¢ 2 H8(Q) avecm =6 et r =2
a n decrire :

kOkiorq)  Ckaky s o) KOk iz oy:
D'au,
1=3 I+IC i
KPKp 2(y C kOkHz(Q(..; JnE@" ) : (3.10)
Donc on obtient le premier esultat de stabilie du Treoeme 3.1, stabilie de type H elder,
avec observations dan)("; )nQ2"; ) ! (0;T), pour T grand.
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Utiliser le esultat de continuation unique

On peut maintenant appliquer le Treoeme 2.1a u. On xe @ arbitrairement
petit et on choisit " telque n (4 ") !.Onerie que 'hypotlese ( H6) est satisfaite,
i.e. que Z,

R(x;t) = h(s)r pX)(r u(x;t s)+ ru(x;t 9s)!) ds
0

s'annule dans! et on choisit < . On en ceduit que, si T est susamment grand an
que Q("; )nQ(2"; )soitinclusdans (2")n (") (0;% ), on a

" #
“o)n " ™2 2

i =1 KQOKLz( o6my)

Donc, . " |
C 6(1+C)
kpkHZ() C IOg 2+ P > > .
i =1 KQOKL2( g6my)
I . , :

On pose = 80+ 0) 2 (0;1) et on change @ en T. Ceci termine la cemonstration du
Theoeme 3.3.

Nous venons ainsi de cemontrer les conditions recessaires pour que le probeme inverse
de ecuperation de la cependance spatiale p du coe cient visceelastique ~ soit stable. Il
est alors kgitime de s'ineressera le ecuperation e ective de ce coe cient. C 'est le but
du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Resolution nunerique d'un probéme
Inverse en viscaelasticie

Ce chapitre est consacea la ecuperation nunerique d'un coe cient du syseme de la
visceelasticie introduit en (1)-(2) et que nous rappelons ci-dessous :

g Pu(x;t) = f(x;t); 8(x;t) 2 0;+1);

u(x; 0) = uo(x); 8x2
3 @Qu(x; 0) = ua(x); 8x 2
Cou(xt)=0; 8(x;t)2@ (0;+1);

al P est l'operateur hyperbolique inegro-dierentiel ce ni de la manére suivante
Puéx;t)z Q@u(x;t) r X)(r uG;t)+ ruct)H)+ ) u)(x:t)l
t

+ r ~(x;s)(r u(x;t  s)+ ru(x;t S)H+ T(x;s)(r u)(x;t s)l ds:
0

(4.1)

Plus peciement, nous faisons I'hypottese que le coe cient ~ de (4.1) peut se cccomposer
sous la forme
~(x;t) = p(x)h(t);  8(x;t) 2 (0;+1);

et nous choisissons de prendre classiquemeh(t) = e © @ est un temps caracerisant
le retoura lequilibre du maeriau. Le probeme inverse que nous regardons est alors le
suivant :

Connaissant(; ; 7 ; ug;uy;f), retrouver p(x), pour tout x 2 ,a partir de mesures de
u(x;t); 8(x;t)2!  (0;T);
@ ! estune partiede etT > 0.

De nombreux ouvrages pesentent les methodes nuneriques utiliees pour esoudre
les probemes inverses, citons Kirsch [48], Endl [24], Kern [47]. En cereral, elles repant
sur la minimisation d'une fonctionnelle d'erreur. Dans ce chapitre, nous proposons une
fonctionnelle non quadratique pour notre probeme et pesentons lesetapes de esoluton
du probeme de minimisation. La esolution nunerique propose permet de ecugerer | es
valeurs du coe cient inconnu en chaque n ud du maillage. L'originalie du travail tient

71
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dans l'introduction d'une nethode d'adaptation de base spectrale qui permet d'aneliorer
la pecision des esultats. Une application possible de la esolution de ce probemeinverse
a la localisation de tumeurs eebrales est envisagee dans la dernere section. Lesravaux

de ce chapitre ontet partiellement annones dans [20].

4.1 Methodes de esolution

4.1.1 Resolution du probéme direct

Pour esoudre le probeme direct, nous discetisons les equations en espace par des
ebments nis de Lagrange P,. En temps, nous utilisons un -sctema avec = 0:5, c'est-
a-dire que nous consicerons un sctema cente implicite. Pour ce qui est du terme inégral,
nous le discetisons par la formule des trapezes. Le schkema nuneriquea esoudreest donc

le suivant :
Pour tout n 2 N, connaissantuf, pour tout0  k n, trouver up** 2 V;, satisfaisant :
8
£ up™2uf+up !
2 Vh dx
1Z
*3 (rutt +(ru )+ routhE vy dx
z
1
*3 (rup +(rad HY+ oul) Hoorovy dx
Xt (* k k Kk
S GV (TS b R (S THGS | I VAR
k=0
X1 2
— LR gk (e uf)Y + T K Ul s vy dx
k0
= f vh; 8vh 2 Vp;
Up = nUo;
1,0
up u
h " N= hug

@l p, est la projection surVp = vy 2 C%) ;8K 2 Th;Vhjk 2 P2;vh =0 sur @
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Fig. 4.1 { Maillage de calcul & gauche). Donrees initiale ug @ droite).
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4.1.2 Resolution du probéme inverse

Soit ugps le deplacement que I'on observe, celui mesue exgerimentalement dans la zone
d'observation! (0; T). Nous cherchons le minimiseur de la fonctionnelle non quadratique

sulvante : L Z.:2

IP)= 3 - ju Ugpg®+ jr (U Ugbg)j® dxdt;
avecu = M (p), M etant l'operateur non lireaire, de l'espace des paranmetres P dans
I'espace des solutiondJ, assoce au syseme (1)-(2). En pratique, les donrees ne sont jamais
connues exactement mais seulementa une erreur pes. D'ailleurs, en gereralugps 62 M(P),
donc il n'‘existe pas dep 2 P qui annule J. Nous esolvons ce probeme de minimisation
par un algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) [69].

Algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

C'est une nethode permettant de esoudre un probeme d'optimisation non lireaire
sans contraintes. La nethode BFGS est cerivee de la descente de gradient. L'iceeprincipale
de cette nethode est deviter de construire explicitement la hessienne del et de construire,
a la place, une approximation de linverse de la cerivve seconde deJ, en analysant les
dierents gradients successifs. A partir d'une valeur initiale pg et d'une matrice hessienne
approchee Hy, les ierations suivantes sont epeees jusqua ce que p converge vers la
solution.

1. Trouver la direction dx en esolvant Hydx = r J(px).

2. E ectuer une recherche lireaire pour trouver le pas optimal  dans la direction
trouvee et ensuite mettrea jour

Prk+1 = Pt kOk:

3. Poseryx =1 J(pk+1) ' J(px)-
4. Actualiser

yeYp  HidediHy

Hier = Hy +
k+1 k ytkdk d}(dek

La convergence peut étre teste en calculant la norme du gradienty J(px)j. En pratique,
Ho = Id et la premere ieration sera alors equivalente a la nethode de descente du
gradient, mais les autres ierations le ra neront de plus en plus gracea I'approximati on
H de la hessienne.

Calcul du gradient

Nous pesentons ici les etapes d'obtention du gradient de la fonctionnelleJ. Nous
devons d'abord calculer :

.1 "
rd(pp)=lim =Q{@E+"p) JI(P)
' Z.Z
.11 _ . o 5
=lim & 5 M (p+"p) Uobd” M (P) Uobd

2.2
*5 ir (M (pP+"pP) Uoei® it (M (P) Uobei? :
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Or, nous avons :
M (p+"p)=M(p)+ "Mpp + of"?);

@ M, est l'oerateur lirearie de M autour de p, i.e. My p = u satisfait :
8 z,
% Pu((xt)= r p(xX)h(t s)(r u(x;s)+ r u(x;s)!) ds;
0
u(x;0)=0; 8x 2
g@u(x;0)=0; 8x 2
u(x;t)=0; 8(x;t)2@ (0;T):
Donc,
Z.Z
) . 1 1 . .2 " w2
rdep)y=lms 5 I'Mppit+2'Mpp (M(p)  Uops) + 0("%)
lz$2'
*5 "'t (Mpp)j?+2"r (Mpp):r (M(p) Uows) + O("?)
0
Z.2
= 0 Mpp ((U Ugps) (U Uogpg):

Nous introduisons alors I'ogerateur P , adjoint de (4.1), obtenu par inegration par parties
a partir de la e nition :

Z:Z Z:Z
uPu= Pu u
0 z.2z 0
= Q@u r ru+ru)+ (r uwl u
°2.z2 1z,
+ r ph(t s)(ru(s)+ru(s))+ ~(t s)(r u)s)l ds u
z.%
= u @u r (ru+rub+ (r u)l
°7 .z Z
+ u r ph(s t)(ru(s)+ru(s))+ (s t)(r u)(s)l ds
0 t

Donc par identi cation, nous avons :

Pu (x;é)z @u (x;t) r X)(ruct)+ruct))+ ) u(xt)l
+ Tr px)h(s t)(ru (x;s)+ ru (x;s))+ ~(x;s t)(r u)(x;s)l ds;
t

muni de conditions nales et de condition de bord nulles. Nous ¢ nissons alorsu , la

solution de
8
%P U (xt) = éu Uobs) (U Uobsg)( X 1); gigl( "
u (x;T)=0; 8x 2 ;
§@u (xT)=0; 8x 2

u (x;t)=0; 8(x;t)2@ (O;T):
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Ceci nous permet decrire :

Z.2 Z.2
rJ(p;p)= u(x;t) P u (x;t)dxdt= Pu(x;t) u (x;t)dxdt
z.2 z, °
= r pE)h(s)(ru(x;t s)y+ru(xt s)f) ds u (x;t)dxdt
z° 2%z,

p(x) h(t s)(r u(x;s)+ r u(x;s)):r u (x;t)dsdt dx:
0 0

Nous mettons donc enevidence l'operateur M, adjoint de My, :
Z.Z,
(M, u )(x)= éh(t s)(ru(x;s)+ ru(x;s))ds:(r u (x;t)+r u (x;t))dt
0 0

qui,a l'inverse de M, va de I'espace des solutions) dans I'espace des parametres .

4.1.3 Methode de egularisation

Nous savons cep que les probemes inverses sont gereralement mal poss. En parti-
culier, si le probeme sou re d'un manque de stabilie, alors sa solution nunerique sera
pratiguement impossible a calculer. En e et, les mesures sont toujours bruiees et si le
probeme est instable, de petites erreurs dans les donrees donneront de grandes erreurs
dans la solution. Au Chapitre 3, nous avons vu que le probeEme que nous consicerons ici
est stable, si les donrees sont mesuee en normid 2(!  (0; T)). En pratique, il est di cile
de mesurer et de recontruire nuneriquement une normeH 2 en temps et en espace. C'est
ce qui nous poussea consicerer la fonctionnellel ,a savoir une norme L2(0; T; H1(!1)). La
contrepartie est que I'on ne peut alors pas garantir la stabilie du probeme. Il faut alors
avoir recoursa des nmethodes de egularisation. Regulariser un probeme mal po®, c'estle
remplacer par un autre probeme, bien po% cette fois, de sorte que l'erreur commise soit
compensee par le gain de stabilie. Voyons cela en cetails.

Nous posongp le coe cient nunerique et p le coe cient exact, et nous supposons que
p est proche dep. Nous pouvonsecrire :

ko pkp = kM, *(Mpp  u)kp k M, 'kkMpp  uky:

Si My, lireaire de P (espace de dimension in nie) dansU, est compact pour les normes
assoceesk:kp et k:ky, alors son inverseM D ! n'est pas borre. Donc, m&me si nous trouvons
un p tel que Mpp soit proche deu, nous ne pouvons pas garantir qug sera proche de
p:

Mpp u6) p p
Plusieurs nethodes de egularisation existent, Kirsch [48], Engl et al. [24]. La plus connue
est la egularisation de Tikhonov [88] qui consistea ajoutera la fonctionnelle J un terme
egularisant de la forme :

—k k?;

2 P Pe
Q pe est la valeur estimee a priori du coe cient inconnu p et est un poids positif. Ce
probeme est alors bien pos et converge vers le probeme initial si tend vers zro. La

di cule consiste alorsa estimer pe eta choisir le  ealisant un bon compromis entre
stabilie et pecision. Mais ici, nous optons pour une egularisation dite par discetisati on
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qui consistea chercher le paranetre inconnu dans un sous-espace de dimension nie. Nous
introduisons ainsi l'ogerateur
R = «Mph

al g estla projection deP sur un sous-espace de dimension ni€y . Cet ogerateur Rk
est borre dans U et \erie

R ! Mph siK! +1:
Nous allons donc cherchep 2 Pk .
Nous choisissons de consicerer I'espadex desK premeres fonctions propres du La-
placien calcukes sur le maillage, c'esta-dire que nous posons :
( ox )
P« = p2Pp=pet+ P'i ;
i=1

al les fonctions ' ; \eri ent le probeme aux valeurs propres suivant :

( i) =i i(x); 8x2

"i(x)=0; 8x 2 @ :

Rappelons que les'(j)i>n forment une base hilbertienne dd_?( ), tandis que les =

forment une base hilbertienne deH ().

Fig. 4.2 { Fonctions de base ri, 2 et ri.

Par ailleurs, le coe cient pjg estun rekvement de la trace sur@ de la valeur exacte
de p (qui est connue puisque nous avons suppox le coe cienp connu dans un voisinage
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! du bord), c'est a-dire qu'il \eri e lequation :

Pj@ (X)=0; 8x 2 ;
Pi@ (X) = p; 8x2 @:

Fig. 4.3 { Maillage @ gauche). Coe cient exact p (au centre eta droite).
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Fig. 4.4 { Maillage @ gauche). Reevement pjg (au centre eta droite).

Remarquons qu'un autre choix possible pour I'espacPx est I'espace desekments nis
P, sur un maillage donrea K noeuds. Cependant, pour mailler correctement le domaine,
le nombre de deges de libere K recessaire est gereralement bien sugerieura celui utilise
pour la base modale. Le probkme inverse a alors beaucoup d'inconnues et est plus di cile

a esoudre.

Les nethodes pesentes dans cette section ontee mises en uvre en deux dimensions
grace au logiciel de calcul pareements nis FreeFem++ [33]. La visualisation des esultats
est fournie par le logiciel Medit [27]. Dans la section suivante, nous essayons de quaet
I'erreur, commise en introduisant la egularisation, en fonction de I'erreur dans les donrees.

4.2 Etude de l'erreur

4.2.1 Estimation a priori

Nous cherchons dong 2 Pk . Nous pouvonsecrire :

kp  pke kp kPkp + K kp pkp;
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al k xkp pkp estl'erreur d'interpolation de p dans Pk, qui cecrot lorsque K augmente,
tandis que :

kp kPkp K Rk (Mpp  u)kp k RxkkMpp  uky;
avec :
KMpp  uky K Mpp  Ughsku + Kugps  Uky:
Dans cette dernere iregalie, kugps Uky est I'erreur dans les donrees exgerimentales et
est inkrieurea  suppo% connu. Quant au premier terme, il peut étre vu comme

KMpp  Uopsku = J(p )= inf J(p)+ €n ¢+ "
p2 Pk

al ey ¢ estl'erreur de discetisation de J qui decro’t en fonction des pas d'espaceh et de
temps t et" estl'erreur de la minimisation par l'algorithme BFGS suppose connue et
xe. Il reste donc nalementa majorer :

piszK J(p) = AQE’K KMpp  Ughsku piszK KMpp uky+ku ugpsku k Mpkpian]‘K kp pkp+ ;

et le premier terme de cette dernere iregalie estegala I'erreur de projection d e P dans
Pk . Estimons maintenant cette erreur. Pour cela, on introduit :

H®\ Hg=D(( ) °)
avec comme norme assocee : X

kpks, = Fipi*

i2N
En particulier,
kpko, = (P;P)L2() et kpky =(r pir Pz :

On a le esultat suivant, pour q s et en supposant que les valeurs propres; sont
ordonrees par ordre croissant :

K1
ko kpkj = Gipij?
i=K+1
q s S Sin. i2
sup (' ) Pipi]
K+l =K +1
2 1 2
kp kaq; qupks;
K

On utilise alors la formule asymptotique de Weyl [91] qui stipule, pour le Laplacien avec
conditions de Dirichlet, que le nombreN ( ) de valeurs propres inkrieuresa est donre
par :

N() C(dMes() 92 si | +1;

a1 C(d) est une constante qui cepend de la dimensiord du probeme. Ainsi, pour notre
probeme en dimension deux, nous avons :

Aire ()

K ;
7 K

siK! +1:
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4.2.2 Donrees nuneriques

Consicerons maintenant les valeurs nuneriques des coe cients suivantes :

{ X)= (X)=3, “(x;t)=h(t)=e ¥ avec =1,

{ p(x) = cogx + y)+1:5 comme sur la Figure 4.3,

{ f(x;t) =0, uy(x) =0 et ug est la solution du probeme stationnaire assocea (1),a
savoir :

( r (x)(r uo(x)+ruo(x)t)+ X)(r u)(x)I =1; 8x 2 ;

Uo(x)=0; 8x2 @ :

Dans les exgeriences eelles, il n'est pas possible d'assurer que la donree initialeg
satisfait I'hypotrese (H5) du Treoeme 3.1. En pratique, la ecuperation est meree a vec
Ug 6 0. On suppose de plus quep est connu sur la frontere de . Cette hypothese, moins
restrictive que I'hypothese (H3) du Theoeme 3.1, est physiquement acceptable car ces
mesures exgerimentales du coe cient au niveau de la frontere semblent envisageables.

Nous allons maintenant mener une etude nurrerique en changeant una un les para-
metres pour comprendre leur in uence sur les termes d'erreur. Les coe cients de etrence
sont les suivants :K =10,! =, T=50et =0.

4.2.3 Changer le nombre de vecteurs dans la base

Tout d'abord, nous faisons varier le nombre de fonctions de base et donc la dimension
de l'espacePy . La Figure 4.5 pesente trois esultats de ecuperation du coe cient p pour
trois valeurs deK .

erreur 13.6 % 4.1 % 3.3%

Fig. 4.5{ Coecient ecupee pour K =4, K =10 etK =16.
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Le Tableau 4.1 compare l'erreur de projection dep sur I'espacePk a I'erreur nunerique
de la nethode de ecuperation (en norme L2). Comme attendu, lorsque K augmente,
I'erreur diminue. Nous soulignons cependant que pluK est grand, plus le nombre de
deges de liberea ecugerer est important, rendant alors la ecugeration plu s longue. Par
ailleurs, si K est trop grand, le probeme pourrait alors étre de nouveau mal pos.

K 2 | 4 6 | 8 10]12]14[16] 18] 20
kP p|182]135|116|39|29|29| 2721|1716
P p |185|136|121|4.7|41|34|34|33|35]|38

Tab. 4.1 { Erreur relative en norme L? en fonction du nombreK de fonctions dans la
base.

4.2.4 Changer la zone d'observation

Nous avons vu, dans les hypotteses du Theoeme 3.1, qu'il y avait stabilie dans la
ecugeration du coe cient si la zone d'observation est "su samment grande". En parti-
culier, cette hypothese est satisfaite si la zone d'observation contient un voisinage du
bord de . En e et, dans ce cas, toutes les ondes qui propagent l'information arrivent
a un moment oua un autre dans la zone d'observation. Nous nous ineressons icia la

ecugeration du coe cient p pour dierentes zones d'observation. La Figure 4.6 pesente
les esultats.

erreur 4.1 % 59 % 6.8 %

Fig. 4.6 { Dierentes zones d'observation ! (en haut) et les solutionsp correspondantes
(en bas).
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Nous constatons que, dans les trois cas, la ecuperation est possible, méme lorsque I'on
n‘observe que sur la moite du domaine, egion qui ne satisfait pourtant pas la condition
du Treoeme 3.1 . En fait, la geonetrie consiceee est telle que toutes les ondes atteignent
la zone d'observation, ou de manere directe ou apes e exion sur le bord du domaine. La
Figure 4.7 montre un exemple de domaine pour lequel une partie de l'information peut
étre perdue si I'on choisit mal la zone d'observation! .

Fig. 4.7 { Choix de la zone d'observationt . A gauche, certaines ondes sont perdues\
droite, toutes les ondes sont captuees.

4.2.5 Changer le temps d'observation

Le esultat du Theoeme 3.1 stipule que la ecuperation du coe cient est stable et
unique si le temps d'observation est "su samment grand". Plus peciement, nous devons
avoir T To = L @ d est la taille du domaine et est une constante su samment

petite qui depend des coe cients de lequation. En fait, P peut &tre vu comme la vitesse
de l'onde la plus lente. L'observation doit donc se faire pendant un temps su sant pour
que l'information transporkee par cette onde ait le temps d'atteindre la zone d'observa-
tion ! . Nous nous ineressons icia la ecugeration du coe cient p pour dierents temps
d'observation. La Figure 4.8 et le Tableau 4.2 pesentent les esultats.

T 5 10 | 15 | 20 | 25| 30| 35| 40| 45| 50
p ppour!;|105| 40| 38| 35|34(35(36|3.8[4.0|4.1
p ppour!,|366|200|135|145/58|6.0|[51|54|58]|59
p ppour!s|366|229|164|13.3{96|90|76|70|7.0|6.8

Tab. 4.2 { Erreur relative en norme L? en fonction du tempsT et de la egion ! .

4.2.6 Changer l'erreur dans les donrees

Les mesures exgerimentales ne sont jamais exactes. Une erreur relative dé6o cor-
respondant a l'erreur de mesure experimentale est donc ajoute a la solution calcuke,
c'esta-dire que le deplacement obsene exgerimentalement ugys €st obtenu par la formule

Uobs(X; t) = (L + r(x;t) )u(x;t); 8(x;t)2!  (O;T);
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al r estune variable entre 1 et 1, choisie de manere akatoire selon une loi de distribution
uniforme, et cea chaque point de discetisation spatio-temporelle du domaine!  (0; T).
La Figure 4.9 pesente les esultats de la ecugeration pour trois valeurs de

erreur 10.5 % 3.4 % 4.1 %

Fig. 4.8 { Coecient ecugee pour T =5,T =25 etT =50.

erreur 4.1 % 6.0 % 9.7 %

Fig. 4.9 { Coe cient ecupee pour =0, =10% et =20%.
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4.3 Application en imagerie nedicale

4.3.1 Motivation

Dans cette section, nous pesentons l'application biomedicale qui a motivee letude de
ce chapitre. Dans le contexte de la neurochirurgie, le diagnostic peopgeratoire est aatel-
lement pose sur des images obtenues par esonance magretique (voir Figure 4.10). Cette
technique d'imagerie non invasive mesure la quantie d'eau pesente dans les organes et
fournit ainsi une cartographie de la densit protonique des tissus. Si cette technique est
tes e cace dans la cetection des tumeurs @ebrales, elle peut reanmoins étre amelio-
ee. En e et, depuis quelgues anrees, la recherche en imagerie nedicale se tourne \ger
des nethodes dites delastographie, Ammari et al. [1], Sinkuset al. [83]. Ces derneres
reposent sur le principe que la grandeur pertinente pour cetecter et classi er les tumets
ne serait pas leur concentration en eau mais leur duree. Cette nethode s'attache donc
a fournir des cartographies des coe cients elastiques de l'organe. Gereralement, I'hypo-
trese est faite que le comportement de I'organe consicee estelastique lireaire. Or, il est
largement admis que les tissus mous, comme le cerveau, ont en ealie un comportement
visceelastigue et que la composante visqueuse ne peut étre regligee. La nethode propee
dans ce chapitre cherche ainsia ecugerer, non plus seulement les coe cients elastiqes
mais egalement les coe cients viscalastiques. Nous pesentons maintenant un exemple
concret de ecugeration.

Fig. 4.10 { Grande varee de cas pathologiques.

4.3.2 Donrees nuneriques

L'objectif de cette section est d'illustrer I'e cacie de la nethode nuneriqu e propose
pour cetecter la pesence d'une singularie. Nous ne discutons pas ici de la validié des
coe cients biophysiques et des conditions d'experience. Cet exemple peut ainsi étreonsi-
cee comme un exemple acacemique. Nous consicerons donc toujours le syseme (1)-(2),
en deux dimensions d'espace et pour les valeurs suivantes des coe cients :

{ (x)= (x)=1200, ~(x;t)=400h(t) et h(t)= e © avec =1,

{ p(x) = 400, dans le tissu sain,

> 400 dans la tumeur (cf. Figure 4.11),
{ f(x;t) =0, ug(x) = 0 et ug est la solution du probeme stationnaire assocea (1)
pour une forceegale 20 au second membre.
Notons que la position des tumeurs est inconnue. La ecugeration du coe cient a lieu en
tout point du maillage. Le temps d'observation est choisiegala T = 50 tandis que la
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zone d'observation! est celle pesenee sur la Figure 4.12. Une erreur relative uniforme
de = 2% correspondanta l'erreur exgerimentale est ajoueea la solution calcuke. Nous
esolvons le probeme par la nethode pesenee en Section 4.1.

Fig. 4.11 { Coe cienta ecugerer p, vue du dessus @ gauche), vue 3D & droite).

Fig. 4.12 { Maillage de calcul deu @& gauche). Deplacement initial ug (au centre). Zone
d'observation! en rouge @ droite).

4.3.3 Adaptation de maillage et de base

Nous avons choisi de chercher le coe cientinconnyp dans I'espacePx desK premeres
fonctions propres du maillage. Pour le nouveau domaine consicee, ces fonctions sont
illustees sur la Figure 4.13. Le choix du nombreK est un probeme celicat. En e et, s'il
est trop grand, la esolution sera colteuse et le probeme risque d'étre mal pos. Mais s'il
est trop petit, on ne sera pas en mesure de repesenter correctemept Par exemple, on ne
pourra pas cetecter la pesence d'une tumeur de taille caraceristique inkrieure a la plus
petite longueur d'onde consictee,a savoir :

2
p—
K
Or, les cas pathologiques rencontes sont tes divers, comme le montrent les IRM de la
Figure 4.10. Pour choisirK, il faut donc avoir une connaissancea priori de la taille des
ekments que I'on souhaite pouvoir distinguer.
A n de esoudre le probbEme de manere pecise, hous proposons maintenant une ne-
thode de esolution ierative. Tout d'abord, on calcule une premere solution p, sur le
maillage initial et dans la base des vecteurs propres du Laplacien. Ensuite, on utilise cette
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dernere pour ra ner le maillage et surtout pour adapter la base. L'adaptation de maillage
est ealia partir de la hessienne de p, reconstruite nuneriguement. Le maillage initial
(638 n uds) et le maillage adape (643 n uds) sont montes sur la Figure 4.15.

Fig. 4.13 { Fonctions de la base initiale 1?1, n°2 et n°5.

Fig. 4.14 { Fonctions de la base adapee fil, n°2 et n°5.

Fig. 4.15 { Maillage initial @ gauche). Maillage adapt apes deux ierations @ droite).

Pour ce qui est de la nouvelle base, nous consicerons les vecteurs propres du nouveau
probeme suivant :

ro@x)r "ix) = i"i(x); 8x 2 ;
"i(x)=0; 8x2 @ ;
@ 1
a(x) = ;

r po(X)’
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Ces fonctions sont illustees sur la Figure 4.14. Nous constatons qu'elles sont localises
dans les zones a le coe cient p varie. Ainsi, en utilisant l'information fournie par le
premier calcul de p,, nous trouvons une nouvelle base, mieuxa méme de repesenter le
coe cient recherche. Et le processus peut &tre iee plusieurs fois.

4.3.4 Les psultats

Nous appliquons les nethodes expo®esa la section peedentea la ecuperation du coef-
cient p de la Figure 4.16.

Fig. 4.16 { Coe cient exact pa ecugerer.

Sur la Figure 4.17, nous montrons les esultats nuneriques obtenusa dierentes iera-
tions du processus.

Fig. 4.17 { Coe cient ecuee p : @ gauche)a l'ieration 0 avec Ko =50, (au centre)
a l'ieration 0 avec K =100, & droite)a l'ieration 2 avec Kg= K; = K3 =50.

Sur la Figure 4.18, nous tracons l'erreur relative entrep et p en normelL? en fonction
du nombre K de fonctions propres dans la base et pour dierentes ierations dans le
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processus ieratif. Nous constatons que l'adaptation propoge permet sysematiguement
de eduire I'erreur nunerique. Le colt de calcul est recessairement plus grand puisge I'on

recommence la esolution. Neanmoins, la esolution de chaque ieration sera bien moins
coateuse que le calcul initial - m&me si on maintient la taille du maillage et celle déa base
des vecteurs propres constantes - car elle sont initialies aveg,.

10

o [l ieration O

% of error
[6)]
1

ieration 1 avec Ko =40

ieration 1 avec Ko =80

0 — T T T T T T T T T T T T T T

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

number of eigenvectors in the basis

Fig. 4.18 { Erreur relative entre p et p en norme L? en fonction deK .

4.4 Perpectives

Dans cette partie, nous pesentons deux extensions possibles des nethodes pesentes.
Celles-ci font I'objet de travaux en cours.

4.4.1 Recuperation de plusieurs coe cients simultarement

Soulignons que nous n'avons chercle pour le momenta ecugerer que le coe cient
p, en supposant que tous les autres coe cients etaient connus. En e et, le but de cet
exempleetait d'illustrer le esultat de stabilie theorique pour la ecugerat  ion de la partie
spatiale d'un seul coe cient viscaelastique a partir d'une seule mesure. Pour ecuperer
simultarement tous les coe cients, il y a plusieurs nmethodes, Pagnacco et al. [74]. Une
methode consistea ajouter dans la fonctionnellea minimiser plus de paranetres. Malheu-
reusement, ceci pourrait rendre le probeme instable dans le cas d'une observation unique.
Nous aurions alors besoin de plusieurs mesures incependantes. Une autre methode consist
a utiliser un processus ieratif en xant tous les coe cients sauf una chaquee tape. Dans
les deux cas, il faudrait partir dans un voisinage de la solution et jouer avec les niveaux
de bruit

4.4.2 Recuperation en trois dimensions

Dans cette dernere section, nous pesentons un exemple en trois dimensions. |l consiste
en la ecuperation du coe cient p suppog constant par morceaux. Nous devons donc ecu-
perer les deux valeurs du coe cient p, dans le tissu sain d'une part et au sein d'une tumeur
d'autre part. La position de la tumeur est ici, contrairement aux exemples montes dars
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les autres sections, connua priori . A noter toutefois que, cette fois-ci, aucune information
sur la valeur du coe cient p sur la frontere n'est fournie. Les autres coe cients utilies
pour le cas test sont les mémes que ceux utili’es dans les exemples en deux dimensions.
La Figure 4.19 pesente les maillages surfacique et volumique (14780 etraedres) du do-
maine de calcul de dimensions 150 150 150mm. Le Tableau 4.3 pesente les valeurs
des coe cients exacts et ecupees. La ecugeration est excellente.

Tissus sains| Tissus can@reux
Coe cients exacts 400 600
Coe cients ecupees 400,000 600,002

Tab. 4.3 { Coe cients utilis pour I'exemple nunerique en trois dimensions.

(@) (b)

(©) (d)

Fig. 4.19 { (a) Domaine de calcul. (b) Coupe dans le maillage volumique au niveau de la
tumeur. (c) Maillage surfacique. (d) Deplacement initial.

Ce chapitre clot la premere partie de ce manuscrit quietait consacee aux probemes
inverses assoces au syseme de la visceelasticie lireaire. Nous allons mainteant regar-
der un mockle plus compligie, celui de la visceelasticie non lireaire et nous ineresser
principalementa sa esolution nunerique en trois dimensions.
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Introduction

Dans toute cette deuxeme partie, nous nous ineressonsa un moctle de viscelas-
cie non lireaire. Nous consicerons donc un matriau qui, dans sa con guration au repos,
occupe le domaine , ouvert borre et connexe deR3. Supposons que la frontere de
est lipschitzienne, ainsi la normale unitaire sortanten est bien e nie en tout point de .

Supposonsegalement que cette frontere se cecompose en = o[ iavec o\ 1= ;.
Le probeme que nous consicerons est le suivant :

Trouver le vecteur ceplacementu solution de :

8

2r T=f dans ;

S u= uo; sur o; (EDP)
T n=g; sur q;

al le vecteur f (resp. g) repesente les forces volumiques (resp. surfaciques), exprimees
dans la con guration de egtrence, et T est le premier tenseur des contraintes de Piola-
Kirchho qui cepend de u. La relation entre T et u est appeke loi de comportement du
maktriau et s'exprime au travers du gradient de ceformation F = Id + r u par :

dw
T= —
dF

al W est lenergie interne du syseme. Dans le moctle viscaelastique que nous condérons,

lenergie interne W du syseme peut s'exprimer en fonction du tenseur de Cauchy-Green
C cenipar:

pF Y 1)

C=F'F=ld+ru+ru+ru ru;

et en fonctions de tenseur<s;, pour i 2 JI;mKa m 2 N , qui sont des variables internes
utilisses pour mesurer la ceformation d'amortisseurs visqueux inclus dans le matriau.
Levolution de ces variables internes est alors cecrite par I'ensemble dequations swant :

8

< 1_ @W+ 1. .
G = =— G - dans ;

_ G @t G 8i 2 J1;mK (EDO)
Gi(0) = Id; dans ;

avec i, pouri 2 J1;mK les coe cients de viscosie. Les pressionsp et ¢, pour i 2 J1; mK
qui apparaissant dans les equations (1) et (EDO) sont les multiplicateurs de Lagrange
assoces aux contraintes d'incompressibilie :

det(F) =det( G;) =1; 8i 2 J1; mK 2

Le probeme mis sous forme variationnelle est alors le suivant :
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Chercher(u ug)2V,p2P,Gj2H etqg 2Q, 8 2 J1,mK tels que :

8 Z @w z z
F 2=(C:G1; :Gm) pC 1! :rvdx= f vdx+ g vd; 8v2V;
z @c .
p(det(F) 1)dx =0; 8p2P;
z
@—W(C;Gl; ;Gm)+ iG ' gG ' :Hdx=0; 8H 2 H;
, @G
Gg(det(G;) 1)dx =0; 8i 2 J1;mK 8G2Q;

al V;P;H et Q sont des espaces fonctionnels convenables.

Ainsi, le probeme associe uneequation aux cerivees partielles (EDP) non lireair e, des
conditions d'incompressibilie (2) et mequations aux cerivees ordinaires (EDO) decrivant
levolution des variables internes. Bien que le mockle consicee soit stationnaire (puisque
nous avons reglige le terme d'acekration), il cepend reanmoins du temps au tr avers
des variables internes. On parle alors dequilibre quasi-statique : levolution des varables
internes est telle que le syseme est en permanence proche de lequilibre.

Chapitre 5

Dans ce chapitre, nous expliquons les principales etapes de discetisation du moctle
que nous venons d'introduire ci-dessus et nous pesentons les techniques de esolutioniqu
ontet e ectivement impemenees. La discetisation en espace met en uvre desekment s
nis de Lagrange Pp=P,, tandis que la discetisation en temps est ealie par un sctema
d'Euler implicite. Le syseme non lireaire est naturellement lireari® par une m ethode de
Newton et le syseme lireaire esultant est esolu par une technique de Lagrangien aug-
menkg, utilisant un gradient conjugle peconditionre. Nous pesentonsegalement le calcul
d'une solution analytique pour le mockle consicee dans le cas simple d'une compression
unidimensionnelle. Les esultats nuneriques sont ainsi confronesa cette solution analy-
tique pour validation. Nous pesentons un exemple d'application sur une pece nmecanique
a georretrie complexe.

Chapitre 6

Ce chapitre revient sur I'application biormedicale evogquee au Chapitre 4. Il s'agit de
la simulation nunerique des ceformations des structures eebrales. Nous pesentons les
etapes d'obtention du maillage de calcula partir de la segmentation d'image obtenues
par esonance magretique. Nous confrontons les esultats nuneriquesa des experiences
de compression simple sur des cerveaux de porcs. En particulier, nous identi ons ainsi la
valeur des coe cients de notre mockle. Plusieurs exemples de simulations nurreriges sont
pesents, pour conclure et souligner I'e cacie de notre approche.

Chapitre 7

Le dernier chapitre de cette deuxeme partie s'ineresse au couplage du mockle introdut
peedemment avec un mockle de viscoplasticie. Nous commercons pareclairer les notions
en pesentant deux moctles lireaires unidimensionnels : le moctle de Maxwell etcelui de
Perzyna. Puis, nous nous attachonsa ceriver le moctle visceelastique/viscoplastique en
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satisfaisant les grands principes de la nmecanique : principe des travaux virtuels, fincipe
de la dissipation denergie de Clausius-Duheim et principe de la dissipation plastige
maximale.
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Chapitre 5

Fesolution nunerique d'un mockle de
viscaelasticie non lireaire

Nous revenons sur le mockele de visceelasticie non lireaire peseng en intr oduction de
cette deuxeme partie et dont nous rappelons la formulation variationnelle ici :

Chercher(u up)2V,p2P,Gj2H etqg 2Q, pouri 2 J1;mK tels que :

8 7
F Z%W(C;Gl; :Gm) pC ! :rvdx
< z
= f vdx+ g vd; 8v2V;
Z 1
p(det(F) 1)dx =0; g8p2P: (5.1
Z
@—W(c;el; :Gm)+ iG' G ! :Hdx=0; 8H2H;
7 @G

§(det(G;j) 1)dx =0; 8i2J,mK 842Q;
a F=Ild+ruetC=FF!

Nous faisons le choix d'uneenergie elastique qui cepend des variables viscelastiques
sous la forme :
xn
W(C;G1;  ;Gm)= Wo(C)+  W;i(C:Gj):
i=1
Dans ce chapitre, nous decrivons la discetisation du mocele (5.1) et 'impementation en
trois dimensions telle qu'elle aet meree. Pour cela, nhous nous appuyons sur l'analyse
mathematique approfondie developpee par Le Tallec et al. [55,56] du mocklea une seule
variable interne introduit par Simo [82] et Lubliner [63]. L'objectif est d'obtenir les esu ltats
nurreriques les plus pecis possibles. Dans ce but, nous esolvons le probeme sur de
triangulations specialement adapeesa la complexie de la geonetrie du domaine de cal cul
consicee. Les esultats nuneriques seront analyses pour valider notre mockle sur des cas
tests, dans le cas d'une geonetrie simple pour laquelle une solution pseudo-analytiquequt
étre calcuke.
Nous tenonsa souligner que le mocele (5.1) est egerement dierent du mockleetu de
dans Le Tallec et al. [56], puisqu'il contient des variables internes suppementaires. En
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d'autres termes, si le mockle pesene dans [56] est une version non lireaire du modle de
Maxwell, par analogie, le mocele que I'on consickre ici peut étre vu comme une version
non lireaire du mocele de Maxwell gererali® (voir gure 5.1). En ce sens, il est proc he
du mockle de Holzapfel [35], initialement introduit pour mockliser les ligaments. Cette
formulation, bien que plus complexe, est cependant requise pour I'application envisagee et
qui sera expliciee au Chapitre 6. Son atout principal est sa capaciea rendre compte de
comportements complexes, comprenant de nombreux temps de dissipation par exemple et
qui ne pourraient pas &tre moctlies par le mocele classique. Les esultats de ce chapre
seront publes dans [18].

§

"el "vl

" "
em vm

Fig. 5.1 { Moctle de Maxwell gereralis.

5.1 Discetisation desequations

5.1.1 Discetisation en espace

Nous consicerons une triangulation conforme et egulere Ty, du domaine . Pour cela,
nous supposons que est un domaine polygonal dé&R® qui peut etre cecompog en un
nombre ni Ny de etreedres K tels que :

1. = K,
K 2Th

2. le diarretre de chaqueK est borre par h,

3. chaqueK contient une boule de rayon h , donre une fois pour toutes et incepen-
damment de h,

4. l'intersection de deuxekments distincts K est soit eduitea ;, soitegalea un sommet,
a une aréte oua une face.

L'approximation par eements nis du probeme initial est simplement obtenue en
remplacant les espaces fonctionnel¥, P, H et Q par des sous-espaces de dimensions nies
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Vh, Ph, Hp et Q. Ces espaces ne peuvent pas étre choisis de manere quelconque. En
particulier, Py ne peut pas &tre trop grand par rapporta V,, comme le stipule le Treoeme
de Babiska-Brezzi [2] valable pour le syseme lirearise. Nous choisissons :

Vh= Vh: ! R%Vhjk 2 P2;8K 2Th:vp=0sur o ;
Ph=Qn= pn: ! Ripnjk 2Po;8K 2Ty ;
Hhn= Hp: ! R%Hpjk 2 Pp;8K 2 Th

Le probeme devient alors :

Cgercher(uh Ug) 2Vh, ph 2 Ph, Gih 2Hp et gn 2 Qp, 8i 2 J1; mK tels que :
Z

Fn (Ch Gini  iGmn) PnCyt oirovpdx
“eg z
= f vpdx+ g vhd; 8vh 2 Vy;
Z 1
Ph(det(Fn) 1)dx =0; 8pPn 2 Pp;
Z
@
J(Ch Gih)Ch+ Gyt anGy' :Hrdx=0; 8Hp 2 Hy;
Z
6h(det(Gj) 1)dx =0; 8i2J;,mK 8¢ 2Qn:

Comme Hy, et Qp sont des espaces de fonctions constantes par morceaux, les derneres
equations se simplient en :

< iG1h1 = @—W(Ch Gih)Ch + Gn Gihl; dans chaqueK 2 Tp;

detGj, = l, dans chaqueK 2 Ty:

5.1.2 Discetisation en temps

Le probeme obtenu est un probeme dévolution en temps. Nous le discetisons par un
sctema d'Euler implicite. Ce schema est inconditionnellement stable, ce qui est essentiel
compte-tenu desechelles en temps de dierents ordres de grandeur intervenant en visco-
plasticie. Soit t le pas de discetisation en temps. Le sctema d'Euler implicite conduit
a la suite de probemes suivante :

gh;rcher(u”” Ug) 2 Vn, pp*t 2P, G 2 Hy, et gt 2 Qp, 8i 2 J1;mK tels que :
Fn+1 27(Cn+1 Gggl; ;Gpnpl pR+1 (Crr11+1) 1 TV dx
z
= f vpdx+ g vhnd; 8vh 2 Vy;

1

ph(det(F”+1) 1)dx = 0; 8P 2 Ph:

(Gi™) * (G ) * @W(cn+1 Gphchtt gprt(eit) t=o; dansK;

det(G[;]+1 = l, 8i 2 JmK danskK:
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5.2 Mthodes de esolution

Nous pesentons dans cette section les nmethodes nuneriqgues de esolution du io-
beme disceti®e. Les variables viscalastiques peuvent facilement étreelimirees, eduisant
le probEme devolutiona la esolution d'une suite de probemes delasticit e standards.

5.2.1 Calcul de la variable viscelastique

A chaque pas de temps, on peut calculer chacune des variablés”h*l, 8i 2 JI;mK
incependamment en esolvant sonequation devolution. Pour cela, on commence par re-
marquer que, pour chaque pas de tempsa 2 N, le probeme peut se mettre sous la forme
d'un probeme de minimisation :

Gyt =argmin  Wi(CR™ tH)+ —(GR) T1H i 8i2JLmK

aU= H2 (M3)sym;detH =1 . On consicere alorsG; comme une fonction deR® !
U de la forme :
Gi(Z)=Z1(e1 e+ Zs(e2 &)+ Zx(er e+ e)
+Z3e1 e3tes et Zs(ez ezt ez €)
+ 1+ leg + Z4Z§ 27257375
Z1Z4 Z3

(es e3);

n+1

al cesigne le produit tensoriel et on e nit Y; 2 R® telle que Gi(Y;) = G;, ., pour
i 2 J1; mK Ainsi, le probeEme de minimisation devient :

Yi=argmin Wi(C™ 1 Gi(2))+ —(G}) *:Gi(2)
ou de manereequivalente :
Fi(Yi;Ci*™)=0; 8i 2 JI;mK (5.2)
a la fonction F; est ¢ nie, pour tout ( Z;C) 2 R®> U par:

@W . . ~ igny t - @G .
@(C-GI(Z))C-'— t(Gm) '@Z(Z)'

Ensuite, nous remarquons que lequation non lireaire (5.2) ¢ nit une fonction implicite
Yi = Yi(C{]‘”) qui peut étre facilement calcuee par une nmethode de Newton classique
sur R®. La nethode de Newton remplace lequation non lireaire Fi(Y;;C) = 0 par son
ceveloppement au premier ordre autour du point YK :

Fi(Z;C) =

RV C)+ SLYEOYT Y9 =0;  sk2N:
Le syseme lireaire qui en esulte peut &tre esolu, conduisanta la solution ap proctee Yi"J'l
qui peut alors étre utilisee comme valeur de cepart pour un autre pas dans le processal
ieratif. A chaque ieration, I'ogerateur lireaire que I'on doit inverser est donn e par :

@i, . BW . @G @G
Ki= Ga#iC)= e G@NC: ZX2) (€ 522
i n . Gi .
+ Deia@nct Leh t Sy
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5.2.2 Resolution du probémeelastique
Mise sous forme d'un syseme non lireaire

En utilisant alors le fait que G} = Gi(Yi(Cl*™)) = G(C*), 8i 2 J1;mK on peut
eliminer la variable visceelastique dans le probeme original (5.1) qui se ramene donca :

Chercheruh+1 2Vh+ up et pi*t 2 Py, tels que :

@det z ‘
phtt (Frr]”l) rvidx= f vydx+ g vphd; 8v 2 V!
Z 1

§ an+1@ NCpiGCl™): GG ¢ i dx
% ph(det(F”+1) 1)dx =0; 8Pn 2 Ph;

al on rappelle queC*t = (FM)(EM L et FM*L = 1d + r ul*t.

On rencontre alors le probeme de la esolution nunerique de probemes variationnels
non lireaires d'un nombre ni d'inconnues. Ces probemes se mettent sous la forme d'un
syseme de N + M equations non lireairesa N + M inconnues. Ces sysemes sont de
grandes tailles mais creux et facilesa lireariser. lls peuvent facilement étre esols par des
methodes de type Newton. Choisissons une base ()j=1 n deVy, et une base (j)j=1 wm
de Py. Le choix le plus naturel estevidemment de prendre pour ces fonctions de base
les fonctions chapeaux assocees aux deges de libere d&, et Py. Si on developpe le
probeme dans cette base, notre probeme deéments nis prend,a chaque pas de temps
n, la forme d'un syseme algbrique :

Trouver (UM Py 2 RN RM tels que :
LMt PM*y=0;  dansRN  RM;

avec les notations, pour tout(U;P) 2 RN RM :
Z

W
L;(U;P) = ZF@—(C G(C); (Gm(C):rT |dx
Z Z Z
pF 'ir jdx fjdx g ;d; 8j 2 JI;NK
Z 1
Lisn(U;P) = [(det(F) Lydx: 8 2 LMK

et

X
up ™t (x) = ug(x) + Ui i(x); UMt = (UY)j=1 N
j=1

b
pﬂﬂ (x) = Pi j(x) et Pr?Jrl =(Pj)j=1 m:
j=1
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Lirearisation du syseme par une nethode de Newton

La methode de Newton remplace lequation non lireaire L(U;P) = 0 par son cevelop-
pement au premier ordre autour du point (Uy; Px) :

DL

L (Ug; Py) + D(U.P)

(Uk; P)((Uk+1 3 Pr+1)  (Uk;Py)) =0; 8k 2 N:

Il faut donc calculer le gradient qui est ¢ ni, pour tout ( U;P;V;Q 2 RN

D(U; P)
RM RN RM par:

Z
@j .. — d a@w . . . Lt SRty
QUUPIV = Z4E @dCiGlC) iGn(C) :F'rv :FT
+ Z%VC\:/(C;Gl(C); ;Gn(C)):r vir jdx
Z t
i ):rv rojdx; 8 2 J;NK
@F
@, z
Ny pyv = (F tirvdy 8 2 ;MK
@u 7
@J' . — t. Ay ; . ;
@D(U,P)Q— gF ":r ojdx; 8 2 JL,NK
@—j+N . —N. ; . 3
@p (U;P)Q =0; 8j 2 J,MK
al
X
V=(V)j=1 n; v(x)= V; j(x);
j=1
pd

Q=(Qj)j=1 m et q(x) = Qj j(x):

j=1
. . , d ow S
On doit donc calculer la dierentielle ac @C(C;Gl(C); 1 Gn(C)) , ce qui implique
de connatre les cerivees @C 8i 2 J1;mK Celles-ci sont obtenues grace au treoeme des
fonctions implicites qui stipule que :

Fi(Yi;Ci*h) =0 0 Yi = Yi(Cp*t) et

. . 1 i
%{'C(CQH) = g'z(vi(c,?ﬂ); cptly @@Flc:(Yi(Cﬂ+l); cptty

t

Tous calculs faits, on trouve :

d aQw... L
ac @:(CuGl(C)’ »Gn (C))

T @w,
@y

_ @Wo
@c

(C:G(C)(G(C) Gi(C) B K, ! B}

(C: Ggt

+
i=1
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avec, pouri 2 J1; mK:

_ @i, A
Bi = @(Yu(c),c)

_ @wW,
- @Y

La methode de Newton a de bonnes proprees de convergence. Malheureusement, elle
ne converge pas si elle est mal initialise, c'esta-dire si la solution initiale est top loin
de la solution nale. Pour renmediera cette dernere di cule, la strakgie d'initi alisation
classiquement utilisee est celle du chargement incemental, Oden [71].

: . @Gy, QW . Q% (cy:
(C:GCNG(C)  (C: gz Mi(OM+ “Zh(C : G(C) g (Yi(C):

Methode du chargement incemental

Dans cette nethode, le chargement agissant sur le corps est consiceie comme appligue
par petits incements. La position dequilibre est alors calcukea la n de chaq ue incement
de chargement en utilisant la positiona l'incement peedent comme solution in itiale.
Cette stratgie calcule donc le chemin de solutions entre la con guration initiale et la
position dequilibre nal.

Resolution du syseme lireaire par un Lagrangien augmene

La matrice tangente du syseme lireaire que nous devons esoudrea chaque ieration
de la nethode de Newton est de la forme suivante :

DL A B

My = ———(Uk: Py) =
Un tel syseme peut étre esolu par une nethode de Lagrangien augmene, Fortin et
Glowinski [25]. C'est un processus ieratif qui,a chaque ieration, remplace le syseme
lireaire initial :

A B U Ry .

Bt 0 P Rp '
par un autre syseme lireaire plus simplea esoudre. Pour cela, on choisit un eel r grand
et on esout le syseme suivant :

A+rB'B U=Ry BY P IRp): (5.3)
Puis, tant que (B U Rp) n'est pas assez petit, on incemente :
P:= P+r(B U Rp):

Finalement, le syseme lireaire (5.3) est quanta lui esolua chaque ieration d u Lagrangien
augmene par un Gradient Conjugle peconditionre.

5.2.3 L'algorithme

On initialise Ua zro et P a la pression hydrostatique au repos. On pose = 0 et
on se donne un incement de chargement . Ensuite, on augmente la valeur de de
jusqua atteindre la valeur = 1. Pour chaque valeur de , on calcule la solution U;P)
par un algorithme de Newton,a savoir :
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1. Initialisation

On part avec (Up; Pg)egalea la solution obtenuea l'incement de chargement pe-
@dent et on calcule le esidu :

Ro = L(Uo; Po):

2. Boucle itrative
Ensuite, pour chaque k 0, connaissantUy; Py et Rg, on calcule Uy+q ; Py+1 et
Ri+1 -
(a) en calculant la matrice tangente

DL

O]

(Uk; Py);

(b) en esolvant le syseme lireaire
Mk( U; P)= Rg;

par une boucle ierative de Lagrangien augmeneg,
(c) en actualisant les variables :

(Uk+1;Pr+1) = (U P) + (1 U; P);

(d) en esolvant les probemes de minimisation sur les variables visqueuses par des
boucles de Newton a n de connatreG(Cg+1 ), pour i 2 J1; mK

(e) en calculant le nouveau esidu :
Ri+1 = L(Uks1; Pre1):

5.2.4 Quelques remarques sur l'impémentation

Les nethodes proposes dans la section pe@dente ontee impemenees en trois di-
mensions dans un code de calcul en langade (environ 10000 lignes). Nous n'avons eu
recoursa aucune librairie deements nis ou de nethodes nuneriques exer ieure. Cette
temarche intentionnelle, tout comme le refus d'utiliser un logiciel industriel, est motivee
par la volone de garder la plus grande exibilie possible, au niveau du mocle comme
des nrethodes de esolution. Nous souhaitions rester ma'tres de toutes les composantes de
notre code de calcul. Le travail de programmation n'en a doncee que plus consquent.
Nous tenonsa attirer ici l'attention du lecteur sur deux points en particulier.

Recherche des arrétes et fonctions de forme P,

La condition de stabilie du schema nurrerique utili® impose de travailler a vec des
ekments nis P, pour le ceplacement. Ceseements utilisent comme deges de libere les
sommets du maillage ainsi que les milieux des arrétes. La Figure 5.2 rappelle les fonctions
de forme enP, sur lekment de ekrence. Il a doncek recessaire de ecupgerer les m ilieux
des arrétes et de les nuneroter. Cette recherche se fait gracea une liste chade (voir Figure
5.3). Plus peciement, on balaie les ebments du maillage et pour chacun, on consicre
ses sommets deuxa deux. On ecupere les nuneros globaux de ces sommets et on note
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Nmin le plus petit des deux etNmax le plus grand. On va ensuite dans le tableaua la
ligne Nmin . Si la ligne est vide, on a trouve une aréte encore non epertoree. On note
alors le nurero Nmax dans la colonneNmax et on note dans la colonneN new le nunero
du nouveau point cee (dernier nunero libre d'un compteura incementer). Sila ligne est
cep remplie, on \eri e que le  Nmax de cette ligne n'est pas identique (auquel cas l'aréte
a cepet epertoree). Sinon, on regarde la case Next qui pointe vers une autre ligne du
tableau et on recommence le méme travail pour cette nouvelle ligne.

z

171 x y 70 X %y Z)

o= x(2x 1)
3= YRy 1)
"4=2(22 1)

"s=4x(1 x y 2)

y 'e=4y(l x y 2
'72=4z(1 x y 2)
"g=4xy
'9=4xz
"10=4yz

Fig. 5.2 { Fonctions de forme P, sur le etreedre de ekrence.

Nmax Nnew Next

1 2 6 6
2 3 9 8
c
g 3 4 11
=z
4 5 14
5
6 3 7 7
7 4 8 9
8 4 10 |10
9 5 12
10 5 13
11
12

Fig. 5.3 { Recherche et nunerotation des points milieux d'arétes.
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Matrice creuse et dimensionnement a priori de lI'espace nemoire

La matrice tangente My du syseme lireaire a esoudre est extrémement grande,
compte-tenu des maillages de calcul envisages. Il est donc impensable de la stocker sous
sa forme pleine. Heureusement cette matrice est creuse et on peut donc utiliser le format
de stockage sparse esune sur la Figure 5.4 et dont nous cetaillons les objets ici. Sbin
le nombre de lignes de la matricea repesenter etm le nombre deements non nuls dans
cette matrice. On construit le vecteur Ligne de taille n + 1 et les vecteurs Colonne et
V aleurs de taille m + 1. Pour i de 1a n + 1, Ligne[i] contient le nurmero de la case du
vecteur V aleursa partir de laquelle sont stoclees leseements non nuls de la lignei de
la matrice. Ligne[n + 1] pointe vers la dernere case du vecteurV aleurs. Ainsi, pour j de
Lignefi]la Ligne[i +1] 1, Valeurs[j] corresponda une valeur non nulle sur la lignei et
Colonne]j ] indique le nunero de la colonne correspondante.

Matrice Ligne Colonne V aleurs

1 25| 03 121 1 1 > 2 25
2 12| 75 2 4 3| 03
3 100 20| 58| 64 3 6 \ 5 |121
4 7:3 4 |10 1| 12
5 141 | 89 5 11 2 75
6 7:4 9:6 6 |13 1 |100
1 2 3 4 5 6 7 |15 4 | 20

5 58

6 | 64

5 73

3 |141

4 | 89

1 74

Fig. 5.4 { Format de stockage d'une matrice creuse.

Avant tout calcul, il est recessaire de dimensionner a priori ces vecteurs. Ceci est
fait de la manere suivante. On balaie dans une boucle les eements du maillage. Dans
chaque eements, chacun des 30 deges de libere (4 sommets et 6 milieux d'arés dans
chaque direction en 3D) interagit avec les 29 autres deges de libere. Donc les cases
correspondantes dans la matricea assembler seront non vides. Puisque cette matrice est
symnetrique (l'interaction du dege de libere i avecj estegalea celle dej aveci), on ne
stocke que la partie triangulaire sugerieure, c'esta dire que I'on eserve une case danga
ligne i (nunero global du dege de libere) pour la colonne j que sii est plus petit quej.
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5.3 Validation et exemple
5.3.1 Validation

Le but de cette section est devaluer les methodes nuneriques employees en mesurant
lecart entre la solution approchtee obtenue par la simulation nurerique et une solution
pseudo-analytique (la solution exacte en espace mais approctee en temps par un scltema
de dierences nies). Pour ce faire, nous consicerons le cas le plus simple pour lequel un
telle solution analytique peut &tre calcuke : la compression d'un cube, avec condition @
glissement aux extemies. En e et, dans ce cas, la geonetrie ne joue aucun roéle.

Nous decrivons maintenant le calcul de cette solution sur le cube de egtrence. SoiH
la hauteur initiale de lechantillon et h sa hauteur suitea son allongement vertical selon
I'axe Z. Nous introduisons le rapport :

h,
vE

Fig. 5.5 { Exgerience de compression simple d'un cube : notations.

Ainsi, on peut & nir la transformation entre la con guration de etrence (assoce es
aux variables d'espaceX; Y; Z) et la con guration ceformee (assocee aux variables x;y; z)
par :

X=X y =Y; z = Z
a  est le coe cient de dilatation horizontal qui est inconnu pour le moment mais est
identiqgue en X et enY gracea la symetrie du probeme. Nous pouvons alors calculer le
vecteur ceplacement u, le gradient de deformation F et le tenseur C respectivement, de
la manere suivante :

1 0 1 o , 1
(  1X 00 0 0
u=@( 1Y A =) F=@o 0A =) c=@o0 2 0A;
( 1)z 00 0 0 2

et, gracea la condition d'incompressibilie det( C) = 1, on peut ceduire que :

= p—=;
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Fig. 5.6 { Con guration au repos, con guration cefornee.

ce qui conduita : 0 1
1= 0 O
cC=@0 1= O0A:
0 0 2

La fonction denergie choisie est celle d'un matriau de Moonley-Rivlin,a savoir :

Wo(C) = Ga(11(C) 3)+ Goa(12(C)  3); (5.4)
Wi(y)= G(y 3); 8i2J;mK '
1 . . .
al 11(C)=tr( C) et 1,(C) = > (tr(C))2 tr(C?) sont les premier et second invariants
de C et Gy, Gz et G, pour i 2 J1; mK sont des coe cients scalaires. Nous avons besoin
de calculer les variables visceelastiquess;, pour i 2 J1;mK an devaluer le tenseur des
contraintes T. Chaque variableG;, pouri 2 J1; mKsatisfait une EDO de la forme suivante :
iG-! G 1= @—W(c :Gj)C = GC; 8i 2 JI;mK
@y

avec G;(0) = Id. Cetteequation peut &tre ici discetiee en utilisant un sclema de die-
rences nis implicite classique :

i(Gi 1)n+1 (Gi 1)n

t qn+1 (G| 1)n+1 — GCn+1;

ce qui conduita :

;t(GI l)n + QCn+1

n+1

A

(G, Hhntt = ; 8i2J,,mK (5.5)

Ici, la variable inconnue ¢"** peut étre cetermiree en utilisant la condition d'incompres-
sibilie det(( G, 1yn+1y = 1 an d'obtenir :

) 273 1=3 .
qn+1 — 7It(Gi l)n + 9 ﬁ(Gi 1)n +G 2 7lt;
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qui ne cepend que du pas de tempsn (puisqu'ici  est constant) et qui peut donc étre
injecee dans (5.5). Nous pouvons donc maintenant calculer le tenseur des contrainteb
en utilisant (1) :

@W,

T=2F—(C;G1;G F!
@C( 1;G2) p !

X
=2F Co1+ Cptr(C)I C)+  GCiG; pF U

Ainsi, les composantes principales du tenseull peuvent &tre exprinees en fonction de

l'allongement comme :

!
2 1. X p_
Tx = Ty = P= Gu+ Go( 2+ =)+  G(Gi)x P;

i=1
!
2 x p
Tz=2 Gu+ -G+ G(Gi)z -
i=1
En remarquant que Tx = Ty = 0, puisque le cube n'est soumisa aucun chargement

sur ses faces latrales, la pressiop peut étre cetermiree :
|

_ 2 T
p=— Gu+ G “+ —)+ G(Gj)x

i=1
Il reste alorsa calculer la composante verticale de la contrainteTz de la facon suivante :

1 X 1
T2=2( Gu+CGr) 1 — +2 G (G)z —5(Gi)x

i=1

Sous cette forme, la pression et la contrainte verticale sont toutes les deux incepetantes
de la variable d'espace (homognes) mais recessitent le calcul des variables viscelastigs!
Gj, 8i 2 J1,mKpour etre estimees en temps. Nous pesentons maintenant le esultat
nunerique obtenu pour ce cas test avec = 0:7. Le Tableau 5.1 esume les proprees
nmecaniques de notre mocele. La Figure 5.7 illustre levolution en temps de la pression,
de la contrainte verticale et de la seconde variable interne correspondant aux solutions
nunerique et pseudo-analytique.

m| G| GCGo |G 1 G 2
21| 21 |105| 80| 21500| 150 | 115

Tab. 5.1 { Proprees mecaniques utilies pour le cas test.

5.3.2 Exemple

Dans cette section, nous pesentons un exemple d'application a n d'illustrer la capacie
de notre mocklea traiter la georretrie 3D complexe d'une pece mecanique. La Fi gure 5.8
montre I'exemple d'une pece nmecanique correspondant au domaine 20 20 5cm,
sur lequel on applique une force volumique constanté = (50;50;50) N m 3, pendant
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1300
T Analytical solution
12801 x X Numerical solution
1260 *
z 1 x
o 12404 %
a 1 X
T X
0 1220 %
o 1 x
1200: XX
- X><
] X
X
1180+ XXy
1 XXXXXXXXXXXXXXXXXX
1160+———————————— XX
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0
Time (s) (a)
1100
1050: Analytical solution
iR % Numerical solution
~10004 X
g 1 x
:,(;); 9501 X
o) T X
£ 9007 x
S 8501 x
o l "
=) 8001 Xy
| 1 Xy
750 XX
4 XXXX
i XX
700< XXXXXXXXXXXXXXX
650 T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0
Time (s) (b)
1.0
1 Analytical solution
09:>< x Numerical solution
o1
2.0,] X
5081
s 1~
< 077 ><><
£ ] X
Q 4 X
£0.6] "X
Bl X
) XX o
0.5 ><><><><><><><><><><><><><><><><><><><
0_4‘ T T T | — T T T T L — T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0

Time (s) (c)

Fig. 5.7 { Evolution de la pressionp (a), de la contrainte verticale Tz (b) et de la compo-
sante verticale de la seconde variable intern&, (c) en fonction du temps pendant I'essai
de compression. Comparaison entre la solution pseudo-analytique (ligne continue) et la
solution nunerique (croix).
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(@)

(b)

(©)

(d)

109

Fig. 5.8 { (a) Maillage, (b,c,d) Deformation de la pece nmecanique obsenee de dierents

points de vue.

que I'on maintient xe deux des branches de la pece dans le plan Q;x;z). La d&forma-
tion maximale obsenee, obtenue en utilisant les valeurs des coe cients reporees dans
le Tableau 5.1, est d'environ 10 cm. Le maillage de calcul contient 7402 n uds et 32977
etraedres. Le volume initial est de 8:761 107 cm?® et le volume nal apes deformation

vaut 8:760 10? cm?®.

Dans le chapitre qui suit, nous pesentons un autre exemple, issu cette fois-ci du do-
maine bionedical. Nous montrons que notre mockle esta méme de repesenter le compeor
tement mecanique d'un organe aussi complexe que le cerveau.
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Chapitre 6

Un exemple d'application en
bionmecanique ®ebrale

Dans ce court chapitre, nous pesentons une application bionedicale du mocele k-
veloppe au Chapitre 5 : la simulation des deformations des structures ecebrales. Dans
un contexte clinique, de telles deformations peuvent avoir lieu suitea un changementde
position du patient ou durant un traitement neurochirurgical. Une etude £minale, Mil-
ler [67], et d'autres plus ecentes, Miller et Chinzei [68], Darvisch et Crandall [16], tendent
a montrer que I'amplitude de ces deformations est su samment importante pour qu'un
moctle en grandes ceformations soit recessaire et que le materiau constituant le cerveau
est intringequement viscaelastique non lireaire. Les attentes portent sur la capacie d'un
tel mockle a pedire les teplacements de l'ordre du centinetre qui apparaissent en chi-
rurgie, Miga et al. [66] eta participer ainsi activementa la plani cation des operations
chirurgicales.

Les esultats nuneriques, obtenus par le code de calcul que nous avons ceveloppe,
sont ici confronesa des esultats exgerimentaux a n de valider le mockle sous-j acent et
de ceterminer au mieux les coe cients biophysiques assoces. Nous montrons ainsi que la
formulation gereraliee de notre mockle (voir Chapitre 5) est bien adapte pou r repesen-
ter correctement le comportement des structures @ebrales. Nous montronsegalement la
recessie de cevelopper des techniques pour traiter e cacement les donrees geonetriques
discetes fournies par les sysemes d'imagerie. Les esultats de ce chapitre seront puibs
dans [18].

6.1 Motivations

Dans le contexte de la neurochirurgie, il est fequent que le diagnostic peopgatoire soit
posa partir de donrees obtenues par des nethodes d'imageriea esonance magretique
(IRM) sur le patient plae dans une certaine position, mais que l'intervention recessite une
disposition autre du patient. Le neurochirurgien, au moment de I'ogeration, observe alors
un ceplacement des structures eebrales de plusieurs millimetres par rapport aux images
IRM, ce qui penalise son regerage. L'ickal seraitevidemment de pouvoir ealiser des IRM
lors de l'intervention a n devaluera chaque instant la deformation du cerveau. Malheu-
reusement, les techniques d'IRM interventionnelles restent tes colteuses. De phj cela
contraindrait le chirurgiena intervenir dans un espace con re et proscrirait |'utilisat ion
de tous les outils netalliques classiques de chirurgie. C'est pourquoi nous nous ineres-
sonsa lelaboration de moctles matrematiques et nunerigues permettant de simuler le
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comportement nmecanique du cerveau. Ainsi, si des techniques d'imagerie par esonance
magretigue seraient toujours recessaires avant I'ogeration pour obtenir les informations
georretriques recessairesa la ceation du moctle personnalie du patient, nous pourrions
ensuite connatre par la simulation le deplacement de la structure eebrale. Un tel mo-
cele pourrait alors aussi etre utili dans un syseme de contréle de robot chirurgical oude
plani cation des traitements, ainsi que dans des sysemes d'entranement des chirurgiens
bases sur des techniques de ealie virtuelle (voir Figure 6.1).

(@) (b)
Fig. 6.1 { (a) Un exemple d'IRM. (b) Syseme d'entranement de chirurgiens.

6.2 Etat de 'art des moakles

Letude des proprees nmecaniques des tissus vivants est un tteme de recherctes actives
en bionmecanique, surtout en ce qui concerne le squelette, les muscles ou encore le c ur.
Mais les proprees des tissus tes mous (qui ne portent pas de chargement nmecanique),
tels que le cerveau, le foie ou les reins n'ont en revanche glere et etudeesa cejour, a
I'exception peut étre des ligaments et tendons [44, 75, 77]. Nous nous ineressons icia la
mocklisation des structures eebrales et nous avons rapidement remarge gqu'il n'y a pas
de mockle commurement accepe. D'un cbg, certains auteurs peconisent |'ut ilisation de
mockles elastiques lireaires, su samment simplesa esoudre pour envisager des simula-
tions en temps eel [9,89,92]. D'un autre coe, les moctles visceelastiques nonlireaires
sont utilises chaque fois que l'exigence d'une simulation pecise du comportementealiste
pevaut sur le colt de calcul [7,67,93]. D'autres moctles ontegalementet proposes pour
des applications particuleres (poreelastique [66] ou plastique). Nous invitons le lecteua se
reporter aux bibliographies relativement competes sur le sujet fournies par Libertiaux [59]
ou Hrapko et al. [37]. Notre approche est clairement inspiee par la seconde catgorie de
moctles non lireaires.

6.3 E cacie de la formulation gereraliee

Notre premier objectif est de justi er le choix de notre moctle mecanique ainsi que de
ecugerer les paranetres biophysiques adequats. Pour cela, nous confrontons nos esltiats
nureriguesa des exgeriences in vitro, ealiges sur des tissus eebraux de porcs par trois
auteurs incependants. Dans ces tests, la geonetrie du domaine ne joue aucun role paque
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lesechantillons correspondenta des formes simplesa synetrie axiale. A n de reproduire les
experiences biophysiques, nous avons besoin detendre la fonction denergie, initialemean
introduite en (5.4), de la manere suivante :

Wo(C) = Gu(11(C)  3)+ Goa(12(C)  3);
Wi(y) = Gi(y 3)+ Galy 3)% 8i 2 J1; 2K

o G, G, G1 et G, pour i 2 J1; 2Ksont des constantes positives el a.

6.3.1 Experience de compression par Miller

La premere exgerience est directement inspiee d'un papier de Miller [67]. Elle cor-
responda des tests de compression sur desechantillons cylindriques (voir Figure 6.2).a
Figure 6.3 montre la comparaison entre les solutions exgrimentales et nurreriques, cor-
respondanta plusieurs taux de compression des echantillons. Le Tableau 6.1 pecise les
coe cients utilies pour mener ces essais.

Fig. 6.2 { Echantillon au repos (gauche),echantillon ceforne (droite)

m|Gi| Go |G| Go 1 G1 | G 2
2 0O | 145| O | 1300| 35000| 150 | 2000| 200

Tab. 6.1 { Proprees mecaniques utilies pour le premier test.

On observe une tes bonne corelation entre les courbes. Remarguons egalement que
la relation contrainte/ceformation est non lireaire et qu'elle cepend, de plus, du taux de
ceformation. Ceci est une indication claire du carackre visceelastique non lireaire des
tissus ®ebraux.

6.3.2 Experience de compression et de relaxation par Libertiaux

La deuxeme experience aek meree par Libertiaux [59] sur des echantillons cylin-
driques de hauteur 10mm et de dianetre 20 mm. Elle consiste en dierents tests de
compressiona dierentes vitesses de compression et en des tests de relaxation. Pour I'ex-
erience de relaxation, une premere phase de compression est eali®ea un taux de s 1
jusqua atteindre une force de 0:5 N, ensuite la compression est maintenue pendant qu'on
observe la relaxation de la contrainte. La Figure 6.4 montre la comparaison entre les so-
lutions experimentale et nunreriques. La Tableau 6.2 rapporte les valeurs des coe ciens
utilises pour mener ces essais. Cette fois encore, les courbes obtenuesncaent bien.
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Go1

2

0

Go | G1| G2

1

G

150

0 | 200

5000

450

G2 2
400 | 1500

Tab. 6.2 { Proprees mecaniques utilies pour le deuxeme test.

6.3.3 Experience de cisaillement par Ning

La troiseme experience est propoge par Ning et al. [70]. Des tests de cisaillement
sont meres sur des echantillons rectangulaires pelews sur le tronc eebral de porcs,
a n d'en caraceriser les proprees (voir Figure 6.5). Le Tableau 6.3 fournit les coe cient s
obtenus par comparaison des solutions experimentales et nuneriques. La Figure 6.6 montre
levolution de la contrainte de cisaillement pour un test correspondanta une deformati on

de 50% de lechantillon de taille 13:41 6:49 1:05mm. Cette fois encore, nous constatons
gue les deux courbes eacident bien.

Fig. 6.5 { Echantillon au repos & gauche). Echantillon deforne @ droite)

m | G
2 0

Co
6

G

Go 1

G

G2

2

30

0 | 100

200

0

1

Tab. 6.3 { Proprees nmecaniques utilises pour le troiseme test.

4(56./0-72

P

4
.

7 \,
% >

89:.5,-,<="11("><,(;

-=-7>-5,6="71(><,(;

T T T T T T T T T
T 18"% 1 $% | #'% ##%

'()*+,-./0123

#% $% % I

Fig. 6.6 { Evolution of de la contrainte de cisaillement en fonction du temps. Comparaison
entre la solution expgerimentale mesuee par Ning et al. [70] et la solution nunerique.
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Ces esultats montrent clairement que notre mockle gererali® est capable de repe-
senter de manere satisfaisante le comportement necanique des structures eebrales sau
dierents chargements. Pour chaque experience, nous avons et capables de trouver un
ensemble de paranetres adequat pour simuler les esultats exgerimentaux. Nous sommes
bien conscients reanmoins que les conditions d'experience, toujours dierentes d'un adeur
a l'autre, in uent en grande partie sur les coe cients biophysiques recherctles.

6.4 Description du moctle gonetrique

Les dispositifs d'imagerie sont largement utilies dans les applications biorredicales.
lls fournissent de grands ensembles de donrees qui & nissent le contour d'organes ou de
domaines biophysiques. Cependant, ces derniers ont besoin d'étre convertis en triangula-
tions conformes avant d'étre utilies dans des nethodes deements nis p our esoudre des

(a) (b)

(©) (d)

Fig. 6.7 { (a) Triangulation de surface obtenuea partir d'IRM. (b) Zoom sur la triangu-
lation. (c) Triangulation de surface adapte aux proprees geonetriques. (d) Gereration
d'une triangulation 3D.
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probkmes moctlies par desequations aux cerivees partielles comme celui que nous cosi-
cerons ici. Cetteetape de conversion est importante et souvent sous-estinmee. Son but est
de construire une triangulation qui repesente une approximation a ne par morceaux de

la frontere du domaine. Cette approximation doit &tre la plus pecise possible mais avec

un nombre deements nis le plus petit possible. Bienevidemment, la technique d e trian-
gulation cepend de la nature des donrees disponibles, typiqguement une fquence dtiages
en deux dimensions segmenees ou un nuage de points en trois dimensions. Dans [26],

Fig. 6.8 { Photos de cerveaux humains @& gauche). Maillage de calcul sous dierents angles
@ droite).



6.5. Calcul de la ceformation du cerveau 119

Frey expliqgue comment gererer une triangulation de surfacea partir de plusieurs types de
donrees discetes.

Nous rappelons maintenant brevement lesetapes de ceation d'une triangulation du
domaine de calcula partir de la triangulation de surface. Supposons que nous disposons
donc d'une triangulation surfacique conformeS;, qui fournit une repesentation discete
de la ggonetrie du domaine . Tout d'abord, nous analysons S, a n de ¢k nir un champs
de tenseur metrigue M (x) en chaque noeud du maillageS,. Ce dernier relie la taille
locale de n'importe quel simplexeK 2 Sya la courbure locale principale et aux directions
de courbure de la surface sous-jacente ¢ nie parS,. Ce tenseur est un moyen e cace
de contréler la forme, la taille ainsi que l'orientation des ekments du maillage, Frey et
Georges [28]. Letape suivante consistea gererer une triangulation de surface pour laquelle
chagueekment a une taille unie, c'esta-dire un quotient d'excentricie = h= (@ hest
la longueur de l'arrete la plus longue et est le rayon de la spltere inscrite) controk par
le tenseurM (x). La Figure 6.7 montre les esultats de la proedure de retriangulation sur
le mockle bionedical d'une téte. Letape nal consistea construire le maillage de calcul
en trois dimensionsT;, du domaine. Pour ce faire, nous utilisons la proedure d'insertion
de points de Delaunay cecrite par Frey et Georges dans [28] et qui peutegalementtée
utilisee pour adapter la triangulationa n'importe quel tenseur de netrique donre par un
estimateur d'erreur a posteriori.

6.5 Calcul de la &formation du cerveau

Pour conclure, nous pesentons un esultat en trois dimensions obtenu par notre ap-
proche : celui de la simulation des deformations des structures @ebrales soumisea un
chargement exterieur, "brain shift" en anglais. Ce pkenonene aet largementetude pour
en comprendre son comportement intrinseque. Pour plus d'information, le lecteur est in-
viea consulter les parties introductives de plusieurs papiers traitant explici tement de ce
sujet, Wittek et al [93], Libertiaux [59]. Ici, on cherchea pedire les ceplacements subis
par le cerveau sous l'e et de la gravie, lorsque le patient change de position entre dex
acquisitions d'images. En fait, cetteetude ne petend pas étre une simulation ealiste d'une
situation clinique. En e et, nous regligeons ici ou du moins sousevaluons l'importance de
conditions aux limites, qui sont soumisesa un haut dege d'incertitudes.

Les donrees geonetriqgues ont ek obtenues a partir d'un dispositif d'imagerie par
esonance magretique, comme explige au paragraphe peedent. La bo'te englobant le
domaine est de taille 150 150 150 mm. Le maillage contient 62123 noeuds et 225009
etreedres. La Figure 6.8 pesente des photos d'un cerveau humain et les vues corresm-
dantes de notre maillage de calcul. La Figure 6.9 montre les esultats d'une simulation
pour les valeurs des coe cients repores dans le Tableau 6.1 et pour une force volumique
constantef = (0; 10;10) N m 3 correspondanta l'application de la gravie lorsque
le patient passe d'une position allongee sur le dosa une position assise. Le teplacement
maximal obsene est ici de 10 mm, et correspond bien au esultat exgerimental attendu,
obtenu par Miga et al. [66]. Le volume initial du cerveau vaut 1:1706 10° cm? et le volume
nal apes ceformation est de 1 :1705 10° cm3, respectant ainsi la contrainte dincompres-
sibilie.
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Fig. 6.9 { Champs de dceformation du cerveau soumisa la gravie,a t = 0 @ gauche) et
a letat stationnaire @ droite).

Cetteetude doit étre consiceee comme uneetape peliminaire de letude p lus complexe
du comportement des structures @ebrales. L'objectifetait de montrer la pertinence du
mockle visceelastique non lireaire pour cette application. Pour que cette etude prenne
tout son sens, nous esperons des collaborations avec des biorecaniciens qui pourraient
gtre ineresses par les esultats pesenes ici.

La téte est I'une des egions du corps blesse le plus fequemment et malge I'utlisation
croissante des ceintures de scurie et des casques, les traumatismes craniens restane
des principales causes de ks lors des accidents de la route. Le but actuel de la rechexrch
en biomecanique est aussi de cevelopper des moyens de simuler ces traumatismes, qui
esultent des impacts. Les dommages causs au cerveau suite a ces accidents peuvent
gtre ireversibles, El Sayed et al. [22]. Cette ireversibilie serait une manifestation d'un
comportement plastique du matriau constituant le cerveau. Apes le choc, le cerveau
ne reprend pas sa forme initiale mais conserve une certaine ceformation plastique. Notre
intention est donc de coupler ce moctle avec un mocele viscoplastique, plusa mémee
repesenter le comportement complexe des structures @ebrales. C'est I'objet du bapitre
suivant.



Chapitre 7

Un mockle viscalastigue/viscoplastique
en grandes aformations

Le probeme fondamental de la viscoplasticie est la cetermination d'une fonction cri-
ere limite de plasticie, Hill [34], pour un materiau viscelastique - ou comment le taux
de ceformation modi e la fonction criere du maeriau. Dans la literature, Perzy na [76],
on introduit commurement une distinction entre un maeriau elastique/viscoplastique
et un maeriau visceelastique/viscoplastique. On quali e de visceelastique/viscoplastique
un maeriau montrant des proprees de viscosie dans les deux domaines elastique et
plastique. Le termeelastique/viscoplastique est donc esenea des materiaux pesentant
des proprets visqueuses uniquement dans le domaine plastique. La notion de matriau
elastique/viscoplastiqgue estevidemment une icealisation qui simpli e consicerable ment
l'argument, puisque le probeme devolution de la fonction criere en fonction du taux d e
ceformation ne se pose plus. En nous inspirant des travaux de Le Tallec [55] et Ibrahim-
begovic [38,39], nous pesentons dans ce chapitre un moctle visceelastique/viscoplastique
non lireaire en trois dimensions. Ce type de moctle est consicerablement plus di cile et
n'a,a notre connaissance, jamaisetetude en grandes ceformations. Les esultats d e ce
chapitre n'ont pas fait I'objet d'une publicationa ce jour.

7.1 Exemples lireaires unidimensionnels

7.1.1 Le moctle viscaelastique de Maxwell

Pour mieux comprendre les plenonenes mis en jeu en viscosie, on pesente ici un
mockle rreologique simple de viscelasticie lireaire en une dimension : le moeéle de
Maxwell [64]. Il s'agit de l'association en paralele d'un ressort et d'un ensemble res-
sort/amortisseur visqueux en rie (voir Fig. 7.1). Dans le mocele de Maxwell, la éfor-
mation totale " se decompose en une partie elastiqué'e et une partie visqueuse", selon
la relation additive :

He + IIV:

Par ailleurs, la contrainte totale comprend une composantea lequilibre ; (dans la branche
superieure) et une composante de nonequilibre » (dans la branche inkrieure) telles que :

= 1t 2

La contrainte dans les ressorts est proportionnelle a leur deformation tandis que la
contrainte dans I'amortisseur visqueux est proportionnellea son taux de deformation. On
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Fig. 7.1 { Le mockle visceelastique de Maxwell.

en ceduit les relations suivantes :

1= Kkp" et 2= k"e= "y
al ki et ko sont les modules delasticie des ressorts tandis que est le coe cient de
viscosit lireaire de I'amortisseur. A n de greraliser ensuite le mocele ci -dessus au cas
tridimensionnel en grandes deformations, il est recessaire de le eecrire en terme dnergie
libre du syseme. Les termes denergie de deformation sont ici :
1 1

1
- = n2 - = n2 - = " n 2.
Wiy = 2|<1 et W, 2k2 & 2k2( V)<

Donc lenergie totale du syseme sécrit :
n, n 1 ||2 1 n n 2
W ") = Wi+ W, = ékl + §k2( V)

Remarquons alors qu'en dierenciant lenergie par rapporta la variable de deformation
totale ", on retrouve la contrainte totale du syseme :
@W n n mn
= 6.. = k1" + ko( v):
De méme, en dierenciant lenergie par rapporta la variable interne ", on retrouve son
equation devolution :

mn @W mn n
V=== k()
\
Cette dernereequation peut s'inegrer en :
z

t
()= 2 e k9 (s)ds;
0

dal ) zZ,
()= (ki+ k)" (t) ko2 e k2t 9= "(5)ds:

0
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Ainsi, la contraintea l'instant t ne depend pas seulement de la ceformationa l'instant t

mais aussi de l'historique de la deformation depuis l'instant initial jusqua t. Dans le cas
al la contrainte appliguee au syseme est constante, on obtient I'expression de levolution

de la deformation totale :

Ky _
"(t)= — 1+ 1e%
( ) ki ki + ko
al on a introduit le temps de relaxation du syseme :
= — 1+ ﬁ
ko ko

Cetteevolution est illustee sur la Figure 7.1.1.

" ‘

ki + ko

0

Fig. 7.2 { Resultat d'un essai de relaxation.

Lorsquea t = 0, on applique le chargement constant, la eponse elastique imne-
diate est telle que"(0) = . Puis le syseme se relaxe jusqua atteindre en temps

kl + k2
in ni lequilibreelastique caracerie par "(1 )= P Un maetriau visceelastique pesente

1
ainsi un prenonene de dissipation denergie. On s'attend bien entendua retrouver un tel
comportement dans notre mocele 3D non lireaire.

7.1.2 Le moctleelastique/viscoplastique de Perzyna

Pour mieux comprendre les plenonenes mis en jeu en plasticie, on pesente ici un
mockle rheologique simple de viscoplasticit lireaire en une dimension d'espace : le mdele
de Perzyna [76]. Il s'agit de l'association en rie d'un ressort et d'un ensemble patin
frottant/amortisseur visqueux en paralele (voir Fig. 7.3). L'allongement total du syseme
" peut se cecomposer en la somme d'une partieelastiquée et d'une partie viscoplastique

||vp :

="et vp-
La contrainte dans le ressort se decompose en la contrainte 1 dans l'amortisseur vis-
gqueux et la contrainte » dans le patin frottant selon :

n
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"

1= _vp

Fig. 7.3 { Le moctleelastique/viscoplastique de Perzyna.

La contrainte , dans le patin frottant ne peut pas tkepasser en valeur absolue la esistance
au glissement et elle doit rester xeegalea la valeur  pendant la phase de glisse-
ment plastique. Lequation devolution de la ceformation viscoplastique "y, peut alors étre
ecrite : (
0 Sij 2j < Y

2 S gj=
Il est alors commode de caraceriser le domaine admissible par la donree d'une fonction
decharge ( )= j y,» fonction de la contrainte totale . Si () < O, le processus
estelastiqgue mais ces que ( ) 0 le processus devient viscoplastique. Ainsi, on peut
recrire lequation devolution de la variable viscoplastique sous la forme :

p —

wp =< ( )>@ awvec < »= O S <0
= —; Y = .

P @ .S 0:
A n de pouvoir gereraliser ce mocele au cas 3D non lireaire, on introduit [energie elastique
du syseme :
mn l mn n .

§= Ek( vp)z-

On remarque alors que I'e ort dans le syseme s'obtient comme la cerivee de cetteenemie
par rapporta la ceformation totale " :

o 1
W(""vp) = ék

w

Si on cerive cette relation par rapport au temps, on observe que :

=k( )= k(L —Y) =) =k ) (7.1)

On ealise alors un essai de relaxation qui consistea imposer et maintenir une ceformation
constante "o qui cepasse la limite delasticie ?y On peut alors inegrer (7.1) et obtenir
levolution de la contrainte en fonction du temps :

M=(k'o ye k= +
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On trace cette courbe sur la Figure 7.4. On remarque alors que la valeur nale de contrainte

1 en viscoplasticie tend vers la valeur seuil y. Sur la Figure 7.5, nous pesentons
une experience de charge/decharge d'un echantillon. Apes la decharge, il subsiste une
ceformation esiduelle et ireversible, la &eformation viscoplastique.

k"o

Fig. 7.4 { Resultat d'un essai de relaxation.

n n

e vp

Fig. 7.5 { Experience de charge/ckcharge.

7.2 Le moctle viscelastique/viscoplastique non lireaire 3D

Le moctle que I'on introduit dans cette partie gereralisea la dimension trois et dan s
le cas des grandes deformations le moctle rkeologique 1D de la Figure 7.6. Pour ceriver
lesequations dequilibre, nous utilisons ici le formalisme des grandes ceformations projpse
par Ciarlet [14].
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Fig. 7.6 { Moctle visceelastique/viscoplastique lireaire 1D.

7.2.1 Cirematique

Soit un ouvert borre connexe de R2. Nous choisissons comme con guration de
ekrence, c'esta-dire qui ne varie pas au cours du temps. Nous supposons que sa frontere
est Lipschitz et se cecompose en = o[ 1avec g\ 1= ;. Il existe en particulier
un vecteur normal unitaire n en tout point de . Soit une transformation du corps,

c'esta-dire une application injective ce nie sur la con guration de etrence :

I R%:
Le point x = (Xx) corresponda la position occugee dans la con guration deformee

par la particule quietait en x dans la con guration de ekrence. Le champ de ceplacement
est alors ¢ ni par :

ux)= (x) x

On ¢k nit ensuite le gradient de la transformation par :
F=r =Ild+ru;
et le tenseur des ceformations de Cauchy-Greena droite :
C=F'F=Ild+ru+ru+ru ru

Puisque I'on se place dans le cas de grandes deformations, le tense@rne peut pas étre
lirearie. Ainsi, on garde le terme non lireaire r u r u. Par construction, C est un tenseur
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Fig. 7.7 { Deformation du domaine

symetrique & ni positif, ce qui implique qu'il a trois valeurs propres strictemen t positives
( 2(C))i=1:2:3- On ¢k nit alors les invariants de C comme :
11(C)=tr C= {+ 3+ §
1
12(C)= 5 ((C)® w(C? = 3+ 53+ 15
I3(C)=det(C)= {3 %

7.2.2 Lesequations dequilibre en grandes cformations

Les forces agissant sur le corps dans sa con guration actuelle = () sont les
forces volumiquesf qui decrivent les actionsa distance exerees sur le corps et les forces
surfaciqguesg qui cecrivent les tractions exerees sur le corps au travers d'une partie 1
de . Quand le corps esta lequilibre, les champs de vecteurf etg satisfont le teoeme
suivant,equivalent du Principe des Travaux Virtuels (Ciarlet [14], Salercon [15]) :

Tleoeme 7.1. Il existe un tenseur syretrique T appek le tenseur des contraintes de
Cauchy tel que :

T :—dx = f v dx + g vd ;

pour toutes les fonctionsv @ | R3S,

Malheureusement, si hous supposons que le corps subit de grandes deformations,
est inconnu et peut etre tes dierent de la con guration de etrence connue . Il faut
donc exprimer cesequations sur en utilisant le changement de variables :

X =X+ u(x):
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On obtient alors :

7 ov Z i
0= T :@d f v dx 1g v d
yi i yi
_ @v @x dx dx d
= T @x@x dxd f g dx 1g \ g d
AL extax evy fooa 0 d
- @x dx = @x dx 9 3 :

En posant alors : 8
Foo= ()
T)=T (x (x))F(x) *det(F (x))

v(x) = v (x (x)) ;
f(x)=f (x (x))det(F(x))

609 =g (x () &

on obtient nalement lesequations dequilibre dans la con guration de egrence :

Z Z Z

T:@dez f vdx+ g vd:

@x .

En inegrant par parties, cetteequation peut se mettre sous la forme forte (au sens des
distributions) :

8

2r T=f dans ;

S u= up; sur o; (7.2)
) T n=g; sur g

Le mockle (7.2) n'est pas ferne. Il faut proposer une relation suppkmentaire : la loi de
comportement.

7.2.3 Loi de comportement

La loi de comportement relie le tenseur des contraintes T aux variables cirematiques
et caracerise ainsi les proprees necaniques du matriau. Elle est gereralement prenorne-
nologigue. En nous inspirant du mockle unidimensionnel de la Figure 7.6, nous supposons
gue la ceformation au niveau microscopique peut se cecomposer de la manére suivante :

= e v~ ei Vi 8i 2 J1, mK

a m2N.
Ceci revienta admettre, selon I'hypottese de Lee [58] et Mandel [64], que le gradient
de ceformation totale F peut &tre dccompos de la manére suivante :

al Feo et Fej, pour i 2 J1;mK sont les deformationsa long et courts termes (leesa la
dissipation visqueuse) respectivement (voir Figure 7.8). A n de s'assurer que le mockle est
invariant par toute rotation de corps rigide, on choisit comme variables déetat internes :
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Con guration de ekrence Con guration cefornee

Con guration interrmrediaire

Fig. 7.8 { Decomposition multiplicative du gradient de deformation.

{ le tenseur des ceformations de Cauchy-GreerC qui mesure la ceformation totale du
corps,

{ linverse du tenseur des deformations viscoplastiquesGq caracerisant les ceforma-
tions ireversibles :

Go = Cvpl =( F\Evap) 1;

{ les inverses des tenseurs de ceformations visqueus&s, pour i 2 J1; mKqui mesurent
la ceformation d'amortisseur visqueux inclus dans le magriau :

Gi=C,t=(F4Fv) 4 8i 2 J1: mK

Si on suppose que le makriau consicee est incompressible dans sesevolutionselastigue
visceelastique et viscoplastique, alors ces variables internes \eri ent les conditbns d'in-
compressibilie :

det(C) = det( Gg) = det( G;) =1; 8i 2 JI;mK

La eponseelastique du maeriau peut étre cecrite par une fonction déenergie de dforma-
tion W. En s'inspirant cette fois encore du moctle unidimensionnel de la gure Fig. 7.6,
on propose la fonction denergie de deformation e nie par :

xXn xXn
W (Ceo; Cet; ;Cem) = Wi (Cei) = Wi (C; Gj) = W(C; Go; G1; ;Gm);
i=0 i=0

Bl@sbelprime ici en fonction des variables internes retenues, en remarquant qU€e; =

GiC G;j, pouri 2 J1;mK On obtient alors les equations devolution de ces variables
internes en appliquant les principes de la thermodynamique, en particulier, l'iregalie de
dissipation de Clausius-Duhem, Truesdell [87], qui stipule que lenergie dissipee awcours
de touteevolution mecanigue du syseme doit étre positive :

1 d
0D =38:C FW(C;Go;Gy; ;Gm);
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al S est le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchho e ni par T = FS. Finale-
ment, la dissipation denergie sécrit :

xn
OD:SZ@:}C_ ow.

@c 2 _ @ ™

Processus viscelastique

Pour un processus viscelastique sans changement de la deformation plastiquesg =
0 =) D o = 0), la dissipation denergie pendant une variation Gj, pour i 2 J1;mK des
amortisseurs visqueux, qui sont incependants, est egie par :

ew 1. X ow
iGl:Gg=D= S 2—— :.C — 1 Gi;
GG @c ‘2= _ @g

i=1

al j, pouri 2 J1;mK sont les coe cients de viscosie. On en ceduit les relations :

— 1.

S=2gc PO s
G 1= W, 4 1, 8i 2 J1;mK v
AT /

al on a introduit les multiplicateurs de Lagrange p et ¢, pour i 2 J1;mK assoces aux
contraintes d'incompressibilie :

det(C)=det(Gi)=1; 82 JLmK

Cesequations sont les lois de comportement viscaelastiques recherchees. La premeragia-
tion est une loi de comportement hypeelastique standard reliant le tenseur de Piola-
Kirchho au tenseur des deformations de Cauchy-Green. Lesequations suivantes sont des
equations dierentielles du premier ordre en temps, introduisant, au travers des variables
Gj, une cependance en temps dans le mocle. Ce mockle, dans le cas d'un seul amortisseur
visqueux (i = 1), aet introduit etetude par Le Tallec et al. [55]. La discetisation et
I'impementation de ce mockle sont decrites au Chapitre 5.

Processus viscoplastique

Pour un tel processus, nous avons cette fois ci :

QW .
@G
et nous supposons que les lois de comportement (7.3) restent toujours valables. On & nit
alors le domaineelastique par une fonction criere

0< Do = Go;

(So) <0
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@l Sy est la contrainte dans le patin visqueux. On introduit aussi les allongements elas-
tiques principaux Je solutions du probeme :

(Be ( H?d)m; =0 avec m; mg= j;
@l Be = FeF{ est le tenseur des ceformations de Cauchya gauche. On a alors :
0=F YBe ( DZd)F 'F'mj=(Go ( H?C Hny; (7.4)

avec :
nj = F'm; et nj C ng= j:
Si on calcule alors la cerivee directionnelle de (7.4) par rapporta Go, on obtient :

€
J

0= dGy 2 f@GdGOC L onj+(Go ( H*C Hydn;;
ce qui, en prenant le produit scalaire parn;, conduita :
ef 1 nj nj:
Y i
@G 2°¢

De méme, si on calcule la cerivee directionnelle de (7.4) par rapporta C, on obtient :

@c'
@cC

e
0= 2 f@’(:dcc nj (P)? dCnj +(Go ( H)?C dnj;

ce qui conduita :
@ e
i - e, 1
—=—-=C ™ C
@C 2 )
Donc on peut cemontrer le esultat suivant :

nj:

_,@W_ X ewef__ _ ,e@w_
Sp=2 @C—Zj:1 @je @C—ZC @GGO'

Finalement, on peutecrire :
1 1
O0<Dg= Sp: éCGOG0 :

Nous appliguons alors le Principe du Travail Plastique Maximal (Hill [34]) qui,a une con -
guration ceformee donree, choisit la valeur de la contrainte qui va maximiser la dissipation
plastique en dehors du domaineelastique. Ce principe peut alors étre formuk comme un
probeme de minimisation sous contrainte :

max  Do(So);
Soj ( So) O
que l'on peut eecrire comme
min H(So);
0

en posant :
H(So) = D o(So) + P(( So));
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al P(( ) est une fonction de penalisation qui est nulle dans le domaine elastique. En
accord avec le mockle classique de viscoplasticie de Perzyna [76], la fonctionnelle de
penalisation est choisie comme :

8
<

P(( )= Zi((;))z; si 0

0; sinon;

al estle paranetre de viscosikt. La cerivee de cette fonction est donc donree par :

8
<1

P°(( = 1< (9>=. C2); s 0

0; sinon;

Le probeme de minimisation peut étre esolu en :

dH 1 1. 1 @
= — = — + —< > —
0 5 2CGOG0 @5
On obtient alors lequation dévolution de la ceformation plastique :
@
= 2< (S)>C =G
Go ( So) @5°°

On souligne que si la fonction criere ne epend que de la partie ceviatorique deSy alors
la ceformation viscoplastique est isochore, c'esta-dire qu'elle \eri e det( Gg) = 1a chaque
instant. Nous envisageons d'utiliser comme fonction criere de plasticie (Hill [34]) celle de
Von Misses sansecrouissage :

r_

(So)= jdev(So)i  2Sy;

al dev(Sp) = S %tr( So) est la partie ceviatorique de Sp et Sy est la limite delasticie.
Un tel mocele aet propos etetude par Ibrahimbegovic [38].

7.2.4 Lesequations du moctle

En remplacant T par son expression, on obtient nalement la formulation variationnelle
du probeme suivante :
Chercher U ug)2V,p2P,Gj2H etg 2Q, pouri 2 J1;,mK tels que :

8 7 aw Z Z
F 2——(C;Gp;G1;G2) pC I “rvdx= f vdx+ g vd; 8v2V;
Z @c !
p(det(F) 1)dx =0; 8p2P;
Z
@—W(C;Gi)+ iG' gG ! :Hdx=0; 8H 2 H;
G(det(G;) 1)dx =0; 8i 2 J1,mK 8G2Q;
Z

Go+2< (Sg)>C 138(80)60 :Hdx =0; 8H 2 H;
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al les espaces fonctionnels introduits sont tels que les inegrales soient bien de niesEn
particulier, si :
V= v2WY( ;R%;vj =0 ;

on doit alors avoir : 1 L
— S . . —_
P=L>( ;R); avec §+ S——l

Les inconnues sont le champs de deplacemernti dans 'V + ug (dont decoulent F et C),
les variables internesG;, pour i 2 JO,mKet les multiplicateurs de Lagrangep et g, pour
i 2 J1;mK assoces aux contraintes d'incompressibilie, a tout instant t et en tout point
du maeriau. Compte-tenu desequations dierentielles en temps, cette formulation doit
étre compktee par des conditions initiales sur les variables internesG; :

Gi(;t=0)= G 8i 2 JO;mK

7.3 Resolution nunerique du probéme coupé

Nous proposons ici des nethodes de esolution du moctle coupek. La discetisationdes
eguations est meree de la méme facon que celle pesenee au Chapitre 5. Mais, cette fois-ci,
a chaque pas de tempsn et pour chaque ieration k de la boucle principale de Newton,
en plus du calcul des variables viscelastique$s;, pour i 2 J1; mK nous devons esoudre
lequation devolution de la variable viscoplastique. La esolution se fait en deux etapes :

1. Cette premereetape est base sur I'hypothese qu'il s'agit d'un processus vicelas-
tigue a1 la valeur de la variable viscoplastique calcuke au pas peedent n'evolue
pas GB[{ 1= on- On calcule alors le nouvel etat des contraintes 68*1)test et on
regarde le signe de la fonction criere de plasticie correspondante (SS*l)test. S'il
est regatif, on consicere alors que letat calcuk est letat nala l'ieration k. S'il est
positif, il est impossible d'accepter letat comme plastiguement admissible et on doit
passera la deuxemeetape.

2. Dans cette deuxemeetape, on cherche la nouvelle valeur de la variable viscoplastique
qui donne les contraintes plastiguement admissibles. Pour cela, on doit esoudre
lequation devolution de la variable viscoplastigue Gg, en chaque point d'inegration.

@
= 2< Sy) >C 1= Son)Gon:
Gon ( So) h @8( on) Gon
En utilisant I'application exponentielle, on peut esoudre cette EDO sous la forme :
" Z tn+l @ #
Gon(t")=exp 2 < ( So(s)) >ch1(s)@—8(80h(5))ds Gon(t"):
tn

Nous proposons donc le sctema nunerique implicite suivant :
Gon' =exp  2< ( Sg™)> (C™) 'signeSy™ st Gbn;

@

@ on a utilie le fait que @—S(S{)‘”) = signe(S§ ™) = signe(S§** )est. Ce screma peut se

mettre sous la forme :
Fo(Gget;Ci*t)=0; (7.5)
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al la fonction Fq est ¢ nie, pour tout ( H;C)2U U par:
n * r + #

Fo(H;C)=H exp 2 dev %’g (C;H) gsy C 1signe(s(r)1+1)test Gon:

Tout comme pour les variables visceelastiques, lequation non lireaire (7.5) & nit une
fonction implicite Gggl = GO(C{]‘”) qui peut etre facilement esolue par une nethode
de Newton. Il faut alors aussi modier la matrice tangente My du probeme elastique

principale pour tenir compte de la dierentielle @

Ces nethodes n'ont pas encore fait I'objet d'une impementation dans le code de calcul
L'objectif sera alors de confronter les esultats nunreriques obtenusa des esultats experi-
mentaux, a n d'illustrer I'e cacie du mocele propos pour repesenter le comportemen t
de matriaux viscoplastigues complexes.
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Annexe A

Preuve de la Proposition 1.2

Dans cette premere annexe, nous donnons la cemonstration de la Proposition 1.2 qui
est une iregalie de Carleman ponctuelle pour un ogerateur hyperbolique scalaire. Le &-
sultat est cemonte par Klibanov et Timonov dans [49] pour l'ogerateur Pg = a(x)@

. 1 - .
al akx) a,c'esta-dire que q(x)= )’ Nous rappelons ici cette demonstration en

la gereralisantau cas a1 0 <ap a(x) aj.

Introduisons tout d'abord
v(x;t) = u(x;t)e” O g(x;t) 2 (0;+1); 8 > 0

al on rappelle que' (x;t) = jx Xxgj2 t?avecxp2 R®n et > 0.On va alors calculer
Pou(x;t) en fonction de v(x;t). On commence donc par calculer :

@u(x;t) =(@v(xt)+2 tv (xt)e Y
@uix;t) = @v(xt)+4 t@ v(xt)+4 2v(xt) 22+ 5 e - (k).
rui;t)=(r v(xt) 2vxt)(x xg)e &b
u(x;t) = v(xt) 4 rv(xt) (X Xo)+4 2v(xt) jx  Xoj? 3 e = ()
Dans tout ce qui suit, O 1 cesigne une fonction C1( (0;+ 1)) telle que :

O1 E; 8 > 1

et la méme chose est valable pour sa cerive premere. Donc on a
(Pou(x;t)?e® Y =(a(x)@u(x;t)  u(x;t)%e?” Y
=[a()@v(xt)  v(xt)+4 a(x) t@v(xt)

+4 rv(xt) (X xo) 4 Av(xt) jx  xg° a(x) 2+ O 1 1

Si on pose alors :

71 = ax)@v(x;t)  v(xt) 4 2v(xt) jx  xoj® a(x) %2+ 0 1 ;

137
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Zo=4 a (x) t@v(x;t);
z3=4 rv(x;t) (X Xo);
on a l'estimation suivante
(Pou(x;t))%e€?" XV 2242717, + 227173:

On va estimer £paement chacun des termes de cette iregalie. Par soucis de clare,nous
omettons ici les cependances enx;t) mais n'oublions pas que le coe cient a cepend de
X.

Terme 2z12»

2212,=8 at@:v a@v Vv 4% jx xg? a’?+0
=@ 4a?t (@) 4a’ (@)>r (Bat@vrv)+8 t@v(ra rv)

. . 1
+8at (@rv rv)+16 3av? jx xo° 3a t’+0 =

@ 16 3av? tjx xg? a?t*+tO
=@ 4a’t(@)®> 4a? (@)% r (Bat@vrv)+8 t@v(ra rv)

+@ 4at jrvi®> 4da jrvj?+16 3av? jx x0° 3a’+0

@ 16 3av? tjx xg? a?t®+tO

On pose alors
U= 8at@vr v,
Vi=4a’t(@v)’+4at jrvj2+16 3av? tjx xg? a t%+tO 1 :
pour obtenir
2212,= 4a a(@)’+jr vi> +8 t@v(rarv)+ @Vi+r U

. . 1
+16 %av? jx xo° 3a’’+0 =

On a bhien
i(UsVa)j  C (r v+ (@u)?+ 2ud)é :
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Terme 22,73

22123=8 rv (x xo) a@v v 4 2% jx xg? a ?+0

=@@Ba(rv (x xo))@) 8a(@rv (x Xxo)@
r @8 (v (X Xx)rv)+8 r(rv (X Xp)
1

rv

i2

r 16 3v2(x  Xo) jx  Xoj

a?t?+o0

+16 3V2(x Xg) 2(x xo) r a ’t> +48 3?2 jx xg° a ’+0
=@@Ba(rv (x x))@v) r 4a(x

xo)(@)* +4 (ra (x Xo)(@v)?
+12a(@)?>r B (rv (x

Xo)r V)+8 jrvi2+r 4 (x

Xo)jr Vj?
. . 1
r 16 3v2(x  xo) jx xoj> a ’?+0 =
12 jr vj2+16 3v? 5jx  xgj° 2t%(ra (x xg) 3a?+0

On pose alors
U= 4a(x xo)(@)* 8 (rv (x xo)rv+4 (x xo)ir vj?
16 3v2(x  x0) jx x0j> a ’?+0 1

Vo=8a(rv (X Xg))@v:
On a bien
j(Us V)i C (ir uP+(@u)?+ 2u?)e ;
et on obtient

22123=4 (Ba+ra (X Xo)(@)> 4jrvjiZ+ @e+r U,

+16 3v? 5jx  x0j° t’(Ba+tra (x Xg)+ O

Si on suppose

izx)+ rax) (x xg) O
alors on a

22173 10a (@v)?> 4 jr vi?+ @Va+r1r Uy

+16 32 5jx  Xgj? ga %t2+ 0

Terme 22172, + 227,73

On repart du terme de 223z, que I'on peut minorer ainsi

r__

8t@v(rarv) 4 gdal(a(@v)2+ ir vi%);

8 jtjj@vikakcay ir Vi
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r__
puisque surQ(0; ), on t2<jx xgj?> d% Onpose = %dkakclg . Donc on a

2217, da(a + )(@)? 4 (a + )jrviP+ @K1+r1 U

. . 1
+16 %av? jx xo° 3a’’+0 =
d'as on ceduit que
2217, +27173 4a g a (@v)2 4 (1+a + )jrvi?+ @Va+ Vo)

. . 5 1
+1 (Ui+ Uy +16 32 (a +5)jx Xgj? 5 +3a a’t?’+0 =

Terme z?
1 2
2= a@v v 4% jx x® a?+0 = + bv ;

al best un facteur quelconque pour le moment mais qui sera choisi de manere adcequate
pour compenser des termes provenant des autres calculs.

22 2bv a@v v 4 % jx X a??+0 1
@@ bva@v) 2ba(@)?> r (2bvrv)+2 bjr vj?
8 3bV jx xgj° a ’t’+ 0

On pose alors
Us= 2bvrv et V3 =2 bva@v:

On a hien
j(Us;V3)j  Cb(jr ui?2+(@u)?+ 2ud)e* ;

et on obtient

722 @Vs 2ba(@v)®+r Usz+2bjrvi? 8 3%V jx x0° a %?+0 1

On regroupe tous les termes

On pose alors
U=U;+ U+ Uz et V = Vi + Vo + V3.
En particulier, on a
V=4a?t(@v)®+4at jrvj?+16 3av? tjx xg? a t*+tO

+8a(rv (x Xg)@v+2hbva@v:
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On a bien
j(U;V)i  Chb(r uf?+(@u)?+ 2u?)ée ;

eton\erie que V(x;0)=0si u(x;0)=0ou @u(x0)=0, 8 2 . Finalement, on obtient

2212, +2z7123+ 722 4a g a g(@\/)2+4 g 1 a ir vj?

+@V+r U+16 32 (a +5 g)jx Xoj? g+3a g a’t’+o0

On veut que les coe cients multipliant ( @v)?, jr vj? et v2 soient positifs. On choisit donc
b= 4, on suppose que 0 1 et on utilise le fait queapy a(x) aj, ce qui conduita

1P

d
22125 + 22723 + Z% 4ag ap+ ﬁ%kakcl(T (@V)Z

+4

=

P C(ag + p%kakcl() jrvi2+@v+r U

. . 1 1
+16 3v? 3jx  Xoj? S+3a a 2+ 0 =

Si on suppose alors que
2 3

P - piozming ! : iz 1;

d
4 a1+ f’%kakclﬁ

on obtient nalement
(Pou(x;t))%e?” Y ag(@v)?+3 jr vi?+48 2+ @V +r U;

puisque I'on travaille dans Q(0; ) dans lequel

. . 1 . .
3ix  xgj? S+3a  a 22 3 jx  xg®? % 3:
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Annexe B

Compéments sur la transfornee de
Fourier-Bros-lagolnitzer

Dans cette seconde annexe, nous revenons sur la transfornee de Fourier-Bros-lagolnitzer
(FBI) [8],evoqLee au Chapitre 2 et dont nous avons propos une variante dans notre ce-
monstration du Theoeme 2.1. Nous pesentons ici la transforrmee originale etenorcons
certaines de ses propreeseementaires. Nous pesentons les esultats surR mais ils sont
egalement valables surR", pour n 2 N . Pour plus de cetails, le lecteur pourra se reporter
aux ouvrages de Delort [21], Sstrand [84], Krantz et Parks [50] et Martinez [65].

e nition

La transformee FBI est une version non lireaire de la transformee de Fourier. De nis-
sons tout d'abord I'espace de Schwarts(R) des fonctions rapidement decroissantes. C'est
l'espace des fonctionsC! (R) telles que la fonction et chacune de ses cerivees s'annulent
a l'in ni plus vite que tout polynéme. On a S(R) L*(R). Tous les fonctionsC! (R)a
support compact sont des fonctions deS(R). Son dual topologique, SYR) est I'espace des
distributions tempeees. Toute distributiona support compact est temgeee.

La transformmee FBI d'une distribution u de S{R) est c nie, pour tout 0, par
z

(Fu(z)= e 2@ Yyydy; 8z2C:
R

Tout comme pour la transformee de Fourier, les & nitions de la transformee FBI peuvent
varier d'un ouvragea l'autre, principalement en ce qui concerne les constantes de normali-
sation. Sous la forme pesenke ici, elle est aussi parfois appeke transfornee de Bargman.
Proprees

1. Pour tout u 2 SAR), F u est une fonction entere en la variable complexez et
analytique eelle en

2. Siu2 L%(R) alorsF u2 L?(C)etona:
CKkF UkLZ(R) = kUkLz(C);

al C est une constante de normalisation.
3. Pour tout u2 SqR), avecz=t+ir 2 C,on a

@(F u=i@ (F u):
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4. Formule d'inversion : Soitu 2 S® Pour tout t 2 R et s 2]0; 1[, on ¢ nit :
Z ., z

1 i! .
us(t) = — e 2 1+ —@ (F u)(t+ir! )d'd:
4 9 it j=1
Alors, us est une fonction analytique eelle ent qui converge, au sens des distribu-
tions, versu quandr tend vers 1 .

La transfornmee FBI est utiliee pour deux applications : tout d'abord, pour prouver le

caracere analytique locale d'une distribution (voir Threoeme B.1) maisegalemen t en tant
gu'operateur de Fourier inegral (dans le domaine complexe) pour eduire micro localement
un operateur dierentiel P a une forme plus simple, pour plus de cktails se reportera
Robbiano et Zuily [80].

Treoeme B.1  (Criere d'analyticie locale, Bros et lagolnitzer [8]) . Soit to 2 R. Une
distribution u est localementegalea une fonction analytique eelle entg si et seulement
s'il existe des constantes positive€C et m telles que pour tout > 0, pour tout t proche
de tg et pour tout jrj susamment grand, la transfornee FBI satisfasse l'iregalie :

j(Fu(+ir)] Ce™:
Si de plus,u est dansC} (R) alors elle est analytique eelle dans un voisinage dé.
Par ailleurs, la transformee FBI permet de cemontrer le esultat suivant :

Tlkeoeme B.2  (Treoeme de Holmgren [36]). Soit P un operateur dierentiel elliptique
e ni sur un ouvert de R et dont les coe cients sont analytiques. SiPu est analytique
dans alors u I'est aussi.



Annexe C

Contrélabilie approclee du syseme de
Lane

Dans cette troiseme annexe, nous nous ineressons au probeme de contrélabilie ap-
proctee pour le syseme de Lare stationnaire. Le controle agit sur une partie de la fontere
du domaine et le champs de teplacement est obsene sur une courbes, inerieurea .
Nous suivons la cemarche propose par Osses et Puel pour lequation de Laplace dans [73]
et le syseme de Stokes dans [72]. Nousenorcons le esultat de contrélabilie approche en
norme L2, valable sous certaines hypotreses geonetriques portant sur la courbeS. Nous
construisons un contréle de norme.? minimale par dualie. Pour calculer le controle, nous
minimisons une fonctionnelle non quadratique.

Enone du probéme

Soit un ouvert borre connexe de R?, de frontere = o[ 1 lipschitzienne. Nous
consicerons le syseme de lelasticite lireaire :

Chercher le deplacementu solution de :

8

2T (W)=0; dans ;

S u=0; sur o; (C.H
) u=v; sur  q;

a (U= (ru+ru")+ r uldavec et dansR* eta v estun controle de frontere
agissant sur 1.

Soit S une courbe egulere incluse dans . Nous nous donnons un teplacementuy sur
S et nous cherchons un contrblev qui permet d'obtenir un champs de ceplacementu(v)
dans dont la trace u(v)js sur S est proche du champs donreuy. Ce controle n'est pas
unique. Pour en carackriser un en particulier, nous imposons une condition suppemen-
taire qui nous armenea esoudre le probeme suivant :

Connaissantug 2 L?(S)? et > 0, trouver un contrle v 2 L?( 1)? solution de :
Z

1T, .
min 2 1vd, tel queku(v)js  Ugky 2(s)

145
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Fig. C.1{ Notations du probeme de contrblabilie approctee.

Tleoeme et nethode de dualie

An que u soit susamment egulere pour que sa trace sur S ait un sens, S et
doivent étre strictement spaes. On suppose donc :

5[ = i (C.2)

Les e ets du contréle v sur 1 doivent atteindre S. Il faut donc que tous les points de
S puissent étre connecesa 1 par un arc simple dans qui ne croise pasS. Ceci revient
a supposer la condition suivante :

8x2S; 9a,2C(0;1; ] ; 8t2]01ax(t)2 nS; a((0)=x; ayx(1)2S: (C.3)

Tleoeme C.1. Sous les hypotteses (C.2) et (C.3), pour toutug 2 L?(S) et pour tout
> 0, il existe un unique contréle ¢ 2 L2( 1)? solution du probeme de minimisation :
1 z
min > vad ; tel queku(v)js  UgKiz(s)

1

De plus, on a la relation d'erreur suivante :

ku(?)js  Ugk z(sy =minf ; kugk 250 (C.4)
Nous ¢k nissons alors, pour tout ' o 2 L?(S)?, la fonctionnelle suivante :
1Z z
J('o)= > i () njifd + K ok Ug 'od
1 S
avec' l'unique solution du probeme dual :
(
r (‘)="o0s; dans ;

(C.5)

al s est la distribution de Dirac sur S.
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Tleoeme C.2. Sous les hypotteses (C.2) et (C.3), pour toutug 2 L?(S) et pour tout
> 0, le probeme de minimisation de J admet une unique solution”y 2 L2(S)? qui
\erie :
= (™) n:

La cemonstration de ces esultats est une simple modi cation de celle du Treoeme
1.2 de [72].

Resolution et exemple nunerique

Les probémes primal et dual sont esolus pareements nis P, grace au logiciel Free-
Fem++ [33]. La fonctionnelle J est minimise par un algorithme BFGS [69]. Une fois' %
obtenue par minimisation de J, on esout le probeme dual (C.5) pour calculer ». On
obtient alors ¢ = (") n et on peut donc esoudre le probeme primal (C.1) avec¥*comme
controle. Les cktails techniques de l'impementation (calcul du gradient de J, mise sous
forme matricielle des probemes) peuvent étre trouves dans Osses et Puel [72], a1 ilsont
exposes dans le cas du probeéme de Stokes.

Nous proposons ici un exemple de mise en uvre de ces nethodes. Nous choisissons

comme le cercle unie cente en (0;0). La courbe S est une ellipse dequationsx =
0:1+0:16cos) ety = 0:2+0:1sin(t), paranetees par t 2 [0;2 ]. Le ceplacement ug,
donre sur S, est tel que S devienne un cercle de rayon {4, cente en (0;0). On choisit
les valeurs = = 10%Pa des coe cients de Lane. La Figure C.3 montre les dierents
esultats obtenus en esolvant le probeme. La Figure C.2 pesente lI'erreur numerique
kun  Uugki2(s), ainsi que l'erreur treorique prescrit par la formule (C.4), en fonction du
paranetre

V¥4 *-+.- [*0+-1&-+.-2/.345/.-6,-78*80+4*+-897:8

|
I & AT
X< //
- //
- ///
! O’f 7
')<_ //
§
¥ 1 -
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- //
- //
///
! "t // )**+'*_4:+/*5>’+
e
- e
1.7 —o R R 045> +
¥«
I " I # '$ 1 % & I (
9/;,<897:8=

Fig. C.2 { Erreur treorique et nuneriqgue en fonction de pour le probeme de
contrélabilie approctee.










































