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RESUME

Les travaux présentés dans ce mémoire concernent principalement le calcul des
variations vectoriel lorsque 'intégrande (qui est une fonction matricielle) peut pren-
dre la valeur +00. Le cas modéle motivant ces travaux (et trés important en hy-
perélasticité) est celui on I'intégrande n’est finie que sur les matrices de déterminant
strictement positif.
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1. INTRODUCTION

Une modélisation mathématique réaliste de ’hyperélasticité doit prendre en
compte les deux contraintes suivantes : “la non interpénétrabilité de la matiere”
et “la nécessité d’une énergie infinie pour compresser un volume de matiere en un
point”. Ainsi la densité d’énergie W : M3*3 — [0, +o00] associée & un matériau
hyperélastique doit vérifier les deux conditions suivantes :

(1) W(F) = +o0 si et seulement si detF' <0 ;
(2) W(F) — 400 lorsque detF — 0,

ot M3*3 est 1’espace des matrices carrées d’ordre 3 et detF est le déterminant de F.
En 1977, Ball a mis au point une théorie de la semi-continuité inférieure compatible
avec (1) et (2) (voir le théoreme 3.3, voir aussi [17]). Sa théorie repose sur le con-
cept de fonction polyconvexe, i.e., W(F) = g(detF) avec g : R — [0, +00] convexe.
Cependant, les densités d’énergies de I’hyperélasticité ne sont pas nécessairement
polyconvexes. A I’échelle macroscopique, elles sont quasiconvexes, i.e., pour chaque
F € M**3 et chaque domaine borné D C R?, W(F) < |D|~* [, W(F + V(z))dx
pour tout ¢ € W, (D;R3) (ot |D| désigne la mesure de Lebesgue de D). Cela
signifie que “si on déforme affinement le bord d’un matériau hyperélastique, alors
a I’échelle macroscopique tout le matériau se déforme affinement”. Le concept de
fonction quasiconvexe a été introduit par Morrey en 1952 (voir [55]). La polycon-
vexité implique la quasiconvexité, mais la réciproque est fausse. De plus, a ’échelle
microscopique, on a besoin de considérer des densités d’énergies non quasiconvexes
(donc non polyconvexes). Il apparait donc que, du point de vue de ’hyperélasticité,
la théorie de Ball est incompleéte (voir §3.2).

Les pages qui suivent décrivent principalement les travaux que nous menons
depuis plusieurs années en collaboration avec Omar Anza Hafsa. Tout au long de
ces années, l'objectif de nos recherches a été d’essayer d’inclure (1) et (2) dans des
modeéles mathématiques de I’hyperélasticité. Ayant & I'esprit cette problématique,
nous avons travaillé dans le domaine du calcul des variations (qui est un bon cadre
mathématique pour étudier ’hyperélasticité) en nous concentrant sur des problemes
de relaxation, de réduction de dimension et d’homogénéisation (pour plus de détails
voir nos travaux [49, 50, 3, 8, 4, 9, 51, 14, 11, 10, 13, 12]).

Ici, on explique comment aller plus loin que le théoréeme de relaxation de Da-
corogna. Le résultat de Dacorogna (voir le théoreme 3.6) est applicable lorsque W
satisfait (9), i.e., W(F) < ¢(1 + |F|P) pour tout F € M3*3 avec ¢ > 0, ce qui est
incompatible avec (1) et (2). On montre comment étendre ce théoreme au cas o
W est compatible avec (2) et (7), i.e., W(F) = 400 si et seulement si detF’ = 0,
(voir le théoreme 4.1 et le corollaire 4.13, voir aussi [11, 12]). On s’attaque au
probléme du passage 3D-2D en présence des contraintes (1) et (2) (voir le théoréme
5.1, voir aussi [13]) dépassant ainsi le théoréme de réduction de dimension de Le
Dret-Raoult (voir le théoreme 3.8) valable lorsque W satisfait (9). On traite aussi
le passage 3D-2D dans le cas (plus simple) ou W vérifie (2) et (7) (voir le théoréme
5.2, voir aussi [10]). On dégage également la structure (dans le cas non convexe
et normalement décomposable) de la permutation de I'infimum et de V'intégrale
(utile dans le passage 3D-2D) (voir le théoréme 6.1, voir aussi [8]) qu’on utilise
pour étudier la relaxation des fonctionnelles intégrales par rapport a une mesure
de Radon positive (voir le théoreme 6.25, voir aussi [49, 50, 9, 51]) posant ainsi les
bases d’une approche géométrique de la relaxation dans le cas non convexe.
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Avant de présenter plus en détail ces travaux de recherches (voir §4-6) et afin
de mieux comprendre le contexte dans lequel nous travaillons, voici une vue (tres
simplifiée) de I'hyperélasticité (voir §2) et du calcul des variations (voir §3). (Pour
une étude plus approfondie de I'hyperélasticité et du calcul des variations, nous
renvoyons respectivement aux livres [54, 57, 29, 30, 31, 5, 20] et [56, 37, 27, 41, 58,
36, 28, 42, 16, 35, 39, 40].)

2. L’HYPERELASTICITE

Un matériau est un ensemble de points matériels (qui sont en fait de “petits vol-
umes macroscopiques”). Au “repos” le matériau est modélisé par un ouvert borné
Q C R? que I'on appelle configuration de référence. Lorsque I'on applique des
forces sur le matériau il se déforme jusqu’a atteindre une position d’équilibre que
I'on appelle configuration déformée. Cette configuration est caractérisée par une
application ¢ :  — R? (suffisamment différentiable et inversible avec detV¢ > 0)
que 'on appelle déformation. Le matériau déformé est ainsi modélisé par 'ouvert
borné ¢(2) C R3. Cette déformation va créer des “tensions” entre les différents
points matériels constituant le matériau. On les modélise par le tenseur des con-
traintes de Cauchy

oy H(Q) — MP*3,

Puisqu’un point matériel est un “petit volume macroscopique” on le représente
par un “volume infinitésimal” V' C 2. Sous l'action des forces, il se déforme en
d(V) C ¢(£2). Si vy est la normale unitaire sortante & la surface fermée 9¢(V') alors
la force appliquée en b € 9¢(V') par le reste du matériau est donnée par o, (b)vy(b)db
(db étant 1’élément d’aire sur la configuration déformée). Notons f :  — R? la
densité de forces appliquées par unité de volume (responsable de la déformation du
matériau s’exprimant donc naturellement dans la configuration de référence). Alors,
en z € V la force est égale & f(z)dx. Dans la configuration déformée, elle est donnée
en y := ¢(x) € ¢(V) par f(¢~"(y))[detVp(od~'(y))]'dy. Appliquant le principe
fondamental de la statique & ¢(V), i.e., “¢(V) est en équilibre si et seulement si
la somme de toutes les forces extérieures appliquées sur ¢(V') est nulle”, on déduit
que :

® [ ot + [ e w)devors )y = 0.
09(V) #(V)
somme des forces somme des forces appliquées sur ¢(V)
appliquées sur 9¢p(V) par l'extérieur

par le reste du matériau
Utilisant la formule de Nanson, i.e.,
vy(b)db = detV¢(a)[Vh(a)] " v(a)da

ol v est la normale unitaire sortante & la surface fermée OV (et da est 1’élément
d’aire sur la configuration de référence), la formule de changement de variable et le
théoreme de la divergence, on voit que :

. /8 PRICZCEE /a | Tyfa)v(a)da = /V divTy(z)da ;

. / (67 () [det V(6™ ()] ~dy = / f(x)dz,
o(V) A%
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ot Ty, :  — M3*3 est le (premier) tenseur de Piola-Kirchoff, i.e.,
Ty (@) := detVo(zx)oy(6(2))[Vo(z)] 7.

L’équation (3) se récrit alors comme suit :

/ (divTy(z) + f(z))dz = 0.
v

Supposant que sur le bord 99 du matériau la déformation est fixée a ¢ et rappelant
que V est un “volume infinitesimal”, on conclut que la déformation ¢ (caractérisant
une position d’équilibre du matériau lorsqu’il est soumis aux efforts extérieurs f)
est solution du systeme d’Equation aux Dérivées Partielles suivant :
(4) { divTy(z) = —f(z) dans Q

o = oo sur 0f2.

L’application ¢ — Ty est la loi de comportement du matériau (elle caractérise sa
“réaction” lorsqu’il est soumis & des “efforts”). On congoit bien que sans informa-
tions supplémentaires sur ¢ +— Ty il sera difficile de résoudre (4).

Placons nous dans le cadre de I'hyperélasticité. On dit qu'un matériau est
élastique (et homogene) s'il existe 7' : M3*® — MP*3 tel que :

Ty(x) = T(Vo(x))
pour toute déformation ¢ : Q@ — R3 avec M3*® := {F € M3*® : detF" > 0}. (Un
matériau élastique est dit non homogene lorsque T dépend de x.) Le matériau est
dit hyperélastique si de plus il existe une fonction matricielle W : M3*® — [0, +oo|
vérifiant (2), i.e., W(F) — +o0 lorsque detF' — 0% (comme W est définie sur M5*?
on peut dire qu’elle satisfait (1)) telle que :

T(F) = DW(F)

pour tout F € Mixg’, ou DW : Mixz)’ — M3*3 est la dérivée de W, i.e., (DW);; =
0;; W pour tous 4,j = 1,2,3. La fonction W est appelée la densité d’énergie as-
sociée au matériau hyperélastique. Pour un tel matériau le systeme d’EDP (4) est
équivalent a :
divDW (V¢(x)) = —f(z) dans Q

{ ® = o sur 99
qui est (au moins formellement) ’équation d’Euler-Lagrange correspondant au
probléme de minimisation suivant :

) it {E0) = [ WTs@) - [ (@)oo= o0 su 00},

ol (-,-) est le produit scalaire dans R3. Nous voyons donc quune facon d’aborder
Ihyperélasticité est d’étudier des problémes de minimisation du type (5). Pour
cela, un bon cadre de travail est le calcul des variations (voir §3).

3. LE CALCUL DES VARIATIONS

3.1. Généralités.

Soit M™*N P’espace des matrices & m lignes et N colonnes avec N,m > 1. De
fagon générale le calcul des variations vise & minimiser des fonctionnelles intégrales
du type :

M@=Amemvmmm,
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o1 Q C RY est un ouvert borné et L : QxRN xM™*N — RU{+oco} est I'intégrande,
lorsque ¢ : Q — R™ satisfait une condition au bord du type ¢ = ¢g sur 92 et décrit
un espace de Banach X (réflexif) sur lequel E et la condition au bord ont un sens.
Pour traiter ce type de probléme de minimisation on utilise la méthode directe du
calcul des variations qui consiste a vérifier les trois points suivants :

e A:={p € X : ¢ = ¢osur 00} est non vide et E est minorée sur A,
assurant ainsi que —oco < o := inf{E(¢) : ¢ € A} < +0 ;

e il existe une suite {d_)n}nzl minimisante pour E dans A, i.e., {d;n}nzl cA
et lim, 4o F(¢,) = a, telle que, & une sous-suite pres, ¢, — ¢ avec ¢ € A
et ¢ = ¢p sur 9N (o désigne “—” la convergence faible dans X) ;

e E est séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement (sfsci) dans
X, ie., E(¢) <liminf, . FE(¢n) pour tout ¢, — ¢ dans X.

On a alors ¢ € A et E(¢) < lim,— 100 E(¢n) = q, i.e., ¢ est un minimiseur de E
sur A.

Ici, X = WHP(Q;R™) avec p > 1 et L(z, s, F) = W(F) — (f(x),s) ol (-,-) est le
produit scalaire de RY, f € LI(Q;R™) avec 1/p+1/qg=1et W : M™*N — [0, +o0]
est Borel mesurable et coercive, i.e., il existe C' > 0 tel que W(F) > C|F|? pour
chaque F € M™*N_ Avec ce cadre de travail, les deux premiers points se vérifient
assez facilement. Le point difficile a vérifier est le troisieme, i.e., montrer que E :
WLP(Q;R™) — RU{+o00} définie par E := I — J, avec I : WHP(Q;R™) — [0, +00]
et J: WHP(Q;R™) — R données respectivement par :

(6) 1() = /Q W(V(x))d et J() = /Q (f(), 6(x))da,

est sfsci dans W1P(Q;R™). Comme J est (une forme) linéaire et fortement continue
dans W1P(Q; R™) tout revient & étudier la semi-continuité inférieure faible de I. En
présence des conditions (1) et (2) (et sans hypothese de polyconvexité) ce probleme
de semi-continuité inférieure n’est pas encore résolu (voir [18, 19]). Dans [11, 12]
nous avons abordé cette question sous 'angle de la relaxation en mettant au point
un théoreme général utilisable lorsque W satisfait (2) et

(7) W(F) = 400 si et seulement si detF' = 0.

(Noter que la condition (7) est “moins mécanique” que (1) car bien qu’elle in-
terdise “la compression d’un volume de matieére en un point”, elle n’empéche pas
“Iinterpénétration de la matiere”.) Dans [10] nous avons donné une définition vari-
ationnelle de I’énergie de membrane non linéaire en présence des conditions (7) et
(2). Utilisant la méme méthode et les travaux de Ben Belgacem (voir [22, 23, 24]),
dans [13] nous avons traité le passage 3D-2D sous les contraintes plus réalistes (1)
et (2).

Avant de décrire ces résultats (voir §4 pour [11, 12] et voir §5 pour [10, 13]) voici
une vue succincte de quelques theémes (quasiconvexité et semi-continuité inférieure,
relaxation, réduction de dimension) du calcul des variations qui permettront de
mieux comprendre la suite.

3.2. Quasiconvexité et semi-continuité inférieure.
Comme dit plus haut, le concept de quasiconvexité a été introduit par Morrey
en 1952 (voir [55]).
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Définition 3.1. On dit que W est quasiconvexe si
W(F) < / W(F + Vp(x))dz
Y

pour tout F € M™*N et tout ¢ € WOI’OO(Y;R’”) avec Y :=]0,1[V.

Malgré les apparences, la définition 3.1 est indépendante de Y (voir [21, Proposition
2.3]). La quasiconvexité n’est pas identique a la convexité. Plus précisément, si W
est convexe, i.e.,

(8) W(EHF + (1 —t)F') <tW(F)+ (1 - t)W(F")

pour tous F, F’ € M™*¥ et tout t € [0, 1], alors W est quasiconvexe. La réciproque
est vraie dans le cas scalaire, i.e., m = 1 ou N = 1, mais fausse dans le cas vectoriel,
ie, m>1let N > 1, (par exemple, si m = N > 1, Papplication F — |detF| est
quasiconvexe mais n’est pas convexe). La quasiconvexité est aussi reliée & d’autres
notions de convexité : la polyconvexité et la rang-1 convexité. On dit que W est
polyconvexe si W(F') = g(T(F)) ou g est une certaine fonction convexe et T(F)
est le vecteur formé par toutes les matrices des “sous-déterminants” de F. Par
exemple, si m = N = 3, W est polyconvexe si et seulement si il existe une fonction
convexe g : M3*3 x M3X3 x R — [0, +00] telle que W (F) = g(F,cof F,detF) pour
tout F € M>?*3 ol cof F' est la matrice des cofacteurs de F. La polyconvexité
implique la quasiconvexité mais la réciproque est fausse (voir [2, 64]). On dit que
W est rang-1 convexe si (8) a lieu pour tout ¢ € [0,1] et tous F, F' € M"™*Y avec
rang(F — F') < 1. Si W est quasiconvexe et continue alors W est rang-1 convexe.
Cette implication est fausse si W est seulement Borel mesurable (voir [21, Example
3.5]). Sim >3 et N > 2, larang-1 convexité n’implique pas la quasiconvexité (voir
[61]). Le cas m = 2 et N > 2 est encore ouvert.

A cause du résultat suivant (voir [21, Corollary 3.2]) la quasiconvexité est un
concept central du calcul des variations.

Théoréme 3.2. Si I est sfsci dans WP (;R™) alors W est quasiconvere.

Un probleme (ouvert) important est de savoir si la quasiconvexité est aussi une
condition suffisante pour que I soit sfsci dans W1P(Q;R™). Du point de vue de
Ihyperélasticité, la question (ouverte) est de savoir s’il existe une réciproque du
théoréme 3.2 qui est compatible avec (1) et (2).

En 1984, Ball et Murat ont démontré le théoreme suivant (voir [21, Theorem
4.5(1)] voir aussi [17]).

Théoréme 3.3. Soit W : MV >N — [0, +o00| définie par W (F) := |F|P + h(detF)
avec h: R — [0,400] et p > N. Si h est sci et conveze (ce qui implique que W est
polyconveze) alors I est sfsci dans WP(£;R™).

Le théoréme 3.3 est compatible avec (1) et (2) (par exemple, on peut I'utiliser avec
h:R — [0, +00] donnée par h(t) =1/t sit > 0et h(t) = +oo sit < 0). Cependant,
il n’est pas complétement satisfaisant puisqu’il fait appel a la polyconvexité qui
n’est pas équivalente a la quasiconvexité.

En 1984, Acerbi et Fusco ont prouvé le théoreéme suivant (voir [1, Theorem I1.4],
voir aussi Marcellini [52, 53]).

Théoréme 3.4. Si W est continue, quasiconvexe et satisfait la “condition de crois-
sance d’ordre p” suivante :

(9) W(F) < c(1+ |F|P) pour tout F € M™Y avec ¢ > 0,
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alors I est sfsci dans WP (;R™).

Ce théoreme ne fait pas intervenir la polyconvexité mais n’est pas applicable en
hyperélasticité. En effet, il est clair que (9) est incompatible avec (1) et (2). A
notre connaissance, du point de vue de ’hyperélasticité, le théoreme 3.4 n’a pas
encore été dépassé.

3.3. Relaxation.

Lorsque I n’est pas sfsci dans W1P(£2;R™) (ou bien si on ne sait pas démontrer
que I est sfsci dans W1P(£; R™)) on ne peut pas, a 'aide de la méthode directe du
calcul des variations, résoudre le probleme de minimisation suivant :

(10) inf{E((b) =1(¢) — J(o) :¢€A} =«

ot A= {¢p € WLP(Q;R™) : ¢ = ¢pg sur IN} avec ¢pg € WHP(Q;R™) et I, J sont
définies en (6). On considere alors le probléme suivant :

(11) inf {E(¢>) o€ A} —a

avec B : WHP(;R™) — R U {+o0} définie par :

n—-+o0o

(12) E(¢) := inf {liminf E(¢n) : A>3 ¢pp — (i)} .

En fait, F est la régularisée sci par rapport a la convergence faible de W (£2; R™)
de la fonctionnelle valant E sur A et +oo sinon, et donc E est sfsci dans WP (€; R™).
Ainsi (11) peut étre traité par la méthode directe du calcul des variations. Le pas-
sage de (10) a (11) est appelé relaxation. Son intérét vient des trois propriétés
suivantes :

e a=0a;

e si ¢, — ¢ dans WHP(Q;R™) avec {¢, }n>1 une suite minimisante pour E
dans A alors ¢ est un minimiseur de E dans A ;

e si ¢ est un minimiseur de E dans A alors il existe une suite minimisante
{én}n>1 pour E dans A telle que ¢, — ¢ dans W1IP(Q;R™).

Usuellement, (11) est appelé le probleme relaxé de (10) et les solutions de (11)
sont dites solutions généralisées de (10). L’inconvénient de la relaxation est que
I'expression dans (12) de la nouvelle fonctionnelle & minimiser E n’est pas une
formule explicite. On est ainsi amené a étudier 'existence d’une représentation
(plus explicite) pour E.

Pour simplifier, dans ce qui suit on supposera qu’il n’y a pas de condition au bord,
ie., A = WLP(Q;R™). Rappelant que .J est linéaire et fortement continue dans
WLP(Q;R™), il est facile de voir que E = I — J avec I : WHP(Q;R™) — [0, +09]
donnée par :

(13) I(¢) := inf {limJirnf I(¢n) : WHP(Q;R™) 2 ¢, — qf)} .
n—-—1+0oo

Du point de vue de I’hyperélasticité, le fait que la fonctionnelle I n’est pas sfsci

dans W1P(Q;R™) signifie que la densité d’énergie W caractérise le comportement

du matériau a I’échelle microscopique. Le passage de I a [ s’interpréte donc comme

un passage “micro-macro”’. Comme la fonctionnelle I est censée représenter le
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comportement macroscopique du matériau, il est naturel de se demander si elle
possede une représentation intégrale du type :

(14) I(¢) = /QW(V(b(a:))dz pour tout ¢ € WP (Q; R™)

avec W : M™N — [0,4+0c] (qui sera nécessairement quasiconvexe d’apres le
théoréme 3.2). Un bon candidat pour W est I’enveloppe quasiconvexe de W.

Définition 3.5. L’enveloppe quasiconvexe de W est 'unique fonction (lorsqu’elle
existe) QW : M™*N — [0, +-00] telle que :
e OW est Borel mesurable et QW < W ;
e pour tout g : M™*N — [0, 400, si g est Borel mesurable, quasiconvexe et
g < W alors g < QW.
Usuellement, on dit que QW est la plus grande fonction quasiconvexe qui est
inférieure a W.

Posons Affo(Y;R™) := {p € Aff(Y;R™) : p = 0sur 9Y'} (avec Aff(Y;R™)
désignant ’ensemble des fonctions continues et affines par morceaux de Y dans
R™, ie., ¢ € Aff(Y;R™) si et seulement si ¢ est continue et il existe une famille
finie {V;}ics de sous-ensembles ouverts et disjoints de Y telle que |Y \ U;e/Vi| = 0,
|0Vi] = 0 et Vo(x) = & dans V; pour tout i € I avec & € M™*Y) et définissons
ZW : M™*N — [0, 4+o0] par :

(15) ZW(F) = inf {/Y W (F + V(z))dz : ¢ € AHO(Y;Rm)} .

En 1982, Dacorogna a démontré le théoreme suivant (voir [34, Theorem 5] voir
aussi [1, Statement II1.7]).

Théoréme 3.6. Si W est continue et satisfait (9) alors (14) a lieu avec W =
oW = ZW.

Un probléme (ouvgt) important (du point de vue de U'hyperélasticité) est de savoir
si on a (14) avec W = QW = ZW lorsque W satisfait (1) et (2). Dans [12] nous
avons montré que (14) a lieu avec W = QW = ZW lorsque W satisfait (7) et (2)
(voir §4).

3.4. Réduction de dimension (passage 3D-2D).

Considérons un matériau occupant dans une configuration de référence I'ouvert
e = ¥x] — £,5[C R? ot ¥ C R? est un ouvert borné et e > 0 est “tres petit”
(cela signifie que le matériau (tridimensionnel) a une trés petite épaisseur, il est
“presque” bidimensionnel). Le passage 3D-2D consiste & trouver une modélisation
bidimensionnelle du matériau considéré. Dans notre cas, il s’agit de montrer que

I.: WEP(2,;R3) — [0, +00] définie par :
1
(16) L) =1 / W (V(x, vs))dudas
e

(ot W @ M3 — [0, +00] est la densité d’énergie du matériau tridimensionnel
représenté par Y. et (r,r3) avec x € ¥ et x3 €] — 5, 5[ désigne un point de ¥.)
“converge variationnellement” lorsque e — 0 (voir la définition 3.7) vers Imem :
WhP(3;R3) — [0, +00] donnée par :

(17) Imem(w) ::LWmem(v¢(x>)dx



SUR LA RELAXATION AVEC CONTRAINTES DE TYPE DETERMINANT 11

avec Winem @ M3*2 — [0, +00] (qui sera la densité d’énergie du matériau bidimen-
sionnel représenté par X), et de donner une formule (qui dépendra de W) pour
Whiem- Usuellement, I,em est appelée ’énergie de membrane non linéaire associée
au matériau bidimensionnel modélisé par .

La limite de I. lorsque ¢ — 0 est calculée au sens de la I'(7)-convergence (une
variante de la T'-convergence de De Giorgi (voir [32, 33], voir aussi la définition
5.3) développée par Anzellotti, Baldo et Percivale (voir [15])). Soit m = {m.}. une
famille d’applications 7. : W1P(X_;R3) — WP(3; R3) définie par :

(@) =1 7 6(.2s)des.

e

%
Définition 3.7. On dit que I. I'(7)-converge vers Iem €t on écrit

Imem = T'(7)- liH(l) I

si les deux assertions suivantes sont satisfaites :
e pour tout P € WHP(3;R?) et tout {pe}. C WHP(Z;R3),
si T (¢e) — 1 dans WP (2;R3) alors Inem(¢) < lim inf I(¢) ;
£—

e pour tout ¢ € WHP(%;R?), il existe {¢.}. C WHP(Z,;R?) tel que :
7e(¢e) — ¢ dans WHP(Z;R?) et Ipem(¢0) > limsup I (¢.).
e—0

A notre connaissance, la I'(m)-convergence de (16) vers (17) a été étudiée pour
la premiere fois par Percivale en 1991 (voir [59, §3]). Dans son travail, il a essayé de
prendre en compte les conditions (1) et (2). Mais, comme ses résultats contenaient
quelques erreurs, il ne les a pas publiés. Malgré tout, Percivale a introduit la
“bonne” formule pour Wiem, i.e., Winem = QW (I’enveloppe quasiconvexe de W)
avec Wy : M3*2 — [0, +00] donnée par :

(18) Wo(€) i=inf {W(¢ | ¢): (e R?}

avec (€ | ¢) désignant la matrice de M3*? correspondant a (€, ¢) € M3*2 x R3.
En 1993, indépendamment de Percivale, Le Dret et Raoult ont démontré le
théoréme suivant (voir [47] et [48, Theorem 2]).

Théoreme 3.8. Si W est continue et satisfait (9) alors Imem = I'(7)-lim._o .
avec Wpem = OQWy.

Bien que ce théoreme ne soit pas compatible avec les contraintes de ’hyperélasticité
(1) et (2), il établit un cadre mathématique convenable pour étudier la réduction
de dimension d’un point de vue variationnel (ce théoréme est en fait le point de
départ de beaucoup de travaux sur le sujet).

Apres Percivale, en 1996, Ben Belgacem a aussi considéré les conditions (1) et
(2). Dans [23, Theorem 1], il annongait avoir réussi a traiter la I'()-convergence
de (16) vers (17) en présence de (1) et (2). Dans [24], qui est I'article correspondant
a la note [23], 'énoncé [23, Theorem 1] n’est pas complétement démontré (cepen-
dant, une preuve plus détaillée, mais pas entierement complete, peut étre trouvée
dans sa theése [22]). De plus, pour Ben Belgacem, Wiyemn = OQRWy (I'enveloppe
quasiconvexe de Ienveloppe rang-1 convexe de Wy). En fait, comme nous ’avons
montré dans [11, 10] on a QRWy = QW (voir la remarque 5.5). Néanmoins, les
travaux de Ben Belgacem apportent des avancées substantielles. En particulier, ils
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mettent en lumiere I'importance des théorémes d’approximation pour des fonctions
de Sobolev par des immersions lisses dans I’étude du passage 3D-2D en présence de

(1) et (2).

Dans [10] nous avons donné une définition variationnelle de I’énergie de mem-
brane non linéaire en présence de (7) et (2) (voir le théoréme 5.1). Utilisant la
méme méthode et quelques résultats de Ben Belgacem, dans [13] nous avons traité
le passage 3D-2D sous les contraintes (1) et (2) (voir le théoreme 5.2).

4. VERS DES THEOREMES DE RELAXATION EN HYPERELASTICITE

4.1. Théorémes généraux.

Dans [11, 12] nous avons mis au point le théoréeme de représentation intégrale
suivant pour I définie en (13). Ce théoréme contient et dépasse le théoreme 3.6.
En particulier, il est compatible avec (7) et (2) (voir §4.3).

Théoreme 4.1. Si ZW définie en (15) satisfait la “condition de croissance d’ordre
p” suivante :

(19) ZW(F) < c(1 + |F|P) pour tout F € M™*N avec ¢ > 0,
alors (14) a lieu avec W = QW = ZW.
Schéma de démonstration. Soit ZI : WHP(Q; R™) — [0, +oo] définie par :

)i= [ ZW(Vo()is
Q
et soient Ing, Zlag, 21 : WHP(Q; R™) — [0, +00] données par :
o I.g(¢) :=inf {hminf[(gbn) A R™) 2 ¢ — QS} ;

n—-4o00

o ZI.5(¢) :=inf {hmmf ZI(¢y) : AF(Q;R™) 3 ¢, — ¢5} :

n—+4o0o

o ZI(¢) :=inf {hmlanI(qﬁ ) WEP(Q;R™) 3 6, — (b} .
Le lemme suivant est valable sans ’hypothese (19).

Lemme 4.2. I.g = Zl.¢.

(Pour prouver ce lemme on utilise un théoreme de recouvrement de Vitali, voir [12,
Proposition 1.10].) Comme ZW satisfait (19) et Aff(€;R"™) est fortement dense
dans WHP(Q;R™) on a Zl,g = ZI. Donc I, = ZI par le lemme 4.2. De plus,
I <I.,get ZI <1, doul = I.,g = ZI. D’autre part, Fonseca a démontré la
proposition suivante (voir [38]).

Proposition 4.3. ZW satisfait les quatre propriétés qui suivent.
(a) Pour tout ouvert borné D C RY avec |0D| = 0 et tout F € M™*N

ZW(F):inf{|D|/ W(F 4 Vo(z))dz : ¢ € Affg(D;R™ )}

(Ainsi ZW (F |D| Jp W(F + Vp(z))dx pour tout p € Affg(D;R™).)
(b) Si ZW est ﬁme alors ZW est rang-1 convexe.
(¢) Si ZW est finie alors ZW est continue.
(d) Pour tout ouvert borné D C RN avec |0D| = 0, tout F € M™ N et tout
v € Affg(D;R™), ZW(F) < I%\ Jp ZW(F + Vo(z))dx
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Ici on utilise seulement la proposition 4.3(c), i.e., ZW est continue puisque ZW
satisfait (19). En fait, on peut montrer le lemme suivant (voir [12, Proposition
1.9)).

Lemme 4.4. Si ZW satisfait (19) alors ZW est continue et QW = ZW.

Ainsi, ZW est continue, quasiconvexe et satisfait (19), donc ZI = ZI par le
théoreme 3.4, et le théoreme 4.1 suit. ([l

Remarque 4.5. En analysant le schéma de démonstration ci-dessus, on voit que ’on
a en fait démontré le résultat suivant.

Théoréme 4.1-bis. Si ZW satisfait (19) alors I(¢p) = La(¢) = [ W(Vo(x))dx
pour tout ¢ € WHP(Q;R™) avec W = QW = ZW.

Question 4.6. Soit Igig : WP (;R™) — [0, +o00] définie par :
(20) Tain(9) = ut {lninf 1(60) - C*(@HR") 3 6, = 0

avec C1(;R™) = {qb‘ﬁ : ¢ € CHRY;R™)} ou CHRN;R™) désigne lespace des
fonctions C-différentiables de RN dans R™. Lorsque W satisfait (9) on a :

(21) 1(¢) = Lg(9) = Laa (o) = /QW(VQS(I))CLT pour tout ¢ € WHP(Q; R™)

avec W = QW = ZW.

A-t-on encore (21) si ZW wvérifie (19) ¢ (Pour le cas m = 3 et N = 2 voir la
remarque 5.24.)

Un résultat analogue au théoréme 4.1 a été prouvé par Ben Belgacem (voir [24,
Theorem 3.1]). Soit la suite {R;W};>¢ définie par RoW := W et pour tout i > 1
et tout F' € M™*N,

RipaW(F) := iI]ll{fN {=ORW(F —ta®@b) +tR,W(F + (1 —t)a®b)}.

aec

be]RnL

tel0,1]
D’apres Kohn et Strang, Ri-1W < R;W pour tout ¢ > 0 et RW = inf;>9 R;W
(voir [46]) ot RW désigne I'enveloppe rang-1 convexe de W, i.e., la plus grande
fonction rang-1 convexe qui est inférieure a W. Le théoreme de Ben Belgacem
s’énonce comme suit.

Théoréme 4.7. Supposons que :
o Oy = int{F € M™N : ZR,W(F) < R;.1\W(F) pour touti > 0} est
dense dans M™*N .
e pour tout i > 1, tout F € M™*N et tout {F,},, C Oy,
st F, — F alors R;W(F) > limsup R, W (F,) ;

n—-+oo

(22) © RW(F) < c(1+|F|P) pour tout F € M™™ avec ¢ > 0.

Alors (14) a lieu avec W = QRW.

Le théoréme 4.7 est aussi compatible avec (7) et (2) (voir [24] et [22, Chapitre 1]).
Ben Belgacem est le premier a avoir mis au point un théoréme de représentation

intégrale pour I qui contient et dépasse le théoréme 3.6. (En fait, la premiere
tentative de dépassement du théoreme 3.6 est due a Percivale (voir [59, §2])). De
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maniere générale, comme la rang-1 convexité et la quasiconvexité ne coincident
pas, les théoremes 4.1 et 4.7 ne sont pas identiques. Cependant, on a la proposition
“mixte” suivante (voir [11, Proposition 3]).

Proposition 4.8. Si RW satisfait (22) et si ZW est finie alors (14) a lieu avec
W =Qow.

Démonstration. Comme ZW est finie, de la proposition 4.3(b) on déduit que ZW
est rang-1 convexe, donc ZW < RW. Ainsi ZW satisfait (19) puisque RW satisfait
(22) et la proposition 4.8 suit par le théoréme 4.1. (]

Question 4.9. Peut-on combiner les théoréemes 4.1 et 4.7 pour avoir un théoréme
“optimal” plus “puissant” que les théorémes 4.1 et 4.7 pris séparément ¢

Voici deux exemples qui montrent que le théoreme 4.1 peut étre appliqué a des
W qui ne satisfont pas (9) (voir §4.2 et §4.3).

4.2. Contrainte produit vectoriel non nul.
On suppose que W : M3*2 — [0, +00] satisfait la condition suivante :

(23) il existe a, 3 > 0 tels que pour tout F = (F} | Fy) € M**? avec F; € M**!,
st |F1 A Fy| > a alors W(F) < 3(1 + |FP),

avec Fy A Fy désigne le produit vectoriel de Fy par F. (Par exemple, on peut

prendre W donnée par W (F') := |F|P 4+ h(|F1 A F3|) avec h : [0, +00[— [0, +00] une

fonction Borel mesurable satisfaisant la propriété suivante :

(24) pour tout § > 0 il existe r5 > 0 tel que h(t) < rs pour tout t > &

(par exemple, h(0) = 400 et h(t) = % sit > 0 avec o > 0). Il est clair que W

ainsi définie ne satisfait pas (9).) Nous avons montré le résultat suivant (voir [11,
Theorem 1], voir aussi [12, Proposition 1.7]).

Théoréme 4.10. Si W wvérifie (23) alors ZW satisfait (19).

Schéma de démonstration. Utilisant la proposition 4.3(a) avec D C R? et ¢ €
Affo(D;R?) bien choisis, on montre d’abord que si W vérifie (23) alors ZW satisfait
la condition suivante :

(25) il existe v > 0 tel que pour tout F = (Fy | Fy) € M3*2,
si min{|Fy + Fy|, |F1 — F»|} > a alors ZW(F) < ~(1 + |F|P)

avec o > 0 donné par (23) (voir [12, Lemma 4.1]). On prouve ensuite, en utilisant
la proposition 4.3(d) avec D C R? et ¢ € Affo(D;R?) bien choisis, que si ZW
vérifie (25) alors ZW satisfait (19) (voir [12, §4.2-Proof of Proposition 1.7]). O

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des théoremes 4.10 et 4.1.
Corollaire 4.11. Si W satisfait (23) alors (14) a lieu avec W = QW = ZW.

4.3. Contrainte déterminant non nul.
On suppose que W : M3*3 — [0, +00] satisfait les deux conditions suivantes :

(26) pour tout & > 0 il existe cs > 0 tel que pour tout F' € M>*3,
si |detF'| > ¢ alors W(F) < ¢s(1 + |F|P) ;

(27) W(PFQ) = W(F) pour tout F € M3*3 et tout P,Q € SO(3)
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avec SO(3) = {Q € M>3 : QTQ = QQT = I3 et detQ = 1}, on I3 désigne la
matrice identitée de M?*3 et QT est la matrice transposée de Q. (Par exemple, on
peut prendre W donnée par W(F') := |F|P + h(|detF|) avec h : [0, +oo[— [0, +]
vérifiant (24). Noter que W ainsi d ’efinie ne satisfait pas (9) et est compatible avec
(7) et (2).) Nous avons montré le résultat que voici (voir [12, Proposition 1.8]).

Théoréme 4.12. Si W vérifie (26) et (27) alors ZW satisfait (19).

Schéma de démonstration. Utilisant successivement la proposition 4.3(a) et la
proposition 4.3(d) avec D C R3 et ¢ € Affo(D;R3) bien choisis, on montre que
si W vérifie (26) alors ZW est finie (voir [12, Lemma 4.2]). De la proposition 4.3(c)
on déduit que ZW est continue. Il suit que :

(28) ZW(F) < ¢ pour tout F € M**3 tel que |F|* < 3 avec ¢ > 0.
De plus (par (26) avec 6 = 1) il est clair que :
(29) ZW(F) < ¢1(1+ |F|P) pour tout F' € M**3 tel que |detF| > 1 avec ¢; > 0.

Utilisant & nouveau la proposition 4.3(a) (avec D C R3 et ¢ € Affo(D;R?) bien
choisis) et la rang-1 convexité de ZW (ZW est rang-1 convexe par la proposition
4.3(b) puisque ZW est finie), on prouve que sous (26) on a :
(30) ZW(F) < ’(1 + |F|P) pour tout F € M>*3 tels que F est diagonale,

|detF| < 1et |F|*> >3 avec ¢’ >0

(voir [12, §4.3-Claim 1 et Claim 2]). Combinant (28), (29) et (30), on voit que l'on
a démontré que si W vérifie (26) alors ZW satisfait la condition suivante :

(31) il existe ¢ > 0 tel que pour tout F € M3*3,
si F est diagonale alors ZW (F) < ¢(1 + |F|P)

(voir [12, Lemma 4.3]). D’autre part, ZW (PFQ) = ZW (F) pour tout F € M3*3
et tous P,Q € SO(3) puisque W vérifie (27) (voir [12, Lemma 4.4]) et, lorsque F'
est inversible, F = PQTEFQ avec P,Q € SO(3) et F diagonale, donc pour toute
matrice inversible F' il existe une matrice diagonale F' telle que ZW (F) = ZW (F).
Notant que |F| = |F| et utilisant (31) on déduit que pour toute matrice inversible
F, ZW(F) < ¢(1 + |F|?). Comme ZW est continue et ’ensemble des matrices
inversibles est dense dans M*3_ il suit que ZW satisfait (19) (voir [12, §4.3-Proof
of Proposition 1.8]). O

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate des théoremes 4.12 et 4.1.

Corollaire 4.13. Si W satisfait (26) et (27) alors (14) a lieu avec W = QW =
ZW.

Question 4.14. A-t-on encore le théoréme 4.12 si W vérifie seulement (26) ¢
Peut-on remplacer (26) par la condition “moins forte” suivante :
e il existe o, 3 > 0 tels que pour tout F' € M3*3,
si |detF| > a alors W(F) < B(1 4 |F|P) ¢

Question 4.15. Peut-on généraliser les théorémes 4.10 et 4.12 comme suit. Etant
donné s € {1,--- , N}, si W vérifie la condition suivante :

o il existe o, 3 > 0 tels que pour tout F € M™*N
siladj, F| > « alors W(F) < B(1 4+ |FP),
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alors ZW satisfait (19) ¢ (Sim =3 et N =2, adjoF = Fy A Fy; sim =N = 3,
adjs F' = detF', voir [35, §5.4 p. 249] pour la deﬁmtwn précise de adj,F.)

Etant donné n > 1 quelconque, on définit W,, : M?>*3 — [0, +-00] par :

| W(F) sidetF >0
Wn(F) = { hn(F) sidetF <0,

ott hy, : M3*3 — [0, +00] est Borel mesurable, vérifie h,(F) < ¢, (1+|F|P) pour tout
F € M3*3 avec ¢, > 0 et, pour chaque F' € M3*3 tel que detF < 0, {hn(F)}n>1
est croissante avec sup,,~; h,(F) = +oo (la suite {W, },>1 est donc croissante et,
lorsque W satisfait (1), sup,,~; W, = W).

Question 4.16. Peut-on choisir {h,}n>1 de maniére & avoir le résultat qui suit.
Si W satisfait (1), (27) et la condition suivante :
(32) pour tout § > 0 il existe cs > 0 tel que pour tout F € M>*3,
si detF' > 6 alors W(F) < ¢s(1 4 |F|P),
alors (14) a lieu avec W = sup,,>; QW,, = sup,,>; ZW,

Remarque 4.17. Si W satisfait (1), (27) et (32), on a :
(33) / sup OW,,(Vo(z))dx = / sup ZW,,(Vé(x))dx < I(¢)
Qn>1 Qn>1

pour tout ¢ € WHP(Q;R?).
En effet, définissons I,, : WHP(;R3?) — [0, +-00] par :

/WV¢

et notons I,, la régularisée sci de I,, par rapport & la topologie faible de W1 (Q; R3).
Comme W vérifie (1), il est clair que sup,,~; I, < I. De plus, chaque W,, vérifie
(26) et (27) puisque W satisfait (32) et (27), donc, par le corollaire 4.13, I,,(¢) =
Jo ZWo(Vo(x))de = [, QW,(V(x))dx pour tout n > 1 et tout ¢ € WHP(Q;R?),
et (33) suit.

5. SUR L’ENERGIE DE MEMBRANE NON LINEAIRE

5.1. Généralités.
Dans [10, 13] nous avons montré les deux théorémes suivants (voir [10, Corollary
2.16] et [13, Corollary 2.9]).

Théoréme 5.1. Si W est continue et satisfait (7), (26) et
(34)  W(E|C)=W(E]| —C¢) pour tout & € M>*? et tout ¢ € R,
alors Imem = I'(m)-lime o I. avec Wipem = QWo = ZW,.

(Les fonctionnelles I s Whp(3, R3) — [0, 4+00] et Imem : WHP(3;R3) — [0, +00],
avec X, = Yx| — 5,5[C R® ot ¥ C R? est un ouvert borné et e > 0, sont
respectivement définies en (16) et (17). La fonction Wy : M3*2 — [0, +00] est
donnée par (18).)

Théoréeme 5.2. SiW est continue et vérifie (1) et (32) alors Imem = I'(m)-lim._,o I
avec Wnem = QWo = ZWy.
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Ces théoremes étendent le théoreme 3.8. Ils sont plus réalistes du point de vue de
Ihyperélasticité (le théoreme 5.1 (resp. 5.2) est compatible avec (7) (resp. (1)) et

(2)).

L’objectif de ce qui suit est d’esquisser les preuves des théoremes 5.1 et 5.2
(voir §5.1.1-5.1.3 pour la structure générale et §5.2 et §5.3 pour plus de détails).
Les démonstrations des théoremes 5.1 et 5.2 ont la méme structure que 'on peut
décomposer en trois points (voir §5.1.1-5.1.3).

5.1.1. Préliminaires.
Pour chaque ¢ > 0, on considere Z, : WP (3;R?) — [0, +oo] définie par :

Z: () := inf {Ia(gi)) s (@) = ¢}
Définition 5.3. On dit que Z. I'-converge vers Iy et on écrit
Tpem = T-1im 7,
e—0

si

I-liminfZ, = I-limsupZ; = Lynem
e—0 e—0

avec I'-lim iéanE, I-limsupZ. : WHP(2;R3) — [0, +-00] définies par :
£—

e—0

(r- liinjgfIs) () := inf {ngnjgfzg(wg) WLP(DR3) 5 ¢ — 1/1} ;

(P- limsupL) (¢) = inf {limsupIE(we) cWEP(SR?) 2 4p. — w}.
e—0 e—0

La définition 5.3 est équivalente a la définition 3.7 ou “ip. — 9” est substitué par

“e(e) — 7. 1l est alors facile de voir que :

(35) Imem = I'(7)- lir% I, si et seulement si Ipem = I'- HH(I] 7.
E— E—

Tout revient donc a “calculer” la I'-limite de Z. lorsque € — 0. Pour cela, on étudie
d’abord la I'-convergence de Z. lorsque ¢ — 0 (voir §5.1.2) et on établit ensuite
une représentation intégrale de la T'-limite (voir §5.1.3). (Cette procédure générale
a été initiée dans [6, 7] (voir aussi [15]). Un procédé similaire est utilisée pour la
relaxation des intégrales géométriques (voir [49, 50, 8, 9, 51] et §6.2).)

On prouve le lemme (simple) suivant (voir [10, Lemma 2.6] et [13, Lemma 2.4]).
(Rappelons que W est supposée coercive.)

Lemme 5.4. Si W est continue et vérifie (7) et (26) ou (1) et (32) alors Wy
satisfait les propriétés suivantes :

o Wy est continue (et coercive) ;
(36) o Wy(&1 | &) = +oo si et seulement si &3 A& =0
(37) o pour tout § > 0 il existe cs > 0 tel que pour tout & = (& | &) € M3*2,
si |61 A &a| > 0 alors Wo(€) < es(1+ [€]P).

Plus précisément, Wy est continue (et coercive) dés que W est continue (et coer-
cive), (36) a liew dés que W vérifie (7) ou (1) et (37) a lieu dés que W vérifie (26)
ou (32).
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Remarque 5.5. Pour Ben Belgacem Wiyem = QRW, (voir [22, 23, 24] et §3.4). En
fait, lorsque W satisfait (32), on a QRWy = QW = ZW,. En effet, du lemme
5.4 on voit que Wy satisfait (37) donc (23). Par le théoreme 4.10 il suit que ZWj
vérifie (19). Du lemme 4.4 on déduit que ZW) est continue et QWy = ZW,. Ainsi
OW, est continue et quasiconvexe donc rang-1 convexe, d’ou QWy < RWj et par
conséquent OWy < ORWy. D’autre part, QRWy < QW puisque RWy < Wy, ce
qui donne le résultat.

On définit Z : WHP(2;R3) — [0, +o0] par :
()= /2 Wo(Vip(z))dx,
et on considere Z, g, Zaier, : WP (2;R?) — [0, +00] données par :

o T(w) = inf {linf ) - W (S5 3 v, = v}

o Z.g(¢) := inf {lim inf Z(1y,) : AfF(3;R?) 3 4p, — w} :

n—-+o00
o T, () := inf {lig_iiran(z/Jn) :CHER?) 3 ¢, — 1/}}

avec C}(3;R?) := {4 € CH(Z;R3) : 019(z) A 2tp(x) # 0 pour tout z € T} ol
O1p(x) (resp. O21p(x)) désigne la dérivée partielle de 9 en © = (x1,x2) par rapport
a xq (resp. x2). (En fait, C1(Z;R3) est 'ensemble des C'-immersions de ¥ dans
R3.)

Remarque 5.6. Lorsque Wy vérifie (36) on a :

o Z.g(¢) := inf {limian(wn) CAfFL(ZR3) 3 ¢, — w}
avec Aff, (5;R3) := {9 € Aff(Z;R?) : 019(x) A O2¢(x) # 0 p.p. dans X}.
5.1.2. Existence de la I'-limite de Z..

On démontre les trois propositions suivantes.

Proposition 5.7. I'-lim i(I)leE > 7.
E—

Proposition 5.8. Si W est continue et satisfait (7), (26) et (34) alors
I-limsupZ, < Zag.

e—0
Proposition 5.9. Si W est continue et satisfait (1) et (32) alors

I-limsupZ, < Tdig*.
e—0
La proposition 5.7 se démontre assez facilement (voir [10, §4.1] ou [13, §4.1]). Les
propositions 5.8 et 5.9 sont plus difficiles & prouver (voir [10, §4.2] et [13, §4.2]).
(Pour plus de précisions sur les démonstrations des propositions 5.8 et 5.9 voir §5.2
et §5.3.) Il suit que :

Proposition 5.10. I'-lim._.qZ. = Z dans les deux cas suivants :
(a) W est continue, satisfait (7), (26) et (34) et T = Tag ;
(b) W est continue, satisfait (1) et (32) et T = Zais, -
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5.1.3. Représentation intégrale de la I'-limite de Z..

D’apres les théoremes 4.1 et 4.10, si Wy satisfait (37) (donc (23)) alors Z = Iem
avec Whem = QWo = ZW,.

Donc, prenant en compte (35) et la proposition 5.10(a), le théoréme 5.1 est
démontré si on prouve que Z = Z,g ce qui est vraie grace au théoreme 4.1-bis.

De méme, prenant en compte (35) et la proposition 5.10(b), le théoréme 5.2 est

démontré si on prouve que :
(38) T =Zqis, -

Cette derniere égalité est plus difficile & démontrer (voir le théoreme 5.20). Sa
preuve utilise deux théorémes d’approximation par Ben Belgacem-Bennequin (voir
le théoréme 5.16) et Gromov-Eliashberg (voir le théoréme 5.18-bis) ainsi que deux
lemmes de Ben Belgacem (voir les lemmes 5.21 et 5.23). (Pour plus de précisions
sur la démonstration de (38) voir §5.3.3.)

5.2. Contrainte déterminant non nul.
Dans ce paragraphe on démontre la proposition 5.8.

5.2.1. Préliminaires.

Etant donné ¢ € Aff,.(3;R3), il existe une famille finie {V; };c; de sous-ensembles
ouverts et disjoints de X telle que |\ U;e/Vi| = 0, |0Vi] = 0 et Vip(z) = & dans
V; pour tout i € I avec & = (&1 | &i2) € MP*2 et &1 A& 2 # 0. Pour chaque i € [
et chaque j > 1, on définit U, ;, U;"; C R3 par :

Uij = {C €R?:det(&i [ ¢) < —;} et U = {c €R?: det(¢; | () > j}

11 est facile de voir que :

(39) U, et U;; sont non vides et convexes ;

(40) U UU = {c €R® :|det(¢ | )| > 1.};

(41) U,CU,CUszC--C U U ={CeR’:det(¢|() <0};

gz
(42) UK cUfHcUfyc---c jLZJIUﬁj ={¢eR’:det(¢|¢) >0}
De plus, utilisant (40), (41) et (42), on peut prouver que :
(43) ilexiste jy >let I-, 1T CItelsque I-UIT =1, NIt =10
et (iEF} Ul_]) N <¢Q+ U;}) # () pour tout j > jy

(voir [10, Lemma 3.2]). On pose V = U;crV; et, pour chaque j > jy, on définit
sz : L—=R3 par :

sizeV,avect € I~

0]
Ffb(x) = z+] sizéeV;aveci e It
N U-‘->m<m U»+»> sizeN\V.
(ie[* ©J e+ ©J \
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Le lemme suivant est une consfquence du corolExire 6.7. (Dans ce qui suit, étallt
donné T : ¥==R?, on pose C(3;T) := {¢ € C(Z;R?) : p(z) € I'(z) p.p. dans T}
avec C(3;R3) désignant I’espace des fonctions continues de 3 dans R3.)

Lemme 5.11. Soient ¢ € Aff,(3;R3) et j > jy,. Si W est continue et satisfait
(26) alors

@)t [ W) [ pa)de = [ int (V) | Oda
peC(Z; FJ ¥ (el (z)
Démonstration. (On utilise la notation Det(£ | ¢) = |det(€ | ¢)|.) Puisque W est
continue, (70) a lieu avec f(x, () = W(Vy(x) | ¢). Prenant en compte (39) et (43),
on voit que Fi) est une multifonction sci & valeurs convexes fermées non vides et
par conséquent (71) a lieu avec T' = Fi. Etant donnés ¢, ¢ € O(X; Ffp), il est clair
que Det(Vip(z) | ap(z) + (1 — a)p(x)) > l pour tout « € [0,1] et presque tout
x € ¥. De (26) on déduit qu’il existe ¢ > 0 (dependant seulement de 7,1, ¢ et @)
tel que W(Vi(z) | ap(z) + (1 — a)p(z)) < ¢ pour tout « € [0,1] et presque tout
x € X. Ainsi (72) a lieu avec f(z,() = W(Vy(x) | () et T = F{b. On applique le
corollaire 6.7 et on obtient (44). O

Remarque 5.12. On peut donner une preuve “plus simple” du lemme 5.11 sans
utiliser le corollaire 6.7 (voir [10, Lemma 3.3]).

Pour chaque j > jy, on définit ffb : ¥ =R3 (la multifonction “symétrisée” de Ff/))
par :
) ={ o WU stz el

»(@) sizeX\ WV
(Noter que f‘gp n’est pas a valeurs convexes. C’est pour cela qu’on n’utilise pas
cette multifonction dans le lemme 5.11 et qu'on aura besoin de 'hypothese de

“symétrie” (34).) Le théoréme suivant donne une représentation “non intégrale” de
T sur Aff,(3;R3) (voir [10, Theorem 3.4]).

Théoréme 5.13. Si W est continue et vérifie (7), (26) et (34) et sih € Aff.(3;R3)
alors

I()= if inf /WWW())

I2iv peC(S; FJ

Démonstration. 11 suffit de prouver que :

(45) I(4)> inf  inf / W(Vi(z) | p(z))dz

i2iv peC(Zitd) Jx
Par (34) on a :

(46) inf W(Vy(z) | ()= inf W(Vy(z)|()
Cerd (x) et (z)

pour tout j > jy, and tout x € ¥X. Utilisant (46), le lemme 5.11 et le fait que
F] c IV, on obtient :

(47)  inf /E inf W(V¢(z) | )dx > inf inf /W Vip(z) | o(x))dx

JZJy cer (z) J2iy el (S F

D’autre part, on a :
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o inf W(Vy()|() e LY(Z) par (26) ;
cely ()

. { inf W(Vy(-) | C)} est une suite décroissante par (41) et (42) ;
JiZdy

¢ery, ()
(48) o inf inf W(Ve() | = inf = W(VY()[)=Wo(Vy())
JZdv ¢erd, () ce '>U"w ()
grace a (7) et au fait que u FJ = {¢ e R : det(Ve() | €) # 0},
iZjy

et (45) suit de (47) et (48) en utilisant le théoreme de la convergence monotone. [

5.2.2. Démonstration de la proposition 5.8.

(On utilise les notations Det(¢ | ¢) = |det(¢ | ¢)| et F = Aff.(Z;R3). On peut
travailler avec Aff,(3;R?) au lieu de Aff(X;R3) grace a la remarque 5.6.) 11 suffit
de prouver que :

(49) limsup Z.(¢) < Z(¢)

e—0
pour tout ¢ € F (puisque I'-limsup, _,, Z est sfsci dans W1P(2; R3)). Etant donné
¥ € F, considérons j > jy (avec jy, donné par (43)) et n > 1. Utilisant le théoreme
5.13 on obtient 'existence de ¢ € C(Z; 17 7) tel que

1
(50) [ w(ve@) | p@)ds <T) + .
b n
Soit {¢k}r>1 C C>(%;R?) tel que :
(51) pr — ¢ uniformément.

On affirme que :

1
(52) Det(Vy(z) | pr(x)) > %5 pour tout x € V et tout k > ky avec ky > 1 ;

(53)  lim W(WJ( ) | i) de = /EW(WJ(I) | p(x))d

k—-+4oco

En effet, posant W = SUPgcy |O190(x) A O2tp(z)| = maxier |1 A &i2| (g > 0) et
utilisant (51), on déduit qu’il existe ky, > 1 tel que :

1
o4 su T <
(54) Ieg\wk() (@) D
pour tout k > k. Soient z € V et k > ky,. Comme ¢ € C’(i; f‘fl}) on a:

1

(55) Det(Vip(x) | pr(x)) = e Det(Vi(z) | or(z) —¢(2)).
Remarquant que Det(Vy)(x) | i (2) — p(x)) < |019(x) A D2t (2)||pr(2) — ¢()], de
(54) et (55) on déduit que Det(V(z) | pr(x)) > % et (52) est prouvée. Combinant
(52) et (26) on voit que supy;,, W(VY(-) [ or(-) € LY(X). Comme W est continue

2
) €
on a limg_, 400 W(V¥(x) | or(x )) W(Vi(z) | ¢(x)) pour tout x € V et (53) suit
par le théoreme de la convergence dominée.
Considérons k > ky et définissons la fonction continue 6 :] — 2, 1[— R par

1
2
0(z3) == min;er inf, 5 Det(&; +23Vpr () | pr(z)). Par (52) on a 6(0) > % et par
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conséquent il existe 1y €]0, 1[ tel que 6(z3) > 4%. pour tout 3 €] — 1y, Ny[. Soit
¢r : X1 — R donnée par ¢ (z, x3) := ¢(z) + x50k (x). Il suit que :
1 11
(56) Det(Voi(x,exs)) > 1; bour tout € €]0, 7y et tout (x,z3) € Vx| — 3 5[
J
De la méme fagon que dans la preuve de (53), combinant (56) et (26) et utilisant
la continuité de W, on obtient :

(57) hm I.(¢1) = hm W (Vo (x,exs))drdrs = /2 W(Vi(z) | pr(z))de.

3
Puisque 7. (¢x) = ¥ on a Z.(¢) < I.(¢x) pour tout € > 0 et tout k > k. Utilisant
(57), (53) et (50), on déduit que lim sup, _, Z. (1)) < Z(¢))++, et (49) suit en faisant
n — +00. O

5.3. Contrainte déterminant strictement positif.

Dans ce paragraphe on démontre la proposition 5.9 et on esquisse la preuve de
Pégalité (38). (En fait, les démonstrations des propositions 5.8 et 5.9 ont la méme
structure.)

5.3.1. Préliminaires. B o
Etant donnés ¢ € O} (X;R?) et j > 1, on définit AJ, : Z=R? par :

A (x) = {g € R3 : det(Vy(z) | ¢) > ;} .

Il est facile de voir que AZz; est une multifonction sci a valeurs convexes fermées non
vides et que :

(58) A}b(m) C Ai(x) C Ai(x) c---C U Ai}(m) = {( eR3: det(Vy(z) | ¢) > 0}

(voir [13, Lemma 3.1]). (Ici, on ne peut pas prendre ¢ dans Aff,(2;R?). En effet,
on serait amené a considérer seulement U;". + ce qui ne permettrait pas de reproduire
la démarche développée dans §5.2.1.) Le lemme suivant est une conséquence du
corollaire 6.7. (Il se prouve de la méme fagon que le lemme 5.11.)

Lemme 5.14. Soient v € CL(X;R?) et j > 1. Si W est continue et satisfait (32)
alors

(59) mf,/iwvwmwﬂmMm=L inf W(V(e) | O)de

PEC(TiA)) I3 CeAy (@)

Démonstration. On récrit la preuve du lemme 5.14 en prenant Fi) = A{b (Afp est
une multifonction sci & valeurs convexes fermées non vides), Det(£ | ¢) = det(€ | )
et en utilisant (32) & la place de (26). On peut ainsi appliquer le corollaire 6.7 avec
fl@, ) =W Vy(z) | () et T' = AZ) et on obtient (59). O

Le théoréme suivant donne une représentation “non intégrale” de Z sur C(X;R?)
(voir [13, Theorem 3.4]). (Il se démontre de la méme fagon que le théoréeme 5.13.)

Théoréme 5.15. Si W est continue et vérifie (1) et (32) et sip € CLH(Z;R?) alors

I(Y)=inf  inf /vanw»

721 peC(5A9)
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Démonstration. On récrit la preuve du théoreme 5.13 en prenant j, = 1, Ffp =
Iy, = A, (donc Uj>;, T (1) = Ujnj, Ay () = {¢ € R? : det(Vi(-) | ¢) > 0} dans
(48)) et en utilisant le lemme 5.14 & la place du lemme 5.11, (32) & la place de (26),
(58) a la place de (41)-(42) et (1) & la place de (7). O

5.3.2. Démonstration de la proposition 5.9.

On récrit la preuve de la proposition 5.8 en prenant Det(£ | ¢) = det(§ | (),
F = CLHER?), jy = 1, F{b = A,V =V, =3 et en utilisant (32) & la place de
(26). O

5.3.3. Sur la démonstration de 1’égalité (38).
On pose :

Affy (35 R?) = {w € Aff(3;R?) : ) est localement injective}.
Pour la preuve de ’égalité (38) (voir le théoréme 5.20) on aura besoin des deux
théoreémes suivants (voir les théorémes 5.16 et 5.17, voir aussi [13, Appendix A]).

Théoréme 5.16. Pour chaque 1 € Affyi(3;R?) al existe {thn}n>1 C CLH(Z;R?) tel
que :

(60) n — 9 dans WHP(Z;R3) ;

(61) |01 (x) A Oothy ()] > & pour tout x € X et tout n > 1 avec § > 0.

Ce théoreme est dii & Ben Belgacem et Bennequin (voir [22, Lemma 8 p. 114], voir
aussi [62, Proposition C.0.4 p. 127] et [63, Lemma 1.3]).

Théoréme 5.17. Affy;(3;R3) est fortement dense dans WP (3;R3).

Démonstration. D’aprés Gromov et Eliashberg (voir [43, Theorem 1.3.4B], voir
aussi [44, Theorem B} p. 20]) on a :

Théoréme 5.18. Soient m > N > 1 et M une variété compacte de dimension N
qui peut étre immergée dans R™. Alors, pour chaque fonction C*-differentiable v
de M dans R™ il existe une suite {1n}, de C'-immersions de M dans R™ telle
que ¥, — 1 dans WHP(M;R™).

Dans notre contexte (m =3, N =2et M =) on a:

Théoréme 5.18-bis. Pour chaque ¢ € C*(3;R3) il existe {1n}n>1 C CH(Z;R3)
tel que 1, — 1 dans WHP(2; R3).

De plus (voir [62, Proposition 3.1.7 p. 100]) on a :

Proposition 5.19. Pour chaque ¢ € CL(3;R3) il existe {tn}n>1 C Aff(3;R?)
tel que 1, — 1 dans WHP(3;R3).

On obtient le théoréme 5.17 en utilisant le fait que C*(3;R?) est fortement dense
dans W1P(3;R3) et en combinant le théoréme 5.18-bis et la proposition 5.19. O

On termine la démonstration du théoréme 5.2 (voir §5.1.3) en utilisant le théoreme
suivant (voir [13, Theorem 2.6]).

Théoreme 5.20. Si Wy est continue (voir le lemme 5.4) et satisfait (37) alors (38)
a lieu, i.e., T = Tdiﬁ"*,
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Schéma de démonstration. Soient Zug,, RTar,,, RZ : WHP(2;R?) — [0, +00] définies
par :

o T, () :=inf {liminf/ Wo (Vb (z))dz : AfFyi(Z;R?) 3 4, — 1/)} ;
by

n—-+oo

® RI.q,(¢) := inf {lim inf/ RWo(Vp, (x))da : Affy;(Z;R3) 3 ¢, — w} ;

n—-+4oo »

e RI(¢) := inf {liminf RWo(Vpn(z))da : WHP(S;R?) 3 4, — w} ,
b}

n—-+oo
ot RWy désigne la rang-1 convexifié de Wy (la plus grande fonction rang-1 convexe
qui est inférieure & Wp). Il est clair que RZ.m, < Zam,. De plus, d’apres Ben
Belgacem (voir [22]) on a :

Lemme 5.21. Z.g,(¢) < / RWo(Vp(z))dz pour tout o € Affy;(Z;R3).
5

(Pour une preuve voir [13, Appendix B].) Donc Zag,, < RZaf,, 00 Zag, = RZas, -
D’autre part, Z < Zgig, et RZ < Z. Donc, pour avoir (38) il suffit de prouver les
deux inégalités suivantes :

(62) Zaisr, < Lo, ;
(63) ﬁaffn < RZT.
Remarque 5.22. On aura ainsi prouvé que 7= fagli = fdig*.

Preuve de (62). 11 suffit de prouver que :
(64 Tun. () < | Wo(Vo(a))da
b

pour tout ¢ € Affj;(3;R?). Soit ¢ € Affj;(3;R?). Par le théoréme 5.16 il existe
{tn}n>1 C CLH(Z;R3) tel que (60) et (61) sont satisfaites et Vb, (z) — Vi (z) p.p.
dans ¥X. Comme Wy est continue on a :

nll}}rloo Wo (Vb (z)) = Wo(Vip(z)) p.p. dans 3.

Utilisant (37) et (61) on déduit qu’il existe ¢ > 0 tel que pour chaque n > 1 et
chaque ensemble mesurable A C X,

[ wa(Tn@)de < (a1 + [ [96,0) - To@pds + [ [Gops).

Or Vu,, — Vv dans LP(3; M3*2) par (60), donc {Wo(V,,(+)) }n>1 est uniformément
absolument intégrable. Utilisant le théoreme de Vitali on obtient :

lim / Wo(Vip (2))dex = / Wo(Vib(a))de,

n—-+oo

et (64) suit.
Preuve de (63). 1l suffit de prouver que :

(65) R, (1) < / RWo(Vip(a))da

pour tout 1 € WLP(X;R3). Soit p € WHP(E;R3). Par le théoréme 5.17 il existe
{ntn>1 C Aff;(Z;R3) tel que Vip,, — Vb dans LP(Z;R?) et Vb, (z) — Vip(z)
p-p. dans X. Or, on a le lemme suivant.
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Lemme 5.23. Si Wy satisfait (37) alors :

o RWy(€) < c(1+|€|P) pour tout & € M3*? avec ¢ >0 ;
o RWy est continue.

(Ce lemme est dit & Ben Belgacem, voir [22, Proposition 7 p. 32 and Lemma 8 p.
34], voir aussi [24, §5.1], [62, Proposition 3.4.4 p. 112] et [63, Lemma 6.5].) D’ou,
utilisant le théoreme de Vitali, on déduit que :

lim /E RWo(Vibn () da = /Z RWo(Vih(z))dz,

n—-+4o0o
et (65) suit. O

Remarque 5.24. Les théorémes 4.1-bis, 4.10 et 5.20 (avec la remarque 5.22) mon-
trent que si Wy est continue et vérifie (37) alors Z(¢)) = Zag(¥)) = Zam, (¢) =
Zais. (V) = [y, QWo(Vep(x))dax pour tout i € WHP(E;R3).

Question 5.25. Peut-on établir un théoréme général englobant les théorémes 3.8,
51 et 5.2 ?

6. VERS UNE APPROCHE GEOMETRIQUE DE LA RELAXATION

6.1. Permutation de ’infimum et de I’intégrale.

Dans [8] nous avons étudié la permutation de I'infimum et de 'intégrale sous la
forme générale suivante. Soient X un espace métrique localement compact qui est
o-compact, Y un espace de Banach réel séparable, 1 une mesure de Radon positive
sur X et f: X x Y — R une intégrande de Carathéodory, i.e., f(z,() est mesurable
en x et continue en (. Pour H C LF(X;Y), on cherche sous quelles conditions il
existe une multifonction mesurable I' : X ==Y telle que :

66 inf , d = inf ,C) du(z).
(66) int [ fep@)dut@) = [ inf 1.0 du)
Posons D(f) :={¢: X — Y : ¢ est mesurable et f(-,¢(-)) € Lt(X)} Nous avons
montré le théoréme suivant (voir [8, Theorem 1.1]).

Théoréme 6.1. Supposons que :

o H est normalement décomposable, i.e., pour tous ¢, p € H, et tous K,V C
X avec K compact, V ouvert et K C V, il existe une fonction continue
0:X —[0,1] telle que = 0 dans X\V, 0 =1 dans K et 0p+(1-0)p € H ;

(67) o il existe p € HN D(f) tel que f, € Llloc,“(X) pour tout ¢ € H avec

fo: X — R définie par f,(z) = m[ax] f(z,00(z) + (1 —a)p(z)).
ac|0,1
Alors (66) a lieu avec T' donné par le p-essentiel supremum de H, i.e., la plus petite
de toutes les multifonctions mesurables a valeurs fermées A : X ==Y telle que pour
tout p € H, p(x) € A(z) p-p.p. dans X.

Remarque 6.2. Le théoreme 6.1 contient le théoréeme de permutation “convexe” de
Bouchitté-Valadier (voir [26, Theorem 1]) dans le cas des intégrandes de Carathéo-
dory (voir [8, §5.1]). Bouchitté et Valadier ont prouvé leur théoreme de fagon directe
sans faire de lien avec les théoréemes de permutation “non convexe et non normale-
ment décomposable” de Rockafellar (voir [60, Theorem 3A]) et Hiai-Umegaki (voir
[45, Theorem 2.2], voir aussi le théoréme 6.6). (En fait, le théoreme de Rockafellar
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implique le théoreme de Hiai-Umegaki, mais il n’y avait pas de lien entre le théoréeme
de Hiai-Umegaki et celui de Bouchitté-Valadier.) Dans [8], nous avons démontré
le théoreme 6.1 (et donc celui de Bouchitté-Valadier) & partir des théoremes de
permutation et de décomposabilité (voir [45, Theorem 3.1], voir aussi le théoréme
6.5) de Hiai-Umegaki. Dans notre contexte, on a donc les implications suivantes :

théoréeme R. = théoreme H.-U. = théoréme 6.1 = théoréeme B.-V.
(voir [8, §2]).

Remarque 6.3. Les espaces LF(X;Y), C(X;Y) (espace des fonctions continues de
X dansY), C.(X;Y) (espace des fonctions continues & support compact de X dans
Y), C¥(X;Y) (espace des fonctions C*-differentiables de X dans Y) et C*(X;Y)
(espace des fonctions C*-differentiables & support compact de X dans Y') sont nor-
malement décomposables. Plus généralement, si I' : XY est une multifonction
a valeurs convexes et si £ est un ensemble normalement décomposable de fonctions
mesurables de X dans Y, alors {¢ € £ : ¢(x) € I'(x) p-p.p. dans X} est nor-
malement décomposable. D’autre part, étant donné un ensemble U de fonctions
mesurables de X dans [0, 1], on dit qu'un ensemble H de fonctions mesurables de X
dans Y est U-décomposable si O+ (1 —0)p € H pour tous ¢, p € H et tout § € U.
Les ensembles U/-décomposables avec U contenant C.(X; [0, 1]) ou C¥(X;[0,1]) sont
normalement décomposables (voir [8, Proposition 3.1(1)]).

Remarque 6.4. On peut représenter le p-essentiel supremum I' : X =Y d’un en-
semble H de fonctions mesurables de X dans Y comme suit (voir [26, §2.2]).

e Si H C LE(X;Y) alors il existe un ensemble dénombrable D C H tel que
I'(x) = adh{p(z) : ¢ € D} u-p.p. dans X, ou adh désigne adhérence dans
Y.

e Si H C C.(X;Y) alors I'(z) = adh{p(z) : ¢ € H} p-p.p. dans X.

Schéma de démonstration du théoréme 6.1. Soient I' : XY le p-essentiel supre-
mum de H et adh,(H) l'adhérence de H dans L (X;Y). On montre d’abord que
sous (67), on a :

(68) 1nf / f(z, o(x))du(z) inf / f(z du(x)
<p€adh

(voir [8, Proposition 4.2]). On prouve ensuite que puisque H est normalement
décomposable, adh,(H) est X' (Q)-décomposable, ie., Op + (1 — 0)¢ € adh,(H)
pour tous ¢, ® € adh,(H) et tout § € X(Q) := {1g : E C X, E mesurable} avec
1g désignant la fonction caractéristique de E (voir [8, Proposition 4.1(1)]). On
considére alors les deux théorémes suivants démontrés par Hiai et Umegaki (voir
[45, Theorem 3.1 et Theorem 2.2]).

Théoréme 6.5. Un ensemble fermé non vide L C LF(X;Y) est X(§2)-decomposa-
ble si seulement si il existe une multifonction mesurable a valeurs fermées non vides
A X2V telle que L = L1 (X;A) = {pe LE(X;Y) : p(x) € A(x) p-p.p. dans X},

Théoréme 6.6. Si A : XY est une multifonction mesurable a valeurs fermées
non vides alors

(69) inf / F (@ o)) dpu(z) = /X inf f(z, ¢)du(x).

peLb(X;A) Jx CEA(x)
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Du théoréme 6.5 on déduit que adhy,(H) = L (X;A) avec A : X==Y une multi-
fonction mesurable & valeurs fermées non vides. Comme I'(z) = adh{p(z) : ¢ € D}
p-p.p. dans X avec D un sous-ensemble dénombrable de H (voir la remarque 6.4)
et H C adhy(H), on a I'(z) C A(z) p-p.p. dans X, donc L% (X;T') C adhy,(H).
D’autre part, si ¢ € adh,(H) alors il existe {¢n}, C H tel que ¢, (z) — ¢(x)
u-p.p. dans X. Or ¢, (x) € T'(z) p-p.p. dans X pour tout n > 1 (par définition du
p-essentiel du supremum), donc ¢(x) € I'(z) p-p.p. dans X puisque I" est & valeurs
fermées, d’ott adh,(H) C LE(X;T'). Il suit que adh,(H) = L7(X;A) = L(X;T).
Ainsi, utilisant le théoreme 6.6, on a (69) avec LF(X;A) = adhy,(H) et A =T que
l’on combine avec (68) pour obtenir (66). O

A partir du théoréeme 6.1, on peut produire d’autres théoréemes de permutation
(voir les corollaires 6.8 et 6.7, voir aussi [8, Corollary 5.4 et Corollary 5.2]) utilisables

dans les applications. (Le corollaire suivant est utilisé dans les démonstrations des
lemmes 5.11 et 5.14, voir §5.2.1 et §5.3.1.)

Corollaire 6.7. Soient ¥ C RN un ouvert borné. Supposons que :

(70) f: X x R™ — [0, +0o0| est une intégrande de Carathéodory ;

(71) T : X=R™ est une multifonction sci a valeurs convezes fermées non vides ;

(72) / m[%xll f(z,ap(z) + (1 — a)p(z))dz < +00 pour tout v, € C(T;T)
5 ag|0,

(avec C(5;T) := {p € C(T;R™) : p(z) € I'(z) p.p. dans X} ou C(I;R™) désigne
’espace des fonctions continues de ¥ dans R™). Alors :

inf )/Qf(:v,ga(x))dx/E inf)f(x,()dx.

peC(Z;T Cel(z

(Le corollaire suivant est utilisé dans la démonstration de la proposition 6.16, voir
§6.2.2.)

Corollaire 6.8. Soient Q@ C RN un ouvert borné, pu une mesure de Radon pos-
itive sur RN, H C Lﬁ(Q;MmXN) un ensemble normalement décomposable (avec
MmN désignant ’espace des matrices a m lignes et N colonnes), T' : Q=M™ N
le p-essentiel supremum de H et W : Q x M™N — [0, +00] une intégrande de
Carathéodory satisfaisant la “condition de croissance d’ordre p” suivante :

(73) W(x,F) < c(1+|F|P) pour tout x € Q et tout F € M™*N avec ¢ > 0.
Alors :

inf | W(x,®(z))d = inf W(z,F)d .
ot [ Wi, w@)dut@) = [ it Wi Fauta)
6.2. Relaxation des intégrales géométriques.

Notons O(Q) la classe des ouverts de Q (avec { un ouvert borné de RY). Soient
p une mesure de Radon positive sur RV, W : Q x M™*N — [0, +-c0] une intégrande
de Carathéodory (supposée coercive) et J : C1(;R™) x O(Q2) — [0, +00] définie
par :

J(6,A) = /A Wz, Vo(x))du(x).

On peut interpréter J(-,€2) comme la fonctionnelle énergie associée & un matériau
hyperélastique ayant une géométrie particuliere sur laquelle on veut mettre ’accent
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(dimensions faibles, jonctions, etc.). Par exemple, si le matériau est constitué par
Passemblage de deux structures minces “transverses” (voir la figure 6.9), on peut
prendre :

p=H"ar, +H"2 |, + HO2 gy,

faibles dimensions jonction

avec My, My C Q deux sous-variétés transversales de RN de dimensions respectives
ki et ko avec ky, kg € {1,--- , N — 1} (M N My est alors une sous-variété de RV de
dimension k3 := k1 + ko — N) et H* (avec k = ky, ko ou ky5) désignant la mesure
de Hausdorff de dimension k sur RY.

Figure 6.9. Structures minces “transverses” dans R® représentées par deux sous-
variétés transversales M et My de R3.

[~

Mo

En accord avec la théorie de ’hyperélasticité (voir §2), on peut dire que les positions
d’équilibre d’une telle structure sont obtenues en minimisant J(-, ) (sous certaines
contraintes). Afin de traiter ce probleme variationnel par la méthode directe du
calcul des variations (voir §3.3), on est amené & considérer la relaxée de J, i.e.,
JWP(Q;R™) x O(Q) — [0, 400] définie par :

T(6.4) = inf {lmif J(6,,.4): O @HR™) 3 6, = 0.

ol “—” désigne la convergence faible dans le p-espace de Sobolev W P(€; R™) (voir

la définition 6.13). (Lorsque u est la mesure de Lebesgue, on a J(-,Q) = Iqig avec
Taie définie en (20).) La fonctionnelle J(-, ) n’a plus une formule explicite, ce qui
nous conduit & étudier I'existence d'une représentation (plus explicite) pour J(-, Q).
Du point de vue de I’hyperélasticité, il est naturel de chercher un représentation
intégrale du type :

(1) 7(6.4) = [ W@, 9,0(0)dula) pour tont (6.4) € WEP(@:R") x O(@)

avec W : T/(Q N supp(p)) — [0, +00] (supp(p) désigne le support de la mesure
N’) Ofl TZL(Q N Supp(,u')) = Hzeﬂﬂsupp(u)T;n(x) et vu¢(x) € T[Ln(x) H-P-P- dans Q2
(T} (2Nsupp(p)) est appelé le fibré tangent d’ordre m de p sur QNsupp(p), T, ()
I’espace tangent d’ordre m a p au point x et V,¢(z) le u-gradient de ¢ au point z,
voir les définitions 6.11 et 6.14).

Ce probleme de représentation intégrale a été étudié pour la premiere fois par
Bouchitté, Buttazzo et Seppecher (voir [25]) lorsque W est convexe par rapport
a la deuxieme variable (voir le théoreme 6.17 et la remarque 6.18) en utilisant la
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dualité au sens de 'analyse convexe. L’objectif de ce qui suit (voir §6.2.1-6.2.4)
est de présenter la méthode que nous avons mise au point dans [50, 8, 51] (voir
aussi [9]) pour traiter le cas (plus difficile et plus intéressant du point du vue de
Phyperélasticité) o W n’est pas nécessairement convexe par rapport a la deuxieme
variable (voir les théorémes 6.25 et 6.25-bis).

Soit J : CH(Q;R™) x O()) — [0, +oc] définie par :

J(¢p, A) := inf {J(@,A) :CHGR™) > o = ¢ dans AN supp(u)}.

(Lorsque p est la mesure de Lebesgue, on a J = J.) 1l est facile de voir que :
(75) J(¢, A) = inf {1iminf T (on, A) : CHGR™) 3 ¢, — (JS}
pour tout (¢, A) € WLP(Q;R™) x O(Q) (voir [51, Lemma 1]).

Remarque 6.10. Etant donné A € O(Q), il est clair que J(¢, A) = J (¢, A) des
que ¢ = ¢ dans Q Nsupp(p) avec ¢, ¢ € C*(R™), ce qui signifie que J (-, A) est
compatible avec ’égalité u-p.p. dans €2. On peut ainsi considérer la fonctionnelle
J(,A): WLP(;R™) — [0, +00] définie par :

J (6, A) = { T A) siéeC (R

400 sinon,

et voir qu’en fait J(-, A) est la régularisée sci de j(7 A) par rapport a la convergence
faible de WP (Q; R™).

Pour expliciter ’égalité (74), on établit d’abord une représentation intégrale pour
J (voir §6.2.2) et on P'exploite ensuite pour représenter J (voir §6.2.3-6.2.4). Au-
paravant, précisons les notions d’espace tangent, de gradient et d’espace de Sobolev
par rapport a une mesure de Radon positive. Ces concepts ont été introduits dans
[25] (voir aussi [65, 66]). Cependant, pour étudier l'existence d’une représentation

intégrale pour J sans hypothese de convexité, nous avons développé une approche
non convexe de ces notions (voir §6.2.1, voir aussi [8, §7] et [51, §2].)

6.2.1. Notions préliminaires.
Soit Hy := {p € CH(RY;R™) : ¢ = 0 dans supp(u)} et soit Hy le sous-espace
vectoriel de C(RN; M™*™N) définie par :

Ho = {<I> € C(RY;M™*N) : & = Vy dans supp(u) avec ¢ € Ho}.

Définition 6.11. Soit z € RV.

e On appelle espace normal d’ordre m a p au point x le sous-espace vectoriel
N (x) de M™* N définie par N/ (x) := {®(z): ® € Ho}.

e Le supplémentaire orthogonal T)*(z) de N;'(x) dans M™*N est appelé
espace tangent a p au point x.

e Pour S C supp(u), on pose T)}(S) := Il,esT))*(z) que I'on appelle fibré
tangent d’ordre m de p sur S. (Si S = supp(y), on note simplement T}}" et
on dit fibré tangent d’ordre m de pu.)

Remarque 6.12. Si supp(u) est une sous-variété de R alors chaque vecteur ligne
de la matrice I € T}*(z) avec x € supp(p) est tangent & supp(p) au point z. Donc,
dans ce cas particulier, Tﬁ (z) est 'espace tangent & supp(u) au point = et ’]I‘L est
le fibré tangent de supp(u) (au sens de la géométrie différentielle).
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Pour chaque z € RY, on note P,(x) : M™*N — 1,7 (z) la projection orthogonale
sur T7*(x) et pour chaque ¢ € CH(Q;R™), on définit V¢ : @ — M™* par :

(76) V,u¢(x) = P,(z)(Vé(x)) = argmin |Veo(z) — F|.

FeT;(x)

(La multifonction & valeurs fermées V" : Q=M™*¥ étant mesurable, on déduit
que T} : Q—=M™*N Pest aussi, et par conséquent V¢ est mesurable. De plus,
|Pu(z)(F)| < |F| pour tout = € Q et tout F € M™*N, donc V¢ € L (Q; M™*N)
pour tout ¢ € C1(Q;R™). D’autre part, pour tous ¢,¢ € CH(Q;R™), si ¢ = ¢
dans Q N supp(u) alors V,¢ = V,¢ dans Q N supp(p), ce qui signifie que V¢

est compatible avec ’égalité p-p.p. dans 2. On peut ainsi énoncer la définition
suivante.)

Définition 6.13. Le p-espace de Sobolev WP (€, R™) est le complété de C'' (; R™)
par rapport a la norme suivante :

||¢HW‘1’F(Q;R7”) = H¢||Lﬁ(Q;R*") + HV;LQS”L,’;(Q;meNy

Comme ||V, 0| Lz (qpmxny < Hrj)”wﬁ,p(ﬂ;Rm) pour tout ¢ € C*(Q; R™), Papplication

linéaire définie sur C'(;R™) par ¢ — V,¢ admet un unique prolongement a
WiP(€;R™) que on note encore V¢, i.e.,

(T7) Vo = |- Iz @uamx )=l 400 Vi
avec {¢n }n C CH(Q;R™) tel que ¢ = || - ||Wj=P(Q;Rm)‘ lirf On.-

Définition 6.14. V,¢ définie par (76) si ¢ € C*(;R™) et par le prolongement
(77) si ¢ € WP (Q;R™) \ CH(; R™) est appelé le p-gradient de ¢.

Remarque 6.15. Lorsque p est la mesure de Lebesgue, on retrouve les espaces
de Sobolev classiques W1P(Q;R™). Si p = H¥|p, ot M C Q est une sous-
variété de RY de dimension k € {1,---, N — 1}, on obtient les espaces de Sobolev
WLP(M;R™) sur la variété M.

6.2.2. Représentation intégrale de J .
Nous avons montré la proposition suivante (voir [8, Theorem 7.1], voir aussi [51,
Proposition 4]).

Proposition 6.16. Si W est une intégrande de Carathéodory vérifiant (73) alors

(78) T(6 A) = /A inf W(r, Vab(e) + F)du(z)

FeN[ (z)
pour tout (¢, A) € C1(Q;R™) x O(Q).

Démonstration. Soit (¢, A) € CH(R™) x O(Q). (Pour avoir (78) on permute
d’abord l'infimum et 'intégrale, voir (79), et ensuite on fait apparaitre le u-gradient
de ¢, voir (80).) Posons Hy(A) := {p € C1(A4;R™) : ¢ = ¢ dans A Nsupp(p)} et
considérons H,(A) le sous-ensemble de C'(A; M™*¥) définie par :

Hy(A) := {<I> € C(A;M™N) . & = Vo dans AN supp(u) avec p € H¢(A)}.

Il est facile de vérifier que Hg(A) est C(4;[0,1])-décomposable, donc normale-
ment décomposable (voir la remarque 6.3, pour la définition de “normalement
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décomposable” voir I’énoncé du théoreme 6.1). Remarquant que :

T(6A) = inf /A W (e, () dpu(x)

PeH4(A)
et utilisant le corollaire 6.8 (avec Q = A et H = Hy(A)) on déduit que :
(79) T (9, A) = / inf  W(x, F)du(z),
A Fely(z)

ot Ty : A=M™ N est le p-essentiel supremum de Hg(A). De plus, on a :

{@(x): @ e Hy(A)} = Ny () + {V.é(x)} pour tout x € AN supp(u).
(En effet, soit z € ANsupp(p). Si ® € Hy(A) alors (x) = (Vo(z) — V() +
Vud(z) € N(z) +{V,o(x)} avec ¢ € Hy(A) puisque V,p(z) = V,¢(x), done
{@(x) : @ € Hy(A)} C N (z) +{V,uo(2)}. Si€=F+V,¢(x) avec F' € N()
alors P, (x)(§ — Vé(z)) = 0, donc £ — Vo(x) € N;*(x), d’ott il existe p € Hy tel
que V§(x) =& — Vo(x). Ainsi Vo(z) = € avec p := ¢+ ¢ € Hy(A). 1l suit que
N (@) +{V,uo(x)} C{®(x) : @ € Hy(A)}.) Or Iy(z) = adh{® () : ® e Hs(A)}
p-p.p. dans A (adh désigne Padhérence dans M™ ) car Hy(A) C C(A;M™*N)
(voir la remarque 6.4), donc :
(80) Ly(z) = N (2) + {Vuo(x)} p-p.p. dans A,
et on obtient (78) en combinant (79) et (80). O

6.2.3. Représentation intégrale de J (cas conveze).
Soit W, : T} (€2 N'supp(p)) — [0, +oc] définie par :

(81) Waleo€) = | dnf W (.64 F).

Nous avons prouvé le théoreme suivant (voir [8, Theorem 7.2]).

Théoréme 6.17. Si W est une intégrande de Carathéodory vérifiant (73) et si W,
est convexe par rapport & la deuziéme variable alors (74) a lieu avec W = W,.

Démonstration. Fixons A € O() et définissons J (-, A) : WP (Q;R™) — [0, +00]
par :

j(qS,A) :Z/AWM(.T,V#(b(JJ))du(;E).

Puisque W est une intégrande de Carathéodory (coercive) satisfaisant (73), W,
vérifie les mémes propriétés. Utilisant le théoreme de Vitali, on déduit que J (-, A)
est fortement continue dans W;*’(Q;Rm). Comme W, est convexe, il suit que
J (-, A) sfsci dans WLP(Q;R™). Do J(-,A) < J(-,A). D’autre part, utilisant la
proposition 6.16 et (75), on voit que J (-, A) > J(-, A), ce qui donne le résultat. O

Remarque 6.18. Le théoreme 6.17 étend “légerement” le théoreme de Bouchitté,
Buttazzo et Seppecher (dans lequel W est supposée convexe par rapport a la
deuxieéme variable, voir [25, Theorem 3.1]). En effet, il est facile de voir que le
théoreme 6.17 s’applique a des W non convexe de la forme :

W(z, F) = Wi (Pu(a)(F)) + Wa(F — Pu(x)(F)),
ott Wy : M™*N — [0, 4+00] est convexe, Wo : M™*N — [0, +00] est non convexe

et, pour i € {1,2}, W; est continue (coercive) et W;(F') < ¢;(1 + |F|?) pour tout
F e M™*N avec ¢; > 0.
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6.2.4. Représentation intégrale de J (cas non conveze).
Voici le résultat le plus général que nous avons réussi a prouver sans hypothese
de convexité (voir [51, Proposition 5]).

Proposition 6.19. (Notons B(QY) la classe des Boréliens de §).) Etant donné
¢ € WiP(Q;R™), si W est une intégrande de Carathéodory satisfaisant (73) alors
la fonction d’ensemble Jg4 : B(Q) — [0, +00] définie par :

Js(B) = inf {7(¢, A):00Q) 54> E}
est une mesure finie positive et réguliere absolument continue par rapport a .

(Noter que J4(A) = J(¢, A) des que A € O(Q).) Le corollaire suivant est une
conséquence immédiate de la proposition 6.19.

Corollaire 6.20. Si W est une intégrande de Carathéodory satisfaisant (73) alors

(82) T(¢,A) = /Aiii% W

(avec B,(x) désignant la boule de centre x et de rayon p).

du(x) pour tout (¢, A) € Wﬁ’p(Q;Rm) x 0O(Q)

On peut affiner la représentation intégrale donnée par le corollaire 6.20 dans le
cas ol p est superficielle dans € (voir les définitions 6.21 et 6.24 et le théoréme 6.25).
Soit S, 'ensemble des = € supp(u) pour lesquels il existe p > 0et k € {1,--- ,N—1}
tels que :

e B,(z)Nsupp(u) est C'-difféomorphe & un ouvert de R ;
b MLBp(x) = H* LBp(x)ﬂsupp(u)'

Définition 6.21. On dit que p est superficielle dans € si u(Q\ S,) = 0. (Si
w(RN\ S,) =0 on dit simplement p est superficielle.)

Remarque 6.22. Soit M une sous-variété de RY (avec ou sans bord) de dimension
ke{l,---,N —1}. Alors, 9M (le bord de M) est une sous-variété sans bord de
dimension k — 1. Pour p = H¥|j; on a S, = M \ OM avec u(0M) = 0. Donc
p = H¥| s est superficielle.

Remargue 6.23. Pour i € {1,2}, on pose u; := H¥ |5, avec M; une sous-variété de
RY (avec ou sans bord) de dimension k; € {1,--- , N —1}. Si pp = pq + po et si M
et M, sont transversales (M7 N My est alors une sous-variété de RY de dimension
ki == k1 +ka — N), on a SP« = (Ml @] Mg) \ ((Ml N MQ) U OM; U OM3) avec
w(OM; \ (M1 N Ms)) =0 pour i € {1,2} et u(M; N Ms) =0 car k12 < min{ky, k2}.
Donc pt = pi1 + po est superficielle. (Si p = py + po + p12 avec pia == H*2 | v A,
alors p n’est pas superficielle puisque pu(M; N M) > 0.)

Pour chaque z € S, on pose p, = HF LT;(w) avec k € {1,---,N — 1} Dentier
correspondant a x.

Définition 6.24. La fonction Q, W : T} (2N S,,) — [0, +00] donnée par :

QW (0,6) = int { 1 [ Wi+ Vi pl)ds ) : € CHDIRM.

ot D C RY est un ouvert borné tel que D NT(z) # 0 et W, est définie en (81),
est appelée la p-quasiconvexification de W.
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(Si W est une intégrande de Carathéodory satisfaisant (73), on peut montrer que
Pinfimum ci-dessus est indépendant du choix de D, voir [51, §4-Proof of theorem
1]. Si p est la mesure de Lebesgue, on retrouve la notion classique de quasiconvex-
ification.) Nous avons montré le théoréme suivant (voir [51, Theorem 2]).

Théoréme 6.25. Si p est superficielle dans ) et si W est une intégrande de
Carathéodory satisfaisant (73) alors (74) a lieuw avec W = Q, W

Schéma de démonstration. On obtient d’abord (82) en utilisant le corollaire 6.20.
On prouve ensuite la proposition suivante (voir [51, Theorem 1]).

Proposition 6.26. Si ¢ € W;’p(Q;Rm) et x € 5, alors

J(¢, B,()) :/B ( )QMW(me(y))du(y)

pour tout p €]0, p] avec p > 0 assez petit.

Pour démontrer cette proposition, on se ramene par “difféomorphisme” au théo-
reme de relaxation de Dacorogna (avec W dépendant de x) (voir le théoréme 3.6)
en tenant compte de (75) et de la proposition 6.16 (voir [51, Lemmas 4-6)), faisant
ainsi apparaitre la formule de p-quasiconvexification de W (voir [51, §4-Proof of
Theorem 1]). I suit alors que :

J(¢, B
i 7 Bo())
p—0 M(Bp(x))
pour tout ¢ € Wl}*’ (;R™). Comme p est superficielle dans €2, on peut remplacer
“u-p.p. dans QN S,” par “u-p.p. dans Q Nsupp(p)”, et on obtient le résultat. O

Remarque 6.27. Dans le théoreme 6.25, sim = N = 3, = £x]0,1[ avec ¥ C R?
un ouvert borné et u = H? |=x {0y (et W qui ne dépend pas de ), ona Q,W = QW
avec Wy : M3*2 — [0, +o0] définie en (18). On obtient ainsi un théoréme analogue
au théoreme de réduction de dimension de Le Dret-Raoult (voir le théoréme 3.8).

=Q,W(z,V,¢(z)) p-p.p. dans 2N S,

Question 6.28. Peut-on étendre le théoreme 6.25 au cas ou W (ne dépendant pas
de x pour simplifier) est compatible avec (1) et (2) ou (7) et (2) ¢

Remarque 6.29. En analysant le schéma de démonstration du théoreme 6.25, on
voit qu’en fait on a démontré le théoreme suivant.

Théoréme 6.25-bis. Si W est une intégrande de Carathéodory satisfaisant (73)
alors

= _ . Ndule m J(¢, By(2)) .
(83) me—Am%wumm»@m+AmLmM&m)wu
pour tout (¢, A) € W, P(Q; R™) x O(%).

Les deux corollaires suivants se déduisent facilement du théoreme 6.25 (et des
remarques 6.22 et 6.23).

Corollaire 6.30. Sip = Hk |ar avec M C Q une sous-variété de R (avec ou sans
bord) de dimension k € {1,--- N —1} et si W est une intégrande de Carathéodory
satisfaisant (73) alors

/ QW (z,V ,,¢(x))dHF (z) pour tout ¢ € Wi’p(Q;Rm).
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Corollaire 6.31. Soit y = Z?Zl wi avec p; = H* | pr,, ot M; C ) est une sous-
variété de RN (avec ou sans bord) de dimension k; € {1,--- ,N —1}. Si M; et

M,

sont transversales et si W est une intégrande de Carathéodory satisfaisant (73)

alors

2
J(¢,Q) = Z /M Q. W(x,V,,¢(x))dHF (x) pour tout ¢ € W;p(Q,Rm)
i=1Mi

Question 6.32. Peut-on identifier lintégrande du second terme du membre de
droite dans (83) lorsque p = H* [, + H*? | ar, + H2 | pryanr, avee My, My C Q
deux sous-variétés transversales de RY de dimensions respectives ki et ko (k12 :=
k1 + ko — N étant la dimension de la sous-variété My N M) ¢
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