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Introduction

La prise de décision, tant par une personne seule, une organisation, que par un sys-
téme automatisé, est un probléme difficile. Le choix de la meilleure décision possible,
c’est & dire la décision qui permettra une optimisation des résultats souhaités, fait inter-
venir de nombreux facteurs et est la plupart du temps délicat & effectuer. L’'informatique
décisionnelle est I’ensemble des moyens, outils et méthodes informatiques mis a la dispo-
sition des personnes en charge de la prise de décision. Depuis une soixantaine d’années,
I'informatique décisionnelle a connu des développements conséquents, qui peuvent étre
structurés suivant deux axes : la conception de systémes décisionnels autonomes, capables
de décisions automatiques, et les systémes d’aide a la décision humaine. Le premier axe a
enregistré des progrés notables dans la compréhension et la modélisation des processus de
prise de décisions humains, et a produit de nombreux systémes et modéles permettant &
un agent autonome de prendre une décision rationnelle. C’est le domaine de I'intelligence
artificielle, et de ses nombreuses applications en automatique, robotique, traitement du
langage... Le deuxiéme axe a permis le développement d’algorithmes de calcul afin d’op-
timiser des fonctions modélisant les situations concrétes menant & des prises de décisions.
C’est le domaine de la recherche opérationnelle, et de 1’aide & la décision. Cependant,
dans un cas comme dans 'autre, le développement de mécanismes décisionnels capables
de prendre en compte des préférences multiples et potentiellement conflictuelles devient
une préoccupation primordiale. En effet, dans de nombreux cas, la modélisation de la
décision ne se raméne pas a une unique fonction & optimiser : la présence de plusieurs
critéres sur lesquels évaluer la situation, I'implication de plusieurs personnes dans le pro-
cessus de décision, I'incertitude existante sur les événements futurs sont autant de cas ou
la prise de décision devient un processus trés complexe. La nécessité d’'une analyse théo-
rique pour conceptualiser I’élaboration de modeles décisionnels est alors d’autant plus
importante que de nombreuses méthodes naives (apparemment naturelles mais recelant
de trés mauvaises propriétés) sont couramment employées en aide a la décision. Tant
dans les problémes de choix, ou il importe d’obtenir & la fin une unique solution & re-
commander au décideur, que dans les problémes de classement, dont le but est d’obtenir
un ordre de préférence sur les solutions possibles, I'utilisation des méthodes considérées

comme "naturelle" peuvent amener a des décisions peu souhaitables.



2 Introduction

Exemple : L’utilisation de la moyenne pondérée, méthode parmi les plus diffusées, en
est un exemple : imaginons que 1’on souhaite faire I’acquisition d’un vélo pour se déplacer
en ville comme & la campagne. On note trois vélos vy, ve ,vs sur leur capacité a rouler
en ville (V), et a la campagne (C), les notes pouvant aller de 0 (plus mauvaise note)
a 10 (meilleure note). Les notes obtenues par v, un vélo hollandais, sont (10;3) ; celles
obtenues par vy, vélo tout terrain, (3,10); et celles obtenues par vs, vélo de randonnée,
(6,6). Si l'on se pose la question de n’acheter qu'un seul vélo, le vélo préféré sera bien
évidemment vs, qui se comporte de maniére correcte a la ville comme & la campagne. Et
pourtant, quels que soient les coefficients attribués & chaque critére, la moyenne pondérée

de w3 sera toujours inférieure a celle de v ou vg !

L’étude des méthodes formelles d’aide & la décision permet de préciser les options
possibles, les préférences a prendre en compte et les propriétés des résultats obtenus. Une
méthode formelle consiste & identifier les informations pertinentes dans le cas considéré,
puis & proposer une méthode d’agrégation de ces informations, en vue de la production
d’un modéle décisionnel. On peut alors exploiter ce modéle pour prendre une décision
"optimale", dans le cadre de la décision automatique, ou recommander une décision per-
tinente & un utilisateur. On peut distinguer deux principales catégories de méthodes
formelles étudiées jusqu’a présent : les méthodes numériques et les méthodes basées sur
les graphes de préférences. Elles se différencient par la maniére dont on choisit de repré-
senter les préférences, et par leur approche du traitement du probléme de 1’agrégation des
préférences. En effet, la situation est simple si tous les indicateurs (critéres, votants...)
indiquent qu’il faut préférer telle solution & telle autre. Mais comme ’a montré I'exemple
ci-dessus, la difficulté apparait quand il s’agit de comparer deux solutions aux profils
contrastés : faut-il privilégier la solution "faible, mais équilibrée", & celle certes meilleure
en moyenne, mais déséquilibrée ? Les méthodes numériques (voir Debreu (1954), Fishburn
(1970), Keeney et Raiffa (1976)) consistent & obtenir une valeur unique pour chaque al-
ternative, par agrégation des valeurs numeériques qui lui sont attachées, permettant ainsi
la comparaison directe de chaque élément du corpus des alternatives. Ces méthodes né-
cessitent une information riche et compléte sur les différentes solutions considérées dans
le processus décisionnel, ce qui n’est pas toujours possible en pratique. Elles permettent
en contrepartie d’obtenir un classement général des alternatives en présence. D’un autre
coté, les méthodes basées sur les graphes de préférences (voir Roy (1985), Schirlig (1985),
Vincke (1992)) sont plus particuliérement utilisées quand l'information disponible sur les
critéres est partielle, incompléte, ou simplement difficilement quantifiable. Le probléme
est alors d’agréger des ordres de préférence. Un certain nombre de travaux, particuliére-
ment développés en théorie du choix social, montrent I'intérét, mais aussi les difficultés et
limites d’une telle approche. En effet, le résultat obtenu n’est plus un classement général,

mais des comparaisons par paires d’alternatives, pouvant inclure des incomparabilités ou
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des cycles de préférence empéchant l'identification d’une "meilleure" solution. De nom-
breuses applications potentielles existent, dans le contexte du commerce électronique et
des systémes de recommandation, mais aussi dans les mécanismes de décision par vote

au sein des organisations et dans les systémes de vote électronique.

De maniére générale, I’approche par les graphes de préférence a été moins étudiée que
I'approche numérique. Nous proposons dans cette thése d’explorer certaines pistes non

encore étudiées de cette approche, et poursuivons un double objectif :

— nous proposons de nouvelles méthodes de comparaison et d’agrégation de préférence
prenant en compte un ou plusieurs points de référence,
— nous analysons théoriquement ces méthodes, et proposons des exemples applicatifs

pour étudier leur pouvoir descriptif et prescriptif.

Problématique de la thése

En théorie de la décision, de nombreux travaux axiomatiques montrent les difficultés
théoriques et pratiques que pose ’agrégation de relations de préférences partiellement
conflictuelles. Les théorémes d’impossibilité existants expliquent d’une part les difficultés
rencontrées par les concepteurs de méthodes multicritéres reposant sur une modélisation
ordinale des préférences mais aussi la difficulté de concevoir des modéles purement qua-
litatifs pour la décision dans l'incertain. Il faut cependant remarquer que ces résultats
reposent, pour la plupart, sur une hypothése d’indépendance qui n’autorise & définir la
préférence entre deux solutions potentielles que par comparaison directe de ces deux so-
lutions. Pourtant, une alternative intéressante existe : il s’agit de comparer les solutions
de maniére indirecte en examinant leurs mérites respectifs du point de vue de plusieurs
points de référence (par exemple, des profils types spécifiant des desiderata, des niveaux
d’exigences, des exemples de cas typiques auxquels il convient de se référer). Si ce type
de régles de décision (qui rappelle certaines méthodes de classification supervisées déve-
loppés en Intelligence Artificielle) est déja fréquemment utilisé en aide a la décision pour
certains problémes de tri multicritére, ou pour la décision a partir de cas, il n’a encore fait
Iobjet d’études systématiques sur le plan théorique et les fondements axiomatiques de
ces méthodes méritent encore d’étre développés. Dans cette perspective, I’objet de cette
thése est d’étudier le potentiel descriptif et prescriptif des modéles de comparaison indi-
recte utilisant des points de référence. Il s’agit donc d’étudier les propriétés formelles des
reégles d’agrégation associées, de proposer des théorémes de représentation caractérisant
les préférences représentables par ces modéles et enfin de montrer leur apport potentiel

en aide a la décision.
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Organisation de la thése

Le premier chapitre présente la théorie de la décision et les principaux apports dans
divers domaines, en particulier en informatique. Nous introduisons ensuite les concepts
nécessaires a la compréhension de la notion de relation de préférence. Puis nous pré-
sentons le cadre axiomatique de nos travaux, en nous appuyant particuliérement sur les
domaines de la décision multicritére et la décision dans l'incertain. Enfin, dans la derniére
partie du chapitre, nous introduisons la notion de point de référence et voyons de quelle
maniére elle est présente en psychologie, économie, théorie du choix social, théorie de la
décision multicritére ou décision dans 'incertain. Le deuxiéme chapitre montre comment
I'introduction de points de référence dans les relations de préférence en aide a la décision
multicritére permet d’obtenir des régles d’agrégation de préférences originales et variées.
La présentation d’'un modéle général et de ses variantes, ainsi que 1’étude axiomatique
systématique des modéles proposés méne a la caractérisation de chacune des régles d’agré-
gation présentées. Dans le troisiéme chapitre, nous présentons un modéle qualitatif a base
de niveaux de référence en décision dans 'incertain. Ce modeéle posséde certaines carac-
téristiques particuliéres : d’une part, le modéle proposé et ses variantes sont purement
ordinaux, ce qui différencie nos modéles de la grande majorité des modeéles de décision
dans l'incertain, qui sont basés sur des critéres numériques (qualitatifs ou quantitatifs) ;
d’autre part, méme si nos méthodes sont purement ordinales, elles permettent, d’un point
de vue descriptif, de rendre compte de préférences transitives et/ou de préférences va-
riant suivant le niveau. L’utilisation de niveaux de référence permet alors de dépasser les
limites usuelles des méthodes d’agrégation ordinales. Enfin, dans le quatriéme et dernier
chapitre, nous nous attachons & présenter une procédure d’élicitation des parameétres des
méthodes développées précédemment, ainsi que trois applications concrétes de nos mo-
déles en décision multicritéres, afin de bien percevoir l'intérét et les mécanismes mis en

oeuvre par ces méthodes.



Chapitre 1

Décision multicritére, décision dans

I'1ncertain

Résumé. Dans ce chapitre, nous présentons le domaine de ’aide & la décision et les
apports dans ce domaine en provenance de divers champs universitaires. Apreés avoir
montré le lien étroit unissant 'informatique et ’aide & la décision, nous introduisons
les concepts nécessaires a la compréhension de la notion de relation de préférence. Puis
nous présentons le cadre axiomatique des deux domaines de I'aide a la décision que nous
explorerons lors des prochains chapitres : la décision multicritére et la décision dans
I'incertain. Dans le cadre de la décision multicritére, aprés un panorama rapide des
différents types de méthodes existants, nous présentons particuliérement la décision
multicritére ordinale et le cadre axiomatique de la regle d’agrégation nommeée régle
de concordance. Dans le cadre de la décision dans l'incertain, nous nous attachons
a présenter le cadre axiomatique proposé par Savage (1954). Enfin, dans la derniére
partie du chapitre, nous introduisons la notion de point de référence et voyons de quelle
maniére elle est présente en psychologie, économie, théorie du choix social, théorie de

la décision multicritére ou décision dans 'incertain.




6 1. Décision multicritére, décision dans ’incertain

1.1 Théories de la décision

1.1.1 Science(s) de la décision

Prendre une décision, c’est trancher entre plusieurs possibilités et choisir celle qui sera
effectivement mise en oeuvre. De la prise de décision simple et quotidienne (fromage ou
dessert 7 Cravate bleue ou cravate rose ?7) a la prise de décision complexe et exceptionnelle
(quel site retenir pour le barrage des Trois Gorges?), chacun a pu faire 'expérience de
cette action et donc se retrouver & un moment donné dans la peau d’un décideur. C’est
souvent sans y réfléchir que nous prenons nos décisions. Mais les hommes de sciences
veillent, et un tel acte ne pouvait rester anodin et délaissé par la communauté scientifique !
C’est d’ailleurs en réalité plusieurs communautés qui se sont intéressées a la prise de
décision :

— les économistes : en micro-économie, il est indispensable de comprendre pourquoi
le consommateur décide d’acquérir tel bien plutét que tel autre, et quelles sont les
raisons de son choix, afin de pouvoir ’anticiper et ainsi mieux répondre a sa de-
mande d’une part, et gagner des parts de marché d’autre part. La compréhension de
la notion de décision individuelle est donc essentielle pour les économistes, et a été
étudiée par nombre d’entre eux. Dans un autre domaine, la prise de décisions stra-
tégiques au sein d’une organisation dépend de nombreux parameétres et a souvent
des conséquences importantes sur le développement des activités de cette organi-
sation. Un champ important d’études a été consacré a la rationalisation de la prise
de décisions stratégiques, domaine développé également dans le cadre militaire.

— les psychologues : la compréhension psychologique et physiologique du processus
de prise de décision est un des champs de recherche de la psychologie, et en parti-
culier de la psychologie expérimentale. De nombreux travaux de mises en situation
ont permis de valider ou d’infirmer certaines théories de la prise de décision, en
mettant en avant des décisions conformes ou non aux résultats attendus.

— les sociologues : en sociologie des organisations, I’étude de la prise de décision
concerne particuliérement le processus de décision collective : par quel processus un
groupe de personnes ayant chacune un avis sur une question va-t-il pouvoir prendre
une décision. En particulier, le probléme se pose a chaque élection : la grande
variété des processus électifs existants montre bien qu’aucune solution entiérement
satisfaisante n’a été trouvée. Au sein des organisations, la sociologie de la décision
améne & décrire les processus décisionnels mis en place, mais aussi & comprendre
sur quel systéme de croyances les comportements des individus sont basés afin de

pouvoir les décrire rationnellement.
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— les mathématiciens : les statisticiens et probabilistes ont depuis longtemps utilisé
leurs résultats pour éclairer la prise de décision en contexte incertain. S’appuyant
sur les événements passés pour inférer ’avenir, ils ont pu développer des théo-
ries basées sur I’espérance d’une situation donnée pour prendre des décisions. Par
ailleurs, en programmation mathématique et en recherche opérationnelle, I’aide a
la décision est vue comme la recherche de I'optimum d’une fonction. La plupart
des travaux en mathématique de la décision concernent donc la modélisation de
préférence et la production d’algorithmes performants de recherche d’un optimum.

— les informaticiens : les systémes informatiques sont de plus en plus amenés a
prendre des décisions de maniére autonome ou en lien avec un utilisateur. Il peut
s’agir d’aider & une décision humaine extrémement importante, nécessitant une pré-
paration rationnelle des décisions, ou il peut s’agir d’une décision automatique, ot
un agent autonome est amené & prendre de nombreuses décisions que I’on souhaite
efficaces dans la majorité des cas. Le développement du domaine de 'intelligence
artificielle a mis en lumiére de nouveaux besoins de modélisation de la prise de dé-
cision, et de nouvelles solutions permettant des prises de décisions effectives dans
le cas de systémes autonomes par exemple.

Le prix d’économie décerné par la banque de Suéde en I'honneur d’Alfred Nobel

a souvent permis d’honorer des travaux particuliérement intéressants en théorie de la
décision, et ce méme si les auteurs distingués n’étaient pas considérés comme des écono-
mistes. Parmi les récipiendaires du prix ayant particuliérement enrichi par leurs apports
la théorie de la décision, on peut noter K.J Arrow (en 1972), M. Allais (en 1988), A.
Sen (en 1998), économistes, mais aussi J. Nash (en 1994) et R. Aumann (en 2005), ma-
thématiciens, H. Simon (en 1978), sociologue ou D. Kahnemann (en 2002), psychologue.
La grande variété des parcours des chercheurs et praticiens de la science de la décision
permet d’avoir des éclairages trés variés sur les types de problémes rencontrés, et nourrit
la richesse des différentes approches. C’est ainsi que 1’on peut trouver des articles liés a
la théorie de la décision dans des journaux d’horizons divers tels que, sans exhaustivité :
Econometrica, European Journal of Operationnal Research, 4°0OR, Journal of Artifical
Intelligence, Journal of Mathematical Psychology, Journal of Political Economy, Mathe-
matic and Social Science, Operation Research, Public Choice, Social Choice and Welfare,

Theory and Decision, Management Sciences...

1.1.2 Aide a la décision et intelligence artificielle

La modélisation de la prise de décision est donc au coeur des préoccupations d’une
importante communauté scientifique, ce qui a permis I’émergence de nombreux modéles
théoriques. Prendre une décision est un acte simple quand toutes les alternatives sont

connues, qu’elles sont peu nombreuses, qu’elles peuvent étre évaluées de maniére unique,
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et qu’il n’y a qu’une seule personne qui décide. Cependant, si les alternatives ou leurs
conséquences sont imparfaitement connues, si leur nombre est trop important pour qu’une
approche systématique puisse étre envisagée, si elles doivent étre évaluées selon plusieurs
critéres partiellement conflictuels, ou si plusieurs personnes sont amenées & se prononcer,
alors la prise de décision devient un acte complexe (et passionnant & étudier). Chacune
de ces difficultés a donné naissance & un champ particulier de recherche. On distingue

donc souvent, sans exhaustivité, les domaines suivants :

1. La décision en environnement incertain. On parle d’environnement incertain
quand les futurs états du monde sont inconnus. Le décideur ne connait donc pas
avec exactitude les conséquences de ses actes, qui peuvent varier suivant I’état de
I’environnement extérieur au moment de la réalisation. Il est donc a priori difficile
de choisir une action qui pourra s’avérer trés pertinente dans un cas particulier,

mais peut étre moins dans d’autres cas.

Exemple 1 Lors d’un pari sur une course de chevauz, le résultat de la course n’est
pas connu (sauf en cas de tricherie!) au moment o le parieur choisit le cheval sur
lequel il va miser. Les conséquences de la décision, gain ou perte d’argent, dépendent

de létat de la nature apres la course (quel cheval a gagné).

Depuis Knight (1921), on distingue la décision dans le risque de la décision dans
I'incertain. La décision est dite dans le risque si on suppose qu’il existe une fonction
de probabilité sur les états de la nature, et que cette fonction de probabilité est
parfaitement connue du décideur au moment ou il prend sa décision. La décision
est dite dans l'incertain dans les autres cas. De nombreux outils formels ont été
développés dans le cadre de la décision dans le risque et 'incertain : en particulier,
le modele d’utilité espérée de von Neumann et Morgenstern (1947) et celui de
l'utilité espérée subjective de Savage (1954) sont considérés comme étant les bases
d’une théorie classique de la décision dans le risque ou l'incertain. L’un comme
l'autre aide a la prise de décision par ’affectation & chaque alternative d’une valeur
calculée comme étant ’espérance d’une fonction d’utilité sur les résultats, obtenue
par rapport & une mesure de probabilité sur les états futurs de la nature : mesure
de probabilité unique et objective dans le cas de la décision dans le risque (Von
Neumann et Morgenstern), ou mesure subjective et dépendant du décideur dans
le cas de la décision dans incertain (Savage). Les ouvrages collectifs de Bouyssou
et al. (2000) et Bouyssou et al. (2006) présentent un panorama trés complet de la

décision dans le risque et l'incertain.

2. L’optimisation combinatoire : dans le cas ou les alternatives sont trop nom-
breuses pour pouvoir étre dénombrées, il est nécessaire de faire appel a des algo-
rithmes spécifiques permettant de détecter les solutions optimales en un sens précisé

a 'avance.
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Exemple 2 Le probléme du voyageur de commerce (introduit par Hamilton, po-
pularisé par Menger) consiste & trouver le plus court chemin passant par chacune
des villes d’un ensemble déterminé a ’avance. Le nombre de circuits possibles étant
égal a la factorielle du nombre des villes, ce probléme devient trés vite d’une taille
trop importante pour pouvoir faire [’objet d’une comparaison exhaustive de tous les
circuits possibles afin d’en retenir le meilleur. Il faut alors utiliser des algorithmes
spécifiques permettant d’obtenir des solutions approrimatives dans un temps raison-

nable, ou des solutions optimales exactes dans des temps parfois trés longs.

Depuis Euler (1736) ou Hamilton (1856), les avancées techniques dans le domaine
informatique, accroissant d’année en année la vitesse de calcul des ordinateurs, de
méme que les progrés algorithmiques ont permis & de nombreux problémes d’op-
timisation combinatoire de trouver une solution. Les travaux des pionniers de la
recherche opérationnelle ont été suivis par une multitude de chercheurs au cours de
ces cinquante derniéres années (voir par exemple Gondran et Minoux (1995) pour

un ouvrage de référence).

3. la théorie du choix social : cette théorie étudie la problématique du passage de
préférences individuelles & une préférence collective. La prise de décision collective
induit un certain nombre de problémes ayant trait & la cohérence de la décision
en présence d’avis divergents de la part des individus. En particulier, en théorie
des élections, I’étude des procédures de vote ameéne & considérer de maniére systé-
matique les propriétés inhérentes a telle ou telle procédure en terme d’effets sur le

résultat final & partir des préférences initiales.

Exemple 3 En démocratie, le choixz de représentants du peuple amenés a légiférer
se fait sur la base d’élections. Cependant, le résultat de ces élections peut étre tota-
lement différent suivant le mode de scrutin : scrutin majoritaire o un tour, scrutin

majoritaire 4 deuz tours, scrutin proportionnel...

On fait généralement remonter l'origine de la théorie du choix social aux travaux
fondateurs sur les processus électoraux proposés par Borda (1781) et Condorcet
(1785). Plus récemment, la théorie du choix social s’est développée particuliére-
ment a la suite des travaux de Arrow (1951) montrant I'impossibilité d’obtenir
une procédure de vote respectant des propriétés considérées comme naturelles en
démocratie. De nombreux articles sur les mécanismes d’agrégation de préférences
individuelles, les mécanismes de votes ou les mécanismes de partage équitable ont
été publiés depuis tant dans des revues de sciences politiques ou économiques que
dans des revues de mathématiques ou de psychologie. Parmi les ouvrages de ré-
férence en ce domaine, nous pouvons citer ceux de Arrow (1974) et Arrow et al.
(2002), et parmi les travaux de référence ceux de Aizerman et Aleskerov (1995),
Batteau et al. (1981), Fishburn (1973), Kelly (1987), ou Pattanaik et Salles (1983).
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4. la décision multicritére : en décision multicritére, on suppose que les différentes
alternatives se présentant au décideur peuvent étre décrites sur un certain nombre
de critéres. Les valeurs des alternatives sur ces critéres représentent la prise en
compte de points de vue diversifiés , en général non réductibles & un seul critére.
Par exemple, lors du choix d’un projet industriel, nous pouvons considérer les points
de vues économiques, sociaux, environnementaux, etc : un projet relativement bon
suivant un critére le sera souvent beaucoup moins suivant un autre critére. Ces
critéres sont souvent La difficulté est d’arriver & obtenir une comparaison relative
des alternatives, afin de guider le choix du décideur vers la solution qui lui parai-
tra optimale. En effet, la notion d’optimisation "dans I’absolu" est vide de sens en
décision multicritére, car il n’existe généralement pas d’alternative optimisant tous
les critéres simultanément. Il est donc nécessaire de prendre en compte de ’'infor-
mation supplémentaire, en particulier I'importance relative de chaque critére et les

relations existantes entre les différents critéres.

Exemple 4 Choisir un logement n’est pas une affaire aisée. Il est nécessaire de
prendre en compte différents critéres parfois contradictoires : le prixz que ['on cherche
a minimiser, la surface que l'on cherche a optimiser suivant ses besoins (ni trop
petite, ni trop grande), la situation géographique, 'aménagement intérieur, l’état
général du logement au moment de l'aménagement... Ces critéres ne sont pas 1é-
ductibles o un seul, tel une moyenne, car des interactions entre critéres peuvent
apparaitre : ’état général du logement ne servira qu’a départager deux logements

qui satisfont déja la condition de surface par exemple.

Différents types de modéles ont été développés en théorie de la décision multicri-
tere : d’un coté, les approches liées de maniére générale & une utilité multi-attribut,
en particulier une utilité additive (voir Leontief (1947), Debreu (1954, 1960), Fish-
burn (1970), Keeney et Raiffa (1976)); d’un autre coté, les approches basées sur
I'utilisation de graphes de préférence, aboutissant non pas a un critére unique de
synthése mais simplement & une relation de préférence de synthése (voir Roy (1985),
Schérlig (1985), Vincke (1992), Roy et Bouyssou (1993), Pomerol et Barba-Romero
(1993), Perny et Roubens (1998)).

Récemment, certains travaux ont exploré des problémes se situant & l'intersection
de deux (ou plus) de ces domaines, comme par exemple l'optimisation combinatoire
multicritére : on trouvera des états de I’art récents de ce domaine dans Ulungu et Teghem
(1994), Ehrgott et Gandibleux (2000), Colette et Siary (2002), Spanjaard (2003).

Les quatre domaines que sont la décision dans l'incertain, I’optimisation combina-
toire, le choix social et la théorie de la décision multicritére ont chacun développé des
liens étroits avec 'informatique. En effet, en optimisation combinatoire, la puissance de

calcul des ordinateurs et la recherche théorique d’algorithmes de plus en plus performants



1. Décision multicritére, décision dans I’incertain 11

permettent de résoudre en un temps raisonnable, de maniére exacte ou approchée, des
problémes apparaissant comme trop complexes il y a quelques années encore. En aide &
la décision, la multiplicité des systémes informatiques (logiciels) destinés & assister une
décision humaine permet d’exploiter la richesse des modéles existants en décision dans
I'incertain ou en décision multicritére. Dans le domaine de l'intelligence artificielle en-
fin, les systemes intelligents s’acquittant de maniére autonome de taches décisionnelles
diverses nécessitent I’exploitation des résultats tant dans le domaine de la décision col-
lective que dans ceux de la décision dans lincertain et de la décision multicritére :

— dans un environnement complexe, un agent autonome recoit de nombreuses infor-
mations complémentaires, correspondant & autant de points de vue parfois contra-
dictoires. L’analyse de ces informations grace a ’analyse multicritére lui permet
de confronter, hiérarchiser et agréger ces différentes informations sur son environ-
nement afin de pouvoir prendre une décision optimale en fonction de son objectif.

— P’environnement dans lequel évolue un agent intelligent, et plus encore I’évolution
de cet environnement n’est que trés rarement connu avec précision. Il est alors
nécessaire de se fonder sur des modéles de décision dans I’incertain pour pouvoir
prendre une bonne décision de maniére rationnelle.

— dans le cas ou plusieurs agents autonomes s’acquittent ensemble d’une tache collec-
tive, il est essentiel de bien réfléchir a la maniére dont chacun pésera sur la décision
finale. Les résultats théoriques en matiére de décision collective sont alors es-
sentiels pour assurer la participation effective des différents agents au processus
décisionnel.

Nos travaux se situent particuliérement dans les domaines de la décision multicritére

et de la décision dans l'incertain. Nous allons donc détailler ces deux domaines dans les

parties suivantes.

1.1.3 Approche axiomatique et approche pragmatique

L’activité des chercheurs en aide a la décision est généralement tournée vers 'un des

deux aspects suivants :

— L’approche "pragmatique" : elle consiste & proposer une ou plusieurs méthodes
d’aide & la décision & la communauté des décideurs et des experts. Il s’agit de
trouver une maniére pertinente d’agréger les informations disponibles dans un cas
précis afin de pouvoir répondre & la question que se pose le décideur. Il faut ensuite
décrire cette méthode & l’aide de certains parameétres, et proposer un processus
d’utilisation de cette méthode. La production d’un outil informatique (logiciel)
spécifique permet enfin 1'utilisation concréte de cette méthode. On consultera avec
profit la bibliographie d’applications concrétes commentées dans 'ouvrage de Roy

et Bouyssou (1993) pour des exemples d’articles exposant 'utilisation de telle ou
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telle méthode d’aide a la décision multicriteére.

— L’approche "axiomatique" : cette approche s’intéresse & la caractérisation des mé-
thodes d’aide & la décision. Proposer une axiomatique pour une régle de décision,
c’est répondre a la question : quelles propriétés de la relation de préférence ob-
tenue & partir d’une certaine méthode sont caractéristiques de cette méthode?
Sur quelles hypothéses implicites ou explicites s’appuient-elles, et possédent-elles
d’éventuels biais de résultat 7 Dans une vision prescriptive, I’approche axiomatique
permet ainsi de proposer I'utilisation de telle ou telle méthode suivant les propriétés
voulues sur la relation de préférence résultante. Elle permet aussi, par I'intermé-
diaire des théorémes d’impossibilité (voir par exemple Arrow (1951)) de montrer
que certaines propriétés souhaitables sur une relation de préférence ne sont pas
compatibles entre elles. Pour une analyse détaillée des problémes de ’analyse axio-
matique, on consultera utilement les ouvrages de bases tel que Sen (1986) pour la
théorie du choix social, Krantz et al. (1971), Roberts (1979), Fishburn (1970) pour
les procédures d’agrégation multicritére ou, plus récemment, Bouyssou et al. (2006)
pour la décision dans I'incertain. La caractérisation des méthodes existantes, ainsi
que I'étude des fondements théoriques de ces méthodes doit par ailleurs permettre
de trouver des méthodes nouvelles, possédant un corpus de propriétés souhaitables,
et d’obtenir des logiciels utilisables d’aide & la décision. Enfin, les chercheurs adop-
tant une approche axiomatique en aide a la décision essaient aussi d’engendrer une
théorie unificatrice des différentes méthodes (voir par exemple, en plus des ouvrages
cités précédemment, Fishburn (1976b) ou Bouyssou et Pirlot (2002b)).

Les travaux présentés ici se situent trés clairement dans le cadre de ’approche axio-
matique, et participent d’une double préoccupation. D’une part, nous avons le souci
de proposer de nouvelles méthodes d’agrégation de préférences, basées sur la prise en
compte de points de référence, et d’élargir ainsi la capacité descriptive et prescriptive des
modeles existants. D’autre part, nous visons a la production de théorémes de représen-
tation, permettant une meilleure compréhension de ces nouvelles méthodes d’agrégation.
Les théoréemes de représentation constituent des outils essentiels pour la modélisation
axiomatique des préférences : il s’agit de caractériser par un ensemble de propriétés né-
cessaires et suffisantes un modéle de préférence donné. Nous allons nous attacher ici &
établir des théorémes de représentation de régles de préférence faisant intervenir un ou
plusieurs points de référence. Dans une approche descriptive, nous supposons que la re-
lation de préférence est connue, et nous cherchons les conditions caractéristiques qu’elle

doit satisfaire pour pouvoir étre représentée par le modéle proposé.
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1.1.4 A vos ordres!

Une relation de préférence sur les éléments d’un ensemble A" est une relation binaire
sur les éléments de cet ensemble, portant une sémantique particuliére. Il est donc fonda-
mental, pour étudier les relations de préférence, de pouvoir effectivement les interpréter
comme des relations binaires. C’est pourquoi nous détaillons dans cette partie les pro-
priétés des différentes relations d’ordre existantes. Le lecteur désireux d’approfondir ces
notions et les liens avec les relations de préférence pourra utilement consulter Krantz
et al. (1971), Roberts (1979), Doignon et al. (1986) ou Pirlot et Vincke (1997).

Relations binaires et relations d’ordre

Rappelons ici quelques propriétés fondamentales des relations binaires.

Définition 1 : propriétés d’une relation binaire
Une relation binaire B dans X est dite :
- réflexive si Vo € X, xBx
— irréflexive si Vo € X, non(zBx)
- symétrique si Vx,y € X, By = yBx
— asymeétrique si aucun couple (x,y) € X x X ne vérifie (xtBy A yBzx)
- transitive si (zBy AyBz) = xBz
- totale (ou compléte) si pour tout couple (z,y) € X x X, xBy ou yBx. Sinon,

la relation est dite partielle.

A partir de ces propriétés, nous pouvons définir deux types de relations binaires sur

X permettant de comparer les différents éléments de X.

Définition 2 : ordre strict

On appelle ordre strict toute relation binaire asymétrique et transitive.

Définition 3 : équivalence

On appelle équivalence toute relation binaire réflexive, symétrique et transitive.

Structure des relations de préférence

Nous détaillons ici les différentes structures de relations manipulées dans le cadre des
travaux en décision. Soit 77 une relation binaire sur X'. On peut déduire de 77 une relation
asymétrique et une relation symétrique. La partie asymétrique de la relation 7~ est notée
>~ et est définie par x > y <= (x Z y et non(y 2 x)). La partie symétrique de la
relation - est notée ~ et est définie par z ~y <= (x ZZ y et y 75 x). Si 77 est transitive,

les relations = et ~ sont aussi transitives.
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Définition 4 : structure de préordre
La relation binaire -, est un préordre sur X si elle est réflexive et transitive. On peut
déduire d’un préordre 7= les relations = et ~ telles que :

— > est asymétrique et transitive, i.e. un ordre strict

— ~ est réflexive, symétrique et transitive, i.e. une relation d’équivalence
Un préordre =~ se décompose donc en une relation d’ordre strict = et une relation d’équi-
valence ~. Si 77 est total sur X, on parle de préordre total, sinon on parle de préordre

partiel.

Définition 5 : structure d’ordre large
On dit que 7= est un ordre large sur X si :
— > est asymétrique et transitive, i.e. un ordre strict
— ~ est l'égalité, 1.e. c~y=>x =1y
Si 7 est total sur X, on parle d’ordre total. S’il existe des incomparabilités, on parle

d’ordre partiel.

Définition 6 : quasi-transitivité
On dit que 7 est une relation quasi-transitive sur X si seule sa partie asymétrique > est

transitive.

En résumé, un ordre large est une relation binaire qui permet de classer sans ex-aequo
les éléments de X, et un préordre est une relation binaire qui permet de les classer avec
des ex-aequo. Un préordre quasi-transitif est un préordre qui n’est pas transitif sur la

partie symétrique (on peut avoir a ~ b, b~ c et a > c).

Exemple 5 Prenons trois ezemples sur 'ensemble X = {a,b,c,d, e}.

1. Ezemples d’ordre large :

a b ¢ d e
al~ < = < =
b= ~ = < > . .

Cet ordre peut aussi s’écrire d = b = a = ¢ > e.

cl< < ~ < =
dl > = = ~ =
el< < < < ~
La relation > sur R, le classement final des clubs du championnat de France de

football, sont des ordres larges.
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2. Exemples de préordre :
a b ¢ d

~ <o~ <
-~ =~
~ <o~
-~ =~
el< < < < ~

Le rang a l'arrivée des cyclistes lors d’une étape du Tour de France, ou tous les

Ce préordre peut aussi s’écrire d ~ b > a ~ ¢ = e.

a0 o9
Y Y Yy yj|o

cyclistes d’un peloton sont crédités du méme temps, est un préordre.

3. Exemples de quasi-ordre :

a b ¢ d e

al~ ~ ~ < —
b~ ~ > < > ,
On note que a ~ ¢, a ~ b mais b = c.
cl~ < ~ < =
d|> = = ~ >

el< < < < ~
La relation "est plus lourd que”, obtenue a l'aide d’une balance de précision 100g

sur trois objets A,B,C de poids respectifs 2.06kg, 2kg, 1.94kg, est un quasi-ordre
car la balance ne distingue pas la différence de poids entre A et B, ni entre B et C

(différence de poids inférieure a la précision de la balance), mais distingue A de C.

Relations usuelles

Le modele classique de la modélisation de préférence (voir Roy (1985), Vincke (1989))
définit quatre types de relations : la relation de préférence stricte, la relation d’indiffé-

rence, la relation de préférence large, et la relation d’incomparabilité.

Définition 7 : relations de préférences

1. Préférence stricte : cette relation correspond o l’existence de raisons claires et
positives qui justifient une préférence significative en faveur de l'une des deux al-
ternatives. Nous noterons a > b (ou aPb) une situation dans laquelle a est signifi-

cativement préféré a b. Cette relation est une relation irréflezive et asymétrique.

2. Indifférence : cette relation correspond a lexistence de raisons claires et positives
qui justifient une équivalence entre les deux alternatives. Nous noterons a ~ b (ou
alb) une situation ot a et b apparaissent indifférents auz yeuxr du décideur. Cette

relation est considérée comme réflexive et symétrique.

3. Préférence large : cette relation correspond a lexistence de raisons claires pour
firmer une préférence stricte de b sur a, sans pour autant étre capable de dire si a

est strictement préféré a b ou s’il lui est indifférent. Nous noterons a 2Z b (ou aSb)
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cette situation. La relation de préférence stricte = apparait alors comme la partie
asymétrique de 7, l'indifférence ~ étant alors la partie symétrique de la relation de

préférence large 7.

4. Incomparabilité : cette relation sera détaillée ci-apres.

Si la relation 7 est compléte, les deux relations > et ~ sont ainsi complémentaires.
Lorsque que deux actions sont indifférentes, rien ne permet d’affirmer une préférence
dans un sens ou dans 'autre. De méme, si il existe une préférence entre a et b, les deux

actions ne peuvent étre indifférentes.
a~b < —(a>bVb>a).

Nous utiliserons par la suite le vocable de relation de préférence pour désigner une
relation 77 sur un espace d’alternatives, en parlant d’indifférence entre a et b si a ~ b, de

préférence stricte de a sur b si a > b et de préférence large de a sur b si a 77 b.

Transitivité

Les relations 7 étant sensées représenter des préférences sur des objets, il peut ap-
paraitre naturel, dans un premier temps, de considérer ces relations comme étant tran-
sitives : si je préfére 'objet a & I'objet b, et 'objet b a I'objet ¢, il y a toutes les chances
pour que je préfére aussi I'objet a a 'objet ¢. C’est par exemple le cas sur ’ensemble

des nombres entiers, si 'on identifie la relation "supérieur &"

(>) a la preéférence et la
relation "égal a" & 'indifférence. Il n’en est cependant rien en pratique, et nombreux sont
les exemples de relations de préférence non transitives, (cf exemple ci-dessous). Dans le

reste de ce document, nous ne supposerons pas ~ et = transitives a priori.

Exemple 6 Intransitivité de l’indifférence

Une alternative a peut étre parfaitement indifférente o deux autres b et ¢, sans que celles-
ci soient elles-mémes indifférentes entre elles. C’est le cas par exemple s’il existe un sewil
d’indifférence. L’exemple classique (voir par exemple Luce (1956)) est celui des tasses de
café numérotées to, ..., t1o0, telles que la tasse t; contiennent © centiémes d’un morceau
de sucre. Considérons une relation binaire 7 signifiant "r = y <= x apparait comme
plus sucrée que y" et "x ~y <= x apparait comme étant aussi sucrée que y". Pour
la plupart des dégustateurs, on ne peut faire la différence entre la tasse t; et t;+1 car la
différence de tauz de sucre est trop ténus.. D’ot t; ~ t;11. Par contre, la tasse non sucrée
n’apparait pas comme indifférente & la tasse sucrée avec un morceau entier : ty % tioo- 1l

n’y a donc pas transitivité de lindifférence.
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Exemple 7 Intransitivité de la préférence

Lintransitivité de la préférence stricte est connue depuis longtemps, en particulier depuis
Condorcet (1785) sur les procédures de vote a la magjorité. Considérons trois amis décidant
d’aller au cinéma, et ayant le choix entre un film d’amour (a), un film de série B (b) et

une comédie (c). Les préférences sont les suivantes :

Personne 1 a»=1b=1c
Personne 2 b =9c =2 a
Personne 3 c¢»>3a>3b

Une procédure de choix collectif consiste a agréger les trois relations "1, 7o, 73 en
une relation de préférence collective >-. Si la procédure d’agrégation consiste a préférer
collectivement l'alternative recueillant la majorité des suffrages, nous constatons, en com-
parant les alternatives deuz o deuz, que a > b, b = c et ¢ = a : la préférence collective

n’est pas transitive.

Relation d’incomparabilité

11 arrive que le décideur ne puisse (ou ne veuille) exprimer une préférence ou une
indifférence entre deux alternatives. Nous parlerons alors d’incomparabilité des deux al-
ternatives, notée aRb si a et b sont incomparables. La relation R est symétrique, irré-
flexive, et naturellement non transitive. Ce type de situation peut se rencontrer lorsque
les informations sur les alternatives sont insuffisantes pour trancher, ou quand les deux
alternatives considérées sont trés différentes I'une de 'autre, avec un profil trés contrasté

pour chacune.

Exemple 8 Incomparabilité

Prenons le cas ot un individu souhaite acheter une nouvelle voiture. Les critéres retenus
pour son choix sont : le confort, l’espace intérieur, la consommation, la vitesse mazimale,
lesthétique, tous notés de 0 (moins bonnes performances) a 10 (meilleures performances).

Quatre voitures sont retenues :

Voiture type confort espace intérieur consommation vitesse esthétique
71 familiale 7 8 7 4 2
Vs familiale 8 9 7 4 3
Vs sportive 2 3 2 8 8
Vy sportive 3 3 4 9 8

Il est facile d’imaginer que Vo 77, Vi, car sur chaque critére la performance de Vo est
meilleure que celle de Vi (on dit qu’il y a dominance de Vo sur Vi ). De méme, on voit
que Vy = V3 car Vy domine V3. Mais que dire de Vi et Vs, ou Vi et Vi 2 1l est difficile de
comparer des voitures tellement différentes. En l'absence d’informations supplémentaires

on peut étre amener a les déclarer incomparables.
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Dans le cadre de la théorie de la décision, il est préférable de limiter le nombre de cas
d’incomparabilité, méme si le fait de ne pouvoir comparer deux alternatives est déja une
information en soi. C’est pourquoi de nombreuses méthodes permettant une comparaison
plus fine que la simple relation de dominance ont été développées tant dans le cadre de la
décision multicritére que de la décision dans l’incertain, ainsi que nous allons le présenter

dans les sections 1.2 et 1.3.

1.2 Décision multicritére

1.2.1 Cadre de la décision multicritére

Il existe une grande diversité d’approches et de modeéles en théorie de la décision
multicriteére. Cet état de fait est justifié par la grande variété des situations pratiques
dans lesquelles le décideur peut se trouver. En particulier, il est nécessaire de déterminer

les paramétres suivants :

la nature de l'ensemble des alternatives (continu ou discret), et la taille de cet
ensemble.
— la nature des informations servant de primitives a I’évaluation des alternatives

(ordinale, cardinale).

la méthode d’agrégation des critéres a utiliser (critére unique de synthése ou relation

de synthese).

— la nature des préférences (stable dans le temps ou évolutive), pour évaluer la né-
cessité d’une approche interactive.

A partir de ces différents paramétres, il est possible de choisir la méthode la plus

adaptée au cas étudié :

1. Si I’ensemble des alternatives possibles est continu, défini en compréhension par un
ensemble de contraintes, les difficultés sont principalement la recherche de solutions
réalisables, dont il existe potentiellement une infinité, et la sélection de la meilleure
d’entre elle. Plusieurs méthodes de recherche de la meilleure alternative existent

basées sur la construction d’un critére unique et ’optimisation de ce critére :

(a) "Goal Programming" : cette méthode consiste a fixer un niveau d’aspiration
pour chaque critére (la cible a atteindre), puis a chercher la solution dans
I’espace des alternatives qui minimise une somme pondérée des déviations
a cette cible (Charnes et al. (1955)). Généralement, comme les critéres sont
conflictuels, la cible ne peut pas étre atteinte par une alternative réalisable. La
solution se rapprochant le plus de la cible est alors obtenue par un algorithme
d’optimisation. Cependant, si la cible a été sous-estimée, il peut arriver que cer-
taines alternatives soient meilleures que la cible. La méthode donne alors une

bonne solution, satisfaisant les niveaux requis, mais pas une solution meilleure
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que la cible méme si celle-ci existe. De plus, la somme pondérée fait qu’un tres
mauvais score sur un critére peut étre totalement compensé par un trés bon
score sur un autre critére : le "goal programming" ne favorise pas les solutions

de compromis face aux solutions trés déséquilibrées.

Programmation multi-objectifs : comme pour la méthode du "goal program-
ming", la programmation multi-objectifs consiste a fixer un point de référence
dans D’espace des alternatives et a trouver une alternative la plus proche pos-
sible de ce point. La différence porte sur la norme utilisée pour calculer la
distance entre l’alternative de référence et l’alternative solution. La norme
de Tchebycheff apparait aujourd’hui comme le meilleur choix pour favoriser
des solutions de compromis (Benayoun et al. (1971), Roy (1976), Wierzbicki
(1980, 1999)). Il est possible aussi de rechercher, de la méme maniére, non
pas la meilleure solution, mais un sous-ensemble d’alternatives efficaces repré-
sentant un bon compromis (Steuer et Choo (1983), Steuer (1986), Lévine et
Pomerol (1986), Vanderpooten et Vincke (1989)).

Exploration interactive de la frontiére de Pareto : basées sur les techniques
d’optimisation précédentes, les méthodes interactives permettent au décideur
d’interagir avec 'ordinateur pour préciser ses préférences. Le processus de
décision consiste alors en une alternance de phases de calculs produisant un
optimum local satisfaisant, et de phases de dialogue ou le décideur peut préci-
ser ses choix pour permettre une recherche affinée de la solution optimale. Les
principales difficultés de cette approche sont d’une part le temps de calcul, qui
doit étre suffisamment court pour permettre une interaction en temps réel, et
d’autre part le compromis entre la liberté laissée au décideur de changer les

parameétres et la nécessité de conserver un processus convergent.

2. Sil’ensemble des alternatives est discret et fini, il existe plusieurs méthodes dépen-

dant de la taille de 'ensemble : défini en compréhension, avec un nombre combina-

toire d’éléments, ou en extension avec un petit nombre d’éléments.

(a)

dans le cas combinatoire, que ’ensemble des alternatives soit discret ou continu,
la difficulté du probléme est due au fait de ne pas connaitre explicitement 1’en-
semble des alternatives potentielles. Il est donc nécessaire de simultanément
détecter les solutions réalisables et déterminer quelles sont les meilleures en
considérant plusieurs critéres. Dans de nombreux cas, le probléme combina-
toire sera simplifié :
— soit par la synthése des critéres en un unique critére de synthése, afin de se
ramener & un probléme classique d’optimisation. Cependant, le critére de

synthese n’est généralement pas linéaire, ni méme calculable en un temps
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linéaire, ce qui rend 'optimisation particuliérement difficile quand le nombre
d’instances croit.

— soit en considérant un sous-ensemble des alternatives potentielles, ce qui
évacue l'aspect combinatoire du probléme. La difficulté est alors de valider
la représentativité de ’échantillon des alternatives retenues. Cependant dans
ce cas la solution trouvée n’est qu’approximative, et il n’y a pas d’autres
possibilités que exploration systématique (énumération implicite) des alter-
natives potentielles pour résoudre exactement le probléme. Depuis Hansen
(1980), ce probléme a été étudié par plusieurs auteurs dont on trouvera un
apercu dans Ehrgott et Gandibleux (2000).

(b) dans le cas ou le nombre d’alternatives est peu élevé, les problémes de dé-
cision permettent de porter une attention accrue aux interactions entre les
critéres. Comme il sera détaillé dans la section 1.2.3 ci-dessous, il existe deux
principales méthodes pour comparer les alternatives entre elles : passer par un
critére unique de synthése, a travers une fonction d’utilité additive (Keeney et
Raiffa (1976)) ou non additive (Grabisch (1996), Grabisch et Roubens (2000)) ;
ou comparer critére par critére les alternatives afin d’obtenir une relation de

surclassement de synthése (voir Roy (1968, 1973, 1985, 1996)).

Les travaux présentés dans cette thée se situent dans le cadre des ensembles d’alter-

natives discrétes non combinatoire.

1.2.2 Définitions et notations

Formellement, un probléme de décision multicritére est caractérisé par un ensemble
d’alternatives X, et un ensemble d’attributs N = {1,...,n} utilisés pour décrire les
alternatives. Soit (Xj,7Z;) une échelle ordonnée finie ou X; est ’ensemble des valeurs
prises par les alternatives de X sur l'attribut ¢ € N, et 77; est un préordre complet sur
X;. On peut alors voir 'ensemble X comme le produit cartésien des ensembles attributs,
et X = X1 x ... x X, est alors appelé 'espace multicritére. On suppose que chaque
ensemble X; posséde au moins trois niveaux différents.

On note C'(z,y) 'ensemble {j € N, z; Z; y;j}. On note z = (x4, y—4) 'élément de X tel
que zj = x; 81 j € Aet zj = y;si j € A. On note également par convention simplificatrice
(w3, y—i) Vélément (245, y—131)-

Une procédure d’agrégation consiste a obtenir une relation de préférence globale -

sur X & partir des valeurs prises par les alternatives sur chaque critére &;. Montrons sur

un exemple la modélisation et la problématique d’une situation de décision multicritére :

Exemple 9 Une agence de voyage souhaite pouvoir proposer, sur son site internet, un

classement des séjours de vacances (clubs, hotels, chambres d’hétes...) personnalisé sui-
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vant les demandes du client. Elle a identifié quatre critéres principaus sur lesquels se
basent ses clients pour effectuer leurs choiz, une fois la destination sélectionnée : le priz
(1), le confort (2), la proximité du site touristique choisi (3) et lavis général des guides
touristiques les plus connus (4).

Les performances de chaque lieu potentiel sont évaluées suivant trois échelles diffé-
rentes. Le priz est en euros (et d’autant plus apprécié qu’il est bas!), le confort est noté de
z€ro a cing étoiles, la distance au site choisi (que l'on cherche a minimiser) est répartie

en quatre catégories (A : sur place; B : a prozimité ; C : dans les environs, D : €éloigné)

n—umn n_n

et l'avis des gquides est modélisé par un des trois niveauz "+", ou

Nous pouvons considérer les quatre alternatives suivantes :

12 3
b 40 *** B+
2 60 0 =
80 O 4
zt 60 A =

L’ensemble X est le produit cartésien X1 X Xo X X3 X X4. Nous ne connaissons ici que
le sous-ensemble de X composé des quatre alternatives x', x2, 3, x*, décrites sur quatre
criteres. D’apres les informations en notre possession sur les échelles des critéres, nous
pouvons considérer que X| est un sous-ensemble de RT, Xy = { % *% ##¥ fhdh shdds
X3 = {A,B,C,D} et Xy = {+,=,—}. Il est facile de comparer les alternatives x' et
x2. En effet, nous pouvons constater que pour tous les critéres, les performances de lal-

ternative !

sont au moins aussi bonnes que celles de Ualternative v (autrement dit,
C(z',2%) = {1,2,3,4}). On dit alors que x1 domine x2. Suivant un principe d’unani-
mité, nous pouvons déduire que l'alternative x' est préférée a lalternative 2. Comparons
maintenant les alternatives x> et x* : x3 possédent de bons scores sur les critéres 2 et
4, et x* sur les critéres 1 et 3. Afin de pouvoir comparer les deuzr alternatives, il est
donc impératif de connaitre l'importance relative des critéres, ainsi que les équivalences
éventuelles entre les scores sur chaque critére. Par exemple, est-ce que le prix plus élevé
de 23 est "compensé” par le fait que Dalternative x> est plus confortable que x* 2 Ce n’est
qu’une fois connu les éventuelles compensations ou interactions entre critéres que nous

3

pourrons décider laquelle des deux alternatives x3 ou x* est préférée a l'autre.

1.2.3 Schéma général pour 1’agrégation des préférences

De maniére générale, deux voies différentes peuvent étre envisagées pour agréger les
différentes valeurs des critéres de deux alternatives & comparer, voies dont nous emprun-
tons les dénominations & Perny (2000) et Grabisch et Perny (2003) :

— la voie "agréger puis comparer" : il s’agit, pour chaque alternative, d’agréger toutes

les valeurs prises sur chacun des critéres pour obtenir un "score" unique pour cha-
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cune des alternatives, un critére unique de synthése. Il suffit ensuite pour comparer
deux alternatives de comparer leurs scores respectifs.

La théorie des méthodes basées sur la définition d’un critére unique de synthése
(une fonction d’utilité, ou MultiAttribute Utility Theory, MAUT) a été développée
depuis les années 70 principalement aux Etats-Unis (voir Keeney et Raiffa (1976)).
Elle est basée sur un modeéle ou les préférences sont représentées par un critére
unique, appelé "utilité", qui est défini par une somme pondérée d’utilités partielles,
qui sont supposées quantifier les avantages d’une alternative suivant 'un ou 'autre
des attributs. Cette théorie est toujours d’actualité aujourd’hui. Une littérature
abondante a été développée sur les problémes d’élicitation de cette information né-
cessaire a la mise en pratique effective de ces méthodes (voir par exemple Fishburn
(1967) ou Farquhar (1984)).

— la voie "comparer puis agréger" : il s’agit ici au contraire de comparer, critére
par critére, les deux alternatives afin d’obtenir autant de relations de préférence
partielles entre les deux alternatives qu’il existe de critéres, puis d’essayer d’agréger
ces préférences partielles en une préférence globale. Ces méthodes, basées sur une
représentation des préférences par des graphes, a été développée depuis 1975, en
particulier en Europe et dans la communauté francophone. Cette approche est
moins gourmande en informations initiales, mais donne par conséquent des résultats
moins discriminants que MAUT (voir Roy (1968, 1973, 1985, 1996)).

Ces deux approches sont résumées sur le schéma ci-dessous :

r=(21,...,75) a a(z),a(y)
y=(1,--Yn) -
le be
c(z1,91), -+ (Tns yn) o P(z,y)

c(y17 .’El), sty C(yn7 xn)

L’approche "agréger puis comparer" peut donc se modéliser de maniére générale de
la fagon suivante :
zZy < d(a(z)a(y) =0

La fonction a sert & agréger les valeurs prises par les alternatives sur chacun des critéres en
un score unique. La fonction ¢’ sert & comparer les deux scores obtenus afin de déterminer
lequel est supérieur a 1’autre.

L’approche "comparer puis agréger" peut se modéliser de maniére générale de la fagon
suivante :

zZy < d(c(z,m),- .- c(Tn,yn)) 20

La fonction ¢ sert a comparer, critére par critére, les valeurs prises par chacune des

alternatives; par exemple, dans le cas d’une relation de préférence partielle, on puet
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poser c(z;, y;) = 18t @ =; yi, c(xi,yi) = —1 st 2 <i yi et (i, y) = 081 2 ~; y;. La
fonction o’ permet ensuite d’agréger ces préférences sur chaque critére en une préférence

unique.

1.2.4 Approche agréger puis comparer

Utilisée trés largement en sciences économiques (ou les critéres peuvent se ramener
a une interprétation en terme monétaire), cette approche est relativement simple et in-
tuitive dans le contexte ou les alternatives sont en nombres finis ou dénombrables. De
nombreux modéles sont basés sur cette approche, que ’on peut modéliser sous la forme
générale z - y <= g(z) —g(y) > 0, ou g(x) est une fonction telle que g(z) =
F(ui(z1),...,un(xy)). La fonction d’agrégation a du schéma ci-dessus est ici la fonction
F(ui(.),...,un(.)). La fonction ¢’ de comparaison est alors simplement ¢ (a(x),a(y)) =
a(z) — a(y). Les différentes procédures d’agrégation se différencient par la forme de la
fonction F' utilisée, les différentes fonctions d’utilité u; et 'information inter-critére prise
en compte. La plus connue de ces méthodes est I'utilité additive multi-attribut (MAUT).
Les fonctions u; sont des fonctions d’utilité mesurant la satisfaction sur chaque critére,
I'information inter-critére étant modélisée par des poids différents pour chaque critére. La
caractérisation axiomatique de telles procédures, dans le cas ou la fonction F' est additive,
est établie depuis longtemps (voir Scott (1964), Fishburn (1970), Keeney et Raiffa (1976),
Wakker (1989)). Elle est basée sur un axiome de solvabilité, permettant de comparer di-
rectement entre elles les valeurs obtenues sur les différents critéres, toutes choses étant
égales par ailleurs. Comme cette approche est totalement compensatoire, il est nécessaire
de connaitre quelle performance sur un critére peut compenser une performance sur un
autre critére. Ces informations ne sont pas évidentes & obtenir, en particulier dans le cas
ou les critéres sont évalués sur des échelles différentes (temps, vitesse, argent...).

Plus récemment, des extensions de l'utilité multi-attribut au cas ou ’agrégation est
non-additive ont été proposées, basées sur l'utilisation d’une mesure de capacité, qui
permet de fixer un poids non seulement pour chaque critére, mais aussi pour chaque coa-
lition de critéres (voir par exemple Fishburn (1975), Schmeidler (1986), Grabisch (1996),
Marichal (2000), Gonzales et Perny (2004)). La capacité descriptive de tels modéles se
trouve renforcée, au détriment du surplus d’information sur les importances relatives des
différentes coalitions de critéres nécessaire a la mise en oeuvre effective d’une telle mé-
thode. Ces méthodes utilisent des mesures floues (Sugeno (1974)), ou capacités (Choquet

(1953)) pour évaluer 'importance de chaque critére ou coalition de critéres.

1.2.5 Approche comparer puis agréger

Dans les méthodes multicritéres d’aide & la décision, on se trouve souvent dans le cas

ou l'information disponible sur les alternatives est pauvre et incompléte : il peut étre
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impossible de quantifier précisément la performance de chaque alternative sur chacun
des critéres, et seul une relation de préférence des alternatives sur un critére peut alors
étre connu. Il est donc intéressant d’étudier des méthodes purement ordinales d’aide &
la décision, et en particulier les procédures d’agrégation des préférences ordinales (voir
par exemple Roy (1973), Fodor et Roubens (1994), Perny et Roubens (1998)). Dans
I’ensemble, cette approche a moins été ’objet de recherches que 1’approche utilisant
un critére unique de synthése (approche "agréger puis comparer"). Il existe cependant
quelques régles de décision bien établies dans ce cadre, en particulier les regles basées sur
le principe de concordance et de non discordance. Elles sont & la base des méthodes de
type ELECTRE, comme des méthodes TACTIC et PROMETHEE.

La méthode ELECTRE est la plus ancienne des méthodes d’aide multicritére a la
décision utilisant le principe de concordance. Proposée par Roy (1968), elle a connu plu-
sieurs variantes, entre autres ELECTRE III , (Roy (1978)), variante utilisant la logique
floue, ou ELECTRE TRI (Roy et Bouyssou (1993)), permettant d’effectuer le tri des al-
ternatives. La méthode ELECTRE consiste & considérer les deux alternatives & comparer
critére par critére et d’examiner dans quelle mesure chaque critére est en accord avec
I’affirmation comme quoi la premiére alternative est préférée & la deuxiéme : ce sont les
indices de concordance, qui, agrégés, donnent une relation de concordance globale entre
les deux alternatives. Par ailleurs, on regarde aussi les critéres en profond désaccord avec
cette méme affirmation, ce qui donne un indice de discordance. Si la relation de concor-
dance globale est suffisamment grande et qu’il n’y a pas de grande discordance (ou veto),
on peut alors affirmer que la premiére alternative est préférée a la deuxiéme. Sinon, elles

peuvent étre soit indifférentes, soit incomparables suivant les cas.

La méthode PROMETHEE, proposée par Brans et al. (1984), commence comme la
méthode ELECTRE par établir une relation de concordance critére par critére entre
deux alternatives. Elle utilise ensuite, pour chaque alternative du corpus, 'ensemble des
comparaisons avec les autres alternatives pour obtenir un flux regroupant I’ensemble des
meérites (surclassement positif) et démérites (surclassement négatif) de cette alternative.
La comparaison de ces flux permet d’obtenir une relation de préférence entre les diffé-

rentes alternatives.

La méthode TACTIC, développée par Vansnick (1986), utilise également les principes
de concordance et non discordance en affectant des poids & chaque critére puis en com-
parant, avec des parameétres sur les seuils de concordance et de veto, les poids totaux
respectifs des critéres en concordance avec la préférence de la premiére alternative sur la

deuxiéme, et ceux en concordance avec la préférence inverse.

Une extension de ces régles de concordance au cas purement ordinal, c’est & dire au
cas ou la performance des alternatives sur chaque critére n’est connue que de maniére

ordinale, a été établie par Fargier et Perny (2000). Une régle de concordance généralisée
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va consister & dire que l'alternative x va étre préférée & l'alternative y si I’ensemble des
critéres sur lesquels = est préféré a y est au moins aussi important (au sens d’une relation
d’importance sur les ensembles des critéres) que l'ensemble des critéres sur lesquels y est
préféré a x.

Plusieurs études axiomatiques de la régle de concordance généralisée ont été dévelop-
pées en particulier par Perny (1998), Fargier et Perny (2000), Bouyssou et Pirlot (2002a),
Dubois et al. (2002, 2003b). La plupart de ces études insistent sur le role essentiel de ca-
ractérisation joué par ’axiome de neutralité, indépendance et monotonie, inspiré de la
condition de non-compensation introduite par Fishburn (1976b) et Bouyssou et Vansnick
(1986) :

— neutralité, dans le sens ou les préférences partielles sur un critére ne dépendent pas

des autres critéres

— indépendance, dans le sens ou le classement relatif de deux alternatives ne dépend

que de ces alternatives

— monotonie, dans le sens ou si ’on améliore une alternative x, cette alternative x ne

peut pas étre préférée & moins d’alternatives qu’avant.
Nous détaillons ci-dessous une caractérisation axiomatique de la régle de concordance
généralisée proposée par Fargier et Perny (2000). Formellement, la régle de concordance

généralisée sur un ensemble d’alternatives X se présente comme suit :
xmy < C(z,y) Zn C(y, x) (1.1)

ot la relation >~ est une relation d’importance sur les sous-ensembles de N. Repre-
nant le formalisme vu dans le schéma précédent, la fonction ¢ de comparaison est ici la
fonction qui & tout couple (x;,y;) associe la valeur 1 si z; 7Z; y;, et 0 sinon. L’ensemble
C(z,y) € N peut alors étre vu comme un vecteur v de {0,1}" ou ; = 1 si le criteére i €
C(z,y). La fonction o’ d’agrégation est alors une fonction d’ensembles de {0,1}" x {0, 1}"
qui & tout couple (C(z,y),C(y,x)) associe la valeur 1 si C(z,y) >n C(y,x), la valeur 0
si C(z,y) ~n C(y,z) et la valeur —1 si C(y,z) =n C(x,y). On a alors bien

C(x,y) =N Cy,x) = d'(c(x1,y1),-- -, C(Tn,Yn), c(y1, 1), - - -, (Yn, T0)) >0

Détaillons maintenant les axiomes caractérisant la régle de concordance généralisée :
tout d’abord, il apparait naturel que chaque attribut 7 de N ait une utilité dans le

processus de décision, donc que chaque attribut soit discriminant pour au moins une
paire (z,y).

Axiome DI (Discrimination).

VjGN, Elx?@/e‘)(a (xj7y_j>r>_vy et non(yz(x]ﬁy—j))

Ensuite, méme si nous acceptons des situations d’incomparabilité dans la préférence,

il faut que cette incomparabilité soit justifiée par 'existence d’un conflit entre au moins
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deux attributs. Si deux alternatives ne différent que par un seul attribut, il faut que ces

deux alternatives soient comparables.

Axiome MC (Comparabilité Minimale).

V:v,y,z € X,VJ € N? (xjvz*j) r>\_./ (ijz*]) ou (yjazfj) i (:Ej?zfj)

Enfin, la préférence devra vérifier des propriétés de neutralité, d’indépendance et de

monotonie :

— neutralité, dans le sens ou la valeur d’un attribut ne dépend pas de la valeur des
autres attributs : Va,y,2 € X, (xj,2-5) Z (y5,2—;) = Yw € &, (zj,w_;)
(Y, w-—j)-

— indépendance, dans le sens ou le classement relatif de deux alternatives ne dépend
que de la position relative de ces alternatives : Vo, y, z,w € X, [C(z,y) = C(z,w)
et C(y,z) =C(w,z)] = (z Dy =277 w)

— monotonie, dans le sens ou si 'on améliore une alternative x dans les données, =
ne peut étre surclassée par plus d’alternatives qu’avant, ni surclasser moins d’al-
ternatives qu’avant : Vz,y,z,w € X, [C(z,y) C C(z,y) et C(y,x) 2 C(y,z)] =
(zZy=22Y)

Axiome NIM (Neutralité-Indépendance-Monotonie).
Ve,y,z,we X, [Cr,y) CCzw) et Cly,z) 2 C(w,2)] = (x Zy= 2T w)

Sous les axiomes précédents, la relation de préférence peut étre obtenue par une régle

de concordance généralisée, comme 'indique le théoréme suivant :

Théoréme 1 (Fargier et Perny (2000))

Si les préférences du décideur vérifient les aziomes NIM, DI, et MC alors il existe n
relations de surclassement complétes 721, ..., 7=y, définies respectivement sur Xi,...,X,,
et une relation d’importance 7= sur 2V, Uensemble des coalitions d’attributs, monotone,
telle que :

Yo,we X, vow < C(v,w) Zn C(w,v) (1.2)

Commentaires

La régle de concordance généralisée est un outil assez puissant pour décrire des pré-
férences multicritéres d’une maniére assez naturelle. La relation d’importance sur les
ensembles de critéres pouvant étre quelconque, le champ couvert par la régle de concor-
dance généralisée est relativement large. En particulier, les relations de préférence repré-
sentables par la régle de concordance généralisée ne sont pas toujours transitives. C’est

un avantage du point de vue descriptif, la régle de concordance généralisée permettant
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de représenter des préférences non transitives. Cette non-transitivité est intéressante, car
elle est souvent révélatrice de la difficulté & désigner une "meilleure” alternative, en par-
ticulier quand les alternatives sont trés différentes les unes des autres. Cependant, d’un
point de vue prescriptif, 'obtention de relations de préférence non transitives peut étre

génante si le but visé est d’obtenir une préférence ordonnée sur les alternatives.

1.3 Décision dans 'incertain

1.3.1 Cadre de la décision dans ’incertain

La théorie de la décision en univers incertain permet de modéliser une prise de déci-
sion quand la situation exacte du monde n’est pas connue avec précision. En particulier,
le résultat de telle ou telle décision dépend de certains événements ayant lieu ou non.
Depuis 'article fondateur de Knight (1921), on différencie les problémes de décision dans
le risque et les problémes de décision dans 'incertain. Un probléme de décision est dit en
présence de risque si le résultat d’une décision dépend de I’état de la nature, ’avénement
d’un certain état de la nature aléatoire ayant lieu avec une probabilité connue a priori.
C’est le cas par exemple du lotos (ou des loteries en général) ot le résultat de la décision
de choisir tel ou tel numéro dépend de la sortie de ce numéro au tirage, sortie dont la
probabilité peut étre calculée. Les travaux fondateurs de von Neumann et Morgenstern
(1947) ont proposé un cadre axiomatique de la décision dans le risque conduisant au
modele de relations de préférence basées sur 1'utilité espérée (EU). Si les probabilités de
réalisation des états de la nature ne sont pas connues a priori (information manquante,
unicité de la décision...), le probléme est alors dit de décision dans l'incertain. Le cadre
axiomatique proposé par Savage (1954) montre cependant que sous certaines propriétés
apparemment naturelles, le décideur en environnement incertain se comporte comme s’il
existait des probabilités subjectives associées aux différents états de la nature possibles.
Le modéle de relations de préférence proposé par Savage est appelé 1'utilité espérée sub-
jective (SEU). Les modeéeles EU et SEU sont particuliérement utilisés en modélisation
économique du fait de leur simplicité d’utilisation et de nombreux développements de ces
modeles ont été proposés (voir Bouyssou et al. (2006) pour une synthése). Cependant,
plusieurs "paradoxes" ont montré les limites descriptives des modéles EU et SEU, ainsi
que la difficulté, pour EU, de disposer de toute I'information nécessaire. Depuis, le déve-
loppement de l'intelligence artificielle a conduit & ’apparition de la théorie de la décision
qualitative, basée uniquement sur des informations ordinales, et non numériques, bannis-
sant ainsi probabilités et utilités (Lehmann (1996), Doyle et Wellman (1999)). En effet,
le cadre symbolique des langages formels d’une part, la nécessité de produire des déci-
sions rapides en présence d’informations incomplétes d’autre part, font que les modéles

basés sur une utilité espérée n’étaient pas toujours adaptés (Boutilier (1994), Brafman et
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Multicritere Incertain
alternative acte
critére état de la nature
valeur d’un critére conséquence
préférence partielle | préférence sur les conséquences
préférence globale préférence sur les actes

FiG. 1.1 — Correspondances multicritére / incertain

Tennenholtz (1997)). Le développement de modéles de décision qualitatifs répond donc a
un réel besoin. Certains auteurs se sont attachés a proposer des versions dans 'incertain
qualitatif des modeéles issus de la décision multicritére (voir par exemple Dubois et al.
(2002), Dubois et al. (2003b)). Une correspondance entre la décision multicritére et la
décision dans l'incertain est en effet possible et est présentée en figure 1.1.

La principale différence entre la modélisation dans le cadre multicritére et celle dans
Iincertain porte sur I’hypothése de commensurabilité des critéres (conséquence) : en effet,
il y a une seule échelle de préférence sur les conséquences ; concrétement, cela signifie que

toutes les relations de préférence 2Z; sont les mémes en décision dans 'incertain.

1.3.2 Définitions et notations

Nous considérons ici un probléme de décision dans l’incertain caractérisé par un 4-
uplet (S, X, A, ), ou S est I’ensemble (fini) des états de la nature, X est 'ensemble des
conséquences possibles, A = X est Pensemble des actes potentiels, c’est a dire Pensemble
des fonctions f: S — X, et 77 est une relation de préférence sur A. Il existe dans A des
actes conduisant a la méme conséquence quel que soit I'état de la nature. Ces actes sont
appelés "actes constants" et notés f, pour tout z € X. On identifiera I’ensemble des actes
constants { f,,x € X} et X. Suivant la terminologie de Savage, nous appelons événement
tout sous-ensemble A de S. Pour toute paire d’actes f et g, I'acte fAg est défini par :
fAg(s) = f(s)sis e Aet fAg(s) = g(s) si s ¢ A. Pour simplifier les notations, si f ou
g est un acte constant f, on notera fAx (resp. xAg) au lieu de fAf, (resp. frAg). Un
événement A est dit "nul" si : Vf,g,h € A: fAh ~ gAh. Tout événement A C S capable

de discriminer au moins une paire d’actes n’est pas nul.

1.3.3 L’utilité espérée : quelques critiques

La théorie de 1'utilité espérée posséde certaines qualités : simple d’utilisation, elle
propose une modélisation facilement compréhensible et relativement intuitive des événe-
ments incertains sous forme de probabilités. Son large usage depuis un demi-siécle, dans

la sphére économique en particulier, montre qu’il répond & un besoin réel. Cependant,
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rapidement aprés que von Neumann et Morgenstern (1947) aient proposé la théorie de
I'utilité espérée, plusieurs critiques ont été formulées a ’encontre de ce modéle. Au dela
du fait de savoir si des probabilités sur les événements a venir existent réellement (comme
dans le cadre axiomatique proposé par von Neumann et Morgenstern (1947)), ou ne sont
que le reflet de 'opinion subjective du décideur (comme dans le cadre axiomatique pro-
posé par Savage (1954)), I'idée méme d’un raisonnement des individus utilisant la notion
d’espérance est sujette a caution. Plusieurs situations ont été développées, plusieurs expé-
riences ont été tentées, mettant en lumiére certains paradoxes ou incohérences du modéle
de l'utilité espérée. Par exemple, le paradoxe proposé par Allais (1953) montre qu’on ne
peut systématiquement modéliser le comportement d’'un décideur devant une situation

incertaine en utilisant les probabilités des différents états possibles :

Exemple 10 : paradoxe d’Allais On propose a un joueur le choix entre deux jeux
différents : dans le jeu 1, le joueur est certain d’emporter 1 million de dollars. Dans
le jeu 2, le joueur posséde une probabilité de 0,89 de gagner 1 maillion de dollars, une
probabilité de 0,1 de gagner 5 millions de dollars, et une probabilité de 0,01 de ne rien
gagner du tout. La plupart des personnes a qui on présente le choix préférent le jeu 1 au
jeu 2. On propose maintenant au joueur le choix entre deuzr autres jeux : dans le jeu 3, le
joueur gagne 1 million de dollars avec une probabilité de 0,11, et rien avec une probabilité
de 0,89. Dans le jeu 4, le joueur peut gagner 5 millions de dollars avec une probabilité
de 0,1 et rien avec une probabilité de 0,9. On constate alors que la plupart des joueurs
préferent le jeu 4 au jeu 3. La majorité des joueurs préfére donc le jeu 1 au jeu 2, et le jeu
4 au jeu 8. Or ces préférences ne peuvent pas étre représentées par une utilité espérée. En
effet, supposons qu’il existe une fonction d’utilité u de R dans R qui & tout gain associe

son utilité pour le joueur. Le modéle de l'utilité espérée indique que :

EU(jeul) = wu(1)

EU(jeu2) = 0.01u(0) + 0.89u(1) 4+ 0.1u(5)
EU(jeu3) = 0.89u(0) + 0.11u(1)
EU(jeud) = 0.9u(0) + +0.1u(5)

Les préférences observées impliquent que EU (jeul) > EU (jeu2) et EU(jeud) > EU(jeu3).
Le fait que EU(jeul) > EU (jeu2) implique que u(1) > 0.01u(0) 4+ 0.89u(1) 4+ 0.1u(5), et
donc que

0.11u(1) > 0.01u(0) + 0.1u(5) (1.3)
De méme, le fait que EU(jeud) > EU(jeu3) implique que 0.9u(0)40.1u(5) > 0.89u(0)+
0.11u(1), et donc que

0.01u(0) + 0.1u(5) > 0.11u(1)

Ceci n’est pas compatible avec l'équation 1.3. Il y a la une contradiction. Le modéle de

lutilité espérée ne peut donc rendre compte de ces préférences.
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Dans un méme esprit, le paradoxe présenté par Ellsberg (1961) et rappelé au paragraphe
1.4.4 montre les limites descriptives de l'utilité espérée pour rendre compte des pré-
férences observées, par exemple lorsque les décideurs développent une sorte d’aversion
vis-a-vis du risque. D’autres travaux, relatés par Lichtenstein et Slovic (2006), ont mon-
tré qu’'un simple changement de la forme de présentation d’'un probléme de décision,
pour une forme pourtant logiquement équivalente, pouvait aboutir a des renversements
de préférence entre alternatives. Plus récemment, les travaux en psychologie et en éco-
nomie expérimentale de Tversky et Kahneman (1991) montrent que les individus ne font
pas leurs choix dans ’absolu mais tiennent compte du contexte dans lequel ils sont plon-
gés. En particulier, la valeur attachée & une alternative change suivant le point de vue
initial considéré 1. A travers les études expérimentales effectuées, il apparait que le mo-
déle de l'utilité espérée ne permet pas toujours d’obtenir une modélisation conforme au
comportement réel des individus.

Malgré ces critiques, la théorie de 'utilité espérée continue d’étre particuliérement
utilisée en économie. Les économistes considérent que dans une perspective globale "tout
devrait se passer comme si" ’homme économique satisfaisait les axiomes de Savage. Ils
préférent en cela suivre Milton Friedman 2 que Daniel Kahnemann et Vernon Smith 3.
Les travaux de Tversky et Kahnemann apparaissent pourtant comme trés intéressants,
en particulier dans leur approche mettant en jeu des points de référence; dans cette
perspective, nous présentons dans la partie suivante l'intérét de I'introduction de points

de référence dans certains modeéles décisionnels.

1.4 Présence de points de référence

1.4.1 En théorie du choix social

Un probléme trés voisin de celui de 'agrégation des préférences en théorie de la déci-
sion multicritére a été étudié depuis longtemps en théorie des élections. Il consiste en la
recherche d’une procédure permettant d’agréger de maniére raisonnable les avis exprimés
par plusieurs votants concernant divers candidats afin de dégager un élu (ou de classer les
candidats). Tant ancienneté (Borda (1781), Condorcet (1785)) que actualité (les divers
processus électoraux utilisés) de ce probléme montrent sa richesse et sa complexité. Au
cours des années 1950 s’est développée la théorie du choix social, visant de maniére plus
large a I’étude des liens pouvant exister entre les préférences individuelles des membres
d’un groupe social et les décisions prises par ce groupe, reflétant la préférence collective

du groupe (voir par exemple Arrow et Raynaud (1986), ou Sen (1986)).

!On préte aux auteurs la métaphores des montagnes : "les hauteurs relatives percues de deux mon-
tagnes peuvent s’inverser suivant le point de vue".

2lauréat du prix d’économie décerné par la banque de Suéde en mémoire d’Alfred Nobel en 1976

3co-lauréats du prix d’économie décerné par la banque de Suéde en mémoire d’Alfred Nobel en 2002
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Choix social Décision multicritére
candidat alternative
votant critere
rang valeur d’un critére
préférence individuelle | préférence partielle
préférence collective préférence globale

F1G. 1.2 — Correspondances choix social / multicritére

Les nombreux résultats obtenus en théorie du choix social sont riches d’enseignements
pour l’aide multicritére & la décision. En effet, il existe de forts liens entre les deux
domaines, grace aux correspondances détaillées figure 1.2 (cf. Arrow et Raynaud (1986),
?), Bouyssou et Perny (1997)).

Les correspondances formelles obtenues entre les deux domaines sont consolidées par
le fait que certaines conditions classiques utilisées en théorie du choix social gardent toute
leur pertinence en décision multicritére.

Prenons trois exemples naturels :

1. Unanimité : si tous les votants (resp. critéres) manifestent la méme préférence d'un
candidat a vis-a-vis d'un candidat b (resp. alternatives a et b), alors la préférence
collective (resp. globale) verra le candidat a préféré au candidat b (resp. alternatives
a,b).

2. Monotonie : si un votant (resp. critére) change ses préférences en faveur du candidat
a (resp. constate une ameélioration du score de l'alternative a sur ce critére), alors

le candidat (resp. alternative) a ne peut pas étre moins bien classé qu’auparavant.

3. Neutralité : les préférences relatives entre les candidats a et b (resp. alternatives a
et b) ne dépendent pas des autres candidats (resp. alternatives) présents dans le

corpus des candidats (resp. alternatives).

Cependant, correspondance n’est pas équivalence : il faut se garder de transpositions
trop brutales tant 'agrégation multicritére présente de caractéres spécifiques. En amont,
la construction des critéres résulte d’un travail de modélisation qui peut parfois donner
des informations & agréger qui sont moins riches que des listes ordonnées : préférences
floues ou incomplétes, indifférences non transitives... D’autre part, les critéres n’ont pas
toujours la méme importance, contrairement aux votants *. Enfin, le résultat attendu en
décision multicritére ne se limite souvent pas au choix d’une unique action, comme c’est
le cas en théorie du choix social, mais peut inclure des problématiques plus variées. Ces
considérations étant posées, il apparait que certains résultats fondamentaux en théorie

du choix social ont une contrepartie en décision multicritére, permettant d’éclairer de

“dans une perspective démocratique du type une personne / une voix
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maniére intéressante la structure de la problématique de l’agrégation des préférences.
C’est en particulier le cas du théoréme d’Arrow (1951). Le théoréme d’Arrow est central
en théorie du choix social, car il montre 'impossibilité pour une procédure d’agrégation
de posséder de maniére simultanée un petit nombre de propriétés pourtant hautement
souhaitables. Il concerne les méthodes qui visent & agréger n > 3 préordres complets en un
préordre complet synthétique. Chaque votant fournit donc une liste classant par ordre de
préférence les candidats (avec éventuellement des ex-aequo), une procédure d’agrégation
devant ensuite synthétiser ces avis en un seul. Passons en revue les conditions que 'on
aimerait voir remplies par cette procédure d’agrégation.
— Non dictature : il n’existe pas de dictateur (aucun des votants ne peut dicter en
toute circonstance ses préférences a la majorité).
— Universalité : toute configuration de liste est admissible.
— Transitivité : la méthode doit fournir un classement sous la forme d’un préordre
complet.
— Unanimité : le résultat de la méthode ne doit pas contredire un avis unanime des
votants.
— Indépendance : le résultat de la comparaison entre deux candidats ne dépend
que de leurs positions relatives dans les listes ordonnées fournies par les votants.

On peut alors énoncer le célébre théoréme d’Arrow :

Théoréme 2 Théoreme d’Arrow (1951)
Dés lors qu’il y a au moins trois candidats, aucune méthode d’agrégation ne peut satis-
faire les conditions d’universalité, de transitivité, d’unanimité, d’indépendance et de non

dictature.

Transposé en théorie de la décision multicritére, ce résultat indique l'impossibilité
d’obtenir une procédure d’agrégation réellement multicritére (i.e. sans critére dictateur),
transitive, et respectant les principes d’universalité, d’'unanimité et d’indépendance deés
lors qu’il y a plus de trois critéres et plus de trois alternatives & comparer. Par contre, s’il
I'un ou 'autre de ces principes est abandonné, de nouvelles régles de décision vont appa-
raitre. Certaines voies ont déja été explorées, et on trouvera des exemples de procédures
d’agrégation obtenues en relachant 1'une ou l'autre des conditions contradictoire dans
Fishburn (1975, 1976b) (procédures d’agrégation lexicographiques) ou Weymark (1984)
(procédures quasi-transitives).

Passons en revue les différentes conditions contradictoires et étudions celles qui sont
susceptibles d’étre affaiblies sans conduire & des procédures totalement dénuées d’intérét.

— Unanimité : il semble totalement exclu de renoncer au principe d’'unanimité ; que

dire d’une procédure qui donnerait la préférence & y sur x sachant que x est préféré

sur chaque critére & y 7 La notion de préférence partielle n’aurait alors aucun sens.
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— Universalité : I'abandon du principe d’universalité a été étudié depuis longtemps
en théorie du choix social, en contraignant les préférences partielles possibles pour
les votants. Par exemple Black (1948) suppose que les différents candidats puissent
étre ordonnés sur une échelle objective (par exemple en politique du plus a droite au
plus & gauche) et que les préférences des votants sont cohérentes avec cet ordre sous-
jacent. Cependant, en décision multicritére, les valeurs prises par les alternatives
sur chacun des critéres résultent d’une réalité physique ne pouvant étre contrainte
a priori. On préférerait donc ne pas avoir & contraindre par avance les préférences
possibles du décideur sur chaque critére, et donc respecter le principe d’universalité.

— Non dictature : I'acceptation de régles dictatoriales va a ’encontre du principe
méme de décision multicritére : si un critére seul est décisif, il est inutile d’en étudier
plusieurs ! Les procédures d’agrégation lexicographiques (i.e. prendre les critéres les
uns apres les autres et garder la préférence obtenue par le premier critére différen-
ciant les deux alternatives) sont une des voies explorées pour affaiblir la condition
de non dictature. Il est des situations ot ces procédures sont acceptables. Nous
pensons cependant qu’une lexicographie sur les critéres affadit considérablement
une procédure d’agrégation : méme si tous les critéres n’ont pas forcément la méme
importance, il n’est pas forcément judicieux de décréter qu'un critére donné est
prépondérant sur tous les autres critéres.

— Transitivité : de fait, les méthodes de surclassement aboutissent la plupart du
temps a des relations de préférence ni complétes, ni transitives. Ce n’est pas un
probléme en soi dans les procédures d’aide a la décision (le fait de ne pas pouvoir
comparer directement deux alternatives apporte tout de méme de l'information),
mais c’est un inconvénient majeur pour formuler une recommandation, sous forme
de choix d’une alternative ou de classement des alternatives. Nous veillerons donc
A obtenir autant que faire se peut une préférence transitive par les procédures
d’agrégation proposées, tout en ayant & ’esprit que d’un point de vue descriptif, il
peut étre intéressant de pouvoir aussi produire des préférences non transitives.

— Indépendance : la plupart des méthodes de surclassement commencent par com-
parer deux & deux les alternatives, avant de proposer un classement de synthése a
partir des relations de surclassement obtenues. On souhaite, dans la premiére phase,
que la comparaison relative de deux alternatives ne dépende que de ces deux al-
ternatives, et non des alternatives tierces. La comparaison de deux alternatives
entre elles ne doit pas dépendre du corpus des autres alternatives. Cette indépen-
dance vis-a-vis des autres alternatives dans la premiére phase est importante pour
obtenir des résultats robustes, c’est-a-dire qui ne dépendent pas de ’ajout ou du
retrait d’alternatives du corpus considéré. Cependant, cela améne a des relations

généralement non transitives.
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Les trois principes sur lesquels nous pouvons éventuellement transiger sont la tran-
sitivité, 'universalité et 'indépendance vis & vis des alternatives non concernées. Nous
nous intéresserons ici au relachement de ’axiome d’indépendance. En effet, il est possible
d’obtenir des relations de préférence complétes et transitives en permettant que la pré-
férence entre deux alternatives ne dépende pas uniquement des alternatives considérées,
mais aussi de leur environnement. En particulier, il est possible de comparer deux alter-
natives & travers leur comportement vis-a-vis de certaines alternatives tierces. Campbell
et Kelly (2000) ont exploré une voie o la procédure d’agrégation multicritére change
suivant la valeur prise par les alternatives & comparer sur un critére. C’est une premiére
remise en cause de ’axiome d’indépendance vis-a-vis des alternatives non concernées.
Dans un esprit 1égérement différent, nous proposons pour notre part d’affaiblir ’axiome
d’indépendance vis-a-vis des alternatives tierces en autorisant le fait que la relation de
préférence entre deux alternatives a et b dépende non seulement de la comparaison terme
a terme des deux alternatives, mais aussi de leurs positions relatives vis-a-vis d’un (ou
plusieurs) "point de référence" qui serviront de support & I’évaluation respective des deux
alternatives a comparer. Comme nous le montrons ci-aprés, la présence de points de ré-
férence permet alors de proposer des modéles prescriptifs non dictatoriaux aboutissant
cependant & des relations transitives. L’idée d’introduire des points de référence n’a selon
nous pas encore recu ’attention qu’elle méritait, mais a tout de méme été considérée par
certains auteurs en psychologie, économie ou aide a la décision comme le montrent les

sections suivantes.

1.4.2 En psychologie et économie

La théorie économique classique vise & proposer une modélisation du comportement
de I'agent économique. Elle est basée entre autres sur ’hypothése que les préférences du
consommateur suivent un modeéle unique quelle que soit la situation initiale. Or il est
maintenant admis, & la suite de nombreuses expériences, que les préférences d’'un agent
économique entre deux options varient suivant ce qui est percu comme étant le point de
référence : le consommateur ne réagit pas seulement par rapport a la valeur intrinséque
du bien qui lui est proposé (évaluée a l'aide d’une fonction d’utilité), mais aussi de ses
possessions ou de son état initial : il semble établi qu’une personne a plus tendance a
préférer le statu quo qu’un changement de situation. C’est le biais de statu quo, décrit
par Thaler (1980). Mais c’est un des rares exemples d’étude du réle qui peut étre joué
par un point de référence : peu de travaux ont été consacré a des théories économiques
cohérentes avec ce biais de statu quo. Le travail le plus complet proposé est certainement
la théorie des préférences dépendant d’un point de référence de Tversky et Kahneman
(1991), dans laquelle les préférences d’un individu sur des biens sont conditionnées par

ce qu’il posséde déja, ce qui joue le role de point de référence. Cette théorie a prédit
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de maniére satisfaisante des résultats obtenus lors d’expériences psychologiques (voir
par exemple Samuelson et Zeckhauser (1988), Knetsch (1989), Loewenstein et Adler
(1995)). Des développements de cette théorie, et en particulier les bases axiomatiques des
préférences dépendant d’un point de référence, ont récemment été proposés par Munro
et Sugden (2003).

1.4.3 En décision multicritére ordinale
Présence de points de référence

La présence d’un point de référence dans des relations de préférence a déja été étudiée
dans le cadre de relations bien cadrées : information parfaitement disponible, commen-
surabilité des différents critéres... Les méthodes d’optimisation multicritéres basées sur
P'utilisation d’un point idéal et/ou nadir utilisent de facto des points de référence (non
atteints la plupart du temps). Cependant, I’apport d’un point de référence dans les mé-
thodes basées sur des graphes de préférence n’a pas encore été complétement étudié a
notre connaissance. Nous nous proposons ici d’explorer certaines pistes de cette approche.

L’utilisation de points de référence est déja présente dans certains problémes multi-
critéres, tels que ceux relevant de la problématique du rangement. On définit la problé-
matique du rangement comme celle ou le probléme consiste & affecter chaque alternative
a une catégorie spécifique prédéfinie. Une possibilité pour trier les alternatives consiste
a les comparer & des alternatives de référence : c¢’est I'objet de la méthode ELECTRE
Tri (voir Roy (1968)), et des développements proposés par Yu (1992), Roy et Bouyssou
(1993), Mousseau et al. (2000) et Henriet (2000). Dans la méthode ELECTRE Tri, des
actions de référence sont utilisées pour segmenter 'espace des critéres en catégories. Ces
profils ordonnés de référence définissent des catégories dans lesquelles il s’agira d’affecter
chacune des alternatives utilisées. Chaque catégorie est bornée inférieurement et supé-
rieurement par deux actions de référence et chaque action de référence sert de borne
a deux catégories, 'une supérieure et ’autre inférieure. Pour déceler I'incomparabilité
éventuelle de I’alternative considérée avec les actions de référence, deux procédures d’af-
fectation distinctes, I’'une optimiste et ’autre pessimiste, sont nécessaires. Elles consistent
a comparer chaque action potentielle avec les actions de référence en commencant par la
plus contraignante (version pessimiste) puis la moins contraignante (version optimiste).
Si les deux procédures affectent ’action potentielle & la méme catégorie, elle est alors
parfaitement comparable avec les actions de référence, sinon, en fonction de la différence
entre les deux catégories auxquelles elle est attribuée, elle est plus ou moins incomparable
avec ’échelle des points de référence.

Plus récemment, Bouyssou et Marchant (2007a,b) ont eu une approche plus théorique
du probléme du tri ordonné, en proposant une axiomatique des modéles de tri non-

compensatoire utilisant les techniques du mesurage conjoint. Contrairement a ces deux
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approches, dans le cadre des travaux que nous présentons ici, nous ne nous intéressons
pas aux affectations d’alternatives & des catégories pour elles-mémes, mais & une relation

de préférence sur ces alternatives induite par les affectations aux catégories.

Pouvoir descriptif des modéles de relations de préférence

Malgré la diversité des modéles existant pour représenter les préférences en multicri-

tére, il arrive que I'on ne dispose pas toujours de la capacité descriptive souhaitée.

Exemple 11 Nous reprenons ici le cadre de l’exemple 9 du choix d’un hébergement tou-
ristique : les quatre critéres retenus sont le priz (1), le confort (2), la prozimité du site
touristique choisi (3) , et le cadre général (4). Le priz est en euros, le confort est noté de
zéro 4 cing étoiles, la proximité du site choisi est répartie en quatre catégories (A : sur
place; B : a prozimité; C : dans les environs, D : éloigné) et le cadre général en trois
nweaux "+", "="¢et "-".

Considérons les quatre alternatives suivantes :

1 2
.Tl 40 KoKk
1'2 60 k% ¥k
(E3 40 * ¥
xr

4 60 kK

oo e
+ o+

Supposons que le décideur ait comme préférences x> = x' et x3 = 2.

Ces préférences semblent plausibles : 60 euros étant un prix raisonnable dans le cadre d’un
hébergement trois étoiles, le prix a moins d’importance que la proximité, alors que dans
le cadre d’un hébergement de moins bonne qualité, le prix devient le critére important.
Or ces préférences ne peuvent étre obtenues par des modéles de préférence classiques :
I'utilité additive, ou, dans le domaine ordinal, la régle de concordance généralisée ne
peuvent modéliser une telle relation de préférence :

— utilité additive : selon le modeéle de l'utilité additive, x - y si et seulement si
Yo ui(x) > Y0 ui(ys), ot u() est la fonction d’utilité additive. On peut vérifier
que dans le cas présent, #2 = x! entraine obligatoirement que u1(60) + u3(A) >
u1(40) +u3(B), alors que 2% = x* entraine I'inverse : il y a donc une contradiction.

— régle de concordance additive : selon le modéle de concordance additive, x 77 y
si et seulement si Zieo(%y) w; > Ziec(yw) w;, ou les w; sont des poids affectés
a chaque critére. On peut vérifier qu’ici, > > ! entraine obligatoirement que

wa + w3 + wy est supérieur & wy + wy + wy, alors que 23 > z* entraine l'inverse : il

y a donc une contradiction.
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Nous voyons donc que les modéles de préférences multicritéres additifs considérés ci-
dessus ne sont pas suffisants pour pouvoir décrire les préférences d’un décideur. En effet,
il n’y a pas indépendance entre les différents critéres : I'utilité d’un critére pour une
alternative ne dépend pas seulement de la valeur de ce critére, mais aussi de la valeur
des autres critéres. Si 'on prend une utilité additive généralisée (ou GAI), capable de
modéliser ces interactions, il est alors possible de représenter les préférences de ’exemple
ci-dessus :

Utilité 2-additive : on définit une utilité 2-additive par

n n n
u(@) = wim) + Y > wij(wi,z))
i=1 i=1 j=1

Dans ’exemple 11, les préférences peuvent alors s’expliquer en modélisant les interactions
entre le critére 2 et les autres critéres par des valeurs telles que, par exemple, pour les
utilités simples :

— u1(40) = 1, u1(60) =0

— ug(x * %) = 3, ug(xx) = 2, etc.

— uz(A) =4, ug(B) = 3, etc.

—ug(+) =1, us(=) =0, ug(—) = -1
et les valeurs suivantes pour les interactions entre les différents critéres (fonctions d’uti-
lités bi-critéres) : Vi, j € N, u; j(x;, x;) = 0 sauf :

— w1 2(40, % k%) = 3, w1 2(60, % * %) = 2, ug 2(40, xx) = 2, u3 2(60,*x) =0

— uga(xxx, A) =4, ugz(xx %, B) =2, ug 3(*, A) = 4, ug 3(x*, B) = 3
Autrement dit : la différence de prix est moins importante dans le cadre d’un hotel * * x
que d’un hotel x*. Au contraire, la, proximité est plus importante dans le cadre d’un hotel
* % % que d’un hotel xx. Les valeurs finales de I'utilité pour chacune des alternatives sont
alors les suivantes :

— w(zy) = u1(40) + ug(x * %) + uz(B) + ua(+) + u1,2(40, % * *) + ug 3(x * %, B) =
143+3+1+3+2=13
u(xg) = u1(60) + ug(* * %) + uz(A) + ua(+) + u1,2(60, % * %) + ug3(x * *, A) =
0+3+4+1+2+4=14
— u(z3) = u1(40) + ug(x*) + u3(B) + wa(+) + u1 2(40, x) + ug 3(*, B) =1+ 2+ 3+

1+243=12
— u(x4) = u1(60) + ug(xx) + uz(A) + ua(+) + ©1,2(60, %) + ug3(xx, A) =0+ 2+ 4+
1+404+4=11

On obtient bien alors les relations de préférences suivantes : zo9 > x1 et T3 > 4.
De la méme maniére, nous pouvons généraliser la régle de concordance additive en
une régle de concordance généralisée, visant & permettre des interactions entre critéres,

de la maniére suivantes :
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Reégle de concordance généralisée : selon le modeéle de concordance généralisée, x 77 y

si et seulement si C(z,y) Zny C(y,x), avec C(z,y) = {j € N, =z; Z; y;} et ZTn

~

une relation d’importance sur les coalitions de critéres, N étant ’ensemble des critéres.

2 » ! entraine obligatoirement que la coalition {2,3,4} est

4

On peut vérifier qu’ici, =
plus importante que la coalition {1,2,4}, alors que 2® = % entraine linverse : il y
a donc toujours une contradiction, malgré ’abandon de la condition d’indépendance
des critéres. Cela est du au fait que les ensembles C(z,y) et C(y,z) sont identiques
dans le cadre de la regle de concordance généralisée comme dans le cadre de la regle de
concordance additive. Dans ce cadre purement ordinal, les interactions entre critéres ne
peuvent expliquer 'inversion de préférence observée entre x1,zs et x3, x4.

Une explication possible est alors que, lorsqu’il doit établir une relation de préférence
entre des alternatives, le décideur raisonne par rapport & une norme préétablie, en com-
parant les performances des alternatives a des profils de référence types, ici par exemple
le profil (50,*** /A =). L’introduction de points de référence dans la modélisation de pré-
férence est naturelle dans certain cas. Montrons en particulier comment elle permet de
modéliser les préférences de ’exemple ci-dessus dans le cadre ordinal utilisant la régle de
concordance généralisée. Prenons comme point de référence le point p = (50, sxx, A, =), et
comme régle d’agrégation la régle suivante : « 5y <= {Jj, x; Z; pj} TN {4, ¥; i pits
avec, entre autres, {1,2,3,4} =n {2,3,4} =y {1,2,4} =y {1,4} =n {3,4} Cette régle
nous permet de retrouver les préférences x2 = x! et 23 = 2, car {j, z!=; p;} = {1,2,4},
{4, =3 Zipiy =12,3,4}, {4, o Zipi} = {14} et {j, 2} Z;p} = {3,4}.

Cet exemple montre que l'introduction de point de référence dans un modéle de
préférences ordinales est susceptible d’accroitre la capacité descriptive des modéles de

préférence a notre disposition.

1.4.4 En décision dans ’'incertain

Comme indiqué dans l'introduction, la capacité descriptive des modeéles a utilité es-
pérée est limitée dans certains cas. Nous montrons, dans les exemples suivants, en quoi
I'introduction de niveaux de référence peut accroitre la capacité descriptive de ces mo-

déles.

Exemple 12 Considérons un jeu a deuz joueurs avec trois dés f,g,h inhabituels (voir
Vorigine de lexemple dans Gardner (1970)) f = (1,4,4,4,4,4), g = (3,3,3,3,3,6) et
h=(2,2,2,5,5,5). Le premier joueur (joueur 1) a le choiz du dé qu’il souhaite utiliser.
Puis le deuzieme joueur (joueur 2) choisit un des dés restants. Chacun tire le dé n fois, et
le vainqueur est celui qui a le meilleur tirage le plus grand nombre de fois. Par exemple,
st le joueur 1 a choisi le dé f, et le joueur 2 le dé h, qu’ils ont tiré trois fois le dé, que

les tirages sont (1,4,4) pour le joueur 1 et (5,2,5) pour le joueur 2, alors le vainqueur
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est le joueur 2 car il a gagné 2 fois (premier et troisiéme tirage), contre une seule fois
(deuzieme tirage) pour le joueur 1. La question se pose de savoir s’il eriste une stratégie

de jeu garantissant o 'un des deuz joueurs une bonne probabilité de gain.

La situation peut étre modélisée par 8 états "virtuels" {s1, so, s3, S4, S5, S¢, S7, Sg} corres-

pondant a toutes les combinaisons de résultats possibles, ainsi que par la table suivante :

S1 S9 S3 S4 S5 Sg S7 Ss
P 5/72 5/72 1/72 1/72 25/72 25/72 5/72 5/72
fo1 1 1 1 4 4 4 4
g 3 3 6 6 3 3 6 6
h 2 5 2 5 2 5 2 5

Ici, les préférences sur les dés peuvent étre représentées par une relation de vraisem-
blance (ou Likely Dominance Rule (LDR), Dubois et al. (2003a)) :

fZg = {s€5 f(s) 29(s)} Za {5 €5,9(s) = f(s)}

ot - est la relation d’importance induite par la probabilité des événements. Une telle
définition n’utilise que deux relations binaires (> et =5 ). Nous avons ici : P(f > g) =
50/72, P(g > h) = 42/72, P(h > f) = 42/72, ce qui signifie que f > g, g = h et h > f,
c’est-a-dire que nous sommes en présence d’une relation non transitive. Cela implique qu’il
existe une stratégie gagnante pour le joueur 2 qui peut toujours choisir un dé meilleur
que le dé choisi par le joueur 1. La possibilité de décrire des préférences intransitives est
caractéristique de la régle de dominance définie dans Dubois et al. (2003a) pour comparer

les actes en décision dans l'incertain :

fZg < {s€5f(s) Txg(s)} Za {s € 5,9(s) Tx f(s)} (1.4)

ou X est I’ensemble des conséquences possibles, > x une relation de préférence sur les
éléments de X et Zp une relation de vraisemblance relative sur les événements (i.e.
ensemble d’états). Une variante du jeu consiste a changer la régle en disant : "le gagnant
est celui dont le score a été le plus grand nombre de fois supérieur ou égal a 4". Alors les

préférences sur les dés sont définies par :
fZg = {se€S5f(s) =24} Za{s € 5,g(s) =4}

Dans ce cas, I'introduction d’un niveau de référence "4" conduit & une relation de préfé-
rence transitive : f = h > g. Le niveau de référence choisi a de 'importance : un autre
niveau de référence aurait conduit & une autre relation. Par exemple, la régle consistant
a dire que "le gagnant est celui dont le score a été le plus grand nombre de fois supérieur

ou égal a 3" conduit a la relation de préférence g = f = h. Un tel modéle est un exemple
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de relation de préférence dépendant d’un niveau de référence. On peut noter que, contrai-
rement & la premiére version du jeu, ces préférences peuvent aussi étre obtenues par une
fonction d’utilité espérée telle que : pour tout x € {1,...,6}, u(z) =1six > r our
est le niveau de référence, et u(x) = 0 sinon. Ce n’est pas toujours le cas, ainsi que nous

pouvons le constater dans I’exemple suivant :

Exemple 13 Considérons l'ezemple développé dans Ellsberg (1961) : une urne contient
un certain nombre de balles bleues, rouges ou vertes. La seule information en notre pos-
session est que la proportion de balles bleues est de 1/3. Il est proposé au joueur de payer
une somme p pour jouer o l'un des deuz jeu f ou g suwivants (au choiz). Le joueur tire
une balle au hasard dans l'urne. Dans le jeu f, il gagne une somme q si la balle est bleue.
Dans le jeu g, il gagne la méme somme q st la balle est rouge. Il est ensuite proposé
au joueur le choir entre deur autres jeuz f' et g'. Le joueur tire également une balle au
hasard, et gagne dans le jeu f' la somme q si la balle est bleue ou verte, et dans le jeu g’

il gagne la somme q si la balle est rouge ou verte.

Les expériences pratiques montrent que les participants préférent généralement f & g
(parce qu'ils ne sont pas strs qu’il y ait au moins un tiers de balles rouges dans l'urne),
mais préférent également ¢’ a f’ (parce qu’ils sont sirs qu'il y a deux tiers de balles
rouges ou vertes). Un tel probléme de décision peut étre formalisé de la maniére suivante :
considérons trois états sy (bleu), s2 (rouge), ss(vert) et les deux conséquences possibles
x = q—p, et y = —p. Les quatre jeux sont représentés par les actes f, g, f/, ¢ avec les

conséquences suivantes :

~

fg f g
s1 T Yy T Y
S Y x x
s3 Yy Yy T X

Les préférences observées sont f = g et ¢’ = f’. Elles ne sont pas représentables par
une fonction d’utilité espérée. En effet, une telle fonction suppose que, en notant P une
fonction de probabilité sur lensemble des états possibles, P(s1).u(x) + P(s2).u(y) >
P(s1).u(y) + P(s2).u(x), puisque f > g. Une telle fonction conduit aussi & ce que
P(s1).u(z) + P(s2).u(y) < P(s1).u(y) + P(s2).u(x), puisque f* < ¢', ce qui produit
une contradiction De telles préférences ne sont pas compatibles avec le principe de la
chose stre (P2) proposé par Savage (1954) pour caractériser I'utilité espérée. Ici, ce prin-
cipe est violé parce que nous avons f > g et ¢’ = f’, ce qui montre un renversement
de préférence di simplement au changement de x en y sur la situation s3. Ce renverse-
ment induit une impossibilité de représenter ces préférences a ’aide du critére de 'utilité
espérée. Remarquons que {s € S, f(s) > g(s)} = {s € S, f'(s) > ¢'(s)} = {s1,s3} et
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{s€S,g9(s) > f(s)} ={s€S,d(s) > f(s)} = {s2,s3}. Le fait d’obtenir des préférences
différentes entre les paires (f,g) et (f’,¢') montre que la préférence entre deux actes
ne dépend pas seulement de la position relative de leurs conséquences sur chaque état.
Cependant, I'introduction d’un niveau de référence peut facilement résoudre le probléme.
Les préférences peuvent par exemple étre expliquées par la régle de préférence dépendant

d’un niveau de référence suivante :
fzg = {s€Sf(s) >0} za{s€ S g(s) >0)} (1.5)

avec s1 >=A S2 et {s2,s3} =a {s1,s3}. Cet exemple montre que l'introduction d'un
(ou plusieurs) points de référence peut faciliter la description des préférences observées

dans certains cas.

1.5 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre introduit les domaines de la décision multicritére et de
la décision dans l'incertain, et présenté pour chacun quelques résultats théoriques. Nous
avons également montré que dans différents domaines, en particulier en économie, choix
social ou psychologie, 'introduction de points de référence est assez naturelle tant pour
enrichir le corpus des regles de décision que pour expliquer certaines relations de préfé-
rence obtenues expérimentalement. En particulier, I’apport d’un point de référence dans
le cadre de préférences ordinales n’a pas encore étudié & notre connaissance. C’est pour-
quoi, en décision multicritére comme en décision dans l’incertain, nous nous intéressons
a de nouveaux modéles d’agrégation de préférences ordinales & base de points de réfé-
rence, permettant d’enrichir les capacités descriptives (pour pouvoir décrire des relations
existantes) ou prescriptives (pour proposer des régles aboutissant a des relations de pré-
férences complétes et transitives) des modeéles existants. Nous proposons donc dans les
chapitres suivants une étude des modeéles obtenus en introduisant des points de référence
dans les modéles classiques, en décision multicritére ordinale au chapitre 2, et en décision

dans l'incertain au chapitre 3.






Chapitre 2

Poin{ss de référepce en décision
multicritére ordinale :

Résumé. L’introduction de points de référence dans les procédures d’agrégation
ordinales en aide & la décision multicritére permet d’obtenir des régles d’agrégation de
préférences originales et variées. Dans ce chapitre, nous commencons par présenter un
modeéle trés général de préférences avec points de référence. La régle de préférence ainsi
présentée, nous introduisons les propriétés nécessaires et suffisantes & la caractérisation
axiomatique de cette régle, et en particulier l’axiome d’indépendance conditionnelle
vis-a-vis des points de référence. Aprés avoir replacé la régle présentée dans le cadre de
I’agrégation multicritére, et étudié brievement le cas ot le point de référence est unique,
nous discutons des différentes variantes possibles de la régle proposée : six approches
différentes sont en effet possibles. Cependant, nous n’étudions ensuite que les deux
approches présentant un intérét particulier. Ces deux approches, nommeées ca/AC et
ca/CA, consistent & comparer tout d’abord les alternatives critére par critére a chaque
point de référence, afin de décrire les alternatives non plus par leurs valeurs sur chaque
critére, mais par les ensembles de critéres sur lesquels elles sont préférées aux points de
référence. Nous étudions en premier lieu les approches ca/AC consistant a agréger ces
différents ensembles en un score unique, par une fonction additivement décomposable
ou non. Les régles de préférence présentées dans cette partie ménent toutes & des
relations de préférence transitives. Nous étudions ensuite les approches ca/CA, basées
sur le principe des relations de concordance, et consistant & comparer point de référence
par point de référence les deux alternatives considérées avant d’agréger ces relations
de préférence du point de vue de chaque point de référence en une relation globale.
Nous montrons en particulier que la seule procédure d’agrégation de ces préférences
menant toujours & une relation de préférence transitive est celle basée sur un ordre

lexicographique sur les ordres dépendant de chaque point de référence.

!Ce chapitre s’appuie en partie sur les travaux présentés dans Rolland (2003, 2004, 2006a,b).
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Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les régles d’agrégation de préférence
en décision multicritére ordinale et leur intérét. Par ailleurs, nous avons introduit la no-
tion de point de référence et nous avons montré que 'introduction de points de référence
dans les méthodes de décision était naturelle dans de nombreux domaines. Nous propo-
sons dans ce chapitre d’étudier plus précisément ’apport de I'introduction de points de
référence dans des régles de décision multicritére ordinales. Il s’agit donc ici de n’étu-
dier que les relations de préférence basées sur une comparaison ordinale avec un point
de référence, c’est-a-dire les relations de préférence ne dépendant, pour une alterna-
tive x € X et un ensemble de points de référence P, que des ensembles de critéres
C(xz,p) ={j € N, xj Zj p;} pour chaque p € P.

Ce modéle de relations de préférence se formalise de la facon suivante :

Reégle d’Agrégation Multicritére avec Points de Référence AMPR

vy = (Clx,p"),....Cz,p™) & (Cly,p"),...,Cy,p™)) (2.1)

ou 7~ est une relation de préférence réflexive de partie symétrique ~ et de partie asymeé-
trique >, et X est une relation d’importance réflexive sur les sous-ensembles de (2V)™,

. . A . .
de partie symétrique ~ et de partie asymétrique .

Exemple 14 A titre d’illustration, les régles suivantes suivent le modeéle général 2.1 :

1. régle de type additivement décomposable
2y <= |Clz,ph)| +...+|C(z,p™) > [(Cly,p")| + ... + Cy,p™)|

2. régle de type lexicographique :

r-y <= [Clx,p")| > [(Cly,p")]
ou |C(z,p")| = [(Cly,p")]
et |C(z,p*)| > |(C(y,p®)]

T~y Ssinon

2.1 Points de référence : le modéle de base

Nous présentons dans cette partie la caractérisation axiomatique des relations de pré-
férence vérifiant la regle d’agrégation de préférences & points de référence présentée en
équation (2.1). Il s’agit de proposer un corpus d’axiomes tel qu’une relation de préférence
vérifie ces axiomes si et seulement si elle suit la régle AMPR. Par la suite, nous affine-
rons ce modéle en proposant des caractérisations axiomatiques conduisant a des modéles

particuliers.
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2.1.1 Points de référence connus

Rappelons ici le cadre dans lequel nous situons nos travaux : X est un ensemble
d’alternatives x décrites par leurs valeurs x; prises sur n critéres 1,...,n dotés chacun
d'un préordre 2Z;, j = 1,...,n. L’ensemble des critéres est noté N. Il a été introduit un
ensemble de points de référence P = {p',...,p™} jouant un role dans la comparaison
des alternatives. On note C(x,y) = {j € N, x; 2Z; y;} I'ensemble des critéres o x est
préféré a y, et X* = C(z,p’) 'ensemble des critéres ol x est préféré au point de référence
p'. La régle AMPR s’écrit alors :

sy = (XL, XM Y., Y™ (2.2)

Pour que I’expression X ait un sens, il faut s’assurer au préalable que tout élément
xrj € X; peut se comparer aux niveaux de référence p; C’est le sens de ’axiome de
comparabilité minimale CMP, qui sera supposé vérifié dans toute la suite de ce chapitre.

Axiome CMP : Comparabilité minimale vis-a-vis des points de référence
Vj e N,Vx € X,Vp € P, T ?Jj pj ou p; ,?Jj Zj

Dans la régle AMPR que nous présentons, la comparaison de deux alternatives s’ef-
fectue par l'intermédiaire de leurs positions respectives du point de vue des points de
référence. Deux alternatives se comportant de maniére identique du point de vue de
chaque point de référence doivent donc se comparer de maniére identique aux autres al-
ternatives. C’est ce qu’exprime ’axiome suivant d’indépendance conditionnellement aux

points de référence :

Axiome ICP : Indépendance conditionnellement aux points de référence
Ve, y,z,w € X,

(le"'va) = (Zl’...’Zm) }:>[(.I'>
)

(Y., Ymy = (Wi wm y) = (zZw)]

Cet axiome caractérise entiérement les relations de préférence suivant la régle AMPR,

comme 'indique le théoréme suivant :

Théoréme 3 Soient p',...,p" € P m points de référence. La relation de préférence -
sur X vérifie 'aziome ICP si et seulement si il existe une relation d’importance R sur
(2M)™ telle que, Va,y € X,

zry = (XL, X" Y., Y™
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Preuve du théoréme 3
(=) Si la relation de préférence = vérifie ICP, elle suit la régle AMPR. En effet,

définissons la relation de préférence R sur les m~uplets d’ensembles de critéres
A, B € (2N)™ par

A= (XY, X™)
ARB < Jz,yeX,{ B=(YL,...,Y™) (2.3)
xr

Y

. P JAN o > . -
les parties symétriques ~ et asymétriques > de <~ s’expriment ainsi :

A= (XY, Xx™
ARB < Joye X, { B=(",. .. Y™

T~y

A=(X',... . xX™)
A> B < dr,ye X,{ B=(Y',...,Y™)
x>y

Cette construction n’a de sens que s’il n’existe pas deux paires antagonistes (z,y)
et (z,w) qui induisent respectivement A X Bet B> A. Supposons qu'il existe
r,y,z,w € X tels que A = (X1,...,X™) = (Z,...,Z™), B=(Y',....Y™) =
(Wi . ..,W™) et x = yet w = z Une telle situation est en contradiction avec
I’axiome ICP. L’axiome ICP garantit donc la cohérence de la relation % telle que
définie en (2.3).

(<) silarelation de préférence 7 suit la régle AMPR, elle satisfait I’axiome ICP. En
effet, supposons que z,y,z,w € X sont tels que (X',...,X") = (Z1,...,2") et

(Y1 ...,Y™) = (W', ...,W"). La relation préférence x - y est alors équivalente &

la relation (X!,..., X™) R (YL ..., Y™), qui elle-méme est équivalente & la relation

(ZY,...,2") R (WL ..., W™), qui elle-méme est équivalente & la relation z 2 w.
O

L’exemple suivant permet d’illustrer certaines conséquences de ’axiome ICP.

Exemple 15 Soit X = X} x Xy, avec Xy = X = {0,1,2,...,10}. Soit P = {p',p*}
avec p' = (6,6) et p?> = (4,4). Posons x = (7,5) et y = (1,8), ainsi que z = (8,4)
et w = (3,9). On a alors X' = {1}, X? = {1,2} et Y = {2}, Y2 = {2}. De méme,
ZV={1}, 22 ={1,2} et W' = {2}, W2 = {2}. Donc si ICP est vérifié, x = y entraine
z=w car (X', X%) = (Z',722) et (Y1, Y?) = (WL W?).
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Il ne faut pas confondre ’axiome ICP avec un axiome plus compact, noté ECP et

présenté ci-dessous :

Axiome ECP : Equivalence conditionnellement aux points de référence
Ve,ye X, (XY, X" =@XL.... Y22~y

Cependant, les deux axiomes ne sont pas sans liens comme l'indique la proposition

suivante :

Proposition 1 Dans le cas ot la relation 7~ est un préordre (donc une relation binaire

réflexive et transitive),
ICP <= ECP

Preuve :

ICP = ECP vaut méme si - est réflexive sans étre transitive. En effet, il suffit dans
ICP de prendre = z = w et y tel que (X!,...,X™) = (Y, ..., Y™) pour avoir =
y <= x - x. Comme x ~ z, par définition de ~ comme étant la partie symétrique de la
relation 77, cela implique que x ~ y, ce qui prouve ECP. Montrons maintenant que ECP
= ICP si 7 est transitive. Soient z,y,z,w € X tels que (X',..., X™) = (Z,...,2Z™)
et (Y1,...,Y™) = (W', ..., W™). L’axiome ECP entraine x ~ z et y ~ w. Supposons
que x 7~ y. La transitivité de - entraine alors z 2~ w, ce qui prouve que I'axiome ICP est
vérifié. O

Notons que si 77 n’est pas un préordre, I’axiome ECP peut étre vérifié sans que
ICP le soit. Prenons par exemple une situation ot l'indifférence n’est pas transitive :
T~z y~w T =yetz~w, avee (X ..., X™) = (Z...,Z™) et (Y!,...,Y"} =
(WL, ..., W™). L’axiome ECP est vérifié alors que 1’axiome ICP ne I'est pas; en effet,
par ICP nous devrions avoir z > w puisque x > y, ce qui n’est pas le cas. Par conséquent,
la relation 77 peut vérifier ECP sans pour autant suivre la régle AMPR. L’axiome ECP
est nécessaire mais non suffisant pour caractériser la régle AMPR.

La regle AMPR posséde un grand pouvoir descriptif : le modéle est suffisamment
général pour que de trés nombreuses regles de décision utilisant implicitement ou explici-
tement la notion de niveaux de référence puissent rentrer dans le cadre proposé. Montrons
sur un exemple comment la régle AMPR peut servir & modéliser une régle de décision

utilisant des niveaux de référence.

Exemple 16 Soit X = X} X ... x X,, avec Vi =1,...,n, X; = [0,20]. Posons U(x) =
S wi(ws), avee ui(z;) = [%], ou [x;] représente la partie entiére de [x;]. Etudions la
relation de préférence - définie par x =y <= U(x) > Ul(y) : cette relation peut-elle se

modéliser comme une instance particuliére de la régle AMPR ¢
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Posons p° = (20,20,...,20), p* = (16,16,...,16), p® = (12,12,...,12), p* =
(8,8,...,8) et p' = (4,4,...,4). On a alors Yk = 1,...,5 u;j(x;) > k = i € C(x,pr).
La relation - considérée peut donc se modéliser comme l'instance suivante de la régle

AMPR :

5 5
vy <= Y [C,p") =D 1Cy,p")
k=1 k=1

Remarques :

1. dans le modéle AMPR, il est essentiel de bien voir la coalition de critéres X comme
étant représentative de la capacité d’une alternative a atteindre (ou dépasser) un
certain niveau de référence : une fois ce niveau atteint, il n’est pas tenu compte
de la différence éventuelle entre la valeur d’une alternative et celle du point de
référence. En particulier, il est important de noter que le point de référence p est
considéré comme préféré (ou indifférent) a toute autre alternative relativement &
lui méme; en effet, {j € N,p; 2Z p;} = N, ce qui est la plus grande coalition de

critéres possible, et donc, naturellement, la plus importante.

2. de méme, la régle AMPR fait que la dominance de Pareto peut ne pas étre vérifiée
entre deux alternatives, puisque seules jouent les comparaisons des alternatives
avec chaque point de référence, et non la comparaison directe des alternatives entre
elles. Supposons que deux alternatives x et y soient telles que pour chaque critére,
nous ayons deux points de référence p' et p? tels que p} =i Tj =; Y;j = pj- Nous
constatons que Vp € P, C(x,p) = C(y,p) et donc z ~ y, bien que formellement x
domine y au sens de Pareto. Méme si cela semble contre-intuitif en premier abord,
cela signifie simplement que seuls les positions des alternatives du point de vue des
points de référence sont importantes, et que vu des points de référence, le fait que
x; =; yj n’est pas important s’ils se comparent de la méme maniere & tous les

niveaux de référence.

3. le modéle AMPR permet de distinguer au maximum 2" niveaux distincts de pré-
férence par point de référence, qui correspondent & autant de coalitions de critéres

possibles.

4. le modéle AMPR proposé reste trés général : en particuliers, il n’implique aucune
propriété particuliére sur la relation R, comme par exemple la monotonie par rap-

port & l’inclusion. Nous traiterons de maniére détaillée dans les parties suivantes.

2.1.2 Points de référence inconnus

Nous avons vu dans la section précédente une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une relation de préférence 7~ donnée suive la régle AMPR avec un corpus de points

de référence P donné. Cependant, il est des cas ou une relation de préférence semble se
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comporter comme si elle faisait intervenir des points de référence, mais sans que ceux-ci
soient connus a priori. Est-il possible alors de caractériser ces situations, et d’exhiber
les points de référence par rapport auxquels la relation de préférence semble batie ? En
d’autres termes, quelles sont les conditions pour que la régle AMPR puisse rendre compte
d’une relation de préférence particuliére observée 7 Comment révéler alors les points de
référence 7 1l est difficile de répondre de maniére générale en exhibant une condition né-
cessaire et suffisante : la variété des situations rend délicate la question de la nécessité
d’une condition. Nous pouvons cependant proposer une condition suffisante pour que la
relation de préférence - s’exprime grace a la régle AMPR, si les points de référence ne
sont pas connus a priori. L’idée sous-jacente est que 'utilisation de points de référence va
se manifester par des effets de seuil dans les préférences, selon que la valeur d’une alterna-
tive sur un critére sera préférée ou non a la valeur de référence. De maniére plus précise, la
présence de points de référence va permettre de regrouper en classes d’équivalences les dif-

férentes valeurs prises par un critére. C’est le sens de 'axiome Cl,,,+1 proposé ci-dessous :

Axiome Cl,, 1 : m+1 classes d’équivalence

Soit 77 une relation de préférence. On définit n relations binaires Ej, j = 1,...,n, sur &;
par ajEjb; <= Vr e X, (aj,x_;) ~ (bj,z—;). On dit alors que 7 vérifie I'axiome Cl,,41
si et seulement si les relations E; sont des relations d’équivalence et si Vj € 1,..., N, la

relation E; posséde au plus m+1 classes d’équivalence.

Si la relation - est transitive, I’axiome Cl,,+1 est suffisant pour exhiber un ensemble
de points de référence permettant a la relation - de suivre la régle AMPR, comme le

montre le théoréme suivant :

Théoréme 4 Sila relation de préférence 7= sur X est transitive et vérifie l'axiome Cly,11
o . rs ) ) >
alors il existe m points de référence p',...,p™ et une relation d’importance ~ sur 2V x

.ox 2N telle que
rmy < (Clz,p"),...,Cx,p™) R (Cly,p),...,Cly,p™)

Preuve du théoréme 4

Soit 7 vérifiant Cl,,41. Pour chaque critére j = 1,...,n on choisit m + 1 représentants
des classes d’équivalence 7 de la relation £}, notés pé, i =0,...,m, tels que Vx; € X; tel
que ijjpé-, on ait x; ; pé- et pjﬁl 7 x; (la relation Z; est transitive par définition).
S’il existe m + 1 classes d’équivalence sur le critére j, alors nous pouvons choisir les p}
telsque: Ve =1,...,m, pj._l - p; S’il existe moins de m+ 1 classes d’équivalence sur le
critére j (mettons m + 1 — k), alors nous pouvons choisir les pj tels que : Vi =1,...,m,

Pt pé- et pour k d’entre eux, pé'il ~i p;

7 ~,
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Soient x et y € X tels que Vj, z;Ejy;. On a alors  ~ (y1,22,...,2y,) car £1E1y;. On a
aussi (Y1, 2,23, ...,Tn) ~ (Y1,Y2,23,...,2,) car xaEoys, etc. D’oll, en passant de z 4 y
par transitivité coordonnée par coordonnée, il vient (x1,...,2zy,) ~ (y1,...yn) d'ou

Vi, z;Ejy;) = o~y (2.4)

Soient p* = (p¥,pb,...,p%) et P = {p',i =1,...,m}. On a par définition des ensembles
C(z,p') : Vo € X, Vp' € P, zj 72, pé < j e C(x,p) et p§~ - r; <= j¢&C(x,p).
Donc C(z,p') = C(y,p") entraine que pour tout j =1,...,n, x; Z; Py <= Yi Zj pj, et
p; =jxj <= pj =; y;- Et doncsiVp € P,C(z,p) = C(y,p), cela signifie que Vp € P,
Vi=1,....n,2; Z;pj <> Vi ZjPj, et pj = x; <= p; >; y;. Cela signifie donc que
Vp € P,xj ~j pj < yj ~j pj, ce qui s’exprime aussi x;E;p; <= y,;E;p;, et donc
pour tout couple (z,y) de X x X, on obtient I'implication suivante : [Vp' € P,C(x,p’) =
C(y,p")] < [Vj € N, x;E;yj], et grace a I'équation (2.4),

[vp' € P,C(z,p") = Cly,p")] =z ~y

Cela montre que 'axiome ECP est vérifié sur le corpus des points de référence p;'.
construits grace a 'axiome Cl,,11. Comme la relation - est transitive, 'axiome ICP

est aussi vérifié. Nous sommes donc dans le cadre du théoréme 3, qui s’applique alors.

Cela prouve le théoréme 4. O

Exemple 17 Soit X = X} X Xs, avec X} = Xy = {0,1,2,...,10}. Supposons que nous

ayons connaissance, entre autres, des préférences suivantes sur les éléments de X :

1..(6,7) ~ (5,7) = (4,7) ~ (3,7)
2. (6,4) ~ (5,4) = (4,4) ~ (3,4)
3. (5,8) ~ (5,7) = (5,6) ~ (5,5)
4o (4,8) ~ (4,7) ~ (4,6) ~ (4,5)
Nous pouvons en déduire les relations d’équivalence suivantes sur les valeurs prises par
les critéres :

- 6F15 et 4E13 par les informations 1 et 2.

— 8F57 et 6E55 par les informations 3 et 4.
L’axiome Cly est alors vérifié sur l’échantillon & notre disposition, ce qui est compa-
tible avec lexistence d’un point de référence obtenu en prenant les valeurs minimales
de chaque classe d’équivalence pour chaque critére. Ici, le point de référence est donc

= (5,7). On peut également déduire des informations a notre disposition la relation g

qui est ({1,2}) > ({2}) (information 1); ({1}) > (0) (information 2); ({1,2}) > ({1})
(information 3); ({2}) ~ (D) (information 4). Il nous manque une information pour dé-
terminer la relation d’importance entre ({1}) et ({2}). Pour cela, il faudrait par exemple

demander au décideur de comparer les alternatives (4,7) et (5,4).
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2.1.3 Remarque sur les points de référence

Dans le cas ou les points de référence sont inconnus, il apparait que ’on ne révéle en
réalité que les différents niveaux d’équivalence sur chaque critére. Or un point de référence
est un élément de X', donc un ensemble correspondant a une valeur sur chacun des critéres.
Il est donc possible d’obtenir plusieurs corpus de points de référence correspondants aux

mémes niveaux d’équivalence sur chaque critére.

Exemple 18 Soit X = Xy x Xy. Supposons que ['observation des préférences conduise a
trouver trois classes d’équivalence pour chaque critére, dont les représentants sont a1 =1
b1 =1 c1 et ag =2 by =9 co. D’aprés le mode de construction des points de référence vu
ci-dessus, on peut conclure a l'existence de deux points de référence prenant les valeurs
a1,by sur le critére 1 et as,by sur le critére 2. Cependant, il y a les deux possibilités
suivantes pour les points de référence :

~ Possibilité 1 : p' = (a1,az) et p*> = (by,bs)

— Possibilité 2 : p' = (a1,b2) et p? = (b1, az)

Comme il existe une marge de manoeuvre pour le choix des points de référence, il est
naturel de se demander si les ensembles de points de référence sont tous équivalents ou si
certaines structures particuliéres sont plus intéressantes que d’autres. Plus précisément,
il peut étre intéressant de voir si les points de référence manipulés peuvent étre considérés
comme étant ordonnés suivant une relation de dominance de type dominance faible de
Pareto, notée Zp, telle que x Zp, v < Vj € N, x; Z; y;. En d’autres termes,
peut-on supposer que Vj € N, pz- i pj.*l ? La réponse est affirmative comme l'indique

la proposition suivante :

Proposition 2 Si ICP est vérifié, on peut supposer sans perte de généralité que
ViEN, pjzips i 2P

Preuve de la proposition 2
Soit 2 une relation de préférence sur X. Soit P = {p',...,p™} 'ensemble des points
de référence. Supposons que 'axiome ICP soit vérifié. Il existe donc une relation d’im-

portance R telle que
vy < (Clep'),....Clap™) 2 (Cly,p"), . Cly. ™))

Soit @ = {q!,...,¢™} une autre famille de points de référence tels que :
LVjeN, ¢ Ziq; Zj - T 4

2. dn permutations de {1,...,m} notées o;, j = 1,...,n telles que qj- = p?j(i)
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Les points de référence de Q sont donc obtenus par ré-arrangement des valeurs des
points de référence de P de telle sorte que les points de référence ¢, ..., ¢™ soient or-
donnés suivant la relation de dominance 7~ p,,.

Soient z, y, z et w € X tels que Vp' € P, C(z,p') = C(z,p') et C(y,p") = C(w, p).
Il est alors évident que V¢' € Q, C(z,q¢") = C(z,q%) et C(y,q") = C(w,q"). L’axiome
ICP est donc aussi vérifié avec ’ensemble Q, ce qui signifie qu’il existe une relation
d’importance &' telle que

rny <= (O, Clag™) & (Cla))-...Cly.q™)
O

Nous ferons donc dorénavant I’hypothése que les éléments de P sont ordonnés pour

la relation =~ p, de sorte que p' = pa p? Zpa ... opa D™

Exemple 19 Nous reprenons ici le cadre de l’exemple 9 du choix d’un hébergement tou-
ristique : les quatre critéres retenus sont le priz (1), le confort (2), la prozimité du site
touristique choisi (3) , et le cadre général (4). Le priz est en euros, le confort est noté
de zéro a cing étoiles, la proximité du site choisi est répartie en quatre catégories (A :
sur place; B : a proximité; C : dans les environs, D : éloigné) et le cadre général en

"=" et "' Supposons que trois hébergements de référence pt,p?, p3

trois niveauz "+,
ont été identifiés : p*, hébergement de type "luze", p*, hébergement de type "bon dans sa

catégorie”, et p®, "hébergement au coeur du site", avec les valeurs suivantes :

1 2 3
pl 100 Kk ok kK C +
p2 40 kK B —
P> 60 ¥* A+

Il est alors possible de prendre comme référence les trois points q',¢%, ¢> suivants,
dont linterprétation dans le contexte est différentes, mais qui utilisent les mémes valeurs

de sewil :

1 2
ql 40 koK kKK

v o[ N I
+ o+

q2 60 XKk

¢ 100 **  C

Considérons les deux hébergements x et y suivants :

1 2 3
© 40 *F** B
y 80 ** A =
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Nous obtenons les ensembles suivants :
- pour x :
- CO(z,p") = {1,3}, C(z,p%) = {1,2,3} et C(z,p°) = {1,2}
- C(z,q") = {1}, C(z,¢*) = {1,2,3} et C(z,¢%) = {1,2,3}
— pour y :
- C(y,p") ={1,3}, C(y,p*) = {3,4} et C(y,p*) = {2,3}
- Cly,q") = {3}, C(y,¢*) = {3} et Cly,¢*) = {1,2,3,4}

Une conséquence de cette proposition est que les ensembles X* = C(x, p*) sont inclus
les uns dans les autres : Vo € X, X' C X2C...C X™. Cela montre que la relation de
préférence 7~ sur X' n’utilisera qu’une partie de la relation d’importance R sur (2Nym,
En effet, certains m-uplets de sous-ensembles de critéres ne correspondent & aucune al-
ternative possible : leur importance, au sens de la relation R, est donc sans objet nous
concernant.

Nous sommes maintenant en mesure de présenter un protocole complet de révélation
des points de référence dans le cas ou I'axiome Cl,, 11 est vérifié. Cette méthode repose sur
un postulat : I'ensemble X" est fini. En effet, si un ensemble X; est infini, il est impossible
de vérifier que ajE;b; <= Va € X, (aj,z—j) ~ (bj,z—;). De maniére générale, si,
tout en étant fini, le corpus des alternatives considérées est important en nombre, le
protocole est inapplicable en pratique, du fait qu’il faut passer en revue une & une toutes
les alternatives.

L’algorithme 1 détaillé ci-dessous consiste dans un premier temps & déterminer les
classes d’équivalences EJZ pour chaque critére, puis de choisir un représentant pour cha-
cune de ces classes d’équivalence. la détermination des classes d’équivalence se fait en
faisant varier la valeur prise par une alternative sur un critére toutes choses étant égales
par ailleurs. Pour tout sous-ensemble S; C X;, nous définissons I’élément maximum, non
forcément unique, T; = max(z; € S;) par Vx; € Sj, T; Z; x; et I'élément minimum,
non forcément unique, z; = min(z; € Sj) par Va; € S, x; Z; z;. On choisira I'élément
minimum comme représentatif d’une classe d’équivalence.

Nous verrons au chapitre 4.2.5 un exemple utilisant cet algorithme pour révéler les

points de référence.

2.1.4 Liens avec d’autres modéles
Place de la régle AMPR en décision multicritére ordinale

La caractérisation axiomatique des modéles de préférence en décision multicritére
ordinale a connu des développements récents, par exemple dans Fargier et Perny (2000),
Bouyssou et Pirlot (2002a), Bouyssou et Pirlot (2002b), Dubois et al. (2002), Dubois et al.
(2003b), Grabisch et Perny (2003). En particulier, 'objectif de Bouyssou et Pirlot (2002b)
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Algorithme 1 Révélation des points de référence

1) Calcul des ensembles E! :
Pourj=1an
Initialisation : on pose k =1, Ejk = & et T; = max{z; € E;“}
Tant que Ef £ 0
Pour tout z € X, Pour tout x; € X — {Z;}
Si —[(xj,2—5) ~ (T, 2—;)] Alors Ejk = Ejk —{xz;}
fin Pour tout
Poser k =k + 1, EJk =4 —Ul<kEJl.,Tj = max{x; EEJk} et j=4+1
fin Tant que
fin Pour
2) Choix des représentants p} :
On pose m = max;(nombre de classes E;-)—l
Pourj=1an
Pouri=1am
Si E]Z # 0 Alors
pé- = min(z; € E;)
Sinon
pi=pi"
fin Si
fin Pour i
fin Pour j

fin

est de proposer un modele général capable de capturer toute procédure d’agrégation
multicritére, conduisant ou non & une relation de préférence transitive ou compléte. Le

modeéle proposé, appelé modele (M), s’exprime de la fagon suivante :
Définition 8 Modéle (M) (Bouyssou et Pirlot (2002b))

‘Tiy < F(fl(xhyl)?"')fn(xn7yn)) >0

Avec

— f; une fonction XZ-Q — R antisymétrique,

— F une fonction [, fi(X?) — R non décroissante en tous ses arguments et impaire.

Ce modeéle (M) est un modéle trés général permettant de décrire de nombreuses
relations de préférence ordinales. En particulier, la plupart des relations de préférence

suivant la régle AMPR vérifient le modele (M). Quelles sont alors les raisons d’étudier la

régle AMPR?
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1. d’un point de vue prescriptif, la régle AMPR permet de modéliser efficacement des
relations de préférence basées sur 1'utilisation explicite de points de référence lors
de la procédure d’agrégation. En effet, le modéle (M) ne propose pas explicitement
des points de référence au décideur pour expliciter le mécanisme décisionnel qu’il

utilise.

2. d’un point de vue descriptif : la régle AMPR permet de décrire et d’expliquer la
relation de préférence 7 sur X' & partir des relations de préférence 7; données
a priors sur chaque critére X;. Ce positionnement différe de celui adopté dans
Bouyssou et Pirlot (2002b), dans lequel les relations Z; ne sont pas données mais

sont révélées a posteriori & partir de la connaissance de la relation 7.

3. de méme, il existe des situations ou la relation de préférence peut étre décrite &
l’aide de la regle AMPR et non par le modele (M). La caractérisation axiomatique
du modele (M) proposé par Bouyssou et Pirlot (2002b) montre que ’axiome ARC1
détaillé ci-dessous est nécessairement vérifié si la relation de préférence vérifie le
modele (M). Or nous proposons ci-dessous & titre d’exemple une relation de preéfé-
rence suivant la régle AMPR et ne vérifiant pas I’axiome ARC1 et donc le modeéle
(M).

Présentons tout d’abord I’axiome de comparaison inter-critére ARC1 tel qu’introduit

par Bouyssou et Pirlot (2002b) :

Axiome ARC1

x -y (x5, 2-5) = (y5, w—)
Vj e N, Va,y,z,w € X, et =< ou
Z = w (zj,2—5) > (wj,y—j)

Introduisons ensuite le cadre de notre exemple :

Exemple 20 Soit X = X} x Xp x X3 x Xy et X; = {0,...,10}. Soit P = {p',p?, p3}
avec p' = (8,8,8), p* = (5,5,5) et p> = (2,2,2). Soient les alternatives suivantes :

g v« 8

— W o O
© = W o N
S © = W w
W O O |

Nous allons proposer maintenant une relation R sur les triplets de sous-ensembles de
criteres telle que x -y <= (X', X%, X?) R (Y1, Y2 Y3) d’une part, et telle que >~ ne
vérifie pas l'aziome ARC1 d’autre part. Pour cela, nous étudierons les relations entre les

alternatives x,y, z,w et les alternatives (y1,w-1), (z1,2-1), (w1,y-1), (21,2-1).
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Soit la relation X telle que, entre autre :

1o ({1},41,23,{1,2,3}) > ({4}, {1,4},{1,2,4})

2. ({3}, {3,4},{1,3,4}) > ({2}, {2,3},{2,3,4})

3. ({2},{1,2,3},{1,2,3,4}) > ({1,3},{1,3,4},{1,3,4})
4 ({45,443, {2,4}) > (0,{2},{1,2,3})

La relation d’importance > ainsi introduite est bien asymétrique, et méme ne comporte
pas de cycle.
- Xt ={1}, X2 ={1,2}, X3 ={1,2,3} et Y! = {4}, Y2 = {1,4}, Y3 = {1,2,4}.
La contrainte 1 entraine donc que x > y.
- ZV = {3}, Z? = {3,4}, 73 = {1,3,4} et W' = {2}, W? = {2,3}, W3 = {2,3,4}.
La contrainte 2 entraine donc que z > w.
— la contrainte 3 entraine (y1,w_1) > (z1,2-1)
- la contrainte 4 entraine (wi,y—1) > (z1,2-1)
Nous constatons que l'axiome ARCI n’est pas vérifié, car nous avons © > y et z >
w, mais ni (x1,2-1) > (y1,w-1), ni (z1,2-1) > (w1,y—1). La relation de préférence

considérée ne peut donc étre décrite en utilisant le modeéle (M).

Liens avec les méthodes de tri non-compensatoires

Les méthodes de tri ou de classement consistent & répartir les différentes alternatives
dans des catégories prédéfinies. Si les catégories sont ordonnées, on parle de méthodes
de tri, et il est alors possible d’obtenir une relation de préférence sur les alternatives
en comparant les catégories auxquelles elles appartiennent. Certaines méthodes de tri
dites "non compensatoires", comme par exemple ELECTRE TRI (voir Yu (1992), Roy
et Bouyssou (1993)), n’utilisent qu’une information ordinale pour affecter les différentes
alternatives aux catégories, en les comparant & des "niveaux de référence" délimitant les
catégories : cela n’est pas sans rappeler la régle AMPR. Il est alors possible d’imaginer
un modéle inspiré par les comparaisons mises en oeuvre dans la méthode ELECTRE TRI
entre les alternatives et des niveaux de référence précis. Ce modeéle consiste a dire qu'une
alternative x est préférée a une alternative y si z est préférée au point de référence et pas
y. En d’autres termes, en basant la comparaison des alternatives au point de référence
sur une régle de concordance, le modéle s’exprime de la maniére suivante :

3 R relation d’importance sur 2V telle que

v-y <= C(z,p)>C(p,z) et non(C(y,p) > C(p,y)) (2.5)
T~y sinon
Pourquoi avons-nous préféré étudier la regle AMPR plutot que le modele (2.5)7 11y

a deux principales raisons :
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1. le modele (2.5) est simple mais ne permet qu’'une faible discrimination : en effet,
I'introduction d’un point de référence ne permet de distinguer que trois classes
d’alternatives de X : les alternatives qui sont préférées au point de référence p,
celles qui lui sont indifférentes et celles pour qui le point de référence p leur est
préféré. Au contraire, la régle AMPR utilisée avec un seul point de référence autorise
théoriquement jusqu’a 2" classes d’équivalence, soit toutes les coalitions C(z,p)
possibles, ce qui permet de modéliser des relations de préférence beaucoup plus

fines.

2. par ailleurs, la régle AMPR permet de décrire le modeéle (2.5), qui apparait donc
comme un cas particulier de AMPR. En effet, si la relation de préférence - vérifie
le modele (2.5), elle est alors transitive et vérifie 'axiome Cl,,11, ot m est égal
a deux fois le nombre de points de référence par construction. Les hypothéses du

théoréme 4 étant vérifiées, le théoréme s’applique et donc 7~ suit la régle AMPR.

Exemple 21 Soit X = X} x Xy avec X; = {1,2,3}. Soit p = (2,2) un point de
référence et R une relation d’importance sur les partitions de X telle que A R
B <= |A| > |B|. On distingue alors 3 classes d’équivalences dans l’ensemble
des alternatives : 'y, pour celles qui sont préférées a p, I's pour celles qui sont
indifférentes a p, et I's pour celles a qui p est préféré. La relation de préférence

basée sur Uutilisation de p suivant la régle 2.5 est alors la suivante :

(3,3) ~(3,2) ~ (2,3) = (3,1) ~ (2,2) ~ (1,3) = (2,1) ~ (1,2) ~ (1,1)

1l est possible de retrouver cette méme relation de préférence a partir d’une régle de

type AMPR, comme celle ci-dessous : soit p = (3,3) et p*> = (2,2). On pose
2y <= 61(X1) + 02(X?) > 01 (V) + ¢2(Y?)

avec $1(X) =0 si X =0, et ¢1(X) = 1 sinon, et ¢p2(X) =1 s X = {1,2}, et
$2(X) = 0 sinon. On a alors : x €T <= ¢ (X)) + ¢(X?) =2; 2 €Ty <
o1(X1) + d2(X?) =1;2 €T3 < ¢1(X) + ¢2(X?) =0.

Récemment, Bouyssou et Marchant (2007a) et Bouyssou et Marchant (2007b) ont
proposé une caractérisation axiomatique des méthodes de tri non compensatoire, et en
particulier ’ELECTRE TRI, dans le cadre de la décision multicritére. Cette caracté-
risation permet de mettre en évidence que la régle AMPR n’est pas contenue dans les
modeles de tri non compensatoires. Le résultat de caractérisation axiomatique proposé
par Bouyssou et Marchant (2007b) spécifie quune partition (Cy)xer ordonnée (ou C! est
la moins bonne catégorie) de 'ensemble des alternatives posséde une représentation dans
le modeéle de tri non compensatoire si et seulement si la partition vérifie des propriétés

de linéarité et de bi-catégorie. C’est en particulier 'axiome de bi-catégorie, appelé "R-2
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gradedness" dans Bouyssou et Marchant (2007b) qui n’est pas vérifié, comme indiqué ci

dessous.

Axiome de bi-catégorie (Bouyssou et Marchant (2007b)) :
On dit que la partition (Ck)ger vérifie ’axiome de bi-catégorie sur le critére i si et

seulement si, pour tout | < k € R, z;,y;, 2 € X; et a_;,b_; € X_; :

(:Ei, CL_Z‘) € Czk

et (zi,b_;) € CZ
(yi,a_;) € CZF = ou
et (zi,a_;) € C=F

(yi,b—i) € C=1

En effet, dés qu’il y a plus d’un point de référence, il n’y a plus deux catégories,
mais un nombre supérieur; il est donc logique qu’une régle de type AMPR, a 2 points
de référence ou plus ne vérifie par I'axiome de bi-catégorie, comme le montre ’exemple

suivant :

Exemple 22 Soit X = X; x Xo x X3 et X; = {0,...,10}. Soit P = {p',p%,p3} avec
pl = (8,8,8), p® = (5,5,5) et p* = (2,2,2). Soient les valeurs de Xy suivantes : 11 =7,
y1 =9 et z1 = 3. Soient les valeurs de X_; suivantes : a_1 = (7,7) et b_; = (4,4). On
suppose que la relation de préférence sur X suit la régle suivante, cas particulier de la
régle AMPR :

vy <= |{ptel que x Py} > |{p tel que y 2P x}|

avec x Py <= |XP| > |YP|

On a ici :
XU x| x? | X2 X3 | X3
(x1,a_1) | 0 0 |{1,2,3} 3 |{1,2,3} 3
(yi,a—1) | {1} 1 [{1,2,3} 3 [{1,2,3} 3
(z1,a-1) | 0 0 {2,3} 2 1{1,2,3} 3
(z1,b_1) | 0 0 {1} 1 [{1,2,3} 3
(y1,0-1) | {1} 1 {1} 1 1{1,2,3} 3

On a alors (y1,a_1) = (x1,a_1) = (y1,b_1), et donc, en posant (x1,a_1) € C*, on a bien
(z1,a_1) € CZF, (y1,a_1) € C=ZF et (y1,b_1) € CZL, 1 < k. Comme (y1,b_1) = (x1,b_1),
on a bien (x1,b_1) &€ CZ! et comme (x1,a_1) = (21,a_1) on a bien (z1,a_1) & CZF, ce

qui montre que ’aziome de bi-catégorie n’est pas vérifié.
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2.2 Points de référence : les différentes approches

Nous avons vu au chapitre 1.2.1, a la suite de Perny (2000) et Grabisch et Perny
(2003), qu’il existe deux approches fondamentales différentes pour comparer deux al-
ternatives décrites par plusieurs critéres : 'approche AC (Agréger puis Comparer) et
Papproche CA (Comparer puis Agréger). L’introduction de plusieurs points de référence
pour comparer les alternatives multicritéres entre elles nécessite de nouveaux niveaux
d’agrégation et de comparaison. On peut en particulier distinguer quatre étapes, qui
pourront se succéder suivant différents ordres :

— une étape d’agrégation vis-a-vis des critéres : a.

— une étape d’agrégation vis-a-vis des points de référence : A.

— une étape de comparaison des alternatives aux points de référence : c.

— une étape de comparaison des alternatives entre elles : C.
Les agencements possibles de ces quatre étapes sont présentés dans le schéma ci-
dessous :

Tly.e.yTn
Yty Yn m
R o a@)a(y),a@"),...,a@™) A Alz),Ay), Ap)
1y FPn
AP
le le le
c(z1,p1), - -+ c(Tn, )
xvma ’Cl,n’:ln (L', 17"'7 x7m
(1 pl) ( g ) u f( pl) f( pm) A o(2), (1)
(y17p1)7 7C(yn7pn) f(ya 5. 7f )
c(y1,p1")s -+ c(Yn, P7)
iNe 1 C |1 C
1 1
" B (@), B ) A P(a,y)
C (x17y1)7"'7c (zn,yn)

Nous pouvons alors distinguer six approches possibles pour comparer deux alterna-
tives avec l’aide de plusieurs points de référence : aA /cC, ac/AC, ac/CA, cC/aA, ca/CA,
ca/AC. Nous présentons ci dessous les modéles généraux des différentes approches, en les
accompagnant d’un exemple illustratif pour chacun d’entre eux. Pour les exemples des
approches aA /cC, ac/AC, ac/CA, nous supposerons que X = R"™. On note T la moyenne
des valeurs prises par x sur chacun des critéres, et p la moyenne des p, p € P. On note
également f la fonction de R x R dans {—1,0, 1} telle que :

- fla,b) =—1sia<b

- fla,b)=0sia="b

~ fla,b)=1sia>b

1. Modéle aA /cC : le modeéle aA /cC consiste a agréger les valeurs prises par chaque
alternative et point de référence en un "score" unique, puis d’agréger les "scores"
des différents points de référence en un score unique, puis de comparer ce score a

celui de chaque alternative, et enfin de comparer le résultat de ces comparaisons
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pour les deux alternatives.

zZy <= Cle(Ala(2)), Aa(p'), ..., a(p™))), c(Ala(y)), Ala(p'), ... a(p™)))] = 0

Exemple 23

. Modéle ac/AC : le modele ac/AC consiste a agréger les valeurs prises par chaque

alternative en un "score" unique, puis & comparer ces scores avec ceux obtenus
par les différents points de référence. Il s’agit ensuite d’agréger le résultat de ces
comparaisons en un score général pour chaque alternative, et enfin de comparer les

scores obtenus par les deux alternatives.

T Ty =
ClA(c(a(2), alp")),. .., c(a(z), a(p™))), Alc(a(z), a(p!)), .. ., c(a(z),a(p™)))] = 0

Exemple 24

vy <= {peP,z>p} > |{peP,y>0}

. Modéle ac/CA :le modele ac/CA consiste & agréger les valeurs prises par chaque

alternative en un "score" unique, puis & comparer ces scores avec ceux obtenus par
les différents points de référence. 11 s’agit ensuite de comparer, point de référence
par point de référence, les comportements de chaque alternative puis d’agréger les
résultats de ces comparaisons pour obtenir une préférence globale.

Ty =

A[C(c(a(z), a(p)), cla(y), a(ph))), ..., Clc(alz), a(p™)), c(aly), a(p™)))] = 0

Exemple 25

vZy = KpeP, f(zp) = f@p} -KpeP, f(¥,p) = f(@D)} =0

. Modéle cC/aA :le modeéle cC/aA consiste & comparer critére par critére chaque

alternative & chaque point de référence, puis a comparer ces résultats pour les deux
alternatives. Il s’agit ensuite d’agréger ces informations pour en tirer des préférences
du point de vue de chaque point de référence, puis d’agréger ces préférences en une

préférence globale.

Ty
A[ a(C(C(xlap%)v C(ylvp%)% SRR C(c(xn,pi), C(ymp}"b)))’ s
a(C(c(xhp?lﬂ)? C(ylapgn))v ce 70(6(‘73717])21)7 C(ympzn)))] >0
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Exemple 26
vy <= H{peP,Flx,y,p) > F(y,z,p)}| > HpeP,F(y,z,p) > F(z,y,p)}|

avec F(x,y,p) = |{i € N, f(zi,pi) > f(yi,pi) }|

5. Modéle ca/CA : le modele ca/CA consiste & comparer critére par critére chaque
alternative a chaque point de référence, puis & agréger ces comparaisons en un score
global du point de vue de chaque point de référence. Il s’agit ensuite de comparer
ces scores pour les deux alternatives pour en tirer des préférences du point de vue de

chaque point de référence, puis d’agréger ces préférences en une préférence globale.

xTTYy =
Al Clale(z1,p1), - cl@n, py)), ale(yr, pi)s - -, €(Yn, Pr)))s - - -
Cla(c(z1, p"), - - c(@n, Pi')), ale(yr, pT)s - -5 c(yns Pi')))] = 0

Exemple 27

rZy <= {peP,|Clxp) = [Clyp)H-HpeP:|Cly,p)l = [Clz,p)}[ =0

6. Modeéle ca/AC : le modele ca/AC consiste & comparer critére par critére chaque
alternative a chaque point de référence, puis & agréger ces comparaisons en un score
global du point de vue de chaque point de référence. Il s’agit ensuite d’agréger ces
scores en un score unique pour chaque alternative, puis de comparer ces scores pour

en tirer une préférence globale.

xTYy =
C[ A(a(c(xlap%)v Tt 7C(l'n7p111))7 R a(c(mlapT)’ tet 7C(xnapnm)))7
A(a(c(yr,p1); - -, (Ynspn))s - - - ale(yr, o1, - - c(yn, i)))] = 0

Exemple 28
zZy = [Cla,p)|+...+[Cx,p™)] 2 [Cly,p") + ... +[Cly, p™)]

Passons en revue ces six modeéles pour déterminer lesquels nous étudierons de maniére

plus approfondie.

1. Approches commencant par 1’agrégation : les approches aA/cC, ac/AC et
ac/CA commencent toutes les trois par agréger les valeurs prises par les alterna-
tives et les points de référence sur les différents critéres en un unique critére de
synthése. Méme si cette facon de faire permet de comparer les différentes alterna-
tives de maniére a obtenir une relation de préférence compléte et transitive, ce n’est

pas l'option retenue ici, ou nous ne souhaitons étudier que les modéles ordinaux
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tels que définis par AMPR (et donc commengant par une phase de comparaison
ordinale des valeurs prises par les alternatives sur chacun des critéres). Par ailleurs,
I'intérét d’introduire des points de référence dans ces approches commencant par
une agrégation apparait comme limité : en effet, 'obtention d’'un critére unique
de synthése pour chacune des alternatives permet de comparer directement les al-
ternatives les unes avec les autres, et donc d’obtenir un ordre complet et transitif
directement. La présence de points de référence pour comparer des valeurs prises
sur un unique critére n’est pas nécessaire. Enfin, d’un point de vue descriptif, il
est beaucoup plus riche et intéressant de définir des profils de points de référence
agissant comme des limites & ne pas dépasser, ou comme des objectifs & atteindre,
plutdét que de se contenter de trouver une valeur globale, "moyenne", gommant les
différences pouvant éventuellement exister entre les différents critéres. C’est pour-

quoi nous n’étudierons pas plus avant les approches ac/CA, ac/AC et aA/cC.

. Approches commencant par la comparaison : les approches cC/aA, ca/CA,

ca/AC commencent par comparer, critére par critére, les alternatives considérées
avec les différents points de référence. La fonction de comparaison peut étre sim-
plement ordinale (sur le critére j, lalternative est-elle préférée ou non au point
de préférence ?), ou, dans le cas ou l'information disponible le permet, elle peut
prendre en compte de maniére plus fine les différences entre les valeurs prises par
les alternatives et le point de référence. Dans le cadre de nos travaux, nous nous
sommes restreints uniquement a I’étude des comparaisons ordinales des alternatives

et points de référence.

Sur les trois approches, deux finissent par ’agrégation, cC/aA et ca/CA, et ne
difféerent que par l'ordre des comparaisons et agrégations médianes. En effet, les
deux approches cC/A et cA/C aboutissent & ’obtention de m relations de préférence
entre les deux alternatives (une par point de référence) qu’il s’agit d’agréger pour
obtenir une unique relation de préférence. La différence entre les deux approches
réside donc dans la maniére de construire les relations de préférence dépendant
des points de référence. L’approche ¢C/aA consiste a comparer, point de référence
aprés point de référence, les résultats des comparaisons pour les deux alternatives
sur chaque critére. On obtient alors n x m relations de préférence entre les deux
alternatives. Il s’agit ensuite d’agréger ces résultats sur les critéres pour obtenir m
relations de préférence (suivant les points de référence) entre les deux alternatives.
Il reste ensuite a agréger ces m relations de préférence en une unique relation.
C’est une méthode assez lourde, qui développe toute I'information possible avant
de la synthétiser. En particulier, 'obtention des relations de préférence sur chaque
critére pour chaque point de référence ne posséde pas une interprétation naturelle

trés aisée. C’est pourquoi nous n’étudierons pas plus avant ’approche cC/aA.
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Il reste donc deux approches intéressantes : les approches ca/AC et ca/CA. Elles
sont basées toutes les deux sur le méme principe de description des alternatives non
plus directement sur les critéres mais sur les ensembles de critéres ou 'alternative
est meilleure que le point de référence. Ces deux approches feront I'objet chacune

successivement de développements dans les sections suivantes.

2.3 Cas particulier : un seul point de référence

Dans le cas ou P est réduit & un singleton {p}, il n’est évidemment plus nécessaire
d’agréger les relations de préférence partielles obtenues & partir de plusieurs points de
référence. La régle AMPR, et partant les axiomes caractérisant ce modéle s’en trouvent
alors simplifiés. C’est ce modéle simplifié que nous présentons ici. Il mérite en effet un
traitement particulier, les chapitres suivants traitant de la problématique de I'agrégation,
qui est sans objet dans le cas d’un unique point de référence.

Introduisons tout d’abord la version simplifiée de la regle AMPR :

Définition 9 Modéle 4 un point de référence On définit une relation de préférence

satisfaisant une régle de concordance a base d’un point de référence par :
vny <= {j €N zp} <~ {j€ Ny i} (2.6)
o K est une relation d’itmportance sur les parties de N.
Cette relation < peut par exemple étre obtenue par :
VA, BCN, A KRB« Jz¢€ X, tel que Vj € N, xj < pj, et (pa,z—a) Z (pPB,2—-B)

L’axiome ICP présenté en section (2.1.1) devient le suivant :
Axiome IC}

{jGN,xj Zipi} = {jEN,Zj Zi i} T
{i € Nyy; Zj pj} {j € Nywj Zj pj}

Le théoréme de caractérisation 3 obtenu devient alors :
Théoréme 5 - vérifie ICy <= I est représentable par le modéle (2.6).

Exemple 29 Soit un ensemble d’étudiants notés sur 3 matiéres (Math, Physique, Eco-
nomie) sur une échelle de 0 a 20. On estime qu’un bon étudiant (point de référence) est
celui qui est au niveau d’une mention assez bien, soit 12/20 dans toutes les matiéres. On
va donc prendre comme point de référence le point p = (12,12,12). Soient les étudiants

sutvants :
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Etudiant Math Physique Economie

A 18 12 6
B 18 6 12
C 5 1 8
D 5 8 14

Alors dire que A est préféré o B signifie que { Math, Physique} > { Math, Economie}.
Et dire que D est préféré a C signifie que { Economie} > { Physique}. On peut donc trouver
une relation X sur les parties de N impliquant les préférences A = B et D > C. Il suffit
de prendre par exemple le préordre suivant : {Math, Physique, Economie} > {Math,
Physique} > {Math, Economie} > {Economie, Physique} S {Math} ~ {Economie} ~
{Physique}. Les préférences A = B et D = C montrent donc qu’une bonne note en
économie est plus important qu’une bonne note en physique si la note en mathématique
n’est pas bonne, mais que c’est l'inverse si la note en mathématique est bonne. Il est a
noter que ni le critére de la moyenne pondéré, ni la relation de concordance généralisée ne
permettent d’obtenir ces mémes préférences (cf exemple 11). En effet, pour la moyenne
pondérée, A = B implique que le coefficient de la physique devrait étre supérieur o celui
de l’économie, alors que D = C implique l’inverse, ce qui est impossible. De méme, dans
le cadre de la concordance généralisée, A = B implique que l’ensemble { Maths, Physique}

devrait étre plus important que ’ensemble { Maths, Economie} et D > C l'inverse.

2.4 Approches finissant par la comparaison

Nous évoquons dans cette section I'approche ca/AC, qui consiste & comparer deux
alternatives = et y de X en comparant, critére par critére, chacune de ces alternatives
a chaque point de référence p € P, puis & agréger ces comparaisons critére par critére
pour obtenir une valeur unique pour chaque alternative comparativement a chaque point
de référence. Cette valeur peut par exemple étre simplement ’ensemble des critéres ou
I’alternative est meilleure que le point de référence. Vient ensuite l’agrégation de ces
différentes valeurs en un score unique de synthése pour chaque alternative, score qu’il
suffit de comparer & ceux des autres alternatives pour obtenir une relation de préférence
sur l’espace des alternatives X'. Autrement dit, les relations de préférences s’exprimant

grace au modeéle ca/AC peuvent étre modélisées par ’équation suivante :

zny <= Y(Clz,p),....Cx,p™)) = ¥(C(y,p"),....Cly,p™)) (2.7)

oil ¢ est une fonction de (2V)™ dans R.

Avec les notations vues précédemment, l'équation (2.7) peut aussi s’écrire :

iy = PXL. X > Y™ (2.8)
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Nous avons vu précédemment que sans perte de généralité, nous pouvons considé-
rer que les points de référence se dominent les uns les autre, et donc que les ensembles
X = C(z,p') sont inclus les uns dans les autres : Vo € X, X! C X2 C ... C X™ La
fonction v ne sera donc définie formellement que sur un sous-ensemble (27V)™ contenant
les éléments de (2V)™ correspondant aux alternatives de X. On notera P,,(N) cet en-
semble des m-uplets de parties de N tels que (Aj,...4,) € P (N) < 3Jx € X tel
que (X1,...X™) = (A1,...,An). La relation X est donc définie sur Py, (N). 11 sera ce-
pendant éventuellement possible de prolonger cette relation d’importance sur I’ensemble
(2V)™ en entier.

Si la relation 7 s’exprime grace a la régle (2.7), elle posséde alors la méme structure
que la relation d’importance sur les valeurs prises par la fonction . Cette fonction ¥
étant a valeur dans R, la relation de préférence 77 posséde alors la méme structure que
Pordre naturel sur R. Autrement dit, la relation de préférence - suivant la régle (2.7) est
un préordre sur X'. Il est donc nécessaire pour 7 d’étre un préordre pour suivre la régle
(2.7). Nous montrons dans le théoréme suivant que cette condition est aussi suffisante,

sous 'hypothése que 'axiome ICP soit vérifié.

Théoréme 6 Soient p',...,p™ € X m points de référence. Si la relation de préférence
= osur X

1. est un préordre complet sur X = X} x ... x &,
2. wérifie l'aziome ICP

alors : il existe une fonction v de P, (N) dans R telle que
rmy = PXL ., X" > Y™

Preuve du théoréme 6

L’existence de la relation d’importance a été montrée au théoréme 3. Montrons que

si 7 est un préordre, R Dest aussi :

— transitivité de > : soient A > B et B > C. Alors dx,y,| x = y et A =
(XL,...,X™ et B = (YL...,Y™); Iz,w,| 2z = wet B=(Z',...,Z™) et
C=W! . ...,Wm). CommeVi=1,....m,Y"= 2% on ay ~ z et donc, puisque
2~ est un préordre, x > y ~ z = w, d’'ou x > w, ce qui entraine A > C.

— asymétrie de > : soient A, B C P,,(N) tels que A > B. Alors Jz,y € X, |z >y
et A= (XY ..., X™) et B=(Y',...,Y™).Si B> A, alors 32/,y' € X,| v/ = 2’
et A= (X"",.... X"™) et B=(Y'",...,Y'™). Or par ICP, comme Vi = 1,...,m,
Xi=X"etY' =YY" onaxz~a etyn~ 1. Cela améne une contradiction donc
on ne peut avoir A > B et B > A.

— réflexivité, transitivité et symétrie de 2 : elles découlent immeédiatement de

la réflexivité, transitivité et symétrie de ~.
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Comme vu ci dessus, par ICP, on peut définir une relation de préférence R sur P (N),
qui a les mémes propriétés que la relation 7. La relation de préférence X est alors un
préordre complet sur un espace fini : il existe donc une fonction & valeurs réelles ¢ telle que
AR B <= (A) > ¢(B). Comme par définition de <, z =y < (X!,...,X™) R
(Y1,...,Y™), il existe alors une fonction 1 telle que z =5 y <= ¢(X!,...,X™) >
(YL Y™, O

La régle présentée dans 1’équation (2.8) nous montre l'effet de ’ajout de points de
référence dans un modeéle de relation de préférence basée sur une approche AC. Au lieu
de comparer directement deux alternatives en fonctions de leurs valeurs sur les diffé-
rents critéres & l’aide d’une fonction ¥ de X} X ... X X, & valeur dans R suivant le
modéle z 7y < Y(x1,...2n) = Y(y1,...Yyn), nous comparons deux alternatives
en fonction de leur comportement vis-a-vis des points de référence suivant le modéle
r oy <= YCx,pl),...Cz,p™)) > (C(y,p"),...C(y,p™)). Autrement dit, les
alternatives sont décrites dans un nouvel espace & m dimensions 2V x ... x 2V et la
comparaison s’effectue & partir des valeurs prises par les alternatives dans cet espace.
Le déplacement de la problématique de ’espace des critéres a I'espace des ensembles de
critéres ouvre de nouvelles perspectives, en adaptant a ce nouveau cadre les fonctions
d’agrégation et de comparaison classiques (voir par exemple Keeney et Raiffa (1976)).
En particulier, les fonctions d’agrégation & base de points de référence permettent d’at-
ténuer une des difficultés liées a la mise en pratique de I'approche AC : elle nécessite
une quantité d’information considérable, correspondant & la connaissance exhaustive des
mécanismes de compensation entre les différentes valeurs de chaque critére. Dans la régle
(2.7), cette difficulté ne disparait pas complétement, mais elle est déplacée. En effet, il
n’est nécessaire de connaitre que le "poids" relatif de chaque sous-ensemble de critéres,
ce qui est plus simple et plus intuitif, méme si le nombre de sous-ensembles & comparer
peut ne pas étre négligeable (il est égal au maximum & 2", dont certains peuvent étre
vides).

Certaines régles de préférence obtenues dans le cadre classique du mesurage conjoint
peuvent étre transposées dans le cadre défini par la régle (2.7). C’est le cas en particulier
des modéles ou la fonction v est décomposable, de maniére additive comme indiqué dans

I’exemple ci-dessous, ou de maniére non additive comme étudié dans la partie 2.4.2.

2.4.1 La fonction ¢ est additivement décomposable

Une fonction f d’un espace multicritére X = X1 X...x A&}, dans R est dite additivement
décomposable si il existe n fonctions fi,..., f, de X1,..., &, dans R telles que f(x) =
fi(x1) + ...+ fo(zyn). Dans le cas présent, une fonction ¢ de P,,(N) dans R est dite

additivement décomposable s'il existe m fonctions ¥, . .., ¥, de 2V dans R telles que

DXL X = (XY 4+ (XM (2.9)
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Toutes les fonctions d’utilité ne sont pas additivement décomposables. Voyons ci-
dessous un exemple, tiré de Fishburn (1976b), ou la préférence ne peut étre représentée

par une utilité additive.

Exemple 30 Soient les préférences suivantes a propos des menus des diners de ce soir
et de demain soir : (poulet ce soir, poulet demain ) < (steak ce soir, steak demain) <
(poulet ce soir, steak demain) < (steak ce soir, poulet demain). La préférence pour le

diner de ce soir dépend clairement de ce qui est prévu pour demain Soir.

Dans le cadre des relations de préférence avec points de référence, le fait que la fonction
1) soit additivement décomposable suppose en particulier que la valeur attachée & un
ensemble C(x,p?), p° € P est indépendante des valeurs attachées aux autres ensembles
C(z,p), p # p'. I n’y a pas d’effet de synergie (positive ou négative) entre les points
de référence. Regardons maintenant sur un exemple comment fonctionne un modeéle de

préférence avec points de référence additivement décomposable.

Exemple 31 Reprenons ici le cadre de lexemple 9. Soient les alternatives x1 ,x2, T3,

x4, T5, Tg € X et les points de référence p1, ps décrits par le tableau suivant :

1 2 3 4
r1 60 *xxx C +
xo 60 *x B +
x3 80 xxxx B =
ra 80 *xxx A =
x5 70 xxxx C =
xg 70 xx A =
pr 60 xxxx A +
pa 70 xxx B =

Supposons que les préférences du décideur sont telles que x1 > xo et x3 = x4. Si 7
suit une régle de type (2.9), que peut-on alors dire des préférences entre x5 et xg ?

Regardons le comportement des alternatives du point de vue des points de référence :

yai D2
r X{={1,4} X?=1{1,2,4}
Ty Xi={1,4} X3={1,3,4}
r3 Xi={2} X2=1{2,3,4}
vy Xi={3} X?}=1{234}
vs X3 ={2} X§={1,2,4}
re  X¢={3} XZ=1{1,3,4}
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La préférence x1 > x2 nous indique que ¥1({1,4}) + ¥2({1,2,4}) > ¥1({1,4}) +
¥2({1,3,4}) et donc que 2({1,2,4}) > 12({1, 3,4}). La préférence x3 > x4 nous indique
que i ({2D)+2({2,3,41) > ({31 +2({2,3,4}) et donc que p1({2}) > Y1 ({3}). Nous
pouvons donc en déduire que P1({2}) + v2({1,2,4}) > ¥1({3}) + ¢2({1,3,4}) et donc
que x5 > Tg.

Remarque Si les différentes fonctions ¢; sont elles-méme additivement décomposables,
la fonction ¥ (X!, ..., X™) revient & une fonction d'utilité u(x) sur les valeurs x1, ..., z,
de la forme u(zx) = wi(x1) + u2(x2) + ... + up(zy), ou les fonctions u; de AX; dans
R prennent autant de valeurs qu'il y a de points de référence (plus une). Détaillons
pourquoi ci-dessous : si les fonctions v; sont décomposables, alors il existe des valeurs w;:,
i=1,...,m,j=1,...,N telles que ¢;(X") = ZjeXiw;" Pour tout ¢ = 1,...,m et tout
j=1,...,N, définissons les fonctions u* sur X; en posant u’(z;) = 1si j € X" (c’est &

dire si x; 7Z; pz) et u'(z;) = 0 sinon. Cela entraine que

PXT LX) = Y (X
- ZpiZjGXiwj’
= Yy jenwiu'(zy)
= ZjeNZpiW;'Ui(%')

En posant uj(z;) = > w;'-ui(xj), nous obtenons que (X!, ..., X™) = > jen wi(T)).
On peut alors poser u(z) = >_,cy u;(z;). Notons que comme les points de référence P’
sont ordonnés, si x; Z; pé, alors x; 7Z; p;? pour k > i. Il n’y a donc que m + 1 valeurs

possibles pour u;(z;) =3 w;ul(x]) suivant la valeur de z;.

2.4.2 La fonction ¢ n’est pas additivement décomposable

Une représentation additive d’'une fonction d’utilité suppose que la relation de pré-
férence posséde une propriété d’indépendance entre les différents critéres, propriété qui
n’est pas toujours vérifiée (voir 'exemple 30). En effet, nous pouvons imaginer que deux
critéres pris séparément ne soient pas trés pertinents, mais qu’un score élevé dans les deux
critéres simultanément corresponde & une alternative particuliérement intéressante : il y
a alors une synergie positive entre les deux critéres qui sont complémentaires. De méme,
si deux critéres sont d’une signification relativement proche 'un de ’autre, une bonne
valeur sur chacun des critéres ne sera pas beaucoup plus appréciée qu'une bonne valeur
sur un seul critére. Il y a alors une synergie négative due & la redondance des critéres.

Prenons par exemple la situation suivante :

Exemple 32 Un étudiant veut aller au cinéma et souhaite choisir un film en fonction
de trois critéres : 'intérét du sujet (critére a), la qualité de jeu des acteurs (critére b), et

la prozimité de la salle de cinéma (critére c). Il note les différentes possibilités a ’aide
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de trois valeurs dans l'ordre croissant des préférences : 0,1,2 avec 0 < 1 < 2. Il obtient

le tableau des alternatives suivant :

a b ¢
film1 2 0 0
film2 0 2 0
flm3 0 0 2
film4 2 2 0
filmb 2 0 2

Supposons que cet étudiant préfére le film 1 au film 2, et le film 2 au film 3 (et le
film 1 au film 3 également) : il ne souhaite pas voir un film inintéressant et mal joué.
Cela indique, dans le cadre d’une utilité additivement décomposable, que les coefficients
attachés auz critéres sont wy > wp > we. Mais supposons que cet étudiant préfére aussi le
film 5 au film 4 : sile sujet est intéressant, il opte pour le film le plus proche, méme s’il est
moins bien joué. Dans le cadre d’une utilité additivement décomposable, les coefficients
attachés aux critéres sont alors tels que wy + we > wq +wp, ce qui entraine w, > wy. Il en
résulte une contradiction : on voit alors que la fonction de préférence de l’étudiant n’est

pas additivement décomposable.

Dans le cadre des relations de préférence avec points de référence, nous comparons les
alternatives = et y € X' & travers les ensembles X',... X™ et Y'!,...Y™. Nous cherchons
donc & modéliser les interactions possibles entre les différents ensembles X?, pour pouvoir
obtenir un score pour x qui ne soit pas seulement obtenu par décomposition additive des
scores du point de vue de chaque point de référence, mais qui prenne en compte les
synergies possibles entre les différents comportements de x du point de vue de chaque
point de référence.

Il existe plusieurs outils formels permettant d’obtenir des utilités non-additivement
décomposables. Nous nous intéresserons dans la suite de cette partie & une généralisation
des fonctions d’utilité & des cas non-additifs nommeée intégrale de Choquet, ou capacité.
Les propriétés des capacités ont été étudiées en particulier par Schmeidler (1986), Sugeno
et Murofushi (1987), Denneberg (1994), Grabisch (1996), Grabisch et Roubens (2000),
Marichal (2000) ou Grabisch et Labreuche (2002a). Nous renvoyons le lecteur vers ces

références pour plus de détails. De maniére formelle, une capacité est définie comme suit :

Définition 10 Une capacité v : 2V — RT est une fonction d’ensembles telle que v(()) =
0, et AC B C N implique que v(A) < v(B). On dit que la capacité est normalisée si de
plus v(N) = 1.

Par leur nature non-additive, les capacités sont & méme de pouvoir décrire des rela-
tions de préférence qu’il n’était pas possible de décrire & 'aide d’une fonction d’utilité

additivement décomposable, comme l'indique ’exemple suivant :
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Exemple 32 (suite) La fonction de préférence de l'exemple 32 peut tout a fait s’expliquer
grdce & une capacité sur les ensembles de critéres. Les préférences entre les films 1, 2 et 8
impliquent que v({a}) > v({b}) > v({c}), et la préférence entre les films 4 et 5 implique
que v({a,c}) > v({a,b}).

Une capacité est une fonction prenant comme argument un ensemble. Si cet ensemble
est 'ensemble des critéres ou une alternative x est considérée comme meilleure qu’un
point de référence p, on obtient une instance de la fonction ¢ présentée au théoréme 6

dans le cas particulier a un point de référence :
v Zy < v(C(z,p)) 2v(C(y,p)) (2.10)

Cependant, le fait que les capacités ne prennent comme argument qu’un seul ensemble
ne permet pas de prendre en compte plusieurs points de référence. Or récemment Grabisch
et Labreuche (2002a) et Grabisch et Labreuche (2003) ont proposé une généralisation des
capacités a travers les bi-capacités et les k-capacités. Les k-capacités apparaissent alors
comme un cadre naturel pour pouvoir décrire des relations de préférences avec k points
de référence, en tenant compte des critéres ou l’alternative est préférée & chaque point
de référence. Dans le cadre des bi-capacités, leur utilisation avec des échelles bipolaires a
été proposée indépendamment par Grabisch et Labreuche (2002b) et Greco et al. (2002).
Nous proposons ici une généralisation aux k-capacités, utilisant des échelles divisées en
k + 1 intervalles et faisant appel & k points de référence. Afin de comprendre comment
fonctionnent les k-capacités avec points de référence, nous allons prendre un exemple
avec deux points de référence. Rappelons tout d’abord la définition des bi-capacités. On
note Q(N) = {(4,B) € 2V x 2V | An B = §}.

Définition 11 une fonction v : Q(N) — R est une bi-capacité si elle satisfait :
1. v(0,0) =0
2. A C B implique v(A,.) <v(B,.) etv(.,A) >v(.,B)

De plus, v est normalisée si v(N,0) =1 = —v (D, N).

La fonction v(A, B) s’interpréte comme une fonction d’agrégation en une unique
valeur de I’ensemble des critéres considérés comme "bons" ('ensemble A) et de ’ensemble

des critéres considérés comme "mauvais" (I’ensemble B).

Exemple 33 Soit X l'espace des alternatives, N lensemble des critéres et p*,p? deux
points de référence tels que Vj € N, pjl >~ p?. Soit v une bi-capacité sur les sous-ensembles
disjoints de N. Le premier argument est ’ensemble des "bons” critéres pour lalternative
considérée : c’est donc C(z,p'), l'ensemble des critéres o x est préféré au meilleur
point de référence. Le deuxiéme argument est [’ensemble des "mauvais" critéres pour

Ualternative considérée : c’est donc C(x,p?) = {j]pj2 >~; x;}, Uensemble des critéres ou
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le plus mauvais point de référence est préféré a lalternative. On peut alors poser x 7
y <= v(X',X2) > v(Y,Y2). Une telle relation est cohérente avec le comportement
des bi-capacités :
— disjonction : on a de toute évidence X' N X2 =0 par construction de p' et p?
— monotonie : supposons que [’on améliore sur un ou plusieurs critéres l’alternative
x :soit z € X tel queVj € N, zj Zj xj. On a alors Xt c z', 72 C X2 et donc
V(X1 X2) < v(Z, Z2), ce qui entraine © X z ce qui est cohérent avec la monotonie

v1$-A-v1s des critéres.

Geénéralisons maintenant aux k-capacités, dont nous rappelons la définition ci-dessous :
Notons Qx(N) = {(Ay,..., Ax) € 2V x ... x 2N tel que Vi,j = 1,...,k, A;NA; = 0}.

Définition 12 Une fonction v : Qr(N) — R est une k-capacité si elle satisfait :
1. v(®,...,0)=0

2.3 € {1,...,k — 1} tel que Vi < [, Vj > 1, A; C C; et B; 2 D; implique
l/(.,Ai, .,Bj,.) S l/(.,C'Z'7 .,Dj, )

Les k-capacités permettent alors de décrire les relations de préférences avec points
de référence suivant la régle (2.8). Une adaptation du cadre de travail est cependant
nécessaire pour pouvoir décrire les relations de préférence a 'aide des k-capacités. En
effet, les k-capacités sont des fonctions sur des sous-ensembles disjoints, alors que les
ensembles X* manipulés jusqu’alors sont liés par des relations d’inclusion, comme indiqué
en section 2.1.3.

Soit P = {p',...,p™} I'ensemble des points de référence considérés. Nous savons que
Vk=1,....m—1,Vj EN,p? i:péﬁ_l, et donc,Vk=1,...,m—1,Vo € X, X+ C Xkt+1.
chaque ensemble X7 des critéres o x est préféré au point de référence p? est évidemment
inclus dans I'ensemble X* des critéres ou x est préféré au point de référence p¥ si p? = p¥.
Avec les k-capacités, nous allons nous intéresser non pas directement aux ensembles X%,
mais simplement aux éléments de X* qui n’étaient pas déja présents dans les ensembles
X7, j < k. Autrement dit, nous posons X, = Xk — Xk pour k = 2,...,m. X;
apparait donc comme étant I’ensemble des critéres pour lesquels x est préféré au point
de référence p* mais pas au point de référence p*~1. Nous posons aussi X # = X' Notons
que le passage des éléments (X!,..., X™) aux éléments (X7,... X)) n’améne aucune

perte d’information :
(X7, Xp) = (Y, ... = (XY, X™ = (Y. 7™

En effet, comme X7 = X! on a bien X; = Y = X! = V1. De méme, X? =
XU X3 Y2 = YUY, ce qui améne X2 = Y?2. Par récurrence immédiate, on a
bien (X',...,X™) = (Y',...,Y™)si (X},... X)) = (Y, ...Y.5).
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Par ailleurs, les k-capacités possédant des propriétés de monotonie, il est évident que
la relation de préférence = doit elle aussi posséder de telles propriétés. Nous reviendrons
plus amplement sur les notions de monotonie dans la partie suivante. Cependant, nous

définissons dés maintenant formellement un axiome d’unanimité de la fagon suivante :

Axiome UNA : Unanimité On dit que la relation de préférence 7~ respecte 'unanimité
(UNA) si Vz,y € X,

Vie N, z; Zivyil =22y

La puissance des k-capacités s’exprime alors dans le fait remarquable que tout pré-
ordre complet vérifiant ICP peut s’exprimer & ’aide des k-capacités, sous réserve que

I’axiome naturel d’'unanimité soit vérifié comme l’indique le théoréme suivant :

Théoréme 7 Soient p',...,p" € P m points de référence. Si la relation de préférence
-

1. est un préordre complet sur X = X1 X ... x X,
2. vérifie 'axiome ICP

3. wvérifie 'axiome UNA

alors il existe une m-capacité v telle que

zrny —= v(X{,..., Xp_ 1, X™) >v(Y,... Y Y™
Avant de démontrer ce théoréme, montrons sur un exemple comment cette k-capacité

se manifeste concrétement.

Exemple 34 Soit X = X X Xy x X3 x Xy. Soient X) = Xo = X3 = Xy = [0;20]. Consi-
dérons les trois points de référence suivants : p' = (15,15,15,15), p? = (10,10, 10, 10) et

p® = (5,5,5,5). Considérons les sept alternatives suivantes :

1 2 38
zt 16 12 8 3
z? 16 12 8 8
2 16 12 11 8
2t 16 3 8 12
¥ 16 8 12 8
2 11 8 8 12
7 11 8 12 8
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Les différents ensembles X' a considérer sont les suivants :

X!t X? X3 V(o)
o8 {1y {12} {1,2,3}  v({1},{2},{4})
2 {1y {12} {1,2,3,4}  v({1},{2},0)
«* {1}y {1,2,3}  {1,2,3} v({1},{2,3},{4})
ot {1y {14} {1,3,4F  v({1},{4},{2})
@ {1y {13} {1,3,4}  v({1},{3},{2})
200 {1,4}  {1,3,4}  wv(0,{1,4},{2})
20 {1,3}  {1,3,4}  wv(0,{1,3},{2})

Supposons que le décideur posséde les préférences suivantes : % = x' (par unanimité) ;

3 4 5 7

23 = x'(par unanimité également); x* = x° et a7 = 5. Les préférences du décideur

entrainent les inégalités suivantes :

— la préférence x® = x' entraine v({1},{2},0) > v({1}, {2}, {4}), ce qui est conforme
a la monotonie dans la définition des k-capacité.

~ la préférence x3 = x' entraine v({1},{2,3},{4}) > v({1},{2},{4}), ce qui est
conforme o la monotonie dans la définition des k-capacité.

— la préférence x* = x5 entraine v({1},{4},{2}) > v({1},{3},{2}) et la préférence
x7 = 28 entraine v(0,v(0,{1,3},{2}) > {1,4},{2}). Il n’y a la aucune contradic-
tion.

Nous voyons qu’il peut donc exister une 3-capacité respectant les quatre inégalités.
Cela est impossible si l’on essaie de représenter ces préférences a l’aide d’une fonction ¥
additivement décomposable telle que (X1, ... X™) = (X1 + o X2) + 3(X3). En
effet, nous devrions alors respecter les inégalité suivantes :
~ la préférence x* = x! entraine 1 ({1}) + ¥2({1,2}) + v¥3({1,2,3,4}) > 1 ({1}) +

o ({1,2}) +13({1,2,3}), et donc 3({1,2,3,4}) > ¥3({1,2,3}), ce qui ne pose pas
de probleme particulier.

— la préférence 23 = ' entraine 1 ({1}) + ¥2({1,2,3}) + ¢3({1,2,3}) > 1 ({1}) +
o ({1,2}) +¥3({1,2,3}), et donc ¥2({1,2,3}) > ¥2({1,2}), ce qui ne pose pas de
probléeme particulier.

— la préférence x* = x° entraine 1 ({1}) + ¥2({1,4}) + ¥3({1,3,4}) > ¥ ({1}) +
Yo ({1,3})+v3({1,3,4}), et donc 1o ({1,4}) > a({1,3}) (i). La préférence x7 = x5
entraine 1 ({0}) +a({1,4}) +s({1,3,4}) < 1 ({01) + ({1, 3}) + v ({1,3,4}),
et donc P2({1,4}) < ¥2({1,3}) (ii). Il y a donc une contradiction entre (i) et (ii)
qui rend impossible la représentation de la relation de préférence par une utilité

additivement décomposable.

Preuve du théoréme 7. Définissons une relation ~ sur Qm X O par (Aq, ..., An) R
Viel,....m—1 A; =X et A, = X5

m

et x = .
Viel,...om—1 B;=Y"et By=Yr ~ Y

(B1,...,Bp) < 3dx,y € X,{
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Nous allons montrer que cette relation est un préordre complet sur Q.

Montrons tout d’abord que la relation X définie ci-dessus existe. La relation < ne doit
pas dépendre des éléments x et y choisis pour sa construction. Pour cela, il faut vérifier
que si deux couples de X x X, (x,y) et (z,w), existent tels que

Viel,....m—1 A =X'=27Zet A, =X}, =7},
{ Viel,....m—1 B;=Y*=W;et B, =Y =W

alors x -y <= z 5 w. On constate que par construction, [Vp’ € P, X} = Z] implique
que [Vp' € P, X* = Z']. De méme, [Vp' € P,Y;* = W}] implique que [Vp' € P,Y" = W1|.
L’axiome ICP implique alors que = 2~ y <= z 2 w, ce qui montre que la relation R ne
dépend pas des éléments choisis pour sa construction.
Montrons maintenant que R est un préordre sur Q,,, en vérifiant la transitivité de R.
transitivité de < : si (A1, ..., Ap) > (Bi,...,Bm)et (By,...,By) > (C1,...,Chn),
alors il existe z,y,v,z € X tels que
Viel,...om—1 A;=X}et A, =X},
Viel,....m—1 B, =Y =Y"et B, =Y} =Y/

Viel,....m—1 C;=2}et Cp=ZF,

et x = y et y = z. Par ICP, nous avons y ~ %/, et par transitivité de =, nous avons
x 27 z, ce qui montre la transitivité de R.
Montrons maintenant la complétude de R sur Q.. Comme par hypothése nous avons
Vi € N, deux éléments z;,y; tels que x; =; p; >=; y;, nous pouvons construire pour tout
(A1,...,Ap) € Q un élément z € X tel que Vi #m, ZF = A; et ZF, = Ap,.
zj:pé- sije A, i#Em

Il suffit de prendre { z; =b; sii € Ay, , avec Vj € N pi* »; b;. La complétude
zj = pgn sinon

de 7Z sur X donne alors la complétude de X sur Om.-

Comme X est un préordre complet et Q,, est fini, il existe une fonction v : Q,,, —» R
telle que (A1,..., Ap) = (Bi,...,By) < v(A%,..., A%) > v(B},...,BE). Montrons
alors que cette fonction v est une m-capacité avec [ = k — 1 dans la définition 12 des
k-capacités.

Supposons que A C C' et B D D. Nous allons comparer v(Ay, ., Ai—1, A, Ait1,., B) et
v(Ay, ., Ai—1,C Aipq, ., D)ou (Ay, ., Ai—1, A, Aiya, ., B) et (A1, ., Ai—1,C, Ajy1, ., D) sont
deux partitions de N. Soit z € X tel que (X7,..., X*) = (41,.,4;_1, A, Ai11, ., B). Soit
y € X tel que (Y{,...,Y) = (A41,.,4i-1,C, Ait1,., D). Nous avons X = AC C =Y/
et X* = B D D = Y. Cela montre que Vi = 1,...,m, X* C Y. Prenons ¢y € X tel
que y; = maxy (7;,y;). Par construction, z; 3; yj et Vi=1,...,m, V" = V. L’axiome
d’unanimité implique alors que y - z, ce qui montre que v(Ai,.,A4;—1, A, Ait1,.,B) <
v(Ay, ., Ai—1,C, Ait1, ., D) Nous avons montré que A C C'et B O D implique v(., A, ., B) <

v(.,C,., D). Nous pouvons ensuite poser v{0),...,0} = 0 pour avoir une m-capacité. [
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2.5 Approches finissant par ’agrégation

Nous évoquons dans cette partie I’approche ca/CA. Elle consiste dans un premier
temps & comparer chacune des deux alternatives x et y de X’ critére par critére & chaque
point de référence p € P, puis & agréger ces comparaisons critére par critére pour ob-
tenir un "score" pour chaque alternative comparativement & chaque point de référence.
Autrement dit, dans cette premiére phase, les alternatives sont décrites non plus direc-
tement par leurs valeurs sur les critéres mais par les ensembles X et Y des critéres sur
lesquels ’alternative est meilleure que le point de référence. Vient ensuite la comparaison
de ces ensembles entre les deux alternatives, ce qui donne p relations de préférence (une
par point de référence), puis I'agrégation de ces différentes comparaisons partielles en
une comparaison unique pour obtenir une relation de préférence sur ’espace des alterna-
tives X'. Autrement dit, les relations de préférences s’exprimant grace au modeéle ca/CA

peuvent étre modélisées par ’équation suivante :

iy & {peP|Cx,p) %y Cly.p)} Zp {p€P | Cly.p) Rp Cla,p)}  (2:11)

ou les Rp, p € P, sont des relations d’importance sur les sous-ensembles de N et ~p
est une relation d’importance sur les sous-ensembles de P.

Avec les notations vues précédemment, I’équation (2.11) peut aussi s’écrire :

zrmy < {peP|XPR,YP} =p {pecP| YR, XV} (2.12)

2.5.1 Les points de référence induisent des relations de préférence

Les relations de préférence sur X' suivant la régle (2.11) peuvent étre caractérisées
par des propriétés spécifiques que nous étudions dans cette partie.

En premier lieu, la régle (2.11) suppose qu'’il existe m relations de préférence basées
sur la comparaison des ensembles de critéres ol l'alternative considérée est meilleure que
le point de référence. Cela signifie d’abord que la relation de préférence 7~ entre deux
alternatives x,y € X ne dépend que des ensembles XP = C'(x,p), p € P et YP = C(y,p),
p € P. Cela signifie aussi qu’il existe une propriété d’indépendance impliquant que pour
un point de référence spécifique p € P, larelation de préférence P entre deux alternatives
x et y ne dépend que des ensembles respectifs XP = C(x,p) et YP = C(y,p).

o . s >
Définissons m relations de préférence ~,, p € P, sur les sous-ensembles de N par

XP=A
ARPB < dr,y € X telsque z Z y et YP =B (2.13)
vp € P.p #p, XV =YV
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Les relations E,p’ p € P peuvent étre vues comme m projections de la relations -
sur ’espace des sous-ensembles de N. Ces relations sont cohérentes s’il n’existe pas de
couples (z,y) et (z,w) de X x X induisant des contradictions dans les relations définies

en (2.13), i.e. des couples tels que :

XP=7P=A
YP = WP =B
v e Pp £p, XV =Y7?
v e P.p £p, ZF =wr

x 2y et w >z avec

Cette condition est résumée par ’axiome suivant :
Axiome SEP : Séparabilité vis-a-vis des points de référence
VpeP,Vr,y,z,w € X,

Vp £p, XP=2P et XV =Y?

z -
Vo £p, YP=WP et zV = WP =[rzy <= zZu

~

. . . s , >
L’axiome SEP est suffisant pour obtenir m relations de préférence cohérentes ~, sur
P

les sous-ensembles de N, et par la méme m relations de préférence =P sur X définies par
x Py «— XP Rp YP

On peut remarquer que 'axiome [CP introduit en section 2.1.1, n’implique pas "axiome

SEP, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 35 Supposons que X = X1 x ... x Xy. Soient a1, e, a3 trois valeurs de X
telles que Vj € N, oy =; as =; a3. Soit z,y,z,w € X, pl,p? deuz points de référence

tels que :

1 2 3 4
Pl a1 ap a1 g
p2 Qg Qg Q2 Q2
X a1 Gy G2 Qa3
Yy a1 Q2 a3 Q2
z gy 1 G2 Q3
w Qy 1 3 Q2

Nous avons X' =Y, Z1 = W' X2 =22 Y2 =W?2 Sixz >y etw > z, ce qui est
compatible avec l'axiome ICP que l'on supposera satisfait ici, alors l’axiome SEP n’est

pas satisfait.
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2.5.2 Agrégation des relations de préférence partielles

L’axiome SEP implique que les relations de préférence P dérivées de la relation
de préférence — comme indiqué dans I'équation (2.13) sont bien définies. Mais rien ne
garantit en retour que la relation de préférence 7~ puisse étre obtenue par une méthode
spécifique d’agrégation des relations de préférence 7—P, comme nous pouvons le voir dans

I’exemple suivant.

Exemple 36 Supposons que X = X| x Xy X X3. Soient aq, as, as, aq quatre valeurs de
X; telles que Vj € N, a1 =j ag =; ag =j ay. Sotent x,y,z,w € X, pl,p?, p? trois points

de référence tels que :

1 2 3
pl a1 ap oq
p2 Qo Qg Q2
P3 a3 a3 a3
x a1 2 04
Yy a2 Q2 Oy
2 01 Q4 Q4

w o2 3 Q3

Supposons que, grice auzr autres alternatives, nous sachions que pour chaque point de
référence p, A Rp B <= |A| > |B|. Cela signifie par exemple, si a = (a1, a3,a1) et
b = (ag,a1,00), que a =P b car C(a,p') = {1,3}, C(b,p") = {2} et |{1,3}] > [{2}].
Nous avons alors :

z =P Yy z =P w

z ~P Yy z ~P

z <P’ Yy oz <P w
Six = y et w = z, ce qui est possible tout en respectant SEP, alors il est difficile
d’expliquer la relation de préférence 7, par la seule donnée des relations =P, p € P. En
effet, bien que pour tout p € P, x 7P y <= 2z 7P w, x et y se comparent au final

différemment de z et w.

L’axiome d’indépendance conditionnelle présenté ci-dessous est donc nécessaire pour
préciser que la relation de préférence 7~ est obtenue par agrégation des relations de pré-
férence 7ZP.

Axiome ICRI : Indépendance conditionnellement aux relations induites
Soit 7 une relation de préférence satisfaisant I’axiome SEP et {P,p € P} les relations
de préférence dérivées de - comme décrit en (2.13). Les relations de préférence - et =r'
satisfont 'axiome ICRI si et seulement si Vx,y,2',y' € X :

7Py — zZPw

Vp € P, = rrny <= 27w
yrPoe <= wrlz
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Nous pouvons maintenant établir le théoréme caractérisant les relations de préférence

suivant la régle (2.11) :

Théoréme 8 Si la relation de préférence 7, sur X
1. satisfait l'axiome SEP
2. satisfait Uaziome ICRI

alors il existe une relation d’importance =~p sur les sous-ensembles de P telle que
> >
rny <= {peP|XP, Y} Zp{peP|YP <, XP}

Preuve du théoréme 8

Soit une relation de préférence - sur X. L’axiome SEP permet de définir des relations
d’importance Rp sur les sous-ensembles de critéres. On définit une relation 7Zp sur les
sous-ensembles de P de la maniére suivante. Soit @ et Q" deux sous-ensembles de P. On
(peP|XPR,YP}=Q
peP|Yr2, X7} =Q
Supposons qu’il existe deux couples de X x X' (z,y) et (z,w) tels que

dit que Q Zp Q' si et seulement si Iz, y € X tels que z 7= y et {

Q={peP|XPR,YPY={peP|zrR, Wr}
Q={peP|YPR,XP}={pecP|WrK, 2"}

Grace a I'axiome ICRI, nous avons z 7~y <= z 77 w, ce qui montre que la relation ZZp

est définie sans incohérence ni ambiguité. 0

2.5.3 Monotonie

Les relations de préférence étudiées jusqu’a maintenant ne possédent pas de propriétés
particuliéres. En particulier, la réponse de la relation de préférence 7~ & une amélioration
de la valeur d’un critére pour une alternative n’est pas spécifiée. Or il est naturellement
souhaitable de considérer que 'amélioration d’une alternative sur un critére ne puisse
pas dégrader la position de celle-ci vis-a-vis des autres alternatives. En d’autres termes,
il est souhaitable que la relation de préférence - satisfasse des propriétés de monotonie.
Les relations de préférence suivant la régle (2.11) mettent en jeu deux agrégations succes-
sives, sur les critéres puis sur les points de référence. On peut donc distinguer plusieurs
notions de monotonie, sur les critéres et sur les points de référence, toutes basées sur
le méme principe : une amélioration locale d’une alternative ne peut conduire qu’a une

amélioration globale de cette alternative.
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Définition 13 Monotonies
On dit que la relation de préférence 7, satisfaisant les axiomes SEP et ICRI est :
~ monotone (MON) siVx,y,z € X,Vj €N,

[2j Zjxj et x Tyl = (z5,2—5) Ty (2.14)

~,

— strictement monotone (SMON) siVx,y,z € X,

[2j = zj et x Tyl = (25,2—5) = Y

Remarque : on peut également définir des propriétés de monotonie de la facon suivante :
On dit que la relation de préférence -, satisfaisant les axiomes SEP et ICRI est :
— monotone (MON2) si Vz,y,z € X, Vj € N,

lyj Zj zj et v Zyl =2 Z (2,y-5) (2.15)
— strictement monotone (SMON2) si Vz,y,z € X,
lyj =i zj et @ Tyl = @ = (2,y-5)]

Les deux définitions (2.14) de MON et (2.15) de MON2 ne sont pas équivalentes. La
propriété équivalente & MON est la propriété MON3J déinie par : Vz,y,z € X, Vj € N,

ly; Zj zj et @ =yl = = = (2j,y—5) (2.16)

En effet, supposons que la relation = vérifie MON tel que défini en (2.14). Soient x,y, z €
X tels que pour un j € N, [y; Z; 25 et © > y| et (25,y—;) Z «. D’apreés la définition
(2.14), le fait que y; Z; 2; et (24,y—;) Z @ entraine que y 2 , ce qui est contradictoire
avec le fait que x > y. Donc MON = MON3. De méme, supposons que la relation -
vérifie MON3 tel que défini en (2.16). Soient z,y, z € X tels que pour un j € N, [2; Z; x;
et x 7yl et y > (zj,2_;). D’apreés la définition (2.16), le fait que z; 2Z; xj et y >~ (25, 2—;)
entraine que y > x, ce qui est contradictoire avec le fait que z 77 y. Donc MON3 = MON,
ce qui prouve leur équivalence. Par contre, une relation vérifiant MON2 mais pas MON3
(si par exemple il existe trois éléments a,b,c € X et j € N tels que ¢; Z; aj, a > b et
(¢j,a—j) ~ b) ne vérifie pas MON.

Les relations de préférences ordinales avec points de référence ne respectent générale-
ment pas la monotonie stricte. En effet, 'axiome ICP montre que les différentes valeurs
possibles prises par les alternatives sur chaque critére se condensent en un petit nombre
d’entre elles, celles prises par les points de référence. Une petite amélioration (ou dété-
rioration) de la valeur d’un critére pour une alternative, ne changeant pas les ensembles

C(z,p), n’aura pas d’incidence sur le classement final de I’alternative. On peut donc avoir
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zj =j xj, © ~ y et (zj,2x_;) ~ y. Cependant, la monotonie large est une propriété qu’il
semble relativement naturelle de vouloir satisfaire.

La notion de monotonie n’est pas trés éloignée de la notion de dominance, appelée
aussi unanimité ou principe strict de Pareto. Cette notion spécifie que si une alternative
est au moins aussi bonne qu’une autre sur tous les critéres, et strictement meilleure sur au
moins 'un des critéres, elle doit lui étre préférée au final. La encore, il est évident que la
propriété d’'unanimité stricte ne pourra étre vérifiée par les relations de préférence suivant
la régle (2.11), pour les mémes raisons que précédemment. On définit formellement les

notions d’unanimité de la maniére suivante.

Définition 14 Unanimités
On dit que la relation de préférence =, satisfaisant les axiomes SEP et ICRI respecte :

~J?

— Dunanimité (UNA) siVz,y € X,
VieN, ; Ziyil =22y

— Dunanimité stricte (SUNA) siVr,y € X,

ViGN, xzfﬂyz
dj € N, Tj =5 Y

]:%y

Dans le cas général, la monotonie implique 'unanimité, mais il existe des relations

de préférence, non transitives, vérifiant I’'unanimité sans la monotonie.

Exemple 37 Supposons que X = X1 x Xy et P = {p',p?} avec p' = (3,3) et p> = (2,2).
La relation de préférence - résumée dans le tableau suivant (avec la convention qu’un
= signifie "Ualternative située en en-téte de ligne est préférée a l'alternative située en
en-téte de colonne”) vérifie UNA sans vérifier MON. Posons x = (1,3), y = (3,2) et
z = (2,3). Nous avons (1,3) ~ (3,2), et donc x ~ y. Nous avons aussi z1 >1 T1 car

z1 =2 et x1 = 1. Or nous n’avons pas z 7 y, puisque (3,2) > (2,3) et donc y > z.

(3,3) (3,2) (2,3) (3,1) (1,3) (2,2) (2,1) (1,2) (1,1)
(3,3) | ~ - - - - - - - -
(3,2) | < ~ - - ~ - - - -
(2,3)| = =< ~ - - - - - -
(3,1) | < < < ~ ~ - - - -
(L,3) | < ~ < ~ ~ ~ ~ - -
(2,2) | < < < < ~ ~ - — -
(2,1) | < < < < ~ < ~ ~ -
(1,2) < < < < =< =< ~ ~ -
(1,1) =< =< =< =< =< < < < ~
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Cependant, dans le cas ou la relation ~ est transitive, I'unanimité implique la mono-

tonie.

Proposition 3 (Monotonie et unanimité) Sila relation de préférence 7 est transi-
tive, alors UNA <— MON

Preuve de la proposition 3
(<) Soient z,y € X tels que Vi € N, x; 7Z; y;.- On a naturellement (yq,...,yn) ~
(Y1, - .,Yn). Par monotonie sur le premier critére, (z1,y2,...,Yn) = (Y1,-- -, Yn)-
Par monotonie sur le deuxiéme critére, on obtient (z1,22,ys3,...,Zn) 22 (Y1, -+, Yn)-
En continuant critére par critére, on obtient x =~ y
(=) siz; Zj xj,alors Vi € N, (zj,2_;); Zi xi, et donc (2, x—;) 7 x. Par transitivite,
sizny, (za) 5.
O
Il est possible, a partir des propriétés de monotonie et d'unanimité sur les critéres,
de déduire des propriétés de monotonie ou d’'unanimité sur les ensembles de critéres ou

les ensembles de points de référence, comme l'indiquent les définitions ci-dessous.

Définition 15 Monotonies et Unanimité
On dit que la relation de préférence 77, satisfaisant les aziomes SEP et ICRI :
— est monotone par inclusion sur les ensembles de critéres (MIC) siVA,B,C,D C N,
Vp e P,

> >
[ACBetCCD|=[AR, D= BX,(]

~ est monotone par inclusion sur les ensembles de points de référence (MIPR) si V@,
R: S; T g P;

[QCRetTCS QUS=RUT=P|=[QrpS=RrpT]

vérifie l'unanimité sur les ensembles de critéres (UC) si VA, B C N, Vp € P,
ACB=BR, A
— wérifie l'unanimité sur les points de référence (UPR) siVx,y € X,

VpeP, zZPyl=x2Zy

vérifie unanimité stricte sur les points de référence (SUPR) siVx,y € X,

VpeP, z Py
dpeP, x-Py

]:m,

Les différentes propriétés de monotonie et d’'unanimité sont alors obtenues par les

implications suivantes :
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Proposition 4 (Monotonies)

1.

MON = MIC

2. MON = MIPR
3. UNA = UC

4.

UNA = UPR

Preuve de la proposition 4

On supposera dans toute la preuve que les points de référence p € P sont tels que Vi € N,

k+1

p?il = pﬁ? = pi" ", ce qui ne réduit pas la généralité comme vu au paragraphe 2.1.3.

1.

Soient A, B,C, D C N tels que A C B et C C D. Soit p* € P un point de référence.
Soient quatre alternatives x,y, z,w € X telles que :

- Vje A, xj:pf,ngA, xj:p;“l

- Vj€B,y;=pkVig B,y =p)"

~Vj€C, 2 =pk VigC, 2z =pit!

-VjeD, ugzp?,Vj%D, wj:@o?'H

Comme A C B, nous avons Vj € N, y; Z; ;. Supposons que x 7 w. Cela signifie
que A Rpk D par définition de Rpk. Par MON, nous avons alors B E’p D. Et par
contraposée de MON, nous avons B Rp C. Donc A Rp D=B Rp C, ce qui prouve

MIC.

. Soient z,y € X tels que Q@ = {p € P,x ZP y}, S={p € P,y P z} et = 7 y. Soit

e S
Z]_:E]Slx]i:]pj

p* & Q. Prenons z € X tel que zj =T sl x5 < pg‘? et y; < p® . Nous pouvons

pf sixj < p? et y; Zj pé?

%
alors constater que :
—VjeN, z Zjx; et donc par MON, z Zx et Vp € P, 2z ZP .
- VjEeN,y Z; p;‘? = 25 p;‘?, et donc Y* C Z*, ce qui par MIC montre que

z ,ﬁpk Y.

Comme Vj € N, z; Z; xj, nous avons Vpk € P, Xk C Z*. Comme z P y pour
tout p € Q (ce qui signifie que XP Rp Y? pour tout p € Q), MIC nous dit alors
que z =P y pour tout p € Q. Nous avons donc z =P y pour tout p € QU {p*}. Par
ailleurs, z >~ y par MON. Nous avons donc montré que si Q =p S, QU {p*} =p S.
De proche en proche, cela implique que Q Zp S = [(Q C R) = R Zp S. En
procédant de méme, nous pouvons montrer que Q Zp S = [(T' C S) = Q =p T,
ce qui montre MIPR

. Soient A, B deux sous-ensembles de N tels que A C B, et p¥ € P. Soient deux

alternatives z,y € X telles que :
~VjeA zj=y;=p}
- VjeB\A, xj:pfﬂ et yj:pg‘?
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ijEN\B,xj:yj:pg?H
Nous avons Vi # k, X¥ = A, Y* =B, X' =Y’ et V¥j=1,...,N, yj 7; xj. Par

UNA, y 7 z, et par définition de Rpk, B Rpk A, ce qui prouve UC.

4. Supposons UNA vérifié. Prenons deux éléments x ety € X tels que

T Zj Dy

Vje N, VpeP
Pj =35 Yj

On a alors Vp' € P, X' = N et Y? = (), et donc Y* C X? UNA étant vérifie,
UC aussi et on a donc Vp € P, X! Rp Y. Par définition de =P, cela implique que
Vp € P, x ZP y. Or par UNA, nous savons que comme Vj € N, x; 2; y;, nous
avons x =~ y. Cela montre que Vp € P, x P y implique x 77 y, ce qui prouve UPR.

O

2.5.4 Transitivité et dictature

Dans cette partie, nous proposons une caractérisation des relations de préférence
transitives satisfaisant les axiomes SEP et ICRI. Supposons que la relation de préférence
7 satisfasse SEP et l'axiome ICRI. Nous avons montré que la relation de préférence
globale 77 entre deux alternatives z et y € X dépend seulement de l'agrégation des
préférences partielles =P, p € P. Les différents points de référence peuvent dans ce cas
étre considérés comme autant de "votants" différents, et le probleme étudié est alors
clairement identifiable & un probléme d’agrégation des 7ZP, p € P comme en théorie
du choix social. Cependant, ’espace de travail n’est pas tout & fait le méme : autant
les votants ne sont en aucune maniére contraints dans leurs préférence en théorie du
choix social, autant ici la structure des points de référence fait que les ensembles X
ne sont pas tous indépendants. En effet, si un critére j € N appartient a ’ensemble
Xt = CO(x,p%), il appartiendra aussi aux ensembles Xk k> i, car si Tj Zj pé-, alors
par transitivité, ; 7, pé‘? avec k > i. Considérant deux alternatives particuliéres, il n’est
donc pas forcément possible d’obtenir pour cette paire des préférences différentes suivant
les points de référence. L’axiome d’universalité n’est pas vérifié ici, dans le sens ol toute
préférence n’est pas forcément admissible du point de vue des points de référence : si une
alternative x domine une alternative y, elle lui sera préférée du point de vue de chaque
point de référence (i.e. Vp € P, x 7P y). Malgré tout, la structure de 'espace X est
suffisamment riche pour permettre d’obtenir certaines propriétés découlant de 'axiome
d’universalité dans le cadre de la théorie du choix social.

Supposons que la relation de préférence = vérifie 'unanimité et la transitivité. Comme
nous l'avons rappelé au paragraphe 1.4.1, il a été montré par Arrow (1951) que dans
cette situation, la seule procédure d’agrégation des préférences partielles qui conduise

systématiquement & une relation de préférence globale transitive est celle correspondant
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a la dictature d’un élément. Cela signifie qu’ici, pour tout ensemble de points de référence
‘P donné, la seule procédure d’agrégation qui conduise systématiquement a une relation
de préférence globale transitive, quelles que soient les alternatives considérées, est celle de
la dictature d’un point de référence p € P, c’est a dire : dp € P tel que Vo, y € X, « »P
Y= >=y.

Nous proposons donc une version du théoréme d’Arrow s’appliquant aux relations de

préférence ordinales avec points de référence :

Théoréme 9 Soit P un ensemble de points de référence possédant au moins trois élé-

ments. Si la relation de préférence 77, sur X
1. satisfait les axiomes SEP et ICRI
2. est un pré-ordre complet satisfaisant l'axiome d’unanimité

alors il existe un point de référence p € P tel que
Ve,ye X, z-Py=xz>y

Notons que dans le cadre de ce théoréme, 'unanimité stricte sur les relations =P est

vérifiée comme l'indique le lemme 1.
Lemme 1 Vp e P, x =P y alors x > y

Preuve du lemme 1
Notons que si UNA est vérifié, alors MIC aussi car la relation 77 est un préordre. Prenons

deux éléments a et b € X tels que

aj Zj P

VjeN, VpeP
pj =5 bj

On a alors Vp! € P, A" = N et B’ = (), et par MIC, A’ Rpi B. Montrons que I'on peut
supposer que Vp € P, N 1>, . Comme Vi =1,...,n, ) C A* C N, nous avons par MIC,
Vpt € P, N Rpi Al ’%pi 0. Si N f%pi () alors par transitivité, N ’%pi Al ’%pi (0, et donc
Yo,y € X, X? épi V¢ Cela entraine alors que Vz,y € X, x ~P' Y, ce qui montre que le
point de référence p’ n’a aucune influence dans la relation . Nous pouvons alors l'ignorer,
et nous supposerons donc a lavenir que Vp € P, N >, (. Reprenons les alternatives a
et b. Comme Vp' € P, A = N et B' = (), et Vp € P, N 1>, (), cela signifie que Vp € P,
a >P b. Supposons que a ~ b. Comme {p € P | a =P b} = P, cela signifie par MIPR que
Vr,y € X, x ~ y, ce qui n’a pas de sens. Donc nous avons montré qu’il existe a,b € X
tels que Vp € P, a »=P b et a = b. Par ICRI, cela montre que Vx,y € X, [Vp € P, x »P 3]
== y.

O
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Détaillons maintenant la preuve du théoréme 9. La présentation de cette preuve em-
prunte beaucoup & celle de Fishburn (1975) dans le cadre multicritére sans points de
référence. Un concept clé pour la démonstration de ce théoréme est celui d’ensemble

décisif. On définit un ensemble décisif de la facon suivante :

Définition 16 Un sous-ensemble Q C P est dit décisif pour un couple (z,y) € X? si
{pePlex-Pyt=9,{peP|y-Pax}=P—Q etx=y. Par l'ariome ICRI, si Q est
décisif pour un couple (x,y), il est décisif pour tout couple (x,y) € X2. On dit alors que

Q est totalement décisif.

Preuve du théoréme 9

Comme le précise le lemme 1, 'unanimité implique que si Vp € P,z =P y, alors = = y, ce
qui signifie que P est décisif. Soit K un plus petit (au sens de l'inclusion) sous-ensemble
de P décisif.

Supposons que K posséde plus d’un élément. Soient x,y, 2 € X, et p' € K tels que

TR
Vk e K —{i} y ="zt g
Vig K 2z =P =Py

Une telle situation est tout & fait possible, comme le montre ’exemple 38 ci-dessous
pour un ensemble P particulier. Alors y > z puisque K est décisif et que Vp € K, y =P z.
Supposons que z - = alors y > z par transitivité, mais cela viole le fait que K soit le plus
petit ensemble décisif, car pour p' € K, x - y. Donc cela montre que x > z. Mais ceci
aussi impliquerait que K — {i} est décisif, ce qui contredit le fait que K soit un plus petit
ensemble décisif. Donc K plus petit ensemble décisif ne peut contenir qu’un élément, que

nous notons p®.

Nous avons montré que le plus petit ensemble décisif contient un seul élément, p®.
Montrons maintenant que p® est bien un dictateur, c’est a dire que pour tout z,y € X,
z =P y = x = y. Soilent z,y,z € X tels que z =P" y =P" 2, et pour chaque p # p%,
y =P x ety =Pz Alors x = y car {p*} est décisif, y > z par unanimité, et z > z par
transitivité. Puisque z >=P" z et puisque z, z peuvent étre choisis de telle maniére que
x Pz, 2z =P x ou x ~P z soit vérifié pour tout p # p®, 'axiome ICRI implique que pour
tout z,y € X, x =P y = x> y. Il

Exemple 38 Soient P = {p',p%,p?} et N = {1,2,3}. Chaque alternative peut prendre
une valeur dans Uensemble {1, g, a3, auu} sur chaque critére, avec Vj € N, ag >=; ag >

Q3 = 0y.
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1 2 3
1
pr oo a1 o1
2
pT g Qg 2
3
pT a3 a3 Qg
X a1 3 04
Yy og O0q Qg
z Qy Qa3 Q9

Nous obtenons alors les ensembles suivants :

pt P P’

X0 {1 {1} {12}
Yyt {2} {23} {23}
zZt 0 {1,3} {1,2,3}

Supposons que Vp' € P,
{1,2,3} D pi {1,2} D> pi {2,3} B pi {1,3} B pi {1} D pi {2} D pi {3} B pi 0

X'op Yo,z = o= y=r

Alors Y? > 2 72 > X2 = y P 2w P g
3 3

B X3ppY? = 2P a-Py

2.5.5 Ordre lexicographique sur les points de référence

Le théoréeme 9 nous indique qu’étant donné un ensemble de points de référence P,
toute procédure d’agrégation vérifiant I'unanimité sur les points de référence (UPR), et
permettant d’obtenir de fagon certaine une relation de préférence globale 7~ transitive a
partir des relations de préférence ordinales du point de vue des points de référence =P,
p € P, implique nécessairement la dictature d’un point de référence. Cependant cette
implication ne dit rien des cas ou le point dictateur ne permet pas de départager les
deux alternatives. Il est donc possible d’étre plus précis encore si la relation de préférence
vérifie 'unanimité stricte sur les points de référence : cela indique que les alternatives
sont départagées grace aux autres points de référence, et la procédure d’agrégation est
alors une lexicographie de points de référence dictateurs. Cela signifie qu’il existe un
ordre {1,...,m} sur les points de référence tel que z > y si et seulement si il existe un
élement pF tel quei < k= x ~P' yetx - y. En d’autres termes, le point de référence p*
permet de départager les alternatives x et y si et seulement si les points de référence placés
avant lui dans 'ordre lexicographique laissent = et y indifférents. Ce principe de I'ordre
lexicographique en agrégation multicritére a été axiomatisé par Fishburn (1975) pour les
méthodes d’agrégations ordinales directes. Le théoréme ci-dessous étend le résultat aux

agrégations ordinales avec points de référence :
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Théoréme 10 Soit P un ensemble de points de référence possédant au moins trois élé-

ments. Si la relation de préférence 7= sur X
1. satisfait les axiomes SEP et ICRI

2. est un pré-ordre complet satisfaisant [’aziome d’unanimité stricte sur les points de
référence (SUPR)

S . iy >
alors il existe un ordre {1,...,m}, et m relations de préférence ~, sur les sous-

ensembles de P tel que

r-y = X'po,V!
A
ou X'~ Yet X2 Y2

. VAN ;
ou Vigm, X'~ Y et X™ Dpm Y™

T~y sinon

Preuve du théoréme 10

Le début de la preuve correspond a la preuve du théoréme 9.

Soit p® le dictateur trouvé d’apres le théoréme 9. Nous nous intéressons maintenant
aux alternatives que le point de référence dictateur ne permet pas de différencier, i.e. les
paires (z,y) € X2 telles que x ~P* y. Posons p' = p®. Soit P’ = P — {p'}. Considérons
maintenant (X2) 1 I'ensemble des paires (z,y) € X2 telles que  ~*" . On dit alors
181 [Vp € K,
x =P yetVpd K,y P x| entraine = > y. Par ICRI, un ensemble décisif pour une paire

que l'ensemble K C P’ est décisif dans P’ pour une paire (x,y) de (X?) _

P

sera décisif pour toute paire de (X?) 1.

»

Puisque 7, vérifie axiome d’unanimité stricte sur les points de référence, P’ est
décisif dans P’. Soit K un plus petit ensemble décisif dans P’ au sens de I'inclusion.
De maniére analogue & la démonstration du théoréme 9, on montre que l'ensemble K
contient un singleton, que nous noterons p2. Ce point p? se comporte comme un dictateur
sur 'ensemble (X2) 1, ce qui signifie : Vz,y € X, x N yetx P y=x>y.

Nous nous intéressons ensuite aux aux alternatives que les points de référence p! et
p? ne permet pas de différencier, i.e. les paires (z,y) € X? telles que x ~P yetx P’ in
On trouve alors un troisiéme point dictateur sur ’espace réduit, et la preuve continue
ainsi jusqu’au dernier point de référence, ou 'unanimité implique la conclusion désirée.
O

Montrons sur un exemple comment fonctionne une régle d’agrégation lexicographique

de préférences.
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Exemple 39 Reprenons le cadre des exemples 9 et 31. Sotent les alternatives x1, o, T3, x4 €

X et les points de référence p*,p? décrits par le tableau suivant :

1 2 3 4
r1 60 xxx C +
To 60 Kk B +
x3 80 xxxx B
x4 80 *xxx A =
p1 60 xx%xx A +
p2 70 *x*xx B =

Supposons que les préférences du décideur sont telles que x1 = x9 et x4 > 3. Les

différents ensembles X* a considérer sont les suivants :

4! D2
v Xi{={1,4} X?=1{1,2,4}
Ty Xi={1,4} X3={1,3,4}
r3 Xi={2} X2=1{2,3,4}
vy Xp=1{3} X?=1{2,34}

L’égalité Xi = X3 implique que 11 ~P g, D’aprés le mode d’agrégation lexicogra-
phique, la préférence globale >~ entre x' et 22 est alors la méme que la préférence du point
de vue du point de référence p*>. Comme 1 > T2, cela signifie que 1 P x9. De méme,
Uégalité X3 = X3 implique que x3 NS x4, et comme x4 > T3, cela signifie que x4 ~P' 3.
Nous pouvons donc en déduire que {1,2,4} > 2 {1,3,4} et {3} >,1 {2}.

Soient les alternatives x5, xg € X telles que :

1 2 3 4
x5 70 xxxx C =
rg 70  xx A

Les ensembles X! et X} sont les suivants :

p1 D2
x5 X5 ={2} XF={1,2,4}
re Xg=1{3} X§={1,34}

D’aprés les renseignements déja en notre possession, nous avons les préférences par-
tielles suivantes : xg - T5 et xy P xg. La préférence globale entre x5 et xg dépend
alors de lordre d’agrégation :

— st Uordre lexicographique est pi1 puis po, alors xg = x5 car xg ~P' T5.

. . . . 2
— st lordre lexicographique est pa puis p1, alors x5 = xg car x5 =P xg.
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L’agrégation lexicographique n’est pas sans lien formel avec la méthode ELECTRE
TRI. En effet, 'ordre d’agrégation sur les points de référence rappelle I'ordre de filtrage
d’ELECTRE TRI, pour lequel il existe deux options : le filtrage ascendant et le filtrage
descendant. Le filtrage ascendant d’ELECTRE TRI consiste a comparer ’alternative a
classer avec des seuils de plus en plus haut : le premier seuil auquel I'alternative n’est pas
préférée donne la catégorie ol classer ’alternative. Inversement, le filtrage descendant
d’ELECTRE TRI consiste a comparer 'alternative & classer avec des seuils de plus en
plus bas : le premier seuil qui n’est pas préféré a I'alternative donne la catégorie ou classer
I’alternative. De maniére similaire, on peut imaginer une agrégation lexicographique "as-
cendante" ou "descendante". Une lexicographie "ascendante" consiste & comparer deux
alternatives & partir des points de référence les plus bas : cela consiste a dire qu’une
alternative a est préférée a une alternative b parce qu’elle posséde moins de critéres avec
des mauvaises valeurs (I’ensemble des critéres ou a est préféré a un point de référence bas
est plus important que I’ensemble semblable pour b). Une lexicographie "descendante"
consiste & comparer deux alternatives & partir des points de référence les plus haut : cela
consiste a dire qu’'une alternative a est préférée a une alternative b parce qu’elle posséde
plus de critéres avec des bonnes valeurs (’ensemble des critéres ou a est préféré a un
point de référence haut est plus important que ’ensemble semblable pour b). En résumé,
la lexicographie "descendante" favorisera les alternatives dotées de trés bonnes valeurs
sur un petit nombre de critéres, la lexicographie "ascendante" favorisera les alternatives
dénuées de trés mauvaises valeurs. Il est bien évidemment possible de choisir un ordre
lexicographique ni ascendant, ni descendant : par exemple, dans le cas de trois points de
référence, commencer par comparer les alternatives du point de vue du point de référence
meédian, puis du point de vue du point de référence supérieur et ensuite du point de vue
du point de référence inférieur. Ces différentes approches sont détaillées sur des exemples

dans le chapitre 4.

2.5.6 Reévélation de ’ordre lexicographique des points de référence

Nous avons vu en section 2.1.2 un axiome suffisant pour exhiber les points de réfé-
rence si ceux-ci sont inconnus a priori. Dans le cadre des relations de préférence lexi-
cographiques suivant la régle présentée au théoréme 10, il est possible non seulement
de déterminer ces points de référence mais aussi leur ordre d’importance. Pour cela, il
faut comparer en priorité des alternatives aux profils trés disparates : en particulier, la
comparaison des alternatives "homogénes" avec celles trés "déséquilibrées" permet de
déterminer facilement 'ordre lexicographique d’agrégation des préférences. Plus préci-
sément, il s’agit de comparer deux alternatives qui se comportent de la méme maniére
du point de vue de tous les points de référence sauf deux, de telle maniére que chaque

alternative soit préférée a 'autre sur un des deux points de référence. A partir de ces
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comparaisons, nous pouvons en déduire la permutation o sur les points de référence don-
nant 'ordre lexicographique. L’algorithme est semblable & un algorithme de tri classique.
Il existe donc plusieurs fagon de procéder pour obtenir I'ordre lexicographique sur les
points de référence.

Montrons sur un exemple comment nous pouvons procéder.

Exemple 40 Soit X = X1 x Xo x X3x Xy l'espace des alternatives avec¥i =1,...,4, X; =
{0,1,2,3}. Supposons que les trois points de référence p' = (3,3,3,3), p* = (2,2,2,2)
et p3 = (1,1,1,1) soient connus (ou révélés peu avant). Nous supposons également que
Uaziome d’unanimité stricte est vérifié, ce qui implique que pour tout couple d’alternatives
(x,y), et tout point de référence p', X' C Y' = x < y. En particulier, cet aviome
implique que pour tout point de référence p', et pour tout sous-ensemble A C N non
vide, N D>, A > (). Les alternatives suivantes permettent alors de détecter l’ordre

d’importance des points de référence :

d /&L o o R
N W = NN W
N W = N NWN
= O = O N =W
— O = O N e

Les relations de préférence du point de vue de chaque point de référence sont alors les

sutvantes :

p! p? p?

a?h axP'b a<Pb a~P b
At c~Pd e d e=<Pd
e’f e - f e ~P f e <P’ f

il suffit alors de connaitre la préférence entre a et b pour déterminer 'ordre d’impor-
tance de p* et p?, celle entre ¢ et d pour déterminer Uordre d’importance de p* et p°, et

celle entre e et f pour déterminer 'ordre d’importance entre p* et p>.

Nous proposons ci-dessous & l’algorithme 2 une formalisation & la maniére du tri
par bulle descendant, qui impose N >, A >, 0. L'idée générale est de détecter en
premier le point de référence qui sera le dernier dans l'ordre lexicographique (i.e. qui
ne sera jamais en mesure d’imposer sa préférence du point de vue d’un autre point de
référence), puis 'avant-dernier, etc, et de finir par le premier point de référence dans
I’ordre lexicographique. Rappelons tout d’abord que les points de référence se dominent
i+1

les uns les autres : Vj € N, pé >j p;" . Les points de référence sont naturellement

numeérotés dans ordre p',p?,...,p™. Il s’agit donc de trouver une permutation o sur
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x

p®

e Y |

pr(iﬂi l
pritDeL

— — N _—_
o .
A A

FiGc. 2.1 — Exemple de comparaison de deux points de référence

{1,...,m} telle que o(i) donne le rang du point de référence p’ dans la lexicographie. La
permutation 7, inverse de o, est telle que 7(i) donne le i-éme point dans la lexicographie :
c’est cette permutation que ’on va révéler. Pour cela, nous allons nous baser sur la
comparaison de deux alternatives particuliéres pour évaluer 'ordre d’agrégation entre
p™@ et p™(+D) dans le tri par bulle comme dans la figure 2.1.

Les deux alternatives ont été choisies de telle maniére que :

~VpF e P, k< 1(i), C(z,p*) = Cly,p*) = 0, et donc = ~*" y

= Ca,p™™) = Acet C(y,p™") =

~Vpk e P, T(i) <k <7(i+1),

~ C(x,p" D) = A et Cy,p”

y >_p7—(i+l) .
~vp*F e P, r(i+1) <k, C(z,p¥) = C(y,p*) = N, et donc = ~Py

Les deux alternatives x et y se comportent donc de la méme maniére du point de vue de

7(2)

0, donc C(z,p™ ) > C(y,p™ ) et z =P"" y
C(z,p*) = C(y,p*) = A, etdonc;rfvpy
+

7(i )) = N, donc C(y,p" ") > C(x,p D) et

tous les points de référence, sauf du point de vue de p™® et p™(+1) on ils se comportent
de maniére opposée. Par définition de I'agrégation lexicographique, nous ne pouvons
avoir x ~ y. Donc soit > y, ce qui signifie que p™@ est avant p”(*t1) dans l'ordre
lexicographique, ce qui est correct, soit y = x, ce qui signifie que p™*+1) est avant p™(?)

dans l'ordre lexicographique et qui améne a) intervertir 7(¢) et 7(i + 1).

2.5.7 Oligarchies de points de référence

Les théorémes 9 et 10 se placent dans le cadre ou la relation de préférence = est
transitive. Cependant, il existe de nombreuses situations ou la relation de préférence
n’est pas transitive mais seulement quasi-transitive : seule la partie stricte de la relation

de préférence est transitive, mais la relation d’indifférence ne l'est pas forcément. On
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Algorithme 2 Révélation de ’ordre lexicographique

1) Initialisation :

Pouri=1a|P|
T(i) =i

fin Pour i

2) tri :

Pourk=1a|P|—1
Pouri=1a|P|—k
(i)

Prendre x € X tel que Vj € A, z; = P; T(i+)+

et Vj € A, Tj=p,
Prendre y € X tel que Vj € A, y; = p;-(l)ﬂ et Vj € A, y; = p]T.(ZH)
Si x <y Alors
échange(7(i);7(i + 1))
fin Si
fin Pour i

fin Pour k
fin

parle alors de relations quasi-transitives, et dans ces cas 14, il est possible d’avoir trois
alternatives a,b,c € X telles que a ~ b, b ~ c et a > ¢. Si 7 n’est pas un pré-ordre mais
une relation quasi-transitive, les théorémes 9 et 10 ne sont plus valables, et il n’y a alors
plus de point de référence dictateur mais une autre forme de procédure d’agrégation,
qu’on appelle oligarchie de points de référence. Dans le cadre de la théorie du choix
social, une oligarchie est un ensemble V' de votants tels que 'unanimité de préférence sur
V entraine la préférence globale, et que chaque votant de V posséde un pouvoir de veto
(voir Gibbard (1969), Fishburn (1976a), Weymark (1984)). Autrement dit, dans le cadre
des procédures d’agrégation multicritéres ordinales avec points de référence que nous
étudions, nous dirons qu'un ensemble O C P est une oligarchie de points de référence si
Ve,y € X :

1. Vpe O,z =Py|=x >y

2. [3p e O,z =Pyl = —(y = x)
A la suite de Weymark (1984), nous pouvons distinguer deux types d’oligarchies, dont
la différence se manifeste par le pouvoir de veto : les a-oligarchies impliquent que si
deux éléments de l'oligarchie ont des préférences strictes incompatibles entre elles sur
deux alternatives, les deux alternatives sont indifférentes entre elles, alors que les (-
oligarchies impliquent la non-comparaison des deux alternatives. Dans notre cas, nous
nous intéresserons aux a-oligarchies, menant a des relations de préférence complétes et

quasi-transitives.
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Montrons sur un exemple simple comment fonctionne une oligarchie sur les points de

référence :

Exemple 41 Reprenons le cadre de l'exemple 39, avec les points de référence suivants :

1 2 3 4
pl 80 xx C -—
p? 70 xxx B =
PP 60 wxwx A +

On supposera que x 7P y <= |XP| > |YP|. Considérons que les points de référence

{p*, p*} forment une oligarchie. Soient les alternatives suivantes :

1 2

x1 60 * k%%

4

g9 60 k%%

z3 60  * % xx

Tq 7O % kok

QI U|Q T|w

5 80 xkx
zg 90 xxx D

Nous constatons que nous avons les relations suivantes :
1 2
- x1 =P x9 et 1 =P x9. Nous avons donc x1 = Ts.
1 2 . .
— w1 =P x9 et xo =P 1. Nous avons donc x1 ~ x2 (cas d’une a-oligarchie).

1 2 3 .
—x1 ~P xo et k1 ~P xo. 1l faut alors constater que x1 =P xo pour dire que 1 > To.

Nous pouvons alors présenter un théoréme de caractérisation des relations de préfé-

rence a oligarchie de points de référence :

Théoréme 11 Soit P un ensemble de points de référence possédant au moins trois élé-

ments. Si la relation de préférence 7= sur X
1. satisfait les axiomes SEP et ICRI

2. est une relation de préférence quasi-transitive compléte satisfaisant l’aziome de mo-
notonie MON

alors il eziste une oligarchie O C P de points de référence telle que

1. Vpe O,z =Py|l=uzry

2. [3p e O,z Pyl = ~(y = x)

La preuve de ce théoréme est inspirée de la preuve donnée par Weymark (1984) dans le

cas de I'agrégation ordinale sans point de référence, et reprend les notations et définitions

de la preuve du théoréme 9.
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Preuve du théoréme 11 Comme dans le cas du théoréme 9, MON et MIPR entrainent
que [Vp € P, x =P y] = x > y. Cela montre que P est un ensemble décisif. Soit G un
plus petit ensemble décisif. Si |G| = 1, G est évidemment une oligarchie. Si |G| > 2, nous
définissons pour z,y € X les ensembles A={pe G|z Py}, B={pe G|y >Pz}et

C ={p e G| x~Py}. Considérons la situation suivante, avec z,y,z € X :

Vpe A, x>Pz>Py
Vpe B, y>Pax>Pz
Vpel, x~Py>Pz
Vped, z>Py
Une telle situation est possible, comme indiqué dans I'exemple 42 détaillé ci-dessous.
Supposons que A # () et BU C # (), sinon les cas sont triviaux. Puisque G est décisif,
T > z. Supposons que y > z. La transitivité de > entraine y > z. Mais si y > z, alors
B U C est décisif, ce qui contredit le fait que G est le plus petit ensemble décisif. Donc

—(y = x). Comme G est décisif, cela montre que G est une oligarchie. O

Exemple 42 Soit P = {p', p?, p3, p*} et N = {1,2,3}. Chaque alternative peut prendre
une valeur dans l'ensemble {aq, ag, a3, 04, a5} sur chaque critére, avec Vj € N, oq >;

Qg = O3 > Qg =5 Q5.

1 2 3
Pl a1 ap o
p2 Qo Qg Q2
P3 a3 a3 a3y
P4 Qg Q4 Oy
x a1 3 Oy
Yy Q2 Q2 04
z Qg4 Qg Q9

Supposons que Vp' € P,

{1,2,3} i {1,2} >y {1,3} i {2,3} Dy {1} i {2} Dy {3} )i 0
X' Zlop Y =
V2pp X2 22 = y»P o= 2
X3 f%ps y3 >3 73 = g~P Y =P 2
B X3R, Y3 =

z>P 2Py
Alors
2P g~ Yy

Révélation de 'oligarchie de points de référence

Dans le cas d’une oligarchie de points de référence, on peut révéler ’appartenance
d’un point de référence & l’oligarchie en détectant le pouvoir de veto des membres de

I’oligarchie, comme il est montré dans I’exemple ci-dessous.
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Exemple 43 Reprenons le cadre de l'exemple précédent. Soit X = X1 X Xy X X3 X Xy
Uespace des alternatives avec Vi = 1,...,4, X; = {0,1,2,3}. Supposons que les trois
points de référence pt = (3,3,3,3), p? = (2,2,2,2) et p* = (1,1,1,1) soient connus (ou
révélés avant). Nous supposons également que [’axiome d’unanimité stricte est vérifié,
ce qui implique que pour tout couple d’alternatives (x,y), et tout point de référence p',
Xt CY' = x < y. En particulier, cet aziome implique que pour tout point de référence
pt, et pour tous sous-ensembles A, B C N non vides tels que N C A C B, N Dpi A Dy

B>, (. Les alternatives suivantes permettent alors de révéler ['oligarchie.

1 2 3 4

a 3 3 2 2

b 3 3 3 0

c 3 3 11

d 2 2 20

e 33 00

f 1110
Les relations de préférence du point de vue de chaque point de référence sont alors les
suivantes :

p' p* p®

(a?) a<P'b ax=Pb a=P b
(c?d) e=P' d c¢<P"d c>Pd
(e?f) e>—p1f e>—p2f e—<p3f

Si b > a, cela veut dire que le point p' est loligarchie, car aucun autre point n’a un
pouvoir de veto. L’algorithme s’arréte alors la. Sinon, si a ~ b, cela signifie alors que
le point p' a un pouvoir de veto, et donc qu’il fait partie de l'oligarchie. Si a = b, cela
signifie que loligarchie est un sous-ensemble de P—{p'}, et donc que p' ne fait pas partie
de Uoligarchie. Dans ces deuz derniers cas, on passe alors a Uétude du point p. Si d = c,
cela signifie alors que le point p? est loligarchie, car aucun autre point n’a un pouvoir de
veto. L’algorithme s’arréte alors la. Si c ~ d, cela signifie que le point p* a un pouvoir
de veto, et donc qu’il fait partie de l’oligarchie. Si c = d, cela signifie que l'oligarchie est
un sous-ensemble de P — {p?}, et donc que p? ne fait pas partie de loligarchie. Dans
ces deur derniers cas, on passe alors a létude du point p3. Si f = e, cela signifie alors
que le point p® est Uoligarchie, car aucun autre point n’a un pouvoir de veto. Sie ~ f,
cela signifie que le point p° a un powvoir de veto, et donc qu’il fait partie de l'oligarchie.
Si e = f, cela signifie que l'oligarchie est un sous-ensemble de P — {p3}, et donc que
p® ne fait pas partie de loligarchie. L’oligarchie est alors parfaitement déterminée. Par
exemple, si a ~ b, c = d et e ~ f, cela signifie que l'oligarchie est constituée des points

de référence p' et p3.
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Cette procédure peut se formaliser comme indiqué dans ’algorithme ci-dessous, en sup-
posant qu’il existe deux sous-ensembles A et B de N tel que N > A > B > (). Nous
définissons également I’élément minimum, non forcément unique, z; = min(z; € &;) par
Vrj € X, xj z;. L’oligarchie est constituée de tous les points de référence p! tels que

Algorithme 3 Révélation de 1’oligarchie

1) Initialisation :

m = |P]
Pouri=1am

O@)=0
fin Pour 1

2) révélation :
Pouri=1am

soit x € X tel que Vj € A, azj:pj- et Vj € A, Tj =z,
soit y € X tel que Vj € B, y; :p} et Vj € B, Yj :pj.Jrl
St x =1y Alors

O(i)=1 et i=m (sortie de la boucle) Sinon si = ~y Alors

O(i)=1
fin Si
fin 57
fin Pour i
fin
O(i) = 1.

2.6 Extension floue des modéles de préférences a points de

référence

Nous avons pu constater dans les parties précédentes que la base des modéeles d’agré-
gation proposés sont les comparaisons critére par critére des alternatives x et y a comparer
avec les points de référence p, a travers les ensembles X? = C(x,p) et YP = C(y,p). Or
il s’avére que ces ensembles sont particuliérement sensibles a de petites variations autour
du point de référence : on peut avoir x; + €/2 >; p; et x; —€/2 <; p;, ce qui implique
que le critére j € N sera un élément de ’ensemble XP ou non & € prés. En particulier, si
I’échelle des valeurs sur un critére n’est pas discréte mais continue, 'appartenance ou non
d’un critére a une coalition X? peut dépendre de la précision avec laquelle est connue
la valeur sur le critére : cette précision n’est pas toujours disponible. Il peut donc étre

intéressant d’introduire dans les modéles proposés des relations de préférence floues sur
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les critéres, ce qui permettra d’introduire de la progressivité dans ’appartenance ou non
d’un critére a une coalition. Nous étudierons donc dans cette partie 'apport de la modé-
lisation floue des préférences pour certains modéles de relations de préférence avec points
de référence. L’introduction de la logique floue n’est pas toujours pertinente pour tous
les modeéles présentés précédemment, par exemple quand elle aboutit & une complexifi-
cation exagérée du modéle pour un résultat parfois peu différent. C’est pourquoi nous
nous intéresserons principalement aux modeéles décomposables, additivement ou non, et

au modele lexicographique.

2.6.1 Modélisation floue des préférences
Logique floue

La logique binaire (principe du tiers exclu) a fait la preuve de son efficacité, depuis
les fondements posés par Aristote jusqu’'aux travaux de Boole. Cependant, il n’est pas
toujours possible de raisonner en termes purement binaires (vrai/faux, oui/non, 0/1, etc.).
En présence de situations intermédiaires entre le tout et le rien, par exemple dans le cas
ol le passage d’un état & un autre se fait graduellement, ou dans celui de 'utilisation de
catégories mal définies, la logique classique ne peut représenter fidélement la situation.
La logique floue permet alors de manipuler des objets imprécis ou mal connus dans un
cadre formel bien défini. Depuis les travaux fondateurs de Zadeh (1965), la théorie des
ensembles flous, ou logique floue, a connus de nombreux développements, en particulier
dans le domaine de 'aide & la décision (voir par exemple Bouchon (1995) pour une
introduction, ou Dubois et Prade (1998-2000) pour une revue exhaustive du sujet). L’aide
a la décision multicritére a pu bénéficier des apports de la logique floue sur les points
suivants :

— Cas ot les objets manipulés sont mal définis. Dans certains cas, les différentes classes
d’objets manipulés ne sont pas bien délimitées : il existe une graduation entre ’ap-
partenance et la non-appartenance d’un objet & un ensemble, méme quand cet objet
est bien connu. Par exemple, dans I'implication logique "s’il faut chaud, baisser le
chauffage", le caractére "chaud" de la température est progressif : une tempéra-
ture inférieure & 15 degrés ne sera pas considérée comme chaude, une température
supérieure a 25 degrés sera considérée comme chaude a 100%, et les températures
intermédiaires seront considérées comme chaude & un certain point. L’ensemble
des températures chaudes est donc mal défini, et ceci méme si la température est
parfaitement connue.

— Cas ou les objets manipulés sont mal connus. D’autres certains autres cas, il peut
exister une imprécision sur 'appartenance ou non de I’élément a 1’ensemble consi-
déré, méme si l'ensemble est bien défini, & cause de 'absence de certitudes sur

I’objet. Considérons par exemple la composition d’un futur conseil municipal juste
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avant 1’élection : on ne peut affirmer avec certitude que telle ou telle personne fera
partie de I’ensemble des élus. Cependant, la possibilité de faire partie du conseil
n’est pas identique pour tout les candidats : la téte de liste sera trés certainement
élue, contrairement au dernier de la liste.
Dans 'un et ’autre cas on peut modéliser les ensembles considérés par des ensembles
flous. Il ne faut cependant pas perdre de vue que méme si les procédures de calcul sont
identiques, il existe une différence de signification sémantique entre ces deux modélisa-
tions. Notons de plus qu’il est possible qu'un ensemble soit mal défini et mal connu a
la fois! Dans le cadre des relations de préférence a points de référence, 'introduction
de préférences floues sur les critéres doit permettre d’obtenir des relations de préférence
globales plus "robustes", c’est & dire moins sensibles & de petites variations des données

initiales.

Formalisme

Formellement, un ensemble flou est défini de la facon suivante :

Définition 17 Soit E un ensemble de référence. Un sous-ensemble flou A de FE est
caractérisé par une fonction d’appartenance o valeurs dans [0,1] : fa : E — [0,1], qui a
tout élément e € E associe fa(e) représentant le degré d’appartenance de e a l’ensemble
A avec les conventions suivantes : fa(e) =1 si e € A avec certitude, fa(e) =0sieg A

avec certitude.

Il est nécessaire alors de préciser la définition de deux relations binaires de maniére

spécifique pour les sous-ensembles flous :

Définition 18 Relations binaires.
Soient A, B deuz sous-ensembles flous de E
- Egalité: A=B < Vze€E, fa(zx) = fp(x)
- Inclusion : ACB <= Vz e E, fa(x) < fp(x)

Ensembles flous et modélisation des préférences

L’utilisation d’ensembles flous permet, comme nous ’avons vu ci-dessus, de modéliser
des préférences imprécises ou mal connues. On pourra utilement se reporter & Perny
(1992) pour une étude complete de la modélisation et ’agrégation de préférences floues.
La relation de préférence floue 7 (et donc > et ~) est une fonction de F x F, ensemble
des fonctions d’appartenance, vers [0, 1]. Schématiquement, on peut avoir recours a des

relations binaires floues dans deux cas distincts :

1. relations floues pour modéliser des préférences graduelles : il s’agit dans ce cas

d’admettre un continuum de situations entre la préférence et la non-préférence,
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représenté par une fonction d’appartenance graduelle. On obtient alors des relations

Zj» ~j et 3; floues, & partir des valeurs des critéres z; et y;, indiquant avec quel
degré x; est préféré ou indifférent & y;.

2. relations floues utilisées pour étendre une relation nette en présence d’évaluations
mal connues : il s’agit dans ce cas de considérer que les alternatives sont décrites non
par des valeurs exactes sur chacun des critéres, mais par des sous-ensembles flous
caractérisés par des fonctions d’appartenance fj, j = 1,...,n. Chaque valeur f;(a;)
peut alors étre considérée comme la possibilité que le critére j prenne effectivement
la valeur a;. On peut alors ensuite définir la préférence floue comme la possibilité
de I'événement z; Z; y;. On consultera pour plus de détails Fodor et al. (1998) ou
Grabisch et Perny (2003).

Points de référence et relations floues

Comme indiqué ci-dessus, 'introduction de la logique floue dans la modélisation des
relations de préférence peut se faire dans le cas ou les laternatives ont aml connues, ou
dans le cas ou les relations de préférence sont mal définies. La présence de points de
référence permet de préciser ces possibilités. On peut en effet envisager 'introduction
d’ensembles flous dans trois cas différents. Les alternatives peuvent étre mal connus et
donc décrites & l'aide d’ensembles flous sur les critéres. De méme, étre mal connus et
donc décrites a 'aide d’ensembles flous sur les critéres. Enfin, les relations de préférence
entre les alternatives et les points de référence peuvent étre graduelles, et représentées par
des ensembles flous. Les modéles de relations de préférence avec points de référence que
nous avons étudié jusqu'a présent utilisaient tous les ensembles C(x,p) = {j € Nl|z; ZZ;
pj} comme base. Nous souhaitons maintenant étudier des relations de préférence ou les
ensembles C(x,p) sont des ensembles flous. Dans la suite de ’étude, nous supposerons
que le caractére flou des relations étudiées provient du fait que les relations de préférence

sur les critéres sont mal définies.

2.6.2 Alternatives floues

La régle AMPR que nous avons étudiée jusqu’a présent est basée sur 'utilisation des
ensembles C(x,p) = {j € Nl|z; Z; pj}. Pextension floue de cette reégle est obtenue en
faisant correspondre aux relations x; 2Z; p; les relations floues 2Z; (2, p;) qui indiquent
avec quelle intensité z; est dans I’ensemble C(z,p). En posant ¢; = p; — ¢, la fonction

Z; est telle que, comme illustré en figure 2.2,

Zj (@j,p5) =0sizj 35 q5
Zj (x5,p5) €]0,1] si qj <5 © <u pj

Zj (xj,p5) = 1sizj 5 pj
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De méme, I'extension floue du modéle a points de référence fait correspondre aux en-

09 i (5:0)
0,8 A
0,7 A
0,6 A
0,5 1
0,4 -
0,3 1
0,2 A
0,1+

qj Dj Ly

FiG. 2.2 — Construction de relations de préférences floues

sembles C(x,p) = {j € Nl|z; Z; p;}, les ensembles C(z,p) sous-ensembles flous de NV,
tels que fé(%p) =2 (xj,p;j) avec Z; (x4,p;) € [0,1].

L’introduction de préférences floues dans le cadre des régles d’agrégation étudiées
précédemment est intéressante en particulier dans le cas ot ’ensemble X; est un ensemble
infini, discret ou continu : on ne peut envisager de travailler avec un nombre infini de
points de référence. Il devient donc intéressant d’étudier 'introduction de relations de
préférence floues construites a partir de points de référence. Nous développons cette étude
dans les paragraphes suivants, en regardant successivement les régles obtenues en finissant
soit par la comparaison de scores obtenus pour chaque alternative, soit par ’agrégation

des comparaisons critére par critére de deux alternatives.

Remarque : il est & noter que l'introduction de préférences floues ne signifie pas que
toutes les valeurs Z; (z;,p;) sont comprises strictement entre 0 et 1. Au contraire, la
quasi-totalité des valeurs de 7, (x,p;) obtenues valent 0 ou 1. Sous I’hypothése raison-
nable que les points de référence sont suffisamment distincts pour qu’il y ait toujours
une préférence nette entre deux points de référence sur chacun des critéres, on peut alors
constater que, pour toute alternative x € X, il existe au maximum un point de référence
p; tel que Z; (z,p;) est différent de 0 ou 1. Il ne peut y avoir de préférence floue que

par rapport & un seul point de référence au maximum.
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2.6.3 Cas particulier : un seul point de référence

Introduisons tout d’abord I’extension floue des régles de préférences n’utilisant qu’un

seul point de référence :

Définition 19 Modéle 4 un point de référence

On définit une relation de préférence floue a base d’un point de référence par :
v Zy = Y(C(z,p)) = ¥(C(y,p)) (2.17)

avec C(x,p) = {1 (x,p), 72 (z,p),...,Zn (x,p)} et U une fonction d’agrégation de
[0,1]™ dans [0, 1] telle que

U(C(x,p)) = Cu(x,p)

ou C, est une intégrale de Choquet définie par :

Co(z,p) = > 1wlAG) (20 (@) pg))— Ze-1) @G-1):PG-1)) (2.18)

JEN
ot les valeurs ;) ont élé classées par ordre croissant, ot Ay est l'ensemble des critéres
J € N tels que Z; (x5,p;) soit supérieur ou égal a ;) (%(;), ) et p est une fonction

de mesure sur les sous-ensembles de N, avec par convention (x(o),p(o)) = 0.

Dans le cas ot pour tout j € N, les valeurs Z; (z;,p;) valent 0 ou 1, alors ¥(C(z,p)) =
v(C(x,p)), ce qui montre que notre définition est cohérente avec celle de I’équation (2.10)
dans le cas ot les préférences 7; sont nettes.

Nous introduisons maintenant un exemple de relation de préférence ou la mesure de

la capacité est additive : c’est le cas de la moyenne pondérée.

Capacité additive

Il s’agit dans ce cas d’effectuer la moyenne, pour chaque alternative, des valeurs
floues obtenues sur chacun des critéres, pondérée éventuellement par un poids particulier
attribué a chaque critére en fonction de son importance. Soit ¥(C(x,p) une fonction
de [0,1]" — [0,1] telle que ¥(C(z,p)) = >7_jw;j Z; (zj,p;), ot les coefficients w;

représentent des poids donnés a chaque critére, tels que 2?21 wj = 1.

Exemple 44 Soit un ensemble d’étudiants notés sur 3 matiéres : (1) Math, (2) Physique,
(3) Economie. L’échelle des notes va de 0 a 20. On estime qu’un bon étudiant (point de
référence) est celui qui est au niveau d’une mention assez bien, soit 12/20 dans toutes
les matiéres. On va donc prendre comme point de référence le point p = (12,12,12).

Cependant, il est admis que limprécision de la notation fait que le niveau de référence a
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12 ne peut pas étre considéré de maniére aussi nette. C’est pourquot il est fait appel des
fonction Z; de X dans [0, 1] telle que

~J (l‘j,pj) =0 sz Zj < 11,5
Vi=1,2,3, Ve e X,q Z; (z,p;) =2 % (z; —11,5) si 11,5 < xj < 12
=i (x,p) =1 siz; > 12
Prenons comme coefficients pour la moyenne pondérée les valeurs suivantes : wy =
1/3, wog =1/3 et wg =1/3.

Considérons les étudiants suivants :

FEtudiant Math (1) Physique (2) Economie (3)

A 12 12,5 12,5
B 12 18,3 11,7
C 12 14,5 10,5
D 11,9 11,9 11,9
Tout d’abord, regardons ce que donne lapplication d’une régle non-flouve. Nous obte-
nons :
- C(A,p) ={1,2,3}
- o(B,p) = 11,2}
- C(Cp) =112}

- C(D,p)=10

En considérant que la relation d’importance sur les ensembles de critéres vérifie la
stricte monotonie par inclusion, cela entraine que A - B ~ C = D. Or il y a une cer-
taine différence entre Ualternative B, qui sur le critére "économie” est proche du niveau
de référence, et l'alternative C' qui en est franchement plus éloignée. De méme, lalter-
native D est trés proche du niveau de référence sur tous les critéres, sans jamais 1’égaler

cependant. Utilisons maintenant les relations floues vues ci-dessus. Nous obtenons :

Z1 (w1,p1)  Z2 (z2,p2) Z3 (73,p3) ¥ (z)
A 1 1 1 T(A) =1
B 1 1 0.4 ¥(B)=0,8
C 1 1 0 U (C)=0,66
D 0.9 0.9 0.9 (D) =0,9

Ces ensembles flous entrainent que A = D = B > D : les alternatives B et C' sont

différenciées, et l'alternatives D est considérée comme "presque” égale a l'alternative A.

L’introduction d’ensembles flous permet de gagner de la souplesse autour du seuil : le
passage de "moins bon que le point de référence" a "meilleur que le point de référence"
n’est plus brutal mais progressif. Montrons maintenant ’apport des préférences floues

dans le cas ou il y a plusieurs points de référence.



2. Points de référence en décision multicritére ordinale 103

2.6.4 Plusieurs points de référence

Nous présentons dans cette partie I'introduction de préférences floues dans les modéles
a points de référence présentés précédemment : en premier lieu, les régles finissant par la

comparaison, puis les régles finissant par ’agrégation.

Cadre général des régles finissant par la comparaison

Le modeéle général de relations de préférence suivant "agréger puis comparer" a été
présenté a ’équation (2.7). L’adaptation du modele (2.7) au cas de préférences floues

donne I’équation suivante :
zZy <= W(C(x,p"),...,Cz,p™) > ¥(C(y,p"),...,Cly,p™)) (2.19)

Dans ce modéle, le passage de données floues a des préférences nettes se fait a ’aide
de la fonction d’agrégation W : elle permet en effet d’obtenir un score pour x et pour
y permettant de les comparer directement. Comme dans le cas des préférences nettes,
nous étudions le cas ou ¥(x) = \If(gb(Ci(x,pl)), .., ¢(C(x,p™))) : il s’agit d’obtenir un
score pour x par rapport i chaque point de référence, puis d’agréger ces scores. Il existe
de nombreuses fonctions d’agrégations W : nous présentons ci-dessous trois de ces régles
utilisant trois techniques d’agrégation de préférences floues : le minimax, la moyenne

pondérée et 'intégrale de Choquet.

1. Opérateurs basés sur le minimum et le maximum. Ce sont des opérateurs
du type minimax ou maximin. L’agrégation des valeurs de chaque critére est ici
trop grossiére pour étre intéressante dans le cadre de nos applications. Le maximin
consiste a prendre la valeur maximale sur les points de référence (resp. sur les
critéres) des valeurs minimales de =Z; (z;, p;) obtenues par critére (resp. point de
référence), suivant que 'opérateur d’agrégation est de catégorie 2 ou 3. Le minimax
consiste a prendre la valeur minimale sur les points de référence (resp. sur les
critéres) des valeurs maximales de Z; (:cj,pgz) obtenues par critére (resp. point de
référence), suivant que opérateur d’agrégation est de catégorie 2 ou 3. L’un comme
Pautre de ces opérateurs privilégie les alternatives irréguliéres (celle possédant un
seul trés bon critére par exemple) aux alternatives trés réguliéres (celle dont aucune

valeur n’est extréme), comme le montre I’exemple suivant :

Exemple 45 Prenons X = X x X x X3, avec X; = {1,...,10} (10 > ... > 1), et
pl = (7,7,7), p* = (3,3,3). Prenons le tableau suivant. On pose a titre d’ezemple
minimaz(z) = minpep(max;jen(2Z; (z5,p;)) et mazimin(x) = maxpep(minjen (2Z;
(xj,p5)). La fonction 7 considérée ici n'a pas d’importance : on ne considérera que

les valeurs 0 ou 1 pour l’exemple.
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T |r1 X2 X3 Ct(x,pl) C(z,p?) | minimaz mazimin
al8 8 8| (1L,1,1) (1,1,1) 1 1
b5 5 5| (0,000 (1,1,1) 0 1
cl2 2 2| (0,00 (0,00 0 0
d| 8 8 2| (1,1,0) (1,1,0) 1 0
el 8 2 2| (1,0,0) (1,0,0) 1 0

L’opérateur minimaz ne fait aucune différence entre les alternatives b et c, alors
que l'une domine p? et que Uautre est dominée par p?, ou encore entre a et e.
L’opérateur maximin ne fait aucune différence entre a et b, alors que l'une domine
p' et que Uautre est dominée par p', ou encore entre c et d. Cet exemple montre le

caractére trés frustre de ces opérateurs.
Nous n’étudierons donc pas plus avant les opérateurs de type minimax ou maximin.

2. Opérateurs basés sur la moyenne pondérée. 1l s’agit de prendre comme score
pour chacune des alternatives la moyenne des valeurs ; (mj,p;-), éventuellement
pondérées par critére ou points de référence. Cette approche mérite d’étre étudiée

plus en détail. C’est ce que nous faisons dans la partie ci-dessous.

Utilisation de la moyenne

Les valeurs floues 2Z; (2, p;) obtenues pour chaque alternative sont toutes comprises
entre 0 et 1. Elles sont donc commensurables. Faire la moyenne de ces valeurs permet
de comparer deux alternatives entre elles; ’alternative qui a le plus de critéres meilleurs
que ceux des points de référence aura une meilleure moyenne que l'alternative qui en
aura moins. Si I'on suppose que tous les critéres et tous les points de référence jouent
le méme role, il suffit de prendre la moyenne. Sinon, il est nécessaire de s’intéresser a
une moyenne pondérée sur les critéres ou sur les points de référence. Dans la lignée
des possibilités présentées au paragraphe 2.2, nous choisissons ici d’agréger les valeurs

obtenues par critére puis par point de référence. L’équation (2.19) devient

vy = > wp(O Nz (@) = > wp() A i (Wp))

peEP JEN peEP JEN

Nlustrons cette régle par un exemple.
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Exemple 46 Soit X = X; x Xy x X3, ou X; = [0, 10]. Soient les alternatives suivantes :

1 2 3
a |8 7 2
b |8 6,5 2.5
c |8 2 6,5
d |5 5 5
pt|\7T T 7
|3 3 3

Nous souhaitons graduer un peu de le passage de la non-préférence a la préférence, et
nous choisissons par exemple comme fonction d’appartenance la fonction 7 (x;,p;) telle
que

Osiz;j <pj—1
Z(wp) = Gt sip 1< <p,
1sixz; > pj

Supposons que le deuziéeme critére soit deux fois plus important que chacun des deux
autres, autrement dit : Ao = 2 et Ay = A3 = 1. Supposons que les deux points de référence
atent la méme importance, et donc wy = wy = 0,5. La régle d’agrégation devient alors :
U(x) = 0.5% (Z (z1,p]) +2% Z (w2, p3)+ Z (23,03)) +0.5(Z (w1,p7) +2x T (22,05)+
(.CUg,p%)). Nous obtenons les scores suivants pour les alternatives considérées :

Z(npt) Z(w2,p3) X (ws,p3) | 2 (w1,p]) X (22,p3) Z(w3,p3) | ¥
a 1 1 0 1 1 0 3
b 1 0.5 0 1 1 0.5 | 275
c 1 0 0.5 1 0 1 1.75
d| 0 0.5 0 1 1 1 2.5

Ces scores aboutissent au classement suivant : a = b = d = c. Avec les mémes poids,
mais en l'absence d’ensemble flou, la relation de préférence aurait été a = b ~ d > c.
Nous constatons donc que lintroduction des fonctions 7Z; (x5,p;) a permis de raffiner la

relation de préférence étudice.

Intégrale de Choquet

L’intégrale de Choquet permet de modéliser les interactions possibles entre les diffé-
rents critéres par une fonction d’agrégation non additive, comme présenté en 2.4.2. Nous
avons vu dans le cas & un seul point de référence que pour tout p € P, pour tout x € X,
nous pouvons définir une valeur ¥(C(z,p))Cy(z,p) o C, est une intégrale de Choquet.
Il s’agit maintenant d’agréger les différentes valeurs obtenues W(C(x,p)) obtenues pour

chaque point de référence pour obtenir un score global pour l'alternative z. Il est bien str
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possible ici aussi d’utiliser une fonction d’agrégation de préférences floues telle qu'une
intégrale de Choquet avec une mesure sur les parties de P afin d’agréger les valeurs
U (C(z,p)) en un ensemble flou représentant la comparaison de l’alternative x avec les
points de référence. Cela aboutit & pouvoir considérer une relation =~ floue sur X x X.
Cependant, nous pensons que cela s’effectue au prix d’'une complexité accrue au niveau
des calculs, complexité déraisonnable au vu de ’amélioration potentielle de la précision
de la relation d’importance. C’est pourquoi nous proposons d’utiliser une fonction d’agré-
gation permettant d’obtenir une valeur unique pour chaque alternative, ou, en d’autres
termes, nous proposons de "défuzzifier" a ce stade. Nous montrons ci-dessous un exemple
ou la relation de préférence est obtenue & partir de fonctions W qui sont des intégrales de

Choquet, agrégées en une valeur unique par une fonction de type moyenne pondérée.

Exemple 47 Reprenons l'exemple 46. Nous supposons, comme dans cet exemple, que
w1 = wy = 0.5. Supposons de plus que le critére 2 est deux fois plus important que chacun
des autres critéres, mais que ceuz-ci Téunis possédent ume synergie positive telle que :
u(®) = 0, p({1}) = p({3}) = 025, p({2}) = 0.5, u({1,2}) = 0.75, p({2,3}) = 0.75,
p({1,3}) =0.95 et p({1,2,3}) = 1.

Nous obtenons les scores suivants pour les alternatives considérées :

= (w1,p)) T (2,p3) 2 (ws,p3) | T (21,03) I (22,03) = (w3,p3) | Clw)
a 1 1 0 1 1 0 0.75
b 1 0.5 0 1 1 0.5 0.6875
c 1 0 0,5 1 0 1 0.7375
d 0 0.5 0 1 1 1 0.625

Les détails du calcul des C(z) figurent dans le tableau ci-dessous :

)\
al0.5x (0.75 x 1) +0.5 x (0.75 x 1) = 0.75
b |0.5x (0.75 x 0.5+ 0.25 x 0.5) + 0.5 x (1 x 0.5+ 0.75 x 0.5) = 0.6875
¢ 0.5%x(0.9x0.5+0.25x%x0.5)4+0.5x (09 x1)=0.7
d|0.5x (0.5%0.5)+0.5x (1x1)=0.625

On obtient alors la relation de préférence : a = ¢ > b > d.

Cadre des régles finissant par ’agrégation

Le modele général de relations de préférence suivant "comparer puis agréger" a été
présenté a I'équation (2.11). L’adaptation du modele (2.11) au cas de préférences floues

donne I'équation suivante :

z iy = C(Ry (Clz,p),Cy,p), p € P) = Cu(Ry (Cly, p), Clz,p)), p € P) (2.20)
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Il s’agit de comparer point de référence par point de référence les deux alternatives,
puis d’agréger ces comparaisons en une comparaison unique. Comme dans le cas ou
Pon finit par la comparaison (paragraphe ci-dessus), il faut d’abord d’agréger les valeurs
7; (z;,p;) afin d’obtenir une valeur floue pour C(z, p) avec, par exemple, une intégrale de
Choquet. Il faut ensuite comparer ces valeurs deux a deux, ce qui est immédiat et conduit
donc a obtenir m relations de préférences Rp (C(x,p),C(y,p)) entre les deux alternatives.
Il s’agit enfin d’agréger ces relations de préférence du point de vue de chaque point de
référence, comme dans le cas net, en utilisant par exemple une capacité ou une lexico-
graphie sur les points de référence. Comme dans le cas ou l'on finit par la comparaison,
Iintérét d’obtenir une relation de préférence globale floue ne nous semble pas suffisant
au regard de la complexité des regles étudiées. Nous proposons cependant 1’é¢tude des
propriétés des relations de préférence globales floues comme piste de recherche ultérieure.
Nous allons montrer sur un exemple comment peuvent se comporter des régles ot 1’'on
obtient des relations nettes par rapport & chaque point de référence. Nous présentons

I’extension floue des régles lexicographiques présentées dans l’exemple 39.

Exemple 48 Reprenons le cadre de l'exemple 39 : les alternatives sont décrites sur J
critéres, dont seul le premier (priz) est continu. Nous proposons donc de n’introduire une
préférence floue que sur ce premier critére, en posant, pour x1 € [p1,p1+5|, 71 (z1,p1) =
9“5;1’1. Soient les alternatives x', x?, 23,2 € X et les points de référence p',p? décrits

par le tableau suivant :

1 2 3 4
z! 60 xxx B +
2 62 xxxx C +
22 80 xx%x B =
zt T3 xxx A —
pl 60 xxxx A +
p?2 70 sx%x B =

Dans le cadre des comparaisons "nettes", nous obtenons les ensembles X, X4, X4, X}

sutvants :

b1 P2
Uoxi ={1,4} X?=1{1,2,3,4}
2 X)l={2,4} X3=1{1,2,4}
3 X?} = {2} X{? = {27374}
YoXi={3 Xi={23}

8 8 8 8

Dans le cadre des comparaisons "floues”, nous obtenons les valeurs suivantes pour
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Zi (@j,p;5) -

Zi(x,p') Zo(z,p') Zs(xp") Za(w,p') | Za(x,p?) Zo(x,p°) Zs(z,0*) Za(z,p?)
zl 1 0 0 1 1 1 1 1)
z? 0.6 1 0 1 1 1 0 1
z3 0 1 0 0 0 1 1 1
z? 0.2 0 1 0 0 1 1 0

Supposons que tous les critéres soient équivalents. Dans le cas "net”, nous avons :

- X1 > X2 car:
1| X{| =X = 21 ~PL 2y
2. | X3 > |X2| = 21 =P 29
— XT3 > T4 Car :
1. |X3| = |X}| = 23 ~P 2y
2. | X3 > |X2| = x3 =P2 1y
Dans le cas "flou", nous avons, en prenant une capacité additive simple, V(x,p) =

Zj 7 (xj,p5), ce qui entraine :

— Pour x1 et o
1o W(zy,p') =2 < W(xz,p') = 2,6 = 21 <P 29
2. U(x1,p?) =4 > U(x,p?) =3 = a1 =P 29
— Pour x3 et x4 :
1. U(xs,ph) =1 < U(ay,p') =1,2 = 23 <Pt 24
2. U(x3,p?) =3 < U(z4,p°) =2 = 23 - 24
Nous obtenons alors la conclusion suivante :

— st lordre lexicographique est p1 puis pa2, alors xo = x1 et x4 > x3.

— st Uordre lexicographique est ps puis p1, alors x1 = x2 et x3 > x4.

2.7 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre montré l'intérét de 'introduction de points de référence
en décision multicritére ordinale. Les différents modeéles proposés permettent de décrire
naturellement des relations de préférence a partir des points de référence. En particu-
lier, nous avons proposé deux approches principales (ca/CA et ca/AC) pour agréger les
informations contenues dans les alternatives et les points de référence en une relation
de préférence globale. Ces deux approches contiennent chacune des régles d’agrégation
originales utilisant des modeles trés récents (capacités et k-capacités) ou plus anciens

(lexicographie). Dans le cas ou la relation de préférence 7 est transitive, il est intéressant
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de noter que les deux approches permettent d’interpréter 1'utilisation des points de ré-
férence de maniéres différentes. D’un coté, les points de référence permettent d’associer
un score & chaque alternative, basé sur une fonction, additivement décomposable ou non,
des ensembles de critéres ol ’alternative est considérée comme meilleure que les points
de référence. On considére alors la valeur intrinséque de chaque alternative, comparative-
ment a des références pré-établies, pour obtenir une préférence globale. D’un autre coté,
P'utilisation des points de référence pour obtenir des relations de préférence partielles (du
point de vue de chaque point de référence) entre deux alternatives méne au dépassement
du théoréme d’Arrow par le déplacement du niveau d’agrégation : dans ce cas il n'y a pas
de critére dictateur, mais un point de référence dictateur, ou méme une lexicographie de
points de référence, ce qui apparait comme plus naturel. Nous proposons au chapitre 4
des applications concrétes de ces régles d’agrégation.

Les correspondances existantes entre le cadre de la décision multicritére et celui la
décision dans l'incertain ameénent naturellement & envisager d’étudier, a 'instar de ce qui
a été fait ici pour la décision multicritére, I'introduction de points de référence dans les

modeles pour la décision dans l'incertain.






Chapitre 3

Niveaqx de référence en décision
dans l'incertain

Résumé. De la méme maniére que nous avons étudié "apport des points de référence
dans le domaine de la décision multicritére, nous nous proposons d’examiner ici 1'uti-
lisation de points de référence dans la comparaison d’actes au sens de Savage. Aprés
avoir rappelé l'axiomatique de Savage (1954) pour la décision dans l'incertain, nous
présentons un modéle général utilisant les niveaux de référence. Dans une deuxiéme
partie, nous étudions la caractérisation axiomatique de ce modéle général, en particu-
lier dans les cas ou la relation de préférence est transitive ou quasi-transitive. Dans une
troisiéme partie, nous étudions les liens entretenus par le modele exposé avec d’autres
modeéles de la décision dans l'incertain, et en particulier avec le cas des relations de

concordances, le cas possibiliste, et le cas des relations utilisant ’intégrale de Sugeno.

! Ce chapitre s’appuie en partie sur les travaux présentés dans Perny et Rolland (2006).
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De la méme maniére que nous avons étudié 'apport des points de référence dans
le domaine de la décision multicritére, nous nous proposons d’examiner ici 'utilisation
de points de référence dans la comparaison d’actes au sens de Savage. En particulier,
nous étudions 'apport de niveaux de référence dans le cadre de la théorie de la décision
qualitative dans l'incertain. Il s’agit, comme proposé a plusieurs reprises en piste de
recherche (Fargier et Perny (2000), Bouyssou et al. (2006)), d’étudier dans le cadre de
I’axiomatique de Savage adaptée au cas de l'incertain ordinal l'introduction de niveaux
de référence afin de comparer les actes non pas deux & deux mais par 'intermédiaire
d’une partie tierce.

De maniére analogue au cadre de la décision multicritére, nous proposons de noter
r un niveau de référence sur l'espace des conséquences, R ’ensemble des niveaux de
référence, et F, = {s € S, f(s) Zx r} l'ensemble des états de la nature ou l'acte f
conduit & obtenir une conséquence au moins aussi bonne que r. Avec ces notations, le
modeéle général de relation de préférence que nous proposons, noté MINR (modeéle de

préférence dans l'incertain avec niveaux de référence), se formalise de la fagon suivante :

fng <= Y&, . F,G....,Gy) >0 (3.1)

ou ¥ est une fonction d’ensemble & valeur dans R.

Exemple 49 A titre d’illustration, la régle suivante, de type "dominance possibiliste”

suit le modéle général 3.1 :
xmy <= VreR,F,. Zx G,

FoZaGr <= N({s €5, f(s) Zx r}) —T({s € S,9(s) Zx r}) =2 0

ot I1 est une mesure de possibilité sur l’ensemble des états de la nature. La fonction W est
alors la fonction qui a (Fy, ..., Fr,,Gry,...,Gy,) associe Il({s € S, f(s) Zx r})—II({s €
S,9(s) Zx r}).

3.1 Cadre axiomatique des relations avec niveaux de réfé-

rence

Nous présentons dans cette partie la caractérisation axiomatique des relations de
préférence vérifiant le modéle fondamental & niveaux de référence MINR présenté en
équation (3.1). Il ’agit de proposer un corpus d’axiomes tel que toute relation vérifiant ces
axiomes vérifie le modéle MINR. Par la suite, nous affinerons ce modéle en proposant des
caractérisations axiomatiques conduisant & des modéles particuliers. Nous placons ici nos

travaux dans le cadre de la théorie de la décision axiomatisée par Savage comme décrite en
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partie 1.3 : S est I'ensemble (fini) des états de la nature, X est ’ensemble des conséquences
possibles, A = X est I’ensemble des actes potentiels, ¢’est-a-dire I’ensemble des fonctions
f S — X, et = est une relation de préférence sur A. Sous certains axiomes détaillés
ci- dessous, la relation de préférence sur les actes induit une relation de préférence sur
les conséquences Zx définie par v Zx y <= f» T fy, out f, est 'acte constant tel que
Vs €8, fz(s) = x.

3.1.1 Axiomatique de Savage et points de référence

Nous présentons dans cette partie les axiomes fondamentaux introduits par Savage
(1954) pour caractériser le modeéle de l'utilité espérée. Pour chacun d’entre eux, nous
indiquons en commentaire s’il est encore valide dans le cadre de la décision dans 'incertain
avec points de référence et, le cas échéant, nous proposons alors un axiome adapateé.

Dans le cadre originel, Savage suppose que les préférences du décideur possédent une
structure de pré-ordre total. C’est ’axiome P1.

Axiome P1 : 7 est un pré-ordre complet sur A, i.e., 7 est réflexive, compléte et
transitive.

Afin d’étudier des relations qui ne sont pas transitives, nous introduisons également ici
une version affaiblie de cet axiome, qui ne suppose plus la transitivité, mais simplement
la quasi-transitivité. C’est ’axiome WP1.

Axiome WP1 : - est réflexive, quasi-transitive et sa restriction aux actes constants
est un ordre complet. Les préférences du décideur étant supposées vérifier WP1, elles

induisent donc un ordre complet 2~ x sur I'espace des conséquences par :
Ve,ye X, (xZxy < f=2fy) (3.2)

Nous supposerons par la suite que "axiome WP1 est vérifié par la relation de préférence
7. Nous étudierons dans la partie 3.2.1 les relations de préférence transitives, c’est-a-dire

qui satisfont I’axiome P1.

Le deuxiéme axiome de Savage est connu sous le nom de "principe de la chose sire" (Sure-
Thing Principle, ou STP). Il signifie que les préférences entre deux actes ne dépendent
pas des états ou les conséquences de ces deux actes sont identiques.

Axiome P2 (ou STP) : Vf, g,h,h € AVAC S,

FAh = gAh < fAR = gAN

Cet axiome n’est pas toujours vérifié par les relations de préférence observées en pratique,
comme nous ’avons indiqué dans ’exemple 13 du chapitre 1 avec les boules de couleurs
d’Ellsberg. En particulier, les relations de préférence avec points de référence ne vérifient

pas ’axiome P2 comme indiqué au paragraphe 1.4.4.
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Savage introduit ensuite ’axiome P3, qui garantit que la définition de 2~ x vue ci-dessus
induit une relation cohérente sur X, en demandant & ce que la préférence d'une consé-
quence sur une autre joue toujours dans le méme sens dans la comparaison de deux
actes.

Axiome P3 : VAC S,Vhe A, Vx,y € X,

rZx Yy = [:AhZ f AR

la préférence stricte d’'une conséquence sur l'autre (x =x y) n’est pas toujours suffisante
pour justifier une préférence du type frAh > f,Ah. Par exemple, si A est un événement
trés peu probable, on peut tout a fait avoir f,Ah ~ f,Ah pour un h, méme si z >x y.
Cependant, un retournement complet de préférence (z >x y et fyAh < f,Ah ) serait
incohérent avec une définition de 2~ x, d’ou I'axiome WP3 présenté ci-dessous.

Axiome WP3 : VAC S\Vhe A, (z >x y= fAh 2 fyAh)

Cet axiome est fondamental pour pouvoir établir un lien entre une relation de préférence
sur les conséquences et une relation de préférence sur les actes, comme nous le verrons
en partie 3.1.2. En effet, si les préférences sur les conséquences sont telles que = =x v,
alors il est logique de penser que le décideur ne préférera pas l'acte qui donne comme
conséquence y a ’acte qui donne comme conséquence x. En outre, 'axiome WP3 sera
utile pour la caractérisation des préférences transitives que nous détaillerons en partie
3.2.1.

Le quatriéme axiome P4 est introduit par Savage pour révéler une relation de vraisem-
blance - sur les ensembles d’événements a partir de la relation 2. L’axiome s’écrit de
la maniére suivante :

Axiome P4 : VA, BC S,\Vo,y,2',y/ e X :x =x yet 2’ =x v/,
xAy = xBy < 2'Ay = 2'By

Sous I'hypothése que P4 est vérifié, on peut révéler une relation de vraisemblance 75 sur

I'ensemble des événements 2° par
VA BCS, Az B < dx,y€ X, x =x y and xAy 7 xBy (3.3)

Nous verrons en partie 3.1.3 que 'axiome P4 est vérifié dans le cadre de nos travaux, car
il est contenu dans la combinaison des axiomes fondamentaux indiquant la présence de

niveaux de référence dans les relations de préférence.

Le cinquiéme axiome introduit par Savage demande simplement que les préférences sur
les actes constants ne soient pas triviales.
Axiome P5 : 3,2,y € X tels que f, > f, (i.e. * >x y). Nous introduisons ici une

version renforcée de 'axiome P5 demandant que la relation - soit plus riche :
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Axiome SP5 : 3,z,y,z,w € X tels que f, = fy > f. = fu

Les axiomes P5 et SP5 indiquent simplement que la relation de préférence sur les consé-
quences est suffisamment riche en actes constants pour que son étude présente un intérét :
si ’axiome P5 n’est pas vérifié, cela indique que toutes les conséquences sont équivalentes :
la recherche d'une préférence n’a alors pas de sens. L’axiome SP5 indique lui qu’il existe
au moins 4 niveaux différents sur les conséquences. Cela implique qu’il existe au moins
trois niveaux de référence différents. Cet axiome est important en particulier dans le cas
ou la relation de préférence 7~ sur A est obtenue & partir de relations de préférence par-
tielles vis-a-vis de niveaux de référence (cf infra partie 3.2.1). Dans ce cas-13, s'il y a moins
de 3 niveaux (c’est a dire un ou deux), il y a alors moins de trois relations de préférence
vis-a-vis des niveaux de référence & agréger, ce qui ne pose pas de probléme particulier.
Dans la suite de notre étude, nous travaillerons principalement sur des situations avec
strictement plus de deux niveaux de référence, ce qui signifie au moins quatre niveaux

distincts sur les conséquences, ce que spécifie SP5.

3.1.2 Niveaux de référence en décision dans l’incertain : modéle de
base

Introduction des niveaux de référence

Soit - une relation de préférence sur A. Si 77 vérifie WP1, P3 et P5, alors ~x, partie
symétrique de la relation =~y sur X est une relation d’équivalence possédant au moins
deux classes. Supposons qu’il existe ¢ + 1 classes d’équivalence distinctes (1 < ¢ < |X])
sur X pour la relation 2Zx. Soit 7; un élément de X représentant la classe ¢, de telle
maniere que fr, =x fr,.,, ? =1,...,q. L’ensemble de tous les représentants des classes
(hormis la plus basse) est noté R = {ry,...,r4} et représente I'ensemble des éléments
séparant les différents niveaux de X. Nous définissons les événements de référence de la

maniére suivante :

VreR,E,={seS, f(s) mxr} (3.4)
Pour les actes g, h, ..., nous utiliserons respectivement les notations G,, H,,... Afin de
simplifier les notations, I’événement F;, sera noté Fj, pour &k = 1,...,q. Il est a noter

que dans un cadre prescriptif, ces niveaux peuvent étre indiqués par le décideur.
Introduisons maintenant un axiome spécifique indiquant que les préférences sur les
actes ne dépendent pas des positions respectives de leurs conséquences sur chaque état,
mais de positions de leurs conséquences relativement a ces niveauzr de référence. Cet
axiome est la contrepartie dans I'incertain de 'axiome ICP dans le multicritére proposé

dans la partie 2.1.1.
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Axiome de dépendance vis-a-vis des niveaux de référence (DNR)

V9,19 €A,
IreR bl }:»[ftg = ]
VreR, G,=G.
L’axiome DNR spécifie que la préférence entre deux actes ne dépend que de la position
respective de leurs conséquences (pour chaque état) par rapport aux niveaux de référence
de R. Nous pouvons alors caractériser le modéle de relations de préférence dans I'incertain

avec niveaux de référence présenté en MINR comme l'indique la proposition suivante :

Proposition 5 Sous WP1, P3 et P5,
= vérifie DNR <= - satisfait le modeéle (MINR)

Preuve de la proposition 5
(=) Soit une relation > vérifiant ’axiome DNR. Définissons une relation ¥ de (25)(29)

vers {—1,0,1} par :

fmg=U(F,.. . FGr,...Gy) =1
ng:>\I’(F1,...Fq,G1,...Gq):0
f<g:>\I/(F1,...Fq,G1,...Gq):—1

Montrons que la relation ¥ ainsi définie est bien une fonction univoque de (2%)% vers
{=1,0,1}. Soient f,g € X tels que Vr € R, F, = F] et G, = G. Si f Z g, alors par
DNR f’ z ¢, ce qui montre que I'élément (Fi,...Fy, G1,...G,) de (25)(9) possede une
image et une seule dans {—1,0,1} par la relation . ¥ est donc bien une fonction de
(2%)(9) vers {—1,0,1}, ce qui montre que le modele MINR est vérifié par .
(<) : Supposons que = vérifie le modele MINR. Soient f, f/, 9,9’ € A tels que Vr € R,
F, = F} et G, = G).. Alors si f 7 g, cela signifie que U(F,...,Fy,G1,...,Gq) > 0 et
donc que W(Fy,...,F,,Gq,...,Gy) > 0 ce qui entraine f' 27 g'. O
La relation de préférence sur les actes permet également d’établir une relation de
vraisemblance relative sur I'espace des événements & partir d’actes particuliers, que nous
appelons actes binaires par rapport a un niveau de référence. Un acte binaire par rapport

a un niveau de référence r; est un acte f tel que F,., = A, F,, ., = S et F,, | =0, comme

i+1
représenté a la figure 3.1.

On peut déduire une relation de vraisemblance sur ’espace des événements par la
comparaison des conséquences de deux actes binaires f et g par rapport & un niveau
de référence. Une relation de vraisemblance relative 7~ sur les ensembles d’événements

A = 25 peut étre obtenue & partir de = en posant, pour tout A,B C S :
F.=AG.=B
AZAB <<= 3f,gec A, Ire R,{ Yt e R—{r}, F, =G, (3.5)
fZy
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Ti—1

Ti41

.
sSp

FiG. 3.1 — Exemple d’acte binaire

Une telle construction n’a de sens que s’il n’existe pas de paires d’actes antagonistes (f, g)
et (f',¢') qui induisent respectivement A 7-px B et B >, A a partir de I’équation (3.5). Il
est & noter que DNR n’empéche pas ’existence de paires antagonistes comme le montre

I’exemple suivant :

Exemple 50 Supposons que S = {s1, s2, 83,54} et considérons x,y,z 3 conséquences de
X telles que x >=x y >=x z. Considérons deux niveaur de référence ri = x, ro = y et

quatre actes f, g, f',g € A tels que :

fx y y =z
g T y z Y
'y = y =z
gy z z y

Nous avons Fy = G1 = {s1}, F| = G| = {s2}, Fo = F} = {s1,82,53} et Go = G =
{s1,82,84}. Si f = g, alors par (3.5), {s1,82,83} =a {s1,82,84}. Si ¢ = [, ce qui est
compatible avec DNR on a alors par (3.5), {s1,s2,84} =a {s1,52,53}, ce qui introduit

une contradiction dans la définition de la relation de vraisemblance 77 .

L’axiome SNR proposé ci-dessous empéche ’existence de paires antagonistes, quels
que soient les niveaux de référence considérés, afin de pouvoir définir une relation de

vraisemblance 7~ unique sur tous les niveaux de référence.
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Axiome de séparabilité vis-a-vis des niveaux de référence (SNR)
vf?ng/?g/ E A? vz?] E {]‘7"' 7Q}7

F=F, G =0
Vk£i,F,=Gy ¢ = [fzg = 24
Vk # j, F, = G,

Supposons que deux sous-ensembles de S, A et B sont tels qu’il existe f, g € X tels que
IreR, F,=A G, =BetVp#r, F, =_G)p. Supposons que f 2= g. D’aprés I’équation
(3.5), cela signifie que A = B. Supposons qu'’il existe f',¢" € X tels que I € R,
F, = A G, = BetVp#', F, =G, L'axiome SNR implique alors que f' 7 ¢, ce
montre qu’il n'y a pas de contradiction possible dans la définition de la relation - par
Péquation (3.5).
A partir de la relation de préférence sur les actes, nous avons donc déduit :
— une relation de préférence sur les conséquences 7~ x & partir des actes constants en
équation (3.2),
— une relation de vraisemblance sur les événements 7o a partir d’actes binaires en
équation (3.5).

La relation de vraisemblance sur les événements 2-p va nous permettre de définir
des relations de préférence partielles vis-a-vis de chaque niveau de référence comme in-
diqué en partie 3.1.3. L’axiome SNR nous permet donc de décomposer la relation 7~ en
plusieurs relations de préférence dépendant des ensembles Fi, ... F, et G1,...G,. Cepen-
dant, I’axiome SNR ne garantit pas que le processus de décomposition se fait sans perte
d’information. En particulier il n’est pas forcément possible de retrouver la relation de
préférence originelle - & partir des relations partielles vis-a-vis des niveaux de référence.
En effet, laxiome SNR n’implique pas 'axiome DNRNous présentons donc dans la partie
suivante les conditions axiomatiques pour que la relation de préférence - puisse s’obtenir

par recomposition des relations partielles.

3.1.3 Préférences partielles vis-a-vis de niveaux de référence

Le modéle MINR de relations de préférence utilisant des niveaux de référence est un
modeéle trés général. Il présente des variantes intéressantes en fonction des propriétés de
la fonction W. En particulier, on peut s’inspirer des régles de concordance généralisées
(Dubois et al. (2003b)) dans le domaine de la décision multicritére pour proposer un mo-
déle de préférences ordinales basées sur 'utilisation de niveaux de référence. Précisément,
ces régles sont basées sur le fait que les préférences entre deux actes ne dépendent que
de la position relative de ces actes dans les ¢ relations de préférence vis-a-vis des niveaux
de référence.

Pour définir explicitement ce type de régles, il nous faut au préalable introduire des
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relations de préférence ordinales du point de vue de chaque niveau de référence -7, ce
que nous faisons de la fagon suivante : pour tout acte f € A et tout niveau de référence
r € R, on peut établir ’ensemble des événements o la conséquence de f est préférée
au niveau de référence r, noté¢ F, = {s € S, f(s) ox r}. La relation 7o permet alors
de comparer la vraisemblance relative de deux ensembles d’événements liés & deux actes,
pour un méme niveau de référence. Autrement dit, on définit une relation de préférence

particuliére =" sur les actes par :
f =" gsi F.7a Gy (3.6)

On peut alors définir formellement un modéle pour les relations de préférence pou-
vant étre obtenues par agrégation des profils (22", ...,72"9), inspiré par les relations de

concordance :
fng = {nfz g zr{rngZ [} (3.7)

ol ZZr est une relation d’importance sur les sous-ensembles de R.

Pour signifier explicitement que la relation 27 ne dépend que de la position relative
des actes dans les g relations de préférence vis-a-vis des niveaux de référence, nous intro-
duisons un axiome d’invariance ordinale vis-a-vis des préférences basées sur les niveaux

de référence, IONR, que nous présentons ci dessous :

Axiome d’invariance ordinale vis-a-vis des niveaux de référence (IONR)
Vfg.f.9€A:

fZlg = fzd

Vr € R, o Vo g
9z f = JdzZFf

}:‘[fig = f'zyJ]

Cet axiome est la transposition aux préférences basées sur les niveaux de référence de
Paxiome d’invariance ordinale proposé dans Dubois et al. (2003a) pour caractériser les
regles de dominance. En I'absence de ’axiome IONR, rien ne garantit que les préférences
entre deux actes f et g ne dépendent que de ’état des relations 27,5 = 1,..., ¢ sur la

paire (f,g), comme le montre 1’exemple suivant.

Exemple 51 Soient x,y, z,w quatre conséquences de X telles que x =x y >=x 2z =x W.

Soient x, y et z trois niveauz de référence, et f, g, f', g quatre actes de A tels que :

S1 82 83
fre vy w
g9 v Yy =z
ffx w o w
Jg v z =z
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Supposons que les croyances du décideur & propos des événements possibles sont telles
que A =pn B <= |A| > |B|. Nous avons alors f =% g, f ~Y g, f <* g et f' =% ¢,
fr~Y g, <% g Supposons que les préférences du décideur sont telles que f = g et
g = f'. Cela ne rentre pas en contradiction avec l’aziome SNR puisque nous n’avons
ni Fy = Fé, ni Gy = G;. Aucune information dans le profil (2%, 7Y, 77) ne peut alors
expliquer le statut différent des paires (f, g) et (f',g") pour la relation 7. L’aziome IONR
empéche précisément ce type de situation. En fait, cet aziome prévient les situations ou
une préférence entre deuz actes dépend d’autres actes de A, ce qui est une idée proche de

laziome d’indépendance vis-a-vis des alternatives tierce d’Arrow.

Les axiomes SNR et IONR caractérisent exactement les relations définies par ’équa-

tion (3.7), comme l'indique le théoréme ci-dessous :

Théoréme 12 La relation de préférence = sur A satisfait les axiomes SNR et IONR si

et seulement si il existe une relation d’importance g définie sur 27 telle que :
fzg = {reRfZ gt zr{reR gz [} (3.8)

La relation - refléte 'importance relative donnée aux ensembles de conséquences de
référence par le décideur. La régle a base de niveaux de référence donnée par 1’équation
(3.8) ressemble & une régle de dominance de vraisemblance, proposée par Dubois et al.
(1997), Fargier et Perny (1999) et Dubois et al. (2003a). Cette régle stipule que :

fZg = {s€S5f(s) Zx g(s)} Za{s € 5,9(s) Zx f(s)}

Dans (3.8), ce sont les niveaux de référence qui jouent le role des états. La régle de do-
minance de vraisemblance est la contrepartie dans I’incertain de la régle de concordance
dans I'environnement multicritére : on préfére 'acte f a l'acte g s’il est plus vraisem-
blable d’obtenir une meilleure conséquence avec f qu’avec g. En appliquant cette régle
aux relations dépendant des niveaux de référence =" a la place des relations dépendant
des états =

~S)

on obtient bien la relation proposée au théoréme 12.

Preuve du théoréme 12

(=) Grace a l'axiome SNR, une relation d’importance - sur les sous-ensembles de
S peut étre obtenue & partir de la relation = (cf équation 3.5). Nous pouvons ensuite
définir une relation 7 sur les sous-ensembles de R comme suit : considérons @ et Q’

deux sous-ensembles de R :
Q={reR,F.7-rG,}
QiRQ/<:>E|fvg€A7 Q/:{TER7GT/>\:AFT}
fzg
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Supposons qu'il existe deux couples de Ax A f,get f', ¢ tels que Q = {r € R, F, Za
Gt ={reR,F mnG}etQ ={reR,G. -p F.} ={r € R,G. = F!}. Gréace a
Paxiome IONR, nous avons f =~ g <= f' = ¢, ce qui montre que la relation = est
définie de maniére cohérente : nous ne pouvons pas avoir Q Z—r @’ avec une paire (f, g)
et @ <r Q' avec une autre paire (f’, ¢).

(<) par construction, les axiomes SNR et IONR sont naturellement vérifiés si la relation

7~ vérifie I’équation 3.7. O

Remarques

— l'axiome WP3 n’est pas formellement nécessaire & 1’établissement du théoréme 12.
Cependant, il est naturel d’interpréter les résultats obtenus en considérant qu’il est
vérifié. En effet, un retournement complet de préférence (x >x y et f Ah < f,Ah)
serait incohérent avec une définition de =~ x.

— la combinaison des axiomes SNR, IONR et WP3 implique alors une propriété de
monotonie stricte, ainsi que ’axiome P4 comme indiqué dans les propositions 6 et
7 ci-dessous.

Définissons la propriété de monotonie stricte de la facon suivante :

Axiome MON : Monotonie stricte
La relation de préférence 77, vérifiant les axiomes SNR et IONR est dite monotone stricte
siVf,ge A:

VreR,fZ"g

. = f >
RSl BVEY

Cette propriété de monotonie de 77 est obtenue a partir de I'axiome WP3 comme

I'indique la proposition 6.
Proposition 6 Si SNR et IONR sont vérifiés, alors WP8 = MON

Preuve de la proposition 6 Soient deux niveaux de référence r;, 7,11 € R. Par dé-

finition, r; Z—x 7;+1. En prenant A = () dans la définition de WP3, nous voyons que

fri 2 friy,- Les niveaux de référence étant des représentants de classes d’équivalence,
on ne peut avoir, par définition, f., ~ f.,,. Nous avons donc f., = f.,,. De méme,
par construction, {s, f.(s) Zx 7} = S, {s, fri;.(8) Zx 75} = 0 et pour tout r # 7,
{8, fri(s) Zx 1} = {5, fri1(5) Zx r}. Donc Vr € R — {r}, fr; ~" fr,y,- Supposons que
fri ~" fri,. Alors Vr € R, fr, ~" fr,,, et par SNR, nous aurions alors f, ~ fr, ;.
Comme ce n’est pas le cas, cela signifie que f., =" f,. . Le couple (f,, fr,,,) est donc
tel que Vr € R, fr, 7 frins fro =7 frogn €t fr, = fri,. L’axiome IONR stipule alors
que c’est le cas pour tout autre couple (f,g) dans la méme situation, et donc, pour tout
fhge ANVreR, f=lget f =" g= f = g. Ceci étant valable pour tout r; € R montre
que la propriété MON est vérifiée. O
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L’axiome P4 est alors lui aussi obtenu & partir des axiomes SNR et IONR comme

I'indique la proposition suivante :

Proposition 7
(SNR,IONR et WP3) = P4

Preuve de la proposition 7 : Soient z,y, 2,y € X tels que z =x y et 2’ =x v/.
Comme les niveaux de référence sont des représentants de chaque classe d’équivalence de
~x, cela signifie qu’il y a au moins un niveau de référence r tel que z Z—x r >x y et au
moins un niveau de référence 1’ tel que 2’ 7 x 7’ = x 3. Soient A, B deux sous-ensembles
de S. Considérons les fonctions a = vAy, b = vBy, a’ = 2’ Ay’ et ¥’ = 2/ By’. Nous avons
alors, Vr € R,
Dsirs>=xax
{s,a(s) zxr}={ AsizZxr>xy (3.9)
Ssiyzxr
et
Dsir>=xax
{s,b(s) zxr} =% Bsizzxr>=xy (3.10)
Ssiyzxr
De méme, Vr € R,
Osirs>=yxa

{s,d'(s) mxr}=¢ Asia' =xr>=x9y (3.11)
Ssiy mxr
et
@SiT>—X x
{s,V/(s) mxr}={ Bsia' =xr>=xy (3.12)
Ssiy =xr

Supposons que zAy 7~ xBy. Montrons par 1'absurde qu’alors, A —x B : supposons
que B =5 A. Les égalités (3.9) et (3.10) indiquent alors que zBy =" xAy pour tout 7,
et qu’il existe au moins un niveau r tel que zBy =" rAy. La propriété de monotonie
MON, conséquence des axiomes SNR, IONR et WP3 indique alors que xBy = zAy, ce
qui est impossible. Nous savons donc que A 7 B. Cela implique aussi, par I’équation
(3.6) et les égalités (3.11) et (3.12), que Vr € R, 2’ Ay’ =" a’By’. Nous avons donc
xAy = xBy < 2'Ay’ = 2/ By, ce qui montre que P4 est vérifié. O

La combinaison des axiomes SNR et IONR permet donc d’obtenir la relation de
préférence globale - comme une agrégation des relations de préférences partielles vis-a-
vis des niveaux de référence ~". Comme les relations =" ne dépendent que des ensembles
F,. et G,, r € R, comme indiqué dans le modeéle (3.7), cela montre qu’une relation de
préférence vérifiant SNR et IONR vérifie aussi naturellement 'axiome DNR. Autrement

dit, 'axiome DNR indique que la relation de préférence ne dépend que des niveaux de
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référence, et les axiomes SNR et IONR indiquent comment cette relation dépend des

niveaux de préférence.

3.1.4 Score global avec niveaux de référence

Le modéle 3.7 représente la contrepartie dans l'incertain des modéles de concordance
avec niveaux de référence développés en multicritére. De méme, nous pouvons imagi-
ner un modéle de décision dans l'incertain utilisant des niveaux de référence qui soit
la contrepartie des modéles finissant par la comparaison en décision multicritére. Cette
approche peut étre modélisée par ’équation suivante, sous I’hypothése que la relation 2

soit compléte :
fzg = o({F,....F}) 2 ¢({G1,...,G:}) (3.13)

oil ¢ est une fonction de (2°)" dans R.

Nous supposons ici que nous sommes dans le cas ou l’ensemble A est fini ou dé-
nombrable. Comme dans le cadre de la décision multicritére, le caractére transitif de
la relation - est nécessaire pour étre représentable par le modéle présenté a I’équation
(3.13), puisque la relation > sur R est transitive. Il est aussi suffisant dans le cas ou

lPaxiome DNR est vérifié, comme l'indique la proposition ci-dessous.
)

Proposition 8 =~ wvérifie DNR et est transitif < 7= satisfait le modéle de ’équation
(8.13)

Preuve de la proposition 8

(<) si 77 satisfait le modele de I’équation (3.13), alors par construction - vérifie I’axiome

DNR puisque le score d'une alternative f ne dépend que de {Fi,..., F.}. De méme, -

est transitive car la relation posséde la méme structure que 'ordre de R.

(=) Comme 7 est transitive et que I’ensemble A est dénombrable, on peut attribuer une

valeur réelle ¢(.) a chaque alternative telle que f = g <= ¢(f) > ¢(g). Supposons de

plus que = vérifie DNR. Alors la relation de préférence relative entre deux actes f et g ne

dépend que des ensembles {F1,..., F.} et {Gy1,...,G,}, et donc ¢(f) = ¢({F1,..., F}}).
O

3.2 Structures de préférences résultant d’une procédure d’agré-

gation ordinale avec niveaux de référence

Les axiomes SNR et IONR présentés au théoréme 12 ne sont pas totalement suffisants
pour établir des régles de décision tout a fait opérationnelles. En fait, rien ne garantit dans
la construction d’une relation de préférence - suivant I’équation (3.8) le caracteére transitif

(ou méme seulement quasi-transitif) de cette relation. L’exemple suivant montre que des
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régles apparemment naturelles pour ~x (par exemple, des régles majoritaires) peuvent
conduire & des relations non transitives, puisque des triplets de Condorcet peuvent étre

obtenus dans un profil (7", ..., 7).

Exemple 52 Supposons l’aziome SP5 vérifié. Alors il existe r1,79,73 € R, x,y,z,w € X
tels que © Z“x 1 >=x Y Tx T2 =x Z Zx T3 =x w. Supposons que la relation 7 soit

telle que {s1,s2,83} A {81,852} = {51,853} = {52,853} =a {51} =a {s2} = {53} =1 0.
Soient f,g,h € A tels que f = (z,w,z), g = (2,2,2) et h = (y,y,w). Nous avons alors

Fi={s1} Fy={s1} F3 = {s1,53}
G1={s2} G2 ={s2} G3 = {s1,52,53}
Hi =0 Hy = {s1,s2} H3z = {s1,52}

ce qui implique que f>="g>='h, h =2 f=2getg>=3h>=3f

Nous pouvons noter que nous sommes en présence 1a d’un profil formant un triplet de

Condorcet, qui induit f > g,g = h et h = f si la relation d’importance =~ est telle que :
QZrQ <= |Q>Q

Une telle relation de préférence n’est pas trés utile en décision dans 'incertain, car elle
contient des circuits dans la partie stricte de la relation de préférence. Pour cette raison,

nous étudions maintenant I'impact de la transitivité de 77 sur le cadre propose.

3.2.1 Relation de préférence transitive

Si les axiomes SNR et IONR sont vérifiés, les axiomes P1 (transitivité) et WP3 per-
mettent d’obtenir des propriétés intéressantes sur les relations d’importance - et de
préférence —. En particulier, la relation - est alors transitive, ce qui découle immédia-
tement de la définition de = (équation 3.5) et de la transitivité de =.

Nous souhaitons maintenant caractériser axiomatiquement les régles de décision per-
mettant d’obtenir une relation de préférence transitive - sur A définie par I’équation
(3.8). Nous nous intéressons ici aux relations de préférence vérifiant les axiomes P1 (tran-
sitivité de la relation 27), WP3 (cohérence de la relation vis-a-vis des conséquences) et
SP5 (richesse suffisante de I’ensemble des niveaux de référence).

L’étude des relations de préférence transitives présente des analogies formelles avec
I’étude menée dans le cadre de 'agrégation multicritére. En particulier, le fait que les
relations de préférence étudiées soient monotones et transitives suggere qu’il existe, sous
condition de richesse suffisante de ’espace étudié, un niveau de référence dictateur qui
déterminera la préférence entre deux actes. Le fait que la propriété de monotonie soit
ici une propriété de stricte monotonie suggeére, comme dans le cas de l'agrégation mul-

ticritére avec point de référence, 'existence d’une lexicographie de niveaux de référence
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permettant de déterminer la relation de préférence globale. Dans une telle structure, un
niveau de référence est utilisé pour discriminer deux actes si tous les autres niveaux clas-
sés avant lui ne faisaient pas de distinction entre eux. Autrement dit, 'agrégation des
relations de préférence partielles vis-a-vis de chaque niveau de référence s’effectue suivant
un ordre lexicographique sur les niveaux de référence. L’exemple suivant montre une régle

d’agrégation qui fonctionne suivant ce principe :

Exemple 53 Soit S = {s1, s2,83,54} et X = {x,y,z,w} avec x =x y =x z =x w. Soit

R = {r1,73,7r3}. Prenons les actes suivantes :

51 82 83 84

f z y y w

g T Yy z =z
o oz ow ow
g vy y vy
T T T T
I T TR TR T
rg oz oz zZ Z

Le tableau des ensembles F,. est alors le suivant :

1 T2 3
[ {s1} {51, 82,53} {51, 82,83}
g A{si} {51,582} {s1,52,53,84}
[ A{s1,s2b {s1,82} {s1, 52}
q 0 {s1,52,83,54} {s1,52,53,54}

Supposons que A o B <= |A| > |B|. Nous avons alors f ~' g, f =2 g et f <3 g.
De méme nous avons f' =1 ¢, f' <? ¢ et f' <3 ¢'. Supposons que l’ordre lexicographique
d’agrégation est r1 puis ro puis rs. Nous obtenons alors les préférences suivantes : comme
=14, cela implique que f' = ¢’ (peut importe la relation = entre f' et g'). Comme
f ~' g, il faut regarder la relation entre f et g vis-a-vis du deuziéme niveau de référence :

comme f =2 g, nous obtenons finalement f = g.

Nous avons montré sur un exemple comment se comporte une régle d’agrégation lexico-
graphique dans le cadre de la décision dans l'incertain avec niveaux de référence. Nous
allons maintenant établir un théoréme de caractérisation montrant, sous des hypothéses
naturelles dans le cadre des régles & niveaux de référence, la structure lexicographique

des préférences.

Théoréme 13 Soir R un ensemble de q niveauz de référence. Si la relation de préférence
= sur A vérifie les axiomes P1, WP3, SP5, SNR et IONR, alors il existe une permutation
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o sur {1,...,q}, et une relation de vraisemblance A sur les sous-ensembles de S telle

que :

=9 <= Fy,u)=aGon)
ou  Fya) ~a Goqr) €t Fya) =a Goa)

ou Vi < q, Fg(i) ~A Go(i) et Fg(q) A Gg(q)
f~g <= Vi=1,...,¢,F;~\G;

La relation 75 est obtenue a partir de la relation - comme indiqué en équation (3.5).
Un concept fondamental pour démontrer le théoréme 13 est celui d’ensemble décisif. On

définit un ensemble décisif de la fagon suivante :

Définition 20 Q C R est dit décisif dans A pour un couple (f,g) € A x A si {r €
R, [>"gt=Q {reR, g-"f}=R-Qet [y

Par l’axiome IONR, si Q est décisif pour un couple (f,g), il est décisif pour tout couple
(f,9) € Ax A. On dit alors que Q est totalement décisif.

Preuve du théoréme 13 Si les axiomes P1 et SP5 sont vérifiés, nous savons qu’il existe
au moins ¢ > 3 niveaux de référence dans R = {r1,...,7r,} tels que f; = ... = f. . La
preuve du théoréme est alors inspirée de celle du théoreme 10. Le cadre de la relation
de préférence est cependant différent : la structure de produit cartésien de ’ensemble
des alternatives dans le cadre multicritére est ici remplacé par une forme d’universalité
(comme dans le cadre original d’Arrow (1951)). La richesse de la structure de ’ensemble
produit exploitée dans le cadre multicritére est obtenue ici par la diversité des relations
entre les actes due & l'existence de triplets de Condorcet comme indiqué dans ’exemple
52. Nous devons montrer également que la relation -z vérifie le principe d’unanimité
stricte, c’est & dire :
VMreR, f-"g)=f=g

Cela est immeédiat et dérive de MON, qui est vérifiée par WP3.
Le principe d’unanimité stricte dit que (Vr € R, f =" g) = f > g, ce qui signifie que R
est un ensemble décisif. Soit K un plus petit (au sens de I'inclusion) sous-ensemble de R

décisif. Supposons que K posséde plus d’un élément. Soient f,g,h € A, et i € K tels que

f="tg=""h
Vke K—{i} g>""h>"c f
Vid K h>="i f>"ig

Une telle situation est tout & fait possible comme le montre I’exemple 54 ci-dessous pour
un ensemble R particulier. Alors g > h puisque K est décisif. Si h >~ f alors g > f

par transitivité, mais cela viole le fait que K soit le plus petit ensemble décisif, car alors
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K — {i} est deécisif. Donc f > g mais ceci aussi viole le fait que K soit un plus petit
ensemble décisif. Donc K ne contient qu’un élément, que nous notons ry.

Montrons que le niveau de référence r1 est bien un dictateur, c’est a dire que pour tout
frg € A, f =" g implique f > g. Soient f,g,h € A tels que f =™ g =" h, et pour
chaque r # 11, g =" f et g =" h. Alors f = g car {r;} est décisif, g = h par unanimité,
et alors f > h par transitivité. Puisque f >="1 h et puisque f,h peuvent étre choisis de
telle maniére que f =" h, h =" f ou f ~" h soit vérifié pour tout r # r1, 'axiome IONR
implique que pour tout f,g € A, f =" g= f > g.

Nous nous intéressons maintenant aux actes que le niveau de référence r; n’a pas permis
de différencier. Soit R’ = R — {r1}. Considérons I’ensemble (A?) ,1 I'ensemble des paires
(f,9) € A? telles que f ~ g. K est dit décisif dans (A?) 1 pour un couple (f,g) de
(A?) ,asif=galorsque f~" g, Vr € K, f="getVr € R’ —K, g =" h. Par IONR, si
un ensemble est décisif pour un couple (f, g) € (A?) 1, il est décisif pour tout couple de
(A?) _,1. Puisque la relation de préférence vérifie la monotonie stricte, R’ est alors décisif
dans (.A2)NT1. Comme précédemment, il existe alors un plus petit ensemble totalement
décisif K C R’ sur (A?)_,1. De maniére analogue a la preuve ci-dessus, K contient un
singleton, noté r9. Ce singleton est alors un un dictateur sur Uensemble (A2) 1.

La preuve continue ainsi jusqu’au dernier niveau de référence, ot MON implique la conclu-

sion désirée. O

Exemple 54 Soit R = {ri,re,r3} et S = {s1, s2, s3}. Chaque acte peut avoir une consé-

quence dans l'ensemble {a1, ag, oz, as} pour chaque état, avec oy =x g =x a3 =x Q4.

S1 S2  S3

m a1 ar g
Tg Qg Q9o Q9
r3 Q3 Qa3 Q3
[ a1 a3 a4
g Q4 Q1 Q2
h

Q2 03 Q3

Supposons que {s1,52,53} =n {s1,52} =a {s2,53} =a {s1,53} =a {s1} =a {s2} =a
{s3} =a 0. Alors

Fi=aGi=rHy = [f>"g="th

Go=pHo=pFo = g="2h>"2f

H3y =7 F3-7AG3 = h>="f>="g

Le théoréme 13 montre que si I'axiome IONR est vérifié, et si 7 est transitive (i.e.
vérifie 'axiome P1), les régles de préférence a base de niveaux de référence sont né-

cessairement basées sur une agrégation lexicographique des relations de préférence =",



128 3. Niveaux de référence en décision dans ’'incertain

i=1,...,q, ce qui induit existence d'un "dictateur" sur les niveaux de référence (par
transposition du théoréme d’Arrow), et méme 'existence d’une hiérarchie de niveaux de
référence. Le niveau de référence r; permet simplement de discriminer deux actes f et g
si les niveaux de référence 1, k < i (placés plus haut dans la hiérarchie) n’ont pas per-
mis de le faire. L’ordre hiérarchique est totalement déterminé par la permutation o sur
{1,...,q}. Il peut facilement étre révélé par 'observation des préférences sur certaines
paires d’actes (f, g) € Ax A telles que, pour deux niveaux de référence r;, r; avec i < j et
A un sous-ensemble strict non vide de S : f = r;Arj11, g = 7i41Ar;j. En effet, nous avons
alors f ="t g, g =" f et Vk #1,j, f ~™ g. Donc si f > g, cela signifie que o(i) < o(j),

et si g > f, cela signifie que o(j) < o(i), comme le montre I’exemple ci-dessous.

Exemple 55 Soit R = {r1,ro, 73} et S = {s1, s2,s3}. Chaque acte peut avoir une consé-
quence dans l’ensemble X = {x,y, z,t} pour chaque état, avec x =x y >x z =x t. Com-
ment déterminer l'ordre lexicographique d’agrégation des préférences vis-a-vis de chaque

niveau de préférence ¢ Soient les alternatives a,b,c et a’, V', suivantes :

S1 S S3

a T T z

"oy oy

b x x t

Voy oy oz

c y y t

d z z z

Les ensembles F' et G sont les suivants :
1 T2 r3

A {s1,s2}  {s1,82}  {s1,89,s3}
A 0 {s1,82,83} {s1,52,83}
B {s1,s2}  {s1,s2} {s1, 52}
B 0 {s1,82}  {s1,52,s3}
C 0 {s1,52} {51,502}
c’ 0 0 {s1,52, 53}

Nous obtenons donc les relations suivantes, en supposant que {s1, 2,53} >=a {s1,82} =
0 -
—a>="d,a<"d,a~"d.
—b="1b, b2, b <" Y.

—c~"td el e <"l

Donc la comparaison de a et a’ permet de déterminer l'ordre d’agrégation entre v et ro,
la comparaison de b et b/ 'ordre d’agrégation entre r1 et r3 et la comparaison de c et ¢

Uordre d’agrégation entre ro et r3.
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Un exemple trés naturel de régle de préférence est obtenue en choisissant o(k) =
q+1—k. Cela revient a comparer deux actes f et g en observant leurs potentiels respectifs
& donner des conséquences meilleures qu’un niveau de référence minimal. Si ce niveau
n’est pas suffisant pour discriminer les deux actes, un deuxiéme niveau est alors considéré,
etc.

Le point crucial dans de telles procédures d’agrégation est que la structure hiérar-
chique ne s’applique pas aux états (comme c’est généralement le cas pour les régles
vérifiant ’axiome OI, c¢f Dubois et al. (2003a)) mais aux conséquences. Cela laisse une
grande possibilité de relations de vraisemblance 2~ monotones, comme par exemple
celles induites par les capacités (additives ou non, décomposables ou non). De ce point
de vue, cela permet une plus grande capacité descriptive que les régles de dominance de

vraisemblance.

3.2.2 Cas des relations de préférence quasi-transitives

Si la relation de préférence - n’est pas transitive mais simplement quasi-transitive,
alors la régle d’agrégation n’est pas une lexicographie stricte sur les niveaux de référence,
mais une lexicographie d’oligarchies. Une a-oligarchie est un ensemble de niveaux de
référence O tel que pour tout f,g € A :

1. VreO,f>"gl=f>g

2. [Fre0, f="gl=fzg
En d’autres termes, I’oligarchie est décisive et chaque membre de 1’oligarchie a un pouvoir
de veto empéchant une préférence stricte contraire & sa propre préférence. La lexicogra-
phie d’oligarchie signifie que si tous les membres d’une oligarchie considérent que f ~" g,
alors il revient a ’oligarchie inférieure de statuer, et ainsi de suite. Dans le cadre de la
théorie du choix social, la présence d’une oligarchie en cas de préférence quasi-transitive
(faisant pendant a un dictateur en cas de préférence transitive) a été montré par Wey-
mark (1984). L’adaptation de ce théoréme dans notre cadre de travail se fait de la méme

maniére que pour la lexicographie (cf section ci-dessus).

Théoréme 14 Si la relation de préférence 7 sur A vérifie les ariomes WP1, WP3,

SP5, SNR et IONR alors il existe p sous-ensembles de R Oq,...,Op, et une relation de

vraisemblance ZZn sur les sous-ensembles de S tels que, pour tout ensemble O; :

VT’EOj, FriAGT:>f>g

Vr € O;,i < j, Fr ~p Gy] et
IreO;, F, -AG,=fZg

Preuve du théoréme 14
Nous utiliserons dans cette démonstration les notations et résultats encore valides vus

dans la démonstration du théoréme 13.
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Par MON, R est un ensemble décisif. Considérons @ un plus petit ensemble décisif.
Nous allons montrer que Q est une oligarchie. Si Q contient un seul élément, c’est évi-
demment une oligarchie. Si |Q| > 2, montrons que les deux points de la définition sont
vérifiés :

1. Montrons que Vf,g € A, [Vr € Q,f =" g] = f = g. Cela est immeédiat par

définition d’un ensemble décisif.

2. Montrons que Vf,g € A, [Ir € O, f >" g] = f = g. Pour cela, on définit pour
toute paire d’actes (f,g) les ensembles T, U,V C R par : T = {r € Q, f >" g},
U={reQ, g>"ftetV={reQ, f~"g}. Considérons le profil de préférences

suivant :
vreT, f="h>"g
Vr e U, g="f>"h
Vr eV, f~"g>"h

Vre R\Q, h>"g

Un tel profil existe, comme indiqué & I’exemple 56 ci-aprés. Supposons maintenant
que T # 0 et UUV # (. Comme Q est décisif, nous avons f = h. Supposons alors
que g > f. La transitivité de > implique que g > h. Mais si g > h, alors U UV
est décisif, ce qui est en contradiction avec le fait que Q soit le plus petit ensemble
décisif. Donc f = g. Cela montre que si il existe r € Q tel que f >" g (ce qui est
le cas si T # ), alors f 7~ g. Le point 2. de la définition d’une oligarchie est alors

vérifé par Q.

L’ensemble Q vérifiant les deux points de la définition est une oligarchie.

Nous avons montré que sous I’hypothése de quasi-transitivité, il n’y a pas de niveau de ré-
férence "dictateur" mais une oligarchie de niveaux de référence qui déterminent ensemble
la relation de préférence. Le fait que la relation 77 vérifie la propriété de monotonie stricte
permet, comme dans le cas vu ci-dessus de la lexicographie, de montrer qu’il existe une
lexicographie d’oligarchies déterminant la relation de préférence 2. Notons O le sous-
ensemble de R formant une oligarchie . Supposons que Vr; € Oy, f ~™ g et considérons
Pensemble réduit R’ = R — Op. On dira que K est R’-décisif pour un couple (f,g) si
f=gdesque:Vr,e O, f~rlig VreK, f="getVreR — K, g="f.

Supposons que Vr € Oy, f ~" get Vr € R/, f =" g. L’axiome MON étant vérifié,
nous avons f = g : 'ensemble R’ est alors R'-décisif. Comme précédemment, il existe
alors un plus petit ensemble R/-décisif K. Comme précédemment, nous pouvons montrer
que K est une oligarchie, notée O, pour l'ensemble des paires d’actes (f, g)inA x A tels

que Vr € O1, f ~" g. Cet ensemble Oy est donc tel que

Vre O b b
Va,b € A, telsqueVrG(’)l,awrb{ retyeb=ar }

JreOstelquea>="b=arb
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La preuve continue ainsi jusqu’au dernier ensemble de niveaux de référence, ot MON

implique la conclusion désirée. g

Exemple 56 Soient S = {s1,...,s5} et A Zp B si et seulement si |A| > |B|. Prenons
Q = {ri,Tit1,Tiv2}. Soient f, g, h tels que

S1 S9 S3 S4 S5
[ i Tiv2 Ti—1 Ti43
g Tivr1 Ti4+1 Ti41 T Tp

h ri T3 rigz T T3

Les ensembles F,., G, et H, sont alors les suivants :

F., = {s1,52,54} F ., ={s1,52,54} Fripn = {51,52,53,84}
Gr, = {s4} Griyn = 151,52,83,814} Gr, = {51,52,53,54}
Hri = {81, 54} Hri+1 = {81, 54} Hn+2 = {51334}

Nous obtenons alors les préférences suivantes, qui correspondent bien au cas évoqué :

f=""h>"ig

g >_7’i+1 f >_7"i+1 h
f ~Ti42 g >_7"i+2 h
Vry € Q, h ="k g

Le cadre de la lexicographie d’oligarchies est plus étendu que celui de la simple lexi-
cographie. En effet, en fonction de la taille de 1’oligarchie, la régle recouvre des situations
de régles de décision trés variées. Par exemple, si chaque oligarchie ne contient qu’un
unique élément, la régle revient & la lexicographie de niveaux de référence obtenue au
théoréme 13. Si au contraire tous les niveaux de référence sont dans une méme oligarchie,
la reégle revient & 'unanimité, comme nous le détaillons ci-aprés.

Supposons que tous les niveaux de référence de R jouent le méme roéle dans la déter-
mination des préférences. Cela peut s’exprimer par une condition "d’anonymat" sur les

niveaux de référence, présentée par 'axiome ci-dessous :

Axiome d’anonymat Soit R = {ry,r2,...,r,}. On dit que /7 respecte ’anonymat des

niveaux de référence si et seulement si
Vo permutation sur {1,...,p}, " "P=r"o@) o)

Si ’on déplace 1égérement le cadre de I’étude en abandonnant la propriété de com-
plétude, mais en rajoutant la transitivité, l'oligarchie est alors une (-oligarchie qui, si
elle vérifie I'axiome d’anonymat, revient & la contrepartie qualitative de la dominance
stochastique. Une S-oligarchie est un ensemble de niveaux de référence O tel que pour
tout f,g€e A:
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L. VreO,f>"gl=f>yg

2. [3reO, f>~"g]= non (g~ f)

La différence avec une a-oligarchie réside dans le résultat en cas de deux préférences
contradictoires entre deux actes a 'intérieur de I’oligarchie. Dans le cas d’une a-oligarchie,
la relation globale est alors une indifférence entre les deux actes, alors que dans le cas
d’une (-oligarchie, les deux actes ne sont simplement pas comparables, la relation 77 étant
alors incompléte.

Soit une relation de préférence avec niveaux de référence 7~ sur A. Supposons qu’il
existe une F-oligarchie de niveaux de référence déterminant la relation de préférence.
Si la relation 7 vérifie 'axiome d’anonymat, cela implique que tous les niveaux de
référence jouent le méme role, et donc que l'oligarchie est constituée de tous les ni-
veaux de référence. En important dans notre cadre le théoréme proposé par Weymark
(1984) pour caractériser la régle stricte de Pareto, nous obtenons une caractérisation de

la régle d’unanimité suivante, que nous pouvons aussi appeler régle de dominance sur R :
frmg <= YreR,fz"g.

La regle d’agrégation
fZg = VreR{sesS f(s)Zxr}Za{seSgls) Zxr}

est alors exactement la contrepartie qualitative de la dominance stochastique A sur
les niveaux de référence (voir par exemple Laffont (1991)). Montrons sur un exemple

comment se comporte cette régle de décision :

Exemple 57 Soit R = {ry,re,1r3} et S = {s1, s2, s3}. Supposons que la relation - soit
telle que

{s1,s2,83} =n {s1,52} >=a {51,583} =na {s1} ~a {s2,53} = {s2} >=a {s3}

Chaque acte peut avoir une conséquence dans l'ensemble {x,y,z,w} pour chaque état,
avec T =x Y =x z =x w. Soit la relation de préférence 7 construite selon la régle

suivante :
fmg = VreR{seS f(s)zxr}za{s€ S g(s) Zxr}

Comparons alors les paires (a,b), (¢,d) et (e, f) suivantes :

s1 S2 83

S Q2

S

a (9}
n B le |8 8

B8 e |8 w
8 w N 8| &
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Les paires (a,b), (c,d) et (e, f) se comparent alors de la maniére suivante : prenons
par exemple la paire (a,b) vis-a-vis du niveau de référence r1 : {s € S | a(s) Zx r} =
{s1}, {s € S| b(s) Zx ™} = {s2} donc a =" b. De méme, a =" b puisque {s €
S | a(s) Zx re} = {s1,52} et {s € S| b(s) Zx 2} = {s2,s3} et a =" b puisque
{seS|a(s) mx r3} = {s1,52,83} et {s € S| b(s) Zx r3} = {s2,s3}; le détail pour les

trois paires est donné ci-dessous :

1 T2 3
a>""b a="b a>="3b
c<"td c+="d c~"d
e~ f e f e~ f

On adonca>b,c~detes> f.

3.3 Place des modéles A niveau de référence dans la décision

dans l'incertain

Le modéle de relation de préférence a niveaux de référence que nous proposons n’est
pas sans connection avec les modeéles déja existants. D’un coté, il permet de généraliser
des modéles de relations de préférence dans l'incertain ne vérifiant pas I'axiome P2 de
Savage. D’un autre coté, il permet d’obtenir la contrepartie dans un cadre purement
qualitatif de modeéles quantitatifs de préférence. Nous détaillons en particulier ci-dessous
les liens qu’entretient le modéle que nous présentons avec les modeéles décrits par des
relations de concordance, avec les modéles probabilistes a niveaux de référence, ainsi
qu’avec les modéles possibilistes. Nous évoquerons également les liens avec la décision

séquentielle.

3.3.1 Cas des relations de concordance

Montrons tout d’abord que malgré leurs similitudes, les régles de concordance et les
régles a base de niveaux de référence présentées en équation (3.7) ne décrivent pas les
mémes relations.

Soit X = {x,y,z} avec z >x y >=x z et S = {s1,52}.

Montrons un premier exemple ol la relation de préférence peut étre décrite & ’aide

d’une reégle avec niveaux de référence, mais pas avec une régle de concordance.
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Exemple 58 Soient les quatre actes suivants f,q, f',g € A, avec f =g et g = f.

51 82 83
fz y z
g Yy T =x
ey oz
Jg vy z =z

Nous constatons alors que {s € S, f(s) Zx g(s)} = {s1,s3} ={s €S, f'(s) Zx ¢ (s)}
et {s€ S, g(s) mx f(s)} ={s2,s3} ={s €S, ¢(s) Zx f'(s)}. Donc, avec une régle de
concordance du type

fZg = {seS f(s)Zxg(s)} Za{s €S, g(s) Zx f(s)}

nous obtenons les préférences f = g <= f' = ¢', ce qui n’est pas le cas.

Par contre, une telle préférence peut étre décrite a l'aide d’une régle a partir de niveaux
de référence. Prenons x,y comme niveauz de référence. Si {s1,s3} >=a {s2,83} et {s2} =
{s1}, alors on a : f =" g et f ~Y g, et g =% f' et f' ~Y ¢, ce qui n'introduit aucune
contradiction dés lors que la relation 5 n’est pas additive, c’est a dire qu’il est possible
d’avoir A, B et C disjoint de AUB des sous-ensembles de S tels que A =5 B et BUC =j
AUC.

Montrons un deuxiéme exemple ou la relation de préférence peut étre décrite a I'aide
d’une régle de concordance, mais pas avec une régle avec niveaux de référence telle que

présentée en modele (3.7), car ne vérifiant pas ’axiome TONR.

Exemple 59 Soient les quatre actes suwants f, g, f',g' € A avec f =g et g = f'.

51 S 83
f xz z =z
g y vy
flx oz oz
9 ¥y ¥y

Considérons également les trois actes suivants, avec a > b = c :

S1 S22 S3
r z =z
b z oz

Une telle préférence peut étre décrite a ’aide d’une régle de concordance. En effet,
{s €5, f(s) Zx g(s)} = {s1,52} et {s € 5, g(s) Tx f(s)} = {s3}. De méme, {s €
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S, f1(8) mx g (s)} ={s1} et {s € S, ¢'(s) Z=x ['(s)} = {s2,s3}. Ces relations ne sont
pas incohérentes et peuvent par exemple étre obtenues par une simple régle basée sur la
comparaison des cardinaux des ensembles considérés. De méme les préférences entre a,b
et ¢ peuvent se décrire a l'aide d’une régle de concordance.

Par contre, une telle préférence ne peut étre décrite o l’aide d’une régle a partir de
nweaur de référence. En effet, montrons que l'aziome ION R n’est pas vérifié. Les re-
lations a = b et b > ¢ nous indiquent que x et y sont des niveaur de référence et que
{s1} =a 0. Par monotonie et inclusion, {s1,s2} = 0. De méme, la propriété MON nous
dit que que S >, {s1, s2}. Par monotonie et inclusion, S =5 {s1}. Comme F, = {s1, s2}
et Go =10, 0na: f>%g. Comme Fy={s1,s2} et Gy, =S, ona:g>Y f. Par ailleurs,
comme Fy = {s1} et G|, =0, on a : f' =% g'. Et comme F, = {s1} et G}, = S, on a :
g =YV f.OnadoncVNreR, fr"g < f =g, etdonc fmg < f' 74, cequi

n’est pas le cas.

Dans ’exemple 58, nous avons montré une relation de préférence pouvant étre décrite
par une régle & niveau de référence, mais pas par une régle de concordance car ’axiome
P2 n’est pas vérifié Dans 'exemple 59, nous avons montré une relation de préférence
pouvant étre décrite par une régle de concordance , mais pas par une régle & niveau de

référence telle que présentée en équation (3.7) car 'axiome JON R n’est pas vérifié

Approche duale

Nous avons présenté dans la section 3.1 une approche de la comparaison de deux
actes par rapport & des niveaux de référence en commencant par comparer ces deux actes
vis-a-vis de chaque niveau de référence sur ’ensemble des états de la nature, puis en
agrégeant ces préférences partielles vis-a-vis de chaque niveau de référence en une relation
de préférence globale (voir équation 3.7). Une approche duale de cette présentation est
possible : elle consiste & comparer deux actes vis-a-vis de tous les niveaux de référence
pour un état donné, puis d’agréger ces comparaisons en une comparaison unique sur
I’ensemble des états de la nature. Le formalisme de cette approche duale est alors le
suivant : on définit tout d’abord une relation de préférence sur chaque état de la nature

s par rapport & un ensemble de niveaux de référence R par :
fZsg = {reRr, f(s)zxrtzZr{reR, g(s) Zx r} (3.14)

La relation 7Zg est une relation d’importance sur les sous-ensembles de R. La relation
s consiste & mesurer, pour un état donné, 'importance des ensembles de niveaux de
référence auxquels les actes sont préférés. Si la relation - x est compléte et transitive, alors
les ensembles {r € R, f(s) ZZx r} sont inclus les uns dans les autres : si la conséquence

d’un acte f dans I'état s est préférée & un niveau r, elle sera aussi préférée a tous les
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niveaux inférieurs & r. La relation ~—z est alors simplement ’ordre induit par I'inclusion.
Si 7Z x n’est ni compléte, ni transitive, alors la relation -z est plus complexe et révélée par
I’étude des comparaisons d’actes constants. Elle est aussi plus intéressante, car alors la
comparaison directe des conséquences des deux actes f et g n’est pas forcément possible
(incomplétude) ou induit des cycles (intransitivité).

Il faut ensuite agréger les relations 7—s obtenues pour chaque état de S en une relation

de préférence unique.
frg = {s€S fZsgtZa{s€S gz [} (3.15)

ol 7 est une relation d’importance sur les sous-ensembles de S.
La forme duale du modeéle (3.7) nécessite la méme information que le modéle original.
Elle permet cependant de retrouver des formes connues de régles d’agrégation si ’on se

place dans certains cas particuliers, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 9 Si R = X et si la relation 7~ x est compléte et transitive, alors le modéle

présenté en équation 3.15 est une régle de concordance.

Preuve de la proposition 9 Si R = X et si la relation 7~ x est compléte et transitive,
cela signifie que Vf,g € A, f(s) ox g(s) ou g(s) Zx f(s) et f s g signifie simplement
que f(s) Zx g(s). L’équation (3.15) devient alors

fzZg = {s€8 fls)Zxg(s)} Ta{s €S, g(s) Tx f(s)}

ce qui est la version dans incertain de la régle de concordance généralisée (voir Fargier
et Perny (2000)). O

3.3.2 Cas probabiliste

Dans la lignée des travaux économiques de Kahneman et Tversky (1979) sur la prospect
theory, Sugden (2003) a proposé un modeéle de décision dans 'incertain tenant compte des
niveaux de référence. Sa théorie est construite dans le cadre axiomatique de Savage, et
autorise les préférences a varier en fonction du niveau de référence d’ou sont vus les actes.
En particulier, Sugden propose un modéle d’utilité espérée subjective avec des préférences
dépendant de niveaux de référence. Dans son cadre de travail, il y a un unique niveau de

référence, que nous noterons r, et la relation de préférence dépend de 7 si :
[z g < Eyu(f,r)] > Eyu(g,r)] (3.16)

ou E, représente l'espérance suivant la loi de probabilité p, et v(.,.) est une fonction
de comparaison relative. Dans le cadre purement ordinal ou nous placons notre étude
(axiome SNR), la fonction v(f,r) ne peut a priori prendre que deux valeurs distinctes :
0sif(s)<xretlsif(s)zxr.
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Le modeéle présenté par Sugden dans ’équation (3.16) placé dans le cadre ordinal coin-
cide avec notre modeéle présenté en équation (3.6) en se plagant dans le cadre probabiliste.

En effet, si & chaque état s; est attachée la probabilité p;, alors

Eplo(f,r)] = Y pivi(fr)
s; €S
ce qui induit
f i_/r g EP[U(.ﬂT)] Z EP[U(gvr)]
Z Pi = Z Pi
iifs; X igs, X
p(Fy) > p(G.)
Fr iA G’r

1t 17

avec A -p B < p(A) > p(B).

3.3.3 Intégrale de Sugeno

Dans le cadre classique de la théorie de la décision dans I'incertain, la fonction d’utilité
espérée permet de calculer, pour chaque acte, un score prenant en compte d’une part la
valeur des conséquences de ’acte pour un état de la nature donné, et d’autre part une
pondération de cet état de la nature (probabilité ou possibilité d’étre dans cet état,
importance de ’état pour le décideur...). L'utilité espérée est formalisée de la fagon
suivante :

U(f) =Y _p(s)u(f(s))

seS

avec Zp(s) = 1 et u(.) une fonction d’utilité de I’échelle des conséquences dans un

sesS
ensemble ordonné L .

Dans un cadre purement qualitatif, il n’est pas possible d’utiliser I'utilité espérée. L’in-
tégrale de Sugeno, (voir Sugeno (1974), Sugeno (1977), Dubois et al. (1998)), contrepartie
qualitative de l'intégrale de Choquet, propose un cadre large incluant une contrepartie
qualitative de 1'utilité espérée. L’intégrale de Sugeno est une fonction d’utilité qualitative,
dont I'expression par rapport & une mesure v sur les parties de S et une fonction d’utilité

u de ’ensemble des conséquences vers un ensemble ordonné L est donnée par :

Sug(f) = \/ v(Fa) Au(z) (3.17)

rzeX
ou Fp ={s e S, u(f(s)) >u(x)}
Dans le cas ou ’ensemble des états de la nature S est fini, Dubois et al. (2001) ont
proposé deux critéres qualitatifs permettant de comparer les alternatives entre elles : un
critére optimiste v* et un critére pessimiste v,, définis de la fagon suivante, avec v(.) une

mesure sur les parties de S :
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v (f) = Vieslv(s) Aulf(s))]

ve(f) = Nsesl(1 = v(s)) V u(f(s))]
Ces critéres sont basés sur l'utilisation de 'intégrale de Sugeno (cf. Dubois et al. (2001),
Dubois et Prade (1980) et Inuiguichi et al. (1989)). La fonction v*(.) permet d’obtenir un
bon score pour f §’il existe un état plausible ou f a une bonne conséquence : c’est une
vision optimiste. La fonction v, (.) permet d’obtenir un bon score pour f si le fait pour
f d’avoir de mauvaises conséquences est trés peu plausible : c’est une vision pessimiste.
La comparaison entre les alternatives se fait alors naturellement a travers la comparaison
des valeurs du critére pour chaque alternative. Par exemple dans le cas optimiste nous

avons le modéle suivant :

fZ g <= Sug(f) > Sug(g)

Nous allons maintenant montrer les liens reliant les régles d’agrégation a base de ni-
veaux de référence proposées et les modéles basés sur I'utilisation de l'intégrale de Sugeno.
Reprenons le modeéle (3.1) permettant d’obtenir une relation de préférence sur A a partir
de la comparaison des conséquences avec des niveaux de référence. Le modeéle basé sur
I’intégrale de Sugeno rentre naturellement dans ce cadre trés général. L’objectif de cette
partie est d’étudier les liens entre les modeéles plus spécifiques proposés antérieurement

et les modéles basés sur 1'utilisation de 'intégrale de Sugeno.

Modéle a agrégation lexicographique et intégrale de Sugeno

Nous avons vu au théoréme 13 la caractérisation des relations de préférence dans
I'incertain suivant une régle d’agrégation lexicographique des relations de préférence par-
tielles vis-a-vis des niveaux de référence. Nous pouvons alors nous poser la question des
liens entre ce modéle de relations et celui utilisant 'intégrale de Sugeno. Or, méme si cer-
taines relations de préférence peuvent étre décrites par I'un ou 'autre de ces modeéles, il
apparait que non seulement ils ne sont pas équivalents, mais que de plus ils ne recouvrent
pas les mémes situations. En effet, certaines relations de préférence obtenues & partir de
I'intégrale de Sugeno ne peuvent étre décrites par une relation de type lexicographique
sur les relations induites par les niveaux de référence, et de méme ces derniéres peuvent
induire des relations qui ne peuvent étre décrites a ’aide de l'intégrale de Sugeno. Nous
proposons ci-dessous deux exemples montrant donc que le modéle que nous proposons

est bien différent de l'intégrale de Sugeno.

Exemple 60 Relation obtenue par une intégrale de Sugeno ne pouvant étre
décrite par lexicographie sur les ordres induits
Prenons le probléme de décision dans l'incertain suivant. Soit S = {s1, s2} deuz états

possibles et X = {0,1,2,3} les valeurs des conséquences possibles sur les deux états.
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Les niweauzr de référence sont r1 = 3, ro = 2 et r3 = 1. Supposons que la procédure
de comparaison des alternatives permettant d’obtenir une relation de préférence soit la

sutvante :

fZg < Sug(f) > Sug(g)

avec Sug(f) = Vyex v(Fe) ANu(zx) et

ICS o) zeX wux)
0 0 0 0
{s1} 0,5 10,2

{s2} 0,5 2 0,7
{s1,s2} 1 3 1

Avec cette régle, nous obtenons entre autres les scores suivant :

f Sug(f

)
) (o({s1,52}) Au(0) V (v({s1, s2}) Au(1) V (v(0) Au(2)) V (v(0) Au(3)) = 0,2
) (({s1,82}) Aw(0) V (v({s1,52}) Au(1)V (v({s1}) Au(2)) v (0(@) Au(3)) = 0,5
) (w({s1,52}) Au(0)) V (v({s1,82}) Au(1)) V (v({s1, s2}) A u(2)) V (v(D) Au(3)) = 0,7
) (w({s1,52}) Au(0) V (v({s1}) Au(l)) V (v({s1}) Au(2)) V (v({s1}) Au(3)) = 0,5

La relation de préférence =~ compléte et transitive sur A contient entre autre la relation
suivante : (2,2) > (3,0) ~ (2,1) = (1,1). Les ensembles F, sont alors :

/ F3 Fy Fy
(1,1) {s1,s2} 0 0
(2,1) {s1,s2} {s1} 0
(27 2) {31, 82} {81,82} 0
(3,00 {si}  Asip  {s1}

Si la relation 7 est basée sur une agrégation lexicographique des relations partielles
obtenues grice auzr ensemble F)., alors le fait que (2,1) ~ (3,0) montre que

- (2,1) ~1 (3,0), et donc § ~p {s1}

(2,1) ~2 (3,0)

- (2,1) ~(3,0), et donc {s1,52} ~p {51}
Cela implique alors que O ~5 {s1} ~a {s1,s2}. Or ce n'est pas possible car cela conduirait
a n'avoir sur A qu’une seule classe d’équivalence, ce qui est fauzr puisque (2,2) = (1,1).
La relation obtenue grdce a l'intégrale de Sugeno ne peut donc étre décrite par une régle

suivant le modéle lexicographique du théoréme 13.
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Exemple 61 Relation obtenue par lexicographie sur les ordres induits ne pou-
vant étre décrite par une intégrale de Sugeno

Prenons le probléme de décision dans lincertain suivant. Soit S = {s1,s2} deuz états
possibles et X = {0,1,2} les valeurs des conséquences possibles sur les deux états. L’en-

semble A est décrit dans le tableau sutvant :

f 00 01 10 11 02 20 12 21 22
fs) 0 0 1 1 0 2 1 2 2
fs) 0 1 0 1 2 0 2 1 2

Les niveaus de référence sont ry = 2 et ro = 1. Supposons que la procédure de comparaison

des alternatives permettant d’obtenir une relation de préférence soit la suivante :
=9 = |FR[>G]|
ou |F2’:’G2| et |F1’>’G1|
fr~g = |F|=G| et | F1|=[Gy|

Le tableau ci-dessous reprend les ensembles F,, pour tous les actes de A :

fl By E, ||| | A
00 0 0
01| {s2} )
10| {s1} 0
11 | {s1, 82} 0

02| {s2} {s2}
20| {si}  A{s1)
12| {s1,s2}  {s2}
21 | {s1,s2}  {s1}
22 {81,82} {81,82}

l\')Ml\Dl—‘)—‘[\DI—lb—ﬁO[\?j
w»a.a.a»—noooo:ﬂ

Avec cette régle, la relation de préférence = compléte et transitive sur A est :

22>21~12%>20~02>11> 10~ 01> 00

Cette relation de préférence peut-elle étre obtenue avec une intégrale de Sugeno ? Repre-
nons le calcul de l'intégrale de Sugeno : Sug(f) =\ e x v(Fz) Au(x), avec v(0) = u(0) =
0.
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F, Sug(f)
fl =0 =x=1 x=2
00 | {s1,s2} 0 0 v({s1,52}) Au(0) =0
01 | {s1,s2}  {s2} 0 v({s2}) Au(l)
0
0

10 {81,82} {81} U({Sl}) Au(l)
11 | {s1,s2} {s1,s2} v({s1,s2}) Au(l)
02 | {s1,s2}  {s2}  {s2} v({s2}
20 | {s1,82}  A{s1}  {s1} v({s1}
12 | {s1,s2} {s1,52}  {s2} | (v({s1,52}) Au(1))V (v({s2}) Au(2))
21 | {s1,s2} {s1,s2}  {s1} | (({s1,52}) Au(1))V (v({s1}) Au(2))
22 | {s1,s2} {s1,s2} {s1,s2} v({s1,s2}) Au(2)

On a 22 > 11, donc Sug(22) = v({s1,s2}) A u(2) > Sug(11) = v({s1,s2}) A u(l).
Si v({s1,s2}) < u(l), alors Sug(22) = v({s1,s2}) = Sug(11), ce qui n'est pas possible.
Donc v({s1,s2}) > u(1). cela entraine que Sug(11) = u(1). Si v({s1}) > u(1l), alors
Sug(10) = wu(l), et donc Sug(l) = Sug(10) et donc 11 ~ 10, ce qui est fauz. Donc
v({s1}) < u(l). On a alors Sug(20) = v({s1}) = Sug(10) ce qui implique 20 ~ 10, ce qui

n’est pas le cas. La relation de préférence proposée ne peut étre décrite avec l'intégrale de

A u(2)
Au(2)

~— — ~— —

Sugeno.

Ce résultat n’est pas une surprise suite aux travaux développés par Bouyssou et
Marchant (2007b), qui ont proposé une caractérisation axiomatique des méthodes de tri
non compensatoire dans le cadre de la décision multicritére. En particulier, en lien avec
Slowinski et al. (2002), ils montrent qu’'une partition peut étre représentée par le modele
de tri non compensatoire si et seulement si elle peut étre représentée en utilisant une
intégrale de Sugeno. Or le modeéle que nous proposons ne vérifie pas les mémes axiomes
que le modeéle proposé par Bouyssou et Marchant (2007b), et donc que le modéle utilisant
une intégrale de Sugeno. En particulier, ’axiome appelé "R-2 gradedness" dans Bouyssou
et Marchant (2007b) n’est pas vérifié, comme nous I'avons indiqué en section 2.1.4. Il
n’est donc pas étonnant que dans le cadre de la décision dans l'incertain, nous n’ayons
pas d’équivalence entre la représentation lexicographique sur les ordres induits et celle

obtenue par l'intégrale de Sugeno.

3.3.4 Modéle dual

Nous nous sommes intéressés jusqu’a présent aux modéles basés sur la comparaison
des événements sur lesquels "les conséquences de ’acte sont au moins aussi bonnes que
le niveau de référence". Cependant, il existe une vision duale consistant & comparer,

pour deux actes différents, les événements pour lesquels ces actes sont considérés comme
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moins bons qu’un niveau de référence, et regarder 'importance relative de ces événements
pour statuer sur la préférence entre deux actes. De maniére formelle, cette vision duale
substitue & l'ensemble F.F = {s € S, f(s) 7=x 7} un ensemble F,” = {s € S,r =x f(s)},
et la comparaison de deux actes par 'intermédiaire d’un niveau de référence s’obtient
suivant :

fZrg = G ZaFo (3.18)

ol —A est une relation d’importance sur les sous-ensembles de S telle que S = . On
peut alors définir formellement un modeéle pour les relations de préférence pouvant étre

obtenues par agrégation des profils (22", ..., 22"), de la méme maniére qu’en (3.7) :

ol g est une relation d’importance sur les sous-ensembles de R.

Ce modéle posséde de nombreuses propriétés identiques & celles développées dans
le modéle initial : il suffit pour les obtenir de remplacer dans les axiomes nécessaires
I’expression F) par I’expression F, . Les relations obtenues ne différent pas, dans le fond,
de celles obtenues avec le modéle initial, et les caractérisations obtenues pour 1'une des
formes restent vraies pour 'autre. Cependant, considérant une situation particuliére, le
fait de prendre 'une ou l'autre de ces formes peut modifier la relation de préférence
globale. A titre d’exemple, nous proposons ci-dessous de montrer sur deux exemples (cas
d’une relation d’importance autoduale et cas possibiliste) comment les résultats obtenus

avec I'un ou 'autre modéle peuvent étre identiques ou au contraire différents.

Cas d’une relation d’importance autoduale

Une relation d’importance 774 sur les événements de S est dite autoduale si VA, B C
S, A=A B <= B - A.En particulier, est autoduale toute relation d’importance basée
sur P'utilisation d’une mesure autoduale v, i.e. telle que VA C S, v(A) = 1 — v(A). Par
exemple, une mesure de probabilité est autoduale. Dans le cas d’une relation d’importance

A autoduale, le modele (3.18) devient :
fZrg = {seSr-xfls)} In{seSr-xg(s)} (3.20)

Comme {s € S, f(s) zxr}=5—{se€S,r>x f(s)}, il est immeédiat que {s € S,r >x

~

f(s)} Za {s € S,r =x g(s)} entraine {s € S, f(s) Zx r} Za {s € S,g9(s) Zx r}, et
donc le modeéle proposé correspond exactement au modeéle (3.6).

Montrons un exemple de relation non autoduale :

Exemple 62 Soit S = {a,b,c}, X ={0,1,2} et r = 1. Prenons la relation d’importance

ZA sutvante :

{a,b,c} =p {b,c} =a {a,b} = {a,c} =p {b} = {a} =a {c} =a
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Cette relation n’est pas autoduale car {b,c} = {a,b} et {a} A {c}. Comparons alors
les actes f =(0,2,2) et g = (2,2,0). Nous avons :

-~ FF ={b,c} et G} ={a,b}, donc, comme F" =y G, f =T g

- F ={a} et G, ={c}, donc, comme G} <p F, g>" f

Nous pouvons donc constater que si la relation d’importance n’est pas autoduale, les

deux modeéles peuvent conduire a des préférences contraires.

Cas possibiliste

Une mesure de possibilité sur I’ensemble des états de la nature permet une description
qualitative de D'incertitude (et non quantitative comme dans le cas d’une probabilité).
Introduite par Dubois et Prade (1985) (voir aussi Dubois et Prade (1995), Dubois et al.
(2001)), la théorie des possibilités permet de traiter le caractére incertain de I'information.
Formellement, une distribution de possibilité 7w sur I’ensemble des états de la nature S
est une fonction de S dans [0, 1]. Elle décrit le degré de plausibilité de chaque état de la
nature : si 7(s) = 1, la situation est considéré comme tout a fait plausible; si 7(s) = 0,

la situation est considérée comme impossible.

Exemple 63 On peut considérer les situations extrémes suivantes :
— connaissance parfaite : 3sg tel que m(sp) =1 et Vs € S — {so}, (s) =0
— 1gnorance totale : Vs € S, m(s) =1

A partir d’une distribution de possibilités, on définit une mesure de possibilité II sur
les sous-ensembles de S en posant que le degré de possibilité d’'un ensemble A C S est
égal au degré maximum atteint par un élément de A : II(A) = \/ ., m(s). On pose par
convention II()) = 0. A partir de cette mesure II, on peut induire un pré-ordre possibiliste
sur les sous-ensembles de S par A 7o B <= II(A) > II(B). La mesure de possibilité
de A indique que I’éventualité de la venue de A est envisageable, mais ne dit rien des
autres événements. Or ce n’est pas la méme chose de dire que A est le seul événement
possible, ce qui fait qu’il devient nécessaire, ou si d’autres événements sont tout aussi
plausibles. On regarde alors la mesure II(A), et on définit une mesure de nécessité par
N(A) = n(II(A)), oit n est une fonction décroissante de [0, 1] dans [0, 1]. La nécessité de
A est d’autant plus grande que la possibilité des autres événements est faible.

Supposons que l'on ait choisit de définir la relation 7z par une mesure de possibilité
IT sur les événements de S, par A —p B si II(A) > TI(B). Les modéles (3.6) et (3.18)

deviennent alors :
fzlg = T({ses f(s) zxr}) >T({s € S, g(s) Zx r}) (3.21)

et
fZrg = N{seS f(s)zxr})>N({se S g(s) Zx})

" (3.22)
fzrg = H{se S g(s)<xr}) =LU{s €S, f(s) <x 1})
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L’exemple suivant montre que les préférences obtenues par les deux régles appliquées

aux mémes actes peuvent étre semblables ou différentes suivant les cas :

Exemple 64 Soit S = {a,b,c,d}, avec les possibilités associées suivantes : w(a) = 1,
m(b) = 0.7, m(c) = 0.5, w(d) = 0.3. On suppose que les conséquences des actes s’évaluent
sur une échelle ternaire {x,y, 2z} avec x =x y =x z. Soient quatre actes f, g, k,l dont les

conséquences sont présentées dans le tableau ci-dessous :

o

< 8 e e |2
S 8 € w|o
8 € nw 8|

f
g
k
l

& & W

Supposons que les deux niveauz de référence sont 1y = x et ro = y. La comparaison

des actes et de niweauz de référence nous donne les possibilités suivantes :

f g k l
O(F) 03 0 1 05
IF7) 1 1 05 1
HEH) 11
H(F,) 07 05 0 0
g 5 frorg JJ kTl ko

+
Nous obtenons donc les relations }r . i o
fr~39 5 f=2y k~dl 5 kgl
Supposons que la régle d’agrégation des préférences partielles soit une lexicographie
sur les niveauz de référence 2. Nous obtenons alors les relations de préférence globales
suivantes : f =T g et g =~ f d’une part (préférence inversée), et k =1 l et k =" 1

d’autre part (préférence conservée).

3.3.5 Décision séquentielle
La décision séquentielle en environnement incertain

Nous avons étudié jusqu’a présent le probléme de la prise de décision en environnement
incertain réduit au fait de prendre une décision unique ("one-shot"). Cependant, il arrive
fréquemment que le décideur ait & planifier et optimiser une suite de décisions étalées
dans le temps : & une décision particuliére succéde un changement de ’état de la nature,
qui implique alors une nouvelle décision & prendre. On définit une régle décision d comme
une fonction de ’ensemble des états S dans ’ensemble des actions A. Une stratégie § est

une suite séquentielle de régles de décision. S’il existe IV décisions & prendre , la stratégie

2Dans le cas précis exposé en exemple, I'ordre lexicographique n’a pas d’importance
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0 peut s’écrire 0 = [d];en signifiant qu’en suivant la stratégie d, a l'instant de décision
1 la régle d; est appliquée. Le probléme de décision séquentielle est alors de déterminer
une stratégie la meilleure possible.

On représente classiquement un probléme de décision séquentielle par un arbre de

décision :

Définition 21 Un arbre de décision est un arbre formé de trois types de neceuds : les
neeuds chances, les neuds décisions et les neeuds feuilles. Le neud racine est généralement
un neud décision. A un neud décision, le décideur doit choisir une action a sa disposition,
c’est-a-dire choisir un des neeuds fils. A un neud chance, un événement se réalise suivant
une certaine loi de probabilité, ce qui a un impact sur la situation de décision a laquelle
le décideur fera face a U'étape suivante. Enfin a chaque neeud feuille est associée une
situation finale particuliére. Le choix en chaque neud décision X d’une action parmi

celles proposées au neeud X consitue une stratégie ou politique de décision.

Exemple 65 La figure 3.2 représente un arbre de décisions : il y a deuz neuds décision
(A et B), et J neeuds chances correspondant auz événements E1, Fa, E3, Ey4 et a leurs
complémentaires. 1l y a enfin 8 neuds feuilles portant les conséquences x1, T2, T3, X4,

x5, e, T7, Ts. lci, les trois stratégies possibles sont [dy,ds si E1], [d1,dy si F4] et [da].

- X
E, X
re _“‘\W//
d3 ,f/J\___ S \‘“‘\.\
T c
- E, ~
B |- - X
E X
- ~ By -
M\ d ~N
a, A A
- X \._‘\‘
- = 6 Bl
/’.’/ b X
A ~ % ’
d2 \“‘\\\ E;/,’/
~_ TN
Y
NIV AN
o
2 T
. Xg

FiG. 3.2 — Exemple de graphe de décision dynamique dans l'incertain

Dans ’approche classique, les feuilles sont valuées a I’aide d’une fonction d’utilité, ce

qui, associé a l'utilisation des probabilités de chaque branche issue des nceuds chance,
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permet de comparer entre elles les stratégies par l'intermédiaire des loteries qu’elles in-
duisent. Or comparer systématiquement toutes les loteries entre elles est un processus
coliteux compte tenu du nombre de stratégies possibles, qui croit exponentiellement avec
le nombre de niveaux de décision. Le principe de l'induction arriére permet alors de
déterminer la stratégie optimale sans comparer explicitement toutes les loteries. Un algo-
rithme d’induction arriére calcule 'utilité associée & chaque action d’un noeud de décision
en partant des nceuds feuilles. L utilité d’un neeud chance est 'espérance des utilités de
ses noeuds fils, et 1'utilité d’un neeud décision est le maximum des utilités de ses noeuds
fils. Le meilleur choix & un noeud de décision donné est de choisir ’action aboutissant &

ce maximum.

Exemple 66 Reprenons le graphe présenté a la figure 3.2 en wvaluant les conséquences
a Uaide d’utilités, et les événements a [’aide de probabilité. Nous obtenons le graphe
présenté a la figure 3.3. Appliquons maintenant l’algorithme de linduction arriére pour
choisir la meilleure stratégie de décision. Au neud chance suivant la décision d3, nous
avons une probabilité de 0.3 d’obtenir une conséquence ayant une utilité de 5, et une
probabilité de 0.7 d’obtenir une conséquence ayant une utilité de 2 : Uespérance de ce
neud chance est donc de 2.9. L’espérance du neeud chance swivant la décision dy est
elle de 4.8. Nous devons donc choisir au neud décision B d’appliquer la décision avec
la plus grande espérance, c’est a dire la décision dy. Remontons maintenant d’un niveau
en arriere : l’espérance au neeud chance suivant la décision dy est égale a 0.5 multiplié
par 4 plus 0.5 multiplié par Uespérance d’utilité maximale possible en B, c’est a dire ici
4.8 obtenue par le choix de la décision dy. L’espérance d’utilité obtenue aprés le choix dy
s’éléve donc a 4.4. De méme, Uespérance d’utilité suwivant la décision dy est égale a 4.2.
La stratégie de décision menant & l'espérance d’utilité mazimale est donc la séquence de

choiz (dy,dy).

L’algorithme d’induction arriére suppose que le décideur posséde un comportement
conséquentialiste : la décision qu’il prend & un instant donné ne dépend que des états
futurs et non du passé ou d’autres événements hypothétiques. De plus, ’algorithme d’in-
duction arriére suppose aussi que 'attitude du décideur est cohérente dynamiquement :
les décision futures jugées optimales a la racine de l'arbre de décision sont aussi ju-
gées optimales au nceud ou elles doivent étre effectivement prises. Plus généralement,
le probléme de la cohérence dynamique d’une procédure de décision est fondamental en
décision séquentielle. En effet, si le comportement du décideur est conséquentialiste, une
reégle de décision non cohérente dynamiquement peut amener le décideur & choisir une
stratégie sous-optimale, pouvant méme entrainer une perte d’utilité par rapport a une
situation initiale (argument de la pompe monétaire). On trouvera dans Jaffray (2003)

une présentation de ces situations de manipulation du décideur et plus généralement une
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ds
07
2
B
0.5 06 4
dy
d;
05 4 0.4
6
A 3
d, 0.4
0.6
5

FiG. 3.3 — Exemple de graphe valué de décision dynamique dans l'incertain

présentation de la problématique de la décision séquentielle. En présence de préférences
transitives et complétes, un comportement conséquentialiste allié & des préférences co-
hérentes dynamiquement sont des propriétés suffisantes pour éviter toute manipulation.
Les préférences du décideur vérifient alors le principe de la chose stire de Savage, ce qui
permet d’arriver & ’existence de probabilités subjectives et au critére de 1'utilité espérée.
Il existe cependant d’autres procédures rationnelles de décision séquentielle, qui ne sont
ni dynamiquement cohérentes, ni conséquentialistes, tel que par exemple le choix résolu
(McClennen (1990)).

Nous nous intéressons maintenant a la décision séquentielle dans le cadre ordinal, et
nous montrons 'apport des niveaux de référence pour retrouver des régles de décisions

cohérentes dynamiquement.

La décision séquentielle en présence d’informations ordinales

Comme indiqué en section 1.2.5, I'information disponible sur les conséquences est par-
fois pauvre ou imprécise : il est alors délicat d’obtenir des valeurs précises et quantifiables
permettant de mesurer une utilité précise pour chaque conséquence. On peut cependant
souvent, dans ces situations, obtenir des informations sur le classement des conséquences
les unes par rapport aux autres, et donc utiliser ’ordre induit sur les conséquences pour
discriminer les actes possibles. Dans le cadre de la décision séquentielle dans l'incertain,
ce manque d’informations fait que les conséquences sont difficilement évaluables a 1’aide

d’une fonction d’utilité, et que seules des informations sur I'ordre de préférence sur les
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conséquences peuvent étre utilisées. On peut alors envisager 1'utilisation de régles dérivées

des regles de concordances.

Définition 22 Reégle de décision utilisant le principe de concordance
Soit f et g € A et Zp une relation d’importance sur les états de la nature. On dit que

f = g si et seulement si :

{s€5,f(s) Zx g(s)} Za {s € S,9(s) Zx f(s)}

Par exemple, si la relation 7~ utilise une distribution de probabilités P sur les états de

S, on obtient la régle suivante :

29 = Y P f(9) 2x 96D = 3 P{s,9(9) 2x f)))
seS sesS
Cependant, cette approche posséde des limites dues & la non-transitivité des relations
de préférences obtenues par des régles utilisant le principe de concordance. Comie le
montre ’exemple suivant, 'utilisation d’une régle de concordance dans un probléme de
décision séquentiel avec l'algorithme d’induction arriére peut conduire & choisir une so-

lution dominée. Introduisons juste avant ’exemple la notion de loterie :

Définition 23 On appelle loterie simple une distribution de probabilité sur un ensemble
fini de conséquences. Une loterie composée est une distribution de probabilité sur un

nombre fini de loteries simple.

FiG. 3.4 — Exemple de décision dynamique - régle de concordance
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Détaillons ici ’exemple présenté figure 3.4 en utilisant 'algorithme d’induction arriére.
La relation de préférence sur les conséquences est la suivante : x1 =x X2 =x 23 =X
T4 =X Ts >-x Te. Les quatre stratégies sont les suivantes :

— 01 = [d1,d3 si Eq,ds si Es]

— 09 = [d1,d3 si Ey,dg si Es]

— 03 = [dy1,dy si Eq]

— 04 = [do]
Considérons les loteries suivantes :

— L1 =[0.6/22,0.4/x4]

— Ly =1[0.4/21,0.6/x4]
Ly = [1/x3]
~ Ly =1[0.6/22,0.4/x5]

Les loteries L; sont caractérisées par les loi de probabilités P; : X — [0, 1] qui & x associe

P;(x). La relation de préférence sur les conséquences induit une relation de préférence 7

sur les actions possibles en un nceud :

dizdj < Y P@PFy= Y PPy
()2 Zxy (@y)yzxe

Appliquons Ialgorithme d’induction arriére a cet arbre de décision. Nous obtenons les
préférences suivantes :

En C, 'action dg méne a la loterie Lo, 'action ds a la loterie L;. Nous avons donc :

> Ps(x)P5(y) = Ps(w2) x Ps(z4) + Py(z4) x Ps(24) = 0.6 x 0.6+ 0.4 x 0.6 = 0.6

TTXY

De méme, nous avons :

Z P6($)P5(y) = PG(JJQ) X P5([L'1) + P6($4) X P5([L'1) + P6($4) X P5([L'4)
yIxXT

=06x04404x04+0.6x04=0.64

Nous constatons donc la préférence suivantes sur les actions : dg > ds. On choisira donc
l'action dg en C.

En B, la variable aléatoire associée & 'action d4 a pour distribution de probabilité
[0.5/L3,0.5/x¢], soit [0.5/x3,0.5/x¢]. La variable aléatoire associée a 'action ds a pour
distribution de probabilité [0.5/Ls, 0.5/x¢], soit [0.2/x1,0.3/x4,0.5/x¢]. Le calcul montre
les préférences suivantes sur les actions : d4 > d3. On choisira donc ’action d4 en B.

En A, la variable aléatoire associée a l'action do a pour distribution de probabilité
[0.25/L4,0.75/x¢], soit [0.15/x2,0.1/x5,0.75/x¢). La variable aléatoire associée a 1’action
dy a pour distribution de probabilité [0.25/x3,0.75/x¢]. Les calculs indiquent les préfé-

rences suivantes sur les actions : dy > di. On choisira donc l'action dg en A.
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L’algorithme d’induction arriére conduit donc & choisir la stratégie 64 = [da]. Com-
parons cette stratégie avec la stratégie o, = [d1, ds si E1,ds si E3]. La variable aléatoire
associée a la stratégie d4 a pour distribution de probabilité [0.1/x2,0.15/x5,0.75/x¢].

La variable aléatoire associée & la stratégie d; a pour distribution de probabilité
[0.1/x9,0.15/24,0.75/x¢]. Autrement dit, regardons pour les deux stratégies les probabi-
lites P({s: f(s) Zx =i}) :

xr1 X9 xs3 T4 T Ze
54 0 0,1 0,1 0,1 0,25 1
64 0 0,1 0,1 0,25 0,25 1

Nous constatons que la stratégie 4; domine stochastiquement la stratégie dyq. L’algorithme
d’induction arriére ne permet donc pas toujours d’obtenir une bonne stratégie avec la

regle de concordance.

La décision dynamique et les niveaux de référence

Comme nous 'avons vu précédemment, I'introduction de niveaux de référence permet
d’obtenir des relations de préférence transitives a partir de données ordinales sur les
conséquences. Dans ’exemple précédent, 'introduction de niveaux de référence rétablit
la transitivité des préférences comme nous l'illustrons via une régle lexicographique ci-

dessous.

Définition 24 Acte associé

Soit S l’espace des états, c’est a dire des décompositions élémentaires des événements.
On appelle acte f associé & une stratégie § l'élément f € A qui a tout état s € S fait
correspondre la conséquence obtenue en appliquant la stratégie 6. On note fEg lacte
composé de lacte f si l'événement E se réalise et de l'acte g si l’'événement E ne se

réalise pas.

Mlustrons ces notions sur 'exemple de la figure 3.2. L’ensemble S est composé des 16
états By N Ey N EsN Ey, ElﬂEgﬂEgﬁEZ, ElﬂEgﬂEgﬂE4, ElﬂEgﬁEgﬂEX, R
E¢ N ESN ESN EY. Les trois stratégies possibles sont 61 = [dy,ds si E1], 62 = [d1,dy si

Eq] et d3 = [da]. Les trois actes associés sont donc f1, fa, f3 dont les conséquences sont :

état fi f2 3
EiNEsNEsNEy =1 x3 7
ExNEyNEsNE] 1 x4 27
EiNEsN E§ NEy, o x3 x7
EiNEyN E§ N Eff T2 X4 X7

EfﬁEgﬁEgﬁEz T Tg Ig
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Définition 25 Régle de décision séquentielle lexicographique

Une regle de décision séquentielle lexicographique vis-a-vis des niveaux de référence s’ex-
prime de la maniére suivante : soient 61 et 6o deux stratégies, dont les actes associés sont
f1 et fa. Notons f1 72" fa si et seulement si {s € S|f1(s) Zx v} Za {s € S|fa(s) Zx T},
ot A est une relation de vraisemblance sur les ensembles d’états. Notons également

017" 0y <= f1 7" faetdr D 00 < f1 2 fa. La régle lexicographique est alors :

0L =0y <= 01 ="
ou 01 ~" by et 61 =2 09
(3.23)
ou Yi<gq, 01 ~" dg et 61 =" Jg
01 ~b0y <= Vi=1,...,q,01 ~" &

Soient les trois niveaux de référence r| = xq, ro = x3, r3 = x4. la relation - utilisée
dans la regle détaillée en équation (3.23) peut par exemple s’obtenir en utilisant les

probabilités des états :

Va,bC S, AZa B < Y P(s) =Y _ P(s)
s€A s€B

L’algorithme d’induction arriére appliqué & I’instance de décision considérée donne donc
les préférences suivantes sur les stratégies pour chaque niveau de référence :

— par rapport & rq : la relation de préférence est 1 ~" §4 =" dg =" 3.

— par rapport & ro : la relation de préférence est d3 ="2 §; ~"2 04 =2 Js.

— par rapport a r3 : la relation de préférence est d; ~"3 dg ~"3 d3 ="3 4.

L’agrégation lexicographique des relations de préférence vis-a-vis de chaque niveau
de référence garantit alors le caractére transitif de la relation de préférence. Comme
I'indique en conséquence le théoréme 15 ci-dessous, cette régle de décision séquentielle
permet alors d’utiliser le principe de l'induction arriére si la relation de vraisemblance
7 sur les sous-ensembles de S est additive, i.e. si VA, B,C C S avec ANC = BNC =10
AZpaB < AUuC p,BUC.

Théoréme 15 Soit = une relation de préférence sur les actes A telle que décrite a
léquation (3.23). Si la relation de vraisemblance 7op sur les sous-ensembles de S est pré-
additive, i.e. siVA,B,C C S avec ANC=BNC=0AzpnB < AUC -y BUC,

alors la préférence vérifie le principe de la chose sire (STP) qui s’écrit :
Vf,ge A, YAC S,Vh,h € A, fAh = gAh < fAN = gAR

Preuve du théoréme 15 : Soient f, g, h trois actes de A, et A C S tels que fAh = gAh.
Comme indiqué en équation (3.23), fAh > gAh = 3r; € R tel que Vi < j fAh ~"i gAh
et fAh »="i gAh. Soit r € R. Soient F, = {s € S|f(s) mx r}, G, = {s € S|g(s) =x r}
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et H, = {s € S|h(s) mx r}. Alors fAh =7 gAh implique que (F, N A) U (H, N A) Zx
(G-NA)U (H, N A). Par additivité de 75, nous avons alors (F,. N A) = (G N A). Soit
h' € Aun autre acte et H,. = {s € S|h/(s) ZZx r}. Alors par additivité de Zx, nous avons
(F,NA)YU(H.NA) = (G,NA)U(H.NA). Nous avons donc montré que Vf,g,h,h' € A
et VA C S, fAh 77 gAh <= fAW 77 gAR. Et donc si Ir; € R tel que Vi < j
fAR ~"i gAh et fAh ="i gAh, alors Vi < j fAh' ~"i gAh' et fARW =i gAh' | ce qui

montre que

FAR = gAh <= fAL = gAN

De méme, si fAh ~ gAh, nous avons alors Nous retrouvons ici le principe de la chose

stire sur les actes. O

Définissons la préférence conditionnelle & A =~ 4 par f 24 g < VYh € A fAh
gAh. Comme le principe de la chose siire est vérifiée, ces préférences conditionnelles sont
cohérentes. Les préférences induites sur les actes par notre modéle correspondent aux
préférences sur les stratégies vues de la racine de 'arbre. En vertu du principe de la
chose sure, on peut alors définir des préférences conditionnelles en chaque nceud décison
de I'arbre cohérentes avec la préférence vue de la racine. Pour trouver la solution préférée
vue de la racine, on pourra procéder par induction arriére en utilisant en tout nceud
décision d’un sous-arbre une relation de préférence locale, qui n’est rien d’autre que la
relation de préférence vue de la racine conditionnée par les événements qui ménent a ce
sous arbre. Ainsi dans l’arbre de la figure 3.4, pour choisir entre les stratégies [d3] et [d4],

on doit utiliser la relation de préférence =g, .

Nous avons montré que si la relation -5 est additive, la régle de décision séquentielle
avec niveaux de référence permet de faire de l'induction arriére. En revanche, on se
convaincra aisément que si A, B,C C S tels que A =y B et AUC <5 BUC, alors
I'algorithme d’induction arriére ne peut s’appliquer. Partant, on pourrait se demander si
la propriété de préadditivité définie par A =5 B = AU C Zp B UC suffit. Il n’en est

malheureusement rien comme le mondre ’exemple 67.

Exemple 67 : relation ne vérifiant pas le principe de la chose sire.

L’ensemble des conséquences est X = {x1, 2, x3,24}. Supposons que les deur niveauz
de référence, dans l'ordre lexicographique, soitent 11 = o et ro = x3. Nous supposons que
la relation -, préadditive, est telle que S > E3UE10, E3 =p Eyg et EgUElC ~A E4UEIC
et B3 U EY ~) Es.

Regardons les stratégies en A : nous avons trois stratégies possibles : §; = [di, d3 si

Eq], 02 = [d1,ds si Eq] et 63 = [ds]. Soient f1, fo, f3 les actes associés. Regardons les
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El
d;
E,C
A
d, E,
E2

FiG. 3.5 — Exemple de décision dynamique - régle lexicographique avec -5 préadditive

évéenements {s € S, f(s) 7ox i} pour ri et ry :

1 T2
fi EYUE; ECUE;
fo ESUE, ESUFE =8
f3 0 Es

Les préférences vis-a-vis de chaque niveau de référence sont donc : 7 ~™ do =" J3 et

09 ="2 01 ="2 d3. Cela nous donne la relation de préférence globale : §y = 61 > I3.
Regardons maintenant les stratégies en B : nous avons deux stratégies possibles :

1 = [ds] et 8, = [d4]. Soient f] et f} les restrictions des actes fi et fo & Fi. Regardons

maintenant les événements {s € S, f'(s) Zx r;} pour r1 et ro :

~

rn T2
fi Es Es
5 Ei Ej

Les préférences vis-a-vis de chaque niveau de référence sont donc : §) =" 85 et 05 "2 8}.
Par agrégation lexicographique sur les niveaux de référence, cela nous donne la relation
de préférence globale : 0] > 05. Nous voyons que les décisions prises en A et en B ne sont

pas cohérentes dynamiquement, malgré la préadditivité de la relation 7.
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3.4 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre montré 'intérét de I'introduction de niveaux de référence
en décision dans 'incertain. Nous avons présenté un modéle qualitatif & base de niveaux
de référence en décision dans l'incertain. Ce modeéle posséde certaines caractéristiques

particuliéres :

1. Quantité d’information requise : le modéle proposé et ses variantes prennent en
compte des données pouvant étre purement ordinales. La regle de décision est en-
tierement déterminée par la donnée de deux relations 7~ 4, relation de vraisemblance
sur les événements, et 7~ x, relation de préférence sur les conséquences. Cela diffé-
rencie nos modeéles de la grande majorité des modéles de décision dans l'incertain,
qui sont basés sur des critéres numeériques (qualitatifs ou quantitatifs), nécessitant
en particulier des équivalents certains permettant une commensurabilité des diffé-

rentes échelles utilisées (voir Dubois et al. (2003a)).

2. Intérét prescriptif : 'utilisation de niveaux de référence permet de dépasser les li-
mites usuelles des méthodes d’agrégation ordinales, par le déplacement du théoréme
d’Arrow. L’introduction de I’axiome DNR de dépendance vis-a-vis des niveaux de
référence a la place de 'axiome d’invariance ordinale classique permet d’échanger
le role des événements et des conséquences dans l'agrégation ordinale. Alors, 7 est
obtenue par agrégation des relations dépendant des niveaux de référence =", r € R
au lieu des relation dépendant des états —°, s € S. Une conséquence importante est
alors le théoréme 13 qui montre que la nécessité d’une structure lexicographique in-
duite par la transitivité de =~ s’exprime sur I’espace des niveaux de référence plutot

que sur 'espace des événements, ce que nous trouvons plus satisfaisant.

3. Intérét descriptif : plusieurs études en décision dans l'incertain s’intéressent & la
violation du principe de la chose stre (P2) et la nécessité de modeéles pour décrire
de telles préférences. De méme que l'utilité espérée de Choquet (Schmeidler (1986))
offre cette possibilité, absente dans le modéle de 1'utilité espérée, ou que l'utilité de
Sugeno (Dubois et al. (1998)) enrichit l'utilité qualitative, les régles de dominances
avec niveaux de référence permettent de décrire des relations violant ’axiome P2,

ce qui n’existait pas dans les régles de concordance.



Chapitre 4

Exemples applicatifs en décision

multicritére

Résumé. Nous présentons dans ce chapitre des exemples applicatifs de I'utilisation
de procédures d’agrégation de préférence & partir de points de référence. Le premier
exemple montre la procédure & suivre pour éliciter les parameétres de notre modele
permettant de décrire une relation de préférence donnée dans le cadre de 'aide a la
décision multicritére. Le deuxiéme exemple concerne le classement des étudiants d’ITUT
en fin de formation en vue de poursuites d’études différenciées. Le troisiéme exemple
concerne un classement d’exploitations agricoles en fonction du bien-étre des animaux
qui y sont élevés. Pour chaque exemple, nous nous attacherons & expliciter le cadre
de travail ainsi que la problématique sous-jacente, avant de proposer des procédures
concrétes d’agrégation des préférences sur chaque critére en une relation unique. Une
analyse des variations des classements en fonction des différents parameétres permettra

d’observer la variété des relations obtenues.
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4.1 Exemple de processus d’élicitation

Le processus de modélisation des préférences consiste en premier lieu a établir la re-
lation de préférence du décideur : c’est ce qu’on appelle I’élicitation des préférences. Au
terme d’un processus interactif entre 'analyste et le décideur, la relation de préférence
du décideur est explicitée afin de pouvoir étre décrite précisément a 1’aide d’un modéle
particulier d’agrégation multicritére (voir par exemple Mousseau (2003)). En paralléle, la
détermination des paramétres du modéle proposé permet d’obtenir & la fin du processus
un modeéle compatible avec la relation observée. L’objectif de cette partie est de mon-
trer, sur un exemple concret, la procédure & suivre pour éliciter les paramétres de notre
modele permettant de décrire une relation de préférence donnée dans le cadre de 1’aide
a la décision multicritére. Nous supposerons que les points de référence sont connus a
priori. Aprés avoir vérifié que la relation de préférence satisfait les axiomes nécessaires
(en particulier ICP et SEP), il nous reste a trouver 1) la relation d’importance sur les
coalitions de critéres, que nous supposerons unique (i.e. ne dépendant pas du point de
référence) et 2) la régle d’agrégation des relations de préférence vis-a-vis de chaque point

de référence en une relation de préférence globale.

4.1.1 Procédure d’élicitation

1. Relation d’importance sur les coalitions de critéres. La premiére étape
consiste a retrouver la relation d’importance sur les coalitions de critéres, notée
K. Pour cela, il faut comparer deux a deux des alternatives qui se comportent de
maniéres différentes par rapport a un point de référence, et de la méme maniére
par rapport a tous les autres points de référence. Pour reprendre la terminologie
formelle utilisée précédemment, il faut comparer deux a deux des alternatives x et
y telles que pour un point de référence p' € P, C(x, p') # C(y,p’) et Vp # p' € P,

>~ vérifie 'axiome SEP, les préfé-

~

C(xz,p) = C(y,p). Si la relation de préférence
rences observées sur les différentes paires impliquent une relation de préférence g
cohérente sur les coalitions de critéres. Il importe ensuite d’étudier cette relation de
préférence sur les ensembles de critéres pour déterminer, éventuellement, une régle
permettant de décrire cette relation en compréhension, par exemple une régle de

majorité simple ou pondérée.

2. Regle d’agrégation des préférences dépendant de chaque point de ré-
férence. La deuxiéme étape consiste, une fois obtenue la relation d’importance
sur les coalitions de critéres, a obtenir les relations de préférence dépendant de
chaque point de référence. 1l s’agit ensuite de déterminer la régle d’agrégation des
préférences dépendant de chaque point de référence en une relation de préférence

unique. Les résultats théoriques exposés dans les chapitres précédents permettent
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de proposer un type de régle en fonction des propriétés de la relation de préférence
globale, telles que transitivité, décomposition, etc. Il importe ensuite d’expliciter les
parameétres du modéle choisi : poids attachés aux points de référence dans le cadre
d’un modéle additif, ordre d’agrégation dans le cas d’un modéle lexicographique,
etc. Dans ce dernier cas, I'ordre d’agrégation entre p' et p? est déterminé par la

relation de préférence entre deux alternatives x et y telles que x =1 y et © <2 y.

A des fins didactiques, nous montrerons dans les trois exemples suivants comment le
modele que nous proposons permet de retrouver parfaitement la relation de préférence
observée, dans le cas ot elle est transitive ou quasi-transitive, ainsi que dans le cas d’'une
relation non additive. En régle générale, ’élicitation des parametres d’un modéle décision-
nel & partir des préférences données par un décideur s’effectue avec une certaine souplesse.
En pratique, on cherche a calculer les paramétres qui minimiseront les différences entre les
résultats donnés par un modeéle théorique choisi et les relations de préférence observées,
plutot que de chercher le modéle exact au prix d’'une complication excessive du modéle.
Dans la réalité, un modeéle décisionnel permettant d’expliquer une grande majorité (par
exemple 90%) des préférences observées est considéré comme un bon modeéle. On inter-
roge alors le décideur pour lui demander s’il confirme ses préférences sur les préférences
restantes (les 10%), ou s’il change d’avis et considére que les préférences données par le
modele ne lui apparaissent pas comme aberrantes. Cependant, pour mener & bien nos
exemples, nous considérerons ici que les préférences observées ont bien été confirmées
par le décideur. Nous n’interrogerons donc pas les préférences du décideur, mais nous
rechercherons les paramétres permettant & notre modéle d’expliciter parfaitement ces

préférences.

4.1.2 Cadre de I’exemple

Afin de tester notre procédure d’élicitation des paramétres, nous avons choisi de partir
de données réelles : les données (présentées dans les tableaux 4.1 et 4.2) proviennent de
mesures sur des portions de canalisation d’un réseau urbain d’assainissement. Le but
du probléme de décision est d’établir un classement, ou & tout le moins une relation de
préférence compléte sur les portions de tuyaux (= les alternatives) afin de pouvoir décider
lesquelles nécessitent d’étre changées en priorité. A partir des données ainsi collectées,
nous allons appliquer une régle d’agrégation afin d’obtenir une relation de préférence,
transitive ou quasi-transitive. Le but de notre démarche est de pouvoir expliciter la
relation de préférence obtenue & partir de notre modéle, sans avoir connaissance de la
reégle d’agrégation utilisée initialement.

Concrétement, nous avons produit neuf relations différentes a partir des données consi-
dérées. Aprés tirage au sort d’une des relations, nous avons essayé d’éliciter les paramétres

nécessaires a notre modele pour pouvoir expliquer la relation obtenue. Nous avons sup-
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cl c2 c3 cd c5 cb c7 c8
P2 0,2 2,23 37,53 37,96 40,67 0 2,5 1
P1 15,24 36,96 126,7 128,09 315 7 3,5 1,6
a001 0 0 0 0 34,78 0 1 1
a002 0 0 0 0 128 0 1 1
a003 0 0 0 0 480 0 1 1
a004 0 0 6,9 6,9 6,9 0 3 1
a005 0 0 6,9 6,9 13,79 0 3 1
a006 0 0 6,9 6,9 13,79 0 3 1
a007 0 0 9,3 9,3 0 0 3 1
a008 0 0 10 10 30 0 3 1
a009 0 0 10,81 10,81 172,97 0 3 1
a010 0 0 11,43 11,43 45,71 0 4 1
a0l1 0 0 28,99 28,99 57,97 0 3 1
a012 0 0 57,14 57,14 38,1 0 3 1
a013 0 0 82,47 82,47 20,62 0 3 1
a0l14 0 0 83,12 83,12 0 0 1 1
a0l5 0 0 94,12 94,12 0 0 1 1
a016 0 0 95,52 95,52 0 0 1 1
a017 0 0 100 100 2000 0 3 1
a018 0 0 154,55 154,55 9,09 0 3 1
a019 0 0 177,78 177,78 180,56 0 1 1
a020 0 0 187,18 187,18 61,54 0 3 1
a021 0 0 259,46 259,46 0 0 1 1
a022 0 0 320 320 0 0 1 1
a023 0 0 345 345 100 0 3 1
a024 0 0 492,31 492,31 0 0 1 1
a025 0 1,43 0 0 0 0 1 1
a026 0 1,59 15,87 15,87 285,71 0 3 1
a027 0 1,82 0 0 7,27 0 1 1
a028 0 1,82 0 0 116,36 0 1 1
a029 0 1,89 0 0 120,75 0 1 1
a030 0 1,89 15,09 15,09 296,23 0 3 1
a031 0 2,44 156,1 156,1 60,98 0 1 1
a032 0 2,5 20 20 50 0 4 1
a033 0 2,56 0 0 0 0 1 1
a034 0 2,63 0 0 2,63 0 1 1
a035 0 2,78 11,11 11,11 11,11 0 3 1
a036 0 3,28 0 0 0 0 1 1
a037 0 4,76 0 0 0 0 1 1
a038 0 5 20 20 25 0 3 1
a039 0 5,13 0 0 2,56 0 1 1
a040 0 6,25 133,33 133,33 272,92 0 1 1
a041 0 7,02 28,07 28,07 49,12 0 3 1
a042 0 7,41 14,81 14,81 37,04 0 3 1
a043 0 7,55 30,19 30,19 664,15 0 4 1
a044 0 8,47 20,34 20,34 381,36 0 3 1
a045 0 8,62 6,9 6,9 800 0 4 1
a046 0 8,89 168,89 168,89 106,67 0 4 1
a047 0 9,09 18,18 18,18 81,82 0 4 1
a048 0 9,09 36,36 36,36 72,73 0 3 1
a049 0 9,52 19,05 19,05 76,19 0 3 1
a050 0 10 0 0 0 0 1 1
a051 0 10 320 320 2,5 0 1 1
a052 0 10,13 20,25 20,25 405,06 0 4 1
a053 0 11,43 0 0 14,29 0 1 1
a054 0 11,84 10,53 10,53 309,21 0 4 1
a055 0 12,5 7,14 7,14 175 0 4 1
a056 0 13,33 426,67 426,67 0 0 1 1
a057 0 14,29 0 0 535,71 0 1 1
a058 0 15 330 330 37,5 0 3 1
a059 0 15,63 215,63 215,63 93,75 0 3 1
a060 0 16,67 9,52 9,52 47,62 0 3 1
a061 0 22,22 44,44 44,44 266,67 0 4 1
a062 0 22,22 0 0 1433,33 0 1 1
a063 0 22,86 45,71 45,71 365,71 0 4 1
a064 0 23,53 438,24 438,24 64,71 0 3 1
2065 0 24,24 13,64 13,64 42,42 0 3 1
a066 0 25 233,33 233,33 458,33 0 4 1
a067 0 29,09 21,82 21,82 181,82 0 4 4
a068 0 30,77 107,69 107,69 292,31 0 4 1
a069 0 33,33 13,33 13,33 266,67 0 4 4
a070 0 33,33 0 0 711,11 0 1 1
a071 0 33,8 23,94 23,94 473,24 0 4 1
a072 0 34,48 15,52 15,52 1268,97 0 3 1
a073 0 37,35 15,66 15,66 1085,54 0 4 1
a074 0 38,1 11,9 11,9 2104,76 0 4 1
a075 0 38,71 25,81 25,81 206,45 0 4 3

TAB. 4.1 — liste des alternatives - partie 1
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cl c2 c3 c4 ch c6 c7 c8
a076 0 40 210 210 340 0 4 4
a077 0 40,98 34,43 34,43 340,98 0 4 1
a078 0 42,55 0 0 308,51 0 1 2
a079 0 43,24 175,68 175,68 43,24 0 1 1
a080 0 43,24 2,7 2,7 64,86 0 1 1
a081 0 45 322,5 322,5 132,5 0 1 1
a082 0 45,71 194,29 194,29 68,57 0 3 1
a083 0 45,71 548,57 548,57 262,86 0 1 3
a084 0 46,51 172,09 172,09 67,44 0 4 1
a085 0 50 960 960 252,5 0 1 3
a086 0 50 184 184 330 0 4 3
a087 0 53,85 20,51 20,51 392,31 0 4 4
a088 0 54,55 488,64 488,64 327,27 0 3 1
a089 0 66,67 140,74 140,74 355,56 0 4 4
a090 0 69,23 361,54 361,54 235,9 0 3 1
a091 0 69,57 0 0 347,83 0 1 3
a092 0 70 233,33 233,33 83,33 0 3 1
a093 0 72,73 0 0 363,64 0 1 3
a094 0 80 40 100 520 0 3 4
a095 0 80 52,5 52,5 370 0 4 4
a096 0 81,25 68,75 68,75 418,75 0 4 3
a097 0 85,33 213,33 213,33 458,67 0 4 3
a098 0 92,5 120 120 392,5 0 3 4
a099 0 100 200 200 480 0 4 3
al00 0 106,67 295,56 295,56 453,33 0 3 3
al0l 0 108,89 1008,89 1008,89 275,56 0 3 4
al0n2 0 128 0 0 384 0 1 3
al03 0 140 33,33 33,33 646,67 0 3 1
al04 0 143,48 26,09 26,09 1478,26 0 3 1
al0s 0 150 44,74 44,74 576,32 0 1 4
al06 0 156,86 133,33 133,33 862,75 0 4 3
al07 0 161,9 123,81 123,81 866,67 0 4 4
al08 0 200 12,5 12,5 1000 0 1 1
al09 0 210,53 280,7 280,7 1171,93 0 4 4
allo 0 215,79 92,11 92,11 1097,37 0 4 4
alll 0 250 75 75 1300 0 4 4
all2 0 266,67 233,33 233,33 1219,05 0 4 3
all3 0 314,29 171,43 171,43 1600 0 4 3
all4 0 426,67 870 870 1346,67 0 3 4
alls 0 690 755 755 2355 0 3 4
all6 1,05 62,11 164,21 164,21 202,11 0 4 3
all7 1,33 0 26,67 26,67 64 0 4 1
all8 1,33 22,67 138,67 138,67 182,67 0 4 2
all9 2 208 36 36 442 0 1 4
al20 2,5 40 80 80 440 0 4 3
al2l 2,63 5,26 52,63 84,21 26,32 0 1 1
al22 2,78 122,22 411,11 411,11 408,33 0 3 4
al23 3,03 203,03 121,21 193,94 1130,3 0 1 3
al24 5 92,5 90 90 475 0 3 4
al2s 5,33 49,33 14,67 14,67 405,33 0 3 1
al26 7,02 14,04 35,09 35,09 154,39 7,02 4 1
al27 8,33 53,33 40 40 300 6,67 3 3
al28 8,62 27,59 56,9 56,9 110,34 0 1 3
al29 10 42 200 200 306 0 3 4
al30 12,12 9,09 257,58 257,58 21,21 0 3 1
al3l 14,55 305,45 285,45 307,27 883,64 0 3 4
al32 19,28 0 19,28 19,28 424,1 19,28 1 1
al33 21,33 0 37,33 37,33 42,67 21,33 3 1
al34 22,54 0 33,8 33,8 405,63 22,54 4 1
al3s 23,88 53,73 31,34 31,34 813,43 23,88 4 4
al36 29,09 21,82 101,82 101,82 232,73 0 4 1
al37 32 2 32 32 32 32 1 1
al38 34 98 288 288 610 0 1 4
al39 35,09 7,02 49,12 49,12 1010,53 35,09 4 1
ald0 39,34 21,31 91,8 91,8 800 39,34 4 1
aldl 42,11 21,05 52,63 52,63 721,05 42,11 4 1
ald2 50 2,5 570 570 132,5 40 3 1
ald3 103,23 0 103,23 103,23 77,42 103,23 1 1
ald4d 116,36 0 116,36 116,36 116,36 0 1 1
alds 116,36 436,36 370,91 370,91 1490,91 0 3 4
ald6 | 142,22 0 142,22 142,22 35,56 142,22 1 1
alaT7 200 160 320 320 840 0 1 4
al48 262,69 0 191,04 191,04 1241,79 167,16 1 1
al49 338,46 0 338,46 338,46 1876,92 338,46 1 1
al50 461,54 0 461,54 461,54 1558,97 461,54 1 1
al51 462,5 0 462,5 462,5 1500 462,5 1 1
al52 552 0 456 456 1184 424 1 1

TAB. 4.2 — liste des alternatives - partie 2
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classement alternative classement alternative classement alternative

1 al4s 52 al3s 102 al2
2 allé 53 al48 102 al3
2 al22 53 al49 102 a4l

2 al3l 53 al50 102 a48
5 all8 53 al51 102 a49
5 al20 53 al52 102 a60
5 al29 58 a83 102 a65
5 al39 58 a85 109 a9l

5 al40 60 al0s 109 a93
5 al4l 60 a79 109 al02
5 al42 60 a8l 109 al32
12 al24 63 al26 113 a2l

13 al27 63 a20 113 a22
13 al36 63 a23 113 a24
15 a76 63 a58 113 a78
15 a86 63 a3l 113 al08
15 a89 63 a40 118 al0
15 a97 63 al2s 118 adb7
15 a9%9 63 al43 118 a62
15 al06 71 al7 118 a70
15 al09 71 al44 118 a80
15 all2 73 al2l 123 a9

15 all3 74 a87 123 all

15 al38 74 al34 123 a26
15 al4r 74 ald46 123 a30
26 al00 e a75 123 al4d
26 all4 e all9 123 ald
26 alld e a73 123 al6
29 ab6 7 a74 123 a3d
29 a9 e a77 123 a38
29 a9%6 82 a67 123 a42
29 al07 82 a69 133 al37
29 allQ 82 a43 134 a3

29 alll 82 a4b 135 ad

29 al23 82 a52 135 ad

29 alOl 82 a7l 135 ab

29 a84 82 al8 135 a7

29 a88 82 al9 135 a8

39 a46 82 a5l 135 a2

39 a%4 82 a56 135 a28
39 a98 82 al03 135 a29
39 al2 82 alo4 135 a33
39 a%0 82 al33 135 a34
39 a92 95 a32 135 a36
45 ab63 95 a47 135 a37
45 a9 95 ab4 135 a39
45 a64 95 ad5 135 ab0
45 al30 95 all7 135 ad3
49 al28 95 ad4 150 al

49 abl 95 a72 150 a25
49 ab8 150 a27

TAB. 4.3 — Classement 1

posé connus les deux points de référence utilisés par notre modéle : ils proviennent d’un
expert qui a déterminé deux alternatives "types" : une bonne et une mauvaise. La ques-
tion est donc de trouver les paramétres de notre modeéle qui, si possible, conduisent &
la relation de préférence considérée. Nous voulons ainsi montrer que le modéle que nous
proposons permet de décrire des relations de préférence, et ce quelles que soient les pro-
cédures d’agrégation ayant conduit a leur obtention (ceci sous condition de vérification

des axiomes nécessaires). Nous le montrons a travers les trois exemples suivants.

4.1.3 Exemple 1 : relation de préférence transitive

La premiére relation de préférence étudiée est transitive et présentée sous forme de

classement au tableau 4.3.
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Relation d’importance sur les coalitions de critéres

Afin d’obtenir des renseignements sur la relation d’importance sur les coalitions de
critéres ~, regardons les alternatives a001 et a004 : C(a001,p') = C(a004,p') = 0,
C(a001,p?) = {cg, cs}, C(a004,p?) = {cg,cr,cs}. Comme a004 = a001, cela signifie que
{cg,c7,c8} > {cg, s}

Afin d’alléger 'écriture, nous n’indiquerons désormais que le couple d’alternatives
considérées, ainsi que la conclusion pour la relation R dérivée. De meéme, nous noterons
ijk 'ensemble {¢;, ¢j, ¢ }. Nous avons donc déja obtenu que 678 > 68. Par 1'observation

des préférences sur les alternatives, nous obtenons les informations suivantes :
A

a002 ~ a008 = 568 ~ 678
a009 > a002 = 5678 > 568
a004 > a00l = 678 > 68
a0ll ~ a0ld = 5678 ~ 3468
a002 ~ a033 = 568 ~ 268
a0ll ~ a035 = 5678 ~ 2678
a0l3 ~ a04l = 34678 ~ 25678
a012 > 2a009 = 34678 > 5678
al2l = a0l2 = 123468 > 34678
a0l0 = al0ll = 7 > 0

a6l > a055 = 2345678 > 25678
a047 ~ all? = 25678 ~ 15678
a077 > al32 = 78 > 7

a020 = a0l7 = 34 > 5

a043 = a072 = 57 > 5

a043 ~ a067 = 57T > T8

a0l8 ~ a019 = 34568 ~ 34678
a020 = a019 = 345678 > 34568

al30 ~ a064 = 1234678 g 2345678
A ce stade de nos observations, nous pouvons constater que, sur le corpus déja étudié :

— tout sur-ensemble strict d’une coalition de critéres lui est strictement plus impor-
tant.
— toutes les coalitions de méme cardinal sont d’importance équivalente.
Il est alors aisé de vérifier que ces propriétés sont valides sur I’ensemble des alternatives
considérées. Nous pouvons donc arriver a la conclusion que le corpus de préférences

proposé est compatible avec la relation d’importance suivante :

VA,BC 2V, AR B < |A| > |B]|
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Reégle d’agrégation des préférences partielles

A partir de la relation d’importance révélée ci-dessus, nous pouvons dériver deux
relations de préférence dépendant de chaque point de référence 5,1 et 2Z2. Il nous faut
maintenant découvrir la régle d’agrégation de ces préférences permettant d’obtenir la
relation de préférence globale. Pour cela, il suffit de regarder le comportement de couples
(w,y) tels que & =,1 y et y =,2 x. Prenons par exemple les couples suivants :

— al28 >,1 al2l et al28 >, al2l

— a004 ~,1 a001 et a004 >,2 a001

= al91 <, al25 et a091 >,2 al2)

— a078 »,1 a080 et a078 ~ 2 a080

— al30 ~,1 a064 et al30 ~ 2 a064

Nous observons les préférences suivantes :

~p! ~pt =p!
=p2 | al28 = al2l a004 > a001 a091 > a 125
~p2 | a078 = a080 al30 ~ a064

Nous constatons dans le tableau ci-dessus que si x >,z y, alors z > y, et que si
T~ y, alors si =y, o= yetsiz~y, x ~p y. Cela montre que la regle d’agré-
gation des préférences dépendant de chaque point de référence est une régle dictatoriale
lexicographique "p? puis p!". En d’autres termes, la préférence globale est celle dictée par
le point de référence p?, sauf si celui-ci laisse les deux alternatives indifférentes, auquel

cas la préférence globale est celle dictée par le point de référence pl.

Conclusion

Nous avons montré que la relation de préférence décrite dans la table 4.3 peut étre
décrite par notre modéle & I'aide de deux points de référence. En particulier, nous avons
établi les paramétres du modeéles permettant cette description : la relation d’importance
sur les coalitions de critéres (basée simplement sur la comparaison du cardinal de ces
coalitions), et la régle d’agrégation des préférences dépendant de chaque point de référence

(ici ordre lexicographique p? puis p').

4.1.4 Exemple 2 : relation de préférence quasi-transitive

Etudions maintenant le cas d’une relation de préférence quasi-transitive. Il n’est alors
plus possible d’obtenir un classement des différentes alternatives puisque nous pouvons
avoir © ~ y, y ~ z et x > z. La relation de préférence globale, sous forme de tableau
152x 152 étant trop grande pour figurer dans ces pages, nous présentons dans la table
4.4 un extrait de cette relation, suffisant pour nous permettre d’éliciter les parameétres

nécessaires.
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Relation d’importance sur les coalitions de critéres

Les points de référence n’ayant pas changé, nous pouvons reprendre les mémes couples

que dans la partie précédente (relation transitive).

a008 = a002 = 678 > 568
a009 > a002 = 5678 > 568
a004 > a00l = 678 > 68

a0ll = a0ld = 5678 > 3468
a002 > a033 = 568 > 268
a0ll > a035 = 5678 > 2678
a04l ~ a0l3 = 25678 ~ 34678
a012 > a009 = 34678 > 5678
a0l2 = al2l = 34678 > 123468
a0l0 = al0ll = 7 »> 0

a061 > a055 = 2345678 > 25678
a047 > all?7 = 25678 > 15678
a077 = al32 = T8

a020 = a0l7 = 34

a043 = a072 = 57 b

a067 = a0d3 = T8 > 57

a0l8 > a0l9 = 34678 > 34568
a020 > a0l9 = 345678 > 34568

a064 ~ al30 = 2345678 ~ 1234678

Faisons I’hypothése que la relation d’importance sur les coalitions de critéres peut
s’expliquer par une somme pondérée. Les relations ci-dessus permettraient alors de dé-
duire que, en notant w; le poids du critére 7 :

678 > 568 = wr > ws

5678 > 568 = wr > wy

678 > 68 = wr > wy

5678 > 3468 = ws+ wy > ws+ wy
568 > 268 = w5 > ws

5678 > 2678 = w5 > wo

25678 > 34678 = w4+ ws > w3+ wy
34678 > 5678 = w3+ wg > ws
34678 > 123468 = wy > wy + wo
T> 0 = w>uwy

2345678 > 25678 = w3+ ws > wy
25678 > 15678 = wy > wy

> 7T = ws>uwy
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34 > 5 = w3+ wyg>ws

57 > 5 = wy > Wy

78 > 57 = wsg> ws

34678 > 34568 = w; > ws
345678 > 34568 = wr > wy
2345678 > 1234678 = w5 > w;

Nous pouvons constater que les inégalités sont cohérentes entre elles, et conduisent

au systéme suivant :

w2
Ws
w3 + Wy
Wy + Wy
wy

wr

wsg

w1
w2
Ws
w3 + Wy
Ws

w1 + wo

V V.V V V V V

Ws

Ces inégalités n’étant pas suffisantes, il faut passer en revue ’ensemble des préférences

entre les alternatives données par la relation de préférence globale pour obtenir d’autres

égalités ou inégalités.

En particulier, nous obtenons les relations suivantes :

a067
a063
a094
al28
al39

a073 =
a082 =
a088 =
al36 =
al29 =

wWo + w5 = ws
W5 + Wy = Wg + W3 + Wy
wg = w3 + Wy
wg = Wy + Wy

We — Wy

En posant w; = 1 et wy = 2, on obtient les valeurs suivantes :

p

wy =1
wo = 2
ws =3
wg =5
wy =4
wg = 4

L wg +wyg =5

Aucun élément ne permettant de trancher dans le corpus étudié, nous pouvons prendre

les valeurs de w3 et wy que nous souhaitons du moment que leur somme fait 5; par

exemple, nous pouvons décider que w3 = wy = 2, 5.
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. . .. N >
Nous obtenons donc une relation d’importance sur les coalitions de critéres ~ telle

ARB <~ Zw¢22wi

i€A i€B

que :

Reégle d’agrégation des préférences partielles

A partir de la relation d’importance révélée ci-dessus, nous pouvons dériver deux re-
lations de préférences dépendant de chaque point de référence 7,1 et 2. Il nous faut
maintenant découvrir la régle d’agrégation de ces préférences permettant d’obtenir la re-
lation de préférence globale. Comme précédemment, il suffit de regarder le comportement
de couples (z,y) tels que x =,1 y et y =,2 z. Prenons par exemple les couples suivants :

— al37 »,1 a027 et al37 >,z a027

— a035 ~,1 a0l6 et a035 2 a016
a0146 <1 a030 et al46 -2 a030
a044 .1 a065 et a044 ~ 2 a065
— a032 ~,1 a047 et a032 ~ 2 a047

Nous observons les préférences suivantes :

>p1 ~pl -<p1
=p2 | al37 > a027 a035 > a016 a030 ~ ald6
~p2 a044 = a065 a032 ~ a047

Nous constatons donc qu’il existe un ”droit de veto” de la part de chaque point de
référence : autrement dit, la regle d’agrégation des préférences dépendant de chaque point

de référence est une régle oligarchique. En d’autres termes,
ey <= P la-mpyet Az <,y
x ~ 1y sinon
4.1.5 Exemple 3 : relation non additive
Nous étudions maintenant le cas d’une troisiéme relation de préférence transitive,
présentée au tableau 4.5.
Relation d’importance sur les coalitions de critéres

Les points de référence n’ayant pas changé, nous pouvons reprendre les mémes couples

que dans les parties précédentes.

a008 > al02 = 678 1> 568
a009 > a002 = 5678 > 568
a004 > a00l = 678 > 68
a014 > a0ll = 3468 > 5678
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TAB. 4.5 — Classement 3

classement alternative classement alternative classement alternative

1 al4b 53 a031 102 a014
2 al22 53 a040 102 a0l5
2 al3l 53 a079 102 a0l16
4 all6 53 a081 102 a041
4 all8 53 al0s 102 a044
4 ald2 53 al30 102 a048
7 al20 59 al3s 102 a049
7 al29 60 al46 102 a060
9 al24 60 al48 102 a065
9 al39 60 al49 102 a072
9 al40 60 als50 112 a091
9 al4l 60 al51 112 a093
13 al36 60 al52 112 al02
14 al27 66 a0l8 112 al34
15 a076 66 a020 116 al0o8
15 a086 66 a023 116 al33
15 a089 66 a058 118 a078
15 a097 70 al2b 118 all7
15 a099 70 al26 120 a057
15 al06 70 al43 120 a062
15 al09 73 ald4d 120 a070
15 all2 74 a0l12 120 a080
15 all3 74 a013 124 al32
15 al38 74 a017 124 al37
15 al4d7 74 al2l 126 a010
26 al00 78 a087 127 a004
26 all4 79 a019 127 a005
26 alls 79 a021 127 a006
29 a088 79 a022 127 a007
30 a046 79 a024 127 a008
30 a066 79 a051 127 a009
30 a084 79 a056 127 a0l1l
30 a095 79 a073 127 a026
30 a096 79 a074 127 a030
30 alOl 79 al77 127 a035
30 al07 79 all9 127 a038
30 allO 89 a067 127 a042
30 alll 89 a069 139 a001
39 a059 89 a075 139 a002
39 a064 89 al03 139 a003
39 a082 89 al04 139 a025
39 a090 94 a032 139 a027
39 a092 94 a043 139 a028
39 a094 94 a045 139 a029
39 a098 94 a047 139 a033
39 al23 94 a052 139 a034
47 a061 94 a054 139 a036
47 a063 94 a055 139 a037
47 a068 94 a071 139 a039
47 al28 139 a050
51 a083 139 a053
51 a085
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a002 ~ a033 = 568 ~ 268
a0ll ~ a035 = 5678 ~ 2678
a04l > a0l3 = 25678 > 34678
a0l2 = a009 = 34678 > 5678
a0l2 ~ al2l = 34678 ~ 123468
a0l = a0ll = 7 > 0

a06l = a035 = 2345678 > 25678
a047 > all7 = 25678 > 15678
a077 = a032 = 78 > 7

a020 = a0l7 = 34 > 5

a043 > a072 = 57 > 5

a067 > ald3 = T8 > 57

a0l8 = a0l9 = 34678 > 34568
a020 > a0l9 = 345678 > 34568
a0l8 ~ a020 = 34678 < 345678
a064 > al30 = 2345678 > 1234678

Faisons I’hypothése que la relation d’importance sur les coalitions de critéres peut
s’expliquer par une somme pondérée. Les relations ci-dessus permettraient alors de dé-
duire que, en notant w; le poids du critére 7 :

678 > 568 = wr > ws

5678 > 568 = wr > wy

678 > 68 = w;> we

3468 > H678 = w3+ wy > ws+ wr

568 X 268 = w5 = ws
5678 & 2678 = w5 = wy

25678 > 34678 = wa+ ws > w3+ wy

34678 > 5678 = w3+ w4 > ws

34678 < 123468 = w; = wy + wy

T > 0 = wr>wy

2345678 > 25678 = w3+ w4 > wy
25678 > 15678 = wg > wq

8> T = wg>uwy

34 > 5 = w3+ wg> ws

57T > 5 = wr>wy

8 > 57 = wg > ws

34678 > 34568 = w7 > ws

345678 > 34568 = w7 > wy
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34678 S 345678 = ws = wy

2345678 > 1234678 = ws > wi

Ces inégalités conduisent au systéme suivant :

(1) wy > Wi (6) ws+we > w3+ wy
(2) wy = wy (7) wy > wy
(3) ws = wp (8) wry = wi+ws
(4) ws+wy > ws 9) wg > wy

L (5) ws+ws > ws+wr

les inégalités (2), (5) et (7) combinées indiquent que ws + wy4 > ws + wa, ce qui est
incompatible avec I'inégalité (6) : la relation d’importance ne peut donc pas s’expliquer &
partir d’une somme pondérée sur les critéres : elle n’est pas additive. Comme indiqué en
introduction, nous supposons ici, a des fins didactiques, que les préférences apparaissant
comme conflictuelles ont bien été confirmées par le décideur. On peut alors s’interroger
pour savoir si la relation d’importance est additive d’ordre 2. Pour ce faire, nous allons
considérer les masses de Moebius des ensembles d’un et deux critéres pour la fonction de
pondération. On appelle masse de Moebius d’un ensemble S pour une fonction d’ensemble
v Vindice M (S) = Y rcg(—1)*v(T). Cela correspond aux poids relatifs de chaque sous-
ensemble de S. La transformée inverse donne v(S) = Y poupsers MY (T)VS C N. Calculons
ici la fonction d’importance v de 2V dans R qui & tout ensemble de critéres lui associe son
score d'importance, additif d’ordre deux. Reprenons les inégalités en essayant de calculer
les masses de Moebius associées en se limitant aux masses d’ordre 2. Regardons sur un
exemple comment fonctionne la masse de Moebius :

A
Nous savons que 268 ~ 568. Nous avons alors :

. M"v(26) = v(26) — vy — vg
ﬁvg _ - M"(28) = v(28) — vz — vg
o) _ 55 M (56) = v(56) — vs — g
AMY(E) = UG M (58) = v(58) — vs — vg

i | M?(68) = v(68) — vs — vs
M?(268) = 0 M®(568) = 0

et donc, 568 2 268 implique que vog + V98 — V9 = Vs + Usgs — Us

Il est alors théoriquement possible de résoudre un systéme d’inéquations obtenues
a partir des relations de préférence pour déterminer les valeurs prises par la fonction
v pour les ensembles de critéres. Cependant, avec 8 critéres nous avons ici, méme en
nous limitant aux ensembles de un et deux critéres, un total de 64 ensembles différents.

La relation de préférence 4.5 n’apparait alors pas assez riche pour obtenir suffisamment
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d’inéquations pour résoudre un systéme a 64 inconnues. Nous allons donc pour résoudre ce
probléme appliquer le rasoir d’Occam, en postulant que pour la plupart des ensembles ab,
M?(ab) = 0, ou autrement dit v(ab) = v(a)+ v(b). De maniére plus précise, nous voyons
méme que la contradiction dans le systéme d’inégalités engendré par ’hypothése d’une

fonction additive provient de I’ensemble 25. Reprenons donc les inégalités précédentes en

posant Vab # 25, M"(ab) = 0. Nous obtenons alors :

678 > 68
678 > 568
3468 > 5678
568 ~ 268
95678 > 34678
34678 ~ 123468
25678 > 15678
8 > 7

78 > 57

(1) v(7)
(2) v(7)
3) v(3)+v(4)
(4) v(2)
() v(25)

Ces inégalités n’étant pas suffisantes pour déterminer toutes les inconnues, il faut

> 0

> ()
> v(b)
= v(3)
> v(3)

I R R

v(7) > v(0)

v(7) > v(5)

v(3) +v(4) > v(5) +v(7)
v(5) = v(2)

v(25) > v(3) +v(4)

v(7) =v(1) +v(2)

v(25) > v(5) + v(1)

v(8) > v(0)

v(8) > v(b)

6) o) = v(l)+v(2)
(7) v(25) > wv(1)+wv(5)
8) wv@® > 0

9) v®) > v()

passer en revue l’ensemble des relations pour obtenir d’autres égalités ou inégalités.

En particulier, nous obtenons les relations suivantes :

a073 - a067
a088 - a094
al36 - al28
al28 ~ al24
all8 ~ al4?2
al39 > al29
al23 ~a098 =

al0l ~a084 =

<
—~~
N

v(7)

L R

~—

I
<

—~~

)

0.¢]
~—

v(25) > v(8)

v(3) +v(4) > v(8)

v(1) +v(7) > v(8)

v(25) =v(3) +v(4) +v(7)

v(7) +v(8) =v(1) +v(6)

v(3) +v(4) +v(8) > v(1) +v(6) + v(7)
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En posant v(1) = 1, on obtient par exemple les valeurs suivantes :

v(l) =1 v(2) =0
v(3) =3 v(4) =0
v(5) =0 v(6) =1
v(7) =1 v(8) =1

et v(25) > 4

: . . o >
Nous obtenons donc une relation d’importance sur les coalitions de critéres ~ telle

ARB = Soi)+ > o)=Y v+ > w(i)

i€cA i,jEAXA i€B i,jEBXB

que :

Révélation de la régle d’agrégation des préférences partielles

A partir de la relation d’importance révélée ci-dessus, nous pouvons dériver deux re-
lations de préférence dépendant de chaque point de référence 27,1 et 2. Il nous faut
maintenant découvrir la régle d’agrégation de ces préférences permettant d’obtenir la re-
lation de préférence globale. Comme précédemment, il suffit de regarder le comportement
de couples (z,y) tels que z =,1 y et y =,2 x. Prenons par exemple les couples suivants :

— a010 >, a003 et a010 >,2 a003
a010 ~,1 a009 et a010 >,2 a009
— a019 <1 a0ll et a019 > 2 a0ll
— a013 >,1 a014 et a013 ~ 2 a014
— a015 ~,1 a016 et a015 ~ 2 a016

Nous observons les préférences suivantes :

‘ >—p1 ~pl -<p1
- p2 a010 > a003 a010 > a009 a011 ~ a019
a0l13 > a014 a0l15 ~ a0l16

~

p2

Nous constatons donc qu’il existe un ordre d’agrégation lexicographique p' puis p? :

TRy = Ty
ou Trplyetx =2y

T~y sinon

Conclusion

Nous avons montré dans cette partie trois exemples d’élicitation des parameétres de
la procédure d’agrégation des préférences utilisant notre modéle. Cet exemple montre
qu’'une telle élicitation est tout a fait envisageable sur des bases de données de 150

alternatives. La principale difficulté réside dans le fait que les données disponibles ne
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couvrent pas tout le champ des relations d’importance : il s’agit alors de produire une
relation compatible avec les bribes d’information disponibles. Le processus d’élicitation
consiste alors a trouver des paramétres du modeéle compatibles avec les résultats visibles

du choix du décideur.
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4.2 Application au classement d’étudiants

4.2.1 Problématique générale de la moyenne de notes
Docimologie

Dans le systéme scolaire francais, la comparaison de deux étudiants repose unique-
ment sur la comparaison de la moyenne des notes obtenues au cours des différentes
évaluations de leur formation. Dans I’enseignement supérieur, les différentes matiéres en-
seignées sont réparties en modules, correspondant chacun a un certain nombre de notions
élémentaires a acquérir pour ’étudiant. Les modules sont regroupés en Unités d’Ensei-
gnements (UE), formant des ensembles cohérents. La régle pour qu'un étudiant valide
une période de formation (semestre, année...) consiste généralement en une condition
sur la moyenne globale, éventuellement coefficientée, assortie généralement de conditions
“veto” sur la moyenne & l'intérieur de chaque UE. Le systéme est donc compensatoire
(dans la limite des vetos potentiels).

La docimologie (science d’étude des examens) a depuis longtemps montré les limites
de la notation ”de 0 & 20” comme évaluation pertinente du niveau des étudiants (voir par
exemple Pieron (1963), Hadji (1997)). En particulier, il a été prouvé que de nombreux
biais influent sur la soi-disante objectivité de la note : effet de fatigue ou d’ennui, effet
de halo, effet de relativation, effet de contamination, effet de ’ordre de correction, effet
de trop grande indulgence et de trop grande sévérité...

Des notes données au dixiéme de points sont donc d’une précision absurde. Cependant,
pour aussi intéressantes qu’elles soient, nous ne nous pencherons pas sur ces questions
ici, et nous supposerons par la suite que les moyennes des notes par modules reflétent
véritablement le niveau de I’étudiant dans ces modules. Nous supposerons aussi qu’il y
a une certaine logique dans le regroupement en UE des modules, et donc qu’il n’est pas
dénué de sens de regarder la moyenne de chaque UE, dans la mesure ou effectivement les

modules & l'intérieur d’'une UE peuvent se compenser.

Moyenne et comparaison

La comparaison éventuelle des étudiants entre eux s’effectue traditionnellement &
travers la moyenne générale. C’est sur cette base que sont décidés les classements aux
concours, ou le rang de sortie d’'une formation. Cependant, la moyenne est un critére
extrémement réducteur, et dans le domaine de ’aide multicritére a la décision il est
connu que, bien qu’elle soit un des modes d’agrégation les plus utilisés', c’est aussi I'un
des plus mauvais. En effet, la moyenne gomme toute différence entre les différents profils

d’alternatives (ici des étudiants) que 1’on souhaite comparer.

!y compris dans les formations universitaires en décision multicritére! Mais c’est une obligation légale.
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Exemple 68 Prenons 3 étudiants de DUT secondaire, ayant respectivement en UE d’en-
seignement général, d’enseignement technique et de pratique professionnelle les note sui-

vantes :

étudiant UE 1 UE 2 UES3
A 12 8 10
B 6 6 18
c 15 11 4

Pour chacun, la moyenne générale est de 10. Mais il est clair que les trois étudiants n’ont
absolument pas le méme profil, et qu’il est difficile d’obtenir un classement absolu entre
les trois. En effet, dans le cadre d’une poursuite d’étude vers une école d’ingénieur, le
classement sera C' = A = B. A contrario, pour une poursuite d’étude professionnalisante,

le classement pourrait étre A = B ~ C.

D’autres méthodes pourraient étre judicieusement mises & profit pour la comparaison
des étudiants. En particulier, U'introduction d’une comparaison ordinale (approche "com-
parer puis agréger") permet d’élargir les possibilités offertes par la simple utilisation de
la moyenne (approche "agréger puis comparer"). De méme, U'introduction de points de
référence dans une procédure de comparaison doit permettre d’affiner les comparaisons

en vue de 'objectif poursuivi.

4.2.2 Cadre de travail : IUT d’Evry
L’Institut Universitaire de Technologie d’Evry ?

L’Institut Universitaire de Technologie (IUT) d’Evry, composante de 1'Université
d’Evry-Val d’Essonne, dispense en formation initiale et continue, un enseignement des-
tiné a préparer aux fonctions d’encadrement technique et professionnel, trés largement
reconnu dans le monde du travail. Ouvert depuis 1992, 'IUT d’Evry - Brétigny - Athis
Mons, accueille sur 27000 m? prés de 2000 étudiants répartis dans 9 départements, sur 3
sites.

Le département Qualité, Logistique Industrielle et Organisation (QLIO) est un des
neuf départements de 'ITUT. La formation en QLIO est centrée sur des méthodes et
techniques d’analyse, compréhension et ameélioration, en terme de coordination ou syn-
chronisation, de toutes les activités de ’entreprise pour traiter les commandes des clients.
Elle donne aux étudiants des capacités d’organisation et de pilotage des activités de type
achat, approvisionnement, stockage, production... De ce fait elle s’appuie sur des connais-
sances simples de toutes les technologies mais ne cherche pas & développer des savoir-faire

en terme de conception et de calcul d’éléments mécaniques, électriques ou autres. Par

2L’auteur de cette thése est enseignant depuis 2000 & 'TUT d’Evry en tant que PRAG (professeur du
secondaire détaché dans I’enseignement supérieur)



4. Exemples applicatifs en décision multicritére 175

contre I'utilisation d’un grand nombre d’outils informatiques représente un fort pourcen-

tage des capacités acquises par les diplomés QLIO.

Problématique du classement des étudiants

L’évaluation des étudiants a I'IUT s’effectue suivant le mode du contréle continu. Les
notes sont ensuite synthétisées en une moyenne par module. Les modules sont ensuite
regroupés en UE. Il existe trois UE en deuxiéme année de QLIO : UEL, enseignement
général ; UE2, enseignement technique ; UE3, pratique professionnelle. L’étudiant obtient
son diplome s’il satisfait les conditions suivantes :

— avoir plus de 10 en moyenne générale des modules

— avoir plus de 8 en moyenne & chaque UE.

Il n’est pas établi de classement officiel de sortie de I'IUT. Chaque étudiant valide son
diplome ou non. Cependant, de nombreux étudiants souhaitent poursuivre leurs études
(licences professionnelles, master, écoles d’ingénieur...) et remplissent & cet effet des dos-
siers de candidatures. Sur ces dossiers, il est souvent demandé le rang de I’étudiant dans la
promotion ; or il apparait a I’équipe enseignante que la moyenne générale n’est pas I'indi-
cateur pertinent pour classer les étudiants (comme indiqué ci-dessus). En particulier, les
différentes filiéres de poursuites d’études nécessiteraient des équilibres différents entre les
modules, afin de valoriser les modules requis pour les études souhaitées. Nous détaillons
ci-dessous les modules d’enseignements de la deuxiéme année de QLIO, en précisant 'UE
du module dans le programme officiel, et la catégorie du module dans une classification
plus proche de ce qui est demandé par les formations supérieures : enseignement général,

enseignement scientifique, enseignement technique, pratique professionnelle.

4.2.3 Traitement des données

Dans un premier temps, nous supposons que les points de référence sont connus,
et donnés par l'utilisateur (le jury). Nous verrons dans la section suivante le cas ou,
les préférences du jury étant connues, nous tenterons de révéler les points de référence
utilisés.

Afin de tester nos procédures, nous avons écrit un programme sous VBA pour Excel,
permettant une présentation visuelle simple des relations de préférence sur les 26 étudiant
par un tableau. L’avantage présenté par Excel est qu’il est trés simple de rentrer des
données sous forme de tableaux.

Une fois les données des étudiants rentrées, nous pouvons agir sur trois parameétres :

1. les points de référence : vu le faible nombre d’alternatives (26), nous avons choisi
de prendre deux points de référence. Un résultat théorique (voir section 2.1.3) a

montré que, sans perte de généralité, nous pouvions supposer que les points de
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module | intitulé UE | catégorie du module
17 Mathématiques UE1 | scientifique
18 Anglais UEL | général
19 Systemes d’information UEL1 | scientifique
20 Communication UEL | général
21 Gestion de Production UE1 | technique
22 Démarche d’amélioration industrielle UE1 | technique
23 Conduite de projet UE3 | professionnel
24 Projet industriel UE3 | professionnel
25 Modélisation de flux UE2 | scientifique
28 gestion de production assistée par ordinateur | UE2 | technique
30 Informatique UE2 | scientifique
31 Gestion UE2 | général
32 Outils de la qualité UE2 | technique
39 Optimisation des systémes de production UE2 | technique
PT projet tuteuré UE3 | professionnel
SI Stage industriel UE3 | professionnel

TAB. 4.6 — Liste des modules QLIO (ex OGP, programme 1998)

référence se dominent les uns les autres. Nous nous sommes donc limités & étudier

des procédures basées sur des points de référence se dominant.

2. les procédures d’agrégation pour obtenir les /7. Il s’agit ici de déterminer la valeur
de chaque coalition de critére afin d’obtenir une relation de préférence sur ’espace
des coalitions. Trois procédures ont été testées :

— une premiére procédure simple n’admettant que deux niveaux dans la relation de
préférence sur les coalitions : une coalition est "bonne" si elle contient le critére
scientifique, plus au moins un autre. Elle est "mauvaise" sinon.

— une deuxiéme procédure donnant le méme poids & tous les critéres sur lequel
le candidat est acceptable. Une coalition aura donc un score correspondant au
nombre de critéres sur lesquels I’étudiant aura été meilleur que le point de réfé-
rence.

— une troisiéme procédure permettant de moduler 'importance du critére : fort
pour science et technique, faible pour les autres.

3. la procédure d’agrégation finale permettant d’obtenir la relation de préférence -

a partir des 7, : nous avons étudié ici une agrégation basée sur un ordre lexico-
graphique sur les points de référence. Cela nous permet d’obtenir une relation de

préférence finale qui est un préordre.

Le programme réalisé permet de faire varier les trois paramétres pour obtenir la

relation de préférence recherchée.



4. Exemples applicatifs en décision multicritére

177

Etudiant G

S

T

P

12,72
7,15

10,75
12,17
14,49
14,90
9,96

11,17
12,81
12,86
12,9
10,07
10,26
10,52
10,25
10,48
11,53
11,61
10,47
10,28
9,60

10,69
11,91
12,14
12,10
11,57

NH A TOTOZERF w0 nEmIdAaw >

TAB. 4.7 — Notes obtenues par les étudiants

14,51
6,78

11,99
13,65
14,61
9,75

9,99

12,17
11,46
13,68
13,01
9,18

11,74
9,83

9,98

8,50

12,21
10,83
10,21
10,25
10,28
13,67
13,04
13,04
15,91
13,64

14,19
7,25
11,51
13,15
13,37
12,89
11,31
10,09
11,62
11,95
13,72
9,66
11,62
13,02
11,05
10,63
12,28
10,55
10,17
10,25
10,75
11,15
11,72
12,02
14,42
12,64

14,40
6,13
11,52
13,20
14,23
15,74
14,40
14,27
11,24
12,43
15,68
13,48
13,01
11,63
10,95
9,7
12,70
13,99
12,00
11,17
11,26
13,08
13,67
15,39
14,67
12,47
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4.2.4 Classements obtenus a I’aide des points de référence

Nous présentons dans cette section les résultats de I'application des différentes pro-

cédures au corpus d’alternatives.

Reésultats obtenus a ’aide de la moyenne

La méthode classique pour obtenir un classement & partir de plusieurs notes consiste
a prendre comme score pour chacun des étudiants la moyenne des notes, éventuelle-
ment pondérée par un coefficient. L’application de cette procédure au corpus considéré
nous donne les résultats détaillés dans le tableau 4.8. Il est aussi possible de moduler le
classement obtenu par la moyenne en donnant plus de poids au critére scientifique. Par
exemple, en mettant un coefficient 3 pour le critére scientifique, et un pour les autres
critéres nous obtenons le deuxiéme classement du tableau 4.8.

Nous définissons la différence entre deux classements par le rapport entre le nombre
de relations de préférence différentes et le nombre total de relations de préférence (ici

26*26). Nous constatons ici une différence de 5,4 % entre les deux classements.

Résultats de base obtenus a 1’aide de la procédure avec deux points de réfé-

rence

Nous étudions dans cette partie la procédure de classement des étudiants & partir de
deux points de référence. Afin de simplifier notre étude, nous avons décidé que les valeurs
prises par un point de référence seraient les mémes pour chaque critére. Nous avons pris
comme points de référence initiaux les points p; = (12,12,12,12) et po = (14, 14, 14, 14).

Pour obtenir une relation de préférence vis-a-vis d’un point de référence, il est né-
cessaire de choisir une procédure d’agrégation des comparaisons effectuées critére par
critére. Dans un premier temps, nous avons retenu la procédure consistant a affecter le
méme poids & chaque critére, ce qui donne comme régle d’agrégation la régle majori-
taire : I'alternative a est préférée a 'alternative b par rapport au point de référence p si
le nombre de critére o a est meilleure que p est plus important que le nombre de critére
ou b est meilleure que p.

Nous avons choisi comme procédure d’agrégation finale la lexicographie, afin d’obtenir
une relation de préférence transitive.

La relation de préférence obtenue est détaillée en table 4.9. Elle est naturellement
transitive. Elle posséde 10 classes d’indifférence. Elle est relativement discriminante sur
la premiére moitié des alternatives, mais posséde ensuite 2 classes d’indifférence avec 6
alternatives chacune. Elle ne distingue cependant pas entre les trois premiéres alterna-
tives. La relation obtenue n’est pas trés différente de la relation obtenue & partir de la

moyenne (environ 15 % de différence). Cependant, on peut noter que :
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Rang | Etudiant | Moyenne sans coef Rang | Etudiant | Moyenne avec coef
1 Y 14,28 1 Y 14,82
2 E 14,17 2 E 14,32
3 A 13,95 3 A 14,14
4 K 13,83 4 K 13,55
5 F 13,32 5 D 13,25
6 X 13,15 6 X 13,11
7 D 13,04 7 J 13,04
8 J 12,73 8 Z 12,93
9 W 12,59 9 W 12,74

10 Z 12,58 10 A% 12,66
11 Q 12,18 11 Q 12,19
12 \Y% 12,15 12 F 12,13
13 H 11,92 13 H 12,01
14 I 11,78 14 M 11,69
15 R 11,75 15 I 11,68
16 M 11,66 16 C 11,62
17 C 11,44 17 R 11,44
18 G 11,42 18 G 10,94
19 N 11,25 19 N 10,78
20 S 10,71 20 S 10,55
21 L 10,60 21 T 10,41
22 O 10,55 22 U 10,41
23 T 10,49 23 O 10,36
24 U 10,47 24 L 10,12
25 P 9,84 25 P 9,39

26 B 6,83 26 B 6,81

TAB. 4.8 — Classement & partir de la moyenne générale avec et sans coefficient
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rang
1

E Y
X
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TAB. 4.9 — Classement des étudiants - modéle de référence

— les trois premiers étudiants du classement sont indifférents pour la relation de pré-
férence considérées, et de méme les 6 derniers.
— l'étudiant F gagne quelques places grace a sa relative régularité, qui n’est pas

pénalisée par les sciences vu le caractére non compensatoire de la procédure.

Influence du niveau des points de référence

Nous avons fixé les points de référence & des niveaux arbitraires pour notre classement
de référence. Une des interrogations est alors de savoir si la relation de préférence obtenue
varie de maniére importante pour des niveaux différents. C’est ce que nous étudions ci-

dessous.

1. augmentation des niveaux : prenons p;= (12,5; 12)5; 12,5; 12,5) et ps =
(14,5; 14,5;14,5;14,5). La relation obtenue est détaillée en table 4.10. Nous pouvons
constater que les changements sont peu nombreux (14%). La différence principale
porte sur le resserrement du classement, principalement en queue de classement : il
n’y a plus que 7 classes d’indifférence au lieu de 10. Il n’y a pas de grands boulever-
sements, mais simplement quelques petits échanges de place en haut du classement

(K préféré Y au lieu du contraire par exemple).

2. diminution des niveaux : prenons p; = (11,5; 11,5; 11,5; 11,5) et po = (13,5;
13,55 13,5; 13,5). La relation obtenue est détaillée en table 4.11. Nous pouvons
constater que les changements sont 14 aussi peu nombreux (16%). La différence
principale porte sur le resserrement en haut du classement : il y a 5 alternatives
classées indifférentes au troisiéme rang. Par contre en queue de classement, les

alternatives sont mieux différenciées.

3. écartement des niveaux : prenons p; = (11;11;11;11) et po = (15;15; 15; 15).

La relation obtenue est détaillée en table 4.12. Les différences avec le classement
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rang
1 |A E K

2 |F Y

3 | D

4 | X

> |J V. W Z

6 |G H I L M N Q R
7T |B C O P S T U

TAB. 4.10 — Classement des étudiants - p; et ps élevés
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TaB. 4.11 — Classement des étudiants - p; et ps bas

de référence sont plus nombreuses (environ 25%). En particulier, le classement est
beaucoup moins discriminant en téte de classement (11 alternatives en deux classes
d’indifférence), et lalternative F perd de nombreuses places, pour se retrouver en

milieu de classement.

Analyse : de maniére générale, nous constatons que le niveau des points de référence a
bien évidemment une influence sur le classement final. Cependant, ce n’est pas tant le
niveau absolu des points de référence qui agit sur le caractére plus ou moins discrimina-
toire d’un classement, mais bien ’adéquation du niveau de référence aux alternatives que
I'on souhaite discriminer. Par exemple, si I'on considére la téte du classement obtenu,
nous constatons que le point de référence a 14 ou 14,5 permettent de mieux discriminer
les alternatives qu'un point de référence a 13,5 ou 15. Si les points de référence sont trop
en décalage par rapport aux alternatives a comparer (dominant toutes les alternatives,
ou étant dominés par toutes les alternatives), la relation de préférence obtenue est alors
trés pauvre, i.e. contient de grandes classes d’équivalence. Il est donc important, si I’on
souhaite obtenir une relation discriminante, de ne pas fixer les niveaux des points de

référence a priori mais de les adapter au corpus des alternatives & comparer.
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TAB. 4.12 — Classement des étudiants - p; et ps écartés

Influence de la relation d’importance sur les coalitions de critéres

La relation d’importance choisie pour comparer les coalitions de critéres posséde bien
entendue une influence sur le classement final. Comparons par exemple la relation de
référence avec une relation privilégiant le critére ”S”, les matiéres scientifiques, consistant
a garder une relation majoritaire mais avec un coefficient 3 pour le critére ”S”. Cela
n’affecte quasiment pas la relation de préférence (1,7 % de différence), en ne changeant
que le classement de F, qui perd 6 places.

Analyse : la relation d’importance sur les coalitions de critéres est fortement contrainte
quand le nombre de critéres est faible, et que 'on souhaite conserver la propriété de
monotonie par inclusion sur les ensembles de critéres. Elle ne peut donc pas étre un

grand vecteur de changement au sein de la relation de préférence.

Influence de l'ordre d’agrégation final

Avec deux points de référence, il est possible d’obtenir deux ordres lexicographiques
d’agrégation. Que se passe-t-il si on agrége les deux relations de préférence en commengant
par celle relative & po puis celle relative & p; 7 Le résultat est présenté en table 4.13. 11
y a peu de différences (3,8%) avec le classement de référence : les alternatives F,G,H
gagnent quelques places, l'alternative D en perd. L’ordre final d’agrégation n’a bien sir
d’importance que pour les alternatives dont la comparaison différe dans les deux relations
de préférence : ici, les 12 derniéres alternatives ne changent pas de rang, se comparant
de la méme maniére vis-a-vis de p; comme de ps.

Analyse : 'ordre de ’agrégation des relations de préférence vis-a-vis de chaque point
de référence est important pour discriminer les alternatives qui sont difficilement com-
parables directement, en particulier les alternatives trés équilibrées et celles trés dés-
équilibrées. De maniére générale, une agrégation commencant par les points de référence
de haut niveau va favoriser les alternatives ayant au moins une trés bonne note sur un
critére, méme si elles sont déséquilibrées. A contrario, si 'agrégation commence par les

points de référence de bas niveau, les alternatives relativement équilibrées, c’est-a-dire ne
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TAB. 4.13 — Classement des étudiants - ordre lexicographique inverse

possédant pas de mauvaises performances vont étre favorisées. Enfin, commencer par le
point de référence médian permet de séparer facilement le corpus en deux sous-groupes
identifiables comme étant pour l'un celui des "bonnes" alternatives, et ’autre celui des

"mauvaises" qu’il n’y a plus qu’a affiner ensuite.

Trois points de référence

Nous proposons dans cette partie une procédure mettant en jeu 3 points de référence.
Au vu des résultats précédents, nous proposons de prendre les points de référence p; =
(11,11,11,11), po = (12,5;12,5;12,5;12,5) et p3 = (14, 14,14, 14). Nous prenons comme
relation d’importance sur les coalitions de critéres la régle majoritaire simple. Comme
nous souhaitons obtenir & coup sir une relation de préférence transitive, nous prenons
comme régle d’agrégation des relations de préférence une régle lexicographique sur les
points de référence. Nous retenons l'ordre d’agrégation lexicographique po, ps, p1. L’idée
est de commencer par effectuer un premier classement grice & la relation de préférence
par rapport & po, ce qui permet de différencier d’un coté les "bons” et de l'autres les
"moins bons”. Ensuite, nous affinons ce classement dans chacune des deux moitiés grace
aux points de référence p3 (qui ne change pas le classement des "moins bons”) et p; (qui
ne change pas le classement des "bons”).

On obtient une relation trés discriminante (17 classes d’indifférence), décrite en table
4.14.

Analyse : il est évident que plus il y a de points de référence, plus la relation de pré-
férence obtenue sera discriminante. Cependant, la charge supplémentaire (paramétres a
fixer, temps de calcul allongg...) liée au rajout un point de référence ne se justifie par for-
cément s’il ne s’agit au final de ne discriminer que deux alternatives qui étaient jusque la
restée équivalente. En théorie, un point de référence permet d’obtenir 2" classes d’équiva-

lence pour la relation de préférence globale. Mais deux points de référence ne permettent
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TaAB. 4.14 — Classement des étudiants - 3 points de référence

pas d’obtenir 2™ x 2" classes d’équivalence, en ce sens que certaines combinaisons sont
impossibles & obtenir en pratique. Nous avons vu qu’avec deux points de référence, nous
avons obtenu jusqu’a 11 classes d’équivalence, et 17 avec trois points de référence. En
pratique, nous pensons qu’au dela de trois points de référence la précision supplémentaire

obtenue ne justifie pas le surcroit de calculs.

4.2.5 Analyser un classement
Position du probléme

Il a été vu dans la section 1.4.3 que I'introduction de points de référence dans une pro-
cédure d’agrégation multicritére peut permettre de modéliser des relations de préférence
non modélisables par ailleurs, et donc d’accroitre la capacité descriptive des modéles
existants. On peut donc s’interroger sur la capacité du modéle proposé & décrire une
relation de préférence donnée. Dans le cas présent, cela consiste, a partir d’une relation
de préférence sur les étudiants batie par I’équipe enseignante, & trouver des points de
référence et des procédures d’agrégation permettant d’obtenir le classement désiré.

Ce probléme est délicat. En effet, la procédure théorique présentée section 2.1.2
consiste a comparer deux a deux des alternatives ne différant que sur un seul critére,
afin de pouvoir détecter les seuils existants, témoignant de la présence d’un point de
référence. Dans le cas présent, le corpus relativement faible d’alternatives ne permet pas

de tester toutes les combinaisons nécessaires. Il faudrait pouvoir compléter par des tests



4. Exemples applicatifs en décision multicritére 185

rang

1A Y
2| E K
3| x
41D Q Z
5| F

6| H I J
7T|W

8/ C M N R V
9| G
WL S T U
11|B O P

TaB. 4.15 — Classement des étudiants effectués par ’équipe enseignante

présentés au décideur, ce qui n’est pas possible ici. D’autre part, le caractére continu des
critéres étudiés (moyennes de plusieurs notes), fait que la comparaison de deux alterna-
tives permet au mieux de détecter un intervalle dans lequel se situe la valeur prise par un
point de référence sur un critére, mais ne permet pas de donner une unique valeur. Ces
difficultés particuliéres nous poussent & adopter une méthodologie du type essais/erreurs
afin de pouvoir décrire la relation de préférence donnée a 1’aide du formalisme proposé.
Nous devons procéder par tadtonnements, en testant plusieurs points de référence ainsi

que plusieurs procédures d’agrégation.

Résultat

Le classement proposé par ’équipe enseignante est détaillé dans la figure 4.15. Nous
faisons I’hypothése que les enseignants, pour établir ce classement, ont utilisé uniquement
comme critéres les moyennes des étudiants dans chacun des quatre regroupements (Gé-
néral, Scientifique, Technique et Professionnel). La procédure d’agrégation avec points
de référence devra donc n’utiliser que ces critéres.

La procédure pour révéler les points de référence consiste a trouver une paire d’alter-
natives avec une préférence stricte et ne différant que sur un critére. Ainsi, il est certain
qu’il existe alors un niveau de référence entre les deux valeurs prises par les alternatives
considérées sur ce critére. Dans le cas particulier qui nous occupe, il existe un grand
nombre de valeurs différentes sur chaque critére : il n’y a en moyenne qu’une seule paire
d’alternatives ayant la méme valeur sur un critére donné, ou deux & trois paires compte
tenu des valeurs "proches” (avec une différence de lordre de 0,01 ou 0,02). Si I'on tient
compte également du faible nombre d’alternatives disponibles dans le corpus (26), on
constate que la procédure théorique est inopérante. Il faut donc avoir recours au taton-

nement afin de trouver les valeurs des critéres des points de référence. A partir de I’étude
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faite supra, on peut supposer que deux points de référence devrait suffire a obtenir le
classement proposé.

Prenons un exemple : si 'on compare T et O, on constate que deux critéres les
différencient, qui sont S et P. Il faut donc que sur 'un ou l'autre, un point de référence
les sépare. En analysant ainsi les différentes paires, on peut obtenir des indications sur
les valeurs des points de référence.

En procédant par essai/erreur, on obtient ici deux points de référence p; = (12, 5,15, 14, 14)
et po = (11,11,12,11) qui permettent d’obtenir le classement indiqué en 4.15. Cependant,
il s’avére ici que la mise en pratique de la révélation des points de référence s’effectue

plus difficilement que ce que ’algorithme théorique indique.
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4.3 Applications au bien-étre animal

Les résultats obtenus dans cette partie ont été obtenus suite & un travail effectué en
commun avec Raphaélle Botreau de I’Université de Clermont-Ferrand (cf Botreau (2008)
et Botreau et Rolland (2008)). Cette collaboration a pour but d’enrichir le spectre des

méthodes multicritéres a disposition des experts agronomes sur un sujet spécifique.

4.3.1 Le projet européen "Welfare Quality" *

La prise de conscience que les animaux possédent une conscience et sont capables de
souffrance est une idée ancienne, en Occident et plus encore en Orient, dans la littérature
et la représentation mentale populaire : on pense par exemple au conte des "musiciens
de Bréme", des fréres Grimm ou tour & tour chien, chat, dne et coq quittent leurs fermes
a cause des mauvais traitements subis. La traduction de cette idée en pratique dans le
rapport quotidien aux animaux d’élevage est par contre relativement neuve. Longtemps
défini comme 'absence de blessure, le bien-étre animal prend aujourd’hui en compte
toutes les facettes du comportement naturel de 'animal. En particulier, le Farm Animal
Welfare Council du Royaume-Uni définit cinq besoins fondamentaux pour les animaux

d’élevage :
1. Absence de douleur, lésion ou maladie.
2. Absence de stress climatique ou physique.
3. Absence de faim, de soif ou de malnutrition.
4. Absence de peur.
5. Possibilité d’exprimer des comportements normaux, propres a chaque espéce

Pour les animaux élevés pour leur viande ou leurs sous-produits (lait, oeuf), 'attention
porté au bien-étre de 'animal inclut les phases d’élevage, de transport et d’abattage.
En France, les services vétérinaires du ministére de 1’agriculture ont compétence pour
réglementer les pratiques et vérifier 'application des textes. Depuis quelques années, et
en particulier & travers les épizooties telles la vache folle, la peste porcine ou la grippe
aviaire, le consommateur européen a découvert les conditions de 1’élevage industriel,
qui s’était développé depuis trente ou quarante ans a ’abri des regards. Cette prise de
conscience des conditions de vie des animaux d’élevage par le grand public, ainsi que
la pression d’organismes de protection des animaux, ont amené les organismes publics &
mettre en place des outils visant a améliorer le bien-étre animal, qui devient un enjeu
important aujourd’hui au niveau européen. De nombreux cahiers des charges incluent

des éléments de bien-étre animal. Citons par exemple le Freedom Food au Royaume-Uni,

3La présentation de cette partie reprend pour l’essentiel la communication synthétique de Veissier
et al. (2005) présentant le projet européen.
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basé essentiellement sur le respect des 5 libertés des animaux (Farm Animals Welfare
Council (1992)). Or il n’existe actuellement pas de standard en matiére de garantie du
bien-étre des animaux. Plusieurs systémes d’évaluation du bien-étre des animaux ont
été proposeés, par exemple par Bartussek et al. (2000), Bracke et al. (2002), Sundrum et
Rubelowski (2001). Il reposent pour l’essentiel sur une vérification de I’environnement
des animaux (garantie de moyens) et non sur I’état des animaux eux-mémes (garantie de
résultats). Or les interactions entre facteurs de I’environnement sur le bien-étre animal
rendent cet exercice trés périlleux. Il est donc apparu nécessaire de développer des outils
d’appréciation globale du bien-étre des animaux & partir d’observations sur ces animaux.

Le projet Welfare Quality * (voir Veissier et al. (2005)) a pour but de proposer des
outils pour la mise en place de systémes d’information auprés des consommateurs en
matiére de bien-étre animal.

A titre d’exemple, nous ne présentons dans cette partie que le travail effectué sur le
bien-étre des vaches laitiéres sur les exploitations.

D’apreés le projet Welfare Quality, le bien-étre des vaches laitiéres sur une exploitation
agricole peut étre mesuré a travers quatre criteres : I’alimentation, ’hébergement, la santé,
le comportement. Chaque critére posséde un certain nombre de sous-critéres (de 2 a 4),
qui eux-mémes sont construits & partir de différents indicateurs.

— Critére Alimentation : deux sous-critéres : absence de faim prolongée, absence

de soif prolongée

— Critére Hébergement : deux sous-critéres : confort autour du lieu de repos,

facilité de mouvement

— Critére Santé : trois sous-critéres : absence de blessures, absence de maladies,

absence de douleurs dues aux procédures

— Critére Comportement : quatre sous-critéres : expression des comportements

sociaux, expression des autres comportements, bonnes relations humains/animaux,
absence de climat anxiogéne.

Les scores sur les sous-critéres sont tous normalisés entre 0 (trés mauvais score) et 100
(tres bon score). L’agrégation des sous-critéres en un critére de syntheése se fait a partir des
réponses des experts & un jeu de données virtuelles, en utilisant une méthode d’agrégation
qui permet de prendre en compte I'importance relative attribuée aux différents critéres
d’une part, et de donner plus d’importance aux moins bons scores afin d’encourager
les fermiers & améliorer en priorité les points problématiques. La méthode d’agrégation
retenue est alors naturellement I'intégrale de Choquet qui posséde ces deux qualités. Les
parameétres de I'intégrale de Choquet (mesure sur les ensembles de critéres) sont obtenus
par des questions auprés d’experts & partir d’un jeu de données fabriqué pour limiter les

compensations entre les critéres. La fonction mesure retenue au final est celle obtenue &

“titre complet : Integration of animal welfare in the food quality chain : from public concern to
improved welfare and transparent quality
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partir des données lissées en minimisant le carré des écarts aux valeurs données par les

experts.

4.3.2 Agrégation des critéres

L’agrégation des différents critéres en vue d’obtenir un score unique permettant d’af-
fecter les différentes fermes & leurs catégories respectives peut s’effectuer de différentes
maniéres. Toutes nécessitent la présence de "fermes de référence" afin de pourvoir com-
parer les fermes & des spécimens déja étudiés, et ainsi les classer de maniére adéquate.

Passons en revue trois méthodes parmi celles abordées précédemment.

1. Moyenne : afin d’analyser les particularités de nos méthodes, nous allons les com-
parer aux résultats obtenus grace a la méthode de la moyenne. Par cette méthode, il
suffit de faire la moyenne des scores obtenus sur chacun des critéres par une ferme
pour obtenir le score global, qui est ensuite comparé & un seuil particulier pour

classer les fermes dans les catégories prédéfinies.

2. ELECTRE TRI : une méthode "a la ELECTRE TRI" semble tout & fait naturelle
pour affecter des alternatives (fermes) a des catégories prédéfinies. Apres avoir défini
trois fermes de référence, il suffit de choisir une régle de comparaison pour obtenir
une affectation de chaque ferme dans sa catégorie. L’avantage de cette méthode
réside dans sa simplicité de paramétrage et d’utilisation. Cependant, la définition
a priori des classes de fermes peut se révéler peu opportun en I’absence de données
complétes sur le corpus des fermes & classer. On pourrait se retrouver avec des
catégories aux effectifs trés disparates, ce qui n’est pas forcément souhaitable dans

une dynamique de valorisation des bonnes pratiques.

3. Modéle AM PR lexicographique : la méthode développée au chapitre 2.5.5 per-
met, au prix d’'une complexité & peine supérieure a la méthode ELECTRE TRI
(essentiellement pour la révélation des relations d’importance sur les critéres) d’ob-
tenir une relation de préférence compléte sur I’ensemble des fermes, permettant
ainsi de procéder & un classement de maniére plus fine .

Le tableau 4.16 présente le corpus suivant de 29 fermes en Autriche et Allemagne
disponible au 01/06/07, et leurs notations sur les quatre critéres. Nous allons comparer
ces fermes entre elles grace a trois "fermes de référence pt, p? et p3, dont les valeurs sur
chaque critére sont p' = (75,75, 75,75), p* = (50, 50,50, 50) et p3 = (25, 25,25, 25).

Etudions les mécanismes des trois méthodes sur ce corpus.

"a la ELECTRE TRI"

Le principe des méthodes "& la ELECTRE TRI" consiste & comparer chaque ferme

aux fermes de référence en commencant par p', puis p? et enfin p3, et a décider d’affecter
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Ferme Cl C2 C3 (4
Ferme 1 260 68 28 24
Ferme 2 22 68 32 39
Ferme 3 5 43 10 56
Ferme 4 33 48 18 35
Ferme 5 61 29 47 58
Ferme 6 61 22 31 34
Ferme 7 93 51 29 31
Ferme 8 4 68 32 40
Ferme 9 61 32 30 31
Ferme 10 | 84 50 21 41
Ferme 11 | 5 50 25 28
Ferme 12 | 100 52 21 58
Ferme 13 | 61 11 32 63
Ferme 14 | 60 5 43 76
Ferme 15 | 26 52 26 50
Ferme 16 | 61 25 42 59
Ferme 17 | 61 33 41 60
Ferme 18 | 100 42 22 55
Ferme 19 | 60 6 34 &4
Ferme 20 | 100 42 27 67
Ferme 21 | 14 22 21 83
Ferme 22 | 61 5 24 72
Ferme 23 | 49 68 30 58
Ferme 24 | 60 68 28 52
Ferme 25 | 100 49 26 44
Ferme 26 | 2 68 29 44
Ferme 27 | 3 68 26 23
Ferme 28 | 1 73 20 56
Ferme 29 | 61 68 21 58

TAB. 4.16 — Notes obtenues par les fermes
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la ferme & la catégorie 1 si elle est préférée a p', a la catégorie p? si elle est préférée a p?
et non & p', et ainsi de suite. Nous choisissons ici de décider qu’une ferme est meilleure
qu’une ferme de référence si elle est meilleure qu’elle sur au moins 2 critéres (sur quatre).

Formellement, nous obtenons donc la régle de classement suivante :
feC = [fizpitz2et {fizpi '} <2
Prenons comme exemple la ferme 1 = (26, 68,28, 24). Nous obtenons :

ferme p'  {fi > p¥} |{fi > pF}

p! 0 0
p? {2} 1
p? {1,2,3} 3

Comme |{f; > p3}| > 2 et |{f; > p?}| < 2, nous obtenons que la ferme 1 est affectée
a la catégorie 3.

A partir de cette régle, le classement des fermes dans les différentes catégories est le

suivant :
catégorie fermes
ct 0
C? 5,7,10,12,13,14,18,19,20,22,23,24,28,29
C3 1,2,3,4,6,8,9,11,15,16,17,25,26,27
ct 21
Moyenne

Afin d’analyser les particularités de nos méthodes, nous allons les comparer aux ré-

sultats obtenus grace a la méthode de la moyenne :
feCr — FT>mpet f<mip_

avec my = 75, mg = 50, msg = 25. La relation d’ordre obtenue & partir de la moyenne est
détaillée en table 4.17.

L’affectation de chaque ferme dans sa catégorie donne alors le classement suivant :

catégorie fermes
ct 0
Cc? 7,12,18,20,23,24,25,29
Cc3 1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,13,14,15,16,17,19,21,22,26,27,28
ct 0
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Rang ferme moyenne
1 Ferme 20 59
2 Ferme 12 57,75
3 Ferme 18 54,75
4 Ferme 25 54,75
) Ferme 24 52
6 Ferme 29 52
7 Ferme 23 51,25
8 Ferme 07 51
9 Ferme 10 49
10 Ferme 05 48,75
11 Ferme 17 48,75
12 Ferme 16 46,75
13 Ferme 14 46
14 Ferme 19 46
15 Ferme 13 41,75
16 Ferme 22 40,5
17 Ferme 02 40,25
18 Ferme 09 38,5
19 Ferme 15 38,5
20 Ferme 28 37,5
21 Ferme 06 37
22 Ferme 01 36,5
23 Ferme 08 36
24 Ferme 26 35,75
25 Ferme 21 35
26 Ferme 04 33,5
27 Ferme 27 30
28 Ferme 03 28,5
29 Ferme 11 27

TAB. 4.17 — Classement obtenu par la moyenne des critéres
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Avec des points de référence

Nous choisissons ici d’utiliser une méthode multicritére a points de référence prenant
en compte les trois points de référence p', p? et p® afin d’obtenir une relation de préférence
compléte sur I'ensemble des fermes. Il s’agit de comparer les fermes deux a deux par
I'intermeédiaire des trois fermes de référence en comparant, pour chaque couple de ferme,
le nombre de critéres pour lesquels chaque ferme est meilleure que la ferme de référence.
On obtient alors 3 préordres complets correspondant aux 3 fermes de référence, a partir
des scores respectifs de chaque ferme. Il suffit ensuite de classer ces fermes en prenant
en compte leurs scores respectifs par rapport & chaque point de référence. Il existe en
théorie 6 ordres possibles d’agrégation lexicographique : (p', p?, p%), (%, p3,p%), ...

Nous choisissons ici de présenter les résultats obtenus par agrégation lexicographique

de deux maniéres différentes :

1. classement Cq;3 : 'ordre lexicographique d’agrégation sur les points de référence

est p?, puis p! et enfin p3.

2. classement Cy3; : 'ordre lexicographique d’agrégation sur les points de référence

est p?, puis p° et enfin pl.

Pour obtenir facilement la relation de préférence, on peut par exemple choisir de
multiplier le score obtenu par rapport a la ferme de référence p? par 100, celui obtenu
par rapport a la ferme de référence p! (resp p?) par 10 et celui par rapport & la ferme p?
(resp p') par 1 avant d’effectuer la somme des trois scores, ce qui nous donne directement
le score global de chaque ferme : f = f/ <= s(f) > s(f’) avec

Coiz: s(f) =100 x [{f; > p?} + 10 x |{f; > p}}| + [{fi = p}}|
Coar = s(f) =100 x [{fi > p} + 10 x {fi > pi} + [{fi > p} }|

Prenons comme exemple les fermes 1 = (26, 68,28,24) et 5 = (61,29,47,58). Nous

obtenons, pour le classement Co3 :

Ferme 1 ferme 5
ferme p'  {fi > pf} Wfi>pf}l  fermep' {fi >pf}  {fi > pf}
pl 0 0 p 0 0
P? {2} 1 p? {2,4} 2
p? {1,2,3} 3 P’ {1,2,3,4} 4
Score de la ferme 1 : 103 Score de la ferme 5 : 204

Comme le score de la ferme 5 est plus élevé que celui de la ferme 1, cela signifie que
la ferme 5 est préférée a la ferme 1.
L’objectif de la démarche est d’obtenir un classement en 4 catégories. Nous devons

donc maintenant utiliser les informations contenues dans la relation de préférence pour
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TaB. 4.18 — Classement obtenu par la méthode & points de référence :

phique d’agrégation p?, p!, p?

Rang ferme score
1 Ferme 12 313
2 Ferme 24 304
3 Ferme 29 303
4 Ferme 07 214
4 Ferme 20 214
6 Ferme 10 213
6 Ferme 14 213
6 Ferme 18 213
6 Ferme 19 213
10 Ferme 05 204
10 Ferme 15 204
10 Ferme 16 204
10 Ferme 17 204
10 Ferme 23 204
15 Ferme 13 203
16 Ferme 22 202
16 Ferme 28 202
18 Ferme 25 114
19 Ferme 21 111
20 Ferme 09 104
21 Ferme 01 103
21 Ferme 02 103
21 Ferme 06 103
21 Ferme 08 103
21 Ferme 11 103
21 Ferme 26 103
27 Ferme 03 102
27 Ferme 27 102
29 Ferme 04 3

ordre lexicogra-
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TaB. 4.19 — Classement obtenu par la méthode & points de référence

phique d’agrégation p?, p3, p

Rang ferme score
1 Ferme 24 340
2 Ferme 12 331
3 Ferme 29 330
4 Ferme 07 241
4 Ferme 20 241
6 Ferme 05 240
6 Ferme 15 240
6 Ferme 16 240
6 Ferme 17 240
6 Ferme 23 240
11 Ferme 10 231
11 Ferme 14 231
11 Ferme 18 231
11 Ferme 19 231
15 Ferme 13 230
16 Ferme 22 220
16 Ferme 28 220
18 Ferme 25 141
19 Ferme 09 140
20 Ferme 01 130
20 Ferme 02 130
20 Ferme 06 130
20 Ferme 08 130
20 Ferme 11 130
20 Ferme 26 130
26 Ferme 03 120
26 Ferme 27 120
28 Ferme 21 111
29 Ferme 04 30

: ordre lexicogra-
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répartir les fermes en quatre catégories. Il existe alors deux possibilités, selon si I’on sou-
haite que les catégories soient prédéterminées ou si les catégories doivent étre construites
a partir des fermes a notre disposition. Le caractére normatif du projet aurait tendance &
nous pousser vers le choix de catégories prédéfinies du type "étre préférée a telle ferme de
référence". Cependant, une étude de la relation de préférence obtenue permet de mettre
en avant des "plages" d’équivalence plutdt homogénes en s’appuyant sur le graphe des
préférences.

A partir de la relation obtenue en 4.18, nous pouvons distinguer quatre grandes
catégories de fermes : celles classées de 1 & 6, celles classées de 10 a 16, celles classées de
18 & 27 et enfin la ferme 04.

catégorie fermes
ct 7,10,12,18,20,24,29
C? 5,13,15,16,17,22,23,28
c3 1,2,3,6,8,9,11,14,19,21,25,26,27
c4 4

A partir de la relation obtenue en 4.19, nous obtenons un résultat similaire; nous
pouvons distinguer quatre grandes catégories de fermes : celles classées de 1 & 6, celles

classées de 11 a 16, celles classées de 18 & 26 et enfin les fermes 04 et 21.

catégorie fermes
ct 5,7,12,15,16,17,20,23,24,29
C? 10, 13, 14,18,19,22,28
c3 1,2,3,6.8,9,11,25,26,27
ct 4,21

Il est aussi possible, si ’on considére qu’aucune des fermes présentées ne mérite d’étre

dans la catégorie 1, de fusionner les deux premiers groupes dans la catégorie 2.

4.3.3 Analyse des résultats

Nous comparons dans cette partie les résultats obtenus par les trois méthodes : "a la
ELECTRE TRI" (méthode A), a partir de la moyenne (méthode B) et avec des points de
référence pour le classement des fermes (avec deux variantes suivant 1’ordre de I'agrégation
lexicographique : méthodes Ca13 et Ca31). Le récapitulatif des classements est présenté
en table 4.3.3

Différences entre méthodes

De maniére globale, nous pouvons noter que 8 fermes ne sont pas classées dans la

méme catégorie par les méthodes A et B, 14 par les méthodes A et Cai3 (5 seulement
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méthode | "ELECTRE" "MOYENNE" Ptsref1l Ptsref2
A B Co13 Ca31
Ferme 01 3 3 3 3
Ferme 02 3 3 3 3
Ferme 03 3 3 3 3
Ferme 04 3 3 4 4
Ferme 05 2 3 2 1
Ferme 06 3 3 3 3
Ferme 07 2 2 1 1
Ferme 08 3 3 3 3
Ferme 09 3 3 3 3
Ferme 10 2 2 1 2
Ferme 11 3 3 3 3
Ferme 12 2 2 1 1
Ferme 13 2 3 2 2
Ferme 14 2 3 1 2
Ferme 15 3 3 2 1
Ferme 16 3 3 2 1
Ferme 17 3 3 2 1
Ferme 18 2 2 1 2
Ferme 19 2 3 1 2
Ferme 20 2 2 1 1
Ferme 21 4 3 3 4
Ferme 22 2 3 2 2
Ferme 23 2 2 2 1
Ferme 24 2 2 1 1
Ferme 25 3 2 3 3
Ferme 26 3 3 3 3
Ferme 27 3 3 3 3
Ferme 28 2 3 2 2
Ferme 29 2 2 1 1

TaB. 4.20 — Récapitulatif des classements obtenues avec les différentes méthodes
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si on regroupe les catégories 1 et 2), 18 par les méthodes B et Co13 (11 seulement si on
regroupe les catégories 1 et 2), 12 par les méthodes A et Chsy, 17 par les méthodes B
et Cy31 et 9 par les méthodes Ca13 et Ca31. Cela montre que le classement des fermes
peut donc fortement varier en fonction de la méthode utilisée, et donc que le choix de
la méthode utilisée est primordial en fonction du résultat voulu. Détaillons les points de
différences sur quelques exemples caractéristiques.

Tout d’abord, nous pouvons noter qu’en régle générale, les fermes sont mieux classées
par les méthodes Ca13 et Ca31 que par les autres méthodes. Par exemple, seules deux
fermes sont mieux classées par la méthode B que par la méthode C3. Passons maintenant

en revue cinq fermes caractéristiques :

1. ferme 21 : la ferme 21 est classée dans la catégorie 4 par les méthodes A et Cas; et
dans la catégorie 3 par les autres. Cette ferme posséde un profil trés déséquilibré :
son score est de 14 sur le critére 1, 22 pour le critére 2, 21 pour le critére 3 et 83
pour le critére 4, ce qui est presque le meilleur score! La méthode de la moyenne,
totalement compensatoire, permet a cette ferme de dépasser le seuil critique de 25.
Pour la méthode "a la ELECTRE", la ferme 21 n’étant pas meilleure que la ferme
de référence p® = (25,25,25,25) sur un nombre suffisant de critéres, elle ne peut
étre classée dans la catégorie 3 : la méthode est totalement non compensatoire :
le classement de la ferme 21 serait le méme que le score de 21 soit 83 ou 26 sur
le dernier critére. La méthode avec point de référence Co13 apparait alors comme
un compromis entre les deux méthodes précédentes : le fait que les trois premiers
critéres ne sont pas supérieur & 50 (ni méme a 25) assure a la ferme 21 un mauvais
classement par rapport au point de référence p?. Cependant, parmi les fermes situées
en queue de classement en utilisant la relation de préférence a partir de p?, la ferme
21 n’est pas la plus mal lotie car elle dépasse p! sur un critére, ce que ne font pas les
autres fermes. Comme ’ordre lexicographique d’agrégation est p? puis p' et ensuite
p3, cela permet a la ferme 21 d’étre mieux classées que des fermes ayant peut étre
des scores meilleurs sur les trois premiers critéres, mais ne battant p' sur aucun
critére. En d’autres termes, ordre d’agrégation p? puis p' et ensuite p3 favorise les
fermes ayant une trés bonne performance, méme isolée, aux dépends de fermes plus
réguliéres et sans critéres catastrophiques. Avec la méthode Cs31, qui a pour ordre
lexicographique d’agrégation p? puis p3 et enfin p', la ferme 21 est dans la catégorie
4 car elle ne bat le point de référence p? que sur un seul critére : la méthode Cosy

favorise les fermes plutdt équilibrées.

2. ferme 28 : la ferme 28 est 'exemple contraire a la ferme 21. Elle est en effet classée
en catégorie 3 par la méthode B (moyenne) et en catégorie 2 par les autres. En effet,
la valeur tres faible du critére 1 tire la moyenne vers le bas, alors que pour les autres

méthodes, le simple fait qu’elle soit inférieure & 25 suffit.
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3. ferme 15 : la ferme 15 est classée dans la catégorie 1 par Cos1, dans la catégorie 2
par Co13 et dans la catégorie 3 par A et B. Cette ferme posséde un profil particulier :
deux critéres sont juste au dessus de 25, et deux autres sont juste au dessus de 50. La
ferme va donc étre plutdt mieux classées par les méthodes avec seuil (Co1z et Cosy
que par la méthode de la moyenne : en effet, pour les méthodes non compensatoires,
il suffit de dépasser le seuil pour étre considéré comme "bon", ce qui est le cas ici avec
deux critéres pour le point de référence p? et tous les critéres pour p®. Par contre,
pour les méthodes compensatoires la valeur sur chaque critére a une importance
(et non juste sa comparaison aux valeurs de référence) ; c’est pourquoi dans ce cas
14, 1a ferme 15, qui ne dépasse que de trés peu les niveaux de référence, va avoir
une moyenne médiocre. On voit ici la différence fondamentale entre les méthodes
compensatoires et celles qui ne le sont pas. Remarquons également au passage
que la ferme 15 est aussi un bon exemple de 'influence de ’ordre lexicographique
d’agrégation : la ferme 15 étant sur tous ses critéres meilleure que le point de
référence p? et moins bonne que p' va étre mieux classée par la méthode Ch3; que
par la méthode Cyi3. En effet, aux yeux du point de référence p3, la ferme 15 est

"parfaite", alors qu’elle est "catastrophique" du point de vue de p!.

4. ferme 25 : la ferme 25 est 'exemple contraire de la ferme 15 : elle ne bat pas le
point de référence p? sur les critéres 2 et 4, tout en étant trés proche de la limite.
Par ailleurs, sur le critére 1, elle posséde le meilleur score possible. Cette ferme
posséde donc un profil typique lui assurant un bon classement (catégorie 2) par la
méthode compensatoire (la moyenne) et un mauvais (catégorie 3) par les méthodes
non compensatoires (A, Ca13, Co31). On voit ici 'importance de leffet de seuil dans

les méthodes a points de référence.

5. ferme 04 : la ferme 4 est classée dans la quatriéme catégorie par les méthodes
Co13 et Ca31. En effet, cette ferme ne posséde aucun critére meilleur que le point de
référence p? = (50, 50,50, 50), ce qui est unique dans le corpus des fermes. Et donc,
malgré des critéres en moyenne non catastrophiques, cette ferme est classée trés
défavorablement par les deux méthodes pour lesquelles la comparaison & ce point
de référence est trés importante : Co13 et Cozq1. Cela montre 'importance de 'ordre
lexicographique sur les points de référence : par la méthode A ("a la ELECTRE"),
qui compare aussi les fermes & des points de référence, tous les points de référence
sont pris en compte simultanément, et non I'un aprés 'autre. La ferme 4 n’est donc

pas aussi défavorisé qu’avec les méthodes lexicographiques.

De maniére générale, nous avons pu constater que les différences de classement d’une
méthode & l'autre apparaissent sur les fermes soit au profil trés contrasté, c’est a dire
possédant des trés bons critéres en méme temps que des trés mauvais, soit aux valeurs
des critéres proches de celle des points de référence, ce qui améne des effets de seuil.
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Cela met en lumiére les caractéristiques de chaque méthode comme le montre le tableau

suivant
Méthode caractéristiques
A/ "ala ELECTRE" non compensatoire
a effet de seuil
prise en compte égalitaire des différents points de référence
B/ moyenne compensatoire

sans effet de seuil

pas de prise en compte des différents points de référence

C213/ agrégation lexicographique non compensatoire
p?php’ a effet de seuil
importance relative des valeurs élevées (p', p?)

Cs31/ agrégation lexicographique non compensatoire
p*, 0% p' a effet de seuil

importance relative des valeurs faibles (p3, p?)

Chaque méthode va donc favoriser un certain type de ferme au détriment d’autres

types.

— Méthode A : cette méthode favorise les profils de ferme ayant des critéres se
situant juste au dessus des seuils demandés,par rapport & ceux ayant des critéres
se situant juste en dessous.

— Méthode B : cette méthode favorise les profils de ferme ayant des critéres se
situant juste en dessous des seuils demandés,par rapport a ceux ayant des critéres
se situant juste au dessus.

— Méthode (913 : cette méthode favorise les profils déséquilibrés, ayant de trés
bons critéres (c’est a dire des critéres dont la valeur est supérieure a 75), mais aussi
éventuellement de trés mauvais, par rapports aux profils plus équilibrés ,

— Meéthode (531 : cette méthode favorise les profils équilibrés, n’ayant pas de critére
trop bas (c’est a dire des critéres dont la valeur est inférieure a 25) par rapport aux

profils déséquilibrés.

Recommandation

Le but d’une telle application n’est pas de vouloir démontrer a toute force que la
méthode a points de référence est "meilleure" que les autres méthodes existantes., mais
plutot de montrer que, chaque méthode ayant des propriétés propres, le choix de telle
ou telle méthode de classement ne sera pas innocent dans ’obtention d’un résultat. On
retrouve ici la position de "’expert" scientifique, qui n’a pas vocation & prendre la décision
a la place du décideur, mais bien de pouvoir lui présenter toutes les options de la maniére
la plus honnéte possible afin de guider son choix en toute connaissance de cause. Dans la
cas présent, il s’agit de présenter au groupe de travail les différentes méthodes proposées

avec un tableau récapitulant les avantages et inconvénients de chacune afin que le groupe
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puisse décider sereinement de la méthode a choisir en fonction des objectifs qu’il s’est

fixeé.






Conclusion

Nous avons dans cette thése proposé une nouvelle famille de modéles qualitatifs pour
la représentation de préférences, tant en décision multicritére qu’en décision dans l'incer-
tain. L’originalité des modeéles proposeés réside dans I'introduction de points (ou niveaux)
de référence du point de vue desquels on compare les différentes alternatives en présence.
Dans le premier chapitre, nous avons introduit la notion de point de référence et nous
avons vu de quelle maniére elle est présente en psychologie, économie, théorie du choix
social, théorie de la décision multicritére ou décision dans l'incertain. Ensuite, nous avons
montré comment 'introduction de points de référence dans les relations de préférence en
aide a la décision multicritére permet d’obtenir des régles d’agrégation de préférences
originales et variées. En particulier, nous avons présenté un modéle général et ses va-
riantes, dont nous avons donné une caractérisation axiomatique. Le méme travail a été
poursuivi dans le cadre différent de la décision dans I'incertain. La ot, en décision mul-
ticritére, les alternatives sont décrites sur un produit cartésien hétérogene de plusieurs
critéres, les actes a comparer dans 'incertain sont issus d’un produit cartésien homogéne
sur les conséquences possibles en fonction des états. De méme, les points de référence en
multicritéres et les niveaux de référence en décision dans l'incertain, bien que possédant
une signification similaire, présentent des particularités différentes : richesse des profils
des points de référence, pouvant se dominer ou non, ou niveaux de référence plats assi-
milables & un scalaire (une conséquence) dans l'incertain. Nous avons en outre proposé
des extensions des modeéles étudiés dans le domaine du flou (décision multicritére) ou de

la décision dynamique (décision dans 'incertain).

Enfin, dans le quatriéme et dernier chapitre, nous avons présenté deux applications
concrétes de nos modéles en décision multicritére, afin de bien percevoir l'intérét des
mécanismes mis en oeuvre par ces méthodes. Tant en décision multicritére qu’en décision
dans l’incertain, les modéles proposés possédent certaines caractéristiques particuliéres

les différenciant de la grande majorité des modeéles de décision.
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Niveau d’information requis

Les régles de décision proposées ne nécessitent qu’un faible niveau d’information en
regard d’autres modeéles plus complexes. En effet, tous les modéles proposés sont des
modeéles purement qualitatifs : la seule information demandée sur les critéres (resp. les
conséquences) est une relation de préférence sur les valeurs prises par ces critéres : il
n’est pas nécessaire de coder ces valeurs par des nombres. De plus, cette relation de pré-
férence peut ne pas étre compléte : seule la comparaison avec les points de référence des
valeurs prises par une alternatives sur chaque critére est nécessaire. Le niveau d’infor-
mation nécessaire pour rendre compte de 'importance relative des coalitions de critéres
(resp. la vraisemblance relative sur les événements) est également relativement faible :
seule est nécessaire la connaissance d’une relation d’importance (resp de vraisemblance)
sur ces coalitions (resp. événements). Ces modéles purement ordinaux sont donc tota-
lement caractérisés par la donnée d’un corpus de points de référence, d’une relation de
préférence sur chaque critére (ou une relation de préférence sur les conséquences), et une
relation d’importance sur les ensembles de critéres (une relation de vraisemblance sur les

événements).

Potentiel descriptif

Les régles de décision proposées différent des autres modeéles purement ordinaux par
leurs capacités descriptives accrues. En effet, certaines situations ne peuvent étre décrites
a ’aide de modeéles purement ordinaux classiques. C’est le cas en particulier du renverse-
ment de préférence, autrement dit de la violation du principe de la chose stre de Savage
(axiome P2) : quand l'importance relative des coalitions de critére (resp. vraisemblance
des événements) provenant de la comparaison de deux alternatives (resp. deux actes) dif-
fere suivant la valeur de ces critéres (resp. conséquences), les modéles purement ordinaux
de type concordance généralisée ou utilité espérée qualitative sont dans l'incapacité de
rendre compte des préférences. Ces préférences sont représentables a I'aide de modéles a

points de référence.

Potentiel prescriptif

L’introduction de points de référence dans les modéles d’agrégation de préférence
permet d’accroitre le corpus de méthodes proposées & un décideur en lui permettant
de prendre en compte plusieurs points de vue sur un méme probléme multicritére (ou
incertain) : "les hauteurs relatives pergues de deux montagnes peuvent s’inverser suivant
le point de vue". La donnée par le décideur des niveaux de référence importants pour lui
peut permettre de batir une méthode mettant en évidence les différences de point de vue,

et les arbitrages existants entre ces différents points de vue. L’introduction de points de
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référence dans les modeéles d’agrégation de préférence purement ordinaux permet aussi
de produire des préférences transitives grace au déplacement du théoréme d’Arrow (et de
ses extensions lexicographiques (Fishburn) ou oligarchiques (Weymark)) : il n’y a plus de
critére dictateur, mais un point de vue prépondérant(profil, conséquence de référence) a

partir duquel on doit se positionner favorablement.

Perspectives de recherche

Nous avons présenté de nouvelles méthodes liées a 'introduction de points de référence
dans les méthodes ordinales tant en décision multicritére qu’en décision dans l'incertain.
Ces méthodes sont toutes basées sur le principe d’une comparaison en terme de préfé-
rences vis-a-vis des points de référence. Les effets de seuil sont a la base des modéles que
nous avons proposé, qui reposent tous sur le principe que du point de vue d’un point de
référence, on est soit meilleur, soit moins bon, sans prendre en compte I'importance de
la différence. Cependant, il est certain cas ot plus que la préférence, c’est la proximité
avec un niveau de référence qui compte. Les niveaux de référence sont alors vu comme
des "alternatives-types" qu’il ne s’agit pas forcément de dépasser, mais plutét auxquelles
il s’agit de ressembler. Une autre approche pourrait consister & introduire des relations
de similarité vis-a-vis de ces points de référence a la place des relations de préférence.
Il s’agirait alors de regarder si une alternative est "proche" d’un point de référence, et
non plus si elle est "meilleure" qu’un point de référence donné (cf Gilboa et Schmeid-
ler (1995, 2001), Henriet (2000)). Cette "vision complémentaire" (les points de référence
étant alors plutot les centres des classes d’équivalence que leurs bornes) reste a explorer
et caractériser.

Nous avons également présenté ’extension floue des modéles de préférences & points
de référence. Leur utilisation pratique mériterait d’étre étudiée plus profondément.

La mise en pratique des méthodes théoriques présentées dans les chapitres précédents
a été présentée a travers deux exemples. Cependant, le développement d’un outil pratique
d’aide a la décision utilisant les méthodes & points de référence devrait permettre une
plus large utilisation de ces méthodes. En particulier, l'introduction d’un module per-
mettant un dialogue avec le décideur sur les paramétres de la méthode semble nécessaire
pour s’inspirer des méthodes interactives : un protocole de questions/réponses vis-a-vis
d’un décideur devrait permettre de fixer les niveaux de référence reflétant au mieux les
aspirations de ce décideur, tout en lui permettant de les affiner au fur et & mesure de la
production des résultats attendus.

Parallélement, les procédures d’élicitations des points de référence a partir de relations
de préférence données ont été abordées en exemple. Ces procédures n’ont été qu’évoquées,
et mériteraient d’étre étudiées dans le détail. En prenant appui sur les travaux d’élicita-

tion de préférences existants (cf Mousseau (2003)), il nous semble intéressant de produire
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des algorithmes permettant la révélation systématique, dans le cas ou ils existent, de
points de référence dans les régles de décision multicritére. Cependant, les points de ré-
férence ne servant pas ici simplement & délimiter deux catégories, mais intervenant dans
la comparaison de toutes les paires d’alternatives, leur révélation devraient étre moins
aisée que dans la méthode ELECTRE-TRI.

Enfin nous avons, dans le cadre de la décision multicritére, introduit la possibilité de
faire varier la relation de préférence entre deux alternatives suivant le point de vue (point
de référence) considéré. Il serait intéressant, en s’inspirant des régles développées dans
ce cadre, de faire la liaison avec les préférences dépendant des états ("state dépendent
preferences", Karni (1985)) dans le cadre de la décision dans l'incertain.

Nous avons présenté dans ce documents des méthodes originales d’agrégation de préfé-
rence permettant de prendre en compte une diversité de point de vue par I'introduction de
points de référence. Nous espérons avoir contribuer & montrer 'intérét de ces méthodes, et
leurs caractéristiques et fondements mathématiques. Notre souhait est maintenant que
ces méthodes puissent se développer en pratique et ainsi venir enrichir le champs des

meéthodes d’aide & la décision multicritére ou la décision dans l'incertain.



Annexe A

Principales notations

Décision multicritére

Ensembles
N = {1,...,n} ensemble des critéres
X ensemble des alternatives
X; ensembles des valeurs prises par le critére ¢
P ensemble des points de référence
C(xz,y) ={j|z; Z;yj} : ensemble des critéres ou 'alternative x est préférée a 'alternative y
Xt = C(x,p%)
X; _ xk _ xk-1

Po.(N) ={(A1,...A,) € (2V)™ |3z € X tel que (X',...X™) = (Aq1,...,4,)}

Eléments
(xa,yg) =cztelquez, =z;sii€ A et z;=y;sii€ A
(i, y—i) = (x{i}vny{i})

alternative prenant la valeur z; sur le critére i et les valeurs y; sur les autres criteres

D point de référence

Pt point de référence i
Relations

- relation de préférence

- relation de préférence stricte

~ relation d’indifférence

;i  relation de préférence sur les valeurs du critére i
~n relation d'importance sur les parties de N

~ relation d’importance sur les sous-ensembles de (27V)™

=P relation de préférence du point de vue du point de référence p
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Fonctions
u(.) utilite

v(.) capacité

Décision dans ’incertain

Ensembles

espace des états de la nature
espace des conséquences possibles
—X*, espace des actes potentiels

ensemble des niveaux de référence
—{s €5, f(s) Zx r}

oA @

Eléments

A événement (sous-ensemble de §)

f:85—X acte

I acte constant de conséquence x : f(s) =aVs € S

fAg acte défini par : fAg(s) = f(s)sis€ Aet g(s)sis¢g A
Az = fAfz

r niveau de référence

Relations

= relation de préférence sur 'espace des actes
~x relation de préférence sur l'espace des conséquences

= relation de vraisemblance sur I'espace des événements

~

=" relation de préférence vis-a-vis du niveau de référence r

~

~r relation d’importance sur les sous-ensembles de R



Annexe B

Liste des axiomes utilisés

Les axiomes sont présentés par ordre d’apparition.

Décision multicritére

Axiome DI (Discrimination).

VieN, Jr,ye X, (zj,y-5) Zy et non(y T (zj,y-5))
Axiome MC (Comparabilité Minimale).
Va,y,z,€ X,Vj €N, (x5,2-5) T (yj,2-5) ou (yj,2-5) Z (x5,2)
Axiome NIM (Neutralité-Indépendance-Monotonie).
Ve,y,z,w e X, [C(x,y) CC(z,w)et Cly,x) 2 C(w,2)]= (zZy=27w)

Axiome CMp : Comparabilité minimale vis & vis des points de référence

Vje N,Ve e X,VpeP, x; Zjpjoup; TjT;

Axiome ICP : Indépendance conditionnellement aux points de référence
vaj? y7 Z? w E X?

(xXt...,xm™y = {Z'...., 2™}
oy = oty [N

Axiome ECP : Equivalence conditionnellement aux points de référence

Ve,ye X, {X1 ... X" ={YL. . . .Y =z~y
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Axiome Cl,, 11 : m+1 classes d’équivalence

Soit 77 une relation de préférence. On définit n relations binaires £ sur chaque ensemble
Xj par ajE;b; <= Vo € X, (aj,z_;) ~ (bj,z—;). On dit que 2 vérifie 'axiome Cl,;, 41
si et seulement si les relations E; sont des relations d’équivalence et si Vj € 1,..., N, la

relation E; posséde au plus m+1 classes d’équivalences.
Axiome IC,

. VZV}:»[mzy) = Gz w)

Axiome SEP : Séparabilité vis-a-vis des points de référence
VpeP,Vr,y,z,w € X,

XP=2r XP =YP Vp #p
YP=wr z¢F' =W? Vp £p

]:>[x,§y = z 7w

Axiome ICRI : Indépendance conditionnellement aux relations induites

Soit 7 une relation de préférence satisfaisant ’axiome SEP et {77, p € P} les relations
de préférence dérivées de 2, comme décrit en (2.13). Les relations de préférence = et 22,
satisfont ’axiome ICRI si et seulement si Vz,y,2",y' € X :

x Py <= z7Pw

[VpEP, ]:[mijy@ziw]

yrPr — wrPz

Axiome UNA : Unanimité On dit que la relation de préférence - respecte 'unanimité
(UNA) si Vz,y € X,
Vie N, zi Ziyil =22y

Axiome MON : monotonie On dit que la relation de préférence 7~ respecte la mo-
notonie (MON) si V,y, 2z € X,

[zj Zjzjet x 2yl = (z5,2-5) Ty

Axiome SMON : stricte monotonie On dit que la relation de préférence - respecte
la monotonie stricte (SMON) si Vx,y,z € X,

[z = xj et x Tyl = (25,2-5) >y

Axiome MIC : monotonie sur les ensembles de critére On dit que la relation de
préférence - respecte la monotonie par inclusion sur les ensembles de critéres (MIC) si
VA, B,C,D C N, VpeP,

[ACBetCCD =[AR" D= BR" (]
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Axiome MIPR : monotonie sur les ensembles de points de référence On dit
que la relation de préférence 7~ respecte la monotonie par inclusion sur les ensembles de
points de reference (MIPR) si VQ, R, S, T C P,

[QCRetTCS, QUS=RUT=P|=[Q>pS=R>=pT]

Axiome UC : unanimité sur les ensembles de critére On dit que la relation de
préférence 7 respecte I'unanimité sur les ensembles de critéres (UC) si VA, B C N,
Vp € P,

AcB=BR" A

Axiome UPR : unanimité sur les points de référence On dit que la relation de

préférence - respecte 'unanimité sur les points de référence (UPR) si Va,y € X,

VpeP, zZPyl=x2y

~

Axiome SUPR : unanimité stricte sur les points de référence On dit que la
relation de préférence = respecte I'unanimité stricte sur les points de référence (SUPR)
siVe,y € X,

Vpe P, x P

dpeP, x>y
Décision dans l’incertain

Axiomes de Savage

Axiome P1 : > est un pré-ordre complet sur A, i.e., =~ est réflexive, compléte et
transitive.

Axiome WP1 : - est réflexive, quasi-transitive et sa restriction aux actes constants
est un ordre complet.

Axiome P2 (ou STP) : Vf,g,h,h € A,

fAh = gAh <= fAN = gAR
Axiome P3 : VAC S,Vh e A,

rZxy = [AhZ f AR

Axiome WP3 : VA C S,Vh € A,

(z-xy= foAh T fyAh)
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Axiome P4 : VA, BC S\Va,y, 2’y e X :x =x yet 2’ =x v/,
xAy = xBy < 2'Ay = 2'By

Axiome P5 : 3,2,y € X tels que f, > f, (i.e. . >x y).
Axiome SP5 : J,z,y,z,w € X tels que f, > f, = f. > fuw

Autres axiomes

Axiome de séparabilité vis-a-vis des niveaux de référence (SNR)
vf7g7fl7g/ E A? vz?.] e {17"' 7q}7

F=F, G=0G,
Vk£i, Fr=Gr ¢ = (29 <= 2]
Vk # j, F}, = G,

Axiome de dépendance vis-a-vis des niveaux de référence (DNR)

VreR, F.=F!
’ r r = — s
vT€R7GT:G;} fzg = fzZd]

Axiome d’Invariance ordinale vis-a-vis des niveaux de référence (IONR)
V9. f.g €A:

folg = fzd

Vr e R,
g7 f = gz f

}évtg¢$ﬂiﬂ
Axiome MON : Monotonie stricte
La relation de préférence -, vérifiant les axiomes SNR et IONR est dite monotone stricte
siVf,ge A:
VreR,fZ"g

. = f >
EIT*ER,f>Tg} frg

Axiome d’anonymat Soit R = {r1,72,...,7p}. On dit que 7 respecte I’anonymat des

niveaux de référence si et seulement si

Vo permutation sur {1,...,p}, Z"r"P=r"o@) o)
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Résumé. Cette thése porte sur 'étude de modeles d’agrégations de préférences
utilisant des points de références. En théorie de la décision, de nombreux travaux
axiomatiques montrent les difficultés théoriques et pratiques que pose l'agrégation
de relations de préférences partiellement conflictuelles. Les théorémes d’impossibilité
existants expliquent d’une part les difficultés rencontrées par les concepteurs de
méthodes multicritéres reposant sur une modélisation ordinale des préférences mais
aussi la difficulté de concevoir des modéles purement qualitatifs pour la décision dans
I’incertain. Nous proposons ici de comparer les solutions non plus de maniére directe,
mais de maniére indirecte en examinant leurs mérites respectifs du point de vue
de plusieurs points de références. Nous étudions le potentiel descriptif et prescriptif
de ces modéles, les propriétés formelles des régles d’agrégation associées, et nous
proposons des théorémes de représentation caractérisant les préférences représentables
par ces modeéles dans les domaines de la décision multicritére et la décision dans
I'incertain. Enfin, nous montrons leur apport potentiel en aide & la décision & travers

des exemples d’application.

Mots-clés : modélisation des préférences, méthodes ordinales d’agrégation, décision

multicritére, décision dans l'incertain, points de référence.

Abstract The work detailled on this thesis is about the study of preference
aggregation models using reference points. In decision theory, numerous axiomatic
results show the theorical and practical difficulties due to the aggregation of preference
relations which are partially in conflict. Impossibility theorems explain not only the
difficulties to build purely ordinal methods in multicriteria decision aiding, but also
the difficulties to obtain purely qualitative models in decision under uncertainty. We
propose here to compare the alternatives not directly but through their respectives
qualities from the point of view of several reference points. We study the descriptive
and prescriptive potential of these models, the properties of the associated aggregation
rules, and we propose representation theorems in order to caracterize the preference
relations which are representable by such models in melticriteria decision theory or

decision under uncertainy. We finish with a few application exemples.

Keywords : Preference modelling, ordinal aggregation methods, multricriteria decision,

decision under uncertainty, reference points.




