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Résumé

Cette thése s’inscrit dans le cadre de "apprentissage statistique et est consacrée a 1’étude de
la méthode des foréts aléatoires, introduite par Breiman en 2001. Les foréts aléatoires sont une
méthode statistique non paramétrique, qui s’avére étre trés performante dans de nombreuses
applications, aussi bien pour des problémes de régression que de classification supervisée. Elles
présentent également un bon comportement sur des données de trés grande dimension, pour
lesquelles le nombre de variables dépasse largement le nombre d’observations. Dans une pre-
miére partie, nous développons une procédure de sélection de variables, basée sur I'indice d'im-
portance des variables calculée par les foréts aléatoires. Cet indice d’importance permet de
distinguer les variables pertinentes des variables inutiles. La procédure consiste alors & sélec-
tionner automatiquement un sous-ensemble de variables dans un but d’interprétation ou de
prédiction. La deuxiéme partie illustre la capacité de cette procédure de sélection de variables
a étre performante pour des problémes trés différents. La premiére application est un probléme
de classification en trés grande dimension sur des données de neuroimagerie, alors que la se-
conde traite des données génomiques qui constituent un probleme de régression en plus petite
dimension. Une derniére partie, théorique, établit des bornes de risque pour une version sim-
plifiée des foréts aléatoires. Dans un contexte de régression, avec une seule variable explicative,
nous montrons d’une part que les estimateurs associés & un arbre et & une forét atteignent tous
deux la vitesse minimax de convergence, et d’autre part que la forét apporte une amélioration
en réduisant la variance de 'estimateur d’un facteur de trois quarts.

Mots-clefs : apprentissage statistique, foréts aléatoires, sélection de variables, régression non
paramétrique, classification supervisée, statistique en grande dimension.

RANDOM FORESTS: ELEMENTS OF THEORY, VARIABLE SELECTION AND
APPLICATIONS

Abstract

This thesis deals with statistical learning and is dedicated to the random forests method,
which has been proposed by Breiman in 2001. Random forests are a non-parametric statistical
method, which is very powerful in many applications, for regression problems as well as for
supervised classification ones. They also succeed to handle very high dimensional data, where
the number of variables largely exceeds the number of observations. In a first part, we develop
a variable selection procedure, based on the variable importance index computed by random
forests. This importance index allows to highlight relevant variables from useless ones. The
proposed procedure consists to automatically select a variables set for interpretation or predic-
tion purpose. The second part shows the ability of the variable selection procedure to deal with
very different problems. The first application is a classification problem in very high dimension
for neuroimaging data, while the second one covers genomic data which constitute a regression
problem in smaller dimension. A last theoretical part, establishes some risk bounds for a sim-
plified version of random forests. In the context of regression problems with a one-dimensional
predictor space, we prove that both tree and forest estimators achieved the minimax rate of
convergence. In addition we prove that forests improve accuracy by reducing the estimator
variance by a factor of three fourths.

Keywords : statistical learning, random forests, variable selection, non-parametric regression,
supervised classification, high dimension statistics.
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Chapitre 1

Présentation générale

Sommaire
1.1 Contexte . . . . . . . i i i i i i e e 12
1.1.1 Apprentissage statistique . . . . . . . ... ... ... ... 12
1.1.2  Données de grande dimension et sélection de variables 16
1.1.3 Méthodes d’ensemble . . . . . . . ... ... 20
1.2 Les foréts aléatoires de Leo Breiman . . . . .. .. ... ... 24
1.2.1 CART . . . . . 25
1.2.2 Random Forests-RI . . . . .. .. ... ... ... ... .. 27
1.2.3 L’importance des variables au sens des foréts aléatoires . . . . 30
1.3 Revue des versions de foréts aléatoires. . . . . ... ... .. 32
1.3.1 Les foréts aléatoires classiques . . . . . . .. .. ... ... .. 32
1.3.2 Les foréts purement aléatoires . . . . . . .. .. .. ... ... 33
1.3.3  Une forét aléatoire intermédiaire . . . . . . .. .. ... ... 35
1.4 Analyse théorique des foréts aléatoires. . . . ... ... ... 35
1.4.1 Consistance de PRF et prolongements . . . . . .. ... ... 36
1.4.2 Lien avec les estimateurs de plus proches voisins et & noyaux 37
1.4.3 Analyse d'une forét aléatoire intermédiaire . . . . . . . . . .. 39
1.4.4 Analyse du Bagging . . . . ... ... ... . ... ... ... 40
1.45 Remarques générales . . . . . . .. ... 41

INTRODUCTION

Cette présentation générale est composée de quatres parties. Nous
introduisons tout d’abord le cadre statistique de la thése ainsi que la
problématique de sélection de variables pour des données de grande
dimension. Nous présentons également une famille de méthodes sta-
tistiques a laquelle appartiennent les foréts aléatoires : les méthodes
d’ensemble.

11



12 CONTEXTE

Dans une deuxiéme partie, nous décrivons en détail 'algorithme des
foréts aléatoires de Leo Breiman, ainsi que le calcul d’'importance des
variables donné par la méthode.

Nous présentons ensuite les différentes variantes de foréts aléatoires que
I’on rencontre dans la littérature. Nous discutons également des moti-
vations de l'introduction de ces différentes variantes.

Dans la derniére partie, nous regroupons tous les résultats théoriques
sur les foréts aléatoires dont nous avons connaissance. Pour cela, nous
présentons les différentes approches qui existent pour analyser de fagon
théorique cette méthode.

1.1 Contexte

Les foréts aléatoires sont une méthode statistique non-paramétrique aux perfor-
mances exceptionnelles. Elles ont été introduites par Breiman (2001) et sont de plus
en plus utilisées pour traiter de nombreux et divers jeux de données réelles. Les do-
maines d’application sont nombreux, citons par exemple 1’étude des biopuces (c.f. Diaz-
Uriarte and Alvarez de Andrés (2006)), I’écologie (c.f. Prasad et al. (2006)) ou encore
la génomique (c.f. Goldstein et al. (2010)).

Dans cette section, nous introduisons le contexte général dans lequel s’inscrivent les
foréts aléatoires, les problémes pour lesquels elles peuvent étre utilisées, ainsi que la
famille de méthodes dont elles font partie.

1.1.1 Apprentissage statistique

Le cadre mathématique de 'apprentissage statistique est le suivant. Soit £, =
{(X1,Y7),...,(X,,Y,)} un échantillon d’apprentissage, c’est-a-dire une suite de vec-
teurs aléatoires indépendants et identiquement distribués (i.i.d.), de méme loi qu’un
vecteur aléatoire (X,Y). Le vecteur (X,Y) est indépendant de L,, et sa loi est inconnue.
L’entier naturel n désigne le nombre d’observations de 1’échantillon d’apprentissage.

Nous recommandons vivement le livre de Hastie et al. (2009) qui est une excellente
référence pour une introduction a 'apprentissage statistique.

Le but d’'une méthode statistique est d’"apprendre" la loi inconnue de (X,Y), au
travers de 1’échantillon d’apprentissage £, dont on dispose. Notons X et ) les espaces
mesurables dans lesquels vivent respectivement les variables aléatoires X et Y. X est
vue comme la variable d’entrée et Y comme celle de sortie. En particulier, le but de la
méthode est d’apprendre le lien entrée-sortie, ¢’est-a-dire le lien qui existe entre X et Y.
Etant donné une nouvelle entrée z € X (une valeur z fixée qui n’est pas présente dans
I'échantillon d’apprentissage), la méthode statistique doit étre capable de "prédire" la
sortie y € Y correspondante. La prédiction g doit étre la plus proche possible de la vraie
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sortie y, associée & x. Nous parlons alors d’'un probléme de prédiction.

Il existe une autre facon de voir le probléme, c’est le point de vue de I'estimation. Il
s’agit alors d’estimer la fonction (inconnue) qui & X associe Y. Bien entendu, ce probléme
est relié au probléme de prédiction précédent. En effet, si nous disposons d’une "bonne"
estimation du lien entre X et Y, nous pourrons a fortiori "bien" prédire une nouvelle
entrée x. Néanmoins, comme nous le verrons dans le paragraphe ci-dessous concernant la
classification, il est parfois possible de bien prédire alors que l'estimation de la fonction
qui relie X et Y n’est pas trés bonne.

Il existe deux principaux cadres en apprentissage statistique : la régression et la
classification. Ces deux cadres différent par la nature de la sortie Y.

Régression

Le cadre de la régression est celui ou la réponse Y est continue, typiquement lorsque
Y = R. Le modéle statistique s’écrit alors sous la forme suivante :

Y =s(X)+e (1.1)

La fonction s : X — R est la fonction inconnue que nous cherchons a estimer. Elle est
appelée fonction de régression. La variable € est une variable aléatoire réelle. Elle est
appelée variable de bruit : les mesures Y; dont nous disposons dans I’échantillon £,, sont
des observations de s(X;) bruitées par des variables aléatoires ¢;.

Pour des raisons d’identifiabilité, nous supposons que la variable de bruit est centrée
conditionnellement a X : E[¢|X]| = 0. En effet, il existe alors une unique fonction s qui
satisfait s(X) = E[Y|X].

Ce modéle statistique est appelé modéle de régression non-paramétrique. Ce nom
vient du fait, qu’a priori, nous n’imposons aucune contrainte sur la fonction de régression
s, contrairement aux modéles paramétriques, comme par exemple le modéle de régression
linéaire. Dans le modéle linéaire, on cherche une fonction de régression s sous la forme
d’'une combinaison linéaire des coordonnées de X. Ce sont alors les coefficients de cette
combinaison linéaire qui sont appelés les paramétres du modéle et qu’il faut estimer.

Dans le cadre du modéle (1.1), nous introduisons deux mesures de qualité : I'une
pour le probléme de prédiction, 'autre pour le probléme d’estimation.

— Etant donné un prédicteur iz, c’est-a-dire une fonction de X dans R, construite
sur I'échantillon d’apprentissage £,,. Le but de h est de prédire la sortie y associée
a une entrée x. Nous mesurons la qualité de h par son erreur de généralisation,
définie par :
2 2
E[(h(X) -Y)7].

Il existe d’autres mesures de qualité d’un prédicteur, obtenues notamment en mo-
difiant la fonction dans I’espérance ci-dessus. Néanmoins dans cette thése, nous
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nous limitons a cette erreur, qui est souvent appelée erreur de généralisation des
moindres carrés (en référence a la fonction carrée utilisée dans I'espérance).

— Pour le probléme d’estimation, nous disposons d’un estimateur s de la fonction
de régression s, c’est-a-dire une fonction de A dans R, construite sur ’échan-
tillon d’apprentissage L,. Le but de § est d’estimer au mieux la fonction s. Nous
mesurons la qualité de § par son risque, défini par :

E[(5(X) — s(X))"] -

De meéme, il existe d’autres risques dans la littérature. Nous nous limitons au
risque ci-dessus, souvent appelé risque quadratique.

Ces deux mesures de qualité dépendent donc du point de vue (prédiction ou estima-
tion). De plus, comme nous avons supposé que E[¢|X] = 0, ces deux mesures satisfont
la relation suivante : pour un prédicteur h,

E[(A(X) — Y)*] = E[(h(X) — s(X))*] +E[¢] .

Ainsi, en régression, la différence entre prédiction et estimation est essentiellement
une différence de point de vue et de vocabulaire. Comme nous allons maintenant le voir,
ce n’est pas le cas en classification.

Classification

En classification (appelée plus précisément classification supervisée), la réponse Y est
discréte et désigne la classe a laquelle appartient 'entrée X associée. Ici, Y = {1,..., L},
ou L désigne le nombre de classes. Nous codons I'ensemble des classes de facon ordonnée
pour faciliter les notations, mais ’ensemble des classes peut étre non-ordonné (les classes
{bleu,rouge,vert} sont par exemple codées {1,2,3}).

En régression, le but est d’estimer la fonction de régression, qui n’est autre que 1’es-
pérance conditionnelle de Y sachant X. En classification, nous ne pouvons pas écrire le
modéle sous une forme équivalente au modéle (1.1). Mais le but est maintenant d’estimer
les probabilités a posteriori définies, pour un z € X fixé, par :

Vee{l,....,.L} PY =X =ux)

c’est-a-dire les probabilités pour Y d’appartenir & chacune des classes, conditionnelle-
ment a X.

Le fait que nous traitions un échantillon d’observations bruitées se traduit par le fait
que pour un x fixé, il n’y a pas forcément une probabilité a posteriori égale & 1 et les
autres égales a 0. Donc, pour certaines observations, la classe correspondante & x devrait
étre ¢, mais se retrouve altérée en ¢ dans I’échantillon. En régression, le bruit vient du
fait que nous n’observons pas exactement s(X ), mais s(X)+e. En classification, le bruit
provient du fait que certaines classes sont altérées.
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En classification, nous avons également deux mesures de qualité : 'une pour la pré-
diction, "autre pour 'estimation.
— Nous mesurons la qualité d’un prédicteur h par son erreur de généralisation, définie
par :

P(h(X) #Y).

— Le prédicteur qui minimise 'erreur de généralisation est appelé prédicteur de

Bayes. Ce prédicteur prédit pour un x fixé la quantité suivante : argmax P(Y =
ce{l,...,L}

c|X = x). Bien entendu, ce prédicteur n’est calculable que si 'on connait la loi

du couple (X,Y). C’est un estimateur idéal qu’on cherche a approcher. Notons

p(x,c) un estimateur de la probabilité a posteriori P(Y = ¢|X = z). Une facon

d’approcher le prédicteur de Bayes est alors de proposer un prédicteur h qui pré-

dit, pour un x donné, la quantité argmax p(z, c¢). Nous pouvons alors mesurer la
ce{l,...,.L}

capacité du prédicteur i a bien estimer le prédicteur de Bayes, par exemple, par
la quantité suivante :

L

B | 15(X,0) = P(Y = X) ||

c=1

Dans ce cadre, il n’est pas nécessaire de trés bien estimer les probabilités a posteriori
pour bien prédire. En effet, prenons un probléme a deux classes, notées 1 et 2. Si P(Y =
1| X = z) = 0.99, 'estimateur de Bayes prédit alors la classe 1 pour I'observation z.
Mais alors, si p(z, 1) = 0.51, le prédicteur h prédit lui aussi la classe 1 pour I'observation
x, alors que ’estimation de la probabilité a posteriori est assez mauvaise.

Une des particularités des foréts aléatoires est qu’elles peuvent étre utilisées dans
des cadres de régression et de classification, et seules quelques légéres adaptations sont
nécessaires pour passer d’un cadre a ’autre. De plus, elles présentent de trés bonnes
performances en prédiction (c¢’est-a-dire en terme d’erreur de généralisation) dans les
deux cas (c.f. Section 1.2).

L’espace d’entrée

Dans cette thése, nous nous limitons a I’étude de probléme d’apprentissage statis-
tique lorsque l'espace d’entrée X est égal a RP. L’entier naturel p désigne le nombre de
coordonnées de X, et nous appelons ces coordonnées les variables. Par la suite, nous
noterons X’ pour désigner la j-iéme variable.

Le rapport entre le nombre d’observations n et le nombre de variables p est crucial
en statistiques, et peut mener a des problémes trés différents. Nous développons ce point
dans la sous-section qui suit.
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1.1.2 Données de grande dimension et sélection de variables

Classiquement, les problémes statistiques comportaient beaucoup d’observations (n
de Pordre de quelques centaines ou milliers) et peu de variables (p seulement de 'ordre de
la dizaine). Les progrés technologiques ont fait que 'acquisition de données est devenue
de plus en plus facile techniquement et de nos jours des bases de données gigantesques
sont collectées quasi-quotidiennement. Les techniques classiques de statistiques ne suf-
fisent plus pour traiter ces nouvelles données. Le nombre de variables p, peut maintenant
atteindre des dizaines voire des centaines de milliers. Dans le méme temps, pour beau-
coup d’applications, le nombre d’observations n, se trouve réduit a quelques dizaines. Le
domaine typique de telles situations est le domaine biomédical oti I’on peut maintenant
faire énormément de mesures sur un individu donné (mesures d’expression de génes par
exemple), mais le nombre d’individus sur lequel on fait 'expérience est réduit (dans le
cas d’étude d’une maladie, le nombre de porteurs de la maladie qui participent a une
étude est souvent limité).

Dans cette thése, nous dirons que les données considérées sont de grande dimension
quand n << p, ce qui signifie que le nombre de variables est trés grand devant le nombre
d’observations. Nous avons en téte des problémes ot n est de 'ordre de 100 et p de 'ordre
de plusieurs milliers.

Comme nous le verrons au Chapitre 2, un des avantages des foréts aléatoires est
qu’elles sont trés performantes aussi bien pour des problémes classiques (on n >> p)
que pour des problémes de grande dimension (ot n << p).

Dans de nombreux problémes et en particulier dans le cas de données de grande
dimension (n << p), en plus de vouloir un bon prédicteur, les praticiens souhaitent éga-
lement avoir des informations supplémentaires sur les variables du probléme. En effet,
pour mieux comprendre le phénoméne étudié, ils veulent connaitre les variables effec-
tivement utiles pour expliquer le lien entrée-sortie. Ils désirent donc que le statisticien
leur propose une sélection de variables. De plus, dans de nombreuses données de grande
dimension, il est naturel de penser que relativement peu de variables (disons au maxi-
mum de Pordre de n) agissent réellement sur la sortie. En effet, si le nombre de "vraies"
variables dépasse largement n, le probléme devient alors trés mal posé et quasiment
impossible a résoudre.

Relativement peu de méthodes de sélection de variables pour des données de grande
dimension existent. Nous en citons quelques unes dont nous avons connaissance.
Poggi and Tuleau (2006) ont introduit une méthode basée sur le score d’importance
des variables fourni par lalgorithme CART (concernant CART, voir la Section 1.2.1),
tandis que Guyon et al. (2002); Rakotomamonjy (2003); Ben Ishak and Ghattas (2008)
utilisent le score calculé par les Support Vector Machines (SVM : Vapnik (2000)). Diaz-
Uriarte and Alvarez de Andrés (2006) proposent une procédure de sélection de variables
basée sur I'importance des variables des foréts aléatoires.
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Toutes ces méthodes calculent tout d’abord un score pour chacune des variables, puis
procédent & une introduction séquentielle de variables (méthodes "forward’), ou une
élimination séquentielle de variables (méthodes "backward"), voire exécutent des meé-
thodes pas-a-pas (méthodes "stepwise") mélant introduction et élimination de variables.
Fan and Lv (2008) proposent une méthode en deux temps : une premiére étape d’éli-
mination de variables pour atteindre une situation raisonnable ou p est de 'ordre de
n, puis une deuxiéme étape de type forward basée par exemple sur le Least Absolute
Shrinkage and Selection Operator (Lasso : Tibshirani (1996)).

Lé Cao et al. (2007) proposent quant a eux un schéma général pour calculer un score
d’importance pour les variables, puis utilisent ce schéma avec comme méthode de base
CART et SVM. Leur idée est d’apprendre un vecteur de poids sur toutes les variables
(leur méta-algorithme se nomme Optimal Feature Weighting (OFW)) : une variable avec
un poids fort est importante, tandis qu’une variable avec un poids faible est inutile.
Enfin, trés récemment, des méthodes d’amélioration du Lasso, pour la sélection de va-
riables, ont été mises au point. Ces derniéres ont des points communs avec les méthodes
d’ensemble (dont nous discuterons dans la Section 1.1.3). En effet, au lieu de chercher
a faire de la sélection "en un coup" avec un Lasso classique, elles cherchent & construire
plusieurs sous-ensembles de variables et a les mettre ensuite en commun. Dans Bolasso
(pour Bootstrap-enhanced Lasso), introduit par Bach (2008), on génére plusieurs échan-
tillons bootstrap puis on lance sur chacun d’eux la méthode du Lasso. Bolasso est donc
a mettre en paralléle avec la méthode du Bagging (c.f. Section 1.1.3) de Breiman (1996).
Dans Randomized Lasso, Meinshausen and Biithlmann (2010) choisissent de générer plu-
sieurs échantillons par sous-échantillonnage et rajoutent un aléa supplémentaire dans la
construction méme du Lasso. Randomized Lasso est donc lui a rapprocher des foréts
aléatoires Random Forests-RI (c.f. Section 1.2.2) de Breiman (2001).

Dans le Chapitre 2, nous proposons une méthode de sélection de variables, basée sur
I'importance des variables calculée par les foréts aléatoires. Cette indice d’importance
nous fournit un classement des variables, de la plus importante a la moins importante.
Aprés avoir étudié sur des données simulées le comportement de cette indice importance,
nous mettons au point un procédé automatique de sélection de variables. Le terme
"automatique" signifie ici qu’il n’y a aucun a priori & apporter pour faire la sélection.
Par exemple, il n’est pas nécessaire de préciser le nombre de variables que 1’on souhaite
obtenir : la procédure s’adapte aux données pour donner le sous-ensemble de variables
final. De plus, notre méthode procéde en deux étapes : la premiére (assez grossiére)
consiste a seuiller sur I'importance des variables dans le but d’éliminer un grand nombre
de variables inutiles, tandis que la seconde (plus fine) consiste en une introduction de
variables dans des modéles de foréts aléatoires.

Nous insistons, ici, également sur deux objectifs distincts en sélection de variables.
En effet, nous distinguons I'objectif d’interprétation de 'objectif de prédiction.

1. Pour un but d’interprétation, nous cherchons a sélectionner toutes les variables X’
fortement reliées a la variable réponse Y (méme si les variables X7 sont corrélées
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entre elles).

2. Alors que pour un but de prédiction, nous cherchons & sélectionner un petit sous-
ensemble de variables suffisant pour bien prédire la variable réponse.

Typiquement, un sous-ensemble construit pour satisfaire (1) pourra contenir beau-
coup de variables, qui seront potentiellement trés corrélées entre elles. Au contraire, le
sous-ensemble de variables satisfaisant (2) contiendra peu de variables, avec trés peu de
corrélations entre elles.

Notre méthode de sélection de variables tente de satisfaire les deux objectifs précé-
dents.

Le Chapitre 3 illustre I'application de cette procédure de sélection de variables pour
deux problémes issus de données réelles. La premiére application (Section 3.1) consiste
a analyser des données d’ITmagerie & Résonance Magnétique fonctionnelle (IRMf) dans
un cadre de classification en grande dimension (n = 72, p = 10°). La seconde applica-
tion (Section 3.2) traite de données génomiques dans une étude sur la transmission du
paludisme, dans un cadre de régression en dimension plus raisonnable, ot le nombre de
variables et le nombre d’observations sont du méme ordre (n = 110, p = 88). Les sous-
ensembles de variables sélectionnées par notre procédure sont trés satisfaisants dans les
deux cas. Précisons que la méthode est exactement la méme dans les deux situations.
Ceci montre la capacité d’adaptation de la procédure a des problémes trés différents.

Données de neuroimagerie

Détaillons ici le cadre de I'application sur les données d’IRMf de la Section 3.1, qui
est en réalité le probléme de départ qui a motivé la mise au point de la méthode de
sélection de variables proposée. Les données ont été obtenues de la facon suivante. Un
sujet humain est placé dans un IRM, et les images de ’activité cérébrale du sujet, suite a
une stimulation externe, sont enregistrées. Les stimulations sont variées : calcul mental,
présentation d’images, écoute de paroles, etc. Le but de ’étude est alors de déterminer
quelles sont les zones du cerveau qui s’activent le plus pour telle ou telle tache exécutée
par le sujet.

Dans notre cas, la stimulation est la présentation, au sujet dans I'IRM, de quatre
formes différentes d’un méme objet. La Figure 1.1 présente un schéma résumant ’acqui-
sition des données. Les entrées sont les images d’activation cérébrale en trois dimensions
(3D) et les sorties sont les formes de 'objet. Les différentes formes de 1'objet représente
les classes. Les variables sont ici les voxels de I'image (un voxel est comme un pixel,
mais en trois dimensions), parties élémentaires de I'image qui contiennent I'information
codant I’activation cérébrale. Elles sont au nombre de 10°, alors que nous n’avons que
72 observations. Nous cherchons a construire un prédicteur, qui, & une nouvelle image
d’activation cérébrale, prédit la forme de I'objet qui a induit cette image lorsque qu’elle
a été présentée au sujet. Nous cherchons également a sélectionner les variables qui ex-
pliquent la sortie, c’est-a-dire nous cherchons a détecter les zones responsables de la
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FIGURE 1.1 — Acquisition des données d’'TRM lors d'une présentation de formes diffé-
rentes d’un objet.

reconnaissance de formes dans le cerveau humain. Pour illustrer le type d’image d’en-
trée que nous devons traiter, la Figure 1.2 présente une coupe des images d’activation
3D obtenues lors de la présentation de deux formes différentes de l'objet.

FIGURE 1.2 — Deux images d’IRM en réponses a la présentation de deux formes dif-
férentes d’'un objet pour un méme sujet. Les zones jaunes sont peu activées, oranges
moyennement activées et rouges trées activées.

Nous avons ce type d’images pour toutes les coupes du cerveau, et des images encore
différentes pour la présentation des autres formes de I'objet. Ceci illustre la difficulté
des données a traiter.

Comme nous le verrons dans la Section 3.1, notre procédure de sélection de variables
donne des résultats trés intéressants. La force de la méthode est de, sans aucun a priori,
faire ressortir peu de zones ou l'information se concentre. Ceci est d’une grande aide
pour l'interprétation des résultats par les spécialistes. Nous déclarons que I'information
se concentre dans les zones que nous avons sélectionnées, car un prédicteur construit en
utilisant uniquement ces variables atteint des performances remarquables en prédiction.
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Etude de la transmission du paludisme

Les données de la Section 3.2 sont issues d’une étude de la transmission du para-
site responsable du paludisme. Le paludisme représente un probléme de santé majeur,
notamment dans les régions tropicales. Le parasite se transmet d’homme & homme via
des piqires de moustique. Cette étude tente d’expliquer le développement (ou le non-
développement) du parasite a U'intérieur du moustique aprés que le moustique a piqué
un porteur humain. Notre procédure de sélection de variables tente alors de déterminer
quels sont les facteurs qui favorisent, ou au contraire inhibent, la capacité de transmis-
sion du parasite de I’homme vers le moustique.

Grossiérement, nous trouvons que les facteurs les plus influents sont la "concentra-
tion" du parasite dans le porteur humain, ainsi que la "multiplicité d’infection". Le fait
de sélectionner cette multiplicité d’infection est assez nouveau, et est trés intéressant
pour les biologistes. En effet plus la multiplicité d’infection est faible, plus le parasite
s’agrége dans le sans du porteur, et plus la probabilité que le moustique n’ingére pas le
parasite au moment de la piqire est grande (le moustique ne peut alors a fortiori pas
transmettre le parasite).

Avant de décrire en détails la méthode des foréts aléatoires, nous présentons une
famille plus large de méthodes statistiques a laquelle elle appartient : les méthodes
d’ensemble.

1.1.3 Meéthodes d’ensemble

Le principe général des méthodes d’ensemble (voir, par exemple Dietterich (2000))
est de construire une collection de prédicteurs, pour ensuite agréger 1’ensemble de leurs
prédictions. Dans un cadre de régression, agréger les prédictions de g prédicteurs revient
par exemple & en faire la moyenne : chaque prédicteur fournit un y;, et la prédiction

1 q
finale est alors — Z ;- Dans un cadre de classification, I’agrégation revient par exemple

=1
a faire un vote majoritaire parmi les classes fournies par les prédicteurs. Soulignons le fait

que 'étape d’agrégation de ces méthodes est toujours trés simple et n’est pas optimisée,
contrairement aux méthodes dites d’"agrégation de modéles", qui pour une famille de
prédicteurs donnée, cherche la meilleure facon de combiner ces prédicteurs pour obtenir
un bon prédicteur agrégé (voir par exemple les travaux de Lecué (2007)).

Au lieu d’essayer d’optimiser une méthode "en un coup", les méthodes d’ensemble
générent plusieurs régles de prédiction et mettent ensuite en commun leurs différentes
réponses. L’heuristique de ces méthodes est qu’en générant beaucoup de prédicteurs, on
explore grandement I’espace des solutions, et qu’en agrégeant toutes les prédictions, on
récupere un prédicteur qui rend compte de toute cette exploration. Du coup, on s’attend
a ce que le prédicteur final soit meilleur que chacun des prédicteurs individuels : en
quelque sorte, on croit a 'idée que l'union fait la force. En effet, illustrons sur un cas
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simple cette heuristique. Placons-nous dans un cadre de classification & deux classes.
Pour que le classifieur agrégé commette une erreur pour un x donné, il faut qu’au
moins la moitié¢ des classifieurs individuels se soient également trompés pour ce méme
x. Moralement, ceci n’arrive pas trés souvent, car méme si les classifieurs individuels
commettent des erreurs, il est peu probable qu’ils commettent les mémes erreurs pour
les mémes entrées. Ici, surgit I'idée que les prédicteurs individuels doivent étre différents
les uns des autres : la majorité ne doit pas se tromper pour un méme z. Pour que cela
soit possible, il faut également que les prédicteurs individuels soient relativement bons.
Et 1a ot un prédicteur se trompe, les autres doivent prendre le relais en ne se trompant
pas.

L’heuristique expliquant le succés de ces méthodes d’ensemble se résume ainsi :

— Chaque prédicteur individuel doit étre relativement bon.
— Les prédicteurs individuels doivent étre différents les uns des autres.

Le premier point est nécessaire, car agréger des prédicteurs tous mauvais ne pourra
vraisemblablement pas donner un bon prédicteur. Le deuxiéme point est également
naturel, car agréger des prédicteurs tous quasiment pareils donnera encore un prédicteur
semblable et n’améliorera pas les prédictions.

Finalement, pour qu’une méthode d’ensemble soit performante, elle doit réussir a
construire une collection de prédicteurs qui vérifie les deux points ci-dessus.

Nous citons maintenant quelques exemples de méthodes d’ensemble qui sont histori-
quement apparues avant les foréts aléatoires (que nous détaillerons dans la Section 1.2).

Bagging

La méthode du Bagging a été introduite par Breiman (1996). Le mot Bagging est la
contraction des mots Bootstrap et Aggregating. Etant donné un échantillon d’appren-
tissage L£,, et une méthode de prédiction (appelée régle de base), qui construit sur £,
un prédicteur B(, L,). Le principe du Bagging est de tirer indépendamment plusieurs
échantillons bootstrap (ESI, e ,ESQ), d’appliquer la régle de base sur chacun d’eux
pour obtenir une collection de prédicteurs (h(., £2Y), ..., h(., £59)), et enfin d’agréger
ces prédicteurs de base.

L’idée du Bagging, et qu’en appliquant la régle de base sur différents échantillons
bootstrap, on en modifie les prédictions, et donc on construit & terme une collection
de prédicteurs variés. L’étape d’agrégation permet alors d’obtenir un prédicteur perfor-
mant.

Un échantillon bootstrap ESZ est, par exemple, obtenu en tirant aléatoirement n ob-
servations avec remise dans I’échantillon d’apprentissage L,,, chaque observation ayant
une probabilité 1/n d’étre tirée. La variable aléatoire ©; représente alors ce tirage aléa-
toire. Une deuxiéme facon classique d’obtenir un échantillon bootstrap est de tirer aléa-
toirement k observations sans remise dans L, avec k < n.
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Initialement, le Bagging a ét¢ introduit avec comme régle de base, un arbre de déci-
sion (nous détaillons ce cas dans la Section 1.2, car on peut alors voir le Bagging comme
un cas particulier de foréts aléatoires). Cependant, le schéma est trés général et peut-
étre appliqué a d’autres régles de bases : par exemple, la régle du plus proche voisin.
Cette méthode du plus proche voisin "baggé" a été récemment étudiée, dans un cadre
de régression, par Biau and Devroye (2010), puis Biau et al. (2010) (voir également les
références de cet article). Le premier article établit la consistance de la méthode du plus
proche voisin "baggé" (’estimateur obtenu converge vers la vraie fonction de régression
quand n tend vers +00), & condition que le nombre d’observations k dans les échantillons

k
bootstrap (avec ou sans remise) tende vers +o00, mais moins vite que n : — — +oo. Ces
n

conditions de convergence sur k et n sont des conditions que nous retrouverons dans la
Section 1.4. Le deuxiéme article va plus loin et montre que 'estimateur atteint la vitesse
optimale de convergence sous les mémes conditions sur k et n.

Cette étude illustre & merveille les bienfaits des méthodes d’ensemble : partant d’une
régle basique assez pauvre (la régle du plus proche voisin n’est pas consistante), le Bag-
ging la transforme en une régle aux trés bonnes propriétés asymptotiques (consistance
et vitesse optimale de convergence). L’idée, ici, est que la méthode du plus proche voisin,
n’explore pas assez l'espace : elle assigne a un x donné, le y correspondant a ’observation
de L, la plus proche de x. Le fait de lancer la méthode, sur un échantillon bootstrap
permet d’aller prendre en compte les sorties des observations plus éloignées de = (ce
qui arrive lorsque les plus proches voisins de x ne sont pas présents dans 1’échantillon
bootstrap courant). Le plus proche voisin "baggé" met alors un poids sur chacune des
données de L, et le prédicteur agrégé est finalement une moyenne pondérée des Y; de
I’échantillon d’apprentissage. Les résultats théoriques nous assure en fait que la méthode
régle automatiquement et de facon optimale ces poids.

Boosting

Introduit par Freund and Schapire (1996), le Boosting est une des méthodes d’en-
semble les plus performantes & ce jour. Etant donné un échantillon d’apprentissage £,
et une méthode de prédiction (appelée régle de base), qui construit sur £,, un prédicteur
ﬁ(., L,). Le principe du Boosting est de tirer un premier échantillon boostrap £, ot
chaque observation a une probabilité 1/n d’étre tirée, puis d’appliquer la régle de base
pour obtenir un premier prédicteur iL(, L") Ensuite, 'erreur de ﬁ(, L") sur I'échan-
tillon d’apprentissage L£,, est calculée. Un deuxiéme échantillon boostrap E,??, est alors
tiré mais la loi du tirage des observations n’est maintenant plus uniforme. La probabilité
pour une observation d’étre tirée dépend de la prédiction de ﬁ(, £§?1) sur cette obser-
vation. Le principe est d’augmenter la probabilité de tirer une observation mal prédite,
et de diminuer celle de tirer une observation bien prédite. Une fois le nouvel échantillon
ESQ obtenu, on applique a nouveau la régle de base fz(, ESQ). On tire alors un troisiéme
échantillon £S3, qui dépend des prédictions de fa(.,L’S?) sur L, et ainsi de suite. La
collection de prédicteurs obtenus est alors agrégée en faisant une moyenne pondérée.



1.1.3 - Méthodes d’ensemble 23

Le Boosting est donc une méthode séquentielle, chaque échantillon étant tiré en fonc-
tion des performances de la régle de base sur I’échantillon précédent. En cela, le Boosting
différe de fagon importante du Bagging, ot les échantillons sont tirés indépendamment
les uns des autres, et peuvent étre obtenus en paralléle.

L’idée du Boosting est de se concentrer de plus en plus sur les observations mal
prédites par la régle de base, pour essayer d’apprendre au mieux cette partie difficile de
I’échantillon, en vue d’améliorer les performances globales.

Pour dénommer les méthodes de Boosting, Breiman (1998) parle d’algoritmes
Arcing, pour Adaptively Resample and Combine. L’idée est bien qu’au lieu de ré-
échantillonner de facon indépendante comme dans le Bagging, on ré-échantillonne de
facon adaptative dans le Boosting. Contrairement aux autres méthodes d’ensemble, le
Boosting a beaucoup été étudié¢ théoriquement : voir par exemple Bartlett and Traskin
(2007) et les références de cet article.

Randomizing Outputs

Le Bagging et le Boosting construisent une collection de prédicteurs en ré-
échantillonnant £,,. Breiman (2000a) introduit la méthode Randomizing Outputs, qui
est une méthode d’ensemble de nature différente. Le principe est, ici, de construire des
échantillons indépendants dans lesquels on altére les sorties de ’échantillon d’apprentis-
sage. La modification que subissent les sorties est obtenue en rajoutant une variable de
bruit a chaque Y; de £,,. On obtient alors une collection d’échantillons "a sorties ran-
domisées", puis on applique une régle de base sur chacun et on agrége enfin ’ensemble
des prédicteurs obtenus.

L’idée de Randomizing Outputs est, encore, qu’en appliquant une régle de base sur
des échantillons a sorties randomisées, on obtient une collection de prédicteurs différents
les uns des autres.

Random Subspace

Ho (1998) introduit un autre type de méthode d’ensemble. Il n’est ici plus ques-
tion de jouer sur I’échantillon, mais plutot sur ’ensemble des variables considérées. Le
principe de la méthode Random Subspace est de tirer aléatoirement un sous-ensemble
de variables et d’appliquer une régle de base sur £, qui ne prend en compte que les
variables sélectionnées. On génére alors une collection de prédicteurs chacun construit
en utilisant des variables différentes, puis on agrége ces prédicteurs. Les sous-ensembles
de variables sont tirés indépendamment pour chaque prédicteur.

I’idée de cette méthode est de construire plusieurs prédicteurs chacun étant bon
dans un sous-espace de X’ particulier, pour ensuite en déduire un prédicteur sur I'espace
d’entrée tout entier.
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Conclusion

Les quatre méthodes d’ensemble évoqués ont toutes un principe général commun. Il
s’agit de partir d’une régle de prédiction de base, puis de perturber cette régle de base.
On construit alors une collection de prédicteurs issus de différentes perturbations de
la régle de base. Enfin on agrége I'ensemble des prédicteurs obtenus. Les perturbations
peuvent portés sur l’échantillon (ré-échantillonnage, sorties randomisées) ou le sous-
espace d’entrée dans lequel on construit le prédicteur, et les différentes perturbations
sont générées indépendamment les unes des autres, ou non.

Pour chacune de ces méthodes, les auteurs montrent sur des simulations que le pré-
dicteur agrégé final fait systématiquement mieux (en terme d’erreur de généralisation)
que la régle de prédiction de base. Donc, en pratique, il apparait que "perturber puis
agréger" améliore les performances d’une méthode de prédiction donnée.

La remarque précédente ne vaut que si dans la collection construite, les prédicteurs
sont différents les uns des autres. C’est pourquoi ces méthodes sont appliqués sur des
méthodes dites "instables". Une méthode est instable si de petites perturbations de
I’échantillon d’apprentissage peuvent engendrer de grandes modifications du prédicteur
obtenu. Par exemple, les arbres de décision (que nous détaillons dans la Section 1.2.1
ci-aprés) sont instables. Par contre, les méthodes linéaires, qui elles sont stables, ne sont
jamais utilisés dans les méthodes d’ensemble.

Nous détaillons a présent la méthode des foréts aléatoires, qui est le sujet principal
de cette thése.

1.2 Les foréts aléatoires de Leo Breiman

Les foréts aléatoires ont été introduites par Breiman (2001). Cet article fondateur de
la méthode a été le point de départ de cette thése. Voici la définition générale des foréts
aléatoires, donnée dans cet article :

Définition 1. Soit {ﬁ(.,@l), o ,B(.,@q)} une collection de prédicteurs par arbre, ot
(O1,...,0,) est une suite de variables aléatoires i.i.d., indépendante de ’échantillon
d’apprentissage L,. Le prédicteur des foréts aléatoires est obtenu par agrégation de cette
collection de prédicteurs.

Le terme forét aléatoire vient du fait que les prédicteurs individuels sont, ici, expli-
citement des prédicteurs par arbre, et du fait que chaque arbre dépend d’une variable
aléatoire supplémentaire (¢’est-a-dire en plus de £,,). Une forét aléatoire est ’agrégation
d’une collection d’arbres aléatoires.

Nous détaillons les procédures d’arbre de décision dans le paragraphe suivant.

Les foréts aléatoires font bien partie de la famille des méthodes d’ensemble. Remar-
quons d’ailleurs que, parmi les méthodes d’ensemble précédemment cités (lorsque I'on
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choisit comme régle de base un arbre de décision), seul le Boosting ne rentre pas dans la
définition de foréts aléatoires. En effet, les arbres individuels du Boosting ne dépendent
pas d’aléas indépendants les uns des autres. Le Bagging, Randomizing Outputs et Ran-
dom Subspace sont alors des cas particuliers de foréts aléatoires, avec respectivement
pour aléa supplémentaire le tirage de I’échantillon bootstrap, la modification aléatoire
des sorties de L, et le tirage des sous-ensembles de variables. En plus de ces trois mé-
thodes, il existe de nombreux cas particuliers de foréts aléatoires dans la littérature.
Nous listons tous ceux dont nous avons connaissance dans la Section 1.3.

Concernant le vocabulaire des foréts aléatoires, il existe une ambiguité dans la lit-
térature. En effet, Leo Breiman, dans son article de 2001, définit les foréts aléatoires
comme ci-dessus. Les foréts aléatoires sont donc pour lui une famille de méthodes. Or,
dans le méme article, il présente un cas particulier de foréts aléatoires, appelées Random
Forests-RI, qu'il a implémentées (voir Breiman and Cutler (2005)). Par suite, ce sont
ces Random Forests-RI qui ont été quasi-systématiquement utilisées dans de trés nom-
breuses applications réelles. Et pour cause, le programme est accessible a tous, est facile
d’utilisation et la méthode atteint des performances exceptionnelles. Finalement, la dé-
nomination "foréts aléatoires" désigne maintenant trés souvent les Random Forests-RI.
On trouve également le terme de "foréts aléatoires de Leo Breiman" pour désigner les
Random Forests-RI.

Dans la suite de cette section, nous détaillons tout d’abord une méthode d’arbre de
décision (les arbres CART) largement utilisée dans les foréts aléatoires et plus géné-
ralement dans les méthodes d’ensemble. Ensuite nous décrivons en détails les Random
Forests-RI. Nous terminons par définir 'importance des variables, qui est une sortie trés
utile de ’algorithme Random Forests-RI.

1.2.1 CART

L’acronyme CART signifie Classification And Regression Trees. Il désigne une mé-
thode statistique, introduite par Breiman et al. (1984) qui construit des prédicteurs par
arbre aussi bien en régression qu’en classification. Le principe général de CART est de
partitionner récursivement l'espace d’entrée X de fagon dyadique, puis de déterminer
une sous-partition optimale pour la prédiction. Nous renvoyons au Chapitre 2 de la
these de Gey (2002), pour un exposé en frangais, concis et trés clair de la méthode en
régression. Nous n’en rappelons ici que les grandes lignes.

A chaque étape du partitionnement, on découpe une partie de ’espace en deux sous-
parties. On associe alors naturellement un arbre binaire a la partition construite. Les
noeuds de 'arbre sont associés aux éléments de la partition. Par exemple, la racine
de 'arbre est associé a 'espace d’entrée tout entier. Ses deux noeuds fils sont associés
aux deux sous-parties obtenues par la premiére découpe du partitionnement, et ainsi de
suite. La Figure 1.3 illustre la correspondance entre une partition dyadique et un arbre
binaire.
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FIGURE 1.3 — Une partition dyadique du carré unité et son arbre CART associé.

Détaillons maintenant la régle de découpe. Nous nous restreignons a des variables
continues, l'espace d’entrée est alors R”, ol p est le nombre de variables. Partons de
la racine de l'arbre (associée a R” tout entier), qui contient toutes les observations de
I’échantillon d’apprentissage L£,. La premiére étape de CART consiste a découper au
mieux cette racine en deux noeuds fils. Nous appelons coupure un élément de la forme

(X7 <dyu{X?>d},

ott j € {1,...,p} et d € R. Découper suivant {X’ < d} U {X? > d} signifie que toutes
les observations avec une valeur de la j-iéme variable plus petite que d vont dans le
noeud fils de gauche, et toutes celles avec une valeur plus grande que d vont dans le
noeud fils de droite. La méthode sélectionne alors la meilleure découpe, c’est-a-dire le
couple (7,d) qui minimise une certaine fonction de cott :

— En régression, on cherche & minimiser la variance des noeuds fils. La variance d’un
noeud t est définie par Z (Y; —?t)Q ol Y, est la moyenne des Y; des observations
: X; €L
présentes dans le noeud t.
— En classification (ou I'ensemble des classes est {1,...,L}), on cherche & minimi-
ser 'indice de Gini des noeuds fils. L’indice de Gini d’un noeud t est défini par

L
Zﬁf(l —p;), ot pi est la proportion d’observations de classe ¢ dans le noeud ¢.
c=1

En régression, on cherche donc des découpes qui tendent & diminuer la variance des
noeuds obtenus. En classification, on cherche & diminuer l'indice de Gini, et donc a
augmenter ’homogénéité des noeuds obtenus (un noeud étant parfaitement homogéne
s’il ne contient que des observations de la méme classe).
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Une fois la racine de I'arbre découpée, on se restreint a chacun des noeuds fils et
on recherche alors, suivant le méme procédé, la meilleure fagon de les découper en deux
nouveaux noeuds, et ainsi de suite. Les arbres sont ainsi développés, jusqu’a atteindre
une régle d’arrét. Une régle d’arrét classique consiste a ne pas découper des noeuds qui
contiennent moins qu’un certain nombre d’observations. Les noeuds terminaux, qui ne
sont plus découpés, sont appelés les feuilles de 'arbre. A noter, que 1'on ne découpe
pas un noeud pur, c’est-a-dire un noeud ne contenant que des observations dont les
sorties sont les mémes (typiquement en classification). On appelle arbre maximal, arbre
pleinement développé. Dans le méme temps, on associe & chaque noeud ¢ de ’arbre une
valeur (Y, en régression, la classe majoritaire des observations présentes dans le noeud
t en classification). Donc, & un arbre est associée une partition (définie par ses feuilles)
et également des valeurs attachées a chaque élément de cette partition. Le prédicteur
par arbre est alors la fonction constante par morceaux, associée a I’arbre maximal.

La deuxiéme étape de 'algorithme CART, s’appelle ’élagage et consiste a chercher
le meilleur sous-arbre élagué de 'arbre maximal (meilleur au sens de 'erreur de géné-
ralisation). L’idée est que I’arbre maximal posséde une trés grande variance et un biais
faible. A contrario, un arbre constitué uniquement de la racine (qui engendre alors un
prédicteur constant) a une trés petite variance mais un biais élevé. L’élagage est une
procédure de sélection de modeéles (ot les modéles sont les sous-arbres élagués de Parbre
maximal) qui minimise un critére pénalisé, la pénalité étant proportionnelle au nombre
de feuilles de I'arbre. Pour plus de détails et des résultats théoriques sur cette étape,
voir Gey and Nedelec (2005). Comme nous le verrons au paragraphe suivant, les foréts
aléatoires sont la plupart du temps des foréts d’arbres non élagués. Cependant, c’est
grace a 'étape d’agrégation que 'on peut se dispenser d’élaguer les arbres individuels.
Nous insistons sur le fait qu’un arbre CART, s’il est utilisé seul, doit étre élagué.

Il existe plusieurs facons de construire des arbres CART, par exemple en changeant
la famille de coupures autorisées, la fonction de colit ou encore la régle d’arrét. Nous
nous limitons a la fagon, couramment utilisée, présentée ci-dessus dans le cadre de cette
thése et renvoyons & Breiman et al. (1984) pour des compléments. Signalons également
I'existence d’autres méthodes construisant des arbres de décision, comme par exemple
I'algorithme C'4.5 introduit par Quilan (1993). De plus, il existe d’autres méthodes de
partitionnement récursif qui construisent des prédicteurs plus réguliers que les prédic-
teurs par arbres constants par morceaux. Citons, par exemple, I’algorithme MARS intro-
duit par Friedman (1991). Dans le cadre de cette thése, nous nous limitons a l'utilisation
des arbres CART dans les foréts aléatoires.

1.2.2 Random Forests-RI1

Random Forests-RI signifie "foréts aléatoires a variables d’entrée aléatoires" (Ran-
dom Forests with Random Inputs). Le principe des Random Forests-RI est tout d’abord
de générer plusieurs échantillons bootstrap £, ..., £97 (comme dans le Bagging). En-
suite, sur chaque échantillon £2!, une variante de CART est appliquée. Plus précisément,
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un arbre est, ici, construit de la facon suivante. Pour découper un noeud, on tire aléa-
toirement un nombre m de variables, et on cherche la meilleure coupure uniquement
suivant les m variables sélectionnées. De plus, ’arbre construit est complétement dé-
veloppé (arbre maximal) et n’est pas élagué. La collection d’arbres obtenus est enfin
agrégée (moyenne en régression, vote majoritaire en classification) pour donner le pré-
dicteur Random Forests-RI.

Ainsi, les Random Forests-RI peuvent étre vues comme une variante du Bagging,
ou la différence intervient dans la construction des arbres individuels (les étapes de
bootstrap et d’agrégation étant les mémes).

Le tirage, a chaque noeud, des m variables se fait, sans remise, et uniformément parmi
toutes les variables (chaque variable a un probabilité 1/p d’étre choisie). Le nombre m
(m < p) est fixé au début de la construction de la forét et est donc identique pour
tous les arbres. C’est un paramétre trés important de la méthode. Une forét construite
avec m = p revient a faire du Bagging d’arbres CART non élagués, alors qu’une forét
construite avec m = 1 est trés différente du Bagging. En effet, lorsque m = 1, le choix
de la variable, suivant laquelle est découpé un noeud, est complétement aléatoire (les
coupures suivant cette variable ne sont pas mises en compétition avec des coupures
utilisant d’autres variables).

Le tirage des m variables & chaque noeud représente un aléa supplémentaire, par
rapport au Bagging. Pour les Random Forests-RI, il y a donc deux sources d’aléas pour
générer la collection des prédicteurs individuels : 1'aléa di au bootstrap et 1’aléa du
choix des variables pour découper chaque noeud d’un arbre. Ainsi, on perturbe a la fois
I’échantillon sur lequel on lance la régle de base, et a la fois le coeur de la construction de
la régle de base. Ce tirage aléatoire de variables pour découper un noeud avait déja été
utilisé par Amit and Geman (1997) dans des problémes de reconnaissance d’image. Leur
méthode a beaucoup influencé Leo Breiman dans sa mise au point de Random Forests-
RI. Pour leur probléme, le nombre de coupures candidates était tellement gigantesque
qu’ils étaient obligés de réduire le nombre de possibilités, par exemple en effectuant un
choix aléatoire préliminaire a la découpe.

En pratique, les Random Forests-RI améliorent les performances du Bagging (voir la
comparaison des méthodes sur des données de référence dans Breiman (2001)). L’expli-
cation heuristique de ces améliorations est que le fait de rajouter un aléa supplémentaire
pour construire les arbres, rend ces derniers encore plus différents les uns des autres, sans
pour autant dégrader de facon significative leurs performances individuelles. Le prédic-
teur agrégé est alors meilleur. Nous avons vu que la plupart des méthodes d’ensemble
construisent une collection de prédicteurs qui sont des versions perturbées d’une régle de
base. La perturbation introduite doit alors réaliser un compromis entre deux situations :
une trop grande perturbation dégrade les prédicteurs individuels et le prédicteur agrégeé
est alors mauvais, une trop petite perturbation induit des prédicteurs individuels trop
similaires entre eux et le prédicteur agrégé n’apporte alors aucune amélioration. Les
excellents résultats des Random Forests-RI en pratique laissent penser qu’elles (avec
le parameétre m bien choisi) réalisent un bon compromis, en injectant la "bonne dose"
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d’aléa.

Le paquet R randomForest

L’algorithme des Random Forests-RI a été codé par Breiman and Cutler (2005). Il
a ensuite été importé dans le logiciel libre R par Liaw and Wiener (2002), via le paquet
randomForest. Ce paquet est librement utilisable et est utilisé dans le traitement de
trés nombreuses applications réelles. Nous 1’avons exclusivement utilisé pour toutes les
simulations présentes dans cette thése. Il existe deux principaux parameétres dans ce
programme.

— Le paramétre le plus important est le nombre m de variables choisies aléatoirement
a chacun des noeuds des arbres. Il est nommé mtry dans le paquet. Il peut varier
de 1 & p et posséde une valeur par défaut : \/p en classification, p/3 en régression.

— Nous pouvons également jouer sur le nombre d’arbres ¢ de la forét. Ce paramétre
est nommeé ntree et sa valeur par défaut est 500.

Le programme permet également de régler d’autres aspects de la méthode : le nombre
minimum d’observations (nommé nodesize) en dessous duquel on ne découpe pas un
noeud, ou encore la facon d’obtenir les échantillons bootstrap (avec ou sans remise,
ainsi que le nombre d’observations tirées). Nous laissons pour ces éléments les valeurs
par défaut, i.e. un nodesize de 1 en classification et 5 en régression, et les échan-
tillons bootstrap considérés sont tous obtenus en tirant n observations avec remise dans
I’échantillon d’apprentissage L,,.

Dans I’Annexe 2.A, nous étudions le comportement de I'erreur de généralisation des
Random Forests-RI vis-a-vis des deux parametres mtry et ntree. Les simulations sont
effectuées sur des jeux de données de référence, réels et simulés, de petite et de grande
dimension. Cette partie est un bilan des études précédentes sur ce sujet (Breiman (2001),
Diaz-Uriarte and Alvarez de Andrés (2006)) avec I'ajout de graphiques qui permettent
d’illustrer le comportement de l'erreur en fonction de ces paramétres. Nous donnons
également des conseils sur le réglage des ces paramétres.

L’erreur Out-Of-Bag

En plus de construire un prédicteur, I’algorithme des Random Forests-RI calcule une
estimation de son erreur de généralisation : 'erreur Out-Of-Bag (OOB). "Out-Of-Bag"
signifie ici "en dehors du bootstrap". Cette erreur était déja calculée par I'algorithme
du Bagging, d’ou la présence du mot "Bag". Le procédé de calcul de cette erreur est le
suivant.

Fixons une observation (X;,Y;) de I’échantillon d’apprentissage L,. Considérons
maintenant I’ensemble des arbres construits sur les échantillons bootstrap ne contenant
pas cette observation, c’est-a-dire pour lesquels cette observation est "Out-Of-Bag".
Nous agrégeons alors uniquement les prédictions de ces arbres pour fabriquer notre pré-



30 LES FORETS ALEATOIRES DE LEO BREIMAN

diction Y; de Y;. Aprés avoir fait cette opération pour toutes les données de L,,, nous
calculons alors I'erreur commise par nos prédictions : 'erreur quadratique moyenne en
n
. 1 ~ . . .
régression (— E (Y; = Y;)? |, et la proportion d’observations mal classées en classifi-
n
i=1

cation (% Z Ly .y, |- Cette quantité est appelée erreur OOB du prédicteur Random
Forests—RI.Z '

Cette estimation s’impose les mémes contraintes que celles des estimateurs classiques
de lerreur de généralisation (échantillon test, validation croisée), au sens ot les données
prédites sont des données qui n’ont pas été rencontrées au préalable par le prédicteur
utilisé. Un avantage de 'erreur OOB par rapport aux estimateurs classiques est qu’elle ne
nécessite pas de découpage de I’échantillon d’apprentissage. Ce découpage est en quelque
sorte inclus dans la génération des différents échantillons bootstrap. Cependant, il faut
bien noter que pour chaque observation ce n’est pas le méme ensemble d’arbres qui
est agrégé. En conséquence, cette erreur estime 'erreur de généralisation d’une forét,
mais elle n’utilise jamais les prédictions de la forét elle-méme, mais plutot celles de
prédicteurs qui sont des agrégations d’arbres de cette forét. Un inconvénient de 'erreur
OOB est qu’elle est souvent considérée comme étant trop optimiste. Une erreur OOB
corrigée a été introduite par Efron and Tibshirani (1997). Néanmoins, dans cette thése,
nous utilisons uniquement 'erreur OOB pour comparer des prédicteurs entre eux, et
non pour obtenir une estimation précise de leurs erreurs de généralisation.

1.2.3 L’importance des variables au sens des foréts aléatoires

Comme rappelé dans la Section 1.1.2, il est trés utile, en pratique, d’avoir des in-
formations sur les variables des données que I'on étudie. Quelles sont les variables vrai-
ment nécessaires pour expliquer la sortie 7 De quelles variables peut-on se passer ? Ces
informations peuvent étre d’une grande aide pour l'interprétation des données. Elles
peuvent également servir a construire de meilleurs prédicteurs : un prédicteur construit
en utilisant uniquement les variables utiles pourra étre plus performant qu’un prédicteur
construit avec en plus des variables de bruit.

Un aspect qui a fait le succés des arbres CART est qu’ils sont facilement interpré-
tables. En effet, une fois 'arbre CART construit, on se dit naturellement que les variables
qui interviennent effectivement dans les découpes des noeuds de 'arbre (et particulié-
rement les noeuds les plus proches de la racine) sont les variables les plus utiles pour
le probléme considéré. C’est une facon heuristique pratique d’avoir une information sur
I'importance des variables. En réalité, cette premiére intuition donne des résultats biai-
sés et un indice d’importance des variables plus élaboré est fournit par les arbres CART.
Cette indice est définit dans Breiman et al. (1984), et est, par exemple, utilisé par Poggi
and Tuleau (2006) dans une procédure de sélection de variables.

Cette facilité d’interprétation est perdue avec les foréts aléatoires. En effet, une forét
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est l'agrégation de toute une collection d’arbres, donc on perd l'aspect structuré du
prédicteur obtenu. Pour palier & ce manque, un autre indice d’importance des variables,
spécifique aux foréts, est introduit par Breiman (2001). Comme pour Perreur OOB,
le calcul de cet indice d’importance utilise pleinement les échantillons bootstrap. Le
principe en est le suivant.

Fixons j € {1,...,p} et détaillons le calcul de I'indice d’importance de la variable
X7, Considérons un échantillon bootstrap £ et I'échantillon OOB; associé, c’est-a-dire
I’ensemble des observations qui n’apparaissent pas dans L’Sl. Calculons errOOB;y, 'er-
reur commise sur OOB; par I'arbre construit sur ESZ (erreur quadratique moyenne en
régression, proportion de mal classés en classification). Permutons alors aléatoirement
les valeurs de la j-iéme variable dans 1’échantillon OOB;. Ceci donne un échantillon

perturbé, noté 66@]. Calculons enfin err&?]?/, Ierreur sur I’échantillon S(SEJ. Nous
effectuons ces opérations pour tous les échantillons bootstrap. L’importance de la va-
riable X7, VI(X7), est définie par la différence entre 'erreur moyenne d’un arbre sur
I’échantillon OOB perturbé et celle sur ’échantillon OOB :

q .
VI(XY) = 32 (errOOBlj - errOOB,) .
q =1

Ainsi, plus les permutations aléatoires de la j-iéme variable engendrent une forte aug-
mentation de I'erreur, plus la variable est importante. A I'inverse, si les permutations
n’ont quasiment aucun effet sur 'erreur, la variable est considérée comme une variable
trés peu importante.

Précisons que ce calcul de I'importance est exactement celui qui est exécuté dans le
paquet randomForest. La définition qui est donné de 'importance dans Breiman (2001)
est légérement différente. Les échantillons OOB perturbés sont obtenus de la méme
maniére. Par contre, 'importance d’une variable est alors définie par la différence entre
Perreur OOB sur les échantillons OOB perturbés, et I'erreur OOB initiale. Nous pensons
que la raison de ce changement est que dans le calcul de 'erreur OOB, il y a une étape
d’agrégation. L’agrégation a tendance a amoindrir les erreurs des arbres individuels, donc
I'utilisation de 'erreur OOB dans le calcul tend a atténuer les effets des permutations
aléatoires des variables. Or, dans le calcul de 'importance, nous voulons au contraire,
que les effets de ces permutations soient les plus visibles possible. C’est pourquoi ’erreur
OOB est remplacée par I'erreur moyenne sur tous les arbres, dans laquelle aucune étape
d’agrégation n’est effectuée.

Ishwaran (2007) présente une premiére approche pour tenter d’expliquer de fagon
théorique le comportement de I'importance des variables, en étudiant une version sim-
plifiée cette importance. Des études, a l'aide de simulations, ont également été menées
pour illustrer le comportement de I'importance des variables des foréts aléatoires. Citons,
par exemple, les travaux de Strobl et al. (2007, 2008); Archer and Kimes (2008).

Grace a cet indice d’importance, nous récupérons des informations sur les variables,
trés utiles pour interpréter les données que 1’on traite. Nous étudions le comportement
de cet indice d’importance dans le Chapitre 2. Nous utilisons ensuite le classement
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des variables obtenu par le calcul d’importance pour mettre au point une procédure
automatique de sélection de variables.

1.3 Revue des versions de foréts aléatoires

La Définition 1 des foréts aléatoires est trés générale et définit une grande classe de
prédicteurs. On peut trouver de nombreux cas particuliers de foréts aléatoires dans la
littérature. Certains ont été introduits pour faciliter ’étude théorique des foréts aléa-
toires, d’autres pour augmenter la vitesse de calcul ou encore améliorer les performances.
Nous regroupons dans cette section tous ceux dont nous avons connaissance.

Nous distinguons deux grandes familles de foréts aléatoires : les foréts purement aléa-
toires et les foréts aléatoires classiques. Dans les foréts purement aléatoires, la construc-
tion des partitions de espace d’entrée (associées aux arbres individuels) se fait complé-
tement aléatoirement, c’est-a-dire sans prendre en compte les données de 1’échantillon
d’apprentissage L£,, . Nous appelons foréts aléatoires classiques, les versions de foréts qui
utilisent effectivement £,, pour partitionner ’espace d’entrée.

Enfin, nous insistons sur le fait que ’étape d’agrégation des arbres est la méme pour
toutes les versions de foréts aléatoires présentées ici, & savoir la moyenne des prédictions
en régression et le vote majoritaire en classification. De plus, lorsque cela n’est pas
précisé, les arbres individuels sont toujours pleinement développés.

1.3.1 Les foréts aléatoires classiques

Le représentant majeur de cette famille est bien entendu Random Forests-RI, qui est
I’algorithme de référence dans ce domaine.

Les méthodes d’ensemble précédemment évoquées dans la Section 1.1.3 font égale-
ment partie de la famille des foréts aléatoires classiques : Bagging, Randomizing Outputs,
Random Subspace.

Citons également une méthode introduite par Dietterich (1999) et appelée Randomi-
zation. Le principe de Randomization est de calculer, & chaque noeud dun arbre, les 20
meilleures coupures de ce noeud, puis de découper le noeud suivant une coupure choisie
aléatoirement (et de fagon uniforme) parmi ces 20 candidates.

Enfin, Geurts et al. (2006) introduisent la méthode Extra-Trees (pour Extremly
Randomized Trees). Le principe est, ici, de tirer aléatoirement m variables a chaque
noeud, puis de choisir aléatoirement un point de coupure pour chaque variable : pour
une variable continue X7, on tire le seuil d de facon uniforme dans le segment délimité
par la plus petite et la plus grande valeur de X’ des observations présentent dans le
noeud courant. La coupure est alors {X? < d} U {X? > d}. Nous récupérons alors m
coupures, et choisissons la meilleure coupure parmi celles-ci, ¢’est-a-dire celle qui mi-
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nimise la fonction de coit considérée. Le choix des m variables a chaque noeud et le
choix de la meilleure coupure sont les mémes que dans les Random Forests-RI. Cepen-
dant, ici un aléa supplémentaire est introduit au niveau du point de coupure. La ou
les Random Forests-RI optimisent le point de coupure sur L, les Extra-Trees tire ce
point de coupure aléatoirement. Geurts et al. (2006) illustrent dans leur article les trés
bonnes performances des Extra-Trees, qui apportent méme parfois des améliorations par
rapport a la méthode de référence Random Forests-RI.

Nous présentons un résumé du type de randomisation (ou aléa supplémentaire) uti-
lisée pour construire ces foréts aléatoires. Cette présentation est en grande partie basée
sur celle de Liu et al. (2005).

1. Randomisation préalable a la construction de I'arbre :

(a) Reé-échantillonnage : e.g. Bagging, Random Forests-RI

(b) Tirage d’un sous-ensemble de variables (fixe pour tout 'arbre) : e.g. Random
Subspace

(c) Perturbation des sorties : e.g. Randomizing Outputs
2. Randomisation au coeur de la construction de l'arbre :

(a) Tirage d'un sous-ensemble de variables & chaque noeud : e.g. Random Forets-
RI, Extra-Trees

(b) Tirage d’une coupure parmi de bonnes coupures candidates : e.g. Randomi-
zation

(c) Tirage du point de coupure : e.g. Extra-Trees

Bien entendu, il existe pour chaque type d’aléa, plusieurs randomisations possibles :
ré-échantillonnage avec ou sans remise sous-échantillonné ou non, tirage uniforme ou
suivant une autre loi des sous-ensembles de variables, etc. Il est également possible
de combiner plusieurs randomisations dans une méme méthode, comme c’est déja le
cas dans Random Forets-RI ou Extra-Trees. Néanmoins, plusieurs associations de ces
randomisations ont déja été testées par les auteurs des méthodes citées ici. Finalement,
seules les méthodes présentant les meilleurs résultats ont été retenus. Par exemple,
Geurts et al. (2006) ont essayé de coupler le Bagging et Extra-Trees, mais ont montré
qu’en pratique cela n’apporte pas d’amélioration.

1.3.2 Les foréts purement aléatoires

Les foréts purement aléatoires n’utilisent pas ’échantillon d’apprentissage pour parti-
tionner I'espace d’entrée, ou de facon équivalente, pour développer les arbres individuels.
Elles générent donc une partition de X complétement aléatoire, i.e. indépendamment de
L,, puis elles se servent de L£,, pour assigner une valeur & chaque élément de la partition
finale, c’est-a-dire a chaque feuille de I’arbre.
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La premiére forét purement aléatoire a été introduite par Breiman (2000b) en vue
d’une analyse théorique. Il introduit la méthode PRF (Purely Random Forests) qui
construit un ensemble d’arbres de la facon suivante. On choisit tout d’abord aléatoire-
ment une feuille de ’arbre. On tire, ensuite, aléatoirement une variable de coupure X7,
Enfin, on tire aléatoirement et de facon uniforme un point de coupure. Cette opération
est répétée k fois pour obtenir un arbre. k est un paramétre important qui régit la
profondeur de 'arbre. Nous renvoyons a la Section 1.4.1 pour des résultats théoriques
concernant PRF.

Une autre version, proche de PRF, est apparue au méme moment dans Cutler and
Zhao (2001) avec l'algorithme PERT (Perfect Random Tree Ensemble). La régle pour
découper un noeud est la suivante. Tout d’abord on tire aléatoirement une variable de
coupure X7. On tire ensuite aléatoirement un point de coupure (comme dans Extra-
Trees) : de fagon uniforme dans le segment délimité par la plus petite et la plus grande
valeur de X7 des observations présentent dans le noeud. PERT est alors équivalent a
une forét Extra-Trees lorsque le nombre m de variables tirées a chaque noeud est égal a
1. Geurts et al. (2006) nomme ce cas extréme les Totally Radomized Trees Ensembles.

Remarquons que PERT utilise ’échantillon d’apprentissage £, lors du tirage du
point de coupure (entre la plus petite et la plus grande valeur de la variable considérée).
Néanmoins, ceci est une condition pratique pour ne pas faire apparaitre de feuille vide
(i.e. ne contenant aucune donnée de L£,,) et la dépendance avec 1’échantillon d’appren-
tissage n’est que trés faible. Ce qui importe en réalité, c’est de ne pas utiliser les sorties
Yi,...,Y, dans la construction de ’arbre. PERT a été introduit initialement dans un
cadre de classification, mais il se généralise naturellement en régression. La principale
différence avec PRF est que dans PERT tous les noeuds de ’arbre sont découpés jusqu’au
bout, alors que PRF choisit k fois une feuille de I'arbre a découper. Les performances
de PERT sont de fagon surprenante assez bonnes (c.f. Cutler and Zhao (2001)). PERT
n’est pas meilleur que Random Forests-RI, mais il reste comparable. Il faut par ailleurs
noter que la complexité algorithmique est beaucoup moins grande pour PERT que pour
Random Forests-RI. Effectivement, dans PERT rien n’est optimisé : pour construire
un arbre nous tirons juste des variables aléatoires et nous ne comparons jamais deux
coupures entre elles.

Citons également les travaux de Fan et al. (2003) et Fan et al. (2006) qui ont mené
des études de comparaison par simulation de foréts purement aléatoires avec des foréts
aléatoires classiques. Leur message est que les foréts purement aléatoires sont une bonne
alternative, car elles sont trés rapides a exécuter tout en présentant des performances
comparables.

Dans le Chapitre 4, nous introduisons une autre version de foréts purement aléatoires.
Elle se restreint au cas ou X = [0,1] (donc p = 1) et nous analysons les propriétés
théoriques des estimateurs obtenus dans un cadre de régression. Nous appelons cette
variante PURF (Purely Uniformly Random Forests). Le principe de la construction
d’un arbre est le suivant. Tout d’abord, on tire aléatoirement k variables de loi uniforme
sur [0, 1]. Ceci nous donne directement la partition de I'espace X'. On assigne ensuite
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a chaque intervalle de notre partition une valeur grace a L£,. La structure d’arbre est
alors perdue, car nous n’obtenons pas la partition de I’espace d’entrée de facon récursive.
Nous gardons néanmoins le vocabulaire des arbres et forét pour désigner les prédicteurs
individuels et le prédicteur agrégé.

Dans cette famille de foréts aléatoires, nous pourrions encore penser a d’autres facons
d’obtenir des partitions aléatoires, par exemple en changeant la loi des tirages de la
variable de coupure, du point de coupure ou encore de la feuille & découpée. Cependant,
la loi uniforme est ici naturelle, car vu que nous construisons les arbres sans prendre en
compte ’échantillon d’apprentissage, nous n’avons a priori pas de raison de privilégier
une variable ou un point de coupure en particulier.

Le principal intérét de ce type de forét est que le fait de tirer la partition de X in-
dépendamment des données d’apprentissage facilite grandement 1’analyse théorique des
estimateurs obtenus. Comme nous le verrons dans la Section 1.4, cette indépendance
entre partition de I'espace d’entrée et £, parait indispensable pour étudier théorique-
ment les foréts aléatoires.

1.3.3 Une forét aléatoire intermédiaire

Nous cloturons cette section, en présentant une version de forét aléatoire intermé-
diaire entre les foréts aléatoires classiques et les foréts purement aléatoires. Cette version
a été introduite par Breiman (2004) et a été trés récemment analysée par Biau (2010)
(voir Section 1.4.3). Nous la qualifions d’intermédiaire, car elle préserve la propriété
d’indépendance entre les coupures des noeuds et £,, des foréts purement aléatoires. Ce-
pendant, elle utilise un échantillon test pour déterminer ces coupures, ce qui la rapproche
des foréts aléatoires classiques, car elle se sert bien de données pour choisir les coupures.

Notons 7, un échantillon test de méme taille que I’échantillon d’apprentissage L,
i.e. une variable aléatoire indépendante et de méme loi que £,,. Le principe d’obtention
d’un arbre de cette version intermédiaire est le suivant. Pour découper un noeud, on tire
tout d’abord aléatoirement m variables. Pour chaque variable X7 , le point de coupure
est alors fixé a la moitié du segment correspondant aux valeurs possibles de X7 (on
découpe une partie de X au milieu de la longueur de sa j-iéme composante). On choisit
alors parmi les m coupures candidates, la coupure qui minimise la fonction de coit
considérée, mais calculée maintenant sur I’échantillon 7,,.

1.4 Analyse théorique des foréts aléatoires

Dans cette section, nous recensons tous les résultats théoriques existants (& notre
connaissance) sur les foréts aléatoires. Nous précisons, pour chaque étude, quelle variante
de foréts est considérée.

Introduisons, tout d’abord, un peu de vocabulaire qui interviendra dans cette sec-
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tion. Nous discuterons, en effet, beaucoup du biais et de la variance des estimateurs
associés aux foréts aléatoires considérées. Plagons-nous dans un cadre de régression et
notons s la fonction de régression inconnue. Les notions de biais et variance différent
parmi les différentes études. Cependant, elles traduisent toujours la méme idée : le biais
est I’écart entre une approximation "idéale" et la fonction s; la variance est la variation
de l'estimateur autour de l'approximation idéale lorsqu’on change l’échantillon d’ap-
prentissage. Pour le biais on parle souvent d’erreur d’approximation et pour la variance
d’erreur d’estimation. L’approximation idéale ne dépend pas de ’échantillon £,,. Elle est
souvent définie comme la meilleur approximation que ’on pourrait construire suivant
une certaine méthode si 'on connaissait la loi du couple (X,Y"). Par exemple, un arbre
idéal est un arbre pour lequel, au lieu d’assigner & un noeud la moyenne des Y; des
observations de ce noeud, nous assignons l’espérance conditionnelle de Y sachant que
X appartient a la région de X définie par le noeud.

Précisons également ce que signifie le terme "forét infinie" que certains auteurs uti-
lisent. Reprenons les notations de la Définition 1 : une forét aléatoire est 'agrégation
d’une collection {fl(, ©1),... ,iz(., ©,)} de ¢ prédicteurs par arbre. En régression, par
exemple, ’étape d’agrégation revient a faire la moyenne des arbres individuels. Faisons
maintenant tendre ¢ vers l'infini, nous obtenons une "forét infinie", qui n’est autre que
E[h(.,0)] par la loi des grands nombres (rappelons que (04, ...,0,) est une suite de
variables i.i.d.). Cette derniére espérance porte uniquement sur la loi de ©. Certains
des résultats suivants sont établis pour une "forét infinie" d’autre pour une forét de g
arbres. Cependant, la plupart des résultats s’avérent vérifiés pour les deux notions de
foréts. Enfin les différences qui existent en considérant une forét finie ou infinie ne sont
pas des différences cruciales dans I’étude théorique des foréts aléatoires.

1.4.1 Consistance de PRF et prolongements

Des résultats de consistance ont été établis par Biau et al. (2008). Ils concernent
la méthode PRF dans un cadre de classification, la premiére forét purement aléatoire
évoquée en Section 1.3.2. Rappelons que k désigne le nombre de découpes effectuées
(complétement aléatoirement) et n le nombre d’observations de 1’échantillon d’appren-
tissage. Le résultat est le suivant :

k
Theorem 1. Si k —+> 400 et — —+> 0, alors le classifieur donné par PRF est
n—-+oo n n—-+oo

consistant.

Ceci signifie que le classifieur PRF converge (lorsque n — 400) en probabilité vers
le classifieur de Bayes. Ce résultat est trés général et les conditions sur k£ et n sont
importantes. Nous les retrouverons réguliérement dans cette section. Concernant ces

conditions, 'idée est qu’il faut beaucoup découper les arbres (k —+> +00) pour
n—-+0oo

réduire le biais, mais il faut également qu’il reste assez d’observations dans les feuilles

k .
des arbres (— ——— 0 ) pour controler la variance.
n n—4too
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Pour montrer ce résultat, Biau et al. (2008) montre en réalité qu’un arbre purement
aléatoire est consistant. Ils utilisent ensuite une propriété qui établit que la consistance
se transmet d’un arbre aléatoire & une forét aléatoire. Donc, du point de vue de la
consistance, les deux estimateurs arbre et forét sont performants. Mais ils sont également
indiscernables : on ne voit pas d’amélioration apportée par la forét comparé a I'arbre.

Le Chapitre 4 se situe dans le prolongement naturel de ces résultats de consistance.
En effet, nous étudions les vitesses de convergence des estimateurs associés a un arbre
et a une forét. Cependant cette étude n’est pas faite pour PRF, mais pour une autre
variante de forét purement aléatoire, appelée PURF (décrite en Section 1.3.2). De plus,
nous étudions cette variante, dans un cadre de régression, avec une seule variable d’entrée
(X = [0,1]). Le cadre est simplifi¢ en vue de donner une analyse fine du risque des
estimateurs. Nous prouvons alors que les estimateurs arbre et forét atteignent tous deux
la vitesse minimax de convergence sur la classe des fonctions Lipschitziennes. De plus,
nous montrons que la variance de la forét est majorée par la variance de 'arbre multipliée
par 3/4. Ceci illustre donc une amélioration apportée par la forét. La forét conserve donc
la vitesse de convergence atteinte par un arbre, et de plus a un effet de réduction de
variance.

Signalons enfin que dans nos majorations du risque, apparaissent un terme de va-
riance en k/n et un terme de biais en 1/k* On retrouve donc bien des résultats de

consistance en supposant que k —— +00 et — —— 0 (en régression, la consistance
n—-+oo n n—+oo

signifie que le risque de I'estimateur tend vers 0).

1.4.2 Lien avec les estimateurs de plus proches voisins et &
noyaux

Lien avec les estimateurs de plus proches voisins

Lin and Jeon (2006) établissent un lien entre les foréts aléatoires et les estimateurs
des plus proches voisins. La notion de voisin est alors la notion de Layered Nearest
Neighbors (LNN) : une observation X; de £,, est un LNN d’un point = de X fixé, si
I’hyperrectangle défini par x et X; ne contient pas d’autre observation de L£,,. L’idée de
cette correspondance est que si on considére un arbre aléatoire pleinement développé
(c’est-a-dire qu’il ne reste qu'une observation dans chaque feuille de I'arbre), alors le X
associé a la feuille dans laquelle tombe un point x lorsqu’on le fait descendre dans I'arbre,
est un LNN de z. En effet, étant donné que nous nous limitons a des coupures paralléles
aux axes, les feuilles de nos arbres définissent des hyperrectangles. Et le fait qu’on
considére un arbre pleinement développé entraine qu’il n’y a pas d’observation autre
que X; dans la feuille associée & X;. Lors d’'une deuxiéme réalisation de ’arbre aléatoire,
il peut arriver que = tombe alors dans la feuille associée a une autre observation X; dans
le nouvel arbre. I’estimateur des foréts aléatoires est alors vu comme une estimateur
LNN a poids.
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Biau and Devroye (2010), dans un article mathématiquement plus abouti, montre la
consistance de estimateurs LNN a poids. De plus, ils prouvent que pour une forét d’arbres
purement aléatoires, complétement développés et obtenus sans ré-échantillonnage préa-

lable, le risque quadratique est minoré par — - Cette faible vitesse de convergence

1
(logmn)p
peut étre améliorée en arrétant de découper un arbre, par exemple, quand un noeud
contient moins qu’'un certain nombre d’observations. Elle peut également étre améliorée
en rajoutant une étape de ré-échantillonnage, comme dans le Bagging. Cependant ce
résultat remet en question le fait d’utiliser toujours des arbres pleinement développés
dans les méthodes de foréts aléatoires classiques. Des améliorations sont, en théorie,
possibles en construisant des arbres moins profonds via une certaine régle d’arrét de
découpage ou une étape d’élagage.

Lien avec les estimateurs & noyaux

Initialement introduit par Breiman (2000b) pour PRF, le lien entre foréts aléatoires
et estimateurs & noyaux est explicité plus généralement dans Geurts et al. (2006). Nous
exposons ici ce lien dans un cadre de régression.

Soit un arbre §;, nous introduisons les fonctions caractéristiques associées aux feuilles
de §. Pour A, la r-iéme feuille de §;, la fonction x — 1;,(x) vaut 1 si x € A, et
0 sinon. Notons alors n;, le nombre d’observations de £, inclues dans la feuille A, :

n
ny, = E 1,.,.(X;). Définissons enfin, le vecteur des fonctions caractéristiques normalisées
=1

de §l:

R; désignant le nombre de feuille de 'arbre ;. La notation v’ désigne le vecteur v
transposé.

On peut alors écrire §; comme un estimateur a noyaux :

S(x) = Ki(X;, 7)Y
=1

ou
Ki(a', ) (1" (2)) 1" ()
désigne le noyau associé a l'arbre §;.

Le noyau associé & une forét de g arbres est donc défini par :

1
K(z',x) = —ZKl(ﬁl,x) :
193
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On a finalement,
1 & =

fa) == &) = Z K(X;,z)Y; .

q =1

Geurts et al. (2006) montrent que lorsque ¢ tend vers 400, le noyau K (', ) d’une
forét infine d’Extra-Trees est continue et bilinéaire.

Elias (2009) adopte également ce point de vue d’estimateurs a noyaux dans son
étude des foréts aléatoires. Il montre que lapplication d(2’, ) = 1— K (2, z) définit une
pseudo-distance de I'espace X.

1.4.3 Analyse d’une forét aléatoire intermédiaire

Biau (2010) analyse le modéle de forét aléatoire intermédiaire (entre foréts aléa-
toires classiques et foréts purement aléatoires) introduit en Section 1.3.3. Il introduit
tout d’abord une variante théorique des foréts aléatoires o, a chaque noeud, chaque
variable X; a une probabilité p,; d’étre choisie. Précisons que les probabilités p,; sont
indépendantes de I’échantillon d’apprentissage £,,. Cette méthode différe des méthodes
introduites précédemment pour lesquelles le choix des variables a chaque noeud était
systématiquement fait de facon uniforme sur ’ensemble des p variables. La coupure est
ensuite réalisé au milieu du noeud considéré, le long de la variable choisie. A chaque
étape, toutes les feuilles de 'arbre sont découpées, et on réalise log, k étapes.

Le premier résultat est la consistance de ces foréts :

k
Theorem 2. Si pour tout j € {1,...,p}, pnjlogk —+> +oo et st — —+> 0, alors
n—-+0oo n n—+oo

Pestimateur associé o ces foréts aléatoires est consistant.

Le deuxiéme résultat établit que I'estimateur s’adapte a la parcimonie, au sens ou
sa vitesse de convergence dépend seulement du nombre de "vraies" variables et non du
nombre de variables de bruit. L’hypothése est que la fonction de régression est en réalité
une fonction d’uniquement S vraies variables, les p — S variables restantes étant des
variables de bruit. Plus précisément, le résultat obtenu est le suivant :

Theorem 3. Si le poids de chaque vraie variable tend (G une certaine vitesse) vers 1/S
quand n tend vers +00, et le poids de chaque variable de bruit vers 0, alors la vitesse de
convergence de [’estimateur est de ['ordre de

—0.75
n Slog2+0.75

Alinsi, si une méthode forét aléatoire parvient a régler convenablement les poids pour
qu’ils se concentrent assez rapidement sur les vraies variables, alors I'estimateur a une
vitesse de convergence qui ne dépend que du nombre de vraies variables S. Ceci aide
a comprendre les performances exceptionnelles, par exemple, de 'algorithme Random
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Forests-RI sur des données de grande dimension (ou n << p). En effet, on peut conjec-
turer que la régle de découpe des Random Forests-RI (i.e. choix d’un nombre m de
variables, puis sélection de la coupure qui minimise une certaine fonction de cotit sur
L,) parvient a se focaliser rapidement sur les vraies variables (pour une valeur de m
bien choisie).

Cependant, les Random Forests-RI ne rentrent pas dans le cadre de la variante
théorique de forét étudiée ici, car elles utilisent £,, pour déterminer la variable de coupure
a chaque noeud. Biau (2010), dans la derniére section de Particle, donne, par contre,
des éléments pour justifier que la forét aléatoire intermédiaire décrite en Section 1.3.3
évalue correctement les poids et donc satisfait les conditions du Théoréme 3. Dans cette
forét intermédiaire, la variable de coupure d’un noeud est sélectionnée en utilisant un
échantillon test indépendant de £,,. Elle rentre bien dans le cadre de la variante théorique
étudiée plus haut. De plus, le fait de mettre en compétition m variables & chaque noeud
pousse la forét a se focaliser uniquement sur les vraies variables (pour une bonne valeur

de m).

1.4.4 Analyse du Bagging

Nous évoquons maintenant un article sur I’analyse du Bagging. Biihlmann and Yu
(2002) détaillent, en dimension 1 (X = R), la convergence des trois parameétres qui
définissent un arbre & deux feuilles (le point de coupure et les deux valeurs assignées
a chacune des feuilles). Cet arbre a deux feuilles, appelé stump, est obtenu en suivant
exactement la premiére étape de I'algorithme CART. En régression, on cherche alors le
point de coupure qui minimise la variance des deux feuilles obtenues. En dimension 1, un
stump est donc représenté par une fonction constante par morceaux, a deux morceaux.
Les valeurs assignées a chaque feuille, sont alors appelées les hauteurs de palier.

Ils montrent alors que le point de coupure converge a vitesse n'/? vers une va-

riable aléatoire WW. Cependant, pour cela, ils supposent que les deux hauteurs de palier
convergent a vitesse n'/2, plus rapide. Cette hypothése, qui est vérifice lorsque le point
de coupure est déterministe, est erronée dans notre cas ol le point de coupure est égale-
ment une variable aléatoire et ol les trois paramétres sont reliés. En effet, Banerjee and
McKeague (2007) prouvent que les hauteurs de palier convergent également a la vitesse
n!/3. Néanmoins, Panalyse du Bagging de Biihlmann and Yu (2002) reste valable, et la
variable aléatoire limite W est correcte. W est définie comme le lieu du maximum d’un
mouvement brownien & dérive parabolique. Cette variable limite, dont nous n’avons pas
d’écriture explicite est alors difficile & manier, et les auteurs continuent leur analyse
grace a des simulations.

Biihlmann and Yu (2002) tentent ensuite d’étudier la version bootstrap d’un stump :
on tire un échantillon bootstrap de £,, puis on construit un stump sur 1’échantillon
obtenu. Ils montrent que si le "bootstrap marche", le Bagging a un effet de réduction
de variance. On dit que le bootstrap marche lorsque la version bootstrap converge a la
méme vitesse et vers la méme limite que Pestimateur initial (celui construit sur L,).
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Aprés avoir laisser la question du bootstrap classique des stumps comme une question
ouverte, Bithlmann and Yu (2002) étudient une variante ou les échantillons bootstrap
sont tirées sans remise. Ils illustrent alors l'effet de réduction de variance de la variante
du Bagging considérée.

Avec Cécile Durot, nous avons exploré la question du bootstrap classique pour les
stumps. Grace & sa connaissance des processus convergeant a vitesse n'/® vers des va-
riables aléatoires du type de W (voir Durot (2008)), Cécile Durot conjecture que le
bootstrap classique ne marche effectivement pas dans ce cas. Les techniques de Biihl-
mann and Yu (2002) ne peuvent alors plus étre mises en oeuvre. Cette approche sur
I’étude de la convergence des paramétres définissant les arbres aléatoires demeure inté-
ressante, mais parait trés difficile & poursuivre.

1.4.5 Remarques générales

Nous terminons cette section par évoquer quelques remarques générales que 1'on
trouve dans la littérature.

Un fait général est que les foréts aléatoires ont un effet de réduction de variance,
quand on les compare & des arbres seuls (aléatoires ou non). Cette remarque est trés
importante et est quasiment présente dans tous les articles qui s’intéressent aux mé-
thodes d’ensemble de type foréts aléatoires. Une étude par simulation menée par Geurts
et al. (2006) illustre trés bien ce phénomeéne de réduction de variance. Cette réduction
apparait systématique et est trés souvent spectaculaire.

La compréhension de leffet qu’ont les foréts aléatoires sur le biais est moins claire.
Pour certains les foréts réduisent également le biais : Dietterich (2000) justifie ceci par
le fait qu’en construisant une forét on augmente la famille de prédicteurs explorés et
qu’on a donc une meilleure capacité d’approximation, Biau (2010) montre que la vitesse
de convergence du biais d’une forét est supérieure a la vitesse du biais d’estimateurs
obtenus par partitionnement ordinaires. Pour d’autres, le fait de randomiser un arbre,
augmente son biais, et I'étape d’agrégation laisse le biais inchangé, donc au final le
biais augmente lorsque I'on passe d’un arbre non randomisé a un forét aléatoire. C’est
pourquoi, ils conseillent de développer les arbres randomisés individuels jusqu’au bout,
pour tenter de construire des prédicteurs individuels avec le biais le plus petit possible,
avant de les agréger (c.f. Hastie et al. (2009)). Dans leur étude par simulation, Geurts et
al. (2006) illustre le fait que le biais augmente lors de I’étape de randomisation et reste
ensuite inchangé apres agrégation.

De facon générale, les études par simulation montrent que comparées a des arbres
CART seuls, les foréts aléatoires apportent une amélioration plus forte en classification
qu’en régression (voir par exemple Breiman (2001)). Geurts et al. (2006) justifient cette
observation par le fait qu’en classification on peut bien prédire sans forcément bien
estimer (voir le paragraphe concernant la classification de la Section 1.1.1). Un arbre
randomisé augmente un peu le biais. Mais si cette augmentation du biais est effecti-
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vement faible, elle n’altére quasiment pas 'erreur de généralisation. Par suite, comme
l’agrégation n’augmente pas le biais mais diminue fortement la variance, I'erreur de la
forét aléatoire est trés inférieure a celle d’'un arbre non-randomisé. Et ’amélioration
apportée par les foréts en régression est moindre, car, dans ce cadre, ’augmentation du
biais influe forcément sur l'erreur de généralisation d’un arbre randomisé, et donc sur
celle de la forét aléatoire.

Une autre remarque générale dont nous avons déja parlé est que pour étre perfor-
mante une forét doit étre composée d’arbres trés différents les uns des autres. Breiman
(2001) introduit la corrélation entre deux arbres et montre que réduire cette corréla-
tion induit une réduction de 'erreur de prédiction. Il introduit également la force d’un
arbre (une sorte de mesure de la qualité d'un arbre individuel) et montre que Uerreur
de prédiction diminue lorsque cette force augmente. La majoration de Breiman (2001)
de l'erreur de prédiction semble assez grossiére, mais les idées qu’elle traduit sont trés
importantes dans la compréhension des foréts aléatoires : une foréts d’arbres individuel-
lement performants et différents les uns des autres est une forét performante.



Aprés cette présentation, nous donnons une courte description de la suite de la thése.

Dans le Chapitre 2, nous présentons une étude méthodologique de la méthode des

foréts aléatoires. Nous étudions le comportement de 'indice d’'importance des variables,
et présentons une procédure de sélection de variables basée sur les foréts aléatoires.
Le travail de ce chapitre a été réalisé en collaboration avec Jean-Michel Poggi et Christine
Tuleau. 11 a fait 'objet d’un article & paraitre dans le journal Pattern Recognition Letters.
La référence Genuer et al. (2010a) désigne cet article tout au long de la thése. Le contenu
de I'annexe ne figure pas dans l'article, mais dans le rapport de recherche Genuer et al.
(2008).

Le Chapitre 3 est dédié a I'application sur des données réelles de la procédure de
sélection de variables introduites au Chapitre 2. La premiére application concerne des
données de neuroimagerie, alors que la deuxiéme traite des données de génétique.

La premiére section de ce chapitre est le fruit d’une collaboration avec Vincent Michel,
Evelyn Eger et Bertrand Thirion du CEA Neurospin. Ce travail (Genuer et al., 2010b)
est publié dans les actes de la conférence avec comité de lecture COMPSTAT ’2010.

La suite du chapitre concerne une collaboration avec Wilson Toussile et Isabelle Morlais,
qui a donné lieu & un article actuellement soumis.

Dans le Chapitre 4, nous présentons des résultats théoriques obtenus sur une va-
riante simple de foréts aléatoires. Nous démontrons que les arbres et les foréts aléatoires
atteignent la vitesse minimax de convergence, et prouvons une réduction de variance
apportée par les foréts.

Le contenu de ce chapitre a donné lieu a un article (Genuer, 2010¢) qui est actuellement
soumis.
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RESUME

Ce chapitre étudie de fagon méthodologique la méthode des foréts

aléatoires introduite par Breiman (2001). Tout d’abord, nous étudions
le comportement de 'indice d’importance des variables des foréts aléa-
toires sur des simulations. Nous nous intéressons au comportement de
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cet indice vis-a-vis du nombre de variables de bruit des données, vis-
a-vis des paramétres de la méthode, ainsi qu’a son comportement en
présence de groupes variables trés corrélées entre elles.

Ensuite, nous mettons au point une procédure automatique de sé-
lection de variables entiérement basée sur les foréts aléatoires. Une
premiére étape consiste a classer les variables par ordre décroissant
d’importance, puis a éliminer les variables de faible importance. Une
deuxiéme étape compare alors les erreurs de généralisation de modéles
de foréts aléatoires emboités (& chaque pas nous rajoutons une variable
dans le modéle) et sélectionne le modéle réalisant I'erreur la plus faible.
Le sous-ensemble de variables obtenu a cette étape est appelée sous-
ensemble d’interprétation, car il tente de fournir toutes les variables
reliés & la variable réponse (méme si celles-ci sont corrélées entre elles).
Une derniére étape a pour but de trouver un petit sous-ensemble de
variables, suffisant pour bien prédire la variable réponse, que nous ap-
pelons sous-ensemble de prédiction. Cette étape n’ajoute (a chaque pas)
une variable dans le modéle que si elle fait suffisamment diminuer I’er-
reur de généralisation. Nous appliquons cette procédure sur des données
simulées ainsi que sur des données réelles de biopuces et comparons les
résultats avec d’autres méthodes existantes.

L’annexe du chapitre contient une étude par simulation du com-
portement de 'erreur de généralisation des foréts aléatoires en fonction
des principaux paramétres de la méthode. Nous faisons une étude sys-
tématique illustrée par des graphiques sur de nombreuses données de
références, de petite et de grande dimension, dans des cadres de clas-
sification et de régression. Nous donnons enfin quelques conseils sur
le réglage des paramétres des foréts aléatoires, en fonction du type de
données traitées.

Le travail de ce chapitre a été réalisé en collaboration avec Jean-Michel Poggi et
Christine Tuleau. Les sections 2.1 a 2.5 font 'objet d’un article (Genuer et al., 2010a)
a paraitre dans le journal Pattern Recognition Letters. Le contenu de 'annexe 2.A ne
figure pas dans Uarticle, mais dans le rapport de recherche Genuer et al. (2008).

2.1 Introduction

This paper is primarily interested in random forests for variable selection. Mainly
methodological the main contribution is twofold : to provide some experimental insights
about the behavior of the variable importance index based on random forests and to
use it to propose a two-steps algorithm for two classical problems of variable selection
starting from variable importance ranking. The first problem is to find important va-
riables for interpretation and the second one is more restrictive and try to design a good
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parsimonious prediction model. The general strategy involves a ranking of explanatory
variables using the random forests score of importance and a stepwise ascending variable
introduction strategy. Let us mention that we propose an heuristic strategy which does
not depend on specific model hypotheses but based on data-driven thresholds to take
decisions.

Before entering into details, we introduce the three main topics of this paper (random
forests, variable importance, variable selection) and we sketch a typical high dimensional
classification problem motivating this work.

Random forests

Random forests (RF henceforth) is a popular and very efficient algorithm, based
on model aggregation ideas, for both classification and regression problems, introdu-
ced by Breiman (2001). It belongs to the family of ensemble methods, appearing in
machine learning at the end of nineties (see for example Dietterich (1999) and Diette-
rich (2000)). Let us briefly recall the statistical framework by considering a learning set
L ={(X1,Y1),...,(X,,Y,)} made of n i.i.d. observations of a random vector (X,Y).
Vector X = (X', ..., XP) contains predictors or explanatory variables, say X € R?, and
Y € Y where ) is either a class label or a numerical response. For classification pro-
blems, a classifier ¢ is a mapping ¢ : R”? — Y while for regression problems, we suppose
that Y = s(X) + ¢ with Ele|X] = 0 and s the so-called regression function (for more
background on statistical learning, see e.g. Hastie et al. (2009)). Random forests is a
model building strategy providing estimators of either the Bayes classifier, which is the
mapping minimizing the classification error P(Y # ¢(X)), or the regression function.

The principle of random forests is to combine many binary decision trees built using
several bootstrap samples coming from the learning sample L and choosing randomly
at each node a subset of explanatory variables X. More precisely, with respect to the
well-known CART' model building strategy (see Breiman et al. (1984)) performing a
growing step followed by a pruning one, two differences can be noted. First, at each
node, a given number (denoted by mtry) of input variables are randomly chosen and
the best split is calculated only within this subset. Second, no pruning step is performed
so all the trees of the forest are maximal trees.

In addition to CART, bagging, another well-known related tree-based method, is
to be mentioned (see Breiman (1996)). Indeed random forests with mtry = p reduce
simply to unpruned bagging. The associated R packages? are respectively randomForest
(intensively used in the sequel of the paper), rpart and ipred for CART and bagging
respectively (cited here for the sake of completeness).

RF algorithm becomes more and more popular and appears to be very powerful in a
lot of different applications (see for example Diaz-Uriarte and Alvarez de Andrés (2006)
for gene expression data analysis) even if it is not clearly elucidated from a mathematical

1. Classification And Regression Trees
2. see http ://www.r-project.org/
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point of view (see the recent paper by Biau et al. (2008) about purely random forests
and Biithlmann and Yu (2002) about bagging). Nevertheless, Breiman (2001) sketches
an explanation of the good performance of random forests related to the good quality of
each tree (at least from the bias point of view) together with the small correlation among
the trees of the forest, where the correlation between trees is defined as the ordinary
correlation of predictions on so-called out-of-bag (OOB henceforth) samples. The OOB
sample is the set of observations which are not used for building the current tree. It is
used to estimate the prediction error and then to evaluate variable importance.

The R package about random forests is based on the seminal contribution of Breiman
and Cutler (2005) and is described in Liaw and Wiener (2002). In this paper, we focus on
the randomForest procedure. The two main parameters are mtry, the number of input
variables randomly chosen at each split and ntree, the number of trees in the forest.
Some details about numerical and sensitivity experiments can be found in Appendix 2.A.

In addition, we will concentrate on the prediction performance of RF focusing on
out-of-bag (OOB) error (see Breiman (2001)). We use this kind of prediction error esti-
mate for three reasons : the main is that we are mainly interested in comparing models
instead of assessing models, the second is that it gives fair estimation compared to the
usual alternative test set error even if it is considered as a little bit optimistic and the
last one, is that it is a default output of the randomForest procedure, so it is used by
almost all users.

Variable importance

The quantification of the variable importance (VI henceforth) is an important issue
in many applied problems complementing variable selection by interpretation issues.

In the random forests framework, the most widely used score of importance of a given
variable is the increasing in mean of the error of a tree (mean square error (MSE) for
regression and misclassification rate for classification) in the forest when the observed
values of this variable are randomly permuted in the OOB samples (it could be slightly
negative). Often, such random forests VI is called permutation importance indices in
opposition to total decrease of node impurity measures already introduced in the seminal
book about CART by Breiman et al. (1984).

For regression problems, two other measures of VI are to be mentioned. In the li-
near regression framework it is examined for example by Gromping (2007), making a
distinction between various variance decomposition based indicators : "dispersion impor-
tance", "level importance" or "theoretical importance" quantifying explained variance
or changes in the response for a given change of each regressor. An extension to nonlinear
regression models focusing on the input-output analysis (avoiding model estimation) is
provided by Sobol sensitivity indices (Sobol” (1993)).

A comparison between RF variable importance and linear regression based impor-
tance indices has been carried out by Gromping (2009) and the conclusion is that the
results are in agreement. A preliminary comparison with sensitivity indices (not repor-
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ted here) lead to the same conclusion. A more intensive comparison could be of interest
but it is out of the scope of this paper which focuses on RF. We emphasize that, due
to the versatility of the RF framework, RF variable importance can be computed for
standard (n >> p) or high dimensional (n << p) problems, as well as for classification
or regression problems. In addition, the computational burden is acceptable.

Even if only little investigation is available about RF variable importance, some
interesting facts are collected for classification problems when this index is based on
the average loss of heterogeneity criterion, derived for example from the Gini impurity
function used for growing classification trees. First, the RF Gini importance is not fair
in favor of predictor variables with many categories (see Strobl et al. (2007)) while the
RF permutation importance is a more reliable indicator. So we restrict our attention to
this last one. Then, it seems that permutation importance overestimates the variable
importance of highly correlated variables and a conditional variant is proposed by Strobl
et al. (2008). In this paper, we do not diagnose such a critical phenomenon for variable
selection. Finally, the recent paper by Archer and Kimes (2008), focusing more speci-
fically on the VI topic is also of interest. We give some experimental insights about
variable importance behavior in presence of groups of highly correlated variables. This
is the first goal of this paper.

Variable selection

Many variable selection procedures are based on the cooperation of variable impor-
tance for ranking and model estimation to generate, evaluate and compare a family
of models. Following Kohavi and John (1997) and Guyon et al. (2003), it is usual to
distinguish three types of variable selection methods : "filter" for which the score of va-
riable importance does not depend on a given model design method ; "wrapper" which
include the prediction performance in the score calculation; and finally "embedded"
which combine more closely variable selection and model estimation.

Let us briefly mention some of them, in the classification case, which are potentially
competing tools : of course the wrapper methods based on VI coming from CART, and
from random forests. Then some examples of embedded methods : Poggi and Tuleau
(2006) propose a method based on CART scores and using stepwise ascending proce-
dure with elimination step; Guyon et al. (2002) and Rakotomamonjy (2003), propose
methods based on Support Vector Machines (SVM) scores and using descending elimi-
nation. More recently, Ben Ishak and Ghattas (2008) propose a stepwise variant while
Park and Hastie (2007) propose a LARS® type strategy (see Efron et al. (2004)) for
classification problems. Finally we mention a mixed approach, see Fan and Lv (2008)
in regression, ascending in order to avoid to select redundant variables or, for the case
n << p, descending first using a screening procedure to reach a classical situation n ~ p,
and then ascending using LASSO* or SCAD ®, see Fan and Li (2001). We propose in this

3. Least Angle Regression
4. Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
5. Smoothly Clipped Absolute Deviation
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paper, a two-steps procedure, the second one depends on the objective (interpretation
or prediction) while the first one is common. The key point is that it is entirely based on
random forests, so fully non parametric and then free from the usual linear framework.

A typical situation

Let us close this section by introducing a typical situation which can be useful to
capture the main ideas of this paper. We consider a high dimensional (n << p) classi-
fication problem for which the predictor variables are associated to a pixel in an image
or a 3D location in the brain like in fMRI brain activity classification problems. In such
situations, of course it is clear that there is a lot of useless variables and that there
exists unknown groups of highly correlated predictors corresponding to brain regions.
We emphasize that two distinct objectives about variable selection can be identified :
(1) to find important variables highly related to the response variable for interpretation
purpose; (2) to find a small number of variables sufficient for a good prediction of the
response variable. Key tools combine variable importance thresholding, variable ranking
and stepwise introduction of variables. Turning back to our typical situation, an example
of the first kind of problem is the determination of entire regions in the brain or a full
parcel in an image while an instance of the second one is to exhibit a parsimonious
subset of the most discriminant variables within the previously highlighted groups.

Outline

The paper is organized as follows. After this introduction, Section 2.2 illustrates
RF wvariable importance behavior, especially in presence of groups of highly correlated
explanatory variables. Section 2.3 proposes an ascending procedure for two classical
variable selection problems starting from an initial ranking based on the random forests
score of importance. Section 2.4 examines some experimental results, by focusing mainly
on high dimensional classification datasets and, in order to illustrate the general value of
the strategy, it is applied to a standard (n >> p) regression dataset. Finally Section 2.5
opens discussion about future work.

2.2 Variable importance

The quantification of the variable importance is a crucial issue not only for ran-
king the variables before a stepwise estimation model but also to interpret data and
understand underlying phenomenons in many applied problems.

RF variable importance of X7 is defined as follows. For each tree t of the forest,
consider the associated OO B, sample (data not included in the boostrap sample used
to construct t). Denote by errOO B, the error (MSE for regression and misclassification
rate for classification) of a single tree ¢ on this OOB; sample. Now, randomly permute

the values of X7 in OOB, to get a perturbed sample denoted by (75/&] and compute
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errOOB; , the error of predictor ¢ on the perturbed sample. Variable importance of X’
is then equal to :

VI(X?) = Z(errm] — errOOBy)

nitree

where the sum is over all trees t of the RIF and niree denotes the number of trees of the
RF.

In this section, we examine the RF variable importance behavior according to three
different issues. The first one deals with the sensitivity to the sample size n and the
number of variables p. The second examines the sensitivity to method parameters miry
and ntree. This is of interest since a good choice of parameters of RF can help to better
discriminate between important and useless variables. In addition, it can increase the
stability of VI scores. The third one deals with the variable importance in presence of
groups of highly correlated variables.

To illustrate this discussion, we examine a simulated dataset for the case n <<
p, introduced by Weston et al. (2003) and called “toys data” in the sequel. It is an
equiprobable two-class problem, Y € {—1,1}, with 6 true variables, the others being
some noise. This example is interesting since it constructs two independent groups of 3
significant variables (highly, moderately and weakly correlated with response Y') and an
additional group of noise variables, uncorrelated with Y. A forward reference to the plots
on the left side of Figure 2.1 allows to see the variable importance picture : importances
of variables 1 to 3 are higher than the ones of variables 4 to 6, i.e. VI(X7) > VI(X7*3)
for j = 1,2, 3. The simulation model is defined through the conditional distribution of
the X' for Y =y :
— For the six first variables : with probability 0.7, X* ~ N (yi, 1) for i = 1,2,3 and
X'~ N(0,1) for i = 4,5,6; with probability 0.3, X* ~ A(0,1) for s = 1,2,3 and
X'~ N(y(i —3),1) for i = 4,5,6.
— Remaining variables are noise : X' ~ N(0,1) fori =7,...,p.
After simulation, the obtained variables are finally standardized.

Remark 1. Variable importance is computed conditionally to a given realization even
for simulated datasets. This choice which is criticizable if the objective is to reach a good
estimation of an underlying constant, is consistent with the idea of staying as close as
possible to the experimental situation dealing with a given dataset.

2.2.1 Sensitivity to n and p

Figure 2.1 illustrates the behavior of variable importance for several values of n and p.
Parameters ntree and miry are set to their default values (ntree = 500 and mtry = /p
for the classification case). Boxplots are based on 50 runs of the RF algorithm and for
visibility, we plot the variable importance only for a few variables.
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FIGURE 2.1 — Variable importance sensitivity to n and p (toys data)

On each row, the first plot is the reference one for which we observe a convenient
picture of the relative importance of the initial variables. Then, when p increases tremen-
dously, we try to check if : (1) the situation between the two groups remains readable;
(2) the situation within each group is stable; (3) the importance of the additional noise
variables is close to 0.

The situation n = 500 (graphs at the top of the figure) corresponds to an “easy”
case, where a lot of data are available and n = 100 (graphs at the bottom) to a harder
one. For each value of n, three values of p are considered : 6,200 and 500. When p = 6
only the 6 true variables are present. Then two very difficult situations are considered :
p = 200 with a lot of noisy variables and p = 500 is even harder. We consider such very
high values for p to mimic the situation of very high dimensional real data considered
in the sequel. Graphs are truncated after the 16th variable for readability (importance
of noisy variables left are of the same order of magnitude as the last plotted).

Let us comment on graphs on the first row (n = 500). When p = 6 we obtain
concentrated boxplots and the order is clear, variables 2 and 6 having nearly the same
importance. When p increases, the order of magnitude of importance decreases (note
that the y-axis scale is different for p = 6 and for p # 6). The order within the two
groups of variables (1-3 and 4-6) remains the same, while the overall order is modified
(variable 6 is now less important than variable 2). In addition, variable importance is
more unstable for huge values of p. But what is remarkable is that all noisy variables
have a zero VI. So one can easily recover variables of interest.

In the second row (n = 100), we note a greater instability since the number of
observations is only moderate, but the variable ranking remains quite the same. What
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differs is that in the difficult situations (p = 200, 500) importance of some noisy variables
increases, and for example variable 4 cannot be distinguished from noise. The same
holds even for variable 5 for p = 500. This is due to the decreasing behavior of VI with
p growing, coming from the fact that when p = 500 the algorithm randomly choose only
22 variables at each split (with the mtry default value). The probability of choosing
one of the 6 true variables is really small and the less a variable is chosen, the less it
can be considered as important. We will see the benefits of increasing mtry in the next
paragraph.

In addition, it should be noted that the variability of VI is large for true variables
with respect to useless ones. This remark can be used to build some kind of test for VI
(see Strobl et al. (2007)) but of course ranking is better suited for variable selection.

We now study how this VI index behaves when changing values of the main method
parameters.

2.2.2 Sensitivity to miry and ntree

The choice of mtry and ntree can be important for the VI computation. We fix
n = 100 and p = 200 and, in Figure 2.2, we plot variable importance obtained using
three values of mtry (14 the default, 100 and 200) and two values of ntree (500 the
default, and 2000).
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FIGURE 2.2 — Variable importance sensitivity to mtry and ntree (toys data)

The effect of taking a larger value for mtry is obvious. Indeed the magnitude of VI
is more than doubled starting from mitry = 14 to miry = 100, and it again increases
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whith mtry = 200. The effect of ntree is less visible, but taking ntree = 2000 leads to
better stability. What is difficult to see but interesting in the bottom right graph is that
we get the same order for all true variables in every run of the procedure.

2.2.3 Sensitivity to highly correlated predictors

We now illustrate an important issue : how does variable importance behave in
presence of several highly correlated variables 7 We take as basic framework the previous
context with n = 100, p = 200, ntree = 2000 and mtry = 100. Then we add to the
dataset highly correlated replications of some of the 6 true variables.
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FIGURE 2.3 — Variable importance in presence of a group of correlated variables (aug-
mented toys data)

The first graph of Figure 2.3 is the reference one : the situation is the same as
previously. Then for the three other cases, we simulate 1, 10 and 20 variables with
a correlation of 0.9 with variable 3 (the most important one). These replications are
plotted between the two vertical lines.

VIs in the group 1,2,3 are steadily decreasing when adding more replications of
variable 3. On the other hand, VIs in the group 4, 5,6 are unchanged. Notice that the
importance is not divided by the number of replications. Indeed in our example, even
with 20 replications the maximum of VIs in the group containing variable 3 (that is
variables 1 to 3 and all replications of variable 3) is only three times lower than the
initial VI of variable 3. Finally, note that even if some variables in this group have low
importance, they cannot be confused with noise.
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Let us briefly comment on similar experiments (see Figure 2.4) obtained by pertur-
bing the basic situation not only by introducing highly correlated versions of the third
variable but also of the sixth, leading to replicate the most important of each group.
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FIGURE 2.4 — Variable importance in presence of two groups of correlated variables
(augmented toys data)

Again, the first graph is the reference one. Then for the three other cases, we simulate,
in each group (1,2,3 and 4,5, 6 respectively) 1, 5 and 10 variables of correlation about
0.9 with variable 3 and variable 6 respectively. Replications of variable 3 are plotted
between the first vertical line and the dashed line, and replications of variable 6 between
the dashed line and the second vertical line.

VIs within each group are steadily decreasing when adding more replications. Ne-
vertheless, the relative position between the two groups is preserved.

2.2.4 Prostate data variable importance

To end this section, we illustrate the behavior of variable importance on a high
dimensional real dataset : the microarray data called Prostate, for which n = 102 and
p = 6033 (see Singh et al. (2002) for a detailed presentation). The global picture is the
following : two hugely important variables, about twenty moderately important variables
and the others of small importance. So, more precisely, Figure 2.5 compares VI obtained
for parameters set to their default values (graphs of the left column) and those obtained
for ntree = 2000 and mtry = p/3 (graphs of the right column). Graphs are truncated
after the 250th variable for readability (importance of noisy variables left are of the
same order of magnitude as the last plotted).
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FIGURE 2.5 — Variable importance for Prostate data (using ntree = 2000 and mtry =
p/3, on the right and using default values on the left)

For the two most important variables (first row), the magnitude of importance ob-
tained with ntree = 2000 and mtry = p/3 is much larger than to the one obtained with
default values. In the second row, the increase of magnitude is still noticeable from the
third to the 9th most important variables and from the 10th to the 20th most important
variables, VI is quite the same for the two parameter choices. In the third row, we get
VI closer to zero for the variables with ntree = 2000 and mtry = p/3 than with default
values. In addition, note that for the less important variables, boxplots are larger for
default values, especially for unimportant variables (from the 200th to the 250th).

2.3  Variable selection

We distinguish two variable selection objectives :

1. to find important variables highly related to the response variable for interpretation
purpose;

2. to find a small number of variables sufficient to a good parsimonious prediction of

the response variable.

The first one is to magnify all the important variables, even with high redundancy, for
interpretation purpose and the second one is to find a sufficient parsimonious set of
important variables for prediction.
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As mentioned at the end of the introduction, we are guided in this paper by a
typical situation matching two characteristics. The first one is high dimensionality, or at
least when the number of true variables is much less than p, and the second one is the
presence of groups of highly correlated predictors. They are also specifically addressed
in two earlier works by Diaz-Uriarte and Alvarez de Andrés (2006) and Ben Ishak and
Ghattas (2008). We briefly recall these contributions.

Diaz-Uriarte, Alvarez de Andrés propose a strategy based on recursive elimination
of variables. More precisely, they first compute RF variable importance. Then, at each
step, they eliminate the 20% of the variables having the smallest importance and build
a new forest with the remaining variables. They finally select the set of variables leading
to the smallest OOB error rate of a forest, defined by

1
errOOB = ECWCZ {ie{l,....n} |y # 9}

where g; is the most frequent label predicted by trees ¢ for which (z;,y;) is in the OOB;
sample. The proportion of variables to eliminate is an arbitrary parameter of their
method and does not depend on the data.

Ben Ishak, Ghattas choose an ascendant strategy based on a sequential introduction
of variables. First, they compute some SVM-based variable importance. Then, they build
a sequence of SVM models invoking at the beginning the k£ most important variables, by
step of 1. When k becomes too large, the additional variables are invoked by blocks. They
finally select the set of variables leading to the model of smallest error rate. The way
to introduce variables is not data-driven since it is fixed before running the procedure.
They also compare their procedure with a similar one using RF instead of SVM.

2.3.1 Procedure

We propose the following two-steps procedure, the first one is common while the
second one depends on the objective :

1. Preliminary elimination and ranking :
— Sort the variables in decreasing order of RF scores of importance.
— Cancel the variables of small importance. Denote by m the number of remaining
variables.

2. Variable selection :
— For interpretation : construct the nested collection of RF models involving the
k first variables, for £ = 1 to m, and select the variables involved in the model
leading to the smallest OOB error;
— For prediction : starting from the ordered variables retained for interpretation,
construct an ascending sequence of RF models, by invoking and testing the
variables stepwise. The variables of the last model are selected.

Of course, this is a sketch of procedure and more details are needed to be effective.
The next paragraph answer this point but we emphasize that we propose an heuristic
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strategy which does not depend on specific model hypotheses but based on data-driven
thresholds to take decisions.

Remark 2. Since we want to treat in an unified way all the situations, we will use for
finding prediction variables the somewhat crude strategy previously defined. Nevertheless,
starting from the set of variables selected for interpretation (say of size K ), a better
strategy could be to examine all, or at least a large part, of the 2% possible models and
to select the variables of the model minimizing the OOB error. But this strateqy becomes
quickly unrealistic for high dimensional problems so we prefer to experiment a strateqy
designed for small n and large K which is not conservative and even possibly leads to
select fewer variables.

2.3.2 Starting example

To both illustrate and give more details about this procedure, we apply it on a
simulated learning set of size n = 100 from the classification toys data model with
p = 200. The results are summarized in Figure 2.6. The true variables (1 to 6) are
respectively represented by (>, A, o, %, <1,[J). We compute, thanks to the learning set,
50 forests with ntree = 2000 and mtry = 100, which are values of the main parameters
previously considered as well adapted for VI calculations (see Section 2.2.2).
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FIGURE 2.6 — Variable selection procedures for interpretation and prediction for toys
data

Let us detail the main stages of the procedure together with, in italics, the results
obtained on toys data :
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— Variable ranking.
First we rank the variables by sorting the VI (averaged from the 50 runs) in
descending order.
The result is drawn on the top left graph for the 50 most important variables (the
other noisy variables having an importance very close to zero too). Note that true
variables are significantly more important than the noisy ones.

— Variable elimination.
We keep this order in mind and plot the corresponding standard deviations of VI.
We use this graph to estimate some threshold for importance. More precisely, we
set the threshold as the minimum prediction value given by a CART model fitting
this curve (see Figure 2.7). Then we keep only the variables with an averaged VI
exceeding this level. This rule is, in general, conservative and leads to retain more
variables than necessary, in order to make a careful choice later.
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FIGURE 2.7 — Selecting the threshold for variable elimination using CART. Bold line
refers to the CART estimation of the dotted line and the horizontal dashed line indicates
the threshold (the bottom graph being a zoom of the top one)

The standard deviations of VI can be found in the top graph of Figure 2.7. We can
see that true variables standard deviation is large compared to the noisy variables
one, which is close to zero. The threshold leads to retain 33 variables. Note that the
threshold value is based on VI standard deviations while the effective thresholding
is performed on VI mean (top left graph).

Of course, this strategy is sensible when there exist irrelevant variables. Otherwise,
a classical alternative is to select the threshold according to some elbow finding
strategy on the VI mean curve. Some ideas can be found among those used for
selecting the number of principal components in PCA (see Jolliffe (2002)).
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— Variable selection procedure for interpretation.

We compute OOB error rates of random forests (averaged on 50 runs and using
default parameters) of the nested models starting from the one with only the most
important variable, and ending with the one involving all important variables kept
previously. Ideally, the variables of the model leading to the smallest OOB error
are selected. In fact, in order to deal with instability, we use a classical trick : we
select the smallest model with an OOB error less than the minimal OOB error
augmented by its empirical standard deviation (based on 50 runs).

Note that in the bottom left graph the error decreases quickly and reaches its mi-
nimum when the first 4 true variables are included in the model. Then it remains
nearly constant. We select the model containing 4 of the 6 true variables, while the
actual minimum s reached with 24 variables.

Variable selection procedure for prediction.

We perform a sequential variable introduction with testing : a variable is added
only if the error gain exceeds a threshold. The idea is that the error decrease
must be significantly greater than the average variation obtained by adding noisy
variables.

The bottom right graph shows the result of this step, the final model for prediction
purpose involves only variables 3, 6 and 5. The threshold is set to the mean of the
absolute values of the first order differentiated OOB errors between the model with
Dinterp = 4 variables (the model we selected for interpretation, see the bottom left
graph) and the one with all the pe, = 33 variables :

1 Pelim—1

|errOOB(j + 1) — errOOB(j) | .

DPelim — DPinterp =Pinterp
where errOOB(j) is the OOB error of the RF built using the j most important
variables.

It should be noted that if one wants to estimate the prediction error, since ranking
and selection are made on the same set of observations, of course an error evaluation on
a test set or using a cross validation scheme should be preferred. It is taken into account
in the next section when our results are compared to others.

To evaluate fairly the different prediction errors, we prefer here to simulate a test
set of the same size than the learning set. The test error rate with all (200) variables is
about 6% while the one with the 4 variables selected for interpretation is about 4.5%,
a little bit smaller. The model with prediction variables 3, 6 and 5 reaches an error of
1%. Repeating the global procedure 10 times on the same data always gave the same
interpretation set of variables and the same prediction set, in the same order.

2.3.3 Highly correlated variables

We now apply the procedure on toys data with replicated variables : a first group of
variables highly correlated with variable 3 and a second one replicated from variable 6
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(the most important variable of each group). The situations of interest are the same as
those considered to produce Figure 2.4.

number of interpretation prediction
replications set, set
1 37265 365
5 32710361135 12° 365
10 314383215°6510%13%20°| 365 10°

TABLE 2.1 — Variable selection procedures in presence of highly correlated variables
(augmented toys data) where the expression i/ means that variable ¢ is a replication of
variable j

Let us comment on Table 2.1, where the expression ¢/ means that variable i is a
replication of variable j.

Interpretation sets do not contain all variables of interest. Particularly we hardly keep
replications of variable 6. The reason is that even before adding noisy variables to the
model the error rate of nested models do increase (or remain constant) : when several
highly correlated variables are added, the bias remains the same while the variance
increases. However the prediction sets are satisfactory : we always highlight variables 3
and 6 and at most one correlated variable with each of them.

Even if all the variables of interest do not appear in the interpretation set, they always
appear in the first positions of our ranking according to importance. More precisely the
16 most important variables in the case of 5 replications are : (32 7% 10 6 11° 5 12° 8°
13%16° 1 15° 14° 9% 4), and the 26 most important variables in the case of 10 replications
are : (3 14° 8% 2 15% 6 5 10 13% 20° 21° 11° 12° 18° 1 24° 73 26° 23° 16° 25° 226 17° 19°
4 9%). Note that the order of the true variables (3 2 6 5 1 4) is always the same.

2.4 Experimental results

In this section we experiment the proposed procedure on four high dimensional
classification datasets and then finally we examine the results on a standard regression
problem to illustrate the versatility of the procedure.

2.4.1 Prostate data

We apply the variable selection procedure on Prostate data (for which n = 102 and
p = 6033, see Singh et al. (2002)). The graphs of Figure 2.8 are obtained as those of
Figure 2.6, except that for the RF procedure, we use ntree = 2000, mtry = p/3 and
for the bottom left graph, we only plot the 100 most important variables for visibility.
The procedure leads to the same picture as previously, except for the OOB error rate
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along the nested models which is less regular. The first point is to notice that the
elimination step leads to keep only 270 variables. The key point is that the procedure
selects 9 variables for interpretation, and 6 variables for prediction. The number of
selected variables is then very much smaller than p = 6033.
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FIGURE 2.8 — Variable selection procedures for interpretation and prediction for Prostate
data

In addition, to examine the variability of the interpretation and prediction sets the
global procedure is repeated five times on the entire Prostate dataset. The five prediction
sets are very close to each other. The number of prediction variables fluctuates between
6 and 10, and 5 variables appear in all sets. Among the five interpretation sets, 2 are
identical and made of 9 variables and the 3 other are made of 25 variables. The 9
variables of the smallest sets are present in all sets and the biggest sets (of size 25) have
23 variables in common.

So, although the sets of variables are not identical for each run of the procedure, the
most important variables are included in all of the sets.

2.4.2 Four high dimensional classification datasets

Let us consider the four well known high dimensional real datasets called Colon
(n = 62,p = 2000), see Alon et al. (1999), Leukemia (n = 38, p = 3051), see Golub et al.
(1999), Lymphoma (n = 62,p = 4026), see Alizadeh (2000) and Prostate (n = 102,p =
6033), see Singh et al. (2002). We apply the global variable selection procedure on these
four benchmark high dimensional real datasets, and we want to get an estimation of
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prediction error rates. Since these datasets are of small size and in order to be comparable
with the results obtained by other authors, we use a 5-fold cross-validation to estimate
the error rate. So we split the sample in 5 stratified parts, each part is successively
used as a test set, and the remaining of the data is used as a learning set. Note that
the set of variables selected vary from one fold to another. So, we give in Table 2.2 the
misclassification error rate, given by the 5-fold cross-validation, for interpretation and
prediction sets of variables respectively. The number into brackets is the average number
of selected variables. In addition, one can find the original error which stands for the
misclassification rate given by the 5-fold cross-validation achieved with random forests
using all variables. This error is calculated using the same partition in 5 parts and again
we use ntree = 2000 and mitry = p/3 for all datasets.

Dataset interpretation | prediction | original
Colon 0.16 (35) 0.20 (8) 0.14
Leukemia 0 (1) 0 (1) 0.02
Lymphoma 0.08 (77) 0.09 (12) 0.10
Prostate 0.085 (33) 0.075 (8) 0.07

TABLE 2.2 — Variable selection procedure for four high dimensional real datasets. CV-
error rate and into brackets the average number of selected variables

The number of interpretation variables is hugely smaller than p, at most tens to be
compared to thousands. The number of prediction variables is very small (always smaller
than 12) and the reduction can be very important with respect to the interpretation
set size. The errors for the two variable selection procedures are of the same order of
magnitude as the original error (but a little bit larger).

We compare these results with the results obtained by Ben Ishak, Ghattas (see tables
9 and 11 in Ben Ishak and Ghattas (2008)) which have compared their method with
5 competitors (mentioned in the introduction) for classification problems on these four
datasets. Error rates are comparable. With the prediction procedure we always select
fewer variables than their procedures (except for their method GLMpath which select
less than 3 variables for all datasets).

One can notice that the results for the dataset Prostate differ from Section 2.4.1
to Section 2.4.2. This difference can mainly be explained by the use of 5-fold cross-
validation in Section 2.4.2. Indeed the fact that n is very small (n = 62) makes the
method quite unstable with respect to resampling.

2.4.3 Ozone data

Before ending the paper, we consider a standard regression dataset. Since it is far
from matching the two main characteristics which have guided the algorithm principle,
it allows us to check that it still work well. We apply the entire procedure to the easy to
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interpret ozone dataset (it can be retrieved from the R package mlbench and detailed
information can be found in the corresponding description file). It consists of n = 366
observations of the daily maximum one-hour-average ozone together with p = 12 meteo-
rologic explanatory variables. Let us first examine, in Figure 2.9 the VI obtained with
RF procedure using mtry = p/3 = 4 and ntree = 2000.
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FIGURE 2.9 — Variable importance for ozone data

From the left to the right, the 12 explanatory variables are 1-Month, 2-Day of month,
3-Day of week, 5-Pressure height, 6-Wind speed, 7-Humidity, 8-Temperature (Sand-
burg), 9-Temperature (El Monte), 10-Inversion base height, 11-Pressure gradient, 12-
Inversion base temperature, 13-Visibility. Variables are numbered exactly as in mlbench,
so the 4th variable is the response one.

Three very sensible groups of variables appear from the most to the least important.
First, the two temperatures (8 and 9), the inversion base temperature (12) known to
be the best ozone predictors, and the month (1), which is an important predictor since
ozone concentration exhibits an heavy seasonal component. A second group of clearly
less important meteorological variables : pressure height (5), humidity (7), inversion
base height (10), pressure gradient (11) and visibility (13). Finally three unimportant
variables : day of month (2), day of week (3) of course and more surprisingly wind speed
(6). This last fact is classical : wind enter in the model only when ozone pollution arises,
otherwise wind and pollution are weakly correlated (see for example Cheze et al. (2003)
highlighting this phenomenon using partial estimators).

Let us now examine the results of the selection procedures.

After the first elimination step, the 2 variables of negative importance are canceled,
as expected.

Then the interpretation procedure leads to select the model with 7 variables, which
contains all the most important variables : (98 12 1 11 7 5).

Finally, only one more variable is eliminated (humidity (7)) by the prediction pro-
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FIGURE 2.10 — Variable selection procedures for interpretation and prediction for ozone
data

cedure.

2.5 Discussion

Of course, one of the main open issues about random forests is to elucidate from
a mathematical point of view its exceptionally attractive performance. In fact, only
a small number of references deal with this very difficult challenge and, in addition
to bagging theoretical examination by Biihlmann and Yu (2002), only purely random
forests, a simple version of random forests, is considered. Purely random forests have
been introduced by Cutler and Zhao (2001) for classification problems and then studied
by Breiman (2004), but the results are somewhat preliminary. More recently Biau et al.
(2008) obtained the first well stated consistency type results.

From a practical perspective, surprisingly, this simplified and essentially not data-
driven strategy seems to perform well, at least for prediction purpose (see Cutler and
Zhao (2001)) and, of course, can be handled theoretically in a easier way. Nevertheless,
it should be interesting to check that the same conclusions hold for variable importance
and variable selection tasks.

In addition, it could be interesting to examine some variants of random forests which,
at the contrary, try to take into account more information. We propose two ideas. The



66 DiscussION

first one is about pruning : why pruning is not used for individual trees 7 Of course, from
the computational point of view the answer is obvious and for prediction performance,
averaging eliminate the negative effects of individual overfitting. But from the two other
previously mentioned statistical problems, prediction and variable selection, it remains
unclear. The second remark is about the random feature selection step. The most widely
used version of RF selects randomly mtry input variables according to the discrete
uniform distribution. Two variants can be suggested : the first is to select random inputs
according to a distribution coming from a preliminary ranking given by a pilot estimator ;
the second one is to adaptively update this distribution taking profit of the ranking based
on the current forest which is then more and more accurate.

Finally, let us mention an application for fMRI brain activity classification (see
Genuer et al. (2010b)). This is a typical situation where n << p, with a lot of highly
correlated variables and where the two objectives have to be addressed : find the most
activated (whole) regions of the brain, and build a predictive model involving only a few
voxels of the brain. An interesting aspect for us will be the feedback given by specialists,
needed to interpret the set of variables found by our algorithm. In addition a lot of well
known methods have already been used for these data, so fair comparisons will be easy
and fruitful.
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2.A Appendix : Selecting method parameters

2.A.1 Experimental framework
RF procedure

The R package about random forests is based on the the seminal contribution of
Breiman and Cutler (2005) and is described in Liaw and Wiener (2002). In this section,
we focus on the randomForest procedure. The two main parameters are mtry, the
number of input variables randomly chosen at each split and ntree, the number of trees
in the forest 2.

A third parameter, denoted by nodesize, allows to specify the minimum number
of observations in a node. We retain the default value (1 for classification and 5 for
regression) of this parameter for all of our experimentations, since it is close to the
maximal tree choice.

OOB error

In this section, we concentrate on the prediction performance of RF focusing on out-
of-bag (OOB) error (see Breiman (2001)). We use this kind of prediction error estimate
for three reasons : the main is that we are mainly interested in comparing results instead
of assessing models, the second is that it gives fair estimation compared to the usual
alternative test set error even if it is considered as a little bit optimistic and the last one,
but not the least, is that it is a default output of the procedure. To avoid unsignificant
sampling effects, each OOB errors is actually the mean of OOB error over 10 runs.

Datasets

We have collected information about the data sets considered in this section : the
name, the name of the corresponding data structure (when different), n, p, the number
of classes ¢ in the multiclass case, a reference, a website or a package. The two next tables
contain synthetic information while details are postponed in the Appendix. We distin-
guish standard and high dimensional situations and, in addition, the three problems :
regression, 2-class classification and multiclass classification.

Table 2.3 displays some information about standard problems datasets : for classifi-
cation at the top and for regression at the bottom.

Table 2.4 displays high dimensional problems datasets : for classification at the top
and for regression at the bottom.

2. In all the section, mtry = m with m € R stands for mtry = |m|
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Name Observations Variables Classes
Tonosphere 351 34 2
Diabetes 768 8 2
Sonar 208 60 2
Votes 435 16 2
Ringnorm 200 20 2
Threenorm 200 20 2
Twonorm 200 20 2
Glass 214 9 6
Letters 20000 16 26
Sat-images 6435 36 6
Vehicle 846 18 4
Vowel 990 10 11
Waveform 200 21 3
BostonHousing 006 13

Ozone 366 12

Servo 167 4

Friedman1 300 10
Friedman2 300 4

Friedman3 300 4

TABLE 2.3 — Standard problems : data sets for classification at the top, and for regression
at the bottom

Name Observations  Variables  Classes
Adenocarcinoma 76 9868 2
Colon 62 2000 2
Leukemia 38 3051 2
Prostate 102 6033 2
Brain 42 5597 5
Breast 96 4869 3
Lymphoma 62 4026 3
Neci 61 6033 8
Srbct 63 2308 4
toys data 100 100 to 1000 2
PAC 209 467
Friedmanl 100 100 to 1000
Friedman2 100 100 to 1000
Friedman3 100 100 to 1000

TABLE 2.4 — High dimensional problems : data sets for classification at the top, and for
regression at the bottom
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2.A.2 Regression

About regression problems, even if it seems at first inspection that the seminal paper
by Breiman (2001) closes the debate about good advice, it remains that the experimental
results are about a variant which is not implemented in the universally used R package.
Moreover, except this reference, at our knowledge, no such a general paper is available,
so we develop again the Breiman’s study both for real and simulated data corresponding
to the case n >> p and we provide some additional study on data corresponding to the
case n << p (such examples typically come from chemometrics).

We observe that the default value of mtry proposed by the R package is not optimal,
and that there is no improvement by using random forests with respect to unpruned
bagging (obtained for mtry = p).

Standard problems

Let us briefly examine standard (n >> p) regression datasets. In Figure 2.11 for
real ones and for simulated ones in Figure 2.12. Each plot gives for mtry = 1 to p the
OOB error for three different values of ntree = 100,500 and 1000. The vertical solid
line indicates the value mtry = p/3, the default value proposed by the R package for
regression problems, the vertical dashed line being the value mtry = /p.

BostonHousing

OOB Error
N

N

o

- — ntree=100
—500
---1000

Ozone

26
25
24
23
22
21

20

FIGURE 2.11 — Standard regression : 3 real data sets

Three remarks can be formulated. First, the OOB error is maximal for mtry = 1 and
then decreases quickly (except for the ozone dataset, for reasons not clearly elucidated),
then as soon as mtry > /p, the error remains the same. Second, the choice mtry = /p
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FIGURE 2.12 — Standard regression : 3 simulated data sets

gives always lower OOB error than miry = p/3, and the gain can be important. So the
default value proposed by the R package seems to be often not optimal, especially when
|p/3] = 1. Lastly, the default value ntree = 500 is convenient, but a much smaller one
ntree = 100 leads to comparable results.

So, for standard (n >> p) regression problems, it seems that there is no improvement
by using random forests with respect to unpruned bagging (obtained for mtry = p).

High dimensional problems

Let us start with a simulated data set for the high dimensional case n << p. This
example is built by adding extra noisy variables (independent and uniformly distributed
on [0,1]) to the Friedmanl model defined by :

Y = 10sin(7 X' X?) +20(X? — 0.5)2 + 10X* +5X° + ¢

where X', ..., X are independent and uniformly distributed on [0, 1] and e ~ N(0, 1).
So we have 5 variables related to the response Y, the others being noise. We set n = 100
and let p vary.

Figure 2.13 contains four plots corresponding to 4 values of p (100, 200, 500 and
1000) increasing the nuisance space dimension. Each plot gives for ten values of mtry
(1, \/p/2, \/D, 24/, 4/, /4, /3, /2, 3p/4, p) the OOB error for three different
values of ntree = 100,500 and 1000. The x-axis is in log scale and the vertical solid line
indicates mtry = p/3 the default value proposed by the R package for regression, the
vertical dashed line being the value mtry = /p.
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FIGURE 2.13 — High dimensional regression simulated data set : Friedmanl. The x-axis
is in log scale

Let us give four comments. All curves have the same shape : the OOB error decreases
while mtry increases. While p increases, both OOB errors of unpruned bagging (obtained
with mtry = p) and random forests with default value of mtry increase, but unpruned
bagging performs better than RF (about 25% of improvement). The choice mtry = /p
gives always worse results than those obtained for mtry = p/3. Finally, the default choice
ntree = 500 is convenient, but a much smaller one ntree = 100 leads to comparable
results.

Figure 2.14 and 2.15 show the results of the same study for the Friedman2 and
Friedman3 models. The previous comments remain valid. Let us just note that the
difference between unpruned bagging and random forests with mtry default value is
even more pronounced for these two problems.

To end, let us now examine the high dimensional real data set PAC. Figure 2.16
gives for same ten values of mtry the OOB error for four different values of ntree =
100, 500, 1000 and 5000 (x-axis is in log scale). The general behavior is similar except for
the shape : as soon as mtry > /p, the error remains the same instead of still decreasing.
The difference of the shape of the curves between simulated and real datasets can be
explained by the fact that, in simulated datasets we considered, the number of true
variables is very small compared to the total number of variables. One may expect that
in real datasets, the proportion of true variables is larger.

So, for high dimensional (n << p) regression problems, unpruned bagging seems to
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FIGURE 2.14 — High dimensional regression simulated data set : Friedman2. The x-axis
is in log scale

perform better than random forests and the difference can be large.

2.A.3 Classification

About standard classification problems, we check that Breiman’s conclusions remain
valid for the considered variant and that the mitry default value proposed in the R
package is good. However for high dimensional classification problems, we observe that
larger values of mtry give sometimes much better results.

Standard problems

For classification problems for which n >> p, again the paper by Breiman is inter-
esting and we just quickly check the conclusions.

Let us first examine in Figure 2.17 standard (n >> p) classification real data sets.
Each plot gives for mtry = 1 to p the OOB error for three different values of ntree =
100,500 and 1000. The vertical solid line indicates the value mitry = /p, the default
value proposed by the R package for classification.

Three remarks can be formulated. The default value mtry = /p is convenient for
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all the examples. The default value ntree = 500 is sufficient and a much smaller one
ntree = 100 is not convenient and can leads to significantly larger errors. The general
shape is the following : the errors for mtry = 1 and for mtry = p (corresponding to
the unpruned bagging) are of the same "large" order of magnitude and the minimum is

reached for the value y/p. The gain can be about 30 or 50%.
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FIGURE 2.17 — Standard classification : 9 real data sets

So, for these 9 examples, the default value proposed by the R package is quite optimal.

Let us now examine in Figure 2.18 standard (n >> p) classification simulated data-
sets. As it can be seen, ntree = 500 is sufficient and, except for the ringnorm already
pointed out as a somewhat special dataset (see Cutler, Zhao (2001) Cutler and Zhao
(2001)) the value mtry = /p is good. Here, the general shape of the error curve is quite
different compared to real datasets : the error increases with mitry. So for these four
examples, the smaller mtry, the better.

High dimensional problems

Let us now consider the case n << p for which Diaz-Uriarte and Alvarez de Andrés
(2006) give numerous advice. We complete the study by trying larger values of mtry,
which give interesting results. One can found in Figure 2.19 the OOB errors for nine high
dimensional real datasets. Each plot gives for nine values of mtry (1, \/p/2, \/p, 2\/P,
4/p, p/4, p/2, 3p/4, p) the OOB error for four different values of ntree = 100, 500, 1000
and 5000. The x-axis is in log scale. The vertical solid line indicates the default value
proposed by the R package mtry = /p.

Again the default value ntree = 500 is sufficient, and at the contrary the value
ntree = 100 can leads to significantly larger errors. The general shape is the following :
it decreases in general and the minimum value is obtained or is close to the one reached
using miry = p (corresponding to the unpruned bagging). The difference with standard
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problems is notable, the reason is that when p is large, mtry must be sufficiently large in
order to have a high probability to capture important variables (that is variables highly
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related to the response) for defining the splits of the RF. In addition, let us mention
that the default value mtry = /p is still reasonable from the OOB error viewpoint
but of course, since /p is small with respect to p, it is a very attractive value from
a computational perspective (notice that the trees are not too deep since n is not too
large).

Let us examine a simulated dataset for the case n << p, introduced by Weston
et al. (2003), called “toys data” in the sequel, and described in Section 2.2. It is an
equiprobable two-class problem, Y € {—1,1}, with 6 true variables, the others being
some noise. Let us fix n = 100.
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The plots of Figure 2.20 are organized as previously, four values of p are considered :
100, 200, 500 and 1000 corresponding to increasing nuisance space dimension. For p =
100 and p = 200, the error decreases hugely until mtry reaches /p and then remains
constant, so the default values work well and perform as well as unpruned bagging,
even if the true dimension p = 6 << p. For larger values of p (p > 500), the shape
of the curve is close to the one for high dimensional real data sets (the error decreases
and the minimum is reached when mitry = p). Whence, the error reached by using
random forests with default mtry is about 70% to 150% larger than the error reached
by unpruned bagging which is close to 3% for all the considered values of p.

Finally, for high dimensional classification problems, our conclusion is that it may
be worthwhile to choose mtry larger than the default value /p.
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RESUME

Ce chapitre présente deux travaux de nature appliquée. Dans la
premiére section, nous traitons des données d’IRM fonctionnelle. On
mesure, pour plusieurs sujets humains, 'activation cérébrale induite
par la présentation de différentes formes d’un méme objet. Les données
obtenues sont des données de classification de trés grande dimension
(le nombre de variables est de 100000 et le nombre d’observations de
72). Le but est de construire un prédicteur qui réussit, au vue d’une
carte d’activation, a prédire la forme de 1'objet qui a été présenté au
sujet. De plus, un deuxiéme objectif est de déterminer quelles sont les
zones du cerveau humain les plus sollicitées pour la reconnaissance de

7
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formes. Aprés une premiére étape de réduction de dimension (le nombre
de variables est alors de 1000), nous appliquons la procédure de sélec-
tion de variables présentée au chapitre précédent. Nous interprétons
les résultats obtenus et les comparons avec une méthode de référence
pour traiter ce type de données. Notre méthode présente ’avantage de
fournir des zones actives trés localisées, tout en donnant des erreurs de
généralisation 1légérement meilleures que la méthode de référence. Ceci
facilite grandement l'interprétation des résultats.

Les données traitées dans la deuxiéme section de ce chapitre sont de
nature trés différente. Ce sont des données de régression en dimension
plus raisonnable (le nombre de variables est ici de 88 et le nombre d’ob-
servations de 110). Elles proviennent d’une étude sur la transmission
du paludisme d’homme a homme, par l'intermédiaire de moustiques.
L’enjeu est ici de comprendre quelles sont les variables qui favorisent
ou inhibent la capacité de transmission du parasite responsable de la
maladie. Notre méthode de sélection de variables confirme I'importance
de la variable décrivant la concentration initiale du parasite dans le por-
teur de la maladie. De plus, elle met en évidence une seconde variable
qui décrit la multiplicité d’infection du porteur. Ce dernier résultat in-
téresse beaucoup les biologistes spécialistes de cette étude, car controler
cette multiplicité d’infection pourrait permettre de controler la capacité
de transmission du parasite.

Le contenu de la section 3.1 est le fruit d’une collaboration avec Vincent Michel,
Evelyn Eger et Bertrand Thirion du CEA Neurospin. Ce travail (Genuer et al., 2010b)
est publié dans les actes de la conférence avec comité de lecture COMPSTAT 2010.

La suite du chapitre (sections 3.2 et annezes 3.A et 3.B) concerne une collaboration
avec Wilson Toussile et Isabelle Morlais, qui a donné lieu a un article actuellement
s0UmMis.

3.1 Random forests based feature selection for deco-
ding fMRI data

3.1.1 Introduction

A new way of analyzing neuroimaging data consists in assessing how well behavio-
ral information or cognitive states can be predicted from brain activation images such
as those obtained with functional magnetic resonance imaging (fMRI) (Cox and Savoy
(2003)). This approach opens the way to understanding the mental representation of
various perceptual and cognitive parameters. Indeed, certain neuronal populations are
thought to activate specifically when a certain perceptual or cognitive parameter reaches



3.1.2 - Methods 79

a given value. The accuracy of the prediction of the target behavioral variable, as well as
the spatial layout of predictive regions can provide valuable information about functio-
nal brain organization ; in short, it helps to decode the brain system (Dayan and Abbott
(2001)).

The main difficulty in this procedure is the huge dimensionality of the data, with far
more features than samples. In this article, the samples will refer to the activation pa-
rameter maps resulting from a General Linear Model (GLM), the features being the
voxel-based activation values. The large number of features leads to overfitting and thus
to a dramatic decrease in prediction accuracy. Feature selection is thus mandatory, and
is often performed by a mass-univariate selection based on F-test statistics. However,
this classical approach is not well suited for neuroimaging as it does not cope with the
multivariate structure of the data.

In order to improve the predictive framework, we introduce a new multivariate method
of feature selection based on Random Forests (RE henceforth). RE is an increasingly
used statistical method introduced in Breiman (2001). It gives outstanding results in
prediction for lots of diverse applications. In addition, it computes a variable importance
that can be used to select variables. Our RF-based algorithm uses the variable impor-
tance index in a feature selection framework. This variable selection procedure comes
from Genuer et al. (2010a), where one can find more information about RF variable
importance.

After introducing the Random Forests and the RF-based algorithm, we show that our
self-calibrated method performs an accurate feature selection, yielding a little bit better
classification score than the reference technique, while keeping much less jointly infor-
mative variables. And this very sparse aspect of our variable selection method can help
understanding functional brain organization. Let us finally emphasize that all along this
paper, we distinguish two objectives : interpretation, which aims at selecting all the
variables the most related to the response variable (even if they are correlated to each
other) ; and prediction, which focuses on building a model involving the smallest subset
of variables sufficient to make accurate predictions.

3.1.2 Methods

Let (Y7,...,Y,) represent the behavioural data to be fitted (Vi, Y; € {1,... ¢},
where ¢ is the number of classes) related to a set of n parameter maps obtained with
a GLM, where each image corresponds to one stimulus presentation; (Xi,...,X,) are
the p-dimensional activation maps (X € RP) and p is the number of features (voxels or
parcels). In fMRI data, we have n < p, so that feature selection is mandatory.

Random Forests

The principle of random forests is to aggregate many binary decision trees built
on several bootstrap samples drawn from the learning set. The bootstrap samples are
obtained by uniformly drawing n samples among the learning set with repetition. The
decision trees are fully developed binary trees and the split rule is the following :
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First, the whole dataset (also called the root of the tree) is split into two subsets of data
(called two children nodes). To do that, one randomly chooses a given number my,, of
variables, and computes all the splits only for the previously selected variables. A split
is of the form {X* < s} U{X" > s}, which means that data with the i-th variable value
less than the threshold s go to the left child node and the others to the right one. Finally
the selected split is the one leading to the most homogeneous children nodes (i.e. subsets
associated to the same class).

Then, one restraints to one child node, randomly chooses another set of n,, variables
and calculates the best split. And so on, until each node is a terminal node, i.e. it com-
prises observations associated with the same class.

A new data item X, starting in the root of the tree, goes down the tree following the
splits and falls in a terminal node. Then the tree predicts for X, the common class Y
of the data in this terminal node. To finally get the RF classifier, one aggregates all
the tree classifiers through a majority vote heuristic : for a new observation, each tree
predicts a class and RF finally returns the most popular class.

Inside the variable selection procedure, we use an estimation of the prediction error
directly computed by the RF algorithm. This is the Out Of Bag (OOB) error and is
calculated as follows. Fix one data in the learning sample, and consider all the bootstrap
samples which do not contain this data (i.e. for which the data is “out of bag”). Now
perform a majority vote only among trees built on these bootstrap samples. After doing
this for all data, compare to the true classes and get an estimation of the prediction
error (which is a cross-validated error estimate).

Let us now detail the computation of the RF variable importance for the first variable
X', For each tree, one has a bootstrap sample associated with an QOB sample. Predict
the OOB data with the tree classifier. Now, randomly permute the values of the first
variable of the OOB observations, predict these modified OOB data with the tree clas-
sifier. The variable importance (VI henceforth) of X" is defined as the mean increase of
prediction errors after permutation. The more the error increases, the more important
the variable is (note that it can be slightly negative, typically for irrelevant variables).

Variable selection procedure

Let us give (following Genuer et al. (2010a)) some details about the variable selection

procedure that we use here. We apply it on a simulated learning set of size n = 100 from
the classification toys data model, introduced in Weston et al. (2003) and described in
Section 2.2, with p = 200. It is an equiprobable two-class problem, Y € {—1,1}, with 6
true variables, the others being some noise.
The results are summarized in Figure 3.1. The true variables (1 to 6) are respectively
represented by (>, A\, 0, %, <1,). Based on to the learning set, we compute 50 forests
with ng.ee = 2000 and my,,, = 100, which are values of the main parameters considered
as well adapted for VI estimation (for more details, see Genuer et al. (2010a)).

Let us detail the four main steps of the procedure :

Variable ranking : First the variables are sorted according to the VI (averaged
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FIGURE 3.1 — Variable selection procedure for a toy dataset. The top left graph shows
the variable ranking. The curve of the top right graph is used to determine the threshold
(represented by the horizontal dashed line) needed in Elimination step. OOB errors of
the nested models are plotted in the bottom left graph to illustrate the Interpretation
step. The bottom right graph stands for Prediction step.

from the 50 runs) in descending order. Note that true variables are significantly more
important than the noisy ones.

Elimination step : Keeping this order in mind, the corresponding standard devia-
tions of VI are plotted. A threshold for importance is computed using this graph, and
only the variables with an importance exceeding this level are kept. More precisely, the
threshold is set as the minimum prediction value given by a CART model fitting this
curve (for details, see Breiman et al. (1984)).

Interpretation step : Then, OOB error rates of the nested random forests models
are computed ; starting from the one with only the most important variables, and ending
with the one involving all important variables kept previously. The set of variables
leading to the smallest OOB error is selected.

Prediction step : Finally a sequential variable introduction with testing is perfor-
med : a variable is added only if the error gain exceeds a data-driven threshold (see
Genuer et al. (2010a)). The rationale is that the error decrease must be significantly
greater than the average variation obtained by adding noisy variables.
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3.1.3 Experiments and Results

Real Data

We used a real dataset related to an experiment on the representation of objects Eger
et al. (2008). During the experiment, twelve healthy volunteers viewed objects of three
different sizes and four different shapes, with 6 repetitions of each stimulus (refering to
6 sessions), resulting in a total of n = 72 images by subject. Functional images were
acquired on a 3-T MR system with eight-channel head coil (Siemens Trio, Erlangen,
Germany) as T2*-weighted echo-planar image (EPI) volumes. Twenty transverse slices
were obtained with a repetition time of 2 s (echo time, 30 ms; flip angle, 70°; 2 x 2 x 2-
mm voxels; 0.5-mm gap). Realignment, normalization to MNI space and GLM fit were
performed with the SPM5 software. For our analysis we used the resulting session-wise
parameter estimate images. The four different shapes of objects are pooled across the
three sizes, and we are interested in discrimination between shapes. We used parcellation
as a preprocessing, which allows important unsupervised reduction of dimensions. Par-
cellation uses Ward’s algorithm (hierarchical agglomerative clustering) to create groups
of voxels which have similar activity across trials. Thus, the signal is averaged in each
parcel. The number of parcels created is fixed to 1000 for the whole brain.

Feature selection results for one subject
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FIGURE 3.2 — Variable selection procedure for one subject. The graphs follow the exact
same description as in Figure 3.1.

We apply the procedure described in Section 3.1.2 for the subject 2 of the study. The
results are plotted in Figure 3.2. The horizontal dotted line of the top graphs indicates



3.1.3 - Experiments and Results 83

the threshold, computed using standard deviations of VI (see the top right graph) and
used in the top left graph to eliminate variables of small importance. Starting with all
the 1000 variables, this elimination step retains 176 variables. The minimum OOB error
rate in the bottom left graph is obtained by the RE model involving 50 variables, which
constitute the interpretation set. Finally, the prediction procedure, illustrated by the
bottom right graph, selects 15 variables.

(a) (c) (d)
(a”) (c”)

FIGURE 3.3 — Example of the different steps of the framework for one subject (slice z=6
mm). (a) Selected parcels after Elimination Step. (b) Selected parcels after Interpretation
Step. (c) Selected parcels after Prediction Step. (d) Shows the parcels selected by the
reference method, and their F-test values. (a’), (b’), (¢’) and (d’) are magnifications of
the occipital part.

Figure 3.3 shows the selected parcels for the different steps of the algorithm in one axial
slice for subject 2 : sub-figures (a), (b) and (c) represent the variables selected in the Eli-
mination step, Interpretation step and Prediction step, and (d) represent the variables
selected by the reference method. Sub-figures (a’), (b’), (¢’) and (d’) are magnifications
of the occipital part. During the interpretation step, our algorithm keeps only three re-
gions of the occipital cortex, reducing the features to a much smaller sets while keeping
an accurate prediction (see Figure 3.4). In addition, the prediction step (c) allows to
avoid redundancy in the features. The selected regions are different between the two
hemispheres, while the interpretation step retained more symmetric regions. Finally,
comparison whith sub-figure (d) highlights the most beneficial aspect of our method :
we select very localised informative regions, while the reference method keeps lots of
regions distributed in all brain.

Prediction results for the whole data

We perform a leave-one-session-out cross-validation : we successively train the classi-
fier with all the sessions except one, and report the performance of the trained classifier
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on the left out session. Importance-based feature selection was applied independently
on the twelve datasets. The results are shown in Figure 3.4. The first row represents the
classification score of RF for each subject (from left to right : all parcels, after Elimina-
tion step, after Interpretation step and after Prediction step). The average number of
selected parcels across subjects is noted above each histogram, with the average classi-
fication score across all subjects.

The first graph of the second row shows the results of a cross-validated linear SVM : the
optimal number of parcels to be kept (from 50 to 1000 parcels with a step of 50) for the
linear SVM is selected using the F-statistic, by leave-one-out validation on the training
set. The average number of selected parcels across subjects is equal to 350. The three
last histograms of the second row show the results of a linear SVM : the parcels are
selected by using a F-statistics, and the number of features used is equal to the number
of parcels found by the three different steps of the RF-based algorithm. We can see that
our algorithm gives better accuracy for the three steps of selection than the reference
method (cross-validated linear SVM). And the three last histograms of the second row
illustrate the fact that a linear SVM (coupled with F-test) do not manage to keep good
accuracy with as few features as selected by our method.
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FIGURE 3.4 — Results on real data : rate of correct object identification, using the mean
signal of 1000 parcels of the brain volume (chance level=25 %). The first row shows
the prediction accuracy in each individual dataset, the mean classification score and
the number of selected parcels for (from left to right) the whole brain, the Elimination
step, the Interpretation step and the Prediction step. The first graph of the second row
represents the results for the reference method. The three last histograms of the second
row show the prediction accuracy of a linear SVM trained with the same number of
parcels as above, but selected by F-statistics.
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3.1.4 Discussion

This work presents the first application of a RF-based feature selection technique
to brain state decoding. We show that it is competitive with state of the art method
(univariate selection followed by linear SVM classifier). More importantly, the insen-
sitivity of the correct classification rates along the different steps of feature reduction
that is observed in Figure 3.4 for the RF model shows that our strategy manages to
extract the statistical information of the data : it keeps much of the information while
significantly reducing the dimension. This suggests that the multivariate RF variable
importance index performs better than the classical univariate F-test score to detect
the most predictive variables. Another noticeable aspect of the proposed procedure is
that it is entirely data-driven : at each step of the procedure, thresholds are computed
using only the data. So this procedure can adapt to lots of different applications, without
the need of adding prior information (like e.g. a number of variables to be selected).

FIGURE 3.5 — Regions selected in at least 3 subjects
among 12 by the last step of the RF-based selection.
The MNT coordinates are :

[18, -102, 6|mm

[10, -100, 4]mm

[-12, -96, 0]mm ®

|50, -78, 6|mm. Al

From a neuroscientific point of view, we can notice that the spatial distribution of the
selected parcels is quite informative : first, by avoiding redundancy, the algorithm is able
to focus on few extremely precise regions of the brain without loss of accuracy. Moreo-
ver, starting from whole brain, the algorithm selects very few parcels in the occipital
cortex, corresponding to visual areas. If we look at the regions selected for 3 subjects
or more among the 12 subjects by the last step of the RF-based selection (see Figure
3.5), there are only few regions in the early visual cortex, and a slightly more anterior
parcel. This is consistent with the fact that early visual cortex contains highly reliable
signals discriminative of feature/shape differences between object exemplars, as long as
no generalization across image changes is required (Cox and Savoy (2003), Eger et al.
(2008)).

Conclusion

In this article, a multivariate and threshold-free feature selection algorithm based
on Random Forests, yields an accurate selection for fMRI data analysis, and creates a
highly informative set of very few features. Results on real data show the benefits of
our approach for both interpretation and prediction, with higher accuracy and higher
sparsity than the reference method.
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3.2 Gametocytes infectiousness to mosquitoes : va-
riable selection using random forests, and zero in-
flated models

3.2.1 Introduction

Malaria still represents a major health problem in more than one hundred tropical
countries. The disease is caused by the parasite Plasmodium and its transmission oc-
curs through the bite of an infective Anopheles female mosquito. In the last decades,
insecticide and drug resistance has seriously hampered its control and alternative mea-
sures are urgently needed. Because Plasmodium transmission relies on the success of its
development within the mosquito vector, called the sporogonic development, new stra-
tegies to fight malaria aim at controlling Plasmodium during the mosquito life cycle.
Within the mosquito vector, malaria parasites undergo several life-stages and their suc-
cessful development from one transition stage to an other will determine the outcome
of infection. When ingested with the blood meal, male and female gametocytes fuse to
form a zygote that differentiates into a mobile ookinete. The ookinete then traverses
the midgut epithelium and encysts as an oocyst along the basal lamina. The oocyst,
after several days of maturation, will release large number of sporozoites into the he-
mocoel. Sporozoites that will reach salivary glands will then be transmitted to a new
host at a subsequent blood meal. Plasmodium parasites encounter severe losses during
these successive phases and factors controlling parasite densities are not yet completely
understood. Blood digestion processes and mosquito immune responses account for pa-
rasite decrease, but also the complex interplay between vector and parasite genotypes
(Vaughan, 2007; Jaramillo-Gutierrez et al., 2009).

Transmission of Plasmodium falciparum sexual stages, the gametocytes, to the mos-
quito mainly depends on their maturity and density in the human host at the time of
the mosquito bite. Even if it has been demonstrated that high gametocyte densities do
not guarantee high mosquito infection, a greater infection of mosquitoes is generally
observed with higher gametocyte densities (Hogh et al., 1998; Drakeley et al., 1999;
Targett et al., 2001; Boudin et al., 2004; Paul et al., 2007; Nwakanma et al., 2008). Ga-
metocyte densities vary greatly between human hosts, due to host acquired immunity,
genetic factors of the parasite strain and other environmental parameters (blood qua-
lity, fever, anemia, anti-malarial drug uptake). In malaria endemic areas, human hosts
are typically infected with multiple genotypes of parasites (Day et al., 1992; Babiker
et al., 1999; Anderson et al., 2000; Nwakanma et al., 2008) and within-host competition
of parasite genotypes is likely to drive transmission success. Indeed, from experiments
using Plasmodium animal models, it has been shown that different genotypes of pa-
rasites in mixed infections have distinct ability to transmit, the more virulent strain
having a competitive advantage (de Roode et al., 2005; Bell et al., 2006; Wargo et al.,
2007). If different models have been proposed to correlate the gametocyte density to
the transmission success of wild isolates of Plasmodium falciparum (Pichon et al., 2000;
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Boudin et al., 2005; Paul et al., 2007), to date no study related the outcome of infection
to parasite complexity within the gametocyte population. Understanding relationships
between co-infecting genotypes and how they influence the disease transmission is ho-
wever of great importance as these might help to predict the spread of resistant strains
of parasites and guide strategies for malaria control.

In this paper, we investigate how density and genetic diversity of gametocytes im-
pact on infectiousness to mosquitoes. We analyze mosquito infection data consisted of
oocyst counts with corresponding gametocyte data : densities and genotypes at 7 mi-
crosatellite loci. Data were obtained from experiments of membrane feeding of a local
colony of Anopheles gambiae mosquitoes on blood from volunteers naturally infected
by Plasmodium falciparum isolates from Cameroon. Gametocyte genotypes are occur-
rences of several unordered categorical variables, each having numerous levels. Therefore
the number of variables plus attendant interactions is at least of order of the sample
size. We considered as response variables : the intensity of infection as measured by the
mean of oocyst counts in infected mosquitoes, and the infection prevalence defined by
the proportion of mosquitoes that became infected. The high number of variables in our
data set will obviously lead to over-fitting of many familiar regression techniques such as
general linear model (GLM). In addition, we deal with unordered categorical variables
with several levels and potentially accompanying interactions. Therefore, following Segal
et al. (2001), we use regression trees techniques.

We address the problem of selecting the most influent variables related to the res-
ponse variable by applying a variable selection procedure, which comes from Genuer
et al. (2010a), and is based on variable importance from random forests (Breiman,
2001). The resulting method is completely non-parametric and thus can be used on
data with a large number of variables of various types. Moreover, it solves the two fol-
lowing constraints about variable selection : 1) to find all variables highly related to the
response variable ; and 2) to find a small number of variables sufficient for a good predic-
tion of the response variable. The selected variables are then assessed in a modeling for
oocyst count which takes into account the complexity of the experiment we deal with.
The key point of our modeling is the introduction of a new unobserved variable that
enables to distinguish two possible sources of non infected mosquitoes. Indeed, the he-
terogeneity in the quantity and quality of gametocytes in blood-meal (Vaughan, 2007),
and natural variation in mosquito susceptibility (Riehle et al., 2006) are well known
phenomena. We then suggest here that mosquitoes with no oocyst can be non infected
either because they did not ingest enough gametocytes with the blood-meal, or because
they were refractory to the ingested parasites. We fitted a model, called Zero-Inflated
(Z1) model, which is a two components mixture model combining a point mass at zero
with a proper count model. Since we deal with count data, the typical candidate models
were Zero-Inflated Poisson (ZIP) and Zero-Inflated Negative Binomial (ZINB); ZINB
having a slight advantage because it captures over-dispersion which is likely to appear
in such data.

The rest of the paper is organized as follows. Section 3.2.2 presents the data to
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be analyzed in Subsection 3.2.2, the principle of variable selection based on variable
importance from random forests in Subsection 3.2.2, and the modeling of oocyst count
in Subsection 3.2.2. Section 3.2.3 is devoted to the application of these methods on our
data. Finally a discussion is given in Section 3.2.4.

3.2.2 Material and methods
Data collection and description

The data we considered consist of parasite densities and genotypes at 7 microsa-
tellite loci for gametocyte isolates of Plasmodium falciparum on one hand, and oocyst
counts 7 days post feeding for each engorged females on the other hand. Plasmodium
falciparum gametocyte carriers were identified among asymptomatic children aged from
5 to 11 in primary schools of the locality of Mfou, a small town located 30 km apart
from Yaounde, the Cameroon capital city. Volunteers were enrolled upon signature of
an informed consent form by their parents or legal guardian. The protocol was approved
by the National Ethics Committee of Cameroon. Gametocyte densities were expres-
sed as the number of parasites seen against 1 000 leukocytes in a fresh thick blood
smear, assuming a standard concentration of 8 000 leukocytes per ul (see Table 3.1
for summary of log-transformed gametocyte densities). Venous blood (2 to 3 mL) was
taken from consenting gametocyte carriers, centrifuged and the serum replaced by a
non-immune AB serum. This procedure avoids the introduction of human transmission
blocking factors in the experiment. 3 to 5 old females of a laboratory strain of Ano-
pheles gambiae mosquito were used for the membrane feeding assays placed in cups of
approximately 60-80 mosquitoes. Females were allowed to feed for 20 minutes through a
Parafilm membrane on glass feeders maintained at 37°C' and fully engorged females were
kept in insectar until dissections 7 days post-infection. Midguts were removed, stained
in a 0.4% Mercurochrome solution and the number of developed oocysts counted by
light microscopy (X20 lens). A total of 7 364 mosquitoes (see Table 3.1) were dissected,
giving a mean of 39 females per experiment.

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
N 11.000 29.000 38.000 39.380  47.000 79.000
log gameto 1.816 3.156 3.832 3.973 4.612  7.742

TABLE 3.1 — Summary of the numbers of mosquitoes per isolate (N) and log-transformed
of gametocyte densities (log gameto).

Gametocytes were separated from 1 mL of serum free blood using MACS® columns
as previously described (Ribaut et al., 2008). DNA extractions from purified gameto-
cytes were performed with DNAzol® and 20 ng of gametocyte DNA were subjected to
whole-genome amplification (WGA) using the GenomiPhi V2 DNA Amplification Kit
to generate sufficient amounts of DNA for microsatellite genotyping. Genetic polymor-
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phism was assessed at 7 microsatellite loci as previously described (Annan et al., 2007).
Their chromosome location and GenBank accession number are as follows : POLYa (chr.
4, G37809), TAGO (chr. 13, G38876), ARA2 (chr. 11, G37848), Pfg377 (chr. 12, G37851),
PfPK2 (chr. 12, G37852), TA87 (chr. 6, G38838), and TA109 (chr.6, G38842). Alleles
were analyzed using GeneMapper(®) software. Multiple alleles were scored when minor
peaks were at least 20% of the height of the predominant allele. The number of observed
alleles per locus is 21, 9, 10, 5, 15, 10 and 17 respectively (see Figure 3.6).
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FIGURE 3.6 — Alleles detected for the 7 microsatellite loci and their frequencies in
Plasmodium falciparum gametocyte carriers.

Feedings for which the number of dissected mosquitoes was below 20 were not consi-
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dered. Then 110 experiments were included in the analysis.

Variable selection procedure

The selection procedure we considered is based on variable importances (VI) from
random forests (RF). The principle of RF is to aggregate regression or classification
trees built on several bootstrap samples drawn from the learning set (more details are
given in Appendix 3.A). It is shown to exhibit very good performance for lots of diverse
applied situations (Breiman, 2001). Moreover, it computes a variable importance index,
defined in Appendix 3.A. Roughly, this index is a measure of the degradation of forest
predictions when values of a variable are permuted.

RF variable importance is the key point of the selection procedure (see Genuer et
al. (2010a) for more backgrounds on RF variable importance). This procedure presents
two main benefits. First the method is completely non-parametric and can be applied
on data with lots of variables of various types. Second, it achieves two main variable
selection objectives : (1) to magnify all the variables related to the response variable,
even with high redundancy, for interpretation purpose; (2) to find a parsimonious set
of variables sufficient for prediction of the outcome variable.

Let us now describe the procedure, which comes from Genuer et al. (2010a), with
the following algorithm. The R package randomForest (Liaw and Wiener, 2002; R Core
Team Development, 2009) was used in all computations.

To both illustrate and give details about this procedure, we apply it on a simulated
dataset with n = 200 observations described by 25 continuous variables and 25 binary
variables. We assume standard normal distribution A/ (0, 1) for all continuous variables
and binomial distribution B (0.5) for all binary variables. We consider the following

linear model
25 25
Y =3 B Xe, + ) 5%,
j=1 j=1

in which only 8 over a total of p = 50 variables are related to the outcome, the others
being just noise. The set of significant variables is composed by the first 4 continuous
variables (ch) and the first 4 binary ones (ij)lgj@. Their associated coefficients
are given by

1<j<4

(Be; )1<i<as = (By, )1<jcas = (4,4,2,2,0,...,0).

We also assume a 0.9 correlation between X, and X.,, X., and X.,, X, and X,;,, and
ng and Xb4.

The selection process uses a certain number n for of random forests. In addition of
this number, the user has also to provide the number ntree of trees in each random
forest, and the number mtry of variables among which to select the best split at each
node. The default parameters in the R package randomForest we used are mtry = p/3,
ntree = 500. In our example, we choose the following parameters : mtry = p/3, and
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we choose nfor = 50 and ntree = 1000 to increase the VI stability. The results are
summarized in Figure 3.7.
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FIGURE 3.7 — Variable selection procedures for interpretation and prediction for simu-
lated data

Let us detail the main stages of the procedure together with, in italics, the results
obtained on simulated data. In the following, out of bag (OOB) error refers to an es-
timation of the prediction error (which is defined in Appendix 3.A and is close to a
cross-validation estimate).

— Elimination step
First the variables are sorted in descending order according to VI (averaged from
the nfor runs).
The result is drawn on the top left graph. The 8 variables of interest arrive in the
first 8 positions of the ranking.
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Keeping this order in mind, the corresponding standard deviations of VI are plot-
ted. A threshold for importance is computed using this graph. More precisely,
the threshold is set as the minimum prediction value given by a Classification
And Regression Tree (CART) model fitting this curve (for details about CART,
see Breiman et al. (1984)). Then only variables with an averaged VI exceeding
this level are kept. This rule is, in general, conservative and leads to retain more
variables than necessary, in order to make a careful choice later.

The standard deviations of VI can be found in the top right graph. We can see
that true variables standard deviation is large compared to the noisy variables one,
which 1s very close to zero. The threshold leads to retain pein = 14 variables.
Note that the threshold value is based on VI standard deviations (top right panel
of Figure 3.7) while the effective thresholding is performed on VI mean (top left
panel of Figure 5.7).

Interpretation step

Then, OOB error rates (averaged on nfor runs and using default parameters)
of the nested random forests models are computed ; starting from the one with
only the most important variable, and ending with the one involving all important
variables kept previously. The set of variables leading to the smallest OOB error
is selected.

Note that in the bottom left graph the error decreases and reaches its minimum
when the first Pinterp = 9 variables are included in the model. This set of selected
variables for interpretation contains the 8 true variables plus one noisy one. Note
that the associated error is closed to the one of the model with the 6 first variables
(see bottom left panel of Figure 3.7) suggesting that a smaller model should be
preferred for prediction purposes.

Prediction step

Finally a sequential variable introduction with testing is performed : a variable
is added only if the error gain exceeds a data-driven threshold. The rationale is
that the error decrease must be significantly greater than the average variation
obtained by adding noisy variables.

The bottom right graph shows the result of this step, the final model for prediction
purpose involves 6 out of the 8 true variables. It is of interest that each of the
two true variables non-selected is correlated to one selected variable. The threshold
s set to twice the mean of the absolute wvalues of the first order differentiated
OOB errors between the model with pipter, = 9 variables (the model we selected
for interpretation, see the bottom left graph) and the one with all the peym = 14
variables :

1 pelimfl

AVEjymp = ————————— Z |errOOB(j + 1) — errOOB(j) |

lim — Fint .
Pelim Pinterp =Pinterp

where errOOB(j) is the OOB error of the RF built using the j most important
variables.

Since the number of variables after the variable elimination step is small (14), we
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tried some variants more computationally expensive, in order to validate the two last
steps of the algorithm. Instead of the interpretation step, we launch a forward procedure.
The principle is, at each time, to seek the best variable (in terms of OOB error rate,
averaged on n for runs and using default parameters) to add in the current variable set.
The set of variables leading to the smallest OOB error is then selected.

For our example, it leads, as the interpretation step, to retain the 8 true variables
plus one noisy variable (this last noisy variable being different from the one selected by
interpretation step). We remark however that the initial ranking according to VI is quite
changed with this procedure.

To validate the prediction step, we tried an exhaustive procedure, i.e. we compute
the OOB error rate (averaged on nfor runs and using default parameters) for all models
formed with the variables selected by the forward procedure. The set of variables leading
to the smallest OOB error is then selected.

This procedure selects all 9 variables selected previously.

This validates the interpretation and the prediction step of our algorithm, since the
variables sets in these variants are close to ours. In addition the errors reached by the two
procedures are comparable. However this comparison was done on the easy simulated
dataset we considered in this section.

Modeling oocyst count with Zero-Inflated models

The key point of our modeling is to consider that there are two possible sources of
non-infected mosquitoes. First, some mosquitoes may not ingest enough parasites with
sufficient sex-ratio to ensure fertilization. The reason is seemingly the high heteroge-
neity in the number of gametocytes in blood-meals (Pichon et al., 2000). Second, some
other mosquitoes may not be genetically susceptible to the parasites ingested (Riehle
et al., 2006). We introduce a new variable U materializing this situation of non-infected
mosquitoes : for mosquito j fed with blood coming from gametocytes carrier 7,

U — 1 if enough parasites are present in its blood-meal
“ 1 0 otherwise.

U;; is an unobserved variable in our experiment. We assume that for a given i,
Uii,..., Up, are independent and identically distributed. Here n, is the number of
mosquitoes associated to gametocytes carrier i. For any gametocytes carrier ¢, denote
by

m; =P (U;; =0)

the probability that mosquito 57 does not ingest enough gametocytes in its blood-meal.
Let Y;; be the number of oocysts developed in mosquito j associated to gametocytes
carrier 4. The probability distribution of Y ; is given by

P(Yij =yij) = mily, =0+ (1 —m) P(Yi; =yi;| Uiy =1), (3.1)
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where P (Y;; = v;;| Uij = 1) is a suitable count probability distribution.

Consequently, for any gametocytes carrier ¢, the zero class is a mixture of two compo-
nents with 7m; and 1 — m; as the mixture proportions. The resulting model of probability
distribution is known as a zero-inflated count model. Such a model is a two components
mixture model combining a point mass at zero with a count distribution such as Poisson,
geometric or negative binomial (see Zeileis and Jackman (2008) and references therein).
Thus there are two sources of zeros : zeros may come from point mass or from count
component. In our framework, the zeros coming from the point mass are assumed to
represent mosquitoes which did not ingest enough gametocytes to produce an infection.

Let \; := E(Y;;| Ui; =1) be the conditional mean of the count component. In
the regression setting, both the mean \; and the excess zero proportion m; are related
to covariates vectors x; = (z;1,..., %;p) and z; = (21,..., z4), respectively. The
components of these covariates are typically the observations of the previously selected
variables. They contain gametocyte density and / or their genetic profile. We consider
canonical link functions log and logit for the mean of count component and the point
mass component respectively. The corresponding regression equations are

Ai = exp(fo+ Bizii+ ...+ Bpxiyp)
exp (Yo +712i1 + - - -+ Vp2ig)
1+exp (Yo +7zia+ -+ W2ig)

T, =

where 3 = (Bo,..., Bp) and v = (y0,..., 7,) are the parameters to be estimated.
Note that different sets of regressors can be specified for the zero inflated component
and count component. In the simplest case, only an intercept is used for modeling the
unobserved state (zero vs. count).

Typical candidate of zero-inflated models for count data are zero inflated Poisson
(ZIP) and zero-inflated negative binomial (ZINB) (see Xiang et al. (2007) and references
therein). ZINB and ZIP specifications are given in Appendix 3.B. For the estimation of
the parameters of these models, we used the package named pscl (Zeileis and Jackman,
2008) in R statistical software (R Core Team Development, 2009).

3.2.3 Application on the real data
Variable selection

Here, the results are given following the main stages of the selection procedure given
in Subsection 3.2.2. The details are given once, in the case where the response variable is
the infection prevalence of mosquitoes measured by proportion of infected mosquitoes.
We will just give the selected variables at each stage in the other case where the response
variable is the mean number of oocysts per infected mosquitoes. In these results, the
binary variables associated to the observed alleles are coded as locus_allele. For
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example, Pfg377 093 is allele 093 at locus P f¢377. In addition to the log-transformed
of gametocytes density (log,ameto), we also consider the multiplicity of infection (MOT)
defined as the maximum number of observed alleles across the considered microsatellite
loci.
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FI1GURE 3.8 — Variable selection for interpretation and prediction. The response variable
is the infection prevalence measured by the proportion of infected mosquitoes.

Here are the main stages of the procedure.
— Elimination Step
— The top left panel in Figure 3.8 gives the VI mean of all the 88 variables sorted
in decreasing order.
— The top right panel of Figure 3.8 plots the standard deviations of VI and the
fitted CART model. The threshold CgrAl%lT represented by the horizontal dashed

line leads to retain p.;,,, = 36 variables over 88.
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— Interpretation Step
This step is illustrated in the bottom left panel of Figure 3.8 in which the minimum
OOB error rate is reached with pjpterp, = 11 variables for interpretation :

Sinterp = {log_gameto, Pfg377_093, PfPK2 180, MOI,
Pfg377_102, PfPK2 183, Pfg377 099, TA60 071,
PfPK2 169, PfPK2 166, POLYa_135}.

— Prediction Step
The bottom right panel in Figure 3.8 shows the behavior of the OBB error of the
nested models corresponding to the selected variables for prediction :

Sprea = {log_gameto, Pfg377_093, MOI, PfPK2 183}.
The 4 selected variables in Sp,.q lead to the OOB error of 0.074. We also launch the
variant based on forward and exhaustive search of the selection procedure. Finally it re-
tains a set of 9 variables containing S),.q. The associated OOB error is 0.062 which is not
far from 0.074. So we prefer a model with variables in S,.4 which is more parsimonious.

The same procedure was applied when the outcome variable is the infection intensity
as measured by the mean number of oocysts in infected mosquitoes. Figure 3.9 gives the
behavior of VI and the OOB error at each stage of the selection procedure. 25 variables
were selected by thresholding the VI in the first stage, the 2 most important being
log _gameto and MOI. Even if only log gameto is selected in the interpretation and
prediction stages, we also keep M OI. Indeed, as can be seen in the bottom left graph
of Figure 3.9, the model with these two variables is still competitive compared with the
model built with log gameto only.

Zero-Inflated models fitting oocyst count

Zero-Inflated negative binomial (ZINB) and Poisson (ZIP) were fitted to the data in
two situations : (i) using only log-transformed of the gametocyte density as covariate,
(ii) using the set of variables selected for prediction for both infection prevalence and
infection intensity (see Subsection 3.2.3). The estimates of the parameters of ZINB and

ZIP models are given in Table 3.2 and 3.3.

In situation (i), it is of interest how the zero counts are captured by the two models :
they perfectly predict the observed number of non infected mosquitoes (see the left
panel of Figure 3.10). Also, the mean oocyst estimates from both two models are similar
(see the right panel of Figure 3.10). But according to the X? goodness-of-fit test (X2 =
48.162, df = 45, p.value > 0.3461 for ZINB against X'? = 2964.606, df = 46, p.value =
0 for ZIP model), ZINB model is more adapted to our data. Over-dispersion is probably
the main reason : there are more mosquitoes with no or few oocysts than the ones
with high oocyst loads. ZIP model underestimates the number of mosquitoes with lower
oocyst loads (see the left panel of Figure 3.10). We then consider the ZINB model in
the rest of the analysis.



3.2.3 - Application on the real data 97

S 3
o § D ‘ CART approximation
g 8 4 g = = CART minimum
c N £ “‘
8 o
5 3 4 5 3 4l
g 5
£ S s
S
s S o ) A
g % . e I \n ‘\
| " A
o - i . 8 o f--- -Js—_--_zaJ-ﬁ- -
T T T T T @ T T T T T
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Variables Variables
3
B - ~
©
o
= _ o -
o e ©
a 8 @
m © m ©
o) o B 7
o (@]
o
o o -
g — <
o
T T T T T 8 T T T T T
5 10 15 20 25 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Nested models Predictive models

FIGURE 3.9 — Variable selection for interpretation and prediction. The response variable
is the mean number in infected mosquitoes.

In situation (ii), since the data are over-dispersed, only ZINB is considered. The se-
lected variables in the prediction step of our variable selection process using the infection
prevalence as response variable are used in point mass component, and the ones using
the infection intensity as response variable are used in the count component. Recall that
the infection prevalence is measured by the proportion of mosquitoes that became infec-
ted, and the infection intensity by the mean number of oocysts in infected mosquitoes.
We found that allele PfPK2 183 is the only variable not significant (Z = —0.8329,
p.value > 0.40). In contrary, gametocyte density log gameto, gametocyte genetic com-
plexity MOI and allele 093 of locus P fg377 significantly influence the oocyst load in
mosquitoes. The significance of the gametocyte density confirms the result obtained by
ZINB model in situation (i). The significance of the effect of MOI in both zero and
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Estimate Std. Error  z value Pr(>|z|)

ZINB
Count  (Intercept) -1.3021 0.1163 -11.1985 4.1E-29 ***
log gameto 0.8402 0.0257  32.6835 2.7TE-234 ***
Log(theta)  -0.5693  0.0557 -10.2235 1.6E-24 ***

Zero  (Intercept) 0.0029 0.2405 0.0119  9.9E-01

log gameto  -0.2618 0.0531  -4.9294 8.2E-07 ***

Z1P
Count  (Intercept)  -0.7941 0.0199 -40.0016 0.0E+00 ***
log gameto 0.7717 0.0036 213.9455 0.0E-+00 ***
zero  (Intercept) 1.4508 0.1284  11.2996  1.3E-29 ***
log gameto -0.4383 0.0316 -13.8930  7.0E-44 **

TABLE 3.2 — Maximum likelihood estimates of the parameters of ZINB and ZIP models
with data from 110 gametocyte carriers using only log gameto as the variable. Signi-
ficant codes : 0 7*7: 0.001 "**"; 0.01 *'; 0.05 *.7; 0.1 7 . X% Goodness-of-fit test :
X% = 47.0992, df = 45, pwalue > 0.3866 for ZINB against X? = 2834.848, df =
46, p.value = 0 for ZIP model

Estimate Std. Error  z value Pr(>|z|)

ZINB

Count  (Intercept)  -0.9985 0.1436  -6.9539  3.6E-12 <**
log_gameto 0.8009 0.0261  30.6432 3.3E-206 ***
MOI -0.0333 0.0158 -2.1058  3.5E-02 *
Log(theta)  -0.5210 0.0500 -10.4296 1.8E-25 **
Zero  (Intercept) 0.9651 0.2679  3.6030  3.1E-04 ***
log gameto  -0.3769 0.0534 -7.0615 1.6E-12 “<**
Pfg377 093 1.2242 0.1204 10.1717  2.7TE-24 F**
MOI -0.1499 0.0328  -4.5711  4.9E-06 ***

P{PK2 183 -4.5225 5.4301  -0.8329 4.0E-01

TABLE 3.3 — Maximum likelihood estimates of the parameters of ZINB and
ZIP models with the data from 110 gametocytes -carriers, using Spreq =
{log_gameto, Pfg377 093, MOI, PfPK2 183} as variables. Significant codes : 0
PR 0.001 7FF7: 0.01 7%7; 0.05 7.5 0.1 .

count components is very interesting. The significance is more important in the zero
component, (t-test Z = —4.5711, p.value < 4.9e — 06) than in the count one (t-test
Z = —2.1058, p.value < 3.5¢ — 02); also note that the correlation is negative in both
two components (B\MOI = —0.0333 and ;07 = —0.1499 in count and zero components
respectively). So mono infected gametocyte isolates increase the probability that a mos-
quito do not ingest enough parasites to ensure the transmission success of Plasmodium
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through its vector mosquito. Hence, low values of MOI tend to decrease the infection
prevalence. In contrary, a lower genetic diversity of gametocytes in an isolate increases
the mean number of oocysts in infected mosquitoes. Also note that the presence of allele
093 of the genetic marker Pfg377 increases the proportion of non-infected mosquitoes
(&\pf9377_093 = 12242, SE = 01204, t-test Z = 10177, p— value < 2.7e — 24)

Observed and expected frequencies Empirical and expected means
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FIGURE 3.10 — The right panel gives observed and predicted frequencies from ZINB
and ZIP models, and the right one the empirical and predicted mean number of oocysts
versus log-gametocytemia.

3.2.4 Discussion

Plasmodium development within its vector mosquito follows complex biological pro-
cesses and factors controlling parasite dynamics are not well understood. In the rodent
malaria parasite Plasmodium berghei, it has been previously shown that the efficiency
of parasite transmission from one developmental stage to another followed density-
dependent models and the best fitted mathematical model differed from one develop-
mental transition to the other one (Sinden et al., 2007). For natural populations of
Plasmodium falciparum, the human malaria parasite, modeling becomes more challen-
ging because of unknown genetic factors and uncontrolled environmental parameters.
Nonetheless, Paul et al. (2007) found a sigmoid relationship between Plasmodium fal-
ciparum gametocyte density and mosquito transmission and the authors argued that
parasite aggregation within mosquitoes represents an adaptive mechanism for transmis-
sion efficiency. The great variability in Plasmodium falciparum oocyst numbers observed
in natural Anopheles gambiae populations suggests that parasite transmission is the re-
sult of complex interactions between vectors and parasites, which rely on both genetic
and environmental factors. Understanding factors that determine transmission intensity
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and then parasite population structure is of crucial importance in predicting the impact
of current malaria control strategies.

In this study, we analyzed patterns of mosquito infection from experiments per-
formed with field isolates of Plasmodium falciparum from Cameroon, an area of high
malaria endemicity. The infection prevalence for each parasite isolate was scored using
two variables, the mean number of oocysts developed within the mosquito midgut 7 days
post-infection and the number of mosquitoes carrying at least one oocyst. Gametocyte
isolates were genetically characterized at seven microsatellite loci, allowing estimation of
the number of co-infecting parasite clones, the MOI, and of the genetic polymorphism,
given by the number of alleles at each locus. In such a situation with potentially a
high number of unordered categorical variables with numerous levels and accompanying
interactions, many familiar statistical techniques such as GLM over-fit the data. Then
we had to face the problem of selecting the most important variables related to the
outcome variables. We have addressed this issue with a selection procedure based on
variable importance from random forests. The procedure has two main benefits. First,
it is completely non-parametric and thus can be used on data with lots of variables of
various types. Second, it answers the two distinct objectives about variable selection :
(1) to find all variables related to the outcome variable and (2) to find a small number
of variables sufficient for a good prediction of the outcome variable.

Recall that we are in a critical situation with the number of variables of the order
of the sample size (n = 110). The application of the variable selection procedure on
our data revealed that only 4 among the 88 variables we considered suffice to predict
the infectiousness of Plasmodium falciparum to Anopheles gambiae in our experimental
settings. The procedure indicates that the log-transformed of gametocyte density is the
most influent variable for both infection prevalence and infection intensity. But whereas
gametocyte density was positively correlated with mean oocyst burden, it was negatively
correlated with mosquito infection prevalence. This contrasting feature of transmission
parameters probably reflects that Plasmodium parasites have developed complex and
diverse strategies to ensure their transmission through the mosquito vector. The fact
that higher oocyst counts are found for higher gametocyte densities conforms to pre-
vious observations showing that infectiousness generally increases with gametocytemia.
Interestingly, Paul et al. (2007) described upper gametocyte densities at which mosquito
infection rates level off, which is consistent with our results. In their models, mosquitoes
with no oocyst were treated as non infected without further consideration about the
putative factors responsible of the non infected status. However, a mosquito population
fed on the same gametocyte carrier results in individuals carrying high number of pa-
rasites while others do not have any. Failure to infection of a mosquito can result from
various factors such the heterogeneity of gametocyte environment (Vaughan, 2007) and
natural variation in mosquito susceptibility in the other hand (Riehle et al., 2006). We
have described in this article an approach based on that the non-infected mosquitoes
represent two distinct populations : one genetically refractory vector population and
another population for which the no-oocyst status results from other biological or inter-
acting factors. Further study to quantify the gametocyte uptake in mosquitoes fed on
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a single carrier would help to determine the individual variation of gametocyte density
between blood-meals, and thus the real part of mosquitoes that are refractory and those
that did not develop any oocyst because of other environmental factors. Nonetheless,
our model perfectly predicts the number of non infected mosquitoes. Our fitting models
revealed that over-dispersion of oocysts affects mosquito infection intensity. In addition,
a higher over-dispersion of oocysts is observed for mosquitoes fed on blood with high ga-
metocyte density (over 90 gametocytes/ul). The over-dispersed distribution of oocysts
has often been explained as the result of the aggregation of gametocytes in the capillary
blood at the time of the mosquito bite (Pichon et al., 2000). In this study, mosquitoes
were membrane fed and membrane feeding is thought to suppress gametocyte over dis-
persion (Vaughan, 2007). Nonetheless, the fact that the maximum aggregation is found
for high gametocyte densities is indicative of aggregation of sexual stages; aggregation
may occur within the mosquito midgut after parasite intake and genetic factors from the
parasites may play a role in parasite recognition. This speculation is consistent with the
hypothesis of adaptive aggregation, where gamete aggregation would favor fertilization
and then increase infection intensity (Paul et al., 2007; Pichon et al., 2000).However, this
increased oocyst burden coincided with a lower infection prevalence, possibly indicating
that other factors operate in limiting mating (see below).

In malaria endemic areas, intensive use of treatments for malaria has led to the
emergence of drug-resistant parasites. Despite their low efficacy, malaria therapies such
as chloroquine (CQ) and sulphadoxine-pyrimethamine (SP) are still widely used in sub
Saharan Africa. It has been shown that, upon treatment, drug-resistant parasites have
a selective advantage, leading to higher transmission by the vector (Hallett et al., 2004,
2006). Our samples originated from an area with high drug pressure and volunteers
carrying single parasite genotype may have received an early anti malarial treatment
that cured them from drug-sensitive genotypes, thus allowing an optimal growth and
transmission of a resistant genotype. However, children who received a malaria treatment
in the one month period preceding the gametocyte carriage detection were not included
in the study and genotyping of pfert-K76T mutation in a subset of our gametocyte
samples identified single infections both as C(Q resistant or sensitive parasite strains.
This result indicates that other factors contribute to the better transmission capacity
of the mono-infected Plasmodium falciparum isolates.

We found that the Multiplicity Of Infection is negatively correlated to the response
variable in both zero and count components. This indicates that the genetic complexity
of gametocyte populations modulates the mosquito infection outcomes in an opposite
manner : while gametocyte isolates containing a single clone of Plasmodium falciparum
resulted in a higher mean number of oocysts in infected mosquitoes, gametocyte isolates
with multiple genotypes gave rise to a higher infection prevalence. These results may
suggest that malaria parasites use kin discrimination to adapt strategies allowing optimal
parasite transmission.

Our results showed that the genetic complexity of gametocyte isolates affects the
mosquito infection intensity. Mosquito infections with isolates of lower complexity resul-
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ted in higher oocyst counts. This may reflects a higher virulence of genotypes in these
infections, where the gametocyte genotypes in the mono-infected isolates could have
suppressed their competitors in a prior step of the infection, within the human host.
Nonetheless, the lower infection prevalence in mono clonal infections indicates that the
higher number of oocysts arises at the cost of a reduced ability to infect the mosquito
vector population. This could result from blood quality /quantity such as agglutinating
antibodies or anaemia. It was shown that mixed infections resulted in increased anaemia,
a possible adaptive response for sex ratio adjustment (Taylor and Read, 1998; Paul et al.,
2004). Sex allocation theory predicts that sex ratio becomes less female-biased as clone
number increases (Read et al., 1992; Paul et al., 2002; Reece et al., 2008; Schall, 2009).
Then, if parasite aggregation is an adaptive trait to promote gamete fertilization, by
contrast the highly female biased sex ratio in mono infected isolates will affect infection
prevalence because male availability will constitute a limiting factor for mating.

Our results may have important implications for the genetic structuring of Plasmo-
dium falciparum populations. For Plasmodium falciparum, fertilization of gametes can
occur between genetically-identical gametes (inbreeding) or between different gametes
(outbreeding). Levels of inbreeding differ from one malaria area to another but they
roughly correlate with the disease endemicity (Anderson et al., 2000). In areas of high
malaria endemicity, inbreeding levels are generally more reduced, mostly because para-
site genetic diversity is high and multiple infections predominant. However, population
genetics studies, after genotyping of oocysts from wild mosquitoes collected in intense
malaria transmission areas, gave rise to conflicting results and the extent of inbreeding
in natural settings remains controversial (Razakandrainibe et al., 2005; Annan et al.,
2007; Mzilahowa et al., 2007). The higher fitness of inbred parasites, as suggested in this
study and others (Hastings and Wedgwood-Oppenheim, 1997; Razakandrainibe et al.,
2005), could explain the departs from panmixia frequently found in areas of high malaria
transmission.

Finally, our results comfort the idea that malaria parasites are able to discriminate
the genetic complexity of their infections and to adjust accordingly adaptive traits im-
plicated in transmission (aggregation, sex ratio). Deciphering specific processes involved
in parasite recognition and competition within the mosquito vector would help for our
understanding of within host behaviour of malaria parasites. This may have important
implications for future malaria interventions strategies.
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3.A Random Forests

RF estimator

The principle of random forests is to aggregate a given number ntree of binary
decision trees built on several bootstrap samples drawn from the learning set. The
bootstrap samples are obtained by uniformly drawing n samples among the learning set
with repetition. The decision trees are fully developed binary trees and the split rule is
the following.

First, the whole dataset (also called the root of the tree) is split into two subsets
of data (called two children nodes). To do that, one randomly chooses a given number
mitry of variables, and computes all the splits only for the previously selected variables.
A split is of the form {X* < s}U{X" > s}, which means that data with the i-th variable
value less than the threshold s go to the left child node and the others to the right one.
Finally the selected split is the one minimizing the variance children nodes.

Then, one restraints to one child node, randomly chooses another set of mtry va-
riables and calculates the best split. And so on, until each node is a terminal node, i.e.
it comprises less than 5 observations.

A new data item X, starting in the root of the tree, goes down the tree following
the splits and falls in a terminal node. Then the tree predicts for X, Y the mean of
response of data in this terminal node. To finally get the RF predictor, one aggregates
all the tree predictors by averaging their predictions.

RF error estimate : the OOB error

Inside the variable selection procedure, we use an estimation of the prediction error
directly computed by the RF algorithm. This is the Out Of Bag (OOB) error and is
calculated as follows. Fix one data in the learning sample, and consider all the bootstrap
samples which do not contain this data (i.e. for which the data is “out of bag”). Now
perform an aggregation only among trees built on these bootstrap samples. After doing
this for all data, compare to the true response and get an estimation of the prediction
error (which is a kind of cross-validated error estimate).

RF variable importance

Let us now detail the computation of the RF variable importance for the first va-
riable X'. For each tree, one has a bootstrap sample associated with an OOB sample.
Predict the OOB data with the tree predictor. Now, randomly permute the values of the
first variable of the OOB observations, predict these modified OOB data with the tree
predictor. The variable importance of X' is defined as the mean increase of prediction
errors after permutation. The more the error increases, the more important the variable
is (note that it can be slightly negative, typically for irrelevant variables).
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ZTP AND ZINB SPECIFICATIONS

3.B ZIP and ZZIN B specifications

These two models are defined by equation (3.1) with the count model given by
- ZIP

A
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Bornes de risque pour une variante des
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RESUME

Ce chapitre présente des résultats théoriques obtenus sur une ver-
sion simple de foréts aléatoires. Cette version fait partie de la famille
des foréts purement aléatoires (voir la présentation générale). Le cadre
de cette étude est celui de la régression avec une seule variable expli-
cative ('espace d’entrée est de dimension 1). Nous montrons alors que
les estimateurs par arbres aléatoires et foréts aléatoires atteignent tous
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deux la vitesse de convergence minimax pour la classe des fonctions
Lipschitziennes. Nous établissons également un deuxiéme résultat qui
illustre une amélioration apportée par une forét comparée a un arbre.
En effet, nous montrons qu’une forét réduit la variance d’estimation,
d’un facteur de trois quarts. Ce résultat est intéressant car il traduit
théoriquement 1’observation que 'on fait en pratique : une forét aléa-
toire améliore systématiquement les performances d’un arbre aléatoire.
Nous insistons enfin sur le fait que le résultat précédent est obtenu en
analysant de facon précise un terme de covariance entre deux arbres.
Grossiérement, nous montrons que la covariance entre deux arbres est
majorée par trois quarts fois la variance d’un arbre, et ceci nous permet
de conclure. Le controle de ce terme de covariance illustre également
théoriquement I’heuristique expliquant les performances des foréts aléa-
toires : pour qu’une forét soit performante il faut que les arbres indivi-
duels soient différents les uns des autres.

Le contenu de ce chapitre constitue article Genuer (2010c) qui est actuellement
S0UMmIs.

4.1 Introduction

Random forests (RF), introduced by Breiman (2001), are a very effective statistical
method. They give outstanding performances in a lot of situations for both regression
and classification problems. Mathematical understanding of these good performances
remains quite unknown. As defined by Leo Breiman, a random forest is a collection of
tree-predictors {h(z,©;),1 < I < ¢}, where (0;)1<<, are i.i.d. random vectors, and a
random forest predictor is obtained by aggregating this collection of trees. In addition
to consistency results, one of the main theoretical challenges is to explain why a random
forest improves so much the performance of a single tree.

Breiman (2001) introduced a specific instance of random forest, called random
forests-RI, which has been adopted in many fields as a reference method. Indeed, ran-
dom forests-RI are simple to use, and are efficiently coded in the popular R-package
randomForest Liaw and Wiener (2002). They are effective for a predictive goal and
they can also be used for variable selection (see e.g. Diaz-Uriarte and Alvarez de Andrés
(2006), Genuer et al. (2010a)).

However, forests-RI are very difficult to handle theoretically. This is why people are
interested in simplified versions, called purely random forests (PRF). The main diffe-
rence is that in PRF, the splits of tree nodes are randomly drawn independently of the
learning sample ; while in random forests-RI, the splits are optimized using the learning
sample. This independence between splits and learning sample makes mathematical ana-
lysis easier. Cutler and Zhao (2001) introduced PERT (Perfect Random Tree Ensemble),
an algorithm which builds some purely random forests, and illustrated its good perfor-
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mance on benchmark datasets. More recently Biau et al. (2008) showed that both purely
random trees and purely random forests are universally consistent.

Our paper offers to examine another simple variant of random forests, which can be
put in the so-called purely random forests family. We call it purely uniformly random
forests and we analyze its risk, only in a regression framework with a one-dimensional
predictor space. The main goal is to emphasize the gain of using a forest instead of a tree.
The results of this paper are twofold : first we show that both purely uniformly random
trees and forests risks reach minimax rate of convergence on the Lipschitz functions class ;
second we show that forests improve the variance term by a factor of three fourths while
not increasing the bias.

The paper is organized as follows. Section 4.2 presents the model. Section 4.3 and
Section 4.4 give some risk bounds for purely uniformly random trees and purely uni-
formly random forests respectively. Section 4.5 concludes the paper, while proofs are
collected in Section 4.6.

4.2 Framework

The framework we consider all along the paper is the classical random design regres-
sion framework.

More precisely, consider a learning set £,, = {(X1,Y1), ..., (Xp, Ys)} made of n i.i.d.
observations of a vector (X,Y) from an unknown distribution. Y is real-valued since we
are in a regression framework. We consider the following statistical model :

Yi=s(Xi)+e fori=1,....,n. (4.1)

s is the unknown regression function and the goal is to estimate s. We make the following
assumptions on model (4.1) :
- X €0, 1] with continuous density function p ;
— (e1,...,€n) are i.i.d. observations of ¢, independent of L,,, with Ele] = 0 and where
Var(e) = o is assumed to be known.
Note that we deal only with a one-dimensional predictor space.

This paper aims at comparing performances in estimating s using a single random
tree and a random forest of a special kind, described in the next section.

4.3 Risk bounds for Purely Uniformly Random Trees

4.3.1 Tree definition

The principle of Purely Uniformly Random Trees (PURT) is that we draw k& uniform
random variables, which form the partition of the input space [0,1]. Then we build a
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regressogram on this partition, that we call a tree.

Note that, unlike purely random forests or random forests-RI, the tree structure
of individual predictors is not obvious. This comes from the fact that in PURT the
partition is not obtained in a recursive manner. Nevertheless we keep the vocabulary of
trees and forests to distinguish individual predictors from aggregated ones.

Let us mention that, all along the paper, we make a slight language abuse. Indeed,
we refer to random tree, the tree himself (as a graph), the corresponding partition of
[0, 1], as well as the corresponding estimator.

More precisely, let U = (Uy,...,Uy) be k ii.d. random variables of uniform dis-
tribution on [0, 1], where k is a natural integer which will depend on the number of
observations n.

A Purely Uniformly Random Tree (PURT), associated with U, is defined for x € [0, 1]
as :

k
su(z) = Zﬂj]lU(ijUmn
§=0
where

. 1
b= Y;
Tt Uy <X < U}, v, 2

<XisUg+)
and (U, ..., Ugy) is the ordered statistics of (Uy,...,Uy) and Ugy =0, U1y = 1. §E
denotes the cardinality of the set £.

Remark 3. Let us mention that if §{i : Uy < X; < Uiy} = 0, we set B, = 0.
However as we will see in Section 4.3.2, our assumptions on k and n will make the
probability of observing such an event tend to 0.

In addition, let us define, for z € [0,1] :

k
su(z) = Zﬁj]lUuKmUml)
=0
where
Bi =ElY Uy < X < U] -

Conditionally on U, Sy is the best approximation of s among all the regressograms based
on U, but of course it depends on the unknown distribution of (X,Y).

With these notations, we can write a bias-variance decomposition of the quadratic
risk of Sy as follows :

E[(3u(X) — 5(X))’] = E[(3u(X) — 5u(X))’] + E[(5u(X) — s(X))’] (4.2)

= variance term -+ bias term
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To clarify these variance and bias terms, we emphasize that for a given partition v and
a given x, we have

E[$u(2)] = 3u(z)

so E[(8,(x) — 5,(x))?] is the variance of the estimator §,(x) and E[(5,(z) — s(x))?] is its
bias. We then integrate with respect to (w.r.t) X and U to get decomposition (4.2).

4.3.2 Variance of a tree

We start to deal with the variance term of decomposition (4.2). First, we work condi-
tionally on U, then the problem reduces to the case of a regressogram on a deterministic
partition, and we can apply the following proposition which comes from Arlot (2008).

Proposition 1. Conditionally on U, the variance term of decomposition (4.2) satisfies :

k
. 3 1
E[(5u(X) — 5u(X))*|U] = - > (14 8ny,) (0% + (09)) (4.3)
=0
where

-0 =Py < X< Ugay),

— (%) = E[(s(X) = 5u(X))* | Uy) < X < Ugry),

- 5n7p ——+_> 0

np——+o0o

We now integrate equation (4.3) w.r.t. U, and we get the following equality :

E[(50(X) — 5u(X))] = — 3" (0 + 0°Elduy, ) + EL0D7] + Bl(0)%0,y,))  (44)

Jj=0

S|

Let us stress that equation (4.4) is general, since it does not depend on the distribution
of U. Hence, it can be used for any random partition distributions.

Finally, using the fact that, in our case, U is made of k i.i.d. random variables of
uniform distribution on [0, 1], we deduce from equation (4.4) the following proposition :

Proposition 2. If k —— +00, — —— 0, . > 0 and s s C-Lipschitz, the variance

n—-+4+o0o ’ n n—+oo

of a PUR Tree satisfies :

2
5 oz y_ 0 (k+1) E
E[(su(X) — 5u(X))"] = . o 5 (4.5)
. k ‘ f(n)
where the notation o — | denotes a function f(n) such as — 0.
n—+oo \ N k/n n—+00
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Details of the proof of Proposition 2 can be found in Section 4.6.1.

k
The first two hypotheses of Proposition 2 (k T> +00, — T> 0) are the same
n—-+oo n n—+oo

natural conditions found by Biau et al. (2008) for consistency of PRF. They guarantee
that the number of splits of the tree must grow to infinity but slower than the number
of samples.

4.3.3 Bias of a tree

We now turn to the bias term of decomposition (4.2). Direct calculations (see Sec-
tion 4.6.2 for details) lead to the following upper bound for the bias term of a PURT :

Proposition 3. If u is bounded by M > 0 and s is C-Lipschitz, the bias of a PURT s

upper bounded by :
6MC?

(k+1)2

E[(5u(X) — s(X))’] < (4.6)

4.3.4 Risk bounds for a tree
Putting together (4.5) and (4.6) leads to the following risk bound for a PURT.

k
Theorem 4. If k —— +o00, — —— 0, 0 < u < M and s s C-Lipschitz, the risk

n—-+4oo n n—+oo

of a PURT satisfies :

. o o%k+1)  6MC? k
Bis() - s < ZEEL L B o (B) (4.7

[
The balance between the two first terms of the right hand side (r.h.s.) of (4.7) leads
to take (k+ 1) = n'/3, and gives the following upper bound for the risk of a PURT.

Corollary 1. Under the assumptions of Theorem /,

E[(su(X) = s(X)?] S Kn™?+ o (n7?7)

n—-+o0o

where K 1s a positive constant.
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Therefore, a PURT reaches the minimax rate of convergence associated with the
class of Lipschitz functions (see e.g. Ibragimov and Khasminskii (1981)).

Let us now analyze purely uniformly random forests. As a result, we emphasize an
improvement given by a forest compared to a single tree.

4.4 Risk bounds for Purely Uniformly Random Fo-
rests

4.4.1 Forest definition

A random forest is the aggregation of a collection of random trees. So, in the context
of Purely Uniformly Random Forests (PURF), the principle is to generate several PUR
Trees by drawing several random partitions given by uniform random variables, and to
aggregate them.

Let V= (U',...,U% be qi.i.d. random vectors of the same distribution as U (defined
in Section 4.3.1). That is for { = 1,...,q, U' = (Uf,...,U;) where the (U})i<;<; are
i.i.d. random variables of uniform distribution on [0, 1].

A PURF, associated with V| is defined for z € [0, 1] as follows :

q

$2) = swa) .

9=
Let us define, for z € [0,1] :
. 1.
§(x) = - ZSU1<$) :
A
Again, we have a bias-variance decomposition of the quadratic risk of s, given by :

E[(5(X) — s(X))*] = E[(3(X) — §(X))*] + E[(3(X) — s(X))’] (4.8)

= variance term -+ bias term

4.4.2 Variance of a forest

We first deal with the variance term of decomposition (4.8). We begin to show that
when letting the number of trees ¢ grow to infinity, the variance of a PURF is close to
the covariance between two PURT.

1 q

Indeed, since §(z) = — Z Syi(z), the variance term satisfies :

=1
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E[(5(X) = 5(0)) = = 3" E[(501(X) — 50(X))?
+ qi S E[(8u1(X) — 50 (X)) (G (X) — 5 (X))
l#q

_ %E[(gml (X) — 5p(X))?]
q(qg—1)

+ e

E[(8y1 (X) — 81 (X)) (82 (X) — 5p2(X))]

where the last equality comes from the fact that the ((Sp:(X) — sy (X)), ¢, are of the
same distribution.

Now, if we let ¢ grow to infinity, we get :

E[(3(X) = 5(X))*] = E[($12(X) — 500 (X)) (Sp2(X) — 552 (X)) + o (1)

q—+00

The next step is to upper bound the covariance between two PURT
E[(8up1(X) — 301 (X)) (Sp2(X) — Sp=(X))]

(it is detailed in Section 4.6.3) and it leads to the following theorem, which gives the
behavior of the variance of a PURF :

k
Theorem 5. If kK —— +o00, — ——— 0, u > 0, s is C-Lipschitz and ¢ ——— 00,

the variance of a PURF satisfies the following upper bound :

Eis0n -0 < S2EE L o (1) (49)

Theorem 5 is to be compared with Proposition 2 and tells us that the variance of a
PUR Forest is upper bounded by three fourths times the variance of a PUR Tree. So,
the rate of decay (in terms of power of n) of the PUR Forest variance is the same as the
PUR Tree variance, and the actual gain appears in the multiplicative constant.

We mention that, as in the analysis of the variance of a tree (see equation (4.4)),
we derive, in the proof of Theorem 5, a general statement (see equation (4.13) in Sec-
tion 4.6.3), which does not depend on the distribution of the partition defining the
random trees.

Let us, finally, comment the hypotheses of Theorem 5. First, note that the hypotheses
on k and n are the same as in Proposition 2, which allows a fair comparison between
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the two results. Second, the hypothesis on ¢ allows to ensure that the upper bound on
the covariance (given by Corollary 3 in Section 4.6.3) leads to the same upper bound
for the variance of the forest. Finally, the other hypotheses (x> 0, s is C-Lipschitz) are
the same as in Proposition 2 and help to control negligible terms.

4.4.3 Bias of a forest

We now deal with the bias term of decomposition (4.8). A convex inequality gives
that the bias of a forest is not larger than the bias of a single tree :

E[(3(X) — s(X))*] < é > ElGu(X) = s(X))7]
=1
= E[(51(X) — s(X))?] -
So from Proposition 3, we deduce that :

Proposition 4. If p is bounded by M > 0 and s is C-Lipschitz, the bias of a PURF
satisfies the same inequality as (4.6), that is :

6MC?
(k+1)2

E[(5(X) — s(X))’] < (4.10)

4.4.4 Risk bounds for a forest
Putting together (4.9) and (4.10) leads to the following risk bound for a PURF.

k
Theorem 6. If k —— 400, — —— 0, 0 < u < M, s is C-Lipschitz and ¢ —

n—-+4oo n n—-+oo n—-+oo

~+o00, the risk of a PURF satisfies :

Bl500) - s < 30 g 2B o (g)

Again, taking (k 4+ 1) = n'/3 gives the upper bound for the risk :
Corollary 2. Under the assumptions of Theorem 6,

E[(3(X) — s(X))’]| < Kn"?2 4 o (n7%3)

n—+00

where K is a positive constant.



114 CONCLUSION

So, a PURF reaches the minimax rate of convergence for C-Lipschitz functions.

Secondly, as the variance of a PUR Forest is systematically reduced compared to a
PUR Tree and the bias of a PUR Forest is not larger than the one of a PUR Tree, the
risk of a PUR Forest is actually lower.

4.5 Conclusion

We emphasize, for a very simple version of random forests, the actual gain of using a
random forest instead of using a single random tree. First, we showed that both trees and
forests reach the minimax rate of convergence. Then, we manage to highlight a reduction
of the variance of a forest, compared to the variance of a tree. This is, in this specific
context, a proof of the well-known conjecture for random forests : “a random forest,
by aggregating several random trees, reduces variance and leaves the bias unchanged”
which can be found for example in Hastie et al. (2009).

An interesting open problem would be to generalize this result, which could handle
more complex versions of random forests and relax the hypotheses we made here. Ob-
viously, a more ambitious goal would be to give some precise insights explaining the
outstanding performances of random forests-R1I.

4.6 Proofs

4.6.1 Proof of Proposition 2

We must show that the three last terms in the sum of equation (4.4) are negligible

compared to the constant term o?.

Let us fix 0 < j < k. As it can be found e.g. in Chapter 6 of David and Nagaraja (2003),
the probability density function of Ug; 1) — Uy;) is the function ¢ € [0,1] — k(1 —#)*".

— For the second term E[d,,,] :
from Arlot (2008) we have 6, < /fg(npj)_l/4, where k3 is a positive constant. So,

E[bnp,] < rsE[(np;) "]
ks —1/4
_n71/4E[pj ]

K3

= (mn)~1/4

. 1\ /A4
< —4 _
m—1/4 (n)

E[(Ug+1y — Ugy) ™4
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where m = min p and k4 is another positive constant.
[0,1]

k .
Since — —— 0 the last upper bound tends to 0 as n tends to infinity.

n n—4oo
— For the third term E[(od)Q] :
(0)? = E[(s(X) —5u(X))*| U < Uil
< 02(U(]+1) — U(j))Q because s is C' — Lipschitz -

9 2

hich tends to 0 as k tend
(k:+1)(k:+2)W1C ends to 0 as k tends

So, E[07)?] < C*E[(U(j11)—Uy)?] =

to infinity.
— For the last term, the following inequality is sufficient to conclude :
E[(09)%0np,] < C*E[0n,,], because U1y — Uy < 1.

4.6.2 Proof of Proposition 3

Function s is supposed to be C-Lipschitz, so

E[(50(X) — s(X Z = Bi)Lugy<x<vyen)’]

< E| C2<U(J+1) - Uy ) ]lU(J)<X<U(J+1>]
=0
2
= C?E[)_(Ug+) = Uyp)® P(Uy) < X < Ugy))
j=0
k

E]) - MU — Up)?)
j=0

because p is bounded by M
k

= MC*) "E[(Ug4r) — Uy
=0
6
(k+2)(k+3)
6MC?
<
(k+1)2

= MC?
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4.6.3 Proof of Theorem 5

Before entering into details of the proof of Theorem 5, we recall that in the proof of
Proposition 1 (which can be found in Arlot (2008)), calculations lead to the following
equality :

k
E{(30(X) ~ 50(0)? U] = Y nE[ =02 + o)) (@.11)
=0 i
where ﬁj _ ﬂ{l : U(j) <Ti(i < U(j—&—l)}.

1 1
Then, an estimation of p;E [—A} gives the expression —(1 + dy,,,,) in Proposition 1.
np; n

We note

(0 + (02)?) (4.12)

np;

Var; = ij[

a generic term of the sum in the r.h.s. of (4.11).

We now address the proof of Theorem 5. We begin by introducing some notations
and establish an intermediate result. The following proposition is not only useful to
prove Theorem 5, but has its own interest. Indeed, it gives a general upper bound (to
be compared to equation (4.3)) which does not depend on the distribution of random
partitions defining the trees.

In the sequel we denote the covariance between two PURT by :

C(su1, 812) = E[(8p1 (X) — 81 (X)) (8u2(X) — 5p2(X))]

Let us consider U' = (U{,...,U}) and U? = (UZ,...,U}) two sequences of
i.i.d. uniform random variables, with respective ordered statistics (U(ll), ce U(lk)) and
UGy Udy)-

Then we denote by (V(1),..., V(o)) the ordered statistics of the complete vector
(U, ..., UL UL, ... UR), Vigy = 0 and Viggi1) = 1.

(291?)? denotes a sum of terms E[(5p1(X) — s(X))(5p2(X) — s(X)) | Viey < X <
Viw+1)] for several consecutive values of t'.

Finally p; denotes for some j € {0,..., &k} either pjl- or p? depending on the relative
positions between the (U},...,U}) and the (U7,...,U7) in (Vi1y, ..., Viary) (see details
below).

Proposition 5. The covariance between two PURT satisfies the following upper bound :

Ni2

E > (14 005)(0% + (Z2)?) (4.13)

t=0

S|

(C(§U1 , §IU2) <
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k-2 k-1
where N1o =k 1-— 12 1 1 1 2 .
1,2 + ZZ Ulsy Uiy <Y1y <Virp2) <Yy
r=1 s=1

Remark 4. The gain in variance for a PURF comes from the fact that the number of
terms in the sum of equation (4.13) is smaller than k+1. Indeed, it is k41— M, o where
M, 5 is the number of times that 3 consecutive ordered statistics of U are included in 2
consecutive ordered statistics of U,

We now prove inequality (4.13) of Proposition 5. The term ($p:(X) —
S (X)) (Sp2(X) — Sp2(X)) equals, by definition, to :

k k
(5208t ey v, ) (3208 e o,

r=0 s=0

=Y (Bl = BLIBE s — B <x <V, (4.14)

t=0

where (V(1, ..., V(ar)) is the ordered statistics of the vector
(UL, ..., Un UL, . UR), Vigy = 0, Vigksny = 1, and

Bt = By and B, = 81, 3 Vi, Vierny) CIULy, U]
538 = 53 and 533 = 5§a if ]‘/(t)a V(t+1)] C]U(Qs), U(25+1)]
ti: ULy < Xi <ULy}

Forl:1,2andj:(),...,k;,Wedeﬁneﬁéz g+t

n

Now, let us give some details for the first term of (4.14), denoted by S;(X). Without
loss of generality, we suppose that V() = U(ll) (i.e. U(ll) < U(Ql)). So,

S1(X) = (5ur (X) = 81 (X)) (S (X) = 502 (X)) Loy,
= (311 - 511)(3% - 5%)]10<X<U1

(1)

= (n;} Z (Y; = 5%)) (7552 Z (Y; — ﬁ%))]10<X<U(11)

;. <771 1. <72
i 0<X, <UL, i 0<X,<U,

S S (Yo = BD) (Ve = B Locxary

YRS
npin (1)
PINPT 4 oex, <ULy i 0<X 5 <U)

If we denote by E*12[] the conditional expectation

2 )iciz<n), We have :

E[ | (]10<XZ.1 gU(ll))Kz'lgm (]10<X1,2<U(1)
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E[51(X) !U1,1U2]

:E@E

B Y B - e - 8] [0

il 0< X, 1<U(1)z2 0<X, 2<U(1)

but
fAE = EM((Va - B)(Ye - 8] =0

because Y;1 and Y2 are independent. Hence :
E[S (X)|U', U
1
~E[pE| —— Y M- 53| vt v?]

PPy e
S (1)
~EpE[ Y B -shr -8 [0 < X < )| |0 1]
lnping? UNGVAS i <Upy :
PT 0 xen

(1)

where E*1[.] denotes the conditional expectation E[. | (]10<XZ<U(1)) <i<n)-

Now, as
E[(Y; - B1)(Yi = B7)10 < X; <Ufy| = E[(Y = )Y = B7) [0 < X <Upy)

for all 7, and
E[(Y = B)(Y = D) |0 < X S U}l = 0® + (05"?)?

where

(00"7%)* = E[(s(X) = 801 (X)) (s(X) = 5u2(X)) | 0 < X < V)

we get

E[S:(X) |U", 17 —plE[ - |02+ (05122

1

If we suppose in addition that Vis) = U(Ql), we similarly get for the second term of
(4.14) :

= E[(5p1(X) = 81 (X)) (B2 (X) = 502 (X)) Ly <x<uz, | U, U7

P(Viy < X < Vi) = P(U(ll) <X < U(21))
ngz = #{i: Vi) < Xi < Vioy}

2
)
I
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and
(0412)? = E[(s(X) — 501 (X))(s(X) — 502(X)) | Vi) < X < V] -

Since |V(1), V{2)] is included in ]U(ll), U(12)], we have Go < Py, S0 :

1 2 d,1,2\2
2] @+ @)

E[S:(X) |U", 1% < |

Finally, by summing the two terms S;(X) and S3(X), we deduce that

1
E[S)(X) + S2(X) | U, U] < piE| —

2 d,1,2\2 d,1,2\2
2|0+ 0+ (1))

2
1

In conclusion, we succeeded to bound the sum of the first two terms of (4.14) by an

expression very close to Var; (defined in (4.12)). The only difference comes from the fact

that instead of (cr;l)2 we have (o0"?)2 4 (6"'2)2. But as we saw in proof of Proposition 2,

1
these terms are negligible, so p’E [—Q} (0% 4 (0F"%)? 4+ (071%)?) is of the same order
npy
than Var;.

We can easily generalize this fact by proving the following lemma.

We denote by S;(X) the j-th term of (4.14), i.e. S;(X) = (Sp1 (X) —35up (X)) (Sp2(X)—
S (X)) vy <x <V
Lemma 1. Let r be in {0,...,k} and denote by t, t' the integers such that

Uy = Vi < Vigsr) = Uliy (4.15)

then
1
npl

t/
B[ Y 5,00 002 <
=t

T

where (Ef’l’Q)Q = Z(a}i’m)z.

Indeed for all j € {t,t+1,...,t'},

1
E[S;(X)|U', U] < ;E [mal] (0® + (0912)?)
where
¢; = P(Vij) <X < Vi)
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and
(04122 = E[(s(X) — 8 (X))(s(X) — 502(X)) | Vip) < X < Vg

J

Thus,

1

A1
np,

+
E|:ZSJ<X) ’UI,U2:| g P(‘/(t) < X < ‘/(t’—i-l)) ]E[ i|(o-2 + (Eg,1,2>2) .
J=t

From relation (4.15) we have P(V(y) < X < Vipq1)) = pL, which concludes the proof of
Lemma 1.

Therefore, we can upper bound the initial sum (4.14) of 2k + 1 terms by a sum of
k + 1 terms of the same order as Var; only involving intervals of the partition U'. At
this stage, we get an upper bound for the variance of a forest which is of the same order
as the variance of a tree. But we can do better. With similar arguments, we can prove
the following lemma :

Lemma 2. If there exist r and s such as
2 1 1 1 2
Uty < Uy < Uiy < Ugrpa) < U
the expression

E[(s01(X) = 8 (X)) (32 (X) = 5u2 (X)) Loy <x<on, [ U U7]

(r+2)

15 upper bounded by

1
2 2 d,1,2\2
PE[ (0 + (507

s

where (32)? = (o112 + (G212,

[
Indeed,
E[(5p1(X) = 8u1 (X)) (B2 (X) = 302 (X))o <x<vp | U, U]
<DlE[ 0+ )
and
E[(5p1(X) = 301 (X)) (B2 (X) = 802 (X)) | cx<v | U, U7

1 d,1,2
<PLaB|— |0+ (05207

S
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3 3 1 1 2 d7172 2 d7172 2 d7172 2 d7172 2 d7172 2
Flnauy? simce pr +pr+1 < p57 (Ur+s ) < (Jr+s ) _'_ (UT+S+1> and (0r+s+1) < (UT+S ) +
(aff;il)Q, the result is obtained by summing the two terms.

1
As in Proposition 1, we replace all pé.E [—Al} by their estimates (1 + 0, ).
npj J

By repeatedly applying this lemma for all intervals, we can upper bound
E[(30:(X) — 8p1 (X)) (802(X) — 812(X)) | U, U?]

by a sum of N; terms of the form (14 6n5,) (02 + (25"%)?), where §, denotes for some
Jj € {0,... k} either pj or pj depending on the fact that we are in the situation of
Lemma 1 or Lemma 2, Ny o = k+1— M and

k=2 k—1
M, = Z Z ]lU(ZS)<U(1T)<U(1T+1)<U(1T+2)<U(2S+1) .

r=1 s=1

This concludes the proof of Proposition 5. Now, using the fact that we deal with uniform
partitions, we manage to prove the following corollary.

k
Corollary 3. If k —— +o00, — —— 0, u > 0 and

n—-+4o0o n n—+oo
s is C-Lipschitz, we have,

E[N
C(8u1, Su2) < m + o (E)
n n—+o0 \ N

2
<§—O <k+1)+ 0 (E) :
4 n n—+oo \ N

Because of the simple draws of random partitions, the number M, , is explicitly
computable (we know the distribution of the two ordered statistics) and it is shown to

1
be equivalent to Z(k + 1) as k tends to 400 (see Lemma 3 below).

As in Proposition 2, we have to prove that all terms of the sum are negligible compared
to the constant one o2. To deal with the fact that the number of terms in the sum is
now random, we use the following simple inequality :

N12

”“M

O+ (Z0H7)° + (25’1’2)25n,pz)]

< (E[ozan,pt] + B[S + BISH ) 200))

t=0



122 PROOFS

These quantities are of the same kind as the three last terms in the sum of equation 4.4.
So with the same techniques we get that

N2
1 (2 d,1,2\2 d,1,2\2 k
EE ;(0 5n,pt + (Et ) + (Et ) 5”171%) = n_>0_’_oo E .

So, we have

E[(801(X) — 00 (X)) 30 (X) — 5 ()] < T2y o (g) |

Finally, the following technical result allows to conclude the proof of Corollary 3, and
thus the proof of Theoremb.

Lemma 3. L o\(k 3 A
et~ S 5 (1 )
Hence,
E[M; s] = % + k_gm(k:) :
[
We then obtain that 5
E[Ny 2] = Z<k +1)+ ]H0+OO(I<:) :

Let us demonstrate lemma 3.

k—2 k—1

E[Mo] =Y > P(U%) < Uby < Upiyy < Uhig) < Ulyyy)
r=1 s=1

As we know the distribution of ordered statistics (see e.g. Section 2.2 of David and
Nagaraja (2003)), we can compute the following probability :

P(UZ) < Uy < Ugpyry < Upryay < UGty
= P(U(QS) < U(lr) and U(17‘—|—2) < U(25+1))
k r—1

k! 2 \i(772 2 \j—i 2 k—j
LS K k! (i+s—1DI2k—(G+s)—1)
=22 1k — ) (s — DI(k — (s + 1)) (2k)!
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So,
E[M] 5]
s (S (2 ()
S () ()

(by elementary properties of binomial coefficients (see e.g. Graham et al. (1989) p.160))

e (t+1)(2k;ig(_t;r1)>

2k: —1) ; ) ;H ( 2;_-33 >

(by defining t = r + s)

- Z [FH(Qk—?’vHLk—?’) (t) — Far-3,011,5-3) (t—k+1)]
42k — 1) —

(where F2(N,m,n) denotes the cumulative distribution function of the hyper-geometric
distribution)

o k3
4(2/{:—_12;1?%(% 3.441,k—3) (1)
P41\ [ 2k—3—(t+1)
- <t+1>(k—3—(t+1)> .
2k—1 o <2k—3)
k—3
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Chapitre 5

Conclusion
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5.1 Bilan

1. Dans cette thése, nous avons confirmé que les foréts aléatoires étaient un outil
statistique trés puissant. En effet, cette méthode d’estimation non-paramétrique ne
demande essentiellement le réglage que d’un paramétre pour étre trés performante.
De plus, elle donne de trés bons résultats en prédiction aussi bien en classification
qu’en régression pour des données de petite ou grande dimension. Enfin, elle est
rapide a exécuter et peut-étre facilement mise en oeuvre grace aux algorithmes
librement disponibles.

2. Nous avons également vu, que les foréts aléatoires pouvaient s’avérer trés utiles
pour faire de la sélection de variables. L’indice d’importance distingue bien les
bonnes variables des variables de bruit, méme dans des situations extrémes ou le
niveau de bruit est gigantesque. Notre procédure automatique permet alors de pro-
poser des sous-ensembles de variables trés pertinents, de fagon encore relativement
rapide. Nous ’avons illustré sur de jeux de données réels de natures volontairement
trés différentes.

3. Au niveau théorique, nous avons montré, pour un cas simple de foréts aléatoires,
les améliorations apportées par une forét comparée a un arbre individuel. En ef-
fet, nous avons exhibé que la forét avait un effet de réduction de variance. Nous
insistons, ici, que ce résultat est obtenu en étudiant un terme de covariance entre
deux arbres.

125



126 PERSPECTIVES

5.2 Perspectives

Nous terminons ce manuscrit par donner quelques perspectives et prolongements na-
turels de ce travail de thése. La numérotation correspond a celle de la section précédente.

1. La méthode des foréts aléatoires de Leo Breiman (nommée Random Forests-RI)

est trés largement utilisée en pratique. Elle présente des résultats en prédiction trés
remarquables. Cependant, Geurts et al. (2006) ont introduit une nouvelle variante
de foréts aléatoires qui semble apporter des améliorations en prédiction, tout en
étant plus rapide a exécuter. Une piste de recherche serait alors d’essayer encore
d’autres variantes de foréts aléatoires capables d’améliorer les performances. Ceci
pourrait se faire en trouvant d’autres types d’aléa & rajouter avant ou pendant
la construction des arbres, ou encore d’essayer de coupler plusieurs aléas déja
introduits dans les différentes variantes de foréts aléatoires connues a ce jour.
Un point mérite une attention particuliére : c’est la question de 1’élagage. En effet,
dans la littérature, les auteurs qui conseillent, en pratique, de ne pas élaguer les
arbres, le justifient souvent par le fait que 1’élagage n’apporte pas d’amélioration
en prédiction et augmente significativement le temps de calcul. Cependant les
résultats de Biau and Devroye (2010) ou encore les études par simulations de
Fan et al. (2003) suggérent qu’élaguer les arbres peut s’avérer intéressant. Une
étude systématique comparant toutes les variantes de foréts aléatoires avec et sans
élagage serait trés utile et permettrait peut-étre de comprendre dans quels cas il
est préférable d’élaguer les arbres ou non.

2. Concernant la procédure de sélection de variables, il serait intéressant de la tester

sur d’autres jeux de données difficiles. Nous pensons notamment & des données de
type génomique (Goldstein et al., 2010) qui sont de ultra grande dimension : le
nombre de variables étant de 1'ordre de 300 000. Il faudra alors siirement penser a
des simplifications de la méthode ou a des variantes, car le temps de calcul dans
ces situations extrémes deviendra trés problématique.
Une direction possible serait également d’essayer le méme type de procédure, mais
avec d’autres méthodes de prédiction performantes. En effet, les schémas des fo-
réts aléatoires et de notre procédure de sélection de variable sont tres généraux.
Nous pourrions utiliser ces schémas avec des prédicteurs de type SVM ou encore
Boosting, par exemple. Ceci est a mettre en paralléle avec les travaux récents de
Meinshausen and Biihlmann (2010) qui transposent les idées du Bagging a des
procédures de sélection de variables a I'aide du Lasso.

3. Le but ultime de ’étude théorique des foréts aléatoires serait certainement d’obte-
nir des résultats précis expliquant les remarquables performances des foréts aléa-
toires, random forests-RI, de Leo Breiman. Pour cela il faudrait réussir a gérer
le fait que dans ces foréts aléatoires, la construction de la partition de I'espace
d’entrée se fait a Paide de Iéchantillon d’apprentissage (et en plus de aléa sup-
plémentaire). Ceci semble cependant difficile a réaliser. Cette difficulté s’illustre,
par exemple, en considérant la complexité de I’étude théorique de Biihlmann and
Yu (2002) rien que sur les arbres & deux feuilles en dimension 1.
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Un autre axe de recherche théorique serait d’essayer d’obtenir des résultats sur
Iimportance des variables. En effet 'indice d’importance des variables des foréts
aléatoires réussit a identifier les variables d’intérét et les variables de bruit. Ce-
pendant, & ce jour, aucun résultat théorique n’explique ce bon comportement.

Enfin, concernant I’étude des foréts purement aléatoires (pour lesquelles la parti-
tion de ’espace d’entrée est obtenue indépendamment de I’échantillon d’apprentis-
sage), nous pensons que la quantité d’intérét a étudier est la covariance entre deux
arbres de la forét. En effet, dans le Chapitre 4, nous établissons que la variance
d’une forét est majorée (a4 des termes négligeables prés) par la covariance entre
deux arbres. Ceci traduit bien I'heuristique initiale de Leo Breiman : il faut que
les arbres soient trés peu corrélés entre eux pour donner une forét performante.
C’est également un terme de covariance entre deux arbres qu’étudie Biau (2010)
dans son analyse des foréts aléatoires intermédiaires (voir Section 1.4.3). De plus,
au sujet du biais des foréts aléatoires, nous pensons qu’il est possible d’obtenir des
résultats traduisant le fait que la forét a un biais strictement inférieur a celui d’un
arbre. L’étude du terme de biais mériterait en tout cas une attention particuliére
dans 'analyse des foréts aléatoires.
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