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❋♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s✱

sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❙♦✉t❡♥✉❡ ❧❡ ✷✹ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✶✵ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❈♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞✬❡①❛♠❡♥ ✿

▼✳ P❤✐❧✐♣♣❡ ❇❡ss❡ ✭❘❛♣♣♦rt❡✉r✮
▼✳ ●ér❛r❞ ❇✐❛✉ ✭❘❛♣♣♦rt❡✉r✮
▼✳ ●✐❧❧❡s ❈❡❧❡✉①
▼✳ P❛s❝❛❧ ▼❛ss❛rt ✭Prés✐❞❡♥t ❞✉ ❥✉r②✮
▼✳ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ P♦❣❣✐ ✭❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✮
▼✳ ❇❡rtr❛♥❞ ❚❤✐r✐♦♥



❚❤ès❡ ♣ré♣❛ré❡ ❛✉
❉é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✬❖rs❛②

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✭❯▼❘ ✽✻✷✽✮✱ ❇ât✳ ✹✷✺
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✾✶ ✹✵✺ ❖rs❛② ❈❊❉❊❳



❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ❡♥ ✷✵✵✶✳ ▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ✉♥❡

♠ét❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♥♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ q✉✐ s✬❛✈èr❡ êtr❡ très ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✳ ❊❧❧❡s

♣rés❡♥t❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♣♦✉r

❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é♣❛ss❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✲

♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠✲

♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡t ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡

❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✉t✐❧❡s✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à sé❧❡❝✲

t✐♦♥♥❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡

♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

à êtr❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣❡r✐❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s❡✲

❝♦♥❞❡ tr❛✐t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ t❤é♦r✐q✉❡✱ ét❛❜❧✐t ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ r✐sq✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠✲

♣❧✐✜é❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡✱

♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❛r❜r❡ ❡t à ✉♥❡ ❢♦rêt ❛tt❡✐❣♥❡♥t t♦✉s

❞❡✉① ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❡ ❧❛ ❢♦rêt ❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥

❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ tr♦✐s q✉❛rts✳

▼♦ts✲❝❧❡❢s ✿ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥

♣❛r❛♠étr✐q✉❡✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✱ st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✿ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡♦r②✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❆❜str❛❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ♠❡t❤♦❞✱

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❇r❡✐♠❛♥ ✐♥ ✷✵✵✶✳ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❛r❡ ❛ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ st❛t✐st✐❝❛❧

♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r

s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥❡s✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s✉❝❝❡❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❤❡r❡

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❛r❣❡❧② ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ ✜rst ♣❛rt✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣

❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠

❢♦r❡sts✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ❛❧❧♦✇s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ ✉s❡❧❡ss ♦♥❡s✳ ❚❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡t ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦r ♣r❡❞✐❝✲

t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt s❤♦✇s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤

✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❢♦r ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦✈❡rs ❣❡♥♦♠✐❝ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ s♠❛❧❧❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆ ❧❛st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rt✱ ❡st❛❜❧✐s❤❡s s♦♠❡ r✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛ s✐♠✲

♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

♣r❡❞✐❝t♦r s♣❛❝❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ tr❡❡ ❛♥❞ ❢♦r❡st ❡st✐♠❛t♦rs ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ♦❢

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❢♦r❡sts ✐♠♣r♦✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r

✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❢♦✉rt❤s✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✱

s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st❛t✐st✐❝s✳





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

▼❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡ à ❖rs❛② ♦♥t été très ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t❡s ❡t très ❛❣ré❛❜❧❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à ❞❡
♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ❝ôt♦②é❡s ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❞♦♥❝ ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡r ✐❝✐✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❞✐r❡ ✉♥ é♥♦r♠❡ ♠❡r❝✐ à ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧✱ ❞♦♥t ❥❡ q✉❛❧✐✜❡r❛✐s ❞❡ ♣❛r❢❛✐t ❧✬❡♥✲
❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ t❤ès❡✳ ❇✐❡♥ sûr ♠♦♥ ❛✈✐s ❡st très s✉❜❥❡❝t✐❢✱ ❡t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❥❡ ♥❡ ♣❡♥s❡ ♣❛s q✉✬✐❧ ② ❛✐t
❞❡ rè❣❧❡s str✐❝t❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ t❤ès❡✳ ◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t✱ ❥✬❛✐ ✈r❛✐♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣ré❝✐é
ré❛❧✐s❡r ♠❛ t❤ès❡ ❛✈❡❝ t♦✐✳ ❚✉ ♠✬❛s ❢❛✐t ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ q✉❡ ❥❡ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐s ♣❛s ❞✉
t♦✉t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t à ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té✳ ❚✉ ♠✬❛s t♦✉❥♦✉rs s♦✉t❡♥✉✱ ❝♦♥s❡✐❧❧é✱ ❢❛✐t ❛✈❛♥❝❡r
❞❛♥s ♠❡s tr❛✈❛✉① ❡t t✉ ❛s t♦✉❥♦✉rs ♠✐s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳ ❚✉ ♠✬❛s ❛✉ss✐ ❛✐❞é à ♠✬✐♥sér❡r ❞❛♥s
❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té st❛t✐st✐q✉❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r t♦✉s ❝❡s
♠♦♠❡♥ts ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥ts✱ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡♠❡♥t ❡t ❤✉♠❛✐♥❡♠❡♥t✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ●ér❛r❞ ❡t P❤✐❧✐♣♣❡ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❛♣♣♦rt❡r ♠❛ t❤ès❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ●✐❧❧❡s ❡t ❇❡rtr❛♥❞✱ q✉✐ ♠❡ ❢♦♥t ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❥✉r②✳ ❯♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r P❛s❝❛❧
q✉✐✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❛✈♦✐r été ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ♠❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ❣♦ût ❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❡♥ ♠❛îtr✐s❡✱ ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r ❣✉✐❞é
♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛♥♥é❡ ❞❡ ▼✷✱ ♠✬❛ été ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ♠❡r❝✐
♣♦✉r t♦✉t P❛s❝❛❧✳

❊♥ ❡s♣ér❛♥t ♥✬♦✉❜❧✐❡r ♣❡rs♦♥♥❡✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♠❡♠❜r❡s ✭♦✉
❛♥❝✐❡♥s ♠❡♠❜r❡s✮ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞✬❖rs❛② ♣♦✉r ❧❡✉r s②♠♣❛t❤✐❡✱ ❧❡✉r ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r
✈♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡✉rs ❝♦✉rs ✐♥tér❡ss❛♥ts ✭❞❛♥s ❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❡t s❛♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡ st❛t✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✮ ✿ P✐❡rr❡✱
❈❛t❤②✱ ❱✐♥❝❡♥t ❘✱ ◆✐❝♦❧❛s ❱✱ ❏❡❛♥✲P❛tr✐❝❦✱ ❇❡♥♦ît ▲✱ ▼❛r✐❡✲❆♥♥❡✱ ❆♥t♦✐♥❡✱ ▲❛✉r❡♥t ❚✱ ❈é❝✐❧❡✱ ❈②r✐❧✱
❈❛♠✐❧❧❡✱ ❨✈❡s ▼✱ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡✱ ❇❡rtr❛♥❞✱ ❆✉ré❧✐❡♥✱ ❈❧❛✐r❡✱ ❘❛♠❧❛✱ ❖❧✐✈✐❡r✱ ▲✐❧✐❛♥❡✱ ▼❛✉❞✱ ❏éré✲
♠✐❡✱ ❈❤r✐st✐♥❡ ❑✱ ▲❛✉r❡✱ ❊r✇❛♥✱ ❚❤❛♥❤ ▼❛✐✱ ❙②❧✈❛✐♥✱ ◆❛t❤❛❧✐❡✱ ❙é❜❛st✐❡♥✱ ❆❜❡❞✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧✱ ❖❛♥❛✱
●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❉♦♠✐♥q✉❡ ❇✱ ❇r✉♥♦✱ ❈❛r♦❧✐♥❡✱ ❚❤✐ ❚❤✉✱ P❛tr✐❝❦✱ ◆❛❞✐♥❡✱ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ ▼✱ ❇❡s♠❛✱ ❉♦♠✐✲
♥✐q✉❡ ❍✱ ❆❧❛✐♥✱ ❙❤✇❡t❛✱ ▼❛r✐❛♥♥❡✱ ❆✉❞❡✱ ❏✉❧✐❡tt❡✱ ❚❤✐❡rr②✱ ❇❡♥♦ît ❙✱ ❇❡r♥❛r❞♦✱ ▼❡r❧✐♥✱ ❨✈❡s ❆✱ ❏❛✐r♦✱
▲✐♦♥❡❧✱ ❲✐❧s♦♥✱ ▲❛✉r❡♥t ▼✱ ❱✐♥❝❡♥t ❇✱ ❱❧❛❞✐♠✐r✱ ❲❡♥❞❡❧✐♥✱ ❆❣♥ès✱ ❘❛♣❤❛ë❧✱ ❊t✐❡♥♥❡✱ ❊❧✐s❛❜❡t❤✱ ❙♦r✐♥✱
❈❤❛r❧❡s✱ ❋ré❞ér✐❝✳

❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♣♦✉r ❱❛❧ér✐❡✱ q✉✐ ❛ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬❛♣♣♦rt❡r
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧é❣èr❡té à ❧❛ tr♦♣ ❧♦✉r❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ q✉✐ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ❧❡ ❢❛✐t
très ❜✐❡♥ ✿ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ ✉♥❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▼❡r❝✐
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❱❛❧ér✐❡✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❈❤r✐st✐♥❡✱ ♠❛ ❣r❛♥❞❡ s♦❡✉r ❞❡ t❤ès❡ ❡t ❝♦❧❧❛❜♦r❛tr✐❝❡✳ ❊♥ ♣❛r❧❛♥t ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛✲
t✐♦♥✱ ❥❡ s❛❧✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❱✐♥❝❡♥t ▼✱ ♠♦♥ ❝♦♠♣❛❣♥♦♥ ❞❡ r♦✉t❡ ♥❡✉r♦s♣✐♥✐❡♥✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ▼❆P✺ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛❝❝✉❡✐❧ ❧♦rs ❞❡ ♠♦♥ ❛♥♥é❡ ❞✬✐♥tér✐♠ à P❛r✐s ❉❡s❝❛rt❡s ✿
❙❡r✈❛♥❡✱ ❆❞❡❧✐♥❡✱ ❆♥t♦✐♥❡✱ ❋❛❜✐❡♥♥❡✱ ❱❛❧❡♥t✐♥❡✱ ❙❛♥❞r❛✱ ❇éré♥✐❝❡✱ ❋❧♦r❛✱ ❆✈♥❡r✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡✱ ◆✐❝♦❧❛s ▼✱
●❛ë❧❧❡✱ ◆✐❝♦❧❛s ▼✱ ❏érô♠❡✱ ❖❧✐✈✐❡r✱ ▼é❧✐♥❛✱ ❱✐♥❝❡♥t✳

❏❡ s❛❧✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❣❡♥s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ❝r♦✐s❡r ❛✉ ❞ét♦✉r ❞✬✉♥ ❝♦♥❣rès✱ ❞✬✉♥ sé♠✐♥❛✐r❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡
❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ✿ ❏♦s❡♣❤✱ ●✉✐❧❧❡♠✱ ❋❛♥♥②✱ ●✐❧❧❡s ❙✱ ❆r♥❛✉❞✱ ❆✉❞❡✱ ▼❛❤❡♥❞r❛✱ ❙té♣❤❛♥❡✱ ❨❛♥♥✐❝❦✱ P❛tr✐❝✐❛✱
❳❛✈✐❡r✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡✱ ❆✉ré❧✐❡♥✳

▼❡r❝✐ ❛✉① ❝♦✉r❛❣❡✉① ♣♦✉r ❧❡✉rs ♣ré❝✐❡✉s❡s r❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧✬❡①♣♦sé ✿ ❙❡r✈❛♥❡✱ ❆❞❡❧✐♥❡✱ P✐❡rr❡✱ ▼❛✉❞
❡t ❱✐♥❝❡♥t✳

❖rs❛② s✐❣♥✐✜❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ♠♦✐ q✉❛tr❡ ❛♥♥é❡s ❞✬ét✉❞❡s ♠♦t✐✈❛♥t❡s✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❡s ❝❛♠❛r❛❞❡s ét✉✲
❞✐❛♥ts ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ✿ ❆❞❡❧✐♥❡✱ ❆❧❛✐♥✱ ❖t❤✐❧✐❡✱ ▼❛♥✉✱ ❈❤✐♣ ❡t ❱✐❛♥♥❡②✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡t ♠❡s ❛♠✐s ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥✱ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♠❡s ♣❛r❡♥ts q✉✐ ♠✬♦♥t
t♦✉❥♦✉rs ❧❛✐ssé très ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ♠❡s ❝❤♦✐① ❡t ♠✬♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é ❞❛♥s ❝❡✉①✲❧à✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ q✉❛tr❡s ♣❛rt✐❡s✳ ◆♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛❞r❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s st❛✲
t✐st✐q✉❡s à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳

✶✶



✶✷ ❈♦♥t❡①t❡

❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s
❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉❡
❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦t✐✲
✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s r❡❣r♦✉♣♦♥s t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s
s✉r ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥
t❤é♦r✐q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡

▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ❛✉① ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮ ❡t s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s
❡♥ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ❞✐✈❡rs ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ ▲❡s ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉①✱ ❝✐t♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❜✐♦♣✉❝❡s ✭❝✳❢✳ ❉í❛③✲
❯r✐❛rt❡ ❛♥❞ ❆❧✈❛r❡③ ❞❡ ❆♥❞rés ✭✷✵✵✻✮✮✱ ❧✬é❝♦❧♦❣✐❡ ✭❝✳❢✳ Pr❛s❛❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❧❛ ❣é♥♦♠✐q✉❡ ✭❝✳❢✳ ●♦❧❞st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✮✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❧❡s
❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞♦♥t ❡❧❧❡s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡✳

✶✳✶✳✶ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡

▲❡ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t Ln =
{(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)} ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❡❝✲
t❡✉rs ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és ✭✐✳✐✳❞✳✮✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉✬✉♥
✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ (X, Y )✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r (X, Y ) ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Ln ❡t s❛ ❧♦✐ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳
▲✬❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳

◆♦✉s r❡❝♦♠♠❛♥❞♦♥s ✈✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❍❛st✐❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡✳

▲❡ ❜✉t ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❞✬✧❛♣♣r❡♥❞r❡✧ ❧❛ ❧♦✐ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❞❡ (X, Y )✱ ❛✉
tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡✳ ◆♦t♦♥s X ❡t Y ❧❡s ❡s♣❛❝❡s
♠❡s✉r❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✈✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s X ❡t Y ✳ X ❡st
✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t Y ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tré❡✲s♦rt✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ q✉✐ ❡①✐st❡ ❡♥tr❡ X ❡t Y ✳
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡♥tré❡ x ∈ X ✭✉♥❡ ✈❛❧❡✉r x ✜①é❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✧♣ré❞✐r❡✧ ❧❛
s♦rt✐❡ ŷ ∈ Y ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ŷ ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐❡



✶✳✶✳✶ ✲ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✶✸

s♦rt✐❡ y✱ ❛ss♦❝✐é❡ à x✳ ◆♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❛❧♦rs ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✐♥❝♦♥♥✉❡✮ q✉✐ àX ❛ss♦❝✐❡ Y ✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st r❡❧✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥❡ ✧❜♦♥♥❡✧
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ X ❡t Y ✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ✧❜✐❡♥✧ ♣ré❞✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❡♥tré❡ x✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ♣ré❞✐r❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
q✉✐ r❡❧✐❡ X ❡t Y ♥✬❡st ♣❛s très ❜♦♥♥❡✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝❛❞r❡s ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✿ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝❛❞r❡s ❞✐✛èr❡♥t ♣❛r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ Y ✳

❘é❣r❡ss✐♦♥

▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧❛ ré♣♦♥s❡ Y ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡
Y = R✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Y = s(X) + ε ✭✶✳✶✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s : X → R ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❡st✐♠❡r✳ ❊❧❧❡ ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ε ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ré❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ✿ ❧❡s ♠❡s✉r❡s Yi ❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ Ln s♦♥t
❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ s(Xi) ❜r✉✐té❡s ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s εi✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❝❡♥tré❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à X ✿ E[ε|X] = 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s q✉✐
s❛t✐s❢❛✐t s(X) = E[Y |X]✳

❈❡ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳ ❈❡ ♥♦♠
✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t✱ q✉✬❛ ♣r✐♦r✐✱ ♥♦✉s ♥✬✐♠♣♦s♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥
s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠♦❞è❧❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ X✳ ❈❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❡st✐♠❡r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✳✶✮✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ✿ ❧✬✉♥❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✕ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ĥ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X ❞❛♥s R✱ ❝♦♥str✉✐t❡
s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ĥ ❡st ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ s♦rt✐❡ y ❛ss♦❝✐é❡
à ✉♥❡ ❡♥tré❡ x✳ ◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ĥ ♣❛r s♦♥ ❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

E[(ĥ(X)− Y )2] .

■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r✱ ♦❜t❡♥✉❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♠♦✲
❞✐✜❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s



✶✹ ❈♦♥t❡①t❡

♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r✱ q✉✐ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ✭❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛rré❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡✮✳

✕ P♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞✬✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ŝ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ X ❞❛♥s R✱ ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ❧✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ŝ ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✳ ◆♦✉s
♠❡s✉r♦♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ŝ ♣❛r s♦♥ r✐sq✉❡✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

E[(ŝ(X)− s(X))2] .

❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s r✐sq✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❛✉
r✐sq✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é r✐sq✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳

❈❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞♦♥❝ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✭♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♦✉ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ E[ε|X] = 0✱ ❝❡s ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s s❛t✐s❢♦♥t
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ĥ✱

E[(ĥ(X)− Y )2] = E[(ĥ(X)− s(X))2] + E[ε2] .

❆✐♥s✐✱ ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡t ❞❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ✈♦✐r✱
❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❊♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❛♣♣❡❧é❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣❡r✈✐sé❡✮✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ Y ❡st
❞✐s❝rèt❡ ❡t ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❧✬❡♥tré❡ X ❛ss♦❝✐é❡✳ ■❝✐✱ Y = {1, . . . , L}✱
♦ù L ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s✳ ◆♦✉s ❝♦❞♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡
♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣❡✉t êtr❡ ♥♦♥✲♦r❞♦♥♥é ✭❧❡s ❝❧❛ss❡s
④❜❧❡✉✱r♦✉❣❡✱✈❡rt⑥ s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦❞é❡s ④✶✱✷✱✸⑥✮✳

❊♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬❡s✲
♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t X✳ ❊♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s é❝r✐r❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ✭✶✳✶✮✳ ▼❛✐s ❧❡ ❜✉t ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬❡st✐♠❡r
❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❞é✜♥✐❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ x ∈ X ✜①é✱ ♣❛r ✿

∀c ∈ {1, . . . , L} P(Y = c|X = x)

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ♣♦✉r Y ❞✬❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✲
♠❡♥t à X✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s tr❛✐t✐♦♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜r✉✐té❡s s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ x ✜①é✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ é❣❛❧❡ à 1 ❡t ❧❡s
❛✉tr❡s é❣❛❧❡s à 0✳ ❉♦♥❝✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à x ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ c✱ ♠❛✐s s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧téré❡ ❡♥ c′ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✳ ❊♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❡ ❜r✉✐t ✈✐❡♥t ❞✉
❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬♦❜s❡r✈♦♥s ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t s(X)✱ ♠❛✐s s(X)+ε✳ ❊♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❜r✉✐t
♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ❛❧téré❡s✳



✶✳✶✳✶ ✲ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✶✺

❊♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♠❡s✉r❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ✿ ❧✬✉♥❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré✲
❞✐❝t✐♦♥✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳

✕ ◆♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ĥ ♣❛r s♦♥ ❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿

P(ĥ(X) 6= Y ) .

✕ ▲❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é ♣ré❞✐❝t❡✉r ❞❡
❇❛②❡s✳ ❈❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ♣ré❞✐t ♣♦✉r ✉♥ x ✜①é ❧❛ q✉❛♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❛r❣♠❛①

c∈{1,...,L}

P(Y =

c|X = x)✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ♥✬❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❧♦✐
❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (X, Y )✳ ❈✬❡st ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ✐❞é❛❧ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♣♣r♦❝❤❡r✳ ◆♦t♦♥s
p̂(x, c) ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ P(Y = c|X = x)✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❞❡ ❇❛②❡s ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ĥ q✉✐ ♣ré✲
❞✐t✱ ♣♦✉r ✉♥ x ❞♦♥♥é✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❛r❣♠❛①

c∈{1,...,L}

p̂(x, c)✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♠❡s✉r❡r ❧❛

❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♣ré❞✐❝t❡✉r ĥ à ❜✐❡♥ ❡st✐♠❡r ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❞❡ ❇❛②❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r
❧❛ q✉❛♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

E

[
L∑

c=1

| p̂(X, c)− P(Y = c|X) |
]
.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ très ❜✐❡♥ ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
♣♦✉r ❜✐❡♥ ♣ré❞✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣r❡♥♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✱ ♥♦té❡s 1 ❡t 2✳ ❙✐ P(Y =
1|X = x) = 0.99✱ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡ ❇❛②❡s ♣ré❞✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❝❧❛ss❡ 1 ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ x✳
▼❛✐s ❛❧♦rs✱ s✐ p̂(x, 1) = 0.51✱ ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ĥ ♣ré❞✐t ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❧❛ ❝❧❛ss❡ 1 ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
x✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st ❛ss❡③ ♠❛✉✈❛✐s❡✳

❯♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s
❞❡s ❝❛❞r❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡t s❡✉❧❡s q✉❡❧q✉❡s ❧é❣èr❡s ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s s♦♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ❝❛❞r❡ à ❧✬❛✉tr❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡ très ❜♦♥♥❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❝❛s ✭❝✳❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ st❛t✐s✲
t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ X ❡st é❣❛❧ à Rp✳ ▲✬❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ p ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ X✱ ❡t ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
♥♦t❡r♦♥s Xj ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ j✲✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

▲❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s n ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s p ❡st ❝r✉❝✐❛❧
❡♥ st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❡t ♣❡✉t ♠❡♥❡r à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❝❡ ♣♦✐♥t
❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✳



✶✻ ❈♦♥t❡①t❡

✶✳✶✳✷ ❉♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❝♦♠♣♦rt❛✐❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭n
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ♦✉ ♠✐❧❧✐❡rs✮ ❡t ♣❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭p s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
❧❛ ❞✐③❛✐♥❡✮✳ ▲❡s ♣r♦❣rès t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ♦♥t ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❞❡✈❡♥✉❡
❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs ❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡s
s♦♥t ❝♦❧❧❡❝té❡s q✉❛s✐✲q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ♥❡ s✉❢✲
✜s❡♥t ♣❧✉s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s p✱ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ❞✐③❛✐♥❡s ✈♦✐r❡ ❞❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ♣♦✉r ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s n✱ s❡ tr♦✉✈❡ ré❞✉✐t à q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s✳ ▲❡
❞♦♠❛✐♥❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜✐♦♠é❞✐❝❛❧ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❢❛✐r❡ é♥♦r♠é♠❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡s s✉r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞♦♥♥é ✭♠❡s✉r❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❣è♥❡s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♠❛✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❢❛✐t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ré❞✉✐t ✭❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦rt❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡ q✉✐ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t à ✉♥❡
ét✉❞❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧✐♠✐té✮✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❞✐r♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
q✉❛♥❞ n << p✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st très ❣r❛♥❞ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ têt❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦ù n ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 100 ❡t p ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ✉♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st
q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t très ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭♦ù n >> p✮
q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭♦ù n << p✮✳

❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭n << p✮✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ✉♥ ❜♦♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r✱ ❧❡s ♣r❛t✐❝✐❡♥s s♦✉❤❛✐t❡♥t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ét✉❞✐é✱ ✐❧s ✈❡✉❧❡♥t ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡✛❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tré❡✲s♦rt✐❡✳ ■❧s ❞és✐r❡♥t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ st❛t✐st✐❝✐❡♥
❧❡✉r ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❞✐s♦♥s ❛✉ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ n✮ ❛❣✐ss❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s♦rt✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✧✈r❛✐❡s✧
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é♣❛ss❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t n✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs très ♠❛❧ ♣♦sé ❡t q✉❛s✐♠❡♥t
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à rés♦✉❞r❡✳

❘❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✳ ◆♦✉s ❡♥ ❝✐t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳
P♦❣❣✐ ❛♥❞ ❚✉❧❡❛✉ ✭✷✵✵✻✮ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ s❝♦r❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈❆❘❚ ✭❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❈❆❘❚✱ ✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✮✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ●✉②♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮❀ ❘❛❦♦t♦♠❛♠♦♥❥② ✭✷✵✵✸✮❀ ❇❡♥ ■s❤❛❦ ❛♥❞ ●❤❛tt❛s ✭✷✵✵✽✮
✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ s❝♦r❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❡s ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ✭❙❱▼ ✿ ❱❛♣♥✐❦ ✭✷✵✵✵✮✮✳ ❉í❛③✲
❯r✐❛rt❡ ❛♥❞ ❆❧✈❛r❡③ ❞❡ ❆♥❞rés ✭✷✵✵✻✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳



✶✳✶✳✷ ✲ ❉♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✶✼

❚♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❛❧❝✉❧❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ s❝♦r❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣✉✐s
♣r♦❝è❞❡♥t à ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♠ét❤♦❞❡s ✧❢♦r✇❛r❞✬✮✱ ♦✉ ✉♥❡
é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♠ét❤♦❞❡s ✧❜❛❝❦✇❛r❞✧✮✱ ✈♦✐r❡ ❡①é❝✉t❡♥t ❞❡s ♠é✲
t❤♦❞❡s ♣❛s✲à✲♣❛s ✭♠ét❤♦❞❡s ✧st❡♣✇✐s❡✧✮ ♠ê❧❛♥t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❋❛♥ ❛♥❞ ▲✈ ✭✷✵✵✽✮ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞✬é❧✐✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♦ù p ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
n✱ ♣✉✐s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ t②♣❡ ❢♦r✇❛r❞ ❜❛sé❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❡ ▲❡❛st ❆❜s♦❧✉t❡
❙❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❖♣❡r❛t♦r ✭▲❛ss♦ ✿ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✶✾✾✻✮✮✳
▲ê ❈❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡♥t q✉❛♥t à ❡✉① ✉♥ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s❝♦r❡
❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣✉✐s ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡ s❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡
❈❆❘❚ ❡t ❙❱▼✳ ▲❡✉r ✐❞é❡ ❡st ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭❧❡✉r ♠ét❛✲❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ♥♦♠♠❡ ❖♣t✐♠❛❧ ❋❡❛t✉r❡ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ✭❖❋❲✮✮ ✿ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝
✉♥ ♣♦✐❞s ❢♦rt ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ t❛♥❞✐s q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡ ❡st ✐♥✉t✐❧❡✳
❊♥✜♥✱ très ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ▲❛ss♦✱ ♣♦✉r ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥t été ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❞♦♥t ♥♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r
à ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ✧❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✧ ❛✈❡❝ ✉♥ ▲❛ss♦ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❡❧❧❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❝♦♥str✉✐r❡
♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t à ❧❡s ♠❡ttr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ❉❛♥s ❇♦❧❛ss♦
✭♣♦✉r ❇♦♦tstr❛♣✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ▲❛ss♦✮✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇❛❝❤ ✭✷✵✵✽✮✱ ♦♥ ❣é♥èr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s ❜♦♦tstr❛♣ ♣✉✐s ♦♥ ❧❛♥❝❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ▲❛ss♦✳ ❇♦❧❛ss♦ ❡st ❞♦♥❝
à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣ ✭❝✳❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸✮ ❞❡ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✶✾✾✻✮✳
❉❛♥s ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ▲❛ss♦✱ ▼❡✐♥s❤❛✉s❡♥ ❛♥❞ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ✭✷✵✶✵✮ ❝❤♦✐s✐ss❡♥t ❞❡ ❣é♥ér❡r ♣❧✉✲
s✐❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ♣❛r s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡t r❛❥♦✉t❡♥t ✉♥ ❛❧é❛ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞✉ ▲❛ss♦✳ ❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ▲❛ss♦ ❡st ❞♦♥❝ ❧✉✐ à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ❢♦rêts
❛❧é❛t♦✐r❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ✭❝✳❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮ ❞❡ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜❛sé❡ s✉r
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à ❧❛ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ét✉❞✐é s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥❞✐❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱
♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡
✧❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✧ s✐❣♥✐✜❡ ✐❝✐ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ à ❛♣♣♦rt❡r ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡
♦❜t❡♥✐r ✿ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✬❛❞❛♣t❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✜♥❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭❛ss❡③ ❣r♦ss✐èr❡✮
❝♦♥s✐st❡ à s❡✉✐❧❧❡r s✉r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✉t✐❧❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✭♣❧✉s ✜♥❡✮ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s✱ ✐❝✐✱ é❣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✐st✐♥❝ts ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳

✶✳ P♦✉r ✉♥ ❜✉t ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xj

❢♦rt❡♠❡♥t r❡❧✐é❡s à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡ Y ✭♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s Xj s♦♥t ❝♦rré❧é❡s



✶✽ ❈♦♥t❡①t❡

❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✮✳

✷✳ ❆❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❜✉t ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♣❡t✐t s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❜✐❡♥ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡✳

❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ✭✶✮ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥t❡♥✐r ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ q✉✐ s❡r♦♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t très ❝♦rré❧é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✷✮ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ♣❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛✈❡❝ très ♣❡✉ ❞❡
❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♥t❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣ré❝é✲
❞❡♥ts✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r
❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ❝♦♥s✐st❡
à ❛♥❛❧②s❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬■♠❛❣❡r✐❡ à ❘és♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥ét✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭■❘▼❢✮ ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭n = 72✱ p = 105✮✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ tr❛✐t❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥♦♠✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉
♣❛❧✉❞✐s♠❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ✭n = 110✱ p = 88✮✳ ▲❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s ♣❛r ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s♦♥t très s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❝❛s✳ Pré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✳
❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s très ❞✐✛ér❡♥ts✳

❉♦♥♥é❡s ❞❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣❡r✐❡

❉ét❛✐❧❧♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬■❘▼❢ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ q✉✐
❡st ❡♥ ré❛❧✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt q✉✐ ❛ ♠♦t✐✈é ❧❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❯♥
s✉❥❡t ❤✉♠❛✐♥ ❡st ♣❧❛❝é ❞❛♥s ✉♥ ■❘▼✱ ❡t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❝éré❜r❛❧❡ ❞✉ s✉❥❡t✱ s✉✐t❡ à
✉♥❡ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡✱ s♦♥t ❡♥r❡❣✐stré❡s✳ ▲❡s st✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ✈❛r✐é❡s ✿ ❝❛❧❝✉❧ ♠❡♥t❛❧✱
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s✱ é❝♦✉t❡ ❞❡ ♣❛r♦❧❡s✱ ❡t❝✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ③♦♥❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ q✉✐ s✬❛❝t✐✈❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣♦✉r t❡❧❧❡ ♦✉ t❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ❡①é❝✉té❡
♣❛r ❧❡ s✉❥❡t✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ st✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛✉ s✉❥❡t ❞❛♥s ❧✬■❘▼✱ ❞❡ q✉❛tr❡
❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ s❝❤é♠❛ rés✉♠❛♥t ❧✬❛❝q✉✐✲
s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝éré❜r❛❧❡ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✭✸❉✮ ❡t ❧❡s s♦rt✐❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t r❡♣rés❡♥t❡
❧❡s ❝❧❛ss❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐❝✐ ❧❡s ✈♦①❡❧s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭✉♥ ✈♦①❡❧ ❡st ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣✐①❡❧✱
♠❛✐s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮✱ ♣❛rt✐❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦❞❛♥t ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝éré❜r❛❧❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ 105✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉❡
72 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r✱ q✉✐✱ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠❛❣❡
❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝éré❜r❛❧❡✱ ♣ré❞✐t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t q✉✐ ❛ ✐♥❞✉✐t ❝❡tt❡ ✐♠❛❣❡ ❧♦rsq✉❡ q✉✬❡❧❧❡
❛ été ♣rés❡♥té❡ ❛✉ s✉❥❡t✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❡①✲
♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ s♦rt✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ③♦♥❡s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛



✶✳✶✳✷ ✲ ❉♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✶✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬■❘▼ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳

r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞✬❡♥✲
tré❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s tr❛✐t❡r✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥
✸❉ ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❉❡✉① ✐♠❛❣❡s ❞✬■❘▼ ❡♥ ré♣♦♥s❡s à ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ s✉❥❡t✳ ▲❡s ③♦♥❡s ❥❛✉♥❡s s♦♥t ♣❡✉ ❛❝t✐✈é❡s✱ ♦r❛♥❣❡s
♠♦②❡♥♥❡♠❡♥t ❛❝t✐✈é❡s ❡t r♦✉❣❡s très ❛❝t✐✈é❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✱ ❡t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡♥❝♦r❡
❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳ ❈❡❝✐ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té
❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts très ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ▲❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐✱
❢❛✐r❡ r❡ss♦rt✐r ♣❡✉ ❞❡ ③♦♥❡s ♦ù ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✐❞❡
♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❛r ❧❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s✳ ◆♦✉s ❞é❝❧❛r♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✱ ❝❛r ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❝♦♥str✉✐t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛tt❡✐♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳



✷✵ ❈♦♥t❡①t❡

➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ♣❛❧✉❞✐s♠❡

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛✲
s✐t❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ♣❛❧✉❞✐s♠❡✳ ▲❡ ♣❛❧✉❞✐s♠❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛♥té ♠❛❥❡✉r✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s tr♦♣✐❝❛❧❡s✳ ▲❡ ♣❛r❛s✐t❡ s❡ tr❛♥s♠❡t ❞✬❤♦♠♠❡ à ❤♦♠♠❡ ✈✐❛
❞❡s ♣✐qûr❡s ❞❡ ♠♦✉st✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ t❡♥t❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✭♦✉ ❧❡ ♥♦♥✲
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✮ ❞✉ ♣❛r❛s✐t❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ♠♦✉st✐q✉❡ ❛♣rès q✉❡ ❧❡ ♠♦✉st✐q✉❡ ❛ ♣✐q✉é
✉♥ ♣♦rt❡✉r ❤✉♠❛✐♥✳ ◆♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♥t❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡♥t✱ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐♥❤✐❜❡♥t✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛s✐t❡ ❞❡ ❧✬❤♦♠♠❡ ✈❡rs ❧❡ ♠♦✉st✐q✉❡✳

●r♦ss✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥ts s♦♥t ❧❛ ✧❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥✧ ❞✉ ♣❛r❛s✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣♦rt❡✉r ❤✉♠❛✐♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✧♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥✧✳ ▲❡ ❢❛✐t
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❝❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❡t ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t
♣♦✉r ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣❧✉s ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ♣❛r❛s✐t❡
s✬❛❣rè❣❡ ❞❛♥s ❧❡ s❛♥s ❞✉ ♣♦rt❡✉r✱ ❡t ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ♠♦✉st✐q✉❡ ♥✬✐♥❣èr❡ ♣❛s ❧❡
♣❛r❛s✐t❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣✐qûr❡ ❡st ❣r❛♥❞❡ ✭❧❡ ♠♦✉st✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ♣❛s
tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡ ♣❛r❛s✐t❡✮✳

❆✈❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡
❢❛♠✐❧❧❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ✿ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳

✶✳✶✳✸ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✭✷✵✵✵✮✮
❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❛❣ré❣❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs
♣ré❞✐❝t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❛❣ré❣❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ q ♣ré❞✐❝t❡✉rs r❡✈✐❡♥t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❡♥ ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ŷl✱ ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

✜♥❛❧❡ ❡st ❛❧♦rs
1

q

q∑

l=1

ŷl✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

à ❢❛✐r❡ ✉♥ ✈♦t❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs✳ ❙♦✉❧✐❣♥♦♥s ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs très s✐♠♣❧❡ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ♦♣t✐♠✐sé❡✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞✬✧❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✧✱ q✉✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
♣ré❞✐❝t❡✉rs ❞♦♥♥é❡✱ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❜♦♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❛❣ré❣é ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲❡❝✉é ✭✷✵✵✼✮✮✳

❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✧❡♥ ✉♥ ❝♦✉♣✧✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
❣é♥èr❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs rè❣❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ♠❡tt❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s
ré♣♦♥s❡s✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs✱ ♦♥
❡①♣❧♦r❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡t q✉✬❡♥ ❛❣ré❣❡❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✱ ♦♥
ré❝✉♣èr❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r q✉✐ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ t♦✉t❡ ❝❡tt❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❉✉ ❝♦✉♣✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞
à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ✜♥❛❧ s♦✐t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ✿ ❡♥
q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡✱ ♦♥ ❝r♦✐t à ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ❢♦r❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧❧✉str♦♥s s✉r ✉♥ ❝❛s



✶✳✶✳✸ ✲ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✷✶

s✐♠♣❧❡ ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ P❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ à ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✳
P♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❛❣ré❣é ❝♦♠♠❡tt❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ♣♦✉r ✉♥ x ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬❛✉
♠♦✐♥s ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s s❡ s♦✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t tr♦♠♣és ♣♦✉r ❝❡ ♠ê♠❡
x✳ ▼♦r❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s très s♦✉✈❡♥t✱ ❝❛r ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s
❝♦♠♠❡tt❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬✐❧s ❝♦♠♠❡tt❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡rr❡✉rs ♣♦✉r
❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥tré❡s✳ ■❝✐✱ s✉r❣✐t ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥ts
❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ✿ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s s❡ tr♦♠♣❡r ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ x✳ P♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛
s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s s♦✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦♥s✳
❊t ❧à ♦ù ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r s❡ tr♦♠♣❡✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ r❡❧❛✐s ❡♥ ♥❡ s❡ tr♦♠♣❛♥t
♣❛s✳

▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ s❡ rés✉♠❡ ❛✐♥s✐ ✿

✕ ❈❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞♦✐t êtr❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦♥✳
✕ ▲❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❝❛r ❛❣ré❣❡r ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs t♦✉s ♠❛✉✈❛✐s ♥❡ ♣♦✉rr❛
✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❜♦♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
♥❛t✉r❡❧✱ ❝❛r ❛❣ré❣❡r ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs t♦✉s q✉❛s✐♠❡♥t ♣❛r❡✐❧s ❞♦♥♥❡r❛ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r
s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❡t ♥✬❛♠é❧✐♦r❡r❛ ♣❛s ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✐t ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t ré✉ss✐r à
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❝✐✲❞❡ss✉s✳

◆♦✉s ❝✐t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ s♦♥t ❤✐st♦r✐✲
q✉❡♠❡♥t ❛♣♣❛r✉❡s ❛✈❛♥t ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✮✳

❇❛❣❣✐♥❣

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ✭✶✾✾✻✮✳ ▲❡ ♠♦t ❇❛❣❣✐♥❣ ❡st ❧❛
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦ts ❇♦♦tstr❛♣ ❡t ❆❣❣r❡❣❛t✐♥❣✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ Ln ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✭❛♣♣❡❧é❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✮✱ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t s✉r Ln

✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ĥ(.,Ln)✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣ ❡st ❞❡ t✐r❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❜♦♦tstr❛♣ (LΘ1

n , . . . ,LΘq

n )✱ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉①
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs (ĥ(.,LΘ1

n ), . . . , ĥ(.,LΘq

n ))✱ ❡t ❡♥✜♥ ❞✬❛❣ré❣❡r
❝❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✳

▲✬✐❞é❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣✱ ❡t q✉✬❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❜♦♦tstr❛♣✱ ♦♥ ❡♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✱ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t à t❡r♠❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✈❛r✐és✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥t✳

❯♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ LΘl
n ❡st✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ t✐r❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t n ♦❜✲

s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ r❡♠✐s❡ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln✱ ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛②❛♥t
✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/n ❞✬êtr❡ t✐ré❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Θl r❡♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ❝❡ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ❡st ❞❡ t✐r❡r ❛❧é❛✲
t♦✐r❡♠❡♥t k ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❛♥s r❡♠✐s❡ ❞❛♥s Ln✱ ❛✈❡❝ k < n✳



✷✷ ❈♦♥t❡①t❡

■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❇❛❣❣✐♥❣ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐✲
s✐♦♥ ✭♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❝❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✱ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✈♦✐r ❧❡ ❇❛❣❣✐♥❣ ❝♦♠♠❡
✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st très ❣é♥ér❛❧ ❡t ♣❡✉t✲
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❞✬❛✉tr❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜❛s❡s ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ ✧❜❛❣❣é✧ ❛ été ré❝❡♠♠❡♥t ét✉❞✐é❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡
❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♣❛r ❇✐❛✉ ❛♥❞ ❉❡✈r♦②❡ ✭✷✵✶✵✮✱ ♣✉✐s ❇✐❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ✭✈♦✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s
ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✮✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛rt✐❝❧❡ ét❛❜❧✐t ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ ✧❜❛❣❣é✧ ✭❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ♦❜t❡♥✉ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ ✈r❛✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥
q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs +∞✮✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s k ❞❛♥s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s

❜♦♦tstr❛♣ ✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s r❡♠✐s❡✮ t❡♥❞❡ ✈❡rs +∞✱ ♠❛✐s ♠♦✐♥s ✈✐t❡ q✉❡ n ✿
k

n
→ +∞✳ ❈❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r k ❡t n s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛rt✐❝❧❡ ✈❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛tt❡✐♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r k ❡t n✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ✐❧❧✉str❡ à ♠❡r✈❡✐❧❧❡ ❧❡s ❜✐❡♥❢❛✐ts ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡
rè❣❧❡ ❜❛s✐q✉❡ ❛ss❡③ ♣❛✉✈r❡ ✭❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥s✐st❛♥t❡✮✱ ❧❡ ❇❛❣✲
❣✐♥❣ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❛✉① très ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ✭❝♦♥s✐st❛♥❝❡
❡t ✈✐t❡ss❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ▲✬✐❞é❡✱ ✐❝✐✱ ❡st q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥✱
♥✬❡①♣❧♦r❡ ♣❛s ❛ss❡③ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✿ ❡❧❧❡ ❛ss✐❣♥❡ à ✉♥ x ❞♦♥♥é✱ ❧❡ y ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ Ln ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ x✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ s✉r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣
♣❡r♠❡t ❞✬❛❧❧❡r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s s♦rt✐❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡s ❞❡ x ✭❝❡
q✉✐ ❛rr✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ x ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❜♦♦tstr❛♣ ❝♦✉r❛♥t✮✳ ▲❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥ ✧❜❛❣❣é✧ ♠❡t ❛❧♦rs ✉♥ ♣♦✐❞s s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡ Ln ❡t ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❛❣ré❣é ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s Yi ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❡♥ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
rè❣❧❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❡s ♣♦✐❞s✳

❇♦♦st✐♥❣

■♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❋r❡✉♥❞ ❛♥❞ ❙❝❤❛♣✐r❡ ✭✶✾✾✻✮✱ ❧❡ ❇♦♦st✐♥❣ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s à ❝❡ ❥♦✉r✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln

❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ✭❛♣♣❡❧é❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✮✱ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t s✉r Ln ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r
ĥ(.,Ln)✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❇♦♦st✐♥❣ ❡st ❞❡ t✐r❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦str❛♣ LΘ1

n ✱ ♦ù
❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/n ❞✬êtr❡ t✐ré❡✱ ♣✉✐s ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♣ré❞✐❝t❡✉r ĥ(.,LΘ1

n )✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ĥ(.,LΘ1
n ) s✉r ❧✬é❝❤❛♥✲

t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦str❛♣ LΘ2
n ✱ ❡st ❛❧♦rs

t✐ré ♠❛✐s ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ t✐r❛❣❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥✬❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
♣♦✉r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬êtr❡ t✐ré❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ĥ(.,LΘ1

n ) s✉r ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ t✐r❡r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛❧ ♣ré❞✐t❡✱
❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡ t✐r❡r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❜✐❡♥ ♣ré❞✐t❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
LΘ2

n ♦❜t❡♥✉✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ĥ(.,LΘ2
n )✳ ❖♥ t✐r❡ ❛❧♦rs ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡

é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ LΘ3
n ✱ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ĥ(.,LΘ2

n ) s✉r Ln ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ❡st ❛❧♦rs ❛❣ré❣é❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡✳



✶✳✶✳✸ ✲ ▼ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✷✸

▲❡ ❇♦♦st✐♥❣ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ét❛♥t t✐ré ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥ ❝❡❧❛✱ ❧❡ ❇♦♦st✐♥❣
❞✐✛èr❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣✱ ♦ù ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s s♦♥t t✐rés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t
❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

▲✬✐❞é❡ ❞✉ ❇♦♦st✐♥❣ ❡st ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s s✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❧
♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ ♣♦✉r ❡ss❛②❡r ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❣❧♦❜❛❧❡s✳

P♦✉r ❞é♥♦♠♠❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❇♦♦st✐♥❣✱ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✶✾✾✽✮ ♣❛r❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t♠❡s
❆r❝✐♥❣✱ ♣♦✉r ❆❞❛♣t✐✈❡❧② ❘❡s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❈♦♠❜✐♥❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❜✐❡♥ q✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ré✲
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❇❛❣❣✐♥❣✱ ♦♥ ré✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡ ❞❡
❢❛ç♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❇♦♦st✐♥❣✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❧❡
❇♦♦st✐♥❣ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ été ét✉❞✐é t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ✿ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❇❛rt❧❡tt ❛♥❞ ❚r❛s❦✐♥
✭✷✵✵✼✮ ❡t ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✳

❘❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ ❖✉t♣✉ts

▲❡ ❇❛❣❣✐♥❣ ❡t ❧❡ ❇♦♦st✐♥❣ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❡♥ ré✲
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛♥t Ln✳ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✵❛✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ ❖✉t♣✉ts✱ q✉✐
❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st✱ ✐❝✐✱ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❛❧tèr❡ ❧❡s s♦rt✐❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡✳ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ s✉❜✐ss❡♥t ❧❡s s♦rt✐❡s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
❜r✉✐t à ❝❤❛q✉❡ Yi ❞❡ Ln✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ✧à s♦rt✐❡s r❛♥✲
❞♦♠✐sé❡s✧✱ ♣✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❡t ♦♥ ❛❣rè❣❡ ❡♥✜♥ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❘❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ ❖✉t♣✉ts ❡st✱ ❡♥❝♦r❡✱ q✉✬❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ s✉r
❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s à s♦rt✐❡s r❛♥❞♦♠✐sé❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts
❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳

❘❛♥❞♦♠ ❙✉❜s♣❛❝❡

❍♦ ✭✶✾✾✽✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ■❧ ♥✬❡st ✐❝✐ ♣❧✉s q✉❡s✲
t✐♦♥ ❞❡ ❥♦✉❡r s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘❛♥❞♦♠ ❙✉❜s♣❛❝❡ ❡st ❞❡ t✐r❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ s✉r Ln q✉✐ ♥❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ❖♥ ❣é♥èr❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❝❤❛❝✉♥ ❝♦♥str✉✐t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ♣✉✐s ♦♥ ❛❣rè❣❡ ❝❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs✳ ▲❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t t✐rés ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r✳

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❝❤❛❝✉♥ ét❛♥t ❜♦♥
❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ X ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡
❞✬❡♥tré❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r✳



✷✹ ▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s q✉❛tr❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ é✈♦q✉és ♦♥t t♦✉t❡s ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♠♠✉♥✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✳
❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✐ss✉s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡
❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ❛❣rè❣❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s✳ ▲❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t ♣♦rtés s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ✭ré✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ s♦rt✐❡s r❛♥❞♦♠✐sé❡s✮ ♦✉ ❧❡ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r✱ ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
s♦♥t ❣é♥éré❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s ✉♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ♦✉ ♥♦♥✳

P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣ré✲
❞✐❝t❡✉r ❛❣ré❣é ✜♥❛❧ ❢❛✐t s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♠✐❡✉① ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✮
q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❉♦♥❝✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ✧♣❡rt✉r❜❡r ♣✉✐s
❛❣ré❣❡r✧ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳

▲❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥❡ ✈❛✉t q✉❡ s✐ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡✱ ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs
s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és s✉r ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ✧✐♥st❛❜❧❡s✧✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐♥st❛❜❧❡ s✐ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♣ré❞✐❝t❡✉r
♦❜t❡♥✉✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭q✉❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✶
❝✐✲❛♣rès✮ s♦♥t ✐♥st❛❜❧❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ q✉✐ ❡❧❧❡s s♦♥t st❛❜❧❡s✱ ♥❡ s♦♥t
❥❛♠❛✐s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ q✉✐ ❡st ❧❡ s✉❥❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✷ ▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥

▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❢♦♥❞❛t❡✉r ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❱♦✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ❢♦rêts
❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❙♦✐t {ĥ(.,Θ1), . . . , ĥ(.,Θq)} ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♣❛r ❛r❜r❡✱ ♦ù
(Θ1, . . . ,Θq) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐✳✐✳❞✳✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs✳

▲❡ t❡r♠❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s s♦♥t✱ ✐❝✐✱ ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♣❛r ❛r❜r❡✱ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ Ln✮✳ ❯♥❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❢♦♥t ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❘❡♠❛r✲
q✉♦♥s ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐tés ✭❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥



✶✳✷✳✶ ✲ ❈❆❘❚ ✷✺

❝❤♦✐s✐t ❝♦♠♠❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮✱ s❡✉❧ ❧❡ ❇♦♦st✐♥❣ ♥❡ r❡♥tr❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❞✉ ❇♦♦st✐♥❣ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t
♣❛s ❞✬❛❧é❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡ ❇❛❣❣✐♥❣✱ ❘❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ ❖✉t♣✉ts ❡t ❘❛♥✲
❞♦♠ ❙✉❜s♣❛❝❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❛✈❡❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♣♦✉r ❛❧é❛ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧❡ t✐r❛❣❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣✱ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡
❞❡s s♦rt✐❡s ❞❡ Ln ❡t ❧❡ t✐r❛❣❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ♠é✲
t❤♦❞❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
◆♦✉s ❧✐st♦♥s t♦✉s ❝❡✉① ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ❞❛♥s ❧❛ ❧✐t✲
tér❛t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥✱ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ✷✵✵✶✱ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s
❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❧✉✐ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s✳ ❖r✱
❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡✱ ✐❧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s ❘❛♥❞♦♠
❋♦r❡sts✲❘■✱ q✉✬✐❧ ❛ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ✭✈♦✐r ❇r❡✐♠❛♥ ❛♥❞ ❈✉t❧❡r ✭✷✵✵✺✮✮✳ P❛r s✉✐t❡✱ ❝❡ s♦♥t
❝❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ q✉✐ ♦♥t été q✉❛s✐✲s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❞❡ très ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳ ❊t ♣♦✉r ❝❛✉s❡✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à t♦✉s✱ ❡st ❢❛❝✐❧❡
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛tt❡✐♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é✲
♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ✧❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✧ ❞és✐❣♥❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t très s♦✉✈❡♥t ❧❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✳
❖♥ tr♦✉✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✧❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥✧ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛r❜r❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ✭❧❡s ❛r❜r❡s ❈❆❘❚✮ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ♣❧✉s ❣é♥é✲
r❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡s ❘❛♥❞♦♠
❋♦r❡sts✲❘■✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s♦rt✐❡ très
✉t✐❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✳

✶✳✷✳✶ ❈❆❘❚

▲✬❛❝r♦♥②♠❡ ❈❆❘❚ s✐❣♥✐✜❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❆♥❞ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❚r❡❡s✳ ■❧ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♣❛r
❛r❜r❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥ q✉✬❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❈❆❘❚ ❡st ❞❡
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ X ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞②❛❞✐q✉❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
✉♥❡ s♦✉s✲♣❛rt✐t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞❡ ❧❛
t❤ès❡ ❞❡ ●❡② ✭✷✵✵✷✮✱ ♣♦✉r ✉♥ ❡①♣♦sé ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s✱ ❝♦♥❝✐s ❡t très ❝❧❛✐r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥
ré❣r❡ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥✬❡♥ r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s✳

❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é❝♦✉♣❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲
♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ à ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♥str✉✐t❡✳ ▲❡s
♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ r❛❝✐♥❡
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ t♦✉t ❡♥t✐❡r✳ ❙❡s ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ✜❧s s♦♥t ❛ss♦❝✐és
❛✉① ❞❡✉① s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡
s✉✐t❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞②❛❞✐q✉❡ ❡t ✉♥ ❛r❜r❡
❜✐♥❛✐r❡✳



✷✻ ▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❯♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞②❛❞✐q✉❡ ❞✉ ❝❛rré ✉♥✐té ❡t s♦♥ ❛r❜r❡ ❈❆❘❚ ❛ss♦❝✐é✳

❉ét❛✐❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st ❛❧♦rs Rp✱ ♦ù p ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❛rt♦♥s ❞❡
❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✭❛ss♦❝✐é❡ à Rp t♦✉t ❡♥t✐❡r✮✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❈❆❘❚ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝♦✉♣❡r ❛✉
♠✐❡✉① ❝❡tt❡ r❛❝✐♥❡ ❡♥ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ✜❧s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦✉♣✉r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

{Xj 6 d} ∪ {Xj > d} ,

♦ù j ∈ {1, . . . , p} ❡t d ∈ R✳ ❉é❝♦✉♣❡r s✉✐✈❛♥t {Xj 6 d} ∪ {Xj > d} s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡s
❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ j✲✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ d ✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡
♥♦❡✉❞ ✜❧s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ d ✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡
♥♦❡✉❞ ✜❧s ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞é❝♦✉♣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡
❝♦✉♣❧❡ (j, d) q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ✿

✕ ❊♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✜❧s✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥
♥♦❡✉❞ t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

∑

i:Xi∈t

(Yi−Y t)
2 ♦ù Y t ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s Yi ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♥♦❡✉❞ t✳
✕ ❊♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❡st {1, . . . , L}✮✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐✲
s❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✜❧s✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
L∑

c=1

p̂ct(1− p̂ct)✱ ♦ù p̂ct ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ c ❞❛♥s ❧❡ ♥♦❡✉❞ t✳

❊♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❞é❝♦✉♣❡s q✉✐ t❡♥❞❡♥t à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s
♥♦❡✉❞s ♦❜t❡♥✉s✳ ❊♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ●✐♥✐✱ ❡t ❞♦♥❝ à
❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡s ♥♦❡✉❞s ♦❜t❡♥✉s ✭✉♥ ♥♦❡✉❞ ét❛♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡
s✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡✮✳
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❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞é❝♦✉♣é❡✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✜❧s ❡t
♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❧❡s ❞é❝♦✉♣❡r ❡♥ ❞❡✉①
♥♦✉✈❡❛✉① ♥♦❡✉❞s✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ❞é✈❡❧♦♣♣és✱ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡
✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛rrêt✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛rrêt ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♥❡ ♣❛s ❞é❝♦✉♣❡r ❞❡s ♥♦❡✉❞s q✉✐
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♠♦✐♥s q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ♥♦❡✉❞s t❡r♠✐♥❛✉①✱ q✉✐ ♥❡
s♦♥t ♣❧✉s ❞é❝♦✉♣és✱ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❆ ♥♦t❡r✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞é❝♦✉♣❡
♣❛s ✉♥ ♥♦❡✉❞ ♣✉r✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s
s♦rt✐❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛r❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❧✬❛r❜r❡
♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ✭Y t ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♥♦❡✉❞
t ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ❉♦♥❝✱ à ✉♥ ❛r❜r❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭❞é✜♥✐❡ ♣❛r s❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✮
❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛tt❛❝❤é❡s à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r
♣❛r ❛r❜r❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛r❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈❆❘❚✱ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❡t ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r
❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s♦✉s✲❛r❜r❡ é❧❛❣✉é ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✭♠❡✐❧❧❡✉r ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡t ✉♥ ❜✐❛✐s
❢❛✐❜❧❡✳ ❆ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ✭q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❛❧♦rs ✉♥
♣ré❞✐❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t✮ ❛ ✉♥❡ très ♣❡t✐t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛✐s ✉♥ ❜✐❛✐s é❧❡✈é✳ ▲✬é❧❛❣❛❣❡ ❡st ✉♥❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✭♦ù ❧❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s é❧❛❣✉és ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
♠❛①✐♠❛❧✮ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣é♥❛❧✐sé✱ ❧❛ ♣é♥❛❧✐té ét❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s s✉r ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱
✈♦✐r ●❡② ❛♥❞ ◆❡❞❡❧❡❝ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❡s ❢♦rêts
❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❞❡s ❢♦rêts ❞✬❛r❜r❡s ♥♦♥ é❧❛❣✉és✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝✬❡st
❣râ❝❡ à ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞✐s♣❡♥s❡r ❞✬é❧❛❣✉❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✳
◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛r❜r❡ ❈❆❘❚✱ s✬✐❧ ❡st ✉t✐❧✐sé s❡✉❧✱ ❞♦✐t êtr❡ é❧❛❣✉é✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❈❆❘❚✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡s ❛✉t♦r✐sé❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛rrêt✳ ◆♦✉s
♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❧❛ ❢❛ç♦♥✱ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✱ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❡t r❡♥✈♦②♦♥s à ❇r❡✐♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥ts✳ ❙✐❣♥❛❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ C4.5 ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ◗✉✐❧❛♥ ✭✶✾✾✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ q✉✐ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♣❧✉s ré❣✉❧✐❡rs q✉❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝✲
t❡✉rs ♣❛r ❛r❜r❡s ❝♦♥st❛♥ts ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❈✐t♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❆❘❙ ✐♥tr♦✲
❞✉✐t ♣❛r ❋r✐❡❞♠❛♥ ✭✶✾✾✶✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❛r❜r❡s ❈❆❘❚ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

✶✳✷✳✷ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■

❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ s✐❣♥✐✜❡ ✧❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s à ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥tré❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s✧ ✭❘❛♥✲
❞♦♠ ❋♦r❡sts ✇✐t❤ ❘❛♥❞♦♠ ■♥♣✉ts✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❞❡ ❣é♥ér❡r ♣❧✉s✐❡✉rs é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❜♦♦tstr❛♣ LΘ1

n , . . . ,LΘq

n ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❇❛❣❣✐♥❣✮✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ s✉r ❝❤❛q✉❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ LΘl

n ✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❈❆❘❚ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱



✷✽ ▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥

✉♥ ❛r❜r❡ ❡st✱ ✐❝✐✱ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r ❞é❝♦✉♣❡r ✉♥ ♥♦❡✉❞✱ ♦♥ t✐r❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ m ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
s✉✐✈❛♥t ❧❡s m ✈❛r✐❛❜❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦♥str✉✐t ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✲
✈❡❧♦♣♣é ✭❛r❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧✮ ❡t ♥✬❡st ♣❛s é❧❛❣✉é✳ ▲❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ♦❜t❡♥✉s ❡st ❡♥✜♥
❛❣ré❣é❡ ✭♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ✈♦t❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❡ ♣ré✲
❞✐❝t❡✉r ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣✱
♦ù ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ✭❧❡s ét❛♣❡s ❞❡
❜♦♦tstr❛♣ ❡t ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ét❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✮✳

▲❡ t✐r❛❣❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✱ ❞❡sm ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ❢❛✐t✱ s❛♥s r❡♠✐s❡✱ ❡t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r♠✐
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ ✉♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1/p ❞✬êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ m
✭m 6 p✮ ❡st ✜①é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt ❡t ❡st ❞♦♥❝ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ❯♥❡ ❢♦rêt ❝♦♥str✉✐t❡
❛✈❡❝ m = p r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣ ❞✬❛r❜r❡s ❈❆❘❚ ♥♦♥ é❧❛❣✉és✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❢♦rêt
❝♦♥str✉✐t❡ ❛✈❡❝ m = 1 ❡st très ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ m = 1✱ ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ❞é❝♦✉♣é ✉♥ ♥♦❡✉❞✱ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭❧❡s
❝♦✉♣✉r❡s s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

▲❡ t✐r❛❣❡ ❞❡s m ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛❧é❛ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ❇❛❣❣✐♥❣✳ P♦✉r ❧❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ❞✬❛❧é❛s ♣♦✉r
❣é♥ér❡r ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ✿ ❧✬❛❧é❛ ❞û ❛✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❡t ❧✬❛❧é❛ ❞✉
❝❤♦✐① ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞é❝♦✉♣❡r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡rt✉r❜❡ à ❧❛ ❢♦✐s
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❧❛♥❝❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ ❡t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈❡ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞é❝♦✉♣❡r ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❛✈❛✐t ❞é❥à été
✉t✐❧✐sé ♣❛r ❆♠✐t ❛♥❞ ●❡♠❛♥ ✭✶✾✾✼✮ ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡✉r
♠ét❤♦❞❡ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✐♥✢✉❡♥❝é ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥ ❞❛♥s s❛ ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲
❘■✳ P♦✉r ❧❡✉r ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ét❛✐t t❡❧❧❡♠❡♥t ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡
q✉✬✐❧s ét❛✐❡♥t ♦❜❧✐❣és ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥
❝❤♦✐① ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ à ❧❛ ❞é❝♦✉♣❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣ ✭✈♦✐r ❧❛
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✮✳ ▲✬❡①♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡st q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❛❧é❛ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❛r❜r❡s✱ r❡♥❞ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❞✐✛ér❡♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ s❛♥s
♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❞é❣r❛❞❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝✲
t❡✉r ❛❣ré❣é ❡st ❛❧♦rs ♠❡✐❧❧❡✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ♣❡rt✉r❜é❡s ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡
❜❛s❡✳ ▲❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ✿
✉♥❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞é❣r❛❞❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❡t ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❛❣ré❣é
❡st ❛❧♦rs ♠❛✉✈❛✐s✱ ✉♥❡ tr♦♣ ♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s tr♦♣
s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡✉① ❡t ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❛❣ré❣é ♥✬❛♣♣♦rt❡ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳ ▲❡s
❡①❝❡❧❧❡♥ts rés✉❧t❛ts ❞❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❛✐ss❡♥t ♣❡♥s❡r q✉✬❡❧❧❡s ✭❛✈❡❝
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ m ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✮ ré❛❧✐s❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s✱ ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❛ ✧❜♦♥♥❡ ❞♦s❡✧



✶✳✷✳✷ ✲ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ✷✾

❞✬❛❧é❛✳

▲❡ ♣❛q✉❡t ❘ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ❛ été ❝♦❞é ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ❛♥❞ ❈✉t❧❡r ✭✷✵✵✺✮✳ ■❧
❛ ❡♥s✉✐t❡ été ✐♠♣♦rté ❞❛♥s ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡ ❘ ♣❛r ▲✐❛✇ ❛♥❞ ❲✐❡♥❡r ✭✷✵✵✷✮✱ ✈✐❛ ❧❡ ♣❛q✉❡t
r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✳ ❈❡ ♣❛q✉❡t ❡st ❧✐❜r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡
très ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❝❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✳

✕ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡m ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❤♦✐s✐❡s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡s ❛r❜r❡s✳ ■❧ ❡st ♥♦♠♠é ♠tr② ❞❛♥s ❧❡ ♣❛q✉❡t✳ ■❧ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r
❞❡ 1 à p ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ✿

√
p ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ p/3 ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥✳

✕ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❥♦✉❡r s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❜r❡s q ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡
❡st ♥♦♠♠é ♥tr❡❡ ❡t s❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❡st 500✳

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ré❣❧❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭♥♦♠♠é ♥♦❞❡s✐③❡✮ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ♥❡ ❞é❝♦✉♣❡ ♣❛s ✉♥
♥♦❡✉❞✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❜♦♦tstr❛♣ ✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s r❡♠✐s❡✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t✐ré❡s✮✳ ◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ♣♦✉r ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣❛r ❞é❢❛✉t✱ ✐✳❡✳ ✉♥ ♥♦❞❡s✐③❡ ❞❡ 1 ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t 5 ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❡t ❧❡s é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t t♦✉s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ t✐r❛♥t n ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ r❡♠✐s❡ ❞❛♥s
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln✳

❉❛♥s ❧✬❆♥♥❡①❡ ✷✳❆✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♠tr② ❡t ♥tr❡❡✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t
❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ré❡❧s ❡t s✐♠✉❧és✱ ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡s ét✉❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s✉r ❝❡ s✉❥❡t ✭❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✱
❉í❛③✲❯r✐❛rt❡ ❛♥❞ ❆❧✈❛r❡③ ❞❡ ❆♥❞rés ✭✷✵✵✻✮✮ ❛✈❡❝ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥s❡✐❧s s✉r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

▲✬❡rr❡✉r ❖✉t✲❖❢✲❇❛❣

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧✬❡rr❡✉r ❖✉t✲❖❢✲❇❛❣ ✭❖❖❇✮✳ ✧❖✉t✲❖❢✲❇❛❣✧
s✐❣♥✐✜❡ ✐❝✐ ✧❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣✧✳ ❈❡tt❡ ❡rr❡✉r ét❛✐t ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣✱ ❞✬♦ù ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦t ✧❇❛❣✧✳ ▲❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡st ❧❡
s✉✐✈❛♥t✳

❋✐①♦♥s ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ (Xi, Yi) ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❜♦♦tstr❛♣ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
♣❛s ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ✧❖✉t✲❖❢✲❇❛❣✧✳
◆♦✉s ❛❣ré❣❡♦♥s ❛❧♦rs ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❛r❜r❡s ♣♦✉r ❢❛❜r✐q✉❡r ♥♦tr❡ ♣ré✲



✸✵ ▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥

❞✐❝t✐♦♥ Ŷi ❞❡ Yi✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❢❛✐t ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ Ln✱ ♥♦✉s
❝❛❧❝✉❧♦♥s ❛❧♦rs ❧✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ ♣❛r ♥♦s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ✿ ❧✬❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥

ré❣r❡ss✐♦♥

(
1

n

n∑

i=1

(Ŷi − Yi)
2

)
✱ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❧ ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❝❧❛ss✐✜✲

❝❛t✐♦♥

(
1

n

n∑

i=1

1Ŷi 6=Yi

)
✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❡rr❡✉r ❖❖❇ ❞✉ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❘❛♥❞♦♠

❋♦r❡sts✲❘■✳

❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✬✐♠♣♦s❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ t❡st✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✮✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
♣ré❞✐t❡s s♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s été r❡♥❝♦♥tré❡s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r
✉t✐❧✐sé✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❖❖❇ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡
♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡st ❡♥ q✉❡❧q✉❡
s♦rt❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❜♦♦tstr❛♣✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t
❜✐❡♥ ♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s q✉✐
❡st ❛❣ré❣é✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ❡st✐♠❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦rêt✱
♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ❥❛♠❛✐s ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❝❡❧❧❡s ❞❡
♣ré❞✐❝t❡✉rs q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛❣ré❣❛t✐♦♥s ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦rêt✳ ❯♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r
❖❖❇ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t tr♦♣ ♦♣t✐♠✐st❡✳ ❯♥❡ ❡rr❡✉r ❖❖❇
❝♦rr✐❣é❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❊❢r♦♥ ❛♥❞ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐ ✭✶✾✾✼✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡rr❡✉r ❖❖❇ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❡t
♥♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❡rr❡✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✶✳✷✳✸ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s

❈♦♠♠❡ r❛♣♣❡❧é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✱ ✐❧ ❡st très ✉t✐❧❡✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡✳ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈r❛✐✲
♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ s♦rt✐❡ ❄ ❉❡ q✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡✉t✲♦♥ s❡ ♣❛ss❡r ❄ ❈❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✐❞❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡r✈✐r à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✿ ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❝♦♥str✉✐t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉rr❛ êtr❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉✬✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r
❝♦♥str✉✐t ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜r✉✐t✳

❯♥ ❛s♣❡❝t q✉✐ ❛ ❢❛✐t ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡s ❛r❜r❡s ❈❆❘❚ ❡st q✉✬✐❧s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣ré✲
t❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛r❜r❡ ❈❆❘❚ ❝♦♥str✉✐t✱ ♦♥ s❡ ❞✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞é❝♦✉♣❡s ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✭❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐è✲
r❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✮ s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❜✐❛✐✲
sés ❡t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❧✉s é❧❛❜♦ré ❡st ❢♦✉r♥✐t ♣❛r ❧❡s ❛r❜r❡s ❈❆❘❚✳
❈❡tt❡ ✐♥❞✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ❇r❡✐♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✱ ❡t ❡st✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉t✐❧✐sé ♣❛r P♦❣❣✐
❛♥❞ ❚✉❧❡❛✉ ✭✷✵✵✻✮ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❈❡tt❡ ❢❛❝✐❧✐té ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ♣❡r❞✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦rêt



✶✳✷✳✸ ✲ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉ s❡♥s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✸✶

❡st ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡r❞ ❧✬❛s♣❡❝t str✉❝t✉ré ❞✉
♣ré❞✐❝t❡✉r ♦❜t❡♥✉✳ P♦✉r ♣❛❧✐❡r à ❝❡ ♠❛♥q✉❡✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① ❢♦rêts✱ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❡rr❡✉r ❖❖❇✱
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❜♦♦tstr❛♣✳ ▲❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❡♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❋✐①♦♥s j ∈ {1, . . . , p} ❡t ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
Xj✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ LΘl

n ❡t ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ OOBl ❛ss♦❝✐é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s LΘl

n ✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s errOOBl✱ ❧✬❡r✲
r❡✉r ❝♦♠♠✐s❡ s✉r OOBl ♣❛r ❧✬❛r❜r❡ ❝♦♥str✉✐t s✉r LΘl

n ✭❡rr❡✉r q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥
ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♠❛❧ ❝❧❛ssés ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ P❡r♠✉t♦♥s ❛❧♦rs ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ j✲✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ OOBl✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥

♣❡rt✉r❜é✱ ♥♦té ÕOBl

j

✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❡♥✜♥ errÕOBl

j

✱ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ÕOBl

j

✳ ◆♦✉s
❡✛❡❝t✉♦♥s ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❜♦♦tstr❛♣✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ Xj✱ VI(Xj)✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ s✉r
❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❖❖❇ ♣❡rt✉r❜é ❡t ❝❡❧❧❡ s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❖❖❇ ✿

VI(Xj) =
1

q

q∑

l=1

(
errÕOBl

j

− errOOBl

)
.

❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ j✲✐è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❛✉❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r✱ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
♥✬♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t s✉r ❧✬❡rr❡✉r✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
très ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

Pré❝✐s♦♥s q✉❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ❡①é❝✉té ❞❛♥s ❧❡
♣❛q✉❡t r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮
❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❖❖❇ ♣❡rt✉r❜és s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧✬❡rr❡✉r ❖❖❇ s✉r ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❖❖❇ ♣❡rt✉r❜és✱ ❡t ❧✬❡rr❡✉r ❖❖❇ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s
q✉❡ ❧❛ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❖❖❇✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ét❛♣❡
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❛♠♦✐♥❞r✐r ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡s ❛r❜r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✱ ❞♦♥❝
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❖❖❇ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ t❡♥❞ à ❛tté♥✉❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱
q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ✈✐s✐❜❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬❡rr❡✉r
❖❖❇ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛✉❝✉♥❡ ét❛♣❡
❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✉é❡✳

■s❤✇❛r❛♥ ✭✷✵✵✼✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥
t❤é♦r✐q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠✲
♣❧✐✜é❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❉❡s ét✉❞❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ♠❡♥é❡s
♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈✐t♦♥s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❙tr♦❜❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✱ ✷✵✵✽✮❀ ❆r❝❤❡r ❛♥❞ ❑✐♠❡s ✭✷✵✵✽✮✳

●râ❝❡ à ❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ré❝✉♣èr♦♥s ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
très ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✐t❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞❡ ❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❧❛ss❡♠❡♥t



✸✷ ❘❡✈✉❡ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s

❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✶✳✸ ❘❡✈✉❡ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s

▲❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st très ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
♣ré❞✐❝t❡✉rs✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡rt❛✐♥s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s✱ ❞✬❛✉tr❡s ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
◆♦✉s r❡❣r♦✉♣♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ t♦✉s ❝❡✉① ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ ❧❡s ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❡t ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ✭❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❛r❜r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✮ s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♣❧è✲
t❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln ✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❢♦rêts q✉✐
✉t✐❧✐s❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t Ln ♣♦✉r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥s✐st♦♥s s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s
❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡ ✈♦t❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s
♣ré❝✐sé✱ ❧❡s ❛r❜r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és✳

✶✳✸✳✶ ▲❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s

▲❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✱ q✉✐ ❡st
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ❢♦♥t é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿ ❇❛❣❣✐♥❣✱ ❘❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ ❖✉t♣✉ts✱
❘❛♥❞♦♠ ❙✉❜s♣❛❝❡✳

❈✐t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✭✶✾✾✾✮ ❡t ❛♣♣❡❧é❡ ❘❛♥❞♦♠✐✲
③❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❘❛♥❞♦♠✐③❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✱ ❧❡s 20
♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❡ ❝❡ ♥♦❡✉❞✱ ♣✉✐s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡r ❧❡ ♥♦❡✉❞ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❝❤♦✐s✐❡
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✮ ♣❛r♠✐ ❝❡s 20 ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳

❊♥✜♥✱ ●❡✉rts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❊①tr❛✲❚r❡❡s ✭♣♦✉r ❊①tr❡♠❧②
❘❛♥❞♦♠✐③❡❞ ❚r❡❡s✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st✱ ✐❝✐✱ ❞❡ t✐r❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t m ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡
♥♦❡✉❞✱ ♣✉✐s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ♣♦✉r
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Xj✱ ♦♥ t✐r❡ ❧❡ s❡✉✐❧ d ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❞é❧✐♠✐té
♣❛r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Xj ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❛♥s ❧❡
♥♦❡✉❞ ❝♦✉r❛♥t✳ ▲❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ❛❧♦rs {Xj 6 d} ∪ {Xj > d}✳ ◆♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❛❧♦rs m
❝♦✉♣✉r❡s✱ ❡t ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠✐✲



✶✳✸✳✷ ✲ ▲❡s ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s ✸✸

♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s m ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❡t ❧❡
❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦✉♣✉r❡ s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ✐❝✐ ✉♥ ❛❧é❛ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✳ ▲à ♦ù
❧❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ♦♣t✐♠✐s❡♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ s✉r Ln✱ ❧❡s ❊①tr❛✲❚r❡❡s t✐r❡ ❝❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ●❡✉rts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✐❧❧✉str❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❧❡s très
❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❊①tr❛✲❚r❡❡s✱ q✉✐ ❛♣♣♦rt❡♥t ♠ê♠❡ ♣❛r❢♦✐s ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ rés✉♠é ❞✉ t②♣❡ ❞❡ r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❛❧é❛ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✮ ✉t✐✲
❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❜❛sé❡
s✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲✐✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳

✶✳ ❘❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✿

✭❛✮ ❘é✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✿ ❡✳❣✳ ❇❛❣❣✐♥❣✱ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■

✭❜✮ ❚✐r❛❣❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✜①❡ ♣♦✉r t♦✉t ❧✬❛r❜r❡✮ ✿ ❡✳❣✳ ❘❛♥❞♦♠
❙✉❜s♣❛❝❡

✭❝✮ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡s s♦rt✐❡s ✿ ❡✳❣✳ ❘❛♥❞♦♠✐③✐♥❣ ❖✉t♣✉ts

✷✳ ❘❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝♦❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✿

✭❛✮ ❚✐r❛❣❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ✿ ❡✳❣✳ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡ts✲
❘■✱ ❊①tr❛✲❚r❡❡s

✭❜✮ ❚✐r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♣❛r♠✐ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✿ ❡✳❣✳ ❘❛♥❞♦♠✐✲
③❛t✐♦♥

✭❝✮ ❚✐r❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✿ ❡✳❣✳ ❊①tr❛✲❚r❡❡s

❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞✬❛❧é❛✱ ♣❧✉s✐❡✉rs r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
ré✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s r❡♠✐s❡ s♦✉s✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ♦✉ ♥♦♥✱ t✐r❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉
s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❧♦✐ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t❝✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❞é❥à ❧❡
❝❛s ❞❛♥s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡ts✲❘■ ♦✉ ❊①tr❛✲❚r❡❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s
r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥s ♦♥t ❞é❥à été t❡sté❡s ♣❛r ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝✐té❡s ✐❝✐✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
s❡✉❧❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♦♥t été r❡t❡♥✉s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
●❡✉rts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♦♥t ❡ss❛②é ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ❧❡ ❇❛❣❣✐♥❣ ❡t ❊①tr❛✲❚r❡❡s✱ ♠❛✐s ♦♥t ♠♦♥tré
q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳

✶✳✸✳✷ ▲❡s ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s

▲❡s ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ♣❛rt✐✲
t✐♦♥♥❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✳
❊❧❧❡s ❣é♥èr❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ X ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ✐✳❡✳ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡
Ln✱ ♣✉✐s ❡❧❧❡s s❡ s❡r✈❡♥t ❞❡ Ln ♣♦✉r ❛ss✐❣♥❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
✜♥❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳



✸✹ ❘❡✈✉❡ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦rêt ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✵❜✮ ❡♥ ✈✉❡
❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ■❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❘❋ ✭P✉r❡❧② ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✮ q✉✐
❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛❧é❛t♦✐r❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❖♥ t✐r❡✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ Xj✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ t✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❡st ré♣été❡ k ❢♦✐s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛r❜r❡✳ k ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉✐ ré❣✐t ❧❛
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ♣♦✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t P❘❋✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ P❘❋✱ ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t ❞❛♥s ❈✉t❧❡r ❛♥❞
❩❤❛♦ ✭✷✵✵✶✮ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❊❘❚ ✭P❡r❢❡❝t ❘❛♥❞♦♠ ❚r❡❡ ❊♥s❡♠❜❧❡✮✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♣♦✉r
❞é❝♦✉♣❡r ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ t✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
❝♦✉♣✉r❡ Xj✳ ❖♥ t✐r❡ ❡♥s✉✐t❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❊①tr❛✲
❚r❡❡s✮ ✿ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❞é❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
✈❛❧❡✉r ❞❡ Xj ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♥♦❡✉❞✳ P❊❘❚ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t à
✉♥❡ ❢♦rêt ❊①tr❛✲❚r❡❡s ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ m ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t✐ré❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ❡st é❣❛❧ à
1✳ ●❡✉rts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♥♦♠♠❡ ❝❡ ❝❛s ❡①trê♠❡ ❧❡s ❚♦t❛❧❧② ❘❛❞♦♠✐③❡❞ ❚r❡❡s ❊♥s❡♠❜❧❡s✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ P❊❘❚ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln ❧♦rs ❞✉ t✐r❛❣❡ ❞✉
♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✭❡♥tr❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✮✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ✈✐❞❡
✭✐✳❡✳ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ Ln✮ ❡t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ♥✬❡st q✉❡ très ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡ q✉✐ ✐♠♣♦rt❡ ❡♥ ré❛❧✐té✱ ❝✬❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s s♦rt✐❡s
Y1, . . . , Yn ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ P❊❘❚ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥
❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ✐❧ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ P❘❋ ❡st q✉❡ ❞❛♥s P❊❘❚ t♦✉s ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s♦♥t ❞é❝♦✉♣és ❥✉sq✉✬❛✉
❜♦✉t✱ ❛❧♦rs q✉❡ P❘❋ ❝❤♦✐s✐t k ❢♦✐s ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ à ❞é❝♦✉♣❡r✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡ P❊❘❚ s♦♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉r♣r❡♥❛♥t❡ ❛ss❡③ ❜♦♥♥❡s ✭❝✳❢✳ ❈✉t❧❡r ❛♥❞ ❩❤❛♦ ✭✷✵✵✶✮✮✳ P❊❘❚
♥✬❡st ♣❛s ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✱ ♠❛✐s ✐❧ r❡st❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs
♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r P❊❘❚ q✉❡ ♣♦✉r
❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✳ ❊✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s P❊❘❚ r✐❡♥ ♥✬❡st ♦♣t✐♠✐sé ✿ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ❛r❜r❡ ♥♦✉s t✐r♦♥s ❥✉st❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❥❛♠❛✐s ❞❡✉①
❝♦✉♣✉r❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

❈✐t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❡t ❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ q✉✐ ♦♥t ♠❡♥é
❞❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦rêts
❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ▲❡✉r ♠❡ss❛❣❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s s♦♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t très r❛♣✐❞❡s à ❡①é❝✉t❡r t♦✉t ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
❊❧❧❡ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù X = [0, 1] ✭❞♦♥❝ p = 1✮ ❡t ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡
✈❛r✐❛♥t❡ P❯❘❋ ✭P✉r❡❧② ❯♥✐❢♦r♠❧② ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ t✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t k ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡
s✉r [0, 1]✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X ✳ ❖♥ ❛ss✐❣♥❡ ❡♥s✉✐t❡



✶✳✸✳✸ ✲ ❯♥❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✸✺

à ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❣râ❝❡ à Ln✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛r❜r❡ ❡st
❛❧♦rs ♣❡r❞✉❡✱ ❝❛r ♥♦✉s ♥✬♦❜t❡♥♦♥s ♣❛s ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳
◆♦✉s ❣❛r❞♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❢♦rêt ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❡t ❧❡ ♣ré❞✐❝t❡✉r ❛❣ré❣é✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❡♥❝♦r❡ ♣❡♥s❡r à ❞✬❛✉tr❡s ❢❛ç♦♥s
❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s t✐r❛❣❡s ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ à ❞é❝♦✉♣é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ✐❝✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❝❛r ✈✉ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡s ❛r❜r❡s s❛♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦rêt ❡st q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ t✐r❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ X ✐♥✲
❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ ❝❡tt❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t Ln ♣❛r❛ît ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r t❤é♦r✐q✉❡✲
♠❡♥t ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

✶✳✸✳✸ ❯♥❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡

◆♦✉s ❝❧ôt✉r♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥
❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✹✮ ❡t ❛ été très ré❝❡♠♠❡♥t ❛♥❛❧②sé❡ ♣❛r ❇✐❛✉ ✭✷✵✶✵✮
✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✮✳ ◆♦✉s ❧❛ q✉❛❧✐✜♦♥s ❞✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡t Ln ❞❡s ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ t❡st ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡s ❝♦✉♣✉r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛ r❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡ s❡ s❡rt ❜✐❡♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡s ❝♦✉♣✉r❡s✳

◆♦t♦♥s Tn ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ t❡st ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln✱
✐✳❡✳ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ❧♦✐ q✉❡ Ln✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦❜t❡♥t✐♦♥
❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ P♦✉r ❞é❝♦✉♣❡r ✉♥ ♥♦❡✉❞✱ ♦♥ t✐r❡
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t m ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Xj ✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡
❡st ❛❧♦rs ✜①é à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ s❡❣♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ Xj ✭♦♥
❞é❝♦✉♣❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ X ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ s❛ j✲✐è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✮✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t
❛❧♦rs ♣❛r♠✐ ❧❡s m ❝♦✉♣✉r❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût
❝♦♥s✐❞éré❡✱ ♠❛✐s ❝❛❧❝✉❧é❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ Tn✳

✶✳✹ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s r❡❝❡♥s♦♥s t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡①✐st❛♥ts ✭à ♥♦tr❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✮ s✉r ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét✉❞❡✱ q✉❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥t❡
❞❡ ❢♦rêts ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡✳

■♥tr♦❞✉✐s♦♥s✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥❞r❛ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝✲



✸✻ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s

t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✉ ❜✐❛✐s ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
❛ss♦❝✐és ❛✉① ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ P❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡t
♥♦t♦♥s s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜✐❛✐s ❡t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐✛èr❡♥t
♣❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s tr❛❞✉✐s❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ✐❞é❡ ✿ ❧❡ ❜✐❛✐s
❡st ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✧✐❞é❛❧❡✧ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s ❀ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ P♦✉r ❧❡ ❜✐❛✐s ♦♥ ♣❛r❧❡ s♦✉✈❡♥t ❞✬❡rr❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞✬❡rr❡✉r ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐❞é❛❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ Ln✳ ❊❧❧❡ ❡st
s♦✉✈❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ s✉✐✈❛♥t
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛✐t ❧❛ ❧♦✐ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (X, Y )✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ❛r❜r❡
✐❞é❛❧ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛ss✐❣♥❡r à ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s Yi ❞❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♥♦❡✉❞✱ ♥♦✉s ❛ss✐❣♥♦♥s ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ Y s❛❝❤❛♥t q✉❡
X ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞❡ X ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦❡✉❞✳

Pré❝✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✧❢♦rêt ✐♥✜♥✐❡✧ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛✉t❡✉rs ✉t✐✲
❧✐s❡♥t✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✿ ✉♥❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ {ĥ(.,Θ1), . . . , ĥ(.,Θq)} ❞❡ q ♣ré❞✐❝t❡✉rs ♣❛r ❛r❜r❡✳ ❊♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❢❛✐r❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s✳ ❋❛✐s♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t t❡♥❞r❡ q ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ✧❢♦rêt ✐♥✜♥✐❡✧✱ q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡
E[ĥ(.,Θ)] ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡s ❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ (Θ1, . . . ,Θq) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐✳✐✳❞✳✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡s♣ér❛♥❝❡ ♣♦rt❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ Θ✳ ❈❡rt❛✐♥s
❞❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ét❛❜❧✐s ♣♦✉r ✉♥❡ ✧❢♦rêt ✐♥✜♥✐❡✧ ❞✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦rêt ❞❡ q
❛r❜r❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rés✉❧t❛ts s✬❛✈èr❡♥t ✈ér✐✜és ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡
❢♦rêts✳ ❊♥✜♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❢♦rêt ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡ ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❝r✉❝✐❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳

✶✳✹✳✶ ❈♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ P❘❋ ❡t ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts

❉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ♦♥t été ét❛❜❧✐s ♣❛r ❇✐❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ■❧s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❘❋ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦rêt ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡
é✈♦q✉é❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ k ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡s ❡✛❡❝t✉é❡s
✭❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✮ ❡t n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❙✐ k −−−−→
n→+∞

+∞ ❡t
k

n
−−−−→
n→+∞

0✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞♦♥♥é ♣❛r P❘❋ ❡st

❝♦♥s✐st❛♥t✳

❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r P❘❋ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✭❧♦rsq✉❡ n → +∞✮ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs
❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ❇❛②❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st très ❣é♥ér❛❧ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r k ❡t n s♦♥t
✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❧❡s r❡tr♦✉✈❡r♦♥s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞é❝♦✉♣❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ✭k −−−−→

n→+∞
+∞✮ ♣♦✉r

ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❜✐❛✐s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ r❡st❡ ❛ss❡③ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s

❞❡s ❛r❜r❡s

(
k

n
−−−−→
n→+∞

0

)
♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✳



✶✳✹✳✷ ✲ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❡t à ♥♦②❛✉① ✸✼

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ❇✐❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ré❛❧✐té q✉✬✉♥ ❛r❜r❡ ♣✉r❡♠❡♥t
❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡
s❡ tr❛♥s♠❡t ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ à ✉♥❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛r❜r❡ ❡t ❢♦rêt s♦♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥ts✳ ▼❛✐s ✐❧s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡s ✿ ♦♥ ♥❡ ✈♦✐t ♣❛s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦rêt ❝♦♠♣❛ré à ❧✬❛r❜r❡✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❛r❜r❡
❡t à ✉♥❡ ❢♦rêt✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐t❡ ♣♦✉r P❘❋✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡
✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❢♦rêt ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ P❯❘❋ ✭❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥tré❡
✭X = [0, 1]✮✳ ▲❡ ❝❛❞r❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ✜♥❡ ❞✉ r✐sq✉❡ ❞❡s
❡st✐♠❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❛r❜r❡ ❡t ❢♦rêt ❛tt❡✐❣♥❡♥t t♦✉s ❞❡✉①
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡
♣❛r 3/4✳ ❈❡❝✐ ✐❧❧✉str❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦rêt✳ ▲❛ ❢♦rêt ❝♦♥s❡r✈❡ ❞♦♥❝
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ❛ ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
✈❛r✐❛♥❝❡✳

❙✐❣♥❛❧♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❞❛♥s ♥♦s ♠❛❥♦r❛t✐♦♥s ❞✉ r✐sq✉❡✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛♥❝❡ ❡♥ k/n ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❛✐s ❡♥ 1/k2✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡

❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ k −−−−→
n→+∞

+∞ ❡t
k

n
−−−−→
n→+∞

0 ✭❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡

s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r t❡♥❞ ✈❡rs 0✮✳

✶✳✹✳✷ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❡t à

♥♦②❛✉①

▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s

▲✐♥ ❛♥❞ ❏❡♦♥ ✭✷✵✵✻✮ ét❛❜❧✐ss❡♥t ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs
❞❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ▲❛②❡r❡❞ ◆❡❛r❡st
◆❡✐❣❤❜♦rs ✭▲◆◆✮ ✿ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Xi ❞❡ Ln ❡st ✉♥ ▲◆◆ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t x ❞❡ X ✜①é✱ s✐
❧✬❤②♣❡rr❡❝t❛♥❣❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r x ❡t Xi ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ Ln✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡st q✉❡ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ Xi

❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦♠❜❡ ✉♥ ♣♦✐♥t x ❧♦rsq✉✬♦♥ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡s❝❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✱
❡st ✉♥ ▲◆◆ ❞❡ x✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s
❛✉① ❛①❡s✱ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ♥♦s ❛r❜r❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ❤②♣❡rr❡❝t❛♥❣❧❡s✳ ❊t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥tr❛î♥❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✉tr❡
q✉❡ Xi ❞❛♥s ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à Xi✳ ▲♦rs ❞✬✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱
✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ x t♦♠❜❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Xj ❞❛♥s
❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛r❜r❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t❡✉r ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st ❛❧♦rs ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t❡✉r
▲◆◆ à ♣♦✐❞s✳



✸✽ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s

❇✐❛✉ ❛♥❞ ❉❡✈r♦②❡ ✭✷✵✶✵✮✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❛❜♦✉t✐✱ ♠♦♥tr❡ ❧❛
❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❡st✐♠❛t❡✉rs ▲◆◆ à ♣♦✐❞s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧s ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦rêt ❞✬❛r❜r❡s
♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❡t ♦❜t❡♥✉s s❛♥s ré✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣ré❛✲

❧❛❜❧❡✱ ❧❡ r✐sq✉❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡st ♠✐♥♦ré ♣❛r
1

(log n)p−1
✳ ❈❡tt❡ ❢❛✐❜❧❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

♣❡✉t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❡♥ ❛rrêt❛♥t ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡r ✉♥ ❛r❜r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❛♥❞ ✉♥ ♥♦❡✉❞
❝♦♥t✐❡♥t ♠♦✐♥s q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡
❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré✲é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❇❛❣❣✐♥❣✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡
rés✉❧t❛t r❡♠❡t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❛r❜r❡s ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és
❞❛♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❉❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s s♦♥t✱ ❡♥ t❤é♦r✐❡✱
♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ♠♦✐♥s ♣r♦❢♦♥❞s ✈✐❛ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛rrêt ❞❡
❞é❝♦✉♣❛❣❡ ♦✉ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡✳

▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉①

■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✵❜✮ ♣♦✉r P❘❋✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s
❡t ❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉① ❡st ❡①♣❧✐❝✐té ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ●❡✉rts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ◆♦✉s
❡①♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❝❡ ❧✐❡♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳

❙♦✐t ✉♥ ❛r❜r❡ ŝl✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢❡✉✐❧❧❡s
❞❡ ŝl✳ P♦✉r Ar ❧❛ r✲✐è♠❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ŝl✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ 1l,r(x) ✈❛✉t 1 s✐ x ∈ Ar ❡t
0 s✐♥♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❛❧♦rs nl,r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ Ln ✐♥❝❧✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ Ar ✿

nl,r =
n∑

i=1

1l,r(Xi)✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❡♥✜♥✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s

❞❡ ŝl ✿

1
Rl

l (x) =

(
1l,1(x)√

nl,r

, . . . ,
1l,Rl

(x)
√
nl,Rl

)T

Rl ❞és✐❣♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ŝl✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ vT ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r v
tr❛♥s♣♦sé✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ŝl ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r à ♥♦②❛✉① ✿

ŝl(x) =
n∑

i=1

Kl(Xi, x)Yi

♦ù
Kl(x

′, x)(1Rl

l (x))T1Rl

l (x)

❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛r❜r❡ ŝl✳

▲❡ ♥♦②❛✉ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦rêt ❞❡ q ❛r❜r❡s ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

K(x′, x) =
1

q

q∑

l=1

Kl(x
′, x) .



✶✳✹✳✸ ✲ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✸✾

❖♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱

ŝ(x) =
1

q

q∑

l=1

ŝl(x) =
n∑

i=1

K(Xi, x)Yi .

●❡✉rts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ q t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ❧❡ ♥♦②❛✉ K(x′, x) ❞✬✉♥❡
❢♦rêt ✐♥✜♥❡ ❞✬❊①tr❛✲❚r❡❡s ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❜✐❧✐♥é❛✐r❡✳

❊❧✐❛s ✭✷✵✵✾✮ ❛❞♦♣t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs à ♥♦②❛✉① ❞❛♥s s♦♥
ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ d(x′, x) = 1−K(x′, x) ❞é✜♥✐t ✉♥❡
♣s❡✉❞♦✲❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ X ✳

✶✳✹✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡

❇✐❛✉ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✭❡♥tr❡ ❢♦rêts ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳ ■❧ ✐♥tr♦❞✉✐t
t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ♦ù✱ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✱ ❝❤❛q✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡ Xj ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té pnj ❞✬êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ Pré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés pnj s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ Ln✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐✛èr❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ét❛✐t
s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s p ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st
❡♥s✉✐t❡ ré❛❧✐sé ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ♥♦❡✉❞ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡
ét❛♣❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ s♦♥t ❞é❝♦✉♣é❡s✱ ❡t ♦♥ ré❛❧✐s❡ log2 k ét❛♣❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❡st ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦rêts ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , p}✱ pnj log k −−−−→
n→+∞

+∞ ❡t s✐
k

n
−−−−→
n→+∞

0✱ ❛❧♦rs

❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❝❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ rés✉❧t❛t ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r s✬❛❞❛♣t❡ à ❧❛ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù
s❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✧✈r❛✐❡s✧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♥♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜r✉✐t✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥✐q✉❡♠❡♥t S ✈r❛✐❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s p − S ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡st❛♥t❡s ét❛♥t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜r✉✐t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ❙✐ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈r❛✐❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♥❞ ✭à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈✐t❡ss❡✮ ✈❡rs 1/S
q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ ❡t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❜r✉✐t ✈❡rs 0✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

n
−0.75

S log 2+0.75 .

❆✐♥s✐✱ s✐ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❛r✈✐❡♥t à ré❣❧❡r ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ♣♦✉r
q✉✬✐❧s s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✈r❛✐❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ❛ ✉♥❡
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈r❛✐❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s S✳ ❈❡❝✐ ❛✐❞❡
à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❛♥❞♦♠



✹✵ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s

❋♦r❡sts✲❘■ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭♦ù n << p✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❥❡❝✲
t✉r❡r q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡ ❞❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ✭✐✳❡✳ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ m ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣✉✐s sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉r
Ln✮ ♣❛r✈✐❡♥t à s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✈r❛✐❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ m
❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■ ♥❡ r❡♥tr❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡
t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❢♦rêt ét✉❞✐é❡ ✐❝✐✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t Ln ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡
à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✳ ❇✐❛✉ ✭✷✵✶✵✮✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡✱ ❞♦♥♥❡✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱
❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞é❝r✐t❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸
é✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣♦✐❞s ❡t ❞♦♥❝ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
❢♦rêt ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥
é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ t❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ Ln✳ ❊❧❧❡ r❡♥tr❡ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ t❤é♦r✐q✉❡
ét✉❞✐é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ m ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞
♣♦✉ss❡ ❧❛ ❢♦rêt à s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ✈r❛✐❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ m✮✳

✶✳✹✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣

◆♦✉s é✈♦q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣✳ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ❨✉
✭✷✵✵✷✮ ❞ét❛✐❧❧❡♥t✱ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ✭X = R✮✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐
❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡ à ❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ✭❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡t ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❛ss✐❣♥é❡s
à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✮✳ ❈❡t ❛r❜r❡ à ❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡s✱ ❛♣♣❡❧é st✉♠♣✱ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✉✐✈❛♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❈❆❘❚✳ ❊♥ ré❣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ❧❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❊♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✱ ✉♥
st✉♠♣ ❡st ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ à ❞❡✉① ♠♦r❝❡❛✉①✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❛ss✐❣♥é❡s à ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ s♦♥t ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ ♣❛❧✐❡r✳

■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ à ✈✐t❡ss❡ n1/3 ✈❡rs ✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ W ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ ♣❛❧✐❡r
❝♦♥✈❡r❣❡♥t à ✈✐t❡ss❡ n1/2✱ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ q✉✐ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t
❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❡st ❡rr♦♥é❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ♦ù ❧❡s tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t r❡❧✐és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❇❛♥❡r❥❡❡ ❛♥❞
▼❝❑❡❛❣✉❡ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ✈✐t❡ss❡
n1/3✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣ ❞❡ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ❨✉ ✭✷✵✵✷✮ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡✱ ❡t ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❧✐♠✐t❡ W ❡st ❝♦rr❡❝t❡✳ W ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧✐❡✉ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❜r♦✇♥✐❡♥ à ❞ér✐✈❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s
❞✬é❝r✐t✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❛♥✐❡r✱ ❡t ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡
❣râ❝❡ à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ❨✉ ✭✷✵✵✷✮ t❡♥t❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ❞✬✉♥ st✉♠♣ ✿
♦♥ t✐r❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ❞❡ Ln✱ ♣✉✐s ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ st✉♠♣ s✉r ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
♦❜t❡♥✉✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ s✐ ❧❡ ✧❜♦♦tstr❛♣ ♠❛r❝❤❡✧✱ ❧❡ ❇❛❣❣✐♥❣ ❛ ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❜♦♦tstr❛♣ ♠❛r❝❤❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❜♦♦tstr❛♣ ❝♦♥✈❡r❣❡ à ❧❛
♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ✈❡rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡ q✉❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝❡❧✉✐ ❝♦♥str✉✐t s✉r Ln✮✳



✶✳✹✳✺ ✲ ❘❡♠❛rq✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s ✹✶

❆♣rès ❛✈♦✐r ❧❛✐ss❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s st✉♠♣s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
♦✉✈❡rt❡✱ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ❨✉ ✭✷✵✵✷✮ ét✉❞✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♦ù ❧❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❜♦♦tstr❛♣
s♦♥t t✐ré❡s s❛♥s r❡♠✐s❡✳ ■❧s ✐❧❧✉str❡♥t ❛❧♦rs ❧✬❡✛❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡
❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

❆✈❡❝ ❈é❝✐❧❡ ❉✉r♦t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦ré ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❜♦♦tstr❛♣ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
st✉♠♣s✳ ●râ❝❡ à s❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t à ✈✐t❡ss❡ n1/3 ✈❡rs ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ W ✭✈♦✐r ❉✉r♦t ✭✷✵✵✽✮✮✱ ❈é❝✐❧❡ ❉✉r♦t ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ q✉❡ ❧❡
❜♦♦tstr❛♣ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❇ü❤❧✲
♠❛♥♥ ❛♥❞ ❨✉ ✭✷✵✵✷✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥ ♦❡✉✈r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡♠❡✉r❡ ✐♥té✲
r❡ss❛♥t❡✱ ♠❛✐s ♣❛r❛ît très ❞✐✣❝✐❧❡ à ♣♦✉rs✉✐✈r❡✳

✶✳✹✳✺ ❘❡♠❛rq✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s

◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r é✈♦q✉❡r q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥
tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

❯♥ ❢❛✐t ❣é♥ér❛❧ ❡st q✉❡ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ♦♥t ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱
q✉❛♥❞ ♦♥ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡ à ❞❡s ❛r❜r❡s s❡✉❧s ✭❛❧é❛t♦✐r❡s ♦✉ ♥♦♥✮✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st très
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ❡st q✉❛s✐♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡♥t ❛✉① ♠é✲
t❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❡♥é❡ ♣❛r ●❡✉rts
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✐❧❧✉str❡ très ❜✐❡♥ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❛♣♣❛r❛ît s②sté♠❛t✐q✉❡ ❡t ❡st très s♦✉✈❡♥t s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡✳

▲❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛❡t q✉✬♦♥t ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s s✉r ❧❡ ❜✐❛✐s ❡st ♠♦✐♥s ❝❧❛✐r❡✳
P♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❧❡s ❢♦rêts ré❞✉✐s❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❜✐❛✐s ✿ ❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✭✷✵✵✵✮ ❥✉st✐✜❡ ❝❡❝✐ ♣❛r
❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦rêt ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❡①♣❧♦rés ❡t
q✉✬♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❇✐❛✉ ✭✷✵✶✵✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥❡ ❢♦rêt ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❜✐❛✐s ❞✬❡st✐♠❛t❡✉rs
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦r❞✐♥❛✐r❡s✳ P♦✉r ❞✬❛✉tr❡s✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❛♥❞♦♠✐s❡r ✉♥ ❛r❜r❡✱
❛✉❣♠❡♥t❡ s♦♥ ❜✐❛✐s✱ ❡t ❧✬ét❛♣❡ ❞✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ❧❛✐ss❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ✐♥❝❤❛♥❣é✱ ❞♦♥❝ ❛✉ ✜♥❛❧ ❧❡
❜✐❛✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ♥♦♥ r❛♥❞♦♠✐sé à ✉♥ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐✱ ✐❧s ❝♦♥s❡✐❧❧❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s ❛r❜r❡s r❛♥❞♦♠✐sés ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❥✉sq✉✬❛✉ ❜♦✉t✱
♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❛✈❡❝ ❧❡ ❜✐❛✐s ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱
❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡s ❛❣ré❣❡r ✭❝✳❢✳ ❍❛st✐❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✮✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ét✉❞❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ●❡✉rts ❡t
❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❜✐❛✐s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥ ❡t r❡st❡
❡♥s✉✐t❡ ✐♥❝❤❛♥❣é ❛♣rès ❛❣ré❣❛t✐♦♥✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ét✉❞❡s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝♦♠♣❛ré❡s à ❞❡s ❛r❜r❡s
❈❆❘❚ s❡✉❧s✱ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
q✉✬❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✮✳ ●❡✉rts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❥✉st✐✜❡♥t ❝❡tt❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ ♣ré❞✐r❡ s❛♥s ❢♦r❝é♠❡♥t ❜✐❡♥
❡st✐♠❡r ✭✈♦✐r ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✮✳ ❯♥ ❛r❜r❡
r❛♥❞♦♠✐sé ❛✉❣♠❡♥t❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧❡ ❜✐❛✐s✳ ▼❛✐s s✐ ❝❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❛✐s ❡st ❡✛❡❝t✐✲



✹✷ ❆♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s

✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛❧tèr❡ q✉❛s✐♠❡♥t ♣❛s ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ P❛r s✉✐t❡✱ ❝♦♠♠❡
❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s ❧❡ ❜✐❛✐s ♠❛✐s ❞✐♠✐♥✉❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❧❛
❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st très ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ♥♦♥✲r❛♥❞♦♠✐sé✳ ❊t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦rêts ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡st ♠♦✐♥❞r❡✱ ❝❛r✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉
❜✐❛✐s ✐♥✢✉❡ ❢♦r❝é♠❡♥t s✉r ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ r❛♥❞♦♠✐sé✱ ❡t ❞♦♥❝ s✉r
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt ❛❧é❛t♦✐r❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♣❛r❧é ❡st q✉❡ ♣♦✉r êtr❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥t❡ ✉♥❡ ❢♦rêt ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬❛r❜r❡s très ❞✐✛ér❡♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❇r❡✐♠❛♥
✭✷✵✵✶✮ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛r❜r❡s ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡tt❡ ❝♦rré❧❛✲
t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ■❧ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬✉♥
❛r❜r❡ ✭✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✮ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r
❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮
❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❛ss❡③ ❣r♦ss✐èr❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ✐❞é❡s q✉✬❡❧❧❡ tr❛❞✉✐t s♦♥t très
✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ ✉♥❡ ❢♦rêts ❞✬❛r❜r❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❡t ❞✐✛ér❡♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s ❡st ✉♥❡ ❢♦rêt ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✳



❆♣rès ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❡t ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ré❛❧✐sé ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ P♦❣❣✐ ❡t ❈❤r✐st✐♥❡
❚✉❧❡❛✉✳ ■❧ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✳
▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵❛✮ ❞és✐❣♥❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥✉
❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ♥❡ ✜❣✉r❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✽✮✳

▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❞é❞✐é à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♥❡✉r♦✐♠❛❣❡r✐❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ tr❛✐t❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣é♥ét✐q✉❡✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❱✐♥❝❡♥t ▼✐❝❤❡❧✱
❊✈❡❧②♥ ❊❣❡r ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❚❤✐r✐♦♥ ❞✉ ❈❊❆ ◆❡✉r♦s♣✐♥✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ✭●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜✮
❡st ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❈❖▼P❙❚❆❚✬✷✵✶✵✳
▲❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❲✐❧s♦♥ ❚♦✉ss✐❧❡ ❡t ■s❛❜❡❧❧❡ ▼♦r❧❛✐s✱
q✉✐ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉♠✐s✳

❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s s✉r ✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛♥t❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ❡t ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s
❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠✐♥✐♠❛① ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❡t ♣r♦✉✈♦♥s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡s ❢♦rêts✳
▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ✭●❡♥✉❡r✱ ✷✵✶✵❝✮ q✉✐ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
s♦✉♠✐s✳

✹✸



✹✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❋♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ ❛s♣❡❝ts

♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s

❙♦♠♠❛✐r❡
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❘és✉♠é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ét✉❞✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❢♦rêts
❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s s✉r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡

✹✺
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❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✈✐s✲
à✲✈✐s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s très ❝♦rré❧é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ sé✲
❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❯♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❧❛ss❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t
❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♣✉✐s à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❯♥❡
❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♠❜♦îtés ✭à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ♥♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡✮ ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ré❛❧✐s❛♥t ❧✬❡rr❡✉r ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳
▲❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜t❡♥✉ à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ ❝❛r ✐❧ t❡♥t❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
r❡❧✐és à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡ ✭♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❝♦rré❧é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✮✳
❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣❡t✐t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❜✐❡♥ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ré♣♦♥s❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣✲
♣❡❧♦♥s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♥✬❛❥♦✉t❡ ✭à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s✮
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❢❛✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❡r✲
r❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
s✐♠✉❧é❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❜✐♦♣✉❝❡s ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳

▲✬❛♥♥❡①❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡rr❡✉r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ s②s✲
té♠❛t✐q✉❡ ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❞❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡s✱ ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❞r❡s ❞❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥s❡✐❧s s✉r
❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s tr❛✐té❡s✳

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ été ré❛❧✐sé ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❏❡❛♥✲▼✐❝❤❡❧ P♦❣❣✐ ❡t
❈❤r✐st✐♥❡ ❚✉❧❡❛✉✳ ▲❡s s❡❝t✐♦♥s 2.1 à 2.5 ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ✭●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛✮
à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ 2.A ♥❡
✜❣✉r❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳
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❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ▼❛✐♥❧②
♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t✇♦❢♦❧❞ ✿ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥s✐❣❤ts
❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❛♥❞ t♦
✉s❡ ✐t t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t✇♦✲st❡♣s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t✇♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ r❛♥❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ tr② t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❣♦♦❞
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♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str❛t❡❣② ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r②
✈❛r✐❛❜❧❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts s❝♦r❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛ st❡♣✇✐s❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝ str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❜✉t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞s t♦ t❛❦❡
❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❇❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ t♦♣✐❝s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭r❛♥❞♦♠
❢♦r❡sts✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✇❡ s❦❡t❝❤ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✳

❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts

❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✭❘❋ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✮ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❛♥❞ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞
♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐❞❡❛s✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥tr♦❞✉✲
❝❡❞ ❜② ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✳ ■t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥
♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♥✐♥❡t✐❡s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❉✐❡tt❡r✐❝❤ ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❉✐❡tt❡✲
r✐❝❤ ✭✷✵✵✵✮✮✳ ▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t
L = {(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)} ♠❛❞❡ ♦❢ n ✐✳✐✳❞✳ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r (X, Y )✳
❱❡❝t♦r X = (X1, ..., Xp) ❝♦♥t❛✐♥s ♣r❡❞✐❝t♦rs ♦r ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s❛② X ∈ Rp✱ ❛♥❞
Y ∈ Y ✇❤❡r❡ Y ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❝❧❛ss ❧❛❜❡❧ ♦r ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳ ❋♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❜❧❡♠s✱ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r t ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ t : Rp → Y ✇❤✐❧❡ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡
t❤❛t Y = s(X) + ε ✇✐t❤ E[ε|X] = 0 ❛♥❞ s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❢♦r ♠♦r❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❍❛st✐❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✮✳ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✐s ❛
♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ str❛t❡❣② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❇❛②❡s ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r P (Y 6= t(X))✱ ♦r t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♠❛♥② ❜✐♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ L ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧②
❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s X✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❈❆❘❚ ✶ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣ str❛t❡❣② ✭s❡❡ ❇r❡✐♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✮ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛
❣r♦✇✐♥❣ st❡♣ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣r✉♥✐♥❣ ♦♥❡✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞✳ ❋✐rst✱ ❛t ❡❛❝❤
♥♦❞❡✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② mtry✮ ♦❢ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞
t❤❡ ❜❡st s♣❧✐t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s✉❜s❡t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♥♦ ♣r✉♥✐♥❣ st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
s♦ ❛❧❧ t❤❡ tr❡❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡st ❛r❡ ♠❛①✐♠❛❧ tr❡❡s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❈❆❘❚✱ ❜❛❣❣✐♥❣✱ ❛♥♦t❤❡r ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡❧❛t❡❞ tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ✐s
t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✭s❡❡ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✶✾✾✻✮✮✳ ■♥❞❡❡❞ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✇✐t❤ mtry = p r❡❞✉❝❡
s✐♠♣❧② t♦ ✉♥♣r✉♥❡❞ ❜❛❣❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡s ✷ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❛♥❞♦♠❋♦r❡st
✭✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✮✱ r♣❛rt ❛♥❞ ✐♣r❡❞ ❢♦r ❈❆❘❚ ❛♥❞ ❜❛❣❣✐♥❣
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭❝✐t❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✮✳

❘❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r ❛♥❞ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥ ❛
❧♦t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❉í❛③✲❯r✐❛rt❡ ❛♥❞ ❆❧✈❛r❡③ ❞❡ ❆♥❞rés ✭✷✵✵✻✮
❢♦r ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✮ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

✶✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❆♥❞ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❚r❡❡s
✷✳ s❡❡ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳r✲♣r♦❥❡❝t✳♦r❣✴



✹✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✭s❡❡ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❜② ❇✐❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛❜♦✉t ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts
❛♥❞ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ❨✉ ✭✷✵✵✷✮ ❛❜♦✉t ❜❛❣❣✐♥❣✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮ s❦❡t❝❤❡s
❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ♦❢
❡❛❝❤ tr❡❡ ✭❛t ❧❡❛st ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❛s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣
t❤❡ tr❡❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡st✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ tr❡❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦✉t✲♦❢✲❜❛❣ ✭❖❖❇ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✮ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❖❖❇
s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❡❡✳ ■t ✐s
✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❜♦✉t r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❇r❡✐♠❛♥
❛♥❞ ❈✉t❧❡r ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ▲✐❛✇ ❛♥❞ ❲✐❡♥❡r ✭✷✵✵✷✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥
t❤❡ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ mtry✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t
✈❛r✐❛❜❧❡s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛t ❡❛❝❤ s♣❧✐t ❛♥❞ ntree✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡st✳
❙♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✷✳❆✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘❋ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥
♦✉t✲♦❢✲❜❛❣ ✭❖❖❇✮ ❡rr♦r ✭s❡❡ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐✲
♠❛t❡ ❢♦r t❤r❡❡ r❡❛s♦♥s ✿ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ss❡ss✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s ❢❛✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
✉s✉❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❡st s❡t ❡rr♦r ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡
❧❛st ♦♥❡✱ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❞❡❢❛✉❧t ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ s♦ ✐t ✐s ✉s❡❞ ❜②
❛❧♠♦st ❛❧❧ ✉s❡rs✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

❚❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✭❱■ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✮ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡
✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s✳

■♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ s❝♦r❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ❛ tr❡❡ ✭♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮ ❢♦r
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦r❡st ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♣❡r♠✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❖❖❇ s❛♠♣❧❡s ✭✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❧✐❣❤t❧②
♥❡❣❛t✐✈❡✮✳ ❖❢t❡♥✱ s✉❝❤ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❱■ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ✐♥
♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t♦t❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♥♦❞❡ ✐♠♣✉r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧
❜♦♦❦ ❛❜♦✉t ❈❆❘❚ ❜② ❇r❡✐♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✳

❋♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t✇♦ ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❱■ ❛r❡ t♦ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❧✐✲
♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐t ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ●rö♠♣✐♥❣ ✭✷✵✵✼✮✱ ♠❛❦✐♥❣ ❛
❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ✿ ✧❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡✧✱ ✧❧❡✈❡❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✧ ♦r ✧t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✧ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡
♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣r❡ss♦r✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉t ❛♥❛❧②s✐s ✭❛✈♦✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮ ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙♦❜♦❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❞✐❝❡s ✭❙♦❜♦❧✬ ✭✶✾✾✸✮✮✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ●rö♠♣✐♥❣ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳ ❆ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✐♥❞✐❝❡s ✭♥♦t r❡♣♦r✲
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t❡❞ ❤❡r❡✮ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❆ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❜✉t ✐t ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❘❋✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❘❋ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r
st❛♥❞❛r❞ ✭n >> p✮ ♦r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭n << p✮ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

❊✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❜♦✉t ❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ s♦♠❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❛❝ts ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥ t❤✐s ✐♥❞❡① ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦ss ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ●✐♥✐ ✐♠♣✉r✐t②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r ❣r♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ tr❡❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❘❋ ●✐♥✐ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❢❛✐r
✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♠❛♥② ❝❛t❡❣♦r✐❡s ✭s❡❡ ❙tr♦❜❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❘❋ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ❛ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r✳ ❙♦ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦
t❤✐s ❧❛st ♦♥❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛♥t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙tr♦❜❧
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐❛❣♥♦s❡ s✉❝❤ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡
s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r ❜② ❆r❝❤❡r ❛♥❞ ❑✐♠❡s ✭✷✵✵✽✮✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✲
✜❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❱■ t♦♣✐❝ ✐s ❛❧s♦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❛❜♦✉t
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ✜rst ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

▼❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ❢♦r r❛♥❦✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡✱ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ❛ ❢❛♠✐❧②
♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑♦❤❛✈✐ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ✭✶✾✾✼✮ ❛♥❞ ●✉②♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ✐t ✐s ✉s✉❛❧ t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✿ ✧✜❧t❡r✧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞❡❧ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ ❀ ✧✇r❛♣♣❡r✧ ✇❤✐❝❤
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❝♦r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✧❡♠❜❡❞❞❡❞✧
✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ♠❡♥t✐♦♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❝♦♠♣❡t✐♥❣ t♦♦❧s ✿ ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ✇r❛♣♣❡r ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❱■ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❈❆❘❚✱ ❛♥❞
❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✳ ❚❤❡♥ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✿ P♦❣❣✐ ❛♥❞ ❚✉❧❡❛✉
✭✷✵✵✻✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❆❘❚ s❝♦r❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ st❡♣✇✐s❡ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡✲
❞✉r❡ ✇✐t❤ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ st❡♣ ❀ ●✉②♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❘❛❦♦t♦♠❛♠♦♥❥② ✭✷✵✵✸✮✱ ♣r♦♣♦s❡
♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ✭❙❱▼✮ s❝♦r❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ❡❧✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❇❡♥ ■s❤❛❦ ❛♥❞ ●❤❛tt❛s ✭✷✵✵✽✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛ st❡♣✇✐s❡ ✈❛r✐❛♥t ✇❤✐❧❡
P❛r❦ ❛♥❞ ❍❛st✐❡ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ▲❆❘❙ ✸ t②♣❡ str❛t❡❣② ✭s❡❡ ❊❢r♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮✮ ❢♦r
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ ❛ ♠✐①❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ s❡❡ ❋❛♥ ❛♥❞ ▲✈ ✭✷✵✵✽✮
✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t♦ s❡❧❡❝t r❡❞✉♥❞❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦r✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡
n << p✱ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ✜rst ✉s✐♥❣ ❛ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ n ∼ p✱
❛♥❞ t❤❡♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ✉s✐♥❣ ▲❆❙❙❖ ✹ ♦r ❙❈❆❉ ✺✱ s❡❡ ❋❛♥ ❛♥❞ ▲✐ ✭✷✵✵✶✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s

✸✳ ▲❡❛st ❆♥❣❧❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥
✹✳ ▲❡❛st ❆❜s♦❧✉t❡ ❙❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ❖♣❡r❛t♦r
✺✳ ❙♠♦♦t❤❧② ❈❧✐♣♣❡❞ ❆❜s♦❧✉t❡ ❉❡✈✐❛t✐♦♥



✺✵ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

♣❛♣❡r✱ ❛ t✇♦✲st❡♣s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝♦♠♠♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥
r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✱ s♦ ❢✉❧❧② ♥♦♥ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢r❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐♥❡❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❆ t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ❝❧♦s❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦
❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭n << p✮ ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣✐①❡❧ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡
♦r ❛ ✸❉ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❧✐❦❡ ✐♥ ❢▼❘■ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ s✉❝❤
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦t ♦❢ ✉s❡❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡
❡①✐sts ✉♥❦♥♦✇♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s✳
❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛❜♦✉t ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✿
✭✶✮ t♦ ✜♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤✐❣❤❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡ ❀ ✭✷✮ t♦ ✜♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❑❡② t♦♦❧s ❝♦♠❜✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❦✐♥❣
❛♥❞ st❡♣✇✐s❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚✉r♥✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ♦✉r t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t✐r❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♦r ❛ ❢✉❧❧
♣❛r❝❡❧ ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s
s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❣r♦✉♣s✳

❖✉t❧✐♥❡

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❢t❡r t❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s
❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞
❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t✇♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r❛♥❦✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts
s❝♦r❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❡①❛♠✐♥❡s s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♠❛✐♥❧②
♦♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ str❛t❡❣②✱ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✭n >> p) r❡❣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❋✐♥❛❧❧② ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺
♦♣❡♥s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✷✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

❚❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r r❛♥✲
❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❢♦r❡ ❛ st❡♣✇✐s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ❞❛t❛ ❛♥❞
✉♥❞❡rst❛♥❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥s ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ Xj ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❡❡ t ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡st✱
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ OOBt s❛♠♣❧❡ ✭❞❛t❛ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦str❛♣ s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞
t♦ ❝♦♥str✉❝t t✮✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② errOOBt t❤❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
r❛t❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❡❡ t ♦♥ t❤✐s OOBt s❛♠♣❧❡✳ ◆♦✇✱ r❛♥❞♦♠❧② ♣❡r♠✉t❡

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Xj ✐♥ OOBt t♦ ❣❡t ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ s❛♠♣❧❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ÕOBt

j

❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡



✷✳✷✳✶ ✲ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ n ❛♥❞ p ✺✶

errÕOBt

j

✱ t❤❡ ❡rr♦r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t♦r t ♦♥ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ Xj

✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✿

V I(Xj) =
1

ntree

∑

t

(errÕOBt

j

− errOOBt)

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ✐s ♦✈❡r ❛❧❧ tr❡❡s t ♦❢ t❤❡ ❘❋ ❛♥❞ ntree ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❡s ♦❢ t❤❡
❘❋✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ n ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s p✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠✐♥❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs mtry
❛♥❞ ntree✳ ❚❤✐s ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st s✐♥❝❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❘❋ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❜❡tt❡r
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ✉s❡❧❡ss ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❱■ s❝♦r❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❣r♦✉♣s ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ n <<
p✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❲❡st♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ✏t♦②s ❞❛t❛✑ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ■t ✐s ❛♥
❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ t✇♦✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠✱ Y ∈ {−1, 1}✱ ✇✐t❤ 6 tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ❜❡✐♥❣
s♦♠❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥str✉❝ts t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣r♦✉♣s ♦❢ ✸
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❤✐❣❤❧②✱ ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❛♥❞ ✇❡❛❦❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣♦♥s❡ Y ✮ ❛♥❞ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ Y ✳ ❆ ❢♦r✇❛r❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣❧♦ts
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ❛❧❧♦✇s t♦ s❡❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣✐❝t✉r❡ ✿ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡s
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✶ t♦ ✸ ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✹ t♦ ✻✱ ✐✳❡✳ V I(Xj) > V I(Xj+3)
❢♦r j = 1, 2, 3✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ X i ❢♦r Y = y ✿

✕ ❋♦r t❤❡ s✐① ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✵✳✼✱ X i ∼ N (yi, 1) ❢♦r i = 1, 2, 3 ❛♥❞
X i ∼ N (0, 1) ❢♦r i = 4, 5, 6 ❀ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✵✳✸✱ X i ∼ N (0, 1) ❢♦r i = 1, 2, 3 ❛♥❞
X i ∼ N (y(i− 3), 1) ❢♦r i = 4, 5, 6✳

✕ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦✐s❡ ✿ X i ∼ N (0, 1) ❢♦r i = 7, . . . , p✳
❆❢t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✜♥❛❧❧② st❛♥❞❛r❞✐③❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✈❡♥
❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝r✐t✐❝✐③❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❣♦♦❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ st❛②✐♥❣ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛s❡t✳

✷✳✷✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ n ❛♥❞ p

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ n ❛♥❞ p✳
P❛r❛♠❡t❡rs ntree ❛♥❞ mtry ❛r❡ s❡t t♦ t❤❡✐r ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ✭ntree = 500 ❛♥❞ mtry =

√
p

❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡✮✳ ❇♦①♣❧♦ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ 50 r✉♥s ♦❢ t❤❡ ❘❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❢♦r
✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦♥❧② ❢♦r ❛ ❢❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳



✺✷ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ n ❛♥❞ p ✭t♦②s ❞❛t❛✮

❖♥ ❡❛❝❤ r♦✇✱ t❤❡ ✜rst ♣❧♦t ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ p ✐♥❝r❡❛s❡s tr❡♠❡♥✲
❞♦✉s❧②✱ ✇❡ tr② t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ✿ ✭✶✮ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s r❡♠❛✐♥s r❡❛❞❛❜❧❡ ❀
✭✷✮ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✐s st❛❜❧❡ ❀ ✭✸✮ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦✐s❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ n = 500 ✭❣r❛♣❤s ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✏❡❛s②✑
❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ n = 100 ✭❣r❛♣❤s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✮ t♦ ❛ ❤❛r❞❡r
♦♥❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n✱ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿ 6, 200 ❛♥❞ 500✳ ❲❤❡♥ p = 6
♦♥❧② t❤❡ 6 tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡♥ t✇♦ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t s✐t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿
p = 200 ✇✐t❤ ❛ ❧♦t ♦❢ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ p = 500 ✐s ❡✈❡♥ ❤❛r❞❡r✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ ✈❡r②
❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❢♦r p t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳ ●r❛♣❤s ❛r❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ 16t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ✭✐♠♣♦rt❛♥❝❡
♦❢ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡❢t ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ❧❛st ♣❧♦tt❡❞✮✳

▲❡t ✉s ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ❣r❛♣❤s ♦♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ ✭n = 500✮✳ ❲❤❡♥ p = 6 ✇❡ ♦❜t❛✐♥
❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❜♦①♣❧♦ts ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ✐s ❝❧❡❛r✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s 2 ❛♥❞ 6 ❤❛✈✐♥❣ ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❲❤❡♥ p ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✭♥♦t❡
t❤❛t t❤❡ ②✲❛①✐s s❝❛❧❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r p = 6 ❛♥❞ ❢♦r p 6= 6✮✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✇♦
❣r♦✉♣s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✶✲✸ ❛♥❞ ✹✲✻✮ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦r❞❡r ✐s ♠♦❞✐✜❡❞
✭✈❛r✐❛❜❧❡ 6 ✐s ♥♦✇ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ 2✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s
♠♦r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❢♦r ❤✉❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p✳ ❇✉t ✇❤❛t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ✐s t❤❛t ❛❧❧ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s
❤❛✈❡ ❛ ③❡r♦ ❱■✳ ❙♦ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② r❡❝♦✈❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ ✭n = 100✮✱ ✇❡ ♥♦t❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ✐♥st❛❜✐❧✐t② s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐s ♦♥❧② ♠♦❞❡r❛t❡✱ ❜✉t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❦✐♥❣ r❡♠❛✐♥s q✉✐t❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❲❤❛t



✷✳✷✳✷ ✲ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ mtry ❛♥❞ ntree ✺✸

❞✐✛❡rs ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t s✐t✉❛t✐♦♥s ✭p = 200, 500✮ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ 4 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❤♦❧❞s ❡✈❡♥ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ 5 ❢♦r p = 500✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❱■ ✇✐t❤
p ❣r♦✇✐♥❣✱ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❤❡♥ p = 500 t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡ ♦♥❧②
22 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❡❛❝❤ s♣❧✐t ✭✇✐t❤ t❤❡ mtry ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❤♦♦s✐♥❣
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ 6 tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s r❡❛❧❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡ss ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ❧❡ss ✐t
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ mtry ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
♣❛r❛❣r❛♣❤✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❱■ ✐s ❧❛r❣❡ ❢♦r tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉s❡❧❡ss ♦♥❡s✳ ❚❤✐s r❡♠❛r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t❡st ❢♦r ❱■
✭s❡❡ ❙tr♦❜❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✮ ❜✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡ r❛♥❦✐♥❣ ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

❲❡ ♥♦✇ st✉❞② ❤♦✇ t❤✐s ❱■ ✐♥❞❡① ❜❡❤❛✈❡s ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡t❤♦❞
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✷✳✷✳✷ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ mtry ❛♥❞ ntree

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ mtry ❛♥❞ ntree ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❱■ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ✜①
n = 100 ❛♥❞ p = 200 ❛♥❞✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱ ✇❡ ♣❧♦t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣
t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ mtry ✭14 t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t✱ 100 ❛♥❞ 200✮ ❛♥❞ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ntree ✭500 t❤❡
❞❡❢❛✉❧t✱ ❛♥❞ 2000✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ mtry ❛♥❞ ntree ✭t♦②s ❞❛t❛✮

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❛❦✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r mtry ✐s ♦❜✈✐♦✉s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❱■
✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❞♦✉❜❧❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ mtry = 14 t♦ mtry = 100✱ ❛♥❞ ✐t ❛❣❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s



✺✹ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

✇❤✐t❤ mtry = 200✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ntree ✐s ❧❡ss ✈✐s✐❜❧❡✱ ❜✉t t❛❦✐♥❣ ntree = 2000 ❧❡❛❞s t♦
❜❡tt❡r st❛❜✐❧✐t②✳ ❲❤❛t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡❡ ❜✉t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❣r❛♣❤ ✐s t❤❛t
✇❡ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❢♦r ❛❧❧ tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❡✈❡r② r✉♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✷✳✷✳✸ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t♦rs

❲❡ ♥♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐ss✉❡ ✿ ❤♦✇ ❞♦❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❜❡❤❛✈❡ ✐♥
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❄ ❲❡ t❛❦❡ ❛s ❜❛s✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝♦♥t❡①t ✇✐t❤ n = 100✱ p = 200✱ ntree = 2000 ❛♥❞ mtry = 100✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡
❞❛t❛s❡t ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✻ tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❛✉❣✲
♠❡♥t❡❞ t♦②s ❞❛t❛✮

❚❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡ ✿ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s
♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ 1✱ 10 ❛♥❞ 20 ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤
❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ 0.9 ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ 3 ✭t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡✮✳ ❚❤❡s❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡
♣❧♦tt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s✳

❱■s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ 1, 2, 3 ❛r❡ st❡❛❞✐❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡ 3✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❱■s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ 4, 5, 6 ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ♥♦t ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡✈❡♥
✇✐t❤ 20 r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❱■s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ 3 ✭t❤❛t ✐s
✈❛r✐❛❜❧❡s 1 t♦ 3 ❛♥❞ ❛❧❧ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ 3✮ ✐s ♦♥❧② t❤r❡❡ t✐♠❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❱■ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ 3✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤✐s ❣r♦✉♣ ❤❛✈❡ ❧♦✇
✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ ♥♦✐s❡✳



✷✳✷✳✹ ✲ Pr♦st❛t❡ ❞❛t❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✺✺

▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣❡rt✉r✲
❜✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞
✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ s✐①t❤✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭❛✉❣♠❡♥t❡❞ t♦②s ❞❛t❛✮

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡♥ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡✱
✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✭1, 2, 3 ❛♥❞ 4, 5, 6 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮ 1✱ 5 ❛♥❞ 10 ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t
0.9 ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ 3 ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ 6 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❘❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ 3 ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ 6 ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡✳

❱■s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❛r❡ st❡❛❞✐❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ◆❡✲
✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳

✷✳✷✳✹ Pr♦st❛t❡ ❞❛t❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

❚♦ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡t ✿ t❤❡ ♠✐❝r♦❛rr❛② ❞❛t❛ ❝❛❧❧❡❞ Pr♦st❛t❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ n = 102 ❛♥❞
p = 6033 ✭s❡❡ ❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ✐s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿ t✇♦ ❤✉❣❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛❜♦✉t t✇❡♥t② ♠♦❞❡r❛t❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ♦❢ s♠❛❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❙♦✱ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ❝♦♠♣❛r❡s ❱■ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡t t♦ t❤❡✐r ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ✭❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r ntree = 2000 ❛♥❞ mtry = p/3 ✭❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮✳ ●r❛♣❤s ❛r❡ tr✉♥❝❛t❡❞
❛❢t❡r t❤❡ 250t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ✭✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡❢t ❛r❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ❧❛st ♣❧♦tt❡❞✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r Pr♦st❛t❡ ❞❛t❛ ✭✉s✐♥❣ ntree = 2000 ❛♥❞ mtry =
p/3✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✮

❋♦r t❤❡ t✇♦ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✜rst r♦✇✮✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ntree = 2000 ❛♥❞ mtry = p/3 ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡
t❤✐r❞ t♦ t❤❡ ✾t❤ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✶✵t❤ t♦ t❤❡ ✷✵t❤ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❱■ ✐s q✉✐t❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤♦✐❝❡s✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ r♦✇✱ ✇❡ ❣❡t
❱■ ❝❧♦s❡r t♦ ③❡r♦ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ntree = 2000 ❛♥❞ mtry = p/3 t❤❛♥ ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t
✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜♦①♣❧♦ts ❛r❡ ❧❛r❣❡r ❢♦r
❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✉♥✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❢r♦♠ t❤❡ ✷✵✵t❤ t♦ t❤❡ ✷✺✵t❤✮✳

✷✳✸ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✿

✶✳ t♦ ✜♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤✐❣❤❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡ ❀

✷✳ t♦ ✜♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛ ❣♦♦❞ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t♦ ♠❛❣♥✐❢② ❛❧❧ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ❢♦r
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s s❡t ♦❢
✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
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❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❣✉✐❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❜② ❛
t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ♦r ❛t
❧❡❛st ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ p✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♣r❡❞✐❝t♦rs✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛❞❞r❡ss❡❞
✐♥ t✇♦ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦s ❜② ❉í❛③✲❯r✐❛rt❡ ❛♥❞ ❆❧✈❛r❡③ ❞❡ ❆♥❞rés ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❇❡♥ ■s❤❛❦ ❛♥❞
●❤❛tt❛s ✭✷✵✵✽✮✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

❉í❛③✲❯r✐❛rt❡✱ ❆❧✈❛r❡③ ❞❡ ❆♥❞rés ♣r♦♣♦s❡ ❛ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❝✉rs✐✈❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡② ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ ❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛t ❡❛❝❤
st❡♣✱ t❤❡② ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ 20% ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞
❛ ♥❡✇ ❢♦r❡st ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡② ✜♥❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❖❖❇ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ ❛ ❢♦r❡st✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

errOOB =
1

n
Card {i ∈ {1, . . . , n} | yi 6= ŷi}

✇❤❡r❡ ŷi ✐s t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t ❧❛❜❡❧ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② tr❡❡s t ❢♦r ✇❤✐❝❤ (xi, yi) ✐s ✐♥ t❤❡ OOBt

s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡✐r
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛✳

❇❡♥ ■s❤❛❦✱ ●❤❛tt❛s ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ❛s❝❡♥❞❛♥t str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ s♦♠❡ ❙❱▼✲❜❛s❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② ❜✉✐❧❞
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❙❱▼ ♠♦❞❡❧s ✐♥✈♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ t❤❡ k ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❜②
st❡♣ ♦❢ ✶✳ ❲❤❡♥ k ❜❡❝♦♠❡s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ❜② ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤❡②
✜♥❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♠❛❧❧❡st ❡rr♦r r❛t❡✳ ❚❤❡ ✇❛②
t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♥♦t ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✜①❡❞ ❜❡❢♦r❡ r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❚❤❡② ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❘❋ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❙❱▼✳
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❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦✲st❡♣s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝♦♠♠♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✿

✶✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣ ✿
✕ ❙♦rt t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❘❋ s❝♦r❡s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳
✕ ❈❛♥❝❡❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♠❛❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② m t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✷✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✿
✕ ❋♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✿ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♥❡st❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❘❋ ♠♦❞❡❧s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
k ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❢♦r k = 1 t♦ m✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❖❖❇ ❡rr♦r ❀

✕ ❋♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✿ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱
❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❘❋ ♠♦❞❡❧s✱ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s st❡♣✇✐s❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛st ♠♦❞❡❧ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s ❛ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳
❚❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❛♥s✇❡r t❤✐s ♣♦✐♥t ❜✉t ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝



✺✽ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

str❛t❡❣② ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❜✉t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥
t❤r❡s❤♦❧❞s t♦ t❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ tr❡❛t ✐♥ ❛♥ ✉♥✐✜❡❞ ✇❛② ❛❧❧ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❢♦r
✜♥❞✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❡ s♦♠❡✇❤❛t ❝r✉❞❡ str❛t❡❣② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✭s❛② ♦❢ s✐③❡ K✮✱ ❛ ❜❡tt❡r
str❛t❡❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❛❧❧✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✱ ♦❢ t❤❡ 2K ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞
t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r✳ ❇✉t t❤✐s str❛t❡❣② ❜❡❝♦♠❡s
q✉✐❝❦❧② ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s s♦ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ str❛t❡❣②
❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ n ❛♥❞ ❧❛r❣❡ K ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧② ❧❡❛❞s t♦
s❡❧❡❝t ❢❡✇❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✷✳✸✳✷ ❙t❛rt✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡

❚♦ ❜♦t❤ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t ♦♥ ❛
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t ♦❢ s✐③❡ n = 100 ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t♦②s ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
p = 200✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❚❤❡ tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭1 t♦ 6✮ ❛r❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✭✄,△, ◦, ⋆,✁,�✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t✱
50 ❢♦r❡sts ✇✐t❤ ntree = 2000 ❛♥❞ mtry = 100✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❱■ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r t♦②s
❞❛t❛

▲❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤✱ ✐♥ ✐t❛❧✐❝s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t♦②s ❞❛t❛ ✿



✷✳✸✳✷ ✲ ❙t❛rt✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✺✾

✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❦✐♥❣✳
❋✐rst ✇❡ r❛♥❦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② s♦rt✐♥❣ t❤❡ ❱■ ✭❛✈❡r❛❣❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ 50 r✉♥s✮ ✐♥
❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❞r❛✇♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❣r❛♣❤ ❢♦r t❤❡ 50 ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t❤❡
♦t❤❡r ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ t♦♦✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t tr✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ♥♦✐s② ♦♥❡s✳

✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
❲❡ ❦❡❡♣ t❤✐s ♦r❞❡r ✐♥ ♠✐♥❞ ❛♥❞ ♣❧♦t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❱■✳
❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❣r❛♣❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ s♦♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡
s❡t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❈❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣
t❤✐s ❝✉r✈❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❱■
❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤✐s ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ r❡t❛✐♥ ♠♦r❡
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❝❤♦✐❝❡ ❧❛t❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❈❆❘❚✳ ❇♦❧❞ ❧✐♥❡
r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❈❆❘❚ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❣r❛♣❤ ❜❡✐♥❣ ❛ ③♦♦♠ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ♦♥❡✮

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❱■ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❲❡ ❝❛♥
s❡❡ t❤❛t tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡❛❞s t♦ r❡t❛✐♥ 33 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❱■ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❱■ ♠❡❛♥ ✭t♦♣ ❧❡❢t ❣r❛♣❤✮✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s s❡♥s✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ❡❧❜♦✇ ✜♥❞✐♥❣
str❛t❡❣② ♦♥ t❤❡ ❱■ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❡✳ ❙♦♠❡ ✐❞❡❛s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ❢♦r
s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ P❈❆ ✭s❡❡ ❏♦❧❧✐✛❡ ✭✷✵✵✷✮✮✳



✻✵ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❖❖❇ ❡rr♦r r❛t❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✭❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ 50 r✉♥s ❛♥❞ ✉s✐♥❣
❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ♦❢ t❤❡ ♥❡st❡❞ ♠♦❞❡❧s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❦❡♣t
♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❖❖❇ ❡rr♦r
❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr✐❝❦ ✿ ✇❡
s❡❧❡❝t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛♥ ❖❖❇ ❡rr♦r ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❖❖❇ ❡rr♦r
❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❜② ✐ts ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ 50 r✉♥s✮✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❣r❛♣❤ t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠✐✲
♥✐♠✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst 4 tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥ ✐t r❡♠❛✐♥s
♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t✳ ❲❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 4 ♦❢ t❤❡ 6 tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
❛❝t✉❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ✷✹ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳
❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡st✐♥❣ ✿ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❞❞❡❞
♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡rr♦r ❣❛✐♥ ❡①❝❡❡❞s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡
♠✉st ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥♦✐s②
✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡s 3✱ 6 ❛♥❞ 5✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❖❖❇ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
pinterp = 4 ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ s❡❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t
❣r❛♣❤✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ pelim = 33 ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿

1

pelim − pinterp

pelim−1∑

j=pinterp

| errOOB(j + 1)− errOOB(j) | .

✇❤❡r❡ errOOB(j) ✐s t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❘❋ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ j ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r✱ s✐♥❝❡ r❛♥❦✐♥❣
❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛♥ ❡rr♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥
❛ t❡st s❡t ♦r ✉s✐♥❣ ❛ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ■t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡rs✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❢❛✐r❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r ❤❡r❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ t❡st
s❡t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡ t❡st ❡rr♦r r❛t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✭✷✵✵✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s
❛❜♦✉t 6% ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ 4 ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦✉t 4.5%✱
❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s 3✱ 6 ❛♥❞ 5 r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❡rr♦r ♦❢
1%✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ 10 t✐♠❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ ❛❧✇❛②s ❣❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❡t✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳

✷✳✸✳✸ ❍✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t♦②s ❞❛t❛ ✇✐t❤ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❛ ✜rst ❣r♦✉♣ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ 3 ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ 6



✷✳✹✳✶ ✲ Pr♦st❛t❡ ❞❛t❛ ✻✶

✭t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✮✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s
t❤♦s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✳

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡t s❡t

✶ ✸ 73 ✷ ✻ ✺ ✸ ✻ ✺
✺ ✸ ✷ 73 103 ✻ 113 ✺ 126 ✸ ✻ ✺
✶✵ ✸ 143 83 ✷ 153 ✻ ✺ 103 133 206 ✸ ✻ ✺ 103

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭❛✉❣♠❡♥t❡❞ t♦②s ❞❛t❛✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ij ♠❡❛♥s t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ i ✐s ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡ j

▲❡t ✉s ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ij ♠❡❛♥s t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡ i ✐s ❛
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ j✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s❡ts ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇❡ ❤❛r❞❧② ❦❡❡♣
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ 6✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❡✈❡♥ ❜❡❢♦r❡ ❛❞❞✐♥❣ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ t❤❡
♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❢ ♥❡st❡❞ ♠♦❞❡❧s ❞♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✭♦r r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✮ ✿ ✇❤❡♥ s❡✈❡r❛❧
❤✐❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞✱ t❤❡ ❜✐❛s r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❡ts ❛r❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② ✿ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✈❛r✐❛❜❧❡s 3
❛♥❞ 6 ❛♥❞ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠✳

❊✈❡♥ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s❡t✱ t❤❡② ❛❧✇❛②s
❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r r❛♥❦✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡
16 ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 5 r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✿ ✭3 2 73 103 6 113 5 126 83

136 166 1 156 146 93 4✮✱ ❛♥❞ t❤❡ 26 ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 10 r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛r❡ ✿ ✭3 143 83 2 153 6 5 103 133 206 216 113 123 186 1 246 73 266 236 163 256 226 176 196

4 93✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭3 2 6 5 1 4✮ ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡✳

✷✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ ❢♦✉r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ t❤❡♥ ✜♥❛❧❧② ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✷✳✹✳✶ Pr♦st❛t❡ ❞❛t❛

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ Pr♦st❛t❡ ❞❛t❛ ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ n = 102 ❛♥❞
p = 6033✱ s❡❡ ❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✮✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤♦s❡ ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❘❋ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ntree = 2000✱ mtry = p/3 ❛♥❞
❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❣r❛♣❤✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣❧♦t t❤❡ 100 ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐❝t✉r❡ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r r❛t❡



✻✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❛❧♦♥❣ t❤❡ ♥❡st❡❞ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss r❡❣✉❧❛r✳ ❚❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t ✐s t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ st❡♣ ❧❡❛❞s t♦ ❦❡❡♣ ♦♥❧② 270 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
s❡❧❡❝ts 9 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ 6 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s t❤❡♥ ✈❡r② ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ p = 6033✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r Pr♦st❛t❡
❞❛t❛

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❡ts t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✜✈❡ t✐♠❡s ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ Pr♦st❛t❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ✜✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
s❡ts ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✢✉❝t✉❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥
6 ❛♥❞ 10✱ ❛♥❞ 5 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛❧❧ s❡ts✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ✜✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s❡ts✱ 2 ❛r❡
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ♦❢ 9 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ 3 ♦t❤❡r ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ 25 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ 9
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❧❧ s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❣❣❡st s❡ts ✭♦❢ s✐③❡ 25✮ ❤❛✈❡
23 ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳

❙♦✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❡ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡
♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ s❡ts✳

✷✳✹✳✷ ❋♦✉r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦✉r ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❝❛❧❧❡❞ ❈♦❧♦♥
(n = 62, p = 2000)✱ s❡❡ ❆❧♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ▲❡✉❦❡♠✐❛ (n = 38, p = 3051)✱ s❡❡ ●♦❧✉❜ ❡t ❛❧✳
✭✶✾✾✾✮✱ ▲②♠♣❤♦♠❛ (n = 62, p = 4026)✱ s❡❡ ❆❧✐③❛❞❡❤ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ Pr♦st❛t❡ (n = 102, p =
6033)✱ s❡❡ ❙✐♥❣❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ t❤❡s❡
❢♦✉r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❣❡t ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢



✷✳✹✳✸ ✲ ❖③♦♥❡ ❞❛t❛ ✻✸

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r r❛t❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❞❛t❛s❡ts ❛r❡ ♦❢ s♠❛❧❧ s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ 5✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❡rr♦r r❛t❡✳ ❙♦ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ 5 str❛t✐✜❡❞ ♣❛rts✱ ❡❛❝❤ ♣❛rt ✐s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧②
✉s❡❞ ❛s ❛ t❡st s❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❢♦❧❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❙♦✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷ t❤❡
♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡rr♦r r❛t❡✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ 5✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❡ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ✐♥t♦ ❜r❛❝❦❡ts ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡rr♦r ✇❤✐❝❤ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡
♠✐s❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❛t❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ 5✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts
✉s✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥ 5 ♣❛rts ❛♥❞ ❛❣❛✐♥
✇❡ ✉s❡ ntree = 2000 ❛♥❞ mtry = p/3 ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✳

❉❛t❛s❡t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧
❈♦❧♦♥ ✵✳✶✻ ✭✸✺✮ ✵✳✷✵ ✭✽✮ ✵✳✶✹

▲❡✉❦❡♠✐❛ ✵ ✭✶✮ ✵ ✭✶✮ ✵✳✵✷
▲②♠♣❤♦♠❛ ✵✳✵✽ ✭✼✼✮ ✵✳✵✾ ✭✶✷✮ ✵✳✶✵
Pr♦st❛t❡ ✵✳✵✽✺ ✭✸✸✮ ✵✳✵✼✺ ✭✽✮ ✵✳✵✼

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❢♦✉r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❈❱✲
❡rr♦r r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥t♦ ❜r❛❝❦❡ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❤✉❣❡❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ p✱ ❛t ♠♦st t❡♥s t♦ ❜❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦✉s❛♥❞s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭❛❧✇❛②s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ 12✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
s❡t s✐③❡✳ ❚❤❡ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡rr♦r ✭❜✉t ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❧❛r❣❡r✮✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇❡♥ ■s❤❛❦✱ ●❤❛tt❛s ✭s❡❡ t❛❜❧❡s
9 ❛♥❞ 11 ✐♥ ❇❡♥ ■s❤❛❦ ❛♥❞ ●❤❛tt❛s ✭✷✵✵✽✮✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤
5 ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ✭♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ t❤❡s❡ ❢♦✉r
❞❛t❛s❡ts✳ ❊rr♦r r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡ ❛❧✇❛②s s❡❧❡❝t
❢❡✇❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛♥ t❤❡✐r ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ●▲▼♣❛t❤ ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝t
❧❡ss t❤❛♥ 3 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛s❡ts✮✳

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛s❡t Pr♦st❛t❡ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶
t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ♠❛✐♥❧② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ 5✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t n ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭n = 62✮ ♠❛❦❡s t❤❡
♠❡t❤♦❞ q✉✐t❡ ✉♥st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡s❛♠♣❧✐♥❣✳

✷✳✹✳✸ ❖③♦♥❡ ❞❛t❛

❇❡❢♦r❡ ❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡t✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ❢❛r
❢r♦♠ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❣✉✐❞❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱
✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t st✐❧❧ ✇♦r❦ ✇❡❧❧✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ t❤❡ ❡❛s② t♦
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✐♥t❡r♣r❡t ♦③♦♥❡ ❞❛t❛s❡t ✭✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ♠❧❜❡♥❝❤ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✜❧❡✮✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ n = 366
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❛✐❧② ♠❛①✐♠✉♠ ♦♥❡✲❤♦✉r✲❛✈❡r❛❣❡ ♦③♦♥❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ p = 12 ♠❡t❡♦✲
r♦❧♦❣✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❡①❛♠✐♥❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ t❤❡ ❱■ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
❘❋ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ mtry = p/3 = 4 ❛♥❞ ntree = 2000✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ♦③♦♥❡ ❞❛t❛

❋r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ✶✷ ❡①♣❧❛♥❛t♦r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✶✲▼♦♥t❤✱ ✷✲❉❛② ♦❢ ♠♦♥t❤✱
✸✲❉❛② ♦❢ ✇❡❡❦✱ ✺✲Pr❡ss✉r❡ ❤❡✐❣❤t✱ ✻✲❲✐♥❞ s♣❡❡❞✱ ✼✲❍✉♠✐❞✐t②✱ ✽✲❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❙❛♥❞✲
❜✉r❣✮✱ ✾✲❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❊❧ ▼♦♥t❡✮✱ ✶✵✲■♥✈❡rs✐♦♥ ❜❛s❡ ❤❡✐❣❤t✱ ✶✶✲Pr❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✶✷✲
■♥✈❡rs✐♦♥ ❜❛s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✶✸✲❱✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛s ✐♥ ♠❧❜❡♥❝❤✱
s♦ t❤❡ 4t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦♥❡✳

❚❤r❡❡ ✈❡r② s❡♥s✐❜❧❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦st t♦ t❤❡ ❧❡❛st ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❋✐rst✱ t❤❡ t✇♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭✽ ❛♥❞ ✾✮✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜❛s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✶✷✮ ❦♥♦✇♥ t♦
❜❡ t❤❡ ❜❡st ♦③♦♥❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♥t❤ ✭✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r❡❞✐❝t♦r s✐♥❝❡
♦③♦♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ❤❡❛✈② s❡❛s♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝❧❡❛r❧②
❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ♣r❡ss✉r❡ ❤❡✐❣❤t ✭✺✮✱ ❤✉♠✐❞✐t② ✭✼✮✱ ✐♥✈❡rs✐♦♥
❜❛s❡ ❤❡✐❣❤t ✭✶✵✮✱ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✭✶✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤r❡❡ ✉♥✐♠♣♦rt❛♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❞❛② ♦❢ ♠♦♥t❤ ✭✷✮✱ ❞❛② ♦❢ ✇❡❡❦ ✭✸✮ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✇✐♥❞ s♣❡❡❞
✭✻✮✳ ❚❤✐s ❧❛st ❢❛❝t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✿ ✇✐♥❞ ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ♦③♦♥❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛r✐s❡s✱
♦t❤❡r✇✐s❡ ✇✐♥❞ ❛♥❞ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❈❤❡③❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮
❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs✮✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳

❆❢t❡r t❤❡ ✜rst ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❡ ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛r❡ ❝❛♥❝❡❧❡❞✱
❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳

❚❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✼ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ✭✾ ✽ ✶✷ ✶ ✶✶ ✼ ✺✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠♦r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✭❤✉♠✐❞✐t② ✭✼✮✮ ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦✲



✷✳✹✳✸ ✲ ❖③♦♥❡ ❞❛t❛ ✻✺

0 5 10 15
−5

0

5

10

15

20

25

variables

m
e

a
n

 o
f 

im
p

o
rt

a
n

c
e

0 5 10 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

variables

s
ta

n
d

a
rd

 d
e

v
ia

ti
o

n
 o

f 
im

p
o

rt
a

n
c

e

0 2 4 6 8 10
15

20

25

30

35

nested models

O
O

B
 e

rr
o

r

1 2 3 4 5
15

20

25

30

35

predictive models

O
O

B
 e

rr
o

r

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ♦③♦♥❡
❞❛t❛

❝❡❞✉r❡✳

✷✳✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡s ❛❜♦✉t r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✐s t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ ❢r♦♠
❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐ts ❡①❝❡♣t✐♦♥❛❧❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦♥❧②
❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ ❜❛❣❣✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❜② ❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞ ❨✉ ✭✷✵✵✷✮✱ ♦♥❧② ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠
❢♦r❡sts✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ P✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈✉t❧❡r ❛♥❞ ❩❤❛♦ ✭✷✵✵✶✮ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡♥ st✉❞✐❡❞
❜② ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✹✮✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❇✐❛✉ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✽✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ✜rst ✇❡❧❧ st❛t❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t②♣❡ r❡s✉❧ts✳

❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♥♦t ❞❛t❛✲
❞r✐✈❡♥ str❛t❡❣② s❡❡♠s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ✭s❡❡ ❈✉t❧❡r ❛♥❞
❩❤❛♦ ✭✷✵✵✶✮✮ ❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♥ ❛ ❡❛s✐❡r ✇❛②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❤♦❧❞ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❛s❦s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ s♦♠❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✇❤✐❝❤✱
❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ tr② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ✐❞❡❛s✳ ❚❤❡



✻✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✜rst ♦♥❡ ✐s ❛❜♦✉t ♣r✉♥✐♥❣ ✿ ✇❤② ♣r✉♥✐♥❣ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❡❡s ❄ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❢r♦♠
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ t❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❛♥❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♦✈❡r✜tt✐♥❣✳ ❇✉t ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r
♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐t r❡♠❛✐♥s
✉♥❝❧❡❛r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡♠❛r❦ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘❋ s❡❧❡❝ts r❛♥❞♦♠❧② mtry ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚✇♦ ✈❛r✐❛♥ts ❝❛♥ ❜❡ s✉❣❣❡st❡❞ ✿ t❤❡ ✜rst ✐s t♦ s❡❧❡❝t r❛♥❞♦♠ ✐♥♣✉ts
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❛♥❦✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣✐❧♦t ❡st✐♠❛t♦r ❀
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t♦ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ♣r♦✜t ♦❢ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢♦r❡st ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❢▼❘■ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈✐t② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❡❡
●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵❜✮✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ n << p✱ ✇✐t❤ ❛ ❧♦t ♦❢ ❤✐❣❤❧②
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✿ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st
❛❝t✐✈❛t❡❞ ✭✇❤♦❧❡✮ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇
✈♦①❡❧s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛s♣❡❝t ❢♦r ✉s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣✐✈❡♥ ❜② s♣❡❝✐❛❧✐sts✱
♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❞❛t❛✱ s♦ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡❛s②
❛♥❞ ❢r✉✐t❢✉❧✳



✷✳❆✳✶ ✲ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✻✼

✷✳❆ ❆♣♣❡♥❞✐① ✿ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✷✳❆✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❘❋ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❜♦✉t r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❇r❡✐♠❛♥ ❛♥❞ ❈✉t❧❡r ✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ▲✐❛✇ ❛♥❞ ❲✐❡♥❡r ✭✷✵✵✷✮✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ mtry✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛t ❡❛❝❤ s♣❧✐t ❛♥❞ ntree✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❡s
✐♥ t❤❡ ❢♦r❡st ✷✳

❆ t❤✐r❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② nodesize✱ ❛❧❧♦✇s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥♦❞❡✳ ❲❡ r❡t❛✐♥ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✭✶ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✺ ❢♦r
r❡❣r❡ss✐♦♥✮ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ tr❡❡ ❝❤♦✐❝❡✳

❖❖❇ ❡rr♦r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❘❋ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♦✉t✲
♦❢✲❜❛❣ ✭❖❖❇✮ ❡rr♦r ✭s❡❡ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡
❢♦r t❤r❡❡ r❡❛s♦♥s ✿ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛ss❡ss✐♥❣ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❛t ✐t ❣✐✈❡s ❢❛✐r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❡st s❡t ❡rr♦r ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✱
❜✉t ♥♦t t❤❡ ❧❡❛st✱ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❞❡❢❛✉❧t ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t
s❛♠♣❧✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ❡❛❝❤ ❖❖❇ ❡rr♦rs ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❖❖❇ ❡rr♦r ♦✈❡r 10 r✉♥s✳

❉❛t❛s❡ts

❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ s❡ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✿ t❤❡
♥❛♠❡✱ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ ✭✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t✮✱ n✱ p✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❧❛ss❡s c ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝❧❛ss ❝❛s❡✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛ ✇❡❜s✐t❡ ♦r ❛ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ♥❡①t t❛❜❧❡s
❝♦♥t❛✐♥ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣♦st♣♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✳ ❲❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤ st❛♥❞❛r❞ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✿
r❡❣r❡ss✐♦♥✱ ✷✲❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ❞✐s♣❧❛②s s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❛t❛s❡ts ✿ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ❞✐s♣❧❛②s ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❛t❛s❡ts ✿ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣
❛♥❞ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✳

✷✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ s❡❝t✐♦♥✱ mtry = m ✇✐t❤ m ∈ R st❛♥❞s ❢♦r mtry = ⌊m⌋



✻✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ✿ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

◆❛♠❡ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❱❛r✐❛❜❧❡s ❈❧❛ss❡s
■♦♥♦s♣❤❡r❡ ✸✺✶ ✸✹ ✷
❉✐❛❜❡t❡s ✼✻✽ ✽ ✷
❙♦♥❛r ✷✵✽ ✻✵ ✷
❱♦t❡s ✹✸✺ ✶✻ ✷
❘✐♥❣♥♦r♠ ✷✵✵ ✷✵ ✷
❚❤r❡❡♥♦r♠ ✷✵✵ ✷✵ ✷
❚✇♦♥♦r♠ ✷✵✵ ✷✵ ✷
●❧❛ss ✷✶✹ ✾ ✻
▲❡tt❡rs ✷✵✵✵✵ ✶✻ ✷✻
❙❛t✲✐♠❛❣❡s ✻✹✸✺ ✸✻ ✻
❱❡❤✐❝❧❡ ✽✹✻ ✶✽ ✹
❱♦✇❡❧ ✾✾✵ ✶✵ ✶✶
❲❛✈❡❢♦r♠ ✷✵✵ ✷✶ ✸
❇♦st♦♥❍♦✉s✐♥❣ ✺✵✻ ✶✸
❖③♦♥❡ ✸✻✻ ✶✷
❙❡r✈♦ ✶✻✼ ✹
❋r✐❡❞♠❛♥✶ ✸✵✵ ✶✵
❋r✐❡❞♠❛♥✷ ✸✵✵ ✹
❋r✐❡❞♠❛♥✸ ✸✵✵ ✹

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ❙t❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✿ ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣✱ ❛♥❞ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥
❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠

◆❛♠❡ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❱❛r✐❛❜❧❡s ❈❧❛ss❡s
❆❞❡♥♦❝❛r❝✐♥♦♠❛ ✼✻ ✾✽✻✽ ✷
❈♦❧♦♥ ✻✷ ✷✵✵✵ ✷
▲❡✉❦❡♠✐❛ ✸✽ ✸✵✺✶ ✷
Pr♦st❛t❡ ✶✵✷ ✻✵✸✸ ✷
❇r❛✐♥ ✹✷ ✺✺✾✼ ✺
❇r❡❛st ✾✻ ✹✽✻✾ ✸
▲②♠♣❤♦♠❛ ✻✷ ✹✵✷✻ ✸
◆❝✐ ✻✶ ✻✵✸✸ ✽
❙r❜❝t ✻✸ ✷✸✵✽ ✹
t♦②s ❞❛t❛ ✶✵✵ ✶✵✵ t♦ ✶✵✵✵ ✷
P❆❈ ✷✵✾ ✹✻✼
❋r✐❡❞♠❛♥✶ ✶✵✵ ✶✵✵ t♦ ✶✵✵✵
❋r✐❡❞♠❛♥✷ ✶✵✵ ✶✵✵ t♦ ✶✵✵✵
❋r✐❡❞♠❛♥✸ ✶✵✵ ✶✵✵ t♦ ✶✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✿ ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣✱ ❛♥❞ ❢♦r
r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠



✷✳❆✳✷ ✲ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ✻✾

✷✳❆✳✷ ❘❡❣r❡ss✐♦♥

❆❜♦✉t r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t s❡❡♠s ❛t ✜rst ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r
❜② ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮ ❝❧♦s❡s t❤❡ ❞❡❜❛t❡ ❛❜♦✉t ❣♦♦❞ ❛❞✈✐❝❡✱ ✐t r❡♠❛✐♥s t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❜♦✉t ❛ ✈❛r✐❛♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ✉s❡❞ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡①❝❡♣t t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❛t ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ s✉❝❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛♣❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱
s♦ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❇r❡✐♠❛♥✬s st✉❞② ❜♦t❤ ❢♦r r❡❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝❛s❡ n >> p ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st✉❞② ♦♥ ❞❛t❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝❛s❡ n << p ✭s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❝❤❡♠♦♠❡tr✐❝s✮✳

❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ♦❢ mtry ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✱
❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜② ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♥♣r✉♥❡❞
❜❛❣❣✐♥❣ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r mtry = p✮✳

❙t❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s

▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② ❡①❛♠✐♥❡ st❛♥❞❛r❞ ✭n >> p✮ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❞❛t❛s❡ts✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ❢♦r
r❡❛❧ ♦♥❡s ❛♥❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✳ ❊❛❝❤ ♣❧♦t ❣✐✈❡s ❢♦r mtry = 1 t♦ p t❤❡
❖❖❇ ❡rr♦r ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ntree = 100, 500 ❛♥❞ 1000✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s♦❧✐❞
❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ mtry = p/3✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r
r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ mtry =

√
p✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✕ ❙t❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✿ ✸ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts

❚❤r❡❡ r❡♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦r mtry = 1 ❛♥❞
t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s q✉✐❝❦❧② ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♦③♦♥❡ ❞❛t❛s❡t✱ ❢♦r r❡❛s♦♥s ♥♦t ❝❧❡❛r❧② ❡❧✉❝✐❞❛t❡❞✮✱
t❤❡♥ ❛s s♦♦♥ ❛s mtry >

√
p✱ t❤❡ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ mtry =

√
p



✼✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ✿ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✕ ❙t❛♥❞❛r❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✿ ✸ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡ts

❣✐✈❡s ❛❧✇❛②s ❧♦✇❡r ❖❖❇ ❡rr♦r t❤❛♥ mtry = p/3✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❙♦ t❤❡
❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♦❢t❡♥ ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥
⌊p/3⌋ = 1✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ntree = 500 ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✱ ❜✉t ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡
ntree = 100 ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳

❙♦✱ ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ✭n >> p✮ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
❜② ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉♥♣r✉♥❡❞ ❜❛❣❣✐♥❣ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r mtry = p✮✳

❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❛s❡ n << p✳ ❚❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❜✉✐❧t ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❡①tr❛ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
♦♥ [0, 1]✮ t♦ t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥✶ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✿

Y = 10 sin(πX1X2) + 20(X3 − 0.5)2 + 10X4 + 5X5 + ǫ

✇❤❡r❡ X1, . . . , X5 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ [0, 1] ❛♥❞ ǫ ∼ N (0, 1)✳
❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ 5 ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ Y ✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ❜❡✐♥❣ ♥♦✐s❡✳ ❲❡ s❡t n = 100
❛♥❞ ❧❡t p ✈❛r②✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦✉r ♣❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✹ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ✭100✱ 200✱ 500 ❛♥❞
1000✮ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♣❧♦t ❣✐✈❡s ❢♦r t❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ mtry
✭1✱

√
p/2✱

√
p✱ 2

√
p✱ 4

√
p✱ p/4✱ p/3✱ p/2✱ 3p/4✱ p✮ t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t

✈❛❧✉❡s ♦❢ ntree = 100, 500 ❛♥❞ 1000✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s ✐s ✐♥ ❧♦❣ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡
✐♥❞✐❝❛t❡s mtry = p/3 t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡
✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ mtry =

√
p✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ✕ ❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✿ ❋r✐❡❞♠❛♥✶✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s
✐s ✐♥ ❧♦❣ s❝❛❧❡

▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❢♦✉r ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❆❧❧ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ✿ t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s
✇❤✐❧❡mtry ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲❤✐❧❡ p ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜♦t❤ ❖❖❇ ❡rr♦rs ♦❢ ✉♥♣r✉♥❡❞ ❜❛❣❣✐♥❣ ✭♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ mtry = p✮ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ♦❢ mtry ✐♥❝r❡❛s❡✱ ❜✉t ✉♥♣r✉♥❡❞
❜❛❣❣✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❘❋ ✭❛❜♦✉t 25% ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ mtry =

√
p

❣✐✈❡s ❛❧✇❛②s ✇♦rs❡ r❡s✉❧ts t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦rmtry = p/3✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝❤♦✐❝❡
ntree = 500 ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✱ ❜✉t ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡ ntree = 100 ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
r❡s✉❧ts✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ❛♥❞ ✷✳✶✺ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ st✉❞② ❢♦r t❤❡ ❋r✐❡❞♠❛♥✷ ❛♥❞
❋r✐❡❞♠❛♥✸ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♠❡♥ts r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞✳ ▲❡t ✉s ❥✉st ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✉♥♣r✉♥❡❞ ❜❛❣❣✐♥❣ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✇✐t❤ mtry ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✐s
❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚♦ ❡♥❞✱ ❧❡t ✉s ♥♦✇ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡t P❆❈✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻
❣✐✈❡s ❢♦r s❛♠❡ t❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ mtry t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ntree =
100, 500, 1000 ❛♥❞ 5000 ✭①✲❛①✐s ✐s ✐♥ ❧♦❣ s❝❛❧❡✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s✐♠✐❧❛r ❡①❝❡♣t ❢♦r
t❤❡ s❤❛♣❡ ✿ ❛s s♦♦♥ ❛s mtry >

√
p✱ t❤❡ ❡rr♦r r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ st✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡ts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✉❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥❡ ♠❛② ❡①♣❡❝t t❤❛t
✐♥ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❧❛r❣❡r✳

❙♦✱ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭n << p✮ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✉♥♣r✉♥❡❞ ❜❛❣❣✐♥❣ s❡❡♠s t♦
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ ✕ ❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✿ ❋r✐❡❞♠❛♥✷✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s
✐s ✐♥ ❧♦❣ s❝❛❧❡

♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡✳

✷✳❆✳✸ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❆❜♦✉t st❛♥❞❛r❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❇r❡✐♠❛♥✬s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s r❡♠❛✐♥
✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛r✐❛♥t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ mtry ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘
♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ❣♦♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢♦r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ mtry ❣✐✈❡ s♦♠❡t✐♠❡s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

❙t❛♥❞❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s

❋♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ n >> p✱ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❜② ❇r❡✐♠❛♥ ✐s ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ❥✉st q✉✐❝❦❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

▲❡t ✉s ✜rst ❡①❛♠✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ st❛♥❞❛r❞ ✭n >> p✮ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳
❊❛❝❤ ♣❧♦t ❣✐✈❡s ❢♦r mtry = 1 t♦ p t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ntree =
100, 500 ❛♥❞ 1000✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ mtry =

√
p✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t

✈❛❧✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤r❡❡ r❡♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ mtry =
√
p ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺ ✕ ❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✿ ❋r✐❡❞♠❛♥✸✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s
✐s ✐♥ ❧♦❣ s❝❛❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻ ✕ ❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✿ P❆❈ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s ✐s ✐♥ ❧♦❣ s❝❛❧❡

❛❧❧ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ntree = 500 ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡
ntree = 100 ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
s❤❛♣❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿ t❤❡ ❡rr♦rs ❢♦r mtry = 1 ❛♥❞ ❢♦r mtry = p ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ✉♥♣r✉♥❡❞ ❜❛❣❣✐♥❣✮ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✧❧❛r❣❡✧ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡

√
p✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜♦✉t ✸✵ ♦r ✺✵✪✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼ ✕ ❙t❛♥❞❛r❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ✾ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts

❙♦✱ ❢♦r t❤❡s❡ ✾ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s q✉✐t❡ ♦♣t✐♠❛❧✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❡①❛♠✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽ st❛♥❞❛r❞ ✭n >> p✮ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✲
s❡ts✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ntree = 500 ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ r✐♥❣♥♦r♠ ❛❧r❡❛❞②
♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❛s ❛ s♦♠❡✇❤❛t s♣❡❝✐❛❧ ❞❛t❛s❡t ✭s❡❡ ❈✉t❧❡r✱ ❩❤❛♦ ✭✷✵✵✶✮ ❈✉t❧❡r ❛♥❞ ❩❤❛♦
✭✷✵✵✶✮✮ t❤❡ ✈❛❧✉❡ mtry =

√
p ✐s ❣♦♦❞✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ❝✉r✈❡ ✐s q✉✐t❡

❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts ✿ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ mtry✳ ❙♦ ❢♦r t❤❡s❡ ❢♦✉r
❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r mtry✱ t❤❡ ❜❡tt❡r✳

❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ n << p ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❉í❛③✲❯r✐❛rt❡ ❛♥❞ ❆❧✈❛r❡③ ❞❡ ❆♥❞rés
✭✷✵✵✻✮ ❣✐✈❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛❞✈✐❝❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ st✉❞② ❜② tr②✐♥❣ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ mtry✱
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦rs ❢♦r ♥✐♥❡ ❤✐❣❤
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✳ ❊❛❝❤ ♣❧♦t ❣✐✈❡s ❢♦r ♥✐♥❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ mtry ✭1✱

√
p/2✱

√
p✱ 2

√
p✱

4
√
p✱ p/4✱ p/2✱ 3p/4✱ p✮ t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ntree = 100, 500, 1000

❛♥❞ 5000✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s ✐s ✐♥ ❧♦❣ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ mtry =

√
p✳

❆❣❛✐♥ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ntree = 500 ✐s s✉✣❝✐❡♥t✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❡ ✈❛❧✉❡
ntree = 100 ❝❛♥ ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿
✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦r ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ r❡❛❝❤❡❞
✉s✐♥❣ mtry = p ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥♣r✉♥❡❞ ❜❛❣❣✐♥❣✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾ ✕ ❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ✾ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s ✐s ✐♥ ❧♦❣
s❝❛❧❡

♣r♦❜❧❡♠s ✐s ♥♦t❛❜❧❡✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ p ✐s ❧❛r❣❡✱ mtry ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t❤❛t ✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤✐❣❤❧②



✼✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ✿ ❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡✮ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s♣❧✐ts ♦❢ t❤❡ ❘❋✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ mtry =

√
p ✐s st✐❧❧ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ✈✐❡✇♣♦✐♥t

❜✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ s✐♥❝❡
√
p ✐s s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ p✱ ✐t ✐s ❛ ✈❡r② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠

❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✭♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ tr❡❡s ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❞❡❡♣ s✐♥❝❡ n ✐s ♥♦t t♦♦
❧❛r❣❡✮✳

▲❡t ✉s ❡①❛♠✐♥❡ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛s❡t ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ n << p✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❲❡st♦♥
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ❝❛❧❧❡❞ ✏t♦②s ❞❛t❛✑ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■t ✐s ❛♥
❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ t✇♦✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠✱ Y ∈ {−1, 1}✱ ✇✐t❤ 6 tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ❜❡✐♥❣
s♦♠❡ ♥♦✐s❡✳ ▲❡t ✉s ✜① n = 100✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ✕ ❍✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ s❡t ✿ t♦②s ❞❛t❛ ❢♦r ✹ ✈❛❧✉❡s
♦❢ p✳ ❚❤❡ ①✲❛①✐s ✐s ✐♥ ❧♦❣ s❝❛❧❡

❚❤❡ ♣❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵ ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ❢♦✉r ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✿
100✱ 200✱ 500 ❛♥❞ 1000 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉✐s❛♥❝❡ s♣❛❝❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❋♦r p =
100 ❛♥❞ p = 200✱ t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❤✉❣❡❧② ✉♥t✐❧ mtry r❡❛❝❤❡s

√
p ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♠❛✐♥s

❝♦♥st❛♥t✱ s♦ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✉♥♣r✉♥❡❞ ❜❛❣❣✐♥❣✱
❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ tr✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ p̃ = 6 << p✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ p ✭p ≥ 500✮✱ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❡ts ✭t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s
❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ mtry = p✮✳ ❲❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡rr♦r r❡❛❝❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t mtry ✐s ❛❜♦✉t 70% t♦ 150% ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡rr♦r r❡❛❝❤❡❞
❜② ✉♥♣r✉♥❡❞ ❜❛❣❣✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ 3% ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ p✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ♦✉r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ♠❛②
❜❡ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ mtry ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡

√
p✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❋♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✿ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢▼❘■

❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✸✳✶✳✷ ▼❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✸✳✶✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✸✳✶✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✸✳✷ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✸✳✷✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✸✳✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✸✳✷✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✸✳❆ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸

✸✳❇ ZIP ❛♥❞ ZINB s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

❘és✉♠é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❉❛♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬■❘▼ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖♥
♠❡s✉r❡✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs s✉❥❡ts ❤✉♠❛✐♥s✱ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❝éré❜r❛❧❡ ✐♥❞✉✐t❡
♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s
♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❞❡ 100 000 ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡
72✮✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝t❡✉r q✉✐ ré✉ss✐t✱ ❛✉ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡
❝❛rt❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥✱ à ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té ❛✉
s✉❥❡t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s
③♦♥❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ❧❡s ♣❧✉s s♦❧❧✐❝✐té❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡

✼✼



✼✽ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢▼❘■ ❞❛t❛

❢♦r♠❡s✳ ❆♣rès ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❛❧♦rs ❞❡ 1000✮✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s ✐♥t❡r♣rét♦♥s
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡t ❧❡s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
♣♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
❢♦✉r♥✐r ❞❡s ③♦♥❡s ❛❝t✐✈❡s très ❧♦❝❛❧✐sé❡s✱ t♦✉t ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡❝✐
❢❛❝✐❧✐t❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛✐té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ❞❡
♥❛t✉r❡ très ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♣❧✉s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ✐❝✐ ❞❡ 88 ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ 110✮✳ ❊❧❧❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❞✉ ♣❛❧✉❞✐s♠❡ ❞✬❤♦♠♠❡ à ❤♦♠♠❡✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ♠♦✉st✐q✉❡s✳
▲✬❡♥❥❡✉ ❡st ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡♥t
♦✉ ✐♥❤✐❜❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛s✐t❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛
♠❛❧❛❞✐❡✳ ◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥✜r♠❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣❛r❛s✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣♦r✲
t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦rt❡✉r✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ✐♥✲
tér❡ss❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❝❛r ❝♦♥trô❧❡r
❝❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞✬✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛s✐t❡✳

▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ 3.1 ❡st ❧❡ ❢r✉✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❱✐♥❝❡♥t ▼✐❝❤❡❧✱
❊✈❡❧②♥ ❊❣❡r ❡t ❇❡rtr❛♥❞ ❚❤✐r✐♦♥ ❞✉ ❈❊❆ ◆❡✉r♦s♣✐♥✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ✭●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜✮
❡st ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❡s ❛❝t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠✐té ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❈❖▼P❙❚❆❚✬✷✵✶✵✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭s❡❝t✐♦♥s 3.2 ❡t ❛♥♥❡①❡s 3.A ❡t 3.B✮ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❛✈❡❝ ❲✐❧s♦♥ ❚♦✉ss✐❧❡ ❡t ■s❛❜❡❧❧❡ ▼♦r❧❛✐s✱ q✉✐ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
s♦✉♠✐s✳

✸✳✶ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝♦✲
❞✐♥❣ ❢▼❘■ ❞❛t❛

✸✳✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ♥❡✇ ✇❛② ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ss❡ss✐♥❣ ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦✲
r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r ❝♦❣♥✐t✐✈❡ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ ❜r❛✐♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✐♠❛❣❡s s✉❝❤
❛s t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❢▼❘■✮ ✭❈♦① ❛♥❞ ❙❛✈♦②
✭✷✵✵✸✮✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡♥t❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
✈❛r✐♦✉s ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❛♥❞ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝❡rt❛✐♥ ♥❡✉r♦♥❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
t❤♦✉❣❤t t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✇❤❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ♦r ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r r❡❛❝❤❡s



✸✳✶✳✷ ✲ ▼❡t❤♦❞s ✼✾

❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧❛②♦✉t ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢✉♥❝t✐♦✲
♥❛❧ ❜r❛✐♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❀ ✐♥ s❤♦rt✱ ✐t ❤❡❧♣s t♦ ❞❡❝♦❞❡ t❤❡ ❜r❛✐♥ s②st❡♠ ✭❉❛②❛♥ ❛♥❞ ❆❜❜♦tt
✭✷✵✵✶✮✮✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡ ❤✉❣❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ✇✐t❤ ❢❛r
♠♦r❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛♥ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ♠❛♣s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ●❡♥❡r❛❧ ▲✐♥❡❛r ▼♦❞❡❧ ✭●▲▼✮✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❜❡✐♥❣ t❤❡
✈♦①❡❧✲❜❛s❡❞ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ❧❡❛❞s t♦ ♦✈❡r✜tt✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s
t♦ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s ♠❛♥❞❛t♦r②✱ ❛♥❞
✐s ♦❢t❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ♠❛ss✲✉♥✐✈❛r✐❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋✲t❡st st❛t✐st✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡
♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ♠❡t❤♦❞
♦❢ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts ✭❘❋ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✮✳ ❘❋ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②
✉s❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✳ ■t ❣✐✈❡s ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❧♦ts ♦❢ ❞✐✈❡rs❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖✉r ❘❋✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✐♥ ❛ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ ●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵❛✮✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳
❆❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts ❛♥❞ t❤❡ ❘❋✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r
s❡❧❢✲❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❜❡tt❡r
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❥♦✐♥t❧② ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥❞ t❤✐s ✈❡r② s♣❛rs❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❤❡❧♣
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜r❛✐♥ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ✜♥❛❧❧② ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤✐s
♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✿ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❡ ♠♦st r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✮ ❀ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s✉❜s❡t
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠❛❦❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

✸✳✶✳✷ ▼❡t❤♦❞s

▲❡t (Y1, . . . , Yn) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ❞❛t❛ t♦ ❜❡ ✜tt❡❞ ✭∀i, Yi ∈ {1, . . . , c}✱
✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧❛ss❡s✮ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ s❡t ♦❢ n ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
❛ ●▲▼✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ st✐♠✉❧✉s ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❀ (X1, . . . , Xn) ❛r❡
t❤❡ p✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❛♣s ✭X ∈ Rp✮ ❛♥❞ p ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✭✈♦①❡❧s ♦r
♣❛r❝❡❧s✮✳ ■♥ ❢▼❘■ ❞❛t❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ n ≪ p✱ s♦ t❤❛t ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r②✳

❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✐s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛♥② ❜✐♥❛r② ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ❜✉✐❧t
♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡ ❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡s ❛r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r❛✇✐♥❣ n s❛♠♣❧❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜✐♥❛r② tr❡❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣❧✐t r✉❧❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✿



✽✵ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢▼❘■ ❞❛t❛

❋✐rst✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✮ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s❡ts ♦❢ ❞❛t❛
✭❝❛❧❧❡❞ t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡s✮✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡s ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r mtry ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ t❤❡ s♣❧✐ts ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ s♣❧✐t
✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ {X i 6 s} ∪ {X i > s}✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ i✲t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡
❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ s ❣♦ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡✳ ❋✐♥❛❧❧②
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s♣❧✐t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦st ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡s ✭✐✳❡✳ s✉❜s❡ts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✮✳
❚❤❡♥✱ ♦♥❡ r❡str❛✐♥ts t♦ ♦♥❡ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡✱ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡s ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ mtry ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❜❡st s♣❧✐t✳ ❆♥❞ s♦ ♦♥✱ ✉♥t✐❧ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡✱ ✐✳❡✳ ✐t ❝♦♠✲
♣r✐s❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✳
❆ ♥❡✇ ❞❛t❛ ✐t❡♠ X✱ st❛rt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❣♦❡s ❞♦✇♥ t❤❡ tr❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
s♣❧✐ts ❛♥❞ ❢❛❧❧s ✐♥ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ tr❡❡ ♣r❡❞✐❝ts ❢♦r X✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝❧❛ss Ŷ
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡✳ ❚♦ ✜♥❛❧❧② ❣❡t t❤❡ ❘❋ ❝❧❛ss✐✜❡r✱ ♦♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛❧❧
t❤❡ tr❡❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✿ ❢♦r ❛ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ tr❡❡
♣r❡❞✐❝ts ❛ ❝❧❛ss ❛♥❞ ❘❋ ✜♥❛❧❧② r❡t✉r♥s t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❝❧❛ss✳
■♥s✐❞❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r
❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❖✉t ❖❢ ❇❛❣ ✭❖❖❇✮ ❡rr♦r ❛♥❞ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐① ♦♥❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣
s❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤✐s ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✏♦✉t ♦❢ ❜❛❣✑✮✳ ◆♦✇
♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡ ♦♥❧② ❛♠♦♥❣ tr❡❡s ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡s❡ ❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡s✳ ❆❢t❡r ❞♦✐♥❣
t❤✐s ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛✱ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❣❡t ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❡rr♦r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡✮✳
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡
X1✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❡❡✱ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❖❖❇ s❛♠♣❧❡✳ Pr❡❞✐❝t
t❤❡ ❖❖❇ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ tr❡❡ ❝❧❛ss✐✜❡r✳ ◆♦✇✱ r❛♥❞♦♠❧② ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❖❖❇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♣r❡❞✐❝t t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❖❖❇ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ tr❡❡ ❝❧❛s✲
s✐✜❡r✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✭❱■ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤✮ ♦❢ X1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦rs ❛❢t❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✭♥♦t❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵❛✮✮ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ✐t ♦♥ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t ♦❢ s✐③❡ n = 100 ❢r♦♠
t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t♦②s ❞❛t❛ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❲❡st♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇✐t❤ p = 200✳ ■t ✐s ❛♥ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ t✇♦✲❝❧❛ss ♣r♦❜❧❡♠✱ Y ∈ {−1, 1}✱ ✇✐t❤ 6
tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ❜❡✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦✐s❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❚❤❡ tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭1 t♦ 6✮ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✭✄,△, ◦, ⋆,✁,�✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ 50 ❢♦r❡sts
✇✐t❤ ntree = 2000 ❛♥❞ mtry = 100✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❱■ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ s❡❡ ●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵❛✮✮✳

▲❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❢♦✉r ♠❛✐♥ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✿

❱❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❦✐♥❣ ✿ ❋✐rst t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❱■ ✭❛✈❡r❛❣❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛ t♦② ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❣r❛♣❤ s❤♦✇s
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❛♥❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❣r❛♣❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❖❖❇ ❡rr♦rs ♦❢
t❤❡ ♥❡st❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❣r❛♣❤ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
st❡♣✳ ❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❣r❛♣❤ st❛♥❞s ❢♦r Pr❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣✳

❢r♦♠ t❤❡ 50 r✉♥s✮ ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ♥♦✐s② ♦♥❡s✳

❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ st❡♣ ✿ ❑❡❡♣✐♥❣ t❤✐s ♦r❞❡r ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❱■ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞✳ ❆ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞
♦♥❧② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❦❡♣t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❈❆❘❚ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ t❤✐s
❝✉r✈❡ ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s✱ s❡❡ ❇r❡✐♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✮✳

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣ ✿ ❚❤❡♥✱ ❖❖❇ ❡rr♦r r❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡st❡❞ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ♠♦❞❡❧s
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❀ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❦❡♣t ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❖❖❇ ❡rr♦r ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

Pr❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣ ✿ ❋✐♥❛❧❧② ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡st✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r✲
♠❡❞ ✿ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❞❞❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡rr♦r ❣❛✐♥ ❡①❝❡❡❞s ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭s❡❡
●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵❛✮✮✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ♠✉st ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳



✽✷ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢▼❘■ ❞❛t❛

✸✳✶✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts

❘❡❛❧ ❉❛t❛

❲❡ ✉s❡❞ ❛ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❊❣❡r
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t✇❡❧✈❡ ❤❡❛❧t❤② ✈♦❧✉♥t❡❡rs ✈✐❡✇❡❞ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ❛♥❞ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✱ ✇✐t❤ ✻ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ st✐♠✉❧✉s ✭r❡❢❡r✐♥❣ t♦
✻ s❡ss✐♦♥s✮✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ n = 72 ✐♠❛❣❡s ❜② s✉❜❥❡❝t✳ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡
❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ ❛ ✸✲❚ ▼❘ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❡✐❣❤t✲❝❤❛♥♥❡❧ ❤❡❛❞ ❝♦✐❧ ✭❙✐❡♠❡♥s ❚r✐♦✱ ❊r❧❛♥❣❡♥✱
●❡r♠❛♥②✮ ❛s ❚✷✯✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❡❝❤♦✲♣❧❛♥❛r ✐♠❛❣❡ ✭❊P■✮ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❚✇❡♥t② tr❛♥s✈❡rs❡ s❧✐❝❡s
✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡♣❡t✐t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷ s ✭❡❝❤♦ t✐♠❡✱ ✸✵ ♠s ❀ ✢✐♣ ❛♥❣❧❡✱ 70◦ ❀ 2× 2× 2✲
♠♠ ✈♦①❡❧s ❀ 0.5✲♠♠ ❣❛♣✮✳ ❘❡❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ▼◆■ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ●▲▼ ✜t ✇❡r❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙P▼✺ s♦❢t✇❛r❡✳ ❋♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡ss✐♦♥✲✇✐s❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣♦♦❧❡❞ ❛❝r♦ss t❤❡
t❤r❡❡ s✐③❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛♣❡s✳ ❲❡ ✉s❡❞ ♣❛r❝❡❧❧❛t✐♦♥
❛s ❛ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✐♠♣♦rt❛♥t ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ P❛r✲
❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✉s❡s ❲❛r❞✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛❣❣❧♦♠❡r❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✮ t♦ ❝r❡❛t❡ ❣r♦✉♣s
♦❢ ✈♦①❡❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❛❝t✐✈✐t② ❛❝r♦ss tr✐❛❧s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤
♣❛r❝❡❧✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s ❝r❡❛t❡❞ ✐s ✜①❡❞ t♦ 1000 ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜r❛✐♥✳

❋❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t
s❛♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ❢♦r t❤❡ s✉❜❥❡❝t 2 ♦❢ t❤❡ st✉❞②✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❣r❛♣❤s ✐♥❞✐❝❛t❡s



✸✳✶✳✸ ✲ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ❘❡s✉❧ts ✽✸

t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❱■ ✭s❡❡ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❣r❛♣❤✮ ❛♥❞
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❣r❛♣❤ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ s♠❛❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❧
t❤❡ 1000 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤✐s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ st❡♣ r❡t❛✐♥s 176 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❖❖❇ ❡rr♦r
r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❣r❛♣❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘❋ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ 50 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s❡t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡
❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❣r❛♣❤✱ s❡❧❡❝ts 15 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

✭❛✬✮ ✭❜✬✮ ✭❝✬✮ ✭❞✬✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t ✭s❧✐❝❡ ③❂✻
♠♠✮✳ ✭❛✮ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❛❢t❡r ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❙t❡♣✳ ✭❜✮ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❛❢t❡r ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
❙t❡♣✳ ✭❝✮ ❙❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❛❢t❡r Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❙t❡♣✳ ✭❞✮ ❙❤♦✇s t❤❡ ♣❛r❝❡❧s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❋✲t❡st ✈❛❧✉❡s✳ ✭❛✬✮✱ ✭❜✬✮✱ ✭❝✬✮ ❛♥❞ ✭❞✬✮ ❛r❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ♣❛rt✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦♥❡ ❛①✐❛❧
s❧✐❝❡ ❢♦r s✉❜❥❡❝t ✷ ✿ s✉❜✲✜❣✉r❡s ✭❛✮✱ ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊❧✐✲
♠✐♥❛t✐♦♥ st❡♣✱ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣✱ ❛♥❞ ✭❞✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❙✉❜✲✜❣✉r❡s ✭❛✬✮✱ ✭❜✬✮✱ ✭❝✬✮ ❛♥❞ ✭❞✬✮ ❛r❡ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ♣❛rt✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣✱ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❦❡❡♣s ♦♥❧② t❤r❡❡ r❡✲
❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❝♦rt❡①✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❛ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r s❡ts ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣ ✭❝✮ ❛❧❧♦✇s t♦
❛✈♦✐❞ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❤❡♠✐s♣❤❡r❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣ r❡t❛✐♥❡❞ ♠♦r❡ s②♠♠❡tr✐❝ r❡❣✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❤✐t❤ s✉❜✲✜❣✉r❡ ✭❞✮ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ♠♦st ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✿
✇❡ s❡❧❡❝t ✈❡r② ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❦❡❡♣s ❧♦ts ♦❢
r❡❣✐♦♥s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❜r❛✐♥✳

Pr❡❞✐❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛

❲❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲s❡ss✐♦♥✲♦✉t ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✿ ✇❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② tr❛✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐✲
✜❡r ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ s❡ss✐♦♥s ❡①❝❡♣t ♦♥❡✱ ❛♥❞ r❡♣♦rt t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥❡❞ ❝❧❛ss✐✜❡r



✽✹ ❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢▼❘■ ❞❛t❛

♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦✉t s❡ss✐♦♥✳ ■♠♣♦rt❛♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
♦♥ t❤❡ t✇❡❧✈❡ ❞❛t❛s❡ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ✜rst r♦✇ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝♦r❡ ♦❢ ❘❋ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t ✭❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ❛❧❧ ♣❛r❝❡❧s✱ ❛❢t❡r ❊❧✐♠✐♥❛✲
t✐♦♥ st❡♣✱ ❛❢t❡r ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ ❛❢t❡r Pr❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❛❝r♦ss s✉❜❥❡❝ts ✐s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡ ❡❛❝❤ ❤✐st♦❣r❛♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥ s❝♦r❡ ❛❝r♦ss ❛❧❧ s✉❜❥❡❝ts✳
❚❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❙❱▼ ✿ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❝❡❧s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✭❢r♦♠ 50 t♦ 1000 ♣❛r❝❡❧s ✇✐t❤ ❛ st❡♣ ♦❢ 50✮ ❢♦r t❤❡
❧✐♥❡❛r ❙❱▼ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✲st❛t✐st✐❝✱ ❜② ❧❡❛✈❡✲♦♥❡✲♦✉t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
s❡t✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❛❝r♦ss s✉❜❥❡❝ts ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 350✳ ❚❤❡ t❤r❡❡
❧❛st ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❙❱▼ ✿ t❤❡ ♣❛r❝❡❧s ❛r❡
s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❋✲st❛t✐st✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s ✉s❡❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛r❝❡❧s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ st❡♣s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
♠❡t❤♦❞ ✭❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❙❱▼✮✳ ❆♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❧✐♥❡❛r ❙❱▼ ✭❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❋✲t❡st✮ ❞♦ ♥♦t ♠❛♥❛❣❡ t♦ ❦❡❡♣ ❣♦♦❞
❛❝❝✉r❛❝② ✇✐t❤ ❛s ❢❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❘❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✿ r❛t❡ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♦❜❥❡❝t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥
s✐❣♥❛❧ ♦❢ 1000 ♣❛r❝❡❧s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ✭❝❤❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧❂✷✺ ✪✮✳ ❚❤❡ ✜rst r♦✇ s❤♦✇s
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❛t❛s❡t✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❝♦r❡ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❝❡❧s ❢♦r ✭❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜r❛✐♥✱ t❤❡ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
st❡♣✱ t❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡ ✜rst ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r♦✇
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞
r♦✇ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❙❱▼ tr❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❝❡❧s ❛s ❛❜♦✈❡✱ ❜✉t s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❋✲st❛t✐st✐❝s✳



✸✳✶✳✹ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✽✺

✸✳✶✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❘❋✲❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ ❜r❛✐♥ st❛t❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♠❡t❤♦❞
✭✉♥✐✈❛r✐❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ❙❱▼ ❝❧❛ss✐✜❡r✮✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥s❡♥✲
s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ ❢❡❛t✉r❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
t❤❛t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❢♦r t❤❡ ❘❋ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r str❛t❡❣② ♠❛♥❛❣❡s t♦
❡①tr❛❝t t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✿ ✐t ❦❡❡♣s ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✉♥✐✈❛r✐❛t❡ ❋✲t❡st s❝♦r❡ t♦ ❞❡t❡❝t
t❤❡ ♠♦st ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s
t❤❛t ✐t ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ✿ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙♦ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥ ❛❞❛♣t t♦ ❧♦ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❧✐❦❡ ❡✳❣✳ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❘❡❣✐♦♥s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st 3 s✉❜❥❡❝ts
❛♠♦♥❣ 12 ❜② t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❜❛s❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ▼◆■ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ✿
❬✶✽✱ ✲✶✵✷✱ ✻❪♠♠
❬✶✵✱ ✲✶✵✵✱ ✹❪♠♠
❬✲✶✷✱ ✲✾✻✱ ✵❪♠♠
❬✺✵✱ ✲✼✽✱ ✻❪♠♠✳

❋r♦♠ ❛ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛r❝❡❧s ✐s q✉✐t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✿ ✜rst✱ ❜② ❛✈♦✐❞✐♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❜❧❡
t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ❢❡✇ ❡①tr❡♠❡❧② ♣r❡❝✐s❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ▼♦r❡♦✲
✈❡r✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✇❤♦❧❡ ❜r❛✐♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts ✈❡r② ❢❡✇ ♣❛r❝❡❧s ✐♥ t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧
❝♦rt❡①✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈✐s✉❛❧ ❛r❡❛s✳ ■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r 3 s✉❜❥❡❝ts
♦r ♠♦r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ 12 s✉❜❥❡❝ts ❜② t❤❡ ❧❛st st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❘❋✲❜❛s❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✸✳✺✮✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❢❡✇ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡①✱ ❛♥❞ ❛ s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❛♥t❡r✐♦r
♣❛r❝❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛r❧② ✈✐s✉❛❧ ❝♦rt❡① ❝♦♥t❛✐♥s ❤✐❣❤❧② r❡❧✐❛❜❧❡
s✐❣♥❛❧s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡✴s❤❛♣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝t ❡①❡♠♣❧❛rs✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s
♥♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❝r♦ss ✐♠❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✭❈♦① ❛♥❞ ❙❛✈♦② ✭✷✵✵✸✮✱ ❊❣❡r ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✽✮✮✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞✲❢r❡❡ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞
♦♥ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✱ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢▼❘■ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s ❛
❤✐❣❤❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ s❡t ♦❢ ✈❡r② ❢❡✇ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❘❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ s❤♦✇ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r
s♣❛rs✐t② t❤❛♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✳



✽✻ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s

✸✳✷ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s ✿ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✱ ❛♥❞ ③❡r♦ ✐♥✲
✢❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s

✸✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼❛❧❛r✐❛ st✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛❥♦r ❤❡❛❧t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❤✉♥❞r❡❞ tr♦♣✐❝❛❧
❝♦✉♥tr✐❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛s✐t❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❛♥❞ ✐ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❝✲
❝✉rs t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜✐t❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢❡❝t✐✈❡ ❆♥♦♣❤❡❧❡s ❢❡♠❛❧❡ ♠♦sq✉✐t♦✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱
✐♥s❡❝t✐❝✐❞❡ ❛♥❞ ❞r✉❣ r❡s✐st❛♥❝❡ ❤❛s s❡r✐♦✉s❧② ❤❛♠♣❡r❡❞ ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡❛✲
s✉r❡s ❛r❡ ✉r❣❡♥t❧② ♥❡❡❞❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ✐ts
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ✈❡❝t♦r✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣♦r♦❣♦♥✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ♥❡✇ str❛✲
t❡❣✐❡s t♦ ✜❣❤t ♠❛❧❛r✐❛ ❛✐♠ ❛t ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ✈❡❝t♦r✱ ♠❛❧❛r✐❛ ♣❛r❛s✐t❡s ✉♥❞❡r❣♦ s❡✈❡r❛❧ ❧✐❢❡✲st❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r s✉❝✲
❝❡ss❢✉❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛❣❡ t♦ ❛♥ ♦t❤❡r ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡
♦❢ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✐♥❣❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧♦♦❞ ♠❡❛❧✱ ♠❛❧❡ ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ❢✉s❡ t♦
❢♦r♠ ❛ ③②❣♦t❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ♠♦❜✐❧❡ ♦♦❦✐♥❡t❡✳ ❚❤❡ ♦♦❦✐♥❡t❡ t❤❡♥ tr❛✈❡rs❡s
t❤❡ ♠✐❞❣✉t ❡♣✐t❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ ❡♥❝②sts ❛s ❛♥ ♦♦❝②st ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜❛s❛❧ ❧❛♠✐♥❛✳ ❚❤❡ ♦♦❝②st✱
❛❢t❡r s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s ♦❢ ♠❛t✉r❛t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ r❡❧❡❛s❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣♦r♦③♦✐t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❤❡✲
♠♦❝♦❡❧✳ ❙♣♦r♦③♦✐t❡s t❤❛t ✇✐❧❧ r❡❛❝❤ s❛❧✐✈❛r② ❣❧❛♥❞s ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ ❛ ♥❡✇
❤♦st ❛t ❛ s✉❜s❡q✉❡♥t ❜❧♦♦❞ ♠❡❛❧✳ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ♣❛r❛s✐t❡s ❡♥❝♦✉♥t❡r s❡✈❡r❡ ❧♦ss❡s ❞✉r✐♥❣
t❤❡s❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ♣❛r❛s✐t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❇❧♦♦❞ ❞✐❣❡st✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♠♦sq✉✐t♦ ✐♠♠✉♥❡ r❡s♣♦♥s❡s ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣❛✲
r❛s✐t❡ ❞❡❝r❡❛s❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♣❛r❛s✐t❡ ❣❡♥♦t②♣❡s
✭❱❛✉❣❤❛♥✱ ✷✵✵✼❀ ❏❛r❛♠✐❧❧♦✲●✉t✐❡rr❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳

❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ s❡①✉❛❧ st❛❣❡s✱ t❤❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s✱ t♦ t❤❡ ♠♦s✲
q✉✐t♦ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ♠❛t✉r✐t② ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❤♦st ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ❜✐t❡✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❤✐❣❤ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❞♦
♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❤✐❣❤ ♠♦sq✉✐t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❣r❡❛t❡r ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦sq✉✐t♦❡s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭❍♦❣❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❀ ❉r❛❦❡❧❡② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀
❚❛r❣❡tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❇♦✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ P❛✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ◆✇❛❦❛♥♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ●❛✲
♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✈❛r② ❣r❡❛t❧② ❜❡t✇❡❡♥ ❤✉♠❛♥ ❤♦sts✱ ❞✉❡ t♦ ❤♦st ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠♠✉♥✐t②✱
❣❡♥❡t✐❝ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛s✐t❡ str❛✐♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❜❧♦♦❞ q✉❛✲
❧✐t②✱ ❢❡✈❡r✱ ❛♥❡♠✐❛✱ ❛♥t✐✲♠❛❧❛r✐❛❧ ❞r✉❣ ✉♣t❛❦❡✮✳ ■♥ ♠❛❧❛r✐❛ ❡♥❞❡♠✐❝ ❛r❡❛s✱ ❤✉♠❛♥ ❤♦sts
❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ♦❢ ♣❛r❛s✐t❡s ✭❉❛② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❀ ❇❛❜✐❦❡r
❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ◆✇❛❦❛♥♠❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥✲❤♦st ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥
♦❢ ♣❛r❛s✐t❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❞r✐✈❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉❝❝❡ss✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✉s✐♥❣ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❛♥✐♠❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣❡♥♦t②♣❡s ♦❢ ♣❛✲
r❛s✐t❡s ✐♥ ♠✐①❡❞ ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❞✐st✐♥❝t ❛❜✐❧✐t② t♦ tr❛♥s♠✐t✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✈✐r✉❧❡♥t str❛✐♥
❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✭❞❡ ❘♦♦❞❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❇❡❧❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❲❛r❣♦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼✮✳ ■❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ t❤❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t② t♦
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉❝❝❡ss ♦❢ ✇✐❧❞ ✐s♦❧❛t❡s ♦❢ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ ✭P✐❝❤♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀



✸✳✷✳✶ ✲ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽✼

❇♦✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ P❛✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱ t♦ ❞❛t❡ ♥♦ st✉❞② r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ✐♥❢❡❝t✐♦♥
t♦ ♣❛r❛s✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❜❡t✇❡❡♥ ❝♦✲✐♥❢❡❝t✐♥❣ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❤♦✲
✇❡✈❡r ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛s t❤❡s❡ ♠✐❣❤t ❤❡❧♣ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ r❡s✐st❛♥t str❛✐♥s
♦❢ ♣❛r❛s✐t❡s ❛♥❞ ❣✉✐❞❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ♠❛❧❛r✐❛ ❝♦♥tr♦❧✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❣❡♥❡t✐❝ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♠✲
♣❛❝t ♦♥ ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ❲❡ ❛♥❛❧②③❡ ♠♦sq✉✐t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢
♦♦❝②st ❝♦✉♥ts ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❛t❛ ✿ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛t 7 ♠✐✲
❝r♦s❛t❡❧❧✐t❡ ❧♦❝✐✳ ❉❛t❛ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❢❡❡❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧
❝♦❧♦♥② ♦❢ ❆♥♦♣❤❡❧❡s ❣❛♠❜✐❛❡ ♠♦sq✉✐t♦❡s ♦♥ ❜❧♦♦❞ ❢r♦♠ ✈♦❧✉♥t❡❡rs ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❢❡❝t❡❞
❜② P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ ✐s♦❧❛t❡s ❢r♦♠ ❈❛♠❡r♦♦♥✳ ●❛♠❡t♦❝②t❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛r❡ ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ♥✉♠❡r♦✉s ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❧✉s ❛tt❡♥❞❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ❛t ❧❡❛st ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
s✐③❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡
♠❡❛♥ ♦❢ ♦♦❝②st ❝♦✉♥ts ✐♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♠♦sq✉✐t♦❡s t❤❛t ❜❡❝❛♠❡ ✐♥❢❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ♦✉r
❞❛t❛ s❡t ✇✐❧❧ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❧❡❛❞ t♦ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ ♦❢ ♠❛♥② ❢❛♠✐❧✐❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s
❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ✭●▲▼✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❣❛❧
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ✇❡ ✉s❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ tr❡❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❲❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✐♥✢✉❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✲
♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ●❡♥✉❡r
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵❛✮✱ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✭❇r❡✐♠❛♥✱
✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥
❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s♦❧✈❡s t❤❡ t✇♦ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❜♦✉t ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✿ ✶✮ t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤✐❣❤❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❀ ❛♥❞ ✷✮ t♦ ✜♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r
♦♦❝②st ❝♦✉♥t ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤✳
❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t
❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❤❡✲
t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥ ❜❧♦♦❞✲♠❡❛❧ ✭❱❛✉❣❤❛♥✱ ✷✵✵✼✮✱
❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦sq✉✐t♦ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✭❘✐❡❤❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❲❡ t❤❡♥ s✉❣❣❡st ❤❡r❡ t❤❛t ♠♦sq✉✐t♦❡s ✇✐t❤ ♥♦ ♦♦❝②st ❝❛♥ ❜❡ ♥♦♥ ✐♥❢❡❝t❡❞
❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ✐♥❣❡st ❡♥♦✉❣❤ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧♦♦❞✲♠❡❛❧✱ ♦r ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡② ✇❡r❡ r❡❢r❛❝t♦r② t♦ t❤❡ ✐♥❣❡st❡❞ ♣❛r❛s✐t❡s✳ ❲❡ ✜tt❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ❝❛❧❧❡❞ ❩❡r♦✲■♥✢❛t❡❞
✭❩■✮ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♠❛ss ❛t ③❡r♦
✇✐t❤ ❛ ♣r♦♣❡r ❝♦✉♥t ♠♦❞❡❧✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦✉♥t ❞❛t❛✱ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠♦❞❡❧s
✇❡r❡ ❩❡r♦✲■♥✢❛t❡❞ P♦✐ss♦♥ ✭❩■P✮ ❛♥❞ ❩❡r♦✲■♥✢❛t❡❞ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❇✐♥♦♠✐❛❧ ✭❩■◆❇✮ ❀ ❩■◆❇
❤❛✈✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♣t✉r❡s ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❛♣♣❡❛r
✐♥ s✉❝❤ ❞❛t❛✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛ t♦



✽✽ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s

❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♦♦❝②st ❝♦✉♥t
✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ♦✉r
❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳

✸✳✷✳✷ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

❉❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♥s✐st ♦❢ ♣❛r❛s✐t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❣❡♥♦t②♣❡s ❛t 7 ♠✐❝r♦s❛✲
t❡❧❧✐t❡ ❧♦❝✐ ❢♦r ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ✐s♦❧❛t❡s ♦❢ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞ ♦♦❝②st
❝♦✉♥ts ✼ ❞❛②s ♣♦st ❢❡❡❞✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡♥❣♦r❣❡❞ ❢❡♠❛❧❡s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ P❧❛s♠♦❞✐✉♠
❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❝❛rr✐❡rs ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛s②♠♣t♦♠❛t✐❝ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛❣❡❞ ❢r♦♠
5 t♦ 11 ✐♥ ♣r✐♠❛r② s❝❤♦♦❧s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ▼❢♦✉✱ ❛ s♠❛❧❧ t♦✇♥ ❧♦❝❛t❡❞ 30 km ❛♣❛rt
❢r♦♠ ❨❛♦✉♥❞❡✱ t❤❡ ❈❛♠❡r♦♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❝✐t②✳ ❱♦❧✉♥t❡❡rs ✇❡r❡ ❡♥r♦❧❧❡❞ ✉♣♦♥ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢
❛♥ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❝♦♥s❡♥t ❢♦r♠ ❜② t❤❡✐r ♣❛r❡♥ts ♦r ❧❡❣❛❧ ❣✉❛r❞✐❛♥✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❛s ❛♣♣r♦✈❡❞
❜② t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❊t❤✐❝s ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦❢ ❈❛♠❡r♦♦♥✳ ●❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❡r❡ ❡①♣r❡s✲
s❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛s✐t❡s s❡❡♥ ❛❣❛✐♥st 1 000 ❧❡✉❦♦❝②t❡s ✐♥ ❛ ❢r❡s❤ t❤✐❝❦ ❜❧♦♦❞
s♠❡❛r✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ 8 000 ❧❡✉❦♦❝②t❡s ♣❡r µl ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶
❢♦r s✉♠♠❛r② ♦❢ ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s✮✳ ❱❡♥♦✉s ❜❧♦♦❞ ✭2 t♦ 3 mL✮ ✇❛s
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❝♦♥s❡♥t✐♥❣ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❝❛rr✐❡rs✱ ❝❡♥tr✐❢✉❣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡r✉♠ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛
♥♦♥✲✐♠♠✉♥❡ ❆❇ s❡r✉♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❜❧♦❝❦✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ 3 t♦ 5 ♦❧❞ ❢❡♠❛❧❡s ♦❢ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② str❛✐♥ ♦❢ ❆♥♦✲
♣❤❡❧❡s ❣❛♠❜✐❛❡ ♠♦sq✉✐t♦ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❢❡❡❞✐♥❣ ❛ss❛②s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❝✉♣s ♦❢
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 60✲80 ♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ❋❡♠❛❧❡s ✇❡r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❢❡❡❞ ❢♦r 20 ♠✐♥✉t❡s t❤r♦✉❣❤ ❛
P❛r❛✜❧♠ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♦♥ ❣❧❛ss ❢❡❡❞❡rs ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛t 37◦C ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❡♥❣♦r❣❡❞ ❢❡♠❛❧❡s ✇❡r❡
❦❡♣t ✐♥ ✐♥s❡❝t❛r ✉♥t✐❧ ❞✐ss❡❝t✐♦♥s 7 ❞❛②s ♣♦st✲✐♥❢❡❝t✐♦♥✳ ▼✐❞❣✉ts ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞✱ st❛✐♥❡❞
✐♥ ❛ 0.4% ▼❡r❝✉r♦❝❤r♦♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♦❝②sts ❝♦✉♥t❡❞ ❜②
❧✐❣❤t ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭X20 lens✮✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ 7 364 ♠♦sq✉✐t♦❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✮ ✇❡r❡ ❞✐ss❡❝t❡❞✱
❣✐✈✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ 39 ❢❡♠❛❧❡s ♣❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

▼✐♥✳ ✶st ◗✉✳ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉✳ ▼❛①✳
◆ ✶✶✳✵✵✵ ✷✾✳✵✵✵ ✸✽✳✵✵✵ ✸✾✳✸✽✵ ✹✼✳✵✵✵ ✼✾✳✵✵✵

log❴gameto ✶✳✽✶✻ ✸✳✶✺✻ ✸✳✽✸✷ ✸✳✾✼✸ ✹✳✻✶✷ ✼✳✼✹✷

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♠♦sq✉✐t♦❡s ♣❡r ✐s♦❧❛t❡ ✭◆✮ ❛♥❞ ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠❡❞
♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭log❴gameto✮✳

●❛♠❡t♦❝②t❡s ✇❡r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ 1 mL ♦❢ s❡r✉♠ ❢r❡❡ ❜❧♦♦❞ ✉s✐♥❣ ▼❆❈❙r ❝♦❧✉♠♥s
❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✭❘✐❜❛✉t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❉◆❆ ❡①tr❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣✉r✐✜❡❞ ❣❛♠❡t♦✲
❝②t❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❉◆❆③♦❧r ❛♥❞ 20 ng ♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❉◆❆ ✇❡r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦
✇❤♦❧❡✲❣❡♥♦♠❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❲●❆✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❡♥♦♠✐P❤✐ ❱✷ ❉◆❆ ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❑✐t
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉✣❝✐❡♥t ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❉◆❆ ❢♦r ♠✐❝r♦s❛t❡❧❧✐t❡ ❣❡♥♦t②♣✐♥❣✳ ●❡♥❡t✐❝ ♣♦❧②♠♦r✲



✸✳✷✳✷ ✲ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✽✾

♣❤✐s♠ ✇❛s ❛ss❡ss❡❞ ❛t 7 ♠✐❝r♦s❛t❡❧❧✐t❡ ❧♦❝✐ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✭❆♥♥❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳
❚❤❡✐r ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●❡♥❇❛♥❦ ❛❝❝❡ss✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ P❖▲❨❛ ✭❝❤r✳
✹✱ ●✸✼✽✵✾✮✱ ❚❆✻✵ ✭❝❤r✳ ✶✸✱ ●✸✽✽✼✻✮✱ ❆❘❆✷ ✭❝❤r✳ ✶✶✱ ●✸✼✽✹✽✮✱ P❢❣✸✼✼ ✭❝❤r✳ ✶✷✱ ●✸✼✽✺✶✮✱
P❢P❑✷ ✭❝❤r✳ ✶✷✱ ●✸✼✽✺✷✮✱ ❚❆✽✼ ✭❝❤r✳ ✻✱ ●✸✽✽✸✽✮✱ ❛♥❞ ❚❆✶✵✾ ✭❝❤r✳✻✱ ●✸✽✽✹✷✮✳ ❆❧❧❡❧❡s
✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ ●❡♥❡▼❛♣♣❡r➤ s♦❢t✇❛r❡✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❛❧❧❡❧❡s ✇❡r❡ s❝♦r❡❞ ✇❤❡♥ ♠✐♥♦r
♣❡❛❦s ✇❡r❡ ❛t ❧❡❛st 20% ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❛❧❧❡❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞
❛❧❧❡❧❡s ♣❡r ❧♦❝✉s ✐s 21✱ 9✱ 10✱ 5✱ 15✱ 10 ❛♥❞ 17 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❆❧❧❡❧❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ 7 ♠✐❝r♦s❛t❡❧❧✐t❡ ❧♦❝✐ ❛♥❞ t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥
P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❝❛rr✐❡rs✳

❋❡❡❞✐♥❣s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐ss❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s ✇❛s ❜❡❧♦✇ 20 ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐✲



✾✵ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s

❞❡r❡❞✳ ❚❤❡♥ 110 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡s ✭❱■✮ ❢r♦♠
r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✭❘❋✮✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❘❋ ✐s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
tr❡❡s ❜✉✐❧t ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t ✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✮✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❡①❤✐❜✐t ✈❡r② ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❧♦ts ♦❢ ❞✐✈❡rs❡
❛♣♣❧✐❡❞ s✐t✉❛t✐♦♥s ✭❇r❡✐♠❛♥✱ ✷✵✵✶✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥❞❡①✱
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆✳ ❘♦✉❣❤❧②✱ t❤✐s ✐♥❞❡① ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❡st
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ♣❡r♠✉t❡❞✳

❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡ ●❡♥✉❡r ❡t
❛❧✳ ✭✷✵✶✵❛✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s ♦♥ ❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡s❡♥ts
t✇♦ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜ts✳ ❋✐rst t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❧♦ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s t✇♦ ♠❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✿ ✭✶✮ t♦ ♠❛❣♥✐❢② ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡ ❀ ✭✷✮ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s s❡t
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵❛✮✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ✭▲✐❛✇ ❛♥❞ ❲✐❡♥❡r✱ ✷✵✵✷❀ ❘ ❈♦r❡
❚❡❛♠ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✷✵✵✾✮ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❚♦ ❜♦t❤ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ✐t ♦♥ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞
❞❛t❛s❡t ✇✐t❤ n = 200 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② 25 ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ 25 ❜✐♥❛r②
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ N (0, 1) ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♥❞ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ B (0.5) ❢♦r ❛❧❧ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧

Y =
25∑

j=1

βcjXcj +
25∑

j=1

βbjXbj

✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② 8 ♦✈❡r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ p = 50 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ t❤❡ ♦t❤❡rs
❜❡✐♥❣ ❥✉st ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst 4 ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
✈❛r✐❛❜❧❡s

(
Xcj

)
16j64

❛♥❞ t❤❡ ✜rst 4 ❜✐♥❛r② ♦♥❡s
(
Xbj

)
16j64

✳ ❚❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

(βcj)16j625 = (βbj)16j625 = (4, 4, 2, 2, 0, . . . , 0).

❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ ❛ 0.9 ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Xc1 ❛♥❞ Xc2 ✱ Xc3 ❛♥❞ Xc4 ✱ Xb1 ❛♥❞ Xb2 ✱ ❛♥❞
Xb3 ❛♥❞ Xb4 ✳

❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✉s❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r nfor ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s ❛❧s♦ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ntree ♦❢ tr❡❡s ✐♥ ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠
❢♦r❡st✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r mtry ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st s♣❧✐t ❛t ❡❛❝❤
♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❘ ♣❛❝❦❛❣❡ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ✇❡ ✉s❡❞ ❛r❡ mtry = p/3✱
ntree = 500✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✿ mtry = p/3✱ ❛♥❞



✸✳✷✳✷ ✲ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✾✶

✇❡ ❝❤♦♦s❡ nfor = 50 ❛♥❞ ntree = 1000 t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❱■ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r s✐♠✉✲
❧❛t❡❞ ❞❛t❛

▲❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤✱ ✐♥ ✐t❛❧✐❝s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♦✉t ♦❢ ❜❛❣ ✭❖❖❇✮ ❡rr♦r r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❆ ❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ❛
❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡✮✳

✕ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ st❡♣
❋✐rst t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s♦rt❡❞ ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❱■ ✭❛✈❡r❛❣❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ nfor r✉♥s✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❞r❛✇♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ 8 ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛rr✐✈❡ ✐♥ t❤❡
✜rst 8 ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣✳



✾✷ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s

❑❡❡♣✐♥❣ t❤✐s ♦r❞❡r ✐♥ ♠✐♥❞✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❱■ ❛r❡ ♣❧♦t✲
t❡❞✳ ❆ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❣r❛♣❤✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❆♥❞ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❚r❡❡ ✭❈❆❘❚✮ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ t❤✐s ❝✉r✈❡ ✭❢♦r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❈❆❘❚✱
s❡❡ ❇r❡✐♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮✮✳ ❚❤❡♥ ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❱■ ❡①❝❡❡❞✐♥❣
t❤✐s ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❦❡♣t✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ r❡t❛✐♥ ♠♦r❡
✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❝❤♦✐❝❡ ❧❛t❡r✳
❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❱■ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❣r❛♣❤✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❧❡❛❞s t♦ r❡t❛✐♥ pelim = 14 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❱■ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✭t♦♣ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❱■ ♠❡❛♥ ✭t♦♣ ❧❡❢t
♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮✳

✕ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣
❚❤❡♥✱ ❖❖❇ ❡rr♦r r❛t❡s ✭❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ nfor r✉♥s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs✮
♦❢ t❤❡ ♥❡st❡❞ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❀ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤
♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛❧❧ ✐♠♣♦rt❛♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s ❦❡♣t ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❖❖❇ ❡rr♦r
✐s s❡❧❡❝t❡❞✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❣r❛♣❤ t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠
✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst pinterp = 9 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ 8 tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❧✉s ♦♥❡ ♥♦✐s② ♦♥❡✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡rr♦r ✐s ❝❧♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ 6 ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭s❡❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧❡r ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡
♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

✕ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣
❋✐♥❛❧❧② ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡st✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✿ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐s ❛❞❞❡❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡rr♦r ❣❛✐♥ ❡①❝❡❡❞s ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ✐s
t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ♠✉st ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ❣r❛♣❤ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♣✉r♣♦s❡ ✐♥✈♦❧✈❡s 6 ♦✉t ♦❢ t❤❡ 8 tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
t✇♦ tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♥✲s❡❧❡❝t❡❞ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
✐s s❡t t♦ t✇✐❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞
❖❖❇ ❡rr♦rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ pinterp = 9 ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ s❡❧❡❝t❡❞
❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ s❡❡ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❣r❛♣❤✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ pelim = 14
✈❛r✐❛❜❧❡s ✿

avejump =
1

pelim − pinterp

pelim−1∑

j=pinterp

| errOOB(j + 1)− errOOB(j) |

✇❤❡r❡ errOOB(j) ✐s t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ❘❋ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ t❤❡ j ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❢t❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s s♠❛❧❧ ✭14✮✱ ✇❡



✸✳✷✳✷ ✲ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ✾✸

tr✐❡❞ s♦♠❡ ✈❛r✐❛♥ts ♠♦r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ t✇♦ ❧❛st
st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣✱ ✇❡ ❧❛✉♥❝❤ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡✱ t♦ s❡❡❦ t❤❡ ❜❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❖❖❇ ❡rr♦r r❛t❡✱
❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ nfor r✉♥s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ t♦ ❛❞❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡t✳
❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❖❖❇ ❡rr♦r ✐s t❤❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✳

❋♦r ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❧❡❛❞s✱ ❛s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣✱ t♦ r❡t❛✐♥ t❤❡ 8 tr✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣❧✉s ♦♥❡ ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭t❤✐s ❧❛st ♥♦✐s② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜②
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ st❡♣✮✳ ❲❡ r❡♠❛r❦ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❛♥❦✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❱■ ✐s q✉✐t❡
❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣✱ ✇❡ tr✐❡❞ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r r❛t❡ ✭❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ nfor r✉♥s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s
❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❖❖❇ ❡rr♦r ✐s t❤❡♥ s❡❧❡❝t❡❞✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❡❧❡❝ts ❛❧❧ 9 ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

❚❤✐s ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ts ✐♥ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛♥ts ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ♦✉rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❡rr♦rs r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❡❛s② s✐♠✉❧❛t❡❞
❞❛t❛s❡t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦♦❝②st ❝♦✉♥t ✇✐t❤ ❩❡r♦✲■♥✢❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s

❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢
♥♦♥✲✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ❋✐rst✱ s♦♠❡ ♠♦sq✉✐t♦❡s ♠❛② ♥♦t ✐♥❣❡st ❡♥♦✉❣❤ ♣❛r❛s✐t❡s ✇✐t❤
s✉✣❝✐❡♥t s❡①✲r❛t✐♦ t♦ ❡♥s✉r❡ ❢❡rt✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s s❡❡♠✐♥❣❧② t❤❡ ❤✐❣❤ ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥ ❜❧♦♦❞✲♠❡❛❧s ✭P✐❝❤♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ s♦♠❡
♦t❤❡r ♠♦sq✉✐t♦❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡t✐❝❛❧❧② s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣❛r❛s✐t❡s ✐♥❣❡st❡❞ ✭❘✐❡❤❧❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ U ♠❛t❡r✐❛❧✐③✐♥❣ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✐♥❢❡❝t❡❞
♠♦sq✉✐t♦❡s ✿ ❢♦r ♠♦sq✉✐t♦ j ❢❡❞ ✇✐t❤ ❜❧♦♦❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ❝❛rr✐❡r i✱

Ui,j =

{
1 ✐❢ ❡♥♦✉❣❤ ♣❛r❛s✐t❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✐ts ❜❧♦♦❞✲♠❡❛❧
0 ♦t❤❡r✇✐s❡✳

Ui,j ✐s ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ i✱
Ui,1, . . . , Ui,ni

❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❍❡r❡ ni ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♠♦sq✉✐t♦❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ❝❛rr✐❡r i✳ ❋♦r ❛♥② ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ❝❛rr✐❡r i✱ ❞❡♥♦t❡
❜②

πi := P (Ui,j = 0)

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ♠♦sq✉✐t♦ j ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❣❡st ❡♥♦✉❣❤ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥ ✐ts ❜❧♦♦❞✲♠❡❛❧✳
▲❡t Yi,j ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♦❝②sts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♠♦sq✉✐t♦ j ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s
❝❛rr✐❡r i✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Yi,j ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

P (Yi,j = yi,j) = πi1(yi,j=0) + (1− πi)P (Yi,j = yi,j| Ui,j = 1) , ✭✸✳✶✮



✾✹ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s

✇❤❡r❡ P (Yi,j = yi,j| Ui,j = 1) ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦✉♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❢♦r ❛♥② ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ❝❛rr✐❡r i✱ t❤❡ ③❡r♦ ❝❧❛ss ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ✇✐t❤ πi ❛♥❞ 1− πi ❛s t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ③❡r♦✲✐♥✢❛t❡❞ ❝♦✉♥t ♠♦❞❡❧✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ♠❛ss ❛t ③❡r♦ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s P♦✐ss♦♥✱
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ✭s❡❡ ❩❡✐❧❡✐s ❛♥❞ ❏❛❝❦♠❛♥ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥✮✳
❚❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s♦✉r❝❡s ♦❢ ③❡r♦s ✿ ③❡r♦s ♠❛② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♣♦✐♥t ♠❛ss ♦r ❢r♦♠ ❝♦✉♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ③❡r♦s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♠❛ss ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
r❡♣r❡s❡♥t ♠♦sq✉✐t♦❡s ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ✐♥❣❡st ❡♥♦✉❣❤ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✳

▲❡t λi := E (Yi,j| Ui,j = 1) ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥
t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ s❡tt✐♥❣✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡❛♥ λi ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❡ss ③❡r♦ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ πi ❛r❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ✈❡❝t♦rs xi = (xi,1, . . . , xi,p) ❛♥❞ zi = (zi,1, . . . , zi,q)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦✈❛r✐❛t❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✴ ♦r t❤❡✐r ❣❡♥❡t✐❝ ♣r♦✜❧❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❧✐♥❦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦❣ ❛♥❞ logit ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❝♦✉♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t
♠❛ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡





λi = exp (β0 + β1xi,1 + . . .+ βpxi,p)

πi =
exp (γ0 + γ1zi,1 + . . .+ γpzi,q)

1 + exp (γ0 + γ1zi,1 + . . .+ γpzi,q)
,

✇❤❡r❡ β := (β0, . . . , βp) ❛♥❞ γ := (γ0, . . . , γq) ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳
◆♦t❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ③❡r♦ ✐♥✢❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❛♥❞ ❝♦✉♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡✱ ♦♥❧② ❛♥ ✐♥t❡r❝❡♣t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
✉♥♦❜s❡r✈❡❞ st❛t❡ ✭③❡r♦ ✈s✳ ❝♦✉♥t✮✳

❚②♣✐❝❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♦❢ ③❡r♦✲✐♥✢❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝♦✉♥t ❞❛t❛ ❛r❡ ③❡r♦ ✐♥✢❛t❡❞ P♦✐ss♦♥
✭❩■P✮ ❛♥❞ ③❡r♦✲✐♥✢❛t❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ✭❩■◆❇✮ ✭s❡❡ ❳✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡s
t❤❡r❡✐♥✮✳ ❩■◆❇ ❛♥❞ ❩■P s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ✸✳❇✳ ❋♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ♥❛♠❡❞ ♣s❝❧ ✭❩❡✐❧❡✐s ❛♥❞ ❏❛❝❦♠❛♥✱
✷✵✵✽✮ ✐♥ R st❛t✐st✐❝❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ✭❘ ❈♦r❡ ❚❡❛♠ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✷✵✵✾✮✳

✸✳✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛

❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥

❍❡r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s
t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦sq✉✐t♦❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❥✉st ❣✐✈❡ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♦❝②sts ♣❡r ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ t❤❡
❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧❧❡❧❡s ❛r❡ ❝♦❞❡❞ ❛s ❧♦❝✉s❴❛❧❧❡❧❡✳ ❋♦r



✸✳✷✳✸ ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✾✺

❡①❛♠♣❧❡✱ Pfg377❴093 ✐s ❛❧❧❡❧❡ 093 ❛t ❧♦❝✉s Pfg377✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠❡❞
♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ❞❡♥s✐t② ✭loggameto✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✭▼❖■✮
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧❧❡❧❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠✐❝r♦s❛t❡❧❧✐t❡
❧♦❝✐✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐s t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳

❍❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳
✕ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❙t❡♣
✕ ❚❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ❣✐✈❡s t❤❡ VI ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ 88 ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦rt❡❞
✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳

✕ ❚❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ♣❧♦ts t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ ❱■ ❛♥❞ t❤❡
✜tt❡❞ ❈❆❘❚ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ min

CART
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞

❧✐♥❡ ❧❡❛❞s t♦ r❡t❛✐♥ pelim = 36 ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r 88✳



✾✻ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s

✕ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❙t❡♣
❚❤✐s st❡♣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
OOB ❡rr♦r r❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ pinterp = 11 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✿

Sinterp = {log❴gameto, Pfg377❴093, PfPK2❴180, MOI,

Pfg377❴102, PfPK2❴183, Pfg377❴099, TA60❴071,

PfPK2❴169, PfPK2❴166, POLY a❴135}.

✕ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❙t❡♣
❚❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❖❇❇ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡
♥❡st❡❞ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✿

Spred = {log❴gameto, Pfg377❴093, MOI, PfPK2❴183}.
❚❤❡ 4 s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ Spred ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ♦❢ 0.074✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡
✈❛r✐❛♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐t r❡✲
t❛✐♥s ❛ s❡t ♦❢ 9 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Spred✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❖❖❇ ❡rr♦r ✐s 0.062 ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❢❛r ❢r♦♠ 0.074✳ ❙♦ ✇❡ ♣r❡❢❡r ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ Spred ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s✳

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②
❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♦❝②sts ✐♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ❣✐✈❡s t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ VI ❛♥❞ t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r ❛t ❡❛❝❤ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ 25 ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ VI ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ t❤❡ 2 ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡✐♥❣
log❴gameto ❛♥❞ MOI✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧② log❴gameto ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❛❣❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❦❡❡♣ MOI✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❡❢t ❣r❛♣❤
♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s st✐❧❧ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ log❴gameto ♦♥❧②✳

❩❡r♦✲■♥✢❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ✜tt✐♥❣ ♦♦❝②st ❝♦✉♥t

❩❡r♦✲■♥✢❛t❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ✭❩■◆❇✮ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ✭❩■P✮ ✇❡r❡ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥
t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✿ ✭✐✮ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t② ❛s ❝♦✈❛r✐❛t❡✱
✭✐✐✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞
✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✭s❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❩■◆❇ ❛♥❞
❩■P ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✳

■♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭✐✮✱ ✐t ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤♦✇ t❤❡ ③❡r♦ ❝♦✉♥ts ❛r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✿
t❤❡② ♣❡r❢❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s ✭s❡❡ t❤❡ ❧❡❢t
♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦♦❝②st ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ ❜♦t❤ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r
✭s❡❡ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✳ ❇✉t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ X 2 ❣♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡st ✭X 2 =
48.162, df = 45, p.value ≥ 0.3461 ❢♦r ❩■◆❇ ❛❣❛✐♥st X 2 = 2964.606, df = 46, p.value =
0 ❢♦r ❩■P ♠♦❞❡❧✮✱ ❩■◆❇ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦✉r ❞❛t❛✳ ❖✈❡r✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜❧②
t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✿ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ♠♦sq✉✐t♦❡s ✇✐t❤ ♥♦ ♦r ❢❡✇ ♦♦❝②sts t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s
✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♦♦❝②st ❧♦❛❞s✳ ❩■P ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦sq✉✐t♦❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r
♦♦❝②st ❧♦❛❞s ✭s❡❡ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❩■◆❇ ♠♦❞❡❧ ✐♥
t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳



✸✳✷✳✸ ✲ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✾✼
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ✐♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳

■♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭✐✐✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞✱ ♦♥❧② ❩■◆❇ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ s❡✲
❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ ♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥
♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛s r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣♦✐♥t ♠❛ss ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ✉s✐♥❣
t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❛s r❡s♣♦♥s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t
t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♠♦sq✉✐t♦❡s t❤❛t ❜❡❝❛♠❡ ✐♥❢❡❝✲
t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♦❝②sts ✐♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳
❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛❧❧❡❧❡ P❢P❑✷❴✶✽✸ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✭Z = −0.8329✱
p.value ≥ 0.40✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r②✱ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t② log❴gameto✱ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t② MOI ❛♥❞ ❛❧❧❡❧❡ 093 ♦❢ ❧♦❝✉s Pfg377 s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦♦❝②st ❧♦❛❞ ✐♥
♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t② ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❩■◆❇ ♠♦❞❡❧ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭✐✮✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ MOI ✐♥ ❜♦t❤ ③❡r♦ ❛♥❞



✾✽ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s
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❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❩■◆❇ ❛♥❞ ❩■P ♠♦❞❡❧s
✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ 110 ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❝❛rr✐❡rs ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❧♦❣❴❣❛♠❡t♦ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙✐❣♥✐✲
✜❝❛♥t ❝♦❞❡s ✿ ✵ ✬✯✯✯✬ ❀ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ❀ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ❀ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ❀ ✵✳✶ ✬ ✬✳ X 2 ●♦♦❞♥❡ss✲♦❢✲✜t t❡st ✿
X 2 = 47.0992, df = 45, p.value ≥ 0.3866 ❢♦r ❩■◆❇ ❛❣❛✐♥st X 2 = 2834.848, df =
46, p.value = 0 ❢♦r ❩■P ♠♦❞❡❧
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❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❩■◆❇ ❛♥❞
❩■P ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ 110 ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ❝❛rr✐❡rs✱ ✉s✐♥❣ Spred =
{log❴gameto, Pfg377❴093, MOI, PfPK2❴183} ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦❞❡s ✿ ✵
✬✯✯✯✬ ❀ ✵✳✵✵✶ ✬✯✯✬ ❀ ✵✳✵✶ ✬✯✬ ❀ ✵✳✵✺ ✬✳✬ ❀ ✵✳✶ ✬ ✬✳

❝♦✉♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❚❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ③❡r♦
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭t✲t❡st Z = −4.5711✱ p.value < 4.9e − 06✮ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t ♦♥❡ ✭t✲t❡st
Z = −2.1058✱ p.value < 3.5e − 02✮ ❀ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ❜♦t❤
t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭β̂MOI = −0.0333 ❛♥❞ γ̂MOI = −0.1499 ✐♥ ❝♦✉♥t ❛♥❞ ③❡r♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❙♦ ♠♦♥♦ ✐♥❢❡❝t❡❞ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ✐s♦❧❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♠♦s✲
q✉✐t♦ ❞♦ ♥♦t ✐♥❣❡st ❡♥♦✉❣❤ ♣❛r❛s✐t❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✉❝❝❡ss ♦❢ P❧❛s♠♦❞✐✉♠



✸✳✷✳✹ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✾✾

t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✈❡❝t♦r ♠♦sq✉✐t♦✳ ❍❡♥❝❡✱ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ MOI t❡♥❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥
♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ ❧♦✇❡r ❣❡♥❡t✐❝ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♦❝②sts ✐♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧❡❧❡
✵✾✸ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♠❛r❦❡r P❢❣✸✼✼ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s
✭γ̂Pfg377❴093 = 1.2242✱ SE = 0.1204 ❀ t✲t❡st Z = 10.177✱ p− value < 2.7e− 24✮✳
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● Number of oocysts for each mosquito
Empirical mean of the number of oocysts
Expected mean of the number of oocysts by ZINB
Expected mean of the number of oocysts by ZIP

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ❣✐✈❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢r♦♠ ❩■◆❇
❛♥❞ ❩■P ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♦❝②sts
✈❡rs✉s ❧♦❣✲❣❛♠❡t♦❝②t❡♠✐❛✳

✸✳✷✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ✐ts ✈❡❝t♦r ♠♦sq✉✐t♦ ❢♦❧❧♦✇s ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛♥❞ ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ♣❛r❛s✐t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ■♥ t❤❡ r♦❞❡♥t
♠❛❧❛r✐❛ ♣❛r❛s✐t❡ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❜❡r❣❤❡✐✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ♣❛r❛s✐t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t❛❧ st❛❣❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❞❡♥s✐t②✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ✜tt❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞✐✛❡r❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ ✭❙✐♥❞❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❋♦r ♥❛t✉r❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠✱ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ♠❛❧❛r✐❛ ♣❛r❛s✐t❡✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥✲
❣✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❣❡♥❡t✐❝ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ P❛✉❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦✉♥❞ ❛ s✐❣♠♦✐❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧✲
❝✐♣❛r✉♠ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♠♦sq✉✐t♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❣✉❡❞ t❤❛t
♣❛r❛s✐t❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♠♦sq✉✐t♦❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❣r❡❛t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ ♦♦❝②st ♥✉♠❜❡rs ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❆♥♦♣❤❡❧❡s ❣❛♠❜✐❛❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s s✉❣❣❡sts t❤❛t ♣❛r❛s✐t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s t❤❡ r❡✲
s✉❧t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♣❛r❛s✐t❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ♦♥ ❜♦t❤ ❣❡♥❡t✐❝
❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t♦rs✳ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②



✶✵✵ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s

❛♥❞ t❤❡♥ ♣❛r❛s✐t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ✐s ♦❢ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ❝✉rr❡♥t ♠❛❧❛r✐❛ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ♠♦sq✉✐t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✜❡❧❞ ✐s♦❧❛t❡s ♦❢ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ ❢r♦♠ ❈❛♠❡r♦♦♥✱ ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ❤✐❣❤
♠❛❧❛r✐❛ ❡♥❞❡♠✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛s✐t❡ ✐s♦❧❛t❡ ✇❛s s❝♦r❡❞ ✉s✐♥❣
t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♦❝②sts ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ♠✐❞❣✉t ✼ ❞❛②s
♣♦st✲✐♥❢❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦sq✉✐t♦❡s ❝❛rr②✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦♦❝②st✳ ●❛♠❡t♦❝②t❡
✐s♦❧❛t❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡t✐❝❛❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛t s❡✈❡♥ ♠✐❝r♦s❛t❡❧❧✐t❡ ❧♦❝✐✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✲✐♥❢❡❝t✐♥❣ ♣❛r❛s✐t❡ ❝❧♦♥❡s✱ t❤❡ ▼❖■✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✱
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧❡❧❡s ❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝✉s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛
❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥♦r❞❡r❡❞ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♥✉♠❡r♦✉s ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛♥② ❢❛♠✐❧✐❛r st❛t✐st✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ●▲▼ ♦✈❡r✲✜t t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❤❛❞ t♦ ❢❛❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤✐s ✐ss✉❡ ✇✐t❤ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜ts✳ ❋✐rst✱
✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❧♦ts ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢
✈❛r✐♦✉s t②♣❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ❛♥s✇❡rs t❤❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛❜♦✉t ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✿
✭✶✮ t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✭✷✮ t♦ ✜♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✭n = 110✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥
♦✉r ❞❛t❛ r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ♦♥❧② 4 ❛♠♦♥❣ t❤❡ 88 ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉✣❝❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss ♦❢ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ t♦ ❆♥♦♣❤❡❧❡s ❣❛♠❜✐❛❡ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡tt✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡
♠♦st ✐♥✢✉❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❜♦t❤ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❇✉t ✇❤❡r❡❛s
❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t② ✇❛s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ♦♦❝②st ❜✉r❞❡♥✱ ✐t ✇❛s ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠♦sq✉✐t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦❜❛❜❧② r❡✢❡❝ts t❤❛t P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ♣❛r❛s✐t❡s ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞
❞✐✈❡rs❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡✐r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ❤✐❣❤❡r ♦♦❝②st ❝♦✉♥ts ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝♦♥❢♦r♠s t♦ ♣r❡✲
✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❣❛♠❡t♦❝②t❡♠✐❛✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ P❛✉❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉♣♣❡r ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ♠♦sq✉✐t♦
✐♥❢❡❝t✐♦♥ r❛t❡s ❧❡✈❡❧ ♦✛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧s✱ ♠♦sq✉✐t♦❡s
✇✐t❤ ♥♦ ♦♦❝②st ✇❡r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ♥♦♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡
♣✉t❛t✐✈❡ ❢❛❝t♦rs r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ st❛t✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠♦sq✉✐t♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❢❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❝❛rr✐❡r r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❝❛rr②✐♥❣ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✲
r❛s✐t❡s ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥②✳ ❋❛✐❧✉r❡ t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦sq✉✐t♦ ❝❛♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠
✈❛r✐♦✉s ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭❱❛✉❣❤❛♥✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞
♥❛t✉r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♠♦sq✉✐t♦ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✭❘✐❡❤❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s
r❡♣r❡s❡♥t t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✿ ♦♥❡ ❣❡♥❡t✐❝❛❧❧② r❡❢r❛❝t♦r② ✈❡❝t♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
❛♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦✲♦♦❝②st st❛t✉s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✳ ❋✉rt❤❡r st✉❞② t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ✉♣t❛❦❡ ✐♥ ♠♦sq✉✐t♦❡s ❢❡❞ ♦♥
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❛ s✐♥❣❧❡ ❝❛rr✐❡r ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ❜❧♦♦❞✲♠❡❛❧s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ♠♦sq✉✐t♦❡s t❤❛t ❛r❡ r❡❢r❛❝t♦r② ❛♥❞ t❤♦s❡
t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥② ♦♦❝②st ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❢❛❝t♦rs✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱
♦✉r ♠♦❞❡❧ ♣❡r❢❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ❖✉r ✜tt✐♥❣ ♠♦❞❡❧s
r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❛t ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦♦❝②sts ❛✛❡❝ts ♠♦sq✉✐t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❛ ❤✐❣❤❡r ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦♦❝②sts ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♠♦sq✉✐t♦❡s ❢❡❞ ♦♥ ❜❧♦♦❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❣❛✲
♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t② ✭♦✈❡r ✾✵ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s✴µl✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♦❝②sts
❤❛s ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r②
❜❧♦♦❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ❜✐t❡ ✭P✐❝❤♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ♠♦sq✉✐t♦❡s
✇❡r❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❢❡❞ ❛♥❞ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❢❡❡❞✐♥❣ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ s✉♣♣r❡ss ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ♦✈❡r ❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥ ✭❱❛✉❣❤❛♥✱ ✷✵✵✼✮✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞
❢♦r ❤✐❣❤ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✐s ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ s❡①✉❛❧ st❛❣❡s ❀ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
♠❛② ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ♠✐❞❣✉t ❛❢t❡r ♣❛r❛s✐t❡ ✐♥t❛❦❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡t✐❝ ❢❛❝t♦rs ❢r♦♠ t❤❡
♣❛r❛s✐t❡s ♠❛② ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ ♣❛r❛s✐t❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♣❡❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❣❛♠❡t❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❢❛✈♦r ❢❡rt✐❧✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✭P❛✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ P✐❝❤♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦♦❝②st ❜✉r❞❡♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✱ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
t❤❛t ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❧✐♠✐t✐♥❣ ♠❛t✐♥❣ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

■♥ ♠❛❧❛r✐❛ ❡♥❞❡♠✐❝ ❛r❡❛s✱ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ tr❡❛t♠❡♥ts ❢♦r ♠❛❧❛r✐❛ ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡
❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞r✉❣✲r❡s✐st❛♥t ♣❛r❛s✐t❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡✐r ❧♦✇ ❡✣❝❛❝②✱ ♠❛❧❛r✐❛ t❤❡r❛♣✐❡s s✉❝❤
❛s ❝❤❧♦r♦q✉✐♥❡ ✭❈◗✮ ❛♥❞ s✉❧♣❤❛❞♦①✐♥❡✲♣②r✐♠❡t❤❛♠✐♥❡ ✭❙P✮ ❛r❡ st✐❧❧ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ s✉❜
❙❛❤❛r❛♥ ❆❢r✐❝❛✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ✉♣♦♥ tr❡❛t♠❡♥t✱ ❞r✉❣✲r❡s✐st❛♥t ♣❛r❛s✐t❡s ❤❛✈❡
❛ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❤✐❣❤❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r ✭❍❛❧❧❡tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✱
✷✵✵✻✮✳ ❖✉r s❛♠♣❧❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❡❛ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞r✉❣ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈♦❧✉♥t❡❡rs
❝❛rr②✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛s✐t❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ♠❛② ❤❛✈❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥ ❡❛r❧② ❛♥t✐ ♠❛❧❛r✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t
t❤❛t ❝✉r❡❞ t❤❡♠ ❢r♦♠ ❞r✉❣✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❣❡♥♦t②♣❡s✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s✐st❛♥t ❣❡♥♦t②♣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✇❤♦ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛ ♠❛❧❛r✐❛ tr❡❛t♠❡♥t
✐♥ t❤❡ ♦♥❡ ♠♦♥t❤ ♣❡r✐♦❞ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ t❤❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❝❛rr✐❛❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ st✉❞② ❛♥❞ ❣❡♥♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ♣❢❝rt✲❑✼✻❚ ♠✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♦✉r ❣❛♠❡t♦❝②t❡
s❛♠♣❧❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s✐♥❣❧❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ❜♦t❤ ❛s ❈◗ r❡s✐st❛♥t ♦r s❡♥s✐t✐✈❡ ♣❛r❛s✐t❡ str❛✐♥s✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❜❡tt❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t②
♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦✲✐♥❢❡❝t❡❞ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ ✐s♦❧❛t❡s✳

❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❖❢ ■♥❢❡❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❜♦t❤ ③❡r♦ ❛♥❞ ❝♦✉♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♠♦❞✉❧❛t❡s t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡
♠❛♥♥❡r ✿ ✇❤✐❧❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ✐s♦❧❛t❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❧♦♥❡ ♦❢ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠
r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❡❛♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♦❝②sts ✐♥ ✐♥❢❡❝t❡❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s✱ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ✐s♦❧❛t❡s
✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ❣❛✈❡ r✐s❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♠❛②
s✉❣❣❡st t❤❛t ♠❛❧❛r✐❛ ♣❛r❛s✐t❡s ✉s❡ ❦✐♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ t♦ ❛❞❛♣t str❛t❡❣✐❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧
♣❛r❛s✐t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❖✉r r❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ✐s♦❧❛t❡s ❛✛❡❝ts t❤❡
♠♦sq✉✐t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ▼♦sq✉✐t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐s♦❧❛t❡s ♦❢ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧✲



✶✵✷ ●❛♠❡t♦❝②t❡s ✐♥❢❡❝t✐♦✉s♥❡ss t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s

t❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤❡r ♦♦❝②st ❝♦✉♥ts✳ ❚❤✐s ♠❛② r❡✢❡❝ts ❛ ❤✐❣❤❡r ✈✐r✉❧❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡s❡
✐♥❢❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛♠❡t♦❝②t❡ ❣❡♥♦t②♣❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦✲✐♥❢❡❝t❡❞ ✐s♦❧❛t❡s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡
s✉♣♣r❡ss❡❞ t❤❡✐r ❝♦♠♣❡t✐t♦rs ✐♥ ❛ ♣r✐♦r st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❤♦st✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❧♦✇❡r ✐♥❢❡❝t✐♦♥ ♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ ♠♦♥♦ ❝❧♦♥❛❧ ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡
❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♦❝②sts ❛r✐s❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✐♥❢❡❝t t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦
✈❡❝t♦r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❜❧♦♦❞ q✉❛❧✐t②✴q✉❛♥t✐t② s✉❝❤ ❛s ❛❣❣❧✉t✐♥❛t✐♥❣
❛♥t✐❜♦❞✐❡s ♦r ❛♥❛❡♠✐❛✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ♠✐①❡❞ ✐♥❢❡❝t✐♦♥s r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❛❡♠✐❛✱
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢♦r s❡① r❛t✐♦ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✭❚❛②❧♦r ❛♥❞ ❘❡❛❞✱ ✶✾✾✽❀ P❛✉❧ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✹✮✳ ❙❡① ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t s❡① r❛t✐♦ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❢❡♠❛❧❡✲❜✐❛s❡❞ ❛s ❝❧♦♥❡
♥✉♠❜❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✭❘❡❛❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷❀ P❛✉❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❘❡❡❝❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❙❝❤❛❧❧✱ ✷✵✵✾✮✳
❚❤❡♥✱ ✐❢ ♣❛r❛s✐t❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ tr❛✐t t♦ ♣r♦♠♦t❡ ❣❛♠❡t❡ ❢❡rt✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜②
❝♦♥tr❛st t❤❡ ❤✐❣❤❧② ❢❡♠❛❧❡ ❜✐❛s❡❞ s❡① r❛t✐♦ ✐♥ ♠♦♥♦ ✐♥❢❡❝t❡❞ ✐s♦❧❛t❡s ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t ✐♥❢❡❝t✐♦♥
♣r❡✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♠❛❧❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r ♠❛t✐♥❣✳

❖✉r r❡s✉❧ts ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ str✉❝t✉r✐♥❣ ♦❢ P❧❛s♠♦✲
❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r P❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠✱ ❢❡rt✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡t❡s ❝❛♥
♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥❡t✐❝❛❧❧②✲✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❣❛♠❡t❡s ✭✐♥❜r❡❡❞✐♥❣✮ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❛♠❡t❡s
✭♦✉t❜r❡❡❞✐♥❣✮✳ ▲❡✈❡❧s ♦❢ ✐♥❜r❡❡❞✐♥❣ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠❛❧❛r✐❛ ❛r❡❛ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❜✉t t❤❡②
r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❡❛s❡ ❡♥❞❡♠✐❝✐t② ✭❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ■♥ ❛r❡❛s ♦❢ ❤✐❣❤
♠❛❧❛r✐❛ ❡♥❞❡♠✐❝✐t②✱ ✐♥❜r❡❡❞✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♣❛r❛✲
s✐t❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❣❡♥❡t✐❝s st✉❞✐❡s✱ ❛❢t❡r ❣❡♥♦t②♣✐♥❣ ♦❢ ♦♦❝②sts ❢r♦♠ ✇✐❧❞ ♠♦sq✉✐t♦❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ✐♥t❡♥s❡
♠❛❧❛r✐❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛r❡❛s✱ ❣❛✈❡ r✐s❡ t♦ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ ✐♥❜r❡❡❞✐♥❣
✐♥ ♥❛t✉r❛❧ s❡tt✐♥❣s r❡♠❛✐♥s ❝♦♥tr♦✈❡rs✐❛❧ ✭❘❛③❛❦❛♥❞r❛✐♥✐❜❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❆♥♥❛♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼❀ ▼③✐❧❛❤♦✇❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r ✜t♥❡ss ♦❢ ✐♥❜r❡❞ ♣❛r❛s✐t❡s✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s
st✉❞② ❛♥❞ ♦t❤❡rs ✭❍❛st✐♥❣s ❛♥❞ ❲❡❞❣✇♦♦❞✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠✱ ✶✾✾✼❀ ❘❛③❛❦❛♥❞r❛✐♥✐❜❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺✮✱ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ♣❛♥♠✐①✐❛ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛r❡❛s ♦❢ ❤✐❣❤ ♠❛❧❛r✐❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝♦♠❢♦rt t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ♠❛❧❛r✐❛ ♣❛r❛s✐t❡s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡
t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❛❞❥✉st ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ tr❛✐ts ✐♠✲
♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ s❡① r❛t✐♦✮✳ ❉❡❝✐♣❤❡r✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ♣❛r❛s✐t❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ✈❡❝t♦r ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ❢♦r ♦✉r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✇✐t❤✐♥ ❤♦st ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♠❛❧❛r✐❛ ♣❛r❛s✐t❡s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♠❛❧❛r✐❛ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s str❛t❡❣✐❡s✳



✸✳✷✳✹ ✲ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✵✸

✸✳❆ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts

❘❋ ❡st✐♠❛t♦r

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✐s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ntree ♦❢ ❜✐♥❛r②
❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ❜✉✐❧t ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡s ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡
❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞r❛✇✐♥❣ n s❛♠♣❧❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t
✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ tr❡❡s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜✐♥❛r② tr❡❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣❧✐t r✉❧❡ ✐s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❋✐rst✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✮ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s❡ts
♦❢ ❞❛t❛ ✭❝❛❧❧❡❞ t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡s✮✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ ♦♥❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡s ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r
mtry ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❛❧❧ t❤❡ s♣❧✐ts ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❆ s♣❧✐t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ {X i 6 s}∪{X i > s}✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ i✲t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
✈❛❧✉❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ s ❣♦ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs t♦ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡✳
❋✐♥❛❧❧② t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s♣❧✐t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♥♦❞❡s✳

❚❤❡♥✱ ♦♥❡ r❡str❛✐♥ts t♦ ♦♥❡ ❝❤✐❧❞ ♥♦❞❡✱ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s❡s ❛♥♦t❤❡r s❡t ♦❢ mtry ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ❜❡st s♣❧✐t✳ ❆♥❞ s♦ ♦♥✱ ✉♥t✐❧ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡✱ ✐✳❡✳
✐t ❝♦♠♣r✐s❡s ❧❡ss t❤❛♥ 5 ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❆ ♥❡✇ ❞❛t❛ ✐t❡♠ X✱ st❛rt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱ ❣♦❡s ❞♦✇♥ t❤❡ tr❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ s♣❧✐ts ❛♥❞ ❢❛❧❧s ✐♥ ❛ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ tr❡❡ ♣r❡❞✐❝ts ❢♦r X✱ Ȳ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢
r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❞❛t❛ ✐♥ t❤✐s t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡✳ ❚♦ ✜♥❛❧❧② ❣❡t t❤❡ ❘❋ ♣r❡❞✐❝t♦r✱ ♦♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡s
❛❧❧ t❤❡ tr❡❡ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡✐r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳

❘❋ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡ ✿ t❤❡ ❖❖❇ ❡rr♦r

■♥s✐❞❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r
❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❋ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❖✉t ❖❢ ❇❛❣ ✭❖❖❇✮ ❡rr♦r ❛♥❞ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐① ♦♥❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ❜♦♦tstr❛♣
s❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤✐s ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✏♦✉t ♦❢ ❜❛❣✑✮✳ ◆♦✇
♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❛♠♦♥❣ tr❡❡s ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡s❡ ❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡s✳ ❆❢t❡r ❞♦✐♥❣
t❤✐s ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛✱ ❝♦♠♣❛r❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❣❡t ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❡rr♦r ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝r♦ss✲✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❡rr♦r ❡st✐♠❛t❡✮✳

❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❋ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ X1✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❡❡✱ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ❜♦♦tstr❛♣ s❛♠♣❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❖❖❇ s❛♠♣❧❡✳
Pr❡❞✐❝t t❤❡ ❖❖❇ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ tr❡❡ ♣r❡❞✐❝t♦r✳ ◆♦✇✱ r❛♥❞♦♠❧② ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❖❖❇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♣r❡❞✐❝t t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❖❖❇ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤❡ tr❡❡
♣r❡❞✐❝t♦r✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ X1 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
❡rr♦rs ❛❢t❡r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐s ✭♥♦t❡ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❢♦r ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳



✶✵✹ ZIP ❛♥❞ ZINB s♣❡❝✐❢✐❝❛t✐♦♥s

✸✳❇ ZIP ❛♥❞ ZINB s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❚❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♥t ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿
✕ ZIP ✿ 




P (Yi,j = yi,j| Ui,j = 1) = exp (−λi)
λ
yi,j
i

yi,j!
λi := E (Yi,j| Ui,j = 1)

= ❱❛r(Yi,j| Ui,j = 1)

✕ ZINB ✿




P (Yi,j = yi,j| Ui,j = 1) =
Γ (yi,j + θ)

Γ (θ) · yi,j!
λ
yi,j
i · θθ

(λi + θ)yi,j+θ

λi := E (Yi,j| Ui,j = 1)

❱❛r(Yi,j| Ui,j = 1) = λi +
1

θ
λ2
i

✇❤❡r❡ Γ (t) =

∫ ∞

0

xt−1e−xdx✱ ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ ♦✈❡r✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝✲

t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ Yi,j ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

µ (x) := E (Yi,j|) =
(
1− πi

)
λi

❱❛r(Yi,j) =





(
1− πi

)(
λi + πiλ

2
i

)
ZIP

(
1− πi

)(
λi +

(
1

θ
+ πi

)
λ2
i

)
ZINB.
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❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s
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❘és✉♠é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s s✉r ✉♥❡ ✈❡r✲
s✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞❡s ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✮✳ ▲❡ ❝❛❞r❡
❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ré❣r❡ss✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐✲
❝❛t✐✈❡ ✭❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✮✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs q✉❡
❧❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♣❛r ❛r❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛tt❡✐❣♥❡♥t t♦✉s

✶✵✺
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❞❡✉① ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛① ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡s✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ rés✉❧t❛t q✉✐
✐❧❧✉str❡ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦rêt ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥ ❛r❜r❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥❡ ❢♦rêt ré❞✉✐t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥✱
❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ tr♦✐s q✉❛rts✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ✐❧ tr❛❞✉✐t
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ✉♥❡ ❢♦rêt ❛❧é❛✲
t♦✐r❡ ❛♠é❧✐♦r❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳
◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s ❡♥✜♥ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥
❛♥❛❧②s❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛r❜r❡s✳
●r♦ss✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛r❜r❡s ❡st
♠❛❥♦ré❡ ♣❛r tr♦✐s q✉❛rts ❢♦✐s ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✱ ❡t ❝❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳ ▲❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✐❧❧✉str❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ✿ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢♦rêt s♦✐t ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s ✐♥❞✐✈✐✲
❞✉❡❧s s♦✐❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳

▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ●❡♥✉❡r ✭✷✵✶✵❝✮ q✉✐ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
s♦✉♠✐s✳
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❘❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✭❘❋✮✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮✱ ❛r❡ ❛ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡② ❣✐✈❡ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ r❡❣r❡ss✐♦♥
❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
r❡♠❛✐♥s q✉✐t❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❆s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
tr❡❡✲♣r❡❞✐❝t♦rs {h(x,Θl), 1 6 l 6 q}✱ ✇❤❡r❡ (Θl)16l6q ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ❛
r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st ♣r❡❞✐❝t♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤✐s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ tr❡❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥
t♦ ❝♦♥s✐st❡♥❝② r❡s✉❧ts✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❛ r❛♥❞♦♠
❢♦r❡st ✐♠♣r♦✈❡s s♦ ♠✉❝❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❡❡✳

❇r❡✐♠❛♥ ✭✷✵✵✶✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st✱ ❝❛❧❧❡❞ r❛♥❞♦♠
❢♦r❡sts✲❘■✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✜❡❧❞s ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❛♥✲
❞♦♠ ❢♦r❡sts✲❘■ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ✉s❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❘✲♣❛❝❦❛❣❡
r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ▲✐❛✇ ❛♥❞ ❲✐❡♥❡r ✭✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❛ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❛♥❞
t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❉í❛③✲❯r✐❛rt❡ ❛♥❞ ❆❧✈❛r❡③ ❞❡ ❆♥❞rés
✭✷✵✵✻✮✱ ●❡♥✉❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵❛✮✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r❡sts✲❘■ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ♣❡♦♣❧❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✭P❘❋✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡✲
r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✐♥ P❘❋✱ t❤❡ s♣❧✐ts ♦❢ tr❡❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡
❧❡❛r♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ❀ ✇❤✐❧❡ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✲❘■✱ t❤❡ s♣❧✐ts ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❧✐ts ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♠❛❦❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛✲
❧②s✐s ❡❛s✐❡r✳ ❈✉t❧❡r ❛♥❞ ❩❤❛♦ ✭✷✵✵✶✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ P❊❘❚ ✭P❡r❢❡❝t ❘❛♥❞♦♠ ❚r❡❡ ❊♥s❡♠❜❧❡✮✱
❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❜✉✐❧❞s s♦♠❡ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐ts ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r✲



✹✳✸✳✶ ✲ ❚r❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✼

♠❛♥❝❡ ♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞❛t❛s❡ts✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ❇✐❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ ♣✉r❡❧②
r❛♥❞♦♠ tr❡❡s ❛♥❞ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❝♦♥s✐st❡♥t✳

❖✉r ♣❛♣❡r ♦✛❡rs t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ❛♥♦t❤❡r s✐♠♣❧❡ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
♣✉t ✐♥ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❢❛♠✐❧②✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ✐t ♣✉r❡❧② ✉♥✐❢♦r♠❧② r❛♥❞♦♠
❢♦r❡sts ❛♥❞ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts r✐s❦✱ ♦♥❧② ✐♥ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣r❡❞✐❝t♦r s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦r❡st ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ tr❡❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞ ✿ ✜rst ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ♣✉r❡❧② ✉♥✐❢♦r♠❧② r❛♥❞♦♠
tr❡❡s ❛♥❞ ❢♦r❡sts r✐s❦s r❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❧❛ss ❀
s❡❝♦♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r❡sts ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤r❡❡ ❢♦✉rt❤s ✇❤✐❧❡
♥♦t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❛♥❞
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❣✐✈❡ s♦♠❡ r✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣✉r❡❧② ✉♥✐❢♦r♠❧② r❛♥❞♦♠ tr❡❡s ❛♥❞ ♣✉r❡❧② ✉♥✐✲
❢♦r♠❧② r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❤✐❧❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳

✹✳✷ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❛♥❞♦♠ ❞❡s✐❣♥ r❡❣r❡s✲
s✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ s❡t Ln = {(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)} ♠❛❞❡ ♦❢ n ✐✳✐✳❞✳
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r (X, Y ) ❢r♦♠ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ Y ✐s r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ s✐♥❝❡ ✇❡
❛r❡ ✐♥ ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✿

Yi = s(Xi) + εi ❢♦r i = 1, . . . , n . ✭✹✳✶✮

s ✐s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ s✳ ❲❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭✹✳✶✮ ✿

✕ X ∈ [0, 1] ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ µ ❀
✕ (ε1, . . . , εn) ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ε✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ Ln✱ ✇✐t❤ E[ε] = 0 ❛♥❞ ✇❤❡r❡
❱❛r(ε) = σ2 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡❛❧ ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦r s♣❛❝❡✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ❛✐♠s ❛t ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ s ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠
tr❡❡ ❛♥❞ ❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✸ ❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r P✉r❡❧② ❯♥✐❢♦r♠❧② ❘❛♥❞♦♠ ❚r❡❡s

✹✳✸✳✶ ❚r❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ P✉r❡❧② ❯♥✐❢♦r♠❧② ❘❛♥❞♦♠ ❚r❡❡s ✭P❯❘❚✮ ✐s t❤❛t ✇❡ ❞r❛✇ k ✉♥✐❢♦r♠
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s♣❛❝❡ [0, 1]✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛



✶✵✽ ❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r P✉r❡❧② ❯♥✐❢♦r♠❧② ❘❛♥❞♦♠ ❚r❡❡s

r❡❣r❡ss♦❣r❛♠ ♦♥ t❤✐s ♣❛rt✐t✐♦♥✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ tr❡❡✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✉♥❧✐❦❡ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ♦r r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✲❘■✱ t❤❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦rs ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s✳ ❚❤✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ P❯❘❚ t❤❡
♣❛rt✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ♦❢
tr❡❡s ❛♥❞ ❢♦r❡sts t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❞✐❝t♦rs ❢r♦♠ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦♥❡s✳

▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t✱ ❛❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ s❧✐❣❤t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛❜✉s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
✇❡ r❡❢❡r t♦ r❛♥❞♦♠ tr❡❡✱ t❤❡ tr❡❡ ❤✐♠s❡❧❢ ✭❛s ❛ ❣r❛♣❤✮✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
[0, 1]✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t U = (U1, . . . , Uk) ❜❡ k ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ [0, 1]✱ ✇❤❡r❡ k ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣❡r ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s n✳

❆ P✉r❡❧② ❯♥✐❢♦r♠❧② ❘❛♥❞♦♠ ❚r❡❡ ✭P❯❘❚✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ U✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r x ∈ [0, 1]
❛s ✿

ŝU(x) =
k∑

j=0

β̂j1U(j)<x6U(j+1)

✇❤❡r❡

β̂j =
1

♯{i : U(j) < Xi 6 U(j+1)}
∑

i: U(j)<Xi6U(j+1)

Yi

❛♥❞ (U(1), . . . , U(k)) ✐s t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝s ♦❢ (U1, . . . , Uk) ❛♥❞ U(0) = 0✱ U(k+1) = 1✳ ♯ E
❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t E ✳
❘❡♠❛r❦ ✸✳ ▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✐❢ ♯{i : U(j) < Xi 6 U(j+1)} = 0✱ ✇❡ s❡t β̂j = 0✳
❍♦✇❡✈❡r ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ k ❛♥❞ n ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t t❡♥❞ t♦ 0✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r x ∈ [0, 1] ✿

s̃U(x) =
k∑

j=0

βj1U(j)<x6U(j+1)

✇❤❡r❡
βj = E[Y |U(j) < X 6 U(j+1)] .

❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ U✱ s̃U ✐s t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣r❡ss♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞
♦♥ U✱ ❜✉t ♦❢ ❝♦✉rs❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ (X, Y )✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ❛ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝
r✐s❦ ♦❢ ŝU ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

E[(ŝU(X)− s(X))2] = E[(ŝU(X)− s̃U(X))2] + E[(s̃U(X)− s(X))2] ✭✹✳✷✮

= ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠+ ❜✐❛s t❡r♠



✹✳✸✳✷ ✲ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ tr❡❡ ✶✵✾

❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❜✐❛s t❡r♠s✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥ u ❛♥❞
❛ ❣✐✈❡♥ x✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E[ŝu(x)] = s̃u(x)

s♦ E[(ŝu(x)− s̃u(x))
2] ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ŝu(x) ❛♥❞ E[(s̃u(x)− s(x))2] ✐s ✐ts

❜✐❛s✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✭✇✳r✳t✮ X ❛♥❞ U t♦ ❣❡t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✳

✹✳✸✳✷ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ tr❡❡

❲❡ st❛rt t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✇♦r❦ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ U✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡❣r❡ss♦❣r❛♠ ♦♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❆r❧♦t ✭✷✵✵✽✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦♥ U✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✮ s❛t✐s✜❡s ✿

E[(ŝU(X)− s̃U(X))2 |U] = 1

n

k∑

j=0

(1 + δn,pj)(σ
2 + (σd

j )
2) ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡
✕ pj = P(U(j) < X 6 U(j+1))✱
✕ (σd

j )
2 = E[(s(X)− s̃U(X))2 |U(j) < X 6 U(j+1)]✱

✕ δn,p −−−−−→
np→+∞

0✳

�

❲❡ ♥♦✇ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮ ✇✳r✳t✳ U✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t② ✿

E[(ŝU(X)− s̃U(X))2] =
1

n

k∑

j=0

(
σ2 + σ2E[δn,pj ] + E[(σd

j )
2] + E[(σd

j )
2δn,pj ]

)
✭✹✳✹✮

▲❡t ✉s str❡ss t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ U✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥② r❛♥❞♦♠ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ U ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ k ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢
✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ [0, 1]✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ■❢ k −−−−→
n→+∞

+∞✱
k

n
−−−−→
n→+∞

0✱ µ > 0 ❛♥❞ s ✐s C✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

♦❢ ❛ P❯❘ ❚r❡❡ s❛t✐s✜❡s ✿

E[(ŝU(X)− s̃U(X))2] =
σ2(k + 1)

n
+ o

n→+∞

(
k

n

)
✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ o
n→+∞

(
k

n

)
❞❡♥♦t❡s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(n) s✉❝❤ ❛s

f(n)

k/n
−−−−→
n→+∞

0✳



✶✶✵ ❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r P✉r❡❧② ❯♥✐❢♦r♠❧② ❘❛♥❞♦♠ ❚r❡❡s

�

❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✶✳

❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ✭k −−−−→
n→+∞

+∞✱
k

n
−−−−→
n→+∞

0✮ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡

♥❛t✉r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② ❇✐❛✉ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ P❘❋✳ ❚❤❡② ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❧✐ts ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ♠✉st ❣r♦✇ t♦ ✐♥✜♥✐t② ❜✉t s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s❛♠♣❧❡s✳

✹✳✸✳✸ ❇✐❛s ♦❢ ❛ tr❡❡

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✮✳ ❉✐r❡❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✻✳✷ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠ ♦❢ ❛ P❯❘❚ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ■❢ µ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② M > 0 ❛♥❞ s ✐s C✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ❛ P❯❘❚ ✐s
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✿

E[(s̃U(X)− s(X))2] 6
6MC2

(k + 1)2
✭✹✳✻✮

�

✹✳✸✳✹ ❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛ tr❡❡

P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✻✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✐s❦ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛ P❯❘❚✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ■❢ k −−−−→
n→+∞

+∞✱
k

n
−−−−→
n→+∞

0✱ 0 < µ 6 M ❛♥❞ s ✐s C✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ t❤❡ r✐s❦

♦❢ ❛ P❯❘❚ s❛t✐s✜❡s ✿

E[(ŝU(X)− s(X))2] 6
σ2(k + 1)

n
+

6MC2

(k + 1)2
+ o

n→+∞

(
k

n

)
✭✹✳✼✮

�

❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✜rst t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭r✳❤✳s✳✮ ♦❢ ✭✹✳✼✮ ❧❡❛❞s
t♦ t❛❦❡ (k + 1) = n1/3✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❛ P❯❘❚✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✱

E[(ŝU(X)− s(X))2] 6 Kn−2/3 + o
n→+∞

(n−2/3)

✇❤❡r❡ K ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳

�



✹✳✹✳✷ ✲ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦r❡st ✶✶✶

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ P❯❘❚ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝❧❛ss ♦❢ ▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ■❜r❛❣✐♠♦✈ ❛♥❞ ❑❤❛s♠✐♥s❦✐✐ ✭✶✾✽✶✮✮✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ ♣✉r❡❧② ✉♥✐❢♦r♠❧② r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❛♥
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❢♦r❡st ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❡❡✳

✹✳✹ ❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r P✉r❡❧② ❯♥✐❢♦r♠❧② ❘❛♥❞♦♠ ❋♦✲
r❡sts

✹✳✹✳✶ ❋♦r❡st ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❆ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ tr❡❡s✳ ❙♦✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ P✉r❡❧② ❯♥✐❢♦r♠❧② ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts ✭P❯❘❋✮✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s❡✈❡r❛❧ P❯❘
❚r❡❡s ❜② ❞r❛✇✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ r❛♥❞♦♠ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t♦
❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡♠✳

▲❡t V = (U1, . . . ,Uq) ❜❡ q ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s U ✭❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✳ ❚❤❛t ✐s ❢♦r l = 1, . . . , q, Ul = (U l

1, . . . , U
l
k) ✇❤❡r❡ t❤❡ (U l

j)16j6k ❛r❡
✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ [0, 1]✳

❆ P❯❘❋✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ V✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r x ∈ [0, 1] ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

ŝ(x) =
1

q

q∑

l=1

ŝUl(x) .

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r x ∈ [0, 1] ✿

s̃(x) =
1

q

q∑

l=1

s̃Ul(x) .

❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r✐s❦ ♦❢ ŝ✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

E[(ŝ(X)− s(X))2] = E[(ŝ(X)− s̃(X))2] + E[(s̃(X)− s(X))2] ✭✹✳✽✮

= ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠+ ❜✐❛s t❡r♠

✹✳✹✳✷ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦r❡st

❲❡ ✜rst ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ t♦ s❤♦✇ t❤❛t
✇❤❡♥ ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❡❡s q ❣r♦✇ t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ P❯❘❋ ✐s ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ P❯❘❚✳

■♥❞❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ŝ(x) =
1

q

q∑

l=1

ŝUl(x)✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ s❛t✐s✜❡s ✿



✶✶✷ ❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r P✉r❡❧② ❯♥✐❢♦r♠❧② ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts

E[(ŝ(X)− s̃(X))2] =
1

q2

q∑

l=1

E[(ŝUl(X)− s̃Ul(X))2]

+
1

q2

∑

l 6=q

E[(ŝUl(X)− s̃Ul(X))(ŝUm(X)− s̃Um(X))]

=
1

q
E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))2]

+
q(q − 1)

q2
E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X))]

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ((ŝUl(X)− s̃Ul(X))16l6q ❛r❡ ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

◆♦✇✱ ✐❢ ✇❡ ❧❡t q ❣r♦✇ t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ✇❡ ❣❡t ✿

E[(ŝ(X)− s̃(X))2] = E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X))] + o
q→+∞

(1)

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ P❯❘❚

E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X))]

✭✐t ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✸✮ ❛♥❞ ✐t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ P❯❘❋ ✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ■❢ k −−−−→
n→+∞

+∞✱
k

n
−−−−→
n→+∞

0✱ µ > 0✱ s ✐s C✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❛♥❞ q −−−−→
n→+∞

+∞✱

t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ P❯❘❋ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✿

E[(ŝ(X)− s̃(X))2] 6
3

4

σ2(k + 1)

n
+ o

n→+∞

(
k

n

)
✭✹✳✾✮

�

❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✐s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛
P❯❘ ❋♦r❡st ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❢♦✉rt❤s t✐♠❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ P❯❘ ❚r❡❡✳ ❙♦✱
t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❝❛② ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣♦✇❡r ♦❢ n✮ ♦❢ t❤❡ P❯❘ ❋♦r❡st ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡
P❯❘ ❚r❡❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣❛✐♥ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳

❲❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ tr❡❡ ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✮✱
✇❡ ❞❡r✐✈❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t❡♠❡♥t ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✻✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
r❛♥❞♦♠ tr❡❡s✳

▲❡t ✉s✱ ✜♥❛❧❧②✱ ❝♦♠♠❡♥t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s
♦♥ k ❛♥❞ n ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥



✹✳✹✳✹ ✲ ❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛ ❢♦r❡st ✶✶✸

t❤❡ t✇♦ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ q ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❣✐✈❡♥ ❜② ❈♦r♦❧❧❛r② ✸ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✸✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡st✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❤②♣♦t❤❡s❡s ✭µ > 0✱ s ✐s C✲▲✐♣s❝❤✐t③✮ ❛r❡
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ ❤❡❧♣ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ t❡r♠s✳

✹✳✹✳✸ ❇✐❛s ♦❢ ❛ ❢♦r❡st

❲❡ ♥♦✇ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✳ ❆ ❝♦♥✈❡① ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❣✐✈❡s
t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ❛ ❢♦r❡st ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❡❡ ✿

E[(s̃(X)− s(X))2] 6
1

q

q∑

l=1

E[(s̃Ul(X)− s(X))2]

= E[(s̃U1(X)− s(X))2] .

❙♦ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ■❢ µ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② M > 0 ❛♥❞ s ✐s C✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ❛ P❯❘❋
s❛t✐s✜❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛s ✭✹✳✻✮✱ t❤❛t ✐s ✿

E[(s̃(X)− s(X))2] 6
6MC2

(k + 1)2
✭✹✳✶✵✮

�

✹✳✹✳✹ ❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛ ❢♦r❡st

P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✭✹✳✾✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✵✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✐s❦ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛ P❯❘❋✳

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ■❢ k −−−−→
n→+∞

+∞✱
k

n
−−−−→
n→+∞

0✱ 0 < µ 6 M ✱ s ✐s C✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❛♥❞ q −−−−→
n→+∞

+∞✱ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❛ P❯❘❋ s❛t✐s✜❡s ✿

E[(ŝ(X)− s(X))2] 6
3

4

σ2(k + 1)

n
+

6MC2

(k + 1)2
+ o

n→+∞

(
k

n

)

�

❆❣❛✐♥✱ t❛❦✐♥❣ (k + 1) = n1/3 ❣✐✈❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ r✐s❦ ✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✱

E[(ŝ(X)− s(X))2] 6 Kn−2/3 + o
n→+∞

(n−2/3)

✇❤❡r❡ K ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳



✶✶✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

�

❙♦✱ ❛ P❯❘❋ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r C✲▲✐♣s❝❤✐t③ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ P❯❘ ❋♦r❡st ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛
P❯❘ ❚r❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ❛ P❯❘ ❋♦r❡st ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛ P❯❘ ❚r❡❡✱ t❤❡
r✐s❦ ♦❢ ❛ P❯❘ ❋♦r❡st ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❧♦✇❡r✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡✱ ❢♦r ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❣❛✐♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛
r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♥❞♦♠ tr❡❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ tr❡❡s ❛♥❞
❢♦r❡sts r❡❛❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦r❡st✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ tr❡❡✳ ❚❤✐s ✐s✱ ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝
❝♦♥t❡①t✱ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❢♦r r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ✿ ✏❛ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st✱
❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ r❛♥❞♦♠ tr❡❡s✱ r❡❞✉❝❡s ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s t❤❡ ❜✐❛s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✑
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❍❛st✐❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳

❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛♥❞❧❡
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts ❛♥❞ r❡❧❛① t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ✇❡ ♠❛❞❡ ❤❡r❡✳ ❖❜✲
✈✐♦✉s❧②✱ ❛ ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s ❣♦❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥s✐❣❤ts ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡
♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✲❘■✳

✹✳✻ Pr♦♦❢s

✹✳✻✳✶ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷

❲❡ ♠✉st s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ σ2✳

▲❡t ✉s ✜① 0 6 j 6 k✳ ❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 6 ♦❢ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ◆❛❣❛r❛❥❛ ✭✷✵✵✸✮✱
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ U(j+1)−U(j) ✐s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t ∈ [0, 1] 7−→ k(1− t)k−1✳

✕ ❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ E[δn,pj ] ✿
❢r♦♠ ❆r❧♦t ✭✷✵✵✽✮ ✇❡ ❤❛✈❡ δn,pj 6 κ3(npj)

−1/4✱ ✇❤❡r❡ κ3 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❙♦✱

E[δn,pj ] 6 κ3E[(npj)
−1/4]

=
κ3

n−1/4
E[p

−1/4
j ]

6
κ3

(mn)−1/4
E[(U(j+1) − U(j))

−1/4]

6
κ4

m−1/4

(
k

n

)1/4



✹✳✻✳✷ ✲ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ✶✶✺

✇❤❡r❡ m = min
[0,1]

µ ❛♥❞ κ4 ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳

❙✐♥❝❡
k

n
−−−−→
n→+∞

0 t❤❡ ❧❛st ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t❡♥❞s t♦ 0 ❛s n t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳

✕ ❋♦r t❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ E[(σd
j )

2] ✿
(σd

j )
2 = E[(s(X)− s̃U(X))2 |U(j) < X 6 U(j+1)]

6 C2(U(j+1) − U(j))
2 ❜❡❝❛✉s❡ s ✐s C − ▲✐♣s❝❤✐t③

✳

❙♦✱ E[σd
j )

2] 6 C2E[(U(j+1)−U(j))
2] = C2 2

(k + 1)(k + 2)
✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ 0 ❛s k t❡♥❞s

t♦ ✐♥✜♥✐t②✳
✕ ❋♦r t❤❡ ❧❛st t❡r♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✿
E[(σd

j )
2δn,pj ] 6 C2E[δn,pj ]✱ ❜❡❝❛✉s❡ U(j+1) − U(j) 6 1✳

✹✳✻✳✷ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸

❋✉♥❝t✐♦♥ s ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ C✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ s♦

E[(s̃U(X)− s(X))2] = E[(
k∑

j=0

(s(X)− βj)1U(j)<X6U(j+1)
)2]

= E[
k∑

j=0

(s(X)− βj)
2
1U(j)<X6U(j+1)

]

6 E[
k∑

j=0

C2(U(j+1) − U(j))
2
1U(j)<X6U(j+1)

]

= C2E[
k∑

j=0

(U(j+1) − U(j))
2 P(U(j) < X 6 U(j+1))]

6 C2E[
k∑

j=0

M(U(j+1) − U(j))
3]

❜❡❝❛✉s❡ µ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② M

= MC2

k∑

j=0

E[(U(j+1) − U(j))
3]

= MC2 6

(k + 2)(k + 3)

6
6MC2

(k + 1)2
.



✶✶✻ Pr♦♦❢s

✹✳✻✳✸ Pr♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺

❇❡❢♦r❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆r❧♦t ✭✷✵✵✽✮✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡q✉❛❧✐t② ✿

E[(ŝU(X)− s̃U(X))2 |U] =
k∑

j=0

pjE
[ 1

np̂j

]
(σ2 + (σd

j )
2) ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ p̂j =
♯{i : U(j) < Xi 6 U(j+1)}

n
✳

❚❤❡♥✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ pjE
[ 1

np̂j

]
❣✐✈❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

1

n
(1 + δn,pj) ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳

❲❡ ♥♦t❡

V arj = pjE
[ 1

np̂j

]
(σ2 + (σd

j )
2) ✭✹✳✶✷✮

❛ ❣❡♥❡r✐❝ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✐♥ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♦❢ ✭✹✳✶✶✮✳

❲❡ ♥♦✇ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ✉s❡❢✉❧ t♦
♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✱ ❜✉t ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ✐♥t❡r❡st✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❣✐✈❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭t♦
❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✮✮ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠
♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ tr❡❡s✳

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ P❯❘❚ ❜② ✿

C(ŝU1 , ŝU2) = E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X))]

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r U1 = (U1
1 , . . . , U

1
k ) ❛♥❞ U2 = (U2

1 , . . . , U
2
k ) t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢

✐✳✐✳❞✳ ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦r❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝s (U1
(1), . . . , U

1
(k)) ❛♥❞

(U2
(1), . . . , U

2
(k))✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② (V(1), . . . , V(2k)) t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈❡❝t♦r
(U1

1 , . . . , U
1
k , U

2
1 , . . . , U

2
k )✱ V(0) = 0 ❛♥❞ V(2k+1) = 1✳

(Σd,1,2
t )2 ❞❡♥♦t❡s ❛ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s E[(s̃U1(X) − s(X))(s̃U2(X) − s(X)) |V(t′) < X 6

V(t′+1)] ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t
′✳

❋✐♥❛❧❧② p̃t ❞❡♥♦t❡s ❢♦r s♦♠❡ j ∈ {0, . . . , k} ❡✐t❤❡r p1j ♦r p2j ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ (U1

1 , . . . , U
1
k ) ❛♥❞ t❤❡ (U2

1 , . . . , U
2
k ) ✐♥ (V(1), . . . , V(2k)) ✭s❡❡ ❞❡t❛✐❧s

❜❡❧♦✇✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ P❯❘❚ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✿

C(ŝU1 , ŝU2) 6
1

n
E

[
N1,2∑

t=0

(1 + δn,p̃t)(σ
2 + (Σd,1,2

t )2)

]
✭✹✳✶✸✮
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✇❤❡r❡ N1,2 = k + 1−
k−2∑

r=1

k−1∑

s=1

1U2
(s)

<U1
(r)

<U1
(r+1)

<U1
(r+2)

<U2
(s+1)

✳

�

❘❡♠❛r❦ ✹✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❛ P❯❘❋ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✸✮ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ k+1✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s k+1−M1,2 ✇❤❡r❡
M1,2 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t 3 ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♦r❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝s ♦❢ U1 ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ 2
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♦r❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝s ♦❢ U2✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✹✳✶✸✮ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡ t❡r♠ (ŝU1(X) −
s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X)) ❡q✉❛❧s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t♦ ✿

(
k∑

r=0

(β̂1
r − β1

r )1U1
(r)

<X6U1
(r+1)

)(
k∑

s=0

(β̂2
s − β2

s )1U2
(s)

<x6U2
(s+1)

)

=
2k∑

t=0

(β̂1
t,r − β1

t,r)(β̂
2
t,s − β2

t,s)1V(t)<X6V(t+1)
✭✹✳✶✹✮

✇❤❡r❡ (V(1), . . . , V(2k)) ✐s t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r
(U1

1 , . . . , U
1
k , U

2
1 , . . . , U

2
k )✱ V(0) = 0✱ V(2k+1) = 1✱ ❛♥❞

{
β̂1
t,r = β̂1

r ❛♥❞ β1
t,r = β1

r , ✐❢ ]V(t), V(t+1)] ⊂]U1
(r), U

1
(r+1)]

β̂2
t,s = β̂2

s ❛♥❞ β2
t,s = β2

s , ✐❢ ]V(t), V(t+1)] ⊂]U2
(s), U

2
(s+1)]

❋♦r l = 1, 2 ❛♥❞ j = 0, . . . , k✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ p̂lj =
♯{i : U l

(j) < Xi 6 U l
(j+1)}

n
✳

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ ✭✹✳✶✹✮✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② S1(X)✳ ❲✐t❤♦✉t
❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t V(1) = U1

(1) ✭✐✳❡✳ U
1
(1) < U2

(1)✮✳ ❙♦✱

S1(X) = (ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X))10<X6U1
(1)

= (β̂1
1 − β1

1)(β̂
2
1 − β2

1)10<X6U1
(1)

=
( 1

np̂11

∑

i: 0<Xi6U1
(1)

(Yi − β1
1)
)( 1

np̂21

∑

i: 0<Xi6U2
(1)

(Yi − β2
1)
)
10<X6U1

(1)

=
1

np̂11np̂
2
1

∑

i1: 0<X
i16U1

(1)
i2: 0<X

i26U2
(1)

(Yi1 − β1
1)(Yi2 − β2

1)10<X6U1
(1)

■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② EΛ1,2 [.] t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
E[. | (10<X

i16U1
(1)
)16i16n, (10<X

i26U2
(1)
)16i26n]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿
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E[S1(X) |U1,U2]

= E
[
p11E
[ 1

np̂11np̂
2
1

∑

i1: 0<X
i16U1

(1)
i2: 0<X

i26U2
(1)

EΛ1,2 [(Yi1 − β1
1)(Yi2 − β2

1)]
] ∣∣∣U1,U2

]

❜✉t
i1 6= i2 =⇒ EΛ1,2 [(Yi1 − β1

1)(Yi2 − β2
1)] = 0

❜❡❝❛✉s❡ Yi1 ❛♥❞ Yi2 ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❍❡♥❝❡ ✿

E[S1(X) |U1,U2]

= E
[
p11E
[ 1

np̂11np̂
2
1

∑

i: 0<Xi6U1
(1)

EΛ1 [(Yi − β1
1)(Yi − β2

1)]
]∣∣∣U1,U2

]

= E
[
p11E
[ 1

np̂11np̂
2
1

∑

i: 0<Xi6U1
(1)

E[(Yi − β1
1)(Yi − β2

1) | 0 < Xi 6 U1
(1)]
]∣∣∣U1,U2

]

✇❤❡r❡ EΛ1 [.] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E[. | (10<Xi6U1
(1)
)16i6n]✳

◆♦✇✱ ❛s

E[(Yi − β1
1)(Yi − β2

1) | 0 < Xi 6 U1
(1)] = E[(Y − β1

1)(Y − β2
1) | 0 < X 6 U1

(1)]

❢♦r ❛❧❧ i✱ ❛♥❞
E[(Y − β1

1)(Y − β2
1) | 0 < X 6 U1

(1)] = σ2 + (σd,1,2
0 )2

✇❤❡r❡
(σd,1,2

0 )2 = E[(s(X)− s̃U1(X))(s(X)− s̃U2(X)) | 0 < X 6 V(1)]

✇❡ ❣❡t

E[S1(X) |U1,U2] = p11E
[ 1

np̂21

]
(σ2 + (σd,1,2

0 )2) .

■❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❛t V(2) = U2
(1)✱ ✇❡ s✐♠✐❧❛r❧② ❣❡t ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢

✭✹✳✶✹✮ ✿

E[S2(X) |U1,U2]
= E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X))1U1

(1)
<X6U2

(1)
|U1,U2]

= q2E

[
nq̂2

np̂12np̂
2
1

(σ2 + (σd,1,2
1 )2)

]

✇❤❡r❡

q2 = P(V(1) < X 6 V(2)) = P(U1
(1) < X 6 U2

(1))

nq̂2 = ♯{i : V(1) < Xi 6 V(2)}
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❛♥❞
(σd,1,2

1 )2 = E[(s(X)− s̃U1(X))(s(X)− s̃U2(X)) |V(1) < X 6 V(2)] .

❙✐♥❝❡ ]V(1), V(2)] ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ]U1
(1), U

1
(2)]✱ ✇❡ ❤❛✈❡ q̂2 6 p̂12✱ s♦ ✿

E[S2(X) |U1,U2] 6 q2E
[ 1

np̂21

]
(σ2 + (σd,1,2

1 )2) .

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s S1(X) ❛♥❞ S2(X)✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

E[S1(X) + S2(X) |U1,U2] 6 p21E
[ 1

np̂21

]
(σ2 + (σd,1,2

0 )2 + (σd,1,2
1 )2)

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s ♦❢ ✭✹✳✶✹✮ ❜② ❛♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ V arj ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✷✮✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ (σd

j )
2 ✇❡ ❤❛✈❡ (σd,1,2

0 )2+(σd,1,2
1 )2✳ ❇✉t ❛s ✇❡ s❛✇ ✐♥ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱

t❤❡s❡ t❡r♠s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✱ s♦ p21E
[ 1

np̂21

]
(σ2 + (σd,1,2

0 )2 + (σd,1,2
1 )2) ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r

t❤❛♥ V arj✳

❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤✐s ❢❛❝t ❜② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Sj(X) t❤❡ j✲t❤ t❡r♠ ♦❢ ✭✹✳✶✹✮✱ ✐✳❡✳ Sj(X) = (ŝU1(X)−s̃U1(X))(ŝU2(X)−
s̃U2(X))1V(j)<X6V(j+1)

✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ▲❡t r ❜❡ ✐♥ {0, . . . , k} ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② t✱ t′ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs s✉❝❤ t❤❛t

U1
(r) = V(t) < V(t′+1) = U1

(r+1) ✭✹✳✶✺✮

t❤❡♥

E

[ t′∑

j=t

Sj(X) |U1,U2

]
6 p1rE

[ 1

np̂1r

]
(σ2 + (Σd,1,2

r )2)

✇❤❡r❡ (Σd,1,2
r )2 =

t′∑

j=t

(σd,1,2
j )2✳

�

■♥❞❡❡❞ ❢♦r ❛❧❧ j ∈ {t, t+ 1, . . . , t′}✱

E[Sj(X) |U1,U2] 6 qjE
[ 1

np̂1r

]
(σ2 + (σd,1,2

j )2)

✇❤❡r❡
qj = P(V(j) < X 6 V(j+1))
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❛♥❞
(σd,1,2

j )2 = E[(s(X)− s̃U1(X))(s(X)− s̃U2(X)) |V(j) < X 6 V(j+1)] .

❚❤✉s✱

E

[ t′∑

j=t

Sj(X) |U1,U2

]
6 P(V(t) < X 6 V(t′+1)) E

[ 1

np̂1r

]
(σ2 + (Σd,1,2

r )2) .

❋r♦♠ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮ ✇❡ ❤❛✈❡ P(V(t) < X 6 V(t′+1)) = p1r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
▲❡♠♠❛ ✶✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✉♠ ✭✹✳✶✹✮ ♦❢ 2k + 1 t❡r♠s ❜② ❛ s✉♠ ♦❢
k + 1 t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s V arj ♦♥❧② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ U1✳ ❆t
t❤✐s st❛❣❡✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦r❡st ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r
❛s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ tr❡❡✳ ❇✉t ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ ❜❡tt❡r✳ ❲✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✿

▲❡♠♠❛ ✷✳ ■❢ t❤❡r❡ ❡①✐st r ❛♥❞ s s✉❝❤ ❛s

U2
(s) < U1

(r) < U1
(r+1) < U1

(r+2) < U2
(s+1)

t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X))1U1
(r)

<X6U1
(r+2)

|U1,U2]

✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜②

p2sE
[ 1

np̂2s

]
(σ2 + (Σd,1,2

s )2) .

✇❤❡r❡ (Σd,1,2
s )2 = (σd,1,2

r+s )
2 + (σd,1,2

r+s+1)
2✳

�

■♥❞❡❡❞✱

E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X))1U1
(r)

<X6U1
(r+1)

|U1,U2]

6 p1rE
[ 1

np̂2s

]
(σ2 + (σd,1,2

r+s )
2)

❛♥❞

E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X))1U1
(r+1)

<X6U1
(r+2)

|U1,U2]

6 p1r+1E
[ 1

np̂2s

]
(σ2 + (σd,1,2

r+s+1)
2) .
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❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ p1r + p1r+1 6 p2s✱ (σ
d,1,2
r+s )

2 6 (σd,1,2
r+s )

2 + (σd,1,2
r+s+1)

2 ❛♥❞ (σd,1,2
r+s+1)

2 6 (σd,1,2
r+s )

2 +

(σd,1,2
r+s+1)

2✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s✳

❆s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ❛❧❧ pljE
[ 1

np̂lj

]
❜② t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡s (1 + δnplj)✳

❇② r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r✈❛❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X)) |U1,U2]

❜② ❛ s✉♠ ♦❢ N1,2 t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (1 + δn,p̃t)(σ
2 + (Σd,1,2

t )2)✱ ✇❤❡r❡ p̃t ❞❡♥♦t❡s ❢♦r s♦♠❡
j ∈ {0, . . . , k} ❡✐t❤❡r p1j ♦r p2j ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢
▲❡♠♠❛ ✶ ♦r ▲❡♠♠❛ ✷✱ N1,2 = k + 1−M1,2 ❛♥❞

M1,2 =
k−2∑

r=1

k−1∑

s=1

1U2
(s)

<U1
(r)

<U1
(r+1)

<U1
(r+2)

<U2
(s+1)

.

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ◆♦✇✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠
♣❛rt✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳ ■❢ k −−−−→
n→+∞

+∞✱
k

n
−−−−→
n→+∞

0✱ µ > 0 ❛♥❞

s ✐s C✲▲✐♣s❝❤✐t③✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱

C(ŝU1 , ŝU2) 6
σ2E[N1,2]

n
+ o

n→+∞

(
k

n

)

6
3

4

σ2(k + 1)

n
+ o

n→+∞

(
k

n

)
.

�

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❞r❛✇s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ♣❛rt✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r M1,2 ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✭✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦r❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝s✮ ❛♥❞ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t♦

❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
1

4
(k + 1) ❛s k t❡♥❞s t♦ +∞ ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✸ ❜❡❧♦✇✮✳

❆s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛❧❧ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥❡ σ2✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s✉♠ ✐s
♥♦✇ r❛♥❞♦♠✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✿

E

[
N1,2∑

t=0

(σ2δn,pt + (Σd,1,2
t )2 + (Σd,1,2

t )2δn,pt)

]

6

k∑

t=0

(
E[σ2δn,pt ] + E[(Σd,1,2

t )2] + E[(Σd,1,2
t )2δn,pt ]

)
.



✶✷✷ Pr♦♦❢s

❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ❛s t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✳
❙♦ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡ ❣❡t t❤❛t

1

n
E

[
N1,2∑

t=0

(σ2δn,pt + (Σd,1,2
t )2 + (Σd,1,2

t )2δn,pt)

]
= o

n→+∞

(
k

n

)
.

❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡

E[(ŝU1(X)− s̃U1(X))(ŝU2(X)− s̃U2(X))] 6
σ2E[N1,2]

n
+ o

n→+∞

(
k

n

)
.

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❈♦r♦❧❧❛r② ✸✱ ❛♥❞
t❤✉s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠✺✳

▲❡♠♠❛ ✸✳

E[M1,2] =
(k − 2)(k − 3)

2(2k − 1)

(
1 +

4

(k + 1)(k − 3)

)
.

❍❡♥❝❡✱

E[M1,2] =
k + 1

4
+ o

k→+∞
(k) .

�

❲❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

E[N1,2] =
3

4
(k + 1) + o

k→+∞
(k) .

▲❡t ✉s ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❧❡♠♠❛ ✸✳

E[M1,2] =
k−2∑

r=1

k−1∑

s=1

P(U2
(s) < U1

(r) < U1
(r+1) < U1

(r+2) < U2
(s+1))

❆s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ st❛t✐st✐❝s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❙❡❝t✐♦♥ 2.2 ♦❢ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞
◆❛❣❛r❛❥❛ ✭✷✵✵✸✮✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✿

P(U2
(s) < U1

(r) < U1
(r+1) < U1

(r+2) < U2
(s+1))

= P(U2
(s) < U1

(r) ❛♥❞ U1
(r+2) < U2

(s+1))

=
k∑

j=r+2

r−1∑

i=0

k!

i!(j − i)!(k − j)!
E[(U2

(s))
i(U2

(s+1) − U2
(s))

j−i(1− U2
(s+1))

k−j]

=
k∑

j=r+2

r−1∑

i=0

k!

i!(k − j)!

k!

(s− 1)!(k − (s+ 1))!

(i+ s− 1)!(2k − (j + s)− 1)!

(2k)!
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❙♦✱

E[M1,2]

=
(k!)2

(2k)!

k−2∑

r=1

k−1∑

s=1

(
r−1∑

i=0

(
i+ (s− 1)

i

))( k∑

j=r+2

(
k − j + k − (s+ 1)

k − j

))

=
(k!)2

(2k)!

k−2∑

r=1

k−1∑

s=1

(
r − 1 + s
r − 1

)(
2k − r − 2− s

k − r − 2

)

✭❜② ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ●r❛❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✾✮ ♣✳160✮✮

=
k − 2

4(2k − 1)

2k−5∑

t=0

t∑

r=t−k+2

(
t+ 1
r

)(
2k − 3− (t+ 1)

k − 3− r

)

(
2k − 3
k − 3

)

✭❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t = r + s✮

=
k − 2

4(2k − 1)

2k−5∑

t=0

[FH(2k−3,t+1,k−3)(t)− FH(2k−3,t+1,k−3)(t− k + 1)]

✭✇❤❡r❡ FH(N,m,n) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣❡r✲❣❡♦♠❡tr✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮

=
k − 2

4(2k − 1)
2

k−3∑

t=0

FH(2k−3,t+1,k−3)(t)

=
k − 2

2(2k − 1)




k−4∑

t=0


1−

(
t+ 1
t+ 1

)(
2k − 3− (t+ 1)
k − 3− (t+ 1)

)

(
2k − 3
k − 3

)


+ 1




=
k − 2

2(2k − 1)

(
k − 3 +

4

k + 1

)
✳
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✺✳✶ ❇✐❧❛♥

✶✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥✜r♠é q✉❡ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ét❛✐❡♥t ✉♥ ♦✉t✐❧
st❛t✐st✐q✉❡ très ♣✉✐ss❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲♣❛r❛♠étr✐q✉❡ ♥❡
❞❡♠❛♥❞❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ré❣❧❛❣❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦✉r êtr❡ très ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
q✉✬❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ ♦✉ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ ❡st
r❛♣✐❞❡ à ❡①é❝✉t❡r ❡t ♣❡✉t✲êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❧✐❜r❡♠❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳

✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈✉✱ q✉❡ ❧❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦✉✈❛✐❡♥t s✬❛✈ér❡r très ✉t✐❧❡s
♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❜✐❡♥ ❧❡s
❜♦♥♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜r✉✐t✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❡①trê♠❡s ♦ù ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❡st ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡✳ ◆♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦✲
♣♦s❡r ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s très ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡♥❝♦r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
r❛♣✐❞❡✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré s✉r ❞❡ ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧s ❞❡ ♥❛t✉r❡s ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t
très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

✸✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱
❧❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ✉♥❡ ❢♦rêt ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥ ❛r❜r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✳ ❊♥ ❡❢✲
❢❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❤✐❜é q✉❡ ❧❛ ❢♦rêt ❛✈❛✐t ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ◆♦✉s
✐♥s✐st♦♥s✱ ✐❝✐✱ q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❛r❜r❡s✳

✶✷✺
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◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❛r ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡t ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts ♥❛✲
t✉r❡❧s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡✳ ▲❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

✶✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞❡ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥ ✭♥♦♠♠é❡ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✲❘■✮
❡st très ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ très
r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ●❡✉rts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛♥t❡
❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ t♦✉t ❡♥
ét❛♥t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ à ❡①é❝✉t❡r✳ ❯♥❡ ♣✐st❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ❞✬❡ss❛②❡r ❡♥❝♦r❡
❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❈❡❝✐
♣♦✉rr❛✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ tr♦✉✈❛♥t ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✬❛❧é❛ à r❛❥♦✉t❡r ❛✈❛♥t ♦✉ ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦✉♣❧❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧é❛s ❞é❥à
✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❝♦♥♥✉❡s à ❝❡ ❥♦✉r✳
❯♥ ♣♦✐♥t ♠ér✐t❡ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✿ ❝✬❡st ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧❛❣❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs q✉✐ ❝♦♥s❡✐❧❧❡♥t✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡ ♥❡ ♣❛s é❧❛❣✉❡r ❧❡s
❛r❜r❡s✱ ❧❡ ❥✉st✐✜❡♥t s♦✉✈❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬é❧❛❣❛❣❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❇✐❛✉ ❛♥❞ ❉❡✈r♦②❡ ✭✷✵✶✵✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡s ét✉❞❡s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
❋❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ s✉❣❣èr❡♥t q✉✬é❧❛❣✉❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ❯♥❡
ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♣❛r❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s
é❧❛❣❛❣❡ s❡r❛✐t très ✉t✐❧❡ ❡t ♣❡r♠❡ttr❛✐t ♣❡✉t✲êtr❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ✐❧
❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞✬é❧❛❣✉❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ♦✉ ♥♦♥✳

✷✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❧❛ t❡st❡r
s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❥❡✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡
t②♣❡ ❣é♥♦♠✐q✉❡ ✭●♦❧❞st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ q✉✐ s♦♥t ❞❡ ✉❧tr❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✿ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ét❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 300 000✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❛❧♦rs sûr❡♠❡♥t ♣❡♥s❡r à
❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♦✉ à ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❝❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s
❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❡①trê♠❡s ❞❡✈✐❡♥❞r❛ très ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳
❯♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❡ss❛②❡r ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✱ ♠❛✐s
❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡s ❢♦✲
rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ❡t ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦♥t très ❣é♥ér❛✉①✳
◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡s s❝❤é♠❛s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣ré❞✐❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❙❱▼ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❇♦♦st✐♥❣✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈❡❝✐ ❡st à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ❞❡
▼❡✐♥s❤❛✉s❡♥ ❛♥❞ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ✭✷✵✶✵✮ q✉✐ tr❛♥s♣♦s❡♥t ❧❡s ✐❞é❡s ❞✉ ❇❛❣❣✐♥❣ à ❞❡s
♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ▲❛ss♦✳

✸✳ ▲❡ ❜✉t ✉❧t✐♠❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s s❡r❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡✲
♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝✐s ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s✱ r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✲❘■✱ ❞❡ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ré✉ss✐r à ❣ér❡r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❞✬❡♥tré❡ s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✭❡t ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❛❧é❛ s✉♣✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✮✳ ❈❡❝✐ s❡♠❜❧❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té s✬✐❧❧✉str❡✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❇ü❤❧♠❛♥♥ ❛♥❞
❨✉ ✭✷✵✵✷✮ r✐❡♥ q✉❡ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s à ❞❡✉① ❢❡✉✐❧❧❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1✳
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❯♥ ❛✉tr❡ ❛①❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❤é♦r✐q✉❡ s❡r❛✐t ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r
❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❢♦rêts
❛❧é❛t♦✐r❡s ré✉ss✐t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥térêt ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜r✉✐t✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ à ❝❡ ❥♦✉r✱ ❛✉❝✉♥ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ ♥✬❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳
❊♥✜♥✱ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦rêts ♣✉r❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡s ✭♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ♣❛rt✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡✮✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt à ét✉❞✐❡r ❡st ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❛r❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
❞✬✉♥❡ ❢♦rêt ❡st ♠❛❥♦ré❡ ✭à ❞❡s t❡r♠❡s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ♣rès✮ ♣❛r ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ❛r❜r❡s✳ ❈❡❝✐ tr❛❞✉✐t ❜✐❡♥ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ▲❡♦ ❇r❡✐♠❛♥ ✿ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡
❧❡s ❛r❜r❡s s♦✐❡♥t très ♣❡✉ ❝♦rré❧és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦rêt ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✳
❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❛r❜r❡s q✉✬ét✉❞✐❡ ❇✐❛✉ ✭✷✵✶✵✮
❞❛♥s s♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❛✉ s✉❥❡t ❞✉ ❜✐❛✐s ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦rêt ❛ ✉♥ ❜✐❛✐s str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥
❛r❜r❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❜✐❛✐s ♠ér✐t❡r❛✐t ❡♥ t♦✉t ❝❛s ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❢♦rêts ❛❧é❛t♦✐r❡s✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❆❧✐③❛❞❡❤✱ ❆✳❆✳✳ ❉✐st✐♥❝t t②♣❡s ♦❢ ❞✐✛✉❡s ❧❛r❣❡ ❜✲❝❡❧❧ ❧②♠♣❤♦♠❛ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ❣❡♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✜❧✐♥❣✳ ◆❛t✉r❡✱ ✹✵✸ ✿✺✵✸✲✺✶✶✱ ✷✵✵✵✳

❆❧♦♥✱ ❯✳✱ ❇❛r❦❛✐ ◆✳✱ ◆♦tt❡r♠❛♥✱ ❉✳❆✳✱ ●✐s❤✱ ❑✳✱ ❨❜❛rr❛✱ ❙✳✱ ▼❛❝❦ ❉✳✱ ▲❡✈✐♥❡✱ ❆✳❏✳✳
❇r♦❛❞ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t✉♠♦r ❛♥❞
♥♦r♠❛❧ ❝♦❧♦♥ t✐ss✉❡s ♣r♦❜❡❞ ❜② ♦❧✐❣♦♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ❛rr❛②s✳ Pr♦❝✳ ◆❛t❧✳ ❆❝❛❞✳ ❙❝✐✳
❯✳❙✳❆✳✱ ✾✻✭✶✷✮ ✿✻✼✹✺✲✻✼✺✵✱ ✶✾✾✾✳

❆♠✐t✱ ❨✳✱ ●❡♠❛♥✱ ❉✳✳ ❙❤❛♣❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠✐③❡❞ tr❡❡s✳
◆❡✉r❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✾✭✼✮ ✿✶✺✹✺✲✶✺✽✽✱ ✶✾✾✼✳

❆♥❞❡rs♦♥✱ ❚✳ ❏✳✱ ❍❛✉❜♦❧❞✱ ❇✳✱ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❏✳ ❚✳✱ ❊str❛❞❛✲❋r❛♥❝♦✱ ❏✳ ●✳✱ ❘✐❝❤❛r❞s♦♥✱
▲✳✱ ▼♦❧❧✐♥❡❞♦✱ ❘✳✱ ❇♦❝❦❛r✐❡✱ ▼✳✱ ▼♦❦✐❧✐✱ ❏✳✱ ▼❤❛r❛❦✉r✇❛✱ ❙✳✱ ❋r❡♥❝❤✱ ◆✳✱ ❲❤✐t✲
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✶✾✾✻✳

❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❏✳❍✳✳ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ s♣❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ st❛t✐st✐❝s✱
✶✾✭✶✮ ✿✶✲✻✼✱ ✶✾✾✶✳
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●❡♥✉❡r✱ ❘✳✱ P♦❣❣✐✱ ❏✳✲▼✳✱ ❚✉❧❡❛✉✱ ❈✳✳ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts ✿ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥✲
s✐❣❤ts✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✻✼✷✾✱ ■♥r✐❛✱ ✷✵✵✽✳

●❡♥✉❡r✱ ❘✳✱ P♦❣❣✐✱ ❏✳✲▼✳✱ ❚✉❧❡❛✉✱ ❈✳✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts✳
P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱ ✸✶✭✶✹✮ ✿✷✷✷✺✲✷✷✸✻✱ ✷✵✶✵❛✳

●❡♥✉❡r✱ ❘✳✱ ▼✐❝❤❡❧✱ ❱✳✱ ❊❣❡r✱ ❊✳✱ ❚❤✐r✐♦♥✱ ❇✳✳ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts ❜❛s❡❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡✲
❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢▼❘■ ❞❛t❛✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✾t❤ ❈❖▼P❙❚❆❚✱ P❛r✐s
❛✉❣✉st ✷✷✲✷✼✱ ♣✳✶✵✼✾✲✶✵✽✼✱ ✷✵✶✵❜✳

●❡♥✉❡r✱ ❘✳✳ ❘✐s❦ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣✉r❡❧② ✉♥✐❢♦r♠❧② r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡sts✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
✼✸✶✽✱ ■♥r✐❛✱ ✷✵✶✵❝✳

●❡✉rts✱ P✳✱ ❊r♥st✱ ❉✳✱ ❲❡❤❡♥❦❡❧✱ ▲✳✳ ❊①tr❡♠❡❧② r❛♥❞♦♠✐③❡❞ tr❡❡s✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r✲
♥✐♥❣✱ ✻✸✭✶✮ ✿✸✲✹✷✱ ✷✵✵✻✳

●❡②✱ ❙✳ ❇♦r♥❡s ❞❡ r✐sq✉❡✱ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ r✉♣t✉r❡s✱ ❜♦♦st✐♥❣ ✿ tr♦✐s t❤è♠❡s st❛t✐st✐q✉❡s
❛✉t♦✉r ❞❡ ❈❆❘❚ ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤ès❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞✱ ❖rs❛②✱ ✷✵✵✷✳

●❡②✱ ❙✳✱ ◆❡❞❡❧❡❝✱ ❊✳✳ ▼♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❈❆❘❚ r❡❣r❡ss✐♦♥ tr❡❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s
♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ✺✶✭✷✮ ✿✻✺✽✲✻✼✵✱ ✷✵✵✺✳

●♦❧❞st❡✐♥✱ ❇✳❆✳ ❛♥❞ ❍✉❜❜❛r❞✱ ❆✳❊✳ ❛♥❞ ❈✉t❧❡r✱ ❆✳ ❛♥❞ ❇❛r❝❡❧❧♦s✱ ▲✳❋✳✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘❛♥❞♦♠ ❋♦r❡sts t♦ ❛ ❣❡♥♦♠❡✲✇✐❞❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✿ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✫ ♥❡✇ ✜♥❞✐♥❣s✳ ❇▼❈ ●❡♥❡t✐❝s✱ ✶✶✭✶✮ ✿✹✾✲✻✷✱ ✷✵✶✵✳

●♦❧✉❜✱ ❚✳❘✳✱ ❙❧♦♥✐♠✱ ❉✳❑✱ ❚❛♠❛②♦✱ P✳✱ ❍✉❛r❞✱ ❈✳✱ ●❛❛s❡♥❜❡❡❦✱ ▼✳✱ ▼❡s✐r♦✈✱ ❏✳P✳✱
❈♦❧❧❡r✱ ❍✳✱ ▲♦❤✱ ▼✳▲✳✱ ❉♦✇♥✐♥❣✱ ❏✳❘✳✱ ❈❛❧✐❣✐✉r✐✱ ▼✳❆✳✱ ❇❧♦♦♠✜❡❧❞✱ ❈✳❉✳✱ ▲❛♥❞❡r✱
❊✳❙✳✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❝❡r ✿ ❈❧❛ss ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❝❧❛ss ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜②
❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✽✻✱ ✺✸✶✲✺✸✼✱ ✶✾✾✾✳

●r❛❤❛♠ ❘✳▲✳✱ ❑♥✉t❤ ❉✳❊✳✱ P❛t❛s❤♥✐❦ ❖✳✳ ❈♦♥❝r❡t❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱
✶✾✽✾✳

●rö♠♣✐♥❣✱ ❯✳✳ ❊st✐♠❛t♦rs ♦❢ ❘❡❧❛t✐✈❡ ■♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ▲✐♥❡❛r ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❇❛s❡❞ ♦♥
❱❛r✐❛♥❝❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝✐❛♥✱ ✻✶ ✿✶✸✾✲✶✹✼✱ ✷✵✵✼✳

●rö♠♣✐♥❣✱ ❯✳✳ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ✐♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ ✿ ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✈❡r✲
s✉s r❛♥❞♦♠ ❢♦r❡st✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝✐❛♥✱ ✻✸✭✹✮ ✿✸✵✽✲✸✶✾✱ ✷✵✵✾✳

●✉②♦♥✱ ■✳✱ ❲❡st♦♥✱ ❏✳✱ ❇❛r♥❤✐❧❧✱ ❙✳✱ ❱❛♣♥✐❦✱ ❱✳◆✳✳ ●❡♥❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❝❛♥❝❡r ❝❧❛s✲
s✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✹✻✭✶✲✸✮ ✿✸✽✾✲✹✷✷✱
✷✵✵✷✳

●✉②♦♥✱ ■✳✱ ❊❧✐ss❡✛✱ ❆✳✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✱ ✶✶✺✼✲✶✶✽✷✱ ✷✵✵✸✳
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❍❛❧❧❡tt✱ ❘✳ ▲✳✱ ❉✉♥②♦✱ ❙✳✱ ❖r❞✱ ❘✳✱ ❏❛✇❛r❛✱ ▼✳✱ P✐♥❞❡r✱ ▼✳✱ ❘❛♥❞❛❧❧✱ ❆✳✱ ❆❧✲
❧♦✉❡❝❤❡✱ ❆✳✱ ❲❛❧r❛✈❡♥✱ ●✳✱ ❚❛r❣❡tt✱ ●✳ ❆✳✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ◆✳✱ ❛♥❞ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞✱ ❈✳ ❏✳✳
❈❤❧♦r♦q✉✐♥❡✴s✉❧♣❤❛❞♦①✐♥❡✲♣②r✐♠❡t❤❛♠✐♥❡ ❢♦r ❣❛♠❜✐❛♥ ❝❤✐❧❞r❡♥ ✇✐t❤ ♠❛❧❛r✐❛ ✿
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❞r✉❣✲r❡s✐st❛♥t ♣❧❛s♠♦❞✐✉♠ ❢❛❧❝✐♣❛r✉♠✳ P▲♦❙
❈❧✐♥ ❚r✐❛❧s✱ ✶ ✿❡✶✺✱ ✷✵✵✻✳

❍❛❧❧❡tt✱ ❘✳ ▲✳✱ ❙✉t❤❡r❧❛♥❞✱ ❈✳ ❏✳✱ ❆❧❡①❛♥❞❡r✱ ◆✳✱ ❖r❞✱ ❘✳✱ ❏❛✇❛r❛✱ ▼✳✱

❉r❛❦❡❧❡②✱ ❈✳ ❏✳✱ P✐♥❞❡r✱ ▼✳✱ ❲❛❧r❛✈❡♥✱ ●✳✱ ❚❛r❣❡tt✱ ●✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❆❧❧♦✉❡❝❤❡✱ ❆✳✳
❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❤❡r❛♣② ❝♦✉♥t❡r❛❝ts t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❞r✉❣✲r❡s✐st❛♥t
♠❛❧❛r✐❛ ♣❛r❛s✐t❡s t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ❆♥t✐♠✐❝r♦❜ ❆❣❡♥ts ❈❤❡♠♦t❤❡r✱ ✹✽ ✿✸✾✹✵✕✸✱
✷✵✵✹✳

❍❛st✐❡✱ ❚✳✱ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ❘✳ ❛♥❞ ❋r✐❡❞♠❛♥✱ ❏✳✳ ❚❤❡ ❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣✳
❙❡❝♦♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✳

❍❛st✐♥❣s✱ ■✳ ▼✳ ❛♥❞❲❡❞❣✇♦♦❞✲❖♣♣❡♥❤❡✐♠✱ ❇✳✳ ❙❡①✱ str❛✐♥s ❛♥❞ ✈✐r✉❧❡♥❝❡✳ P❛r❛s✐t♦❧
❚♦❞❛②✱ ✶✸ ✿✸✼✺✕✽✸✱ ✶✾✾✼✳

❍♦✱ ❚✳❑✳✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ s✉❜s♣❛❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r❡sts✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s✳ ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✵✭✽✮ ✿✽✸✷✲✽✹✹✱ ✶✾✾✽✳

❍♦❣❤✱ ❇✳✱ ●❛♠❛❣❡✲▼❡♥❞✐s✱ ❆✳✱ ❇✉t❝❤❡r✱ ●✳ ❆✳✱ ❚❤♦♠♣s♦♥✱ ❘✳✱ ❇❡❣tr✉♣✱ ❑✳✱ ▼❡♥✲
❞✐s✱ ❈✳✱ ❊♥♦ss❡✱ ❙✳ ▼✳✱ ❉❣❡❞❣❡✱ ▼✳✱ ❇❛rr❡t♦✱ ❏✳✱ ❊❧✐♥❣✱ ❲✳✱ ❛♥❞ ❙✐♥❞❡♥✱ ❘✳ ❊✳✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r✐♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝❤❧♦r♦q✉✐♥❡ ❛♥❞ ♣②r✐♠❡t❤❛♠✐♥❡✴s✉❧❢❛❞♦①✐♥❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ✐♥❢❡❝t✐✲
✈✐t② ♦❢ ♠❛❧❛r✐❛ s♣❡❝✐❡s t♦ t❤❡ ♠♦sq✉✐t♦ ✈❡❝t♦r✳ ❆♠ ❏ ❚r♦♣ ▼❡❞ ❍②❣✱ ✺✽ ✿✶✼✻✕✽✷✱
✶✾✾✽✳

■❜r❛❣✐♠♦✈✱ ■✳❆✳ ❛♥❞ ❑❤❛s♠✐♥s❦✐✐✱ ❘✳❩✳✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✿ ❆s②♠♣t♦t✐❝ ❚❤❡♦r②✳
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✐♥ ♠❛❧❛r✐❛ ♣❛r❛s✐t❡s ♣❧❛❝❡s ❧✐♠✐ts ♦♥ ♠♦sq✉✐t♦ ✐♥❢❡❝t✐♦♥ r❛t❡s✳ ■♥❢❡❝t ●❡♥❡t ❊✈♦❧✱
✼✭✺✮ ✿✺✼✼✕✽✻✱ ✷✵✵✼✳

P❛✉❧✱ ❘✳ ❊✳ ▲✳✱ ❇r❡②✱ P✳ ❚✳✱ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt✱ ❱✳✳ P❧❛s♠♦❞✐✉♠ s❡① ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ ♠♦sq✉✐t♦❡s✳ ❚r❡♥❞s ✐♥ P❛r❛s✐t♦❧♦❣②✱ ✶✽ ✿✸✷✕✸✽✱ ✷✵✵✷✳

P✐❝❤♦♥✱ ●✳✱ ❆✇♦♥♦✲❆♠❜❡♥❡✱ ❍✳ P✳✱ ❛♥❞ ❘♦❜❡rt✱ ❱✳✳ ❍✐❣❤ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡
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