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i
Introdu
tionDans 
e mémoire d'Habilitation à Diriger des Re
her
hes (HDR), je fais la synthèse de mestravaux de re
her
he e�e
tués essentiellement après ma thèse de do
torat obtenue en 2003. Mesa
tivités de re
her
he peuvent être divisées en trois thèmes :1) Inféren
e sur les lois à queue de type Weibull,2) estimation de quantiles extrêmes pour des lois 
onditionnelles à queue lourde,3) rédu
tion de dimension pour la régression.Cha
un de 
es thèmes fait l'objet d'un 
hapitre. Les 
hapitres 1 et 2 s'ins
rivent dans le do-maine de la théorie des valeurs extrêmes. Cette théorie a pour obje
tif l'étude des queues dedistribution et est utilisée notamment pour estimer des quantiles dits extrêmes 
'est à dire dontl'ordre tend vers zéro ave
 la taille de l'é
hantillon. Le 
hapitre 3 porte sur la rédu
tion dedimension pour la régression. La question à laquelle nous essayons de répondre dans 
e 
hapitreest la suivante : 
omment trouver le meilleur sous-espa
e où projeter des variables expli
ativesvivant dans des espa
es de grande dimension tout en 
onservant le maximum d'information surles variables à prédire ?Je donne 
i-dessous un bref résumé du 
ontenu de 
haque 
hapitre.Dans le Chapitre 1 nous nous intéressons à une famille parti
ulière de lois : les lois à queue detype Weibull. Ces lois possèdent une fon
tion de survie qui dé
roit à une vitesse exponentielle(on parle aussi de queue légère). Des exemples de telles lois sont les lois exponentielle, nor-male, gamma, et
 . . . La vitesse de 
onvergen
e de la queue de distribution est 
ontrolée par unparamètre de forme appelé indi
e de queue de Weibull. Nous introduisons et étudions le 
om-portement asymptotique d'estimateurs de 
et indi
e et des quantiles extrêmes. Nous présentonsaussi une méthode de rédu
tion du biais basée sur un modèle de régression exponentiel.Dans de nombreuses appli
ations, la quantité d'intérêt est mesurée simultanément ave
 une
ovariable. Par exemple, en hydrologie, on mesure la quantité horaire de pré
ipitation Y tom-bée en fon
tion de la position géographique x et on souhaite par exemple estimer une 
arte depériode de retour. En d'autres termes, il s'agit d'estimer les quantiles extrêmes de la loi de Y
onditionnellement au fait que la mesure a été e�e
tuée à la position géographique x. Ce pro-blème est traité dans le Chapitre 2 où l'on fait l'hypothèse que la loi 
onditionnelle de Y est uneloi à queue lourde 
'est à dire dont la fon
tion de survie dé
roit 
omme une fon
tion puissan
e.Nous proposons des estimateurs des quantiles extrêmes de la loi 
onditionnelle qui sont à présentfon
tion de la 
ovariable. Nous les utilisons également pour étudier le 
omportement des pluiesextrêmes dans la région Cévennes-Vivarais. Cette étude fait partie du projet MEDUP (Fore
asti



ii Chapitre 0. Introdu
tionand proje
tion in 
limate s
enario of mediterranean intense events : Un
ertainties and propaga-tion on environment) �nan
é par le programme ANR, Vulnérabilité, Milieux et Climats (VMC).En�n, dans le Chapitre 3, nous proposons de régulariser la méthode Sli
ed Inverse Regres-sion (SIR) en introduisant un a priori Gaussien. La méthode SIR est une méthode de rédu
tionde dimension ayant pour obje
tif de trouver le meilleur sous-espa
e sur lequel projeter les va-riables expli
atives Xi ∈ Rd, i = 1, . . . , n a�n d'expliquer au mieux les variables à prédire
Yi ∈ R, i = 1, . . . , n. Lorsque la dimension d est grande, la matri
e de varian
e-
ovarian
e Σ̂des variables expli
atives Xi est généralement mal 
onditionnée rendant alors l'appli
ation dela méthode SIR déli
ate (
ar elle est basée sur l'inversion de la matri
e Σ̂). Dans 
e 
adre, nousproposons une méthode de régularisation de SIR en introduisant un a priori Gaussien. Cette ré-gularisation a pour e�et l'amélioration du 
onditionnement de la matri
e de varian
e-
ovarian
edes variables expli
atives. La méthode SIR régularisée est utilisée pour estimer les propriétésphysiques du sol martien à partir d'images hyperspe
trales. Cette appli
ation fait partie duprojet VAHINE (Visualisation et analyse d'images hyperspe
trales multi-dimensionnelles enastrophysique) �nan
é par le programme ANR, Masse de Données et COnnaissan
es (MDCO).Plusieurs domaines de la Statistique sont abordés dans 
e mémoire : la statistique des va-leurs extrêmes pour les Chapitres 1 et 2, la statistique fon
tionnelle dans le Chapitre 2 et en�nla rédu
tion de dimension et la régression non paramétrique dans le Chapitre 3. Les problèmestraités dans le Chapitre 1 sont des problèmes de statistique théorique. Les Chapitres 2 et 3relèvent à la fois de la statistique théorique (estimation, résultats de normalité asymptotique)et de la statistique appliquée (en hydrologie et en planétologie).Pour fa
iliter la le
ture de 
e do
ument, j'ai 
hoisi de ne pas donner les démonstrations desdi�érents théorèmes énon
és. Le le
teur pourra, s'il le souhaite, les 
onsulter dans les arti
les
ités en référen
e. Pour les mêmes raisons, les simulations permettant de véri�er la validité desestimateurs proposés ne sont pas toutes présentées dans 
e mémoire. Je donne 
i-dessous lespubli
ations asso
iées à 
haque 
hapitre.Publi
ations asso
iées au Chapitre 1

• J. Diebolt, L. Gardes, S. Girard & A. Guillou. Bias-redu
ed estimators of the Weibulltail-
oe�
ient, Test, 17, 311-331, (2008).
• J. Diebolt, L. Gardes, S. Girard & A. Guillou. Bias-redu
ed extreme quantiles estimators ofWeibull tail-distributions, Journal of Statisti
al Planning and Inferen
e, 138, 1389-1401,(2008).
• L. Gardes & S. Girard. Estimation of the Weibull tail-
oe�
ient with linear 
ombinationof upper order statisti
s, Journal of Statisti
al Planning and Inferen
e, 138, 1416-1427,(2008).
• L. Gardes & S. Girard. Comparison of Weibull tail-
oe�
ient estimators, REVSTAT -Statisti
al Journal, 4(2), 163-188, (2006).
• L. Gardes & S. Girard. Asymptoti
 properties of a Pi
kands type estimator of the extremevalue index, In Louis R. Velle, editor, Fo
us on probability theory, Nova S
ien
e, New-York,133-149, (2006). ii
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• L. Gardes & S. Girard. Asymptoti
 distribution of a Pi
kands-type estimator of the ex-treme value index, Comptes Rendus de l'A
adémie des S
ien
es, t. 341, Série I, 53-58,(2005).
• L. Gardes & S. Girard. Estimating extreme quantiles of Weibull tail-distributions, Com-muni
ation in Statisti
s - Theory and Methods, 34, 1065-1080, (2005).Publi
ations asso
iées au Chapitre 2
• A. Daouia, L. Gardes, S. Girard & A. Lekina. Kernel estimators of extreme level 
urves,Test, à paraître.
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• L. Gardes, S. Girard & A. Lekina. Fun
tional nonparametri
 estimation of 
onditionalextreme quantiles, Journal of Multivariate Analysis, 101, 419-433, (2010).
• L. Gardes & S. Girard. A moving window approa
h for nonparametri
 estimation of the
onditional tail index, Journal of Multivariate Analysis, 99, 2368-2388, (2008).
• L. Gardes. Estimating the Support of a Poisson pro
ess via the Faber-S
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ations asso
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ed Inverse Regression,Statisti
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1
Chapitre 1Estimation de quantiles extrêmes pourdes lois à queue de type Weibull
1.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous étudions le 
omportement des valeurs extrêmes d'un é
hantillon devariables aléatoires unidimensionnelles. Nous nous 
on
entrons essentiellement sur une familleparti
ulière de lois : les lois à queue de type Weibull. Ces lois ont une fon
tion de survie quidé
roit vers zéro à la vitesse exponentielle. Nous donnerons une dé�nition plus pré
ise de 
ettefamille dans le paragraphe 1.3. Notre prin
ipal obje
tif est de proposer des estimateurs de quan-tiles extrêmes. Plus pré
isément, disposant d'un é
hantillon X1, . . . , Xn de n variables aléatoiresréelles indépendantes et identiquement distribuées de fon
tion de répartition 
ommune F (.),nous souhaitons estimer le réel q(αn) dé�ni par

q(αn) = F̄←(αn), avec αn → 0 lorsque n → ∞,où (αn) est une suite 
onnue et F̄←(u) = inf{x, F̄ (x) ≤ u} est l'inverse généralisée de la fon
tionde survie F̄ (.) = 1 − F (.). Un problème similaire à l'estimation de q(αn) est l'estimation de"petites probabilités" pn. Autrement dit, pour une suite de réels (xn) �xée, nous souhaitonsestimer la probabilité pn dé�nie par
pn = F̄ (xn), xn → ∞ lorsque n → ∞.Ce sont les hydrologues qui ont été parmi les premiers à s'intéresser à 
es deux problèmes.Disposant d'un é
hantillon de hauteurs d'eau annuelles d'un 
ours d'eau, ils se sont posés lesdeux questions suivantes :1) quelle est la hauteur d'eau qui est atteinte pour une faible probabilité donnée ?2) pour une "grande" hauteur d'eau �xée, qu'elle est la probabilité d'observer une hauteurd'eau qui lui sera supérieure ?Les questions 1) et 2) se rapportent don
 respe
tivement à l'estimation d'un quantile extrêmeet d'une "petite probabilité". La di�
ulté prin
ipale réside dans le fait que l'on 
onsidère unordre de quantile αn → 0 (ou de manière équivalente un seuil xn → ∞). En e�et, si parexemple nαn → 0 lorsque n → ∞, il est fa
ile de montrer que P(Xn,n < q(αn)) → 1 où

Xn,n = max(X1, . . . , Xn). La quantité q(αn) n'appartient don
 pas à l'intervalle de variation1



2 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes pour des lois à queue de type Weibullde nos observations. En 
onséquen
e, l'estimateur de q(αn) ne peut être obtenu en inversantsimplement la fon
tion de répartition empirique
F̂n(x) =

1

n

n∑

i=1

I{Xi ≤ x},
ar F̂n(x) = 1 pour x ≥ Xn,n. L'estimation de quantiles extrêmes et/ou de "petites probabilités"est requise dans de nombreux domaines d'appli
ation parmi lesquels 
itons la �abilité [22℄, la�nan
e [23℄, les assuran
es [7, 11℄ et la 
limatologie [49℄. Pour répondre à 
es deux questions,nous devons don
 étudier de près le 
omportement de la queue de distribution de F (.) enutilisant la théorie des valeurs extrêmes. Nous présentons les éléments essentiels de 
ette théoriedans la se
tion 1.2. Dans la se
tion 1.3, nous proposons des estimateurs de quantiles extrêmespour la famille des lois à queue de type Weibull. D'autres types de queue de distribution sontaussi 
onsidérés dans la se
tion 1.4.1.2 Introdu
tion à la théorie des valeurs extrêmesLorsque l'on s'intéresse à la partie 
entrale d'un é
hantillon, le résultat 
lé est le Théorème dela Limite Centrale (abrégé en TLC) donnant la loi asymptotique de la somme des observations.Par 
ontre, si l'on souhaite étudier les valeurs extrêmes de 
et é
hantillon, le TLC ne présenteque peu d'intérêt. On utilise plut�t un résultat établissant la loi asymptotique du maximum del'é
hantillon. Ce résultat est énon
é dans le paragraphe 1.2.1. Il permet de 
lasser la plupart deslois en trois domaines d'attra
tion. La 
ara
térisation des fon
tions de répartition dans 
ha
unde 
es domaines est donnée dans le paragraphe 1.2.2.1.2.1 Convergen
e en loi du maximum d'un é
hantillonLe résultat 
i-dessous établit la loi asymptotique du maximum Xn,n = max(X1, . . . , Xn) del'é
hantillon. Il a été démontré notamment par Gnedenko [38℄.Théorème 1.1 S'il existe deux suites (an > 0), (bn) et un réel γ tels que
P

{
Xn,n − bn

an
≤ x

}
→ Hγ(x),lorsque n → ∞ alors

Hγ(x) =

{
exp[−(1 + γx)

−1/γ
+ ] si γ 6= 0,

exp(−e−x) si γ = 0,où y+ = max(0, y).La fon
tion de répartition Hγ(.) est la fon
tion de répartition de la loi des valeurs extrêmes.Cette loi dépend du seul paramètre γ appelé l'indi
e des valeurs extrêmes. Selon le signe de γ,on dé�nit trois domaines d'attra
tion : 2



1.2 Introdu
tion à la théorie des valeurs extrêmes 3
• si γ > 0, on dit que F (.) appartient au domaine d'attra
tion de Fré
het. Il 
ontient les loisdont la fon
tion de survie dé
roit 
omme une fon
tion puissan
e. On parle aussi de lois àqueue lourde. Dans 
e domaine d'attra
tion, on trouve les lois de Pareto, de Student, deCau
hy, et
 . . .
• si γ = 0, F (.) est dans le domaine d'attra
tion de Gumbel qui regroupe les lois ayantune fon
tion de survie à dé
roissan
e exponentielle. C'est le 
as des lois normale, gamma,exponentielle, et
 . . .
• si γ < 0, F (.) appartient au domaine d'attra
tion de Weibull. Ce domaine 
ontient les loisdont le point terminal xF = inf{x, F (x) ≥ 1} est �ni. C'est le 
as par exemple des loisuniformes, lois beta, et
 . . .Un 
lassement de nombreuses lois par domaine d'attra
tion est disponible dans [23, Tableaux3.4.2-3.4.4℄. Nous allons à présent rappeler les théorèmes de 
ara
térisation des trois domainesd'attra
tion 
i-dessus.1.2.2 Cara
térisation des domaines d'attra
tionLa 
ara
térisation des domaines d'attra
tion fait largement appel à la notion de fon
tions àvariations régulières. Rappelons qu'une fon
tion U(.) est à variations régulières d'indi
e δ ∈ Rà l'in�ni (on notera par la suite U(.) ∈ RVδ) si pour tout λ > 0,

lim
x→∞

U(λx)

U(x)
= λδ.Si δ = 0, on dit que la fon
tion U(.) est à variations lentes (U(.) ∈ RV0). On montre fa
ilementque toute fon
tion à variations régulières d'indi
e δ ∈ R s'é
rit,

U(x) = xδL(x), L ∈ RV0.Rappelons en�n que toutes les fon
tions à variations lentes L(.) s'é
rivent sous la forme :
L(x) = c(x) exp

{∫ x

1

∆(u)

u
du

}
,où c(x) → c > 0 et ∆(x) → 0 lorsque x → ∞. Cette représentation des fon
tions à variationslentes est 
onnue sous le nom de représentation de Karamata (voir [10, Théorème 1.3.1℄). Deplus, si la fon
tion c(.) est 
onstante, la fon
tion L(.) est dite normalisée. De nombreux résultatssur les fon
tions à variations régulières sont donnés dans le livre de Bingham et al. [10℄.1.2.2.1 Domaine d'attra
tion de Fré
hetLe résultat 
i-dessous énon
é par Gnedenko [38℄ et dont on trouvera une démonstrationsimple dans le livre de Resni
k [48, Proposition 1.11℄ assure que toute fon
tion appartenant audomaine d'attra
tion de Fré
het est une fon
tion à variations régulières.Théorème 1.2 Une fon
tion de répartition F (.) appartient au domaine d'attra
tion de Fré
het(ave
 un indi
e des valeurs extrêmes γ > 0) si et seulement si la fon
tion de survie F̄ (.) ∈

RV−1/γ. 3



4 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes pour des lois à queue de type WeibullAutrement dit, une fon
tion de répartition F (.) appartenant au domaine d'attra
tion de Fré
hets'é
rit sous la forme :
F (x) = 1 − x−1/γL(x), L(.) ∈ RV0. (1.1)Les suites de normalisation (an) et (bn) sont données dans 
e 
as par an = F̄←(1/n) et bn = 0(voir [48, Proposition 1.11℄). Il faut aussi noter que toutes les fon
tions de répartition dudomaine d'attra
tion de Fré
het ont un point terminal in�ni. On peut montrer (voir [10, Théo-rème 1.5.12℄) que l'équation (1.1) est équivalente à :

q(α) = α−γℓ(α−1), ℓ(.) ∈ RV0, (1.2)où α ∈ [0, 1]. De nombreux auteurs se sont intéressés à l'estimation de l'indi
e des valeursextrêmes γ et des quantiles extrêmes q(αn) pour des lois à queue lourde. L'estimateur le plus
onnu de γ > 0 est l'estimateur proposé par Hill [84℄ et dé�ni par
γ̂H

n =
1

kn

kn∑

i=1

log(Xn−i+1,n) − log(Xn−kn,n), (1.3)où X1,n ≤ . . . ≤ Xn,n est l'é
hantillon ordonné asso
ié aux variables aléatoires X1, . . . , Xn et
(kn) est une suite d'entiers telle que 1 < kn < n. D'autres estimateurs de 
et indi
e ont étéproposés notamment par Beirlant et al. [52, 4℄ qui utilisent un modèle de régression exponentielpour débiaiser l'estimateur de Hill et par Feuerverger et al. [73℄ qui introduisent un estimateurdes moindres 
arrés. L'utilisation d'un noyau dans l'estimateur de Hill a été étudiée par Csörg®et al. [13℄. Un estimateur e�
a
e de l'indi
e des valeurs extrêmes a été proposé par Falk etal. [25℄. Une liste plus détaillée des di�érents travaux sur l'estimation de l'indi
e des valeursextrêmes est e�e
tuée par Csörg® et al. [14℄. Con
ernant l'étude du quantile extrême d'ordre
αn, Weissman [98℄ propose l'estimateur

q̂W
n (αn) = Xn−kn+1,n

(
kn

nαn

)γ̂H
n

. (1.4)1.2.2.2 Domaine d'attra
tion de WeibullLe résultat suivant (voir Gnedenko [38℄, Resni
k [48, Proposition 1.13℄) montre que l'on passedu domaine d'attra
tion de Fré
het à 
elui de Weibull par un simple 
hangement de variabledans la fon
tion de répartition.Théorème 1.3 Une fon
tion de répartition F (.) appartient au domaine d'attra
tion de Weibull(ave
 un indi
e des valeurs extrêmes γ < 0) si et seulement si son point terminal xF est �ni etsi la fon
tion de répartition F∗(.) dé�nie par
F∗(x) =

{
0 si x < 0
F (xF − 1/x) si x ≥ 0,appartient au domaine d'attra
tion de Fré
het ave
 un indi
e des valeurs extrêmes −γ > 0.4



1.3 Inféren
e sur les lois à queue de type Weibull 5Ainsi, une fon
tion de répartition F (.) du domaine d'attra
tion de Weibull s'é
rit pour x ≤ xF :
F (x) = 1 − (xF − x)−1/γL((xF − x)−1), L(.) ∈ RV0. (1.5)De manière équivalente, le quantile d'ordre α ∈ [0, 1] asso
ié s'é
rit :

q(α) = xF − α−γℓ(1/x), ℓ(.) ∈ RV0. (1.6)Les suites de normalisation (an) et (bn) sont données par an = xF − F̄←(1/n) et bn = xF . Cedomaine d'attra
tion a été 
onsidéré notamment par Falk [24℄ et Hall et al. [42℄ pour estimerle point terminal d'une distribution. Dans la se
tion 1.4, nous présentons des estimateurs del'indi
e γ et des quantiles extrêmes adaptés à 
e type de loi.1.2.2.3 Domaine d'attra
tion de GumbelLa 
ara
térisation des fon
tions de répartition du domaine d'attra
tion de Gumbel est plus
omplexe. Le résultat 
i-dessous est démontré notamment dans Resni
k [48, Proposition 1.4℄.Théorème 1.4 Une fon
tion de répartition F (.) appartient au domaine d'attra
tion de Gumbelsi et seulement si il existe z < xF ≤ ∞ tel que
F̄ (x) = c(x) exp

{
−
∫ x

z

1

a(t)
dt

}
, z < x < xF , (1.7)où c(x) → c > 0 lorsque x → xF et a(.) est une fon
tion positive et dérivable de dérivé a′(.)telle que a′(x) → 0 lorsque x → xF .Le domaine d'attra
tion de Gumbel regroupe une grande diversité de lois 
omptant parmielles la plupart des lois usuelles (loi normale, exponentielle, gamma, log-normale). Cette familleétant di�
ile à étudier dans toute sa généralité, de nombreux auteurs se sont 
on
entrés surune sous-famille : les lois à queue de type Weibull. Leur dé�nition est donnée dans la se
tionsuivante.1.3 Inféren
e sur les lois à queue de type WeibullLes lois à queue de type Weibull 
orrespondent au 
as parti
ulier où l'on suppose dans (1.7)que la dérivée de la fon
tion a(.) est à variations régulières ave
 un indi
e stri
tement négatif.Plus pré
isément, si on suppose que a′(.) ∈ RV−1/θ où θ > 0 est appelé l'indi
e de queue deWeibull, on montre fa
ilement que l'équation (1.7) s'é
rit :

F̄ (x) = exp
{
−x1/θL(x)

}
, L(.) ∈ RV0. (1.8)Une fon
tion de répartition s'é
rivant selon le modèle (1.8) est dite à queue de type Weibulld'indi
e θ > 0. L'équation (1.8) est équivalente à

q(α) = (− log α)θℓ(− log α), ℓ(.) ∈ RV0, (1.9)5



6 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes pour des lois à queue de type Weibulloù α ∈ [0, 1]. Cette famille de lois 
ontient par exemple les lois normale, Gamma, exponentielle,et
 . . . Par 
ontre, la loi log-normale qui appartient au domaine d'attra
tion de Gumbel n'estpas une loi à queue de type Weibull. Dans la suite, on 
onsidère un é
hantillon X1, . . . , Xn devariables aléatoires indépendantes et distribuées selon le modèle (1.8). On note X1,n ≤ . . . ≤
Xn,n l'é
hantillon ordonné asso
ié. Le paragraphe 1.3.1 est 
onsa
ré à l'estimation de l'indi
e dequeue de Weibull. L'estimation des quantiles extrêmes est dis
utée dans le paragraphe 1.3.2. Lesrésultats présentés dans 
es deux paragraphes ont été publiés en 
ollaboration ave
 J. Diebolt,S. Girard et A. Guillou : pour le paragraphe 1.3.1 dans REVSTAT [33℄, Journal of Statisti
alPlanning and Inferen
e [34℄ et Test [19℄ et pour le paragraphe 1.3.2 dans Communi
ation inStatisti
s - Theory and Methods [31℄ et Journal of Statisti
al Planning and Inferen
e [20℄.1.3.1 Estimation de l'indi
e de queue de WeibullLes lois à queue de type Weibull appartiennent évidemment au domaine d'attra
tion deGumbel (i.e. ave
 un indi
e des valeurs extrêmes γ = 0). L'indi
e des valeurs extrêmes ne fournitdon
 au
une information sur la vitesse de dé
roissan
e de la fon
tion de survie à l'intérieur de
ette famille de loi. C'est l'indi
e de queue de Weibull θ qui nous donne 
ette information : unevaleur de θ pro
he de zéro (resp. l'in�ni) 
orrespond à une dé
roissan
e rapide (resp. lente) de laqueue de distribution. La 
onnaissan
e de 
e paramètre est don
 essentielle si l'on souhaite parexemple estimer un quantile extrême. Il existe dans la littérature de nombreux estimateurs del'indi
e θ. Berred [9℄ propose un estimateur basé sur des valeurs re
ords. D'autres estimateursutilisent les kn plus grandes observations de l'é
hantillon parmi lesquels 
itons 
eux proposéspar Broniatowski [12℄ et Beirlant et al. [3℄. Un estimateur intéressant de l'indi
e de queue deWeibull a été proposé par Beirlant et al. [8℄. Il est dé�ni par :

θ̂B
n =

kn−1∑

i=1

log((Xn−i+1,n) − log(Xn−kn+1,n))

/
kn−1∑

i=1

(log log(n/i) − log log(n/kn)) , (1.10)où (kn) est une suite d'entiers tels que 1 < kn < n. Son expression est pro
he de 
elle del'estimateur proposé par Hill [84℄ (voir l'équation (1.3)). Les propriétés asymptotiques de 
etestimateur ont été étudiées par Girard [37℄. Nous présentons dans 
e paragraphe deux famillesd'estimateurs englobant θ̂B
n (voir les sous-paragraphes 1.3.1.1 et 1.3.1.2) et nous proposons unestimateur débiaisé de l'indi
e θ (voir le sous-paragraphe 1.3.1.3). Les résultats asymptotiquessont obtenus (entre autres) sous les hypothèses suivantes.(H.1) La suite (kn) véri�e kn → ∞ et n/kn → ∞ lorsque n → ∞.(H.2) Il existe un paramètre ρ < 0 et une fon
tion b(.) véri�ant b(x) → 0 lorsque x → ∞tels que pour tout 1 < A < ∞

lim
x→∞

sup
λ∈[1,A]

∣∣∣∣
log(ℓ(λx)/ℓ(x))

b(x)Kρ(λ)
− 1

∣∣∣∣ = 0,où Kρ(λ) =
∫ λ

1
tρ−1dt et ℓ(.) est la fon
tion à variations lentes introduite dans (1.9).L'hypothèse (H.1) assure que le nombre de statistiques d'ordre 
onservées kn est assez grand6



1.3 Inféren
e sur les lois à queue de type Weibull 7(kn → ∞) pour obtenir des estimateurs stables, mais pas trop (n/kn → ∞) pour que les ob-servations utilisées restent dans la queue de distribution. Le 
hoix de la suite (kn) est don
 un
ompromis entre le biais et la varian
e de l'estimateur.L'hypothèse (H.2) est très souvent utilisée pour étudier le 
omportement asymptotique d'es-timateurs d'indi
e ou de quantiles extrêmes. Elle est notamment né
essaire pour démontrerla normalité asymptotique de l'estimateur de Hill dé�ni en (1.3). On peut montrer (voir parexemple [36℄) que la fon
tion b(.) (appelée aussi fon
tion de biais) est à variations régulièresd'indi
e ρ < 0. Le paramètre ρ (appelé paramètre du se
ond ordre) 
ontr�le don
 la vitesse de
onvergen
e de ℓ(λx)/ℓ(x) vers 1. Une valeur de ρ pro
he de 0 implique une faible vitesse de
onvergen
e.1.3.1.1 Utilisation de poidsNous dé�nissons une famille d'estimateurs de θ en in
orporant des poids dans l'estimateur
θ̂B

n dé�ni par (1.10). Les estimateurs obtenus sont don
 des 
ombinaisons linéaires de statis-tiques d'ordre 
'est à dire des L-estimateurs. Plus pré
isément, nous introduisons la familled'estimateurs Θ1 = {θ̂n(ζ), ζ = (ζ1,n, . . . , ζkn−1,n)} ave

θ̂n(ζ) =

kn−1∑

i=1

ζi,n log((Xn−i+1,n) − log(Xn−kn+1,n))

/
kn−1∑

i=1

ζi,n(log log(n/i) − log log(n/kn)) ,(1.11)où ζi,n = W (i/kn) + εi,n, (εi,n), i = 1, . . . , kn − 1 étant une suite non-aléatoire. La fon
tiondéterministe W (.) doit satisfaire les deux hypothèses de régularité 
i dessous :(H.3) la fon
tion W (.) est dé�nie et admet une dérivé 
ontinue sur l'intervalle ]0, 1[.(H.4) Il existe M > 0, 0 ≤ q < 1/2 et p < 1 tels que pour tout x ∈]0, 1[, |W (x)| ≤ Mx−qet |W ′(x)| ≤ Mx−p−q.Ces 
onditions sont essentielles pour établir la normalité asymptotique des L-estimateurs (voirpar exemple [45℄). Nous établissons à présent (voir [34, Théorème 1℄) la normalité asymptotiquedes estimateurs appartenant à 
ette famille. On pose :
‖ε‖n,∞ = max

1,...,kn−1
|εi,n|, µ(W ) =

∫ 1

0

W (x) log(1/x)dx,

σ2(W ) =

∫ 1

0

∫ 1

0

W (x)W (y)
min(x, y) − xy

xy
dxdy.Théorème 1.5 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1) à(H.4) sont satisfaites. Si k

1/2
n b(log(n/kn)) → Λ ∈ R et k

1/2
n max{1/ log(n), ‖ε‖n,∞} → 0 lorsque

n → ∞ alors,
k1/2

n (θ̂n(ζ) − θ − b(log(n/kn)))
d→ N (0, θ2σ2(W )/µ2(W )).Dans le 
as où lim inf ‖ε‖n,∞ log(n) ≤ 1 ave
 Λ 6= 0, le Théorème 1.5 n'est valable que si ρ > −1
e qui 
orrespond à une vitesse de 
onvergen
e lente dans la 
ondition (H.2). Nous donnons à7



8 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes pour des lois à queue de type Weibullprésent deux 
hoix possibles pour les poids ζi,n, i = 1, . . . , kn − 1.
• En prenant ζi,n = 1 pour tout i = 1, . . . , kn − 1 (i.e. W (x) = 1 pour tout x ∈]0, 1[ et

εi,n = 0 pour tout i = 1, . . . , kn − 1), on retrouve l'estimateur θ̂B
n proposé par Beirlant etal. [8℄. Le résultat de normalité asymptotique établi par Girard [37℄ est une 
onséquen
edire
te du Théorème 1.5.Corollaire 1.1 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1)et (H.2) sont satisfaites. Si k

1/2
n b(log(n/kn)) → 0 et k

1/2
n / log(n) → 0 alors

k
1/2
n (θ̂B

n − θ)
d→ N (0, θ2).

• Nous proposons un nouvel estimateur de θ en utilisant la remarque suivante : d'après (1.9),
log q(α)

log log(1/α)
= θ +

log ℓ(log(1/α))

log log(1/α)
.Ainsi, 
omme log(ℓ(x))/ log(x) → 0 lorsque x → ∞ (voir [10, Propriété 1.3.6℄), on endéduit que pour α → 0,

log q(α) ∼ θ log log(1/α). (1.12)Ainsi, les points (log log(n/i), log(Xn−i+1,n)), i = 1, . . . , kn−1 sont approximativement ré-partis sur une droite de pente θ. Nous proposons d'estimer θ par l'estimateur des moindres
arrés. Nous montrons (voir [34, Corollaire 2℄) qu'il appartient à notre famille d'estimateursave
 les poids :
ζi,n = ζZ

i,n = log log(n/i) − 1

kn − 1

kn−1∑

i=1

log log(n/i) = W (i/kn) + εi,n,où W (x) = −(log(x)+1) et, uniformément en i = 1, . . . , kn−1, εi,n = O(log2(kn)/ log(n))+

O(log(kn)/kn). L'estimateur θ̂n(ζZ) ainsi obtenu est similaire à l'estimateur de Zipf intro-duit par Kratz et al. [87℄ et S
hultze et al. [94℄ dans le 
as de lois à queue lourde. Lanormalité asymptotique de θ̂n(ζZ) est une 
onséquen
e dire
te du Théorème 1.5.Corollaire 1.2 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1)et (H.2) sont satisfaites. Si k
1/2
n b(log(n/kn)) → 0 et k

1/2
n log2(kn)/ log(n) → 0 alors

k
1/2
n (θ̂n(ζZ) − θ)

d→ N (0, 2θ2).1.3.1.2 Utilisation d'autres suites de normalisationDans l'estimateur θ̂B
n , la somme des é
arts entre les logarithmes des statistiques d'ordre estnormalisée par la suite :

T (1)
n =

kn−1∑

i=1

log log(n/i) − log log(n/kn)). (1.13)8



1.3 Inféren
e sur les lois à queue de type Weibull 9Nous proposons de rempla
er 
ette suite (T
(1)
n ) par une suite positive quel
onque (Tn). Ce
inous 
onduit à dé�nir la famille d'estimateurs Θ2 = {θ̂n(Tn), Tn > 0} ave


θ̂n(Tn) =
1

Tn

kn−1∑

i=1

log((Xn−i+1,n) − log(Xn−kn+1,n)). (1.14)Nous montrons dans [33, Théorème 2.1℄ un résultat de normalité asymptotique pour 
ettefamille d'estimateurs. Posons,
un =

kn

∫∞
0

log(1 + x/t)e−xdx

Tn

− 1.Théorème 1.6 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1) et(H.2) sont satisfaites. Si Tnkn log(n/kn) → 1 et k
1/2
n b(log(n/kn)) → Λ ∈ R lorsque n → ∞alors

k1/2
n (θ̂n(Tn) − θ − b(log(n/kn)) − θun)

d→ N (0, θ2).La meilleure vitesse de 
onvergen
e de θ̂n(Tn) est obtenue lorsque Λ 6= 0. Dans 
e 
as, on peutmontrer (voir [33, Proposition 2.2℄) que kn est équivalente à Λ2(log n)−2ρℓ∗(log(n)) où ℓ∗(.) estune fon
tion à variations lentes. Sous l'hypothèse supplémentaire lim inf ‖ε‖n,∞ log(n) ≤ 1, lesestimateurs de la famille Θ1 ont la même vitesse de 
onvergen
e que 
eux de la famille Θ2. LeThéorème 1.6 nous permet de déterminer l'erreur moyenne quadratique asymptotique (AMSE)de θ̂n(Tn). Elle est donnée par
AMSE(θ̂n(Tn)) = (θun + b(log(n/kn)))

2 +
θ2

kn

. (1.15)Le terme de varian
e asymptotique est don
 identique pour tous les estimateurs de la famille.Le biais dépend par 
ontre du 
hoix de la suite (Tn). Le 
hoix idéal pour 
ette suite de norma-lisation serait don
 de prendre Tn de telle sorte que θun + b(log(n/kn)) = 0. Malheureusement,
θ et la fon
tion de biais b(.) sont in
onnus et il est don
 impossible de dé�nir une telle suite
(Tn). Nous donnons à présent quelques 
hoix possibles pour 
ette suite.

• Comme nous l'avons déjà mentionné, le 
hoix (Tn) = (T
(1)
n ) (voir l'équation (1.13)) 
onduità l'estimateur θ̂B

n . La normalité asymptotique de θ̂n(T
(1)
n ) = θ̂B

n est une 
onséquen
e dire
tedu Théorème 1.6.Corollaire 1.3 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1)et (H.2) sont satisfaites. Si k
1/2
n b(log(n/kn)) → 0 et log(kn)/ log(n) → 0 alors

k
1/2
n (θ̂n(T

(1)
n ) − θ)

d→ N (0, θ2).Dans le 
orollaire 1.1 du sous-paragraphe pré
édent, 
e résultat est obtenu sous la 
ondi-tion supplémentaire k
1/2
n / log(n) → 0. 9



10 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes pour des lois à queue de type Weibull
• Un 
hoix naturel pour (Tn) est de prendre la suite annulant une partie du biais asympto-tique : la partie dépendant de un. Pour 
e faire, il su�t de prendre (Tn) = (T

(2)
n ) ave


T (2)
n = kn

∫ ∞

0

log

(
1 +

x

log(n/kn)

)
e−xdx.En remarquant que T

(2)
n = n/knE1(log(n/kn)), où E1(z) dénote l'exponentielle intégrale
al
ulée au point z (voir [1, Chapitre 5, p. 225-233℄), le 
al
ul de la suite T

(2)
n est simpleà e�e
tuer. Il est aussi intéressant de noter que

T (1)
n =

kn∑

i=1

log

(
1 − log(i/kn)

log(n/kn)

)est en fait l'approximation par des sommes de Riemann de T
(2)
n 
ar en intégrant par partieon montre que

T (2)
n =

∫ 1

0

log

(
1 − log(x)

log(n/kn)

)
dx.On déduit du Théorème 1.6 le résultat suivant :Corollaire 1.4 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1)et (H.2) sont satisfaites. Si k

1/2
n b(log(n/kn)) → 0 alors k

1/2
n (θ̂n(T

(2)
n ) − θ)

d→ N (0, θ2).

• Une des hypothèses du Théorème 1.6 étant que Tnkn log(n/kn) → 1, un 
hoix simple estde prendre Tn = T
(3)
n = (kn log(n/kn))−1. La normalité asymptotique de l'estimateur ainsiobtenu est donnée 
i-dessous :Corollaire 1.5 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1)et (H.2) sont satisfaites. Si k

1/2
n b(log(n/kn)) → 0 et k

1/2
n / log(n/kn) → 0 alors

k
1/2
n (θ̂n(T

(3)
n ) − θ)

d→ N (0, θ2).Nous allons à présent 
omparer 
es trois estimateurs en fon
tion de leur erreur moyenne qua-dratique asymptotique dé�nie par l'équation (1.15).Proposition 1.1 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1) et(H.2) sont satisfaites. Si k
1/2
n b(log(n/kn)) → Λ ∈ R, plusieurs situations sont possibles.i) b(.) est asymptotiquement stri
tement positive. Posons β1 = 2 lim

x→∞
xb(x).Si β1 > θ alors, pour n assez grand,

AMSE(θ̂n(T (3)
n )) < AMSE(θ̂n(T (2)

n )) < AMSE(θ̂n(T (1)
n )).Si β1 < θ alors, pour n assez grand,

AMSE(θ̂n(T (2)
n )) < min(AMSE(θ̂n(T (1)

n )), AMSE(θ̂n(T (3)
n ))).10



1.3 Inféren
e sur les lois à queue de type Weibull 11ii) b(.) est asymptotiquement stri
tement négative. Posons β2 = −4 lim
n→∞

b(log n)
kn

log kn
.Si β2 > θ, alors, pour n assez grand,

AMSE(θ̂n(T (1)
n )) < AMSE(θ̂n(T (2)

n )) < AMSE(θ̂n(T (3)
n )).Si β2 < θ, alors, pour n assez grand,

AMSE(θ̂n(T (2)
n )) < min(AMSE(θ̂n(T (1)

n )), AMSE(θ̂n(T (3)
n ))).
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Fig. 1.1 � Comparaison des estimateurs θ̂n(T
(1)
n ) (trait plein), θ̂n(T

(2)
n ) (tirés) et θ̂n(T

(3)
n ) (poin-tillés). En abs
isse, kn et en ordonnée les erreurs moyenne quadratique empiriques (gau
he) etasymptotiques (droite).Comme l'on pouvait s'y attendre, il n'y a pas d'estimateur qui soit préférable dans toutesles situations. Dans le 
as i), β1 ne dépend pas de la suite (kn). Le 
lassement entre les troisestimateurs θ̂n(T

(1)
n ), θ̂n(T

(2)
n ) et θ̂n(T

(3)
n ) dépend don
 uniquement de la loi des observations.Si la fon
tion biais b(.) 
onverge rapidement vers zéro alors β1 < θ et ainsi l'utilisation del'estimateur θ̂n(T

(2)
n ) est préférable. Au 
ontraire, si b(.) 
onverge lentement vers zéro, β1 > θ etl'estimateur θ̂n(T
(3)
n ) sera de meilleure qualité. Dans le 
as ii), β2 dépend de la suite (kn). Si knest petite (par exemple kn ∝ −1/b(log(n))) alors β2 = 0 et l'estimateur θ̂n(T

(2)
n ) est préférable.Inversement, si kn est grande (par exemple kn ∝ (b(log(n)))−2) alors β2 = ∞ et θ̂n(T

(1)
n ) seraasymptotiquement le meilleur estimateur. Les 
omparaisons 
i-dessus sont valables uniquementasymptotiquement. A�n de voir si elles sont aussi valides pour une taille d'é
hantillon �nie, noussimulons N = 200 é
hantillons de taille n = 500 d'une loi Γ(0.5, 1). Pour 
haque é
hantillon,nous 
al
ulons les estimateurs θ̂n,i(T

(1)
n ), θ̂n,i(T

(2)
n ) et θ̂n,i(T

(3)
n ) (i = 1, . . . , N) pour di�érentesvaleurs de kn. Nous en déduisons les erreurs en moyenne quadratique empiriques dé�nies par :

1

N

N∑

i=1

(θ̂n,i(T
(j)
n ) − θ)2, j = 1, 2, 3.11



12 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes pour des lois à queue de type WeibullCes erreurs empiriques sont 
omparées aux erreurs asymptotiques des trois estimateurs donnéespar l'équation (1.15). Les résultats sont présentés dans la Figure 1.1 où l'on s'aperçoit que le
omportement des erreurs empiriques et 
elui des erreurs asymptotiques sont très similaires.Les résultats de 
omparaison des trois estimateurs données dans le Théorème 1.1 semblent don
aussi utilisables pour une taille d'é
hantillon �nie. D'autres simulations ave
 di�érentes lois ontété faites (voir [33℄) 
onduisant à la même 
on
lusion.1.3.1.3 Un estimateur de θ débiaiséNous proposons à présent un estimateur débiaisé de l'indi
e de queue de Weibull θ. Il estbasé sur un modèle de régression exponentiel inspiré de 
eux proposés par Beirlant et al. [4, 52℄et Feuerverger et al. [73℄ pour des lois du domaine d'attra
tion de Fré
het. Plus pré
isément,on dé�nit les variables aléatoires
Zj = j log(n/j)(log(Xn−j+1,n) − log(Xn−j,n)), j = 1, . . . , kn.Nous établissons dans [19, Corollaire 2.1℄ le modèle suivant :

Zj =

(
θ +

(
log(n/kn)

log(n/j)

)
b(log(n/kn))

)
fj + oP(b(log(n/kn))), j = 1, . . . , kn (1.16)où fj , j = 1, . . . , kn sont des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de para-mètre 1 et le terme oP(b(log(n/kn))) ne dépend pas de j. On obtient à partir du modèle (1.16)l'approximation

Zj ≈ θ + b(log(n/kn))xj + ηj , j = 1, . . . , kn (1.17)où ηj est un terme d'erreur aléatoire 
entré et xj = log(n/kn)/ log(n/j). En estimant les para-mètres θ et b(log(n/kn)) du modèle de régression linéaire (1.17) par la méthode des moindres
arrés ordinaires, nous dé�nissons l'estimateur de θ débiaisé par :
θ̂D

n =
1

kn

kn∑

j=1

Zj −
b̂(log(n/kn))

kn

kn∑

j=1

xj , (1.18)où
b̂(log(n/kn)) =

kn∑

j=1

(
xj −

1

kn

kn∑

j=1

xj

)
Zj

/
kn∑

j=1

(
xj −

1

kn

kn∑

j=1

xj

)2

. (1.19)La normalité asymptotique de θ̂D
n est donnée par le résultat 
i-dessous (voir [19, Théorème 3.1℄).Théorème 1.7 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1) et(H.2) sont satisfaites. Si la fon
tion b(.) est telle que x|b(x)| → ∞ lorsque x → ∞ et si

k
1/2
n

log(n/kn)
b(log(n/kn)) → Λ̃ ∈ R,ave
 en plus, si Λ̃ = 0, log2(kn)

log(n/kn)
→ 0 et k

1/2
n

log(n/kn)
→ ∞, on a :

k
1/2
n

log(n/kn)
(θ̂D

n − θ)
d→ N (0, θ2).12



1.3 Inféren
e sur les lois à queue de type Weibull 13L'hypothèse x|b(x)| → ∞ implique que dans la 
ondition (H.2) la vitesse de 
onvergen
e estlente (et plus parti
ulièrement que ρ ≥ −1). Les estimateurs non débiaisés de θ auront don
tendan
e à avoir un biais important dans 
e 
as. On peut montrer (voir [19, Tableau 1℄) queles lois normale, Gamma satisfont 
ette hypothèse mais pas les lois de Weibull. En prenant
Λ 6= 0 dans les Théorèmes 1.5 et 1.6 et Λ̃ 6= 0 dans le Théorème 1.7, on montre que l'estimateurdébiaisé θ̂D

n admet la même vitesse de 
onvergen
e que les estimateurs des familles Θ1 et Θ2ave
 en plus un biais asymptotique nul.Nous e�e
tuons une simulation a�n de 
omparer le 
omportement de l'estimateur non dé-biaisé θ̂B
n ave
 
elui de l'estimateur débiaisé θ̂D

n . Nous générons N = 100 é
hantillons de taille
n = 500 selon une loi normale 
entrée et réduite (pour laquelle θ = 1/2). En fon
tion du nombrede statistiques ordonnées kn, nous 
omparons sur la Figure 1.2 les moyennes empiriques desdeux estimateurs ainsi que leurs erreurs moyennes quadratiques empiriques. Nous notons unbon 
omportement de l'estimateur débiaisé en terme de biais ainsi qu'en terme de varian
e. Laméthode de débiaisage proposée semble don
 e�
a
e à taille d'é
hantillon �nie. Des simulationssur d'autres lois ont 
on�rmé 
e bon 
omportement (voir [19, Se
tion 4℄)

Fig. 1.2 � Comparaison des estimateurs θ̂D
n (×) et θ̂B

n (⋄). En abs
isse, kn et en ordonnée leserreurs en moyenne quadratique empiriques (gau
he) et asymptotiques (droite).En ne tenant pas 
ompte du terme de biais dans le modèle de régression (1.16), nous obtenonsun estimateur non débiaisé de θ dé�ni par :
1

kn

kn∑

j=1

Zj.Nous montrons dans [19, Théorème 2.2℄ que l'erreur moyenne quadratique asymptotique (AMSE)de 
et estimateur est donnée par :
AMSE(kn) =

θ2

kn
+

(
b(log(n/kn))

kn

kn∑

j=1

log(n/kn)

log(n/j)

)2

.13



14 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes pour des lois à queue de type WeibullUn 
hoix possible pour kn est alors de prendre kopt
n = arg minkn

AMSE(kn). Nous pouvonsestimer 
ette erreur par la quantité ÂMSE(kn) obtenue en remplaçant θ et b(log(n/kn) par lesestimateurs θ̂D
n et b̂(log(n/kn) dé�nis pré
édemment. Le nombre kopt

n est estimé par :
k̂n = arg min

kn

ÂMSE(kn).Comme l'ont fait remarquer ré
emment Asimit et al. [2℄, AMSE(kn) ∼ θ2/kn+b2(log(n)). Ainsi,la séle
tion du nombre d'observations kn n'est pas justi�ée théoriquement puisque kopt
n ∼ n.Cependant, les simulations e�e
tuées dans [19, Se
tion 4℄ montrent que l'utilisation de la valeur

k̂n pour estimer l'indi
e Θ 
onduit à de bons résultats.1.3.2 Estimation de quantiles extrêmesToujours pour des lois à queue de type Weibull, nous nous intéressons à présent au problèmed'estimation d'un quantile extrême q(αn) lorsque l'ordre αn 
onverge vers zéro. Le prin
ipalestimateur de q(αn) disponible dans la littérature a été proposé par Beirlant et al. [8℄. Il estbasé sur l'approximation (1.12) qui assure que pour n assez grand, on a sous l'hypothèse (H.1) :
log q(αn) ≈ θ log log(1/αn) et log q(kn/n) ≈ θ log log(n/kn).En soustrayant membre à membre les deux approximations 
i-dessus et en appliquant la fon
tionexponentielle, on montre fa
ilement que :

q(αn) ≈ q(kn/n)

(
log(1/αn)

log(n/kn)

)θ

.En estimant q(kn/n) par Xn−kn+1,n qui est le quantile asso
ié à la fon
tion de répartitionempirique et θ par θ̂B
n , Beirlant et al. [8℄ proposent l'estimateur suivant :

q̂B(αn) = Xn−kn+1,n

(
log(1/αn)

log(n/kn)

)θ̂B
n

.La 
onstru
tion de 
et estimateur est similaire à 
elle de l'estimateur proposé par Weissman [98℄(voir équation 1.4) pour des lois du domaine d'attra
tion de Fré
het. Un autre estimateur de
q(αn) a été proposé par Beirlant et al. [3℄. Il est dé�ni par :

q̂B∗(αn) = Xn−kn+1,n

(
1 +

σ̂n log(kn/(nαn))

θ̂B∗
n Xn−kn+1,n

)θ̂B∗

n

,ave

σ̂n =

1

kn − 1

kn−1∑

i=1

(Xn−i+1,n − Xn−kn+1,n) et θ̂B∗
n =

log n/kn

Xn−kn+1,n

σ̂n.Etant donné que
1 +

σ̂n log(kn/(nαn))

θ̂B∗
n Xn−kn+1,n

=
log(1/αn)

log(n/kn)
,14



1.3 Inféren
e sur les lois à queue de type Weibull 15l'estimateur q̂B∗(αn) est en fait l'estimateur q̂B(αn) pour lequel l'indi
e θ n'est pas estimé par
θ̂B

n mais par θ̂B∗
n . Nous proposons dans [31℄ d'uni�er l'étude du 
omportement asymptotique de
es deux estimateurs. Plus généralement, nous nous intéressons à la famille d'estimateurs duquantile extrême q(αn) dé�nie par Qαn = {q̂(αn, θ̂n), θ̂n estimateur de θ} ave


q̂(αn, θ̂n) = Xn−kn+1,nτ θ̂n
n , τn =

log(1/αn)

log(n/kn)
,où θ̂n est un estimateur quel
onque de θ.1.3.2.1 Etude de la famille d'estimateurs QαnNous nous proposons d'établir la loi asymptotique des estimateurs de la famille Qαn . Deuxsituations peuvent se présenter : soit l'estimateur θ̂n 
onverge rapidement vers θ de telle sorteque la loi asymptotique de q̂(αn, θ̂n) est donnée par 
elle de la statistique d'ordre Xn−kn+1,n.Cette situation se présente lorsque la 
ondition 
i-dessous est satisfaite :(H.5) Il existe une suite βn telle que log(n/kn)k

1/2
n (θ̂n − βn − θ)

P→ 0.Soit la vitesse de 
onvergen
e de θ̂n vers θ est inférieure à log(n/kn)k
1/2
n et dans 
e 
as la loiasymptotique est 
elle de l'estimateur de l'indi
e θ. Cette situation est dé
rite par la 
ondition(H.6) Il existe deux suites ϑn et βn ainsi qu'une loi non dégénérée D telles que :

ϑn = o(log(n/kn)k
1/2
n ) et ϑn(θ̂n − βn − θ)

d→ D.Dans les deux situations, la suite (βn) représente le biais asymptotique de l'estimateur de l'in-di
e θ. Le théorème suivant établit la loi asymptotique des estimateurs de la famille {q̂(αn, θ̂n)}dans les deux situations dé
rites 
i-dessus.Théorème 1.8 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1) et(H.2) sont satisfaites. Si τn → τ ∈]1,∞[ alors :
• sous la 
ondition (H.5) et si k

1/2
n log(n/kn)b(log(n/kn)) → 0,

log(n/kn)k1/2
n τ−βn

(
q̂(αn, θ̂n)

q(αn)
− τβn

n

)
d→ N (0, θ2).

• sous la 
ondition (H.6) et si ϑnb(log(n/kn)) → 0,
ϑn

log(τ)
τ−βn

(
q̂(αn, θ̂n)

q(αn)
− τβn

n

)
d→ D.Le meilleur estimateur du quantile extrême q(αn) est obtenu en utilisant un estimateur de θsatisfaisant l'hypothèse (H.5) ave
 βn = 0. Malheureusement, à notre 
onnaissan
e, un telestimateur de θ n'existe pas. A titre d'exemple, l'estimateur de θ proposé par Broniatowski [12℄satisfait la 
ondition (H.5)mais ave
 un biais asymptotique βn non nul. Pour la grande majorité15



16 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes pour des lois à queue de type Weibulldes estimateurs de l'indi
e θ (notamment 
eux introduits dans le paragraphe 1.3.1), 
'est la
ondition (H.6) qui est satisfaite ave
 un biais asymptotique pouvant être annulé.La 
ondition τn → τ ∈]1,∞[ implique que l'on peut 
hoisir un ordre αn proportionnel à n−τ .Ainsi, plus τ est grand plus le quantile estimable est extrême. En 
ontre partie, une grandevaleur de τ augmente la varian
e asymptotique de l'estimateur dans les deux situations.On peut montrer que la vitesse de 
onvergen
e de q̂(αn, θ̂n) lorsque la 
ondition (H.6) estsatisfaite ave
 un biais asymptotique βn = 0 est de l'ordre de (log(n))−ρ−ǫ où ǫ ∈]0,−ρ[ peutêtre 
hoisi aussi petit que l'on veut.1.3.2.2 Un estimateur de q(αn) débiaiséNous utilisons les estimateurs de θ et du biais b(log(n/kn)) dé�nis dans le sous-paragraphe 1.3.1.3,équations (1.18) et (1.19) pour proposer un estimateur débiaisé du quantile extrême q(αn). Pluspré
isément, on se base sur le résultat suivant : sous la 
ondition (H.2), si τn → τ ∈]1,∞[, ona lorsque n → ∞
q(αn) ∼ q(kn/n)τ θ

n exp{b(log(n/kn))Kρ(τn)}.En estimant q(kn/n) par la statistique d'ordre Xn−kn+1,n, θ par θ̂D
n (voir équation (1.18)),

b(log(n/kn)) par b̂(log(n/kn)) (voir équation (1.19)) et ρ par un estimateur ρ̂n, nous proposonsl'estimateur
Xn−kn+1,nτ θ̂D

n
n exp{b̂(log(n/kn))Kρ̂n(τn)}.Si on néglige le terme de 
orre
tion exp{b̂(log(n/kn))Kρ̂n(τn)} dans l'expression 
i-dessus, onretrouve l'estimateur non débiaisé q̂(αn, θ̂

D
n ) appartenant à la famille Qαn . Con
ernant le para-mètre ρ, plusieurs estimateurs ont été proposés pour des modèles di�érents (
itons les travauxde Gomes [40℄, Gomes et al. [41℄, Feuerverger et al. [73℄ Peng et al. [46℄ et Beirlant et al. [4℄).Dans le résultat suivant (voir [20, Théorème 1℄), nous montrons que l'on peut rempla
er ρ̂n parune valeur arbitraire ρ♮ < 0 et obtenir un estimateur

q̂D(αn) = Xn−kn+1,nτ θ̂D
n

n exp{b̂(log(n/kn))Kρ♮(τn)}asymtotiquement normal.Théorème 1.9 On se pla
e sous le modèle (1.8) et on suppose que les 
onditions (H.1) et(H.2) sont satisfaites. Si la fon
tion b(.) est telle que x|b(x)| → ∞ lorsque x → ∞, si τn →
τ ∈]1,∞[ et si

k
1/2
n

log(n/kn)
b(log(n/kn)) → Λ̃ ∈ R,ave
 en plus, si Λ̃ = 0, log2(kn)

log(n/kn)
→ 0 et k

1/2
n

log(n/kn)
→ ∞, on a :

k
1/2
n

log(n/kn)

(
q̂D(αn)

q(αn)
− 1

)
d→ N (Λ̃µ(τ), θ2σ2(τ)),ave
 σ2(τ) = (Kρ♮(τ) − log(τ))2 et µ(τ) = (Kρ♮(τ) − Kρ(τ))2.16



1.4 Autres domaines d'attra
tion 17Si Λ̃ 6= 0 et si ρ♮ = ρ alors l'estimateur q̂D(αn) est sans biais ave
 une vitesse de 
onvergen
ede l'ordre de log−ρ♮

(n)ℓ∗(log(n)) où ℓ∗(.) est une fon
tion à variations lentes. Cette vitesse estmeilleure que 
elle obtenue pour les estimateurs de la familleQαn lorsque θ̂n satisfait l'hypothèse(H.6) ave
 un biais asymptotique βn = 0. Evidemment un mauvais 
hoix de ρ♮ 
onduit à unestimateur du quantile extrême biaisé. Notons 
ependant que les lois à queue de type Weibullusuelles (loi normale, Gamma) ont un paramètre du se
ond ordre ρ = −1. En pratique, nousprenons don
 une valeur ρ♮ égale à −1.1.4 Autres domaines d'attra
tionDans 
ette se
tion, nous regroupons les travaux e�e
tués sur l'estimation de l'indi
e γ et surl'estimation de quantiles extrêmes pour des lois autres que les lois à queue de type Weibull.Dans le paragraphe 1.4.1 nous nous intéressons aux lois dans le domaine d'attra
tion de Weibull(lois à support borné). Les résultats présentés dans 
e paragraphe sont issus de ma thèse [76℄et ne sont don
 pas détaillés i
i. Un estimateur de l'indi
e des valeurs extrêmes γ valable quelque soit le domaine d'attra
tion est proposé dans le paragraphe 1.4.2. Ce travail a fait l'objetde deux publi
ations en 
ollaboration ave
 Stéphane Girard : en tant que 
hapitre dans unlivre [32℄ et 
omme Note dans les Comptes-Rendus de l'A
adémie des S
ien
es [30℄.1.4.1 Domaine d'attra
tion de WeibullDans tout 
e paragraphe, on 
onsidère un é
hantillon X1, . . . , Xn de variables aléatoiresindépendantes et de même fon
tion de répartition F (.) satisfaisant (1.5). On note par X1,n ≤
. . . ≤ Xn,n les statistiques d'ordre asso
iées. Très souvent, un estimateur de quantiles extrêmespour une loi à support borné F (.) est utilisé 
omme estimateur du point terminal xF . Ene�et, l'estimateur ainsi obtenu présente l'avantage d'être plus robuste aux valeurs aberrantesde l'é
hantillon que l'estimateur naïf 
onsistant à prendre le maximum des observations. Cettete
hnique est notamment utilisée pour faire de l'estimation de support (voir Chapitre 2). Dansle 
adre de ma thèse dirigée par P. Ja
ob et S. Girard, nous avons proposé notamment deuxestimateurs de l'indi
e des valeurs extrêmes γ < 0 ainsi qu'un estimateur de quantiles extrêmesadaptés au domaine d'attra
tion de Weibull. Le premier estimateur de γ est dé�ni par

γ̂T1

n = − log((1 − un)/(1 − vn)

τun/τvn

,ave

τun = I{Xn,n > 0}

n∑

i=1

I{Xi ≥ unXn,n} et τvn = I{Xn,n > 0}
n∑

i=1

I{Xi ≥ vnXn,n}.Son existen
e est assurée par [76, Lemme 3.3℄. Le se
ond estimateur de γ est dé�ni 
ommeétant la solution de l'équation en ξ :
1 − un

1 − vn

(
τ−ξ
un

− 1

τ−ξ
vn − 1

)
= 1.17



18 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes pour des lois à queue de type WeibullL'existen
e et l'uni
ité de la solution de 
ette équation sont assurées par [76, Lemme 3.4℄. La
onvergen
e faible des estimateurs γ̂T1

n et γ̂T2

n est montrée dans [76, Théorèmes 3.5 et 3.7℄. Lanormalité asymptotique de γ̂T1

n est quant à elle établie dans [76, Théorème 3.8℄ sous l'hypothèserestri
tive γ < −1/2.Con
ernant l'estimation de quantiles extrêmes, nous dé�nissons un estimateur de q(αn) par
q̂T
n (αn, γ̂n) = Xn,n

vn(τ−γ̂n
un

− (nαn)−γ̂n) − un(τ−γ̂n
vn

− (nαn)−γ̂n)

τ−γ̂n
un − τ−γ̂n

vn

,où γ̂n est un estimateur faiblement 
onsistant de γ. La 
onsistan
e faible de l'estimateur estdonnée dans [76, Théorème 4.1℄). Nous montrons dans [76, Théorème 4.3℄ que si αn < 1/n,
P{q̂T

n (αn, γ̂n) > Xn,n} → 1 lorsque n → ∞. Ce
i est une 
ondition minimale pour que l'estima-teur naïf Xn,n ne soit pas toujours préférable à q̂T
n (αn, γ̂n).1.4.2 Ensemble des domaines d'attra
tionDans 
e paragraphe, nous proposons un estimateur de l'indi
e des valeurs extrêmes γ ∈ Rvalable quel que soit le domaine d'attra
tion auquel appartient la loi étudiée. Pour 
e faire, ondispose d'un é
hantillon X1, . . . , Xn de variables aléatoires indépendantes et de même fon
tionde répartition F (.) (l'é
hantillon ordonné asso
ié est noté X1,n ≤ . . . ≤ Xn,n). Dans 
e 
adre,l'estimateur le plus 
onnu a été introduit par Dekkers et al. [18℄. C'est une adaptation del'estimateur de Hill au 
as γ ∈ R. Un estimateur débiaisé a été proposé par Beirlant et al. [5℄.Nous pouvons aussi 
iter les estimateurs introduits par Feueverger et al. [73℄, Gomes [40℄ et deHaan et al. [16℄. Un autre estimateur intéressant de γ ∈ R a été proposé par Pi
kands [90℄. Ilest dé�ni par :

γ̂P
n =

1

log(2)
log

(
Xn−kn+1,n − Xn−2kn+1,n

Xn−2kn+1,n − Xn−4kn+1,n

)
, (1.20)où kn est un entier stri
tement positif et inférieur à n/4. Les propriétés asymptotiques de 
etestimateur ont été étudiées par Dekkers et al. [67℄. L'expression de l'estimateur de Pi
kandsdé
oule d'un résultat sur le quantile q(α) asso
ié à la fon
tion de répartition F (.) (voir deHaan [65℄). Si la fon
tion de répartition F (.) appartient à l'un des trois domaines d'attra
tionalors, uniformément lo
alement en x, y > 0, y 6= 1,

lim
t→∞

q(1/(tx)) − q(1/t)

q(1/(ty)) − q(1/t)
=

Kγ(x)

Kγ(y)
, (1.21)où Kt(x) =

∫ x

1
ut−1du. En remplaçant dans (1.21) le quantile q(α) par son estimateur empirique

inf{x, F̂n(x) ≥ 1 − α} où F̂n(.) est la fon
tion de répartition empirique, t par n/(2kn), x par
1/2 et y par 2, on obtient (pour n assez grand) l'approximation :

Xn−4kn+1,n − Xn−2kn+1,n

Xn−kn+1,n − Xn−2kn+1,n
≈ −2−γ . (1.22)L'estimateur de Pi
kands est la solution de l'équation (1.22) en γ. Un des in
onvénients de γ̂P

nest qu'il n'utilise pas l'information apportée par la plus grande observation. Nous proposonsdans [30, 32℄ un estimateur de γ pro
he de l'estimateur de Pi
kands mais utilisant l'observation18
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Xn,n. Pour 
e faire, on rempla
e dans (1.21) le quantile q(.) par son estimateur empirique, xpar 1/kn, y par c/kn où 1 < kn < n, c > 1 et t par n. Pour n assez grand, on obtient alorsl'équation en γ :

Xn−kn+1,n − Xn,n

Xn−⌊knc⌋+1,n − Xn,n

≈ Kγ(1/kn)

Kγ(c/kn)
, (1.23)où ⌊x⌋ dénote la partie entière de x. On dé�nit l'estimateur de γ noté γ̂N

n 
omme étant la solu-tion de l'équation (1.23) en γ. Nous montrons dans [32, Lemme 1℄ que 
ette solution existe etest unique. L'estimateur γ̂N
n présente la parti
ularité de ne pas être toujours asymptotiquementnormal (voir [32, Théorème 2℄). Pour démontrer 
e résultat, nous introduisons les 
onditionssuivantes :(H.7) la fon
tion quantile q(.) admet une dérivée négative et il exite une fon
tion à variationslentes ℓ∗(.) telle que pour α ∈]0, 1[, q′(α) = −α−(1+γ)ℓ∗(1/α).On pose δ = min(−γ, 1/2) et on introduit les variables aléatoires Zkn = F̄ (Xn−kn+1,n)/F̄ (Xn,n)et Nn = 1/F̄ (Xn,n).(H.8) La fon
tion à variations lentes ℓ∗(.) est telle que :

Kδ(kn/c) sup
t∈[1,Zkn/c]

∣∣∣∣
ℓ∗(tNn/Zkn/c)

ℓ∗(Nn/Zkn/c)
− 1

∣∣∣∣
P→ 0.Les 
onditions (H.7) et (H.8) sont des hypothèses du se
ond ordre sur la fon
tion quantile

q(.). Des 
onditions similaires sont utilisées par Dekkers et al. [67℄ pour établir la normalitéasymptotique de l'estimateur de Pi
kands. La 
ondition (H.11) 
ontr�le la vitesse de 
onver-gen
e du rapport ℓ∗(tx)/ℓ∗(x) vers 1. La loi asymptotique de γ̂N
n est donnée dans le résultat
i-dessous.Théorème 1.10 Posons Vkn(γ) = Kδ(kn){(log(kn)−1)I{γ ≥ 0}+1}. Si la suite (kn) satisfaitl'hypothèse (H.1) et si les 
onditions (H.7) et (H.8) sont satisfaites alors, pour tout t ∈ R,

lim
n→∞

P{Vkn(γ)(γ̂N
n − γ) ≤ t} =





exp(−e−t) si γ > 0,
exp(−e−t/2) si γ = 0,
exp{−[1 + t log(c)/Kγ(1/c)]

−1/γ} si − 1/2 < γ < 0,
Φ{−tc−γ log(c)/(2γσ)} si γ < −1/2,où σ = c−γ(c − 1)1/2 et Φ(.) est la fon
tion de répartition asso
iée à la loi normale 
entrée etréduite.Le 
as γ = −1/2 n'est pas traité dans le Théorème 1.10. Nous avons 
ependant montré quedans 
e 
as Vkn(γ)(γ̂N

n − γ) 
onverge vers une loi non dégénérée n'admettant pas d'expressionexpli
ite pour sa fon
tion de répartition. Nous montrons aussi dans [32, Corollaire 1℄ que sous
ertaines 
onditions, si γ < 0, alors la vitesse de 
onvergen
e Vkn(γ) de l'estimateur γ̂N
n est del'ordre d'une puissan
e de n alors que si γ ≥ 0, la vitesse de 
onvergen
e est dans le meilleurdes 
as de l'ordre de log2(n). 19
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lusion et perspe
tivesDans 
e 
hapitre, nous nous sommes intéressés à la famille des lois à queue de type Weibull.Nous avons proposé plusieurs estimateurs de l'indi
e de queue et de quantiles extrêmes. Ce typede lois intervenant dans de nombreuses appli
ations (hydrologie notammment), des publi
ationsré
entes leur sont 
onsa
rées. Citons par exemple Dier
kx et al. [21℄ qui utilisent la moyennedes ex
ès au dessus d'un seuil pour estimer l'indi
e de queue de Weibull et Goegebeur et al. [39℄qui proposent des tests d'adéquation pour 
es types de lois.Les dire
tions de re
her
he asso
iées à 
ette thématique sont nombreuses. La première 
onsisteà relier les résultats d'estimation obtenus dans 
e 
hapitre ave
 
eux obtenus pour des lois àqueue lourde. Pour 
e faire, en 
ollaboration ave
 S. Girard et A. Guillou, nous avons intro-duit dans un travail soumis [35℄ une famille de lois englobant notamment les lois du domained'attra
tion de Fré
het et les lois à queue de type Weibull. La fon
tion de survie de 
es lois estdonnée par
F̄ (x) = exp

(
−K−1

τ (log(x1/θℓ(x))
)
, (1.24)où θ > 0, ℓ(.) est une fon
tion à variations lentes et

Kτ (x) =

∫ x

1

uτ−1du, τ ∈ [0, 1].Ainsi, si τ = 0, F̄ (.) est la fon
tion de survie d'une loi à queue de type Weibull d'indi
e θ.Si τ = 1, la fon
tion de survie est 
elle d'une loi du domaine d'attra
tion de Fré
het ave
pour indi
e des valeurs extrêmes θ. Si τ est 
onnu, nous proposons d'estimer le paramètre θ dumodèle (1.24) par
θ̂n =

1

µ1,τ (log(n/kn))

1

kn − 1

kn−1∑

i=1

(log(Xn−i+1,n) − log(Xn−kn+1,n)),ave
 pour t > 0,
µ1,τ (log(n/kn)) =

∫ ∞

0

(Kτ (x + t) − Kτ (t))e
−xdx.Nous montrons la normalité asymptotique de 
et estimateur. Nous retrouvons don
 en parti-
ulier les résultats de normalité de l'estimateur de l'indi
e des valeurs extrêmes proposé parHill [84℄ et l'estimateur de l'indi
e de queue de Weibull proposé par Beirlant et al. [8℄.Un autre axe de re
her
he possible est d'utiliser 
e résultat pour proposer des tests d'hypothèsessur les queues de distributions. Pour un jeu de données réelles, on pourrait notamment dé
iders'il est issu d'une loi à queue lourde ou d'une loi à queue de type Weibull.A plus long terme, nous envisageons d'étudier les propriètés asymptotiques des estimateursde l'indi
e des valeurs extrêmes et des quantiles extrêmes lorsque les observations ne sont pasindépendantes. La dépendan
e des observations extrêmes a été étudiée notamment par Falk etal. [26, 27℄. Le 
hoix du nombre de statistiques ordonnés ainsi que l'estimation du paramètredu se
ond ordre ρ sont des problèmes toujours ouverts aussi bien dans le 
as de lois à queuelourde que pour des lois à queue de type Weibull.20
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Chapitre 2Estimation de quantiles extrêmes
onditionnels
2.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, nous nous intéressons au 
as où la variable aléatoire d'intérêt Y est mesurée
onjointement ave
 une 
ovariable x (aléatoire ou non). Cette situation se présente dans denombreux domaines d'appli
ation. Citons par exemple l'hydrologie où la variable Y représentele niveau horaire de pluie (en mm) tombée en un point géographique 
ara
térisé par sa position
x = (latitude, longitude, altitude). Dans d'autres appli
ations la 
ovariable est une 
ourbe. Parexemple en astrophysique, Y est la quantité d'un 
ertain paramètre physique et x est une 
ourbehyperspe
trale (voir le Chapitre 3 pour plus de détails). Notre obje
tif est de proposer dans 
e
adre un estimateur de quantiles extrêmes qui sont alors des fon
tions de la 
ovariable. Dansla suite, 
es quantiles seront appelés quantiles extrêmes 
onditionnels. Dans le 
as 
lassique(i.e. sans 
ovariable), de nombreux estimateurs ont été proposés (nous en donnons quelquesexemples dans le 
hapitre 1). La littérature sur l'estimation de quantiles extrêmes 
onditionnelsest plus ré
ente. Davison et al. [64℄ proposent de modéliser les ex
ès par une loi de Paretogénéralisée dont les paramètres sont des fon
tions de la 
ovariable x. Une forme paramétriqueest supposée sur 
es fon
tions et l'estimation est e�e
tuée par maximum de vraisemblan
e oumoindres 
arrés. Smith [95℄ utilise une méthode similaire en modélisant les maxima par une loides valeurs extrêmes. Le 
as de séries temporelles (i.e. lorsque la 
ovariable est le temps) est
onsidéré par Hall et al. [83℄ et Davison et al. [63℄. Les paramètres de la loi 
onditionnelle de Ysa
hant l'instant de mesure sont estimés en maximisant une vraisemblan
e pondérée par unefon
tion noyau. Nous 
onsidérons i
i prin
ipalement le 
as où la loi 
onditionnelle de Y sa
hantla 
ovariable est une loi à queue lourde. Plus pré
isément, la probabilité pour que Y ≥ y sa
hantque la 
ovariable asso
iée est égale à x est donnée par :

F̄ (y, x) = y−1/γ(x)L(y, x),où γ(.) est une fon
tion à valeurs stri
tement positives appelée indi
e des valeurs extrêmes
onditionnel. De plus, pour tout x �xé, la fon
tion L(., x) est une fon
tion à variations lentes.De manière équivalente, le quantile extrême 
onditionnel d'ordre α est dé�ni par :
q(α, x) = F̄←(α, x) = α−1/γ(x)ℓ(1/α, x), (2.1)25
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onditionnelsoù pour x �xé, ℓ(., x) est une autre fon
tion à variations lentes. Le 
as de lois 
onditionnellesà queue lourde a été 
onsidéré notamment par Beirlant et al. [53, 54℄. Ils imposent une formeparamétrique à la fon
tion γ(.) et en estiment les paramètres par maximum de vraisemblan
e.Dans les se
tions 2.2 et 2.3 nous proposons des estimateurs de l'indi
e des valeurs extrêmes
onditionnel et de quantiles extrêmes 
onditionnels pour le modèle (2.1) en ne faisant au
unehypothèse paramétrique. Le 
as d'une 
ovariable déterministe est 
onsidéré dans la se
tion 2.2.Dans la se
tion 2.3, nous 
onsidérons le 
as d'une 
ovariable aléatoire. En�n, dans la se
tion 2.4,nous 
onsidérons le 
as où la loi 
onditionnelle de Y sa
hant la 
ovariable est dans le domained'attra
tion de Weibull (i.e. à support borné). Estimer le quantile extrême 
onditionnel d'ordrezéro revient don
 à estimer le support de la loi 
onditionnelle.2.2 Cas d'une loi 
onditionnelle à queue lourde ave
 une
ovariable déterministeNous nous intéressons i
i au 
as où la 
ovariable x mesurée simultanément ave
 la variabled'intérêt Y est déterministe et appartient à un espa
e métrique E muni d'une distan
e d.Nous supposons que le quantile extrême 
onditionnel d'ordre α ∈ ]0, 1[ de Y sa
hant x estdonné par (2.1). La variable Y sera supposée positive. Pour tout point t ∈ E, notre obje
tif estd'estimer la quantité q(αn, t) lorsque αn → 0. Pour 
e faire, une estimation préalable de γ(t) estné
essaire. Nous disposons d'observations indépendantes (Y1, x1), . . . , (Yn, xn) obtenues selon lemodèle (2.1). Dans un premier temps, nous séle
tionnons les observations dont la 
ovariable estsu�samment pro
he du point t auquel on souhaite e�e
tuer l'estimation. Plus pré
isément, ondé�nit la boule de 
entre t et de rayon r par :
B(t, r) = {x ∈ E, d(x, t) ≤ r}.Pour estimer γ(t) et q(αn, t), nous utilisons les variables Yi pour lesquelles la 
ovariable asso
iée

xi appartient à la boule B(t, hn,t) où (hn,t) est une suite positive 
onvergeant vers zéro ave
 lataille de l'é
hantillon. Le nombre de variables ainsi séle
tionnées est donné par :
mn,t =

n∑

i=1

I{xi ∈ B(t, hn,t)}.Remarquons que la proportion mn,t/n de points séle
tionnés peut être rappro
hée de la notionde probabilité de petite boule dé�nie notamment dans Ferraty et al. [72℄. Cette proportionmesure la 
on
entration des 
ovariables autour du point t. Les variables ainsi séle
tionnéessont notées {Z1, . . . , Zmn,t} et Z1,mn,t ≤ . . . ≤ Zmn,t,mn,t est l'é
hantillon ordonné asso
ié. Cetteméthode de séle
tion est appelée dans la suite méthode des fenêtres mobiles. Dans [78℄, nousproposons de séle
tionner les variables par la méthode des plus pro
hes voisins. Plus pré
isé-ment, on se �xe un nombre mn,t, et on séle
tionne les variables {Z1, . . . , Zmn,t} asso
iées aux
mn,t 
ovariables les plus pro
hes (au sens de la distan
e d) de t. Les deux appro
hes (fenêtresmobiles ou plus pro
hes voisins) sont équivalentes. Pour simpli�er la réda
tion, les résultatsasymptotiques seront présentés uniquement pour la séle
tion par fenêtres mobiles. L'appli
a-tion (voir paragraphe 2.2.3) est faite en utilisant la méthode des plus pro
hes voisins. Dansle paragraphe 2.2.1, nous proposons une famille d'estimateurs de l'indi
e des valeurs extrêmes26



2.2 Cas d'une loi 
onditionnelle à queue lourde ave
 une 
ovariable déterministe 27
onditionnel. Les résultats obtenus sont publiés dans Extremes [78℄ et Journal of MultivariateAnalysis [77℄ en 
ollaboration ave
 S. Girard. L'estimation de q(αn, t) est traitée dans le pa-ragraphe 2.2.2 et a fait l'objet d'une publi
ation dans Journal of Multivariate Analysis [79℄en 
ollaboration ave
 S. Girard et A. Lekina. L'étude du 
omportement asymptotique de 
esestimateurs requiert entre autres les hypothèses suivantes. Soit t ∈ E la valeur de la 
ovariablepour laquelle on souhaite estimer l'indi
e des valeurs extrêmes 
onditionnel et le quantile ex-trême 
onditionnel. Nous supposerons dans toute la suite que γ(t) > 0.(A.1) La fon
tion à variations lentes ℓ(., t) introduite dans (2.1) est normalisée.Cette hypothèse est équivalente à supposer que la fon
tion à variations lentes ℓ(., t) s'é
rit sousla forme :
ℓ(1/α, t) = c(t) exp

{∫ α−1

1

∆(u, t)

u
du

}
,ave
 ∆(u, t) → 0 lorsque u → ∞. Les deux hypothèses suivantes 
ontr�lent le 
omportementau voisinage de l'in�ni de la fon
tion ∆(., t).(A.2) La fon
tion |∆(., t)| est à variations régulières d'indi
e ρ(t) < 0.Autrement dit, pour tout v > 0, |∆(vy, t)/∆(y, t)| → vρ(t) lorsque y → ∞. Les hypothèses (A.1)et (A.2) impliquent que

log

(
ℓ(v/α, t)

ℓ(1/α, t)

)
= ∆(1/α, t)

vρ(t) − 1

ρ(t)
(1 + o(1)),lorsque α → 0. La fon
tion ∆(., t) détermine don
 la vitesse de 
onvergen
e du rapport

ℓ(v/α, t)/ℓ(1/α, t) vers 1. Les 
onditions (A.1) et (A.2) (dites 
onditions du se
ond-ordre)sont essentielles pour démontrer les résultats de 
onvergen
e en loi des estimateurs. Une valeurdu paramètre du se
ond-ordre ρ(t) pro
he de zéro 
onduit généralement à un biais importantpour les estimateurs des quantiles extrêmes 
onditionnels.(A.3) La fon
tion |∆(., t)| est asymptotiquement dé
roissante.2.2.1 Estimation de l'indi
e des valeurs extrêmes 
onditionnel2.2.1.1 Dé�nition de la famille d'estimateursNous introduisons la famille suivante d'estimateurs de γ(t) :
γ̂n(t, W ) =

kn,t∑

i=1

i log

(
Zmn,t−i+1,mn,t

Zmn,t−i,mn,t

)
W (i/kn,t, t)

/
kn,t∑

i=1

W (i/kn,t, t) , (2.2)où (kn,t) est une suite d'entiers telle que 1 < kn,t < mn,t et W (., t) est une fon
tion dé�niesur ]0, 1[ et telle que ∫ 1

0
W (s, t)ds 6= 0. Des exemples de telles fon
tions seront donnés dansle sous-paragraphe 2.2.1.3. Cette famille d'estimateurs est une extension de 
elle proposée par27
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onditionnelsBeirlant et al. [52℄ dans le 
as non 
onditionnel (sans 
ovariable). Pour fa
iliter l'é
riture desestimateurs, nous posons dans la suite :
{Ci,n(t), i = 1, . . . , kn,t} =

{
i log

(
Zmn,t−i+1,mn,t

Zmn,t−i,mn,t

)
, i = 1, . . . , kn,t

}
.La normalité asymptotique est établie dans le sous-paragraphe 2.2.1.22.2.1.2 Résultat de normalité asymptotiqueLes hypothèses requises sur la fon
tion poids W (., t) sont données 
i-dessous. Elles sont éga-lement utilisées dans Beirlant et al. [52℄ pour démontrer la normalité asymptotique de leursestimateurs.(B.1) Il existe une fon
tion u(., t) dé�nie sur ]0, 1[ telle que pour tout s ∈]0, 1[,

sW (s, t) =

∫ s

0

u(ξ, t)dξ,ave
 pour tout j = 1, . . . , kn,t,
∣∣∣∣∣kn,t

∫ j/kn,t

(j−1)/kn,t

u(ξ, t)dξ

∣∣∣∣∣ < g

(
j

kn,t + 1
, t

)
,où g(., t) est une fon
tion positive, 
ontinue, dé�nie sur ]0, 1[ telle que

∫ 1

0

max(1, log(1/s))g(s, t)ds < ∞.(B.2) Il existe une 
onstante δ1 > 0 telle que
∫ 1

0

|W (s, t)|2+δ1ds < ∞.Le 
omportement asymptotique des estimateurs γ̂n(t, W ) dépend de 
elui de la fon
tion log-quantile au voisinage du point t. Nous introduisons une mesure de l'os
illation de la fon
tionlog-quantile : soit a ∈]0, 1/2[, posons
ωn(a) = sup

{∣∣∣∣log
q(α, x)

q(α, x′)

∣∣∣∣ , α ∈]a, 1 − a[, (x, x′) ∈ B(t, hn,t)
2

}
.Nous donnons à présent le résultat de normalité asymptotique que nous avons obtenu (voir [77,Théorème 2℄).Théorème 2.1 On se pla
e sous le modèle (2.1). Sous les hypothèses (A.1), (A.2), (A.3),(B.1) et (B.2), si kn,t → ∞, mn,t/kn,t → ∞ et s'il existe δ2 > 0 tel que

k2
n,tωn(m

−(1+δ2)
n,t ) → 0, et k

1/2
n,t ∆(mn,t/kn,t, t) → ξ(t) ∈ R,28
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 une 
ovariable déterministe 29alors
k

1/2
n,t (γ̂n(t, W ) − γ(t) − ∆(mn,t/kn,t, t)AB(t, W ))

d→ N (0, γ2(t)AV(t, W )),ave

AB(t, W ) =

∫ 1

0

W (s, t)s−ρ(t)ds et AV(t, W ) =

∫ 1

0

W 2(s, t)ds.Les hypothèses kn,t → ∞ et mn,t/kn,t → ∞ sont 
lassiques en théorie des valeurs extrêmes.Ce sont les adaptations au 
as 
onditionnel de l'hypothèse (H.1) utilisée dans le 
hapitre 1.Remarquons aussi qu'elles impliquent que mn,t → ∞ lorsque n → ∞. Le biais asymptotique de
γ̂n(t, W ) est donné par ∆(mn,t/kn,t, t)AB(t, W ). Le fa
teur ∆(mn,t/kn,t, t) dépend uniquementde la loi des observations. Le fa
teur AB(t, W ) peut être 
ontrolé par un 
hoix judi
ieux dela fon
tion poids W (., t) (voir sous-paragraphe 2.2.1.3). La varian
e asymptotique est quantà elle donnée par γ2(t)AV(t, W )/kn,t. Une grande valeur de γ(t) (i.e. une queue très lourde)
onduit don
 à une importante varian
e asymptotique. I
i en
ore, le fa
teur AV(t, W ) peut êtreminimisé par un bon 
hoix de la fon
tion W (., t) (voir sous-paragraphe 2.2.1.3). La 
ondition
k

1/2
n,t ∆(mn,t/kn,t, t) → ξ(t) ∈ R impose au biais asymptotique d'être du même ordre que lavarian
e asymptotique. En�n, la 
ondition k2

n,tωn(m
−(1+δ2)
n,t ) → 0 est né
essaire pour 
ontr�lerles variations de la loi des estimateurs dans la boule B(t, hn,t).2.2.1.3 Quelques 
hoix de fon
tions poidsDeux 
hoix 
lassiques Le 
hoix le plus simple 
onsiste à prendre dans (2.2) la fon
tion depoids 
onstante W H(s, t) = 1 pour tout s ∈ [0, 1]. Ce
i 
onduit à l'estimateur

γ̂H
n (t) = γ̂n(t, W

H) =
1

kn,t

kn,t∑

i=1

Ci,n(t),qui est une adaptation dire
te de l'estimateur de Hill [84℄. La fon
tion W H(., t) satisfait leshypothèses (B.1) et (B.2) et le Théorème 2.1 s'applique ave
 AB(t, W H) = (1 − ρ(t))−1et AV(t, W H) = 1. Nous avons aussi montré (voir [77, Proposition 2℄) que 
et estimateurpossède la plus petite varian
e asymptotique parmi les estimateurs de la famille (2.2). Nousavons aussi proposé une méthode d'estimation de γ(t) inspirée de 
elle utilisée dans un 
adrenon 
onditionnel par Kratz et al. [87℄ et S
hultze et al. [94℄ pour 
onstruire un estimateur del'indi
e des valeur extrême appelé estimateur de Zipf. Nous nous sommes basés sur la remarquesuivante : pour une valeur de kn,t pas trop grande et pour hn,t pro
he de zéro, les points
(

τi,n(t) =

mn,t∑

j=i

1

j
, log(Zmn,t−i+1,mn,t)

)
, i = 1, . . . , kn,tsont approximativement situés sur une droite de pente γ(t). L'estimateur des moindres 
arrésasso
ié est donné par :

kn,t∑

i=1

(τi,n(t) − τ̄n(t)) log(Zmn,t−i+1,mn,t)

/
kn,t∑

i=1

(τi,n(t) − τ̄n(t))τi,n(t) (2.3)29
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onditionnelsoù
τ̄n(t) =

1

kn,t

kn,t∑

i=1

τi,n(t).En remarquant que (2.3) peut se réé
rire sous la forme
kn,t∑

i=1

(
1

i

i∑

j=1

(τj,n(t) − τ̄n(t))

)
Ci,n(t)

/
kn,t∑

i=1

(
1

i

i∑

j=1

(τj,n(t) − τ̄n(t))

)
,et en montrant que (voir [77, Démonstration du Corollaire 4℄)

1

i

i∑

j=1

(τj,n(t) − τ̄n(t)) ∼ − log(i/kn,t),nous avons proposé d'utiliser la fon
tion poids dé�nie par W Z(s, t) = − log(s) 
onduisant àl'estimateur de γ(t) dé�ni par :
γ̂Z

n (t) = γ̂n(t, W Z) =
1

kn,t

kn,t∑

i=1

log(kn,t/i)Ci,n(t).La fon
tion W Z(., t) satisfaisant les hypothèses (B.1) et (B.2), le Théorème 2.1 établit la nor-malité asymptotique de γ̂Z
n (t) ave
 AB(t, W Z) = (1−ρ(t))−2 et AV(t, W Z) = 2. Cet estimateurpossède évidemment une varian
e asymptotique plus grande que 
elle de γ̂H

n (t). Par 
ontre, l'es-timateur γ̂Z
n (t) donnant des poids plus importants aux grandes observations, il possède un biaisasymptotique plus faible que l'estimateur γ̂H

n (t).Estimateur asymptotiquement sans biais de varian
e minimale Nous avons montrédans [77, Proposition 3℄ que la fon
tion poids W (., t) solution du problème d'optimisation :
minimiser

∫ 1

0

W 2(s, t)ds sous les 
ontraintes ∫ 1

0

W (s, t)s−ρ(t)ds = 0 et

∫ 1

0

W (s, t)ds = 1,est dé�nie par :
W opt(s, t) =

ρ(t) − 1

ρ2(t)

(
ρ(t) − 1 + (1 − 2ρ(t))s−ρ(t)

)
.La fon
tion W opt(., t) véri�ant les hypothèses (B.1) et (B.2), son utilisation dans (2.2) donnelieu à un estimateur asymptotiquement sans biais (AB(t, W opt) = 0) et ayant la plus petite va-rian
e asymptotique possible (i
i AV(t, W opt) = (1− 1/ρ(t))2). Cependant 
et estimateur n'estpas utilisable en pratique 
ar la valeur du paramètre ρ(t) est in
onnue. Nous nous intéressonsà présent à l'estimateur obtenu en remplaçant dans la fon
tion W opt(., t) le paramètre ρ(t) parune valeur arbitraire ρ∗. 30
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onditionnelle à queue lourde ave
 une 
ovariable déterministe 31Estimateur obtenu en remplaçant ρ(t) par ρ∗ Nous 
onsidérons la famille de fon
tionspoids dé�nie par :
{
W opt

ρ∗ (s, t) =
ρ∗ − 1

(ρ∗)2

(
ρ∗ − 1 + (1 − 2ρ∗)s−ρ∗

)
, ρ∗ < 0

}
.Les fon
tions de 
ette famille satisfaisant les hypothèses (B.1) et (B.2), le Théorème 2.1 assurela normalité des estimateurs asso
iés ave
 un biais asymptotique proportionnel à

AB(t, W opt
ρ∗ ) =

(1 − ρ∗)(ρ∗ − ρ(t))

ρ∗(1 − ρ(t))(1 − ρ∗ − ρ(t))
,et une varian
e asymptotique proportionnelle à

AV(t, W opt
ρ∗ ) = (1 − 1/ρ∗)2.Evidemment si ρ∗ = ρ(t) le biais asymptotique est nul. De plus si on 
hoisit ρ∗ < ρ(t) alorsl'estimateur obtenu ave
 le poids W opt

ρ∗ (., t) (noté γ̂opt
n (t, ρ∗)) possède une varian
e asymptotiqueplus faible que l'estimateur asymptotiquement sans biais de varian
e minimale. Le 
hoix de ρ∗reste 
ependant di�
ile. Comme le suggérent Feuerverger et al. [73℄, un 
hoix possible est deposer ρ∗ = −1. Pour 
e 
hoix, la varian
e asymptotique de γ̂opt

n (t,−1) sera 4 fois plus importanteque 
elle de l'estimateur γ̂H
n (t). Con
ernant le biais asymptotique, on a :

AB(t, W Z) ≤ AB(t, W H) ≤ AB(t, W opt
−1 ) si ρ(t) ≤ −4,

AB(t, W Z) ≤ AB(t, W opt
−1 ) ≤ AB(t, W H) si ρ(t) ∈ [−4,−(1 +

√
33)/4 ≈ −1.686],

AB(t, W opt
−1 ) ≤ AB(t, W Z) ≤ AB(t, W H) si ρ(t) ∈ [−(1 +

√
33)/4, 0].Ainsi pour des valeurs de ρ(t) pro
he de zéro (plus pré
isément supérieures à -1.686), l'estima-teur γ̂opt

n (t,−1) possède un biais asymptotique plus faible que 
eux de γ̂H
n (t) et γ̂Z

n (t).Famille de poids log-gamma Nous nous sommes aussi intéressés dans [78℄ aux fon
tionspoids de la forme :
W (s, t) = p(s, a, λ) =

λ−a

Γ(a)
s−1/λ−1(− log s)a−1,où a ≥ 1 et λ ∈]0, 1]. La fon
tion p(., a, λ) est une densité sur l'intervalle ]0, 1[ introduitenotamment par Consul et al. [59℄ sous le nom de densité log-gamma. En prenant a = λ = 1 onretrouve la fon
tion W H(., t) et ave
 a = 2 et λ = 1, on obtient la fon
tion poids W Z(., t). Lafon
tion p(., a, λ) satisfait les hypothèses (B.1) et (B.2) ave
 :

AB(t, p(., a, λ)) = AB(a, λ, ρ(t)) = (1 − λρ(t))−a et

AV(t, p(., a, λ)) = AV(a, λ) =
Γ(2a − 1)

λΓ2(a)
(2 − λ)1−2a.Une méthode pour 
hoisir au mieux les paramètres a et λ est de minimiser en 
es paramètresla moyenne asymptotique du 
arré des erreurs donnée d'après le Théorème 2.1 par :

∆2

(
mn,t

kn,t
, t

)
AB2(a, λ, ρ(t)) + γ2(t)

AV(a, λ)

kn,t
.31
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onditionnelsCette erreur n'est pas 
al
ulable en pratique 
ar le paramètre ρ(t) et la fon
tion ∆(., t) sontin
onnus. Nous proposons de rempla
er le 
arré du biais asymptotique AB2(a, λ, ρ(t)) par samoyenne sur toutes les valeurs possibles de ρ(t) :
MSB(a, λ) =

∫ 0

−∞

AB2(a, λ, ρ)dρ =
1

λ(2a − 1)
,et de majorer l'erreur obtenue de la façon suivante : en posant π(a, λ) = MSB(a, λ)AV(a, λ),on a pour tout λ ∈]0, 1] et a ∈ [1, amax],

∆2

(
mn,t

kn,t
, t

)
MSB(a, λ) + γ2(t)

AV(a, λ)

kn,t
=

π(a, λ)

kn,t

{
kn,t∆

2(mn,t/kn,t, t)

AV(a, λ)
+

γ2(t)

MSB(a, λ)

}

≤ π(a, λ)

kn,t

{
ξ2(t) + o(1) + γ2(t)(2amax − 1)

}
.Nous proposons alors de trouver les paramètres a et λ minimisant le produit π(a, λ). Lesrésultats de 
e problème d'optimisation sont donnés par

λπ =
4

1 + 2aπ

et aπ ≈ 2, 19.En terme de biais asymptotique, l'estimateur γ̂π
n(t) obtenu en utilisant la fon
tion poids p(., aπ, λπ)est meilleur que l'estimateur γ̂H

n (t) mais mois bon que γ̂Z
n (t). Con
ernant la varian
e asympto-tique, le 
lassement est inversé. Pour la famille des fon
tions de poids log-gamma, nous avonsmontré que si l'on �xe MSB(a, λ) à la valeur b, la varian
e asymptotique est alors proportion-nelle à :

b
Γ(2a)

Γ2(a)

{
2 − 1

b(2a − 1)

}1−2a

, a ≥ max{1, (1 + b)/(2b)}.Nous pouvons don
 
al
uler pour une valeur �xée b de MSB(a, λ) la varian
e asymptotiqueoptimale obtenue en minimisant la quantité 
i-dessus :
OAV(b) = min

a≥max{1,(1+b)/(2b)}
b
Γ(2a)

Γ2(a)

{
2 − 1

b(2a − 1)

}1−2a

.La Figure 2.1 
i-dessous représente la quantité OAV(b) en fon
tion de b. Il apparaît que lesestimateurs γ̂H
n (t) et γ̂π

n(t) sont optimaux en 
e sens qu'ils ont la plus petite varian
e possible
ompte tenu de leur biais respe
tif. Par 
ontre, l'estimateur γ̂Z
n (t) n'est pas optimal puisquel'on peut trouver un 
hoix de a et λ 
onduisant à un estimateur ayant la même valeur de MSBmais ave
 une varian
e asymptotique plus faible.32
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Fig. 2.1 � Varian
e optimale OAV en fon
tion de la valeur de MSB. Les estimateurs γ̂H
n (t)(HILL), γ̂Z

n (t) (ZIPF) et γ̂π
n(t) (PI) sont représentés par des 
roix (×).2.2.2 Estimation de quantiles extrêmes 
onditionnelsNous nous intéressons à présent à l'estimation de quantiles extrêmes 
onditionnels au point

t ∈ E dé�nis par
q(αmn,t , t) = α−γ(t)

mn,t
ℓ(1/αmn,t , t),où αmn,t → 0 lorsque n → ∞. Rappelons que mn,t est le nombre d'observations séle
tionnéespour l'estimation au point t et que mn,t → ∞ lorsque n → ∞. Con
ernant la vitesse de 
onver-gen
e de αmn,t vers zéro, nous 
onsidérons trois situations :(S.1) αmn,t → 0 et mn,tαmn,t → ∞,(S.2) αmn,t → 0 et ⌊mn,tαmn,t⌋ → r ∈ {1, 2, . . .},(S.3) αmn,t → 0 et ⌊mn,tαmn,t⌋ → 0,où ⌊x⌋ est la partie entière de x. La situation (S.1) a été étudiée dans le 
as non-
onditionnel parDekkers et al. [67℄ et le 
as mn,tαmn,t → 0 (
as parti
ulier de la situation (S.3)) par de Haan [65℄et de Haan et al. [66℄. Dans la situation (S.1), le quantile extrême 
onditionnel est situé dansl'intervalle [Z1,mn,t , Zmn,t,mn,t ] ave
 une probabilité tendant vers 1 (voir [79, Proposition 2℄). Onpeut don
 utiliser l'estimateur obtenu en inversant la fon
tion de répartition empirique 
al
uléeà partir des observations {Z1, . . . , Zmn,t} :

q̂1(αmn,t , t) = Zmn,t−⌊mn,t⌋+1,mn,t .Dans la situation (S.2), 
omme pour n assez grand, ⌊mn,tαmn,t⌋ = r ≥ 1, on peut aussiutiliser l'estimateur q̂1(αmn,t , t). En�n, dans la situation (S.3), l'estimateur q̂1(αmn,t , t) n'est33



34 Chapitre 2. Estimation de quantiles extrêmes 
onditionnelsplus utilisable. Le quantile extrême extrême 
onditionnel que l'on souhaite estimer est, ave
une probabilité asymptotique non nulle, plus grand que l'observation maximale Zmn,t,mn,t . Nousproposons alors d'utiliser l'estimateur
q̂2(αmn,t , t) = Zmn,t−kn,t+1,mn,t

(
kn,t

mn,tαmn,t

)γ̂n(t)

.Cet estimateur est l'adaptation de l'estimateur proposé par Weissman [98℄ dans un 
adre non-
onditionnel. Nous donnons les résultats asymptotiques obtenus dans 
ha
une des trois situa-tions.Situation (S.1) ave
 l'estimateur q̂1(αmn,t , t)Théorème 2.2 Si la suite (αmn,t) véri�e la 
ondition (S.1) et s'il existe δ2 > 0 tel que
(mn,tαmn,t)

2ωn(m
−(1+δ2)
n,t ) → 0, alors

(mn,tαmn,t)
1/2

(
q̂1(αmn,t , t)

q(αmn,t , t)
− 1

)
d→ N (0, γ2(t)).L'estimateur q̂1(αmn,t , t) est don
 dans 
ette situation asymptotiquement normal. La varian
easymptotique est proportionnelle à γ2(t) (la varian
e est d'autant plus importante que la queuede la distribution est lourde). Cette varian
e est aussi inversement proportionnelle à αmn,t .Don
, plus le quantile 
onditionnel à estimer est extrême, plus la varian
e asymptotique estimportante.Situation (S.2) ave
 l'estimateur q̂1(αmn,t , t)Théorème 2.3 Si la suite (αmn,t) véri�e la 
ondition (S.2) et s'il existe δ2 > 0 tel que

(mn,tαmn,t)
2ωn(m

−(1+δ2)
n,t ) → 0, alors

(
q̂1(αmn,t , t)

q(αmn,t , t)
− 1

)
d→ E(r, γ(t)),où E(r, γ(t)) est une loi non dégénérée.La loi asymptotique E(r, γ(t)) admet une expression 
omplexe que nous ne donnons pasi
i pour ne pas alourdir la présentation. Il apparaît que dans la situation (S.2) l'estimateur

q̂1(αmn,t , t) n'est pas asymptotiquement normal et surtout qu'il n'est pas 
onsistant en 
e sensque :
q̂1(αmn,t , t)

q(αmn,t , t)
ne 
onverge pas en probabilité vers 1.Situations (S.1), (S.2) et (S.3) ave
 l'estimateur q̂2(αmn,t , t)Selon la vitesse de 
onvergen
e de γ̂n(t) vers γ(t), la loi asymptotique de q̂2(αmn,t , t) sera donnéesoit par 
elle de la statistique d'ordre Zmn,t−kn,t+1,mn,t soit par 
elle de l'estimateur γ̂n(t).34



2.2 Cas d'une loi 
onditionnelle à queue lourde ave
 une 
ovariable déterministe 35Théorème 2.4 Supposons que kn,t → ∞ et kn,t/mn,t → 0. Soit (αmn,t) une suite satisfaisantune des situations (S.1), (S.2) ou (S.3). Posons ζmn,t = k
1/2
n,t log(kn,t/(mn,tαmn,t)).S'il existe δ2 > 0 tel que k2

n,tωn(m
−(1+δ2)
n,t ) → 0, une suite positive υn(t) et une loi D telles que
υn(t)(γ̂n(t) − γ(t))

d→ D, (2.4)alors, deux situations peuvent se présenter :(i) Sous la 
ondition supplémentaire
ζmn,t max

{
υ−1

n (t), ∆(kn,t/mn,t, t)
}
→ 0, (2.5)on a

k
1/2
n,t

(
q̂2(αmn,t , t)

q(αmn,t , t)
− 1

)
d→ N (0, γ2(t)). (2.6)(ii) Sous la 
ondition supplémentaire

υn(t) max
{
ζ−1
mn,t

, ∆(kn,t/mn,t, t)
}
→ 0, (2.7)on a

υn(t)

log
(
kn,t/(mn,tαmn,t)

)
(

q̂2(αmn,t , t)

q(αmn,t , t)
− 1

)
d→ D. (2.8)Remarquons que dans la situation (S.2), l'estimateur q̂2(αmn,t , t) est 
onsistant 
e qui n'étaitpas le 
as pour l'estimateur q̂1(αmn,t , t). Dans le 
as parti
ulier où l'estimateur de γ(t) est 
hoisidans la famille (2.2), nous avons

ζmn,tυ
−1
n (t) = log

(
kn,t

mn,tαmn,t

)
→ ∞,lorsque la suite αmn,t satisfait la 
ondition (S.2) ou (S.3). Ainsi, seul le 
as (ii) du Théorème 2.4est possible. Nous en déduisons le résultat suivant (voir [79, Corollaire 1℄) sur la normalitéasymptotique de l'estimateur

q̂2(αmn,t , t, W ) = Zmn,t−kn,t+1,mn,t

(
kn,t

mn,tαmn,t

)γ̂n(t,W )

.Corollaire 2.1 On se pla
e sous le modèle (2.1). Sous les hypothèses (A.1), (A.2), (A.3),(B.1) et (B.2), si kn,t → ∞, mn,t/kn,t → ∞ et s'il existe δ2 > 0 tel que
k2

n,tωn(m
−(1+δ2)
n,t ) → 0, et k

1/2
n,t ∆(mn,t/kn,t, t) → 0,alors, si αmn,t satisfait la 
ondition (S.2) ou (S.3),

k
1/2
n,t

log(kn,t/(mn,tαmn,t))

(
q̂2(αmn,t , t, W )

q(αmn,t , t)
− 1

)
d→ N (0, γ2(t)AV(t, W )).35



36 Chapitre 2. Estimation de quantiles extrêmes 
onditionnels2.2.3 Appli
ation à l'estimation de niveaux de retourNous nous intéressons i
i à l'estimation d'une 
arte de niveau de retour pour des quantitéshoraires de pluie. Pour 
e faire, nous disposons de données fournies par le Laboratoire d'étudedes Transferts en Hydrologie et Environnement de Grenoble dans le 
adre d'un projet �nan
épar l'Agen
e Nationale de la Re
her
he (programme VMC : Vulnérabilité ; Millieux, Climats).Les données sont des niveaux de pluie Y (l'unité étant le mm) mesurés toutes les heures sur 142stations dans la région Cévennes-Vivarais (sud de la Fran
e, voir Figure 2.2). La 
ovariable x esti
i tri-dimensionnelle : la longitude, la latitude et l'altitude. Ces mesures ont été e�e
tuées entre1993 et 2000 et nous disposons de n = 264056 observations. Les pluies sur 
ette région ont aussiété étudiées par Bois et al. [55℄. L'étude statistique de pré
ipitations a intéressé de nombreuxauteurs. Citons Coles et al. [58℄ et Cooley et al. [60℄ qui ont modélisé les pré
ipitations par uneloi de Pareto Généralisée.

Fig. 2.2 � Carte des stations de mesure de la région Cévennes-Vivarais. En abs
isse la lon-gitude, en ordonnée la latitude. L'é
helle de 
ouleur représente l'altitude et les points noirsl'empla
ement des stations.Notre obje
tif est d'estimer le niveau de retour de 10 ans 
'est à dire le niveau de pluie que l'ons'attend à voir dépasser tous les 10 ans et 
e
i pour tous les points t de la région étudiée. Ils'agit don
 d'estimer un quantile extrême 
onditionnel d'ordre 1/(365.25×24×10). Ce quantileest bien extrême 
ar nous disposons uniquement de 7 années d'observations. Avant d'appliquerl'estimateur de quantiles extrêmes 
onditionnels étudié dans le paragraphe pré
édent, il estimportant de remarquer que nous ne sommes pas i
i dans le 
adre d'appli
ation des résultatsasymptotiques pré
édents. En e�et, 
es derniers ont été obtenus sous une hypothèse d'indépen-dan
e entre les observations. Cette hypothèse n'est 
lairement pas satisfaite pour nos donnéesqui présentent deux types de dépendan
e : temporelle et spatiale. Nous avons don
 étudié aupréalable le 
omportement sur données simulées de nos estimateurs (en terme de biais et devarian
e) pour 
es deux types de dépendan
e.36



2.2 Cas d'une loi 
onditionnelle à queue lourde ave
 une 
ovariable déterministe 37E�et de la dépendan
e temporelle Pour ne pas alourdir la présentation des résultats,nous nous plaçons i
i dans un 
adre non-
onditionnel (sans 
ovariable). L'utilisation d'une 
o-variable sera par 
ontre in
ontournable pour étudier la dépendan
e spatiale. Pour étudier l'e�etde la dépendan
e temporelle sur l'estimation de l'indi
e des valeurs extrêmes 
onditionnels, noussimulons une série temporelle {y1, . . . , yn} ave
 n = 500 selon une méthode proposée par Faw-
ett et al. [71℄. Plus pré
isément, nous générons dans un premier temps une série temporelle
{f1, . . . , fn} dont les lois marginales sont Fré
het. La loi du 
ouple (fi, fi+1), i = 1, . . . , n−1 estune loi des valeurs extrêmes bivariée G(u, v) = exp{−V (u, v)} où la fon
tion de dépendan
e
V (., .) est donnée par V (u, v) = (u−1/α + v−1/α)α, u > 0, v > 0 et α ∈]0, 1]. Le paramètre α
ontr�le la dépendan
e entre deux variables 
onsé
utives : pour α = 1 les variables sont indé-pendantes et pour α → 0 
omplètement dépendantes. L'algorithme de simulation utilisé pourgénérer la série temporelle {f1, . . . , fn} est dé
rit 
i-dessous.1. On simule la première observation f1 selon une loi de Fré
het.2. Pour i = 1, . . . , n − 1, on 
al
ule la loi 
onditionnelle de fi+1 sa
hant fi et on génère fi+1selon 
ette loi.En�n, on e�e
tue une transformation sur la série {f1, . . . , fn} pour obtenir des marges dis-tribuées selon la loi de Burr. Rappelons que la fon
tion de répartition de la loi de Burr estdonnée, pour y ≥ 0, par 1− (1+ y−ρ/γ)1/ρ où ρ est le paramètre du se
ond ordre introduit dansla 
ondition (A.2). I
i, nous prenons ρ = −1 et γ = 0.2. Nous simulons ainsi N = 100 sériestemporelles dont les marges suivent une loi de Burr. L'estimateur γ̂π

n est ensuite 
al
ulé sur 
es
N répli
ations. On obtient les valeurs :

γ̂π
n,j =

k∑

i=1

p

(
i

k
, aπ, λπ

)
i log

(
y

(j)
n−i+1,n

y
(j)
n−i,n

)/
k∑

i=1

p

(
i

k
, aπ, λπ

)
, j = 1, . . . , N,

où y
(j)
1,n ≤ . . . ≤ y

(j)
n,n est la j−ème répli
ation de la série temporelle rangée par orde 
roissant.Le biais au 
arré empirique (ESB) et la varian
e empirique (EV) dé�nis par

ESB =
1

N

N∑

j=1

(γ̂π
n,j − γ)2 et EV =

1

N

N∑

j=1

(
γ̂π

n,j −
1

N

N∑

j=1

γ̂π
n,j

)2

sont représentés en fon
tion de k sur les Figures 2.3 et 2.4 pour plusieurs valeurs du 
oe�
ientde dépendan
e α ∈ {1, 0.8, 0.5, 0.2}. On remarque sur la Figure 2.3 que même pour une fortedépendan
e (α = 0.2), un bon 
hoix de k permet toujours d'obtenir un estimateur faiblementbiaisé. Il apparaît don
 que, 
on
ernant le biais, le 
hoix du nombre de statistiques d'ordre k estplus 
ritique que la présen
e ou non de dépendan
e dans les observations. Par 
ontre, la varian
ede l'estimateur γ̂π
n augmente ave
 le 
oe�
ient de dépendan
e temporelle (voir Figure 2.4). Cesremarques ont aussi été faites par Faw
ett et al. [71℄.37
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Fig. 2.3 � Biais au 
arré empirique (ESB) de l'estimateur γ̂π
n en fon
tion de k. Le paramètrede dépendan
e temporelle est égal à α = 1 (−), α = 0.8 (−−), α = 0.5 (. . .) et α = 0.2 (−.−).
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Fig. 2.4 � Varian
e empirique (EV) de l'estimateur γ̂π
n en fon
tion de k. Le paramètre dedépendan
e temporelle est égal à α = 1 (−), α = 0.8 (−−), α = 0.5 (. . .) et α = 0.2 (−.−).38



2.2 Cas d'une loi 
onditionnelle à queue lourde ave
 une 
ovariable déterministe 39E�et de la dépendan
e spatiale Nous nous intéressons à présent à l'in�uen
e de la dépen-dan
e spatiale. De la même façon que pré
édemment, nous simulons indépendamment ns = 10séries temporelles {s1, . . . , sns} de taille 500. Les marges sont i
i de loi normale 
entrée etréduite. Le paramètre de dépendan
e temporelle est �xé à α = 0.5. On peut par exempleinterpréter ns 
omme étant le nombre de stations de mesure. Nous disposons don
 au totalde n = 5000 observations. Nous introduisons de la dépendan
e spatiale en utilisant l'appli
a-tion linéaire suivante : (s′1, . . . , s
′
ns

) = (s1, . . . , sns)A(θ) où A(θ) est une matri
e 
ir
ulante dedimension ns × ns dé�nie pour tout θ ∈ [0, 1] et tout 
ouple (i, j) ∈ {1, . . . , ns}2 par :
Ai,j(θ) =

{
1/δ si δ > (j − i) modulo ns,
0 sinonave
 δ = ⌊ns − (ns − 1)θ⌋. Le paramètre θ 
ontr�le la dépendan
e entre les séries temporelles

{s′1, . . . , s′ns
}. Plus pré
isément, 
haque série temporelle s′j est la moyenne de δ séries temporellesprises dans l'ensemble {s1, . . . , sns}. Par exemple, si θ = 1 alors δ = 1 et A(1) est la matri
eidentité. Les séries temporelles s′1, . . . , s

′
ns

sont indépendantes. Par 
ontre, si θ = 0 alors δ = nset s′1 = . . . = s′ns
qui 
orrespond au 
as de la dépendan
e 
omplète. Un 
as intermédiaire entrela dépendan
e 
omplète et l'indépendan
e est par exemple obtenu en prenant θ = 4/5 
'està dire δ = 2. Nous avons alors s′1 = (s1 + s2)/2, s′2 = (s2 + s3)/2, . . . lorsque ns = 10. Pourterminer, nous e�e
tuons sur les séries temporelles s′j, j = 1, . . . , ns une transformation a�nd'obtenir des marges de loi de Burr ayant un paramètre du se
ond ordre ρ = −1 et un indi
e desvaleurs extrêmes 
onditionnel γj = 0.16+j(0.26−0.16)/ns, j = 1, . . . , ns (γj ∈]0.16, 0.26]). Pourévaluer l'in�uen
e de la dépendan
e spatiale sur l'estimation de l'indi
e des valeurs extrêmes
onditionnel, nous 
al
ulons (à partir de N = 100 répli
ations indépendantes des ns sériestemporelles) l'erreur moyenne quadratique empirique (dé�nie par EMSE = EV + ESB). Nousfaisons varier le paramètre de dépendan
e spatiale θ dans l'ensemble {1, 0.8, 0.5, 0.2}. Le nombred'observations séle
tionnées mn,t = m varie dans l'ensemble {500, 500× 2, . . . , 500× ns}. Nousne nous intéressons plus i
i à l'in�uen
e du nombre kn,t de statistiques ordonnées utiliséespour 
onstruire l'estimateur de l'indi
e des valeurs extrêmes 
onditionnel. Nous prenons lavaleur de kn,t minimisant l'erreur moyenne quadratique empirique EMSE . Les résultats sontreprésentés sur la Figure 2.5. Le paramètre θ n'a visiblement que peu d'in�uen
e sur l'erreurmoyenne quadratique de l'estimateur. Une étude plus pré
ise montre qu'en fait la présen
e dedépendan
e spatiale augmente légèrement le biais mais diminue la varian
e de l'estimateur.

39
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Fig. 2.5 � Erreur moyenne quadratique empirique (EMSE) de l'estimateur γ̂π
n en fon
tion dunombre m de points séle
tionnés. Le nombre de séries temporelle est ns = 10 ave
 un 
oe�
ientde dépendan
e temporelle α = 0.5 et un 
oe�
ient de dépendan
e spatiale θ = 1 (−), θ = 0.8(−−), θ = 0.5 (. . .) et θ = 0.2 (−.−).Appli
ation aux données réelles Pour séle
tionner les observations nous utilisons la mé-thode des plus pro
hes voisins. En 
haque point t de la région, nous 
onservons uniquement les

mn,t observations asso
iées aux 
ovariables les plus pro
hes de t. Pour 
hoisir 
e nombre mn,tainsi que le nombre de plus grandes observations kn,t nous supposons dans un premier tempsqu'ils ne dépendent pas de la 
ovariable t. Nous proposons ensuite de minimiser une mesure dedissimilarité entre di�érents estimateurs de γ(t). Plus pré
isément, nous prenons pour mn,t et
kn,t les valeurs m̂ et k̂ dé�nies par :

(k̂, m̂) = arg min
k,m

∑

t∈S

DI(γ̂H
n (t), γ̂Z

n (t), γ̂π
n(t)),où S est l'ensemble des 142 stations de mesure et DI(u1, u2, u3) = (u1 − u2)

2 + (u2 − u3)
2 +

(u3 − u1)
2. Cette méthode heuristique est utilisée notamment pour faire de l'estimation nonparamétrique de densité. Nous trouvons i
i m̂ = 66000 et k̂ = 66. Le résultat obtenu surl'estimation de γ(t) est représenté sur la Figure 2.6 en fon
tion de la latitude et de la longitude.La valeur estimée de γ(t) varie entre 0.15 et 0.28 
e qui est en a

ord ave
 les résultats trouvéspar Coles et al. [58℄. La 
arte de l'estimation de la période de retour de 10 ans est donnée parla Figure 2.7. L'estimateur utilisé est q̂2(α, t, p(., aπ, λπ)) ave
 α = 1/(365.25 × 24 × 10). Lesniveaux de retour semblent dé
roîtrent ave
 l'altitude. Ils sont plus importants dans la valléeque sur les plateaux. Cette remarque est 
ohérente ave
 les statistiques établient par Moliniéet al. [89℄. 40
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42 Chapitre 2. Estimation de quantiles extrêmes 
onditionnels2.3 Cas d'une loi 
onditionnelle à queue lourde ave
 une
ovariable aléatoireNous nous intéressons dans 
e paragraphe à l'estimation de quantiles extrêmes 
onditionnelslorsque la 
ovariable est aléatoire. Plus pré
isément, nous disposons d'observations (Xi, Yi),
i = 1, . . . , n générées indépendamment à partir du ve
teur aléatoire (X, Y ) ∈ Rp × R. Noussouhaitons prin
ipalement proposer un estimateur pon
tuel de la fon
tion x ∈ Rp → q(αn, x)où

F̄ (q(αn, x), x) = P(Y > q(αn, x)|X = x) = αn, αn → 0.L'estimation de quantiles 
lassiques (
'est à dire lorsque l'ordre α ne dépend pas de la taille n del'é
hantillon) a fait l'objet de nombreux travaux (voir par exemple Gannoun [74℄, Roussas [93℄,Stute [97℄ et Stone [96℄). Le 
as de quantiles extrêmes 
onditionnels n'a été 
onsidéré queré
emment (voir Davison et al. [63℄) et 
e
i malgré de nombreuses appli
ations notamment enhydrologie. Comme dans le paragraphe pré
édent, nous 
onsidérons le 
as où la loi 
onditionnellede Y sa
hant X est à queue lourde. Autrement dit, la fon
tion de survie 
onditionnelle estdonnée par :
F̄ (y, x) = y−1/γ(x)L(y, x), (2.9)où pour tout x ∈ Rp �xé, L(., x) est une fon
tion à variations lentes. La densité marginalede X est notée dans la suite g(.). Pour tout t ∈ Rd, nous proposons dans le paragraphe 2.3.1un estimateur de petites probabilités 
'est à dire des probabilités F̄ (yn, t) lorsque yn → ∞. Leparagraphe 2.3.2 est 
onsa
ré à l'estimation de quantiles extrêmes 
onditionnels q(αn, t). Cesestimateurs sont utilisés pour estimer l'indi
e des valeurs extrêmes 
onditionnel γ(t) dans leparagraphe 2.3.3. Les résultats obtenus sont publiés dans la revue Test en 
ollaboration ave
 A.Daouia, S. Girard et A. Lekina [62℄. Pour établir la normalité asymptotique de 
es estimateurs,nous introduisons les hypothèses suivantes :(C.1) La fon
tion à variations lentes L(., x) est normalisée.Nous avons don
 que

L(y, x) = c(x) exp

{∫ y

1

∆(u, x)

u

}
,où ∆(u, x) → 0 lorsque u → ∞. Comme dans le paragraphe 2.2, la fon
tion ∆(., x) 
ontr�lela vitesse de 
onvergen
e du rapport L(vy, x)/L(y, x) vers 1 (v > 0). Il est don
 né
essairede pré
iser la façon dont ∆(u, x) 
onverge vers 0 lorsque u → ∞. I
i nous ne supposons pas,
omme dans la se
tion 2.2, que la fon
tion est à variations régulières mais simplement qu'elleest asymptotiquement dé
roissante :(C.2) La fon
tion |∆(., x)| est asymptotiquement dé
roissante.Les 
onditions suivantes sont des hypothèses de régularité sur les fon
tions γ(.), L(y, .) et sur ladensité marginale g(.) de X. Soit (x, x′) ∈ Rp×Rp. On note par d la distan
e eu
lidienne de Rp.42



2.3 Cas d'une loi 
onditionnelle à queue lourde ave
 une 
ovariable aléatoire 43(D.1) Il existe une 
onstante cγ > 0 telle que
∣∣∣∣

1

γ(x)
− 1

γ(x′)

∣∣∣∣ ≤ cγd(x, x′).(D.2) Il existe une 
onstante cL > 0 et y0 > 1 tels que
sup
y≥y0

∣∣∣∣
log L(y, x)

log y
− log L(y, x′)

log y

∣∣∣∣ ≤ cLd(x, x′).(D.3) Il existe une 
onstante cg > 0 telle que
|g(x) − g(x′)| ≤ cgd(x, x′).2.3.1 Estimation de petites probabilitésSoit t ∈ Rp. Nous proposons d'estimer la "petite probabilité" F̄ (yn, t) par un estimateur ànoyau de la fon
tion de survie dé�ni par :

ˆ̄Fn(yn, t) =

n∑

i=1

K

(
t − Xi

hn

)
I{Yi > yn}

/
n∑

i=1

K

(
t − Xi

hn

)
,où K(.) est une densité bornée sur Rp de support S in
lus dans la boule unité de Rp. La suite

(hn) est appelée suite de lissage. La normalité asymptotique de 
et estimateur est établie dansle théorème 
i-dessous (voir [62, Théorème 1℄).Théorème 2.5 On se pla
e sous le modèle (2.9) et on suppose les 
onditions (D.1), (D.2) et(D.3) satisfaites. On pose :� 0 < a1 < a2 < · · · < aJ où J est un entier positif,� yn → ∞ tel que nhp
nF̄ (yn, x) → ∞ et nhp+2

n log2(yn)F̄ (yn, x) → 0 lorsque n → ∞,� yn,j = ajyn pour j = 1, . . . , J .Pour tout t ∈ Rp tel que g(t) > 0, le ve
teur aléatoire
{√

nhp
nF̄ (yn, t)

(
ˆ̄Fn(yn,j, t)

F̄ (yn,j, t)
− 1

)}

j=1,...,Jest asymptotiquement Gaussien de moyenne nulle et de matri
e de varian
e-
ovarian
e C(t)ave
, pour (j, j′) ∈ {1, . . . , J}2

Cj,j′(t) =

∫
S

K2(u)du

g(t)
a

1/γ(t)
min(j,j′).Un résultat similaire sur le 
omportement asymptotique de l'estimateur empirique de la fon
-tion de survie a été obtenu par Einmahl [69℄ dans un 
adre non 
onditionnel mais sans faire43



44 Chapitre 2. Estimation de quantiles extrêmes 
onditionnelsd'hypothèses sur la distribution de l'é
hantillon. Nous montrons dans [62, Lemme 3℄ que la
ondition nhp
nF̄ (yn, x) → ∞ est équivalente à

P
(
∃ i ∈ {1, . . . , n} tel que (Xi, Yi) ∈ Rn(x)

)
→ 1 lorsque n → ∞,ave
 Rn(x) = B(x, hn)×]yn,∞[⊂ Rp+1 où B(x, hn) est la boule de 
entre x et de rayon hn. Ainsi
ette 
ondition signi�e que la valeur yn dont on souhaite estimer la probabilité de dépassementest située à l'intérieur de l'é
hantillon. Il n'y a don
 pas d'extrapolation à faire et on peut ainsiutiliser la fon
tion de répartition empirique pour l'estimation.2.3.2 Estimation de quantiles extrêmes 
onditionnelsNous proposons i
i un estimateur de quantiles extrêmes 
onditionnels. Pour 
e faire, nousutilisons l'inverse généralisée de l'estimateur à noyau de la fon
tion de survie. Pour α ∈]0, 1[ etpour tout t ∈ Rp, nous estimons le quantile 
onditionnel d'ordre α par :

q̂n(α, t) = ˆ̄F
←

n (α, t) = inf{s, ˆ̄F n(s, t) ≤ α}.La loi asymptotique de 
et estimateur est donnée 
i-dessous (voir [62, Théorème 2℄)Théorème 2.6 On se pla
e sous le modèle (2.9) et on suppose les 
onditions (C.1), (D.1),(D.2) et (D.3) satisfaites. On pose :� 1 = τ1 > τ2 > · · · > τJ > 0 où J est un entier positif,� αn → 0 tel que nhp
nαn → ∞ et nhp+2

n αn log2(αn) → 0 lorsque n → ∞,� αn,j = τjαn pour j = 1, . . . , J .Pour tout t ∈ Rp tel que g(t) > 0, le ve
teur aléatoire
{√

nhp
nαn

(
q̂n(αn,j, t)

q(αn,j, t)
− 1

)}

j=1,...,Jest asymptotiquement Gaussien de moyenne nulle et de matri
e de varian
e-
ovarian
e Σ(t)ave
, pour (j, j′) ∈ {1, . . . , J}2

Σj,j′(t) =
γ2(t)

∫
S

K2(u)du

g(t)
τ−1
min(j,j′).Contrairement à l'estimation de petites probabilités, l'indi
e des valeurs extrêmes 
onditionneljoue un r�le dans l'estimation des quantiles extrêmes 
onditionnels. En e�et, une grande valeurde γ(x) 
onduit à une varian
e importante pour l'estimateur q̂n(αn, x). Ainsi, l'estimation de

q(αn, x) est d'autant plus di�
ile que la queue de la distribution est lourde. Nous montronsdans [62, Remarque 2℄ que si nαn log2(αn) → ∞ alors la suite
hn = ηn(nαn log2(αn))−1/(p+2),44



2.3 Cas d'une loi 
onditionnelle à queue lourde ave
 une 
ovariable aléatoire 45où (ηn) est une suite tendant vers zéro aussi lentement que l'on veut, satisfait les hypothèsesdu Théorème 2.6. Ce 
hoix 
onduit à une vitesse de 
onvergen
e proportionnelle à :
ηp/2

n

(
nαn

logp(αn)

)1/(p+2)

.Comme pour l'estimation de petites probabilités, la 
ondition nhp
nαn → ∞ implique que lesquantiles extrêmes 
onditionnels que l'on peut estimer sont à l'intérieur de l'é
hantillon. Onne peut don
 pas faire d'extrapolation au delà du maximum des observations dans la boule

B(t, hn). Pour pouvoir estimer des quantiles extrêmes d'ordre βn < αn où (βn) est une suiteaussi petite que l'on veut, nous proposons d'utiliser un estimateur adapté de 
elui proposé parWeissman [98℄. Il est dé�ni par :̂
qW
n (βn, t) = q̂n(αn, t)

(
αn

βn

)γ̂n(t)

,où γ̂n(t) est un estimateur de l'indi
e des valeurs extrêmes. La normalité asymptotique de q̂W
nest donnée 
i-dessous (voir [62, Théorème 3℄)Théorème 2.7 On se pla
e sous le modèle (2.9) et on suppose les 
onditions (C.1), (D.1),(D.2) et (D.3) satisfaites. S'il existe une suite (σn) telle que σn → 0, σ−1

n hn log αn → 0 et
σ−1

n (γ̂n(t) − γ(t))
d→ N (0, v2(t)) ave
 v2(t) > 0 alors, pour toutes suites (αn) et (βn) telles que

αn → 0, βn/αn → 0,
σ−1

n√
nhp

nαn log(αn/βn)
→ 0 et σ−1

n ∆(q(αn, t), t) → 0,on a pour tout x ∈ Rp,
σ−1

n

log(αn/βn)

(
q̂W
n (βn, t)

q(βn, t)
− 1

)
d→ N (0, v2(t)).2.3.3 Appli
ation à l'estimation de l'indi
e des valeurs extrêmes 
ondi-tionnelNous utilisons le résultat du Théorème 2.6 pour proposer deux estimateurs de l'indi
e desvaleurs extrêmes 
onditionnel. Le premier est une adaptation de l'estimateur proposé par Pi-
kands [90℄. Il est dé�nit pour t ∈ Rp par :

γ̂P
n (t) =

1

log 2
log

(
q̂n(αn, t) − q̂n(2αn, t)

q̂n(2αn, t) − q̂n(4αn, t)

)
,où αn → 0 lorsque n → ∞. Notre deuxième estimateur est inspiré de l'estimateur proposé parHill [84℄ :

γ̂H
n (t) =

J∑

j=1

[log q̂n(τjαn, t) − log q̂n(αn, t)]

/
J∑

j=1

log(1/τj) ,où τ1 > τ2 > · · · > τJ > 0. La normalité asymptotique de 
es deux estimateurs est une
onséquen
e du Théorème 2.6 (voir [62, Corollaires 1 et 2℄).45



46 Chapitre 2. Estimation de quantiles extrêmes 
onditionnelsThéorème 2.8 Sous les hypothèses du Théorème 2.6, si la 
ondition (C.2) est satisfaite et si
√

nhp
nαn max(∆(q(αn, t), t), ∆(q(2αn, t), t)),alors, pour tout t ∈ Rp tel que g(t) > 0, √nhp

nαn(γ̂P
n (t) − γ(t)) et √nhp

nαn(γ̂H
n (t) − γ(t))
onvergent vers une loi normale 
entrée de varian
e respe
tive :

γ2(t)
∫

S
K2(u)du

g(t)
VP (γ(t)) et γ2(t)

∫
S

K2(u)du

g(t)
VH(J)ave


VP (γ(t)) =
22γ(t)+1 + 1

4(log 2)2(2γ(t) − 1)2
et VH(J) =

(
J∑

j=1

2(J − j) + 1

τj
− J2

)/(
J∑

j=1

log(1/τj)

)2

.La varian
e asymptotique de γ̂H
n (t) dépend du 
hoix des τj , j = 1, . . . , J . En prenant parexemple τj = 1/j pour j = 1, . . . , J , nous avons VH(J) = J(J − 1)(2J − 1)/(6 log2(J !)). Cettefon
tion de J est 
onvexe et admet un unique minimum pour J = 9 
orrespondant à une valeur

VH(J) ≈ 1.25.2.4 Estimation de supportDans 
e dernier paragraphe, nous nous intéressons à l'estimation du support S de la loi d'un
ouple (X, Y ) de la forme
S = {(x, y) ∈ R

2|0 ≤ x ≤ 1 et 0 ≤ y ≤ ξ(x)}, (2.10)où ξ(.) est une fon
tion in
onnue et 
ontinue appelée frontière du support. Il est 
lair qu'i
il'estimation du support S est équivalente à l'estimation de la fon
tion ξ(.). L'estimation de lafon
tion ξ(.) est un 
as parti
ulier d'estimation de quantile extrême 
onditionnel. Elle est ene�et équivalente à l'estimation du quantile extrême d'ordre α = 0 lorsque la loi 
onditionnellede Y sa
hant X est à support borné. On 
onsidère généralement que les premiers travaux re-latifs à l'estimation de support sont dûs à Ge�roy [80℄ et Rényi et Sulanke [91, 92℄. Ge�roypropose d'estimer la frontière du support ave
 un simple histogramme basé sur les plus grandesobservations. Cet estimateur a été étudié et amélioré notamment par Chevalier [57℄, Bosq [56℄,et Ja
ob [85℄. D'autres estimateurs de S ont été proposés par Deprins et al. [68℄ dans le 
asoù la fon
tion ξ(.) est 
roissante et/ou 
on
ave. Une fon
tion polynomiale par mor
eaux estutilisée par Korostelev et al. [86℄ pour estimer la fon
tion support.Cete se
tion est un bref résumé des résultats sur l'estimation de ξ(.) obtenus dans le 
adre dema thèse [76℄. Pour e�e
tuer 
ette estimation, nous disposons d'observations (Xi, Yi), i = 1, . . .réparties dans l'ensemble S. Nous avons 
onsidéré dans [76℄ deux situations.46



2.4 Estimation de support 47Support d'un pro
essus pon
tuel de Poisson Dans la première situation, nous supposonsque les observations sont issues de la superposition de n 
opies indépendantes d'un pro
essuspon
tuel de Poisson d'intensité 
onstante. Ce travail a fait l'objet d'une publi
ation dans lesAnnales de l'Institut de l'Université de Paris [75℄. Une méthode 
lassique pour estimer la fon
-tion ξ(.) 
onsiste à tronquer son développement dans une base et d'en estimer les 
oe�
ients.Girard et al. [81, 82℄ proposent ainsi des estimateurs de la fon
tion support en utilisant lesbases orthogonales de Harr et trigonométrique. Ils estiment ensuite les 
oe�
ients en utilisantdes valeurs extrêmes. Nous avons utilisé un méthode d'estimation similaire en prenant la basede Faber-S
hauder. Cette base, qui n'est pas une base Hilbertienne, est obtenue en prenant lesprimitives des fon
tions dé�nissant la base de Haar. L'utilisation de 
ette base a l'avantage defournir un estimateur 
ontinu de la fon
tion ξ(.) (au 
ontraire de l'estimateur obtenu ave
 labase de Haar) et de ne plus avoir à supposer que ξ(0) = ξ(1) (
e qui est le 
as pour la basetrigonométrique). La 
onstru
tion de notre estimateur s'e�e
tue en deux étapes. Dans un pre-mier temps, nous appro
hons la fon
tion ξ(.) en tronquant à l'ordre rn son développement dansla base de Faber-S
hauder. Dans la deuxième étape, nous divisons le support S en sn 
elluleset nous estimons les rn premiers 
oe�
ients de la base en utilisant les sn maxima des se
ondes
oordonnées du pro
essus sur 
es 
ellules. Nous avons établi la 
onvergen
e uniforme presque
omplète de l'estimateur ainsi obtenu (voir [75, Théorème 2℄). Dans le 
as où le rapport rn/snreste 
onstant, nous avons montré dans [75, Théorème 3℄ que la loi asymptotique de l'estimateurest une loi des valeurs extrêmes. La normalité asymptotique a été obtenue en supposant quele rapport rn/sn tendait vers zéro (voir [75, Théorème 6℄). Notons que des résultats similairesont été obtenus par Menneteau [88℄ dans une 
adre plus général où les observations sont issuessoit d'un pro
essus pon
tuel de Poisson, soit d'un é
hantillon uniformément distribué sur lesupport.Estimation d'une fon
tion quantile extrême Dans la se
onde situation, nous 
onsidéronsle 
as d'observations provenant d'un é
hantillon de n variables aléatoires indépendantes etidentiquement distribuées. Nous supposons de plus que la loi 
onditionnelle de Y sa
hant X = xappartient au domaine d'attra
tion de Weibull. Cette situation est évidemment moins favorableque 
elle du pro
essus pon
tuel de Poisson 
ar les observations peuvent éventuellement êtreéloignées de la fon
tion support à estimer. En e�et, dans le 
as d'un pro
essus pon
tuel dePoisson d'intensité 
onstante, la loi 
onditionnelle de Y sa
hant X est assimilable à une loiuniforme. Pour tout point t ∈ [0, 1], nous nous sommes intéressés à l'estimation du quantileextrême 
onditionnel ξαn(t) véri�ant :
P(Y ≤ ξαn(t)|X = t) = αn,où αn → 0. Evidemment, si αn = 0, ξ0(t) = ξ(t). Pour 
e faire nous avons 
onsidéré lesobservations

Zi = YiI{|Xi − t| ≤ hn}, i = 1, . . . , n,où (hn) est une suite positive tendant vers zéro lorsque n → ∞. Nous avons ensuite estiméla quantité ξαn(t) en reprenant l'estimateur de quantile extrême dé�ni dans le Chapitre 1,paragraphe 1.4.1 et en le 
al
ulant ave
 les observations Zi, i = 1, . . . , n. Nous avons montrédans [76, Théorème 4.5℄ que l'estimateur ainsi obtenu 
onverge en probabilité vers ξαn(t).47



48 Chapitre 2. Estimation de quantiles extrêmes 
onditionnels2.5 Con
lusion et perspe
tivesDans 
e 
hapitre, nous nous sommes intéressés à l'estimation de quantiles extrêmes 
ondition-nels. Ces quantiles sont des fon
tions d'une 
ovariable mesurée 
onjointement ave
 la variabled'intérêt. Nous avons 
onsidéré deux situations. Dans la première, nous supposons que la 
o-variable est déterministe et pouvant être éventuellement de dimension in�nie. Les estimateursobtenus dans 
e 
adre ont été validés théoriquement par des résultats de 
onvergen
e en loi maisaussi par une appli
ation à l'estimation d'une 
arte de niveaux de retour. Dans la deuxièmesituation, la 
ovariable est aléatoire et nous nous sommes restreints au 
as où elle appartient àun espa
e de dimension �nie. Des résultats de normalité asymptotique ont également été obte-nus sur les estimateurs. En�n, un bref rappel des résultats sur l'estimation de support obtenusdans le 
adre de ma thèse est présenté en �n de 
hapitre. Ces résultats sont en fait les premiersobtenus sur l'estimation de quantiles extrêmes 
onditionnels dans le 
as où la loi 
onditionnelleappartient au domaine d'attra
tion de Weibull.Les extensions possibles sur le thème de l'estimation de quantiles extrêmes 
onditionnels sontnombreuses. Dans un premier temps, nous souhaiterions étendre les résultats obtenus au 
asd'une 
ovariable aléatoire lorsque 
ette dernière est de dimension in�nie.Nous envisageons aussi (ave
 A. Daouia et S. Girard) d'étudier l'estimation d'un quantile ex-trême d'ordre α lorsque la 
ovariable est aléatoire et la loi 
onditionnelle de Y sa
hant X = xest à support borné. Dans 
e 
as, estimer le quantile extrême 
onditionnel d'ordre α = 0 revientà estimer le support de la loi du 
ouple (X, Y ). Ces travaux seraient le prolongement dire
t de
eux e�e
tués dans ma thèse. Un autre axe de re
her
he pro
he est l'estimation d'une frontièrede produ
tion (voir Daouia et al. [61℄ pour plus de détails). Il s'agit en fait d'estimer les quan-tiles extrêmes de la loi 
onditionnelle de Y sa
hant que X ≤ x (et non X = x).Lorsque la 
ovariable est aléatoire, nous avons proposé des estimateurs de quantiles extrêmesbasés sur l'estimateur empirique de la fon
tion de répartition 
onditionnelle. Pour l'instant uneseule fon
tion noyau est utilisée pour lisser en la 
ovariable et nous envisageons d'en utiliserune se
onde pour lisser aussi en la variable d'intérêt. Ce
i permettrait d'obtenir des estimateursmoins sensibles aux �u
tuations des plus grandes observations.A plus long terme, nous souhaiterions prouver des résultats de 
onvergen
e uniforme sur lesestimateurs de γ(.) et q(α, .) en se basant par exemple sur des travaux de Einmahl et al. [70℄.Une méthode pour 
hoisir théoriquement les paramètres hn,t et kn,t reste aussi à dé�nir. L'étudedu 
omportement asymptotique de nos estimateurs lorsque les données ne sont plus supposéesindépendantes doit aussi être e�e
tuée.
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Chapitre 3Rédu
tion de dimension pour la régression
3.1 Introdu
tion et motivationsLes résultats présentés dans 
e 
hapitre ont été obtenus dans le 
adre d'un projet �nan
é pourla période 2008-2011 par le programme ANR, Masse de Données et COnnaissan
es (MDCO).Ce projet intitulé "Visualisation et analyse d'images hyperspe
trales multidimensionnelles enastrophysique" (VAHINE) a pour obje
tif l'étude des données hyperspe
trales ré
oltées parl'instrument OMEGA (Observatoire pour la Minéralogie, l'Eau, la Gla
e et l'A
tivité) embar-qué à bord de la mission Mars Express en orbite autour de la planète Mars depuis 2003. Pluspré
isément, 
et instrument mesure, en plusieurs points (pixel) d'une surfa
e donnée de Marsl'intensité lumineuse ré�é
hie par les di�érents matériaux présents sur le sol de la planète ave
une résolution spatiale d'environ 2km par pixel. On dispose ainsi, pour tous les pixels de l'imagede Mars étudiée, de spe
tres 
'est à dire de ve
teurs de taille d ≈ 184, 
haque dimension repré-sentant une longueur d'onde (voir Figure 3.1).
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Fig. 3.1 � S
hématisation d'une image hyperspe
trale (sour
e : BRGM).Un des obje
tifs du projet est de retrouver, à partir de 
es spe
tres, la stru
ture physiquede la planète (
omme par exemple sa teneur en gla
e de dioxide de 
arbone (CO2), en gla
ed'eau, en poussière, et
 . . .). Il s'agit don
 de déterminer la relation liant le spe
tre à di�érentsparamètres physiques. Pour 
e faire, le Laboratoire de Planétologie de Grenoble (LPG) nousa fourni une base d'apprentissage. Cette dernière a été obtenue en utilisant un modèle detransfert radiatif simulant la propagation de la lumière sur un matériau dont on 
onnaît les53



54 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régressionparamètres physiques (voir Douté et al. [114℄). Cette méthode permet don
, pour un jeu deparamètres donné, de 
onnaître le spe
tre asso
ié. Pour 
e projet, nous nous sommes intéressésuniquement au p�le sud de Mars qui est prin
ipalement 
omposé de gla
e d'eau, de gla
e deCO2 et de poussière. En utilisant un modèle de transfert radiatif adapté à 
ette région, le LPGa ainsi mis à notre disposition un é
hantillon d'apprentissage (Xi, Yi) ∈ Rd × R, i = 1, . . . , noù Xi ∈ Rd est le spe
tre asso
ié au paramètre physique Yi que l'on souhaite étudier. Enpratique, on s'intéresse à 5 paramètres physiques : la proportion d'eau, la proportion de CO2,la proportion de poussière, la taille des grains d'eau et en�n la taille des grains de CO2. Lataille n de l'é
hantillon d'apprentissage est d'environ 30000 spe
tres. Il s'agit don
 d'estimer àpartir de 
es données la relation liant les spe
tres aux valeurs des paramètres. Ainsi, pour unnouveau spe
tre provenant de 
ette région de Mars, nous serons en mesure de déterminer lesvaleurs 
orrespondantes de ses paramètres physiques. Plus formellement, on s'intéresse dans 
e
hapitre au problème de régression :
Yi = g(Xi, ηi), i = 1, . . . , n,où g : Rd+1 → R est la fon
tion de lien in
onnue à estimer et ηi, i = 1, . . . , n est un terme d'er-reur aléatoire. Pour résoudre 
e problème de régression, on re
ense dans la littérature plusieursméthodes parmi lesquelles :La méthode des k plus pro
hes voisins. Cette méthode est souvent utilisée par lesphysi
iens pour l'étude d'images planétaires (voir par exemple Weiss et al. [129℄ et Carlson etal. [106℄). Pour un ve
teur x ∈ Rd, on 
her
he dans une base de données simulées (Xi, Yi),

i = 1, . . . , n les k ve
teurs les plus pro
hes selon une 
ertaine distan
e (par exemple la distan
eeu
lidienne). On estime alors la variable d'intérêt y asso
iée au ve
teur x par la moyenne (oula médiane) des variables d'intérêt asso
iées aux k plus pro
hes voisins. Cette méthode est trèssimple à mettre en ÷uvre. Elle est 
ependant instable lorsque l'on travaille en grande dimen-sion : une faible di�éren
e sur deux spe
tres peut 
orrespondre à une erreur importante sur lesparamètres physiques.La méthode SVR (Support Ve
tor Regression). Elle 
onsiste à 
her
her dans la famillede fon
tions
G =

{
g : R

d → R telles que g(x) =
n∑

i=1

αiK(x, Xi) + b

}
,(où K(., .) est une fon
tion noyau et b, αi, i = 1, . . . , n sont des paramètres réels in
onnus) 
elleminimisant le 
ritère

1

n

n∑

i=1

l(f(Xi), Yi) + λ‖f‖2 avec ‖f‖2 =

n∑

i=1

n∑

j=1

αiαjK(xj , Xi),et
l(f(x), y) =

{
0 si |f(x) − y| ≤ ε,
|f(x) − y| − ε sinon.Le paramètre ε 
ontr�le le nombre de ve
teurs supports 
'est à dire le nombre de ve
teurs Xiutilisés pour estimer la fon
tion de lien. Plus ε est grand, moins il y aura de ve
teurs supports.54



3.1 Introdu
tion et motivations 55Le paramètre λ est un paramètre de régularité de la fon
tion de lien estimée. Elle sera d'autantplus régulière que le paramètre λ sera grand. Cette méthode est bien adaptée aux données degrande dimension mais les résultats sont di�
ilement interprétables et le temps de 
al
ul assezimportant 
omme le font remarquer Durbha et al. [116℄. Pour plus de détails sur la méthodeSVR, voir par exemple Hastie et al. [120, Chapitre 12℄ et Cristianini et al. [113℄.La régression PLS (Partial Least Square). Cette méthode est basée sur l'hypothèseque la fon
tion de lien est linéaire. Autrement dit, on 
onsidère un modèle de la forme :
Yi = c1 + ct

2Xi + ηi, i = 1, . . . , n,où c1 ∈ R, c2 ∈ Rp sont des paramètres in
onnus et ηi, i = 1, . . . , n est un terme d'erreuraléatoire. A�n de pouvoir travailler ave
 des données de grande dimension, la régression PLSpropose de rempla
er les variables Xi par leur proje
tion sur un sous-espa
e de plus petitedimension. Autrement dit, il s'agit de trouver une matri
e A de dimension m × d où m < dde telle sorte que les ve
teurs AXi ∈ Rm expliquent au mieux les variables Yi. Nous donnons
i-dessous l'algorithme permettant de 
al
uler la matri
e A. On utilise les notations suivantes :soient u et v deux ve
teurs de même dimension que l'on suppose 
entrés (i.e. dont la sommedes 
omposantes est nulle), on pose
Ĉov(u, v) = utv et V̂ar(u) = utu.Etape 0 : on 
entre et on réduit les variables Xi = (Xi,1, . . . , Xi,d)

t et Yi, i = 1, . . . , n. Ondénote les nouvelles variables ainsi obtenues par X̃i = (X̃i,1, . . . , X̃i,d)
t et Ỹi, i = 1, . . . , n.On pose X̃j = (X̃1,j , . . . , X̃n,j)

t, j = 1, . . . , d et Ỹ = (Ỹ1, . . . , Ỹn)
t.Etape 1 : initialisation : l = 0, X̃j,(0) = X̃j , j = 1, . . . , d et Ỹ(0) = Ỹ.Etape 2 :i) l = l + 1.ii) On pose X(l−1) la matri
e de dimension n×d dont les 
olonnes sont les ve
teurs X̃j,(l−1),

j = 1, . . . , d. On 
al
ule ensuite β̂(l) = arg maxβ Ĉov
2
(Ỹ(l−1), X(l−1)β) sous la 
ontrainte

‖β‖2 = 1. On pose A(l) = X(l−1)β̂(l).iii) On 
al
ule les résidus X̃(j,l) (j = 1, . . . , d) et Ỹ(l) des régressions de X̃j,(l−1) sur A(l)(j = 1, . . . , d) et de Ỹ(l−1) sur A(l), i.e.
X̃(j,l) = X̃j,(l−1) − A(l)

Ĉov(X̃j,(l−1), A(l))

V̂ar(A(l))
,

Ỹ(l) = Ỹ(l−1) − A(l)

Ĉov(Ỹ(l−1), A(l))

V̂ar(A(l))
.Etape 3 : on répète l'étape 2 jusqu'à 
e que l = m. La matri
e A est la matri
e dont les
olonnes sont les ve
teurs A(l), l = 1, . . . , m.55



56 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régressionLa dimension m du sous-espa
e peut-être obtenue par validation 
roisée. La régression PLSest fa
ile à utiliser et bien adaptée aux données de grande dimension. Elle présente 
ependantl'in
onvénient de supposer l'existen
e d'une fon
tion de lien linéaire. Pour plus de détails surla régression PLS, voir Hastie et al. [120, Chapitre 3℄.La méthode SIR (Sli
ed Inverse Regression). Cette méthode a été proposée parLi [121℄. Une présentation générale en est faite par Sara

o et al. [125℄. La méthode SIR estbasée sur l'hypothèse suivante : les observations (Xi, Yi), i = 1, . . . , n sont indépendantes etde même loi qu'un ve
teur aléatoire (X, Y ) pour lequel toute l'information sur Y fourni par lavariable X ∈ Rd est en fait 
ontenue dans la proje
tion de X sur un sous-espa
e de plus petitedimension. Cette hypothèse peut se rée
rire sous l'une des trois formes équivalentes suivantes :il existe des ve
teurs de Rd β1 . . . , βm (m < d) tels que :1. Conditionnellement au ve
teur (βt
1X, . . . , βt

mX), la variable aléatoire Y est indépendantede X.2. La loi 
onditionnelle de Y sa
hant le ve
teur (βt
1X, . . . , βt

mX) est la même que la loi de
Y sa
hant X.3. Il existe une fon
tion g de Rm+1 dans R telle que Y = g(βt

1X, . . . , βt
mX, η) où η est unterme d'erreur indépendant de X.La méthode SIR n'a pas pour obje
tif dire
t d'estimer la fon
tion de lien g(.). Cependant,elle permet de réduire la dimension des observations fa
ilitant ainsi l'estimation de 
ette fon
-tion. En parti
ulier, si m = 1, la fon
tion g(.) est dé�nie sur R et peut don
 fa
ilement êtreestimée à l'aide d'un estimateur à noyau par exemple. Les ve
teurs β1, . . . , βm forment une basede l'espa
e de dimension m 
ontenant la même information sur Y que l'espa
e 
omplet. Ils nesont pas dé�nis de manière unique. Ce sous-espa
e de plus petite dimension est appelé espa
ee.d.r. ("e�e
tive dimension redu
tion"). La mise en ÷uvre de la méthode SIR permettant d'es-timer une base de l'espa
e e.d.r. est dé
rite 
i-dessous.On dé
oupe tout d'abord le support de la variable Y en H tran
hes S1, . . . , SH . Pour j =

1, . . . , H , on note nj le nombre d'observations 
ontenues dans la tran
he Sj . On 
al
ule ensuitel'estimateur de la matri
e de 
ovarian
e des Xi :
Σ̂ =

1

n

n∑

i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)t, avec X̄ =
1

n

n∑

i=1

Xi,et l'estimateur de la matri
e de 
ovarian
e des moyennes 
onditionnelles des Xi sa
hant latran
he :
Γ̂ =

1

n

H∑

j=1

nj(X̄j − X̄)(X̄j − X̄)t, avec X̄j =
1

nj

∑

i:Yi∈Sj

Xi. (3.1)Les ve
teurs de la base e.d.r. sont solutions du problème d'optimisation 
i-dessous :
arg max
β1,...,βm

m∑

i=1

βt
i Γ̂βi sous la 
ontrainte βt

i Σ̂βi = 1 ∀ i = 1, . . . , m. (3.2)56



3.2 Régularisation de la méthode SIR 57Autrement dit, la méthode SIR propose d'estimer la base de l'espa
e e.d.r. par les ve
teursmaximisant la varian
e inter-tran
hes. Il est fa
ile de montrer que la solution du problème (3.2)est (β̂1, . . . , β̂m) qui sont les m ve
teurs propres de la matri
e Σ̂−1Γ̂ asso
iés aux m plus grandesvaleurs propres. De nombreuses extensions de SIR ont été proposées notamment par Barreda etal. [101℄. Sara

o [124℄ et Gannoun et al. [119℄ ont étudié les propriétés asymptotiques des esti-mateurs obtenus par SIR. Le 
as de 
ovariables fon
tionnelles est 
onsidéré par Ferré et al. [118℄et Amato et al. [99℄. D'autres méthodes permettant d'estimer la base de l'espa
e e.d.r. ont étéproposées, 
itons par exemple Cook et Weisberg [112℄ et Cook [108℄.Remarquons que 
ette méthode de rédu
tion de dimension est mieux adaptée pour estimerla fon
tion de lien g que la méthode plus 
lassique de l'Analyse en Composantes Prin
ipales(ACP) qui 
onsiste à résoudre le problème d'optimisation :
arg max
β1,...,βm

m∑

i=1

βt
i Σ̂βi sous la 
ontrainte ‖βi‖2 = 1 ∀ i = 1, . . . , m.En e�et, la méthode SIR tient 
ompte de l'information apportée par les Yi 
e qui n'est pasle 
as de l'ACP. La méthode SIR est fa
ile à implémenter et peu 
oûteuse en temps de 
al-
ul. Par 
ontre, lorsque les données sont de grande dimension, la matri
e Σ̂ est souvent mal
onditionnée 
e qui 
onduit à une solution du problème (3.2) instable 
ar elle est 
al
ulée enutilisant l'inverse de la matri
e Σ̂. Rappelons qu'une solution est instable si une petite variationsur les données engendre une erreur importante sur les estimateurs des ve
teurs de la base e.d.r.L'obje
tif de 
e 
hapitre est de présenter une régularisation de la méthode SIR permettantd'obtenir des estimations plus stables des ve
teurs de la base e.d.r. Dans la se
tion 3.2, nousintroduisons la méthode de régularisation GRSIR (Gaussian Regularized SIR) dans le 
as oùl'espa
e e.d.r. est de dimension 1. Une illustration sur simulation de la méthode GRSIR estprésentée dans la se
tion 3.3. La se
tion 3.4 regroupe les résultats obtenus sur les images hy-perspe
trales du sol martien.3.2 Régularisation de la méthode SIRDans 
ette se
tion, nous proposons une régularisation de la méthode SIR dont le prin
ipe aété rappelé dans la se
tion 3.1. L'intérêt de faire une régularisation est d'éviter les problèmesliés au mauvais 
onditionnement de la matri
e de 
ovarian
e Σ̂ lorsque les données dont ondispose sont de grande dimension. Nous nous restreignons i
i au 
as où la dimension de l'espa
ee.d.r. est 1. Des régularisations de SIR ont été proposées dans la littérature, 
itons notammentChiaromonte et al. [107℄ et Li et al. [122℄ qui proposent d'e�e
tuer une ACP avant d'appliquerla méthode SIR et Antoniadis et al. [100℄ qui introduisent un a priori de Fisher-von Mises surla dire
tion e.d.r. Une autre méthode 
onsiste à rempla
er la matri
e Σ̂ par Σ̂ + τId, où τ > 0est le paramètre de régularisation et Id est la matri
e identité de dimension d (pour plus dedétails, se référer à Draper et al. [115℄).Nous dé�nissons dans le paragraphe 3.2.1 le modèle de régression inverse sur lequel repose notreméthode de régularisation. L'estimation par maximum de vraisemblan
e des paramètres de 
emodèle est présentée dans le paragraphe 3.2.2. La méthode de régularisation est expliquée dans57



58 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régressionle paragraphe 3.2.3. Elle s'appuie sur l'introdu
tion d'un a priori Gaussien sur les paramètresdu modèle de régression inverse. Ces résultats ont été obtenus en 
ollaboration ave
 C. Bernard-Mi
hel et S. Girard et ont été publiés dans la revue Statisti
s and Computing [105℄. En�n leparagraphe 3.2.4 est 
onsa
ré à une analyse de la méthode de régularisation proposée par Liet al. [123℄. Ce dernier paragraphe est issu d'une publi
ation parue dans Biometri
s [104℄ en
ollaboration ave
 C. Bernard-Mi
hel et S. Girard.3.2.1 Modèle de régression inverseLe modèle de régression inverse présenté i
i s'inspire de 
elui proposé par Cook [110℄. Ils'é
rit :
X = µ + g̃(Y )b + η, (3.3)où µ et b sont des ve
teurs non aléatoires et in
onnus de Rd, η est un ve
teur aléatoire de loimultinormale Nd(0, Id) indépendant de Y et g̃ : R → R est une fon
tion in
onnue. Cook [110,Proposition 1℄ montre que pour le modèle (3.3), l'espa
e e.d.r. est de dimension 1 et est engendrépar le ve
teur b. Pour mettre en pla
e notre méthode de régularisation, nous dé�nissons 
i-dessous un modèle plus général où la matri
e de 
ovarian
e de l'erreur n'est plus né
essairementégale à la matri
e identité :

X = µ + g̃(Y )V b + ζ, (3.4)où V est une matri
e dé�nie positive de dimension d × d et ζ est un ve
teur aléatoire de loimultinormale Nd(0, V ). On montre aussi que le modèle (3.4) 
orrespond à un espa
e e.d.r.de dimension 1 engendré par le ve
teur b. Pour 
e faire, il su�t de remarquer que (3.4) peutse réé
rire sous la forme du modele de Cook : X∗ = µ∗ + c(Y )b∗ + ζ∗ ave
 X∗ = V −1/2X,
µ∗ = V −1/2X, b∗ = V 1/2b et ζ∗ = V 1/2ζ ∼ Nd(0, Id). On peut aussi dé�nir le rapport signal surbruit selon la dire
tion e.d.r. b du modèle (3.4) par :

ρ =
Var(btX)

Var(btζ)
=

btΣb

btV b
. (3.5)Une valeur de ρ pro
he de 1 
onduit généralement à une mauvaise estimation des paramètresdu modèle. Dans le paragraphe 3.2.2, nous proposons des estimateurs des paramètres in
onnusdu modèle (3.4). A�n d'estimer la fon
tion g̃(.), nous supposons qu'elle se dé
ompose dans unebase de H − 1 fon
tions sj(.), j = 1, . . . , H − 1. Autrement dit,

g̃(.) =

H−1∑

j=1

cjsj(.),où les 
oe�
ients cj ∈ R, j = 1, . . . , H − 1 sont in
onnus. Les fon
tions de base sj(.), j =
1, . . . , H − 1 et le paramètre H sont par 
ontre supposés 
onnus. Le modèle (3.4) se réé
ritdon
 :

X = µ + cts(Y )V b + ζ, (3.6)où c = (c1, . . . , cH−1)
t et s(.) = (s1(.), . . . , sH−1(.))

t.58



3.2 Régularisation de la méthode SIR 59Avant de dé�nir les estimateurs des paramètres (µ, V, b, c), remarquons que le ve
teur b dé-�ni par le modèle (3.6) est aussi l'unique ve
teur propre d'une 
ertaine matri
e de rang 1. Pour
e faire, on introduit les notations suivantes :
W = E

{(
s(Y ) − E(s(Y ))

)(
s(Y ) − E(s(Y ))

)t}
, Σ = E

{(
X − E(X)

)(
X − E(X)

)t}

M = E
{(

s(Y ) − E(s(Y ))
)(

X − E(X)
)t}

.Théorème 3.1 Si les matri
es Σ et W sont inversibles alors le ve
teur b dé�ni par le mo-dèle (3.6) est le ve
teur propre de la matri
e Σ−1M tW−1M asso
ié à l'unique valeur proprenon nulle λ = 1 − btV b/btΣb.Ce théorème fait partie d'un travail en 
ours (non soumis) ave
 Anne-Françoise Yao (Univer-sité d'Aix-Marseille II). On peut montrer que M tW−1M = ctWc(V b)(V b)t. Don
 la matri
e
Σ−1M tW−1M est de rang 1 et possède ainsi une unique valeur propre non nulle.3.2.2 Estimation des paramètres par maximum de vraisemblan
eNous allons à présent estimer les paramètres (µ, V, b, c) du modèle de régression inverse (3.6).Pour 
e faire, on dispose d'un é
hantillon (Xi, Yi), i = 1, . . . , n de variables aléatoires indépen-dantes et de même loi que le 
ouple (X, Y ) dé�ni par le modèle (3.6). Sans perte de généralités,nous supposons dans la suite que

s̄j =
1

n

n∑

i=1

sj(Yi) = 0, ∀j = 1, . . . , H − 1.En utilisant le Théorème 3.1, l'idée la plus simple pour estimer la dire
tion e.d.r. b est de
al
uler le ve
teur propre b̂ asso
ié à la plus grande valeur propre de la matri
e Σ̂−1M̂ tŴ−1M̂ave

Ŵ =

1

n

n∑

i=1

s(Yi)s
t(Yi) et M̂ =

1

n

n∑

i=1

s(Yi)(Xi − X̄)t.L'estimateur b̂ ainsi dé�ni maximise aussi la vraisemblan
e L(µ, V, b, c) des paramètres dumodèle (3.6) au vu des observations (Xi, Yi), i = 1, . . . , n ave

L(µ, V, b, c) =

n∏

i=1

f(X,Y )(Xi, Yi) =
n∏

i=1

fX|Y =Yi
(Xi)fY (Yi) ∝

n∏

i=1

fX|Y =Yi
(Xi),où f(X,Y )(., .) est la densité du 
ouple (X, Y ), fY (.) la densité marginale de Y et fX|Y =y(.) ladensité 
onditionnelle de X sa
hant Y = y. D'après le modèle (3.6), fX|Y =y(.) est la densitéasso
iée à une loi multinormale Nd(µ + st(y)cV b, V ). Nous avons montré dans [105, Lemme 1℄que maximiser la vraisemblan
e L(µ, V, b, c) revient à minimiser en (µ, V, b, c) la quantité

G(µ, V, b, c) = log detV + tr(Σ̂V −1) + (µ − X̄)tV −1(µ − X̄) + (ctWc)(btV b) − 2ctMb.Les estimateurs du maximum de vraisemblan
e des paramètres (µ, V, b, c) sont expli
ites etdonnées par le résultat 
i-dessous (voir [105, Proposition 1℄).59



60 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régressionThéorème 3.2 Sous le modèle (3.6), si les matri
es Ŵ et Σ̂ sont inversibles alors les estima-teurs du maximum de vraisemblan
e des paramètres (µ, V, b, c) sont donnés par :
• b̂ est le ve
teur propre asso
ié à la plus grande valeur propre λ̂ de la matri
e Σ̂−1M̂ tŴ−1M̂ ,
• ĉ = Ŵ−1M̂ b̂/(b̂tV̂ b̂),
• µ̂ = X̄,
• V̂ = Σ̂ − λ̂Σ̂b̂b̂tΣ̂/(b̂tΣ̂b̂).On déduit de la dernière équation du Théorème 3.2 que λ̂ = 1 − (b̂tV̂ b̂)/(b̂tΣ̂b̂) ∈]0, 1[. Ondispose ainsi d'un estimateur du rapport signal sur bruit du modèle (3.6) :

ρ̂ =
1

1 − λ̂
.L'estimateur λ̂ peut don
 être vu 
omme une mesure de la qualité des estimateurs. Une valeurde λ̂ pro
he de zéro 
orrespond à un rapport signal pro
he de 1 et don
 à des estimateurs dequalité médio
re.Lien ave
 la méthode SIR Comme expliqué dans le paragraphe d'introdu
tion 3.1, laméthode SIR suppose un dé
oupage en H tran
hes S1, . . . , SH du support de la variable Y .Plaçons nous dans le 
as parti
ulier où les fon
tions de base sj(.), j = 1, . . . , H − 1 sont
onstantes sur les H − 1 premières tran
hes i.e.

sj(.) = I{. ∈ Sj} −
nj

n
, j = 1, . . . , H − 1, (3.7)où nj est le nombre d'observations Yi appartenant à la tran
he Sj , j = 1, . . . , H − 1. Nousmontrons alors (voir [105℄, Corollaire 1) que M̂ tŴ−1M̂ = Γ̂, la matri
e Γ̂ étant la matri
e de
ovarian
e inter-tran
hes dé�nie par (3.1). Ainsi, le ve
teur b̂ 
oïn
ide ave
 l'estimateur de ladire
tion e.d.r. fourni par la méthode SIR.3.2.3 Régularisation par introdu
tion d'un a priori GaussienNous présentons dans un premier temps l'a priori Gaussien introduit dans le modèle derégression inverse (3.6) a�n de régulariser la méthode SIR. La dire
tion e.d.r. b et le ve
teur csont à présent supposés aléatoires. On pose ρ̃ = (btΣ̂b)/(btV b). Cette variable aléatoire est égale(à l'estimation de la matri
e de 
ovarian
e Σ près) au rapport signal sur bruit dé�ni en (3.5).Nous introduisons un a priori sur la variable aléatoire

Θ = ρ̃−1/2st(Y )cb. (3.8)Nous supposons que 
onditionnellement à (ρ̃, Y ),
Θ ∼ Nd(0, Ω). (3.9)60



3.2 Régularisation de la méthode SIR 61La matri
e de 
ovarian
e a priori Ω est supposée 
onnue. Elle dé
rit les dire
tions de Rd quenous privilégions pour l'axe b. De plus, on remarque à partir de (3.8) et (3.9) que plus grande estla valeur ρ̃ (
'est à dire le rapport signal sur bruit) moins l'a priori sur les paramètres b et c serainformatif. Pour estimer (µ, V, b, c) en utilisant l'information a priori introduite pré
édemment,on maximise la vraisemblan
e de la loi 
onditionnelle du 
ouple (X, Θ) sa
hant (Y, ρ̃). Pluspré
isément, on maximise en (µ, V, b, c) la quantité
L̃(µ, V, b, c) =

n∏

i=1

f(X,Θ)|(Y =Yi,ρ̃)(Xi, Θ) =

n∏

i=1

fX|(Θ,Y =Yi,ρ̃)(Xi)fΘ|(Y =Yi,ρ̃)(Θ),où f(X,Θ)|(Y =Yi,ρ̃)(., .) est la densité 
onditionnelle du 
ouple (X, Θ) sa
hant (Y = Yi, ρ̃). Ladensité 
onditionnelle de X sa
hant (Θ, Y = Yi, ρ̃) notée fX|(Θ,Y =Yi,ρ̃)(.) est la densité asso
iéeà une loi multinormale Nd(µ + st(Yi)cV b, V ) d'après le modèle (3.6). En�n fΘ|(Y =Yi,ρ̃)(.) est ladensité 
onditionnelle de la variable Θ sa
hant (Y = Yi, ρ̃) qui est asso
iée à une loi multinor-maleNd(0, Ω) d'après (3.9). Nous avons montré dans [105, Lemme 2℄ que maximiser L̃(µ, V, b, c)revient à minimiser en (µ, V, b, c) la quantité
GΩ(µ, V, b, c) = G(µ, V, b, c) +

(btΩ+b)(ctWc)

ρ̃
,où Ω+ est l'inverse de Moore-Penrose de Ω. La minimisation de la fon
tion GΩ(µ, V, b, c) fournitdes estimateurs expli
ites des paramètres. Nous donnons leurs expressions dans le résultat 
i-dessous (voir [105, Proposition 2℄).Théorème 3.3 Sous le modèle (3.6) ave
 l'a priori (3.9), si les matri
es Ŵ et ΩΣ̂ + Id sontinversibles alors les estimateurs obtenus en maximisant la fon
tion GΩ(µ, V, b, c) en (µ, V, b, c)sont les suivants :

• b̂ est le ve
teur propre asso
ié à la plus grande valeur propre λ̂ de la matri
e (ΩΣ̂ +
Id)
−1ΩM̂ tŴ−1M̂ ,

• ĉ = ρ̂Ŵ−1M̂b̂/(b̂t(Ω+ + Σ̂)b̂), où ρ̂ = (b̂tΣ̂b̂)/(b̂tV̂ b̂),
• µ̂ = X̄,
• V̂ = Σ̂ − λ̂Σ̂b̂b̂tΣ̂/(b̂tΣ̂b̂).On remarque que le 
al
ul de la dire
tion e.d.r. estimée b̂ ne requiert plus l'inversion de lamatri
e Σ̂ 
omme dans le Théorème 3.2 mais l'inversion de la matri
e ΩΣ̂ + Id. Ainsi, on peut
hoisir une matri
e Ω pour obtenir une matri
e ΩΣ̂+ Id ayant un meilleur 
onditionnement quela matri
e Σ̂. Comme pour le Théorème 3.2, on a λ̂ = 1− 1/ρ̂. La valeur propre peut don
 êtrevu 
omme une mesure de la qualité des estimateurs obtenus.Méthode GRSIR En prenant 
omme fon
tions de bases sj(.), j = 1, . . . , H − 1 
elles dé�-nies par (3.7), on montre (voir [105, Corollaire 2℄) que b̂ est le ve
teur propre asso
ié à la plus61



62 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régressiongrande valeur propre de la matri
e (ΩΣ̂ + Id)
−1ΩΓ̂, Γ̂ étant 
omme pré
édemment la matri
ede 
ovarian
e inter-tran
hes. L'estimateur ainsi obtenu est appelé estimateur GRSIR de la di-re
tion e.d.r. b (GRSIR pour Gaussian Regularized Sli
ed Inverse Regression).Nous dé�nissons à présent une famille de matri
es de 
ovarian
e Ω pouvant être utilisées pour
al
uler l'estimateur GRSIR de b. Posons,

F(ϕ, m) =

{
Ω =

m∑

j=1

ϕ(δ̂j)q̂j q̂
t
j

}
,où m est un entier positif tel que m ≤ d, (q̂1, . . . , q̂m) sont les ve
teurs propres de la matri
e

Σ̂ asso
iés aux m plus grandes valeurs propres δ̂1 ≥ . . . ≥ δ̂m > 0. Nous montrons (voir [105,Proposition 4℄) que l'estimateur GRSIR de b obtenu en utilisant une matri
e Ω ∈ F(ϕ, m)peut-être aussi obtenu en :1) projetant les variables Xi, i = 1, . . . , n dans le sous-espa
e de dimension m engendré parles ve
teurs (q̂1, . . . , q̂m),2) en 
al
ulant sur 
es variables projetées l'estimateur GRSIR obtenu en prenant 
ommematri
e de 
ovarian
e a priori
d∑

j=1

ϕ(δ̂j)q̂j q̂
t
j.L'étape 1) 
orrespond à une pré-rédu
tion de la dimension sur les m premiers axes de l'ACP.Evidemment, si m = d, 
ette étape devient inutile. La fon
tion ϕ donne la forme de la matri
ede 
ovarian
e a priori. Nous donnons 
i-dessous plusieurs 
hoix de ϕ et m 
onduisant à desrégularisations 
onnues de SIR ainsi qu'à de nouvelles méthodes.Liens ave
 des méthodes de régularisations existantes

• Méthode SIR sans régularisation. Il est fa
ile de remarquer que si l'on prend
ϕ(t) = 1/t et m = d,alors la matri
e de 
ovarian
e a priori est donnée par Σ̂−1. Ainsi, l'estimateur GRSIR dela dire
tion b 
orrespond à l'estimateur 
lassique obtenu par la méthode SIR. Ce 
hoix dematri
e de 
ovarian
e a priori 
onduit à privilégier pour b les dire
tions où la varian
e de

X est faible. Ce
i 
onduit en pratique à des instabilités lorsque la 
ovarian
e empirique Σ̂est pro
he de la singularité.
• Méthode Ridge. Cette méthode de régularisation proposée par Zhong et al. [130℄ etS
ru

a [126, 127℄ 
onsiste à rempla
er la matri
e Σ̂ par Σ̂+τId où τ > 0 est un paramètrede régularisation. Le r�le de τ est de 
ontr�ler l'importan
e de la régularisation : une petitevaleur de τ implique une faible transformation de la matri
e Σ̂ et don
 une régularisation62



3.2 Régularisation de la méthode SIR 63peu importante. Cette méthode revient à 
hoisir notre matri
e de 
ovarian
e a priori dansla famille F(ϕ, m) ave

ϕ(t) = 1/τ pour tout t > 0 et m = d,autrement dit, prendre pour matri
e de 
ovarian
e a priori la matri
e Id/τ . La méthodeRidge ne favorise au
une dire
tion parti
ulière pour l'axe b. Remarquons en�n que si τtend vers zéro, la méthode Ridge revient à e�e
tuer la méthode SIR sans régularisation.Par 
ontre, si τ tend vers l'in�ni, il est fa
ile de montrer que la méthode Ridge 
orrespondalors à 
al
uler le ve
teur propre de la matri
e Γ̂ asso
ié à la plus grande valeur propre.

• Méthode ACP + SIR. Cette méthode proposée par Chiaromonte et al. [107℄ et Li etal. [122℄ 
onsiste à projeter les variables Xi, i = 1, . . . , n sur le sous-espa
e de dimension
m < d engendré par les d premiers ve
teurs propres issus de l'ACP de Σ̂ et à appliquerensuite la méthode SIR 
lassique sur 
es variables projetées. Comme mentionné 
i-dessus
ela revient à prendre

ϕ(t) = 1/t et m < d,dans notre famille F(ϕ, m) de matri
e de 
ovarian
e a priori.Nouvelles méthodes de régularisation
• Méthode de Tikhonov. Elle 
orrespond à une matri
e de 
ovarian
e a priori dans lafamille F(ϕ, m) ave


ϕ(t) = t/τ et m = d,où τ > 0 est un paramètre de régularisation. L'estimateur b̂ est alors obtenu en prenant leve
teur propre de la matri
e (Σ̂2 + τId)
−1Σ̂Γ̂ asso
ié à la plus grande valeur propre. Cetterégularisation privilégie pour b les dire
tions où la varian
e de X est grande (au 
ontrairede la méthode SIR). Elle est don
 moins sensible au mauvais 
onditionnement de Σ̂. Si leparamètre de régularisation τ tend vers l'in�ni, on peut montrer que l'estimateur obtenu
onverge vers le ve
teur propre de la matri
e Σ̂Γ̂ asso
ié à la plus grande valeur propre.Cette méthode de régularisation peut être rappro
hée de la régularisation de Tikhonovintroduite dans un 
adre d'estimation par moindres 
arrés (voir par exemple [128, Eq.(1.34)℄).

• Méthode ACP + Tikhonov. Cette régularisation 
onsiste à faire une étape préliminaireoù l'on projette les variables Xi, i = 1, . . . , n sur le sous-espa
e engendré par les m premiersve
teurs propres de Σ̂ et ensuite appliquer la méthode de Tikhonov présentée 
i-dessus.Elle 
orrespond au 
hoix suivant pour ϕ et m :
ϕ(t) = t/τ et m < d.

• Méthode ACP + Ridge. Il s'agit dans un premier temps de projeter les variables Xi,
i = 1, . . . , n sur le sous-espa
e engendré par les m premiers ve
teurs propres de Σ̂ et ensuiteappliquer la méthode Ridge. Elle 
orrespond au 
hoix suivant pour ϕ et m :

ϕ(t) = 1/τ pour tout t > 0 et m < d.63



64 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régression3.2.4 Dis
ussion sur une autre méthode de régularisationCette autre méthode de régularisation présentée par Li et al. [123℄ est basée sur une dé�nitionalternative de l'estimateur SIR de la dire
tion b. On dé
oupe tout d'abord le support de Y en
H tran
hes S1, . . . , SH et on dé�nit la fon
tion :

G(a, c̃) =
H∑

j=1

nj

n

(
(X̄j − X̄) − c̃jΣ̂a

)t
Σ̂−1

(
(X̄j − X̄) − c̃jΣ̂a

)
,où a ∈ Rd, c̃ = (c̃1, . . . , c̃H) ∈ RH , les autres notations étant identiques à 
elles employées pourla présentation de la méthode SIR dans la se
tion 3.1. Cook et al. [109, 111℄ montrent que leve
teur a minimisant la fon
tion G(a, c̃) 
orrespond à l'estimateur SIR de la dire
tion b. Parsou
is de 
omparaison ave
 notre méthode de régularisation, nous supposons i
i que l'espa
ee.d.r. est de dimension 1. Le résultat montré par Cook et al. [109, 111℄ est en fait valable dansle 
adre plus général d'un espa
e e.d.r. de dimension supérieure ou égale à 1. Pour régulariserla méthode SIR, Li et al. [123℄ proposent de minimiser en a et c̃ la fon
tion :

Gτ (a, c̃) =

H∑

j=1

nj

n
‖(X̄j − X̄) − c̃jΣ̂a‖2

2 + τ‖a‖2
2,où τ > 0 est un paramètre de régularisation. Nous montrons dans [104℄ que 
ette méthode n'estpas justi�able théoriquement bien qu'elle semble fournir de bons résultats sur les simulations etl'appli
ation sur données réelles présentées dans [123℄. Plus pré
isément, nous remarquons dansun premier temps que pour tout réel λ > 0, Gτ (a, c̃) 6= Gτ (λa, c̃). Ainsi, les ve
teurs a et λa(engendrant pourtant le même sous-espa
e) ne seront pas estimés de la même façon par 
etteméthode de régularisation. Nous montrons de plus (voir [104, Proposition 1℄) que s'il existe, leve
teur â minimisant la fon
tion Gτ (a, c̃) est le ve
teur nul de Rd. Nous proposons dans [104,Eq. (5)℄ une version 
orrigée de la fon
tion Gτ (a, c̃) permettant d'obtenir un estimateur de aa

eptable d'un point de vue théorique :

H(a, c̃) =
H∑

j=1

nj

n

(
(X̄j − X̄) − c̃jΣ̂a

)t
Σ̂−1

(
(X̄j − X̄) − c̃jΣ̂a

)
+ τ

H∑

j=1

nj

n
c̃j‖a‖2

2.Il est fa
ile alors de montrer que la valeur â minimisant la fon
tion H(a, c̃) est le ve
teurpropre de la matri
e (Σ̂ + τId)
−1Γ̂ asso
ié à la plus grande valeur propre. Autrement dit, â estl'estimateur de la dire
tion e.d.r. obtenu par la méthode ridge présentée pré
édemment.3.3 Illustration sur simulationDans 
e paragraphe, nous présentons quelques simulations nous permettant de 
omparer lesdi�érentes méthodes de régularisation présentées pré
édemment. On génère pour 
e faire desobservations selon la loi d'un 
ouple (X, Y ) où X est de loi multinormaleN (0, Id) et la variable

Y est déterminée par le modèle de régression :
Y = sin

(π

2
btX

)
+ ξ,64



3.3 Illustration sur simulation 65où ξ ∼ N (0, 0.009) et la dire
tion b engendrant l'espa
e e.d.r. de dimension 1 est donnée par
b = (1, . . . , 1)/

√
d. Comme nous l'illustrons dans [105, Paragraphe 4℄, la fon
tion de lien n'aque peu d'in�uen
e sur la qualité de l'estimateur de la dire
tion e.d.r. b. Nous nous restreignonsdon
 i
i à une seule fon
tion de lien. A�n d'appré
ier le 
omportement des di�érents estimateursde b, nous générons indépendamment N = 100 é
hantillons de taille n = 100 selon la loi du
ouple (X, Y ). Nous disposons don
 des observations (X

(r)
i , Y

(r)
i ), i = 1, . . . , 100, r = 1, . . . , 100à l'aide desquelles nous 
al
ulons les estimateurs b̂(r) de la dire
tion b (les ve
teurs b̂(r) sontnormalisés de telle sorte que ‖b̂(r)‖2 = 1). Le nombre de tran
hes utilisées pour 
al
uler lamatri
e Γ̂ est �xé à H = 10. La qualité de l'estimateur est mesurée par la moyenne des 
osinus
arrés entre l'axe b et les axes estimés b̂(r), r = 1, . . . , 100. Plus pré
isément, nous 
al
ulons le
ritère :

CC =
1

N

N∑

r=1

(btb̂(r))2 ∈ [0, 1].Une valeur du 
ritère CC pro
he de 0 
orrespond à une mauvaise estimation de b (les ve
teurs
b̂(r), r = 1, . . . , 100 sont presque orthogonaux à b). Inversement, si CC est pro
he de 1, lesve
teurs b̂(r), r = 1, . . . , 100 sont à peu de 
hoses près 
olinéaires. Une adaptation de 
e 
ritèredans le 
as d'un espa
e e.d.r. de dimension supérieure à 1 est proposée dans [117℄. Nous étudionsi
i le 
omportement des estimateurs de b en fon
tion de 3 paramètres : la dimension d du ve
teuralátoire X, le paramètre de régularisation τ et la dimension m du sous-espa
e utilisé dans lesméthodes ACP + SIR, ACP + Ridge et ACP + Tikhonov. Remarquons tout d'abord que ladimension d est dire
tement liée au 
onditionnement de la matri
e de 
ovarian
e empirique Σ̂(voir Figure 3.2) : une grande dimension d 
orrespond à un mauvais 
onditionnement (i.e. fortevaleur) de Σ̂.
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Fig. 3.2 � Lien entre la dimension d du ve
teur aléatoire X et le 
onditionnement de la matri
ede 
ovarian
e empirique Σ̂. En abs
isse, le rapport d/n ∈]0, 1] et en ordonnée le 
onditionnementde Σ̂. 65



66 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régressionIn�uen
e du paramètre de régularisation. Nous 
al
ulons le 
ritère CC en fon
tion duparamètre τ . A�n d'obtenir des graphiques plus lisibles, nous utilisons une é
helle logarithmiqueet nous faisons varier log(τ) entre −10 et 10. Les paramètres d et m sont �xés respe
tivementà 70 et 20. Les résultats sont représentés sur la �gure 3.3. On remarque que la méthode SIRdonne de mauvais résultats selon le 
ritère CC. Pour une valeur de τ 
orre
tement 
hoisie, lesméthodes Ridge et Tikhonov améliorent la qualité des estimateurs. L'in�uen
e du paramètre τsemble moins importante pour la méthode Ridge. La méthode ACP + SIR est plus performanteque la méthode SIR 
lassique. Pour un bon 
hoix de τ , les méthodes ACP + Ridge et ACP +Tikhonov donnent de meilleurs résultats que ACP + SIR.
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Fig. 3.3 � In�uen
e du paramètre de régularisation sur l'estimation de b ave
 : �gure de gau
heles méthodes SIR (trait 
ontinu), Ridge (tirets) et Tikhonov (pointillé), �gure de droite lesméthodes ACP + SIR (trait 
ontinu), ACP + Ridge (tirets) et ACP + Tikhonov (pointillés).En abs
isse, le logarithme de τ et en ordonnée le 
ritère CC. La dimension d est �xé à 70 et ladimension m à 20.
In�uen
e de la dimension m du sous-espa
e pour les méthodes utilisant une ACP.Le 
ritère CC est i
i 
al
ulé en fon
tion de m qui est le nombre de dire
tions fournies par l'ACPque nous utilisons pour e�e
tuer les méthodes ACP + SIR, ACP + Ridge et ACP + Tikhonov.Le paramètre de régularisation est �xé à τ = 0.5 et le ve
teur X est de dimension d = 70. Lesrésultats représentés dans la �gure 3.4 montrent que les trois méthodes donnent des résultatstrès similaires pour m ≤ 40. Les méthodes ACP + Ridge et ACP + Tikhonov 
ontinuent àfournir de bons résultats pour des dimensions m > 40. Il semble, au vu de 
ette simulation,qu'il est inutile d'e�e
tuer une ACP avant d'appliquer les méthodes de régularisation Ridge etTikhonov. Par 
ontre, la méthode ACP + SIR améliore nettement les résultats de SIR pourpeu que l'on 
hoisisse 
orre
tement la dimension m.66



3.3 Illustration sur simulation 67
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Fig. 3.4 � Critère CC en fon
tion de la dimension m du sous-espa
e utilisé pour les méthodesACP + SIR (trait 
ontinu), ACP + Ridge (tirets) et ACP + Tikhonov (pointillés). En abs
isse,la dimension m et en ordonnée le 
ritère CC.In�uen
e de la dimension d du ve
teur aléatoire X. Nous 
al
ulons i
i le 
ritère CCen fon
tion de la dimension d de la variable expli
ative X. Le paramètre τ est �xé à la valeur0,5. Nous 
omparons uniquement les méthodes SIR, Ridge et Tikhonov.
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ontinu), Ridge (tirets) et Tikhonov (pointillés). En abs
isse, le rapport d/n et enordonnée le 
ritère CC. 67



68 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régressionLa �gure 3.5 montre que les méthodes Ridge et Tikhonov ont une valeur du 
ritère CC trèspro
he de 
elle obtenue ave
 SIR pour un rapport d/n < 0, 3. Pour de plus grandes valeurs de
d, les méthodes Ridge et Tikhonov fournissent de meilleurs résultats que SIR.3.4 Appli
ation à l'étude d'images hyperspe
trales du solmartienL'obje
tif de 
ette se
tion est d'utiliser la méthode de régularisation GRSIR présentée pré-
édemment pour inverser une image hyperspe
trale de la planète Mars. Cette appli
ation a étée�e
tuée en 
ollaboration ave
 C. Bernard-Mi
hel, S. Douté, M. Fauvel et S. Girard et publiéedans Journal of Geophysi
al Resear
h [102℄. Inverser une image signi�e en fait estimer les pa-ramètres physiques asso
iés aux spe
tres dont on dispose. Les résultats obtenus sont 
omparésà 
eux fournis par la méthode des plus pro
hes voisins et les régressions SVR et PLS (voir lase
tion 3.1 pour une des
ription rapide de 
es méthodes). La nature des images hyperspe
tralesde Mars est dé
rite dans la se
tion 3.1 (voir aussi [102, Se
tion 2℄). Nous allons i
i utiliser troistypes de données :

• L'image hyperspe
trale observée. Nous disposons d'une image 
omprenant environ15000 spe
tres a
quise durant l'été martien par l'instrument OMEGA. Les spe
tres sonten dimension d = 184. Cette image 
ouvre une grande partie du p�le sud de la planète.L'obje
tif est d'estimer pour 
es spe
tres les paramètres physiques 
orrespondants in
on-nus 
ar nous ne disposons pas de vérité terrain. On se fo
alise i
i sur 5 paramètres : lestailles des grains de CO2 et d'eau, les proportions de poussière, d'eau et de gla
e de CO2.
• Une base d'apprentissage simulée. A�n d'apprendre la liaison liant un spe
tre à 
esparamètres physiques, nous disposons d'une base d'apprentissage simulée par un modèlede transfert radiatif 
orrespondant au p�le sud martien. Cette base 
ontient n = 31500spe
tres de dimension d = 184 obtenus pour di�érentes valeurs des 5 paramètres physiquesprises sur une grille régulière (voir Tableau 3.1). On dispose ainsi d'un é
hantillon

(Xi, Yi,1, Yi,2, Yi,3, Yi,4, Yi,5), i = 1, . . . , n, Xi ∈ R
184 et Yi,j ∈ R, j = 1, . . . , 5,où Yi,1 et Yi,2 sont les tailles des grains de CO2 et des grains d'eau asso
iés au spe
tre Xi,

Yi,3, Yi,4 et Yi,5 les proportions de poussière, d'eau et de gla
e de CO2. Les 5 paramètressont traités indépendamment les uns des autres.Paramètres # de valeurs distin
tes Intervalle de variationProportion d'eau 15 [0.0006 0.002℄Proportion de CO2 29 [0.996 0.9988℄Proportion de poussière 15 [0.0006 0.002℄Taille des grains d'eau 5 [100 400℄taille des grains de CO2 28 [40000 105000℄Tab. 3.1 � Tableau donnant pour 
ha
un des 5 paramètres le nombre de valeurs di�érentessele
tionnées ainsi que les intervalles de variation.68



3.4 Appli
ation à l'étude d'images hyperspe
trales du sol martien 69
• Une base de test. Ne disposant pas de vérité terrain sur Mars, nous proposons de validerles résultats d'estimation des paramètres obtenus par les méthodes GRSIR, plus pro
hesvoisins, SVR et PLS sur une base test :

(X∗i , Y ∗i,1, Y
∗
i,2, Y

∗
i,3, Y

∗
i,4, Y

∗
i,5), i = 1, . . . , n∗ = 3500, X∗i ∈ R

184 et Y ∗i,j ∈ R, j = 1, . . . , 5.Cette base a été obtenue en utilisant le même modèle de transfert radiatif que 
elui utilisépour 
onstruire la base d'apprentissage. Pour simuler le bruit du aux e�ets de l'atmosphèrede Mars, au mauvais fon
tionnement de l'appareil de mesure, et
 . . . nous avons rajoutéaux spe
tres simulés par le modèle une variable aléatoire de loi multinormale 
entrée etdont la matri
e de 
ovarian
e a été déterminée expérimentalement par le LPG.Tout d'abord, nous estimons la fon
tion de lien entre les spe
tres et les paramètres ave
 labase d'apprentissage. Les résultats obtenus sont ensuite validés sur la base de test. En�n, nousappliquons la méthode GRSIR pour inverser l'image hyperspe
trale du p�le sud martien.Estimation de la fon
tion de lien et validation des méthodes. Pour estimer la fon
tionde lien à partir de la base d'apprentissage, nous utilisons les méthodes suivantes : GRSIR-Tikhonov, plus pro
hes voisins, SVR et PLS. On note par Ŷ ∗i,j l'estimation par l'une de 
esméthodes du j−ème paramètre physique asso
ié au spe
tre X∗i . Pour valider les estimationsdes paramètres sur la base test, nous proposons d'utiliser le 
ritère suivant :
NRMSEj =

√√√√√√√

n∗∑
i=1

(Ŷ ∗i,j − Y ∗i,j)
2

n∗∑
i=1

(Y ∗i,j − Ȳ ∗j )2

, j = 1, . . . , 5, avec Ȳ ∗j =
1

n∗

n∗∑

i=1

Y ∗i,j.Ce 
ritère mesure l'é
art entre le paramètre estimé et sa vraie valeur. Une valeur pro
he de 0pour le NRMSEj signi�e don
 une bonne prédi
tion. Le dénominateur a pour but de normaliserle 
ritère a�n de pouvoir 
omparer sa valeur pour di�érents paramètres n'ayant pas for
émentle même intervalle de variation. Nous donnons 
i-dessous des détails sur l'implémentation desdi�érentes méthodes d'estimation.
• GRSIR-Tikhonov. Nous avons 
hoisi d'utiliser uniquement la méthode de régularisationTikhonov. Nous avons remarqué (voir [102, Paragraphe 5.4℄ que l'on pouvait supposer quel'espa
e e.d.r. était de dimension 1. En e�et, le premier axe donné par GRSIR-Tikhonovexplique à lui seuil 98% de la varian
e totale. Nous devons don
 
al
uler ave
 la based'apprentissage le ve
teur propre de la matri
e (Σ̂2 + τId)

−1Σ̂Γ̂ asso
ié à la plus grandevaleur propre. Pour 
e faire, nous devons au préalable 
hoisir une valeur pour le paramètrede régularisation τ . Pour 
e faire, nous avons retenu la valeur de τ minimisant le 
ritère
NRMSEj . Le nombre H de tran
hes utilisées pour 
al
uler Γ̂ est égal au nombre devaleurs di�érentes prises par le paramètre étudié (voir Tableau 3.1). Une fois la dire
tione.d.r. b̂ obtenue, nous estimons le paramètre Y (par exemple la taille des grains de CO2)asso
ié à un nouveau spe
tre x par : 69



70 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régression
Ŷ =





mparam
1 si t ∈

]
−∞, mproj

1

]

mparam
h + (t − mproj

h )

(
mparam

h+1
−mparam

h

mproj
h+1
−mproj

h

) si t ∈
]
mproj

h , mproj
h+1

]
, h = 1, . . . , H − 1

mparam
H si t ∈

]
mproj

H , +∞
[

(3.10)où, si j dénote le numéro du paramètre étudié,
mproj

h =
1

nh

∑

Yi,j∈Sh

b̂t
jXi, et mparam

h =
1

nh

∑

Yi,j∈Sh

b̂tXi, h = 1, . . . , H,les notations nh et Sh ayant été introduites dans la se
tion 3.1. Cette méthode d'estimationest illustrée par la Figure 3.6.
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Fig. 3.6 � Figure illustrant l'estimation de la fon
tion de lien (en noir). En abs
isse : lesproje
tions des spe
tres sur la dire
tion b̂. En ordonnée : la taille des grains de CO2. Les pointsgris représentent les données de la base de test.
• Plus pro
hes voisins. On 
onserve i
i uniquement un voisin. Autrement dit, pour unnouveau spe
tre x, on estime son paramètre par 
elui asso
ié au spe
tre le plus pro
he de

x (pour la distan
e eu
lidienne de R184) dans la base d'apprentissage.
• Régression PLS. En reprenant les mêmes notations que dans la se
tion 3.1, on projetteles spe
tres Xi sur un sous-espa
e de dimension m < d = 184 engendré par la matri
e

A. On estime le paramètre asso
ié au spe
tre x par ĉ1 + ĉt
2Ax où ĉ1 et ĉ2 sont les es-timateurs des moindres 
arrés des paramètres du modèle de régression linéaire multiple

Yi = c1 + ct
2AXi + ηi, i = 1, . . . , n. 70



3.4 Appli
ation à l'étude d'images hyperspe
trales du sol martien 71
• Régression SVR. On utilise le noyau gaussien

K(xi, xj) = exp(−γ‖xi − xj‖2
2).La méthode SVR dépend alors de trois paramètres : ǫ, λ et γ. Nous �xons la valeur de ǫà 0,01. Les paramètres λ et γ sont 
hoisis en minimisant le 
ritère NRMSEj .Les résultats de l'estimation des paramètres sur la base de test sont présentés dans le Ta-bleau 3.2 et la Figure 3.7. Le Tableau 3.2 fournit les valeurs du 
ritère NRMSE pour les 5paramètres. Comme attendu, la méthode des plus pro
hes voisins donne les moins bons résul-tats. La méthode GSIR est préférable (sauf pour le paramètre "taille des grains d'eau") à laméthode des plus pro
hes voisins et à la régression PLS. Dans la base d'apprentissage, nousdisposons uniquement de 5 valeurs di�érentes pour le paramètre "taille des grains d'eau" 
equi peut expliquer le mauvais 
omportement de la méthode GRSIR. La régression SVR fournitles meilleurs résultats mais au prix d'un temps de 
al
ul important (environ 15 heures 
ontreseulement 1 minute pour GRSIR). De plus, la méthode GRSIR présente l'avantage de four-nir une dire
tion e.d.r. estimée dont les 
omposantes sont interprétables par un planétologue(voir [102, Paragraphe 5.5℄).Dans la Figure 3.7, nous avons représenté les estimations du paramètre "proportion de CO2" enfon
tion des valeurs observées des paramètres sur la base de test. I
i en
ore, nous remarquonsle mauvais 
omportement de la méthode des plus pro
hes voisins et la très bonne estimationobtenue ave
 la régression SVR. La méthode GRSIR présente un 
omportement satisfaisant.La régression PLS fournit un nuage de points légèrement in
urvé par rapport à la premièrebisse
tri
e. Ce 
omportement est dû au fait que la méthode PLS suppose une relation linéaireentre les spe
tres et les paramètres.Estimation de la proportion de poussière de l'image hyperspe
trale de Mars. Nousallons utiliser les estimateurs de la fon
tion de lien trouvés à l'aide de la base d'apprentissagepar les méthodes des plus pro
hes voisins, GRSIR-Tikhonov, PLS et SVR. La base d'apprentis-sage a été 
onstruite sans tenir 
ompte des spe
tres observés sur Mars. Ainsi, 
ertains spe
tresde la base d'apprentissage sont très éloignés des spe
tres observés et sont don
 inutiles (voiremême nuisibles) pour inverser l'image hyperspe
trale. A l'inverse, 
ertains spe
tres observéssont très di�érents des spe
tres de la base d'apprentissage et ne peuvent don
 pas être in-versés par la fon
tion de lien estimée. Il faut don
 au préalable faire 
oïn
ider au mieux lesspe
tres observés et 
eux de la base d'apprentissage. Pour 
e faire nous proposons dans [102,Paragraphe 4℄ de projeter 
es spe
tres sur les 2 premiers axes de l'ACP des spe
tres de labase d'apprentissage. Nous 
onservons pour l'estimation uniquement les spe
tres su�sammentpro
hes selon la distan
e eu
lidienne de R2. Ave
 la nouvelle base d'apprentissage ainsi obtenue(
ontenant 15407 spe
tres), nous estimons la liaison entre les spe
tres et les paramètres par lesdi�érentes méthodes 
onsidérées. Nous estimons ensuite pour les spe
tres observés sur Mars laproportion de poussière. Les résultats sont représentés sur la Figure 3.8. Les méthodes GRSIRet SVR donnent des images similaires à 
elles obtenues ave
 les plus pro
hes voisins bien que
ette dernière semble moins lisse. De nombreuses autres estimations de paramètres physiques àpartir d'images hyperspe
trales de Mars sont 
onsultables dans un rapport de re
her
he [103℄71



72 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régressionrédigé durant le post-do
torat de C. Bernard-Mi
hel.Paramètres Plus pro
hes voisins PLS SVR GRSIRProportion d'eau 0.86 0.52 0.17 0.40Proportion de CO2 0.88 0.56 0.18 0.30Proportion de poussière 0.44 0.36 0.11 0.17Taille des grains d'eau 0.43 0.44 0.17 0.54Taille des grains de CO2 0.53 0.47 0.14 0.22Tab. 3.2 � Valeur du NRMSE pour les 5 paramètres obtenue sur la base de test ave
 lesméthodes GRSIR-Tikhonov, plus pro
hes voisins, PLS et SVR.
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PLS SVRFig. 3.7 � En abs
isse : la vraie valeur de la proportion de CO2. En ordonnée : la proportionde CO2 estimée par les méthodes des plus pro
hes voisins, GRSIR, PLS et SVR. Le trait enpointillé représente la première bisse
tri
e. 72
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C DFig. 3.8 � Estimation de la proportion de poussière par la méthode des plus pro
hes voisins(A), GRSIR (B), PLS (C) et SVR (D).3.5 Con
lusion et perspe
tivesDans 
e 
hapitre, nous avons proposé une régularisation de la méthode SIR basé sur l'in-trodu
tion d'un a priori Gaussien. Di�érents 
hoix pour la matri
e de varian
e-
ovarian
e dela loi a priori 
onduisent à des méthodes de régularisation 
onnues ainsi qu'à de nouvelles ap-pro
hes. La méthode GRSIR s'est avérée e�
a
e et 
ompétitive fa
e à d'autres méthodes derégression en grande dimension (SVR, PLS, et
 . . .). Elle semble aussi fournir de bons résultatspour l'appli
ation sur des images hyperspe
trales du sol martien. Dans le 
adre du projet ANRVisualisation et analyse d'images hyperspe
trales multi-dimensionnelles en astrophysique, unlogi
iel regroupant de nombreuses méthodes d'analyse d'images hyperspe
trales est a
tuelle-ment développé par L. Léau-Mer
ier. La méthode GRSIR sera implémentée dans 
e logi
iel.La méthode GRSIR a pour l'instant été validée uniquement sur données simulées et réelles.En 
ollaboration ave
 S. Girard et A.F. Yao, nous tentons de déterminer la vitesse de 
onver-gen
e théorique de l'estimateur b̂ obtenu ave
 la méthode GRSIR vers la vraie dire
tion e.d.r.Nous pourrons ainsi la 
omparer à 
elle obtenue lorsque la méthode SIR 
lassique (sans régu-larisation) est utilisée. 73



74 Chapitre 3. Rédu
tion de dimension pour la régressionIl serait également intéressant d'appliquer la méthode de régularisation proposée pour SIR àd'autres méthodes (par exemple 
elle des plus pro
hes voisins).Dans de nombreuses appli
ations (et notamment en planétologie), la possibilité de pouvoir af-fe
ter une nouvelle observation à une 
lasse est souvent appré
iable. Nous souhaiterions don

oupler la méthode SIR à une méthode de 
lassi�
ation (par exemple l'algorithme E-M) a�nde pouvoir (en une seule étape) 
lasser et estimer les paramètres physiques.En�n, 
on
ernant l'appli
ation en Planétologie, la méthode GRSIR est pour l'instant e�e
-tuée indépendamment sur 
haque pixel de l'image. Il serait souhaitable de mettre en pla
e uneméthode de régularisation spatiale a�n d'obtenir une 
arte d'estimation plus lisse.
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77
Con
lusion généraleCe mémoire d'Habilitation à Diriger des Re
her
hes présente l'état a
tuel d'avan
ement demes travaux dans les trois thématiques suivantes : inféren
e sur les lois à queue de type Wei-bull, lois des valeurs extrêmes 
onditionnelles et rédu
tion de dimension pour la régression. Lepremier thème a fait l'objet de 5 publi
ations dans des revus internationales, les deux autres à3 publi
ations 
ha
un. Avant de donner quelques dire
tions de re
her
he possibles permettantde relier 
es trois thèmes, je donne un bref résumé des résultats obtenus.Dans le 
hapitre 1, nous nous sommes intéressés aux lois à queue de type Weibull. Plus pré
i-sément, à partir d'un é
hantillon de variables aléatoires indépendantes issues d'une loi à queuelégère, nous avons proposé plusieurs estimateurs de quantiles extrêmes. Leur validité théoriquea été établie par le biais de résultats de normalité asymptotique. De nombreuses simulations(qui ne sont pas toutes présentées dans 
e mémoire) ont permis de valider le 
omportement desestimateurs sur des é
hantillons de taille �nie.Dans le 
hapitre 2, nous avons aussi proposé plusieurs estimateurs de quantiles extrêmes maisdans un 
adre 
onditionnel 
'est à dire lorsque la variable d'intérêt est mesurée 
onjointementave
 une 
ovariable. Les quantiles extrêmes sont alors fon
tion de la 
ovariable. Nous noussommes restreint au 
as de lois 
onditionnelles à queue lourde. Comme dans le 
hapitre pré-
édent, des résultats de normalité asymptotique ont été établis montrant ainsi le bien fondéthéorique de 
es estimateurs. Leur utilisation pour l'estimation d'une 
arte de période de retoura permis de mettre en éviden
e l'intérêt appli
atif de 
es estimateurs.En�n, dans le 
hapitre 3, nous avons proposé une régularisation de la méthode SIR en in-troduisant un a priori Gaussien. Di�érents 
hoix pour la matri
e de varian
e-
ovarian
e de laloi a priori 
onduisent à des méthodes de régularisation 
onnues ainsi qu'à de nouvelles ap-pro
hes. Le bon 
omportement des estimateurs régularisés obtenus a été mis en éviden
e surdes simulations ainsi que sur une appli
ation sur données réelles. La méthode SIR régularisées'est avérée 
ompétitive fa
e à d'autres méthodes de régression 
omme la méthode SVR, 
elledes plus pro
hes voisins, et
 . . .Voi
i à présent quelques futurs axes de re
her
he possibles. Tout d'abord, il serait intéressantd'étendre les dé�nitions des estimateurs de quantiles extrêmes 
onditionnels aux 
as de loi àqueue de type Weibull 
onditionnelle. Ce
i permettrait d'appliquer les méthodes développéesdans le Chapitre 2 aux estimateurs introduits dans Chapitre 1.En remarquant que l'indi
e des valeurs extrêmes 
onditionnel introduit dans le Chapitre 2 peut77



78 Chapitre 3. Con
lusion généraleaussi être interprété 
omme une fon
tion de régression, il semble envisageable d'utiliser les ré-sultats sur la rédu
tion de dimension obtenus dans le Chapitre 3 pour en faire l'estimation.En e�et, dans le 
as où la 
ovariable 
onsidérée est de grande dimension, il serait pertinentd'en réduire la dimension avant d'étudier le 
omportement de la queue de distribution de la loi
onditionnelle.En�n, d'autres domaines de la Statistique pourraient être utilisés pour améliorer les résultatsprésentés dans 
e mémoire. Par exemple, des te
hniques d'estimation fon
tionnelle pourraientêtre appliquées pour estimer la fon
tion à variations lentes présente dans l'expression des fon
-tions de répartition des lois à queue lourde et légère. Ce
i permettrait d'utiliser davantaged'observations pour estimer les quantiles extrêmes puisque nous ne serions plus alors 
ontraintsd'utiliser uniquement les plus grandes observations pour lesquelles la fon
tion à variations lentespeut être 
onsidérée 
omme étant 
onstante.
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