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Résumé

La reformulation du théoréme de Bayes par R. de Cristofaro permet d’intégrer I'in-
formation sur le plan expérimental dans la loi a priori. En acceptant de transgresser
les principes de vraisemblance et de la régle d’arrét, un nouveau cadre théorique
permet d’aborder le probléme de la séquentialité dans l'inférence bayésienne. En
considérant que l'information sur le plan expérimental est contenue dans l'informa-
tion de Fisher, on dérive une famille de lois a priori a partir d’'une vraisemblance
directement associée a I’échantillonnage. Le cas de I’évaluation d’une proportion
dans le contexte d’échantillonnages Binomiaux successifs conduit a considérer la loi
Béta-J. L’étude sur plusieurs plans séquentiels permet d’établir que 1'"a priori de
Jeffreys corrigé" compense le biais induit sur la proportion observée. Une application
dans 'estimation ponctuelle montre le lien entre le paramétrage des lois Béta-J et
Béta dans I’échantillonnage fixe. La moyenne et le mode des lois a posteriori ob-
tenues présentent des propriétés fréquentistes remarquables. De méme, I'intervalle
de Jeffreys corrigé montre un taux de recouvrement optimal car la correction vient
compenser l'effet de la régle d’arrét sur les bornes. Enfin, une procédure de test, dont
les erreurs s’interprétent a la fois en terme de probabilité bayésienne de I'hypothése
et de risques fréquentistes, est construite avec une régle d’arrét et de rejet de Hy
fondée sur une valeur limite du facteur de Bayes. On montre comment 1’a priori de
Jeffreys corrigé compense le rapport des évidences et garantit I'unicité des solutions,
y compris lorsque I'hypothése nulle est composite.

Abstract

Bayesian priors in sequential binomial design. The reformulation by R. de
Cristofaro of the Bayes theorem allows to integrate the information on the experi-
mental design in the prior distribution. In accepting to transgress the Likelihood and
Stopping Rules principles, a new framework allows to move on the issue of sequen-
ciality in the Bayesian inference. Considering that the information on the design is
contained in the Fisher information, a new family of priors is derived from a likeli-
hood directly related to the sampling rule. The case of the study of a proportion in
the sequential context of successive Binomial samplings leads to consider the Beta-J
distribution. The study on several sequential designs allows to state that the "cor-
rected Jeffreys prior" compensates the bias induced on the observed proportion. An
application in the estimation shows the relationship between the parameters of the
Beta-J and Beta distributions in the fixed sampling. The mean and mode of the
posterior distributions show remarkable frequentist properties. As well, the correc-
ted Jeffreys interval has an optimal covering rates as the correction compensates
the effect of stopping rule on the limits. Last, a test procedure, whose the errors
are interpreted in terms of both Bayesian probabilities of hypotheses and frequentist
risks, is designed with a rule for stopping and rejecting Hy based on a limit value of
the Bayes factor. It is shown how the corrected Jeffreys prior compensates the ratio
of evidences and guarantees the unicity of solutions, even when the null hypothesis
is composite.
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Introduction

La détermination et la prise en compte dans ’analyse des facteurs ayant une in-
fluence sur l'observation constituent une préoccupation majeure dans les sciences
expérimentales. Il est par exemple naturel de considérer que I'arrét prématuré d’une
expérience motivé par la nature des résultats affecte 'information sur le paramétre

d’intérét.

Lorsque le plan expérimental est prédéterminé, la performance des procédures fré-
. s 1y . ,
quentistes se mesure en moyennant par les probabilités d’échantillonnage sur ’espace
des observations. Dans un plan séquentiel, la notion de biais dans I'estimation ponc-
tuelle permet d’envisager des mesures correctrices pour l’estimateur classique du
maximum de vraisemblance. De méme, les tests séquentiels fondés sur des fonctions

de dépense des risques garantissent les risques nominaux « et [ prédéfinis.

Dans l'approche bayésienne, la notion de biais est plus diffuse car I'inférence sur le
parameétre est portée par la loi a posteriori que I’on obtient par une simple application
du théoréme de Bayes. Lorsque la loi a priori n’intégre aucune information sur les
observations, la formulation classique de ce théoréme est en accord avec le principe
de vraisemblance (voir chapitre (1)). La loi a posteriori ne tient pas compte de la
nature du plan expérimental car cette information n’est pas non plus contenue dans

la vraisemblance.

En notant que le plan expérimental constitue une partie de ’évidence, R. de Cris-

tofaro propose une reformulation du théoréme de Bayes qui permet d’intégrer cette
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information dans la loi a priori. En introduisant le principe d’impartialité du plan

expérimental, il offre en plus une nouvelle légitimité a la régle de Jeffreys.

Le travail mené dans le cadre de cette thése est d’abord une tentative pour apporter
une réponse bayésienne cohérente au probléme de la régle d’arrét dans un plan
expérimental. L’idée de base développée dans le chapitre (2) est de considérer que
Iinformation sur le plan expérimental est contenue dans 'information de Fisher. A
partir de la vraisemblance associée au plan d’échantillonnage, on dérive une famille
de lois a priori dont fait partie I'"a priori de Jeffreys corrigé". Le cas de I’évaluation

d’une proportion conduit a considérer la loi Béta-J.

Dans le chapitre (3), une premiére application dans l'estimation ponctuelle permet
d’établir un lien direct entre le paramétrage de la loi Béta-J et celui de la loi Béta
dans I’échantillonnage fixe. La forme analytique d’un nouvel estimateur bayésien aux
propriétés remarquables en terme de biais est obtenue dans un plan expérimental

comportant un arrét optionnel.

Dans le chapitre (4), on étudie 'effet de la régle d’arrét sur le taux de recouvre-
ment et la longueur moyenne des intervalles de confiance habituellement utilisés. La
comparaison des performances avec 'intervalle de crédibilité basé sur I’a priori de
Jeffreys corrigé met en évidence le mécanisme de compensation du biais induit par

la correction.

Enfin, un test séquentiel dont la régle d’arrét et de rejet de I’hypothése nulle est
fondée sur une valeur limite du facteur de Bayes est développé dans le chapitre
(5). Ce nouveau test permet des interprétations de l'erreur en terme de probabi-
lités bayésiennes et de risques fréquentistes conditionnels et non-conditionnels. La
correction de I’a priori de Jeffreys permet en plus de dériver le facteur de Bayes cor-
rigé qui constitue une mesure quantitative pertinente du rapport des évidences de
deux hypothéses. Le cas d’une hypothése nulle disjointe (i.e. Hy = H U HY) permet

enfin d’utiliser toute la potentialité d’une procédure bayésienne pour optimiser les
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propriétés fréquentistes du test. On définit un principe général pour minimiser les

risques de type 1 pour chaque composante H}.

Le lecteur trouvera en annexe trois propositions d’articles dérivés de cette thése. Le
premier présente les caractéristiques générales de I’a priori de Jeffreys corrigé. On
y trouve une premiére démonstration de la correction du biais induit sur la loi a
posteriori lorsque le plan séquentiel comprend un nombre maximum d’analyses K >
2. Le deuxiéme article concerne I’estimation ponctuelle et le troisiéme 'estimation
par intervalle. On y retrouve certains éléments mentionnés respectivement dans les
chapitres (3) et (4) de ce document, mais développés dans un cadre expérimental

plus général avec des applications lorsque /K > 2.
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Chapitre 1

Principe de Vraisemblance

Le principe de vraisemblance est défini dans Birnbaum (1962) [11]| puis reformalisé
dans Berger et Wolpert (1988) [9]. Ce principe est d’abord décrit dans la section
(1.2) pour ensuite aborder celui de la régle d’arrét dans la section (1.3) qui en est
une conséquence majeure. On montre dans la section (1.4) que Papproche bayésienne

classique ne transgresse pas ces principes.

1.1 Evidence statistique

L’évidence permet de caractériser I'information qu’il est possible d’obtenir sur le
parameétre étudié dans le cadre d'une ezpérience. Dans le modéle statistique général
(X, Pp; 0 €O) ou X est 'espace des observations, © I'espace des paramétres et Py une
famille de loi de probabilité sur X indicée par 6 € ©, la formalisation de I’évidence
(Birnbaum (1962) [11]) met en jeu deux composantes : [’ezpérience caractérisée par

le triplet E=(X, ©,py(x)) et I'observation x qui prend ses valeurs dans X.

L’évidence Fv(E,x) se base exclusivement sur 'information en provenance de I’ob-
servation. Dans le contexte d’une expérience £ = {X, 0, p(z|6)}, l'inférence est la
conclusion sur 6 de l'issue (E, z). L’évidence définie donc 1’ensemble des inférences

sur 6.
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Suivant le type d’inférence, ’évidence Ev(FE, x) se traduit par un ensembles d’estima-
tions de 6, un ensemble de fonctions de vraisemblance en 6, ou encore des décisions
de rejeter ou non une hypothése suivant les valeurs de x € X : on parle alors d’une
expérience binaire. Dans le contexte bayésien ou des assertions probabilistes sont
portées sur 0, Ev(E, x) s’exprime par un ensemble de lois a posteriori sur 9. Dans
la suite, on supposera que la fonction de probabilité py(x) utilisée dans 'expérience

est la loi d’échantillonnage p(z|0).

Dans le modéle Binomial ot la va Y correspond au nombre de succés de n observa-
tions binaires (succés, échec), 'évidence statistique associée aux réalisations de Y =
y est décrite par le doublet Evp;, = (Egin,y) ou Eg; = ({0,1,..,n}, 0, 1], Bin(0))
caractérise I'expérience. Par exemple, si la conclusion de I'expérience sur 6 repose

sur la fonction de vraisemblance, FEvp;, est définie par les n + 1 fonctions en 6

L(0;y) = (Z) (1 — ),

Trois conditions permettant de conclure a I’ équivalence mathématique de deux évi-
dences (i.e. Fv(E,z) = Ev(E',y)) sont présentées dans cette section. Chacune
conduit & des interprétations qui disqualifient les procédures statistiques les plus

couramment utilisées.

La premiére condition est reliée a la notion de statistique exhaustive.

Principe d’exhaustivité (PE). Soit E=(X,0,p(x|0)) une expérience associée a
lobservation x, si E' est une autre expérience dérivée de E pour laquelle chaque

valeur de x dans E correspond & une valeur de la statistique exhaustive T'(x) pour 0

dans E' alors Ev(E,x) = Ev(E',T(x)) Vz € X.

Le PE sous-entend que l'évidence associée a 1'observation x est équivalente a celle
associée a une statistique exhaustive 7" fonction de z. Le PFE écarte de fait les procé-
dures dépendantes des valeurs d’une statistique ancillaire (voir section (A.3)). Bien

qu’un conditionnement sur une statistique ancillaire soit courant dans les procédures
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fréquentistes, les fondements de I'inférence fréquentiste ne contredisent pas le PFE.
D’autre part, Howson et Urbach (1993) [34] montrent I’égalité des lois bayésiennes a
posteriori p(f|x) = p(0|T(x)), concluant a I'équivalence des deux conditionnements

dans l'inférence bayésienne.

Démonstration. D’apreés le théoréme de Bayes,

p(z|0,1) :p(:vlt)%. (1.1.1)

Comme T est une statistique exhaustive pour 0, on a p(z|0,t) = p(z|t) ; d’autre part
comme t est déterminé par x, on a p(0|z,t) = p(f|z). Ceci nous permet de réécrire

I'expression (B.1.1) avec

p(f]x)

p(01t)°

de laquelle on déduit p(0|z) = p(0]t). O

p(x[t) = p(xlt)

La version faible du PE conclut a I’équivalence des évidences de deux expériences

produisant des réalisations identiques de la statistique exhaustive.

Principe faible d’exhaustivité (PEF). Soient E=(X,0,p(z|0)) une expérience
et T(x) une statistique exhaustive pour 0, si T(x1) = T(xs) alors Ev(E,x1) =
EU(E,QZQ).

La deuxiéme condition est reliée au concept de conditionnement sur une expérience
de référence. On suppose que l'expérience EM est une expérience mixte, mélange
de plusieurs expériences Ej. La probabilité associée a chaque observation dans E
est égale a la probabilité d’observer d’abord l'indice £ d’une expérience a partir
d’une va K dont la loi de probabilité est connue et indépendante de 6, et, d’observer
ensuite la valeur zj, dans Uexpérience Ej. Dans ce cas, (EM, (k,x;,)) est une écriture

alternative de l'issue (FEy, xy).

Principe de conditionnement (PC). Si EM est une expérience mizte, mélange

de plusieurs expériences Ey sur le méme espace de parameétre ©, alors pour chaque
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observation (k,x;) de EM on a

Ev(EM | (k,x3)) = Ev(E}, zy).

En d’autres termes, I’évidence résultante d’une observation (k, z;) de E™ est équiva-
lente & celle résultante d’une observation z, dans 'expérience Fj, effectivement réali-
sée, ignorant de fait la structure de mélange des expériences. Le choix de I'expérience
E), parmi I’ensemble des expériences obéit a un processus ancillaire indépendant de

0, soulignant le role majeur de I'ancillarité dans le PC.

Par opposition a une statistique exhaustive 7" ou la distribution d’une va X condi-
tionnellement a 7" ne dépend pas de @, le fait de baser 'inférence sur une distribution
paramétrée par 6 conditionnellement & la réalisation d’une statistique ancillaire per-

met de conserver l'intégrité de I'information sur 6.

L’inférence bayésienne sur 6 s’effectue par la loi a posteriori p(f|x). C’est donc une
approche conditionnée a ’observation x. L’inférence fréquentiste est également une
approche conditionnelle mais Fisher (1956) |31] suggére un conditionnement sur une
statistique ancillaire pour ne pas dénaturer I'information sur # qui est contenue dans
la vraisemblance. Dans le modéle Binomial, la statistique ancillaire par rapport a 6

est 'effectif n observé.

L’exemple ci-dessous, qui introduit le principe faible de conditionnement, souligne
le manque de pertinence de ’expérience non réalisée. Considérons deux expériences,
Ey=(X1,0,p1(21]0)) et Ey=(X3,0,pa(x2]0)) , et une va K telle que Pr(K=1) =
Pr(K=2)= % quelle que soient les valeurs de 0, x1 et z5. On peut imaginer le lancé
{pile,face} d’une piéce de monnaie. L’expérience mixte consiste & procéder a E; si
k=1oua E,si k=2. Elle s’crit comme le triplet EM = (X 0, p™((k,x;)]0))
oit XM= (1,2) x (X UX), et

pi(x1]0) sik=1

P ((k, 24)10) = { pa(2]0) stk =2

[T Y
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On note une nouvelle fois 'indépendance par rapport a # du mécanisme ancillaire
déterminant le choix de I’expérience E; ou Ejs. La version faible du principe de condi-
tionnement suffit pour admettre que I’évidence de EM sur 6 correspond a I’évidence

de 'expérience, E; ou FEs, effectivement réalisée.

Principe faible de conditionnement. Si EM est une expérience mizte, mélange
de deux expériences E1=(X1,0,p1(21]0)) et Ey=(Xs,0, pa(x2]0)) sur le méme espace
de paramétre © avec chacune une méme probabilité de survenue (indépendante de
0, x1 et x3), alors

E’U(E, (k, iL'k)) = EU(Ek, xk)

1.2 Principe de Vraisemblance

La fonction de vraisemblance L(6; x) relie 'information préexpérimentale exprimée

dans le choix du modéle statistique, a celle fournie par 1’observation x. Certains
statisticiens considérent que L(6;x) contient 'ensemble de I'information nécessaire

pour l'inférence sur 6. Il acceptent en cela une conséquence majeur du principe de
vraisemblance qui constitue une troisiéme condition pour conclure a I’équivalence

de deux évidences.

Principe de vraisemblance (PV). Soient By = (X,0,p1(x1|0)) et Ey = (X, O, pa(22]0))
deur expériences sur le méme espace de parametre ©, si il existe deur observations

Xy =a7 et Xo =25 (v7€Ey et x5 € Ey) satisfaisant 'égalité

p1(1]0)) = cpa(5]0)

(1.e. L1(0;27) = cLo(0; x3))
avec ¢ = c(x1,x2) pour tout 0, alors

Ev(Ey, x}) = Ev(Ey, ).

Le PC et le PE sont généralement bien acceptés. Il y a en revanche plus de réticence

a accepter le PV. Pourtant (Birnbaum (1962) [11]) démontre que le PV est une
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conséquence directe du PFC et du PFE (preuve reformalisée dans Berger (1988)

19])-

Démonstration. Considérons 'expérience mixte EM = (XM 6, p™(z|0)), on définit

une statistique 7" : XM - XM telle que

(Lz) sij=2etx; =a}

T((k,x)) = {

(i,x2;)  sinon.

La statistique 1" est donc a valeur dans F, et Es. Pour les deux observations z7 €
Ey et a5 € Fy, on a la relation T'(z}) = T'(z%) en plus de la supposition initiale
Ly(0;xF) = cLo(0;x3); sinon T laisse les autres x; € X; inchangés. Pour montrer
que T est une statistique exhaustive, on doit établir que la loi de probabilité de x*

conditionnellement & une valeur T'(z*) = t ne dépend pas de 6.

Pour t # (1,27), on a

Pr(X* = (i,z;) | T(z*) # (1,27)) = {(1) Zi i; 8 ?;

En utilisant les égalités Pr(Ey = Ey) = Pr(E, = E») = 1 et pi(27]0)) = cpa(a3]6),

lorsque t = (1, x7) on obtient

Pr(X*=(i,2;) | T(z") = (1,27)) = 1 = Pr(z"=(2,22) | T(2") = (1, 27))
_ sp1(7710)
sD1(25160) + 5p2(2510)

o
e+l
En récapitulant dans le systéme

HLl Sit:<1,l’>{>etj:1etx]~:x1‘
1 : X . .
Pr(X*=(i,z;) | T(a")=t) = o1 ST =(Lai)etj=2eta; =a

1 sit# (1,27) et t = (j,2;)

Sit# (Lag) et t £ (joay),

il vient que T est exhaustive car Pr(X*=(i,z;)|T(z*)=t) ne dépend pas de 6.
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On démontre que PFE + PFC — PV en justifiant les égalités suivantes :

Ev(Ey, x}) = Ev(E™, (1,27)) par le PFC
= FEv(E*,T(1,x7))
= Fv(E*,T(2,x3)) par le PFE
= Ev(E", (2,13))
= Ev(Ey, x3) par le PFC

On déduit du PV une autre assertion que l'on qualifie de version faible du PV';
deux ensembles d’observations obtenues dans une expérience ou deux expériences
différentes et qui produisent des vraisemblances proportionnellement identiques sur
le méme espace de paramétre © conduisent a la méme inférence sur 6. Une consé-
quence importante est que l'information provenant de I’observation z est entiérement
contenue dans la vraisemblance L(0; z) qui reste la seule source d’information utilisée

pour l'inférence sur 6.

Cette interprétation est par définition compatible avec 'inférence fiduciaire (voir
section (B.1)). Elle I'est également avec l'inférence bayésienne puisque la densité a
posteriori p(f|x) se dérive & partir de la densité a priori p(#), indépendante de x, et
de la fonction de vraisemblance L(6;x) qui reste donc I'unique source d’information

provenant de I'observation.

Certains fondements de 'inférence fréquentiste ne sont pas compatibles avec le PV
car les procédures utilisées nécessitent une intégration sur ’espace des observations
X, avec une pondération p(z|f) donnée par des valeurs x autres que x* observée.
Les propriétés de ces procédures, comme la mesure du biais dans I'estimation de 6,

impliquent également une telle intégration.

En revanche, la prédétermination du plan d’échantillonnage sur laquelle repose

I'inférence fréquentiste n’est pas en contradiction avec le PV mais cette informa-
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tion ne doit pas étre utilisée dans I'inférence sur 6. Dans le modéle Binomial avec
Y ~ Bin(n,0), cette information est contenue dans le facteur combinatoire ( ) qui
Y

n’apparait pas dans la vraisemblance L(6;y).

1.3 Principe de la régle d’arrét

Le principe de la regle d’arrét est une conséquence directe du PV. Il met en avant

la notion d’impartialité de la régle d’arrét de I'expérience dans I'inférence sur 6.

Si Pon note X; ~ p(z|f) une va associée a I'expérience E = (X, O, p(x|d)), on peut
définir X7 = []/_, X* I'espace des observations associé au j-uplet X7=(X,,..., X;).
Avec la condition d’indépendance, la probabilité jointe d’échantillonnage de X7

s’écrit

Pour tout m > 1, on peut également définir une expérience
= (X™, 0, p(z™]0)),

elle méme composée de m expériences successives avec un effectif prédéfini pour

chacune.

Définition. Une regle d’arrét aléatoire T = {11,... 7™} définie sur une expérience
E™ est une séquence de fonctions 7% : Xk — [0,1] qui caractérise la séquentialité
du plan expérimental. A chaque période m, [’arrét de l'expérience est associée a une
probabilité T, sinon une nouvelle observation X,, 11 ~ p(x|0) est effectuée en période

m+ 1.

Une régle d’arrét est dite propre si 'expérience s’arréte presque stirement. Elle est

dite non-aléatoire si 7 € {0, 1} pour chaque k.
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Sur la base d’une régle d’arrét propre, on peut définir une expérience séquentielle
ET = (X7,0,p(z"]0))
avec

AT = N x U2, X*

5 ((m,2™19) = [0 = r*()rm@m) T pla1o)

La regle d’arrét

(k) = 0 s?k<m
1 sik>m

conduit a I’égalité des expériences £7 = E™.

Le principe de la régle d’arrét stipule que I'observation recueillie lors d'une expérience
avec une régle d’arrét fournit la méme évidence que la méme observation recueillie

dans le contexte d’une expérience sans regle d’arrét.

Principe de la régle d’arrét (PRA). Pour toute régle d’arrét T définie sur une

expérience E™ = (X™, 0, p(x™|0))

Ev(ET, (m,x™)) = Ev(E™, 2™).

On démontre qu’'une procédure en accord avec le PV l'est également avec le PRA

car il y a proportionnalité des vraisemblances dans les deux cas :

=

3

m

p((m,2™]0)) = [T (1= 7* @) (@™) ] p(=*(0)
o [ [ p(=*16)
=p"((m,z™[0)).

L’existence d’une regle d’arrét lorsque le plan expérimental prévoit des analyses
successives a des conséquences différentes dans les approches fréquentistes et bayé-

siennes. Sur la base d’une regle d’arrét prédéterminée, 'inférence fréquentiste impose
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des ajustements ou des pénalités pour palier les biais d’estimation ou I’évaluation
des risques d’une procédure de test. C’est une transgression du PRA car I'inférence

sur 6 dépend de cette régle d’arrét.

1.4 Echantillonnage séquentiel dans I’approche Bayé-
sienne classique

Dans P’approche bayésienne classique (i.e. résultante de l'application du théoréme
de Bayes formulé dans (B.1.1), I'information apportée par les données est exclusi-
vement contenue dans la vraisemblance. Le PV n’est pas transgressé tant que la
détermination de la loi a priori s’effectue indépendamment de la nature des données
et de la maniére dont elles sont recueillies. Si plusieurs expériences indépendantes
sont menées, I'information globale sur 6 se retrouve dans la vraisemblance jointe.
La nature de l'inférence est ainsi redéfinie en fonction des observations et indépen-
damment d’une régle d’arrét de I’expérience, prédéfinie ou non. Les problémes de
biais d’estimation ne sont pas considérés comme rédhibitoires car 'inférence sur 6

est fondée sur les caractéristiques de la loi a posteriori toute entiére.

Dans le modéle Binomial bi-dimensionnel ({0, 1,...,n;}x{0,1,...,ns}, H?Zl Bin(n;,0);0 €
[0,1]) ou les résultats sont associés aux va Y; ~ Bin(ny,0) et Yo ~ Bin(ns,0), la

vraisemblance jointe s’écrit
L(0;y1,92) = L(O;1) L(03y2) = (5}) 0% (1 — )™~ (72) 0% (1 — )"~

qui est proportionnelle a ¥(1—60)""Y ou n = n; +ny et y = y; +yo. La vraisemblance
L(0;y1,y2) s'incrémente séquentiellement et indépendamment de ordre avec lequel
les expériences sont réalisées. La nature de 'inférence est ainsi redéfinie en fonction

de l'accumulation de I’évidence.

La multiplication des vraisemblances permet d’écrire
r(6) o< r1(0)r2(0)
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ou la vraisemblance relative 7(f) (voir (B.3)) résultante des deux expériences est

proportionnelle au produit des vraisemblances relative pour chacune.

L’approche bayésienne est compatible avec ce principe de réajustement de 'infor-
mation sur 6 en fonction de Iaccumulation de I’évidence. Si 'on considére une ob-

servation x = {x1, 5} sur deux échantillons indépendants, on a

p(0]z) o< p(0)p(x|6)
= p(Q)P(%, 7|0)

= p(@)p(x1|6’)p(x2|9)

Comme p(f|z1) o p(0)p(x1]6), on trouve finalement
p(Blz) o< p(f]z1)p(w2]0).

La loi a posteriori résultante de la premiére expérience prend le statut de loi a priori

dans le modéle bayésien pour la deuxiéme expérience.

Dans le modéle Binomial bi-dimensionnel, la loi a posteriori de 6 s’écrit

V/y=10/y1,y2 ~ Be(ys +y2+ 1L,ni+ns —y1 —y2+ 1) = Be(y + 1,n —y + 1).

Plus généralement, la conjugaison de la loi a priori Be(a,b) avec une observation
Binomiale (n,y) se traduit par un a posteriori du type J/y ~ Be(a + y,b +n —
y), offrant une interprétation implicite des coefficients a,b. La loi a priori Be(a,b)
correspond a la loi a posteriori résultant d’une observation Binomiale antérieure,
imaginaire ou non, qui aurait générée a — 1 succeés sur un effectif de a +b—2 données
dans I’échantillon. Dans cette perspective, 1'a priori Uniforme ¥ ~ Be(1,1) traduit

une absence compléte de telles données imaginaires.
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Chapitre 2

Lo1 a priori

2.1 Loi a priori et principe de vraisemblance
2.1.1 A priori informatif

L’inférence bayésienne pose en premier lieu le probléme du choix de la loi a priori
qui caractérise l'incertitude sur les valeurs du paramétre avant ’expérience. Un a
priori informatif peut se construire le plus objectivement possible sur la base de
données historiques ou bien en introduisant une part de subjectivité. Dans ce dernier
cas, I’évidence vient corriger un excés d’optimisme ou de pessimisme de 1’a priori,
rejoignant ainsi la démarche du test d’hypothéses (voir Freedman et Spiegelhalter

(1983) [33] et Berry (1985) [3]).

Ce positionnement de 1'évidence est critiquée dans Whitehead (1993) [55] car on at-
tribut a I’a priori un réle habituellement imparti a une fonction de risque. De plus,
a priori subjectif et évidence sont étroitement associés a travers le degré de confir-
mation ou d’infirmation que 'on veut attribuer a4 ’observation. Par exemple dans le
modeéle Binomial avec Y ~ Bin(n, ), les paramétres de la loi a priori ¥ ~ Be(a, b) s’in-
terprétent directement en terme d’effectif d’une expérience précédente fictive (voir
section (1.4)). Suivant les pondérations données a ’a priori et a I’évidence dans la

construction de la loi a posteriori, on ajuste l'effectif "préexpérimental" des pseudo-
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observations en fonction de 'effectif a observer. Ce type de conditionnement sur
I'effectif se retrouve dans les procédures fréquentistes avec le calcul préexpérimen-
tal de la puissance d’un test. L’utilisation d’une loi bayésienne a priori informative
ou bien la justification de la taille de ’échantillon & observer dans une procédure
fréquentiste sont une transgression du PV car des éléments de 'information future

sont utilisés dans une perspective préexpérimentale.

Enfin, une loi a priori est souvent choisie telle que sa conjugaison avec la vraisem-
blance produise une loi a posteriori de la méme famille. Ce choix de I’a priori en

fonction du type d’échantillonnage enfreint le PV une nouvelle fois.

2.1.2 A priori non-informatif

L’inexistence d'un a priori traduisant un état d’ignorance absolu sur les valeurs
du paramétre fait I’'objet d’un consensus (Box et Tiao (1992)[12]). D’autre part,
I'idée d’une connaissance a minima n’a de sens que par rapport a l'information qui
sera apportée par l'expérience, ce qui conduit & rejeter le PV (cette assertion est

rediscutée section 2.2).

Dans le modéle Binomial avec Y ~ Bin(n, 6), I’a priori Uniforme ¥~ Be(1, 1) fournit
une information semblable a celle d’une expérience fictive d’effectif nul. L’uniformité
de la densité sur l'intervalle © = [0, 1] satisfait la propriété de domination de la
vraisemblance et - par définition - la propriété d’uniformité locale. Cette derniére
propriété sous-entend que la densité de la loi a priori ne change pas brutalement
pour les valeurs de 0 correspondant & une vraisemblance L(f) élevée et se maintient

A un niveau faible en dehors de ces valeurs.

Cependant, si une paramétrisation plus pertinente du modéle nécessite une trans-

formation h(#) du type 1/0, log(0), logit(P),..., I’a priori ¥ ~ Be(1,1) ne conserve
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plus la propriété d’uniformité locale pour la va transformée h(1), car sa densité est
00
h(0)) =p0) | =——|.
pl00) = 9(0)| 50

En d’autre terme, I'inférence sur h() n’est plus de la méme nature que celle sur 9,

ce qui traduit un probléme d’invariance.

Se pose alors le probléme du choix de la transformation (échelle ou métrique) dans

laquelle la propriété d’uniformité locale peut étre satisfaite.

Le principe suivant constitue un critére majeur dans ce choix. Il démontre en plus
toute 'ambiguité qu’il y a & considérer un a priori Uniforme ou localement uni-
forme comme non-informatif lorsque la forme de la vraisemblance L(0; x) dépend de

l'observation z.

Principe de translation de la vraisemblance (PTV). Sous la supposition que
la vraisemblance ne dépend de ’observation x que par l'intermédiaire d’une statis-
tique exhaustive T (i.e. L(0;x) = L(0;T(x)) ; si Uimpact de l'observation se traduit
uniquement par une translation en 6 de la vraisemblance, alors toute linformation

provenant de [’observation est contenue dans cette translation.

Lorsque 'apport de l'observation se traduit uniquement par une translation de la
vraisemblance sur 'espace ©, le pouvoir discriminant de L(0;x) entre 0 et 0 + dt
reste constant & la translation prés. Une loi a priori Uniforme exprime dans ce cas

un état d’ignorance préalable.

Une vraisemblance en 6 translatée par T'(z) exhaustive peut s’écrire
L(0;x) = L(6; T(x)) = g(0 = T(x)).

Certaines vraisemblances sont naturellement translatées car leurs formes ne dépend
pas de l'observation (c’est le cas d’un échantillonnage Normal avec une variance
constante). En revanche la vraisemblance L(6;y) = 6Y(1 — 6)"Y associée & Y ~

Bin(n,0) ne peut pas prendre la forme g(0 — y/n).
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Il convient alors de déterminer une métrique ¥ dans laquelle la vraisemblance en

V() est translatée. On obtient la forme

L(0;x) = L(6; T (x)) = (W (0) — T(x)).

Par référence au PTV, ¢’est dans cette métrique que 'uniformité d’un a priori prend

tout son sens.

Un développement limité d’ordre 2 en éé‘f)v de la vraisemblance permet d’obtenir la

métrique par approximation. En se rappelant que

0
<%LogL(9, 1;)) e =0,

la vraisemblance est approchée par

n

Log(L(6; %)) = Log(] [ L(6;%:))

1=1

AMV n AMV \2 102
~ Log(L(0;) :x)) — 5(9 — 0 ) o logl

Si (—%%LogL) v est une constante, Log(L(6; x)) se comporte comme une combi-

(@)
naison linéaire de (6 — 9%‘/)2 avec des coefficients dépendants de ’observation z. La
vraisemblance est donc approximativement translatée localement, pour les valeurs

de 0 aux alentours de éé‘;f)v.

Dans le cas contraire, on détermine la métrique ¥ pour que

1 02
—~—_LogL — constante. (2.1.1)
n \If(ég‘j)‘/)

Si cette condition est satisfaite, la vraisemblance est translatée en W(0).
En posant

36 = (2L rogr)
(@) 77,8192 ééu)v
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J(WOMVY) = [ == == LogL
J( ((z) ) ( n OU2 og )\I,(éMV)

Pour maintenir J (@(é%V)) constante, on choisit donc V¥ telle que

00

e MV)
ov ‘

o 372 (00

AMV
02

Cette condition en HA%V est forcément satisfaite si V8 € ©

N

060 o~

Ensuite par intégration on obtient la métrique
0 1
U / Ja2(t)dt

dans laquelle la vraisemblance est approximativement translatée en W(60) pour des

valeurs autour de \I/(ég‘f)v)

On déduit la densité a priori de # dans son échelle d’origine par

D=

p(Q)oc'Cfl—\g x Jz(0).

Dans le modeéle Binomial avec Y ~ Bin(n, 0), on trouve successivement

st~ (A L
U T gy B0 K00
p(0) o 33(0) o 03 (1 — 0)3 ox Be(%, %)

6
U= t_%(l - t)_%dt o sin” V0.
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La loi a priori Uniforme satisfait les conditions du PT'V si elle est associée a la
métrique de référence sin~'v/0 dans laquelle la vraisemblance est approximativement

translatée.

D’une maniére générale, 3@%‘/) est uniquement fonction de éé‘f)v si le modéle sta-

tistique est un modéle exponentiel ou la probabilité d’échantillonnage est du type

plel6) = hiz)w(B)eaplc(®)u(x).

Sinon, si J (ég‘a{)‘/) est fonction de I'observation tout entiére et non plus seulement de
éé‘;f)‘/, la métrique ¥ n’est plus fondée sur J (ég‘;f)v ) mais sur I'information de Fisher
I(0)z) qui 'approxime localement (voir démonstration section A.4). Cette substitu-

tion conduit a la relation

‘ x I 2(0|x)
qui permet la détermination de ¥ par

0
\Ifoc/ Iz (t)dt.

On déduit la densité a priori de € dans son échelle d’origine
‘ x ] 2(0|z),
avec la propriété que pour toute transformation A sur 6 la densité a priori est

1
p(h(0)) oc 12 (h(0)]x).
Cet argument d’invariance est le fondement de la régle de Jeffreys [36].
Régle de Jeffreys. Une loi a priori sur 6 est approximativement non-informative
St

p(0) o I%(0]).

Si x = {x1,...,x,} est un échantillon constitué de n observations indépendantes 'a
priori de Jeffreys est proportionnelle a 'information de Fisher pour une observation
x parmi les x;

p(0) o 12 (0]x) o 12 (0]x).
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Les propriétés de l'information de Fisher (voir Chap A.3) conduisent & I'interpré-
tation que la régle de Jeffreys favorise a priori les valeurs de 6 ou I'information en

provenance du modéle est la plus forte. Dans le modéle Binomial, la densité en U

11

de la loi a priori 0 ~ Be(3, 5) est une mesure du degré de certitude d’une prévision

basée sur les informations disponibles pour 6.

On introduit maintenant une propriété remarquable de I’a priori de Jeffreys en terme
d’interprétation. La loi Binomiale Négative se construit a partir de la probabilité
0Y(1 — 0)* associée a y succés et z échecs. Si 'on décide d’observer le nombre z

ieme

d’échecs intervenus avant le y succes, le nombre de combinaisons possibles est
~1 , . X . . .
(“j ) car les z échecs associés aux y — 1 succés précédents peuvent intervenir dans

n’importe quel ordre.

La probabilité associée a une observation de la va Z~ N Bin(y,0) est

p(z10) = (y tes 1) 0v(1 — 0.

A partir de la dérivée seconde de la log-vraisemblance et de I'espérance E(Z) =

y(1 —0)/6, on obtient successivement 'information de Fisher

1019) = i g7

I’a priori de Jeffreys 6~ Be(0, 3) avec
p(0) o T3 (6]2) oc 671 (1~ 6) 7%,

et la métrique

dans laquelle la vraisemblance est approximativement et localement translatée.

L’a priori de Jeffreys Be(%, %) obtenu dans le modele Binomial est caractérisé par
la courbe symétrique en U de sa densité. La figure (2.1) montre que la loi a priori

Be(0,0.5) dans le modeéle Binomial Négatif vient charger les valeurs de 6 proches de
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Kernel of Density Function

Theta

F1G. 2.1 — Noyau de l’a priori de Jeffeys pour un échantillonnage Binomial (— -) et
de Ua priori de Jeffeys (impropre) pour un échantillonnage Binomial Négatif (—)

0, offrant ainsi une correction du biais causé par la surestimation du taux de succés

aprés arrét de l'expérience sur un cas favorable (voir de Cristofaro (2005) [27]).

LEMV MV = Y/n est un estimateur sans biais dans 1’échantillonnage Binomial
(i.e. Ep(X) = 6). Le biais induit par ' MV dans Péchantillonnage Binomial Négatif
(également appelé échantillonnage de Pascal) se dérive analytiquement lorsque ’on
fixe la valeur y = 1 dans Z ~ N Bin(y,0). La fonction de vraisemblance se réduit a

6(1—60)""'. La va N associée aux nombre d’observations nécessaires pour obtenir un

succes est distribuée suivant une distribution géométrique. L’espérance de oMV —
y/N =1/N devient
1 =1
E.(—) = Z6(1 — n—1
()= =001-0)
n=1 (2.1.2)
0 1
= Log— >0
-0

La critique principale a ’encontre de la régle de Jeffreys tient dans sa transgression
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du PV car la loi est déterminée sur la base des caractéristiques du plan d’échantillon-
nage. L’information sur # des observations futures n’est plus exclusivement contenue
dans la vraisemblance. On voit dans la section (2.2) que cette critique est liée & une
formulation incompléte du théoréme de Bayes lorsque les caractéristiques du plan

expérimental sont connues avant le recueil des données.

2.2 Prise en compte du plan d’expérimental

Les méthodes statistiques compatibles avec le PV n’intégrent pas 'information sur
le plan expérimental dans l'inférence sur 6. Lorsqu’une la loi Bayésienne a priori
contient ce type d’information, la lecture habituelle du théoréme de Bayes conduit

a une transgression du PV,

A Tinverse, on peut souligner I'incohérence a ne considérer que la vraisemblance
dans l'inférence sur # alors que 'information sur un plan expérimental défini avant
le recueil des données constitue une partie de I’évidence statistique. Cette attitude

n’est pas non plus conforme avec le PV

Si 'on congoit I’évidence e = Ev(FE, x) d’'une expérience £ == {X, ©, p(x|f)} comme
I'ensemble de l'information sur 6 pouvant étre obtenue de E (voir section 1.1), de
Cristofaro (1996) [24] suggere que I'inférence sur 6 soit établie conditionnellement a
e. En conditionnant sur ’espace des observations X, on ne porte de conclusion sur
0 qu’en référence a l'information disponible dans une expérience donnée. En cela, la
démarche de de Cristofaro rejoint celle de Carnap (1962) [18] selon lequel un degré
de certitude pour les valeurs de € sur la base de e doit étre déterminé analytiquement

par l'intermédiaire d’une fonction du type c(6, e).

Ce conditionnement est en accord avec I'approche analytique de I'induction statis-
tique ou l'inférence est une procédure logique fondée sur une axiomatique, en ’oc-

currence celle de la théorie des probabilités (voir discussion dans de Cristofaro (2004)
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|26]). Lindley (2000) [|43] va plus loin en affirmant qu'une procédure en désaccord

avec la théorie des probabilités n’est pas explicitement une inférence.

Si maintenant on considére que les observations sont obtenues par un processus de
génération de données dans le cadre d’une expérience F, la probabilité associée a
i = (E,z) une observation (instance) prédite dans Pexpérience E est influencée
par la valeur de 0 et par I’évidence e. La régle de Bayes qui permet de dériver la

probabilité a posteriori de € conditionnellement & e et & I'instance i s’écrit

p(fle,i) = p(fle)p(i|0, e). (2.2.1)

En poussant un peu plus loin l'interprétation, l'instance ¢ est prédite suivant un
processus nécessitant seulement la connaissance de la valeur de 6 et du plan expé-
rimental "design" d. L’évidence e est donc constituée de 'information sur d et des
connaissances sur 6 contenue dans I’évidence préexpérimentale ey. En substituant e

par ey, d dans (2.2.1), on obtient une nouvelle formulation de la régle de Bayes
p(0]i, eq, d) = p(fleo, d)p(i|0, ey, d). (2.2.2)

Cette écriture souligne le role du plan expérimental dans la construction de la loi
a priori. Si d est déterminé avant le recueil des données, il n’y a conceptuellement
aucune raison de ne pas tenir compte de cette information pour construire la loi a
posteriori. La formulation (2.2.2) du théoréme de Bayes permet donc de faire figurer

dans la loi a priori 'information sur d qui est perdue dans la vraisemblance.

Il est d’ailleurs incohérent d’ignorer la spécificité d’un plan expérimental qui avantage
un ensemble de valeurs dans ©. Dans le cas informatif, cette démarche est faite
intuitivement. Dans le cas non-informatif, c’est un préalable a la dérivation de I'a

priori de Jeffreys.

La probabilité a priori p(f|eg, d) dans (2.2.2) confirme 'idée qu’un état d’ignorance
a priori pour les valeurs de 6 ne peut étre exprimé que relativement au plan expéri-

mental. De Cristofaro (1996) [24] suggére I'utilisation d’un a priori équiprobable si
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le plan expérimental reste neutre dans I'inférence sur 6. Pour cela, d doit satisfaire

le principe d’impartialité qu’il définit comme suit.

Principe d’impartialité du plan expérimental (PIPE). Un plan expérimental

est impartial pour 0 si la vraisemblance est translatée.

Le critére de vraisemblance translatée semble étre celui qui exprime le mieux l'idée
d’impartialité d’un plan expérimental. Il qualifie les vraisemblances symétriques au-
tour de 9%‘/. La vraisemblance associée a une valeur de 0 présentant un écart dt par
rapport a 9(1‘3{)‘/ n’est pas affectée par la valeur de Gé‘f)v, donc par I’échantillonnage.

Ce dernier ne favorise aucune valeur particuliére de 6.

L’a priori de Jeffreys pour 6 est associé a un a priori localement uniforme dans une
métrique V(0), dans laquelle la vraisemblance est localement et approximativement
translatée (2.1.2). Le PIPFE offre une nouvelle interprétation a I’a priori de Jeffreys
car la métrique W (0) garantit de fait 'impartialité du plan expérimental. Cette asser-
tion réhabilite également I’a priori Uniforme ¥ ~ Be(1,1) dans le modéle Binomial,
lorsque Deffectif est suffisamment grand pour justifier une approximation Normale

(qui est naturellement translatée).

Le PIPE fait que I'a priori de Jeffreys est une réponse au probléme de la détermina-
tion de I’évidence implicitement contenue dans le plan expérimental. Par la propriété
induite de vraisemblance translatée, il modifie également la notion d’exhaustivité :
seul un EMV associé a un plan expérimental impartial contient ’ensemble de I’in-

formation pour I'inférence sur 6.

Une inférence basée sur la seule vraisemblance ne peut pas prendre en compte I'in-
formation sur le plan expérimental car celle-ci est contenue dans la constante de
proportionnalité. L'utilisation d’un a priori du type p(f|eq, d) transgresse le PV dans
sa version formelle. Une version réactualisée du PV pourrait mentionner qu’une in-
formation sur le plan expérimental est également contenue dans la vraisemblance :

I'impact du plan expérimental dans I'inférence sur 6 se mesure par le non-respect du
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PTV.

2.3 A priori de Jeffreys corrigé pour un plan expéri-
mental comportant des analyses intermédiaires

Les arguments donnés précédemment supportent 1'utilisation de la regle de Jeffreys
pour définir une loi a priori p(f|d) car elle garantit 'impartialité du plan expérimen-
tal. Dans cette section, on étend 'utilisation de cette régle a un plan expérimental

comportant des analyses intermédiaires pouvant conduire a un arrét de ’expérience.

L’analyse séquentielle groupée est associée & un plan expérimental ot sont menées
des analyses intermédiaires sur des effectifs prédéfinis pouvant conduire a I'arrét de
I’expérience. Dans la suite, on traite le cas de ’évaluation d’une proportion dans le
contexte d’échantillonnages Binomiaux successifs. K désigne le nombre maximum
d’analyses intermédiaires initialement prévu, ny et Y; respectivement le nombre fixé
d’observations et le nombre de succés observés pendant la période k (1 < k < K).
Enfin, M est la va associée au nombre total d’analyses effectuées (i.e. 'expérience
A - . M M

s'arréte en période M) et on note respectivement N =5~ np et Y =3, YV, le

nombre d’observations et de succés enregistrés apres I'arrét de I’expérience.

Le plan expérimental est paramétré par des bornes inférieures et supérieures pre-
définies, respectivement Sy, 1, et Sy 7, pour chaque réalisation de YE=Y+Ys+. . +Y,.
L’expérience s’arréte a la k™ analyse ou en k™€ période (i.e. m = k) si Y* <
Sk, ou si Yk > Sk avec la condition Sk = Skuy — 1. On considere alors un

échantillonnage Binomial Y* ~ Bin(n; +ng + ... + ny, 0).

La régle de Jeffreys préconise 'utilisation d’un a priori proportionnel & ]%(H\m, ).
La vraisemblance associée a (M,Y") s’écrit
L(0; m,y1, -, i) = [Bin(n, 0;y1)]""=" [Bin(ny + na, 0351 + y2)] "% x ...

.. X [an(nl +n2 + _{_nK’Q;yK)]lm:K

ol



ou 1 désigne la fonction indicatrice.

Par une Log-transformation, on obtient

n
LOQ(L(Q, m, Yy, Y2, - ?JK)) - lmZILOg (<y1)9y1(1_9)”1—y1>
1

+ 1m:2L09 ( (nl +n2> QyLty2 (1 _ 9)n1+n2_y1 _y2>
Y1ty

e rasten (750 gt
= h(y1, Y2, - yx) + Lin=a[y1Log(0) + (n1—y1) Log(1—0)]
+ Lin—2[(y1 + y2)Log(0) + (n1+n2—y1—y2) Log(1—0)]
+ o4 Lk [y® Log(0) + (n1+ .. + ng —y"*)Log(1—0)]
= h(y1, 42, -, yx) + [y1Log(0) + (n1—y1) Log(1-0)]
+ Lnz2[y2Log(0) + (n2—y2) Log(1—0)]

+ ...+ Lo—klyxLog(8) + (nx — yi)Log(1—0)].

Comme

0
%1771:1:0 et E@[lez] :PT’(MZZ),
on déduit 'information de Fisher

2

I(0lm,y) = —E, LogL(0;m,y1, .., Yr)

02
_ 9(119) +PT(M22)9(1i0) +...+Pr(M=K)9(1f9)
1
= 50 0) [ny +noPr(M>2)+ ...+ ngPr(M=K)].

La forme générale de I’a priori de Jeffreys corrigé dans le plan expérimental séquentiel

dseq €St proportionnelle & ]%(0|m, y). Si on note 1, = ny/ny, elle s’écrit

O|dseq o< 12 (8lm,y) < 07 2(1—0) 2 [1+roPr(M >2)+. . .+rxPr(M=K)]z (2.3.1)

La densité de l'a priori de Jeffreys corrigé p(f|ds.,) dépend de n; et des rapports
des effectifs 7, = ny/ny. Le conditionnement sur la composante dseq garantit I'im-

partialité du plan expérimental dans 'inférence sur 6. L’information caractérisant
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la régle d’arrét du plan expérimental est contenue dans le terme [1 + roPr(M >

9) + ...+ rgPr(M=K)

Chaque probabilité Pr(M > k) est la somme des probabilités associées aux séquences

(Y1,Y2, - -, Yp—1) & savoir

Py, yk—1l0) = Pr(Yi = y1, .., Yic1 = yi—1)

= (n1> B (nk_l) kaﬂ (1 o 9)n1+..+nk71*yk71
Y1 Yk—1

sur la restriction de dimension k — 1

Riey = {1, ybor) S +1>9y" > Sy —1 Vie [l k—1]}.

On obtient
PrM=K)=Y (”1> 3 (”K‘l)eyK‘l(l B A
R hn Yk-1
(K,y)
n Nik—1 k-1 k1
Pr(M > k) = E . QY 1 — g tetre——y
( ) Riew) (yl) (%1) ( )

Par ailleurs, en notant la fonction Binomiale cumulative

CBin(n, 0;z) = i (Z) 67(1 — 0y,

j=0

on obtient la probabilité

PT‘(MEQ) = PT(SLL<Y1 <Sl,U) = C’Bm(nl, 0; Sl,U — 1) — CBm(nl, 9; Sl,L)-

2.4 Influence de la correction dans un plan expéri-
mental comportant une analyse intermédiaire

L’influence de la correction de I’a priori de Jeffreys est étudiée dans un plan expéri-

mental comportant un arrét optionnel (K = 2).
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2.4.1 Propriété de la loi a priori de Jeffreys corrigée

En notant J la partie de [0, 1] qui désigne la zone de continuation de I’expérience de
la période 1 vers la période 2 (i.e. 'expérience est prolongée en période 2 si Y; €.J),
on écrit

n

Pr(M=2)= Pr(Y; € J)=CBin(ny,0;J) = Z <]

jedJ

)9]’(1 —gym,

L’impact de la composante [1 + 7o Pr(M =2)]z sur la densité a priori

-

p(Oldseg) = 072 (1 — )72 [1 + ryPr(M =2)]2 (2.4.1)
est examiné dans le cas ot ny =ng =5 (l.e. r =ry =1).

En remplacant Pr(M = 2) dans (2.4.1), on obtient Pexpression de 1'a priori de

Jeffreys corrigé

p(0ldsey) = CO2(1 — )"2[1 + CBin(ny, 0; J))? (2.4.2)

La composante [1 + C'Bin(ny,0; J)]2 est une fonction croissante de C Bin(ny,6;.J).
La figure (2.2) décrit les courbes de C'Bin(ny,0;J) avec J = [0, 51y — 1] en fonction
de 6 pour les cinq valeurs possibles de S} y=1,2,3,4,5. La valeur S}y = 1 produit la
courbe qui décroit le plus tot. La fonction C'Bin(ny,0;[0,S1v — 1]) est décroissante

en 0 (V S10=1,2,3,4,5) et croissante en Sy (V 0 € [0,1]).

Le noyau de la densité a priori (2.4.2) est obtenu en multipliant 62 (1—6)~2 le noyau
de la densité de la loi Be(i, 1) par (1 + rCBin(ny,0;[0, 510 — 1]))2. Les courbes

associées aux cinq valeurs Sy y—1,2,3,4,5 sont décrites dans la figure (2.3).

La courbe correspondant a la valeur S} = 1 est la plus proche de I’axe horizon-
tal. Pour chaque valeur S;y = 1,2, 3,4, la courbe est monotone décroissante en 6.

Lorsque S1,y=5, la charge se stabilise a partir de 6 ~ 0.4 et réaugmente légérement
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0.8

Binomial Cumulative Probability Function
0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

theta

F1G. 2.2 — Fonctions de répartition de la loi Binomiale CBin(ny,0; J = [0, S1,v —1])
avec S1y=1,2,..,5

Kernel of Density Function

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

theta

FiGg. 2.3 — Noyaux de la loi a priori de Jeffreys classique dans [’échantillonnage
Binomial (- - -) et de la loi a priori de Jeffreys corrigée (—) dans les échantillonnages
séquentiels dgeq, \,=(n1=5,510 = s1,u,n2=5) avec s1v=1,2,3,4,5
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pour les valeurs de 6 proches de 1. Si on léve toute condition & la poursuite de 'expé-
rience en période 2 (i.e. S;y=6 et N=n;+n2=10), on retrouve I'a priori de Jeffreys
Be(%, %) pour un échantillonnage Binomial fixé. Cet a priori correspond également

au cas ol aucun prolongement en période 2 n’est possible (i.e. S1y—0 et N—n;—5).

Dans le cas particulier o ny = S1y = 1, on a la condition

m=1siy; =1
m=2siy =0.

La densité de I'a priori de Jeffreys corrigé s’écrit

NI

P(Bldseq) < 072(1 — 6)"2(1 + ny(1 — 6))

o o Ny ) (2.4.3)
=CO02(1—-0)"2(1— 0)z.
( ) ( n2+1 )

Les noyaux des lois a priori de Jeffreys corrigée qui garantissent I'impartialité des
plans séquentiels ds,gq(l’l):(nlzl,SLU:LnQ:l) et dgeq(l’m):(nlzl,SLU:l,ng — +00)

figurent dans les expressions (2.4.4). On trouve respectivement

1 0
ﬁ’dSGQ(Ln X 9_5(1 - 9)_%(1 — 5)%
1 (2.4.4)
19|d5'veq(1,+o<>) ~ Be(iﬂ 1)'

Les courbes de ces fonctions ainsi que celle du noyau de la loi de Jeffreys classique

dans I'échantillonnage Binomial (J ~ Be(3, 3)) sont représentées dans la figure (2.4).
La courbe du noyau de 19|dgeq(171) posséde une forme en U légérement asymétrique,
avec une pondération moins forte pour les valeurs de 6 proches de 1, alors que la

courbe du noyau de 19|dgeq(1 ooy 8L strictement décroissante.

La figure (2.4) décrit également le noyaux de la loi de Jeffreys classique dans I’échan-
tillonnage Binomial Négatif, qui montre une pondération plus forte pour les valeurs
de 6 proches de 1 que 'a priori dgeq(1’+oo). Ce cas est justifié dans la sous-section

suivante.

D’une maniére générale, les densités des a priori de Jeffreys classiques et corrigés
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Kernel of Density Function

theta

F1G. 2.4 — Noyau de la loi a priori de Jeffreys classique dans les échantillonnages
Binomial (- - -) et Binomial Négatif (- — -), et corrigé dans les échantillonnages sé-
quentiels dseq(Ll):(n1:1,517[]:1,n2:1) (—) et dgeq(wroo):(nlzl,SLU:Z,ng — +00)
(—-)

laissent apparaitre une charge plus importante sur les valeurs de € qui sont désavan-

tagées par ’échantillonnage.

2.4.2 Etude du biais induit sur PEMYV lorsque n; =1

Les a priori de Jeffreys classiques et corrigés offrent une compensation du biais induit
par la nature séquentielle des plans d’expérimentaux sur PEMV. On vérifie cette
assertion dans cette sous-section en déterminant les formes analytiques des biais

lorsque ny = 1.

On estime le biais Bg,, guv(0) de TEMV dans le plan séquentiel dgeq, ,,=(n1=1,
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S1.u=1,n5=1) en calculant Pespérance de 6™V = Y/N.

Y na ; o\ .
i=0

N2
n2—|—1

—0+(1-0) 0

Il vient ensuite

Y No
BSeq(Ll),éMV (9) - ESeq,@ (N) —60= - 1 9(1 — 0)

La fonction Bseq(1 L6V (0) est décroissante en ny. Elle trouve son minimum si ny = 1

avec

gv (0) = %9(1 —0), (2.4.5)

SeQ(l,l)a

et son maximum si ny — +00 avec

guv(0) =60(1—96).

Seq(1,+oo)7

La figure (2.5) montre les courbes des espérances de 0MY = Y/N en fonction de 0
dans les échantillonnages Binomial, Binomial Négatif, séquentiel avec dseq(l,l):(m:l,

517[]:1,77,2:1) et dseq<17+oo):(n1:1, SLU:l,nQ — +OO).

L’estimateur 0™V = Y/N est sans-biais pour 6 dans ’échantillonnage Binomial (i.e.
BBmﬁMV(G):O); la courbe de EBm,g(éMV) est confondue avec la premiére bissec-
trice. Les biais de 6™V induits dans les autres échantillonnages se mesurent par
I’écart des courbes des espérances par rapport a cette bissectrice. La courbe de
éMV)

Enping(0MV) croise celle de Eseq, , . o , caractérisant un biais induit infé-

rieur dans 'échantillonnage Binomial Négatif par rapport au plan dgeq, +Oo):(n1:1,
S1,u=1,n3 — 400) pour les grandes valeurs de 6. Cette observation justifie la pon-
dération plus forte offerte pour ces valeurs par I’a priori de Jeffreys classique dans

I’échantillonnage Binomial Négatif par rapport ’a priori de Jeffreys corrigé dans

dS@Q<1,+oo>'

D’autre part, le biais de oMY — Y/N dans 1’échantillonnage Binomial Négatif

est uniformément supérieur au biais induit dans 1’échantillonnage séquentiel avec
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FIG. 2.5 — Espérance de 6™V = Y/N dans léchantillonnage Binomial (- - -
), Binomial Négatif (- — ), séquentiel avec dseq, ,,=(nm1=1,51r=1n2=1) (—) et
deqqr ooy = (M =1,510=1,n2 — +0) (- =)

dSEQ(l,l):(TLl:l?SI,U:l?nQ:l) (le BNBin,é]WV (0)> Bseq(l,l)véAIV (0)) En utﬂisant (212)

et (2.4.5), on le vérifie analytiquement avec
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2.5 Propriété de la loi Béta-J d’ordre 1

La loi a priori de Jeffreys pour le plan séquentiel dg., appartient a une classe plus
large de distributions notée Béta-J, paramétrée par trois constantes a, b, c, les effectifs
ng (k=1,.., K) et les rapports 7, = ny/ny (k =2, .., K). Les zones de continuation
de I'expérience de la période k—1 a la période k sont les intervalles Jy (k =1,.., K —
1). L’ordre K —1 de la loi Béta-J est déterminé par le nombre maximum d’analyses

intermédiaires prévues avant ’analyse finale.

La va ¢ ~ Be?(a,b,c;ny,r9,73,..,75; J1, J2, .., Jk—1) a pour densité
p(¢) =C ¢ M1 — @) 1 +ryPr(M >2)+ ... +rgPr(M = K)|°,
ou

Pz = 30 (1) (1) g

n Yk—1
Rk,y)

sur la restriction de dimension k — 1

Ry = {1, ) 1y € ;. Vie [Lk—1]}.

Dans cette section on examine les propriétés de la loi Béta-J d’ordre 1 (i.e. K = 2).

En simplifiant ’écriture avec r = r5 et J = Ji, on note que la va
Y~ B@J(a, b> Cny, T, J)
a pour densité

p(¢) = C ¢* 1 (1 — @) '1 + rCBin(ny, ¢; J)°.

Dans le cas particulier ¢ = 0, ¢ est distribuée suivant une loi Be(a,b) de densité

1

_ a—1l/1 b—
§6) = gy O -9
Les moments de ¢ sont
" B(a, b)
B@) = Blatro)



Pour ¢ = 1, la constante C' est donnée par
1

C = .
B(a,b) + 3 e, (T;)B(a—i—j,b—i-nl —7)

Les moments de ¢ sont

B(a+r,b)+ZjGJ (7;,1>B(a+j+k,b+n1—j)

E(y") =
5o+ e, (") Blatib+ - )

Dans le cas ou ¢ = 3, Lecoutre (2004) [42] montre empiriquement qu’on obtient une
trés bonne approximation de la densité en prenant la moyenne des densités pour

c=0et ¢c=1. On obtient une approximation des moments de la méme facon.

Comme pour la loi Be(a,b), la classe des lois a priori du type
I|dseq ~ Be’(a,b,c;ny,7;J)

forme une famille conjuguée avec la loi d’échantillonnage Binomiale Y ~ Bin(n, 6).

La loi a posteriori ainsi formée est
19|dSeq7 Yy~ B@J(U, + Y, b +n— Yy,ciny, T, J)7
de densité

P(Oldseq, y) = C ¢* 711 — ¢)" "1+ rCBin(ni, ¢; J))". (2.5.1)

L’intégration en 6 de la loi Be’(a + y,b+n — y, ¢;ny,7; J) nécessite de déterminer

la constante de proportionnalité C. Dans le cas particulier o1 on a n; = 1 et la

m=1siy; =1
m=2siy =0,

condition

la densité de la loi a priori

no

[NIES

p(0ldsey) x 677(1—6)"2(1 — 0)

n2+1
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est associée a la densité a posteriori

na
TL2—|—1

P(Oldseq,y) = C 0“7 (1 = 0)" 771 (1~ 0) .

La détermination de la constante C' peut étre faite par identification a la fonction

214, B, Gio) = F(A)lli((g)_ A) /O VA1 = o)A (1 = 2v) P,

Les 2 systémes d’équations suivants sont équivalents :

(v =10 (9 = v
A=a+y A=a+y
C—A=b+n—y <= <{C=a+b+n
—-B=c¢ B =—c
\{E:% \x:ﬁ
11 vient
ny T(a+y)l'b+n—y)
C =, F —c; b :
2 Filaty,—cat +n7n2—|—1) ['(a+b+n)
N9y a—+vy
=5 F —c; b : )
2 1(a+y7 ca+ +n’n2+1)b+n—y

L’algorithme d’acceptation-rejet AR peut étre utilisé pour 'intégration en 6 sur la
loi a posteriori Be’(a + y,b+n —y,c;ny,r;J). On cherche d’abord une expression

qui domine une fonction du noyau. Si on note f(f#) cette fonction, on a

1 . )
10) = Bla+yb+n— y)eaﬂkl(l — )"V (1 + rCBin(ny, 0; J))

= g(0)(1 + rCBin(n,,0; J))°

ou g(0) est la densité d’une loi Be(a+ y,b+n —y).

La fonction f(6) est dominée par g(6)(1+r)°. En notant M = (1 + )¢, on applique
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l'algorithme AR

Repeat {
o~ Be(a+y,b+n—1y)
U ~ Unif[0,1]
SiU < %(1 + rCBin(ny,0; J))° — accepter(d = @)
compt=compt+1

Si compt=nbsim — STOP }
On obtient alors un ensemble de nbsim valeurs de 6 associées & une va
U~ BGJ(CZ—{—y,b—i-TL—y,C;TLl,T; ‘]) X f(e)

Démonstration. On suppose ¥ ~ Be’(a + y,b+n — y,c;ny,7;J) et les fonctions

f(0), g(#) comme définies plus haut,

Pr(d < 6,|U <

£(0)
90 fOJ\/Ig(O) dUg(
- 7(0)_

)
fo Jo" @ du g( )do
0o
i o
(9)d0

)

Par moyennage, on obtient

nbsim

nbszm Z loco

=1

Pr(d € ©)
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nbsim

1
E(0") ~ "
(") nbsim Z 0

1=

En reprenant la forme générale (2.5.1) de la loi a posteriori Be’(a + y,b + n —
y,c;my,7;J), on obtient la densité prédictive de Y conditionnellement & 9 par

Pr(Y =) = / p(y16)p(6)d6
0 (2.5.2)

1
—C (n) / 0“1 (1 = 0)" "Y1+ rCBin(ny, 0; ) do
Y/ Jo

ou

n 1
C= (n> / gt (1= 0)"" (14 rCBin(ny, 0; J)) db.
¥/ Jo
0

Y=

La nécessité de formuler un a priori sur # limité & un ensemble de valeurs 6 €

[dec, dec + €] conduit a considérer la loi Béta décentrée
Begece(a,b) = dec + Be(a,b),

ou dec est P'origine (ou le paramétre de décentrage) et e I’étendue. On caractérise la

loi Begece(a,b) par

a
E(B ec,e 7b =d
(Beégece(a,b)) €C+€a+b
Var(Begeee(a, b)) = e*Var(Be(a, b))
9 ab

(a+b)32(a+b+1)

Si ¢ ~ Begece(a,b) et ¥ ~ Be(a,b), on a alors les relations

p —dec

¥ =dec+ep <= p =
e

¢ — dec

0 =dec+ep < ¢ =

do

d6:€d¢<:>d¢:?.

Un changement de variable permet d’écrire les densités

1

p(0)do = Blab) 0° (1 —0)"do 0 € [dec,dec + €]
e o i
o0 = 5 61— o) o 6elo1]
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On obtient la densité prédictive de Y conditionnellement & ¢ en remplagant (2.5.2)
par

Py =)= [ o)

€cC

- / p(sloIp(6) %
=0 (1) [ o= 0 e o1 = dec— co 1+ 1CBini. o *(f ))qu;
2.5.3

n

C = (Z) /1 671 (1—9)" " (dec+e)! (1 —dec—e)" ™ (1+rCBin(ny, ¢ J))do.
0

y=0
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Chapitre 3

Application a ’estimation ponctuelle

Ce chapitre présente une nouvelle classe d’estimateurs d’une proportion dans un
plan séquentiel comportant un arrét optionnel. La loi Béta-J est utilisée comme loi
a priori en transposant des paramétrages de la loi Béta dans ’échantillonnage fixe.
Le principe sous-jacent a la détermination d’une forme analytique est exposé en
section (3.2). Une méthode de résolution est proposée dans la section (3.3) dans le
cas ou Parrét est lié a la survenue d’au moins un succés. La section (3.4) permet une

généralisation dans le contexte d’'une étude comparative.

3.1 Procédure de Whitehead et Estimateur VUMSB

Dans l'estimation ponctuelle, 'utilisation de I'estimateur oMV =Y /N engendre une
sous-estimation de 6 si 'arrét en période k est provoqué par une condition éé\g)v <
Sk, et une surestimation si ég‘j)v > Sk,v. D'une maniére générale, une condition
d’arrét unilatérale de Pexpérience par valeurs inférieures (i.e. Sy =n, +1, 1 <
k < K) ou bien supérieures (i.e. Sy =—1, 1<k <K) se traduit par un biais plus
important qu’une condition d’arrét bilatérale. Deux méthodes visant a réduire le

biais méthodologique lié¢ & un arrét optionnel de I'expérience sont présentées.

La premiére approche présentée par Whitehead (1986) [54] consiste & ajuster 6™V
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en soustrayant une estimation de son biais, obtenue suivant un schéma itératif.

L’estimateur idéal est

gWhi — gMV _p(p) (3.1.1)

ot le biais b(0) de 6™V en 0 est donné par

Ey[0MV] = Ze p(ylo) = 6 + b(h).

Y(m,y)

Ne connaissant pas la valeur de 6, on peut approcher b(6) par b(é&/)hz) dans

[0MV|0th] Qth + b(e&/)hz)
Aprés remplacement, Pexpression (3.1.1) se réécrit

ég//)hi x éé\;)v _ b(éwm)

_ MV AMV | AWhiy | fWhi
=0y — Eol0™7104,)") + Oy
La détermination de égf)}” passe donc par la résolution de

[0MV|0th] égj)hz

On peut utiliser la méthode des bissectrices qui se fonde sur la détermination de
deux limites L < Hg)hl < U suivant un schéma récursif (voir Chang et Coll. (1989)
[20]) : apres Dinitialisation L =0 et U = 1, on calcule Ey[0MV] en 0 = (L+U)/2.
Si Ep[0MV] < ég)hi, on remplace L par § = (L+U)/2; sinon on remplace U par

0 = (L + U)/2. La procédure s’arréte selon un niveau de précision min prédéfini

(par exemple U—L < min).

Une deuxiéme approche consiste a déterminer I'estimateur sans-biais de variance
uniformément minimum VUMSB. Jung et Kim (2004) [39] dérivent §VUMSB en
calculant 'espérance de HA{WV:Yl/nl sur la premiére période, qui est un estimateur
sans-biais, conditionnellement & la statistique exhaustive compléte (M,Y). Selon le

théoréme de Lehmann-Scheffé (A.3), il en résulte 'estimateur VUM SB.
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On montre d’abord que (M,Y’) est une statistique exhaustive par application du

théoréme de factorisation. La probabilité associée a une séquence (yi, ..., Y ) est

P(Y1y s Ym|0) = Z ZPT Yi=v1,..., Y = yml0)

— Z Z <n1) o ( m) 9(y1+...+ym)(1 _ Q)(n1+---+nm—y1—---—ym)
Y

m

dans la restriction
‘(R(m,y) = {(?/1, ~-,ym) : yl+"+ym:y75k,L+1 <uyit.. Ay, < Sk,U—LVk:L ..,m—l}

de dimension m — 1.

On obtient une expression fonction de (m,y)

P(Wrs s Yml|0) = Pr(Yo, =y, Ser +1 <Y, < Spv—1, k=1,....,m—1/9)
= Pr(M =m,Y,, =yl|0)
= p(m, y|6)
sur le support 8§ = Uﬁzl 8., ol
Sm - {(may> : Sm—l,L + 1 S Yy S Sm7L ou Sm,U S Yy S Nm + Sm—l,U - 1}

avec o, =—1 et Spy=1, ce qui achéve la démonstration.

On prouve ensuite que (M,Y") est une statistique compléte en montrant que pour

tout 6 € [0, 1], si on a la condition

K S, L K nm+Smo1,u—1
Eolg(M,Y)] = g(m, y)p(m, y|6) +Z > glmy)p(m,ylo) =0,
m=1 yZSm,LL+1 m=1 y= Sm U

alors g(M,Y)=0 Py p.s. pour toute les valeurs (m, y) dans le support 8 (voir Annexe
A de Jung et Kim (2004) [39]). On note que dans le cas ou les observations sont
continues, la statistique (M, S = ). X;) n’est pas compléte (voir Liu (1999) [44]).

L’estimation VUM S B est obtenue par ém%SB = E[0MV|(m, y)]. Pour Pobservation
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(m7 y)? on a

GVUMSB _ Pr(leyl,M:m,Y:y]H)
Pr(M=m,Y =yl|0)

i 1 ni—yi1 Nom, m o —1m
Zy(m,y\yl) ( )9@/ (1 —9)( ) ( )gy (1 _9)( Ym)

- 9 Ym
n E— N, . S
Zy(m,y) (yl)eyl(l —0)(m—v) <ym>0y (1 — §)nm—ym)

ou

Ymly) = {W2s - Ym) Y2+ -+ Y=Y — Y1,

Sk,L+1 §y2+—|—ym§5k?U—1,Vk€2,,m—1}

Par simplification des coefficients combinatoires, il vient

ny— 1\ (ny N
éVUMSB _ Zy(M’Y) (Yl - 1) (Y2> (Y)
Zun (1) ()
Y,y Y’l \Y

3.2 Equation du nouvel estimateur

Le plan expérimental dg., = (n1, 51,1, 51,0, n2) est paramétré par des bornes infé-
rieure et supérieure prédéfinies, S 1 et Sy, pour la réalisation de Y = Y;. L'expé-
rience s’arréte dés la premiére analyse (i.e. en fin de période 1) si Y =Y; <S5 1, ou si
Y =Y1>S,y; sinon la partie complémentaire J =[Sy + 1,51y — 1] définit la zone

de continuation de I'expérience en période 2.

Si k est l'indice de la période (k=1,2), ng et Yj sont respectivement les nombres
fixés d’observations et le nombre observé de réponses pendant la période k. Enfin,
si M est la va associée au nombre d’analyses effectuées (i.e. 'expérience s’arréte
en période M), on note respectivement N =3 1 ny et Y = 30" Vi le nombre

d’observations et de succeés enregistrées aprés 'arrét de I'expérience.
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On note l'espace de observations

Imy) = 9y Uiy

={y=y,y<Sipouy>Sip}tU{y=yi+y, 51+l <y <S p—1+ns}.

Un arrét unilatéral de I'expérience en période 1, soit par valeur inférieure soit par
valeur supérieure, se traduit respectivement par la suppression de la borne S; ou
Si1,r- Dans certaines expressions, on utilisera également les formes S; ¢ =n; + 1 ou

Sip = 0.

Dans la section 2.4, on montre que la correction de I'a priori de Jeffreys offre un
mécanisme de compensation du biais expérimental dans le plan séquentiel dg., =
(n1, 51,1, S1,u,n2). L’idée développée dans cette section est d’utiliser un a priori du
type ¥|dseq ~ Be’(a,b,c;ny,7; J) et d’utiliser un paramétrage spécifique a, b, ¢ pour
dériver la loi a posteriori. Parmi les estimateurs bayésien fondés sur cette loi, le mode

est celui qui offre le plus de perspectives dans la recherche d’une forme analytique.

Dans I’échantillonnage Binomial fixe Y ~ Bin(n, ), la moyenne et le mode des lois
a posteriori associées respectivement a I’a priori uniforme ¢ ~ Be(1,1) et I’a priori de
Haldane 9 ~ Be(0, 0) coincident avec I’ EMV non biaisé § = Y/n (les caractéristiques

du mode et de la moyenne d’une loi Béta sont données dans la section (B.2)).

En remarquant que ’a priori de Haldane ¢ < I(f|y) dans I’échantillonnage Binomial
fixe, on déduit I’a priori de Haldane corrigé ¥|dse, o< I(6|m,y)~ Be’(0,0,1;nq,7; J)

dans le plan séquentiel dg.,. Cette loi a priori a pour densité
p(0|dseq) o< 0711 — 0) ' (1 + rCBin(ny,6; J)).

En transposant le valeur ¢ = 1, on obtient également 1’a priori Uniforme corrigé

I|dgeq o< Be?(1,1,1;nq,7;J) avec pour densité

p(0|dseq) < (1 4+ rCBin(ng,6;J)).
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Son profil de densité est proportionnellement identique a celui de la fonction CBin(nq, 6; J)
décrite dans la figure (2.2) lorsque J = [0, S,y — 1] pour les valeurs Sy y=1,2,3,4,5

et n; = 5.

La loi a posteriori est une Be? (1 +y,1+mn —y,1;ny,7;J) dont la densité prend la

forme

p(9|d5'eq, y) 0.8 0y<1 - 0)”_y(1 + T’CBiTL(TZl, 0; [SLL + 1, SI,U - 1]))

Le mode est la solution de ’équation

d
25 L09(0(0ldseq, y)) = 0. (3.2.1)

La résolution nécessite la réécriture de
CBin(ny,0;J) = CBin(ny,0;[0,5,v — 1]) — CBin(ny,0;[0,51 1))

sous la forme de fonctions Béta incomplétes (Abramovitz & Stegun (1964) [1]).

L’expression développée ci-dessous s’applique a la forme C'Bin(ny,0; [0, 510 — 1]).

CBin(nl, 6, [0, Sl,U — 1]) = CBm(nl, 1— 0, [Sl,Ua nl])

= PT(B@(TLl — Sl,U -+ 1, SI,U) <1-— 9)
1 1-6 s
= nm—SLU (] — Sl,U—ld
B(ni — S +1,510) /o . ( ¢) .

=1_9(n1 — S1v+1,50).

La formulation pour C'Bin(ny,0; 0,51 ]) est obtenue de la méme fagon.

CBin(ny,0;10,51]) = CBin(ny, 1 — 6;[S1 1 + 1,n4])

= Pr(Be(nl — Sl,L751,L + 1) <1l-— 9)
1 1-6

— n1751,L71 1_ Sl,Ld
B(n1 — S0, S, +1) Jo § (1=¢) £

=1Ii_9g(n1 — Si,,51,L +1).
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En sommant les 2 expressions, il vient

CBin(ny,0;[S1,0+1, 50 —1]) = Lig(n —S1rv+1,50) = li—g(n1 — S1,, S1,. +1).

On peut maintenant résoudre I’équation (3.2.1) qui se réécrit

< Log(p(6ld. )

d

= [yLog® + (n — y)Log(1 — 0) + Log(1+rCBin(ns, 6; [S1 L+1, S1.0 — 1]))]
y n—y d

=3 " 1_¢ + @Log[l +rh_g(ni—S1p+1,50) —rli—¢(ni—S11,S1,.+1)]
y—nd  f'(0)

= —I— = O)
0(1—0)  f(0)

ou

f(@) =1 + TCBi?’L(?’Ll, 9; [Sl,L + 1, Sl,U — 1])

=14+rh_o(ni—5S1v+1,5%0v) —rhig(ni—5S10,S1,.+1).

La forme intégrale I,y facilite la dérivation de f(6) en 6,

f1(0) = B<n1_51:]r_|_1751,U> 951,U—1(1 _ 9)"1—51,U
" B(nl—SLZ, Spp+1) gL (1 — gym—Sur-1
—r ny!
= (nl_Sl,Uq;!?;ls;LU_l)! 951,U—1(1 _ 9)”1—51,U
l
' (nl_S::Ln_l.lﬂsLL! oL (1 — g)m St
— —7“510 Bin(ny,0;S1v) + % Bin(ny,0; S+ 1).

La forme générale de ’équation a résoudre est maintenant

1-6 1 1 +7rCBin(ny,0;[S1 + 1,50 —1])
y—nf v SiyBin(n,0;Sy)— (S + 1) Bin(ny,0; S, +1)

(3.2.2)

A partir de la solution en 6 de I’équation (3.2.2), on définit un nouvel estimateur
noté 6°1 On note au passage que le terme de droite est une fonction de 6 condi-

tionnellement aux paramétres fixés du plan expérimental ny, 7 = ns/ny, S et Siu.
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Le terme de gauche est un quotient dont le dénominateur

y—ann(g—Q)

n

dépend de (m,y) a travers les quantités aléatoires (n,y/n).

3.3 Cas d’un arrét conditionné a 1’observation d’au
moins un événement

3.3.1 Principe de résolution graphique

La résolution de I’équation (3.2.2) est d’abord décrite dans le cas ou 'observation
d’au moins une réponse conduit a I'arrét de 'expérience en période 1 (i.e M = 1 si
y1 > 1). La zone de continuation définie pour Y; se réduit alors a la valeur J = {0}

et seule la borne Sy = 1 est a considérer. L’équation (3.2.2) se simplifie en

16 1 1+(1-6m
y—nf  rng (1 — @)1

6 _ 1 (, 1
y—nl (1—0)= )"

Les deux termes de la derniére égalité sont l'expression de deux fonctions holo-

(3.3.1)

morphes en 6. Leurs courbes sont respectivement décrites dans les figures (3.1) et
(3.2) sur les espaces Y, = {y = yi;y = 1,2,..,5} et Yo ) = {y = +y23y =
0,1,..,5} avec un effectif n; = ny = 5. On visualise ’asymptote verticale en § — 1

de la fonction

0=y ()

et les asymptotes verticales en § — y/n (y = 1,2,..,5) de la fonction

Les intersections de g(6) et h(#) sont les solutions de I'équation (3.3.1) et les valeurs
de 0 correspondantes définissent les estimations é%oz). La fonction g(f) est stricte-

ment croissante positive sur Uintervalle © = [0, 1] et converge lentement vers son
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Functions g,h

P YR O gy P

1/5 2/5 3/5 4/5 1

F1G. 3.1 — Fonctions holomorphes g(8) (- - -) et h(0) (—) pour Yy ={y=v1;y=
1,2,..,5} dans le plan séquentiel (n1=>5,51y=1,ny=5)

Functions g,h

v,
o~
e

T

1 1
1/10 3/10 5/10

S g gy

theta

F1G. 3.2 — Fonctions holomorphes g(8) (- - -) et h(8) (—) pour Y(2,yy ={y=y1+y2; y=
0,1,..,5} dans le plan séquentiel (ny=>5,51,y=1,n2=>5)
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Functions g,h

1
1
1
1
T T
0 1/5 2/5 3/5 4/5 1

theta

F1G. 3.3 — Fonctions holomorphes g(8) (- - -) et h(0) (—) pour Yy ={y=v1;y=
1,2,..,5} dans le plan séquentiel (n1=>5,51y=1,ny=5)

Functions g,h

1
i
1 1
1 1
T T
0 1/10 3/10 5/10 1

theta

F1G. 3.4 — Fonctions holomorphes g(0) (- - -) et h(8) (—) pour Y(2,yy ={y=11+y2; y=
0,1,..,5} dans le plan séquentiel (ny=>5,51,y=1,n2=>5)
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asymptote en # — 1. Sur le méme intervalle, la partie positive de la fonction h(6)
est également strictement croissante mais converge rapidement vers son asymptote

en 0 — y/n.

Pour la valeur y = y; = n; dans Y ), les fonctions g(6) et h(6) partagent le méme
asymptote en §# — 1. La figure (3.2) montre que pour # compris entre 0 et une valeur

proche de 1, on a g(0) > h(0). Cependant, lorsque # — 1 on a

1 1
0 ——— et h(f _
90— =g ¢ MO~ i
De fait si ny > 2, les courbes de g(0) et de h(0) se croisent avant 'asymptote 6 — 1

car
1

-6 " r(i—om

Si ny = 1, les courbes se croisent si ¥ = ny/ny; < 1. Sinon, si r > 1, la solution

460 < 1 tel que

de I'équation n’existe pas pour y = n; = 1 dans Y(1,); on affecte alors la valeur

005 = 1.

Les deux figures 3.1 et 3.2 sont reprises et présentées avec une échelle verticale plus
réduite dans les figures (3.3) et (3.4). Elles permettent de visualiser les asymptotes

horizontales de g(0) et de h(0). Lorsque § — 400, on a

1 1
g(0) — P et h(0) — 0
Comme
2
9(0) = . et f(0)=0,

la courbe de g(f) croise forcément les courbes de h(0), V(m,y) € Yuny)(n1 > 2).

Quelle que soit la valeur de y € Y, I'estimation é%"z) vient corriger la valeur

de éé‘fn‘g) par une sous-estimation. La figure (3.5) montre les valeurs de éf‘fn"z) pour

Yo ={y=y1;y=1,2,..,5} et pour Yo,y ={y =291 +y2;9y=0,1,..,5} en fonction
des observations (m,y/n) dans un plan (ny = 5,5y = 1,n2 = 5). La correction
oMV

maximum de = Y/n est obtenue avec les observations (m,y) = (1,5) dans

Yy et (m,y) = (2,10) dans Ya,).
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4/57

3/57]

5/10

4/10

Estimated Value for theta

3/10

2/107

1/107

T T T T T T T T T
0 1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 3/5 4/5 1

Observation (m,y/n)

F1G. 3.5 — Estimateur du Mode en fonction de (m,y/n) pour Yoy = {ly=u1;y=
1,2,..,5} et Yo, ={y=11+y2;y=0,1,..,5} dans le plan séquentiel (n,="5,5,y =
1,”2:5)

3.3.2 Dérivation d’une forme analytique non-linéaire

La solution exacte en 6 de 1’équation (3.2.2) se détermine numériquement. On peut
cependant dériver I’expression analytique d’une approximation en utilisant les carac-
téristiques des fonctions g() et h(f). Les figures (3.6) et (3.7) reprennent les figures
(3.3) et (3.4) avec une vue élargie dans l'intervalle © =[0,0.5].

Quelle que soit la valeur de y, aucun élément ne permet d’identifier précisément
I'abscisse ou l'ordonnée du point d’intersection entre g(f) et h(f). En revanche la
courbe de g(#) vient couper les asymptotes de h(6) au point (y/n,g(y/n)). La pro-
jection horizontale de ce point sur h(6) est proche du point d’intersection avec g(6)

et son abscisse constitue une bonne approximation de I’abscisse de l'intersection.
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Functions g,h

s S S Uy iy iy

theta

F1G. 3.6 — Fonctions holomorphes g(8) (- - -) et h(0) (—) pour Yy ={y=v1;y=
1,2,..,5} dans le plan séquentiel (n1=>5,51y=1,ny=5)

Functions g,h

s S S Uy iy

theta

F1G. 3.7 — Fonctions holomorphes g(8) (- - -) et h(8) (—) pour Y(2,yy ={y=11+y2;y=
0,1,..,5} dans le plan séquentiel (ny=>5,51,y=1,n2=>5)
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Cette approximation est la solution en 6 de I’équation
Y
g(2) = no)
n
1 , 1 0 (3.3.2)
v U A=y ) T y—nb
qui se réécrit

yg(y/n)

~ 1+ ng(y/n)
y

——
n+ om

Il en résulte 'estimateur du mode approximé

fModA — Y — (3.3.3)
n+ Tnlm
n—Y

éModA

La dérivation de peut aisément se généraliser. Cependant, il survient une

éMod

légére surestimation de car le croisement de h(f) avec 'asymptote intervient

au dessus de l'intersection avec g(¢). Une approximation encore plus précise de gMod
peut étre dérivée. En reprenant les figures (3.6) et (3.7), idée est de déterminer une
autre fonction que g(#) dont la courbe viendrait croiser les asymptotes de h(f) a la

hauteur de l'intersection entre g(#) et h(0).

En notant

w3l6) = e (14 g
91(0) = r—}h (HW) ’

la figure (3.8), permet de visualiser les courbes des trois fonctions

9(8) > gos(8) > ¢1(0), Vo € [0,1].

Quelle que soit la valeur de y, la courbe de g;(6) croise les asymptotes de k() a une
ordonnée inférieure a celle du point d’intersection entre g(6) et h(#). L’abscisse de la

projection horizontale sur h(#) du point de croisement entre g;(0) et 'asymptote de
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Functions g,h

s T S Ry iy

1/5 2/5

theta

F1G. 3.8 — Fonctions holomorphes g(8), gos(0), 91(0) (- - -) et h(0) (—) pour Y 4=
{y=vy1;y=1,2,..,5} dans le plan séquentiel (n1=>5,5,y=1,ny=5)

Mod

(my)- La courbe de go5(6) se situe entre celle de g(6)

h(0) sous-estime légérement 6
et de g1(0). Elle croise les asymptotes de h(#) a une ordonnée trés proche de celle
du point d’intersection entre g(6) et h(f). L’abscisse de la projection sur h(f) des
points de croisement entre go5(0) et Pasymptote de h(f) constitue une trés bonne

approximation de é%%)-

Les valeurs en 6 associées au croisement des courbes de go5(0) et g1(6) avec celles
de h(#) sont également des estimations du Mode Approximé, que 1’on note respec-

tivement §ModAos ot pModdos (O en déduit les estimateurs

éModAgj _ Y
n—+rng n1—05
+<7L—Y>
éModA1 _ Y

1
n -+ rny 1+(nfy>n171

éModAof)

On représente dans la figure (3.9) les valeurs de éé‘fﬁgf‘ —y/n, e y/n et

Ot —y/n dans Y, = {y = vi;y = 1,2,..,5} et dans Yoy = {y = 1+ us9y =
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0 1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 3/5 4/5 1
Observation (m,y/n)
_ ; ; ANMod /) GModA nModAos / _ | AModAy /.
F1G. 3.9 — Estimations 05,7, (—), 05,755 (- = <) Oy > (=) et 0,75 (-++)

soustraites de y/n pour Yy ={y =vy1;y=1,2,..,5} et Yo, ={y =y +y2y =
0,1,..,5} dans le plan séquentiel (ny=>5,51y=1,n2=>5)

0,1,..,5}.

ModA

, . . I
L’estimation G(mm

tend & surestimer 9%"3) alors que Hé‘fnozfl la sous-estime. Entre les

st AMOdA0,5 . . . N P AMOd
2, on vérifie que H(m,y) constitue une estimation trés précise de Q(my) dans Ym,y)-

3.3.3 Dérivation d’une forme analytique linéaire

Les calculs analytiques de la section suivante nécessitent de dériver une forme linéaire

de l'estimateur du Mode Approximé. En le réécrivant sous la forme

-1

groan _ Y [ L
1

n n 1+W

n

et en remarquant que la quantité

Ny 1
R

n
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est proche de 0, un développement limité conduit a une nouvelle expression

éModAzz 1M 1

n |\ 14—

oy
Y (="
= I (-0 )

Cette nouvelle forme permet d’identifier le terme qui compense le biais induit par
l'arrét optionnel de 'expérience. Il dépend du rapport y/n avec une pondération

définie par ny /n.

En remarquant que la quantité

(-5)

est proche de 0, un nouveau développement limité conduit a un estimateur qui

présente une forme linéaire en (1 — Y/n),

ni ni
2 (60
n n n n
:X(l_m (1_Z>’“+@ (1_2)2’“)
n n n n n

L’estimateur §M°4 est dérivé a partir de §¥°?4. De la méme facon, on peut dériver

les estimateurs #Motlos et GModlr 3 partir de §Mod4os of GMedAr

n1—0.5 2(n1—0.5
éModLo.sZZ 1_@ 1_X " )_|_@ 1_X . :
n n n n n
ni—1 2(n1—1
éMOdLl:X 1_@ 1_{(1 )+ﬂ 1_Z (1 ) .
n n n n n
On représente dans la figure (3.10) les valeurs de é%"gf —y/n, éé‘gfgfo“’ —y/n et

éf‘gf;lfl —y/n dans Yu,) ={y=y1;y=1,2,..,5} et dans Yo = {y =1 +y21y =

"y PP NModA pModAg. 5 NModAy '
0,1,..,5}. Les propriétés décrites pour H(m’y) , H(m’y) et H(m,y) sont conservées.

Dans le cas ou le plan expérimental prévoit un arrét de ’expérience en période

1 seulement si n; réponses sont observées (i.e M = 1 si Y; = ny), seule la borne
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0.0

-0.03 -0.02 -0.01

Estimated Value for theta - y/n

-0.04

-0.05

T T T T T T T T T
0 1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 3/5 4/5 1

Observation (m,y/n)

F1G. 3.10 — Estimations 9%‘?3) (—), Q%Ozf (- --), Q%TZ)LO‘S (-—-) et Q?gfz)h ()

soustraites de y/n pour Yy ={y =vy1;y=1,2,..,5} et Yo, ={y =y +y2y =
0,1,..,5} dans le plan séquentiel (ny=>5,51y=1,n2=>5)

S1,1 = nq est a considérer. L’estimateur du Mode Approximé s’obtient en remplacant
0 par 1 — 6 dans I’équation (3.3.1). Il vient

GModA _ 1+g(1-Y/n)
1+ (n—=Y)g(1-Y/n)’

ou

g(1=Y/n) = L <1 + (%)7“) :

ny

Profitant de sa forme linéaire, I’expression de GModL ast encore plus directe
éModL:Z ].+E Z nl_ﬂ K o
n n \n n \n '
3.3.4 Approximation du biais de Iestimateur du Mode

Une critique majeur formulée a 'encontre de 'EMYV dans le contexte d’un plan

expérimental séquentiel concerne le biais qu’il induit dans ’estimation ponctuelle.
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On montre dans cette section que lorsque S; y = 1 et ny = ng, le biais de 'estimateur

du Mode est approché par la fonction

1—g)m
BSeq,éMOd(Q) = BSeq,éMV(9> + (]_ -+ %)
% |::u2n11(1—(9> o ,u2n1<1—0) _ Nn170.5(1_9) n un1+0.5(1_6)

2n—1 2n1 n1—0.5 n1+0.5 )
L n LS n

ou i, est le moment non-centré d’ordre g de Y.

On exprime le biais d'un estimateur 0 par
BSeq,é(0> = ES@Q,Q(G) o 97
ou

Eseq.0 (é) = Z é(m,y)Pr((Ma Y)=(m,y))

Y€ Y (m,y)
= > OuyPriMY)=Ly) + > feyPr((MY)=(2,y))
YE€EY(1,y) y€Y(2,)
= Y OuyPr(Y=yM=1)Pr(M=1)+ > 0o, Pr(Y=y|M=2)Pr(M=2)
YE€Y(1,y) Y€ (2,y)

La probabilité
Pr((M,Y) = (1,y)) = Bin(ni,6;y)

est associée a ’espace des observations
1é(l,y) = {0, 1, . Sl,L; SI,U; SLU +1,.., nl}
et la probabilité

Pr((M,Y)=(2,y)) = Y _ Bin(n,0;i)Bin(ns,0;y — i)

i=max

ou mazx = max(Sy, + 1,y — ng) a Pespace des observations

y@,y) = {SI,L + 1, Sl,L + 2, cey Sl,U — 14 ng}.

Dans la suite de cette section, les formes analytiques des biais induits par gMod o

par OMV sont dérivées dans le contexte d'un plan séquentiel défini par une seule
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borne Sy = 1, avec la contrainte supplémentaire ny = ny. La généralisation des

conclusions et des propriétés de M4 est discutée dans la section suivante.

Avec S1y =1et ny =n9, on a

~ L n
Eseqp [0] = [Z%,y) ( yl) 0(1—0)""
y=1

= Z (7;1>9y(1 —g)ymv [é(l’y)—i-é(g’y)(l — 9)”1] .
y=1 ~

ni

> b (7;1> 0"(1 - e)my] (1— o)™

y=1

+

/

D(6)
(3.3.4)

Pour 0™V = Y/N, on a

p@y =Y yq-om L =Y (1+w).

n1 2’/11 n1

On déduit le biais

Bgeqguv(0) = i ("1)0y(1 _gymv ya-om

=1 \Y ng 2

o(1 — 6)™.

N | —

Le biais By, juv(0) est une fonction & valeurs positives. Les courbes en fonction de

0 sont représentées figure (3.11) pour n; = ny = 2,5, 10.

La dérivée en ¢ de Bg, ;uv(0) permet d’obtenir la valeur de 074, pour laquelle le

biais est maximum. De ’expression

d 1
@ BSeq,éMV (9) - 5 [(1 - 9)“1 - n10(1 - 9)”1] =1-0-n0= 0,
il vient
1
eMaa: - 1 I n .

La valeur du biais maximum est

1 1 \™
7 - (1=
Bseq g Ortaz) 2(1+ny) ( 1+ nl)
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FIG. 3.11 — Biais de ™V dans le plan séquentiel (ny,S1 v =1,n2) avec Ny = ng=
2,5,10
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FIG. 3.12 — Biais de M°? dans le plan séquentiel (n1, 510 =1,n2) avec ny = ny =
2,5,10
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Pour S1y = 1, Oyas et BseqﬂMv(GMm) sont 2 fonctions décroissantes en mn;. Plus
Ieffectif ny = ny augmente plus le maximum du biais se rapproche de ¢ = 0. On

trouve les valeurs numériques pour n; = ng = 2,5, 10.

1

ny = N9 :2 eMaw = g Bseq’é]\/[v(eMCLw) = 00741
1

ny = Ny =) QMax = 6 BSeq,éMV(QMU«w) = 0.0335
1

m=ny =10 Orar =37 Boyy g (Oarar) = 00175,

En comparaison, le biais de I'estimateur du Mode Bseq,éMod(Q) est représenté figure
(3.12) pour ny = ny = 2,5,10. Empiriquement, la fonction By, su.df) est positive

pour # compris entre 0 et une valeur proche de 1/n, puis devient négative. Deux

éMod

propriétés majeures de sont montrées graphiquement ; le biais maximum induit

éMod

est en valeur absolue trés inférieur a celui associé a et ce biais s’annule pour

une valeur proche de 6 = 1/n;.

Pour ny = ny = 2,5, 10, on trouve les valeurs

m=ny=2  Oya=0217T  Bg, guedOrras) = 0.0207
6y = 0.511 By, jodf0) = 0
Ortin = 0.794 By, garod Orzin) = —0.0198
n=ny=5  Oua=0091 By juodOrras) = 0.0074
0y = 0.225 By, jodf0) = 0
Ortin = 0487 By, gurod Orrin) = —0.0130
m=ny=10  Ouee=0.045 By, juodOrraz) = 0.0035
6y = 0.115 By, jodf0) = 0

eMin =0.280 Bseq’éMod(eMin) = —0.0070.

Concernant les approximations de 'estimateur du Mode, la figure (3.13) permet
de visualiser le biais de éM"d, éMOdA, gModAos of GModAr g e plan séquentiel

(n1 =15,51y=1,ny=5). La courbe de Bg,, guoan,s(f) est trés proche de celle de
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FIG. 3.13 — Biais de MV (- -), Mod (—) gModd () gModdos (. _.) gy ModAs
(--- ) dans le plan séquentiel (n1=5,S1y=1,n2=>5)

BSeq,éMOd(6)7 alors que les courbes de Bseq,éModA(@) et BsquéModAl(e) respectivement

la surestime et la sous-estime légérement.

La détermination d’une forme analytique pour approcher la fonction Bg,, o 0)

nécessite I'écriture de I'approximation linéaire

n 2n
éModL:X_m(l_K) 1+ﬂ(1_z) '

n n? n

pour m =1 et m = 2.

On déduit les estimations
- y oy y\" oy y\ ™
ModL __
i —n——n—<1—n—) ﬂ?(“{)
1 1 1 1 1

ni 2ny
gMoaL _ Y Y (1 _ Y Y (1Y ‘
(2.9) 2n,  4n, 2n, + 4n, 2nq
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FIG. 3.14 — Biais de MY (- —), §Mod (—), §MedL (o __) gModLos (.. ) gf fModls
(--- ) dans le plan séquentiel (n1=5,S1y=1,n2=>5)

En reprenant I’équation (3.3.4) et en remplacant é(mﬂ) par é(]‘fnfgL, il vient

D) = B+ 01 — oy

=L Sa-om - (1 - £>n1 + (1 - ﬁ)zm

sl 2 Al

N A= (R

En remplagant également avec ég)"d%f’ et ég\;)"dh, I'expression (3.3.4) conduit aux

biais associés a 0MedL GModLos of GModLs e courbes de By gm0ai(0); By grroaro s(0)
et Bg,, guoar,(0) sont représentées figure (3.14) pour ny = ny = 5 et Sy = 1. Les

caractéristiques de Modl gModlos of gModls qang Y, se traduisent par la relation

BSeq’éModLl(e) < B é]ﬂodLOﬁ(Q) < BSeq,éModL(g)7

Seq,

ot le biais de M9dlos est trés proche de celui de M4,

Dans le but de factoriser la forme précédente, on remplace les termes en



La va D(0M°U) $'exprime maintenant par

A Y Y
D(eModL) _|_ %(1 9)711
1

et son espérance s’écrit

() (2 -2 5 02))

Ey [D(éModL)] ~ 0+ 2(1—9) + (1+ (1_49)m)
(e ()] el ) )
— 0+ 2(1—9)"1 + (1 + (1_49>m)
x(ﬁwl m—m%y7§ﬁ%wmrwﬂ)
=0+ g(l—e) + (1 + (1_49)m)

X ( 2n1+1

1
Buoo [tn=y)Y™) -

1

Eig [(nl—Y)Y’”]) .

En notant p, le moment non-centré d’ordre ¢ de Y

Ha(0) = By =Y

on déduit 'approximation du biais de

Y (nl) gy(l _ g)m—y7
y=0 y

éModL

BArP (6) = Eseqﬁ(éModL) .y

Seq,0ModL

0 .
= S@-0m +
1

X [ Erp(Y?™) —

n
1

BV ¢

1

- Bse%élwv(e) +

(1 + <1_49)m>

1
n2n1+1

1

ni+1
ny

(1 + (1_49)m>

El 0 (Y2n1+1)

By (Y™ )]

|:,u2n1(1 9) /*’LGl-i-l(l 9) - Mnl(l_e) + Mnﬁ-l(l 0)

2n1
U

La formule du biais B App

0)

q,6Mo dL(

peut dériver les formules pour B

2n1+1 ni ni+1
ny 1 ny

est dérivée a partir de #¥°?. De la méme facon, on

App App N ; N\ModLo,
SeqﬁModLo's(H) et By eModLl(Q) a partir de 0 05 et
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FI1G. 3.15 — Approzimation du biais de OMV (), gMed () gModL () GModlos
(- —-) et OModr (.. ) dans le plan séquentiel (ny1=5,S1y=1,n3=>5)

GModL1 Op obtient alors

(1-0y"
BAppéModLOf,(e) = BSeq7éMV(0) + (1 + —)

Seq, 4
% M2n1*1(1_9) _ :u2n1(1_6) N /j’n1*0.5(1_9) + Mn1+0-5<1_0)
n%n—l n%nl n;L1—O.5 n?1+0.5

B (6) = By, ul®) + (1 + ﬂ)

Seq,éM"dLl 4

> M2n1*2(1_9) _ M2n1*1(1_9) _ ,umfl(l_e) + :um(l_e)
n?nle n%nlfl ’I’L?lil n7111 .

Les courbes de B2 (0) et BAP (f) dans la figure (3.15) sont plus éloi-

SeqjéModL Se%éModLl

gnées de Bg,, juoq(f) que le sont respectivement By, gvoar (0) et By, guroar, (0) dans
la figure (3.14). En revanche, B?pp (0) approche Bg,, ju.(f) avec la méme

eq,0ModLo 5

précision que Bg,, grrodzg (0).
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3.3.5 Etude comparative du biais et de Defficacité relative
lorsque n; = no

Les performances de l'estimateur du Mode peuvent étre évaluées relativement a
'estimateur sans-biais de variance uniformément minimum VY55, Pour un plan
équentiel avec deux périodes, I’ ion de §VUMSB décrite dans la section 3.1

séquentiel avec deux périodes, I'expression de écrite dans la section 3.1 se

simplifie en

n% m=1
R YA(S 1) ny—1 N2
QVUMSB — Zyl <;1UL+1)V<Y ng) (Y'l o 1) <Y Y'l) B
m = 2,
YA(S] y—1) ny U
2y = (S1,L+Dv=ma) |y, Y -V,
ou a Ab=min(a,b) et aVb=maz(a,b) et (Z) =0sib<0.
En présence d’une seule borne supérieure 57y = 1, on déduit
Y —
gruMSB _ m=1 (3.3.5)
0 m = 2.

L’estimation HAE;?%SB n’est pas cohérente avec une observation (m,y) = (2,y) ou le

nombre de réponses y est non nul.

OVUMSE egt un estimateur sans-biais (i.e. Egeqo[0VUM5B] =0 V6 €

Par définition,
[0, 1]). Cette propriété est a compléter par I'étude de I'erreur quadratique moyenne

(EQM), qui pour gVUMSB go confond avec la variance.

Pour un estimateur ¢, on a

EQM©0) = Y (6—0)*p(m,yl0),

(m,y)€S

ou 8 est le support de (M,Y).

La figure (3.16) illustre 'erreur quadratique moyenne des estimateurs éMV, éMOd,

gModA ot GVUMSB dang le plan séquentiel (ny = 5,5y = 1,ny = 5). La forme sy-

métrique de la courbe de EQM (VUMSB) et la différence avec celle de EQM (6MV)

s’explique par la nullité des valeurs de HéiM 5B,
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FIG. 3.16 — EQM de MYV (~ ), GMod () ModA () ¢ QVUMSB (. _.) dans le
plan séquentiel (n1=>5,51y=1,ny=>5)

L’efficacité relative qui mesure 'erreur quadratique moyenne d’'un estimateur 0 re-
lativement a celle de 6™ V' prise comme référence, est notée

EQM(6)
Une valeur de ER; > 1 indique une meilleure efficacité de 0 en terme d’erreur
quadratique moyenne relativement a 6y La figure (3.17) décrit Pefficacité relative

QMod, ‘gModA et

des estimateurs OVUMSB {ans le plan séquentiel (ny=5,51y=1,ny=

5).

Excepté pour § < 0.1, on a ERjvunssz < 1. Jung (2004) [39] mentionne que le
surcroit de variance pour 8VUMSB relativement & FQM (éMV) est le prix a payer

éMod

pour 'estimation sans-biais. L’estimateur subit la méme tendance mais dans

une moindre mesure : la courbe de ERjq reste au dessus de min(ERgvumss).
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FI1G. 3.17 — Efficacité Relative de gMod () GModA (. _) ot GVUMSB (. _ ) yersus
0MV dans le plan séquentiel (n1=5,51y=1,n=>5)

3.3.6 Etude comparative du biais lorsque n; # ny

On termine I’étude des différents estimateurs lorsque S; 7 = 1 par une analyse du
biais et de l'erreur quadratique moyenne pour des valeur r # 1. La figure (3.18)
décrit le biais de MV et GMod pour des valeurs nq; = 5 associées a no = 1,2, ..,10. Le
oMV

biais de est une fonction croissante en n, mais 'augmentation de By, jurv (6)

diminue & mesure que ny augmente.

Le biais de §M°d est positif pour les valeurs de 6 comprises entre 0 et 1/N; approxi-
mativement. La courbe de By, groa(f) croise 'axe horizontal le plus tardivement
lorsque ny = 1. Le point de croisement se rapproche de 8§ = 0 a mesure que no
augmente, en méme temps que le biais négatif augmente. A 'inverse de éMV, I’aug-
mentation du biais négatif semble évoluer linéairement en fonction de ny, < 10.
Enfin, les courbes de By, giroaa(0) et de By, groa(f) sont proches pour r < 1 (i.e.

ne = 1,2,..,5), mais se différencient lorsque r > 1.
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FIG. 3.18 — Biais de 6™V (~ —), §Mod () et GModA (- ) dans le plan séquentiel
(n1 :5, SI,U: ]_, No = ]_, 2, .oy 10)

Lefficacité de 64 et §VUMSB relativement & §MY est décrite dans figure (3.19).
Pour les deux estimateurs, les courbes associées a ny = 1 sont les plus proches de
I’axe horizontal. On note la supériorité de fMod par rapport a GVUMSB o terme
d’écart quadratique moyen lorsque 6 < 0.5. La figure (3.20) montre une efficacité

éModA

relative supérieure de I’approximation par rapport a gMod lorsque @ est proche

de 0.

Cette premiére étude a permis de montrer la trés bonne performance de I'estimateur

éMod

du mode en terme de biais, d’écart quadratique et d’approximation de par

gModA pour un rapport » < 1. Pour r > 1, la dégradation du biais constatée dans la
figure (3.18) est due au fait que la fonction By, i (0) tarde a trouver son asymptote
en ny. La figure (3.21) présente les courbes de By, guv (0) et By, guoa(0) pour des

valeurs allant jusqu’a ny = 150 (r = 30).

Pour des grandes valeurs du rapport 7 = ny/ny, le biais négatif maximum de gMod
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F1G. 3.19 — Efficacité Relative de 6o (—), 0VUMSB (. _.) yersus 0V dans le plan
séquentiel (n1=5,S1v=1,n2=1,2,..,10)
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F1G. 3.20 - Efficacité Relative de 0M°4 (—) et GMoA (- - _) versus 0™V dans le plan
séquentiel (ny=5,S1v=1,n2=1,2,..,10)
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FIG. 3.21 — Biais de 6™V (~ -), GMod (—) et GModA (- ) dans le plan séquentiel
(n1=5, S1y=1,ns=>5, 10,20, 40, .., 120, 150)

va au dela du biais positif maximum de 6™V . Dans ce cas, on a la composante
(1+rCBin(ny,0;J)) ~ rCBin(ny,0; J). De plus, lorsque S;y =1 (i.e. J = {0}),

la loi a posteriori Be?(1+y,1+n —y,1;ny,7;{0}) a une densité qui s’écrit

P(0]dseq, y) x 0(1 —0)" (1 4+ rCBin(ny, 0;{0}))
x rf?(1 — 0)""YCBin(ny, 6; {0})
x 0Y(1—6)"Y(1—6)™

=0Y(1 — Oyt v,
Elle tend donc vers le noyau d’une loi Be(y +1,n+ny —y+ 1).

En utilisant les caractéristiques standards de la loi Béta, ’estimateur du mode de-

vient

éMod: Y
.ZV—f—’I’Ll7

ce qui affecte fortement ’estimation éf‘fnoz) lorsque m = 1.
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FIG. 3.22 — Biais de 0MV (- -), §Modn=1 () ¢ GModAr=1 (. _ ) dans le plan
séquentiel (n1=>5,S1u=1,n2=>5,10, 20,40, .., 120, 150)

3.3.7 Dérivation de I’estimateur du Mode Corrigé

En vue d’améliorer les performances en terme de biais et d’approximation de §M°¢

éModA éMod

par , une correction de est suggérée lorsque r > 1. L’idée est de limiter
I'influence de C'Bin(ny,0;J) dans la composante (1 + rCBin(ny,0;J)) en bornant
r par valeur supérieure. On note gModr |estimateur correspondant a une valeur de
r = R fixée et OMoIAr gon approximation que I'on obtient directement de la formule

(3.3.3)

-1
A Y R 1
GMedAr — —_ | 1 4 i — avec R fixé.

IR

Le biais associé a GModr of GModAr gt présenté dans la figure (3.22) pour la valeur
R =1 et ny = 5,..150. La limitation de l'influence de CBin(ny,6;J) dans gModr—1
augmente directement celle de 6Y(1 —6)"7¥. La courbe de la fonction By, grods_, (0)
se rapproche ainsi de celle de BSeq,éMV<9> a mesure que ny augmente, en présentant

toutefois une valeur maximum trés inférieure. En note également la superposition
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F1G. 3.23 — Efficacité Relative de fModr=1 (—), fModAr=1 (- - -) et de gvuUMSB (-—-)
versus 0™V dans le plan séquentiel (ny=>5,S; y=1,n9=>5,10, 20,40, .., 120, 150)

des profils de courbes de By, juoaq_, (0) et de Bg,, jurosan_, (0), soulignant la qualité

de 'approximation.

Lefficacité de 6M°dr=1 et de son approximation gModAr—1 pelativement a 0™V sont
illustrées dans la figure (3.23), qui montre le positionnement favorable en terme
d’erreur quadratique moyenne de ces deux estimateurs par rapport a gvUMSB , No-

tamment pour les petites valeurs de 6.

Les estimateurs 6M°d pour r < 1 et gModAr— pour r > 1 peuvent étre rassemblés
dans un seul et méme estimateur défini V r > 0. On note 6M°IC Pestimateur du

mode corrigé tel que

- gMod r<1
GModC — 17 - 3.3.6
{9MOdR=1 r>1. ( )

L’estimation éé\anZ)C dans le cas ou S;y = 1 correspond de fait au mode de la loi a

posteriori Be’(y + 1,n —y + 1,1;ny, min(r, 1); {0}).
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De la méme facon, 'approximation de l'estimateur du mode corrigé se déduit de

(3.3.3) par

-1
fModCA _ Y (1 " ny min(r, 1) ) '

TR

VUMSB

L’estimation é(m n = 0 lorsque m = 2 n’est pas satisfaisante et la contre partie

de I'estimation non-biaisée en terme d’erreur quadratique moyenne place §VUMSB

éM"dC, GModCA 1 aig également de oMV Lorsque r < 1, le

loin des performances de
biais induit par gModCA gannule autour des valeurs de 0 proches de 1/nq; sir > 1,
il demeure trés en deca du biais induit par OMV 11 est naturel de considérer que la
correction effectuée dans §ModC4 s’applique également a gModC Ao ; il en résulte une
estimation encore plus précise de gModC par

-1
GModCA0s _ Y 14 ny min(r, 1)
T o)

L’étude qui précéde montre que #M°C4 constitue une alternative avantageuse a MV
et 0VUMSB dans un plan séquentiel du type (ni,S;y = 1,n2). La section suivante
vise & démontrer que ces bonnes propriétés sont généralisables a d’autres plans sé-

quentiels.

3.4 Généralisation & d’autres plans séquentiels
3.4.1 Dérivation de ’estimateur du Mode Corrigé

Les principaux points abordés dans la section précédente sont revus dans un contexte
plus général de plans séquentiels & deux périodes (n1,S1.r, 51, n2). Cette généra-

lisation nécessite de définir Iestimateur du mode corrigé 6M°4¢ ainsi que son ap-

éModCA

proximation pour toute valeurs de S; 1, et S1 . On ne trouvera pas de forme

éModCA

dérivée de afin d’optimiser la précision de ’estimation, cette étude pouvant

faire I'objet de développements ultérieurs.
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Si l'on reprend la méme approche, I'équation (3.2.2) doit étre dérivée dans une
nouvelle forme afin de reproduire les figures (C.1) a (C.3) qui montrent les courbes
des fonctions holomorphes g(0) et h(f). L’idée est de déterminer une égalité qui
présente le terme de gauche sous la forme 6/(y — nf). En partant de I’équation
(3.2.2)

1-6 1 1 +rCBin(n.,0;[S1,L+ 1,50 —1])
y—nf v SiyBin(n,0;Sy)— (Sip+ 1) Bin(ny,0; Sy, + 1)

et en multipliant les deux termes par 6/(1 — @), il vient

0 0 1+ rCBin(ny,0;[S1L+ 1,510 —1])
y—nb T(l 0) Siu Bin(ny,0;S1p) — (S1,L + 1) Bin(ny,0; 51 + 1)
1 14+ rCBin(ny,0;[S1 + 1,510 — 1))
r (n—Syu+1)Bin(ny, 0; Sy —1)—(ny—Sy..)Bin(ny, 0; Sy.1)°

La solution de cette équation est la valeur en # du point de croisement des courbes
des deux fonctions holomorphes g(6) et h(6) formées par les deux termes de cette
égalité. Les figures (3.24) et (3.25) décrivent g(6) et h(#) dans le plan (ny = 5,5 v =
S1u0,n2 = b) associé aux valeurs sy y = 2, 3. Les figures (C.1), (C.2) et (C.3) décrivent

les mémes courbes sy = 1,4, 5.

Les asymptotes de h(f) en 8 = y/n ne sont pas représentées mais 1’échelle du gra-
phique permet de visualiser le point g(y/n) projeté horizontalement sur h(f). Ce

point est proche de Dintersection de ¢(f) avec h(f), et sa valeur en 6 constitue

eModC

() On l'obtient analytiquement en résolvant 1’équation

une approximation de

h(0) = g(y/n) dérivée de (3.2.2). Il vient

eModCA yt
(m.y) 14 nt’
ou
‘= Yy 1+RCBZTL(711,’(I//TL, [SLL+1,SLU—1])

R(n —y) Siu Bin(ny,y/n; Siv) — (Sip + 1) Bin(ny,y/n; S1+ 1) (3.4.1)
R = max(r,1).

Dans le cas d’un plan séquentiel borné unilatéralement par S;y en période 1, on
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F1G. 3.24 — Fonctions holomorphes g(0) (- - -) et h(8) (—) dans Ya ) ={y=vy1;y=
2,3,4,5} et h(0) (---) dans Yo ={y=uy1 +y2;y=0,1,..,6} pour le plan séquentiel
(n1=5,810=2,n2=5)

Functions g,h

theta

F1G. 3.25 — Fonctions holomorphes g(0) (- - -) et h(0) (—) dans Yy ={y=y1;y=
3,4,5} et h(0) (---) dans Yo ={y=11 +y2;y=0,1,..,7} pour le plan séquentiel
(n1:57 Sl,U:37n2:5)
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remplace (3.4.1) par

y 1+ RCBin(ny,y/n; 0,510 — 1])
R(n —y) Siu Bin(ni, y/n; Siv) 7
R = min(r,1).

t =

Dans le cas d'un plan séquentiel borné unilatéralement par S en période 1, on

remplace (3.4.1) par
y 14+ RCBin(ny,y/n; [S1.L + 1,n1])

R(n—y) —(Sir+1)Bin(niy,y/n;S1+1)’
R = min(r,1).

t=

A titre de comparaison, les tableaux dans les figures (3.26) et (3.27) donnent les

valeurs de éé‘ﬁ/y), éf\fn"g)c, éf‘gﬁg)c“‘ et é&g%SB pour les plans séquentiels (ny, = 5,51y =
s1u,n2 = 5) avec sy y = 1,2. Les figures (C.4), (C.5) et (C.6) fournissent la méme

information pour respectivement s; = 3,4, 5. Les graphiques associés permettent

ModC éModCA et éVUMSB

de visualiser I’écart entre les estimations données par H(m 0 Oimy) (moy)

par

rapport aux estimations donnée par 9%};) =y/nsur Yo y={y=yi;y={S1uv,...m}

et sur H(gﬁy):{y:yl—i—yg;yzo, ~->SI,U + ng — 1}

Le graphique (3.26) montre 1’écart extréme entre les valeurs de HAK%WSB =y1/ny et
é(‘g[{/ySB = 0 dans un plan séquentiel unilatéral (ny, Sy = 1,n9). La contre-partie en

terme d’estimation pour ’obtention d’un estimateur sans biais de variance minimum

est trop pénalisante pour recommander I'utilisation de #VYM58 dans ce contexte. Le

éVUMSB

comportement de pour les autres plans séquentiels (ny, Sy =1i,n) Vi €

{2,3,..,n1} reste lié a la condition m = 1 (i.e. éK(L{/)WSB = y1/n1) ; Pajustement du
biais ne s’effectue que sur les valeurs de éé%” SB_Cette contrainte affecte directement

I'interprétation et réduit de fait 'intérét de cet estimateur.

En revanche I'estimateur du mode corrige la valeur de oMV = Y/N quelle que soit
la période M = 1,2 ou I'expérience s’arréte. La correction est maximum dans Y )
et Y2, lorsque

Yy_N _ %ty Sy

Y
n nq n1 + N nq
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MV Mod ModA | pVUMSB
e(my) emy) emy) me)

0.200 | 0.153 | 0.147 | 0.200
0.400 | 0.366 | 0.370 0.400
0.600 | 0.593 | 0.594 0.600
0.800 | 0.800 | 0.800 0.800

(1,1)
(1,2)
(1,3)
(1,4)
(1,5) | 1 1 1 1
2,00 0 0 0 0
(2,1) | 0.100 | 0.084 | 0.081 0
(2,2) | 0.200 | 0.176 | 0.175 0
(2,3) | 0.300 | 0.277 | 0.278 0
(2,4) | 0.400 | 0.384 | 0.385 0
(2,5) | 0.500 | 0.492 | 0.492 0
(I) 1/!].0 2/!].0 3/!].0 4/!].0 5/!I.0 3;5 4;5 Z:.

Observation (m,y/n)

F1G. 3.26 — Estimation de M°C (— ), GMOdCA (---) et QVUMSB (- — - ), soustraite

(m,y)
de Gﬂfny), dans H(ljy):{y—yl,y—1,2,..,5} et‘;ﬂ ew={y=u1 +y2,y=0,1,..,5} pour

le plan séquentiel (ny=>5,51y=1,n2=>5)
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eMV eModC eModCA HVUMSB

(myy) | ~(m.y) (m.y) (m.y)
(1,2) | 0.400 | 0.339 | 0.331 0.400
(1,3) | 0.600 | 0.558 | 0.563 0.600
(1,4) | 0.800 | 0.796 | 0.796 0.800
15) | 1 1 1 1
2,00 © 0 0 0
(2,1) | 0.100 | 0.094 | 0.093 | 0.100
(2,2) | 0.200 | 0.183 | 0.181 0.143
(2,3) | 0.300 | 0.274 | 0.271 0.167
(2,4) | 0.400 | 0.369 | 0.367 0.181
(2,5) | 0.500 | 0.472 | 0.472 | 0.192
(2,6) | 0.600 | 0.581 | 0.582 0.200

(I) 1/;].0 2/!].0 3/!].0 4/!].0 5/!I.0 6/;].0 4;5 Z:.
Observation (m,y/n)

F1G. 3.27 — Estimation de QMOdC (—), QMOdCA (- - -) et OVUMSB (. _ ) soustraite

de@MV . dans Yoy ={y=y1;,¥=2,3,4

le plcm sequentzel (n1=>5,510=2,n=5)
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(m,y)

{y y1+y2;y:0717“7

6} pour



éModC

(my) Sous-estime plus

et diminue lorsque y/n s’éloigne de S) /ny. L’estimation

fortement les valeurs de Q?fnvy) si I'expérience s’arréte en période 1 (i.e. m =1).
La correction associée a 0M°IC est cohérente avec la stratégie expérimentale; les

valeurs de l'estimation y/n proches du seuil Sy 7/n; sont plus concernées par le biais

expérimental et donc plus sous-estimées. On note enfin que les valeurs obtenues par

ModC

I’approximation é?fn?;ifA sont trés proches de ’estimation é(my) .

3.4.2 Etude du biais et de ’efficacité relative dans différents
plans bornés unilatéralement

La figure (3.28) montre les valeurs du biais induit par les estimateurs GMV | GModC ot
GModCA qans les plans séquentiels (n1=5,S1v=s1u,n2=>5) avec sy = 1,2,..,5. La
fonction Bg,, guv (0) est positive VO € [0, 1] alors que By, groac (0) et By, groaca(6)
croisent ’axe horizontal 2 fois; une premiére fois juste aprés l'origine pour devenir

positive et une deuxiéme fois autour de la valeur 8 = Sy ;7 /n;.

Les cing courbes associées a By, juv (¢) montrent une valeur maximum autour de
0 = S1.7/nq alors que celles associées & B su0.a(0) croisent ’axe horizontal autour
) Seq,0

de cette valeur. La valeur maximum de | B« smoac ()] augmente en fonction de S;
Seq,0 U

mais reste largement en deca de celle de | By, juv (0)] pour S1 v = 1,..,n1, la valeur

S1y = ny traduisant le paramétrage le moins avantageux pour 6% en terme de

biais. Les valeurs de By, giroac(f) et de son approximation B, juoaca(f) Teste tres

proches quel que soit 6.

La description de l'efficacité relative de éMOdC, GModCA of GVUMSB vorgus OMV dans
les plans séquentiels (ny =5,51y=$10,n2=>5) avec s;y = 2,3 est décrite dans les
figures (3.29) et (3.30). Celles concernant les plans avec s = 1,4, 5 sont respecti-

vement rapportées dans les figures (3.17), (C.7) et (C.8).

La courbe de E'Rjuoac est supérieure & 1 sur un intervalle allant de ¢ = 0 a une valeur
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0.04
|

0.02
|

Bias

0.0

-0.02

theta

F1G. 3.28 - Biais de MV (~ -), ModC () et de OMICA (- ) dans le plan séquentiel
(n1 :5, SI,U :Sl,Ua Mo :5) avec Sl,U = 1, 2, 3, 4, 5

proche de Sy /ny, dénotant une erreur quadratique moyenne plus petite pour gModC

par rapport a 6MV  Le profil de ERjyoac est supérieur a celui de ERjyymss pour
§ ~ Siuy/ni. On note enfin la superposition des courbes de ERjuoac et de son

approximation K Rjyeaca ¥V S10 = 1,2, ..,5.

Les graphiques qui suivent visent a étudier le comportement du biais de gModC o

gMedCA ey fonction de # dans le plan séquentiel (ny =5, S) 1, no) lorsque 7 # 1.

Les figures (3.31), (3.32) et (3.33) décrivent les courbes de biais associées a l'es-

éModC et éModCA

timateur dans les plans séquentiels (ny = 5,51y = s1,y,n2) avec

siv=1,2,3,4,5 lorsque respectivement ny =2, 10, 50.

Relativement a 6™V (6), les courbes de biais associées a GModC(9) et ModCA(g)

montrent des performances optimales lorsque r < 1. Lorsque r > 1, les courbes
de Bg,, groac(8) et By, groaca(0) se rapprochent de celle de By, juv () & mesure

que Ueffectif ny augmente. Quelle que soit la valeur de r, les courbes de By, guroac (0)
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13

1.2

11

1.0

Relative Eficiency

0.9

0.8

0.7

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

theta

F1G. 3.29 — Efficacité relative de OModC () GModCA () of GVUMSB (. _.) yersus
MV dans le plan séquentiel (n1=5,51y=2,n9=>5)

1.3

1.2

11

Relative Eficiency
1.0
]

0.9
1

0.8

0.7

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

theta

F1G. 3.30 — Efficacité relative de OModC () GModCA () of GVUMSB (. _.) yersus
0MY dans le plan séquentiel (ny=5,5) y=3,n2=5)
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0.02
|

Bias
0.01
1

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

theta

F1G. 3.31 - Biais de MV (~ -), GModC () et de 0MICA (- ) dans le plan séquentiel
(’fbl :5, SLU:51,U7 712:2) avec Sl,U = 1, 2, 3, 4, 5

0.06
|

0.04
|

Bias

0.02
|

0.0

-0.02

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

theta

FIG. 3.32 - Biais de MV (~ -), GModC () et de 0MICA (- ) dans le plan séquentiel
(n1=5,S1u=s10,n2=10) avec s1y =1,2,3,4,5
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Bias
0.04 0.06 0.08
] ] ]

0.02
|

0.0

-0.02

theta

F1G. 3.33 - Biais de MV (~ -), ModC () et de OMICA (- ) dans le plan séquentiel
(n1 = 5, SI,U =S81,U,N2 :50) avec s1.y= 1, 2, 3, 47 5!

et Bg,, grroica () sont les plus proches de celle de Bg,, juv (6) lorsque Sy p=n;.

3.4.3 Propriété de l'estimateur du Mode Corrigé dans un
plan borné bilatéralement

On vérifie dans cette section que ’approche analytique fondée sur le point d’inter-

section entre les 2 fonctions holomorphes g(6) et h(6) pour déterminer #¥°9C et

gModCA s’applique également dans un plan séquentiel borné bilatéralement par S 1,
et S1py. Le graphique (3.34) montre les courbes de la fonction g(f) dans le plan
(n1=5,5r=s11,510=51L + 3,n2 = 5) avec s1 = 0,1,2,3. La superposition de
I’ensemble des courbe de la fonction h(f) sur les espaces Y1,y ={y=y1;y=1{1,..,n1}
et Yo ={y=1v1+y2;y=0,..,n1 + ny — 1} permet de vérifier la consistance de 'ap-
proche quelles que soient les valeurs de s1 j, et des séquences (k,y) € Y = YUY 2

Lorsque la valeur de s; 1, augmente, la courbe de g(6) se décale vers les valeurs supé-

rieures de # en méme temps que son minimum se rapproche de I’axe horizontal. On
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Functions g,h

O = e e
S g g

theta

F1G. 3.34 — Fonctions holomorphes g(0) (- - -), h(0) (—) dans Yy ={y=1y1;9y=
1,2,..,5} et h(B) (---) dans Yo, = {y = + y2;y = 0,1,..,10} pour les plans
Séquentz'els (n1:5, SLL:SLL,SlyU2817L+3,n2:5) avec S1,1 = —1,0, 1, 2, 3

mesure les performances de Mo et HModCA

en terme de biais. Les figures (3.35),
(3.36) montrent les courbes de By, jaroic (0), Bgeygroaca(0) et Bg,, gy () dans le
plan (ny=5,51 1 =511, Siu=s1,+3,n2 = 5) avec s1,. = 0,1. Les mémes courbes
pour les valeurs s; 1, = —1, 2, 3 sont montrées dans les figures (C.9), (C.10) et (C.11).

Les valeurs s;;, = 2 et sy, = 6 correspondent & des plans bornés unilatéralement

respectivement a gauche et droite (voir discussion section (3.4.2)).

Le profil des courbes de By, goac (0) et de By, juoaca(0) suit la variation de By, guv (0)
avec cependant des amplitudes moins fortes et plus centrées sur 1’axe horizontal.

Le biais maximum de MV et @MedC

évoluent peu en fonction de la valeur de
(S1,L,S10) = (81,0, 81,0 + 3). On trouve respectivement max(|Bg,, guv (0)[) =~ 0.04

et max(|BSeq7é1\/10d(0)|> ~ 002

La symétrie des courbes de Bg,, suv(0) et de B, su04(0) autour de la valeur 6 = 0.5

dans la figure (3.36) est due au paramétrage Sy =1 et S;y=n; — 1 qui ne favorise
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Bias
0.0 0.02 0.04
] ] ]

-0.02
|

-0.04
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

theta

F1G. 3.35 - Biais de MV (~ -), GModC () et de OMICA (- _) dans le plan séquentiel
(n1 :5, SLL :0, Sl,U:?)a (%) :5)

Bias
0.0 0.02 0.04
] ] ]

-0.02
|

-0.04
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

theta

FIG. 3.36 - Biais de MV (~ -), GModC () et de OMICA (- ) dans le plan séquentiel
(nl :5a Sl,Lzla Sl,U:4a n2:5)
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pas plus les valeurs faibles que les valeurs fortes de #. On retrouve également par
symétrie les courbes de By, uv(0) et de Bg,, juoa(0) présentées dans les figures

(C.10) et (C.11) a partir de celles présentées dans les figures (C.9) et (3.35).

3.4.4 Comparaison du biais et de l’efficacité relative avec
d’autres estimateurs

de 0M°4C en terme de

L’objectif de cette section est de comparer les performances
biais et d’écart quadratique moyen, avec deux autres estimateurs dont les estimations

s’obtiennent numériquement.

Le premier 0" est la moyenne a posteriori de V|dseq, (M, y). L’estimation ég‘gf;?

s’obtient par l'intégrale

1
eMean — / 9p(9|dSeq> (m, y))de’
0

ou

V|dgeq ~ Be‘](a +y,b+n—y,c;n,rJ).

La détermination des paramétres a,b,c de la loi a priori Be”(a,b,c;nq,r;J) tient
d’abord compte d’une caractéristique de la loi Be(a + y,b+ n — y) qui est la loi a
posteriori correspondant & un a priori @ ~ Be(a,b). L’espérance de Be(a+y, b+n—y)
est (a+y)/(a+b+n) (voir chapitre B.2). Dans un plan experimental non séquentiel,

I'a priori ¥ ~ Be(0,0) définit une loi a posteriori ¥y ~ Be(y,n—y) dont espérance

Ey[d]y] = =

SIS

correspond a I’ MV non biaisé. La réduction du biais étant 1’objectif recherché pour

gMean dans le plan séquentiel, les valeurs a = b = 0 pour la loi Béta-J sont retenues.

D’autre part, I'objectif de ce chapitre est de comparer directement les performances
de GMod ot gMean ; le choix de la valeur ¢ = 1 traduit une influence similaire dans les

2 cas de la composante (1 + rCBin(ny,0;J)).
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La loi a posteriori Be”(y,n — vy, 1;nq,r:J) ainsi définie a une densité qui s’écrit
p y? y? ) 7 ) q

p(0]dseq, (m,y)) = 011 — 6)" Y"1 (1 + rCBin(ny, 6; J)).

Le second estimateur utilisé est """ (voir section 3.1). Cet estimateur est fondé

: WMV AW hi : : : :
sur la correction de 6 par Bseq,éMV(9 ), qui fournit une approximation de

Bgeqgmv (0). Lestimation émh;) est la solution de

ESeqﬁ[eMVwm]Z)] - 9(%]};)-

Les figures (3.37) et (3.38) décrivent les courbes de biais associé a MV §Mod _gMean
et & 0" dans les plans (ny =5, Sy = s1.0,n=5) avec respectivement s, = 1,2,
Les courbes des fonctions By ortvy Bgeggrroas Bgeggrrean €t Bge, gwni associées aux
valeurs s; =3, 4,5 sont respectivement présentées dans les figures (C.12), (C.13) et

(C.14).

Les courbes de By, guoa(0), Bgeygrean(0) et Bg,, gwni(0) présentent un profil simi-
laire. Celle de By, jwn:(0) présente "amplitude la moins importante autour de I'axe
horizontal. La courbe de By, grean(0) se situe globalement au dessus de celle de
Bseq,éMod<9)- La valeur 51y = n; est le paramétrage le moins avantageux en termes
d’amélioration relative du biais par rapport a oMV

Les figures (3.39) et (3.40) montrent Pefficacité relative de §MedC gMean o GWhi
versus 0™V dans les plans séquentiels (n1=>5,S1v==s10,n2=>) avec respectivement,
s1,u = 1,2. Les courbes de E'Rjnroac, B Rjrican €t ERjwni associées aux valeurs sq gy =

3,4,5 sont respectivement présentées dans les figures (C.15), (C.16) et (C.17).

Les courbes de ERjuoac; B Rjrrcan €t ERgwni ont le méme profil, ce qui traduit un
comportement similaire de I’écart quadratique moyen de oM odC gMean o, gWhi Cette
derniére étude confirme les bonnes propriétés de gModC ot de fait de son approxima-

éModCA

tion qui présente 'avantage d’offrir une forme analytique simple.
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FIG. 3.37 — Biais de MV (~ -), GModC () gMean () ot de 0" (- —.) dans le

plan séquentiel (n1=>5,51y=1,n2=>5)
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FIG. 3.38 — Biais de MV (~ —), ModC () gMean (_ ) ot de GV (- —.) dans le

plan séquentiel (n1=>5,51u=2,n2=>5)
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Relative Eficiency
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F1G. 3.39 — Efficacité relative de 9M°IC (—), §Mean () ef GWhi (. —.) persus MV
dans le plan séquentiel (n;=>5,5 y=1,ny="5)

Relative Eficiency
1.2 1.4 1.6
]

1.0

0.8

0.6

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

theta

FIG. 3.40 — Efficacité relative de M°IC (—), §Mean () ep GWhi (.. ) persus MV
dans le plan séquentiel (n;=>5,5 y=2,n2="5)
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3.5 Conclusion

Dans I’échantillonnage Binomial fixe, le mode et la moyenne des lois a posteriori res-
pectivement basés sur 1’a priori Uniforme Be(1,1) et ’a priori de Haldane Be(0,0)
conduisent a ’estimateur sans-biais de la proportion observée. Les résultats de ce
chapitre ont révélé le lien direct entre le paramétrage de la loi Béta-J dans un plan
séquentiel comprenant un arrét optionnel et la loi Béta dans I’échantillonnage fixe.
En notant ny et ns les effectifs prévus en période 1 et 2 et J la zone de continua-
tion de l'expérience en période 2 pour le nombre observé de succés en période 1,
on utilise respectivement les paramétrages a = b = 1 et a = b = 0 dans la loi a
priori Be’(a, b, 1;n1, min(1,n9/n1); J) pour dériver le mode et la moyenne des lois
a posteriori résultantes. On a montré que les estimateurs associés ont des propriétés
remarquables en terme d’interprétation de I’estimation, de biais et d’écart quadra-
tique moyen. Une forme analytique du biais de 1""estimateur du mode corrigé" a été
dérivée lorsque l'observation d’au moins un succés en période 1 conditionne 'arrét

de I'expérience.

Une étude comparative a mis en évidence les déficiences des estimateurs fréquentistes
qui tiennent compte de regle d’arrét, notamment I’estimateur sans-biais de variance
minimum ou le prix & payer pour annuler le biais se traduit par une grande diffi-
culté d’interprétation. Les biais induits par les nouveaux estimateurs bayésiens sont
proches de celui associé a I'"estimateur de Whitehead", qui s’obtient en retranchant

a Pestimateur du maximum de vraisemblance son biais estimé.

La dérivation d'une approximation analytique de I'’estimateur du mode corrigé de-

vrait concourir & une large diffusion de ces nouveaux outils bayésiens.
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Chapitre 4

Application a ’estimation par
intervalle

L’objectif de ce chapitre est de proposer une nouvelle méthode d’estimation par
intervalle fondée sur I’a priori de Jeffreys corrigé dans un plan expérimental com-
portant un arrét optionnel. Les performances en terme de taux de recouvrement
et de longueur moyenne de 'intervalle sont comparées avec celles des intervalles de
confiance habituellement recommandés. Les notations en général sont celles utilisées

dans le chapitre (3).

4.1 Différentes méthodes dans un échantillonnage
fixe

Les méthodes les plus usuelles pour déterminer les bornes de 'intervalle de confiance
de 6 au niveau nominal 1—a sont fondées sur ’approximation Normale de la distribu-
tion d’échantillonnage de la proportion Y/n. Lorsque Ueffectif n d’un échantillonnage
fixe est suffisant pour considérer que la loi Bin(n, ) est convenablement, approchée
par la loi N(n#,0(1 — 0)), les bornes de I'intervalle de confiance au niveau nominal

1 — a sont obtenues par inversion de la zone d’acceptation du test de Wald
1(BMY — )V =2 (0MV)| < &, (4.1.1)
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ot MV =Y /n, V(0) = (1 — )/ n et k = z_o/ désigne le quantile 1 — a/2 de la

loi Normale centrée réduite. On déduit les bornes de 'intervalle standard

Clg =MV £ xV(HMV)z = MV & n\/éMV(l — MV /n.

Lorsque qu’une limitation de D'effectif observé n ne permet plus de s’inscrire dans
une configuration asymptotique, les faibles performances de I'intervalle standard sont
mentionnées dans Vollset [51]. En plus de ’absence de solution lorsque Y/n € {0, 1},
les bornes de C'Ig vont au dela de Uintervalle [0, 1] lorsque Y/n approchent 0 ou 1 a
cause de la symétrie de cet intervalle. Parallélement, les taux de recouvrement de la

borne supérieure 05 et inférieure 5 définis par

C5™(6,n) = Py(0 < 637

Co(0,n) = Py(6 > 057,

diminuent sensiblement a proximité de § = 1 pour C¢”(0,n) et de § = 0 pour

Cid(6,n).

Les bornes de 1'intervalle de Wilson au niveau nominal 1 — « sont obtenues par
inversion de la zone d’acceptation du test du score ou V(0) = 6(1 — 0)/n vient

remplacer V(0MV) = 6™V (1 — 6MV)/ n dans Uexpression (4.1.1). La solution passe

Y+x2/2

T les

alors par la résolution d’une forme quadratique en 6. En notant 6 =

bornes sont définies par

2

5 kn!/? AMV AMV K2\ 2
Clyw =6 + § (1 By ) A I
v n + k2 ( * 4n)

Contrairement a I'intervalle de Wilson, la forme de I'intervalle standard est familiére
et facile a utiliser. L’idée de I'intervalle d’Agresti-Coull est de conserver cette forme
simple, tout en approchant les performances de I'intervalle de Wilson. En remplagant
OMV =Y /n par 0 =Y /i avec Y =Y 4 k2/2 et 7L = n + k2, les bornes de Dintervalle

d’Agresti-Coull sont définies par

Clic =0+ rk\/0(1—0)/n.
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L’intervalle de Clopper-Pearson se calcule par inversion de la zone d’acceptation
du test de la Binomiale au lieu de son approximation Normale dans l'intervalle
standard. Il est abordé en détail dans la section B.3 mettant en avant ces pro-
priétés remarquables dans I’échantillonnage fixe en terme de taux de recouvrement
maz(CEE(0,n)) = maz(Cap(0,n)) = 0.975. Sa réinterprétation Bayésienne permet

de définir I'intervalle
Clep = [Be(a/2;y,n —y+ 1), Be(1 — /2,y + 1,n — y)],
ou Be(a;a,b) est le quantile a associé a la loi Be(a, b).

La conjugaison des lois a priori de type J ~ Be(a,b) avec la loi d’échantillonnage
Binomiale engendre des lois a posteriori ¥|y ~ Be(a+y,b+mn—y). Les intervalles de
crédibilité fondés sur des aires sous la courbes /2 a chaque extrémité de la densité a
posteriori présentent des bornes définies par [Be(a/2;y+a,n—y+b), Be(l—a/2;y+
a,n —y+ b)]. L'utilisation de ’a priori non-informatif de Jeffreys 0 ~ Be(1/2,1/2)
conduit a I'intervalle de Jeffreys qui offre une alternative plus libérale que I'intervalle

de Clopper-Pearson. Les bornes de cet intervalle sont définies par

Cl;=[Be(a/2;y+1/2,n—y+1/2),Be(l —a/2;y+1/2,n—y+ 1/2)].

Une forme analytique des bornes de C'I; s’obtient par ’approximation générale des
quantiles d'une loi Béta donnés dans Abramowitz et Stegun (1964) [1]. L’approxi-
mation de la borne supérieure 657 (y) est obtenue par I'expression

NSup o y+1/2
b5 ) = n+1l+mn—y+1/2)(e2w —1)

Ol K = Z1_4/2 €t

kAL = I /n + (k2 — 3)/(6n?)
41— 2)
(1/2=2)(2(1 = 2)(x* +2) —1/n)
6n(¥(1 — £)2 '

w =
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La borne inférieure éf,nf (y) est obtenue par la méme expression en remplacant x par
—k. D’autres formes analytiques des bornes de C'I; obtenues par séries de Edgeworth

sont présentées dans [16].

Un autre intervalle de confiance dérivé de I'intervalle de Jeffreys permet d’optimiser
le taux de recouvrement en diminuant I'importance des sauts situés sur les extrémités
(voir section 4.3, figure (4.2)). Les bornes de 'intervalle de Jeffreys modifié (CLyn)
sont celles de l'intervalle de Jeffreys excepté pour certaines valeurs extrémes de Y
ol une correction des bornes 677 (y) et 657 (y) vient augmenter la largeur de C1;,

(voir Brown et Coll. (2001) [13]). Les bornes corrigées sont
0551(0) = p et B (n) = 1 —p,
oil p satisfait la relation (1 —p)® = a/2 ou encore p = 1 — (a/2)"/", ainsi que

O (1) =0 et 85 (n—1) = 1.

Le dernier intervalle de confiance étudié est 1'intervalle corrigé au second-ordre qui
est fondé sur une optimisation du taux de recouvrement. Les bornes de cet intervalle
sont construites pour annuler le biais du premier et du second ordre de I’approxima-
tion du taux de recouvrement unilatéral (voir section 4.3). Pour un niveau nominal

1—a, elles sont définies par

Y+ . . .
Cly= o = RVE) + (nVO™) ),
o n=ir?+ 5, 7= —or? — 1 et o = 15K + o

Les bornes de ces intervalles de confiance sont données dans les figures (4.19) a
(4.26) pour les valeurs (n=5;Y =y) avec y = y; = 1,2,3,4,5 et (n=10;Y =y)
avec y =11 +y2 = 0,1,2,3,4,5. Par symétrie, on obtient les bornes pour les autres

valeurs de (n,y).
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4.2 Méthode fréquentistes non-conditionnelles dans
un plan séquentiel

L’approche fréquentiste non-conditionnelle pour I'estimation par intervalle et pour
les tests dans les plans séquentiels nécessite des procédures d’ajustement qui dé-
pendent des caractéristiques du plan expérimental. Ces ajustements posent une pro-
blématique calculatoire liée a la détermination de ’ordre avec lequel les séquences
hypothétiques (y1, ..., yas) infirment le contenu de Hy. Comme le mentionne White-

head (1993) [55], ce choix introduit une part de subjectivité.

On peut par exemple définir un intervalle de confiance fréquentiste par ’ensemble des
valeurs de 6 = 6 contenues dans les hypothéses H, et non rejetées par le test. Dans
le contexte d'un échantillonnage Binomial, la région d’acceptation Hfo est définie
par I'ensemble des valeurs 6 satisfaisant la condition Pr(Y € Y;°|) = 1—a. En

inversant le test, on construit 'intervalle de confiance exact C'I, = {0 : YE%%}.

Cet intervalle de confiance reste compliqué a construire dans le cas d’un plan sé-

quentiel car la région d’acceptation ‘dfo est définie sur les observations hypothé-

tiques non-extrémes de la statistique exhaustive (M,Y") et non plus seulement de Y.

L'intervalle CT,, = {6 : (M,Y)€Y}°} est dépendant des conditions imposées sur
Ho __

o0 = {(m,y) : Pr((M,Y)>(m,y)|0) > a}. De la méme fagon, on détermine la

probabilité de rejet de Hy par
Py—g,(d’obtenir des valeurs de (m,y) au moins aussi extrémes que celles observées).
Il faut au préalable ordonner les observations dans I'espace

Ymay = {(k,y) -y € Y2, UYLy k= 1,.,m}.

Il existe des régles simples pour définir un ordre ; dans la suite (k',y’) > (k, y) signifie
que (k',y') est mieux classé que (k,y). L’ordre du maximum de vraisemblance établi
que (K',y") > (k,y) si ég‘g,‘)/ > é{‘y‘f)‘/. Chang et O’Brien (1986) [19] ont proposé un

ordre basé sur le rapport de vraisemblance. L’espace des observations est ordonné
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suivant 1’éloignement par rapport a 6 = 6y mesuré par la statistique de test :

» (kI (R 0)IB)
R A (IS

ou éf\g)\/ est TEMV basé sur (M,Y).

Dans le plan expérimental qui intégre une régle d’arrét définie par les limites (51 ,51.v),
o (SkL,Skv); k=1,..., K, Jung et Kim (2004)[39] proposent un ordre des doublets

UMSB

(k,y) dans l'espace Y, établi suivant celui des HV correspondants :

VUMSB VUMSB VUMSB

W©WUMSB W£WUMSB
< 9 251 L+1) < < 6(27SZ,L)

N"WUMSB Z"WUMSB
<0 (K,Sg—1,L+1) <...< (K,Sk,L)

Z"WUMSB Z"WUMSB
<0 (K,Spo) < - < H(KSK_LWHM)

"WUMSB "WUMSB
e(K—l,SK—LU) << O(K—LSK—Q,U—l-i-nk—ﬂ

AVUMSB AVUMSB
9151U) <. < 9(1n1

Cet ordre stochastique est démontré dans 'annexe C de Jung et Kim (2004)[39] pour

un plan séquentiel comportant 2 périodes (i.e. K = 2).

On démontre également que cet ordre correspond & celui donné dans un cas plus
général par Jennison et Turnbull (voir Jennison et Turnbull (1983) [37]| et Duffy et
Santner (1987) [30]). On a la relation (K, y") > (k,y) si

1 K =k et Oy > Oy
2. K <ket 9(k/,y/) > S
3. kK > ket é(k/,y/) < St,1)

Ensuite, en fonction de I’ordre utilisé et conditionnellement a 'observation (M, Y)=(m, y),

les bornes (émf ,é“‘p) de l'intervalle de confiance controlé unilatéralement a gauche

123



et a droite au niveau 1 — a/2 sont les solutions du systéme

Pr((M,Y) 2 (m,)lp = 07) = a/2,
Pr((M,Y) < (m,y)|0 = ™) = a/2.

4.3 Taux de recouvrement et longueur moyenne

Le taux de recouvrement d’un intervalle de confiance est une fonction discontinue
en 6 et n, construite sur la base des fonctions de répartition de la loi Bin(6,n). Pour

les intervalles unilatéraux [0, 0542 (y)] et [67f (y), 1], on a les expressions

Csup(e, n) = Z I{egésw(i)}P@(Y = Z)
1=0

= Py(Y > D)1, ppounrs
Hiosimy (4.3.1)

Clnf 9 n Z [{0>gznf P9 Y )

= P9<Y < 1)-’{92@1‘%(1‘)}'

Pour la borne supérieure, si 0 < éS“p(O) I’ensemble des intervalles unilatéraux
[0,05*7(i)] @ = 0,..,n contiennent @ et C**P(9,n) = 1. Si 657(0) < 0 < (1)
Pintervalle [0, 05%7(0)] ne contient plus 0 et C**?(6, n) diminue brusquement dés que
0 dépasse la borne 65*2(0). Ensuite, C**(, n) augmente avec la valeur de 6 car la
probabilité associée a Y =0 diminue jusqu’a la borne éS“p(l) ol un saut semblable
se produit lors de son franchissement par 6. Le prolongement de ce raisonnement

jusqu’a la borne ésuP(n) permet d’expliquer I'allure hachée des courbes associées a

CnI(0,n) et a C**P(0,n).

L’expression (4.3.1) montre que si 6 €]0°(i — 1),0°2(i)] (resp. 0 € [0 (i —
1),07f(i)]) avec i = 1,..,n, les fonctions Py(Y > ) (resp. Py(Y < i)) servent
de fonctions supports au taux de recouvrement de la borne supérieure (resp. infé-
rieure). Pour visualiser les taux de recouvrement unilatéraux sur un méme graphique,
on représente celui de la borne inférieure par 1 — C™/ (6, n), qui utilise également les

fonctions Py(Y > i) comme fonctions supports.
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La figure (4.1) décrit les cinq fonctions supports Pp(Y > i) avec n=>5. Elle montre
également les six valeurs de 677 (i) et de 65" (i) avec i = 0,..,5 pour l'intervalle de
Jeffreys 90% qui délimitent respectivement les cing intervalles |57 (i — 1), 85 ()] et
[0 (i —1),077 (4)[, ont 'une des cinqg fonctions supports se conjugue avec C5"(0,n)
et 1—C" (8, n). Les taux de recouvrements unilatéraux pour intervalle de Jeffreys
sont décrits dans la figure (4.2). Les courbes présentées résultent du découpage des

fonctions supports Pp(Y > 4) par les bornes 67/ (i) et 65 (i).

Le taux de recouvrement est une fonction qui peut étre formulée analytiquement.
En suivant approche développée par Bhattacharya et Rao (1976) [10], on aboutit
A une approximation du premier ordre en O(n™!) de
1/2 éMV Y
n
P9 ( ) j z =
(6(1—0))1/2

B(z) + (5 — 9(=0)) + 5 (1= 20)(1 = 22)]6(=)(n0(1 — 6)) /2 + O(n ™),

2
(4.3.2)

ou ¢(z) est la densité d’une loi Normale centrée réduite, ®(z) sa fonction de répar-
tition et g(z,0) = g(z,0,n) = nd + n/2V22 — [nf + n'/2V¥/2z] ||  désignant la

partie entiére.

Suivant la méme approche, une approximation jusqu’au second ordre en O(n=3/2)
est donnée dans Brown et Coll. (2002) [14]. Partant de cette derniére expression,
on peut approcher le taux de recouvrement unilatéral C**?(0,n) = Py < és“p),
ol Gsup reprend I'une des formes analytiques des bornes des intervalles donnés dans
la section 4.1. Pour z dans I’équation (4.3.2), on pose une forme linéaire du type
z=2z(n) = A+ Xn 2+ A3n~t + O(n~12). Cette forme permet d’exprimer ¢(2)
et ®(z) en fonction de A, A1, A3, @(A1) et ®(A;). Les constantes Aj, Ay et Az sont

—1/2 1

ensuite déterminées sur la base d’une identification des termes en n et n”" avec

la borne 6°*?, On méne la méme démarche pour le calcul du taux de recouvrement

cni(0,n).

Les approximations des taux de recouvrement bilatéraux et unilatéraux par séries
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FIG. 4.1 — Fonctions Py(Y > i) i = 1,..,5 ou Y ~ Bin(0,n=5) avec un découpage
par les bornes Bf,”f(y) et 057 (y) de Uintervalle de Jeffreys 90%
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F1G. 4.2 — Tauz de recouvrement de lintervalle de Jeffreys 90% (n=>5)
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de Edgeworth au second ordre des différents intervalles de confiance sont données
respectivement dans Brown et Coll. (2002) [14] et Cai (2003) [16]. D’une maniére

générale, ces approximations présentent une forme du type

Cl,n)=1—a+ ”O(n_%) Duiation” + ”O(n_%) Oscillation”

* ”O(n_l) Duviation” + 7’O<”_1) Oscillation” + O(n_%)a

1 . . _ . . , .
otl les termes "O(n~2) Dviation” et ”O(n~1) Dviation” décrivent les mouvements

non-oscillatoires liés au biais des méthodes d’estimation des bornes.

Les taux de recouvrement pour les intervalles de confiance mentionnés dans la section
4.1 sont décrits dans la suite. Cette étude permet d’évaluer les performances de

chacun sur un échantillon de taille trés restreinte (n = 5).

L’étroitesse de l'intervalle de Jeffreys pour les observations Y non-centrales (i.e.
Y =0,1,4,5) est a lorigine des deux sauts situés sur les extrémités des courbes de
CsuP(0,n) et 1 —C™ (0, n) dans la figure (4.2). Pour la borne supérieure, le taux de
recouvrement de éf,u]’ (y) subit un saut important suivant que 6 est situé en dega ou au
dela de 65"7(0) ou de 65"7(n—1). L’idée sous jacente a Iintervalle de Jeffreys modifié
(voir section (4.1)) est d’élargir l'intervalle de Jeffreys pour les valeurs Y = 0,n — 1
afin de ramener C5%2(65"7(0),n) au niveau nominal 1 — o/2 et d’éliminer le saut
correspondants a C5*7(%""(n—1),n). En menant la méme démarche pour la borne
sup

inférieure, on aboutit aux fonctions C5% (6, n) et 1—C%" (8, n) décrites dans la figure

(4.3) pour n = 5.

Le graphique (4.4) permet de visualiser la propriété remarquable de I'intervalle de
Clopper-Pearson qui présente des taux de recouvrements unilatéraux qui ne sont ja-
mais inférieurs au niveau nominal 1 — a//2. Les taux de recouvrement des intervalles
de Wilson, Agresti-Coull et de I'intervalle corrigé au second-ordre sont respective-

ment décrits dans les figures (4.5), (4.6) et (4.7).
En plus du taux de recouvrement, la longueur moyenne d’un intervalle de confiance
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Fi1G. 4.3 — Tauz de recouvrement de l'intervalle de Jeffreys modifié 90% (n=>5)
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F1G. 4.4 — Tauz de recouvrement de Uintervalle de Clopper-Pearson 90% (n=>5)
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F1G. 4.5 — Tauz de recouvrement de lintervalle de Wilson 90% (n=25)
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F1G. 4.6 — Tauz de recouvrement de 'intervalle d’Agresti-Coull 90% (n=5)
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F1G. 4.7 — Taux de recouvrement de l'intervalle corrigé au second-ordre 90% (n=>5)

est un critére de choix fondamental. On la définie par

n

L(Om) = D2 (67(0) — 67T () Py = ).

1=0

La figure (4.8) montre la longueur moyenne des six intervalles de confiance étudiés.
Pour les intervalles ayant une justification bayésienne, le conservatisme de l'inter-
valle de Clopper-Pearson se traduit par une longueur moyenne uniformément la
plus grande. A l'opposé, 'intervalle de Jeffreys est parmi tous les intervalles celui
qui présente la longueur moyenne la plus petite. Entre les deux, la courbe associée a

I'intervalle de Jeffreys modifié rejoint celle de I’'intervalle de Clopper-Pearson lorsque

0=0etf=1.

L’intervalle corrigé au second-ordre présente une courbe de longueur moyenne proche
mais située au dessus de celle de I'intervalle de Jeffreys, alors que la courbe associée
a l'intervalle d’Agresti-Coull est proche mais située au dessous de celle de I'intervalle

de Jeffreys modifié. L'intervalle de Jeffreys est celui qui présente le profil de longueur
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F1G. 4.8 — Longueur moyenne des intervalles de confiance a 90% (n=>5). Les inter-
valles de Cl;, Clyy et Clop (—) sont respectivement représentés de bas en haut
avec également les intervalles Cly (---), Clac (-—-) et Cly (- - -).

moyenne le plus avantageux.

Dans une perspective d’intervalles de confiance controlés unilatéralement dans I’échan-
tillonnage fixe, Cai (2003) [16] recommande l'utilisation de l'intervalle de Jeffreys
et de l'intervalle corrigé au second-ordre ('intervalle de Jeffreys modifié n’est pas

étudié dans cet article).

Dans le contexte d’un intervalle de confiance dont la méthode d’estimation des bornes
ne tient pas compte de la nature du plan expérimental, le biais induit par la régle
d’arrét se traduit en terme de modification du taux de recouvrement par rapport a
un plan comportant un échantillonnage fixe. Par exemple, si la zone de continuation
de D'expérience pour Y] se réduit & J = {0} (i.e. on considére le plan (ny, S0 =
1,n3)), alors les fonctions C**P(0;ny,7; Sy 1) et C™F(0;ny,7;S17) sont fondées sur
le recouvrement des n; intervalles de confiance C'I(LY") associés Ay =y = 1,..,ng

(i.e. ¥y € Yu)) mais également des ny + 1 autres intervalles de confiance CI(2Y)
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associés a y = yo =0, .., no (i.e. y e 3(2))-

Dans le plan (n; = 5,51y = 1,ny = 5), l'intervalle unilatéral associé a la borne su-
périeure CT**H2Y) = [0, 0**7(2,Y)] vient remplacer Iintervalle CI5*%(0) = [0, 6*7(0)]
obtenu dans Péchantillonnage fixe (n = n;). Par exemple, pour les valeurs 0 €
[0541(2,0), 6**7(0)] qui était contenues par CT*¥0) et qui ne le sont plus par I'in-
tervalle CI**"(2Y") pour certaines valeurs y € Y, il résulte une diminution du taux
de recouvrement C**P(6;ny,r;S1 ) que 'on quantifie avec la probabilité d’échan-
tillonnage Pp(Y1 = 0) 3272, Po(Yo = 1)1, joun(a - Les fonctions C*(0;n1, 73 51v)
et C™/(0;ny,7;S1) sont susceptibles de se différencier de C**(0;n) et O/ (;n)
dans I’échantillonnage fixe pour les valeurs de 6 respectivement comprises dans les

intervalles [0, 0572, ny)] et [0"/(2,0), 1].

Plus généralement, dans un plan du type (n1, S1.v, S1,, ne) associé a la zone de conti-
nuation J = [0, 51 y[U]S1,n1] (ie. y € Yu)) et a la zone d’arret J =[Sy, Sy 1]
(i.e. y € Y(1)), les valeurs de 6 peuvent étre recouvertes par les intervalles unilaté-
raux CI*"A(1Y) et/ou CI**A2Y) pour la borne supérieure et par CI"™/(LY) et/ou
CTI™(2Y) pour la borne inférieure, avec y € Y1) U Y(2). Pour les intervalles unilaté-
raux CT*(M,Y') et CI™/(M)Y'), I'expression des taux de recouvrement se formalise

par

CSUP(G; Ny, T; Sl:U7 Sl,L) - ESeq,9[19§é3up(MY)]

= D B(M1 = 1) Ly
iey(l)

+ Y P =0)Po(Ya = ) Ligcgeuniany
itj=k
iey<1>,key(2>

Cmf(e; ni, T Sl,U> Sl,L) = ESeq,e[lezémf(M,Y)]

= Z Pe(Yl = Z) 1{92éinf(1,i)}
1€Y(1)

+ Y Pe(Yi =) Po(Ya = §) Ligsgins oy
itj=k
i€Y(1), k€Y(2)

Cette expression montre que les taux de recouvrement unilatéraux sont construits sur
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la base des fonctions Pp(Y; > i) et Py(Y) = i) FPp(Yo = j), ou Y7 ~ Bin(0,n1) et Yz ~
Bin (6, ny). Les fonctions supports de C*“P(0;ny, ;S 17, S1.2.) et 1—=C™(0;ny,7; S1.v7, S1.1)
font donc partie d’'un ensemble de fonctions définies par
Py(Ys > i) Licy, + Y P(Y1=14)Py(Ya = j). (4.3.3)
itj=k
1€Y(1), k€Y(2)

Dans le plan séquentiel (nq, S1 ¢y =1,n2), on déduit 'expression des taux de recou-

vrement unilatéraux

ni
C™P(0;ny, 1 Sy =1) = Z Po(Y1 = 1) Lig<gomn(r.iyy

=1
+ Py(Yy, =0) Z Py(Ya = j) Ligcgouniayy
=0
ni
C™ (1,780 =1) = Y Po(Yi =) Lgagins iy
=1
n2
+ Pp(Y1 = 0) ZPG(Yz < J) Ligsgins (2,)
=0

D’aprés (4.3.3), ensemble des fonctions parmi lesquels on trouve les fonctions sup-

ports de C**P(0;n1,r; Sy = 1) et 1 — C"™ (0;n1,7; Sy = 1) sont
Py(Y1 > 1) et By(Yy > i) + Pp(Y1 = 0) (Y2 > j),

avec i = 1,..,n1 et j = 0,..,n9. La figure (4.9) présente les courbes de ces fonctions

dans le plan (ny=5,5;y=1,ny=5).

Pour la borne supérieure, la sélection des fonctions supports s’effectue en classant au
préalable les valeurs des bornes é“”’(m, y) avec m = 1,2 et y € Y. Pour Uintervalle
de Jeffreys dans le plan (n; =5,5,y = 1,ny =5), les résultats de la figure (4.17)
permettent de classer par ordre croissant 5(2,0) = 0.1708< 65"’(2,1) = 0.3306<
05"(2,2) = 0.4525< 65"(2,3) = 0.5581< 05"(1,1) = 0.5628< 657(2,4) = 0.6527<
057(2,5) = 0.7381< 65'7(1,2) = 0.7394< 65(1,3) = 0.8722< 65"’(1,4) = 0.9636<
0°""(1,5) = 0.9996. Ces onze valeurs définissent les douze intervalles de [0,1] dans

lesquels les fonctions supports se conjuguent avec C7*(6;ny,r; S1.v).
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F1G. 4.9 — Ensemble des fonctions Pp(Y1 > i) i =1,..,5 (—) et Pp(Y1 > i)+ Py(Y1 =
0)Py(Yo>7)i=1,..,5etj=0,..,5 (- ) avec ny=nys=5

Si 6 € [0,657(2,0)], tous les intervalles unilatéraux CT5"’(M,Y) contiennent 6 et
C5"P(0;nq,7; 1) = 1.Si 6 €]657(2,0),657(2,1)], Uintervalle CI5"7(2, 0) ne contient
plus 6 et CTP(0;n1,r; 51 0) = Pp(Yr > 1) + Pp(Y1 = 0)Py(Y> > 1). Ensuite, on
a C3"(0;ny,m; S10) = Po(Yp > 1)+ Py(Yy = 0)Py(Ya > j) si 6 €]857(2,5 —
1),05(2,5)] pour j = 2,3. Si 0 €]05(2,3),05(1,1)], on a C5P(0;ny,7;S1) =
Py(Yy > 1) + Py(Y; = 0)Py(Ya > 4). En revanche, si 6 €)05"(1,1),657(2,4)], I'in-
tervalle CT7"(1,1) ne contient plus 6 et C7*(0;n1,7;S10) = Po(Y1 > 2) + Py(Y1 =

0)Py(Ys > 4). Le taux de recouvrement associé aux valeurs 6 €]657(2,4), 657 (2, 5)]

est C7P(0;ny,7m;510) = Pp(Yr > 2) + Pp(Yy = 0)Py(Y2 > 4), mais au dela, plus

aucun intervalle CT5"(2,Y5) ne contient 6 et pour 6 €]857(1,i — 1),65"(1,4)] avec

i>3,onaC}(0;n,r;S10) = Pp(Y1 >1).

En menant le méme raisonnement sur la borne inférieure, on sélectionne les fonctions

qui correspondent a C5*(6;ny,7;S1y) ou 1 — C}"f(ﬁ;nl,r;SljU) sur au moins un

intervalle de [0, 1]. Les courbes des fonctions supports associées a l'intervalle de
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F1G. 4.10 — Fonctions supports des tauzr de recouvrement de lintervalle de Jeffreys
90% dans le plan (n1=>5,5 y=1,n2=0>5) avec le découpage par les bornes QS”f(l, Y)
et 057 (1,y) avecy € Yy (—) et par 077(2,y) et 057(2,y) avec y € Yo) (- - -)

Jeffreys dans le plan (n; =5,5,y = 1,n2 =5) sont montrées dans la figure (4.10).
On visualise également les bornes 67/ (m,y) et 85" (m,y) de l'intervalle de Jeffreys

pour m = 1,2 et y € Yy U Y(a).

Les taux de recouvrements unilatéraux pour l'intervalle de Jeffreys dans le plan
(ny=>5,51 0 =1,n2=0>5) sont montrés dans la figure (4.11). Par rapport a 1’échan-
tillonnage fixe (n = 5), l'impact de la régle d’arrét se traduit par une diminution
de la zone de couverture a 100% de la borne supérieure (i.e. C5?(0;ny,7;S1p) < 1
lorsque éj“p(Q,O) <0< éj”p(())). D’autre part, pour les valeurs 6 < éj“p(l,l) et
0 < éf}"f(l,Q), les fonctions C5*7(0;ny,7; 510, S1.1) et C’f]"f(e;nl,r; Siu,S1.L) res-

pectivement sous-estiment et surestiment le niveau nominal 1 — «/2.
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F1G. 4.11 - Tauz de recouvrement des intervalles 90% de Jeffreys (—) dans le plan
séquentiel (n1=>5,S10=1,n2=>5)

4.4 Construction de l'intervalle de Jeffreys corrigé

Dans un plan séquentiel dg., associé a la zone de continuation J pour les Y] succes

sur les n; premiéres observations, ’a priori de Jeffreys corrigé est distribué suivant

1.

5; 11,75 J). Dans la section 2.3, on montre que la correction

une loi 9|dgeq~ Be’ (3, 3,

de I'a priori de Jeffreys offre un mécanisme de compensation du biais induit par la

régle d’arrét du plan expérimental. L’objectif de cette section est d’étudier I'impact

de cette correction sur la loi a posteriori et sur les bornes de I'intervalle de crédibilité
11

correspondant. L’a priori de Jeffreys classique 9 ~ Be(s, 5) engendre un intervalle

noté intervalle de Jeffreys classique dans la suite.

A partir de la loi a posteriori
I dseq, y~Bel (1/2+y,1/2+n —y,1/2;n1,73 J),
on construit les bornes de l'intervalle de Jeffreys corrigé controlé unilatéralement a
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F1G. 4.12 — Loi a posteriori avec l’a priori de Jeffreys classique (- - - ) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)=(1,1) dans le plan séquentiel (n1=>5,S1v=1,n2=>5)

gauche et & droite au niveau nominal 1—a/2

00 = Be' ()2, 1/2 4 y,1/2 +n —y, 1/2;m1, 75 J)

03¢ = Be’(1— a/21/2+y,1/2+n—y,1/2%n1,13]),
ot Be(a;a,b,c;ny,r;J) est le a-quantile de la loi Be’(a, b, c;ny,7;J).

Dans le plan séquentiel (ny = 5,51y = 1,n2 = 5), la zone de continuation de
I'expérience en période 2 prend la forme J = {0}. Les densités a posteriori de
Be’(1/24y,1/24+n—y,1/2;n1,7;{0}) sur Uespace des observations Yy ={y=yi; y=
1,2,..,5} sont montrées dans les figures (4.12) a (4.16). Les densités a posteriori sur
Iespace Yoy ={y=y2;9y=0,1,..,5} sont montrées dans les figures (C.18) a (C.23).
Ces graphiques décrivent également les densités a posteriori Be(1/2+y,1/2+n—y)
obtenues avec I'a priori de Jeffreys classique sur le méme espace des observations,
ainsi que les bornes des intervalles de Jeffreys classique et corrigé contrélés unilaté-

ralement a gauche et a droite au niveau nominal 1—«a/2 = 0.95.
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F1G. 4.13 — Loi a posteriori avec 'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)—(1,2) dans le plan séquentiel (ny=5,S1v=1,n2=>5)
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F1G. 4.14 — Loi a posteriori avec 'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour observation (m,y)=(1,3) dans le plan séquentiel (n1=>5,S1v=1,n2=>5)
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F1G. 4.15 — Loi a posteriori avec 'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)—(1,4) dans le plan séquentiel (n1=>5,S1v=1,n2=>5)
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F1G. 4.16 — Loi a posteriori avec 'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour observation (m,y)=(1,5) dans le plan séquentiel (n1=>5,S1uv=1,n2=>5)
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On observe que la correction de I’a priori de Jeffreys induit un glissement vers
zéro des densités Be’(1/2 +y,1/2 + n — y,1/2;nq,7;{0}) par rapport aux den-
sités Be(1/2+y,1/2 +n — y). Les loi a posteriori les plus affectées par la correc-
tion sont celles correspondant aux observations (m,y) associées a un rapport y/n
proche de Sy /n; = 0.2, car elles sont les plus concernées par l'aléas de la va
M dans le choix de continuer ou non l’expérience en période 2. Les observations
(m,y)={(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)} révelent donc les différences les
plus grandes. Elles sont également associées aux plus grandes corrections (par sous-
estimation) des bornes de Iintervalle de Jeffreys, sauf lorsque 85"/ (m, y) et 65 (m, y)

sont déja trés proches respectivement des valeurs 0 et 1.

Le tableau de la figure (4.17) fournit les valeurs numériques des bornes des intervalles
de Jeffreys 90% classique (677 (m,y), 65" (m,y)) et corrigé (07 (m,y), 054 (m, y))
dans le plan (n; =5, 51y =1,n2="5). Ces valeurs sont représentées dans le graphique

attenant en fonction des valeurs de y/n oun =>510et Y = Yoy UYe

On obtient les bornes des intervalles de Jeffreys modifiés classique et corrigé respec-
tivement & partir des bornes des intervalles de Jeffreys classique et corrigé, en posant

en plus (voir section (4.1))

05" (2,0) = 05" (2,0) = 0.2589 et 67.(1,5) = 67 .(1,5) = 0.5493,

O7ir(1,1) = 0512, 1) = 05 0(1,1) = 05310(2,1) = 0 et 6337(4) = 05370 (4) = 1.

Ces modifications provoquent un élargissement de 'intervalle de Jeffreys classique

90% que 'on visualise dans la figure (4.18).

Les taux de recouvrement unilatéraux des intervalles de Jeffreys classique et corrigé
dans le plan séquentiel (n; =5,5;y=1,ny=>5) sont présentés dans la figure (4.19).
La correction vient en compensation de 'effet de la régle d’arrét. Le glissement vers
0 des bornes de l'intervalle C'I ;- par rapport a C'I; se traduit par un décalage vers
la gauche des sauts des courbes des taux de recouvrement. Les modifications les plus

fortes interviennent autour des sauts correspondants aux bornes les plus affectées

140



0 (m,y) | 057 (m,y) | 05 (m,y) | 058 (m,y)
0.0364 | 05628 | 0.0321 | 0.5484
0.1278 | 0.7304 | 01175 | 0.7341
02606 | 0.8722 | 0.2500 | 0.8710
04372 | 09636 | 04315 | 0.9634
0.6042 | 0.9996 | 0.6933 | 0.9996
0.0002 | 0.708 | 0.0002 | 0.1593
0.0179 | 03306 | 00164 | 0.3176
0.0602 | 04525 | 00560 | 0.4425
0.1173 | 05581 | 01110 | 0.5517
0.1851 | 0.6527 | 0.1780 | 0.6491
02619 | 0.7381 | 0.2553 | 0.7363
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F1G. 4.17 — Bornes des intervalles de Jeffreys 90% classique (- - -) et corrigé (—)
dans le plan séquentiel (n;=>5,5 y=1,ny="5)
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F1G. 4.18 — Bornes des intervalles de Jeffreys 90% modifié classique (- - -) et Jeffeys
modifié corrigé (—) dans le plan séquentiel (n1=5,S1y=1,n2=>5)
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F1G. 4.19 — Tauz de recouvrement des intervalles de Jeffreys 90% classique (- - -) et
corrigé (—) dans le plan séquentiel (ny=>5,51y=1,n2=>5)
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FI1G. 4.20 — Tauz de recouvrement des intervalles de Jeffreys modifiés 90% classique
(- - -) et corrigé (—) dans le plan séquentiel (n1=>5,5,y=1,ny=>5)

par la régle d’arrét (i.e. (m,y) = (1,1) et (m,y) = (2,42) VY2 € Y(2)).

Pour les valeurs de 6 comprises entre les sauts de C5*(6;ny,7; S1.¢) et de C5Z(0;nq,
r; S1.v), la correction induit une diminution du taux de recouvrement de la borne su-
périeure. Cependant, 'augmentation de 'amplitude des sauts de C52(0;ny,7;.51 1)
accentue encore la proéminence du premier pic associé a éf]"f (L1). Cet effet délé-
tére peut étre effacé par I'utilisation des intervalles de Jeffreys modifiés classique et

corrigé dont les taux de recouvrement unilatéraux sont montrés dans la figure (4.20).

A contrario, pour les valeurs de 6 comprises entre les sauts de C’f,"f(G; n1, ;S 0) et de
C'%f(Q; ny,7;S1.0), la correction induit une augmentation du taux de recouvrement
de la borne inférieure, qui compense notamment la diminution induite par la régle
d’arrét pour les faible valeurs de . La correction recentre les taux de recouvrement

des deux bornes de l'intervalle de Jeffreys autour du niveau nominal unilatéral 1 —

af2.
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F1G. 4.21 — Longueur moyenne des intervalles de Jeffreys et Jeffreys modifiés 90%
classique (- - -) et corrigé (—) dans le plan séquentiel (n1=>5,51y=1,n2=>5)

Les longueurs moyennes des intervalles de Jeffreys et Jeffreys modifiés 90%, clas-
siques et corrigés, dans le plan (ny =5, 51,y =1,ny=>5) sont montrées dans la figure
(4.21). Relativement a I’échantillonnage fixe (voir figure (4.8)), la régle d’arrét mo-
difie les courbes associées a CI; et Cl;p pour les valeurs # < 0.5. La longueur
moyenne des intervalles diminue sensiblement lorsque 6 se rapproche de zéro car la

taille des échantillons est plus souvent associée a n; + ny que n;.

La longueur moyenne de l'intervalle de Jeffreys corrigé est plus petite que celle de
I'intervalle de Jeffreys classique lorsque 6 < 0.4, et supérieure sinon. Cette méme
tendance est observée pour l'intervalle de Jeffreys modifié, excepté aux extrémités
ou les modifications simultanées apportées aux bornes de Cl;c et Cl e font se

rencontrer leurs courbes.
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4.5 Performance des méthodes usuelles dans le cas
d’un arrét conditionné a I’observation d’au moins
un événement

Dans le prolongement de la section précédente, les bornes des intervalles 90% de
Wilson, d’Agresti-Coull et de Pintervalle corrigé au second-ordre dans le plan (n;=
5,510 =1,ny=>5) sont présentées dans la figure (4.22) en fonction des valeurs y/n,

oin=>510etY =Y UY

Les trois intervalles se différencient notablement aux extrémités (i.e. y/n égal a 0
ou 1); lintervalle d’Agresti-Coull et I'intervalle corrigé au second-ordre présentent

des bornes inférieures négatives lorsque (m,y) = (2,0) et supérieures a 1 lorsque

(m,y) = (1,9).

L’intervalle de Jennison-Turnbull reprend le principe de détermination des bornes de
I'intervalle de Clopper-Pearson dans sa justification fréquentiste. Au lieu d’inverser la
zone d’acceptation du test de la Binomiale, on inverse la zone d’acceptation d’un test
défini par des valeurs de rejet pour (m,y) qui suivent I'ordre stochastique mentionné
en section 4.2. Dans le plan (n; = 5,51y =1,n, =5), les observations (m,y) sont
classées suivant l'ordre (2,0) < (2,1) < (2,2) < (2,3) < (2,4) < (2,5) < (1,1) <
(1,2) < (1,3) < (1,4) < (1,5).

Dans la figure (4.23), les bornes de l'intervalle de Jennison-Turnbull correspondent
a celles de l'intervalle de Clopper-Pearson pour les observations (m,y) = (1,y)
avec y € Yy et se différencient pour les observations (m,y) = (2,y) avec y €
Y(2). La faiblesse des probabilités d’échantillonnage associées aux observations (2,Y")
se traduit par des valeurs de 5%(2,y) et 675 (2,y) respectivement, trés inférieures
a 022(2,y) et 24(2,y). On remarque que lintervalle CI;7(2,Y) ne contient pas
H(ZZMSB = 0 lorsque y = 1, .., 5, alors que 'ordre suivi pour les observations (m,y)

correspond a celui de I'amplitude des estimations éXnUgSB. L’intervalle CI;7(2,5)

ne contient pas non plus 6(2 5) = = 0.5, ce qui rend son interprétation difficile.
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O’ (m,y) | 657 (m,y) | 05 (m,y) | 638 (m,y) | 65 (m,y) | 65" (m, y)
0.0460 | 0.5647 | 0.0324 | 0.5782 | 0.0183 | 0.5613
0.1427 | 07275 | 0.1413 | 07289 | 0.1268 | 0.7331
0.2725 | 0.8573 | 02711 | 08587 | 0.2669 | 0.8732
0.4353 | 0.9540 | 04217 | 09676 | 0.4387 | 0.9816
0.6488 | 1.0000 | 05990 | 1.0499 | 0.6571 | 1.0434
0.0000 | 02129 | -0.0358 | 0.2488 | -0.0085 | 0.1846
0.0226 | 0.3477 | 0.0059 | 03644 | 0.0073 | 0.3336
0.0686 | 0.4592 | 0.0605 | 04673 | 00526 | 0.4530
0.1268 | 0.5583 | 0.1236 | 0.5616 | 0.1123 | 0.5581
0.1942 | 0.6484 | 01934 | 0.6491 | 0.1821 | 0.6531
0.2602 | 0.7307 | 0.2692 | 0.7307 | 0.2605 | 0.7395
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F1G. 4.22 — Bornes des intervalles 90% de Wilson (- - -), d’Agresti-Coull (—) et
de Uintervalle corrigé au second-ordre (- — -) dans le plan séquentiel (ny=>5,5 =
1,n2:5)
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Ocp(m,y) | 055 (m,y) | 05 (m,y) | 05 (m,y)
0.0102 | 0.6574 | 00102 | 06574
0.0764 | 0.8107 | 00764 | 0.8107
0.1893 | 0.9236 | 0.1893 | 0.9236
0.3426 | 09808 | 0.3426 | 0.9898
0.5493 | 1.0000 | 0.5493 | 1.0000
0.0000 | 0.2589 | 0.0000 | 0.2589
0.0051 | 03942 | 00051 | 0.3495
0.0368 | 0.5069 | 0.0100 | 0.4055
0.0872 | 0.6066 | 0.0102 | 0.4367
0.1500 | 0.6965 | 0.0102 | 0.4487
02224 | 0.7776 | 00102 | 0.4507
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F1G. 4.23 — Bornes des intervalles 90% de Clopper-Pearson (—) et Jennison-
Turnbull (- — -) dans le plan séquentiel (ny=>5,51y=1,ny=>5)
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F1G. 4.24 — Taux de recouvrement de l'intervalle de Wilson 90% dans le plan sé-
quentiel (ny=>5,51y=1,ny=>5)

Les figures (4.24) et (4.25) révélent un impact plus fort de la régle d’arrét sur les in-
tervalles 90% de Wilson et Agresti-Coull par rapport aux intervalles de Jeffreys clas-
sique et corrigé. Les taux de recouvrement Cy/*(0;ny,7;S10) et CiZ(0;n1,7;S10)
sont en moyenne supérieurs au niveau nominal pour respectivement les valeurs
de 6 < 657(1,1) = 0.565 et 6 < 65%(1,1) = 0.578, et les taux de recouvrement

C%f(é; ni,7;S1u) et C’;"Cf(é?; ni1,7;S1,0) sont en moyenne inférieurs au niveau nomi-

nal pour respectivement les valeurs de 6 < 87/ (1,2) = 0.143 et 6 < 7 (1,2) = 0.141.

Les taux de recouvrement associés a lintervalle corrigé au second-ordre (figure
(4.26)) montrent un profile moins perturbé par la régle d’arrét. Les courbes sont

proches de celles correspondant a l'intervalle de Jeffreys corrigé.

La figure (4.27) montre que le taux de recouvrement de la borne inférieure de I'in-
tervalle de Clopper-Pearson dépasse la valeur du niveau nominal unilatéral 1 — a;/2

dans un plan séquentiel du type (ny, S, n2). Le mécanisme de correction offert par
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F1G. 4.25 — Taux de recouvrement de lintervalle d’Agresti 90% dans le plan séquentiel
(n1=5,S1r=1,n2=5)

1.0

0.8

Central Coverage
0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Theta

FI1G. 4.26 — Taux de recouvrement de l'intervalle du second-ordre 90% dans le plan
séquentiel (n1=>5,S510=1,n2=>5)
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F1G. 4.27 — Tauz de recouvrement de lintervalle de Clopper-Pearson 90% dans le
plan séquentiel (n1=>5,51y=1,ny=>5)

la loi Béta-J permet de compenser cet excés; il suffit alors de remplacer la borne
inférieure 647 (m,y) = Be(a/2;y,n — y + 1) par la borne inférieure de Iintervalle
de Clopper-Pearson corrigé 05%.(m,y) = Be’(a/2;y,n —y + 1,¢;n4,7;{0}), en

déterminant la valeur de ¢ telle que mazg(Ciape) = 0.05.

Dans le plan séquentiel (ny =5,5, 7 = 1,15 ="5), on a maz(Cird) = 0.0526 qui est
atteint au deuxiéme pic pour une valeur 6,,,, = égL}’;(l,Q) = 0.0764. Une approche

numérique itérative permet d’obtenir c tel que
maze(Cote) = mazg(Eg[Be’ (0;y,n — y + 1,¢;n1,7;{0})]) = 0.05.

On obtient simultanément les valeurs ¢ = 0.12 et O = Oih(12) = 0.0744. Les

valeurs de O (0; 11,7 S1 ) sont montrées dans la figure (4.28).

L’ordre stochastique utilisé pour les observations (m, y) dans la construction de I'in-
tervalle de Jennison-Turnbull engendre des taux de recouvrement unilatéraux conser-

vateurs uniformément supérieurs au niveau nominal 1 — «/2. Relativement & l'inter-
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F1G. 4.28 — Tauz de recouvrement de la borne inférieure des intervalles de Clopper-
Pearson 90% classique (- - -) et corrigé (—) dans le plan séquentiel (ny=5,S51y =
1, Nog = 5)

valle de Clopper-Pearson, on observe également que les taux de recouvrement asso-
ciés & C'I ;7 sont plus proches du niveau nominal, notamment pour C57(0; ny,7; S1.v7)

autour des sauts associés a éﬁ?(Z, Y)Y € Y.

Les longueurs moyennes des intervalles de confiance usuels sont montrées dans la
figure (4.30). Relativement & I’échantillonnage fixe (voir figure (4.8)), la régle d’arrét
modifie les courbes pour les valeurs 6 < 0.5. A 'approche de 0, la longueur moyenne
des intervalles diminue sensiblement en méme temps que I’on observe un resserrement
des différentes courbes; on note également que la longueur moyenne de l'intervalle

d’Agresti-Coull devient la plus grande.
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Fi1G. 4.29 — Tauz de recouvrement de l'intervalle de Jennison-Turnbull 90% dans le
plan séquentiel (n1=>5,51y=1,ny=>5)
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F1G. 4.30 — Longueur moyenne des intervalles de confiance a 90% dans le plan
séquentiel (ny=>5,S1,u=1,n2=">5). Les intervalles de C1;, Cljy et Clop (—) sont
respectivement représentés de bas en haut, avec également les intervalles C 1y (——),

Cly (), Clac (—-) et Cly (- - -).
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4.6 Geénéralisation a d’autres plans expérimentaux

L’objectif de cette section est d’étudier les propriétés de 'intervalle de Jeffreys corrigé

dans le contexte d'une généralisation a d’autres plans avec un arrét optionnel.

On fait d’abord varier I'effectif n, observé en période 1 tout en conservant la valeur
Siu/n1 = 0.2 et le rapport r = ny/n; = 1. Les figures (4.31) et (4.32) montrent
I'impact de la correction sur les taux de recouvrement unilatéraux de C'I; dans
les plans (nq = 10,51y = 2,ny = 10) et (ny = 20,51y = 4,n5 = 20). On observe
que l'impact de la régle d’arrét affecte les mémes valeurs de 6 que dans le plan
(n1 =5,510=1,n2=0>5), et que la correction agit en compensation du biais induit

par la régle d’arrét précisément sur ces valeurs de 6 les plus affectés.

On réévalue ensuite les performances des intervalles de confiance dans le plan (n; =
5,510 =2,n2=>5). Les bornes des intervalles de Jeffreys corrigé et Jennison-Turnbull
sont dépendantes de la nature du plan expérimental. Elles sont recalculées dans la
figure (4.33). Pour l'intervalle de Jennison-Turnbull, Iordre stochastique utilisé pour
(m,y) est défini par (2,0) < (2,1) < (2,2) < (2,3) < (2,4) < (2,5) < (2,6) <
(1,2) < (1,3) < (1,4) < (1,5).

Les bornes des autres intervalles de confiance sont identiques a celles obtenues dans
le plan (ny=5,5; y=1,n2=>5), auxquelles il convient d’ajouter les bornes associées

a l'observation (m,y) = (2,6) € Y(2) et de retirer les bornes associées a I’observation

(m,y) = (1,1) & Y).

On observe que l'interprétation des bornes de l'intervalle de Jennison-Turnbull est
moins incohérente que dans le plan (ny =5, 51y =1,ny=2>5). La faible variation de
la borne inférieure éf}é,f(Q, y) lorsque y > 3 est due aux petites probabilités d’échan-

tillonnage associées a ces observations.

Les taux de recouvrement des intervalles de Jeffreys 90% classique et corrigé dans
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F1G. 4.31 — Tauz de recouvrement des intervalles de Jeffreys 90% classique (- - -) et
corrigé (—) dans le plan séquentiel (ny =10, 51y =2,n,=10)
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F1G. 4.32 — Tauzx de recouvrement des intervalles de Jeffreys 90% classique (- - -) et
corrigé (—) dans le plan séquentiel (ny =20, 51 y=4,n2=20)
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07 (m,y) | 057 (m,y) | 058 (m,y) | 05&(m,y) | 075 (m.y) | 05 (m,y)
01278 | 07394 | 01175 | 07341 | 00764 | 08107
0.2606 | 0.8722 | 02500 | 08710 | 01893 | 0.9236
04372 | 09636 | 04315 | 009634 | 03426 | 0.9398
0.6042 | 0.9996 | 0.6933 | 009996 | 05493 | 1.0000
0.0002 | 0.1708 | 0.0002 | 01593 | 0.0000 | 0.2589
0.0179 | 03306 | 00164 | 03176 | 0.0051 | 0.3942
0.0602 | 04525 | 0.0560 | 04425 | 0.0368 | 0.4917
01173 | 05581 | 01110 | 05517 | 0.0663 | 0.5644
01851 | 0.6527 | 01780 | 06491 | 0.0755 | 0.6162
02619 | 0.7381 | 02553 | 0.7363 | 0.0764 | 0.6470
02619 | 0.7381 | 02553 | 0.7363 | 0.0764 | 0.6574
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Observation (m,y/n)

F1G. 4.33 — Bornes des intervalles de Jeffreys 90% classique (- - -) et corrigé (—),
et Jennison-Turnbull (- — -) dans le plan séquentiel (n1=>5,S1y=2,n3=>5)
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F1G. 4.34 — Tauz de recouvrement des intervalles de Jeffreys 90% classique (- - -) et
corrigé (—) dans le plan séquentiel (ny=>5, 51 y=2,n2=>5)

la figure (4.34) montrent que I'impact de la régle d’arrét et de la correction de 'a
priori de Jeffreys s’étendent vers les valeurs supérieures de 6 par rapport au plan
(n1=>5,510=1,n="5). L’intervalle de Jeffreys corrigé présente les meilleurs profiles
de taux de recouvrement unilatéraux relativement a l'intervalle de Wilson (figure
(C.24)), d’Agresti-Coull (figure (C.25)) et de l'intervalle corrigé au second-ordre

(figure (C.26)), qui reste la meilleure alternative parmi ces trois derniers.

Le taux de recouvrement de la borne inférieure de 'intervalle de Clopper-Pearson
dans la figure (C.27) laisse apparaitre un pic maasg(C’gE’;) = 0.0665 > 0.05 pour la
valeur 6., = églléf(L2) = 0.0764. Suivant ’approche itérative mise en oeuvre dans
le plan (n; =5,51y = 1,12 =5), on obtient cette fois la valeur ¢ = 0.94 dans la
loi a priori Be’(0,1,¢;ny,7;J) avec J = {0,1} qui garantit maxg(ngC) = 0.05.
La valeur correspondante en 6 est 00, = 027.(12) = 0.0664 (figure (4.35)). Enfin,

I'intervalle de Jennison-Turnbull (figure (4.36)) confirme ses propriétés en terme de

taux de recouvrement unilatéral proche des niveaux nominaux.
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F1G. 4.35 — Taux de recouvrement de la borne inférieure de l’intervalle de Clopper-
Pearson 90% dans le plan séquentiel (ny=5,S1,p0=2,n2=>5)
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F1G. 4.36 — Tauzx de recouvrement de la borne inférieure de 'intervalle de Jennison-
Turnbull 90% dans le plan séquentiel (ny="5,S51y=2,n3=>5)
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Les figures (C.28) et (C.29) montrent que les intervalles de Jeffreys classique et
corrigé offrent le meilleur profile de courbe de longueur moyenne parmi tous les

intervalles.

La derniére étude permet de comparer les performances des intervalles de confiance
dans le plan (ny=>5,5 y=1,51=4,n2="5). Le bornage bilatéral de Y} en période
1 définit une zone de continuation du type J = [0, 51 ¢y[U]S1,1,n1] (i.e. 'expérience
sarréte en période 1si Yy € J =[Sy, S1.r]). Dans le plan (ny=5,Sp=1,51=
4,n5="5), on a J = {0,5}.

Les figures (C.30) a (C.44)) montrent les lois a posteriori |dseq, y ~ Be’ (3 +y, 1 +
n—y,3;n1,7;J) pour y € Y relativement a 6|y ~ Be( +y, 3 + n — y) obtenues
avec I'a priori de Jeffreys classique. Les courbes des densités corrigées p(6|dseq, )
sont tirées a leurs bases a la fois vers les valeurs inférieures et supérieures de 6.
Elles sont plus larges lorsqu’elles sont associées a des observations centrales comme
(m,y) = (1,2) dans y € Y (figure (C.31)) et (m,y) = (2,5) dans y € Yo (figure
(C.39)), ou bien tirées vers 'extrémité la plus proche lorsqu’elles sont associées a des
observations plus excentrées comme (m,y) = (1,1) (figure (C.30)) et (m,y) = (2,2)
(figure (C.36)).

L’influence du plan séquentiel (n; =5,51p =1, 51, =4,n2 =5) sur l'intervalle de
Jeffreys classique ainsi que la compensation induite par la correction de I’a priori
sur les taux de recouvrement unilatéraux sont montrés dans la figure (4.37). Pour
les valeurs 6 < éj“p(l, 1) et 6 < éf,”f(l,2), les fonctions C5*(0;ny,r; S1.0,S1,L) et
C’f,”f(ﬁ; n1,7;S1,0,S1,1) respectivement sous-estiment et surestiment le niveau nomi-
nal 1—a/2. Sous leffet de la correction, les sauts des fonctions C52(0; ny, r; S1.v, S1.1)
et C’?g(@; ni1,r;S10,51,) sont décalés vers 0, ce qui compense de fait le biais expé-

rimental.

A contrario, pour les valeurs § > 65(1,3) et 6 > 6"/ (1,4), les taux de recouvre-

ment unilatéraux C5%(0;ny,r; S1.0,51L) et C’f,"f(Q;nl,r; S1.u,S1,1) respectivement
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F1G. 4.37 — Tauz de recouvrement des intervalles de Jeffreys 90% classique (- - -) et
corrigé (—) dans le plan séquentiel (n1=>5,5 y=1,51=4,n2=>5)

surestiment et sous-estiment le niveau nominal 1 — «/2. Les sauts des fonctions
Cr(0;ny,7; 810, 51,L) et C’}’g(@;nl,r; S1v,S1,) sont décalés vers 1, compensant

de la méme maniére 'impact du biais expérimental.

A rapports Sy p/ny = 0.2 et Sy /ny = 0.8 constants, les figures (4.38) et (4.39)
confirment 'effet de la correction de I’a priori de Jeffreys respectivement dans les
plans séquentiels (ny = 10,51y = 2,51, =8,ny =10) et (ng =20,5 ¢y =4,5 1 =
16,y =20).

La figure (4.40) montre que U'intervalle de Wilson est plus sensible que les intervalles
de Jeffreys classique et corrigé au biais induit par la régle d’arrét sur les taux de
recouvrement dans le plan (ny = 5,5y = 1,51 = 4,n2 = 5), comme l'est dans
une moindre mesure l'intervalle d’Agresti-Coull dans la figure (4.41). Le profil des
courbes de l'intervalle corrigé au second-ordre dans la figure (4.42) confirme les

bonnes propriétés qui se rapproche de celles de l'intervalle de Jeffreys corrigé. Les
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F1G. 4.38 — Tauzx de recouvrement des intervalles 90% de Jeffreys classique (- - -) et
corrigé (—) dans le plan séquentiel (ny=10,S;y=2,51,=8,n,=10)
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F1G. 4.39 — Tauz de recouvrement des intervalles 90% de Jeffreys classique (- - -) et
corrigé (—) dans le plan séquentiel (ny =20, S1 =4, 51, =16,n,=20)
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F1G. 4.40 — Taux de recouvrement de l'intervalle de Wilson 90% dans le plan sé-
quentiel (ny=>5,S1y=1,5 1 =4,n=5)

1.0

0.8

0.6

Central Coverage
0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Theta

F1G. 4.41 — Taux de recouvrement de lintervalle d’Agresti-Coull 90% dans le plan
séquentiel (ny=5,S1y=1,51=4,n2="5)
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FI1G. 4.42 — Taux de recouvrement de l'intervalle du second-ordre 90% dans le plan
séquentiel (n1=>5,S1y=1,51=4,n2="5)
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F1G. 4.43 — Tauz de recouvrement de lintervalle de Clopper-Pearson 90% dans le
plan séquentiel (ny=>5,5 v=1,5 =4,ny=>5)
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Fi1c. 4.44 — Taux de recouvrement de l'intervalle de Jennison-Turnbull 90% dans le
plan séquentiel (ny=>5,5=1,5 =4,ny=5)
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F1G. 4.45 — Longueur moyenne des intervalles de Jeffreys et Jeffreys modifié 90%
classique (- - -) et corrigé (—) dans le plan séquentiel (n1=5,51p=1,51,=4,ny=
5)
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taux de recouvrement unilatéraux des intervalles de Clopper-Pearson et Jennison-

Turnbull sont respectivement montrés dans les figures (4.43) et (4.44).

Pour l'intervalle de Jennison-Turnbull, certaines observations y € Y2) sont associées
a deux conditions (Y; < Sy ) et (Y7 > S;,1) en période 1. Par exemple, 'observation
(m,y) = (2,5) correspond a la fois & y; = 0 et yo =5 et & y; = 5 et yo = 0. Suivant
la régle établie dans la section 4.2, la notation (m,y) appliquée jusqu’a maintenant
ne permet plus de définir 'ordre stochastique a utiliser car il est nécessaire de savoir
si le prolongement de I'expérience en période 2 est di a I'une ou l'autre condition
sur Y;. Une notation sous la forme du doublet (y;,y2), ot y2 = . indique une valeur
manquante, permet une telle différenciation. L’ordre stochastique dans le plan (n; =
5,510 =1,5 1 =4,n2=>5) pour les séquences (y1,y2) est alors défini par (0,0) <
(0,1) < (0,2) < (0,3) < (0,4) < (0,5) < (1,.) < (2,.) < (3,.) < (4,.) < (5,0) <
(5,1) < (5,2) < (5,3) < (5,4) < (5,5). Les courbes des taux de recouvrement de
l'intervalle de Jennison-Turnbull dans le plan (n; =5,S51y=1,51, =4,ny=0>5) sont

décrites dans la figure (4.44).

Les longueurs moyennes des intervalles usuels sont montrées dans la figure (C.45).
L’allure des courbes confirment les conclusions portées dans les plans bornés unilaté-
ralement. La figure (4.45) montre que la longueur moyenne de U'intervalle de Jeffreys

corrigé est inférieure a celle de I'intervalle de Jeffreys classique sur les extrémités.

4.7 Conclusion

La régle de Jeffreys appliquée a la vraisemblance d’un plan séquentiel ds, avec un

arrét optionnel conduit & 1'a priori de Jeffreys corrigé 0|dse, ~ Be‘](%, I, %; ny,r;J)
)

ou r = ny/n;. Relativement a 1’a priori de Jeffreys classique 6 ~ Be(%, dans lequel
la nature du plan expérimental n’est pas prise en considération, la correction vient

compenser 'effet de la régle d’arrét sur les bornes de I'intervalle de confiance.
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L’étude menée dans ce chapitre sur plusieurs plans séquentiels met en évidence les
bonnes performances de I'intervalle de Jeffreys corrigé en terme de taux de recouvre-
ment et de longueur moyenne par rapport aux intervalles habituellement recomman-
dés dans les plans a échantillonnage fixe (Wilson, Agresti-Coull, Clopper-Pearson,

Jeffreys et Jeffreys modifié).

On montre en plus comment la correction associée a une loi a priori Be”(a, b, ¢;ny,7; J)
peut étre utilisée dans le contexte de 'intervalle de Clopper-Pearson pour recouvrer
la propriété de conservation du niveau nominal par les taux de recouvrement que la
régle d’arrét fait perdre. Cependant, cet interval fondé sur I'inversion de la zone d’ac-
ceptation de 'hypothése nulle dans le test de la loi Binomiale n’a plus sa justification

dans I’échantillonnage séquentiel.

On lui substitut I'intervalle de Jennison-Turnbull, construit suivant le méme prin-
cipe, qui est une réponse fréquentiste au probléme de la régle d’arrét. Cependant
I’ajustement en fonction du plan expérimental pose une problématique conceptuelle
et calculatoire liée a la détermination de I'ordre avec lequel les hypothétiques obser-
vations (m, y) infirment le contenu de Hy. Ce choix introduit une part de subjectivité
et les bornes associées a cet intervalle sont dans certains cas d’une interprétation

peu cohérente.

L’approche par séries de Edgeworth permettrait de mesurer analytiquement I'impact
du biais lié¢ a la régle d’arrét sur les taux de recouvrement et la longueur moyenne,
et de formaliser la compensation induite par I'utilisation de I'intervalle de Jeffreys

corrigé.
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Chapitre 5

Application au test d’hypothéses

L’objectif de ce chapitre est de proposer un nouveau test dans un plan expérimen-
tal comportant un arrét optionnel. Ce test est fondé sur le facteur de Bayes en
utilisant ’a priori de Jeffreys. Il reprend le principe de la méthode décrite dans la
section (B.5.3) développée par Berger, Boukai et Wang (test BBW) [7]| puis par
Dass (test de Dass) [22] pour les données discrétes. L'interprétation simultanée dans
le contexte des inférences bayésienne et fréquentiste conditionnelle permet d’expri-
mer directement les probabilités d’erreur liées aux hypothéses en terme de risques

conditionnels.

Berger, Boukai et Wang [6] justifient l'inutilité d’un conditionnement du test BBW
sur la régle d’arrét par l'existence d’'un autre conditionnement sur une statistique
non-ancilaire mesurant la force de I’évidence en faveur des hypothéses. Le contexte
de I'inférence fréquentiste non-conditionnelle permet cependant d’établir qu’un arrét
optionnel de 'expérience se traduit par un biais en faveur d’une des hypothéses. La
solution proposée dans ce chapitre passe par I'utilisation de I’a priori de Jeffreys
corrigé développé dans la section 2.3 pour construire les densités prédictives du

facteur de Bayes.

Pour simplifier I’écriture, la notation (k,y) désigne les séquences hypothétiques et

observées. La va M associée aux nombre d’analyses réalisées n’est plus utilisée.
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5.1 Tests fréquentistes séquentiels fondés sur des
fonctions de dépense des risques

La succession de tests au seuil de significativité égal au niveau nominal « sur des
données qui s’accumulent conduit & une augmentation de I'erreur de type 1 globale
au dela de a. Le concept de fonction de dépense du risque « fut introduit par Lan et
Demets (1983) [41] sur des variables normalement distribuées. La borne supérieure
{S1v,..,Skuv} est définie par une fonction de dépense croissante et prédéfinie a* :

[0,1] — [0, a] ou les valeurs de Sk sont déterminées par la relation

Pr(Syu est franchie a la k"¢ analyse|Hy) = o*(ty).

La quantité ¢, est la proportion d’information I /Ix a la k™ analyse relativement
a Ir linformation maximum possible a l'issue de l'expérience (voir (A.4.1)). La
méthode de résolution est fondée sur la propriété d’incrémentations indépendantes
de la fonction de score Sy (i.e. la dérivée premiére de la log-vraisemblance jointe des

k échantillonnages successifs) ou pour des effectifs suffisants, on a

Sy ~ N(0I;, I) k=1,..., K,
COU(Sk — Sk—l, Sk/ — Sk/_1> =0 k 7A ]{?/.

La statistique Sy suit un mouvement Brownien paramétré par 6. La contrainte im-

posée I, = (k/K)Ix exprime une équidistance des analyses sur Iéchelle Ij.

Pampallona, Tsiatis et Kim (1995) [46] utilise en plus une borne inférieure {Sj
,.., Sk 1} définie par une fonction de dépense croissante et prédéfinie §* : [0,1] —

[0, ] ot les valeurs de S, 1, sont déterminées par la relation
Pr(Sy 1, est franchie a la k"™ analyse|Hy) = (5*(t4).

Cette méthode garantit la puissance anticipée mais nécessite un réajustement final
de Ix pour satisfaire 1'égalité Sk = Sk . Stallard et Facey (1996) [49] évitent

ce réajustement en ne garantissant plus la puissance mais redéfinissant la borne
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inférieure par une autre fonction de dépense o : [0,1] — [0,1 — ] telle que

Pr(Sy 1, est franchie a la k™™ analyse| Hy) = o (t1).

La statistique standardisée

oMV S 0
Ty = k= \/ﬁ_ ~ N(—=,1)
Var(@,iwv) k

peut étre utilisée pour décider de continuer ou non l’expérience. Dans le test de
I'hypothése Hy : {0 = 0}, I'expérience est poursuivie en période k + 1 si a la ke
analyse on obtient |Zy| > Sip. La relation entre les termes Sy (k = 1,..., K)
dépend de la nature du plan expérimental. Wang et Tsiatis (1987) [52| formalisent
une forme générale ot Sy = c(k/K)*~1/2. On retrouve le plan d’O’Brien-Fleming

si A =0 et le plan de Pocock si A =1/2.

Stallard et Todd (2000) [50] reprennent I’approche asymptotique développée dans
Stallard et Facey (1996) en dérivant les bornes inférieures et supérieures par un calcul
de probabilité exacte. Dans I’échantillonnage Binomial, la relation t, = [/Ix =
Zle n;/ Zfil n; permet d’exprimer les fonctions de dépense en fonction du nombre
d’observations. En notant la probabilité de franchir la borne inférieure a la k‘me

analyse
PL(]C) = PT(SjL < }/j < Sj,U7j =1,.. .,k‘ —letY, < Sk7L|H0)

et la probabilité de poursuivre I'expérience jusqu’a la k"¢ analyse et d’observer
Yk =Y
Pk(y) :Pr(sj,L <Y} <Sj,U7j: 1,,](?—1 et Yk:y|H0),

les valeurs Sy 1, et Sy sont obtenues récursivement par les relations

k-1 Se,u—l
Pr(borne supérieure franchie a la k'™ analyse|Hy) = 1 — Z PL (i) — Z P*(y)
i=1 y=0
k-1 Sk,L
Pr(borne inférieure franchie a la k™ analyse|Hy) = Z PE(i) + Z P*(y).
i=1 y=0
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5.2 Test fréquentiste conditionnel séquentiel (T FCS¥)

5.2.1 Construction du test

Comme dans les chapitres précédents, le plan séquentiel étudié comporte deux échan-
tillonnages binomiaux successifs Y1 ~ Bin(0,n;) et Yo ~ Bin(0,ny) avec un arrét
optionnel entre les deux si Y =Y7 ¢ J ou J est la zone de continuation. L’expérience

s'arréte dés la premiére analyse (i.e. k = 1) si Y € J, sinon elle continue (i.e. k = 2).

Le cas général d'une hypothese nulle et d'une hypothése alternative composite avec
Hy:{0 € ©y}  versus H;:{0c©O}

est abordé dans le plan dg., = {n1, J, na}.

La solution bayésienne classique ignore la régle d’arrét de I'expérience. La séquence

(k,y) est associée a la densité marginale

mi,k(y):/ p(ylo, k)mi(0)do sous H; i=1,2
©

i

avec y = Zle Yy et n = Zle n;. On considére alors le facteur de Bayes

By, = Bi(y) = mox(y)/mix(y).

L’a priori de Jeffreys classique ¥ ~ Be(0.5,0.5) sous H; confére un statut d’indiffé-

rence sur les valeurs du paramétre dans ©;.

On a vu dans (2.3) que 'a priori de Jeffreys corrigé 9|dse, ~ Be’(0.5,0.5,0.5;ny,7; J)
tient compte de la nature séquentielle du plan expérimental. Cet a priori est associé

a la densité prédictive

M k(Y| dseq) :/ p(yl0, k)m;i(0]dseq)dd sous H;

i

qui conduit au facteur de Bayes

Bk,Seq == Bk(y|dSeq) = m07k(y’dSeq)/ml,k<y’dSeq)-
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C’est la solution bayésienne alternative décrite dans les chapitres précédents. La
prise en compte de la régle d’arrét dans I’a priori de Jeffreys traduit I'impartia-
lité du plan expérimental. Les conclusions sont portées par les probabilités d’er-
reur des hypothéses qui sont identiques aux risques fréquentistes conditionnels (i.e.
a(y|dseq) = a*(Bk.seq) et B(y|dseq) = B*(Bk.seq))- Dans ce dernier cas, le condition-
nement se fait sur un partitionnement de ’espace des observations offrant la méme

évidence sous Hy et sous Hy (voir section (B.5.3)).

La procédure présentée nécessite simplement de définir une valeur (o, 5%), associée
a (a*(Bk.seq), 5 (Br.seq)), en deca de laquelle on considére I’évidence assez forte
en faveur de Hy ou H; pour arréter 'expérience en période 1. Les valeurs de y;
n’offrant pas I’évidence suffisante pour pouvoir conclure appartiennent a .J, la zone
de continuation de I'expérience en période 2. Cette formalisation étend la notion de

zone de non-décision du test de Dass (voir (B.5.5)).

La relation établie entre o*(Bg seq), 8% (Bk,seq) et Br(y|dse,) permet également de

définir la procédure par un bornage (B,, B,) des valeurs de By (y|dseq)-

Test fréquentiste conditionnel Séquentiel (T FCS*). En notant %(ki) et A?i) les
zones de rejet et d’acceptation de Hy en période i, on définit le test fréquentiste

conditionnel séquentiel (T FCS*) pour les valeurs de y. En période 1,

si 0" (B1,5eq) < i ou si Bi(y1|dseq) < By ou si yp € 9%’("1),
Hy est rejetée avec un risque conditionnel
a*(Bi,seq) = Br(y1ldseq) /(1 + Br(y1ldseq)).

Si [0 (B seq) > et 5%(B1,seq) > Bi] ou si B, < Bi(y1|dseq) < Ba ou si
y1 & Ry UAf, Uezpérience se poursuit en période 2.

Si B*(Bi,seq) < By ou si Br(y1|dseq) > Ba ou si y1 € Ay,

Hy est acceptée avec un risque conditionnel 3 (Bi seq) = 1/(1 + Bi(y1|dseq))-
St Uexpérience est poursuivie en période 2, on applique le test de Dass a Y =Y, +
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Y,. Les zones IR’&),A’&) et les risques conditionnels associés o (Ba,seq),0"(Ba,seq) S€

déduisent de la régle (B.5.5)

Une variante du test TF'CS* consiste a conclure en période 2 suivant la régle appli-

quée sur la période 1.

Variante du test TFCS*. Quel que soit la période k =1, 2,

si & (Bpseq) < i ou si Bi(y|dseq) < By ou si y € IR’("k),
Hy est rejetée avec un risque conditionnel
a*(B,seq) = Br(yldseq) /(1 + Br(yldseq))-

Si [ (Bg,seq > i et 8°(Bg,seq) > 0a)] ou si B, < Bi(y|dseq) < Ba ou si
y & Ry UA(), pas de conclusion sur Hy.

Si 3%(Bk,seq) < B ou si Bi(y|dseq) > Ba ou si y € Alkys

Hy est acceptée avec un risque conditionnel 3" (B, seq) = 1/(1 + Bi(y|dseq))-

L’expérience s’arréte en période 1 st une conclusion peut étre portée sur Hy. Sinon

l'expérience continue en période 2.

Le test TF'C'S* sous-entend que J la zone de continuation de ’expérience en période
2 pour y; et J_Q’&) la zone de non-décision en période 2 pour y = y; 4y, dans la variante
du test TF'C'S* recouvrent entiérement les zones de non-décision des tests de Dass
en période 1 et 2. La conclusion sur Hy doit donc étre motivée par une évidence
suffisamment forte. Dans le cas contraire, les zones J et 51?2) doivent s’étendre aux
zones de non-décision des tests de Dass. Pour les valeurs concernées par ’assertion
aléatoire, une solution pratique consiste a confirmer la décision si la probabilité
associée est supérieure a 0.5. Par exemple, si il y a une probabilité p = 0.7 > 0.5

que Hj soit rejetée en période 1 alors Hy est rejetée et 'expérience s’arréte.

La détermination des zones A’("l) et ZR’(“I) en période 1 nécessite une approche récursive
car la définition de la zone de continuation de 'expérience est un paramétre de la

loi a priori corrigée. Si le facteur de Bayes Bj(y|dse,) est une fonction monotone
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décroissante, la méthode suivante s’applique sur ¥, sinon il convient de I'appliquer
sur les valeurs 2z qui sont les y réordonnées suivant I’ordre décroissant des valeurs de
By (y|dseq) ; la fonction Bi(z|dse,) devient ainsi monotone décroissante (voir fin de

la section (B.5.3)).

La zone de rejet et d’acceptation de Hy présente une forme du type :Ra) = [0, 51,1]
et A’(Fl) = [S1,0,n1], pour lesquelles les valeurs de Sy 1, et Sy sont a déterminer. On
commence avec les valeurs initiales (Sﬁ L S?’U) déterminée a partir de I'a priori de
Jeffreys non-corrigé. Ensuite, les valeurs (S}, S] ;) sont calculées en utilisant 1'a
priori corrigé et défini par la zone de continuation J =]S? ,S? [ Si SY, = 5],
et SY; = Sy, les bornes correspondent aux valeurs Sy = Sj; et Sip = Sip.
Sinon, on doit calculer (S{%',S1%/) en utilisant 'a priori corrigé et défini par la
zone de continuation J =]S} /.S ;[ jusqu’a Pobtention des égalités Sj , = ST et

7 _ Qi+l
LU = Sl,U'

5.2.2 Application a un test de supériorité

Une application du test TFCS* est décrite dans le plan séquentiel dg., = {n; =
10, J,n2=10}. On considére deux échantillonnages binomiaux successifs Y; ~ Bin(6,n)

et Yo ~ Bin(0,ns) pour tester les hypothéses
Hy:{6 > 0.5} Versus H, : {6 <0.5}. (5.2.1)
Lorsque I’a priori de Jeffreys corrigé est utilisé, le facteur de Bayes s’écrit

Bi(yldseq) = mok(yldseq)/m1k(y|dseq),

ou m; ;(y|dse,) désigne la probabilité prédictive marginale de Y sous H;.

On définit une regle d’arrét unilatérale en période 1 basée sur la valeur o = 0.20.
Si a*(B1,seq) < 0.20 lexpérience s’arréte, sinon elle continue en période 2. La valeur
af = 0.20 correspond au facteur de Bayes B, = 1/4 (i.e. 'expérience s’arréte en pé-

riode 1 si By(y1|dseq) < 1/4). En notant que la fonction By, est strictement croissante,
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vy | B(y) Décision* | Risque*
0 | 0.0006 | Hj rejetée 0.0004
1| 0.013 Hyj rejetée 0.013

2 | 0.073 Hy rejetée 0.068

3 | 0.228 Hj rejetée 0.185

4 | 0.125 Hj rejetée 0.339

D 1 non-décision _

6 1.95 | Hy acceptée | 0.339

7 4.39 | Hy acceptée | 0.185

8 13.7 | Hy acceptée | 0.068

9 77.7 | Hy acceptée | 0.013

10 | 1509 | Hy acceptée | 0.0004

TAB. 5.1 — Test de Dass avec l'a priori de Jeffreys classique pour n=10

les valeurs de y; conduisant a ’arrét de ’expérience en période 1 correspondent a la

zone de rejet de Hy du type Ra) = [0, 51 1]

Le calcul de la borne 5 s’effectue suivant la procédure itérative décrite dans la
section précédente. La valeur initiale SR . est déduite des résultats du test de Dass
sur I’échantillon fixe n = n; = 10. Le tableau (5.1) montre que la plus grande valeur
de a*(B) inférieure a o = 0.20 correspond a y; = 3 avec o*(B) = 0.185. La zone
de continuation J = [4,10] est ensuite introduite dans I’a priori de Jeffreys corrigé
pour la seconde itération. Pour y = 3, on obtient la valeur a* (B geq) = 0.147 ce qui
traduit une diminution du risque de type 1, mais reste la plus grande valeur en deca

de la limite o7 = 0.20. On maintient donc la valeur Sy, = 57, = Sf; = 3.

Le tableau (5.2) montre les densités prédictives et les valeurs déduites du facteur
de Bayes pour I'ensemble des séquences (k,y) possibles obtenues avec les a priori
de Jeffreys classique et corrigé sur un effectif n; =no=10. L’utilisation de ’a priori
de Jeffreys corrigé 9|ds., ~ Be’(0.5,0.5,0.5;n1,7;J) par rapport a I’a priori de
Jeffreys classique ¥ ~ Be(0.5,0.5) induit une diminution des probabilités prédictives
(i.e. mig(yldseq) < mig(y), i = 0,1, k = 1,2) pour les petites valeurs du rapport
y/n. Les lois a priori définies sur ©; = [0,0.5] sous H; et sur Oy = [0.5,1] sous

Hy provoquent un décalage de leffet de la correction. Sous Hj, la diminution des
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A priori Jeffreys corrigé A priori Jeffreys classique
(k,y) | mox(yldseq) | m1k(Y|dseq) | Be(yldseq) | mor(y) | mig(y) | Brly)
(1,0) 0.0001 0.213 0.0006 0.0002 | 0.257 0.0006
(1,1) 0.001 0.137 0.011 0.002 0.148 0.013
(1,2) 0.008 0.136 0.058 0.010 0.132 0.073
(1,3) 0.025 0.143 0.172 0.030 0.132 0.228
(2,3) 0.0001 0.066 <107° 0.0002 | 0.069 0.002
(2,4) 0.0006 0.067 <1075 0.0007 | 0.066 0.011
(2,5) 0.002 0.071 0.028 0.002 0.067 0.038
(2,6) 0.006 0.077 0.073 0.007 0.070 0.099
(2,7) 0.012 0.082 0.153 0.015 0.073 0.210
(2,8) 0.023 0.084 0.277 0.028 0.075 0.382
(2,9) 0.036 0.079 0.460 0.045 0.070 0.633
(2,10) 0.050 0.068 0.735 0.060 0.060 1
(2,11) 0.060 0.050 1.18 0.070 0.045 1.58
(2,12) 0.065 0.032 2.02 0.075 0.028 2.61
(2,13) 0.067 0.017 3.83 0.073 0.015 4.75
(2,14) 0.067 0.008 8.56 0.070 0.007 10.1
(2,15) 0.068 0.003 23.7 0.067 0.002 26.4
(2,16) 0.070 0.0008 85.0 0.066 | 0.0007 90.4
(2,17) 0.075 0.0002 417 0.069 | 0.0002 430
(2,18) 0.085 <10 3102 0.076 | <1074 3259
(2,19) 0.107 <1075 4.1x10% 0.095 | <107° | 4.1x10*
(2,20) 0.203 <1076 1.6x10° 0.180 | <107% | 1.6x106

TAB. 5.2 — Densités prédictives et facteur de Bayes de Hy sur Hy avec les a priori
de Jeffreys classique et corrigé pour o = 0.2 et ng=ngy=10

probabilités prédictives intervient pour y; € IRZ‘I) en période 1 et y = y; + 12 € [3, 15]
en période 2 contre y; < 1 et y = y; + y» = 3 sous 'alternative. Ce décalage sur les
valeurs de y se traduit par une diminution du facteur de Bayes (i.e. Bg(y|dse,) <

Bi(y)) quel que soit la séquence (k,y).

Dans un plan expérimental ou la régle d’arrét se fonde sur le rapport des évidences
entre Hy et Hy, la correction induit un mécanisme de compensation des effets de
la reégle d’arrét. Lors de 'arrét optionnel, les valeurs du facteur de Bayes sont en
moyenne supérieures a celles obtenues si I'expérience ne comportait pas d’arrét op-
tionnel, favorisant de fait 'hypothése Hy. En diminuant le facteur de Bayes, la

correction vient réajuster le rapport des évidences en faveur de H;. Elle est la plus
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forte pour les valeurs de y/n proches de Sy /n; = 0.3 et diminue a mesure que la

séquence (k,y) s’en éloigne.

On en déduit 'apport de la correction de I’a priori de Jeffreys sur les décisions et les
risques conditionnels dans le test T'F'C'S*. Le réajustement du rapport des évidences
en faveur de H; provoque une diminution du risque conditionnel d’erreur lorsque Hy
est rejeté (i.e. o*(Byseq) < o*(By)) et une augmentation de ce risque lorsque Hy est
acceptée (i.e. 5*(Bi.seq) > 0 (By)). L'impact sur les risques conditionnels peut donc
conduire a une augmentation de la zone de rejet de Hy et une diminution de la zone

d’acceptation dans le cas d’un bornage unilatéral par une valeur limite a;.

Dans le plan dg.y, = (n; = 10,51, = 3,n; = 10), le tableau (5.3) montre les
décisions sur Hy et les risques conditionnels du test TFCS* pour 'ensemble des
séquences (k,y) possibles. En période 2, la symétrie des hypothéses (5.2.1) conjuguée
a l'utilisation de I’a priori de Jeffreys classique engendre une valeur By(y) = 1 pour
la séquence centrale (k,y) = (2, 10). Cette valeur du facteur de Bayes caractérise une
absence totale d’évidence en faveur du rejet ou de ’acceptation de Hy qui conduit &
une situation de non-décision. La correction vient placer la séquence (k,y) = (2, 10)
dans la zone de rejet de Hy avec cependant une grande incertitude, quantifiée par la

composante aléatoire r = 0.729.

La figure (5.1) permet de visualiser les résultats du tableau (5.3). La séquence
(k,y) = (2,10) avec I'a priori de Jeffreys corrigé n’y est pas représentée car la
probabilité p = 1 —r = 0.271 associée au rejet de Hy est inférieure a 0.5. Ce cas
pose un probléme d’interprétation qui rejoint les discussions autour des décisions

associées a une évidence faible (voir Berger (1997) [5]).

La variante du test TFCS* présentée en section (5.2.1) permet de contourner ce
débat. Associée a la limite o = 0.20 en période 1 et 2, les zones de rejet de la variante
sont Rz‘l) = [0, 3] pour y = y; en période 1 et ‘.R?Q) = [3,7] pour y = y1 +ys en période

2. La correction vient diminuer Uerreur de type 1 pour la séquence (k,y) = (2,8) de
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F1G. 5.1 — Risques fréquentistes conditionnels du test TFCS* avec les a priori de
Jeffreys classique (- - -) et corrigé (—) pour o = 0.2 et ny=ng =10
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A priori Jeffreys corrigé A priori Jeffreys classique
(k,y) Décision* | Risque* | Random* | Décision* | Risque* | Random*
(1,0) | Hp rejetée 0.006 B Hy rejetée | 0.0006 B
(1,1) | Hp rejetée 0.011 _ Hj rejetée 0.013 .
(1,2) | Hj rejetée 0.055 _ Hj rejetée 0.068 .
(1,3) | Hj rejetée 0.147 . Hy rejetée 0.185 .
(2,3) | Hj rejetée 0.002 B Hy rejetée 0.002 B
(2,4) | Hy rejetée 0.008 _ H, rejetée 0.011 .
(2,5) | Hp rejetée 0.028 . H, rejetée 0.036 B
(2,6) | Hp rejetée 0.068 B Hj rejetée 0.090 B
(2,7) | Hp rejetée 0.132 B Hyj rejetée 0.174 _
(2,8) | Hj rejetée 0.216 B Hyj rejetée 0.277 _
(2,9) | Hy rejetée 0.315 . Hy rejetée 0.387 B
(2,10) | Hy rejetée 0.424 0.729 | non-décision B 1
(2,11) | Hy acceptée | 0.458 _ Hy acceptée | 0.387 .
(2,12) | Hy acceptée | 0.331 B Hy acceptée | 0.277 B
(2,13) | Hy acceptée | 0.207 B Hy acceptée | 0.174 B
(2,14) | Hy acceptée | 0.105 _ Hy acceptée | 0.090 .
(2,15) | Hy acceptée | 0.040 B Hy acceptée | 0.011 .
(2,16) | Hy acceptée | 0.011 _ Hy acceptée | 0.055 .
(2,17) | Hy acceptée | 0.002 B Hy acceptée | 0.002 B
(2,18) | Hy acceptée | 0.0003 B Hy acceptée | 0.0003 B
(2,19) | Hy acceptée | < 107* B Hy acceptée | < 107 B
(2,20) | Hy acceptée | < 107° B Hy acceptée | < 1076 B

TAB. 5.3 — Décisions et risques fréquentistes conditionnels du test TFCS* avec les
a priori de Jeffreys classique et corrigé pour oy = 0.2 et n; = ny = 10

a*(By) = 0.277 & a*(Baseq) = 0.216, mais cette derniére valeur reste supérieure a

o = 0.20.

T

Cette premiére application permet d’aboutir a une régle plus générale. Lorsque I’ar-
rét optionnel favorise I’évidence d’'une hypothése, la correction introduit un mé-
canisme de compensation sur le rapport des évidences (facteur de Bayes) et sur
les risques conditionnels d’erreur du test T'F'C'S*. La variante du test T'F'C'S*, qui
conditionne I'arrét de ’expérience en période 1 et le rejet de Hy en période 1 et 2 &

un méme niveau d’évidence minimum, offre une interprétation simple et cohérente.
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5.3 Test fréquentiste non-conditionnel séquentiel (TFNC'S)

5.3.1 Construction du test

La régle du test décrite dans cette section est fondée sur I'approche fréquentiste
conditionnelle (ou bayésienne) développée dans la section précédente. Une procédure
simple permet d’ajuster le plan expérimental pour satisfaire des propriétés définies
dans le contexte de l'inférence fréquentiste non-conditionnelle. En particulier, la
notion de puissance conditionnellement a une erreur de type 1 maintenue en deca
d’une valeur predéfinie du risque « est un des fondements de ’approche décisionnelle

du test de Neyman-pearson (voir section (B.4)).

L’assertion "H, est rejetée" si o*(Bjseq) < o quel que soit la période k = 1,2
apparait comme la transposition la plus directe d’une approche qui vise a privilégier
I'interprétation dans la regle de décision d’un test. Un prolongement naturel de cette
régle consiste a définir la séquentialité (i.e. la poursuite en période 2 de I'expérience)
suivant cette méme condition. Cette stratégie rejoint le principe de la variante du

test TF'C'S* exposé dans la section 5.2.1.

On obtient ainsi le test fréquentiste non-conditionnel séquentiel (T'FNC'S) défini par
une valeur limite B, du facteur de Bayes ou indifféremment par une valeur limite
o de 'erreur de type 1 dans le test fréquentiste conditionnel. On en déduit deux
zones de rejet de Hy pour les valeurs de y, Ry en période 1 et R(y) en période 2,

respectivement identiques a iR’(“l) et .’Ra) définies dans la variante du test TFCS*.

Test fréquentiste mon-conditionnel séquentiel (TFNCS). Quel que soit la
période k =1, 2,

st & (Brseq) < ar ou si B(yldseq) < By ou si y € Ry,
Hy est rejetée avec un risque non-conditionnel prédéfini «,

stnon pas de conclusion sur H.

L’expérience s’arréte si Hy est rejetée en période 1. Sinon, 'expérience continue en

178



Jeffreys corrigé Jeffreys classique

Sy | Sn | S | S
Ny = Ng = 10 3 7 - o
Ny = nNg = 20 7 16 - o
ny = ng = 30 12 26 11 25
ny = ng = 40 16 35 16 34
n, = N9 = 50 21 45 20 43
ny = ng = 60 26 54 25 53
ny = ng = 80 35 73 34 72
ny = ne = 100 45 92 43 91

TAB. 5.4 — Bornes (51.1,59,1,) avec les a priori de Jeffreys classique et corrigé pour
af =0.20 (i.e. B, =1/4) et ny=ny=10, 20, 30*, 40*, 50*, 60*, 80*, 100*

Jeffreys corrigé Jeffreys classique

Sie | Su | S | S
ny =ny =10 2 6 _ _
ny = nyg = 20 6 15 6 14
ny = ng = 30 10 23 _ _
ny = ny = 40 15 32 14 32
ny = ny = 50 19 42 18 41
ny = ny = 60 23 51 23 50
ny = ng = 80 32 70 32 68
ny = ny = 100 42 88 41 87

TAB. 5.5 — Bornes (S1,1,592,1) avec les a priori de Jeffreys classique et corrigé pour
af =0.10 (i.e. B, =1/9) et n;=ny=10, 20*, 30, 40*, 50*,60*, 80*, 100*

période 2.

Si le facteur de Bayes est une fonction monotone décroissante, les régions de rejet de
Hy sont du type Ry = fR’(*l) =[0,51,1] et Ry = IR&) = [0, S2,z]. Sinon, ce bornage
par limite supérieure s’applique aux valeurs de z qui sont les valeurs de y ordonnées

suivant les valeurs décroissantes du facteur de Bayes.

Des valeurs de Sy et Ss 1 associées aux hypothéses (5.2.1) sont fournies dans les
tableaux (5.4) et (5.5). Ces tableaux correspondent respectivement a des valeurs
af = 0.20 (i.e. B, = 1/4) et af = 0.10 (i.e. B, = 1/9) avec les effectifs n; =
ny = 10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 100. Les bornes S 1, et Sy 1, calculées avec I’a priori de
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F1G. 5.2 — Courbes de puissance du test TFNCS avec les a priori de Jeffreys clas-
sique (-—-) et corrigé (—) pour of = 0.20 et n;=n2 =10, 20, 30*, 40*, 50*, 60*, 80*,
100*

Jeffreys classique sont données en cas de modification par rapport a 'a priori de

Jeffreys corrigé. Dans ce cas, on note que les valeurs de S 1 et/ou S calculées

avec la correction augmentent, ce qui étend les zones Ry et/ou Rz).

La performance d’un test fréquentiste non-conditionnel se mesure en terme de puis-
sance. En notant que la zone de continuation de I’expérience en période 2 pour y; est
le complémentaire de la zone de rejet de Hy (i.e. J = R(y)), on obtient la puissance

par

Pow(0|dseq) = ESeq,9[1y1€R(1>] + E56q79[1y1+y2€91(2)]

=) PBMi=i+ Y R =0)P(Y:=j).
iER(l) ’i+j=l
iEJ,lER(g)
Bien que la nature discréte des données ne permet pas ’établissement d’une régle

générale pour # € O, 'augmentation des effectifs n; = ny coincide avec un ac-

croissement de la puissance lorsque 6 s’éloigne suffisamment de ©y. Les courbes des
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F1G. 5.3 — Courbes de puissance du test TFNCS avec les a priori de Jeffreys clas-
sique (- —-) et corrigé (—) pour o = 0.10 et ny=ny= 10, 20*, 30, 40*, 50*, 60%,
80*, 100*

fonctions puissance sont décrites avec o = 0.20 dans la figure (5.2) et avec o = 0.10

dans la figure (5.3) pour les effectifs n; = ny = 10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 100.

Ces courbes permettent un ajustement de 'effectif en fonction d’une probabilité
minimum (i.e. puissance) pour détecter une valeur particuliére de 6 = 6, sous H;. Les
pentes augmentent avec leffectif. Elles reflétent un pouvoir discriminant croissant
entre deux valeurs de # € ©;. La correction de I'a priori de Jeffreys induit une
augmentation de la puissance (i.e. Pow(f|dse,) > Pow(f)) qui se traduit par un

décalage des courbes vers les valeurs supérieures de 6.

Lorsque I'hypothése nulle est composite (i.e. Hy : {# € Og}), I'erreur de type 1
du test TFNCS correspond a Maxgeo,Pow(f|dse,). Avec les hypothéses (5.2.1),
ce maximum est atteint pour § = 0.5. En définissant une valeur de o, il convient
de vérifier que leffectif envisagé garantit le risque nominal «. Le cas échéant, on

diminue l'erreur de type 1 du test TFNCS en diminuant la valeur de o.

181



200
|

150
|

Expected Sample Size
100
]

50
|

Theta

F1G. 5.4 — Courbes des effectifs moyens du test TFNC'S avec les a priori de Jeffreys
classique (- — -) et corrigé (—) pour o = 0.10 et ny=ny=10, 20*, 30, 40*, 50*,60",
80*, 100*

Pour a = 0.10, la figure (5.2) montre que la valeur o = 0.20 (i.e. B, = 1/4) ne
garantit dans aucun des cas n; = ny = {10,..,100} le risque nominal prédéfini. En
diminuant la limite a o = 0.10 (i.e. B, = 1/9), la figure (5.3) montre que les erreurs
de type 1 du test TFNC'S sont trés proches de la valeur nominale o = 0.10. Seul

Veffectif ny = ny = 20 aboutit & une erreur de type 1 supérieure (i.e. 0.106 > 0.10).

La performance fréquentiste d’un test séquentiel se mesure également en terme d’ef-
fectif moyen en fonction des valeurs de 6 € ©¢oUO;. On visualise les courbes associées
aux cas n; = ny = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 100} dans la figure (5.4) pour o = 0.10.
Lorsque la correction de I'a priori de Jeffreys modifie la borne S; 1 en période 1,
I’augmentation de la puissance se traduit par une diminution de l'espérance des

effectifs.
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Jeffreys corrigé Jeffreys classique

Sie | Sr | S | S
Ny = Ng = 10 1 5 - o
Ny = nNg = 20 5 13 - o
ny = ng = 30 9 22 9 21
ny = ng = 40 13 31 13 30
ny = ng = 50 18 40 17 39
ny = ng = 60 22 49 21 48
ny = ng = 80 31 67 30 66
ny = ny = 100 40 87 39 84

TAB. 5.6 — Bornes (51.1,59,1) avec les a priori de Jeffreys classique et corrigé pour
af =0.05 (i.e. B, =1/19) et ny=ny=10, 20, 30*, 40*, 50*, 60*, 80*, 100*

5.3.2 Exemple

Un exemple pratique permet d’exposer les propriétés du test TFNC'S. Sur la base
des hypotheéses (5.2.1), un expérimentateur souhaite construire un plan expérimental
autorisant un arrét optionnel a la moitié des observations. L’arrét en période 1 et le
rejet de Hy doivent reposer sur une méme probabilité d’erreur (ou un méme risque
conditionnel) au plus égale & «of = 0.05, soit une évidence 19 fois plus forte en faveur
de T'hypothése H; qu’en faveur de Hj. Relativement au risque non-conditionnel
prédéfini « = 0.05, une puissance du test proche de 90% est souhaitée pour la

valeur 6; = 0.35.

La prise en considération du biais expérimental lié a l'arrét optionnel de I'expé-
rience est un prérequis méthodologique pour ’analyse. La conclusion sera fondée sur
le rejet ou non de Hy par la procédure fréquentiste non-conditionnelle. Cependant
I'interprétation nécessitera également une évaluation quantitative en terme de rap-
port d’évidence des deux hypothéses et de probabilité d’erreur relative a la séquence

observée (k,y).

L’approche du test TFNC'S avec prise en compte de la régle d’arrét du plan expéri-
mental est clairement indiquée dans I’énoncé. Une premiére étape consiste a calculer

les bornes (51,1, 52.1) associées a plusieurs valeurs de ny = ny (tableau (5.6)) pour
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F1G. 5.6 — Courbes des effectifs moyens du test TFNC'S avec les a priori de Jeffreys
classique (- — -) et corrigé (—) pour of = 0.05 et ny=ny=10, 20, 30, 40, 50*, 60*,
80, 100*
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ensuite produire les courbes de puissances. La figure (5.5) montre que 'ensemble des
effectifs considérés ny = ny = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 80, 100} satisfont la condition de
conservation du risque = 0.05. Une diminution de la valeur de o) pour diminuer

lerreur de type 1 du test TENC'S n’est donc pas nécessaire.

L’effectif n; = ng = 30 associé a la borne Sy, = 9 fournit une puissance de 90.6%
pour la valeur #; = 0.35, avec une erreur de type 1 égale a 0.039. L’effectif moyen cor-
respondant est Fy, —35(/V) = 42.3. D’aprés le tableau (5.6), 'utilisation de I’a priori
de Jeffreys corrigé réduit a Ry = [0,28] la zone de rejet de Hy du test TFNCS en
période 2 au lieu de Ry = [0,29] avec I'a priori de Jeffreys classique. Les intervalles
Ry et Ry correspondent également aux zones de rejet de Hy dans la variante du
test TE'C'S* avec une régle définie par la méme limite o = 0.05. L’utilisation de la

variante du test TFCS* permet d’aboutir & une conclusion cohérente avec le test

TFNCS.

Le tableau (5.7) montre I'information fournie par la procédure construite avec 'a
priori de Jeffreys corrigé pour 'ensemble des séquences (k,y) possibles dans le plan
(ny = 30,51, =9,ny = 30). Le facteur de Bayes ajusté sur la régle d’arrét By (y|dseq)
quantifie le rapport des évidences de Hy sur Hy. Excepté pour les séquences (k,y) =
{(2,29), (2,30), (2,31)}, les décisions sur Hy du test TFCS* sont associées a des
probabilités bayésiennes d’erreurs réinterprétables en terme de risques fréquentistes
conditionnels. L’assertion aléatoire porte sur la séquence (k,y) = (2,29) ou r = 0.427
est la composante aléatoire et p = 1 —r = 0.573 est la probabilité que Hj soit rejetée
avec un risque conditionnel associé o*(Bz geq) = 0.354. Les résultats du test TFCS*
et de sa variante sont identiques pour y; € [0, 51, = 9] et y = y1+y2 € [9, Sor = 22].
Dans la variante du test TFCS*, 'intervalle S5 1, n1 + ny] devient zone de non-
décision pour y = y; + y2 car I’évidence était jugée trop faible pour pouvoir rejeter

Hy.

Les conclusions du test TFNCS et de la variante du test TF'C'S* sont identiques

mais le risque non-conditionnel est fixé au niveau nominal a = 0.05 alors que le
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Test TFCS* Test TFNCS
(k,y) | Br(yldseq) Deécision™ Risque* | Random* Deécision Risque
(1,0 <1079 Hy rejetée <1079 B Hy rejetée 0.05
(1,1) <1077 Hy rejetée <1077 _ Hy rejetée 0.05
(1,2) <10~ Hy rejetée <10-° B Hy rejetée 0.05
(1,3) <1075 Hy rejetée <1075 B Hy rejetée 0.05
(1,4) <104 Hy rejetée <104 _ Hy rejetée 0.05
(1,5) 0.0002 Hy rejetée 0.0003 B Hy rejetée 0.05
(1,6) 0.001 Hy rejetée 0.001 _ Hy rejetée 0.05
(1,7) 0.004 Hy rejetée 0.004 B Hy rejetée 0.05
(1,8) 0.013 Hy rejetée 0.013 B Hy rejetée 0.05
(1,9) 0.032 Hy rejetée 0.031 _ Hy rejetée 0.05
(2,9) <107 Hy rejetée <1077 . Hy rejetée 0.05
(2,10) <10~ Hy rejetée <10~ _ Hy rejetée 0.05
(2,11) <1076 Hy rejetée <1076 B Ho rejetée | 0.05
(2,12) <107° Hy rejetée <107° _ Hy rejetée 0.05
(2,13) <104 Hy rejetée <10~ B Hy rejetée 0.05
(2,14) <10~ Hy rejetée <10~ -~ Hy rejetée 0.05
(2,15) 0.0001 Hp rejetée <1073 _ Hy rejetée 0.05
(2,16) 0.0004 Hy rejetée <1073 B Ho rejetée | 0.05
(2,17) 0.001 Hy rejetée 0.0001 _ Hy rejetée 0.05
(2,18) 0.002 Hy rejetée 0.0003 B Hy rejetée 0.05
(2,19) 0.006 Hy rejetée 0.006 _ Hy rejetée 0.05
(2,20) 0.013 Hy rejetée 0.013 - Hy rejetée 0.05
(2,21) 0.025 Hy rejetée 0.024 _ Hy rejetée 0.05
(2,22) 0.044 Hp rejetée 0.042 _ Hp rejetée 0.05
(2,23) 0.072 Hy rejetée 0.068 - - -
(2,24) 0.113 Hy rejetée 0.102 B B B
(2,25) 0.166 Hy rejetée 0.142 B B B
(2,26) 0.234 Hy rejetée 0.189 B B B
(2,27) 0.318 Hy rejetée 0.241 B B B
(2,28) 0.421 Hy rejetée 0.296 B B B
(2,29) 0.549 Hy rejetée 0.354 0.427 B B
(2,30) 0.711 Non-Décision B 1 B B
(2,31) 0.922 Non-Décision _ 1 _ _
(2,32) 1.21 Hy rejetée 0.453 - -
(2,33) 1.61 Hy rejetée 0.383 B B B
(2,34) 2.21 Hg rejetée 0.311 -~ -~ B
(2,35) 3.15 Hy rejetée 0.241 B B B
(2,36) 4.72 Hg acceptée 0.175 -~ -~ -~
(2,37) 7.50 Hjy acceptée 0.118 _ _ _
(2,38) 12.7 Hj acceptée 0.073 _ _ _
(2,39) 23.3 Hj acceptée 0.041 B B B
(2,40) 45.9 H acceptée 0.021 _ _ _
(2,41) 98.0 Hy acceptée 0.010 - - -
(2,42) 227 Hq acceptée 0.004 _ _ _
(2,43) 572 Hj acceptée 0.002 B B B
(2,44) 1.7x103 Hy acceptée 0.0006 _ _ _
(2,45) 4.9x103 Hy acceptée 0.0002 B B B
(2,46) 1.6x10% Ho acceptée | < 1074 _ _ _
(2,47) 5.5x10% Hy acceptée | < 1074 _ _ _
(2,48) 2.1x10° Hg acceptée | < 107° B B B
(2,49) 9.2x10° Hoy acceptée | <1075 _ _ _
(2,50) 4.4x106 Hy acceptée <10-6 B B B
(2,51) 2.3x107 Ho acceptée | < 1077 _ _ _
(2,52) 1.4x108 Hjq acceptée <1078 _ _ _
(2,53) 1.0x10° Hj acceptée <1079 B B B
(2,54) 8.5x10° Hy acceptée | <1079 _ _ _
(2,55) | 8.5x10%0 Hy acceptée | < 10710 B B B
(2,56) | 1.0x1012 Hy acceptée | < 10712 _ _ _
(2,57) | 1.7x1013 Hy acceptée | < 10713 B B B
(2,58) 4.0x1014 Ho acceptée | < 10714 B B B
(2,59) | 1.6x1016 Ho acceptée | < 10716 _ _ _
(2,60) | 1.9x10'8 Hy acceptée | < 10718 B B B

TAB. 5.7 — Décisions et risques associés au test TEFCS* et au test TFNCS avec l'a
priori de Jeffreys corrigé pour o = 0.05 et ny = ny=30
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F1G. 5.7 — Risques fréquentistes conditionnels associés au test T FCS* avec les a
priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé (—) pour o = 0.05 et ny=ny=30
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risque conditionnel dépend de I’évidence fournie par la séquence (k,y) en faveur de

I'une ou 'autre des hypothéses.

La figure (5.7) permet de visualiser les risques conditionnels du test TF'C'S* associés
aux a priori de Jeffreys corrigé (tableau (5.7)) et classique (tableau (C.1)). Les risques
conditionnels avec I’a priori de Jeffreys classique sont répartis symétriquement autour
de la séquence centrale (k,y) = (2,30) en période 2. La correction provoque un
décalage de la répartition des risques vers les valeurs supérieures de y, ainsi que
I'introduction de ’assertion aléatoire décrite précédemment pour la séquence (k,y) =
(2,29). Comme la probabilité p = 0.573 associée au rejet de Hy est supérieure a 0.5

(tableau (5.7)), la conclusion est confirmée pour cette séquence dans la figure (5.7).

5.4 Application & une problématique d’équivalence

5.4.1 Détermination des tests TFCS* et TEFNCS

Aprés avoir conclu dans la premiére expérience que 'hypothése Hy : {6 > 0.5} ne
pouvait étre tenue pour vraie, ’expérimentateur souhaite montrer que la valeur du
paramétre 6 est comprise entre 0.2 et 0.4. Une régle de rejet de Hy fondée sur une
valeur limite o < 0.10 (i.e. By geq(y) < 1/9) dans la variante du test TFCS* est
souhaitée afin de garantir un risque o = 0.10 du test TFNC'S. En anticipant I’égalité
des effectifs n; = ng, le plan expérimental devra également assurer une puissance

proche de 90% pour 6; = 0.30.

Les hypothéses associées a cette problématique sont des hypothéses d’équivalence

définies par
Hy: {6 €10,0.2]U[0.4,1]} versus  Hy: {0 €]0.2,0.4[}. (5.4.1)

La démarche du test TF'NC'S nécessite d’abord de déterminer une valeur limite o

maximum pour laquelle le niveau nominal o = 0.10 est respecté pour les effectifs
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Jeffreys corrigé Jeffreys classique
S | Sww | Sar | Sqv | Sip | Sww | S | Saw
ny = ng = 30 -1 31 16 20
ny =ng =40 12 12 21 28
ny = ng = 50 14 16 26 35 14 16 25 35
ny = ng = 60 16 20 30 43
ny = ng = 80 21 28 39 58
ny = ng = 100 26 35 48 73 25 35 48 73
ny = ng = 120 30 43 57 89
ny = ng = 150 37 o4 70 112

TAB. 5.8 — Bornes (S1,1,51,0,52.1,5.u) avec les a priori de Jeffreys classique et
corrigé pour o = 0.10 (i.e. B, = 1/9) et ny = ny=30, 40, 50*, 60, 80, 100*, 120,
150

Jeffreys classique et corrigé
Sip | Siw | Sar | Sawv
Ny = nNg = 60 -1 61 32 40
ny = ng = 80 23 25 41 55
ny = ng = 100 28 33 51 70
ny =ng = 120 32 40 60 85
ny = ny = 150 39 51 73 107

TAB. 5.9 — Bornes (S1,1,51,0,5.1,5,0) avec les a priori de Jeffreys classique et
corrigé pour o = 0.05 (i.e. B, =1/19) et ny = ny=60, 80, 100, 120, 150

envisagés. On en déduit les zones de rejet de Hy en période 1 et 2 qui permettront

de calculer lerreur de type 1 (i.e. maxg—g20.4(Pr(Rejet Hol|6))).
L’a priori de Jeffreys corrigé dans le plan dge, = {ni, J,no} s’écrit
O|dseq ~ waBe]45(0.5,0.5,0.5;n1,7;.J) + wyBe 4 ,6(0.5,0.5,0.5;ny, 73 J),

ou w, +w, =1et Bea”e(O.S, 0.5,0.5;nq,r; J) désigne la loi Béta-J décentrée avec un
paramétre de décentrage d et une étendue e (voir section (2.5)). On suppose dans

un premier temps que les poids w, et wy sont égaux (i.e. w, = wy, = 0.5).

La bilatéralité des hypotheéses se traduit par des zones de rejet de Hy bornées par
valeurs inférieures et supérieures du type iR(l):iR’(*l):j:[SLL,SLU] et IR(Q):IRZE):

[S2,1,52,0] (le role de Sy 1 et Sk est inversé par rapport a la section précédente).
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F1G. 5.8 — Courbes de puissance du test TFNCS avec les a priori de Jeffreys clas-
sique (- —-) et corrigé (—) pour o = 0.10 et ny = ny=30, 40, 50*, 60, 80, 100%,
120, 150

Les valeurs des bornes Sy 1, S1.u, Sa.1. et Sy sont données dans le tableau (5.8) pour

af =0.10 (i.e. B, = 1/9) et les effectifs n; = ny = 30, 40, 50, 60, 80, 100, 120, 150.

La figure (5.8) montre les courbes de puissance correspondantes. Pour Peffectif ny =
ne = 30, aucune séquence (k,y) ne présente une valeur de o(Bj ge,) inférieure a o =
0.10 en période 1 (i.e. R(;y = @). Le plan expérimental associé est un échantillonnage

fixe (n—60).

Aucun effectif ne garantissant le risque nominal o = 0.10 avec la limite o = 0.10,
une nouvelle valeur of = 0.05 (i.e. B, = 1/19) est étudiée. Les bornes associées Sy p,
S1.u, So.1 et Sopy sont données dans le tableau (5.9). Les courbes de puissance et
les courbes des effectifs moyens sont respectivement décrites dans les figures (5.9)
et (5.10) pour les effectifs ny = ny = 60,80, 100, 120, 150. L’effectif ny = ny = 60
génére une zone de rejet de Hy vide en période 1 (i.e. Ry = @), qui se traduit par

une courbe constante de Ueffectif moyen (n = 120) dans la figure (5.10).
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F1G. 5.9 — Courbes de puissance du test TFNCS avec les a priori de Jeffreys clas-
sique et corrigé (—) pour o = 0.05 et ny = ny=60, 80, 100, 120, 150

250 300
| |

200
|

Expected n
150
]

o

S 4

—

o _|

n

O o e
T T T T T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Theta

F1G. 5.10 — Courbes des effectifs moyens du test TFNC'S avec les a priori de Jeffreys
classique et corrigé (—) pour o = 0.05 et n; = ny=60, 80, 100, 120, 150
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L’assymétrie des hypothéses conjuguée a une pondération (w,,w,) = (0.5,0.5) de
I’a priori de Jeffreys entre les intervalles H$ = [0,0.2] et HE = [0.4, 1] se traduit par
des probabilités de rejet de Hj inégale aux bornes 6 = 0.2,0.4 de Pespace ©y. En
particulier, on a Pr(Rejet Hyl0 = 0.2) < 0.10 et Pr(Rejet Ho|l@ = 0.4) > 0.10 pour
les effectifs étudiés (excepté pour n; = ny = 60 associé au plan non-séquentiel). On
note d’autre part que I'objectif fixé en terme de puissance est atteint avec Pow(6, =

0.3) = 0.895 pour n; = ny = 100.

5.4.2 Test symétrique aux bornes (T FNCS*5)

L’idée développée dans la suite est de déterminer une pondération (w,, wy), telle que
w, + wp = 1, qui rapproche au maximum les probabilités de rejeter Hy aux deux
bornes 6y = 0.2,0.4. Le principe de symétrie aux bornes est ’élément majeur de

cette stratégie.

Principe de symétrie aux bornes (PSB). Dans le cas d’une hypothése nulle
composite ot lespace O est délimité par 2 bornes (i.e. Hy : {0 € [0,03] U [05,1]}),
le test TFNCS associé a la pondération (Ws, W) est dit symétrique auz bornes

(TFNCSSB) si il n'existe pas une autre pondération (w,,wy) telle que

| Pr(Rejet Hol0 = 03;w,, wy) — Pr(Rejet Hol0 = 05; wa, wy)|

< |Pr(Rejet Hy|0 = 03;15,,0%) — Pr(Rejet Hol0 = 03; 104, 10)|.

Le PSB met en avant I'importance égale des probabilités de rejeter Hy aux deux
bornes {0%, 05} de ©g pour le calcul de erreur de type 1 dans le test TENC S8, La
détermination de la pondération (w,,w,) nécessite une approche récursive. Pour les
hypothéses (5.4.1) et utilisant I’a priori de Jeffreys corrigé, on aboutit aux valeurs
limites (wg,wy) = (0.35,0.65) avec Pr(Rejet Hyold = 0.2) < Pr(Rejet Hyl0 = 0.4)
et (w,,wy) = (0.36,0.64) avec Pr(Rejet Hyl0 = 0.2) > Pr(Rejet Hy|0 = 0.4). Les
bornes S, S1u, So, et Soy pour ces pondérations sont données dans le tableau

(5.10). Les probabilités de rejeter Hy pour les valeurs § = 0.2,0.3 et 0.4 se trouvent
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Jeffreys corrigé Jeffreys classique
Sip | S | Son | Sow | Sin | Siw | Sar | Sow
w, = 0.35;w, = 0.65 27 32 49 68 27 32 49 71
w, = 0.36; w, = 0.64 27 32 50 69 27 32 49 71
w, = 0.5;w, = 0.5 28 33 51 70 _ . . .

TAB. 5.10 — Bornes (Si.1,S1,u,S2.1,S20) pour o = 0.05 (i.e. B, =1/19) et ny =

ny = 100
Pr(Rejet Hyl|6)
=02 | 6=03 |6=04
we = 0.35;w, = 0.65 0.098 0.890 0.087
w, = 0.36; w, = 0.64 0.083 0.896 0.099
w, = 0.5;w, = 0.5 0.056 0.895 0.135

TAB. 5.11 — Probabilités de rejeter Hy avec l’a priori de Jeffreys corrigé pour o =
0.05 (i.e. B, =1/19) et ny = ny = 100

dans le tableau (5.11).

Par rapport a (w,, w,) = (0.5,0.5), ces deux pondérations diminuent les probabilités
de rejeter Hy et font revenir les erreurs de type 1 en deca du niveau nominal a =
0.10. D’aprés le PSB, le test TENCS®P est associé¢ a la pondération (1,,w,) =

(0.35,0.65) car elle procure I’écart minimum
| Pr(Rejet Hol0 = 0.2;w,,w,) — Pr(Rejet Hyl0 = 0.4;w,,w,)| = 0.011.

Lerreur de type 1 est maxp—g.2,04(Pr(Rejet Hy|0;w,,w,)) = 0.098 associée & une
puissance Pow(60; = 0.3) = 0.89 et un effectif moyen Fy,—o3(N) = 151.4. Les figures
(5.11) et (5.12) permettent de mesurer l'effet de la pondération en superposant
respectivement les courbes de puissance et des effectifs moyens des tests TFNC S8

et TFNCS avec (wq, wp) = (0.5,0.5), associés a ’a priori de Jeffreys corrigé.

Pour chaque séquence (k,y) de la région de rejet Ry de Hy en période k du
test TENCSSB, le tableau (5.12) fournit également les valeurs de By(y|dse,) et
a*(By,seq) assocites a la variante du test TFCS* correspondant. La présentation

des valeurs de By (y) et a(By) obtenues avec 1'a priori de Jeffreys classique permet
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FIG. 5.11 — Courbes de puissance du test TFNCSSB (—) et du test TFNCS avec
la pondération (w,,w,) = (0.5,0.5) de l’a priori de Jeffreys (- - -) pour o = 0.05 et
ny= Ng = 100
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FIG. 5.12 — Courbes des effectifs moyens du test TFNCS5P (—) et du test TENCS
avec la pondération (w,, wy) = (0.5,0.5) de l’a priori de Jeffreys (- - -) pour of = 0.05
et n1= ny =100
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Jeffreys corrigé Jeffreys classique
(k,y) | Br(y|dseq) Risque* Risque B (y) Risque* Risque
(1,27) | 3.99 x 1072 | 3.84 x 1072 | 0.05 | 3.89 x 107% | 3.75 x 107 | 0.05
(1,28) | 2.96 x 1072 | 2.88 x 1072 | 0.05 | 2.90 x 1072 | 2.81 x 1072 | 0.05
(1,29) | 2.55 x 1072 | 249 x 1072 | 0.05 | 250 x 1072 | 2.44 x 1072 | 0.05
(1,30) | 2.72 x 1072 | 2.65 x 1072 | 0.05 | 2.68 x 1072 | 2.61 x 1072 | 0.05
(1,31) | 3.46 x 1072 | 3.34 x 1072 | 0.05 | 3.41 x107%|3.30x 1072 | 0.05
(1,32) | 473 x 1072 | 452 x 1072 | 0.05 | 4.68 x 1072 | 447 x 1072 | 0.05
(2,49) | 5.16 x 1072 | 4.90 x 1072 | 0.05 | 5.00 x 1072 | 4.76 x 1072 | 0.05
(2,50) | 3.88 x 1072 | 3.73 x 1072 | 0.05 | 3.75x 1072 | 3.61 x 1072 | 0.05
(2,51) | 2.84 x 1072 | 2.76 x 1072 | 0.05 | 2.74x 1072 | 2.67 x 1072 | 0.05
(2,52) | 203 x 1072 | 1.99 x 1072 | 0.05 | 1.96 x 1072 | 1.92 x 1072 | 0.05
(2,53) | 1.42x 1072 | 1.40 x 1072 | 0.05 | 1.36 x 1072 | 1.34 x 1072 | 0.05
(2,54) | 9.62x 1072 | 9.563 x 1072 | 0.05 |9.24x 1072 | 9.16 x 1073 | 0.05
(2,55) | 6.42x 1072 | 6.37 x 1072 | 0.05 | 6.12x 1073 | 6.09 x 1073 | 0.05
(2,56) | 4.27 x 1073 | 4.25 x 1072 | 0.05 | 4.00 x 1073 | 3.99 x 1073 | 0.05
(2,57) | 2.95x 1073 | 2.94 x 1073 | 0.05 | 2.65 x 1073 | 2.64 x 1073 | 0.05
(2,58) | 2.38 x 1073 | 2.37 x 1072 | 0.05 | 1.86 x 1073 | 1.85 x 1073 | 0.05
(2,59) | 2.37x 1072 | 2.36 x 1072 | 0.05 | 1.62x 1072 | 1.62 x 1073 | 0.05
(2,60) | 2.90 x 1072 | 2.89 x 1072 | 0.05 | 1.72x 1073 | 1.72 x 1073 | 0.05
(2,61) | 4.03x 1072 | 4.02x 1072 | 0.05 |225x 1073|224 x 1073 | 0.05
(2,62) | 5.87 x 1072 | 5.83 x 1072 | 0.05 | 3.18 x 1073 | 3.17 x 1073 | 0.05
(2,63) | 8.54 x 1073 | 847 x 1073 | 0.05 | 4.58 x 1073 | 4.56 x 1073 | 0.05
(2,64) | 1.22x 1072 | 1.21 x 1072 | 0.05 | 6.55x 107® | 6.51 x 1072 | 0.05
(2,65) | 1.71 x 1072 | 1.69 x 1072 | 0.05 | 9.19x 1073 | 9.10 x 1073 | 0.05
(2,66) | 2.35 x 1072 | 230 x 1072 | 0.05 | 1.26 x 1072 | 1.24 x 1072 | 0.05
(2,67) | 3.15x 1072 | 3.05 x 1072 | 0.05 | 1.69 x 1072 | 1.66 x 1072 | 0.05
(2,68) | 413 x 1072 | 3.97 x 1072 | 0.05 |222x 1072|217 x 1072 | 0.05
(2,69) _ _ _ 2.86 x 1072 | 2.78 x 1072 |  0.05
(2,70) _ _ _ 3.61x1072 | 3.49 x 1072 | 0.05
(2,71) _ _ _ 4.49 x 1072 | 4.30 x 1072 | 0.05
TAB. 5.12 — Facteurs de Bayes et risques associés au test TFNCSSP et a la variante

correspondante du test TFCS* pour o = 0.05 et ny = ny = 100
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F1G. 5.13 — Risques fréquentistes conditionnels du test TFCS* associé au test
TENCSSE obtenus avec les a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé (—)
pour o = 0.05 et n; =ny=100
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de mesurer I'impact de la correction dans le contexte des hypothéses (5.4.1).

Dans le plan expérimental dg., = {ni,J,na} associé aux hypothéses d’équivalence
(5.4.1), l'utilisation de I’a priori de Jeffreys corrigé par rapport a I’a priori de Jeffreys
classique induit une augmentation du facteur de Bayes By(y|dse,) > Bi(y). Ce
réajustement du rapport des évidences en faveur de Hy vient compenser les valeurs
du facteur de Bayes, qui sont en moyenne inférieures lors de 'arrét optionnel en
période 1 a celles obtenues en période 2 si 'expérience s’était poursuivie. L'effet de
la correction sur le test TF'CS* et sa variante se traduit par une augmentation des
risques conditionnels de rejeter Hy (et une diminution des risques conditionnels du
test TFCS* de l'accepter). De fait la zone de rejet de Hy du test TFNCSE et de la
variante du test T'F'C'S* correspondant diminue en période 2 de Rp) = IRE‘Q) = [49,71]

A Ry = Riy) = [49,68].

La figure (5.13) décrit les risques conditionnels du test T'F'C'S* correspondants au
test TFCSSP. La zone de non-décision subit un décalage vers les valeurs supérieures
de y ainsi qu’'un accroissement important en période 2. Le décalage est un effet
direct de la correction de I’a priori de Jeffreys alors que 'accroissement est di a
un changement de condition dans la régle (B.5.3) pour déterminer la zone de non-

décision.

5.4.3 Etude de lerreur de type 1 du test TFNCS®? en fonc-
tion du décentrage de O

Cette derniére section a pour objectif d’étudier le comportement du test TFNC S8
en fonction du décentrage dec du sous-espace ©y = [0, dec] U [dec + 0.2, 1] dans [0,1]
pour la limite o = 0.05 et leffectif n; = ny = 100. La pondération (w,,w;,) de I'a
priori de Jeffreys corrigé assure un centrage de la fonction puissance et des valeurs
pa = Pr(Rejet Hyl@ = dec) et pgecroo = Pr(Rejet Hyld = dec + 0.2) telles que

|Ddec — Pdec+o.2| S0it minimum.
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F1G. 5.14 — Pondérations (W,,wy) du test TFNCSB en fonction du parametre de
décentrage dec dans l'hypotheése Hy : {0 € [0, dec] U [dec 4+ 0.2, 1]} pour o = 0.05 et
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Fi1G. 5.15 — Erreurs de typel du test TENC®S® en fonction du paramétre de dé-
centrage dec dans Uhypothése Hy : {0 € [0, dec] U [dec + 0.2,1]} pour o = 0.05 et
ny :n2:100
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FIG. 5.16 — Bornes (Si.1,S1u) de la région de rejet de Hy du test TENCSB en
fonction du parameétre de décentrage dec dans I'hypothese Hy : {6 € [0, dec| U [dec +
0.2,1]} pour o = 0.05 et ny=ny=100
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FIG. 5.17 — Bornes (Sa.r,Say) de la région de rejet de Hy du test TENCSB en
fonction du parameétre de décentrage dec dans I’hypothese Hy : {0 € [0, dec] U [dec +
0.2,1]} pour o = 0.05 et ny=ny=100
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Les valeurs de pgec €t paecio2 en fonction de 6 telles que Dgec > Pdectro2 €t Pdec <
Ddec+0.2 Sont respectivement montrées dans les figures (C.46) et (C.47) pour dec
compris entre 0 et 0.4. Les valeurs de pgec €t Paecto.2 pour dec € [0.4,0.8] se déduisent
par symétrie. Les pondération (wg,,w;) correspondantes sont décrites dans la figure
(C.48) et on trouve les bornes associées (Si 1,51 ) en période 1 et (Sa,r,S2p) en

période 2 respectivement dans les figures (C.49) et (C.50).

Pour chaque valeur de dec, le choix de la pondération du test TFNCS? se porte sur
la valeur (W, Wp)—(wq, wp) qui correspond a la plus petite différence |pgec — Pdecto.2|
lorsque Paec > Pdect0.2 OU Paec < Pdecio2 (voir figure (5.14)). L’erreur de type 1 du
test TFNCSSP est ensuite le maximum des deux valeurs pge. et Ddec+0.2 Tetenues.
La figure (5.14) montre qu’il existe peu de valeurs de dec pour lesquelles cette erreur
dépasse le niveau nominal o = 0.10. Les bornes correspondantes (S, 51 ) en
période 1 et (S2.1,S2 1) en période 2 sont respectivement décrites dans les figures

(5.16) et (5.17).

5.5 Conclusion

La procédure séquentielle décrite dans cette section repose sur une regle d’arrét
et de rejet de Hy fondée sur une valeur limite unique du rapport des évidences
des deux hypothéses testées. On utilise simultanément un test fréquentiste non-
conditionnel (test TFNCS) et un test fréquentiste conditionnel (variante du test
TFCS*) admettant la méme régle de rejet de Hy. Dans le test TFNCS, le risque
d’erreur est fixé & un niveau nominal . Dans le test T F'NS*, les erreurs dépendent
de la séquence (k,y) et s’interprétent a la fois en terme de probabilité bayésienne

sur I’hypothése et de risque fréquentiste conditionné a une mesure de I’évidence.

Cette derniére application de I'a priori de Jeffreys corrigé montre le mécanisme de
compensation des effets de la séquencialité sur le rapport des évidences. La correction

réajuste le facteur de Bayes dans le sens de sa valeur moyenne si le plan expérimental
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ne comportait pas d’arrét optionnel. Elle modifie de fait les risques conditionnels du
test TFCS* et la zone de rejet de Hy commune aux deux tests. Suivant le sens du

réajustement du facteur de Bayes, la correction est conservatrice ou libérale pour le

test TENCS.

Dans le cas ou le sous-espace Oy sous Hy est un intervalle non disjoint, le condi-
tionnement de I’a priori de Jeffreys sur les paramétres du plan expérimental garan-
tit I'unicité des solutions. Pour un test d’équivalence avec le sous-espace disjoint
Oy = O2UBL—[0,03] U5, 1], une régle générale sur la répartition des poids associés
a chaque composante ©f est nécessaire pour garantir cette unicité. La stratégie pro-
posée dans ce chapitre s’appuie sur le principe de symétrie aux bornes qui préconise

des valeurs de Pr(Rejet Ho|0 = 62, 05) les plus proches possibles.

L’utilisation simultanée des principes sur lesquels se fondent les procédures fréquen-
tistes et bayésiennes aboutit & une approche optimale. Par rapport aux procédures
fréquentistes décrites dans la section (B.5), le test TFNCS est construit sur une
régle de décision directement interprétable et constante quel que soit la période
ou l'expérience s’arréte. Par rapport aux procédures bayésiennes classiques, la cor-
rection de 'a priori de Jeffreys définit un état d’ignorance conditionnellement au

paramétres du plan expérimental, en garantissant en plus I'unicité des solutions.

La mise a disposition d’un outil quantitatif puissant comme le facteur de Bayes
corrigé et la possibilité d’exprimer l'erreur en termes de risques conditionnels et
non-conditionnels en conjuguant I'inférence des tests TFCS* et TFNCS permet
d’interpréter les résultats a un niveau trés supérieur a celui proposé dans les procé-

dures existantes pour plans séquentiels.
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5.6 Discussion

R.Fisher, J.Neyman et H.Jeffreys ont chacun argumenté en faveur d’approches du
test d’hypothése conduisant & des interprétations différentes. R.Fisher concoit la
valeur de p = p(X) comme une mesure de 1'évidence en faveur de Hy. L’absence de
conditionnement sur I'observation X = x et I'utilisation d’une hypothése alternative
lui fait rejeter I’approche de Neyman qui fonde I'inférence sur deux types d’erreurs
liées au rejet ou non de Hy. L’idée d’une valeur prédéterminée de I'erreur de type 1
(= «) s’oppose a la nature aléatoire de p = p(X), qui est uniformément distribuée
sur [0, 1] sous Hy (voir Hubbard et Bayarri (2003) [35]). H.Jeffreys rejoint Neyman
dans la nécessité de poser une alternative mais s’oppose a la démarche fréquentiste

d’utiliser une aire-sous-la courbe comme outil d’inférence.

Le test BBW (décrit section (B.5.2)) peut étre interprété comme une tentative
de réconcilier ces trois points de vue (voir Berger (2003) [4]). L’idée est de suivre
I’approche de Neyman-Pearson en définissant formellement les risques fréquentistes
de type 1 et 2. On conditionne ensuite sur la valeur de p = p(X) (ou sur une fonction
strictement monotone de p comme le facteur de Bayes) sous Hy et H; qui mesure la
force de I’évidence, comme le suggérait R.Fisher. Les risques d’erreurs fréquentistes
obtenus sont égaux aux probabilités a posteriori de chaque hypothése, suivant la

démarche suggérée par H.Jeffreys.

Comme pour ’estimation par intervalle, I’approche fréquentiste non-conditionnelle
des procédures de test séquentiel nécessitent de définir a priori un ordre stochastique
pour les séquences d’observations. La difficulté est d’abord calculatoire pour définir
les bornes d’arrét de ’expérience. La méthode peut étre basée sur une optimisation
de la puissance ou du nombre d’observations attendu sous Hy ou H;. Le manque
d’unicité des solutions est une critique partagée avec 'approche bayésienne qui dé-
pend de la définition d’un a priori sous les deux hypothéses. Dans I'inférence fréquen-

tiste conditionnelle, Berger et Coll. (1994) [7] met en avant le conditionnement sur
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la statistique censée quantifier I’évidence potentielle en faveur des hypothéses pour
argumenter I'inutilité d’un deuxiéme conditionnement sur le nombre d’observations
réalisées. Comme dans 'approche bayésienne classique, les procédures fréquentistes

conditionnelles sont donc sujettes au biais expérimental induit par la régle d’arrét.

Bayarri et Berger (2004) |2] suggérent que toute démarche inférentielle devrait simul-
tanément s’appuyer sur les approches bayésienne et fréquentiste. Cependant cette
position consensuelle visait a argumenter le test BBIWW. La procédure présentée dans

ce chapitre va plus loin en apportant une réponse justifiée a cette assertion.
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Conclusion

Le principe de la régle d’arrét est une conséquence du principe de vraisemblance. Il
sous-entend que 1) la décision d’arréter I'expérience ne doit dépendre que des données
et que 2) les résultats ne dépendent en aucun cas du moment ou I'expérience s’arréte.
La formulation classique du théoréme de Bayes ne remet pas en cause ces principes
mais le biais expérimental qu’induit un arrét prématuré de 'expérience n’est pas
pris en compte dans l'inférence bayésienne. En acceptant une telle transgression, une
formulation alternative du théoréme de Bayes et les outils performants développés
dans cette thése apportent une réponse cohérente et justifiée au probléme de la régle

d’arrét dans l'inférence bayésienne.

Le cadre théorique se fonde sur la reformulation par R. de Cristofaro (1996) |24] du
théoréme de Bayes qui permet 'intégration de I'information sur le plan expérimental
dans la loi a priori. Cette réécriture offre une légitimité nouvelle a I’a priori de
Jeffreys qui garantit la propriété d’impartialité du plan expérimental. En considérant
que l'information sur le plan expérimental perdue dans la vraisemblance peut étre
récupérée dans l'information de Fisher, on exploite ensuite I'idée simple d’utiliser
une vraisemblance directement associée au plan d’échantillonnage pour dériver une

famille de lois a priori dont fait partie I'"a priori de Jeffreys corrigé".

Le cas de I’évaluation d’une proportion dans le contexte de K échantillonnages Bino-
miaux successifs conduit a considérer la loi Béta-J conjuguée avec la loi Binomiale.
Soient ny et Y respectivement le nombre prédéfini d’observations et le nombre de

succés observés pendant la période k& (1 < k < K) et soit M la va associée au
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nombre total d’analyses effectuées. En notant r, = ng/ny et Jy > Y = ZleYi la
zone de continuation de ’expérience en période k + 1, une loi a priori conditionnelle

au plan expérimental dg., est distribuée suivant une loi Béta-J, i.e.
©|dseq ~ Be(a,b, ¢;ny,ro, 73, i 1, Joy o Jr—1),
si elle a pour densité
p(Pldsey) = C ¢ 1 — d) 1 +roPr(M >2) + ...+ rgPr(M = K)“.
La régle d’arrét de 'expérience est définie par Pr(M > k) = Pr(Y € Jy|M > k—1).

L’a priori de Jeffreys corrigé est associée au paramétrage a =b=c=1/2. Il permet
de compenser les effets de la régle d’arrét proportionnellement au biais induit sur
I'estimateur du maximum de vraisemblance (i.e. la proportion observée). Ce résul-
tat étend les conclusions de R. de Cristofaro portant sur les a priori de Jeffreys

dans I’échantillonnage Binomial fixé et Binomial Négatif, respectivement distribués

suivant les lois Be(1, 1) et Be(0,1). Lorsque K =2, ny = 1, ny — +00 et que l'ob-
servation d’un succés conditionne ’arrét de ’expérience en période 1, I’a priori de
Jeffreys corrigé tend vers une loi Be(%, 1). Cette compensation intermédiaire entre

Be(3,3) et Be(0, 3) souligne la cohérence dans l'interprétation.

Ce rapport de thése contient des applications dans I'estimation ponctuelle, esti-
mation par intervalle et dans le test d’hypothéses lorsque K = 2. D’autres cas
lorsque K > 2 sont étudiés dans les propositions d’articles en annexe. L’ensemble
des méthodes bayésiennes développées présentent des propriétés fréquentistes remar-

quables.

L’étude dans 'estimation ponctuelle révéle le lien entre le paramétrage des lois Béta
dans ’échantillonnage fixe et Béta-J dans ’échantillonnage séquentiel. Le mode et la
moyenne des lois a posteriori respectivement fondées sur ’a priori Uniforme Be(1,1)
et ’a priori de Haldane Be(0,0) conduisent a I'estimateur du maximum de vraisem-

blance dans I’échantillonnage fixe. Dans I’échantillonnage séquentiel, les estimateurs
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associés au mode et a la moyenne dérivés de distributions a priori de type Béta-J
respectivement paramétrées par a = b = ¢ = 1 et a = b = 0,c = 1 présentent
des propriétés remarquables en terme d’interprétation, de biais et d’écart quadra-
tique moyen. La dérivation d’une forme analytique simple du mode constitue une

alternative avantageuse dans la majorité des plans séquentiels.

Dans I’échantillonnage Binomial fixe, I'intervalle de crédibilité construit a partir de
I'a priori de Jeffreys classique présente des propriétés optimales en terme de taux
de recouvrement et de longueur moyenne. On a montré que l'intervalle construit
a partir de I’a priori de Jeffreys corrigé conserve ces bonnes propriétés en venant
compenser l'effet de la régle d’arrét sur les bornes. La supériorité de cet intervalle
est établie en terme d’interprétation par rapport a 'intervalle de Jennison-Turnbull

qui reste la seule réponse fréquentiste au probléme de la régle d’arrét.

Bayarri et Berger (2004) [2] suggérent que toute démarche inférentielle devrait simul-
tanément s’appuyer sur les approches bayésienne et fréquentiste. Cependant cette
position consensuelle visait a promouvoir le test fréquentiste conditionnel BBW.
La procédure de test présentée dans le chapitre (5) va plus loin en apportant une
réelle justification a cette assertion. On utilise simultanément un test fréquentiste
non-conditionnel et un test bayésien admettant comme régle d’arrét et de rejet de
Hjy une méme valeur limite du facteur de Bayes. L’a priori de Jeffreys corrigé offre un
mécanisme de compensation des effets de la régle d’arrét sur le rapport des évidences
des deux hypothéses testées. Le réajustement du facteur de Bayes va dans le sens de
sa valeur moyenne si le plan expérimental ne comportait pas d’arrét optionnel. Dans
le test fréquentiste non-conditionnel, les risques d’erreur sont fixés a des niveaux
nominaux « et (3. Dans le test bayésien, les erreurs dépendent de 'observation et
s'interprétent en terme de probabilités d’erreurs des hypothéses. Pour la plupart des
séquences observées, ces probabilités d’erreurs se réinterprétent en terme de risques

fréquentistes conditionnels & une mesure de 1’évidence.

L’utilisation simultanée des principes sur lesquels se fondent les procédures fréquen-
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tistes et bayésiennes aboutit & une approche optimale. Par rapport aux tests fré-
quentistes non-conditionnels, la régle de décision est facilement interprétable et reste
constante quelle que soit la période. Par rapport aux procédures bayésiennes clas-
siques, la correction de l'a priori de Jeffreys définit un état d’ignorance condition-
nellement aux spécificités du plan expérimental et garantit I'unicité des solutions.
[’énoncé d’un principe sur la répartition des poids de la loi a priori sous Hy offre en
plus 'opportunité de minimiser les risques de type 1 associés & chaque composante

d’une hypothése nulle disjointe.
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Discussion et perspectives

En acceptant plus ou moins dogmatiquement le principe de vraisemblance et son lien
implicite avec la formulation classique du théoréme de Bayes, les statisticiens bayé-
siens n’ont pas su proposer de solutions au probléme de la régle d’arrét. Dans le sens
inverse les procédures bayésiennes ont peu d’écho dans les sciences expérimentales,

dés lors que le plan expérimental peut avoir un effet sur le résultat.

L’utilisation de la régle de Jeffreys pour déterminer la loi a priori est d’abord justi-
fie par la propriété d’invariance (voir Jeffreys (1961)[36]). Box et Tiao (1992) [12]
argumentent ensuite sur le principe de translation de la vraisemblance. Enfin R. de
Cristofaro (1996) [24] apporte une nouvelle justification avec le principe d’impartia-
lité du plan expérimental. L’idée nouvelle de formaliser I’a priori de Jeffreys a partir
de l'information de Fisher d’'une vraisemblance d’échantillonnage Binomial séquen-
tiel offre pour la premiére fois une perspective bayésienne formelle et cohérente au

probléme de la régle d’arrét.

Cette thése a montré le potentiel des procédures construites a partir d’un a priori
intégrant les spécificités du plan expérimental. Par rapport aux procédures bayé-
siennes classiques la correction apportée permet de compenser le biais induit sur la
distribution a posteriori ainsi que sur les indicateurs bayésiens qui en sont dérivés

dans I'estimation ponctuelle, ’estimation par intervalle et le test d’hypothéses.

La supériorité par rapport aux procédures fréquentistes, y compris celles tenant

compte de la reégle d’arrét, est plus surprenante. Dans celles-ci, le prix a payer pour
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le respect des propriétés fondamentales se traduit par une difficulté d’interpréta-
tion. On a montré les incohérences de I'estimateur sans biais de variance minimum
et des intervalles de confiance fondés sur un ordre stochastique des séquences hy-
pothétiques. De plus cet ordre présente la contrainte d’introduire un élément de
subjectivité dans l'inférence sur le paramétre, ce qui est habituellement reproché
aux procédures bayésiennes qui nécessitent la détermination d’une loi a priori. Pour
le test d’hypothéses, le défaut d’interprétation et ’absence d’unicité des bornes de
rejet de 'hypothése nulle dans les procédures fréquentistes sont des contraintes en-
tierement supprimées dans la procédure bayésienne présentée dans cette thése. De
plus, la définition d’une distribution a priori satisfaisant le principe d’égalité au
bornes garantie une répartition juste du risque « entre les différentes composantes

d’une hypothése nulle disjointe.

La reformulation du théoréme de Bayes par R. de Cristofaro justifie I'utilisation de
lois a priori intégrant la régle d’arrét. Le travail novateur réalisé dans cette thése
donne un contenu formalisé dans I’échantillonnage Binomial. L’apport pour I'infé-
rence bayésienne est fondamental. Il ouvre la voie & la détermination de lois a priori

dérivés de l'information de Fisher visant & optimiser les propriétés fréquentistes.

Le choix délibéré de proposer une solution globale - concept, estimation, intervalle
de confiance, test - dans I’étude d’une proportion s’est fait au détriment d’un tra-
vail plus large concernant d’autres types d’échantillonnages (Normal, Poisson,..) ou
d’autres problématiques. Un effort de recherche reste donc a accomplir en direction
des éléments restants. Des développements sont également envisageables dans toutes

les disciplines utilisant I'information de Fisher.

Enfin, une remise en cause sérieuse des principes de vraisemblance et de la régle
d’arrét peut maintenant étre argumentée. Dans une formulation plus directe, une
procédure inférentielle qui ignore 'information sur le plan expérimental ne peut plus

étre qualifiée d’optimale.
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Annexe A

Notions de base

L’objectif de ce chapitre est de définir le cadre théorique et de rappeler les concepts
généraux qui sont utilisés dans la partie princeps du document. Les énoncés sont

illustrés dans la perspective d’une étude sur les proportions.

A.1 Eléments de probabilité

Une expérience, pouvant donner lieu a des résultats différents lorsqu’elle est répétée
dans des conditions identiques, est qualifiée d’aléatoire si son résultat ne peut étre
prévu a 'avance. On considére le résultat de cette expérience comme un élément
w de I'ensemble fondamental €2 des résultats de toutes les expériences susceptibles
d’étre menées. Le résultat peut prendre la forme d’une simple observation ou bien

d’une quantité fonction de cette observation.

Un événement est une assertion logique associée au résultat de ’expérience. Il est
réalisé si la proposition correspondante est vérifiée par I'expérience. Dans une dé-
marche probabiliste, on associe un événement a la partie des éléments de 2 qui lui

correspond.

On note P(2) Uensemble des parties de Q dans lequel on peut définir une classe
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de parties appelée tribu T € P(2) dont chaque élément est considéré comme un

événement. Pour cela T doit satisfaire aux trois axiomes suivants :

1. VA un événement tel que A € T et soit A son complémentaire dans € alors

AeT,
2. YAy, Ag, ..., A, € T un ensemble dénombrable d’événements alors | J A; € T
3. QeT.
Le couple (€2, 7T) constitue un espace probabilisable (mesurable) sur lequel on définit
une probabilité (mesure) P, : T +— [0, 1] telle que soient vérifiées les conditions
1. P,(Q2) =1,
2. VA, Ay, ..., A, € T un ensemble dénombrable d’événements incompatibles
alors P,(JA;) = >, Pu(4).

Le triplet (€2, T, P,) constitue un espace probabilisé.

La probabilité conditionnelle tient une place fondamentale parmi tous les concepts
probabilistes. Pour A, B € T, on appelle probabilité conditionnelle de A sachant B,

que l'on note P.(A|B) dans ce paragraphe, la probabilité définie par
PA(AIB) = Pu(AN B)/Pu(B).

On vérifie facilement que P, satisfait les deux conditions ci-dessus. C’est donc une

nouvelle probabilité définie sur I'espace probabilisable (€2, T).

Le théoreme de Bayes découle d'une application directe des probabilités condition-

nelles. Dans 'énoncé, P désigne toute probabilité définie sur (2, 7).

Théoréme de Bayes. On considére A un événement et By, Bo, .., B une partition
compléte de Q0. En supposant connue la probabilité conditionnelle P(A|B;) ainsi que
les probabilités marginales P(B;), on dérive la probabilité associée a B; condition-
nellement a une observation de A par ’équation

P(A|B;)P(B;)  P(A|B;)P(B;)
P(A) S P(A|B))P(B))

P(B,|A) = (A.L1)
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Le concept de variable aléatoire formalise la notion de grandeur variant suivant le

résultat d’une expérience aléatoire.

Définition. Une variable aléatoire (va) X est une application mesurable d’un espace
probabilisé (Q, T, P,) dans un espace probabilisable (E,&). La mesure PX est une
probabilité associée a X si quel que soit C €&, PX est la mesure image de P, par
X, c.a.d

PX(C) = Py({uw; X(w) €CY) = Pu(X7A(C)).

Un résultat w € Q peut étre associé a un couple de va (X,Y’). On écrira alors la

fonction de distribution jointe
p(z,y) = Pr(X=x,Y =y) = Pr({w; X(w) = =}, {w;Y(w) = y}),
et la fonction de distribution de X conditionnellement & une valeur ¥ =y

plzly) = Pr(X=z|Y =y) = Pr({w; X(w) = 2}[{w; Y (w) = y}) = p(z,y)/p(v).

Si X est une va discréte a valeur dans I'ensemble E, on notera I’espérance mathé-

matique

E[X] = /X(w)de = /deX(x) =>  Pr(X=u).
Q

E zeF
Au dela de ce chapitre, la mention au résultat w €€) n’apparaitra plus. Par exemple,
si x € € est une valeur possible d'une va discréte X : (Q,T) — (E, £), la probabilité
associée a I’événement {w; X (w) = x} sera notée Pr(X = ) ou encore p(x) qui

exprime la fonction de distribution de X.

A.2 Echantillonnage

Dans la démarche statistique, on suppose que 1’observation x est la réalisation sur
I’échantillon observé d’une va X définie sur I'espace des observations X. Par opposi-
tion a la démarche probabiliste ou la loi de probabilité suivie par le phénoméne que

I’on cherche a modéliser est supposée connue, la démarche statistique sous-entend

217



que X est distribuée suivant une loi de probabilité Fy indexée par un parameétre
inconnu # contenu dans ’espace des paramétres ©. Py est appelée loi d’échantillon-
nage et sert a caractériser I’ensemble des observations que I’on aurait pu obtenir par

le méme procédé en répétant I’expérience un grand nombre de fois.

Définition. On appelle modéle statistique le triplet (X, T, Py;0 € ©) o Py est une
famille de lois de probabilité définie sur T une tribu fizée de X [’espace des échan-
tillons. On appelle statistique sur ce modéle toute application S, indépendante de 0,

a valeur dans un autre espace probabilisable.

Pour définir la probabilité Py, il est nécessaire de caractériser un espace probabi-
lisable et donc de fixer une tribu. On supposera dans la suite que Py est toujours
définie, avec une forme analytique connue, et que ’ensemble des parties de X est
mesurable. La mention & la tribu sur X sera implicite et on utilisera le doublet

(X, Pp; 0 € ©) pour définir le modéle statistique correspondant.

On considére une série de n observations x = (1, xs, ..., r,) de n va binaires X =
(X1, Xa,..., Xy), avec X; =0 ou 1 indépendantes conditionnellement & une valeur
fixée de 6 et ayant une méme probabilité 0 de succés (i.e. Pr(X;=1) =46). La va X
est alors une séquence {0, 1}" de n tirages de la loi de Bernouilli (X;~ Ber(0)) avec
chacun une fonction de distribution

0 siz; =1

p(z;]0) = 6% (1 — 0)" = {

1—6 sinon.

Le modéle d’échantillonnage associé est le modéle de Bernouilli ({0, 1}", Ber(0)®™; 0 €
[0, 1]) ou Ber(0)®™ est la loi puissance n de la loi Ber(#). La fonction de distribution
jointe de X s’écrit

plx]o) = [T o1 - gy
1=1

pour les 2" valeurs possibles de x.

Le modele Binomial est dérivé du modeéle d’échantillonnage de Bernouilli par la

statistique S : (1, Z2, ..., x,) — Yy = Y ., ;. La va associée Y est distribuée suivant

218



la loi image de Ber(0)®™ par S; ¢’est une loi Binomiale Bin(n, ) définie dans I'espace

{0,1,..,n} avec une fonction de distribution

p(yl0) = (Z) 6Y(1 — 6)"v.

La fonction de distribution de Bin(n,#) est la fonction de distribution de Ber(6)®"
multiplié par un facteur combinatoire C?¥ qui est la probabilité d’obtenir la séquence
x = (x1, T3, ..., T,) pour une valeur y fixée. Les propriétés de la loi de Bernouilli en
terme d’espérance F[X;|0] = 0 et de variance V[X;|0] = 6(1 — 6) conduisent a celles
de la loi Binomiale E[Y|0] = nf et V[Y|0] = nf(1 — 0).

De plus I'égalité
p(y + 110) (n—y)o

p(y|0) (y+1)(1—0)

permet de déduire que la fonction de distribution de Bin(n,#) est croissante en y

(i.e. p(y + 1|0) > p(y|)) tant que
y<(n+1)0-1
et décroissante sinon et que le mode est atteint lorsque
mode(p(y|0)) = [(n +1)0] _,

ou []_ désigne la partie entiére.

La va T = Y/n (taux de succés) posséde la méme fonction de distribution que Y

pour les valeurs t = 0,1/n,2/n,..,1. En posant y = nt,

p(t]6) = (:t) oL(1 — )1,

On en déduit que E[T'0] =0 et V[T'|0] = 6(1 —0)/n.

Dans la suite, F[Y|0] sera noté Ey|Y].
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A.3 Reéduction des données

Le principe de réduction des données consiste a utiliser une statistique fonction de
I'observation afin d’en réduire la dimension. Si en plus la statistique satisfait la

propriété d’exhaustivité, on ne perd aucune information sur le paramétre étudié.

Définition. Une statistique S définie sur un modéle (X, Py; 0 €0©) a valeurs dans E
est exhaustive pour 0 si p(X|S = s), la fonction de distribution de X conditionnel-

lement a une valeur S = s, ne dépend pas de 0 Vse FE.

Par exemple, si X = (Xj, Xy, ..., X;,) est un n-échantillon dans le modéle de Ber-
nouilli ({0,1}", Ber(0)®"; 6 € [0, 1]), I'information sur 6 contenue dans ¥ = 3" | X;
peut complétement se substituer a celle contenue dans X car Y satisfait la propriété
d’exhaustivité : I'approche par probabilités conditionnelles permet de démontrer que
la distribution de X sachant Y = y ne dépend pas de 6.

PriX=xNnY =y)
Pr(Y =y)

o 0% (1—-0)" T . .
("1)9y(1—9)n7y L2 T =y
= Yy

PriX=x|Y =y) =

0 sinon
_ 1/(;) si )i T =Y
0 sinon

On peut également chercher a mesurer I'information sur 6 contenue dans X pour
déterminer si cette information est conservée lorsque les données sont résumeées par
une statistique. Dans cette perspective, le théoréme de factorisation permet de savoir

si une statistique est exhaustive pour 6.

Sion note L(0; xq, xs, .., x,) la probabilité conjointe de I’échantillon p(xy, 23, .., x, | 0) =
PrXi=zNXe=zoN...NX,=2x,]0), L(0;x) comme fonction de 6 seul est ap-
pelée vraisemblance de 6. On remarque que L(#; X) est une va, mais également une

statistique exhaustive par définition.

Théoréme de Factorisation. Une statistique S définie sur le modeéle (X, Py; 6 € ©)
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est exhaustive pour 0 si
L(0;z) = g(s,0)h(z)
ot h(x) ne dépend pas de 0 et g(s,0) dépend de x uniquement a travers s, la valeur

observée de S.

En d’autres termes, une fois s observée, aucune autre information en provenance de

I’échantillon n’apporte d’information supplémentaire sur 6.

Dans le modeéle ({0,1}", Ber(0)®";0 €0, 1]), la vraisemblance s’écrit
L(;x) = [[ (1 = o) = o= (1 — g2,

i=1
L’identification g(x,0) = [/, 6% (1 — )" % et h(x) = 1 démontre que X =
(X1, X5, .., X,,) est une statistique exhaustive pour 6. En posant y = > "  x;, la

vraisemblance s’écrit également
L(0;x) = 6Y(1 — (9)(717”,

ce qui permet une deuxiéme identification g(y,8) = 0Y(1 — 6)% et h(y)=1. La va

associée Y est donc une autre statistique exhaustive pour 6.

Le concept de minimalité intervient pour définir une statistique qui puisse réduire
au maximum les donnée sans perte d’information.

Définition. Soient h(x,z;0) = [1;_, L(0; z;)/ [\, L(0; z;) le rapport des vraisem-
blances en x,z € X", la statistique S est exhaustive minimale pour 0 si h(x,z;60) est

indépendante de 0 dans 'unique cas S(X) = S(Z).

Dans le modele ({0,1}", Ber(9)®™";0€]0,1]) avec x,z€{0,1}", on a

(I, LO;z) T, 6%(1— )= /g \=imhias
I L6;z) T, 07(1—6)m—=)  \1-40

n

On note que l'expression (1%6,) i=1%i~2i=1% est indépendante de 6 uniquement si

dor i xi =Y., 2z Lastatistique Y =5(X)=>"" | X; est donc exhaustive minimale

1=
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Une statistique exhaustive S atteint un certain degré d’optimalité dans la réduction
des données si elle est minimale mais également si aucune fonction g de S n’est libre.

Dans ce cas, S est une statistique compléte.

Définition. Soit S une statistique définie dans le modéle (X, Py;0 € ©) et F' une
famille de fonctions définie de X dans R, S est F-compléte si quelle que soit la
fonction g telle que go S € F et V0 € O, on a

/QOSdszO:gOS:OPg—p.s.
X

Dans le modéle ({0,1,...,n}, Bin(n,0);60 € [0,1]), la va Y ~ Bin(n,f) est une

statistique compléte car I’équation

0= ég(y) (Z) 0v(1— )Y
= (1= ég(y) (Z) (%)y

aboutit a la résolution d’un polynéme de degré n dont la seule solution est g(y) = 0.

Si 'on dispose d’une statistique exhaustive, le théoréme de Rao-Blackwell permet
d’améliorer au sens de la variance les performance d’un estimateur sans biais de 6

(i.e. Eg[058] = 0).

Théoréme de Rao-Blackwell. Soit 0 un estimateur et S est une statistique ex-

haustive pour 6, on a l'inégalité

Ey[E[0]S] — 6] < Eq6 — 0]

Le théoréme de Lehman-Scheffé va plus loin en utilisant la statistique exhaustive

compléte.

Théoréme de Lehman-Scheffé. Si 058 est un estimateur sans biais de 0 et S
une statistique ezhaustive complete alors Uestimateur 0VUVMSB = E[05B|S] satisfait
Vinégalité Va[0VUMSB] < Vy[65B]. Lestimateur 0VUMSB est sans biais de variance

uniformément minimum (VUMSB) pour toute valeur de 6
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Démonstration. D’aprés le théoréme de Lehman-Scheffé, si S est une statistique
exhaustive compléte dans un modéle statistique et la fonction h(S) un estimateur

sans biais de 6 alors h(S) est I'estimateur VUM SB de 6.

On suppose maintenant que 7' est un autre estimateur sans biais de 6. D’aprés
le théoréme de Rao-Blackwell, T' est amélioré par E[T|S]. Ainsi, si h(S) n’est pas
VUMSB alors il doit exister une autre fonction ~A*(S) qui est sans biais et dont la

variance est inférieure a celle de h(S) V8 € ©.

La statistique S étant exhaustive compléte, 1'égalité

0

Eg[h"(S) — h(S)]

implique que h*(S) = h(S).

On démontre ainsi 'unicité d’un estimateur VUM SB. O

A.4 Information de Fisher

Ce qui précéde nous montre tout 'avantage de travailler avec une statistique qui pré-
serve l'information en provenance des données ; 'information de Fisher nous donne

un moyen de la quantifier.

Définition. On appelle information de Fisher I,(0) apportée sur 0 par un n-échantillon

la quantité positive ou nulle :

I,(0) = E

(% LogL(Q;x)>2] . {%LogL(@;x)} (A1)

La pente en 6 de la courbe de vraisemblance est associée a la valeur de %LogL(@; X).

On note 'importance de cette va dans la démonstration de (A.4.1).

Démonstration. La vraisemblance L(6;x) est une fonction de distribution car

Z L(0;x) =1.

xeXn
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En dérivant les deux membres par rapport a 6 et en utilisant I’égalité

0

0
%L(e;x) = L(0;x)—LogL(0;x), (A.4.2)

00

on trouve

Z (%LogL(@;x)) L(6;x) =0

xeXn

ce qui montre que %LogL(@; X) est une va centrée de variance I,,(6).

En dérivant une seconde fois et en utilisant de nouveau (A.4.2), on trouve
0 0 ?
x;c:n (ﬁLogL(Q; x)) L(0;x)dz + X;C:n <%LogL(9; x)) L(#;x)=0

ce qui finit de démontrer (A.4.1). O

Lorsque I'espace © > 6 ne dépend pas de la valeur de 6, on a la propriété d’addi-
tivité I,(6) = nl;(0) qui signifie que chaque observation indépendante & la méme
importance. Dans le modéle Binomial avec Y ~ Bin(n, ), on a
0? 0?
—Fy [ﬁLogL(Q; Y)] =—Fy {ﬁ(YLog(Q) + (n—=Y)Log(1—0))

n

01— 0

L’information de Fisher dépend de 6. Elle est maximum pour les valeurs extrémes
de 0 (i.e. 8 — 0 ou § — 1), ce qui indique que l'information apportée par le modéle
est maximum pour ces valeurs. L’estimateur du mazrimum de vraisemblance permet

une interprétation plus intuitive de I'information de Fisher.

Soit 'observation x € X, la valeur de 6 pour laquelle L(6; z) est maximum est celle

qui maximise la probabilité d’observer de nouveau x si I’expérience était répétée.
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Définition. L’estimation du mazimum de vraisemblance ég\g)v est la valeur de 6 pour

laquelle la vraisemblance L(0,x) est mazimum. La va associée OMV st Uestimateur

du mazimum de vraisemblance (EMYV).

Dans un modéle d’échantillonnage, si LogL(6,x) est dérivable en 6, P'estimation
Qé‘ﬁ)v est la solution de I’équation % LogL(0;x) = 0. L’invariance est une propriété

importante de VEMV (i.e. g(0™Y) est TEMV de g(f)).

L’information de Fisher permet de caractériser la précision de ' EMYV en apportant
une mesure du pic de la courbe de la log-vraisemblance autour de la valeur de éf‘:{)‘/ .
Un pic mal défini est caractérisé par une évolution lente de la pente %LogL. Ce cas

correspond a des valeurs peu élevées de 25 Log L et de I;(0) aux alentours de éf‘:{)‘/

Démonstration. L’égalité pour la quantité dérivée

1 9? 1~ 0
—E@LOQL = 802[/09]9(%’9)
permet de l'interpréter comme la moyenne de n fonctions identiques de (x1, ..., z,).

En supposant que 6 est la valeurs vraie de 6 telle que les x; sont tirés d’une distribu-
tion p(x;]@), alors pour n suffisamment grand, cette moyenne converge en probabilité

vers son espérance

0? 0?
—E.,1600 {92 Logp(;z:Z]G)} B — Log p(x;]0)dz; = —— Z Logp (x;10) = a(0, 6)).
D’autre part, toujours pour n suffisamment grand, oMV converge en probabilité vers

0y. En regroupant, il vient les égalités

1 92 A
(__—Log L) (Q(x) ,90) ~ a(e(z) 79(:1;) ) = ]1(9?31{)‘/)

A contrario, un pic bien défini de la courbe de la log-vraisemblance est associé a

des valeurs élevées de I(f) pour les valeurs de 6 proches de HAM)V , caractérisant un
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EMYV plus précis. Cette interprétation est conforme a l'inégalité de Cramer-Rao :
si OMV est sans biais, la variance de 6MV tend asymptotiquement vers I, '(6) .

On peut enfin formaliser le lien existant localement entre la vraisemblance, I’ EMV
et I,(0). Un développement limité d’ordre 2 en éé‘f)v permet d’approcher la log-

vraisemblance par

n

Log(L(0;x)) = LOQ(H L(0; ;)
~ Log(L(ég\;f)V; x)) + %(9 — ég\a{)v)z (3_

22 Log L>

AMV
O

On déduit de la forme exponentielle

R 1 A 0?
L(6;x) = exp (Log(L(@f\f)v; x))+ 5(0 - 9%‘/)2 <wljog L) ) )
ot
2

1 . 0
~ exp (5(9 — 9%‘/)2 (892 Log L) éMV> .

(x)

Ainsi la vraisemblance est approximativement distribuée en 6 suivant

. 52
L(#;x) ~ N <9€‘;{)V, -1/ (wLOg L) ) V) .
oM

(=)

Aprés une nouvelle approximation, on obtient enfin la relation

L(B;x) ~ N (04, 1,1 6))

Par opposition au principe d’exhaustivité, une statistique ancillaire n’apporte, par

elle méme, pas d’information sur le paramétre.

Définition. Une statistique A = g(X) définie sur le modele (X, Py; 0 €©) est ancil-
laire pour 0 si

P(Al0) = P(A)

ne dépend pas de 0, V0 €O,
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Dans le modéle Binomial, on déduit aisément I'estimateur oMV =Y /n. D’autre part,
si IV la va associée a la taille de I’échantillon est rattaché a un processus aléatoire dans
une expérience ou la réalisation n est indépendante du résultat, N est une statistique
ancillaire pour 6 dans ce modéle. La valeur de n n’apporte aucune information sur
0 bien qu’elle soit un élément majeur du plan expérimental. Elle permet en outre de

caractériser la précision de VEMV puisque lim,_. Vy[0MV] = 6(1 — 6)/n.

Corollaire. La vraisemblance en 6 basée sur une va X est égale a la vraisemblance
en 0 basée sur X conditionnellement a la valeur d’une statistique ancillaire. Soit A

la statistique ancillaire, on a

L(0;z) = p(z]0) = p(x|a, 0).

Démonstration.
p(z]0) = p(x, al0) = p(z|a, O)p(ald).

En notant que la vraisemblance en 6 basée sur une statistique ancillaire est constante

(i.e. p(alf) = ¢), on trouve finalement que

p(x]0) o< p(zfa, 0)

227



Annexe B

Inférence statistique

Dans ce document, on considére que 1’observation provient d’un modeéle statistique
(X, Pp; 0 € ©) paramétré par un scalaire ¢, qui résume l'information du phénoméne
que l'on cherche a étudier. D’autres approches (Jeffreys (1964) [36]) sous entendent

que ’ensemble de ces phénoménes sont par nature aléatoires.

Les méthodes d’inférence répondent a deux problématiques : I'estimation ponctuelle
ou par intervalle de la valeur de 6 et ’acceptation ou le rejet d’hypothéses portant sur
une valeur ou un ensemble de valeurs de 6. Les inférences bayésienne et fréquentiste
sont décrites dans la premiére section. Des méthodes de référence pour 'estimation
et le test sont ensuite exposées pour I’évaluation d’une proportion dans I’échantillon-

nage fixe. La derniére section est dédiée a l'inférence fréquentiste conditionnelle.

B.1 Approches bayésienne et fréquentiste

L’approche bayésienne a été développée par Pierre-Simon Laplace (1749-1827) et
Thomas Bayes (1702-1761). Elle est cohérente avec la théorie des probabilités et

résulte d’une simple application du théoréme de Bayes.

Dans équation (A.1.1), si I'on remplace la probabilité P(A) par une distribution
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prédéfinie I1(df) = p(0) et P(A|B;) par la loi d’échantillonnage de probabilité p(x|6),
on dérive la distribution a posteriori I1(df|x) = p(0|x)

plop®)  plelop®)
o) T p(al0)p(0)do

0cO

p(0]x) =

p([0)p(6) (B.1.1)

Les assertions probabilistes sur 6, portées par la va associée 1, sont censées quantifier
le degré d’incertitude sur sa valeur. Dans ’approche bayésienne, on accepte de fait

I'idée d’une information a priori sur € que ’on formalise dans la distribution a priori

de probabilité p(6).

Dans le modéle Binomial on Y ~ Bin(n, §), une loi a priori sur 6 du type ¢ ~ Be(a,b)

est associée a une loi a posteriori ¥/y ~ Be(a +y,b+n —y).

Démonstration. Pour tout 6 € [0, 1], la loi Béta Be(a,b) admet pour densité

I'(a+0b)

p(0) = WQG_IU — 0"

De plus pour tout y € {0,1,...,n}, la densité jointe p(y, ) est définie par

p(y.0) = (Z) %9%“1(1 — gyl

En intégrant sur 6, on dispose de la densité marginale pour y d’une loi connue sous

le nom de Béta-Binomiale de paramétre n, a et b :

m(y) = /0 p(y,0)do

B <n) I'a+0) 'y +a)l'(n—y+0b)
~ \y/ T(a)l(b) I'(n+a+b)

La loi a posteriori de ¥ sachant y est une Be(y + a,n —y + b). Sa densité s’obtient

par
. p(ya 0) _ F(n +a+ b) yta—1/q9 _ pg\yn—y+b—1
PO ="y ST ratm—yry. GO

L’écriture du modéle bayésien intégre les assertions probabilistes portées sur le pa-

rametre.
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Définition. Le modele statistique bayésien est un modéle statistique (X, Py; 0 € O)

tel que l’espace du paramétre 6 soit muni d’une loi de probabilité appelée loi a priori.

L’idée d’inverser le role de I'observation et du paramétre dans p(z|f) pour déterminer
p(0]x) est a l'origine de 'inférence fiduciaire (Fisher (1956) [31]). Cette démarche
s’appuie sur le principe du pivot et ne fait pas intervenir d’autre quantité que la loi
d’échantillonnage. Elle consiste a déterminer une loi de distribution sur le paramétre
probabilisé en normalisant la fonction de vraisemblance. La densité de la loi fiduciaire

se dérive par
L(0; x)
p(0lx) = :
feee L(6;z)do

En s’affranchissant d’une loi a priori sur 6, la loi fiduciaire pour 6 n’exprime que
I'information apportée par les données. Cependant, les difficultés liées a la résolution
analytique n’ont pas permis le développement de 'inférence fiduciaire au dela des
cas triviaux. Le développement des lois a priori non informatives dans ’approche

bayésienne permet toutefois d’en conserver le cadre conceptuel.

L’approche fréquentiste a été développé au début du XXéme sieécle par Ronald Fi-
sher (1890-1962), et Jerzy Neyman (1894-1981) pour le test d’hypothése dans son
approche décisionnelle. Par opposition a I'inférence bayésienne, aucune assertion pro-
babiliste n’est portée sur 6 € ©. L’inférence fréquentiste se fonde sur la distribution
d’échantillonnage et le principe de répétition de I'expérience. Elle s’interpréte sur
I’hypothétique espace d’observations X dont fait partie celui que 'on a observé. La
performance des procédures fréquentistes se mesurent en moyennant les résultats sur

Iespace X.

B.2 Estimation ponctuelle

Dans le modéle statistique (X, Py;0 € ©), on x € X désigne la réalisation de la va

X sur le n-échantillon observé et Py la loi d’échantillonnage de probabilité p(z|0),
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Iestimation ponctuelle consiste & approcher les valeurs de 6 a partir de x. Un esti-
mateur 7' est donc une statistique fonction de la va X a valeurs dans un domaine

acceptable pour le paramétre 0 € ©.

L’inférence fréquentiste permet d’établir que 0 est un estimateur non-biaisé¢ de 6

(i.e. Eg() = 6). Si I'expérience était reconduite une infinité de fois dans les mémes

conditions, la valeur moyenne de |’estimation é(m) serait 0 (loi des grands nombres).

Dans I'approche bayésienne, la loi a posteriori p(f|x) est considérée comme le meilleur
résumé de I'information sur 8, une fois 'expérience réalisée. Par analogie avec I’ EM YV,
on peut en donner le mode, qui est également le maximum de p(z|0)p(#), ou encore
la moyenne et la médiane. Le mode conserve certaines propriétés d’optimalité de

I’EMV, en particulier celle de 'invariance lorsque la loi a priori est uniforme.

Dans le modéle Binomial, les estimateurs bayésiens découlent des caractéristiques

de la loi béta Be(a, ) dont la moyenne s’écrit

I'(a+P) ' a-1(1 _ m\B-179 _ I(a+p) M(a+1DI(B)
T(a)T(ﬁ)/o O =0 = ) Tt 51 1)
T a +

Le paramétrage de la loi a posteriori de 9, a savoir a=a+y et =b+n —y, conduit
a 'estimation

a—+vy

a+b+n
a+b a n Y

atbtnatb atbinn

Moy(p(fly)) =

Moy(p(fly)) s’écrit donc comme une combinaison linéaire de la moyenne a priori
Moy(p(f)) = a/(a + b) et de 'estimation ég\g)v = y/n. Lorsque n devient grand,
il reste la composante asymptotique y/n, effagant ainsi 'apport de U'information a

priori.
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Le mode de la loi Be(a, 3) est solution de I’équation

0 0
- L(0:0,8) = 55((@ — 1) Log(6) + (5 — 1)Log(1 — 6)]
a—1 (-1
o 16 "
Cette expression s’annule pour une valeur
Mode(L(#: 0, ) = —>—
ode s, i 2

En reparamétrant selon le loi a posteriori Be(a + y,b+ n — y), on trouve que

a+y—1
Mode(p(0ly)) = n+a+b+ —2
y a1 .
=k +(1—k)—F— Cavarroe
n+( )a+b—2 avee ntat+b-2

Comme k € [0,1], le mode de p(f|y) est une valeur comprise entre le mode de
la loi a priori Mode(p(0)) = (a —1)/(a + b — 2) et le mode de la vraisemblance
Mode(L(0;y)) = Mode(p(|y)) = y/n. Lorsque n devient grand, il reste la compo-

sante asymptotique y/n.

B.3 Estimation par intervalle

L’intervalle de confiance consiste a déterminer un ensemble de valeurs de 6 considé-
rées comme compatibles avec I'observation x € X. Une valeur 6 est supportée par x,
si sa vraisemblance L(0; ) est grande. Sur la base de cette seule information, on peut
retenir un ensemble de valeurs de 6 pour lesquelles la vraisemblance est supérieure
a une limite prédéfinie. Cependant 'amplitude de L(#; x) n’étant pas controlable a
I’avance, la division par L(éé‘f)v; x), ol éé‘f)v est 'estimation de 'EMV de 6, permet
d’obtenir la fonction de vraisemblance relative
LBx) _ plald)
L@ a)  mazep(slf)

r(0) =
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a valeur dans |0,1].

Dans le modéle Binomial avec Y ~ Bin(n,#), la vraisemblance relative condition-
nellement a la valeur observée y s’interpréte comme une mesure du support ap-
porté a 0 par Bin(n,0) relativement au support maximum en 6 = éé\j)v apporté par
Bin(n, ég‘j)v). L’intervalle de confiance qui en découle est défini par les valeurs de 6

pour lesquelles 7(0) excéde une valeur prédéfinie comprise entre 0 et 1.

La normalisation de la vraisemblance induit un autre changement d’échelle qui per-
met de construire un intervalle de confiance sur la base d’un raisonnement probabi-

liste. La vraisemblance sous la forme
L(0;y) = p(0ly) = c0¥(1 — 6)""Y

exprime la densité d’une loi fiduciaire pour ¥ conditionnellement & une valeur Y = y.

Avec la constante de normalisation ¢ = (n + 1) (Z), on reconnait la densité d’une loi
Be(y+1,n—y+ 1) qui se trouve étre la loi bayésienne a posteriori de 9/y, associée
a la loi a priori ¥ ~ U0, 1](~ Be(1,1)), dite loi a priori non informative de Laplace.
L’intervalle de confiance dont les bornes (07f,05) sont définies par
{fﬁifpw\y)de =l-a
+ une contrainte entre 0/ et 6P
trouve donc une justification dans l'inférence fiduciaire et I'inférence bayésienne.

Dans ce dernier cas, on l'appelle intervalle de crédibilité controlé bilatéralement

avec un degré d’incertitude 1 — a.

Lorsque le degré d’incertitude est controlé unilatéralement, les bornes sont définies

par

eur |
| voas = [ plolao =1 a2
0 n

L’intervalle de crédibilité déterminé sur la base de la loi a priori uniforme Be(1,1)
présente I'avantage de quantifier 'incertitude autour de ' EMV, qui est la réduction

en un point de cet intervalle (i.e. intervalle d’incertitude 0%).
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Dans le modéle statistique (X, Pp; 0 € ©), linférence fréquentiste permet d’établir
qu’un intervalle de confiance [émf , és”p] est controlé au niveau 1 — . Si I'expérience
était reconduite une infinité de fois dans les mémes conditions, (1—a)(x100)% des
intervalles de confiance calculés sur les échantillons ainsi générés contiendraient 6

(ou avec une fréquence (1—a)(x100)% d’ot le terme fréquentiste).

Les valeurs de 6 retenues dans un intervalle de confiance fréquentiste sont détermi-
nées sur la base de la loi d’échantillonnage paramétrée par 6, que 'on confronte a
x*, la valeur observée de x. Si x* n’est pas trop loin dans la queue de distribution, la
valeur de 6 est considérée comme suffisamment supportée par I’observation z*. Dans
un intervalle de confiance unilatéral fondé sur I'inversion du test de la Binomiale, la

borne inférieure 674 correspond a la valeur de 6 telle que Pp(X > z*) = a/2.

Dans le modéle Binomial ot y est la valeur observée, les bornes gind et 95 de

I'intervalle bilatéral sont les valeurs extrémes de 6 qui satisfont les égalités

Pr(Y >y|Y ~ Bin(n,0™)) = a/2 (B.3.1a)

et Pr(Y <y|Y ~ Bin(n,0°?)) = a/2. (B.3.1b)

Ces bornes sont celles de U'intervalle de Clopper-Pearson (1934) [21] qui se calculent

analytiquement.

On note la fonction Béta incompléte

1 ¢ a—177 _ p\b—1
I¢(a,b) = Fab) /0 t* N1 =) dt ¢ €0,1]
=1- ]1_£(b, a)
avec ((a,b) = % a,b>0

En utilisant le lien existant entre la loi Binomiale et la fonction Béta incompléte

(Abramowitz, M. et Stegun, I.A. (1964)[1]), ’équation (B.3.1a) se récrit
Pr(Y > y|Y ~ Bin(n,0")) = Iy (y,n —y + 1) siy # 0.
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De la méme facon, I’équation (B.3.1b) se récrit
Pr(Y <y|Y ~ Bin(n,6*7)) =1 - P(Y > y + 1|Y ~ Bin(n,6*7))
=1-Lu(y+1,n-y) siy#n
= ljor(n —y,y +1)

On en déduit que les bornes (01, 0:2) de Vintervalle de Clopper-Pearson (Cl¢p)

sont déterminées par les quantiles «/2 des lois Be(y,n —y + 1) et Be(n —y,y + 1)
qui sont les lois bayésiennes a posteriori associées respectivement aux lois a priori
¥ ~ Be(0,1) et ¥ ~ Be(1,0). L’intervalle Clcp trouve donc une interprétation

bayésienne en terme d’intervalles de crédibilité unilatéraux.

On définit le taux de recouvrement unilatéraux pour les bornes inférieure et la borne

supérieure respectivement par

C™(0,n) = Py(6 > 6™7) (B.3.2a)
0 <

P,
C*P(0,n) = Py(0 < 6°*P). (B.3.2b)

Une propriété fréquentiste remarquable de I'intervalle de Clopper-Pearson tient dans
le taux de recouvrement de chacune des bornes qui n’est jamais inférieur au niveau

nominal 1 — /2.

Démonstration. Si l'on considére 6 la borne inférieure de l'intervalle de Clopper-
Pearson unilatéral au niveau 1 — /2 et Y4 la derniére valeur de Y = y pour

laquelle 6 > 6" (= ™/ (y))), on a la relation

CabO.m) =Y Ligsinry Pr(Y =i 0)
=0

Ymazx

= Z Py(Y =)
- PG(Y S ymax)

=1—PFy(Y > Ypaz) > 1—a/2.
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La derniére inégalité est toujours vérifiée car d’aprés (B.3.1a) toute valeur de 6
comprise dans l'intervalle de Clopper-Pearson associé a la valeur Y = v,,,,, satisfait
la relation

Pr(Y > Ymae | Y ~ Bin(n,0)) < a/2.

Le méme raisonnement mené sur la borne supérieure conduit a la méme conclusion.

]

B.4 Test d’hypothéses

Les regles d’inférence sont celles qui conduisent a conclure a la vérité d’une propo-

sitton a partir d’une autre proposition prise comme hypothése.

Dans le contexte d’une procédure de test, cette définition formalise le processus
inductif consistant a définir une hypothése tenue pour vraie sur un ensemble de
données, qui est ensuite confirmée ou infirmée par l'observation d’un échantillon

aléatoire supposé représentatif.

B.4.1 Tests dans l'inférence fréquentiste

Supposons que le sous-ensemble ©y € © corresponde a des valeurs d’intérét pour 6
dans un contexte scientifique donné. Dans le modéle statistique (X, Py;6 € ©), on
note x* 'observation sur le n-échantillon. On associe a ’hypothése {6 € ©¢}, notée

Hy, le niveau de significativité
p = Mazy Pr(d’observer des données infirmant H, au moins autant que z*|Hy).

Comme pour 'estimation, le contexte de 'inférence fréquentiste est celui d’une ré-
pétition a l'infini et dans les mémes conditions, de I'expérience réalisée. Pour toute
valeur de 6 € O, on peut ordonner les hypothétiques valeurs de z € X en fonc-

tion de la force avec laquelle elles infirment H, et calculer la fréquence des x qui
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conduisent & infirmer le contenu de Hy au moins aussi fortement que x*. Le niveau
de significativité p s’interpréte comme le maximum de cette fréquence, en faisant

varier ¢ dans Oy.

La prise en compte de la seule hypothése Hj s’inscrit dans la démarche du test
de ’hypothése nulle de Fisher. Le niveau de significativité p informe sur la nature
probable ou improbable de H; mais ne conduit pas a une décision conclusive. Cette

interprétation rapproche Fisher d’une position quasi-bayésienne.

Le test d’hypothéses de Neyman-Pearson sous-entend l’existence de deux sous-
ensembles disjoints ©g et O tels que Oy U ©; = O. On cherche a déterminer de

maniére conclusive si I'une des hypothéses
Hy: {0 € ©y} versus H, : {# € ©,}
est supportée par les observations.

Les caractéristiques du test sont déterminées avant I’expérience par les risques d’er-
reur en choisissant 'une ou l'autre hypothése. En définissant la zone de rejet de
Hy

R = {x; lobservation de x conduit au rejet de Hy},
on définit les erreurs

Erreur type 1 = Supg(Pp(R|0)) Vo € O

Erreur type 2 = Py, (R|0)) 0, € Oy,
ot R est le complémentaire de R.

Dans la démarche de Neyman-Pearson, I'erreur de type 2 est déterminée en mainte-
nant Perreur de type 1 inférieure a un niveau nominal o prédéfini. Cette démarche
s’'inscrit dans celle plus large de la théorie de la décision avec des coiits inconnus

et une régle ¢ a valeur dans {0,1}. Pour chaque = € X, ¢ est la probabilité avec
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laquelle "hypothése H; est acceptée. La régle de décision est définie par
o(z) =1 sizxeR
o(x) =0 si € R.

Les erreurs sont réexprimées en terme d’espérance de ¢ avec d’abord

Erreur type 1 = Supgeo, Eo(P(X)).

L’erreur de type 2 (ou 1-Puissance) ne peut étre formulée que si H; est une hypothése
ponctuelle. Si H; est une hypothése composite, le test fondé sur la régle ¢, est qualifié
d’uniformément le plus puissant si I'erreur type 1 est au plus égale a a et si pour

tout autre test associé & une régle ¢, on a
Egy (9(X)) = Ep((X)) V6 € ©.

L’interprétation des risques s’inscrit dans le cadre fréquentiste d’une répétition a

I'infini de I’expérience.

Le lemne de Neyman-Pearson garantit 1’existence, 'unicité et 'optimalité d'un test
sur une famille de parameétres associée a une fonction rapport de vraisemblance

monotone. Dans ce cas, on a Vo € X

si 8, > 6 ou bien si 6y < 0.

B.4.2 Tests dans 'inférence bayésienne

L’inférence bayésienne permet des approches plus directes en se fondant sur les lois
a posteriori pour le calcul des risques d’erreur. L’approche préconisée par Jeffreys
(1964) [36] s’accorde avec celle de Neyman sur la nécessité de comparer deux hypo-

théses. En définissant les probabilités a priori
7o = Pr(Hy) = Pr(6 € O)) m = Pr(H,) = Pr(0 € 6)

238



avec mg + m; = 1, on considére le rapport a priori
7o/ 71-
De la méme fagon, les probabilités a posteriori
po = Pr(Hplx) = Pr(0 € ©g|z) p = Pr(H,|x) = Pr(0 € ©4|z)
avec po + p1 = 1 conduisent au rapport a posteriori

PO/P1-

Le facteur de Bayes défini par

(Po/pl) D071

B@) = G/m) = pimo

peut étre interprété comme le rapport de Hy sur H;p, conditionnellement aux don-
nées observées mais aussi relativement aux deux densité po(0) et p;(0) qui sont les

restrictions de la loi a priori p(f) a respectivement g et ©;.

Une fois renormalisées

,00('9) :p<9)/ﬂ'0 0 S @0
,01(9) :p(e)/m 9 € @1,

on explicite pg par
po =Pr(0 € ©ylx)

= / p(0)z)do
[ASSH

~ / p(0)p(x)9)do
[ASSH

x [ plalt)m(o)is.
[ASSH

En procédant de la méme fagon avec p;(6), on obtient

p1 X / p(z|0)p1(0)do.
0cO,
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La réécriture du facteur de Bayes par

B(z) = (Po/P1) _ f9€®0p(x|8)p0(0>d9
(mo/m1) feeelp(x|9)/)1(9)d9

permet de 'interpréter comme un rapport de vraisemblance pondérées par respecti-

vement pg et p1. Une valeur de B(z) proche de 1 exprime Pabsence de support des
données en faveur de I'une ou l'autre des hypothéses; une valeur faible (resp. forte)
exprime un support de  en faveur de ’hypothése H; (resp. Hy). Dans la section 2.3,
on montre que les densités py et p; peuvent jouer un role majeur dans le contexte

d’un test séquentiel.

La fonction B(x) est directement reliée & py et p;. Comme po/p; = B(x)my/m et

p1 =1 —pg, po et p1 se réécrivent respectivement

Po = B(x)
[(1 —m)/m0] + B(x)
- (A —m)/m]
[(1 —mo)/m0] + B(x)

Le test fondé sur le facteur de Bayes est défini par la régle

Si B(z) < 1, Hy est rejetée avec une erreur o(B) = Pr(0 € ©g|z) = po
(B.4.1)
Si B(z) > 1, Hy est acceptée avec une erreur 3(B) = Pr(0 € ©4|z) = p;.

Si Hy et Hy sont deux hypothéses ponctuelles
Hy:{0 =100} Versus H, {0 =06},

on applique la méme procédure avec un facteur de Bayes correspondant au rapport

des vraisemblances
p(x|6o)
B(x) = .
)= p(aloy)

Les a priori non-informatifs 7 = m; = 1/2 sont utilisés dans la suite.
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B.5 Inférence fréquentiste conditionnelle
B.5.1 Conditionnement et partitionnement

Le conditionnement dans un test d’hypothése fut argumenté par R. Fisher (1956)
[31], qui préconisait I'utilisation d’une statistique ancilaire lorsqu’elle existe (voir
section A.4), afin de ne pas déformer U'information sur le paramétre. La premiére
¢tude formelle sur le sujet a été publiée dans Kieffer (1977) [40]. Kieffer étend le
conditionnement & une statistique non-ancilaire S(X), justifiant ainsi un partition-
nement de l'espace des observations X en fonction des niveaux de S(X). Dans le
test des hypothéses Hy versus Hy, 'espace X est partitionné en une famille de sous-

échantillons

C={C}y.beB,i=0,1}

dans laquelle b indice une partition dans I’ensemble des partitions B.

En conservant I'approche de Neyman-Pearson, ’hypothése H; est acceptée si X
tombe dans Cﬁ’{,, avec un risque d’erreur défini par Py, (mauvaise décision|C?) dans

la partition C* = C}, U CY .

Par exemple, B peut contenir deux éléments du type B = {évidence faible, évidence forte}.
Chaque élément indice une partition de sous-échantillons offrant un faible ou un fort
pouvoir de conclusion en faveur des hypothéses. Les familles de sous-échantillons

sont alors

X = {Olj;czible Cfazble C]J_Zrt’ofort}7

avec des risques conditionnels associés au rejet de Hy définis par

fazble _PH(] (rejet de H |Cfazble)

=Py

0

( faible‘cfaible)
o™t =Py, (rejet de Hy|C7o™)

=Py, (ClCI)
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Les risques 8740 et 37 associés aux rejet de H; s’obtiennent de la méme facon

avec

ﬁfaible :PH1 (C};c;ible ‘ Cfaible)

ﬂfm“t :PH1 (C};(())rqcfort)'

B.5.2 Test Conditionnel BBW

Dans le contexte d’un test de deux hypothéses ponctuelles
Hy: {0 =06y} Versus H, : {0 =0},

Berger, Brown et Wolpert (1994) [7] suggérent un conditionnement sur la valeur
d’une statistique S(X) = s qui mesure la force de 1’évidence dans X. Les risques

conditionnels dépendent de I'observation = et sont définis par

a(s) =Py, (rejet Hy|S(X) = s)

B(s) =Py, (rejet H1|S(X) = s).

Dans la suite de leur démarche, ils rejoignent Birnbaum (1962) [11| et Barnard
(dans la discussion de Kieffer) (1977) [40] qui argumentent intuitivement en faveur
d’un conditionnement par la valeur du rapport des vraisemblances (ou du facteur de
Bayes) B = B(z) = p(z|6y)/p(x|6,). Dans [7], BBW produisent une argumentation
plus formelle. Le raisonnement suivant suppose que la distribution de X est continue

et admet une densité; il est étendu au cas discret dans la sous-section suivante.

En notant FOB(X) et FlB(X)

les fonctions de répartition (supposées inversibles) de
B(X) respectivement sous Hy et Hi, le test non-conditionnel le plus puissant avec
des risques d’erreur type 1 et type 2 égaux est défini par la valeur critique ¢ qui

satisfait

FPY) =1 - FPX (). (B.5.1)
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Ce test rejette Hy si B(x) < cet I’accepte sinon, avec des risques d’erreurs déterminés

avant I'expérience a = 3 = Ff(X)(c) =1—-F%) (voir figure (B.1)).

D’autre part, on a vu dans (B.4.1) que les erreurs du test fondé sur le facteur de
Bayes sont exprimées en terme de probabilité a posteriori de Hy et de H; avec
a(B) = B(x)/(1+ B(z)) et B(B) =1/(1+4 B(x)). BBW suggérent une modification
de ce test bayésien afin d’exclure les situations contradictoires ou Hy est rejetée ou
acceptée avec une probabilité d’erreur supérieure a 0.5. La solution proposée passe
par la création d’une zone de non-décision qui rassemble les valeurs de = conduisant
a cette situation. En supposant que la fonction B(x) est croissante et en notant r la
limite supérieure de la zone de rejet de Hy (i.e. Hy est rejetée si B(x) < r) et a la
limite inférieure de la zone d’acceptation de Hy (i.e. Hy est acceptée si B(z) > a),

'intervalle r < B(z) < a définit la zone de non-décision telle que

r=leta=1y(1) si FFY01) <1 - FP®0)
(B.5.2)
r=p ' eta=1 si F°1)>1- F/Y).

ou 9(B) = IV = FIV(B) et v7(B) = BTV - BI(B)). Les
bornes {r,a} conduisent de fait & une situation de symétrie des aires sous la courbe
des densités de B(X) sous Hy et sous Hy, semblable a celle décrite dans (B.5.1)(voir
figure (B.1)).

L’étude de Berger et Coll. montre que les probabilités d’erreur de ce test bayésien
modifié sont égales aux risques d’erreur du méme test dans l'inférence fréquentiste

conditionnelle
a’(s)=a(B) et [(s)=pB(B)

lorsque le conditionnement se fait sur la va
S(X) = min{B(X),y~ (B(X))}

dans le domaine X* = {X : 0 < s(X) < r}. Ce conditionnement sous-entend qu’une
valeur de B(z) identique sous Hy et H; produit la méme évidence statistique en

faveur ou contre Hj.
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F1G. B.1 — Valeur de r sur la fonction Fo(B) (—) si Hy et Hy sont symétriques (i.e.
c=1)et (-—-) sinon (ex. c > 1), et, valeur de a sur la fonction 1 — Fy(B)

Démonstration. La démonstration utilise le partitionnement de ’espace des obser-

vations par les valeurs de S(X) = s

X =JX; avec XinXy =0.

seS

Pour 0 < s < r, les partitions engendrées par S(X) s’écrivent
X:={zxeX":5()=s}
={x € X" : B(z) = s ou B(x) =¢(s)}.

En notant ff(X) et le(X) les densités de B(X) respectivement sous Hy et Hy, on

établit que

L sy = LRPXOED (- PO (o))




Cette équation permet d’aboutir a

a*(s) = P(rejet Hy|X?)
_ Py, (B(z) = s)
Py, (B(x) = 5) + P (B(z) = ¢(s))
_ o ™(s)
Fo ™ (s) + 17 (w(5)) | b (s)]
I A O
Fo () + 1Ps)

B(s) _
B(s)+1 a(B).

La démonstration pour 3*(s) est similaire ; elle s’étend aisément au cas my # m. [

La statistique S(X) est ancilaire uniquement si Fy(1) = 1 — Fi(1); dans ce cas, la

zone de non-décision n’existe plus.

Les relations

Ey,la*] = En, [Py, (Erreur type 1]S(X) = s)]
= Py, (Erreur type 1) = «
Ey, [a"] = En, [Py, (Erreur type 2|S(X) = s)]

= By, (Erreur type 2) = (3

montrent que les risques conditionnels o*(s) et G*(s) sont obtenus en redistribuant
les risques non-conditionnels « et 3 dans les partitions générées par les niveaux de

S(X) respectivement sous Hy et H;.

Le cas d’une alternative composite H; : {f € ©1} est étudié dans Wang, Berger
et Boukai (1994) [53| et Berger, Boukai et Wang (1997) [5] avec I'a priori my = 3
pour Hy : {6 = 6y} et I'a priori 7 (6) = p(#)/2 définie sur ©;. On considére alors le

facteur de Bayes

Blx) = p(x]0)

= =0,1,.n
ma () Y

ot my(x) = [g p(x|0)m1(0)df est la probabilité marginal de X sous H;.

245



Comme dans I'inférence fréquentiste non-conditionnelle, le risque d’erreur condition-

nel de type 2 est une fonction de 6 exprimé par

B(0ls) = Po(B(x) > ¢(1)[S(X) = s)
)L
1 () + f5 ()1 (s)
Soit p1(0]s) la densité a posteriori de ¥ conditionnellement & H; et S(X) = s, Berger

et Coll. (1997) montrent que le risque conditionnel de type 2 moyenné par p;(6|s)
sur ©,; s’écrit
3(s) = B9 [5(0]s)]
— B(0|s)p1(0]s)do

©1
b
1+ B(s)’

L’égalité 3*(s) = B(B) est donc maintenue lorsque I'hypothése H est composite.

Dass et Berger (2003) [23| montrent que cette caractéristique est également vérifiée

dans le cas général d’un test de deux hypothéses composites disjointes
Hy {9 € @0} Versus H {9 S @1} OyUB; = @,

lorsqu’il existe une structure d’invariance telle que le risque d’erreur conditionnel de

type 1 est constant sur ©g. Le facteur de Bayes considéré est alors

B(r) = ™)
my ()
ou m;(x f@ (x|0)m;(0)dO est la probabilité marginal de X sous H;.

Le cas spécifique d’un plan expérimental séquentiel est étudié dans Berger, Boukai et
Wang (1999) [6]. En associant la densité marginale m; ;((k,x)) a la séquence (k,x)

sous H;, le facteur de Bayes correspondant s’écrit
By, = By((k, z)) = mo((k, ) /mix((k, 2)),

ou my k(( = fe ((k,x)|0)m;(0)dh. En notant M la période ou l'expérience
s’arréte, si Fyy (7“) = 1—FPY(a) alors F; est une fonction inversible et le test BBW

peut se généraliser en remplacant B(x) par By.
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Berger et Coll. (1999) présentent un test tronqué en k = K fondé sur deux bornes

prédéfinies { R, A} telle que
M = {premier k < K tel que By ¢ [R, A]; sinon k = K}.

Tant que M < K, 'expérience s’arréte si les bornes R ou A sont atteintes par By
k € [1, K — 1]. Les risques conditionnels associés au rejet ou a l'acceptation de H
sont respectivement o*(Bys) = By /(By +1) et 5*(By) = 1/(By+1). Si M = K,
I'expérience s’arréte et les bornes de rejet ou d’acceptation de Hy sont les valeurs

r,a € [R, A] définie dans le test BBW (voir (B.5.2)).

Outre la possibilité d’interpréter directement la régle d’arrét de ’expérience en terme
de facteur de Bayes, Berger et Coll. (1999) montrent que ce test fréquentiste condi-
tionnel est optimal et produit une inférence indépendante de la fagon dont 'expé-
rience s’arréte. Cette derniére assertion vient infirmer les fondements de 'inférence

fréquentiste.

B.5.3 Test Conditionnel d’une proportion

Le test BBW précédemment mentionné a été développé en supposant que les distri-
butions sous Hj et H; sont continues et admettent une densité. Dans le cas discret,

Dass (2001) [22] introduit une v.a.
Y=Y +U,
ou U est une v.a. uniforme indépendante de Y.

La v.a. Y admet une densité sur 'intervalle [0,n + 1] sous Hy et H;. La prise en

considération des valeurs de Y nécessite Uextension de la définition de B (y) a
B(y)=Bly)  siy=1[y]_,

ou []_ désigne la partie entiére.
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En supposant que Y ~ Bin(n,0), le test des hypothéses ponctuelles
Hy {9 = 90} versus H {9 = 91} 90 < 91,

conduit & considérer le facteur de Bayes

- (=) (a=my’

Les fonctions de répartition de B(Y') et Y s’écrivent

B(y)

y—1
F(;B(Y)(B(y)) = F(}/(y) = ZBin(k;;n, 90) sous H
k=0
1= FY(B(y) =1-F'(y) = Y_ Bin(k;n, o) sous H,.
k=y

La fonction B est décroissante en g. La régle du test BBW établie dans (B.5.2)

s’exprime indifféeremment en terme de B(7) ou g.

Si B(g) <rouy >y,

Hy est rejetée avec un risque conditionnel o*(B) = B(¢)/(1 + B(§)) = a(Y).
Sir>B(y) > aouy, <y <y, pas de décision.
Si B(§) > a ou § < ya,

Hyj est acceptée avec un risque conditionnel 5*(B) = B(9)/(1 + B(g)) = B(Y).

En définissant

vy =min{y: B(y) <1,y €{0,1,..,n}}

yr =min{y : FY (y +1) < Fy (y),y € {0,1,..,n}}
q=(Fy (y") — FY (y- + 1))/ Bin(y,; 61,n)

Yo = maz{y : Fy (y) < F'(y*),y €{0,1,..,n}}

p=(F (") — F) (ya))/Bin(ya; b0, n),
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les valeurs de ¥, et y, sont déterminées par

Jo=Ya =Y et Gp =0 (a) = +1—q si Fy (y*) < F'(y), (B.5.3)

et Ga=U@) =Y tp et =y =y si Fy (') > Y (y"). (B.5.4)

Il en résulte une valeur non-entiére pour g, ou ¥,. La transposition de la régle du
test BBW aY = {0,1,..,n} nécessite I'introduction d’une assertion probabiliste

dans l'interprétation du test de Dass qui s’exprime par

Siy <y, Hy estrejetée avec un risque conditionnel o*(B),

siy =y, et # yr
. il y a une probabilité 1 — ¢ de rejeter H, avec un risque conditionnel o*(B)
. il y a une probabilité ¢ que y tombe dans la zone de non-décision,

si Yy, <y < yq, pas de décision,

1Y = Ya et Yo # Ya
. il y a une probabilité p d’accepter Hy avec un risque conditionnel 5*(B)
. il y a une probabilité 1 — p que y tombe dans la zone de non-décision,

Siy > ya, Hp est acceptée avec un risque conditionnel 5*(B).
(B.5.5)

Du fait de la nature discréte de Y, B(y) n’est pas toujours une fonction monotone
en y. On définit alors Pensemble B = {..;b_2,b_1,bg, b1, bs, ..} des valeurs de B(y)
classées par ordre décroissant. Soit la va Z telle que Z = k si et seulement si b = by,
(b € B), on déduit les densités prédictives associées fZ et fZ des valeurs de m;(y)
respectivement sous Hy et Hy. La va 7 = 7 + U admet une densité sous Hy et Hy

et permet d’utiliser la procédure définie dans le cas de deux hypothéses simples.

Cette transformation de variable permet de considérer le cas des hypothéses compo-
sites. Comme pour les données continues, on remplace la probabilité d’échantillon-
nage p(z|6;) dans le cas d’une hypothése ponctuelle H; : {# = 6;} par la probabilité

marginale m;(z) dans le cas d'une hypothése composite H; : {6 € ©,}. L'utilisation
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d’un a priori du type m;(6) ~ Be(a,b) sur le sous-espace O; = [dec, dec + ¢] conduit
a I'écriture
dec+e
mily) = [ pllo)m (09
dec

n ' a—1 b—1 e
=C ( ) / ¢ (1 — ¢)" *(dec + e)? (1 — dec — ep)" Ydo.
Y/ Jo

ou C' est la constante de normalisation (voir (2.5.3)).

On note que si dec = 0, cette expression se simplifie en

mily) = / p(y]0)m(6)d6

::(Z)Biibfélﬁhwl_¢V4@¢WG—%@Wﬂﬂ¢

Qs - (e

J=

B (Z) Be(la,b) S i1y (n;y) /0 " grreni(1 - gpidg
B (n> S (n—y) eyﬂ.rga T+ Oy +a+))

C(a)T(a+b+y+j)

Ainsi, I'a priori de Jeffreys classique ;(6) ~ Be(0.5,0.5) défini sur ©; = [0, e[ sous

H; conduit a la densité marginale

mily) = (Z) S -1y (”;y> fg(yrﬁofyij ;')'

J=0

B.5.4 Calibration de la fonction ’p’ non-conditionnelle

En écho aux critiques sur 1'utilisation de la valeur de 'p’ comme une mesure quan-
titative en faveur ou contre I'hypothése Hy, Sellke, Bayarri et Berger (2001) [48]
proposent une calibration sur une échelle qui la rend directement interprétables. Si

I'on note T'(X) la statistique d’un test bilatéral, la va p = p(X) est définie par
p(X) = 2[1 - &(T'(X))],
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ou P est la fonction quantile inverse pour la loi Normale.

En notant f(p|{) sa densité sous lalternative (£ est un paramétre inconnu), les

hypothéses s’expriment par

Hy:{p~Upq} versus Hy:{p~ f(pl&}

La famille de loi Be(¢, 1) pour p(X) sous lalternative permet également de refor-
muler 'hypothése Hy : {p ~ Be(&,1);£ = 1}. En notant 1(§) la densité de £ sous

H,, le facteur de Bayes de Hy sur H; est donné par

flp]€= 1)
Bn(p) =
fo p ‘ f

On obtient la valeur minimum de B, (p) par

. flpl€=1)

B = infy B, (p) = IS~ 2

B =infy, n(P) Supe€pt T
= —epLog(p) sip<e
=1 sinon.

On déduit la borne inférieure de a*(B) et la borne supérieure de 5*(B) en utilisant
la relation établie avec le facteur de Bayes

o'(B)= g et BB

La fonction —epLog(p) s’interpréte comme 1’évaluation du facteur de Bayes la moins
favorable & Hy. C’est une calibration biaisée par nature qui peut étre utilisée lors
d’une premiére exploration. Les procédures BBW ou de Dass sont a privilégier si

I’'on veut tenir compte d’une alternative spécifique.

L’utilisation de cette famille d’alternative permet de montrer que le conditionnement
du test BBW peut se faire sur les valeurs de ’p’ respectivement sous Hy et Hy. Dans
le cas d’'un test de deux hypothéses ponctuelles, I’hypothése alternative peut étre

formulée par Hy : {p ~ Be(§,1);& = & }. Le facteur de Bayes s’écrit

Blp) =€ p'¢



qui est une fonction strictement croissante de p. Le conditionnement du test BBW

sur

min{B(X),¥(B(X))}

équivaut donc au conditionnement sur

min{pu,, PH, }

ol pp, et pm, sont les valeurs de ’p’ respectivement sous Hy et H.
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Annexe C

Figures et Tableaux
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Functions g,h

N 3

theta

Fic. C.1 — Fonctions holomorphes g(0) (- - -), h(0) (—) dans Y ={y=y1;y=
1,2,..,5} et h(0) (---) dans Yo ={y=y1 +y2;y=0,1,..,5} pour le plan séquentiel
(n1=5,S1uv=1,n2=5)

Functions g,h

theta

F1G. C.2 — Fonctions holomorphes g(0) (- - -) et h(0) (—) dans Yoy ={y=y1;y=
4,5} et h(0) (---) dans Yo ={y =y + y2;y =0,1,..,8} pour le plan séquentiel
(n1:57S1,U:47n2:5)
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Functions g,h

O o mim e e

=
=
ol
N
=
(5]
w
*
ol
>
=
(9]
= -

theta

FiG. C.3 — Fonctions holomorphes g(0) (- - -) et h(0) (—) dans Yoy ={y=vy1;y=
5} et h(B) (---) dans Yo = {y =1 + y2;y = 0,1,..,9} pour le plan séquentiel
(77/1:5,31’(]:57”2:5)
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oMV eModC eModCA HVUMSB

(m.y) (m.y) (m.y) (m.y)
(1,3) | 0.600 | 0.536 | 0.525 0.600
(1,4) | 0.800 | 0.769 | 0.774 0.800
(1,5) 1 1 1 1
(2,0) 0 0 0 0
(2,1) | 0.100 | 0.099 | 0.099 0.100
(2,2) | 0.200 | 0.194 | 0.194 0.200
(2,3) | 0.300 | 0.286 | 0.285 0.273
(2,4) | 0.400 | 0.377 | 0.374 0.323
(2,5) | 0.500 | 0.470 | 0.467 0.357
(2,6) | 0.600 | 0.568 | 0.566 0.382
(2,7) | 0.700 | 0.673 | 0.674 0.400

-0.1 0.0

-0.2

Estimated Value for theta - y/n

-0.4

-0.5

T T T T
0 1/10 2/10 3/10

4/10 5/10

T
6/10

Observation (m,y/n)

7/10 4/5

FiG. C.4 — Estimation de GMoiC (), HMOdCA (---) et QVUMSB (- —-), soustraite

(m,y)

de@MV dans Y, ={y=v1;y=3,

75} ety (2,y)

plan sequentzel (n1=>5,50=3,n2=5)

256

_{y_yl +3/27y 0717"7

7} pour le



eMV eModC eModCA HVUMSB

(myy) | ~(m.y) (m.y) (m.y)
(1,4) | 0.800 | 0.742 | 0.730 0.800
(15)| 1 1 1 1
2,0 0 0 0 0
(2,1) | 0.100 | 0.100 | 0.099 | 0.100
(2,2) | 0.200 | 0.200 | 0.199 | 0.200
(2,3) | 0.300 | 0.300 | 0.296 0.300
(2,4) | 0.400 | 0.390 | 0.390 0.390
(2,5) | 0.500 | 0.465 | 0.482 0.465
(2,6) | 0.600 | 0.523 | 0.573 0.523
(2,7) | 0.700 | 0.567 | 0.667 0.567
(2,8) | 0.800 | 0.600 | 0.770 0.600

(I) 1/;].0 2/!].0 3/!].0 4/!].0 5/!I.0 6/;].0 7/!!.0 8/!I.0 Z:.
Observation (m,y/n)

Fia. C.5 — Estimation de Hf‘fnog)c

deéMV dans Yo ={y=v1;y=4,5} GtHQ,y

(—), QMOdCA (---) et QVUMSB (- —-), soustraite

plan sequentzel (n1="5, 51 v=4,ny=5)
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HMV eModC HModCA HE/UMSB

(m,y) (m,y) (m,y) my)
, 1 1 1 1
0 0 0 0

0.100 | 0.100 | 0.100 0.100
0.200 | 0.200 | 0.200 0.200
0.300 | 0.300 | 0.300 0.300
0.400 | 0.398 | 0.399 0.400
0.500 | 0.496 | 0.496 0.498
0.600 | 0.592 | 0.592 0.590
0.700 | 0.687 | 0.686 0.673
0.800 | 0.781 | 0.778 0.743
0.900 | 0.878 | 0.874 0.800

N AN AN AN N N S N S
NN NNDNNDNND
O 00 ~1 O O = W N = OOt

N o N e e e e e S

-0.1 0.0

-0.2

Estimated Value for theta - y/n

-0.4

-0.5

T T T T T T T T T T T
0 1/10 2/10 3/10 4/10 5/10 6/10 7/10 8/10 9/10 1

Observation (m,y/n)

Fi1G. C.6 — Estimation de éf‘gfg? (—), é%‘fZ?A (---)et 0}%{%53 (-—-), soustraite de
oMV

imy): dans day ={y=vy1y=>5} et Yo ={y=v1 +y25y=0,1,..,9} pour le plan
séquentiel (ny=>5,S51u=>5,n2=>5)
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Fig. C.7 - Efficacité relative de OModC () GMedCA () op VUMSB (. _.) yersus
MV dans le plan séquentiel (ny=5,5)y=4,n9=>5)
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Fig. C.8 — Efficacité relative de OModC () GMedCA () op VUMSB (. _.) yersus
MY dans le plan séquentiel (ny=5,5; y="5,n9=5)
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F1G. C.9 - Biais de MV (- -), GModC () et de OM°ICA (- - _)dans le plan séquentiel
(TL1:5, Sl7L:_1,Sl7U:2,n2:5)
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theta

F1G. C.10 — Biais de MYV (~ —), GModC () et de OMdCA (- - ) dans le plan
séquentiel (ny=5,S51,=2,5 y=>5,n2=>5)
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Bias
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F1G. C.11 — Biais de MYV (~ —), GModC () et de OMICA (- - ) dans le plan
séquentiel (n1=>5,S51,=3,5 u=6,n2="5)
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F1G. C.12 — Biais de 0™V (- ), GModC () gMean () ot de §Whi (. —.) dans le
plan séquentiel (ny=>5,51y=3,n2=>5)
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F1G. C.13 — Biais de 0™V (- ), GModC () gMean () ot de OWhi (. —.) dans le
plan séquentiel (n1=>5,51y=4,n2=>5)
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F1G. C.14 — Biais de 0™V (- ), GModC () gMean () ot de §Whi (. —.) dans le
plan séquentiel (ny=>5,51y=>5,n2=>5)
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Relative Eficiency
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F1G. C.15 — Efficacité relative de 0M°IC (—), §Mean () o GWhi (. —.) persus MV
dans le plan séquentiel (n;=>5,51 y=3,n2="5)
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F1G. C.16 — Efficacité relative de 0MIC (—), §Mean () of GWhi (. —.) persus MV
dans le plan séquentiel (ny=>5,5 y=4,n2="5)
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F1G. C.17 - Efficacité relative de 0MIC (—), §Mean () of GWhi (. —.) persus MV
dans le plan séquentiel (n;=>5,51 y=>5,n2=>5)

Posterior Density

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Theta

Fic. C.18 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour observation (m,y)=(2,0) dans le plan séquentiel (n1=>5,S1v=1,n2=>5)
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Posterior Density

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Theta

Fic. C.19 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)—(2,1) dans le plan séquentiel (n1=5,S1v=1,n2=>5)

Posterior Density

Theta

Fi1c. C.20 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)=(2,2) dans le plan séquentiel (n1=>5,S1v=1,n2=>5)
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2.0

Posterior Density
15
]

1.0

0.5

Theta

Fic. C.21 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)—(2,3) dans le plan séquentiel (n1=>5,S1v=1,n2=>5)

Posterior Density
15 2.0

1.0
1

0.5

0.0
1

Theta

Fic. C.22 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour observation (m,y)=(2,4) dans le plan séquentiel (n1=5,S1v=1,n2=>5)
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Fic. C.23 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour observation (m,y)=(2,5) dans le plan séquentiel (ny=5,S1y=1,n2=>5)
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FiG. C.24 — Taux de recouvrement de ’intervalle de Wilson 90% dans le plan sé-
quentiel (ny=>5,S51y=2,ny=>5)
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F1G. C.25 — Tauz de recouvrement de l'intervalle d’Agresti 90% dans le plan séquen-
tiel (n1 = 5, Sl,U = 2, %) :5)
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F1G. C.26 — Taux de recouvrement de [’intervalle du second-ordre 90% dans le plan
séquentiel (ny=>5,S51,0=2,n2=>5)
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FiG. C.27 — Tauz de recouvrement de l’intervalle de Clopper-Pearson 90% dans le
plan séquentiel (ny=>5,51u=2,n2=>5)
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Average Length
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F1G. C.28 — Longueur moyenne des intervalles de confiance 90% dans le plan sé-
quentiel (ny=>5,51y=2,n2=>5). Les intervalles Cly, Clsy et Clop (—) sont res-
pectivement représentés de bas en haut, avec également les intervalles CIyp (———),

Cly (), Clac (—-) et CIy (- - -).
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Fi1G. C.29 — Longueur moyenne des intervalles de Jeffreys modifiés 90% classique (-
- -) et corrigé (—) dans le plan séquentiel (n1=>5,S10=2,n2=>5)
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Posterior Density
15 2.0 25

1.0

0.5

0.0

Theta

Fi1Gg. C.30 — Loi a posteriori avec l’a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour l'observation (m,y)=(1,1) dans le plan séquentiel (ny =>5,5 v =1,51 =
4,n2:5)

2.0

Posterior Density
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Theta

Fic. C.31 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)=(1,2) dans le plan séquentiel (ny =5,y =1,51 1=
4,7’22:5)
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2.0

Posterior Density
1.0
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0.5

0.0

Theta

Fi1Gg. C.32 — Loi a posteriori avec l’a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour l'observation (m,y)=(1,3) dans le plan séquentiel (ny =5,y =1,51 =
4,n2:5)
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Fic. C.33 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)=(1,4) dans le plan séquentiel (ny =5,y =1,51 1=
4,7’22:5)
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Posterior Density

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Theta

Fi1Gg. C.34 — Loi a posteriori avec l’a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour l'observation (m,y)=(2,0) dans le plan séquentiel (ny=>5,5y=1,51 =
4,n2:5)

Posterior Density

Theta

Fic. C.35 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)=(2,1) dans le plan séquentiel (ny =>5,5y=1,51 1=
4,7’22:5)
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Posterior Density

Theta

Fi1Gg. C.36 — Loi a posteriori avec l’a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour l'observation (m,y)=(2,2) dans le plan séquentiel (ny=>5,5 v =1,51 =
4,n2:5)
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Fic. C.37 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)=(2,3) dans le plan séquentiel (ny =5,5p=1,51 1=
4,7’22:5)
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Fi1Gg. C.38 — Loi a posteriori avec l’a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour l'observation (m,y)=(2,4) dans le plan séquentiel (ny=>5,5 v =1,51 =
4,n2:5)
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Fic. C.39 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)=(2,5) dans le plan séquentiel (ny =5,5y=1,51 1=
4,7’22:5)
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Fi1G. C.40 — Loi a posteriori avec l’a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour l'observation (m,y)=(2,6) dans le plan séquentiel (ny=>5,5 v =1,51 =
4,n2:5)
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Fic. C.41 — Loi a posteriori avec la priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)=(2,7) dans le plan séquentiel (ny =5,y =1,51 1=
4,7’22:5)
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Posterior Density

Theta

Fi1Gg. C.42 — Loi a posteriori avec l’a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour l'observation (m,y)=(2,8) dans le plan séquentiel (ny=>5,5 v =1,51 1=
4,n2:5)

Posterior Density

Theta

Fic. C.43 — Loi a posteriori avec l'a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)=(2,9) dans le plan séquentiel (ny =5,5 y=1,51 1=
4,7’22:5)
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Fi1Gg. C.44 — Loi a posteriori avec l’a priori de Jeffreys classique (- - -) et corrigé
(—) pour Uobservation (m,y)=(2,10) dans le plan séquentiel (ny=>5,S1v=1,51=
4,”2:5)
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FiG. C.45 — Longueur moyenne des intervalles de confiance 90% dans le plan sé-
quentiel (ny =5,S1p=1,5 1 =4,ny=0>5). Les intervalles CI;, Cljy et Clep (—)
sont respectivement représentés de bas en haut avec également les intervalles Cr

(~==), Clw (), Clac (=) et Cly ()



Test TFCS* Test TFNCS
(k,y) | Br(yldseq) Décision* Risque* | Random™ Décision Risque
(1,0 <1079 Hy rejetée <1079 B Hy rejetée 0.05
(1,1) <1077 Hy rejetée <1077 B Ho rejetée | 0.05
(1,2) < 10-% Hy rejetée <10~ _ Hy rejetée 0.05
(1,3) <107° Hy rejetée <1075 B Hy rejetée 0.05
(1,4) <1074 Hy rejetée <1074 _ Hy rejetée 0.05
(1,5) 0.0003 Hy rejetée 0.0003 B Hy rejetée 0.05
(1,6) 0.002 Hy rejetée 0.002 _ Hy rejetée 0.05
(1,7) 0.006 Hy rejetée 0.006 B Hy rejetée 0.05
(1,8) 0.018 Hp rejetée 0.017 _ Hy rejetée 0.05
(1,9) 0.045 Hy rejetée 0.043 B Hy rejetée 0.05
(2,9) <1077 Hy rejetée <1077 B Hy rejetée 0.05
(2,10) <1076 Hy rejetée <10~ _ Hy rejetée 0.05
(2,11) <107° Hy rejetée <107° B Hy rejetée 0.05
(2,12) < 107° Hy rejetée < 107° -~ Hy rejetée 0.05
(2,13) <104 Hy rejetée <104 _ Hy rejetée 0.05
(2,14) <104 Hy rejetée <104 B Hp rejetée | 0.05
(2,15) 0.0002 Hy rejetée 0.0002 _ Hy rejetée 0.05
(2,16) 0.0006 Hy rejetée 0.0006 B Hy rejetée 0.05
(2,17) 0.002 Hy rejetée 0.002 _ Hy rejetée 0.05
(2,18) 0.004 Hy rejetée 0.004 - Hy rejetée 0.05
(2,19) 0.009 Hy rejetée 0.009 _ Hy rejetée 0.05
(2,20) 0.018 Hy rejetée 0.018 _ Hy rejetée 0.05
(2,21) 0.035 Hy rejetée 0.034 - Hy rejetée 0.05
(2,22) 0.062 Hy rejetée 0.059 B B B
(2,23) 0.103 Hy rejetée 0.093 - - -
(2,24) 0.160 Hy rejetée 0.138 B B B
(2,25) 0.235 Hy rejetée 0.190 -~ - -
(2,26) 0.330 Hy rejetée 0.248 B B B
(2,27) 0.448 Hy rejetée 0.310 -~ - -
(2,28) 0.594 Hg rejetée 0.372 -~ -~ -~
(2,29) 0.774 Hy rejetée 0.436 B B B
(2,30) 1 Non-Décision B 1 B B
(2,31) 1.29 Hy rejetée 0.436 B B B
(2,32) 1.68 Hg rejetée 0.372 -~ -~ B
(2,33) 2.23 Hy rejetée 0.310 B B B
(2,34) 3.03 Hy rejetée 0.248 - - -
(2,35) 4.26 Hg rejetée 0.190 -~ -~ -~
(2,36) 6.26 Hj acceptée 0.138 _ _ _
(2,37) 9.71 Hy acceptée 0.093 B B B
(2,38) 16.0 Hq acceptée 0.059 _ _ _
(2,39) 28.4 Hj acceptée 0.034 B B B
(2,40) 54.1 Hq acceptée 0.018 _ _ _
(2,41) 112 Hy acceptée 0.009 - - -
(2,42) 252 Hy acceptée 0.004 _ _ _
(2,43) 632 Hj acceptée 0.002 _ _ _
(2,44) 1.8x103% Hy acceptée 0.0006 B B B
(2,45) 5.1x103 Hy acceptée 0.0002 B B B
(2,46) 1.6x10% Hy acceptée | <1074 _ _ _
(2,47) 5.6x10* Hyp acceptée | < 107% B B B
(2,48) 2.2x10° Hp acceptée | < 107° _ _ _
(2,49) 9.2x10° Hg acceptée <107° _ _ _
(2,50) 4.4x108 Hg acceptée | < 107° B B B
(2,51) 2.4x107 Hy acceptée | <1077 _ _ _
(2,52) 1.4x108 Hy acceptée | < 1078 B B B
(2,53) 1.0x10° Ho acceptée | < 107° _ _ _
(2,54) 8.5x10° Hjq acceptée <1079 _ _ _
(2,55) | 8.5x1010 Ho acceptée | < 10710 B B B
(2,56) | 1.1x1012 Hy acceptée | < 10712 _ _ _
(2,57) | 1.7x10%3 Hy acceptée | < 10713 B B B
(2,58) | 4.0x1014 Ho acceptée | < 10714 _ _ _
(2,59) | 1.6x1016 Hy acceptée | < 10716 B B B
(2,60) 1.9x1018 Hg acceptée | <1018 B B B

TaAB. C.1 — Décisions et risques associés au test TFCS* et au test TFNCS avec l'a
priori de Jeffreys classique pour o = 0.05 et n; = ny=30
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Fi1G. C.46 — Valeurs limites de Pr(RejetH|0p = dec) (—) et Pr(RejetHy|0y =
dec+0.2) (- - -) telles que Pr(RejetHy|0p = dec) < Pr(RejetHy|0y = dec+0.2) en
fonction du parameétre de décentrage dec dans U'hypothése Hy : {6 € [0, dec] U [dec +
0.2,1]} pour o = 0.05 et ny=ny=100
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Fi1G. C.47 — Valeurs limites de Pr(RejetHo|0p = dec) (—) et Pr(RejetHy|0y =
dec+0.2) (- - -) telles que Pr(RejetHy|0p = dec) > Pr(RejetHy|0y = dec+0.2) en
fonction du parameétre de décentrage dec dans l'hypothése Hy : {6 € [0, dec] U [dec +
0.2,1]} pour o = 0.05 et ny=n, =100 280
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Fi1Gc. C.48 — Pondérations limites (wq,wy) en fonction du paramétre de décentrage
dec dans Uhypothése Hy : {6 € [0, dec] U [dec+0.2,1]} avec Pr(RejetHy|0y = dec) >
Pr(RejetHy|0y = dec + 0.2) (—) et Pr(RejetHy|0y = dec) < Pr(RejetHy|0y =
dec+0.2) (- - -) pour o = 0.05 et ny =ny=100
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S1L & S1U limits

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

Fig. C.49 — Bornes (S1.1,S1v) de la région de rejet de Hy en fonction du para-
metre de décentrage dec dans I'hypothése Hy : {0 € [0,dec] U [dec + 0.2,1]} avec
Pr(RejetHy|0y = dec) > Pr(RejetHyl0y = dec + 0.2) (—) et Pr(RejetHy|0y =
dec) < Pr(RejetHy|0y = dec +0.2) (- - -) pour o = 0.05 et ny =ny=100

100
|

80
1
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Fig. C.50 — Bornes (Sar,S2u) de la région de rejet de Hy en fonction du para-
metre de décentrage dec dans I'hypothése Hy : {0 € [0,dec] U [dec + 0.2,1]} avec
Pr(RejetHy|0y = dec) > Pr(RejetHyl0y = dec + 0.2) (—) et Pr(RejetHy|0y =
dec) < Pr(RejetHo|0p = dec +0.2) (- - 23%our a = 0.05 et ny=ny =100



