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Chapitre 1

Introduction

Le theme central de ce mémoire est I’étude des variétés kdhleriennes a courbure négative,
de leur uniformisation et de leurs groupes fondamentaux.

Notons que les variétés auxquelles nous nous intéresserons sont aussi des variétés algébri-
ques (projectives quand elles sont compactes, quasi-projectives si elles sont de volume fini). Les
travaux que nous présentons se trouvent donc au coeur de plusieurs théories (géométrie rie-
mannienne, géométrie complexe, géométrie algébrique), d’ou les techniques et saveurs variées
que nous rencontrerons au fil de ce mémoire.

Nous nous attacherons a deux types d’exemples assez différents, selon qu’ils admettent ou
non une métrique a courbure sectionnelle holomorphe constante. S’il existe une métrique a
courbure sectionnelle holomorphe constante, nous parlerons de variété hyperbolique complexe,
ou de quotient de la boule (selon qu’on veuille insister sur des propriétés géométriques, ou des
propriétés analytiques de ces variétés).

Les variétés hyperbolique complexes font I'objet du chapitre 2.1. Rappelons ici que si
la courbure sectionnelle holomorphe de ’espace hyperbolique complexe est une constante
négative, il n’en est pas de méme de la courbure sectionnelle, qui est strictement négative,
mais seulement 1/4-pincée. Il s’agit d’une certaine facon de la géométrie la moins compliquée
qui ne soit pas a courbure constante ; nous verrons a plusieurs reprises que ceci engendre des
difficultés significatives par rapport a la géométrie hyperbolique réelle. Il s’agit aussi d’un
cadre relativement simple d’illustration des notions générales d’espaces CAT(K) avec K < 0,
et des résultats généraux valables en courbure négative (éventuellement pincée).

Les deux grandes questions inspiratrices sont, d’une part, I’existence et la classification des
réseaux non-arithmétiques, et d’autre part, 'existence de réseaux engendrés par des réflexions,
et ce en toute dimension. Les questions analogues dans le contexte de I’espace hyperbolique
réel ont été résolues il y a une vingtaine d’années, mais la solution n’offre que peu de prise
sur le cas hyperbolique complexe. De maniere générale, les résultats classiques en géométrie
hyperbolique réelle sont une inspiration importante, par simple analogie d’abord, mais aussi
parce que l'espace hyperbolique complexe contient des sous-variétés totalement géodésiques
hyperboliques réelles, ce qui permet souvent d’éclairer sa géométrie.

Nous aborderons I’aspect calculatoire de la recherche de réseaux (en particulier engendrés
par des réflexions), dans la mesure ou l'exploration a l'ordinateur semble une étape im-
portante. Elle était déja a la base de la découverte de Mostow des premiers réseaux non-
arithmétiques de PU(2,1). L’utilisation de lordinateur est également une source inspira-
trice importante dans les travaux effectués dans [D2], [D4] et [D1], et elle s’est récemment



avérée particulierement fructueuse dans [D7]. Rappelons que, mises a part les constructions
arithmétiques (qui produisent des réseaux dans les groupes d’isométries de tous les espaces
symétriques), on connait a ce jour trois types de méthodes pour la construction de réseaux
de PU(n, 1), basées respectivement sur :

— les groupes de Coxeter engendrés par des réflexions complexes ;

— Duniformisation de configurations de droites a la Hirzebruch ;

— Duniformisation d’espaces de modules.

Jusqu’a ce jour, pour n > 2, tous les exemples de réseaux non-arithmétiques de PU(n,1)
qui apparaissaient dans la littérature pouvaient étre obtenus par la construction de Deligne-
Mostow, c’est-a-dire qu’ils sont commensurables a 'un des 94 réseaux hypergéométriques
(voir la liste donnée dans [99]). Comme annoncé dans [D7], dans un travail en commun avec J.
Parker et J. Paupert, nous avons découvert une nouvelle famille de réseaux non-arithmétiques
dans PU(2,1), dont aucun n’est commensurable & un réseau hypergéométrique.

Pour les dimensions n > 3, la construction hypergéométrique reste encore la seule a
produire des réseaux non-arithmétiques de PU(n, 1) (& commensurabilité preés, on connait un
seul exemple, qui est un réseau non cocompact de PU(3,1)). Nous rappellerons brievement
la théorie de Deligne-Mostow, et 1’'utiliserons pour construire des applications holomorphes
entre certaines quotients de la boule hypergéométriques, voir [D5]. La motivation initiale est
ici d’expliquer la structure des applications holomorphes qui induisent des homomorphismes
non-standard des groupes fondamentaux de quotients de la boule non-arithmétiques, mais
nous présenterons aussi un résultat sur les applications d’oubli entre espaces de modules de
Deligne-Mostow, qui permet d’obtenir des applications holomorphes entre quotients de la
boule de dimensions différentes (au moins en petite dimension).

Les variétés qui admettent une métrique kahlerienne a courbure sectionnelle négative,
mais aucune métrique localement symétrique, font I'objet du chapitre 3. Ces variétés restent
a ’heure actuelle extrémement mystérieuses. Les seuls exemples dont on dispose a ce jour pro-
viennent de variantes de la construction de Mostow-Siu, et sont liés a des variétés localement
symétriques (elles admettent un revétement ramifié vers un quotient de la boule, ou bien leur
revétement universel admet une application holomorphe vers la boule, qui est localement un
revétement ramifié simple).

Nous nous intéresserons tout d’abord aux constructions d’exemples présentes dans la litté-
rature, et présenterons en particulier une généralisation de la construction des surfaces de
Mostow-Siu qui permet d’obtenir des exemples non localement symétriques de dimension trois
(voir [D3]). Nous rappelerons les grandes problemes ouverts autour de la question générale
de I'uniformisation des variétés kahleriennes a courbure négative. Nous donnerons enfin une
estimation du pincement des métriques kéahleriennes que ’on peut construire sur les surfaces
de Mostow-Siu, ainsi que leurs analogue de dimensions trois (voir [D6]).
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Notations, conventions

Sauf mention explicite du contraire, toutes nos variétés seront sans bord, et les variétés
riemanniennes que ’on considerera seront completes. Dans la mesure ou la plupart des variétés
qui apparaissent dans ce mémoire sont des variétés complexes, par défaut la dimension n d’une
variété complexe sera sa dimension complexe (il s’agit donc d’une variété réelle de dimension
2n).

Les références bibliographiques sont de deux types : la liste des publications de I'auteur
(référencées sous la forme [DO], [D1],...) apparaissent en page 7; les autres références biblio-
graphiques (référencées sous la forme [1], [2],...) apparaissent en page 58.



Chapitre 2

Quotients de la boule, le cas
localement symétrique

2.1 Espaces symétriques

Les espaces symétriques ont été classifiés par E. Cartan, voir [21]. On rappelle ici certains
points de la classification, sans entrer dans les détails.

Nous prendrons en guise de classification grossiére des espaces symétriques irréductibles
celle donnée par le signe de la courbure, ce qui distingue les espaces symétriques de type
compact (& courbure positive), ceux de type non-compact (& courbure négative), et enfin
I'espace euclidien (& courbure nulle).

Rappelons ici qu'un espace symétrique est un espace homogene G/K ou G est un groupe
de Lie réel et K est un compact maximal. Dans la suite nous supposerons I’espace symétrique
irréductible, ce qui revient a dire que G est simple.

De la symétrie ayant 'origine comme point fixe isolé, on déduit une involution de g =
Lie(G), dont € = Lie(K) est le sous-espace de valeur propre 1, et dont on note p le sous-espace
de valeur propre —1. Ceci donne la décomposition de Cartan

g=tdp,

qui satisfait
e ce [eplCp [pp]CE (2.1)

En fait ces conditions caractérisent les espaces symétriques parmi les espaces homogeénes, et
il est facile de voir que si g = € @ p satisfait les conditions (2.1), alors g = €@ ip C g° les
satisfait aussi.

La correspondance entre les espaces symétriques associés a €dp et a £ ip s’appelle dualité
de Cartan. L’opérateur de courbure s’exprime de facon tres concise en termes de crochets de
Lie; il est donné (au signe pres) par

R(X,Y)Z = +[[X,Y], Z] (2.2)

sur p ~ T[e](G /K). D’apres cette expression, il est clair que le passage de €@ p a €@ ip change
le signe de la courbure, et que le dual d’un espace symétrique de type compact est de type
non-compact, et inversément.



Dans la suite, nous nous intéresserons presque exclusivement aux espaces symétriques de
type non compact. Rappelons que le rang de X = G/K est la dimension maximale d’un
espace euclidien plongé dans X.

Les espaces symétriques de type non-compact de rang 1 sont

HE, HE HE, HE

pour n € N*, ou H et O désignent les quaternions et les octaves de Cayley, respectivement.
Nous définirons H¢ dans la section 2.2, et la définition des espaces hyperboliques réels et
quaternioniens est essentiellement la méme (voir aussi [27]). Pour le plan de Cayley, on pourra
consulter par exemple [1]).

On notera que la plupart des exemples dans la liste ci-dessus sont deux a deux non-
isométriques, les exceptions étant

H} ~ HE; Hj ~ Hj.

Dans la liste ci-dessus, le seul espace symétrique hermitien (c’est-a-dire muni d’une forme
de Kéhler invariante, voir section 3.1 pour une définition de cette notion) est I’espace hyper-
bolique complexe H¢.

Une conséquence importante du fait que les tenseurs de courbure de X et de son dual sont
opposés est le principe de proportionalité de Hirzebruch, voir [45].

Théoréme 2.1. (Hirzebruch) Soit X = G/K un domaine borné symétrique, et I’ un groupe
sans torsion d’automorphismes de X, tel que T'\ X est compact. On note X le dual compact

de X. Alors les nombres de Chern cr = ¢;, ... ;, satisfont

cr(\ X) = x(T\ X) - er(X) (2.3)

Ce résultat se généralise d’ailleurs au cas des quotients de volume fini (voir [67]), et au
cas des groupes ayant de la torsion, a condition d’interpréter les classes de Chern au sens des
orbifolds, voir section 2.5.5.

Exemple 2.2. Soit X = T'\ Hé un quotient de la boule compact, ou I' C PU(2,1) est
sans torsion. Notons que X = Pé est le dual compact de I'espace symétrique H(%, et que

c1(X) = 3H, ou H est la classe hyperplane, c3(X) = 9H? = 9, et c3(X) = x(X) = 3. La
formule (2.3) donne
ci(X) = 3 e2(X),

Pour un quotient compact de HZ, on a plus généralement

n—+1
n

GX) =272y = (n+ 1) e (X),

2.1.1 Sous-variétés totalement géodésiques

Notons qu’une sous-variété totalement géodésique (compléte) d’un espace symétrique est
un espace symétrique pour la restriction de la métrique de ’espace symétrique ambiant. Ceci
se voit par exemple en observant qu’une variété riemannienne est localement symétrique si et
seulement si son tenseur de courbure est parallele pour la connexion de Levi-Civita, c’est-a-

dire VR = 0.
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La classification de toutes les inclusions d’espaces symétriques est alors un travail pénible
mais pas particulierement difficile. On se contentera de rappeler qu’en termes d’algebres de
Lie, il s’agit de chercher sous-espaces de I’espace tangent qui sont invariants par l'opérateur
de courbure. Au vu de (2.2), on cherche un sous-espace m C p telle que

[[m, m],m] C m. (2.4)
Une telle sous-espace est appelée triple systeme de Lie.

Remarque 2.3. Les seuls espaces symétriques qui contiennent des hypersurfaces réelles to-
talement géodésiques sont les espaces a courbure constante, a savoir ’espace hyperbolique
Hg, 'espace euclidien E", et la sphere S"” munie de la métrique ronde standard.

2.2 L’espace hyperbolique complexe

Les notations de cette section seront constamment utilisées par la suite. Soit (-, -) la forme
hermitienne standard de signature (n,1) sur C**!, que nous écrirons

(u,v) = —uplp + U1T1 + ... + UpTp. (2.5)

On note 7 : C"*1\ {0} — P{ Papplication qui envoie un vecteur sur la droite vectorielle qui
le contient. En tant qu’ensemble, Hg est défini comme l'ensemble des droites négatives pour
la forme hermitienne ci-dessus, c¢’est-a-dire

H¢ = {m(v) : (v,v) < 0}

Si I’on note (vo, . .., vy) les coordonnées de C"*1, observons que H{ est contenu dans la carte
affine vy # 0, et que pour les coordonnées inhomogenes

ijvj/vo, j=1,...,n, (2.6)
I’espace hyperbolique correspond simplement a la boule unité
B" = {(21,...,,2”) e C": ’21‘2 4+ ...+ ’Zn’2 < 1}

Il est clair que le groupe U(n, 1) des transformations de C"*! qui préservent la forme her-
mitienne standard de signature (n,1) agit sur ’ensemble des vecteurs négatifs, et on vérifie
facilement que l'action de ce groupe modulo son centre,

PU(n,1) =U(n,1)/{\-1d: X € C}

est transitive sur les droites négatives, rendant Hgi un espace homogene sous l'action de
PU(n,1).

Le groupe d’isotropie de la droite Cey engendrée par le vecteur de base standard ey =
(1,0,...,0) est clairement isomorphe & P(U(n) x U(1)), donc H est un quotient

PU(n,1)/P(U(n) x U(1)).
L’espace tangent & H¢ en un point 7(w), (w,w) < 0 s’identifie naturellement a

wt = {veC": (v,w)},

11



sur lequel la forme Hermitienne se restreint a un produit scalaire Hermitien. Ceci donne une
métrique riemannienne naturelle gyn sur H¢ qui, a un facteur pres, est I'unique métrique
invariante sous 'action de PU(n,1).

La métrique s’écrit par exemple

4 i . _
IHE = 1T |12 |P)? > zEdZidz + (1 ||21°)) dadzy o, (2.7)
j,k=1 k=1

voir [37], p.73. Ici et dans toute la suite de ce mémoire, on choisit la normalisation de la
métrique de sorte que les droites complexes aient une courbure sectionnelle égale a —1.

En effet, en restreignant la formule (2.7) & z9 = ... = 2, = 0, on obtient pour z; = x1+iy;,
4d2’1d§1 N 4(dl‘% + d.%'%)
(I—=1]a®?* A —=|=)?

Il peut étre utile également de connaitre la formule pour la distance entre deux points
z1 = 7m(v1) et z9 = 7(vy), donnée par
1
cosh(Ld(z1, 29)) = — vl (2.8)
2 (v1,v1)(v2, v2)

On se servira parfois de la formule suivante, que 'on peut voir comme une version de la
formule de Gauss-Bonnet :

Théoréme 2.4. Soit I' C PU(n, 1) un réseau cocompact sans torsion et M =T\ H{. Alors

S . (29)

Ce résultat reste vrai pour les réseaux qui contiennent des éléments de torsion, a condition

Vol(M) = (—1)"

de remplacer x (M) par la caractéristique d’Euler orbifold Xorb(M ) (voir section 2.5.5).

Dorénavant, Hg désignera I'ensemble des droites négatives de C"H, muni de la métrique
gHp - On notera souvent B™ ce méme espace, utilisant de maniere implicite l'identification
décrite par (2.6).

Proposition 2.5. H{ est un espace symétrique de rang un. Sa courbure sectionnelle est
strictement négative, i—pincée.

Pour exhiber le caractere symétrique de cet espace homogene, on exhibe une isométrie
ayant pour point fixe isolé 0 = m(eg), & savoir

(21,0 y2n) = (=21, .y —2n).

Nous épargnerons au lecteur les calculs pénibles de courbure, notons simplement ici le fait
suivant :

Proposition 2.6. Les plans tangents aux droites complexes et auzx plans totalement réels
réalisent respectivement le minimum (—1) et le maximum (—1/4) de la courbure.

Ici, par droite compleze on entend l'intersection avec B™ d’une droite affine dans C" (par
exemple les points de coordonnées (21,0, ...,0), |z1| < 1). Par plan totalement réel, on entend
une sous-variété correspondant a un plongement totalement géodésique totalement réel de
Hf&, dont le prototype est 'ensemble des (1, 2,0,...,0) pour z1,75 € R, 22 + 2 < 1.
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2.2.1 Classification des isométries

La description de H¢ comme la boule unité de C" permet immédiatement de lui associer
un bord OHE : en tant qu’ensemble il s’agit simplement de la sphere unité S 2n=1 En termes du
modele projectif, ot 'on voit H comme l'ensemble des droites négatives pour la forme (-, -)
standard de signature (n, 1), le bord correspond a I’ensemble des droites isotropes, c’est-a-dire
les droites vectorielles Cv engendrées par un vecteur v qui satisfait (v,v) = 0.

Les isométries de H¢t admettent clairement une extension a ﬁg = H{UOH(, et préservent
OH¢. Comme dans le contexte général des espaces a courbure négative, on fait la classification
grossiere des isométries en éléménts elliptiques, paraboliques ou hyperboliques :

Définition 2.7. Soit g € PU(2,1) une isométrie non-triviale. On dit que g est
— elliptique si g admet (au moins) un point fixe dans H ;
— parabolique si g admet un unique point fixe au bord de OHE ;
— hyperbolique si g a exactement deux points fixes dans aHé.

Il est facile de voir que ces trois possibilités sont exhaustives, et mutuellement exclusives.
Dans le cas n = 2, un critére calculatoire simple permet de distinguer les trois cas en
termes de la trace d’un représentant de matrices dans SU(2,1) (analogue au critere bien
connu pour PU(1,1) ~ PSLy(R)). Pour cela, on considére la fonction discriminant, qui
détecte la présence de valeurs propres répétées, voir [37] p. 204. Soit f : C — R la fonction
suivante :
f(z) = |2|* — 8Re(2%) + 18]2> — 27.

Proposition 2.8. Soit A un élément de SU(n,1), et 7 = Tr(A). On note [A] la classe de A
dans PU(n,1).

— [A] est elliptique régulier si et seulement si f(7) <0;

— [A] est hyperbolique si et seulement si f(7) > 0.

Si f(r) =0, [A] est soit une réflexion complexe, soit parabolique, soit I'identité (voir [37]
pour un énoncé plus détaillé). On rappelle ici que [A] est dit elliptique régulier si A a des
valeurs propres deux a deux distinctes.

2.2.2 Sous-variétés totalement géodésiques de H¢

Notons %Hﬁ la variété riemannienne obtenue a partir de I'espace hyperbolique réel en
multipliant la métrique par 1/4, de sorte que sa courbure soit identiquement égale a —1/4.
Le résultat suivant est bien connu, voir par exemple [37], p. 82.

Proposition 2.9. Les seules sous-variétés totalement géodésiques de H sont isométriques
a Hé ou iH]g, pour k < n.

En particulier, pour n > 2, il n’y a pas d’hypersurface réelle totalement géodésique dans
HE (voir Remarque 2.3).

2.3 Espaces symétriques hermitiens

Les espaces symétriques irréductibles de type non-compact qui sont hermitiens (c’est-a-
dire qui admettent une métrique kdhlerienne invariante) sont de la forme G/K avec G =
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SU(p,q), Sp(2n,R), SO*(2n), SO(2,n), E7(—25) or Eg(—14). Les seuls espaces symétriques
hermitiens de rang 1 sont les espaces hyperboliques complexes Hg.

On s’attend généralement a des phénomeénes tres différents pour les espaces symétriques de
rang 1 et ceux de rang supérieur (voir par exemple les résultats de Margulis, voir section 2.7.1).
Dans le contexte des espaces symétriques hermitiens, nous n’illustrerons ces différences que
par le résultat suivant (voir [60]) :

Théoreme 2.10. Soit ) un espace symétrique hermitien irréductible de rang > 2, et I' C
Aut(2) un réseau sans torsion. Soit N, h une variété kihlerienne a courbure négative. Alors
toute application holomorphe f : T'\ @ — N non-constante est une immersion totalement
géodésique.

On comparera avec les résultats des sections 2.7.3 et 2.7.4, qui montrent que ce résultat
est faux sans 'hypothese de rang supérieur a la source.

2.4 Réseaux, rigidité de Mostow

Définition 2.11. Soit G un groupe localement compact. Un sous-groupe discret I' C G est
un réseau si I' \ G a une mesure de Haar finie.

Rappelons ici qu'une mesure de Haar est une mesure invariante par translations a gauche
sur G (donc elle induit une mesure sur le quotient I' \ G), et qu’une telle mesure est unique
a multiplication par un réel positif pres.

Dans le contexte de ce mémoire, on n’utilisera cette notion que dans le cas ou G est
un groupe semisimple, qui est le groupe d’isométries (ou plutét sa composante connexe a
l'identité) d’un espace symétrique X = G/K. La condition que I' \ G soit de volume fini est
équivalente a demander que le quotient "\ X soit de mesure finie pour la forme volume de la
métrique symétrique.

Théoréme 2.12. (Mostow, Prasad) Soit G un groupe de Lie semisimple conneze, différent de
PSLy(R). Soit ' C G un réseau irréductible, et soit p : I' — G un homomorphisme injectif.
Alors p(T) est conjugué a T, c’est-a-dire il existe un g € G tel que gLg~t = p(T).

2.5 Premieres constructions de réseaux

Il existe des réseaux, et cela dans le groupe d’isométries de n’importe quel espace symé-
trique. Le point de départ est le fait que Z™ est un réseau du groupe additif R™, et ceci suggere
de considérer plus généralement les matrices a coefficients entiers dans certains groupes
linéaires. Il est bien connu que SLy,(Z) est un réseau de SL,(R), qui est non-cocompact.
Plus généralement on a le résultat suivant (cf. [14]) :

Théoréme 2.13. (Borel, Harish-Chandra) Soit G un groupe algébrique linéaire défini sur Q.
Alors G(Z) est un réseau dans G(R).

On dispose aussi d’un critere relativement simple pour déterminer quand ces réseaux sont
cocompacts :

Théoréme 2.14. (Godement) Soit I' un réseau dans G(R). Alors I est cocompact si et
seulement si I' ne contient aucun élément non-trivial unipotent.
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On notera que SL,(R) est le groupe d’isométries de ’espace symétrique SL,,(R)/SO(n),
qui est de rang n — 1. En particulier c’est le groupe d’un espace de rang un seulement pour
n = 2, et le groupe SLy(Z) est connu sous bien d’autres aspects, allant de la géométrie
hyperbolique a la théorie des formes automorphes, en passant par la théorie géométrique des
groupes.

Un cas particulier simple mais important est celui du groupe

U(n,1,Z[i]) = {A € GLp1(Z]i]) : A*HA= H}

des matrices inversibles a coefficients dans les entiers de Gauss et qui préservent la forme
hermitienne standard de signature (n, 1). Ici H dénote la matrice (diagonale) de la forme (2.5)
dans la base standard.

On voit le groupe

U(n,1) = {A € GL,1(C) : A"HA=H}

comme un groupe réel en plongeant GL,(C) dans GL2,(R), et en écrivant la condition
A*HA = H comme des équations polynomiales (& coefficients entiers) en les parties réelle et
imaginaire des coefficients de A. On notera encore U(H) le Q-groupe algébrique ainsi obtenu.

Les Z-points de ce groupe correspondent alors précisément au groupe U(n,1,Z][i]), et
le Théoreme 2.13 affirme que ce sous-groupe est un réseau de U(n,1) (c’est un réseau non
cocompact).

Pour n = 2, le groupe PU (2, 1,7Z][i]) est parfois appelé réseau de Gauss-Picard. On pourrait
bien entendu prendre n’importe quel anneau d’entiers discret dans C, par exemple les entiers
d’Eisenstein Z[w], ot w = —3 + z§ Le groupe PU(2,1,Z]w]) est appelé réseau d’Eisenstein-
Picard.

On connait un domaine fondamental explicite pour 'action de ces deux groupes sur H(%,
voir [31] et [29].

2.5.1 Arithméticité, restriction des scalaires

On peut construire des exemples un peu plus généraux en prenant des matrices a coeffi-
cients dans I’anneau des entiers Ok d’un corps de nombres K D Q. Bien entendu, 'anneau Ok
n’est que tres rarement discret dans C, donc GL,,41(Ok) est rarement discret dans G L;,11(C).

On supposera ici que K D L. D Q, ou L est un corps de nombres totalement réel, et
K D L est une extension quadratique purement imaginaire. On notera o1,671,...,0.,0, les
plongements distincts de K dans C, en les regroupant de sorte que o; et &; coincident sur L.
On supposera aussi que K est plongé dans C de telle maniere que o; soit l'identité.

11 est facile de voir que 'image du plongement de Og dans C" donné par

x— (o1(x),...,00(2))
est d’image discrete. Des qu’on se donne une forme hermitienne A définie sur K, le groupe
U(H, OK) = {A S GLn+1(OK) c ATHA = H}
peut donc étre vu comme un sous-groupe discret
s
U(H,0x) C [JUE).

j=1
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On notera ici que GL,,+1(Ok) est le groupe des matrices inversibles sur Ok, on demande donc
que leur déterminant soit un élément inversible de Ok.

On suppose maintenant que H = H! est de signature (n, 1), mais que pour tout j > 2,
H?i est une forme hermitienne définie, c’est-a-dire de signature (n + 1,0) ou (0,n + 1). Ceci
implique que les groupes U(H%/), j > 2, sont compacts, et en particulier que la projection
sur le premier facteur

s
[[v@s) — ™) =U(h)
j=1
est de noyau compact. Cette projection envoie donc les ensemble discrets sur des ensembles
discrets, donc U(H, Ok) est un sous-groupe discret de U (h).

Le contenu du Théoreme 2.13 est que ce groupe discret est en fait un réseau. En effet,
malgré que le groupe U(H) ne soit a priori défini que sur L, on vérifie que H;Zl U(H7) est
défini sur Q, dont les Z-points correspondent & U(H, Ok).

On peut aussi vérifier que U(H, Ok) est cocompact si et seulement si K est une extension
de degré > 2 de Q, c’est-a-dire dans les notations ci-dessus si et seulement si L £ Q.

Le procédé décrit ci-dessus, qui permet de passer d’'un L-groupe a un Q-groupe, est un
procédé général de la théorie des groupes algébriques sur les corps de nombres, et s’appelle
restriction des scalaires.

Exemple 2.15. Soit a = (v/5 —1)/2, L = Q(a), K = Q(v/5,w), et h la forme hermitienne
sur C? dont la matrice dans la base standard est donnée par

a -1 w
H=| -1 a -1
w -1 «

On vérifie facilement que H est de signature (2, 1), mais que 'automorphisme de K qui envoie
a = (V5 —1)/2 sur (—/5 — 1)/2 transforme H en un matrice hermitienne de signature
(0,3). Le groupe U(H,Ok) est un réseau cocompact de U(H) ~ U(2,1). Le contenu du
théoréeme principal de [D4] (voir Théoreme 2.39) est que le groupe de triangle (4,4, 4;5) est
commensurable a U(H, Ok).

En fait, pour un réseau préservant une forme hermitienne définie sur un corps de nombres,
la condition que les conjugués de Galois non triviaux soient définis (positifs ou négatifs) est
une condition nécessaire et suffisante d’arithméticité (voir le Lemme 4.1 de [62], par exemple).

En revanche, les réseaux qui proviennent d’une forme hermitienne sur un corps de nombres
sont tres spéciaux parmi les réseaux arithmétiques généraux :

Définition 2.16. Soit G un groupe de Lie semisimple, et I' un réseau de G. I' est dit
arithmétique s’il existe un groupe algébrique S défini sur Q et un homomorphisme

v: SR - @
de noyau compact, tel que p(S(Z) N S(R)?) et I' soient commensurables.

On voit donc que 'exemple ci-dessus, obtenu a partir du groupe des unités d’une forme
hermitienne sur un corps de nombres (et dont les conjugués de Galois non triviaux sont
définis), est bien un réseau arithmétique au sens de la définition 2.16.
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2.5.2 Groupes provenant d’algebres a division

Les sous-groupes arithmétiques des groupes d’isométries d’espaces symétriques sont en un
sens completement compris, grace aux travaux de classifications dis a Tits (voir [100], [107]).

Dans le cas particulier de SU(n, 1), les réseaux arithmétiques généraux s’obtiennent a
partir d’'une forme hermitienne sur une algebre a division (et non sur un corps de nombres
comme dans la section 2.5). Nous expliquons maintenant plus précisément ce que 'on entend
par “groupe provenant d’une forme hermitienne sur une algebre a division”, dans le contexte
de SU(n, 1), qui est un groupe de type 24,,, dans la terminologie de [100].

On se donne, comme ci-dessus, un corps de nombres totalement réel I et une extension
quadratique imaginaire K. On se donne également une algebre a division E de centre K, de
degré d tel que d|(n + 1) (on écrit n + 1 = rd avec r € N), que 'on suppose munie d’une
involution € dont les points fixes dans K sont précisément les éléments de L.

On se donne enfin une forme e-hermitienne non dégénérée h sur D", et on note G = SU(h).
On suppose que pour une place réelle vg de L, G(L,,) ~ SU(n, 1), mais que pour toute place
archimédienne v # vy, G(LL,) ~ SU(n 4 1). On obtient alors un réseau en prenant le groupe

G(OL).

Définition 2.17. On appelle réseau provenant d’une forme hermitienne sur une algébre 4 di-
vision un sous-groupe de G(R) commensurable & G(Of,) comme dans le paragraphe précédent.

Remarque 2.18. 1. Dans le cas particulier on d =1 (et donc D = K), on se rameéne aux
groupes décrits dans la section 2.5.1, auquel cas on parlera de réseau provenant d’une
forme hermitienne sur un corps de nombres.

2. Dans le cas n = 2, comme d|(n+1), il n’y a que deux possibilités pour le degré de D sur
K, & savoir d = 3 ou d = 1. Les réseaux correspondants sont parfois nommés réseaux de
type I ou de type II, respectivement.

2.5.3 Faux plans projectifs

Une classe importante d’exemples de réseaux dans PU(2,1) est fournie par les groupes
fondamentaux de fauzx plans projectifs, dont une classification complete a récemment été
obtenue par Prasad et Yeung, voir [80].

Rappelons ici qu'un faux plan projectif est une surface complexe compacte qui a les mémes
nombres de Betti que P2, mais qui ne lui est pas biholomorphe (ni anti-biholomorphe). Il est
bien connu, depuis la solution de la conjecture de Calabi par Aubin et Yau, que le revétement
universel d’une telle surface est biholomorphe & la boule unité B? (voir section 3.1).

En particulier, pour tout faux plan projectif X, m1(X) se plonge comme un réseau I'x
dans PU(2,1), dont on sait grace a des travaux de Klingler [52] et Yeung [112] qu’il est
arithmétique. Comme x(X) = 3, et que x(X) doit forcément étre un multiple de 3 (par la
formule de Noether), les faux plans projectifs ont la caractéristique d’Euler minimale parmi
toutes les surfaces hyperboliques complexes.

La formule de Gauss-Bonnet (Théoréme 2.4) montre que les faux plans projectifs réalisent
également le minimum du volume parmi les surfaces hyperboliques complexes, d’ou leur im-
portance dans I’étude générale des réseaux dans PU(2,1).

Comme on dispose d’une formule explicite pour le covolume d’un réseau arithmétique (due
a Prasad), on peut faire la liste des groupes arithmétiques donnant des réseaux de PU(2,1)
de petit volume, et essayer d’en extraire une classification des faux plans projectifs. C’est
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essentiellement ce qui est fait dans [80], ou les auteurs donnent dans une liste des faux plans
projectifs de type I (voir Remarque 2.18), et conjecturent qu’il n’y en a aucun de type II.

On sait depuis peu qu’il n’y a aucun faux plan projectif de type II, grace a des travaux
de Cartwright et Steger (cf. section 2.5.4). Il serait intéressant néanmoins de démontrer que
tous les faux plans projectifs doivent étre de type I sans avoir recours a la classification.

On notera ici qu'un point important est que les réseaux de type Il contiennent toujours des
courbes complexes totalement géodésiques, que I'on peut supposer plongées quitte a passer a
un revétement fini.

Proposition 2.19. Soit H une forme hermitienne définie sur un corps de nombres, comme
dans la section 2.5.1, et notons I' = U(H,Ok). Soit Ty C T' un sous-groupe normal sans
torsion. Alors le quotient I'g \ B™ contient une hypersurface complexe totalement géodésique
plongée.

Preuve: On choisit un vecteur v & coordonnées dans Ok tel que I'involution ¢, donnée par

{z,v)

(v, 0) "

est dans I" (un tel v s’obtient en diagonalisant la forme H sur K). Si v est de norme positive
pour H, vt donne une sous-boule S de B™.

Siz,yeSetyr=y pour un v € Iy, alors ty¢ = 4/ pour un 7' € I'y, et 'z = y; comme
’élément y~14' fixe z, il ne peut étre que trivial (I'g est supposé sans torsion). On a alors que
~ et ¢ commutent, et donc ~ est dans le stabilisateur de S. O

Lix—x—2

Notons que si I' est cocompact, la construction ci-dessus donne une hypersurface com-
pacte ; en effet, le stabilisateur dans I" d’un vecteur v comme dans la preuve de la proposition
est un groupe arithmétique de la méme nature que I' (remplacer H par sa restriction & v'l).

La proposition ci-dessus implique que le groupe fondamental d’un faux plan projectif ne
peut pas se plonger comme un sous-groupe normal d’un réseau arithmétique de la forme
U(H,Ok); en effet, si un faux plan projectif X contenait une courbe complexe plongée S,
cette courbe définirait un diviseur ample (sa classe serait un multiple de Kx par ’hypothese
by = 1). Ceci est impossible, puisque S - S = %X(S) < 0 (le fibré normal d’une sous-boule
B! C B? est une racine carrée de son fibré tangent).

Si le sous-groupe I'g C I' n’est pas normal, 'existence d’une sous-variété plongée comme
dans la proposition 2.19 n’est pas claire.

2.5.4 Les travaux de Cartwright /Steger

Les résultats de Cartwright et Steger annoncés dans [22] sont intéressants a plusieurs
titres. D’abord ils donnent une réponse completement satisfaisante & certains points laissés
en suspens dans l'impressionnant article de Prasad et Yeung (ils permettent d’achever la
classification, et de calculer le groupe fini H'(X,Z) pour tout faux plan projectif X).

Un autre aspect important est que Cartwright et Steger ont développé des outils d’in-
vestigation pour étudier certaines propriétés des réseaux arithmétiques de PU(2,1). Leurs
méthodes sont suffisamment efficaces pour qu’ils puissent se permettre d’étudier un grand
nombre de réseaux simultanément, ce qui dans le contexte de PU (2, 1) semble étre une avancée
significative.

Pour se donner une idée de la complexité du probleme, on notera le caractére abstrait de
la définition des sous-groupes arithmétiques PU(2,1) obtenus a partir d’algebres a division.
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Il est en général assez difficile de produire des exemples concrets de matrices dans le groupe,
sans parler de produire des générateurs pour le groupe arithmétique en question.

Pour démontrer qu’un certain ensemble fini est réellement une partie génératrice pour un
réseau arithmétique donné, on peut profiter du fait que 'on connait le volume de ce réseau
(par la formule de Prasad). Cartwright et Steger utilisent alors la construction de Dirichlet
(voir section 2.6.2), et estiment le volume du polyedre correspondant numériquement.

Un autre point important est que Cartwright et Steger arrivent a obtenir des présentations
pour les groupes arithmétiques sans connaitre de domaine fondamental pour [’action du
groupe.

Il leur suffit, étant donné un point py € H(% et un réel donné R (par exemple le diametre
du domaine de Dirichlet centré en py, voir [22]), d’étre capable de déterminer la liste de tous
les éléments du groupe qui déplacent py d’une distance < R.

On voit immédiatement que les deux points cruciaux ci-dessus dépendent de fagon essen-
tielle du fait que le réseau étudié soit arithmétique. L’étude des groupes sporadiques évoquée
dans la section 2.6.4 est significativement plus compliquée.

2.5.5 Elements d’ordre fini, lemme de Selberg, orbifolds

Pour un réseau quelconque I' C G dans le groupe d’isométries d’'un espace symétrique X =
G/K de type non compact, l’action de I' sur X est propre, mais pas forcément discontinue.
Comme le stabilisateur Stabg(z) d’un point € X est compact (c’est un conjugué de K), il
est clair que Stabp(x) est un groupe fini pour tout = € X.

En particulier, le quotient M = T"\ X est localement homéomorphe au quotient de R
par un sous-groupe fini de GL,(R), c’est donc une orbifold (voir par exemple [26], §14 pour
une définition détaillée). Dans ce cas T est le groupe fondamental de M au sens orbifold, que
I’on notera W?rb (M), et X est le revétement universel de M au sens orbifold.

Les invariants orbifolds se calculent souvent simplement en passant a un revétement fini
qui soit une variété, ce qui existe par le résultat suivant :

Proposition 2.20. (Lemme de Selberg) Soit T un sous-groupe finiment engendré de SL,(C).
Alors il existe un sous-groupe sans torsion I'g C T', avec [I" : T'g] < 0.

Pour tout sous-groupe I'y C I' d’incide fini qui est sans torsion, les stabilisateurs Stabr,(x)
sont triviaux, et le quotient I'g \ X est une variété, qui admet bien entendu une application
continue vers I'g \ X, de degré égal a l'indice [I": T'].

La caractéristique d’Euler au sens orbifold se comportant bien par passage a revétement
ramifié fini, on a alors (Co\ X)

orb x(To \ X
P ) = R

On peut aussi calculer Xorb(r \ X)) strate par strate, en regardant les strates ayant un groupe
d’isotropie fixé (voir par exemple [D3]).

2.6 Constructions géométriques

2.6.1 Théoreme de Poincaré

Un théoreme central dans la recherche de groupes discrets est le théoréeme de Poincaré
sur les polyedres fondamentaux. Il donne des conditions relativement simples qui garantissent
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qu’un groupe soit discret, a partir d’'un polyedre dont on montre qu’il est un domaine fonda-
mental pour 'action du groupe; il faut prendre garde a certaines versions présentes dans la
littérature. On pourra par exemple consulter [28], ou [62] pour une version spécifique dans le
contexte de I’espace hyperbolique complexe.

On se donne un polyedre P dans H{, et I'on supposera que les hypotheses suivantes sont
satisfaites :

HYPOTHESE 1 (REGULARITE): P a un nombre fini de faces, et chaque aréte de P (une aréte
est par définition une face de codimension deux) est sur exactement deux faces de P. On
notera F l’ensemble des faces de P, et A I’ensemble de ses arétes.

HYPOTHESE 2 (IDENTIFICATION DE FACES): Pour chaque face F de P on se donne une
isométrie ap qui envoie F' sur une face de P (on admet éventuellement que ap(F) = F), et
telle que

PN aF(P) = Ozp(F)

On suppose par ailleurs que pour chaque aréte, les images de P par les applications de
faces ci-dessus pavent un voisinage de l'aréte, dans le sens précis suivant. On considere les
suites d’arétes a,, = F,, N G, ou F,,, G, sont deux faces de P définies récursivement par

an+1 = ap, (an)

qui est par construction sur G,4+1 = ap,(F,) et sur une autre face que I'on note F, ;.
Comme notre polyedre est supposé fini, pour tout ag, il existe un n € N tel que a, 11 = ag
et que la transformation de cycle

est 'identité sur ag. Dans la suite de ce paragraphe, on choisit n minimal avec cette propriété.
HYPOTHESE 3 (CONDITIONS DE CYCLES): pour chaque aréte ag comme ci-dessus, les polyedres

P, a;ol (P), a;olagll(P),. e 041301 e a;i (P) pavent un secteur Sy s’appuyant sur ag, la trans-
formation g4, est d’ordre k,, et les images

kag—1
SO’gao (SO),Q?LO (SO)’ s agaoo

pavent un voisinage de 'aréte ag.

(So)

Théoréeme 2.21. Sous les hypothéses 1-3, l’ensemble A = {ay : f face de P} engendre un
sous-groupe discret de PU(n,1), et P est un domaine fondamental pour action de (A) sur
HE. De plus, le groupe (A) admet une présentation de la forme

<af,f€.7:|ga“ :Id,a€A>

Remarque 2.22. Dans le cas ou ap(F) = F pour une certaine faces F', on prendra soin de
découper la face en deux, de sorte qu’il y ait une relation de cycle de la forme oz% = Id.
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2.6.2 Domaines de Dirichlet

On utilisera souvent la construction suivante, due a Dirichlet, pour étudier I'action d’un
groupe I' sur un espace métrique X, d (en particulier sur I'espace hyperbolique complexe H{,
muni de la métrique de Bergman).

On se donne un point pg € X, et on pose pour tout sous-ensemble W C I’

Py ={z€X : VyeW, d(z,po) < d(z,vpo) } (2.10)

I' est clairement discret si et seulement si Pr est d’intérieur non vide, mais cette derniere
condition est en général extrémement difficile & vérifier.

Il semble que le domaine obtenu par cette construction puisse étre inutilement compliqué
combinatoirement (voir [D2] et la simplification proposée dans [D1]), mais il a 'avantage d’étre
essentiellement canonique (il ne dépend que du choix de pg), et de se préter relativement
facilement a I'expérimentation. Notons aussi que le domaine obtenu dépend en général du
point pg choisi, de fagon drastique dans certains cas (voir [78], et aussi [70]).

L’espoir est de trouver un sous-ensemble W C T fini (ou tout au moins beaucoup plus
petit que I') tel que 'on ait

Py = Pr. (2.11)

Dans ce cas de figure, il est facile de voir que I’ensemble W engendre I'. En fait :

Proposition 2.23. 5i Py = Pr, alors I est discret, engendré par W, et Py est un domaine
fondamental pour action de I' modulo le stabilisateur de pg dans I'.

Cependant, pour un ensemble donné W, il est une fois de plus extrément difficile de vérifier
si la condition (2.11) est satisfaite. On dispose de méthodes expérimentales pour deviner s’il
existe un ensemble fini W qui fait l'affaire, et pour produire un candidat a un tel ensemble
(voir la procédure de Giraud décrite dans [D4] et [D2], voir section 2.6.3).

Une fois qu’on dispose d’un bon candidat pour ’ensemble W, on peut déterminer si le
polyedre Py, muni des identifications de faces naturelles, satisfait les hypotheses du théoreme
de Poincaré, voir section 2.6.1. Une telle démarche a été menée avec un certain succes dans [62]
et aussi dans [D7] (voir néanmoins les difficultés rencontrées pour rendre rigoureuses les
preuves obtenues avec I’aide d’un ordinateur, cf. [D2], [D1]).

2.6.3 Procédure de Giraud

Rappelons que 'on ne dispose d’aucun algorithme général pour déterminer si un sous-
groupe d’un groupe de Lie est discret; pour PU(1,1) ~ PSLy(R), on dispose de méthodes
assez abouties, voir par exemple [34] et [83]. Déja pour P.SLy(C) (qui est le groupe d’isométries
de Hfé, donc un espace symétrique a courbure constante), la situation est compliquée par I'exis-
tence de groupes géométriquement infinis, et on ne dispose pas d’algorithme pour déterminer
la discrétude (voir néanmoins [82], et surtout SnapPea, programmé par Jeff Weeks).

On s’attend donc a une situation au moins aussi compliquée dans H2. Comme dans [82],
on se base sur 'utilisation des domaines de Dirichlet. On supposera donné un ensemble fini
S de matrices de SU(2,1), tel que S = S~!, et 'on note

F = <S>’

le groupe engendré par les éléments de S. On suppose que l'on peut calculer les composantes
des matrices dans S avec une précision arbitraire ; en pratique, on travaillera dans un corps de
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nombres, ce qui permet assez facilement de calculer avec une précision arbitraire la matrice
correspondant & un mot quelconque en les éléments de S.

Dans la suite de cette section, on conserve les notations de la section 2.6.2. Etant donné
v € PU(2,1) tel que ypy # po, on notera par ailleurs

4y = {x € B : d(x, po) = d(z,vpo) }
I’hypersurface équidistante de py et ypo.

Définition 2.24. Soit w € W. On dit que w découpe une face de Py si w pg # po et wN Py
contient une composante de dimension trois.

Définition 2.25. Soient wi,ws € W découpant des faces de Py .
1. On dit que wy et wa découpent une 2-face de Py si

w1 Nwe N Py

contient une composante de dimension 2.

2. On dit que wy et wo découpent une 2-face générique de Py si elles découpent une 2-face
dans Py, et que de plus w; N Wy n’est pas une droite complexe.

Notons que w; et wy découpent un 2-face non générique dans Py précisément quand
Po, wipo et wopg sont C-colinéaires, c’est-a-dire contenus dans une méme droite complexe
(voir [D2]).

Par le théoreme de Giraud (voir [35] ou [37]), si w; et wa découpent un 2-face générique,
alors il y a précisément trois hypersurfaces équidistantes qui contiennent w0 Nws, dont seule-
ment deux sont équidistantes de py (la troisieme est équidistante de wipy et wapg).

En particulier, si P = Pr et que wi,ws € W découpent une 2-face générique de Py,
alors w; et wy Lwsy découpent également une 2-face générique. Ceci suggere naturellement la
procédure suivante, baptisée procédure de Giraud dans [D2].

On part d’'une partie génératrice S = Wy, et on définit inductivement

Wit = G(Wy) (2.12)

en posant G(W) =W U {wfle : wi,wy découpent une 2-face générique de W}. Noter que
si W est symétrique, alors G(W) 'est aussi.

Définition 2.26. On dit que W est Giraud-fermé si G(W) = W.

L’espoir est que la suite W,, se stabilise aprés un nombre fini d’étapes en un ensemble
Giraud-fermé. Ce sera le cas par exemple si le groupe engendré par S est un réseau, mais on
ne dispose d’aucune borne sur le nombre d’étapes, ni sur le nombre de faces du domaine Pr.
Notons cependant que les expériences décrites dans [D7] semblent montrer que pour certaines
classes de groupes, la procédure de Giraud donne un test extrémement efficace pour trier les
réseaux et ceux qui ne sont pas discrets.

Si 'on obtient un ensemble Giraud-fermé W, on vérifie en détail si le polytope Py sa-
tisfait les hypotheses du Théoreme 2.21. On notera ici que ceci dépend bien entendu de la
détermination précise de la combinatoire de Py, ce qui est un probleme calculatoire relative-
ment pénible.

La difficulté de base est que le squelette (méme de petite dimension) du polytope n’est
pas totalement géodésique. Il est facile de voir que le 2-squelette ne peut étre constitué
exclusivement de 2-faces géodésiques ; méme le 1-squelette contient souvent des digones, c’est-
a~dire deux segments distincts joignant la méme paire de sommets.
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2.6.4 Groupes de réflexions
Groupes de réflexions réelles

Le point de départ de cette section est I'existence de polyedres de Coxeter dans ’espace
hyperbolique réel de petite dimension.

Définition 2.27. Un polyedre de Coxeter est un polyedre de volume fini bordé par des
hyperplans qui ont des angles diedres de la forme 7 /k, avec k € N* U {oco}.

Ici par des “hyperplans”, on entend des sous-variétés totalement géodésiques de Hy de co-
dimension un. De telles variétés sont isométriques a Hﬂg*l, et elles s’obtiennent facilement dans
le modele de Klein, puisqu’elles correspondent a la projectivisation des hyperplans linéaires
de R™1,

Les hyperplans sont paramétrés par les vecteurs v € R™! de norme positive pour la
forme standard, c’est-a-dire (v,v) > 0. On notera v' la sous-variété correspondante de HE
(il s’agit de la projectivisation de 'intersection avec le cone négatif de ’ensemble de vecteurs
orthogonaux & v par rapport a la forme Lorentzienne standard).

Pour rappel, si v et w sont deux vecteurs positifs, v et w' se rencontrent si et seulement

si [{(v,w)|/+/{v,v)(w,w) < 1, auquel cas leur angle 6 est donné par

cosf = —K?),wﬂ .

(v, v){w, w)

Pour un vecteur positif v donné, on note R, la réflexion de miroir v+, décrite en coor-
données homogenes par
(),
(v, v)
Si vt et wt font un angle 27 /p pour un p € N*, alors le produit R,R,, est d’ordre p.

Etant donné un polyedre P dans Hp, on note I'p le groupe engendré par les réflexions le
long des faces de P.

Ry(x)=x—2

Théoreme 2.28. Soit P un polyédre de Coxeter de volume fini. Alors I'p est un réseau de
SOp(n,1).

Ceci est une conséquence du théoreme de Poincaré sur les polyedres fondamentaux, voir
section 2.6.1.

Remarque 2.29. On notera que la condition d’intégralité ci-dessus est naturelle, mais pas
nécessaire pour avoir la discrétude du groupe engendré par les réflexions sur les faces du
polyedre. Il s’agit en fait d’une condition nécessaire et suffisante pour que le polyedre soit une
domaine fondamental pour ’action du groupe engendré par les réflexions sur ses faces.

Les polyedres de Coxeter n’existent dans Hy que pour n relativement petit, voir [105]
et [81] :

Théoréme 2.30. (Vinberg, Prokhorov) Pour n > 30, il n’existe pas de polyédre de Coxeter
compact dans Hg. Pour n > 996, il n’existe pas de polyédre de Coxeter de volume fini dans
Hg.

On sait par contre que pour n fixé assez petit (n < 6 dans le cas compact, et n < 19 dans
le cas de volume fini), il existe une infinité de polyedres de Coxeter dans Hg (voir [3]).
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Groupes de triangles

Dans HH%, I’existence de polygones de Coxeter est évidente. Par exemple, rappelons qu’un
triangle hyperbolique est déterminé a isométries pres par ses angles. Plus précisément, on a :

Lemme 2.31. Soient o, 3, v > 0 des réels tels que a+ B+ < . Alors il existe un triangle
dans Hf{ d’angles «, B, v, unique a isométrie pres.

En particulier, quand les angles sont des parties entiéres de 7, on obtient un exemple (tres
simple) de groupe de Coxeter :

Exemple 2.32. Pout tout triplet p,q,r € N* avec % + % + % < 1, il existe un triangle dans

HH% d’angles 7 /p, w/q, w/r, unique & isométrie pres. Le groupe de Coxeter correspondant est
communément appelé groupe de triangle hyperbolique, et il admet une présentation de la
forme

(a,b,c| a®b% c?, (ab)?, (be)?, (ca)" ) (2.13)

Les générateurs a, b et ¢ correspondent aux réflexions fixant chaque c6té du triangle. Le
pavage de H2 obtenu pour (p,q,r) = (2,3,7) est dessiné sur la Figure 2.1.

Noter qu’on pourrait aussi admettre des angles de la forme 7/0c0 = 0, les cotés corres-
pondants du triangle étant alors paralleles, c’est-a-dire qu’ils sont asymptotiques en un méme
point a l'infini. On omet alors de la présentation les relations correspondant a des exposants
infinis dans (2.13)

Revenons a la Remarque 2.29; il est naturel de considérer les triangles dont les angles
sont des multiples rationnels de 7, disons k7 /p, In/q et mx/r.

Théoréme 2.33. Soit T un triangle d’angles o, 3 et v dans HZ. Le groupe I'r engendré par
les réflexions fizant les cotés de T est discret si et seulement si («, 3,7) est (a permutation
pres) dans la liste suivante :

T T 2 T T 2m 2w 27 L 2o
(0) (5555;) (Z) (?aa,a) (”) (???,?) (”,L) (?55,5)
3r mow AT 7w w 2r ™ o
(“}) (p 7375) (U) (?757;) (’UZ) (7757?)

pour un certain choix de p,q,v € NU {oo}.

Ce résultat est essentiellement dia a Knapp, cf. [53]. Pour 1’énoncé ci-dessus, voir le
Lemme 2.1 de [49], ou le Théoreme 7.1 de [DO].

Remarque 2.34. La plupart des groupes de triangles sont non-arithmétiques, la liste de
ceux qui sont arithmétiques est donnée dans [97].

Groupes de réflexions complexes

Dans I’espace hyperbolique complexe, on n’a pas de bon analogue de la notion de polyedre
de Coxeter. La notion méme de face est déja problématique, dans la mesure ot aucune hyper-
surface réelle de H¢ n’est totalement géodésique (voir section 2.2.2). En particulier, quelles
que soient les faces que I'on choisit pour border un polyedre, elles ne seront jamais I’ensemble
des points fixes d’une isométrie.
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De la méme facon qu’il y a deux types de sous-variétés totalement géodésiques tres
différents dans Hg, il y a deux types de réflexions.

Rappelons que tous les automorphismes holomorphes et anti-holomorphes de la boule
induisent des isométries de H{. Les isométries qui fixent I’hyperplan complexe 21 = 0 ont la
forme

21— (21

pour un nombre complexe ¢ avec |¢| = 1. Plus généralement, on obtient les isométries qui
fixent I’hyperplan correspondant & v*, (v,v) > 0 & partir de I’dlémént suivant de U(n, 1) :

w, v

(v, 0)

—~
~

Ryc:w—w+(¢—1)

v

toujours avec |¢| = 1.

Définition 2.35. L’isométrie induite par R, ¢ est appelée réflection complere de multiplica-
teur (.

Etant donné un Lagrangien L C H{ (c’est-a-dire une sous-variété totalement réelle totale-
ment géodésique de dimension maximale), il y a une et une seule isométrie non-triviale ¢, qui
fixe L. Le prototype d’une telle sous variété est HE = {(z1,...,2,) € R* 1 23 +... +22 < 1},
qui est fixé par la réflexion réelle standard

o (1, xn) — (T1,. ., Tp).

Définition 2.36. On appelle réflexion réelle une isométrie non-triviale qui fixe un Lagrangien
de H{.
C

Noter que toute réflexion réelle est un conjugué

gy
de la réflexion standard par un élément g € PU(n, 1).

Il est naturel de considérer les sous-groupes de PU(n,1) engendrés par un ensemble fini
de réflexions (complexes ou réelles), et de comparer les résultats avec ceux de la théorie
des groupes de Coxeter dans SOp(n,1). Nous ne nous intéresserons ici qu’au cas de réflexions
complexes (I’étude des groupes engendrés par des réflexions réelles a une saveur assez différente
de Desprit de ce mémoire, voir par exemple [30], [108]).

Les premiers exemples connus semblent étre les groupes étudiés par Picard & la fin du
dix-neuvieme siecle, voir [79], dans I’étude de la monodromie de certaines fonctions hy-
pergéométriques. Le fait qu’ils soient engendrés par des réflections complexes semblent étre
resté anecdotique a 1’époque, mais ces mémes groupes ont été redécouverts par Mostow,
voir [62], puis généralisés dans [98], [25], et [63] (voir aussi [99]).

Définition 2.37. On appelle réseau hypergéométrique un des groupes qui apparait dans les
listes de Terada [98], Deligne-Mostow [25]/Mostow [63] ou Thurston [99].

L’importance de ces constructions est qu’elles permettent de reconstruire tous les exemples
connus de réseaux non-arithmétiques dans PU(n, 1) (au moins avant les résultats de [D7]).

On présentera ici 'approche “groupes de Coxeter”, qui semble prometteuse pour construire
de nouveaux réseaux non-arithmétiques dans PU(2,1). Ainsi on s’attachera a étudier des
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groupes engendrés par des réflexions (d’ordre supérieur ou égal a deux, voir Définition 2.35),
en imposant par exemples certaines relations de tresse au produit.

L’objectif est ici d’obtenir des réseaux non-arithmétiques, on connalt aussi un certain
nombre de réseaux arithmétiques engendrés par des réflexions, voir par exemple les travaux
d’Allcock, [2]. Une des grandes questions ouvertes est I’existence ou non d’une borne sur la
dimension des espaces hyperboliques complexes dont le groupe d’isométries contient un réseau
engendré par des réflexions (dans la veine des travaux de Vinberg et Prokhorov dans le cas
hyperbolique réel, voir Théoreme 2.30).

Dans les deux sections suivantes, nous retragons les grandes étapes des progres dans les
constructions géométriques de groupes discrets engendrés par des réflexions complexes, depuis
les résultats pionniers [62] de Mostow.

Groupes de triangles hyperboliques complexes

L’étude du cas particulier des représentations de groupes de triangles a pris son essor
depuis le papier de Goldman/Parker [38], repris ensuite par Schwartz [85]. On regarde ici des
représentations du groupe des réflexions réelles d’un triangle hyperbolique (p, g, ), c’est-a-dire
le groupe engendré par les involutions de HH% qui fixent chacun des trois c¢6tés d’un triangle
d’angles 7 /p, w/q, w/r, avec p,q,r € N* U {oo} et % + % + % < 1. Rappelons que ce groupe a
une présentation de la forme

T(p,q,r) = (Ll, L2, Ls\ﬁ = L% = L§ =1id, (t102)? = (L2L3)q = (L3L1)T = id)

ou l'on omet les relations faisant intervenir des puissances infinies. Schwartz s’est intéressé
aux représentations
P Tipgr — PU21)

telles que p(¢;) est une réflexion complexe pour tout j = 1,2,3. On appellera I'image d’une
telle représentation un groupe de triangle complexe.

On dira que le groupe de triangle complexe est non-dégénéré sil'image de la représentation
correspondante n’a pas de point fixe dans 'espace projectif, c’est-a-dire qu’elle ne fixe pas de
point dans H(% U aHé, et ne préserve pas de droite complexe dans H(%

L’hypothese de non-dégérescence est importante au vu du résultat suivant, conséquence
immeédiate du théoreme de rigidité de Toledo :

Théoréme 2.38. Soit S une surface compacte sans bord, et p : m(S) — PU(2,1) une
représentation qui préserve une droite complexe. Alors toute déformation de p préserve une
droite compleze.

En effet, 'invariant de Toledo étant un invariant de déformation, il suffit de montrer
qu’une représentation préserve une droite complexe si et seulement si elle a un invariant de
Toledo maximal, ce qui est le contenu du théoréme principal de [101].

On note vj, j = 1,2,3 la polaire du miroir de p(¢;), choisie telle que (v;,v;) = 1. La
réflexion p(¢;) s’écrit alors
v = v — 2(v,v;)v;,
et on voit facilement que, pour (p, ¢, ) fixé, 'espace de modules des classes de conjugaison dans
PU(2,1) de groupes de triangles complexes non-dégénérés de type (p,q,r) est un intervalle,
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paramétré par 'argument du produit hermitien triple

(’Ul, ’U2><'U2, ’L)3><’L)3, ’L)1>.

En particulier, quand ce produit triple est réel, on obtient un groupe qui préserve une copie
totalement géodésique de Hé contenue dans Hé et y agit de fagon standard comme le groupe
de triangle de départ. Une telle représentation est parfois appelée R-Fuchsienne (on notera
que 'image de la représentation est dans ce cas de covolume infini).

Dans le cas p = ¢ = r = o0, on connait dans I’espace de modules des groupes de triangles
idéaux tous les groupes discrets, et ils sont tous de covolume infini, voir [85]. Quand p, ¢,
sont suffisamment grands, Schwartz récupeére une partie des résultats sur les triangles idéaux
par un analogue hyperbolique complexe de la chirurgie de Dehn, voir [88].

Pour les triplets (p,q,r) généraux, on ne dispose essentiellement que des conjectures de
Schwartz énoncées par exemple dans [86], dont certains aspects ont été infirmées par Parker.
On sait que la représentation R-Fuchsienne standard admet un voisinage de représentations
fideles discretes (voir [43], [75]), mais on ne dispose d’aucune estimation explicite de la taille
de cet intervalle.

Pour la famille des groupes de triangles de type (4,4,4), on connait des représentations
discretes non-fidéles intéressantes. D’une part le groupe (4,4,4;7) étudié dans [87] a permis
de construire le premier exemple de structure CR sphérique (c’est-a-dire modelée sur 8Hé)
sur une variété de dimension trois hyperbolique.

Le groupe de triangle (4,4, 4;5) étudié dans [D4]. Ce dernier s’avere étre un réseau arithmé-
tique, de facon peut-étre surprenante puisqu’on peut I'obtenir par déformation a partir d’un
groupe de triangle R-Fuchsien (donc de covolume infini).

Théoréme 2.39. [l eziste un sous-groupe I' de SU(2,1) engendré par trois réflexions com-
plezes Iy, I et I3 dont les miroirs se coupent deux & deux avec un angle w/4, tel que la trace
de I I, 1315 est donnée par (1++/5)/2. Un tel groupe est unique & conjugaison prés, et il s’agit
d’un réseau arithmétique cocompact.

La partie difficile est la compacité du quotient. On montre facilement que le groupe I' est
contenu dans un groupe arithmétique, mais il est loin d’étre trivial de déterminer I’indice de
I' dans le groupe arithmétique en question.

On montre que I" est d’indice fini en construisant une boule compacte explicite qui contient
un domaine fondamental pour 'action de I', a 'aide de la construction des domaines de
Dirichlet (voir section 2.6.2).

Réflexions d’ordre supérieur, groupes sporadiques

Les groupes étudiés dans [62] sont engendrés par une réflexion complexe R; d’ordre p et
par un élément elliptique régulier d’ordre trois, que ’on note J. Par commodité on note

Ry=JR1J Y, Rs=JRyJ L.

Les groupes de [62] sont ceux pour lesquels p = 3, 4 ou 5, et pour lesquels pour tout

i#j€{1,2,3},
RiR;R; = R;R;R;. (2.14)

Si l'on garde la méme relation de tresse (2.14), mais que 'on autorise n’importe quel p > 3,
on trouve certains des réseaux hypergéométriques (voir [64], [73]).
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On notera aussi que, sous ’hypothése que R; et Rs satisfont la relation de tresse (2.14),
la condition p < 5 est équivalente a demander que RjRs soit elliptique. On vérifie aussi
facilement que pour tous les groupes de Mostow (quel que soit p > 3), R; R2R3 est elliptique.

Ceci conduit a une généralisation naturelle des groupes de Mostow : on demande seulement
que R1Ry et RyRyR3 soient elliptiques, sans imposer la relation de tresse (2.14). Parker et
Paupert se sont intéressés a cette famille de groupes dans une série d’articles, voir [72], [74]
et [76]. En utilisant le résultat de Conway-Jones [23] sur les relations entre cosinus rationnels,
ils parviennent a trouver la liste de tous les groupes (J, Ry) pour lesquels Ri Ry et RiRoR3
sont tous deux d’ordre fini.

Pour énoncer leurs résultats, il est utile de rappeler que la classe de conjugaison d’un élé-
ment de PU(2,1) est essentiellement déterminée par la trace d’un représentant dans SU (2, 1),
voir Proposition 2.8. Comme dans [74], on choisit donc les matrices des réflexions R; dans
SU(2,1), et on utilise comme parametres l'ordre p des réflexions R;, et le nombre complexe

7 =Tr(R,J).

Pour un p > 2 donné et 7 € C, il existe des Ry comme ci-dessus (c’est-a-dire J elliptique
régulier d’ordre 3, Ry réflection complexe d’ordre p, et trace(RyJ) = 7), si et seulement si la
matrice hermitienne

2sin § —je /3 jeim/3F
ie'™/3F 2sin § —je" /37
—ie /3 el /37 2sin §

est de signature (2,1) (on pourrait admettre une forme de signature (1,2) également, mais les
réflexions R; que I'on obtient fixent alors des points isolés plutot que des droites complexes
de H3).

Si tel est le cas, le groupe est déterminé a conjugaison preés par p et 7, et suivant les
notations de [74] on le note

27
'(—, 7).
p
Théoreme 2.40. Si Ry Ry et R Ry R3 sont tous deux d’ordre fini, alors soit le groupe I’(%’T, T)
est un sous-groupe d’un réseau hypergéométrique, soit T est l'une des valeurs o;, j =1,...,9

de la Table 2.1.

Suivant la terminologie de [74], nous appellerons groupes sporadiques hyperboliques com-
plexes, ou simplement groupes sporadiques, les groupes pour lesquels 7 est égal a 'une des
valeurs de la Table 2.1. On appellera aussi les valeurs o, o; les valeurs sporadiques de 7.

En utilisant le théoreme de Knapp (Théoreme 2.33), Parker et Paupert ont montré que
certaines valeurs sporadiques de 7 ne produisaient aucun groupe discret :

Théoréme 2.41. Pour tout p > 2, les groupes I'(p,T) avec T = 03, T3, T = 03, 08, 09, 09
sont non-discrets.
Pour p # 3,5, les groupes I'(p, T) avec T = o¢ ou G ne sont pas discrets.

A l’aide d’une version raffinée du programme utilisé pour étudier les domaines de Dirichlet
de sous-groupes de PU(2,1) (voir les techniques décrites dans [D2] et [D4]), on peut se
convaincre assez rapidement qu’il ne semble y avoir qu'un nombre fini de groupes discrets
dans la liste, et que les groupes discrets que I'on obtient sont presque tous des réseaux.

A titre d’exemple de la complexité des domaines obtenus (mais aussi de leur caracteére
esthétique), on pourra regarder la Figure 2.2.
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o1 =w(V2i —1); o9 =w(—141i 5 ); o3 =w(—-141 5 )
—1+1V7 ) 5—-1 . 541
o4 = L\/_; o5 = e ™9 (—w + V5 ) o = e " (—w+ Vot );
2 2 2
—mi)9)  — 79 — 4 —mif9, — 67
or=e (—w+2cos(7)), oy =e (—w+2cos(7)), og=e (—w+2cos(7))

TAB. 2.1 — Les valeurs de 7 = trace(R;J) pour lesquelles R Ry et RyRsR3 sont d’ordre
fini, mais le groupe F(%’rﬂ') n’est pas de maniere évidente un sous-groupe d’un réseau hy-

V3

‘ Jy _ 1 .
pergéométrique. On note w = —35 + 15>,

(c) 123 (d) 1212

F1G. 2.2 — Quelques faces du domaine de Dirichlet pour le groupe F(QT”, 01). Le domaine a 6
cusps, tous équivalents sous 'action du groupe.
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Conjecture 2.42. Les seuls réseaux parmi les F(%T,T) hyperboliques sont ceux ayant pour
parametres (p,T) =

(3,01);  (4,01); (6,01);
(3,04); (4,54); (5,04); (6,04); (8,74); (12,54);
(2,05);  (3,05);  (4,05);
(2,05);

Les seuls groupes discrets de covolume infini sont ceux ayant pour paramétres (p,T) =

(2707); (2767); (370'7)§

A posteriori, on observe que les générateurs naturels des groupes qui apparaissent dans la
conjecture satisfont des relations de tresse du méme type que (2.14), mais d’ordre supérieur.
Pour 7 =74 et 05, on a

(R1Ry)? = (R2R1)?, (2.15)

alors que pour 7 =07 on a

(R1R3)® = (RyRy)3. (2.16)

A Taide de 'ordinateur, qui fournit des domaines de Dirichlet conjecturaux, on obtient
assez facilement une présentation conjecturale (que I'on peut simplifier par exemple a laide
du logiciel GAP), voir [D7].

L’observation expérimentale qu’il ne semble y avoir qu'un nombre fini de groupes discrets
dans la liste est confirmée par un théoreéme, voir 2.43, dont une version plus précise (et
conjecturalement presque optimale) est donnée dans [D7].

Théoréme 2.43. Il n’y a qu’un nombre fini de paires (p,j), p > 2, 7 =1,...,9 telles que le
groupe sporadique F(%,O‘j) ou I’(%’T,Ej) soit discret.

Ceci est une conséquence du corollaire suivant du théoréme de Knapp (et que l'on peut
interpréter également en termes de I'inégalité de Jorgensen, voir [D7]) :

Lemme 2.44. Soient A1 et Ay deuz rotations de H(Il: d’angles a, et notons 26 la distance
entre les centres respectifs de Ay et As. Si le groupe engendré par Ay et Ay est discret, alors

1
| cosh d sina| > 3

Preuve (du Théoréme 2.43): L’hypothese que R Rs soit d’ordre fini se traduit en termes
T = tr(RyJ) par le fait que
9 T
|7 =2+ 2cos —
S

pour 7, s € N*, que l'on suppose premiers entre eux.
On vérifie par facilement que (R R2)® est une réflexion complexe d’angle (r —1)m+2sm/p,
et dont le miroir correspond & piat pour

e=20m/3p12 | pdin/3pz _ o—2im/3pz
P12 = 62i7r/3p?2 + 6—4i7r/3p7_ _ 62i7r/3p7_
2 cos(27/p) + 2 cos(2rm/s)
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Strictement parlant, il ne s’agit d’une réflexion complexe que pour les valeurs de p telles que
(P12, P12) > 0 (dans les autres cas on obtient une transformation qui fixe un point isolé de
H2).

On souhaite alors appliquer le Lemme 2.44 aux deux éléments A; = (R1R2)® et Ay =
JA1J7! = (RaR3)*. Notons 26 la distance entre les miroirs de A; et A, et supposons que
cette distance est strictement positive. Un calcul pénible montre que si pos = Jpi2 (de sorte
que le miroir de Ay est donné par p2l3), alors
(P12, P23) (P23, P12) 72 + e~ 2 /Py — 1)

205y _
cosh?(0) = (P12, P12) (P23 P23)  (2cos(27/p) + 2cos(rm/s))?

(2.17)

Le Lemme 2.44 donne comme condition nécessaire de discrétude

. ‘?2 + 6*21'7"/7’7' — T‘ ’ sin(?sw/p)’ 1
108 sinf2 _ > 2 2.1
cosh(6) sin(2sm/p) |2 cos(27/p) + 2cos(2rm/s)| T 2 (2.18)

Comme pour toute valeur de 7 = o ou g (j = 1,...,9), on a cos(2rm/s) # 0, il est clair
que pour 7 (et donc r et s) fixés, le membre de gauche tend vers 0 quand p tend vers l'infini.
L’inégalité (2.18) est forcément violée pour p suffisamment grand. ]

Pour les groupes qui apparaissent dans ’énoncé de la Conjecture 2.42, on sait grace aux
résultats de [76] que presque tous sont non-arithmétiques, et qu’ils ne sont commensurables
a aucun exemple hypergéométrique (de plus ces nouveaux exemples sont dans au moins neuf
nouvelles classes de commensurabilité).

Pour montrer cela, on utilise la description explicite des générateurs dans SU(2,1), et on
utilise 'invariant de commensurabilité des réseaux donné par le corps engendré par les traces
dans la représentation adjointe (voir par exemple (12.2.1) dans [25]).

Proposition 2.45. Soit G un groupe de Lie semi-simple, et I', T deuz réseaux commensu-
rables. Alors

Q(TrH(Ad T)) = Q(THAd T)).

Notons que pour un sous-groupe d’un groupe unitaire de signature quelconque (en parti-
culier dans SU(n, 1)), pour tout élément v € T,

Tr(Ad(v)) = |Tr(v)[.

Le point principal de la conjecture est de montrer que les groupes qui apparaissent dans
la liste sont réellement des réseaux, et il y a deux approches possibles pour cela, sans doute
tout aussi importantes.

D’une part, on peut essayer de construire des domaines fondamentaux a la main, sans
utiliser I'ordinateur, et utiliser le théoreme de Poincaré sur les polyedres fondamentaux. Ceci
fait 'objet d’un travail en cours, en commun avec Parker et Paupert.

D’autre part, il serait naturel d’essayer de vérifier que l'ordinateur ne se trompe pas, et
de certifier de facon rigoureuse la combinatoire des domaines de Dirichlet obtenus par des
calculs numériques en virgule flottante. Ceci est un projet a long terme, qui ne pourra étre
mené a bien qu’en faisant intervenir des spécialistes de mathématiques du calcul. Nous avons
évoqué certaines des difficultés d’une telle démarche dans la section 2.6.3.
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2.6.5 Uniformisation
Configurations de droites

Une facon de construire des quotients de la boule, explorée systématiquement par Hirze-
bruch, est d’étudier certains revétements ramifiés de configuration de droites dans Pé. Nous
nous contenterons ici de décrire un exemple, dans la veine de [92]; on trouvera dans [7]
une description détaillée de tous les exemples connus (voir aussi [46] pour une analyse de la
situation en dimension trois).

Partons de 4 points en position générale dans Pé, et considérons les six droites par chaque
paire de points. On assigne des poids entiers égaux a 2 ou 6 a chacune de ces droites, comme
sur le dessin de la Figure 2.3 (gauche). On construit alors un revétement ramifié Y de X = P2,

/ 12
2
92 6 6
6 6 N 12 9 12
2 2
6 \ 6

Fia. 2.3 — Eclatement de IP% en trois des points triples de la configuration.

ramifié précisément le long de ces six droites, et avec ramification d’ordre prescrit par les poids
entiers. Un tel revétement ne peut jamais étre lisse, a cause des trois points d’intersections
de triplets de droites de poids respectifs 2,6, 6 ; en effet, le triangle d’angles 7/2, 7 /6, 7/6 est
hyperbolique, et non sphérique (voir le lemme (10.3) de [25]).

Cette difficulté se résout par éclatement ; notons X léclatement de IP% en les trois points
problématiques mentionnés ci-dessus, et assignons aux trois droites exceptionnelles le poids
12 (le poids m est obtenu en résolvant 1 — (3 4+ & + &) = 2). Il existe alors un revétement
ramifié lisse Y de X , avec ordre de ramification 2, 6 ou 12 selon les composantes du lieu de
ramification (comme indiqué dans la partie droite de la Figure 2.3).

On notera que la structure locale du revétement au dessus du point d’intersection des
trois droites de poids 2 est celle donnée par le quotient de C? par un groupe fini engendré
par des réflexions complexes, en vertu d’un théoréeme de Chevalley ; les groupes de réflexions
complexes en dimension 2 sont bien compris, il s’agit d’extensions centrales de groupes de
triangles sphériques. Dans ce cas précis, le groupe du triangle sphérique d’angles 7 /2, 7/2,
/2 est d’ordre 4, et le groupe d’isotropie local est une extension centrale de ce groupe de
triangles, avec centre d’ordre 4.

Les nombres de Chern orbifold ¢?(X) et ¢p(X) se calculent assez facilement (voir la sec-
tion 17 de [26]). c2(X) est la caractéristique d’Euler au sens orbifold, qui se calcule strate par
strate comme suit (les termes entre accolades correspondent aux strates de dimension 1 et 0,
respectivement) :

. 11 -1 1 1
X)=2+{3= 43— +3—}+{—+3 3
o) =2+ B 3 3t tigs T

1 1 13
2-12+66-12}_4_8
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Pour ¢? (X ), on a une formule du type
N 1
X)=1"K 1————)D 2.1
(%) =Ky + Y (1~ — D, (219)

voir [26]. Plus spécifiquement, dans la formule (2.19), 7 : X — C désigne 'éclatement, Ky est
le diviseur canonique de X = PZ; la somme se fait sur toutes les composantes irréductibles
du diviseur singuler de X, et w(D) désigne le poids de D.

On vérifie que ¢(X) = 13/16, c’est-a-dire qu’on a ¢3(X) = 3¢5(X). Les nombres de Chern
au sens orbifold se comportant bien par passage au revétement ramifié Yy - X ,on a

c% (f/) = 3¢y (Y),

ce qui implique que Y est un quotient de la boule (voir les résultats de la section 3.1, en
particulier le Théoreme 3.9). Il existe donc un réseau cocompact sans torsion I de PU (2,1)
tel que Y =1\ B2.

On notera que I est contenu dans un réseau I avec torsion tel que X=r \B?; I contient
des réflexions complexes d’ordre 2, 6, et 12, dont les miroirs s’envoient sur les droites de poids
2, 6, et 12 respectivement de la Figure 2.3.

On vérifie enfin que le stabilisateur dans I' du miroir d’une des réflexions d’ordre 2 est un
groupe de triangle (4,6, 12), qui n’est pas arithmétique (voir [97]). Ceci implique que I' n’est
pas arithmétique (voir [92]).

Notons que le groupe I est un des réseaux hypergéométriques qui apparaissent dans [25],
correspondant au choix de poids p = (3,3,3,7,8)/12 (dans les notations de la section sui-
vante).

Espaces de modules de Deligne-Mostow

Il est bien connu que les groupes de triangles qui apparaissent dans la section 2.6.4 ont
une interprétation hypergéométrique, ce qui conduit naturellement a une généralisation en
dimension supérieure (explorée initialement par Picard, puis par Terada, Deligne-Mostow et
d’autres).

Rappelons ici que les réseaux hypergéométriques de Deligne-Mostow peuvent étre vus
comme un outil pour I'uniformisation des espaces de modules de points & poids sur P!. La
théorie exposée dans [25] permet en effet d’associer & chaque N-uplet u = (u1,...,un) €
10, 1[N (normalisé de sorte que I’on normalise de sorte que ) p; = 2), un sous-groupe I';, C
PU(n,1), ot n = N — 3. On supposera bien entendu toujours N > 4.

La condition suivante apparaissait déja dans les travaux de Picard, et est centrale dans le
travail de Deligne-Mostow :

(1—(ui+ )" €N (INT)

pour toute paire (7, 7) telle que ¢ # j et p; + p; < 1.
Le théoreme principal de [25] (voir aussi [79] pour le cas N = 5, et [98]) s’énonce alors :

Théoréme 2.46. Si la condition INT est statisfaite, alors ', est un réseau de PU(n,1). Le
quotient I, \ H{ est en bijection naturelle avec l'ensemble des points stables de la compacti-
fication GIT de l’espace de modules de N points a poids (fi1, ..., N).
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On peut relacher la condition INT, a condition d’exploiter certaines symétries des N-
uplets de poids, et en regardant les espaces de modules de points partiellement ordonnés (ou
encore un quotient de I’espace de modules de N points par un groupe symétrique), voir [63].

Plus précisément, on suppose que p est invariant par un sous-groupe > du groupe sy-
métrique Sy (ou Sy agit de maniere évidente sur ]0, 1[N par permutation des facteurs). On
suppose alors que

s -1 Nsii e X7,
-Gt e { Wiy, (INT)

pour toute paire (i,j) telle que i # j et p; + pj < 1. Le résultat principal de [63] (voir
aussi [99]) affirme alors que

Théoréme 2.47. Si la condition X-INT est satisfaite, alors '), est un réseau de PU(n,1) ;
c’est un sous-groupe d’indice k dans un réseau I';,x, ot k divise |X|. Le quotient T') s \ H
est en bijection naturelle avec l’ensemble des points stables de la compactification GIT des
N-uplets de points a poids donnés par p, modulo ’action de 3.

Le fait suivant apparaitra peut-étre comme décevant :

Proposition 2.48. Pour N > 5, il n’y a qu’un nombre fini de N-uplets satisfaisant la
condition %-INT.

A permutation des poids pres, il n’y a que 94 N-uplets qui satisfont la condition -
INT. Notons néanmoins que cette construction a permis de trouver 'unique réseau non-
arithmétique connu a ce jour dans PU(3,1).

La structure arithmétique des groupes I', s’exprime de facon assez simple. Rappelons
que si Uon note F = Q(e¥™1 ... e2™HN) = Q({y), le lemme (12.5) de [25] affirme que
Q(TrI'y) =Fet

Q(Tr AdT',) =FnNR.

Le groupe I';, préserve une forme hermitienne H définie sur O, dont on calcule les conjugués
de Galois de fagon mécanique.

Explicitement, le conjugué de Galois obtenu en appliquant ’automorphisme de F induit
par o : (g — Cs (avec ged(k,d) = 1) est un groupe de monodromie hypergéométrique, qui
correspond & un autre N-uplet u?, obtenu comme suit. On écrit (e?™Hi)k = > avec
g €]0,1[ (en d’autres termes, uf = ku; mod Z). Le N-uplet ne satisfait pas forcément la
normalisation p =2, et dans ce cas le groupe I'ys s’avere préserver une forme hermitienne
de signature non nécessairement hyperbolique.

Plus précisément, on a d’apres la section 12 de [25] :

Lemme 2.49. Soit p = Z,u}’ Alors I' o préserve une forme hermitienne de signature (p —
1,n—p+2).

Ceci fournit un critere simple pour I'arithméticité des groupes I';, (voir définition 2.16).

Proposition 2.50. I';, est arithmétique si et seulement si pour tout entier k avec ged(k,d) =1
etl<k<d-—1,

Z,u?zl ou N —1.
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Notons une fois de plus que la construction de Deligne-Mostow ne produit de réseaux
non-arithmétiques que pour N < 6.

Exemple 2.51. Le sextuplet u = (3,3,3,3,5,7)/12 satisfait la condition INT. Pour k =
5, on trouve u® = (15,15,15,15,25,35)/12 = (3,3,3,3,1,11)/12, ce qui donne une forme
hermitienne de signature (3, 1). Ceci montre que I';, est un réseau non-arithmétique.

On remarque enfin qu’on peut également interpréter la théorie de Deligne-Mostow en
termes d’espaces de modules de métriques plates sur S? avec un nombre fixé de singula-
rités coniques d’angles prescrits. Cette version, due & Thurston [99], paraitra sans doute plus
naturelle au géometre riemannien ou au topologue.

Autres espaces de modules

La structure de ’espace des modules des courbes elliptiques est bien connue, et on sait
qu’elle est liée naturellement au groupe PSLs(Z), que l'on peut voir également comme
PU(1,1,Z[w]), ot w = (=1 +iv/3)/2.

Il est naturel de se demander ce qu’il advient des surfaces ou des hypersurfaces complexes
cubiques dans l'espace projectif. On trouvera dans [4] une description de l'espace des modules
des surfaces cubiques (stables au sens de la théorie géométrique des invariants) comme I'\ B*,
oul' = PU(4,1,Z[w]).

Un résultat similaire reste vrai pour U'espace de modules des cubiques dans P*, mais il est
plus difficile & énoncer. En revanche, on ne s’attend plus a une telle description hyperbolique
complexe en dimension supérieure (du moins le point de départ de la construction de [4], basé
sur l'utilisation de la cohomologie de revétements ramifiés sur les cubiques en question, n’est
plus valable tel quel).

De maniere générale, on ne connait que tres peu d’espaces de modules qui admettent une
uniformisation hyperbolique complexe.

2.7 Arithméticité

2.7.1 Théorémes de Margulis, Corlette, Gromov-Schoen

L’arithméticité des réseaux est liée a la propriété de superrigidité, que nous expliquons
brievement. Dans toute la suite, G désignera un groupe algébrique linéaire simple défini sur
Q, et 'on notera G = G(R) (on pourra penser au groupe d’isométries d’un espace symétrique

G/K).

Définition 2.52. Un réseau I' C G est dit superrigide si pour tout corps local K de ca-
ractéristique nulle et pour toute représentation

p:I' — Hyg,

d’image Zariski-dense, avec H un groupe algébrique simple de centre trivial défini sur K, soit
p s’étend en un homomorphisme rationnel G — H, soit p(I') est relativement compact pour
la topologie de Hausdorff.

Rappelons ici que les corps locaux de caractéristique nulle sont R, C, et les corps p-adiques
Qp et leurs extensions algébriques. Les deux premiers sont archimédiens, alors que les autres
ne le sont pas.
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Un principe général bien connu est que la superrigidité des réseaux implique leur arith-
méticité (voir par exemple [115] ou [69]). D’une part, grace a la rigidité de Weil, on peut
supposer que la représentation prend ses valeurs dans un groupe de matrices a coefficients
dans un corps de nombres (totalement réel), et par restriction des scalaires (voir 2.5.1) on
obtient un plongement « dans les Q-points d’un groupe H, avec une application naturelle
p:H—G.

Grossierement, la superrigidité non-archimédienne permet de borner les dénominateurs
qui apparaissent dans «(I'), et de montrer que «(I") N Hy est d’indice fini dans «(I"). Grace
a la superrigidité archimédienne, on obtient que le noyau de p : H — G est compact, ce dont
on déduit le fait que a(I") N Hz est aussi d’indice fini dans Hz.

Le théoreme de superrigidité de Margulis [58] affirme que tous les réseaux dans les groupes
de rang > 2 sont superrigides, ce qui donne en particulier :

Théoréme 2.53. (Margulis) Soit G/K un espace symétrique de rang > 2. Alors tout réseau
wrréductible I' C G est arithmétique.

Pour les espaces symétriques de rang 1, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.54. (Corlette, Gromov-Schoen) Soit X = Hf ou H2 (de sorte que X = G/K
avec G = Sp(n, 1) ou F;2°). Alors tout réseau de G = Isomo(X) est arithmétique.

La partie archimédienne de la superrididité est due a Corlette [24]; la partie non-archi-
médienne est due a Gromov et Schoen [41].

Les seuls espaces symétriques qui ne sont pas traités dans ces deux résultats sont donc
Hg et H. On sait en fait qu’il y a des réseaux non-arithmétiques dans SOg(n, 1) pour tout
n € N, et dans PU(n, 1) pour n < 3 (voir section 2.7.2).

2.7.2 Réseaux non-arithmétiques
Le cas hyperbolique réel, Gromov-Piatetski Shapiro

Il est clair que la plupart des surfaces hyperboliques réelles sont non-arithmétiques, dans
la mesure ou il y a un espace de modules non-dénombrable de telles surfaces, alors qu’il n’y
a qu'un nombre dénombrable de groupe arithmétiques.

Cet argument ne donne évidemment rien pour les variétés hyperboliques de dimension
n > 3, a cause du théoréme de rigidité de Mostow (voir Théoreme 2.12). A condition de
disposer d'un critére efficace pour déterminer l'arithméticité d’un réseau (par exemple la
Proposition 2.50 et ses variantes, voir [62]), il est facile de construire quelques exemples de
réseaux non-arithmétiques en petite dimension, a l'aide de groupes de Coxeter ([57], [104]).
Rappelons ici que les groupes de Coxeter ne donnent des réseaux qu’en petite dimension (voir
Théoréme 2.30), mais certains sont en effet non-arithmétiques.

On sait qu’il existe des réseaux non-arithmétiques dans SOq(n,1) pour tout n, grace a
une construction due & Gromov et Piatetski-Shapiro (voir [40]). La base de leur construction
est le recollement de deux variétés arithmétiques My, My a bord totalement géodésique, dont
les bords sont isométriques, mais qui sont tres différentes 'une de I'autre (on demande que
les groupes fondamentaux de M; et Ma soient non-commensurables dans SOp(n,1)).
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Le cas hyperbolique complexe

On voit tout de suite pourquoi la construction de Gromov-Piatetski Shapiro ne se trans-
pose pas au monde hyperbolique complexe, dans lequel il n’y a pas d’hypersurface réelle
totalement géodésique. On peut bien entendu trouver des paires de variétés arithmétiques
non commensurables qui possedent une sous-variété totalement géodésique isométrique, mais
cette sous-variété ne borde rien, dans aucune d’entre elles.

La construction de groupes de réflexions/groupes de Coxeter garde un sens dans H, mais
elle est beaucoup plus difficile & étudier, et on n’a réussi a la mener a bien (c’est-a-dire a
montrer que certains groupes de Coxeter étaient effectivement des réseaux de PU(2,1)) qu’en
dimension deux.

A ce jour, on ne connait de réseaux non-arithmétiques que dans PU(n, 1) que pour n < 3.
L’unique exemple dont on dispose pour n = 3 sera décrit dans la section 2.6.5.

2.7.3 Homomorphismes non standards

Les réseaux non arithmétiques exhibés par Mostow ne peuvent pas étre superrigides (cf.
Zimmer), ils admettent donc des homomorphismes non standards. Déja dans article de Mos-
tow [62] qui contient la premiere construction de réseaux non-arithmétiques dans PU(2,1),
le lecteur attentif pourra trouver un exemple d’homomorphisme non-standard d’un réseau de
PU(2,1) (voir la section 22 de [62]).

Mostow exhibe une surjection I'y — I's de noyau infini, ou I'1 et I's sont deux réseaux de
PU(2,1); un tel homomorphisme ne peut pas s’étendre en un homomorphisme rationnel.

On trouvera une extension de cette construction dans [103], qui donne un nombre fini
d’homomorphimes non-standards entre réseaux hypergéométriques de PU(2,1).

2.7.4 Applications holomorphes entre quotients de la boule

On s’intéresse ici a la construction d’applications holomorphes entre quotients de la boule,
de dimensions éventuellement différentes. On se donne nq, no > 1, et on cherche des réseaux
sans torsion I'y € PU(ny, 1), I's € PU(ng, 1) tels qu'il existe une application holomorphe
surjective

f . X1 — X2

entre les quotients X7 =T'; \ B™ et Xy =T'9 \ B"2.

La question de l'existence d’applications comme ci-dessus avec ny > ng > 2 a été posée
par Siu dans [94], mais I'on disposait & I’époque de trés peu d’exemples.

Dans cette direction, le seul résultat général connu a ce jour est le résultat principal
de [55]. Dans cet article, Koziarz et Mok démontrent que les submersions holomorphes entre
quotients de la boule sont forcément des revétements totalement géodésiques. Il est alors
naturel de se demander s’il existe des applications holomorphes intéressantes qui ne soient
pas des submersions.

Bien entendu, si n; = me, on peut toujours prendre pour I's un réseau quelconque, et
pour I'1 n’importe quel sous-groupe d’indice fini de I'y. Ceci donne un revétement totalement
géodésique X1 — Xo, que 'on considere ici comme inintéressant. Il s’agira dans la suite de
trouver des exemples autres que des revétements non ramifiés.

Quand n; = ny = 1, il s’agit de trouver des applications holomorphes entre surfaces de
Riemann, et on sait qu’il existe beaucoup de revétements ramifiés.
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Quand nq = 2 et no = 1, une famille importante d’exemples a été étudiée dans la these
de Livné [56], et les applications correspondantes apparaissent & plusieurs endroits dans la
littérature, notamment dans le livre [26] ou 'interprétation de la construction de Livné en
termes hypergéométriques est explicitée.

L’interprétation des fibrations de Livné en termes d’applications d’oublis entre espaces de
modules de points était déja présente (dans un contexte un peu différent) dans [D0], notons
simplement ici que cette construction donne un certain nombre d’exemples d’applications
holomorphes comme ci-dessus, avec nqy = 2, n; = 1.

Pour n; = ny = 2, on peut obtenir quelques exemples grace a 'existence d’homomor-
phismes non-standards, voir la construction évoquée dans la section 2.7.3. Il n’est peut-étre
pas surprenant que les homomorphismes non-standards entre certains réseaux de PU(2,1)
sont induits par des applications holomorphes entre boules de dimension 2. En effet, un fait
classique de la théorie des applications harmoniques affirme qu’étant donné homomorphisme

p:F1—>F2

il existe une application harmonique p-équivariante f : B?2 — B2, et sous des hypotheses assez
faibles, on peut montrer qu’une telle application est en fait pluri-sous-harmonique (théoréeme
de Sampson), puis qu’elle est holomorphe. Il faudrait néanmoins exclure le fait que f puisse
se factoriser par une surface de Riemann, ce qui n’est pas completement évident.

Il résulte néanmoins des travaux de [103] que ’homomorphisme non-standard construit
dans [62] est en effet induit par une application holomorphe, et que cette construction peut
se généraliser a quelques autres réseaux hypergéométriques de PU(2,1).

Les deux types d’exemples précédents peuvent tous deux étre interprétés dans le cadre
commun des applications d’oubli entre espace de modules de points & poids sur P. 11 est
alors naturel de se demander si les applications d’oubli ne donnent pas d’autres exemples
d’applications holomorphes entre quotients de la boule, ce qui fait I'objet de [D5].

On rappelle ici (voir section 2.6.5) que les espaces de modules X, de n + 3 points a poids
p= (f1,- .., tnt3), admettent une structure hyperbolique complexe quand 0 < p; < 1 pour
tout j=1,...,n+ 3, Z?igﬂj =2, et

(1= (i + 1)) €N (2.20)

pour toute paire (7, 7) telle que i # j et p; + p; < 1.

Plus précisément, sous ces hypotheses, le théoreme principal de [25] affirme que les X,
sont des orbifolds hyperboliques complexes, c’est-a-dire qu’il existe des réseaux I';, C PU(n, 1)
tels que

X, =T, \B"

On cherche alors des applications X,, — X, qui se relevent en des applications holomorphes
entre les revétements universels orbifolds (qui sont tous deux des boules). Cette derniere
condition correspond a demander que l'application d’oubli soit une application d’orbifold,
ce qui se vérifie au niveau des strates singulieres de codimension un par une condition de
divisibilité des poids orbifolds. Le résultat principal de [D5] s’énonce :

Théoreme 2.55. Il existe des applications d’oubli X™ — X™ entre espaces de modules
de points a poids de Deligne-Mostow de dimensions respectives ny et no qui induisent des
applications d’orbifolds si et seulement si (n1,na) est égal a (1,1), (2,1), (3,1) ou (2,2).
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Ce résultat est donc compatible avec ’énoncé de la conjecture/question de Siu [94], selon
laquelle il n’existe pas d’application holomorphe surjective entre quotients compacts de boules
de dimensions respectives ni, ng si ny > ng > 2. Il est loin cependant de suggérer une approche
pour s’attaquer a la preuve d’un tel résultat. Les applications obtenues dans ce théoreme sont
d’un type tres particulier (applications d’oubli), entre un type tres particulier de quotients de
la boule.

Remarque 2.56. Dans I’énoncé du Théoreme 2.55, il n’apporterait pas énormément d’as-
souplir ’hypothese d’intégralité INT en I’hypothese plus générale -INT discutée dans [63]
(et aussi [99]). On obtiendrait en tout cas des applications holomorphes entre quotients de la
boule de mémes dimensions respectives (mais un peu plus d’exemples).

Remarque 2.57. Certaines des applications d’oubli X” — X! avec n > 1 qui donnent des
applications d’orbifolds (ceci n’arrive que pour n = 2 ou 3, voir théoréme 2.55) ont la propriété
supplémentaire que X' est une sous-orbifold totalement géodésique dans X™. On a en fait
une rétraction de X™ sur une de ses sous-variétés totalement géodésiques. Un tel phénomene
s’observe aussi dans le contexte des variétés hyperboliques réelles, voir [13].
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Chapitre 3

Le cas non localement symétrique

3.1 Uniformisation des variétés kahlériennes

Variétés kahleriennes

Rappelons une définition possible de la notion de variété kéhlerienne, on trouvera des
formulations équivalentes et un énoncé des premieres conséquences de la définition dans [54]
(voir aussi [106], [114]).

Définition 3.1. Une variété kéhlerienne est une variété riemannienne M, g munie d’une

structure complexe J : TM — TM, J?> = —1d, qui est compatible avec la métrique, c’est-a-
dire que

(i) g(JX,JY) = g(X,Y) pour tout X,Y € TM;

(ii) VJ =0.

Ici par V on désigne la dérivée covariante déduite de la connexion de Levi-Civita de g.
La condition (i) exprime le fait que M, g, J est une variété hermitienne (on dira aussi qu’elle
exprime que J est orthogonale).

Une autre fagon, plus classique, de formuler la condition de parallélisme de J est d’utiliser
la forme de Kdhler

w(X,Y)=9(JX,Y)

ce qui définit une 2-forme sur M (grace a la condition d’orthogonalité de J). On peut alors
remplacer (ii) par la condition
dw = 0.

L’exemple de base de variété kéhlerienne est I’espace projectif complexe P# muni de la
métrique de Fubini-Study, décrite dans une carte affine par

4

I = AR Y zzrdzide + (14|21 Y daidzy p - (3.1)

3 k=1 k=1

On comparera cette expression avec (2.7), le lien étant une manifestation de la dualité de
Cartan, Hg étant le dual non-compact de Pr; on passe d’'une métrique a l'autre par un
simple changement de signe.
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Toutes les sous-variétés complexes lisses de P, munies de la métrique induite par la
métrique de Fubini-Study, donnent des exemples de variétés kahleriennes, puisque le caractere
kéhlerien est héréditaire par passage a une sous-variété complexe. Le fait pour une variété
M d’admettre une métrique kahlerienne est une condition forte. Par un résultat élémentaire
de théorie de Hodge, la condition de Kéhler implique que b1 (M) est pair. Cette derniere
condition se lit bien entendu sur le groupe fondamental w1 (M), puisque by (M) est le rang
de l'abélianisé du groupe fondamental. En fait, si I' est un groupe de Kéhler, alors tout sous
groupe d’indice fini IV C T" satisfait b1 (I'") = 0 mod 2.

Un sujet de recherche important est la caractérisation des groupes de Kdhler (un groupe
est dit groupe de Kéhler s’il est le groupe fondamental d’une variété kahlerienne compacte,
voir [5]).

Dans le cas ou M est une surface complexe compacte, un théoreme de Kodaira implique
que si by (M) est pair, alors M se déforme en une surface projective lisse, donc m (M) est
de Kéhler. En dimension supérieure, la situation est beaucoup plus compliquée (voir loc. cit.
pour un survol relativement récent des techniques et résultats connus).

On sait que certains groupes de Kéhler ne sont pas résiduellement finis (voir [102] et [5]).
Autrement dit, pour certaines variétés kahleriennes, leur revétement universel est mal ap-
proché par les revétements d’indice fini. Plus précisément, rappelons la définition suivante :

Définition 3.2. Un groupe I' est dit résiduellement fini si I'intersection de tous les sous-
groupes d’indice fini de I' est triviale.

11 est facile de voir qu’on peut demander de fagon équivalente que I'intersection de tous les
sous-groupes normaux d’indice fini de I' soit triviale. En particulier, un groupe est résiduel-
lement fini si et seulement si tout élément non-trivial de I' survit dans un certain quotient
fini de I.

Un théoreme de Mal’cev affirme que tout groupe linéaire finiment engendré est résiduelle-
ment fini, donc les exemples peut-étre un peu pathologiques de Toledo ont un groupe fonda-
mental non-linéaire. Une question important de théorie géométrique des groupes est de savoir
s’il existe un groupe hyperbolique au sens de Gromov qui ne soit pas non-résiduellement fini;
il est naturel d’explorer cette question dans la classe des variétés kahleriennes compactes a
courbure négative (dont le groupe fondamental est bien entendu hyperbolique au sens de
Gromov).

Notions de courbure des variétés kahleriennes

Sauf mention explicite du contraire, nous entendrons par “courbure” d’une variété kihle-
rienne la courbure sectionnelle de la métrique riemannienne sous-jacente. On calculera la
courbure sectionnelle dans la direction d’un 2-plan P comme

K(X,Y)=R(X,Y,X,Y)

ou X et Y forment une base orthonormée de P.

Il y a bien entendu d’autres notions de courbure. Mentionnons parmi elles la courbure
sectionnelle holomorphe, qui est un cas particulier de courbure sectionnelle ou ’on prend
des 2-plans tangents a une courbe complexe. Explicitement, la courbure sectionnelle holo-
morphe dans la direction du vecteur unitaire X est donnée par

K(X,JX) = R(X,JX, X, JX).
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Noter que X et JX sont automatiquement orthogonaux, et JX est de longueur 1 par la
condition d’orthogonalité de J, cf. Définition 3.1.

La courbure bisectionnelle est une généralisation de la courbure sectionnelle holo-
morphe, associée a deux directions complexes tangentes (voir [36]). Elle s’exprime comme

B(X,Y)=R(X,JX,Y,JY) (3.2)

ou X et Y sont des vecteurs tangents norme 1 qui engendrent les directions tangentes. Les
courbures sectionnelles holomorphes sont donc des cas particuliers de courbures bisectionnelles
(prendre X =Y dans (3.2)).

Notons que les notions ci-dessus gardent un sens dans le cadre général des métriques
hermitiennes (pour lesquelles on ne demande que la condition (i) la Définition 3.1). Dans ce
mémoire, nous ne les utiliserons cependant que pour des variétés kahleriennes.

Pour une variété kahlerienne, le signe de la courbure sectionnelle détermine celui de la
courbure bisectionnelle : si K est positive (resp. nulle, resp. négative), alors B est positive
(resp. nulle, resp. négative) ; voir [36] et aussi [D6].

Nous considérerons occasionnellement 'opérateur de courbure complexe, que nous
noterons @. Celui-ci s’obtient & partir de 'opérateur de courbure (qui est une forme symétrique
sur A2T'M) par complexification. Plus précisément, on considére son extension C-linéaire &
A?Te M, que on décompose comme

ATYOM @ (THOM @ T M) @ AT M.

L’extension est non-triviale uniquement sur le facteur THOM ® TO1M, et I’on désigne par Q
la restriction de l'opérateur de courbure complexifié, restreint & THOM @ TY1 M.

Uniformisation

Une conséquence du théoreme d’uniformisation de Riemann est qu’en dimension un, les
trois modeles naturels B!, C! et P! décrivent & biholomorphisme pres toutes les variétés
complexes simplement connexes. Toute variété complexe compacte de dimension un a donc
pour revétement universel 'un de ces trois modeles, et 'on peut distinguer les trois cas par
I’'existence de métriques a courbure négative, nulle ou positive.

Le théoreme d’uniformisation est violamment faux en dimension supérieure, voir par
exemple [19] : les petites déformations génériques de la boule donnent lieu & une infinité non-
dénombrable de domaines homéomorphes mais deux & deux non biholomorphes (on pourra
consulter aussi les références données dans l'introduction de loc. cit.) On ne s’attend donc
pas a un analogue simple de la classification ci-dessus, et on imagine assez naturellement que
les variétés qui admettent une métrique kahlerienne a courbure sectionnelle de signe constant
sont assez rares.

Dans le cas des variétés kahleriennes a courbure positive, la solution de la conjecture de
Frankel par Siu et Yau (voir [95]) donne un théoreme d’uniformisation tout a fait satisfaisant :

Théoreme 3.3. Soit X" une variété compacte kihlerienne a courbure bisectionnelle stricte-
ment positive. Alors X est biholomorphe (ou anti-biholomorphe) a Pg.

Rappelons ici que ’hypothese est plus faible que de demander que la courbure sectionnelle
soit strictement positive (voir la section ci-dessus sur les différentes notions de courbure).
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Le résultat de Siu-Yau est basé sur la construction de courbes rationnelles par le biais
d’applications harmoniques. A condition d’étre prét a utiliser des méthodes de caractéristique
positive, on peut affaiblir 'hypothese et demander seulement que le fibré tangent T soit
ample (voir [61]).

On peut aussi généraliser ce résultat au cadre de la courbure bisectionnelle positive,
voir [59]. Dans ce cas, on obtient comme revétement universel un produit dont chaque fac-
teur est soit un espace euclidien C*, soit un espace projectif P2, soit un espace symétrique
irréductible compact de rang > 2.

Il est alors naturel de se demander si I’on peut uniformiser toutes les variétés kdhleriennes
par des espaces symétriques, ou au moins s’il y a un analogue du résultat de Mok [59] dans le
contexte de la courbure négative. Les exemples évoqués dans la section 3.4 montrent qu’il n’en
est rien, méme en se restreignant a la classe des variétés kahleriennes a courbure strictement
négative.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéresserons a I'uniformisation des variétés kahle-
riennes compactes a courbure strictement négative. Si X est une telle variété, notons que ces
conditions impliquent que ¢;(X) < 0, puisque 7X admet une métrique a courbure négative ;
il s’agit donc de variétés projectives lisses, de type général (leur fibré canonique est ample).

3.2 Revétement universel des variétés a courbure négative

Le résultat suivant est un fait général bien connu de géométrie riemannienne :

Théoréme 3.4 (Cartan-Hadamard). Soit M™, g une variété riemannienne simplement con-
nexe, a courbure sectionnelle négative. Alors M est difféomorphe a R™.

La question analogue dans le monde kéhlerien est beaucoup plus compliquée. On retiendra
la conjecture folklore suivante :

Conjecture 3.5. Soit M"™ une variété complexe compacte sur laquelle il existe une métrique
kdhlerienne a courbure sectionnelle strictement négative. Alors le revétement universel M est
biholomorphe a un domaine borné dans C".

Le cas particulier de la conjecture correspondant a n = 1 est bien entendu un cas par-
ticulier du théoreme d’uniformisation. On notera que pour n > 2, il est assez difficile de
construire des exemples de variétés qui ne soient pas des quotients de la boule unité B”, mais
qui satisfont les hypothéses de la conjecture.

En effet, si 'on suppose soit un tant soit peu de régularité pour le bord du domaine borné,
le théoreme de Wong-Rosay (voir [109] and [84]) affirme que tout domaine avec un quotient
compact est biholomorphe a la boule unité. Plus précisément, on a

Théoréme 3.6. Soit Q C C" un domaine borné de classe C?, et K C Q un compact dont
Uorbite sous Aut(Q2) est égale a tout Q2. Alors Q2 est biholomorphe a B™.

Par ailleurs, si I'on sait que le domaine est convexe, un théoreme de Frankel [33] affirme
également que s’il admet un quotient compact, alors le domaine en question doit étre biholo-
morphe a la boule.

Théoréeme 3.7. Soit 2 C C" un domaine convezxe hyperbolique au sens de Kobayashi. Soit I’
un sous-groupe discret de Aut() agissant proprement sur ), tel que I'\ Q est compact. Alors
Q est biholomorphe a un domaine symétrique borné.
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L’hypothese d’hyperbolicité au sens de Kobayashi signifie que la pseudo-distance de Ko-
bayashi (construite a partir d’applications holomorphes du disque de Poincaré dans ) est
une distance ; pour une discussion de différentes caractérisations de 'hyperbolicité au sens de
Kobayashi pour les domaines convexes, voir [16].

On notera que dans la terminologie du Chapitre 2, un domaine symétrique borné est
la méme chose qu’un espace symétrique hermitien de type mon-compact. Noter que dans le
contexte de 'uniformisation de variétés kahleriennes a courbure strictement négative, seuls
les domaines de rang 1 peuvent apparaitre, a savoir B".

Au vu des deux théorémes ci-dessus, il pourrailt étre tentant d’énoncer une conjecture plus
forte que la Conjecture 3.5, en remplagant “domaine borné” par “boule unité” ; un tel énoncé
renforcé serait faux, comme nous le verrons dans la section 3.4.

Notons que le seul résultat un tant soit peu encourageant dans la direction de la Conjec-
ture 3.5 est le résultat suivant, qui implique 'existence de beaucoup de fonctions holomorphes
(pas nécessairement bornées) sur le revétement universel des variétés compactes kahleriennes
a courbure strictement négative.

Théoréme 3.8. (Wu) Soit M une variété kéihlerienne simplement connexe a courbure sec-
tionnelle négative. Alors M est Stein (i.e. c’est une sous-variété fermée de C™).

Le point est ici de montrer que la fonction distance a un point fixé est une fonction
d’exhaustion strictement pluri-sousharmonique, voir [39].

Plusieurs cas particuliers du théoreme suivant ont déja été utilisés dans le texte de ce
mémoire (en particulier, le cas n = 2). La caractérisation des quotients de la boule donnée par
le cas d’égalité sera utile pour montrer que les variétés de Mostow-Siu ne sont pas localement
symétriques (voir section 3.4).

Théoréme 3.9. Soit X une variété compacte Kdhler de dimension n > 2, avec ¢1(X) < 0.

Alors
n+1 , o

avec éqalité si et seulement si X est un quotient de la boule.

Pour n = 2, il s’agit de l'inégalité de Miyaoka, qui se lit simplement ¢ < 3cy. Le cas

d’égalité est plus difficile, et repose sur la solution de la conjecture de Calabi par Aubin
et Yau (voir [6], [110], et aussi [15]); la clé est de montrer I'existence d’une métrique de
Kahler-Einstein sur X, en résolvant une équation de type Monge-Ampeére.

3.3 Théoreme de rigidité de Siu

Soit M, g une variété kahlerienne. On dit que M, g est a courbure fortement négative
lorsque son opérateur de courbure complexe (), vu comme une forme hermitienne sur T]b}o ®
T](\)/}l, est strictement 2-négatif (voir section 3.1).

Cette derniere condition signifie que Q(c,0) < 0 pour tout élément o # 0 de longueur au
plus 2 (on dit qu’un élément est de longueur au plus 2 s'il s’écrit z @Y + u @ V).

On notera que, comme son nom l'indique, cette condition est plus forte que de demander
que la courbure sectionnelle de g soit strictement négative (auquel cas on demanderait que o
soit de longueur 1). Le théoréme suivant est di a Siu, voir [93] :
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Théoreme 3.10. Soit M une variété kahlerienne compacte, a courbure fortement négative.
Alors toute variété kihlerienne compacte N qui a le type d’homotopie de M lui est soit biho-
lomorphe soit anti-bitholomorphe.

3.4 Les variétés de Mostow-Siu

Les premiers exemples de variétés admettant une métrique a courbure sectionnelle négative
mais qui ne sont pas localement symétriques sont les surfaces de Mostow-Siu, voir [66].

Au départ il s’agit d’un sous-produit de la construction de réseaux engendrés par des
réflexions complexes dans [62], ou plus précisément de la construction de polyedres fonda-
mentaux pour ces groupes. Mostow exhibe une famille de polyedres avec des applications
d’identification (il s’agit dans les cas discrets de domaines de Dirichlet), et donne une condi-
tion suffisante simple pour que ces polyedres soient un domaine fondamental pour I'action
d’un réseau, qui consiste a demander que les angles entre certaines faces soient de la forme
m/k pour un k € NU {o0}.

Ces conditions d’intégralité ressemblent aux conditions sur les polyedres de Coxeter (voir
section 2.6.4), mais on notera qu’en général ’angle entre deux faces d’'un domaine de Dirichlet
n’est pas constant (la condition de Mostow porte en fait sur certaines paires de faces cospinales,
c’est-a-dire qui ont le méme spine complexe, ce qui implique que ’angle entre les faces est
constant).

Quand les conditions d’intégralité ne sont que “presque” satisfaites, c’est-a-dire que 'on
autorise sur certaines 2-faces (d’adhérence disjointe) un angle qui est un multiple rationnel
mr/k de 7 (avec ged(m,k) = 1 et m > 1), le groupe de réflexions I' que I'on obtient n’est
en général pas discret. Mostow explique que, dans certains cas, on peut néanmoins construire
une variété complexe X munie d’une application holomorphe f X — B2 qui est localement
un revétement ramifié le long de droites complexes (I'ordre de ramification étant donné par
les numérateurs des fractions m/k qui apparaissent ci-dessus), et d’une action du groupe de
réflexions T’ sur X qui rend f équivariante.

Par le lemme de Selberg, on peut trouver un sous-groupe d’indice fini sans torsion I'y C T,
et obtenir une variété quotient

Xo=Tp\ X.

On trouvera dans Particle de Mostow et Siu [66] la construction d’une métrique kéhlerienne &
courbure sectionnelle strictement négative sur Xy (la métrique obtenue est en fait a courbure
fortement négative dans le sens de Siu, voir section 3.3).

Dans de rares cas, I est discret dans PU(2, 1), auquel cas 'application f passe au quotient
en un revétement ramifié

f:To\ X — T\ B?

avec ramification simple, ce qui exhibe Xy comme un revétement ramifié d’une surface hy-
perbolique complexe.

Un calcul élémentaire de classes caractéristiques, basé sur un analogue dimension supé-
rieure de la formule de Riemann-Hurwitz, montre que dans une telle situation,

C%(XO)/CQ(XO) < 3,

donc X ne peut pas étre un quotient de la boule. Le méme argument peut s’adapter aux cas
ouI' € PU(2,1) n’est pas discret (voir [DO]).
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Un Xy comme ci-dessus ne peut étre un quotient d’aucun espace symétrique. En effet, si
c’était le cas, I'espace symétrique en question devrait étre de rang 1, a cause du théoreme de
superrigidité de Margulis (voir section 2.7.1). En particulier, il ne pourrait s’agir que de H%
ou de Hfé. Ce dernier est exclu, par exemple par le résultat de Carlson-Toledo [20] qui affirme
qu’un réseau cocompact de SOy(n, 1), n > 3, ne peut jamais étre le groupe fondamental d’une
variété kahlerienne.

Une grande partie de la discussion ci-dessus semble s’adapter facilement aux dimensions
supérieures. En particulier, I'existence d’une métrique kahlerienne a courbure strictement
négative sur les revétements ramifiés simples de variétés hyperboliques complexes de dimen-
sion n > 3 a été montrée dans [113].

Le calcul de classes caractéristiques qui exclut que de tels revétements ramifiés de quotients
de la boule ne soient eux-méme des quotients de la boule n’est pas beaucoup plus difficile en
dimension quelconque.

En revanche, on ne sait pas comment construire des revétements ramifiés simples de
quotients de la boule. Les seuls exemples que 'on connait de variétés de type Mostow-Siu
en dimension supérieure sont de dimension trois [D3], et ne sont pas décrits comme des
revétements ramifiés globaux de quotients de la boule (ils s’écrivent seulement localement
comme de tels revétements ramifiés).

Pour énoncer le résultat de [D3], rappelons d’abord que la construction de Mostow [62]
évoquée au début de cette section peut s’interpréter en termes de groupes de monodromie de
fonctions hypergéométriques, ce qui a permis de la généraliser pour construire des réseaux
engendrés par des réflexions complexes dans PU(n,1), n <9.

De la méme maniere, I'interprétation des travaux de Mostow-Siu en termes de groupes
de monodromie hypergéométriques non nécessairement discrets, permet de construire les
exemples donnés dans [D3], qui sont des analogues tridimensionnels des surfaces de Mostow-
Siu.

Pour un bref rappel de la théorie de Deligne-Mostow, le lecteur pourra consulter la sec-
tion 2.6.5 ou [D5] pour plus de détails. On aura besoin ici de I'extension donnée dans [63] du
formalisme développé dans [25]. On part d’un groupe de monodromie I', 5, pour un sextuple
w= (p1,...,uns) dans la liste suivante :

p) =(9,9,9,11,11,11)/30, % = Sj;
p®) =(9,9,9,9,11,13)/30, % = Sy;
p® = (5,5,5,5,19,21)/30, ¥ =S,.

Notons tout d’abord que la condition X-INT n’est satisfaite pour aucun d’entre eux, et il
résulte des résultats de [65] qu’aucun d’entre eux n’est discret dans PU(3,1).

Théoréme 3.11. Soit u, Y dans la liste ci-dessus. Alors il existe une variété compleze X sur
lequel I, s agit proprement, et une application holomorphe équivariante

f:X—>IB%3

qui est localement un revétement ramifié simple. Pour tout sous-groupe d’indice fini sans tor-
sion 'y C I'y s, le quotient Xo = FO\X est une variété, qui admet une métrique kdhlerienne a
courbure fortement négative. Xg n’a le type d’homotopie d’aucune variété compacte localement
symétrique.
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L’idée de la preuve du théoréme est d’'imiter la preuve du résultat de [63]; on construit
le revétement X comme un revétement de monodromie de I'espace de modules X de points
dont les poids sont donnés par p, en exploitant le groupe de symétrie ¥ (voir section 2.6.5).

Plus spécifiquement, on note Q™ lespace de N = 6 points disctincts sur P!, on note Qgﬁf )
I’ensemble des points stables de la compactification GIT de I'espace de modules (qui dépend

du sextuplet de poids p). Les trois espaces Qgﬁf) ont une description assez simple dans les trois
choix de u qui apparaissent dans le Théoréme 3.11.

Rappelons que ’ensemble des points stables ne dépend des poids que de fagon grossiere,
dans la mesure ou seule la combinatoire des sous-ensembles de poids dont la somme vaut

) quand la condition INT est

moins que 1 a de 'importance. Une description détaillée de Qgﬁf
satisfaite est donnée dans le Théoreme 4.1 de [48].

Pour (M), on trouve la méme combinatoire que pour (3,3,3,5,5,5)/12, qui satisfait la
(1)
condition INT'; en particulier I’espace Qgﬁf ) est décrit dans [48] comme P! x P! x P! éclaté en
trois points sur la diagonale ; un dessin de la combinatoire des composantes de compactification
(avant éclatement) est donné dans la partie gauche de la Figure 3.1.
Pour 1), on trouve la méme combinatoire que pour (3,3,3,3,3,5)/10, pour lequel Qg@‘)
est donné par P? éclaté en 5 points (en position générale).
(3) (2)
Pour ,u(3), on voit facilement que Qg’; ) s'obtient & partir de Qgﬁ ) en contractant la com-
posante de compactification correspondant a x5 = x¢ (voire la partie droite de la Figure 3.1).

/v

(a) u (b) u? et u®

F1G. 3.1 — Dessin schématique de Qgﬁ ) dans les trois cas du Théoreme 3.11. Pour pW il faut
éclater P! x P! x P! en trois points de la diagonale. Pour ;(? (resp. ,u(?’)) on éclate P3 en 5
(resp. 4) points en position générale.

L’espace de modules de points partiellement ordonnés correspondant a pu, > est donné par
le quotient

Qu/s.
Nous esquissons une description du revétement X (pour plus de détail, on pourra consul-

ter [D3]). Considérons I'ouvert Q' C Qg’; ) sur lequel action de ¥ se fait sans points fixes, ce
qui permet d’étudier la représentation de monodromie

puy : T(Q'/X) — PU(3,1)
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ainsi que le revetement de monodromie
Q/E—-Q/T

des fonctions hypergéométriques d’exposants donnés par p. On rappelle ici que les fonctions
hypergéométriques sont données par des intégrales du type

/ H(zdfzw)“ (3.3)

qui définissent des fonctions multivaluées sur Q' /3, puisque les p; sont des nombres rationnels ;
pour obtenir un difféomorphisme local & valeurs dans C™*1 \ {0}, il faut faire un bon choix
de n + 1 intégrales comme en (3.3), voir [25] ou bien sir [D3].

Définition 3.12. Le groupe de monodromie I';, 5, est 'image de la représentation de mono-
dromie p,, 5.

—

Le revétement @’/ est un revétement non-ramifié de Q’/X, caractérisé par le fait que

m1(Q'/¥) = Ker(p,,s). Cest aussi le plus petit revétement de Q'/% sur lequel les fonctions
hypergéométriques (3.3) deviennent univaluées.

Remarque 3.13. Le noyau Ker(p, x) admet une description explicite quand la condition
Y-INT est satisfaite, voir le Lemme 8.6.1 de [26]. Dans le cas des variétés de Mostow-Siu c’est
un objet assez mystérieux ; un résultat de [DO] montre par exemple que pour certains choix
des poids, la représentation de monodromie n’est pas injective (donc le groupe fondamental
des surfaces de Mostow-Siu n’est en général pas un sous-groupe du groupe non-discret I';, »; C

PU2,1)).

—~—

L’espace X est donné topologiquement par la complétion de Fox de 'application Q'/% —

Qg@‘) /¥ (voir [32], [25] ou [D3]). Pour p quelconque, la structure locale de I'espace X est
compliquée, mais elle est décrite de fagon assez explicite dans [25]. Elle dépend clairement de
la représentation de monodromie locale, restriction de p, s a un voisinage suffisamment petit
du point que 'on considere dans la complétion.

Une condition naturelle s'impose & nous; si I'on veut que X soit localement compact, il
faut que les revétements de monodromie locale soient finis, donc on est naturellement conduit
a imposer que la monodromie locale soit finie en chaque point de Qgﬁf ) /X

Une traduction simple de la condition de monodromie locale finie, basée sur la classifica-
tion par Schwarz des groupes finis parmi les groupes de monodromie hypergéométriques en
dimension un [89], est énoncée dans [D3]. Ceci permet de sélectionner les N-uplets 1 qui ont
une chance raisonnable de produire des variétés du type Mostow-Siu.

Parmi les 5-uplets de poids qui donnent une monodromie locale finie mais ne satisfont pas
la condition ¥-INT, on retrouve les exemples originaux de Mostow-Siu (cf. section 2 de [D3]).
Pour N > 6, on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.14. Soit p un N-uplet qui ne satisfait pas la condition X-INT, avec N > 6.
Si les groupes de monodromie locale sont finis, alors d permutation prés u est dans la liste de
9 sextuplets donnés en page 516 de [D3].

La complétion de Fox X est lisse si et seulement si u est a permutation prés l'un des
sextuplets p, 1@ et p3).
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Insistons sur le fait que le théoreme est optimal pour la construction que nous considérons ;
en particulier, en dimension supérieure & trois, les complétions de Fox ne sont localement
compactes que quand la condition X-INT est satisfaite.

L’application holomorphe équivariante

f X - B3
s’obtient, au moins au niveau de Q/\’/EI C X, comme une application de périodes (voir aussi
Pexpression donnée en (3.3)). On 'étend ensuite & tout X, en utilisant les propriétés univer-
selles du procédé de complétion de Fox, ou le théoreme de Hartogs.

La structure locale de revétement ramifié de f est expliquée dans [25], p-48-49. Un peu plus
explicitement, son degré local de ramification le long des composantes de compactifications
correspondant a une coincidence x; = x; de points (ou p; + p; < 1), est décrite par le
numérateur de la fraction réduite

1 — i — py-

L’image dans la boule de chaque composante du lieu de ramification est une sous-variété
complexe totalement géodésique.

Pour les exemples de dimension 2 (obtenus pour N = 5), il y a un tri a faire parmi les
5-uplets de poids & monodromie locale finie, pour sélectionner ceux qui donnent un lieu de
ramification lisse a la source de 'application de périodes. Ceci permet néanmoins de construire
un nombre infini de surfaces de type Mostow-Siu.

Définition 3.15. On appelle surface de Mostow-Siu toute surface lisse obtenue a partir
d’un revétement de monodromie hypergéométrique comme ci-dessus, pour laquelle le lieu de
ramification de 'application des périodes f : X — B? est lisse dans X.

En dimension 3, on ne dispose que des trois exemples du Théoreme 3.11, et ils se com-
portent bien pour ce qui est du lieu de ramification de I'application des périodes.

Proposition 3.16. Le lieu de ramification de f: X — B? est lisse dans X pour chacun des
4. 5=1.2.3
l’l' 7 j ) 7 -

Par exemple pour ,u(l), les seuls paires d’indices {7, j} pour lesquelles la condition 3-INT
n’est pas satisfaite sont ceux pour lesquels i,j € {4,5,6}. On a 1 — ug — us = 4/15, donc

~ (1)

lapplication f ramifie & Pordre 4 au dessus (de I'image dans Qgﬁf ) /¥) des composantes
Dys, Dyg et Dsg. Noter que ces trois composantes sont deux a deux disjointes, parce que
pa + ps + pe > 1.

Corollaire 3.17. Pour les surfaces de Mostow-Siu, ainsi que pour les trois exemples du
Théoréme 3.11, le revétement de monodromie X admet une structure de variété compleze,
telle que ’application de périodes f: X — B" est holomorphe et pu,x-€quivariante.

Il existe une métrique kdahlerienne I';, s-invariante sur X, qui est & courbure fortement
négative, et pour laquelle le lieu de ramification est une sous-variété complexe totalement
géodésique.

Remarque 3.18. Le lieu de ramification dans X est lisse, mais son image dans la boule est
en général une collection dense de sous-variétés totalement géodésiques complexes ; ceci reflete
le fait que pour la plupart des choix de p, le groupe de monodromie I', s est non-discret.
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La construction de la métrique utilise fortement le fait que I'image des composantes de
ramification sont des sous-boules totalement géodésiques dans la boule; I'idée est de tirer en
arriere la métrique hyperbolique complexe, ce qui donne lieu a une métrique sur X qui est
singuliere le long du lieu de ramification.

Il y a lieu de corriger cette métrique prés du lieu de ramification, ce que Mostow et Siu
font a l'aide de la métrique de Bergman du domaine

{(z,w) € Cc? . \zlzk + \w\Q <1}

qui s’envoie sur la boule par le revétement ramifié

(z,w) — (z%,w).

La construction est assez technique et calculatoire, nous renvoyons le lecteur & [66] (et a [113]
pour le cas de la dimension trois).
On calcule facilement le rapport de classes de Chern ¢? /ca pour chaque exemple de surface

de Mostow-Siu (dont on connait un quotient orbifold explicite, homéomorphe & Qgﬁ ) /X).

Proposition 3.19. Parmi la famille infinie des surfaces de Mostow-Siu, les rapports c2/co
ne s’accumulent que sur la valeur 8/3. En particulier, il existe un r < 3 tel que c3/cy < 7
pour toute surface de Mostow-Siu.

Pour les exemples de dimension trois, on vérifie que ¢} /c3 < 16 pour chacun des trois
exemples, voir [D3].

Remarque 3.20. Il est intéressant d’observer que les variétés de dimension trois décrites
ci-dessus contiennent en fait des sous-variétés complexes totalement géodésiques qui sont des
surfaces de Mostow-Siu (voir la section 4 de [D3]).

3.5 Pincement des métriques

3.5.1 Courbure positive

Rappelons ici le théoreme de la sphere, voir [10] et [50].

Théoréme 3.21. (Berger-Klingenberg) Soit X, g une variété compléte, simplement conneze,
a courbure strictement positive. Si la courbure sectionnelle de g est §-pincée avec § > 1/4,
alors X est homéomorphe a la sphére.

Ce résultat peut étre raffiné pour montrer qu’avec les mémes hypotheses, X est en fait
difféomorphe a la sphere (voir [18]); le passage de “homéomorphe” a “difféomorphe” n’est
pas completement évident a cause de I'existence de spheres exotiques.

On notera que le résultat serait faux (pour les variétés de dimension paire) si l'on de-
mandait seulement § > 1/4, puisque la courbure sectionnelle de la métrique de Fubini-Study
sur Pg est 1/4-pincée. Berger et Klingenberg montrent qu’a homéomorphisme pres, seuls les
espaces symétriques compacts de rang un admettent une métrique 1/4-pincée. La version
différentielle du résultat est obtenue dans [17] (voir aussi le raffinement donné dans [90]).

Il est alors naturel de se demander ce qu’il advient des variétés qui admettent un pincement
légerement moins bon que 1/4. Un résultat de Berger [12] affirme que pour tout n, il existe
un 4, < 1/4 tel que toute variété de dimension 2n admettant une métrique d,-pincée est
homéomorphe a la sphere, ou difféomorphe a un espace symétrique compact de rang un.

La version différentielle de ce résultat a été récemment obtenue dans [77] :
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Théoréme 3.22. (Petersen-Tao) Pour tout n, il existe un 0, < 1/4 tel que toute variété de
dimension n qui admet une métrique riemannienne a courbure strictement positive o, -pincée
est difféeomorphe a un espace symétrique compact de rang un.

Dans la section 3.5.2, nous verrons que la situation est drastiquement différente dans le
cas de la courbure négative.

3.5.2 Courbure négative

Il est naturel de se demander s’il y a un analogue en courbure négative du théoreme de la
sphere (voir section 3.5.1). En particulier, on pourrait espérer remplacer S™ par Hg (I'unique
variété riemannienne compléte simplement connexe de courbure constante —1), ou plutdt par
la classe des variétés hyperboliques compactes. Un tel espoir est mis a plat par le résultat
suivant de [42] (voir aussi [68]).

Théoréme 3.23. (Gromov-Thurston) Pour tout n € N, n > 4, et pour tout 0 < § < 1, il
existe des variétés de dimension n qui admettent une métrique a courbure strictement négative
d-pincée, mais qui ne sont difféomorphes a aucun espace localement symétrique.

En d’autres termes, il existe des variétés riemanniennes a courbure sectionnelle négative
et arbitrairement proche de —1, mais qui n’admettent pas de métrique hyperbolique. On ne
s’attend donc pas a trouver des théorémes analogues de ceux de la section 3.5.1; en fait
certains résultats survivent de facon presque inchangée en courbure négative. Par exemple, le
résultat suivant est une conséquence des estimations de Berger, voir [11].

Proposition 3.24. Soit R un tenseur de courbure de Kdhler, a courbure sectionnelle négative
et 1/4 pincée. Alors, a une constante multiplicative prés, R est le tenseur de courbure Ry de
HE en un point (voir (3.4)).

Reppelons ici ce qu’on entend par un tenseur de courbure de Kdhler. Soit V un espace
vectoriel (on pensera a 'espace tangent en un point d’une variété riemannienne).

Définition 3.25. Un tenseur de courbure sur V est un élément R € ®*V*, qui satisfait pour
tout choix de z,y,z,w € V :

L. R(x’ Y,z w) = _R(y? z,z, w) = _R('I’ Yy, w, Z) ;

2. R(z,y,z,w) = R(z,w,2,y);

3. R(z,y,z,w) + R(z,z,w,y) + R(z,w,y,z) = 0 (Jacobi).

On suppose maintenant donnée une structure complexe J : V. — V (donc V est de
dimension paire), et on suppose V muni d’un produit scalaire J-invariant, c’est-a-dire que

(Ju, Jv) = (u,v) pour tout u,v € V (penser ici a I'espace tangent en un point d’une variété
kéhlerienne).

Définition 3.26. Un tenseur de courbure sur V est dit de Kahler s’il satisfait
R(Jx,Jy,z,w) = R(z,y, Jz, Jw) = R(x,y, z,w)

pour tout choix de z,y,z,w € V.
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Rappelons enfin que le tenseur de courbure Ry de H en un point est I'unique tenseur de
Kahler dont la courbure sectionnelle holomorphe est constante, égale a —1. On peut écrire
Ry(z,y,z,w) explicitement comme

1 () w) — {m,wy, 2) + o, TN, Tw) — o, Ty, T2) + 20, Tz Tu)) - (34)

4
L’énoncé de [11] est donné dans le cas de la courbure positive, mais la preuve est la méme
dans le cas de la courbure négative. En utilisant la théorie des applications harmoniques (plus
spécifiquement le théoreme de Siu-Sampson), on déduit des estimés de Berger le résultat
suivant, voir [44] et [111].

Théoréme 3.27. (Hernandez, Yau-Zheng) Soit M une variété kdhlerienne qui admet une
métrique riemannienne 1/4-pincée. Alors M est biholomorphe a un quotient de la boule.

L’étape suivante est alors d’étudier I'existence de métriques avec des estimations de pin-
cement similaires a celles du théoreme 3.23 pour les analogues kédhleriens des variétés de
Gromov-Thurston (a savoir les surfaces de Mostow-Siu et leurs analogues de dimension trois
construits dans [D3], voir section 3.4).

On ne peut bien entendu pas espérer des métriques avec un pincement meilleur que 1/4,
mais il serait naturel d’essayer d’obtenir des métriques avec un pincement arbitrairement
proche de 1/4 (la question de l'existence de telles métriques est d’ailleurs posée dans [68]).

Dans un travail en commun avec H. Seshadri, nous montrons que, au moins dans le monde
des métriques kéahleriennes, un tel analogue n’existe pas.

Proposition 3.28. Soit € > 0. Il existe un 0 avec 0 < § < 1/4 tel que pour toute surface
compacte X qui admet une métrique kihlerienne a courbure sectionnelle négative d-pincée,
les rapports de classes de Chern satisfont

>3 —e€.

Dans [D6], nous donnons un résultat un peu plus général, qui s’applique aux variétés de
dimension n fixée (et affirme que, s’il existe une métrique kdhlerienne suffisamment proche
d’1/4-pincée, alors les rapports de classes de Chern sont proches des rapports correspondant
d’un quotient de la boule de dimension n).

L’idée de la preuve de la Proposition 3.28 est inspirée par la Proposition 3.24 ; un pince-
ment proche d’1/4 devrait impliquer que le tenseur de courbure en chaque point soit proche
de Ry (ce qui permettrait de controler les nombres de Chern). Dans loc. cit. nous donnons
une version quantitative de cette affirmation.

Une conséquence immédiate de la Proposition 3.28 est le théoreme suivant :

Théoréme 3.29. I existe un § < 1/4 tel qu’aucune surface de Mostow-Siu (ni aucune des
variétés construites dans [D3]) n’admet de métrique kihlerienne a courbure sectionnelle -
pincée.

En effet on sait que pour les exemples construits dans [66] (ainsi que pour les surfaces qui
apparaissent dans [D0]), le rapport des classes de Chern c?/cs reste loin de 3 (voir Proposi-
tion 3.19).

93



Remarque 3.30. Notre argument ne permet pas d’exclure 'existence de métriques rieman-
niennes presque 1/4-pincée sur les variétés de Mostow-Siu.

On ne sait pas non plus s'il existe des variétés kiahleriennes a courbure négative (autres que
celles de Mostow-Siu) dont les rapports des classes de Chern tendrait vers ceux des quotients
de la boule. Si l'on s’affranchit de ’hypothese de négativité de la courbure, on peut construire
de telles variétés, voir par exemple les travaux de Sommese (voir [96]).

3.5.3 Gromov-Thurston VS Mostow-Siu

Les variétés de Gromov-Thurston sont obtenues comme des revétements ramifiés de varié-
tés hyperboliques réelles, et elles sont en ce sens un analogue riemannien des variétés de
Mostow-Siu, mais il y a des différences importantes entre ces deux constructions.

Tout d’abord, dans la construction de Gromov-Thurston, le lieu de ramification est une
sous variété totalement géodésique dont la classe d’homologie dans la variété d’arrivée est
triviale. Ceci n’est pas le cas pour les variétés de Mostow-Siu. Pour simplifier, supposons que
X est une surface complexe qui admet un revétement ramifié simple sur un quotient compact
de la boule Y = I' \ H{, de lieu de ramification S C Y totalement géodésique, complexe et
lisse. Alors il résulte par exemple des calculs de [DO] (voir aussi [66]) que c1(Ngy) = Fc1(Ts),
et en particulier que S-S = %X(S ) < 0, ce qui exclut que le fibré normal de S soit trivial. En
particulier, la construction d’une métrique, méme seulement riemannienne, sur les revétements
ramifiés X de X est plus compliquée pour les variétés de Mostow-Siu que dans le cas des
variétés de Gromov-Thurston. Une autre facon de sentir cette difficulté est de noter que
la métrique hyperbolique complexe en coordonnées cylindriques autour d’une sous variété
totalement géodésique de codimension deux réelle a une expression plus compliquée que dans
le cas hyperbolique réel (on pourra comparer [9] et [8]).

Un autre point important est que la plupart des exemples de Mostow-Siu sont seulement
localement décrits comme des revétements ramifiés de variétés hyperboliques complexes (voir
section 3.4).

On notera enfin qu’il ne peut pas y avoir d’analogue des résultats de [47] pour les surfaces
de Mostow-Siu (voir la classification des structures projectives complexes sur les surfaces par
Klingler [51]).
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Chapitre 4

Perspectives et projets de recherche

4.1 Domaines de Dirichlet

4.1.1 Certification de la combinatoire des polyedres de Dirichlet

Le programme implémentant la procédure de Giraud utilisé pour obtenir les résultats
de [D7] a été écrit de fagon & permettre une expérimentation massive sur une grande fa-
mille de groupes; en particulier, on a systématiquement privilégié les calculs numériques, par
opposition au calcul formel.

Dans la mesure ou les groupes que l'on considere peuvent étre conjuguées a des matrices
dans GL(O) pour un certain anneau d’entiers algébriques O, on pourrait calculer les produits
de matrices avec une précision arbitraire.

Etant donné un ensemble Giraud-fermé W C I' (voir les notations de la section 2.6.3), on
peut aussi espérer trouver la combinatoire du polyedre Py de fagon exacte. Par exemple, les
sommets s’obtiennent en résolvant des systemes de 4 équations quadratiques en 4 variables,
ce qu’on peut ramener a la résolution d’équations polynomiales a une seule variable (quitte
a augmenter le degré des équations). On peut alors utiliser des méthodes du type algorithme
de Sturm pour localiser toutes les racines de ces équations, et donc établir avec certitude la
liste des sommets.

Les 1-faces ne sont pas déterminées de maniére univoque par le 0-squelette (voir sec-
tion 2.6.3), mais on peut les décrire assez simplement comme joignant deux sommets, et
contenues dans 'intersection de trois bissecteurs. De proche en proche, on peut espérer remon-
ter jusqu’a la combinatoire précise, ce qui est le point de départ de 1'utilisation du théoreme
de Poincaré sur les polyédres fondamentaux.

Ce projet de certification des résultats expérimentaux de la procédure de Giraud ferait
intervenir un mélange de techniques géométriques spécifiques a la géométrie hyperbolique
complexe, et des techniques de calcul formel et numérique ; a terme, on espére bien entendu
disposer d’un logiciel général qui permette d’éviter les constructions ad-hoc pénibles comme
dans [D1].

4.1.2 Utilisation du théoréme de Giraud

La philosophie énoncée dans [D2] (voir aussi la section 2.6.3) est que les seules conditions
de cycles du théoréme de Poincaré qu’il faut vérifier dans le cas d’'un domaine de Dirichlet
partiel Giraud-fermé sont celles correspondant aux cycles d’arétes totalement géodésiques.
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Ceci reviendrait en quelque sorte & rendre justice & Picard (voir I'introduction a [25], qui fait
état d’un trou dans la preuve de Picard).

Un tel résultat permettrait bien évidemment une exploration beaucoup plus rapide des
réseaux potentiels, et donnerait en particulier une facon efficace de transformer en théoremes
les conjectures du type de celle qui apparait dans [D7].

4.1.3 Calcul du volume

Il serait utile de disposer d’une formule simple pour le volume d’un polytope de Hé, sans
savoir a priori qu’il est un domaine fondamental pour groupe. Ceci permettrait par exemple
de montrer de maniere efficace qu’'un domaine de Dirichlet partiel Py est réellement égal a
Pr (voir les notations de la section 2.6.2).

Les calculs utilisés dans [66] semblent indiquer qu’il pourrait y avoir une formule générale
pour un polytope de Dirichlet partiel qui est Giraud-fermé. On espére alors obtenir une formule
en termes d’aires de 2-faces complexes, et d’angles de rotations d’applications de cycles.

4.2 Réseaux en dimension supérieure

4.2.1 Groupes de Coxeter

Il n’est peut-étre pas impossible d’obtenir de nouveaux réseaux, éventuellement non-
arithmétiques, dans PU(n, 1), pour de petites valeurs de n > 3. Une idée serait de revenir
a la construction de [62], et de spécifier une partie génératrice, par exemple un ensemble de
réflexions complexes satisfaisant certaines relations de tresses; on pourra penser ici a étendre
les réseaux non-arithmétiques de PU(2, 1) en réseaux de PU(n, 1), n > 2, en les voyant comme
stabilisateurs de sous-variétés complexes totalement géodésiques.

4.2.2 Domaines fondamentaux, domaines de Dirichlet

On ne connait a '’heure actuelle aucun domaine fondamental explicite pour 'action d’un
résecau de PU(n,1) sur Hg, n > 3. Les travaux effectués a l'ordinateur pour le cas n = 2
(voir [D2] ou [D7]) sont envisageables au moins en dimension trois. On pourrait aussi essayer
d’expliciter la description des domaines fondamentaux pour les réseaux hypergéométriques
donnée dans [99] (ceci a été fait dans [71] pour certains réseaux en dimension 2 par Parker,
mais la complexité des calculs semble décourager une généralisation directe aux dimensions
supérieures).

4.2.3 Structure des réseaux non-arithmétiques

Dans l'idée de trouver une construction analogue a la construction de Gromov-Piatetski
Shapiro dans PU (n, 1), il serait utile de développer une meilleure compréhension des exemples
obtenus pour n = 2 et 3, dans 'espoir d’obtenir des résultats de structure généraux. Notons
par exemple que tous les exemples connus contiennent des sous-variétés complexes de codi-
mension 1 qui sont elles-mémes non-arithmétiques. En retournant cette observation, il parait
naturel de plonger les exemples de dimension 2 par le biais de representations C-Fuchsiennes,
et d’essayer de les étendre a des réseaux en dimension supérieure.
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4.3 Variétés de Mostow-Siu

4.3.1 Existence/construction en dimension supérieure

La construction dans [D3] ne peut pas donner d’exemples non localement symétriques de
variétés kahleriennes a courbure négative, a cause de la structure hiérarchique de groupes de
monodromies hypergéométriques et de la classification des groupes finis engendrés par des
réflexions complexes (voir [91]).

On souhaiterait bien entendu construire des exemples en dimension supérieure. Il suffirait
par exemple d’obtenir des revétements ramifiés de quotients de la boule compacts, avec comme
lieu de ramification une hypersurface complexe lisse totalement géodésique (voir la discussion
dans [D3]).

4.3.2 Pincement des métriques riemanniennes

Comme mentionné dans la remarque 3.30, argument donné dans [D6] ne permet d’exclure
que les métriques kdhleriennes avec pincement proche de 1/4 sur les variétés de Mostow-Siu.
On s’attend a ce que le résultat reste valable pour les métriques riemanniennes, mais cela ne
ressort de fagon immédiate ni de 'argument de [D6], ni du travail de [44].

On ne dispose pas non plus a '’heure actuelle de méthodes permettant d’exclure 'existence
de variétés (méme kahleriennes) & courbure négative arbitrairement proche de 1/4-pincée.
Dans une direction transverse, il parait naturel d’essayer de contruire des métriques a courbure
négative sur les surfaces construites par Sommese, qui ont des rapports de classes de Chern
c?/cy denses dans l'intervalle [2, 3] (voir [96]).

4.3.3 Revétement universel

Le revétement universel des surfaces de Mostow-Siu (ou de leurs analogues de dimension
trois, voir [D3]) reste un objet extrémement mystérieux du point de vue de la géométrie et
de 'analyse complexe.

Il parait raisonnable d’essayer de montrer que les revétements universels de surfaces ayant
des rapports de classes de Chern ¢?/cy différents ne peuvent pas étre biholomorphes; on se
demande également si les rapports de classes de Chern peuvent s’accumuler vers une valeur
de ¢?/cy d’une surface & courbure (fortement) négative (voir section 3.3 et le théoréme de
rigidité de Siu).

4.3.4 Groupe fondamental

Les groupes fondamentaux de variétés de Mostow-Siu restent assez mystérieux ; ils pos-
sédent par construction une représentation dans PU(n,1) (n = 2 ou 3), dont 'image est la
plupart du temps non discréte. Un résultat de [DO] montre que cette représentation est en
général non-injective, mais on est assez loin de contréler son noyau explicitement.

On ne sait toujours pas si les groupes fondamentaux des variétés de Mostow-Siu sont
résiduellement finis (voir 3.1).
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