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INTRODUCTION GENERALE

I1 y a encore une vingtalne d’années, le titre de ce mémoire auralt
comporté un point d’interrogation. En effet, ce n'est qu'en 1970 que
Henkel présenta la premiére analyse quantitative établissant que 1la
houle étalt en mesure de provoquer des phénoménes 4'instabilité dans
les fonds sous-marins. Sa démarche consista a étudler a posteriori des
glissements ayant été décelés dans les zones deltaiques du Mississipl
et & démontrer qu’ils ne pouvaient étre attribués a la seule action
des forces de gravité. Son travall fut suivli par d’'autres
contributlons 1importantes a 1’étude de 1la stabilité des fonds

sous-marins.

Cette prise de conscience relativement tardive des effets néfastes de
la houle est naturellement en lien étroit avec la multiplication des
plateformes offshore et 1la densification du réseau des cables et
pipelines sous-marins. Sulte au développement de ces technlques, la
liste des dommages subis par de telles réalisations n’a pas manqué de
s’allonger. L’analyse des accldents survenus permet de classer
qualitativement les risques auxquels elles sont exposées du fait de
1’instabllité du massif dont elles sont solidaires. Pour un massif a
surface 1inclinée, 1le glissement constitue 1la forme 1la plus
spectaculalire de 1’instabllité., Elle peut entrainer la destruction de
toute installation en 1llalson avec 1le fond sous-marin mis en
mouvement. Lorsque la face supérieure du massif est horizontale, une
structure fondée sur des pleux & profondeur suffisante n’est pas
concernée par les mouvements superficiels du sol de fondation. C’est
le cas de bon nombre de plateformes. En revanche, 1les cables et
pipelines qul sont en général ancrés au fond sous-marin ou enterrés a

faible profondeur demeurent exposés & l’action néfaste de la houle.

Ainsi, préalablement a toute construction sur un site sous-marin, 11

convient de s’interroger sur la stabllité de ce dernier sous 1l’action
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combinée des pressions exercées par le flulde en mouvement et des
forces de gravité. C’est a cette question que le présent travall =a
tenté de répondre.

Dans la plupart des problémes de stabilité classique du Génle Civil,
la sollicitation extérieure est une donnée. En revanche, 1’évaluation
des pressions qu’exerce la mer sur le fond marin requiert une
modélisation. Avant d’aborder la question de la stabilité proprement
dite, une étude de 1'agent extérieur s’impose. C'est 1’objet du
chapitre préliminaire, de nature bibliographique.

Le second chapitre est consacré a 1’étude de la réponse d’un massif
sous-marin supposé élastique & un champ de pressions agissant sur sa
face supérieure. L’hypotheése d’élasticité est appliquée successivement
au comportement du sol en faisant abstraction de sa composition
biphasique, puis & celuil de squelette. Le mot-clé de la question posée
étant celul de stabilité, un tel point de départ peut paraltre
paradoxal. Il trouvera sa Justification comme outil des développements
a venir. Mais pour lui-méme, ce chapitre présente déja 1’avantage de
fournir des expressions analytiques pour les champs de contraintes et
de déplacements. Elles sont le noyau autour duquel une premieére

intuition de la réponse du massif peut se constituer.

Toutefois, il est clair que cette modélisation élastique ne saurait
prétendre 3 beaucoup de réalisme pour un matériau comme le sol. En
tout état de cause, elle est impropre & fournir par elle-méme des
indications sur la stabilité. Plutét que d’affiner la modélisatlion du
comportement puls de chercher a résoudre un probléme aux limites, deux
considérations majeures imposent le Calcul a la Rupture comme 1'outil

naturel pour le résolution du probléme posé.

La premiére consiste simplement & observer que les informations sur le
matériau doivent é&tre recherchées au fond de 1’océan. La mise en
oeuvre des techniques usuelles de la reconnaissance des sols s’en

trouve considérablement compliquée. Si 1’'on peut espérer accéder & un
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critére de rupture, la recherche d’'une caractérisation plus compléte
du comportement parait beaucoup plus ambitieuse. En d’autres termes,
la question de la stabilité sera le plus souvent la seule & laquelle
il soit possible de répondre, ou plus exactement, qu’il solt possible

de se poser.

Mais en falt, dans la plupart des cas, c’est bien la question qui
préoccupe 1'ingénieur. En effet, si1 dans certains ouvrages du
domaine de la Géotechnique les déplacements revétent une importance
capitale, 1la connaissance des mouvements du fond marin n’a pas
d’intérét sous réserve que l'on soit assuré qu'ils restent dans des
limites compatibles avec 1le projet considéré. C’est la deuxiéme

Justification de la préférence accordée au Calcul a la Rupture.

Comme les terres émergées, les sols sous-marins sont constitués de
sols fins normalement ou surconsolidés et de sols granulaires. Chacune
de ces deux grandes classes de matériaux a fait 1’objet d’'une analyse

spécifique.

Le chapitre III est consacré a 1'étude de la stabllité des massifs
constitués de sols fins. La durée typique d’une tempéte est
suffisamment courte pour que la question puisse étre traitée avec
1'hypothése de réponse non drainée. On caractérilse alors classiquement
le domaine des contraintes admissibles par un critére de Tresca. On
examine diverses hypothéses sur 1'hétérogénéité et 1’anisotropie de la

cohésion du matériau constitutif.

Le chapitre IV traite du cas ol le massif est constitué d’un matériau
granulaire. Le critere de rupture porte alors sur le tenseur des
contraintes effectives. Vis-a-vis de ce type de contraintes, le
chargement d0 la houle intervient sous 1la forme des forces
d’ écoulement qul matérialisent 1le couplage entre le fluide
interstitiel et 1le squelette. Celles-cl sont tributaires du
comportement de ce dernier et leur détermination nécessite des

informations non contenues dans le critére de rupture. Le probléme de
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stabilité sort donc du cadre classique. C’'est 1'occasion d’une
réflexion sur 1’emplol du Calcul & la Rupture en contraintes

effectives.



CHAPITRE | : QUELQUES NOTIONS SUR LES MODELISATIONS DE LA HOULE

INTRODUCTION

La surface de la mer peut en général é&tre décrite comme une
succession indéfinle d’'ondulations de forme volsine, que 1’on appelle
houle. Elle trouve son origine dans le frottement de 1l'air en
mouvement au-dessus de la mer avec la surface de celle-cl. C’est donc
le vent qul contréle 1’amplitude du phénoméne mesurée par la hauteur
des vagues. Celle-ci dépend de la durée au cours de lagquelle 11
souffle, de 1’'étendue sur laquelle il agit et de sa vitesse.

Le flulde mis en mouvement au-dessus du fond sous-marin exerce sur ce
dernier une pression différente de 1la pression hydrostatique qui
s'applique lorsqu’'il est au repos. Le calcul de 1la différence
c’est-a-dire évidemment la surpression due a la houle, constitue un

peint de passage obligé vers 1'analyse de la stablliteé.

Depuis plus d’un siécle, diverses théories mathématiques ont été
élaborées pour modéliser la houle. Elles donnent chacune dans leur
domaine de validité une évaluation de la pression recherchée. On se
propose de détailler 1’étude de la théorie dite linéaire dont il est
fait grand usage dans la pratique du génle maritime et quil sera au
centre des calculs de stabilité a sulvre. Pour un apercu plus général
des théories de la houle, on pourra se reporter a Bonnefille (1980),
P. et C. Aristaghes (1985) ou au "Shore protection manual” (1984).

1 - THEORIE LINEAIRE DE LA HOULE

On considére 1’écoulement & surface libre du flulde supposé parfait et
incompressible sur un fond marin plan, horizontal et imperméable
d’'équation y=-d (voir figure 1). L’idée de départ de 1la théorie
linéaire consiste a rechercher une solution irrotationnelle, sous la

forme d’une onde plane se propageant parallélement a 1°’axe Ox,
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indépendante de la coordonnée z, périodique par rapport au temps t
(période T), et & chaque instant périodique par rapport & 1’abscisse x
(période L). On établit tout d'abord les équations & vérifier par

1'écoulement irrotationnel.

figure 1 : schéma de principe

1. Equations de 1’écoulement irrotationnel

Soit U le champ eulérien des vitesses dans le fluide et ¢ un potentiel
dont dérive U :

U= grad ¢ (1)
L’'équation de continulté pour le flulde incompressible indique que ce
potentiel est barmonique :

dp =0 {2)

Le fluide de masse volumique p est soumis & la densité volumique de
forces de pesanteur -pg] . L’expression de la conservation de la

quantité de mouvement fournit 1’équation d’Euler :



p[g_‘t% + zlggad(_Usz UuAU ] + grad P = -pgl (3)

ol P désigne la pression du fluide. On définit alors la charge
hydraulique h par :

_ 1P 1
h=y+ o5+ 50 (4)

L'emplol de (1) dans (3) conduit au théoréme de Bernoulli :
9p
grad|z¥ + gh| = 0 (5)

Aux équations de champ (2) et (5), 11 convient d’ajouter maintenant
les conditions aux limites. L'imperméabilité du substratum se traduit
par le falt que la vitesse des particules y est tangentielle au plan

y=—-d :

{VxeR) gg(x,—d,t) =0 (6)
y

Il reste a écrire les conditions concernant la surface libre. On note
y=n({x,t) 1’écart de celle-ci par rapport & la position au repos,
d’équation y=0. On pose tout d’abord une condition de type
cinématique, exprimant que les particules situées sur la surface libre
2 un Iinstant donné y demeurent. Autrement dit, il n'y a pas
d’enfoncement de la couche superficielle a 1’intérieur du domaine

liquide. I1 vient :

=Rt g} poury = mixt) 7)
La fonction n(x,t) étant une inconnue, le jeu des équations (2), (6)
et (7) est encore insuffisant pour déterminer la fonction ¢. Une
condition supplémentaire est fournle par le fait que la pression du
fluide sur la surface libre coincide avec la pression atmosphérique
p. . En utilisant (5), on voit qu’il existe une fonction du temps

atm

C(t) pour laquelle :

C(t) = %pat; g%(x.n(X.t),t) + %!._Iz(x.n(x.t),t) + gnix,t) (8)

En négligeant les varlations éventuelles de la pression atmosphérique
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sur la zone et la durée de 1’étude, et en observant que (1) ne
détermine le potentiel des vitesses qu'a une fonction du temps prés,

on choisit une détermination ¢ de celui-ci pour laquelle :

Zox,u(x,t),t) + Lgrad )%(x,n(x,t),t) + gnlx,t) =0  (9)

Les équations (2), (8), (7) et (8) déterminent alors le potentiel
recherché. (1) fournit 1’accés aux vitesses et (5) permet le

calcul du champ des pressions P(x,y,t) dans le fluide.
2. Linéarisation

L’idée spécifique de 1la théorie linéaire consiste, comme son hom
1’annonce, & linéariser les conditions aux limites sur la surface
libre. Pour déceler les termes prédominants dans (7) et (8}, on
introduit classiquement les variables adimensionnelles x’', y’, m’ et

t’ définies & partir de x, y, n et t par :

= Hx'

=y (10)
= Hn’
= Tt

o 3 < X

En observant expérimentalement que les irajectoires des particules au
voisinage de la surface libre sont approximativement des cercles dont

le diamétre est voisin de H, on pose :

< H
u=zU (11)

De maniére cohérente avec (11), on définit le potentiel réduit ¢’

par :
HL ,

p=29 (12)

Avec ces notations, (7) et (8) prennent la forme suivante
a¢’'_ 87’ 2 3¢’ an’
ayl- 7 atl+ (2 z,—xl'a_x’l
g1
L

(13a)

QD

8’ . L % u?) + BL oo (13b)
at 2 x y
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ou intervient la cambrure y=H/L. L’exploitation de ces nouvelles
variables repose sur 1’'hypothése que 1les dérivées ne faisant
intervenir que des variables adimensionnelles sont de 1’ordre de
1’unité. Si 1’on impose alors & la houle de vérifier la condition de
falble cambrure (¥ << 1), on est amené a négliger les termes en 7
dans (132) et en % dans (13b). En revenant aux variables

dimensionnées, il vient :

d¢ an
5§(x,n(X.t),t) o ﬁ(x.t) (142)
g%(x,n(x.t),t) « —gn(x,t) (14b)

Il reste que ces équations sont écrites sur la surface libre. Pour
éliminer cette difficulté, on assujettit la houle & vérifier de plus
la condition de faible amplitude (g << 1). On suppose alors que les
équations (14) sont encore valables & la cote y=0. Il est alors
possible d’éliminer m entre (14a) et (14b). On aboutit finalement au

systéme suivant :

Ap = 0O pour ~d = y =0 (15a)
2

82,62 -0 pour y=0 (15b)
2 ay

at

8¢ _ =

3y - 0 pour y =-d (15¢)

dont on va maintenant construire une solution.

3. Construction de la solution

Puisque 1’on cherche une onde progressive doublement périodique par
rapport a x et t, il est naturel d’introduire la variable :

o« =x - %t (18)

et de rechercher une fonction ¢ solution de (15) dans laquelle x et t

interviennent par le blals de «, sans “couplage" avec y :
p(x,y,t) = A(a) Bly) (17)
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L’équation (15a) et les propriétés de périodicité demandées imposent
alors la forme de A(.) et B(.) :

Ala) A sin(ke + A)
1 2

(18)

(]

B(y) B1 ch(ky + Bz)

ol Al, Az’ B1 et 32 sont des constantes & déterminer et k=2n/L. A un

changement d’origine de 1l’axe des x prés, 11 est possible de fixer
A2=0. Par ailleurs, (15c) impose que Bz=kd :
Bly) = Blch k(y + d) (19)
Il existe donc une constante C telle que :
p(x,y,t) = C sin k(x-5t) ch k(y + d) (20)

En utilisant (20) et (14b), on obtient :

_ 2nC _L
nix,t) = 2T ch(kd)cosk(x T t) (21)
Sous cette forme, le coefficient %ch(kd) apparait comme la distance

entre une créte et le niveau de 1l’eau au repos. C'est donc la moitié
de la hauteur H des vagues. La constante C de (20) peut alors étre
exprimée en fonction des paramétres physiques de la houle :

- gHT
C=m ch{kd) (22)
I1 vient :
- gHT _L
elx,y,t) = I7 oh(kd) sin k(x Tt) ch k(y + d) (23a)
a(x, t) = 35% ch(kd)cosk(x - % £) (23b)

I1 reste & écrire la condition (15b) sur la surface libre. Elle
fournit une relation entre la longueur d’onde L, la période T et la

profondeur d’eau d :

2
= 8 th(and
L= th(2mp) (24)
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k. B

La célérité % des ondes aussi construites est une fonction de la

période, d’ol le nom de relation de dispersion souvent donnée a (24).

Il convient d’inslister sur le fait que la construction de la solutlon
qul vient d’étre présentée s’appuie en amont sur la condition
cinématique de surface libre (7), selon laquelle il n’'y a pas
d’enfoncement de la couche superficielle dans la masse du fluide.
Cette condition n’est plus pertinente lorsque se produit le phénoméne
de déferlement qui apparait lorsque 1la vitesse horizontale des
particules de la créte des vagues dépasse la célérité de 1l’onde. Les
travaux de Miche (1944), bien confirmés par les observations
expérimentales, ont mis en évidence 1'existence d’une valeur critique

7. de la cambrure pour laquelle la vague déferle :
d, _1
4 (f) =5 thkd (25)

L’emplol du modéle linéaire est donc soumis, outre les conditions de
faible cambrure et de faible amplitude, & la condition supplémentaire
de non déferlement

H d
i = 7cr(r) (26)
Ce criteére définit les houles “possibles” pour une profondeur d’eau
donnée. On notera ¥ 1'ensemble des triplets (H,L,d) satisfaisant a la

condition (26).
4. Calcul de la pression sur le fond sous-marin

On se propose de donner 1’expression de la pression P(x,-d,t) exercée
par le fluide en mouvement sur le plan d’équation y=-d quil coincide
avec la face supérieure du massif sous-marin. L’écoulement étant
irrotationnel, cette quantité est fournie par le théoréme de Bernoulli
exprimé en (5). En adoptant la détermination du potentiel choisie pour
écrire (9), et en négligeant les termes en g? dans l’expression de la
charge hydraulique h, on obtient :
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P(x,y,t) =-pgy - p‘9 °P(x,y.t) (27)
La pression p(x,t) s’exercgant sur le fond sous-marin vaut donc
p(x,t)=P(x.—d.t)—pgd—pat(x,-d t) (28)

Elle est 1la somme du terme hydrostatique pgd et d’une surpression
donnée par -pa (x, -d,t) due au mouvement du flulde. Ce dernier terme,
noté ph(x.t) dans la suite, présente un intérét de tout premier plan
pour un calcul de stabilité puisqu’ll quantifie 1'action de la houle
sur le massif sous-marin. L’expression de ph(x,t) pour la théorie
linéaire résulte de (23b) :

3' H
P, (x,t) = —mk—d)— cos k(x——t) (29)

ou l'on a noté v, le poids volumique pg de 1'eau. Dans le domaine des
faibles profondeurs relatives (— << 1), 1’équation (29) Jointe a (23b)

fournit :

p(x,t) = 'aru(d + nix,t)) {30)

En dehors de ce cas limite ou la pression qui s’exerce sur le fond
marin peut étre calculée comme en hydrostatique, (28) montre que
1’effet de la profondeur est un amortissement exponentiel de
0wy n H 1

1’amplitude hydrostatique 7, 3 par le blais du facteur Shkd - A
hauteur de vague H et profondeur d’eau d données, cela signifie que

les longueurs d’onde les plus courtes seront les plus atténuées.

On aura observé que la théorie de Stokes a ¢&été développée dans
1’hypothése d’un fond marin imperméable (Eq.(B6)). Il convient donc de
s’ interroger sur la pertinence d'un tel modéle dans le cas d'un fond
marin poreux. Les travaux de Reld et Kajiura (1957) ont montré que le
champ de pressions exercé par la houle sur le fond marin n'était
affecté par la poroslité de celul-ci que dans le cas de perméabilités
trées sensiblement supérieures & celles des sables. Dans la majorité

des situations pratiques, la porosité du massif pourra donc étre
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négligée du point de vue du calcul des pressions qui s’exercent sur sa

frontiere.

2 — EXTENSIONS DE LA THEORIE LINEAIRE

1. Généralimsation de la théorie linéaire au cas d’un fond faiblement incliné

On s’intéresse & la propagation d’une houle le long de la ligne de
plus grande pente d’un fond plan imperméable incliné d’un angle y sur
1’horizontale (voir figure 2). Dans le domalne des grandes profondeurs
d’eau, 11 s’agit d’une onde progressive doublement périodique par
rapport &4 1l’abscisse x (période Lo) et par rapport au temps
(période T). La hauteur créte a creux y est notée H;. Cette question a
fait 1’objet d’études expérimentales A 1’alde de canaux & houle. Pour
les falbles valeurs de %, elles ont permis de dégager les propriétés

sulvantes :

~ en amont de la zone de déferlement, 1’écoulement demeure périodique.
La durée d’une oscillation de la surface libre est indépendante de la

profondeur d’'eau considérée et vaut T.

~ pour des profondeurs d’'eau décrolssantes a partir du "large", la
hauteur créte a creux commence par diminuer légérement puis augmente
Jusqu’'au déferlement. La distance séparant deux crétes consécutives

est une fonction croissante de la profondeur d’eau.

Parmi les équations a vérifier par le potentiel ¢ des vitesses, les
relations (2), (7) et (9) subsistent. En revanche, (6) doit é&tre
remplacé par :

¢ _ 99 o (31)

La solution déterminée au paragraphe 3 ne saurait donc étre utilisée
sans aménagement. Toutefols, dans le cas ou y est un infiniment petit,
on fait appel classiquement aux résultats de la théorie linéaire pour

modéliser 1’écoulement en amont de la zone de déferlement. Une telle
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simplification est cohérente avec la linéarisation & laquelle 11 a été
procédé pour obtenir (14). Cependant, les observations expérimentales
imposent que les valeurs de la hauteur créte & creux H et de la
longueur d’onde L solent "actualisées” en fonction de la profondeur

d’ eau.

Hy L

X

figure 2 : propagation de la houle sur fond incliné

La relation de dispersion (24) rend compte de la décroissance de L
observée & mesure que la profondeur d’eau d diminue. Il reste a
quantifier les variations de H en fonction de y. Le calcul s’'appule
sur le principe de la conservation de 1'énergie entre le "large" et
une profondeur d'eau d donnée. Plus précisément, on note W 1’'énergle
transmise par 1'écoulement au cours d’une période a travers une bande
de largeur unité d'un plan vertical paralléle a Oz. La périodicité de
1’ écoulement impose que W soit indépendante de la profondeur d’eau.
Par définition de W, et en utilisant (27), on a :
T x,t)

W= Ldt I: (—pgy-p%% )%g dy (32)
En négligeant 1la contribution & 1’intégrale ci-dessus du domaine
d’intégration yel0,7n(x,t)] et avec 1'expression de ¢ donnée en (23),
il vient :

W= i—s-ng.HZ [1+s-‘3@—] (33)



(33) donne en particulier 1'expression de W en fonctlon des

caractéristiques de la houle “"au large" :

W= 28 ¢ (34)
16 0 o
Une combinaison de (24), (33) et (34) fournlt enfin :
-1/2
_ 2kd
H= Ho{thkd(l*'ém’ )} (35)
2+ 1
13
14
=T
13
12
r—

11

1 R

Ho 1"
I T 4=
s
ol
0 03 a2 03 o4 asly

figure 3 : variatlons de la hauteur de vagues

La figure 3 présente les variations de H, prévues par (35) en fonction
de la profondeur d’eau. Elles sont en bon accord avec les observations

expérimentales.
2. Théories non linéaires de Stokes

Le probléme posé est toujours celuil de la recherche d’une onde plane
se propageant parallélement a Ox, périodique par rapport a x et t.
Lorsque les conditions de falble cambrure (% << 1) et de falble
amplitude (§<< 1) ne sont plus satisfaltes, les termes non linéaires
des équations (7) et (9) doivent étre pris en compte. En outre, i1l
n'est plus possible d’'approcher la valeur de ¢ ou de ses dérivées en

y=n(x,t) par la valeur en y=0.
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On fait alors appel classiquement aux théories non 1linéaires de
Stokes, qui consistent a rechercher le potentiel des vitesses sous la
forme d’un développement limité suivant les puissances croissantes de
la cambrure (voir par exemple 1’ouvrage de P. et C. Aristaghes, 1885).
Par ailleurs, pour 1'écriture des conditions de surface libre, on
remplace les dérlivées de la fonction ¢ par un développement limité de
ces quantités au voisinage de y=0 a un ordre approprié. Dans la
théorle de Stokes d’ordre n, le potentiel des vitesses prend la forme
suivante :

o™ (x,y,t) = ';j ¢, (H,L,d) ch 1k(y+d) sin 1k(x-IT'Zt) (36)

1=1

Le rapport :;Slu/tla1 des amplitudes de deux termes consécutifs du
potentiel est de 1’'ordre de la cambrure. Les puissances successives de
la cambrure apparaissent donc comme des termes correctifs par rapport
a la théorie linéaire. La pression s'exercant sur le fond marin prend

la forme sulvante :

n
p™(x,t) =yd+ Lp_(HLd) cos tk(x-rt) (37)

1=1
Pour n=1, on retrouve évidemment la théorie linéalre, qul porte a ce
titre le nom de théorie de Stokes d'ordre 1. La valeur de po a été
donnée en (29}. On utilisera également dans la sulte 1’expression
ci-dessous du coefficient p, pour des calculs de stabilité avec la
houle d’ordre 2 :

3 H° thkd 1 1
p (HL,d) =3 m ¥ [ - -] (38)
1 8 L onkd)®Ushka)? 3

On désigne par an 1’application de R’ dans R qui associe a H,L et d
le n-uplet (po;...; pn_l) des amplitudes présentes dans 1'expression
de p(n)(x,t).

3. Extension d’une houle d’amplitude variable

Dans le pratique du génie maritime, la houle est le plus souvent
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caractérisée par la donnée de la hauteur des vagues et de la période
(ou de la longueur d’'onde). C’est la notion de houle de projet. La
donnée supplémentaire de la profondeur d’eau permet alors d’utiliser
1’ une ou 1’autre des modélisations mathématiques entrevues
précédemment. Cependant, ce type de définition de 1’écoulement
présente 1'inconvénient de ne fournir aucune indication sur le
processus de formation de la houle. Or cette information peut é&tre
nécessalre par exemple pour 1’étude de 1la réponse d’'un massif
sous-marin ou d'une structure offshore lorsque son comportement est

non linéaire.

I1 est délicat de modéliser le processus conduisant a la formation
d’une houle de période et d’amplitude données. Cependant, il est
tentant d’étendre les résultats de la théorie de Stokes a une houle
d’amplitude variable en fonction du temps. En admettant que la période
T se conserve, une telle extension est licite A condition que la
variation relative de H par cycle soit petite. On note alors .‘f’t le
triplet (H(t),L,d). L’expression de la pression sur le fond marin est
obtenue a partir de (37) en remplagcant le n-uplet (po,...,pn_l) par
Tn(.‘ft). Toutefois, la portée pratique de cette remarque est limitée
actuellement par le peu d’informations disponibles sur le processus de
formation d’une tempéte. I1 semble en particulier qu’il solt peu

réaliste de supposer que la période T reste constante.

3 - CONCLUSION

Ce chapitre préliminaire s’est concentré sur la théorie linéaire de la
houle en raison de son importance dans la pratique. Tant 1’'étude du
probléme élastique que celle de la stabilité y feront tout
particuliérement référence. Des théories non linéaires ont également
été évoquées. Il faut y faire appel lorsque 1’onde étudiée sort du

domaine des falbles amplitudes et cambrures.

Cependant, il lmporte de ne pas perdre de vue qu’'un modéle (linéaire

ou non) n’est Jamalis qu’une solution mathématique particuliére d’un
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probléme de propagation d’'ondes, obtenue au prix de plusieurs
simplifications majeures. Il va de soi que la houle réelle présente
rarement un aspect aussi régulier. En revanche, il est souvent
possible de considérer qu’elle résulte de la superposition d’un grand
nombre d’ondes monochromatiques, la théorie linéaire permettant de

donner un sens & cette sommation.

I1 est donc souhaitable d’'aborder les problémes d’élasticité et de
stabilité avec une certaine souplesse dans le choix des modéles de
houles. C’est pourquoi 1’on s’efforcera de dégager, le plus souvent
possible, des résultats qul ne fassent pas appel a une forme

particuliére de la pression s’exergant sur le fond marin.
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CHAPITRE I : LE PROBLEME ELASTIQUE

1 — INTRODUCTION

On considére un massif de sol sous-marin occupant le demi-espace
délimité supérieurement par le plan horizontal y=0. Ce massif immergé
est soumis & 1’action des forces volumiques de pesanteur et & une
distribution de forces surfaciques rassemblant les effets de la
pression hydrostatique et de la houle de surface (figure 1). On se
propose dans ce chapitre de présenter des solutions du probléme

élastique.

P\

p(xt)

figure 1 : schéma de principe

Le sol saturé étant un milieu biphasique par nature, il s’agit tout
d’abord de définir a quol se rapporte 1'hypothése de comportement
élastique. On distingue traditionnellement dans 1’usage de 1la
mécanique des sols deux nlveaux de schématisation & 1’intérieur de la
modélisation élastique. Le plus simpliste consiste A falire abstraction
du caractére biphasique du sol. lLe massif est alors traité comme un
milieu continu constitué par un matérlau élastique. A ce niveau

d'approximation, 11 n'y & aucune lllusion & se faire sur le "“réalisme"
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du modéle. Son principal intérét est de fournir un champ de
contraintes statiquement admissible avec la distribution de pressions
s’exer¢gant sur le plan y = 0. Un tel champ sera utile au chapitre III.
C’est la ralson pour laquelle la réponse du massif alnsi modélisé a la
sollicitation considérée sera étudiée au paragraphe 2.

Le deuxiéme niveau d’approximation prend en compte le caractére
biphasique du sol. Les pores du squelette solide étant saturés par un
fluide parfait & la pression u, on adopte 1’'hypothése de Terzaghi qui

propose une partition du tenseur o des contraintes dites totales :

=¢'-u (1)

nQ

Le tenseur sphérique -ul de matrice —uai représente les contraintes
dans le flulde. Le tenseur g’ décrit les contraintes dites effectives
dans le squelette auquel se rapporte maintenant 1’hypothése
d’élasticité. g’ sera donc relié au tenseur des déformations du
squelette par la loi de comportement élastique.On peut montrer (cf.
Coussy, 1988) que cette hypothése est Justifiée dans le cadre général
d'une théorie thermoporoélastique 1lorsque 1la compressibilité des
grains constituant le squelette, supposés isotropes, est trés petite
devant la compressibilité du milieu ouvert, ce que 1’on supposera. La

réponse du massif ainsi modélisé est étudiée au paragraphe 3.

Pour 1les deux mniveaux d’approximation, le comportement é&lastique
envisagé est linéaire, et le matériau est isotrope et homogéne. On
fait de plus 1’hypothése des transformations infinitésimales. On
néglige les effets inertiels. En raison de 1'hypothése de comportement
linéaire, les forces de pesanteur et la pression hydrostatique ne sont
pas considérées expliclitement et 1la distribution des forces

surfaciques se rapporte a la surpression due 4 la houle.
Dans les paragraphes 2 et 3 consacrés respectivement aux milieux

monophasique et biphasique, 1'on étudie la réponse du massif a une
répartition plane de pression de forme quelconque. Puis les résultats
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obtenus sont appliqués au cas particulier important ol la surpression

est prévue par la théorle de Stokes 4d'ordre 1.
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2 -~ LE CAS MONOPHASIQUE

2.a Le probleéme “Ai"

I1 s’agit d'étudier le comportement d’un massif monophasique élastique
soumis & une répartition de pressions plane (indépendante de 1la
coordonnée z), s’exergant sur le plan y=0. Elle est définie par une
fonction numérique p(x,t), ou t désigne 1’instant considéré, telle que
la contrainte appliquée & t en un point d’abscisse x de la frontiére

du massif solt :
T(x,t)=-plx,t)4 (2)

Cependant, pulsque 1'on néglige les effets Inertiels, 1’'argument t
sera omis dans la suite, et 1'on notera simplement p(x) la fonction
représentant la pression aux points d'abscisse x. Elle est supposée

localement intégrable dans R.

Etant donné un champ de vecteurs £ défini et C1 sur £, un champ de

contraintes g et un champ de déformations £ lul sont assoclés par les

relations :
_ 1w v
1 t
g = 5lgrad £ + grad §) (4)

Défini a partir de la fonction p{(.)}, le probléme A1 consiste a
déterminer un tel champ de vecteurs &, indépendant de z, pour lequel
le champ ¢ assoclé vérifie les conditions d’équilibre correspondant au

chargement considéré, soilt:

diveg =20 (5)

(V(x,z)eRz) o(x,0,2).1 = -p(x)] (8)
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Dans la sulte, la fonction p(.) étant donnée, on désignera par

solution du probléme A un champ de vecteurs pour lequel les

1’
équations (3),(4),(5) et (B) sont satisfaites.

2.b construction d’'une solution pour le probléme A1

Etant donnée une fonction numérique p(.) localement intégrable sur R,
on cherche & construire une solution £ pour le probléme A1 défini par

p(.).

L’Annexe n°1 rappelle les expressions du champ de déplacement & et du
champ de contraintes § de 1la "solution" du probléme classique de
Boussinesq qui étudie 1’effet d’une charge 1linéique verticale
appliquée a la frontiére du demi-espace élastique le long de la droite
d’ équation x=y=0. Pour un réel X quelconque, on définit les champs gx
et §X respectivement a partir de g et & par une translation selon le
vecteur Xi, c’est-a-dire :
(vMeQ) (7)

Une idée naturelle pour mettre en oeuvre la méthode des déplacements

consiste A examiner a4 quelles conditions & vérifier par p(.) le champ
de déplacements £ défini par

g=[ poogtax (8)
R

répond a la question. Mals on peut lul préférer la méthode des
contraintes en cherchant cette fois des conditions pour que le champ o
défini par

o=[ px)gtax (9)
TR

soit associé par la lol de comportement & une solution du probléme Af
C’est le choix qui a été fait. Il confére & ce paragraphe

1’articulation sulvante :
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- on recherche tout d’abord des conditions assurant que le champ ¢ de
(9) existe et qu’il est statiquement admissible avec le champ de
pressions défini par p(.).

- on établit l’existence d’'une solution de A1 associée 2 ¢
- on recherche ensulte des conditions assurant que £ définl par (8)
existe puis 1l'on montre que ce champ, lorsqu’il existe, est assoclé 2a

o par (3) et (4).

2.b.1 étude du champ ¢ défini par (9)

>

partir des fonctions 6 et R déflinles pour y#0 par:
R=v(x~X)%+y? 9=Arctg(5§§) (10)

on obtient une expression intégrale pour chague composante du champ ¢

au point M(x,y,z) de Q-8Q :

_+00 2
_ _2 cosfsin@
MR-
Y- 3
_ 2 cos 6
o'yy = p(X) R dax
Y~
r-HI) 2 (11)
_ 2 cos 8s1n6
A p(X) R dX

-0

+00

= -2 J p(x) 222 ax

R

zZ
~00

et o~xz=o-yz=0. Les intégrales introduites en (11), de méme que celles
de (8) et (8) sont pour 1’'instant purement formelles, en 1’'absence

d’ hypothéses supplémentaires sur la fonction p(.) permettant d’assurer
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leur convergence. Il s'agit icil et dans toute la suite, sauf mention
explicite du contraire, de la convergence au sens des lIntégrales de
Riemann générallsées, encore appelées intégrales impropres. Un rappel
de définitions relatives & cette théorie de 1'intégration et de
certalns résultats classiques s’y rapportant sont donnés a 1'Annexe 2.

_X-x

Si 1'on introdult le changement de variable 3 , manlfestement C1

et bljectif pour y=#0, dans les intégrales de (11), on obtient

formellement une nouvelle expression des composantes de o, ayant des

propriétés de convergence équivalentes pour (x,y)e-8Q :

400

2
2 & ds
c_ == p(x+dy)——
R (1+5%)?
o [ ds
o == p(x+38y) ==
v J_ (1+5%)
(12)
P00
o = 12—[ p{x+3y) 6d2 »
i J_ (1+8%)
<+ 00
o = —%v p{x+3y) d5
= 143

L’avantage des expressions données en (12) pour les o]j sur celles
données en (11) réside dans le falt que les premiéres ont un sens pour
y=0, sans qu’il soit nécessaire de formuler de conditions sur p(.).
Elles permettent donc de définir un prolongement de ga Q tout entier.
On va s'attacher dans ce qul suit & dégager un Jjeu d’hypothéses le
plus falible possible & vérifier par p(.) permettant d'assurer
’existence dans Q de ¢ défini par (12) et de batir a partir de ce

champ une solution £ des probleémes posés.

En raison de la nature physique de p(.) qul représente la pression due
a la houle sur le fond marin, 11 est naturel de supposer que p(.) est

borné en valeur absolue. On note lpll le réel sup Ip(x)]. On définit
xXeR
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de plus, pour 2 entiers naturels n et p donnés, la fonction f: par

n

f“(a)=—52— (13)
P (148%)P
I1 est immédiat de vérifier que 1’'intégrale I: de f: sur R
+00
I“=J £°(5)ds (14)
PJ P

converge absolument si et seulement si 2p-n=2. On observe alors que,
pour toute valeur de (x.y)eRz. les intégrandes dans les expressions
données en (12) pour LARL AL et o sont majorées en valeur
absolue respectivement par Hpnm.fl. Ceci assure la convergence normale
et donc, en vertu du théoréme n°1 de 1’Annexe 2, la convergence
uniforme sur Q des intégrales définissant g. Si 1’on suppose de plus
que la fonction p(.) est continue sur R, (ce qul assure au passage
1’intégrabilité locale), 1le théoréme n°2 de 1'Annexe 2 pernmet
d’affirmer que le champ g est continu sur . On vérifie, en faisant
y=0 dans les expressions (12) de o et o, due la condition (B) est
satisfaite.

Réciproquement, (6) montre que la continuité de p(.) sur R est une
condition nécessaire pour que celle de ¢ soit assurée sur Q.
Toutefols, sur le plan mathématique, 11 est intéressant de noter que
la continuité de ¢ dans R-3Q est acquise dés lors que p(.) est bornée
en valeur absolue sur R, méme si cette fonction présente des
discontinuités. De plus, si p(.) est borné en valeur absolue et
continue en dehors d’une partie I dénombrable de R, alors g est

continue sur Q-Ix{0}.

Sous 1’hypothése que p{.) est borné en valeur absolue sur R, on peut
montrer (voir & 1’Annexe 3) que les composantes de o sont des
fonctions C” sur 1’ouvert (-39 et que les dérivations par rapport a x
et y sont obtenues en dérivant directement sous le signe I. On obtient

en particulier
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8o 8o e 2
XX _ Xy _ é J p(x+8y) 8(1-8 )da
n

3x By v .(1+62)3

~-c0
(15)

+00

alryy aOQy 2 J p{x+8y) 1-35°

—_ = == = . —d3
dy ax n Yy (1+52)3
-00
qui prouve que 1’équation (5) est satisfaite. Si donc p(.) est
continue et bornée sur R, alors le champ ¢ est statiquement admissible

avec les pressions définies par p(.).

11 s’agit malntenant d’examiner si le champ de déformations g assoclé
4 g par (3) satisfait a la condition de compatibilité. Celle-ci
s’exprime en fonction des contraintes par 1’équation de Beltrami, qui
prend une forme simplifiée en déformations planes et en 1’'absence de

forces de masse :
Al +0 )=0 (18)
XX yy

En introduisant la fonctlon numérique u définle sur Q par

+00

d3
1+3

U(x.y)=%J p(x+8y)

-0

(17)

et en utilisant les expressions données en (12) pour o . et L 11
est facile de voir que (16) est vérifiée si et seulement si u est
harmonique. Cette propriété est établie a 1’'Annexe 3 et démontre la
compatibilité géométrique de E.

En résumé, pour toute fonction numérique p(.) continue
et bornée en valeur absolue sur R, (9) définit un champ
de contraintes C° sur 3Q, c” dans 0-8Q, statiquement
admissible avec le champ de pressions défini par p(.) et
tel que le champ de déformations g assoclé a ¢ par la
loi de comportement soit Intégrable. I1 existe donc une
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solution au probléme Af
2.b.2 Une relatlion entre g et u

L'équation (17) a définl a partir de p(.) une fonction numérique
u{x,y) continue dans {1, et harmonique dans -8f1, qul est une solution

du probléme
Au =0
“1eq P

On se propose de mettre en évidence les relations existant entre le

(18)

champ de contraintes g défint en (9) et 1la fonction u. Pour
(x,y)e-0R2, une intégration par parties dans (17) fournit

+Jy

ulx, y)= = J'( p(t)dt)—ﬂiﬁ—

(1+52)2

Puisque la fonction p(.) est bornée en valeur absolue, 1’échange des

(19)

opérateurs j et g; ou 8_ est licite et 1’on obtient

oy
du I dé
= p(x+ay)——————— (20)
& mwy (1+5%)2
+00 2
29 = 2 [ptray) 222 - 8 (21)
y Wilg (1+8%)2 Y

En comparant (20) et (21) avec (12), les identités sulvantes
apparaissent:

du
o =-u—y5§

XX
o =—usydS
w Vay (22)
s
xy yax
o =-2vu
zzZ
On observera que la validité des équations (22) est assurée dés lors

que p(.) est continue et bornée en valeur absolue sur R.

L’intérét majeur de ces relations réside dans le fait qu’elles
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permettent d’accéder aux composantes de g lorsque la fonction u(x,y)
est connue. Cette remarque va étre mise a profit au paragraphe 2.g qul
traite de la houle linéaire. Les équations (22) rendront également des

services au paragraphe 3 et au chapitre III.
2.b.3 étude du champ £ défini par (8)
On reprend comme hypothéses de départ que la fonction p(.) est

continue et bornée sur R. En utilisant (8) et les équations (Al.12) et
(A1.14), i1 vient formellement pour y<0

3 +00 4_3 + 00
gx = _%_{_Z(x)edx- =§~I’:(X)sinecosedx
+00 +00
#4-B 2
= - - 2= 23
g, Aj_i(x)m RAX - 2 f_:(X)sm odX (23a)
£ =0

z

ol 8 et R ont é&té définis en (10) et pour y=0

x

+00
£ = u(“zm[rp(xmx— _[p(X)dx]
- 00 X

_4 7 2 4B
3 ——E.J-.E(X)Ln(x—x) ax - 55 _:(X)dx (23b)

£ 0

z

ou encore en associant (23a) et (23b) :

_ B _(x,y) _4-38 _(x,y)
€= ——1"""(p) - =1 "7 (p)
- _14 (x,y) _ 4B _(x,y)
Ey— ok I3 (p) ——2—.14 (p) (24)

£ =0

z

ol 1’on a posé respectivement pour y=0 et y=0 :
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+00 x +00
(6,9 y_ X~x (x,0), _T _
Il (p)—I_Z(X)arctg(—y—)dX Il (p)—E[I-z(X)dX pr(X)dX}

00

1% (p)=[ px)—EXW gy 1% (p)= 0
Yoo (X-x)T+y (25)
,.m +00
12""’(p)= p(X)Ln( (X-x) +y®)dx 1;"’°’(p)=2.[ p(X)Ln|X-x|dX
J o -
00 _ 2 +00
1599 (p)=[ p01—EX) gy 1% (p)= | po0)AX
Y- (X-x)"+y -

L’étude du champ £ défini par (24) et (25) est développée & 1’Annexe
n°4., On y établit que la convergence des deux intégrales

+00 0
}(p)=I p(X)dX 2(p)=j p(X)Ln(1+X%)dX (26)
- -0

constitue une condition nécessaire et suffisante pour 1’existence du
champ £ défini par (24), assurant de plus qu’il est continu dans 1,
dérivable dans -89, et relié au champ g défini par (8) par les
relations (3) et (4).

On prendra garde que la convergence des intégrales de (26) ne
constitue pas une condition supplémentalre nécessalre pour assurer
1’ intégrabilité du champ g associé au champ g de (9) par la loi de
comportement (3). En effet, on a vu que g est intégrable dés lors que
la fonction p(.) est continue et bornée en valeur absolue. On

reviendra sur ce point au paragraphe 2.g.

En résumé, lorsque p(.) est une fonction continue et
bornée en valeur absolue sur R, i1 exlste un champ de
déplacements solution du probléme A1.51 les intégrales
2(p) et J(p) convergent, le champ £ définl par (8)

existe et résout le probléme A1'
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2.c Considérations d’unicité de la solution. Probléme "Bl".

Les démonstrations de 1'existence et 1’unicité de la solution d’un
probléme d’Elasticité sont obtenues classiquement en posant celui-ci
sous forme variationnelle. On se propose d'en rappeler briévement les
idées.

On suppose par exemple que les déplacements sont donnés sur une partie
ro (de mesure non nulle) de la frontiére I' du domaine Q sollicité, et
que les contraintes sont imposées sur le complémentalre F1 de Fo dans
. Il n’est pas restrictif de supposer que les déplacements imposés
sur l"o sont nuls. On introduit 1'ensemble V défini par :

V= {y e (n)®, ar°y=9} (27)

ol y v désigne la trace de v sur r. L’application “trace" est un
opérateur continu de (2'(R))° dans Fo, ce qui assure que V est bien un
espace de Hilbert pour la norme induite par celle de m @) La
formulation variatiomnelle du probléme d’élasticité prend alors la

forme suivante : trouver ueV tel que :
(vveV) alu,v)=L(v) (28)

ol L est une forme linéaire continue sur V qul représente la pulssance
des forces extérieures dans le champ "de vitesses" v et a(u,v) désigne

la forme bilinéalre continue définle par :

aly,y) = Af(tre(w)) (tr(g(y))dn + zpf glu):glv)de (29)
Q Q

L’existence d’une solution u au probléme ainsi posé résulte du
théoreéme de Lax-Mlilgram sous réserve de la V-ellipticité de la forme

bilinéaire a, c’est-a-dire de 1’existence d’un scalaire A>0 tel que :

(VveV) aly,v) = Alyi? (30)
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ou II\_rll1 représente la norme de v au sens usuel dans (7 ()3 Clest
également la V-ellipticité qui permet de conclure & 1’'unicité de la
solution u de (28). S’agissant de la forme a de (28), la propriété
(30) n'est acquise que si le domaine Q est borné. Elle résulte alors

de 1'inégalité de Korn qul assure que 1’application :

2 172
j(y)ll n} (31)

o,

3
v e(H'(2)° » {nguf g+ I e
o, 5=

i

ol H-Ho Q désigne la norme de La(ﬂ). est une norme équivalente a celle

de (H(a))3.

Dans le cas d'un domaine Q infini, un résultat général d’existence et
d’unicité n’est plus assuré, & défaut de la V-elllpticité de la forme
bilinéaire a. On se heurte de plus & la question de la généralisation
de la notion de condition aux limites. En particulier, 1’unicité de la
solution £ du probléme Ai, quand elle existe, n’est pas assurée. On
est ainsi amené a rechercher un espace vectoriel de fonctions § de Q
dans R° de classe C1, représentant des champs de déplacements, dans
lequel i1 y alt existence et unicité de la solution des équations
(3),(4),(5),(6). Intuitivement, il parait nécessaire de préciser le
comportement de la solution & 1’infinl sl 1'on veut la définir de
maniére unique. On introduit donc 1’espace vectorlel & des champs de
vecteurs possédant les propriétés sulvantes, exprimées dans les

coordonnées polaires (p,a) définies sur la figure 1 :

(1)  (VaelO,nl) PRt E(p, ®)=0
(11) 1la fonction (p,x)-l€(p,a)ll est bornée dans R'x[0, n]

(ii1) la fonction {p,a)-plig(p,a)ll est bornée dans R'x[0, %], la norme
172
. 11

est clalr que si g posséde cette propriété, alors la proposition

du tenseur glp,a) étant définie par lelp,a)l={g(p,a):elp,a)}
obtenue en remplagant € par ¢ est également assurée.

On désignera par solution du probléme 31 1’unique solution dans € du
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probléme Ai, lorsqu’elle existe. Il s’agit tout d'abord d’'établir
cette unicité du champ £ solution du probléme B . C’est 1’objet du
paragraphe 2.d. On dégagera ensuite au paragraphe 2.e des conditions
nécessalires pour 1'existence d’une solution & ce méme probléme. Il
restera alors, au paragraphe 2.f, & définir une classe de fonctlons
p(.) (la plus vaste possible) pour lesquelles une solution du
probléme B1 peut étre explicitée.

2.d Unicité de la solution du probléme 31 lorsqu’elle existe

Pour établir 1’unicité de la solution du probléme B1’ sl elle exliste,
il suffit de prouver que le champ de vecteurs nul est 1'unique
solution du probléme B1 défini par la fonction p(x)=0.

Solt donc £ un champ de vecteurs qul résoud ce probléme, et cet £ les
champs de contraintes et de déformations qul lul sont associés par (3)
et (4). Le travail de déformations dans le demi-disque Dp de centre O
et de rayon p est égal au travall des forces extérieures agissant sur
la frontiere de ce domaine. Il vient donc, en notant A le tenseur des
modules d’élasticité

I g:A:gdl = J §.c.n ds (32)
D C
e P
ou Cp désigne 1l'arc de cercle délimitant la frontiére de Dp dans
1’intérieur de Q. On va établir que

1 IC £.0.ndS =0 (33)

p
Comme la quantité g:A:g est positive, (33) et la continuité de g
imposeront qu’elle est nulle dans tout le demi-espace, c’est-a-dire
que g€=0. Pour en conclure que €=0, il restera 3a observer que les

champs rigidifiants ne satisfont pas la condition (1).

Dans le systéme de coordonnées polalres de la figure 1, on note u et v

les composantes radiale et orthoradiale du déplacement et 1l’on a:
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wn

Ha

=
I

uc_ +ve = 2u(ue_ +ve )+Autr(g) (34)
pp  po PP P =

I1 vient donc

n n
J £.0.n dS ZuJ (u.pe_ _+v.pe _)do + AJ‘ u.p.tr(el)da (35)
c 0 PP PO 0 N

P
En explicitant la relation (i), on obtient

532 u(p, a)=0 %32 vip,a)=0 (38)

Comme de plus les fonctions u(p,a),vip,a) et pﬂg(p,a)" sont bornées
dans IR"x[O,n] d’aprés (ii) et (iii), le théoréme de la convergence
dominée s’'applique pour le calcul de la limite cherchée et la
propriété (33) en résulte. On trouvera une démonstration quelque peu
différente de ce résultat d’'unicité dans 1’ouvrage de Muskhelishvili
(1963) qui a recours a la théorie de la représentation complexe de la
fonction d’Airy. Les hypothéses (1) a (i1i1) y sont introduites en
prescrivant 1le comportement asymptotique du gradient de cette

fonction.
2.e Conditions nécessaires d’existence de solution au probléme 31

On considére une fonction numérique p(x) localement intégrable sur R.
On se propose d’'établir des conditions nécessaires & vérifier par p(.)
pour que le probleme B1 définl en 2.a admette une solution. On observe
tout d'abord, en associant la condition (B) et la propriété (iii)
exprimée en fonction des contraintes, que la fonction x3|xp(x)| est

nécessairement bornée sur R .

On introduit maintenant la fonction M(.) définie sur R a partir de
p(.) par:

+p
n(p)=j px)dx (37)
-p

et 1’on suppose qu’il existe un champ de vecteurs £ solution du
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problénme B1 défini par p(.). On note ¢ et g les champs de tenseurs
assoclés & £ par (3) et (4). L’équilibre du demi-disque de centre O et

de rayon p impose :

+p U
f p(x)dx = J lo.e pde (38)
-p o = -1.

En explicitant 1’intégrande du membre de droite, 11 vient :

Jdgo.

e = -(0__sina + o _cosa (39)
“r PP pa )

Sous cette forme, on voit que 1la propriété (iii) impose que la
quantite ng.g*.il soit bornée sur R'x[0,n]. La relation (38) entraine
alors cque la fonction |N(.)| est bornée sur R. Ce résultat constitue
une premiére condition nécesselre d'existence pour que le probléme B1

admette une solution.

La deuxiéme condition qui va étre établie dans ce qui suit est limitée
& la classe des fonctions p(.) pour lesquelles la quantité %33 m(p)

existe. On va montrer que la condition
%gg n(p)=0 (40)

est alors nécessaire pour 1l’existence d’une solution au probléme B1'
Soit donc ﬂ=é££ﬂ(p). En explicitant dans (14) la relation entre ¢ et
g, 11 vient :

du Asina 8v dv, 1,8u
g.e.l= (2p+A)5551na— (5&+u) pcosa(55+5{ga~v}) (41)

L’ intégration de g.gr.l sur Cp donne donc :

J'C g.e .ldl = F+g+d (42)
p

avec
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T

i du av
= - 2u+A e + e
31 “op(( p+A)sina ap * Meosa ap}da
K
Jé = -| (Asina.u - pcosa.v)da (43)
o
0
n
. _T v du
Jé = ~O(Asina.b-a + ucosa.ga)da

En utilisant le théoréme de la convergence dominée, qui s'applique
grace aux hypothéses (i) et (11), 11 est facile de voir que

1im § =0 (44)
p3m 72
Puis 1’on observe que
U4 av U
J sina.ga(p.a)da = J cosa.v(p,a)da (45)
o 0

De nouveau, l’emploi du théoréme de 1la convergence dominée est
fructueux :

n
lim f cosa.v(p,a)da = 0 (48)
p J

La démonstration d’un résultat analogue pour la deuxiéme intégrale de
35 , c’est-a-dire

/4

lim I cosa.ggda =0 (47)
P> o o

8

est un peu moins évidente, & défaut d’informations sur égg u(p,0) et

532 u(p,m). Soit donc un réel A€lO,n{. On =a :

m m-A
I cosa.gg(p,a)da = j cosa.u(p, a)de -(ulp, t=A)+u{p, A) JcosA (48)
0 A
A n
du du
+J°°°s“‘53(p'a)d“ + Inf:sa.ga(p,a)da

La fonction (p,a)ecosa.gg(p.a] est bornée sur R'x{0,m] en vertu du la

propriété (1ii). Pour tout choix d’un réel >0, i1 en résulte que
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n
(3AelO,u[)(VpeR+) IJAcosa.gg(p,a)da + J cosm.%%(p,a)da |<e (49)
0 M-A

Par allleurs, une fols fixé un réel A tel que 1'inégalité de (29) soit
vérifiée, les propriétés (i) et (ii) et le théoreme de la convergence

dominée montrent que:

n-A
(3IR>0)p>R » IJ cosa.ul(p, a)da -(u(p, n-A)+u(p, A) JcosA [<e (50)
A
En utilisant (48) et (50) dans (48), il vient :
T du
>R = II cosa.gz(p,a)dal<28 (51)
0

qui achéve de démontrer 1’identité (47). En associant (46) et (47), on

obtient alors

lim § =0 (52)
p3 3

On est maintenant en mesure d’'établir (40) en ralsonnant par
1’absurde. On suppose donc que P+#0. Les équations (42),(44) et (52)

montrent que :

n
p du av]
lim —.I 2u+A)sina. ——+pcosa. —|da = 1 (53)
p P 0[( # ap " ap
Introduisant la fonction ¥ définie sur R par
" 8u av
F:0> I [(2u+h)sina.§5(p,a)+ucosa.55(p.a)]da (54)
0

1’équation (53) démontre que 1’'intégrale (au sens des intégrales

impropres)

+00
I F(p)dp (55)
-0

diverge. Cependant, pour deux réels positifs a et b quelconques, il

est facile de voir que:

b n 4
J‘y(p)dp=(2p+h) sina. {u(b,a)-ula,a)}da + pjcosa.{vib,a)-v(a,a)}da (56)
a 0 o
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Encore une fois, on applique le théoréme de la convergence dominée, et
1’on obtient

fb
lim | F(p)dp = 0 (57)
335 a

(57) exprime la convergence de 1’intégrale de (55) comme conséquence
des hypotheéses (1) et (ii). Il y a donc contradiction et (40) en
résulte. En d’'autres termes, si la quantité %%gﬂ(p) existe, alors elle

est nulle.

On observera que 1’existence de Fl)})g N({p) est en particulier assurée

lorsque 1’ intégrale

+00
3(p)=J p(x)dx (58)
-0

est convergente. Dans ce cas, pour qu’'une solution au probléme B1

existe, 11 est donc nécessaire que $(p)=0.

2.f condition suffisante d’existence d’une solution au probléme B1
On reprend comme hypothéses de départ que la fonction p(.) est
continue et bornée sur R et 1’on recherche des conditions a vérifier
par p{.) pour que le champ § de (8) soit solution de Bx' L' Annexe 4

établit les résultats suilvants :

- si p{.) admet une primitive bornée en valeur absolue (ce qui est
assurée si J$(p) converge), et si de plus la fonction x»3|xp(x)| est

bornée sur R, alors la quantité plig(p,a)ll est bornée dans R'x[0,n].

-~ Sous 1’hypothése que 1’intégrale £(p) est absolument convergente, la

condition
Fp)=0 (59)

est nécessalire et suffisante pour que 1le champ £ posséde les
propriétés (i) et (ii). De plus, si la condition (59) n’est pas
assurée, le champ §£(M) tend asymptotiquement, lorsque p=OM»w, vers le
champ de déplacements associé A une charge linéique d’intensité F(p)
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et défini & 1’Annexe 1.

En résumé, sl £(p) est absolument convergente, que
F(p)=0, et que x-»|xp(x)| est bornée sur R, alors le
champ de déplacements § de (8) constitue 1’unique
solution du probléme BI.Si Jp) est non nulle, alors §
tend asymptotiquement vers le champ de déplacements
correspondant & une charge linéique d’intensité #(p).

2.g Application au probléme de 1la houle linéaire.

Le cas particulier ol la surpression due & la houle est calculée par
la théorie de Stokes d’ordre 1 revét une importance considérable qui
Justifie une étude spécifique. Ce paragraphe est donc consacré a
1’étude de solutions au probléme définl par la fonction

p(x)=p°sinkx {(80)

On constate tout d’abord que la quantité |{xp(x)| n’est pas bornée sur
R. I1 n’y a donc pas de solution au probléme Bx' En revanche, une
solution § du probléme A1 a été donnée par Fung (1965). Son calcul est
décrit a4 1’ Annexe n°5. On se propose ici de retrouver le résultat plus

rapidement, comme corrolaire des développements précédents.

La fonction de (60) étant manifestement continue et bornée, le champ g
défini par (9) existe et satisfait a 1’équation de Beltrami. Il existe
donc un champ de déplacements pour lequel les équations
(3),(4),(5),(B) sont satisfaites. La fonction u(x,y) définie en (17)
est donnée par

*®  sin k{x+8y)

400
u(x’y)= l p ———— = dé = _S_M p
T —oo o 1+52 k(4 -0 o

cos kdy ds
143

(61)

Le calcul de 1’intégrale de droite de (61) est immédiat par la méthode
des résidus. On a en effet
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+00 exkya eikyz "
_f ds = -2im. Res(Z— ; -1) = ne” (62)
-0 1+3 1+z

ol l’on a noté Res(f,zo) le résidu de la fonction f(z) en z=zZ . En

associant (61) et (62), il vient donc
u(x,y)=p°ekysin(kx) (63)

Les composantes de ¢ résultent de (63) et (22) :

= - ky
o= poekysin(kx)(1+ky)
o = -poek sin(kx) (1-ky)
c = +*p.e Yeos(kx) (ky)

Xy Kk
o =-2vp e 'sin(kx)
zz (o]

(84)

Pulsque 1'équation de Beltraml est satisfaite, le champ de
déformations associé par (3) a o est intégrable et 1’'on vérifie que le
champ de vecteurs £ défini ci-aprés est solutlon de 1’'équation (4)

£ = i+v ekycos kx
x PoE k
ky
1+v e “sin kx (65)

€y=-po 5 k (2(1~v)-ky)

(1-2v+ky)

Il est important de noter que £ a été obtenu par intégration directe
du champ de déformations associé au champ ¢ défini de maniére
équivalente par (9) ou par (64). I1 ne s’agit pas du champ de
déplacements de (8) car ce dernier n’est pas défini pour la fonction
p(.) de (60). En effet, les intégrales JF(p) et £(p) de (28) ne
convergent pas. Le probléme de la houle linéaire offre alnsi un
exemple ol le champ g de (S) existe sans que le champ £ de (8) soit
déefini.
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3 = LE CAS BIPHASIQUE

Une répartition de pressions s’exerce comme au paragraphe 2 sur la
frontiére d’'un massif occupant le demi-espace. Elle est définie selon
(2) par une fonction numérique (x,t)-p(x,t), de classe 01 sur xR, et
telle que

{Vt=0)(VxeR) p(x,t)=0 (686)

Aprés avoir énoncé 1les équations auxquelles sont soumises les
grandeurs physiques du probléme, on considérera successivement le cas
du massif poreux rigide, puls celui du massif poreux élastique dans
1’hypothése des petites pertubations pour le squelette.

3.a. les équations et hypothéses de régularité

Le squelette constituant le massif est supposé élastique lindaire. On
note £(x,y,t) le déplacement a 1’instant t de 1la particule du
squelette repérée par les coordonnées (x,y). Le champ (x,y,t)(x,y,t)
est supposé de classe CI dans fxR. On note U(x,y,t) 1le vecteur
vitesse. Le tenseur d, taux de déformations du squelette, et le
tenseur g‘, taux de contraintes effectives, sont reliés au champ U par

les relations :

d=2(grad U +'grad U) (67a)
1., v .,

Le vecteur V(X,y,t) représente la vitesse relative de la particule
fluide par rapport & la particule du squelette située au méme point.
La conservation de la masse pour le fluide supposé incompressible

fournit
div V =-tr(g)=—divg (68)

On note u(x,y,t) la pression du fluide et ﬁ(x.y,t)=g%(x,y,t). On
formule, pour toute la suite du paragraphe 3, les hypothéses de

régularité sulvantes:
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~ A chaque instant t, les champs (x,y)-u(x,y,t) et (x,y)»u(x,y,t) sont
de classe C° dans 89, C° dans R-8Q.
- Les champs grad u et grad U sont continus sur OxR.

L'équilibre du fluide dans 1'écoulement quasi-statique s’écrit
(4
-7 i-grad u= E"_\L (69)
ol k désigne la perméabilité (supposée isotrope) du squelette. La
quantité —7"y/k réprésente, en accord avec la lol de Darcy, les forces
volumiques exercées par le squelette sur le fluide en raison de sa
viscosité. En associant (68) et (69), on obtient

Au = div U (70)

ik

w
On suppose que la pression du flulde est continue au passage du plan
y=0, ce qul revient 3 admettre que 1’'interface entre le milieu fluide

pur et le massif poreux est parfaitement perméable. On a donc

ulan=p(.,t) (71)

et
=0 (72)

3.b le milieu poreux rigide

On s’intéresse d'abord au cas limite du milieu poeux Iindéformable
(U=0). A chaque instant t, on définit, comme au paragraphe 2, deux
problémes & partir de la fonction p(.,t). Pour alléger les notations,

le temps t ne sera pas explicité dans la suilte.

Une fonction numérique définie dans Q, Co dans Q et C2 dans (Q-3Q est
dite solution du probléme A2

dans Q-8Q et vérifie 1’équation (71). Elle est solution du probléme B2

si et seulement sl elle est harmonique

si et seulement si elle posséde de plus les propriétés sulvantes :

(J) 1la fonction (p,a)=|p.u(p,a)| est bornée sur R'x[0, ]
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(33) (Vaelo, n[) égg llgrad u(p,a)il =0

(JJJ)1le fonction (p,a)-ligrad u(p,a)ll est bornée sur R'x[0,n]

Les fonctions u possédant les propriétés (J), (jJj),(JjjJj) forment un
espace vectoriel notée U.

L

w

'articulation de la suite de ce paragraphe est la suivante :

on donne une condition suffisante d’existence de solution au

probléme Az'
on démontre 1’unicité de la solution du probléme Bz’ si elle existe.

on donne une condition suffisante d’existence de la solution du

probléme Bz'

.b.1 conditions suffisantes d’exlistence de solutlion pour le probléme A2

Sous réserve que la fonction p(.) soit continue et bornée, on a vu au
paragraphe 2.b.1 que la fonction u définie en (17) vérifie 1’équation

(71) et est harmonique dans le demi-plan ouvert N-3Q. C’est donc une

solution du probléne Az

3

.b.2 unicité de la solution du probléme B2

On se propose de prouver l’unicité de la fonction u, si elle existe,

égale a p(.) sur 38R, harmonique dans -39, qui posséde en outre les
propriétés (J), (JJ), (JjJ). Il est suffisant de montrer que la fonction

nulle est 1’unique solution de ce probléme lorsque p(.) est elle-méme

identiquement nulle.

En intégrant la quantité uAu dans le domaine Dp défini en 2.d, on
obtient

I uAu 4Q =-J grad u.grad u dQ +J u{grad u.n) dl =0 (73)
D D o
P P P

Pour prouver que u=0, il suffit d’'établir que
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533 I u(grad u.n) dl =0 (74)

C
p

On observe que

n
.I u(grad u.p) dl = I pu(grad u.p) da (75)
Cc 0
fal
(74) résulte alors immédiatement du théoréme de la convergence dominée

qul s’applique grace aux propriétés (J), (JJjl, (JJJl.
3.b.3 conditions suffisantes d’existence de solution pour le probléme 82

On suppose que la fonction p(.) posséde les propriétés suivantes:

(1) p(.) est continue et bornée, 2 fols dérivable

(2) p’(.),p"(.) sont bornées en valeur absolue

(3) la fonction xoxp (x) est bornée en valeur absolue
(4) p (.) admet une primitive ? (.) bornée

Avec ces hypothéses, on va montrer que la fonction u de (44) est la
solution du probléme BZ' I1 suffit de voir qu’elle posséde les
propriétés (), (JJ3), (JJJ). On notera que les conditions (1) a (4) sont

satisfaltes, par exemple, pour toute fonction 02 a support compact.
propriété (j)

On considére en premier lieu la fonction (x,y) » x ulx,y). On observe

que

e ds e ds
mxu(x,y)= f (x+8y)p{x+3y) S - I Syp{x+3y) (78)
~c 143 ) 1+8
I1 est immédiat que
4 00 d6
|j (x+3y) p(x+8y) |s n sup Ixp(x)| (77)
- 1+8 xeR
Par ailleurs, une intégration par parties montre que:
+ 00 as +00 1_52
|f Syp(x+dy) 2|=|f Plxrdy)———d5| = w UPI_ (78)
-~ 1+3 -0 (1+3%)
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11 résulte des inégalités (77) et (78) que la quantité [x u(x,y)| est
bornée sur RxR . Il est facile de voir qu’il en est de méme de
ly u(x,y)|. En effet, une intégration par parties montre que:

| 2848 | s2021 (79)
1+3 (1+8%)2
Soit donc M un réel tel que
[ Ixeu(x,y) |sM
(V(%,y)eRxR ) (80)
ly.ulx,y) IsM
I1 est alors lmmédiat que
(V(p,8)eR'x(0,7]) plulp,a) |sMV2 (81)

Ceci achéve de démontrer la propriété (J). On observera que la

condition (3) est nécessaire pour parvenir a ce résultat.
propriété (jj)

Pulsque la fonction p’(.) est bornée en valeur absoclue, il est licite

d’ échanger les opérateurs J et g; dans (17). Il vient ainsi

+00
nZrtx, =] p (xeoy) 2 (82)
- 145
L’identité homologue donnant g;(x,y), c’est-a-dire
(83)

+00
n?—’(x,y)ﬂ. p’ (x+3y) 2%
y - 148
est moins immédiate. C’est une conséquence de la regle d’Abel et du
théoréme n°3 de 1'Annexe 2. Soit alors un réel y#0. Une intégration
par parties dans (82) et (83) montre que:

+00
ndate,y)| = || B 28y <5 sy (84)
(1+8°)
et
403 2
Ingax, 1 = 1 P(x*0y) _ 18 451 = n wpl _/lyl (85)
8y (1+52)2 ©
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En observant que y=-psina, la propriété (JJ) résulte des inégalités
(84) et (85).

propriété (jjj)

A partir de (82), il est facile de voir que I—-(x y)| est bor-née par
Ilp’llm sur RxR . L’inégalité (85) prouve ensuite que l (x y)lest
bornée par un scalaire MB sur tout domaine de la forme tRx]-oo gl si
B<O0. Le travail consiste donc & prouver que cette quantité est

également bornée sur le domaline Rx[B,0].

Comme la fonction p“(.) est bornée en valeur absolue, i1 est licite
d’ échanger dans (17) les opérateurs J‘ et 8%/6°%:
2%

+00
ln—(x y)l= ljp"(x+ay)
3 X -m

d52 B ) (86)
1+3

Puisque la fonction u est harmonique dans -2, on voit que

(¥y<0) g‘-‘(x.y)=-jy "‘%(x 7)dT +—(x B) (87)
y B 8x
Soit encore, en utilisant (86) et (87)

(Vy<0) I%(x,y) Isly-B1 Up“l_+, (88)

11 apparait ainsi que lg-;—l(x,y)lest également bornée dans Rx[B8,0[ et
donc dans 1l'ouvert Q-8f1. Il reste encore a prouver que la fonction
x—%;l—;(x,o) est définie et bornée sur R. L’Annexe n°6 établit
1’existence de g—g(x,o) et 1’égalité

Bu ., 0)=1ip i ¥)ulx,0) oy IdX p(x)=p(X) (89)
8y y=>0 y €0 (X—x)z
|X=x|>e
On est donc ramené & montrer que
sup | J'dx P(X)-p(x) p(") | < o (90)
X, € (X-x)2

| X-x|>e

En choisissant £<1, on a
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J&X pP(X)-p(x) _ j&x p(X)-p(x) +J‘&Ep(mx);p(x) +J$up(u+x);p(x)
-1 €

(X-x)2 (X-x)2 u u

1 X-x|>e 1 X-x|>1

La formule de Taylor-Lagrange appliquée A p permet d’'affirmer que

(VueR) (36€[0, 11) plu+x)-p(x) _ p’ix) + p” (x+8u) (92)

2 2
u

En utilisant la relation (92) dans (81), 11 est faclile de voir que

(ve>0) | [ax PXI=p(x)
(X-x)2

| X~x|>¢

| = 4Ilpl!oo + Ilp”ll°° (93)

Ceci prouve 1'inégalité de {(90) et achdve de démontrer la propriété
(J3J).

3.c le milieu poreux élastique

On revient maintenant au cas général ol le squelette n’est plus
rigide. On considére un champ de vecteurs §(x,y,t) et une fonction
numérique u(x,y,t) possédant les propriétés de régularité définies au

paragraphe 3.a. On définit les champs de tenseurs g’ et d a partir de

U au moyen des relations (67). On appelle solution du probléme A3 tout

couple (£,u) de telles fonctions pour lesquelles

pour t<0 E(x,y,t)=0 ; ulx,y,t)=0 (94)
et, pour t>0 :

U 507P, (95)

k
= bu=divy (986)

W
g|an.j?0 (97)
div ¢’=grad 0 (98)

Si de plus, a chaque instant, les fonctions U d’une part, u et 0
d’autre part, sont éléments respectivement des espaces vectoriels & et
U définis en 2.c et 3.b, le couple (§,u) est dit solution du probléme

33. L’articulation du paragraphe est identique a celle du paragraphe
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précédent.
3.c.1 Existence de solution pour le probléme As

On va établir que le probléme As admet une solutlon dés lors que la
fonction ©p(.,t) est a chaque instant continue et bornée en valeur

absolue.

On considére le probleéme A1 pour les valeurs E=E et ;=é- des paramétres
de la loi élastique de (3). On note é le champ de contraintes défini
par (9) avec ;=% ol 1’'on a remplacé p(.) par p(.,t). On considére un

champ de déplacements g assoclé a __3_'_ par les relations

5lered £ +'grad &) (892)

Hem
]

i%(g;—%tr(g) 1) (93b)

e ?
]

Un tel champ existe en effet d’aprés le paragraphe 2.b.1. En vertu de
(66) et (8), le champ é est nul pour t=0. Il1 est donc toujours
possible de choisir § en sorte que g(x,y,0)=g. On note g’ la partie

déviatorique de g, c’est-a-dire

—l-tr'(

/ =

fq
ﬂ? 2
nqe

] (100)

On note encore ;d_, le taux de déformations associé a g Enfin, on
considére la fonction u définie par (17), ol 1l’on a remplacé p(.) par
p(.,t). En vertu de (66) et (17), la fonction u est nulle pour t=0. On
se propose de démontrer que le couple (g( 1+v)§,u) est une solution du

probleéme A3.

On observera qu'aucune signification physique ne saurait étre
attribuée, pour le moment, aux grandeurs é’, g’ et u. Les problémes dont
é et u sont solutions sont en effet dépourvus de lien physique avec le

probléme présent.

On désigne par d le tenseur taux de déformations associé¢ a U. Par
définition de U, on a
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d=2(1+0)d (101)
En comparant (98b), (100) et (101), 11 vient

g=1gﬁg' (102)

Comme la trace de ¢’ est nulle, la relation (102) est équivalente a
(67b). Pour démontrer le résultat annoncé, 11 suffit donc d’établir
les identités (94) a (98). On observe tout d’'abord que les relations
(94) sont satisfaltes par construction. (99b) montre que le tenseur é
est purement déviatorique. Il en est de méme de é et l’on a
divg;tr(§)=0. Comme la fonction u est solution du probléme Aa’ les
relations (95) et (96) sont donc vérifiées. Par ailleurs, & partir des

relations (22) avec u=l

5 11 est faclile de volr que

tr(g)=-3u (103)

De la définition {(100) de g’ et de 1’identité (103), on obtient

g’ =g+ul (104)
L’identité (97) résulte de (B),(95) et (104) et 1’on établit (98) en
utilisant (104) dans (5). Ceci acheéve de démontrer que le couple

(§(1+v)§,u) est bien une solution du probléme A_.

En particulier, lorsque les intégrales $(p) et £(p) de (26)
convergent, le couple formé par le champ £ définl par

g = 2t [ poxgtax (105)
R

et la fonction u de (17) constitue une solution explicite de ce

probleéme.

3.c.2 Interprétation des résultats obtenus

Comme c’était le cas pour le probléme Aa' on ne dispose pas d’'argument
d’unicité pour la solution du probléme As' Néanmoins, & cette

restriction prés, 11 est Iintéressant de fournir une interprétation

physique de la solution qui vient d’étre présentée.
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On constate en premier lieu que la fonctlion u de (17) représente aussi
bien la presslon du flulde dans le squelette rigide que dans le
squelette élastique. Cette identité surprenante a priori résulte du
fait que le champ de déplacements £ de (105) n’implique aucune
variation de volume dans le demi-espace. Vis-a-vis de la sollicitation
définie par la fonction p(x,t), celui-cl se déforme donc comme s’il
était incompressible. Le tenseur g’ qui est associé & £ par la loi de
comportement {(67b) s’'interpréte comme le tenseur des contraintes

effectives.

La deuxiéme remarque porte sur la signification physique du champ de
contraintes é. On rappelle que ce dernler, introdult au paragraphe
3.c.1, représente, & 1’instant t, un champ de contraintes dans un
deml-espace monophasique élastique incompressible soumis a la pression
xp(.,t). La relation (104) livre une nouvelle interprétation physique
du tenseur é. En comparant (104) avec (1), ce dernier apparalt en
effet comme le tenseur des contraintes totales dans le probléme du
massif biphasique. Ce résultat est indépendant de la valeur prise par
le coefficient de Poisson du squelette. Les relations (22) utilisées
avec ;=% permettent d’exploiter cette 1identité. Elles fournissent en

particulier la représentation matricielle du tenseur g’ dans la base

(L, 4
fu 8u
,_.]1 8y 8x
x By

I1 est intéressant d’'observer que le tenseur g’ est nul & la frontiére
du demi-espace. En conséquence, 1’'état de contraintes totales au
voisinage d’un point de la frontiére et d’abscisse x, est au premier

ordre en y prés purement sphérique et égal a —p(x,t)g.
3.c.3 unicité de la solution du probléme B3

Pour établir 1'unicité de la solution du probléme Bs’ il est suffisant
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de montrer que le couple (£=0,u=0) est 1’'unique solution de ce

probleéme lorsque la fonction (x,t)-p(x,t) est identiquement nulle.

On intégre dans le domaine Dp introduit au paragraphe 2.d, les
quantités U.div g’ et U.grad U, qui sont égales en vertu de (88). En
tenant compte de (67), une intégration par parties fournit

-J‘ d:iaidde+ [ Ug'.ndl = -_[ 0 divU d + j 4 pUdl (107)
D D C
p p p p
De méme, on inteégre dans Dp les quantités k/arH UAu et 0 divl, égales
d’aprés (96), il vient

-I @ divudn = £ {J' grad 4.grad u 40 - j tn. grad u dl} (108)
D 7.Up c

P
En associant (107) et (108), il vient

k { grad .grad udn=—f d:A:d da +I g.é’.gd1=f ﬁg.gd1+E-I Un. grad udl
[4%3)) D c ° C Yrc

P P P P
Par définition du probléme B3, u et U sont & chaque instant éléments

de Y. Le théoréme de la convergence dominée montre alors que

1im J'Cug.grgd u dl =0 (110)
o)
En observant que U est élément de &, le méme théoréme montre encore
que
1im f U.&'.n dl=lim I 4 n.U d1=0 (111)
P = p-x
Cp Cp

Si la fonction £ est ldentiquement nulle, alors la fonction u est
solution du probléme 32 pour p=0. Elle est donc elle-méme nulle. Pour
prouver le résultat annoncé, il est donc suffisant de prouver que £=0.
On raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe un triplet

(x,y,t) pour lequel £(x,y,t)#0. On définit de plus un réel T par

v=inf{teR, (IMeN)d (M, t)=0} (112)

53

(108)



qui existe pulsque 1l’'ensemble {teR, (3Me)d(M,t)=#0} est minoré par O.
Comme le champ Mag(M,t) est continu dans Q, et que la quantité d:A:d
est poslitive, on peut alors affirmer que

(3e>0) (IR>0)p>R » [ d(M,7):A:g(M,7) a0 > = (113)
D

p
La propriété sulvante, pour t=t, résulte des identités (111) et (112):

(3R’>0) poR’ o K |J' tn.grad u d1|+|J‘ U.&'.n d1[+|f 4nUdll <€ (114)
7w C c C 2

P P P
En associant (109),(113) et (114), on voit que

p>sup(R,R’) =» ;-J grad u(M,t).grad u(M,t)dQ < —% (115)
w D

On introduit maintenant la fonction £ définie sur R'xR par

f(p,t)=—k—J Ngrad ull®dn (116)
2y
wD
[4]
La fonction f est donc positive ou nulle. De plus, par définition de

T, On a
(Vt=t)(VpeR') f(p,t)=0 (117)

La fonction (p,«,t)sgrad U(p,a,t).grad u(p,a,t) étant continue, et le
domaine Dp étant borné, la fonction f est continGment dérivable par
a

rapport a t et 1’on peut échanger les opérateurs I et FTS

af

oo, t)= E.J' grad {.grad u dg (118)
7w D

p
De la continuité de g%(p,t) et des propositions (115),(117} et (118),
i1 résulte 1’existence d’un réel B>0 tel que la fonction f soit
strictement négative pour p>sup(R,R’) et telr,7+8[. Cecl est en
contradiction avec la définition donnée en (118) de cette fonction et
achéve la démonstration de 1’unicité annoncée de 1la solution du

probléne Bs'
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3.c.4 Existence d’une solution au probléme B3

On va identifier des conditions suffisantes a vérifier par la fonction
(x,t)9p(x,t) pour que le couple formé par le champ £ de (105) et la
fonction u de (17) soit solution du probléme Ba' Sous réserve que les
intégrales de (26) convergent, on & vu que ce couple est solution de
A. 11 s’agit d’assurer de plus qu'a chaque instant Ue€ et (u,)et’.

Pour pouvoir calculer U & partir de £ et 0 & partir de u en
échangeant les opérateurs gT et J, on failt 1'hypothe¢se sulvante qui
permet d’'appliquer le théoréme n°8 : pour tout teR, i1 existe un

voisinage de t et une fonction g telle que ¥(g) converge et que
(VXeR) (Vrel) |22(X,t) [<g(X) (119)

Le champ £ est alors dérivable et sa dérivée U est obtenue en
remplagant p(X,t) par g——?(x.t) dans (105). Le travail effectué au
paragraphe 2.f permet maintenant de donner un jeu de conditions sur la
fonction i)t:x%tp-(x,t) assurant que le champ (x,y)-U(x,y,t) soit

élément de §8:

(1) la fonction i)t est continue et bornée

(2) la fonction x—>xf>t(x) est bornée en valeur absolue
(3) 1’'intégrale Z(bt) est absolument convergente

(4) 1'intégrale }(i)t) est nulle

De facon analogue, sl les fonctions pt:xap(x,t) et i)t possédent les
propriétés (1) a (4) du paragraphe 3.b.3, alors les champs
(x,y)2ulx,y,t) et (x,y)-U(x,y,t) sont éléments de U.

Sous réserve de l’ensemble de ces hypothéses, on est assuré que le

couple (§,u) forme 1’unique solution du probléme Bs'

Le Jeu de conditions & vérifier par la fonction p peut paraltre

restrictif. En falt, si 1’on excepte 1la condition de “résultante
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nulle", c’'est-a-dire }(f)t)=0, toutes les autres conditions sont
satisfaites par exemple sl les fonction P, sont de classe C2 a support
compact dans R. Cette observation souligne 1’'importance de cette
condition de résultante nulle, dont on a vu l’origine au paragraphe
2.e.

3.c.5 Application au cas de la houle linéaire

On observe tout d’abord que le probléme B3 n’a pas de solution pour la
houle 1linéaire, c’est-a-dire lorsque la pression sur le plan y=0 est
définie par

p(x, t)=p°sin(kx—wt) (120)

En revanche, une solution du probléme A3 a été donnée par Madsen
(1978). Cet auteur recherche a priori toute grandeur physique du
probléme en séparant les variables x et y sous la forme f(y)sin(kx-wt)
et résoud alors explicitement le probléme en déplacements et pression
interstitielle avec 1'hypothése que ces quantités tendent vers O
lorsque la distance du point considéré au plan y=0 tend vers 1’infinli.
Les développements précédents vont permettre de retrouver beaucoup

plus vite son résultat.

On recherche donc un couple (£,u) solution du probleéeme A3 défini par
la fonction p de (120). £ représente un champ de déplacements du
squelette et u un champ de pressions interstitielle compatible avec £.
Pour identifier un tel couple, on s’appuye sur les résultats du

paragraphe 3.c. 1.

La fonction u de (17) a déja été identifiée au paragraphe 2.g :
u(x,y,t)=p°ekys1n(kx—wt) (121)

Ce champ représente, & 1l’unicité prés, les pressions interstitielles

dans le massif. L’expression du champ § résulte immédiatement de

1’ équation (64) du paragraphe 2.g, avec ;=1 :

[\
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o = -poekysin(kx-wt)(1+ky)

o = -p ekysin(kx-wt)(l-ky)

yy o ] {122)
e = Y -

L *p_e cos (kx-wt) (ky)

o = -p e”sin(kx-wt)

zZz [>]

Ce champ représente, a 1’'unicité prés, le champ de contraintes totales

dans le massif. Le champ £ recherché est obtenu en multipliant le

champ & de 1'équation (65) ou =3 par S(1+v) :
ky
_ . 1+v e 'cos kx-wt
gx— P E k ky
ky
-, 1+v e”’sin kx-ot .
£ P F % (1-ky) (123)

£=0

La solution (§,u) définie par les équations (121) et (123) coincident

avec celle donnée par Madsen.
3.c.6 Extension a un massif hétérogéne

L’'existence d’une solution au probléme poroélastique A:3 a été établle
au paragraphe 3.c.1 sous réserve que la fonction p(.,t) soit & chaque
instant continue et bornée sur R. Sous ces hypothéses, une solution en
contraintes effectives et pression interstitielle a été explicitée
elle est définie par le champ de contralntes ¢’ de (106) et la
pression interstitielle u donnée en (17). On se propose d’étendre ce
résultat au probléme poroélastique obtenu quand le module d’Young est
une fonction linéaire de 1’ordonnée y, le coefficient de Poisson v
restant une constante. La démarche est celle de 1la méthode des
contraintes. Pour démontrer que les champs ¢’ de (106) et u de (17)
représentent respectivement les contraintes effectives et la pression
interstitielle (& 1’unicité prés) dans le probléme hétérogéne, il
suffit de vérifier 1la compatibilité géométrique du champ de
déformations € donné dans la base (i, J) par
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du 8u

_u Bu
2ug = y[ 8y Bx] (124)
ax dy-

Le module de cisaillement u est une fonction linéaire de la

profondeur. Il faut donc s’assurer que :
ﬁd(g [g—i(_l_ei +.1@_1_)+g—;5(.1@_1 -L@_i_)]) =0 (125)
Cette identité résulte immédiatement du fait que la fonction u est

harmonique et achéve d’'établir le résultat annoncé. Il sera utile au
chapitre 1V,
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4 - CONCLUSION

Ce chapitre a proposé une étude de 1’action d'un champ de pression
plan s’exergant a 1la frontiére d’un demi-espace élastique ou
poroélastique. Il s’agissait d’exhiber des solutions aux équations de
champ et des conditions aux limites en surface, et ensulte, au dela de
1’existence de telles solutions, de se préoccuper de la question
mathématique de leur unicité. L’étude de 1’existence de solutions a
été menée avec le souhait de généraliser & des champs de pression de
forme quelconque les résultats déja disponibles dans le cas de la
houle linéaire. Pour le ©probléme du demi-espace élastique
monophasique, on s'est attaché a dégager les hypothéses minimales
rendant licites les opérations de superposition de solutions
élémentaires du probléme de Boussinesq, en contraintes et en
déplacements. Pour 1le probléme moins classique du demi-espace
poroélastique, on a mis en évidence 1’absence de couplage entre le
fiuide et le squelette pour le type de sollicitation étudiée. En
particulier, on a souligné 1’'identité, & chargement identique, entre
les contraintes totales dans un massif poroélastique et les

contraintes dans un massif élastique monophasique incompressible.

L’autre propos de ce chapltre était d’examiner s’il étalt possible de
prescrire le comportement 2 1’infini des solutions des équations de
champ et des conditions aux limites de surface en les assujettissant
(schématiquement) & "tendre vers 0 a 1’infini". On a d’abord établi
que de telles solutions ne pouvalent exister lorsque la résultante des
pressions de surface était non nulle. Puls, cette prescription du
comportement a 1’infini des solutions a permls de dégager des
résultats d’unicité. En particulier, le théoréme classique énoncé par
Muskhelishvili pour 1le demi-espace ¢&lastique monophasique a été
généralisé au cas du massif poroélastique.

Au deld du fait que 1'on dispose désormais, dans certaines conditions,

de solutions & un probléme élastique ou poroélastique, les champs de
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contraintes construits dans ce chapitre seront utilisés dans les
calculs de stabilité au chapitre III. Ils permettront de plus la
définition d’un probléme de stabilité en contrailntes effectives qul
sera étudié au chapitre 1IV.
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ANNEXE 1 - Charge linéique sur un demi-espace élastique

On étudie la répartition des contraintes dans le demi-espace élastique
non pesant sous 1l'action d’une charge linéique unité verticale
distribuée uniformément sur 1l'axe 0z. On traite le probléme en
déformations planes et 1’on introdult un systéme de coordonnées
polaires (p,0) dans le plan Oxy, comme indiqué a la figure Al.l
(6=a-n/2, par raepport aux notations du corps du texte et de la figure
1 du Chapitre II).

M

figure Al.1 : schéma de principe

On suppose a priori que les directions radlales et orthoradiales sont
principales pour le tenseur des contraintes en tout point du
demi-espace. L'équation dive = 0 s’exprime alors en fonction des

composantes de ¢ sous la forme simplifiée suivante :
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[ il
pe ., _Pp_ 88 _ . (2)

—_— =0 (b) (A1.1)

=0 (c)
L’ hypothése des déformations planes impose que :

o =v(c +0. ) (A1.2)
zz PP

ao

Si 1’on recherche o'p et o'ee sous la forme de fonctlons des seuls

arguments p et 6, la condition Al.1lc est satisfaite. L’équation Al.2b
exprime que o dépend du seul argument p. En observant que les

66
conditions aux limites en surface a vérifier par %0 s'écrivent :
n
)=
Vp=0 cree(p._z) 0 (A1.3)
on déduit que %6 est identiquement nul. I1 résulte alors de Al.la,
et Al.2 que :
= ale)
[/ 2
(A1.4)
__:ua(e)
zZZ [2]
d’ou, par (II.B) :
2
1-v°-a(o)
€ ,0)=——— ———
pp(p =% P
ge ‘P’ E " p

toutes les autres composantes des champs ¢ et g étant nulles. La

condition de compatibilité géométrique du champ g est satisfaite si et
seulement si la fonction a(.) est solution de 1’équation
différentielle :

a”+a=0 (Al1.86)
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soit :
a(6)=Acos(9—90) (A1.7)

Les constantes A et 90 sont déterminées en écrivant 1'équilibre d’'un
demi-cylindre d’axe 0z, de rayon p et de longueur d’unité, sous
1'action de la force -] et des contraintes s’exercant sur sa frontieére
(voir figure A1.2).

Les proJections verticale et horizontale de la résultante de ces

efforts étant nulles, il vient :

/2 cos(8-6 )
1+ A.-———B——g—.pcosede =0
-Tt/2
(A1.8)
/2 cos(6-6 )
A.——E——"——.psinede =0
-1/2
soit
1+EAcose =0
2 °
(A1.9)
Asine =0
]
qui donne finalement :
a=-2 ; 8=0 (Al.10)
T ]

Par ce procédé, un champ de contrainte équilibrant la charge linéique
unité assoclé par la lol de comportement élastique a un champ de
déformation compatible géométriquement a pu é&tre déterminé. En
intégrant les équations (A1.5) donnant les composantes non nulles du
champ de déformations, on obtient 1les composantes u et v en

coordonnées polaires du déplacement §, & un champ rigidifiant pres :
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6p=AcoseLn(p)+f%§951n9

66=$sin6—dsineLn(p)+£%§(ecose-sine) (A1.11)
d =0
z
ol l’on a posé :
2
2 1-v° 5 2 v(l+w)
&= =5 e (A1.12)

La présence d’un terme en Ln p dans 1’expression de 6p et 69 indique
qu’il n’est pas possible de trouver un champ rigidifiant tel que les
déplacements dans le massif restent finis lorsque p - + ». Pour cette
raison, en surperposant & 3 un champ rigidifiant quelconque on obtient
une nouvelle solution du méme probléme, c’est-a-dire vérifiant les

mémes conditions aux limites en contralntes et déplacements.

On déduit de ce qui précéde les composantes de g et & en coordonnées

cartésiennes. Pour le champ de contraintes, on a :

o =-2 cos8.sin’6
xx k14 p
3
2 cos 8
o ==
yy ® p
o =2 cos’@.sing (A1.13)
xy T P
cos 6
o =—-y
zZz T p
et o;z=o;z=0. Pour le champ de déplacements :
s = fi?e - f:ﬁsinecose
x 2 2
s,=4lnp- 4;‘53 in“e (A1.14)
8 =0

I1 convient d’observer que le champ de déplacements & tend vers
1’infini au voisinage du point d'application de 1la charge. En
conséquence, 1'hypothése des petites perturbations n’est plus
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Justifiée. Cecl est dQ naturellement a la notion méme de charge
concentrée. Dans ces conditions, 11 faut se garder d’attribuer un sens
physique aux contraintes et déplacements qul viennent d'étre
déterminés. Il parait préférable de les considérer comme les solutlons
du probleéeme différentiel défini par les équations du probléme
élastique en petites perturbations.
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ANNEXE 2 - Rappels de résultats des théories de 1’'intégration

Cette annexe rappéile quelques définitions et théorémes classiques de
la théorie des intégrales de Riemann généralisées et de la théorie de
Lebesgue. Elle n'a d’autre objectif que de préciser la terminologie

employée dans le corps du texte.

Définition n°l1 : soient [a,b[ un intervalle semi-ouvert de R (b
éventuellement infini) et X un ensemble quelconque. Soit de plus une

fonction numérique définie sur [a,b[xX telle que 1’intégrale
b
I £(t,x)dt
a

soit convergente pour toute valeur de xeX. On dit que cette intégrale

converge uniformément sur X si:

b
(Ve>0) (3B>0) (VxeX) uelB,bl = II £(t,x)dt |<e
u

Définition n°2 : considérant une fonction numérique f définie sur le
produit Ja,b[xX d’un intervalle ouvert avec un ensemble X quelconque,

on dit que 1’'intégrale
b
I £(t,x)dt
a

est normalement convergente sur X s’i11 existe une fonction ¢

localement intégrable sur la,bl et telle que:

- (vtela,bl)(¥xeX) If(t,x)|sp(t)

b
- 1’ intégrale I ¢(t)dt converge
a

On vérifie alors immédiatement le résultat suilvant, qui justifie la

terminologie employée:

Théoréme n°1 : pour que 1’intégrale

b
j £(t,x)dt
a
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soit wuniformément convergente sur X, 11 suffit qu'elle soit

normalement convergente.

Les intégrales généralisées convergeant uniformément par rapport a un
paramétre présentent des propriétés de continuité et de dérivabilité
par rapport a ce paramétre.

Théoreme n°2 : soient [a,bl un intervalle ouvert (a réel donné, b
éventuellement infini) et X un intervalle quelconque de R. Soit de
plus une fonction numérique { continue sur [a,b[xX telle que

1’ intégrale
b
f £(t, x)dt
a

solt uniformément convergente sur X. Alors la fonction F de X dans R
définie par :
b
F(x)zj £t,x)dt
a

est continue.

théoréme n°3 :soit f(t,x) une fonction numérique continue sur le

domaine A=[a,bl(x]e,Bl (b,x,B étant éventuellement infinis) On suppose

que :
~ f admet une dérivée g%(t,x) continue sur A

b
- (¥xela,Bl) I f(t,x)dt est convergente
a

_ Per

at(t,x)dt converge uniformément sur ]a,BI[
a
Alors la fonction F définie sur le,Bl par:
b
F(x)=J‘ £(t,x)dt
a

est dérivable et 1’on a

b
R _ref
F’'(x)= ag{(t,X)dt
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Théoreéme n°4 : Solt (fn) une suite de fonctions numériques localement

intégrables sur 1’intervalle ouvert la,b[, telles que les intégrales
+00
1 =Jf (t)dt
n n
-0

solent uniformément convergentes. On suppose de plus que la suite [fn)
converge simplement vers wune fonction f sur Jla,bl, et que la
convergence est uniforme sur tout compact {[u,vicla,b[. Alors 1la

fonction f est localement intégrable dans la,bl, 1'intégrale
+00
1=J' £(t)dt
-0

converge et 1'on a :

lim I =I

n>0 n
Le résultat suivant connu sous le nom de Reégle d’Abel donne une
condition suffisante de convergence uniforme pour certains types

d’ intégrales.

Théoréme n°5 : Solent X une partie de R et f et g 2 fonctions numériques
définies sur RxX, telles que 1les fonctions t-f(t,x) et t-ag(t,x)
soient localement intégrables sur R. On suppose de plus que :

-la fonction t-g(t,x) est positive, décroissante, et tend vers 0 quand
t-», uniformément par rapport a x dans X.

b

~(3keR) (¥(a, b)eR?) (VxeX) |ff(t,x)dt|sk
a

Alors 1’'intégrale

400
J' £(t,x)g(t,x)dt
-0

converge uniformément par rapport & x dans X.

La théorie de 1’'intégration de Lebesgue fournit quelques résultats
trés pulssants dont il est fait abondamment usage dans le corps du
texte. On note L'(R) 1’ensemble des fonctions intégrables au sens de
Lebesgue. On a tout d’abord le théoréme suivant qui fait le lien avec
la théorie des intégrales généralisées.
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Théoreme n°6 : Les Iintégrales de Riemann généralisées absolument

convergentes sont des intégrales de Lebesgue.

Puis on a le résultat essentiel sulvant connu sous le nom de théoréme

de lea convergence dominée.

Théoreme n°7 : Soit (fn) une sulte de fonctions convergeant simplement
presque partout dans R vers la fonction f. On suppose de plus qu’il
existe une fonction ge L!(R) telle que

{vxeR) Ifn(x)lsg(x)

alors

+00 +00 +00
jf (x)dx=J' £ (x)dx et lim j £ (x)dx=f £(x)dx
n n n-)oo n
-0 -0 -0
Le théoréme suivant de dérivation sous le signe j en résulte :

Théoreme n°8 : soit (t,x) > f(t,x) une fonction numérique définie sur
un domaine de la forme Rxla,bl. On suppose que la dérivée partielle
gé(t,x) est définie sur un sous domaine Rx]xo-e,x°+e[ et qu’il existe

une fonction geLI(R) vérifiant :

af
(VteR) (Vxelx -e,x +el) |z(t,x)[=g(t)

On suppose enfin que la fonction tof(t,x) est intégrable (eL(R)) pour
tout xe]xo-e,xo+e[). Alors 1la fonction xelf(t,x)dt est dérivable et

1’on a :

8 _(af
e (Jf(t,x)dt) = [t 0at
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ANNEXE 3 ~ Calcul des dérivées de u

L’'existence d’une primitive P(.) de la fonction p(.) est assurée par
le fait que cette derniére est supposée continue. En intégrant par
parties dans (II1.17), il vient :

+ 00
1tu(x,y)=l tp(:~c+ccy)—m<2]l—a2 (1)

¥ i (1+a®)
En dérivant formellement sous le signe f dans 1’intégrale de (1), i1

vient

Jﬁmp(x+ay) | __2oda (2)
w Y (1+a®)?

La fonction |p(.)| étant bornde sur R, 1'intégrale de (2) est
normalement convergente et donc uniformément convergente sur tout
domaine de la forme Rx]-w,A] pour tout réel A<O. La fonction u(x,y)
admet donc une dérivée partielle par rapport & x dans le domaine RxR,, .
On a donc

du _ }J&mp(x+ay) 2ada (3)
ax LA y (1+a2)2

En intégrant de nouveau par parties dans (3), il vient

+00 2

- Dxtay) 1730 g4 (4)
W ¥ (1+a”)

Avec les mémes arguments que précédemment, i1l vient dans RxR;

2 2

8"u

+00
—_—= :ng pix+ay). 1-3a
'l'[y -0

do (5)

ax> (1+e%)3

De maniére analogue, on montre la valldité dans RxR, des relations

suivantes :

+00 2
ngE = j p(x+ay). x zléda (6)
y o Y (1+a”)

puls, en intégrant par parties :

+00 3
n%‘—l - - 1)(x+¢zzy). 20 ;B%Lda 7)
y Y (1+a”)

En utilisant (B6) et (7), 1l est alors faclile de vérifier que
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2 2
du_2u (8)

ax ay*®
qui exprime que u est harmonique dans le domaine ouvert RxR,. On
prendra garde que des propriétés de dérivabilité de u aux points de la
frontiére 802 ne sauralent étre assurées en dehors d’hypothéses
supplémentalres & vérifier par p(.). Par allleurs, on observera que le
procédé qui a permis de démontrer 1’'existence des dérivées précédentes
de u est générallisable sans difficulté & toute autre dérivée de cette
fonction qul est donc en fait c® sur 1’ouvert RXR;. L’esprit des
calculs précédents permet également de prouver 1’existence de toute
dérivée partielle des composantes a}J du tenseur o4 défini en (1I1.9) et

les déterminer.
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ANNEXE 4 - ETUDE DE £

Cette Annexe comporte 3 parties se rapportant successivement a
l’existence et a la continuité, puis & la dérivabilité de £ et enfin

aux conditions aux limites satisfaites par ce champ.
EXISTENCE ET CONTINUITE DE §

11 s’agit de montrer que la convergence des intégrales de (I11.26) est
une condition nécessalre et suffisante pour 1l’existence de § défini
dans 0 par (24) et (25) et qui assure de plus la continuité de ce
champ.

En premier lleu, il est facile de voir que 1'existence de £ dans Q
impose la convergence de £(p) et #(p). I1 suffit pour cela d’examiner
1'expression de Ey pour x=0 et y=-1, et celle de Ey pour x=0 et y=0.
On a en effet, d’apres (24) et (25)

4-B + 00 X2
pour x=0 et y=~1 : €y=-ad.2(p)-—2—-. (X)—-—z-dX
-0 +Y

(1)

+00 4_3
pour x=0 et y=0 : §y=—24.J. p(X)Ln|X|dX - T.}(p)
-

I1 reste a4 prouver la réciproque. Il sera utile pour 1la suite
d’observer que si $(p) et £(p) convergent, alors les intégrales }(px)
et 2(p°) convergent uniformément par rapport & x dans toute partie
bornée de R, la fonction p*(.) étant définie & partir de p(.) par

(VXeR) p*(X)=p(X-x) (2)

La vérification de cette propriété est 1immédiate pour }(px). La
démonstration pour £(p*) est moins immédiate. Il suffit de vérifier
cette propriété pour les intégrales I+ et I définies par :

0 +00
1=[ pOLn(1+(x+0®ax ; I=[ pOLa(1+(0®ax (@)
-0 0
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A cet effet, on introdult la fonction f(.,x) suivante :

o .e=+1 si x>0
£(X, x)=Ln(1+(X+x)®)-Ln(1+X%) (4)
.£=-1 s1 %<0
f(.,x) est une fonction positive sur R', tendant vers O uniformément
par rapport a x sur toute partie bornée de R quand X+»te, et
décroissante pour X suffisamment grand. Par allleurs, en vertu de la

convergence de J(p), la fonction définie par :

a < IJpp(X)dXI (5)
o

est bornée sur R. La convergence uniforme sur toute partie bornée de R
+00

de 1’intégrale Ilp(X)f(X,x)dX résulte alors de la régle d’Abel.
)
Puisque £(p) converge, cette propriété est également vraie pour I+, On

la démontrerait de maniére analogue pour I.

A partir de 1’hypothése de la convergence de $(p) et ¥£(p) et en
s'ajidant de 1la remarque ci-dessus, on va établir maintenant
1’existence et la continuité dans RxR des fonctions I:x””(p). Ces

deux propriétés seront donc également démontrées pour le champ £.
étude de I1

On définit la fonction P par :

?(X)=pr(t)dt (8)
-®

On vérifie immédiatement que

1im P(x)=0
X0
;ggm P(x)=F(p)

(7)

En intégrant par partles dans 1'expression de I:”Yp) pour y=0, il

vient alors
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*Y(p)=-L [P0 __ - Tg(p) (8)
1 y ,[_m 1+(X;_x)2 2

puis en utilisant le changement de variables a—)iy—x- (défini et bijectif

pour y#0), on obtient encore

*Y(p)= e do ™ g
27 (p)=[ Plxray) =% - Z3(p) (9)

l+c
La fonction |?(.)]| étant bornée, 1’intégrale du membre de droite de
(8) est normalement convergente et donc uniformément convergente dans
R® par rapport a (x,y). Cecl assure 1’existence et la continuité dans
R® de cette quantité, et donc 1’existence et la continuité dans le[R;
de I:‘y(p). De plus, la continuité du membre de droite de (8) permet
d’affirmer que

lin I™Y(p)= ?(a) 53p) = [rp(X)dx - p(X)dX] (10)
1 - j

-0 140

qui exprime la continuité de I:'y(p) sur la frontiere 8Q.
étude de I2

En effectuant dans 1'expression donnée en (25) pour I™Y(p) 1le
changement de variables a={X-x)/y, définl et biJjectif pour y=0, on
obtient 1’égalité

(X~ x)y - e a
J p(X) 5 —_[ yp(x+ay)—-—2do: (11)
- X-x) +y 1+a
En effectuant maintenant une intégration par parties dans le second

membre de (11), i1 vient encore

J'+ (X)L;ydx = J'?(xmy)

-0 (X-x)"+y

da (12)

(1+a)2

Comme la fonction |P(.)]| est bornée sur R, 1’intégrale du membre de
droite de (12} est normalement convergente, et donc uniformément

convergente dans R°. C’est donc une fonction continue de (x, y) dans
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2

R”. L’existence et la continuité de I:”Tp) dans RxR, en résultent et

1’on a de plus

+00 +00 2
1in Jp(X) (X=x)y _dX = P(a) 1" 40 =0 (13)
3B Yo (X-x)34y - (1+%)2

qui exprime la continuité de I:’y(p) sur 81.
étude de I3 :

On coupe 1’'intégrale considérée en 2 selon les intervalles ]-w,x] et
[x,+o[. On a :

+00 +00
J‘p(X)Ln((X-x)2+y2)dX=J‘ p(X+x)Ln(X2+y?)dx (14a)
x (o]

et

o]
rp(X)Ln( (x—x)2+y2)dx=f p(X+x)Ln(X2+y?)dX (14b)
-00

On introduit la fonction

. £=+1 sl y<-1
{ (15)

£(X, y)=e{Ln(X*+y*)-Ln(x*+1)}

. €=-1 si y>-1
On vérifie que f(.,y) est positive, croissante sur R et décroissante
sur R' pour |X| suffisamment grand, et tend vers 0 quand |X|->tw,
uniformément par rapport a y dans tout domaine borné de R . Par

ailleurs, en ralson de la convergence de J(p), 11 existe un réel k

tel que
b
(V(a, b)eR?) (VxeR) |f p(X+x)dX| <k (16)

La reégle d’Abel établit donc la convergence uniforme dans tout domaine

de la forme Rx[B,0] des intégrales

+00 (s)
J'p(X+x)f(x.y>dx j'p(x+x)f(x,y)dx (17)
0 -0
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La convergence uniforme sur toute partie bornée de RxR des intégrales
de (14a) et (14b) se déduit de ce résultat et du fait que £(p )
converge uniformément par rapport & x dans toute partie bornée de R.
On observe que la fonctlon (X,x,y} - Ln(x—x)2+y2 est contlnue en
dehors des points (x,x,0). Le théoréme n°2 permet alors d’affirmer que
la fonction I;”')(p) est continue sur -80Q. La contlinulté sur en un
point (a,0) de la frontiére requiert un raisonnement spécifique. On
considére un réel o0 et deux sultes X et Y, convergeant

respectivement vers a et 0. Par application du théoréme n°4, on a:

(Ve>0) (3NeN) n>N = | j p(X)Ln((X—xn)2+y:)dX—2I p(X)Ln|X-aldX |<e (18)

| X-a|>« |X-a|>a

Par allleurs, pour a suffisamment petit et n suffisamment grand, on a

(vXel-a, +a]) ILD((X—xn)2+y:)l < an(X—xn)zl (19)

et donc

IIP(X)Ln((X—xn)2+y:)dx—2Ip(X)LnlX—aldX I<2Hpﬂm(F(a-xn+a)+F(a—xn-a)+2F(a)) (20)

| X-a|<a | X-al<a

ou l’'on a posé F(t)=|t(1-Lnjt|)]. La proposition suivante résulte du
fait que F tend vers 0 quand t-0

(3e>0) (3N‘eN) n>N’ = 2Hpnw.(F(a—xn+a)+F(a-xn-a)+2F(a))<e (21)

En utilisant (18),(20) et (21), i1 vient enfin
+00 2 2 +C0
| [ pooLncex )%y ax-2[ pOOLnIX-alax | < 2¢ (22)
-00 -00
qui exprime la continuité de I:’y(p) a 1’origine.
étude de 14

Pour y#0, 11 est facile de voir que

76



+0 2
I3 (p)=g(p)- | o0 —YL X (23)
o {(X-x)+y

X-x

soit encore, avec le changement de variables o=

+00 d
I} (p)=g(p)+[ yp(xray) =2 (24)
-0 1+

et enfin, aprés intégration par parties

+00
I3 (p)=gp)e2] Plxray)—222 (25)
4 2,2
~e0 (1+a”)
Comme la fonction [P(.)| est bornée sur R, 1’intégrale du membre de
droite de (25) est normalement convergente, et donc uniformément
convergente dans R2. C’est donc une fonction continue de (x,y) dans
R®. L'existence et la continuité de I:’y(p) dans RxR, en résultent et
1’on a de plus

+G

1im I:’y(p)= Hp)r+2P(a) ada Jp) (26)
y30

qui exprime la continuité de I:'y(p) sur 8qQ.
DIFFERENTIABILITE DE §

On suppose de nouveau la convergence des intégrales de II-(26). On
démontre successivement de i=1 a 4 la différentiabilité des fonctlons
I’:’y(p) par rapport a (x,y) et 1l’on en déduit la validité de la
relation (II1.4).

étude de I1

En dérivant formellement sous le signe J‘ dans 1’expression de I1
donnée en (9) pour y#0, il vient

+00

3 1 o )
I E(?(Xﬂxy)—z)doc = Ip(x+ay)f1(a)da (27a)
-0 1+ -0
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+oo8 1 +00 1

j —a;—(?(xﬂxy)——— Jda = J-p(x+ay)f (a)do (27b)
y 2 1

~0 1+a -0

Comme |[p(.)| est bornée sur R et que Ic: définie par (II.14) converge

absolument, les deux intégrales de (27a) convergent normalement et

donc uniformément dans RxR . Par application du théoréme n°3, on peut

donc affirmer que 11 est dérivable par rapport a x dans RxR, et que

81

1 % 0
Frvaliel f p(x+ay)f1(a)da (28)
-0

Comme 1’intégrale I; ne converge pas absolument, 1’existence et le
calcul de 1la dérivée de 11 par rapport & y sont moins immédiats.
On observe d’abord que la fonction

a
a- Ip(x+ay)da (29)
)

est uniformément bornée sur tout domaine de la forme Rx}-«,8] (B<0) en
raison de la convergence de $(p). Par allleurs, la fonction ase/ (1+6°)
est respectivement négative croissante sur R, positive décroissante
sur R* et tend vers O quand |alow. La convergence uniforme des
intégrales de (27b) est donc assurée sur un domaine Rx]-w,B8] en vertu
de la reégle d'Abel. L’existence de la dérivée de I1 par rapport a y
dans IinR; en résulte, par application du théoréme n°3, =alnsi que
1’égalité

811 +00 '
5y = I-z(x+ay)f1(a)da (30)

étude de I2

On obtient de méme formellement, & partir de (12)

+eoa 1"(1.2
j O _(P(x+ay)
CL (1+a2)?

+00
Jda = Ip(x+ay)(f2(a)—f2(a))da (31a)
-0
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+00 2
8 1-a
J —(P(x+ay)
DY (1+a2)2

+00
)de = Ip(x+ay)(f;(a)-f:(a))da (31b)
-0

Les intégrales de (3la) convergent normalement, et donc uniformément
sur R°. L’existence de la dérivée de I2 par rapport & x dans RxR, en
résulte ainsi que 1’égalité

812 +00 o 2
S = j_z(xmy)(fz(a)-fz(a))da (32)

La convergence uniforme sur tout domaine de la forme Rx]-w,B] (B<0) de
1’ intégrale de (31b) résulte de la régle d’Abel et permet d’affirmer
que la dérivée de I2 par rapport & y dans RxR; existe et vaut

612 +00 s 3
5 = f_z(xmy)(fz(a)-fz(a))da (33)
étude de I3
On vérifie d’abord que
LI s =2 311
j_ FR(PUOLR((X-x)%y%) )aX = 2522 (34)
613
ce qui assure 1'existence de Frvas et démontre que
613 aI1
par allleurs
L s 2 311
[ Hroow-xy®ax = 252 (36)
o Y X
613
ce qui assure 1l'existence de 3y et démontre que
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—_— = —2__1.'. (37)

étude de I4

On obtient formellement, & partir de la relation (25)

+00 + 00
J- g—i(?(xwty)-idg—a) = 2_[ p(x+ay)f;(u)da (38a)
00 (1+a”) —c0
+00 + 00

a ada 2

—(P(x+ay)————) = 2| p(x+ay)f (o)da (38b)
I-may (1+a®)® ‘f -0 z

la convergence des intégrales de (38a) et (38b) est normale et donc
uniforme sur IR2, ce qui assure 1’existence des dérivées partielles de

14 par rapport a x et y dans lelR; et établit les égalités

314 400 .

-l ZI p(x+¢xy)f2(a)doc (39)
-0

314 +00 -

3y = zj-z(x+ay)f2(a)da (40)

En utilisant les expressions ci-dessus des dérivées partielles des
fonctions I’f’y(p) dans les équations (II.24), 11 est faclle de
calculer la partie symétrique du gradient du champ £. On vérifie alors
qu'elle est reliée au champ ¢ introdult en (I1.9) par la 1loi de
comportement (II.3). Il reste a étudier les conditions aux limites
satisfaites & 1’1infini par le champ £.

COMPORTEMENT A L’ INFINI DU CHAMP §

On se propose dans ce paragraphe d’'étudier le comportement a 1’infini

du champ £. Plus précisément, il s’agit d’examiner si les conditions
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(1),(11) et (1i1) sont satisfaites. On suppose que £(p) converge
absolument et que la fonction x»|xp(x)| est bornée. On commence par

examiner la propriété (i1) qul sera utile dans 1’étude de (1i).
propriété (1ii)

I1 s'agit d’étudier si la quantité HE(x,y)ll est bornée dans Q. A
partir des expressions données pour If’y(p) en (II.25), 11 est
immédiat de vérifiler que

(V(x,y)eR) |1f'y(p)lsg;(|pn (41)
A partir de (12), on a

+00
(vix, e 113V p)Isgph [ 2% <ngipD) (42)

-ol+a

En utilisant les expressions données en (II1.25) pour If’y(p), on a
(Vix,y)er) 11 Y(p) IsE(Ipl) (43)

La majoration de la fonction I:’y(p) est moins évidente. Puisqu’elle
est continue dans 0, cette fonction est bornée dans tout demi-disque
de centre O et de rayon donné. On cherche donc un majorant de Iz’y(p)

dans le domaine pzl. On pose x=-pcosy et y=-psiny. Il vient

400
I:'y(p)=2Ln(p)}(p)+.[ p(xn_n(1+fi"'2’L°sl)dx (44)
-t P

On recherche une majoration de 1’intégrale

+00
J-lp(X)H..n(HXﬂzﬂ)dX (45)
-00 p

qui solt Iindépendante de p. On suppose par exemple que cosy>0. On va

majorer successivement les quantités

pCOSY
K= jz |p(X) | Ln( 1+X2Lxg°ﬂ)dx (462)
0 P
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k=] Ip0 |Ln(1+’-‘2-*—2-xgﬂﬂ)dx (46b)

{X|>2pcosx P
o
K3=J lp(X)an(1+§fi§§239§1)dX (46c)
-2pcosy P
On a Immédiatement
+00
ks[  1pCOILn(1s2X)axs[ 100 HLn2+ln(13XT)}aX (47D
|X[>2pcosy —®

En utilisant le changement de variable X=pu dans 1’expression de K1'
il vient

cosy . cosy
K= plp(pu) ILn{1+u“+2ucosy)dus2| plp(pu){Ln(1+u)dus2Ln3|{ plp(pu)idu (48)
0 0 0
Il reste a remarquer que
P
plp(pu) Idus| [p(X)|dX=Z(ipl) (49)
0 4]
qui donne, dans (48) :
K152Ln3.}(lpl) (50)

En utilisant maintenant le changement de variable X=pu dans 1'expression

de KB’ il vient
0 2
K3= f piplpu) .} (Ln 1+u“+2ucosy) |du (51)
~-2cosy

Pulsque cosy>0, on a 1=1+u2+2ucosx=(1+u)2, et donc
0
Kbszf plp(pu)l. | {Ln|1+ul)idu (52)
-2

On découpe maintenant 1’intégrale de (52) :

0 0 -1/2
I plp(pu)l.l(Ln!1+u!)lduSI plp(pu)l.I(Lnl1+u|)ldu+J. plp(pu) |. | (Lnji+u})]du
-2 -1/2 -2
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I1 reste a observer que

o 0
I Plp(pu)l.I(Ln[1+ul)|dusLn2.I plp(pu) idu=Ln2. #(Ipl) (54)
-1/2 -1/2

et, en se souvenant que la fonction x-»|xp(x)] est bornée :

-1/2 12| (Ln)1+ul) |

I_29|p(Pu)|-!(Ln|1+ul)Idu5llxp(x)llm.I_2 Hollullay (s9)

En utilisant (54) et (55), on a donc

Kasuxp(x)um.a"lz*“2 + Ln2. $(Ipl) (56)

Les maJjorations (50}, (52) et (56) démontrent que 1’intégrale de (45)
est bornée dans Q. La relation (44) prouve alors que la condition
Fp)=0 (57)

est nécessalire et suffisante pour que I:’y(p) soit bornée. Les
relations (41),(42) et (43) montrent alors que (57) est également
nécessaire et suffisante pour que le champ £ posséde la propriété
(i1).

propriété (i)

Soit un angle xelO,nl. On pose x=-pcosy et y=-psiny. On recherche les
limites

X,y
L =lim I 58
=i I (p) (58)

successivement pour j=1,2,3 et 4.

1

.
]

La fonction Ir’y(p) a été donnée en (I1.25). Puisque £(p) converge
absolument, il en est de méme de JFp). Comme de plus la fonction
x-»]arctg(x)| est bornée par g, le théoréme de la convergence dominée

s’applique au calcul de L1' I1 donne :
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+00
L1=J-§(X)ar~ctg(-:‘;xsé)dx:(x—g)}(p) (59)

=2

En utilisant 1'expression donnée en (12) pour I:'y(p). on est ramené a

calculer

+00
L =lim j ?(—p(cosxmsmx))———da (60)
2 p ~00 (1+a2)2

I1 est facile de volir que

Hp) si a<-3%
égg P({~p(cosy+asiny)) = { cosy x (61)
. 0 sl oo~ sing

Le théoréme de la convergence dominée s’applique donc au calcul de L2

et donne
_cosy .
“siny 1-o
L I ————Erada--cosxsinx}(p) (62)
(1+a”)
J=3

I1 résulte du travail exposé précédemment sur 1’'intégrale de (45) et

du théoreme de la convergence dominée que

o X2+2chosx _
lin I_Z(X)m(1+—:;—)dX—0 (63)

L’identité (44) montre alors que

% y(p)

1im _‘T—T =%(p) si $(p)=0 (84)
X, Y _ = =

%33 I (p)-2Ln(p) #(p)=0 si $(p)=0 (65)

J=4
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En utilisant 1’'expression donnée en (25) pour If’y(p). on est ramené a
1’ étude de

ado
_%C& 4 $(p) (66)
(1+a2)2

Une fols de plus, le théoréme de la convergence dominée va permettre

+00
L4=££g ZJLZ(-pn(cosx+asinx))

de conclure :
cosy

iny 2adae 2
L =#(p)+| S*0X %2 __¢(p)cosy (67)
* le (1+a2)2

Les équations (89),(62),(64)-(65) et (67), 11 résulte d’abord que la
condition (57) est nécessaire et suffisante pour que le chemp £
posséde la propriété (i). Lorsque $(p)#0, on introduit 1le champ
£” défini par:

En s’'appuyant sur les valeurs de LJ, il est facile de voir que

(vxel0,m]) 1im ng-£71 = o (69)

g
zw
aux notations de 1’Annexe 1, on observe que le champ £ coincide avec

En falsant maintenant le changement de varlable y=6+; pour se ramener
"le" champ de déplacements correspondant & une charge linéique
verticale d’intensité $(p) disposée le long de la droite x=y=0. A
1’unicité prés de la solution, la proposition (68) exprime que 1’effet
a 1’infini de la répartition de pressions p(.) est entiérement
caractérisée par la valeur de la résultante de ces pressions, sans

qu’il soit besoin d’'imposer quele support de p(.) soit compact.

propriété (iii)

La propriété (1ii) résulte du falt que la fonction p(.) admet une
primitive bornée et que 1la fonction x=3|xp(x)| est bornée. La
démonstration de ce résultat est identique & celle de la propriétée (J)
qui est établlie au paragraphe 3.b.3 du texte et a laquelle on pourra

se reporter.

En résumé, pour une fonction p(.) telle que
1’intégrale £(p) converge absolument et que 1la
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fonction x-|xp(x)} soit bornée, la condition F(p)=0
est nécessaire et suffisante pour que le champ £ de
(I1.8) soit solution du probléme Bl. Si ${p) est non
nul, alors le champ £ de (II.8) tend asymptotiquement
vers le champ de déplacements correspondant & une
charge linéique d’intensité $(p).
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ANNEXE 5 - Réponse élastique a la houle linéaire;le calcul de Fung

On recherche la réponse d’un massif monophasique élastique & une houle
linéaire. Pour une longueur d’onde L=2n/k et une période T=2n/w, la

pression s’exergcant sur le plan y = 0 est donnée par :
pix,t) = posin(kx - wt) (1)

Le calcul de la réponse du messif & la distribution de pression p(.,0)
a été effectué par Fung (1965) dont les développements suivants

s’ inspirent.

On recherche le champ de déplacements £, définis et c! sur le
demi-espace ), le champ de contraintes o, et le champ de déformations

£ , qul vérifient les équations sulvantes :

div g =0 (2)
g.i = -p_sinkx j (3)
g = 1% o -% tr(c) ;3 (4)
1 t
€ = E(grgd § + grad £) (5)
1im £(M)=0 (8)
d(M, 8822) >

Puisque la distribution de pression agissant sur 30 est indépendante
de la coordonnée =z, 11 est naturel de poser 1le probléme en
déformations planes (exz=eyz=szz=0). On est alors amené A rechercher
une fonction ¢ biharmonique telle que le champ de contraintes g qul en

dérive par les relations

o =a_¢ o —_._a 4 o =—§._¢ (7)
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satisfasse la condition aux limites (3). Tout d’abord, cette condition

suggére de séparer dans ¢ les variables x et y et en posant :

¢(x,y)=f(y)sin kx (8)

Le fait que ¢ solt biharmonique impose a f(.) de vérifier 1’équation
différentielle :

(8)_, 20(2)

£ kP ktr=0 (9)

+
Les solutions de (9) sont les combinaisons des fonctlions e'ky et

+
ye‘ky. I1 s’agit donc de déterminer un quadruplet (A,B,C,D) de réels

tel que ¢s’écrive :
#(x, y)=(Ae"Y+Be ¥ +Cye*”+Dye ™ )sin kx (10)

La condition (6) interdisant aux composantes de g et donc de ¢ de
tendre vers 1’infini lorsque y+w, on a donc nécessairement B=D=0. En

tenant compte de (7) et (10) dans (3), i1 vient alors :
A=p°/k2 C=-kA=-p_/k (11)

La fonctlon d’Alry de la classe envisagée est donc nécessairement :

¢(x,y)=po.1'—12‘5—’ esin kx (12)

k

Le calcul du champ de contraintes dérivant de ¢ par (7) donne :

= ky
o = poek (ky+1)sin kx
o = pe”(ky-1)sin kx (13)
yy "o

o =p eky(ky)cos kx
Xy o
Le champ de déformations g relié¢ a ¢ par (4) est Iintégrable par

construction. Le champ de déplacements § dont dérive e_par (5) et qui
vérifie (6) coincide avec le champ de déplacement donné en (II.65).
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ANNEXE 6 - Calcul de g;(x,O)

La fonction u est définie a partir de p(.) par (II.17). On adopte les
hypothéses sulivantes :

{1) p(.) est continue et bornée en valeur absolue, 2 fois dérivable

(2) p’(.),p”(.) sont bornées en valeur absolue

On cherche a démontrer 1’'existence de g;(x,o) et & calculer sa valeur.
Soit £>0. En utilisant dans (II.17) le changement de variable X=x+ay,

on obtlent

206 ¥)-u(x,0)_(p(X)-p(x) 4 - [ax 2000 R(X)-plx) v fax BOO-BG) RX)pG) ()

y —m(x-x)2+y (X-x)2 +y (X-x)2 +y

| X-x|>e | X-x|<e

On observe d’abord que

J'dxlp(X) p(") J'znpu )
IX—x|>e(X x) +y | X~-x|>e

(2)

(X-x)Z

Le théoréme de la convergence dominée s’applique donc et donne

1im Iax p(X)—p(x) - Iax p(X)-p(x) (3)
y

=0 (X-x)2 +y (X-x)*

| X-x|>¢e 1 X-xl>e

ce qul s’exprime encore par:

(ve>0)(300) Iyl<a = | [ax RXX)-px) fax p—(w| s e (4)
(X-x)“+y (X-x)
[X-x1>e | X-x|>¢

Si 1'on applique maintenant 1la formule de Taylor-Lagrange 2a la
fonction p, 11 vient

(X x)2

(vXeR) (3T€l0, 11) p(X)-p(x)=p’ (%) (X-x)+p” (x+T(X) (X—x))—— (5)

ce qul donne

| Jax p(X)-plx) | o\ (x)f udu I%]b"(x+r(XJ(x-x))dx| (6)

2 2
1X-x] <g XX+ € u *V | X-x| <&
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Comme la premiére intégrale du membre de droite de (6) est nulle, on

a donc

| de M_'_fq’(_x; | s e.p“l (7)
Ix_xl<€(x—'x) +y

I1 résulte de (1), (4) et (7) que

lyl<A » (n2%¥)-u(x,0) _ J'dx RXIpUX) o (1ampm ) (8)

y
| X—x|>e (X-x)

Pour démontrer 1’égalité

ngg(x.0)=11m nu(x,y)-u(x,o) = lin Jﬁx p(x)-p(X) (9)

1
ay y>0 y £30 a2
|X-x|>e (X-x)

i1 suffit donc d’établir 1'existence de la limite du membre de droilte.
Soit (en) une suite de réels tendant vers O et (Ln) la suite définie
& partir de (en) par

Jhx p(X)—p(x) (10)
(X-x)2

IX xI>e
En utilisant (5), il est facile de voir que
IL-L | = |e ~e |.0p”l (11)
n p n p (]

(11) exprime que la sulte (Ln) est de Cauchy, ce qul prouve qu’elle

converge et achéve de démontrer la relation (8).

80



CHAPITRE Il : STABILITE D'UN MASSIF DE SOL COHERENT

1 - PROBLEME POSE ET CADRE D’ETUDE

On considére un massif de sol occupant le demi-espace 1 délimité
supérieurement par le plan d'équation y=0, qui forme un angle y avec
la direction horizontale (voir figure 1). Ce massif est 1lmmergé en
partie gauche (vers les x négatifs). On désigne par d la profondeur
d’'eau au point courant du fond marin et par d° la profondeur d'eau 2
1’origine des axes. La sollicitation a laquelle le massif est soumis
est constltuée par les forces volumiques de pesanteur caractérisées
par le poids volumique %, et par une onde plane de pressions
s’exergant sur le fond marin durant un intervalle de temps [0,t°].
Celle-ci est caractérisée en toute généralité par une fonction p(x,t)
définie sur Rx[O,tol. Elle rassemble 1les effets de la presslon
hydrostatique et de la houle de surface. On suppose que la mer est au
repos pour t<0. Dans ce chapitre consacré au sol purement cohérent,
les capaclités de résistance du matériau constituant le massif sont

décrites par le critere de Tresca.

On se propose d’étudier la question de la stabilité du massif soumis a
cette sollicitation dans le cadre de la théorie du Calcul a la Rupture
en déformations planes qui a été présentée par Salengon (1883). 11
s'agit en premier lieu de définir un mode de chargement dans lequel la
sollicitation pulsse étre ldentiflée & un processus particuller. C’est
1’objet des paragraphes 1.a,b,c. Le paragraphe 1.d fait 1’inventaire
des différentes modélisations qui seront envisagées pour décrire la

cohésion du matériau.

i.a une famille de modes de chargements

Soit un N-uplet (f1’°"’fn) de fonctions numériques définies sur R, et

91



supposées linéalrement indépendantes. Il engendre un espace vectoriel
F & partir duquel un mode de chargement est construit de la maniére

sulvante :

- les champs de contraintes statiquement admissibles dans le mode sont
constitués par les champs de tenseur ¢ équilibrant une densité
volumique y=-y(isiny+jcosy) de forces de pesanteur et un champ de
pressions défini par un élément quelconque de F, s’exergant sur le
fond marin. Ces champs de contraintes forment un espace vectoriel noté
S. On a donc :

(V g e S)A (72,...,4 )€ R™!) tels que :
(VxeRI(VyeR)divg+y =0 (1)
N
(Vx € R) o (x,0) =0 ;0 (x,0) =-FAf (x)
Xy yy 11

1=1

- les champs de vitesse V vérifiant la condition %}‘gmll_\_l(M)lhO et C1
par morceaux sont dits cinématiquement admissibles dans le mode et

forment un espace vectoriel noté C.

On désigne par I' 1'application définie sur S qui, & un champ g,
assocle la fonction cryy(x,O) définie sur la frontiére y=0 et par I
1’ isomorphisme de F sur R" qui, & un élément de F, associe ses
composantes dans la base (f1"“'fn)' On introduilt alors 1l'application
linéaire Q de S dans [Rm1 par :

Q(g)=(1 o I'(g),7) (2)

Par ailleurs, on introduit 1'application linéalire g de C dans g
telle que :

+00
gy = ( (—J Vy'fi dX)mst

,-IVycos x dQ ) (3)
19}
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Avec ces notatlons, le principe des puissances virtuelles prend la

forme classique sulvante :

(VgeS) (VVeC) J o:d dQ + J [Vl.g.n dZ = Q(g).g(V) (4)
Q z

ol ¥ désigne la réunion des surfaces de discontinuités du champ de
vitesse V, et [V](x) représente la discontinuité de vitesses au point

X de Z.

Figure 1. Schéma de principe de la houle
agissant sur une pente sous-marine

La notion de mode de chargement et en particulier la définition des
espaces S et C et des applications llinéaires Q et g constituent un
formalisme bien adapté a la mise en oeuvre du Calcul a la Rupture qui

sera 1’outll de base de ce chapitre.
Pour le cas particulier ol le fond marin est horizontal, les forces de

pesanteur et la pression hydrostatique de 1'eau au repos peuvent étre

équlilibrées par des champs de contraintes purement sphériques.
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Vis-a-vis du criteéere de TRESCA, 1les chargements correspondants ne
sauraient donc conduire a une instabilité. En d’autres termes, Ila
seule sollicitation & prendre en compte est la composante due & 1la
houle de la pression s'exergant sur le fond marin. Cette observatlon
permet de réduire de 2 la dimension de 1’espace des paramétres de

chargements.

Pour qu’une sollicitation particulieére définie par une valeur de 7 et
par une fonction de pression p soit un processus dans un mode de
chargement du type précédent, 11 faut pouvoir exhiber une famille (fn)
de fonctions engendrant un espace vectoriel auquel appartiennent
toutes les fonctions p(.,t) lorsque t décrit 1’intervalle d’étude. On
étudie maintenant le cas particuller essentiel de la houle de STOKES
d’'ordre n.

1.b houle de Stokes d’ordre n
1.b.1 Premiere approche du mode de chargement

On rappelle que cette théorie a été développée dans 1’hypothése d’un
fond marin horizontal. On a donc x=0 et la profondeur d’eau d=do est
une constante. La sollicitation est entiérement définie par la
surpression P, due & la houle, dont la forme est donnée par 1’équation
(37) en supprimant le terme hydrostatique. Les notations sont celles
du Chapitre I.

A chaque instant, ph(.,t) est un élément de 1’espace vectoriel
vect((cos 1kx,sin 1kx)1515n). Cette fonction est définle par la donnée
du triplet 51=(H(t).L,d). La sollicitation est donc un processus
particulier dans le mode de chargement & 2n paramétres construit a

1'aide de 1’'espace vectoriel précédent. Ce processus est caractérisé

par :
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-in_l(t)=p‘_1(?t) cos (iwt)
(vie{l,...,n} ) (5)
Q, (t)=p,_ (#,) sin (1ot)

I1 correspond géométriquement a un certain trajet de chargement dans
R*™.Une maniére d’aborder 1’étude de la stabilité du massif soumis a
la houle de STOKES d’ordre n pourrait donc étre de tenter la
détermination dans R® du domaine des chargements potentiellement
supportables dans ce mode. Le mode de chargement ainsil définl présente
1’avantage de permettre & chaque instant la prise en compte des
conditions aux limites imposées dans le temps par la sollicitation sur
le fond marin. Si 1l'’on aborde 1le probléme sous 1’angle de
1’Elastoplasticité, une telle description pas—-a-pas du chargement est
une nécessité. Dans ce cas, des conditions de régularité doivent étre
imposées a la fonction p(x,.) qui doit é&tre continue (par rapport au
temps) pour toute valeur de x. Cela revient a imposer la continuité de
de la fonction H(t). Avec cette restrictlion, la résolution du probléme
en Elastoplasticité fait alors appel & 1la donnée explicite de

1’évolution de cette fonction.

Dans la pratique, ce genre d’'information fait le plus souvent défaut,
la houle de projet étant en général caractérisée par une période et
une amplitude constantes. Pour ce type de données, si 1’on part d’un
état initial ot la mer est au repos, H(.) est une fonction-échelon, ce
qui n’a pas de sens dans le cadre de 1’Elastoplasticité. Le Calcul a
la Rupture va permettre de surmonter cette difficulté tout en

réduisant le dimension de 1’espace des paramétres de chargement.

1.b.2 Un mode de chargement simplifié

Pour que la stabilité potentielle du massif soumis & une sollicitation
définie sur un intervalle de temps [0,t°] soit assurée, 11 faut et 11l

suffit que le massif soit potentiellement stable a chaque instant. En
d’autres termes, 11 s’agit de figer 1'’onde de pressions ph a chaque
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instant t particulier et d’'étudier la stabilité potentielle du massif
sous 1'action de ph(.,t). En particulier, ce point de vue permet de
donner un sens au probléme de la houle de projet (houle de STOKES
d’amplitude constante). Soit donc une sollicitation définie sur [O,tol
par 1’'équation (37) sans le terme hydrostatique. On pose :

p(x,t) = §; p,_,(¥,) cos(ikx) (6)
1=1

En faisant 1'hypothése d'invariance par translation le long du fond
marin des capacités de résistance du matériau, 11 apparait que les
champs de pressions p(.,t) et 5(.,t) sont équivalents du point de vue
de la stabilité potentielle du massif. Pour s’en assurer, il suffit
d’'observer 1’'égalité de p(x,t) et E(x-%t,t). Physiquement, cela
signifie que les deux sollicitations définies respectivement par
1’onde progressive p et 1'onde stationnaire 5 sont interchangeables du
point de vue du Calcul a la Rupture. L’intérét de cette remarque
réside dans le fait que 1’onde stationnaire peut étre traitée dans le
cadre d’un mode de chargement plus simple que le précédent.

En effet, observant que p(.,t) est élément de vect{(cos ikx) ), on

1=5iSn
introduit le mode de chargement a n paramétres définl sur cet espace
vectoriel. La sollicitation associée a 5 constitue un processus de
chargement dans ce mode, défini par la fonction vectorielle Q' a

valeurs dans R":

(Viedll,...... ,n} ) Q ()= _ (9,) (7)

Par ce procédé, la dimension de 1’espace des paramétres de chargements
a été rédulte de moitié. Alnsi, bien que la sollicitation définie par
ph(x,t) n’appartienne pas au mode de chargement qul vient d’étre
défini, ce dernier permet 1’'étude de 1la stabllité du massif. En
désignant par K; le domalne des chargements potentliellement
supportables dans ce mode, les sollicitations p et p seront

elles-mémes potentiellement supportables si et seulement si 1la
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fonction Q’(t) de (7) est entieérement a valeurs dans K;.

La question de la stabilité potentielle du massif soumis & la houle de
STOKES d’ordre n peut donc é&tre résolue par la détermination du
domaine K;. Cependant, bien que R" soit “un bon espace" de paramétres
de chargements pour le Calcul & la Rupture, ceux-ci sont peu maniables
du point de vue du projeteur, qui caractérise la sollicitation par
triplet (H,L,d). Cette observation pose la question des valeurs
"potentiellement supportables" de H,L et d.

1.b.3 Espace des chargements (H,L,d)

On a vu que la notlon de houle de projet n'est pas utilisable du point
de vue de 1’Elastoplasticité. En revanche, le Calcul a la Rupture a
permis de lul donner un sens. Et c’est en fait parce que le concept de
houle de projet aborde 1'effet de 1la sollicitation "houle" dans
1’esprit-méme du Calcul a la Rupture. En effet, 11 consiste a définir
celle-ci non pas en termes de processus de chargement prescrit dans le
temps, mals par la donnée des paramétres H,L,d qul définissent en
quelque sorte un chargement dans Ra. Pour le projeteur, 11 s’agit de
s’assurer que les valeurs de H,L et d considérées ne conduisent pas a
une instabilité du massif. La connaissance de K; permet de définir le
domaine Kn de R° des ‘"chargements" (H,L,d) ©potentiellement
supportables : ce n'est autre que ¥ n ?:1(K;), intersection du domaine
# des valeurs possibles de (H,L,d) et de 1’image réciproque de K; par
1’application ?n. L’emplol du domaline I(.n est clalrement généralisable
au cas d’une houle de Stokes d’'ordre n d’amplitude variable, qui sera
potentiellement supportable si et seulement si ?t est a valeurs dans

Kn. La détermination de l(.n sera étudiée dans la sulte de ce chapitre

pour les valeurs de n=1 et 2.
1.c onde de pressions de forme quelconque

Le paragraphe 1.a définit le cadre général pour le calcul de stabilité

d’un massif sous-marin : 11 consiste & rechercher 1le systéme
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générateur (fn) de fonctions numériques élémentaires le plus petit
posslible dans lequel le type d'ondes de pressions utilisé pour la
modélisation de 1la houle puisse étre étudié. Cette approche est
fructueuse pour 1'étude de la stabilité sous 1l'action d’'une houle de
Stokes. Elle serait également adéquate si 1'onde de pressions était
considérée comme la superposition d’ondes monochromatiques de
longueurs d’'ondes données, comme on en falt souvent 1’hypothése dans

1’étude de la houle non réguliére.

Un cas perticulier élémentalre du mode de chargement précédent
consiste a définir la surpression de la houle par une fonction de
forme ph(x) et une amplitude A. La stabilité du massif sous 1'action
combinée de Aph(x), de la pression hydrostatique 7wd(x) et de 1la
pesanteur peut étre étudiée dans un mode de chargement & 3 paramétres
(7\,3'",7) du type défini précédemment avec fi(x)=ph(x) et fz(x)=d(x).
Certains résultats concernant 1le domaine tridimensionnel des
chargements (A,ww,'x) potentiellement supportables seront énoncés dans

la suite sans particulariser la fonctlion de forme ph(.).

1.4 les critéres de résistance

Comme cela a é€té annoncé, les capacltés de résistance du matériau
constituant le massif sont décrites dans ce chapitre par un critére de
Tresca. Celui-ci est défini par la donnée de la cohésion en tout point
de Q (voir Annexe 1). Dans le cas général du matériau hétérogeéne et
anisotrope, la cohésion est une fonction du point considéré dans le
massif, qui dépend également de 1'orientation des directions
principales du tenseur des contraintes. L’'hétérogénéité et
1’'anisotropie du matériau dépendent dans une large mesure du niveau de

surconsolidation du matériau.

Dans les milieux sous-marins, les sols fins normalement consolidés
occupent une part considérable. C’est la ralson pour laquelle une
place prépondérante leur revient dans ce chapitre. L’'hétérogénéité de

la cohésion d'un tel matériau est blen modélisée en adoptant un profil
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linéaire en fonction de la profondeur, c’est-a-dire Cly) =-7y. Le
coefficlient v, est appelé gradient de cohésion. Lorsqu’il est
indépendant de 1l'orientation des contraintes, le gradient de cohéslon

est une constante et le critére est dit linéaire isotrope.

Cependant, i1 est possible de tenir compte simultanément de
1'hétérogénéité de ce type de sol et de son anisotroplie. Dans le cas
d’un massif & surface horizontﬁle, 11 est ralsonnable de supposer que
le matériau est transversalement 1isotrope autdur de la direction
verticale Oy. Notant & 1’angle entre Oy et 1la direction principale
mineure du tenseur des contraintes, une modélisation hétérogéne
anisotrope simple consiste & poser C(M,5)=-7c(6)y. Les variations de
la fonction 76(6) sont décrites dans cette étude & 1’aide du modéle
introduit par Bishop (1966). Le criteére correspondant est dit linéaire
anisotrope. 11 fait appel & la donnée du coefficient VC(O) et a deux
coefficients d’'anisotropie Klet K.2 définis par :

Vc(n/Z) 7c(n/4)
= = 8
Kx 1c 0 Ké 7c105 (8)

Figure 2. Variations de 1C(.) selon la formule de Bishop
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En posant a=1--=K1 et b=1-2K2/(1+K1), 1’ expression de 76(6) est la

sulvante :
7c(6)=7c(0)(1-—a sin%3) (1-b sin%2s) (8)

Une représentation graphique des variations de 7, est fournie a la
figure 2. Les paragraphes 2 et 3 sont consacrés a 1’étude de la
stabilité du massif lorsque les capacités de résistance sont décrites
respectivement par les critéres linéaires isotrope et anisotrope. Des
calculs de stabilité a 1’alde de la théorie du Calcul & la Rupture ont
déja été effectués dans le passé avec un critére linéaire lsotrope par
Salengon (1974) et Salengon et Matar (1982). Parmi les exemples
d’emploi du Calcul & la Rupture pour un matériau cohérent cohérent
anisotrope, 11 convient de citer 1les travaux de Salengon et
Tristan-Lopez (1981).

Pour un massif constitué d’un matériau surconsolidé, le fait que la
cohésion en surface (y=0) ne soit plus nulle, contrairement au cas
normalement consolidé, constitue une différence fondamentale pour la
stabilité du massif. En traitant au paragraphe 4 le cas du critére
homogéne 1isotrope, 1’objectif est d’examiner simplement les
conséquences de 1'hypotheése faite sur C(0). Cette étude fournit une
premiére approche pour la question de 1la stabilité d'un massif

constitué d’un matériau surconsolidé.
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2 - LE CRITERE LINEAIRE ISOTROPE

Dans le cadre du critére de Tresca linéalre isotrope (7c=constante),
on commence par traiter le cas particulier de la houle linéaire
(théorie de Stokes d’ordre 1), qui revét une grande importance
pratique. Puis 1'on aborde la question de la stabilité du massif
sous-marin soumis & une houle de forme quelconque. Enfin, les

résultats ainsl dégagés sont appliqués & la détermination de K2.
2.8 la houle de Stokes d’ordre 1

La théorie de STOKES d’'ordre 1 permet de modéliser la pression due 2

la houle sur le fond marin par une onde progressive sinusoidale:

p{x,t) = posin(kx-wt) (10)

L’expression de p & ét¢é donnée en (I1.29) en fonction des
caractéristiques de la houle. Le choix du sinus & la place du cosinus
de (1.29), plus commode dans les calculs & suivre, est licite en vertu
de 1'hypothése d’'invariance de la cohésion dans une translation
horizontale. Les considérations présentées au paragraphe 1 conduisent
a introduire le mode de chargement & un paramétre construit sur
vect(sinkx). La question de la stabilité potentielle du massif peut
alors étre résolue en déterminant successivement le domaine K; dans R
des chargements P potentiellement supportables dans ce mode ; puis le
domaine K1=?W;1(K;) dans R® des valeurs H,L,d définissant une houle
de projet “potentiellement supportable". L’identification de K; sous
la forme d’un intervalle [O,p:] est effectuée en combinant les

approches statique et cinématique du Calcul a la Rupture.

2.a.1 Approche statique par 1’ intérieur de K;

Les composantes du tenseur des contraintes engendrées dans le

demi-espace par le champ de pressions posinkx ont été explicitées aux
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équations (II.64) du Chapitre II dans le cas ou le massif est
constitué¢ d'un matériau homogéne Iisotrope élastique linéaire
(h.1.1l.e.). Cette solution élastique fournit un champ de contraintes
particulier s.a. avec g . Pour qu’il soit compatible en tout point du
milieu avec les capacités de résistance, il faut et il suffit que
1’ inégaliteé :

172
[(o’ -0 )2+40'2] s 27 |y) (11)
XX yy xy c

soit vérifiée pour toutes valeurs de xeR et yeR . Elle exprime que le
diamétre du plus grand cercle de MOHR est majoré par 2C. Cette
condition peut é&tre explicitée en utilisant les équations (I1.64) dans
(11).

(VyeR) kpoexp(ky) =7, (12)

Par conséquent, pour les valeurs de p057c/k, le champ de contraintes
élastiques s.a. avec P, est compatible en tout point avec les
capacités de résistance du matériau. Il en résulte que ces valeurs de

P sont potentiellement supportables et donc :

+ c
po z — (13)

On observera que, pour la valeur p= 7c/k, les points M pour lesquels
le critére est saturé (f(¢(M))=0) sont situés en surface, c’est-a-dire
pour y=0. On notera aussi que 1’apparition du facteur 7c/k pouvalit

étre prévue par unc analyse dimensionnelle du probléme de stabilité.

2.a.2 Approche cinématique de K;

On considére le champ de vitesses V représenté & la figure 3. Il met
*

en Jeu 2 paramétres géométriques : ae)O,n/2[ et heR+. Les deux blocs

triangulaires 00’A et O0O’B sont rigides en translation parallélement &
0‘A et 0’B respectivement. On a donc :
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V(00’A)=U(-cosa | ~ sina J)

i
V(00’B)=V(-cose i + sina J) (14)

BEFAN
e

Figure 3 . Mécanisme & 2 blocs trianguleires centré en O

ol U et V sont 2 scalaires positifs. De plus la vitesse est nulle en
tout point situé en dehors du triangle ABO‘. Les segments O’A, O’B et
00’ constituent les lignes de discontinuités de ce champ de vitesses.
Pour que la puissance résistante maximale P(V) du massif dans le champ
V soit finle, les discontinuités de vitesse le long de ces llgnes
doivent étre tangentielles. Cette condition est vérifiée par
construction pour le cas de 0’A et 0’B. En imposant la condition
supplémentaire U=V dans (14), la discontinulté de vitesse W entre les
blocs O0‘B et O0‘A est paralléle a 00’

¥ =V(00’B) - V(00’A) =2 Usina } (15)

L’expression de la pulssance résistante maximale est alors la suivante :

P(V) = U { ‘[C(y)dl " JC(y)dl +2sina JC(y)dl } (16)

0’A 0'B 00’
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c’est-a~dire, tous calculs effectués :

P(V) = 7 hau.S“‘z“ (1 + sin%a) (17)
¢ cos‘a

L’expression de la puissance des forces extérieures .”r’extdans le champ

de vitesses considéré résulte de la définition du mode de chargement :

P =Q.q= P, J'-VV(X’O) sin kx dx (18)

Ox

En utilisant les équations (14) dans (18), 11 vient :

0
P =pUsina{rs1nkxdx-Isinkxdx} (19)
ext o
) -h
soit encore
- l1-cos kh
?ext = 2p°U sin a(—T—) (20)

Le théoréme cinématique permet d’'affirmer que le chargement P n’est
pas potentiellement supportable si .‘PextzP(V). En explicitant cette
inégalité a 1’aide de (17) et (20),on déduit une majoration de p: sous
la forme suivante :

Y 2 2
p+ < _° (kh) 1+sin“«a (21)

k 2{(1i-cos kh) cosZa

La valeur minimale du membre de droite de (21} lorsque a décrit
»*
10,n/2[ et h décrit IR+ est obtenue par passage a la limite quand a et

h tendent vers 0. Il en résulte que :

k (22)

Le champ de contralntes élastique d’une part, et la limite quand h et
a tendent vers 0 du mécanisme étudié d’autre part, forment donc une

solution compléte au sens du Calcul & la Rupture. On constate que le
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meilleur mécanisme de la classe étudiée est évanescent au sens ou la
zone déformée tend vers 1’unique point O lorsque h et a tendent vers
0. Un résultat similalire a déja été obtenu par Salengon (1974) pour la
question de la capacité portante d’'une fondation sur un massif
constitué par un matériau défini par le méme critére de rupture. Cette
propriété du mécanisme optimal doit étre manifestement attribuée a la
condition C(0)=0.

Le théoréme d’assoclation s’applique & ce cas particulier au sens ou
le tenseur des contraintes élastique en 0, qul n’est autre que le
tenseur nul, est bien a la limite du critére de rupture. Cependant, en
tout point du plan y=0, et en raison de 1’hypothése C{0)=0, le domaine
des états de contraintes admissibles dans 1’espace des contraintes
principales se réduit a la trissectrice d'équations o =0,=0,. Un champ
de contralntes compatible avec les capacités de réslstance est donc
nécessalirement a la limite du critére en tout point du plan y=0 ou les
états de contraintes sont donc purement sphériques. Cette observation
fournit un résultat plus fort que celui obtenu par le théoréme

d’association.

2.a2.3 Détermination du domalne K1

Le domaine K; étant identifié, i1 est possible de déterminer
1’ensemble K1=Rn?;1(K;) des valeurs de H, L et d définissant une houle
de proJjet potentiellement supportable.

Pour 1la houle de Stokes d’'ordre 1, 1l’application ?1 qui a été
introduite au Chapitre 1 est définie de Ra dans R et associe au

triplet (H,L,d) 1’amplitude du signal sinusoidal de pressions:

‘JHH
? (HL,d) =p = —m— (23)
1 ° 20h(2n%)

?;i(K;) est donc 1’'ensemble des triplets (H,L,d) qui satisfont 1la
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condition :

v

—=
7
v

H 1 d
D’autre part, ¥ rassemble par définition les valeurs possibles de
(H,L,d) c’est-a-dire celles qul satisfont 1la condition de non

déferlement:

th(Zn%) (25)

1
=37

=

H/L
A
1
: - _/___
“\HOULES POSSIBLES

L7 HOULES POT. SUPPORTABLES

C
Ty

W

— d/L

Figure 4. Schéma de principe du domaine K1 dans le plan (%,%)

Pour qu’une houle de projet soit potentiellement supportable, 11 est
nécessaire et suffisant que les relations (24) et (25) soient
vérifiées simultanément. C’est la raison pour laquelle 11 est commode
de représenter le domaine K1 dans 1'espace (d/L,H/L). Dans cet espace,
le domaine ¥ (resp. ?;1(K;)) correspond 4 1'ensemble des points situés
au-dessous de la fonctlon concave (resp. convexe) de la figure 4. Les

valeurs possibles de (H,L,d) non potentiellement supportables occupent
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le domaine hachuré sur ce schéma, dont 1'ampleur décroit lorsque le

gradient de cohéslion (A augmente. En particulier, 11 existe une valeur
="

critique y_de 7 au-dela de laquelle toute houle possible ((H,L,d)eX)

est potentiellement supportable. Le calcul fournit :
. 3
7= 0,225 ¥, = 2,25 kN/m (26)

La condition 7:=7c définit donc un critére de stabilité (potentielle)
inconditionnelle, c'est-a-dire vis-a-vis de 1la houle 1la plus
défavorable. Mals ce critére dépend naturellement de la modélisation
adoptée pour la houle (en 1’occurence, la théorie de STOKES d’ordre
1). On reviendra sur ce point lors de 1’'étude de Ké. La figure §
fournit le domaine des houles de projet potentiellement supportables
*

pour différentes valeurs du gradlent de cohésion 1c de la forme gwc
pour n € {1,...,9}.

VA A —

I/H THNHARYD

7C
= =0,025
7

PROFONNEUR RELATIVE d/L

Figure 5. Représentation de K1 dans le plan (g.g)
pour différentes valeurs de 7c/7'
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2.b stabilité sous une houle de forme quelconque

On examine successivement la stabilité d’un massif horizontal puis

d’un massif incliné sous 1’action d’une houle de forme quelconque.
2.b.1 Le cas du fond marin horizontal

On se donne une fonction P, numérique de la varlable réelle . Elle est
supposée C1 par morceaux. Dans le cas d’un fond marin horizontal,
cette fonction permet de définir un mode de chargement & un paramétre
A. A la valeur A du paramétre de chargement correspond un champ de
surpressions Aph(.) sur le fond marin. Il s'agit de détermliner des
approches par 1'intérieur et 1’extérieur du domaine K=[—A+.A+] des
chargements A potentiellement supportables, sans particulariser la
fonction P, Les résultats obtenus seront ensuite généralisés au cas

d’un fond marin plan incliné.
2.b.1.1 Une condition de continuité sur ph(.)

Soit ph(.) une fonction de forme de pressions sur le fond marin
supposée ct par morceaux. On va montrer que la continuité de ph(.) est

une condition nécessalre pour que A" solt non nul.

On suppose donc que ph(.) présente une discontinuité en X . I1 existe
un ouvert I contenant X tel que cette fonction soit continue et
dérivable en tout point de I-{x} . On note ph(x;) et p (x) les
valeurs prises par P, respectivement & droite et & gauche. On étudie
1’équilibre du massif soumis 2a Aph(.).

Soit ¢ un champ de contraintes s.a. avec A. On considére le
demi-disque de centre M(xo,O) et de rayon £>0, représenté a la figure
6 . Le moment Mr en M des vecteurs-contraintes g.n s’exergant sur
1’arc AB équilibre le moment Mm des forces de pressions s’exercant sur

1’intervalle [xo—c.xo+e]. On a donc :
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U4

Mr =€ f T dl = 82 I T d6
AB 0
+g
Mm = -A I u ph(xo+u) du (27)
-€
M =M
r m

Figure 8. Demi-disque soumis & un champ de pressions discontinu en O

Si 1’on suppose que ¢ est compatible en tout point avec les capacités
de résistance du matérlau, on dispose d’une condition supplémentaire

sur ¢ :|7{=C. Il en résulte une majoration de IMrl:
T

L
IM | = €2 7 lyl do = ¢ £ silnedo=21% e (28)
r 0 [+ c 0 c

L'inégalité (28) permet d'affirmer que :
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lim -% =0 (29)

En faisant un développement limité de p, au premier ordre a droite et
4 gauche de X 11 est faclile de vérifier que :

lim ~—=2A (30)

L’égalité de M; et Mr pour toute valeur de £ impose 1’égalité des
limlites calculées en (28) et (30). Comme P, est discontinue en X, i1
en résulte que A doit é&tre nul. Une fonction de pressions discontinue

n’est donc pas potentiellement supportable par le massif.

Naturellement, pour les modélisations usuelles de 1a houle une
régularité plus forte que la simple continuité est en général assurée.
Cependant, on verra au paragraphe 2.b.1.5 un exemple qul fera appel au
résultat qui vient d’étre établi.

2.b.1.2 Une approche cinématique

Soit M un point de la surface (y=0) pour lequel la fonction P, est
dérivable. Son abscisse est notée a. Une approche cinématique pour le
probléme de 1la houle de forme gquelconque consiste 2a généraliser
1’utilisation du mécanisme & 2 blocs rigides introduit pour 1’étude
de la houle de Stokes d’ordre 1 (voir figure 7). Les vitesses de

translation des blocs sont définies respectivement par:

V(MM’' A) = sU(-icos a ~-jsin «)
) (31)

V(MM’B) = sU(-icos a +]Jsin «)

ol s =+ 1 (resp. s = - 1) correspond & un mécanisme de glissement de
blocs vers les x < O (resp. vers les x > 0). La pulssance résistante
maximale P(V) est naturellement inchangée. Elle a été donnée en (17).
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Par allleurs, l'expression de la pulssance du chargement dans le

mécanisme étudié résulte de la définition du mode de chargement :

+00
P  =04-= R-J -Vy(x.O)ph(x) dx (32)
-0

En explicitant Vy(x,O) a 1'aide de (31), il vient :

P = As U sin « f(h) (33)
ext
ou 1l'’on & posé :
a+h a
£(h) =I p, (x) dx -f p, (x) dx (34)
a a-h
a—h 0 o+h
\l/ BW ’ \i/

Figure 7. Généralisation du mécanisme & 2 blocs triangulaires

11 est facile de voir que f(0)=f’'(0)=0 et f”(0)=2p;(a). 11 en résulte

un développement limité au second ordre de f sous la forme :

f(h) = th;(a) + hzg(h) avec %3@ g(h) =0 (35)

En utilisant (17), (33) et (35), le théoréme cinématique fournit une

majoration de at.

2
+ y 1+sig @ 1 (36)
cos“a lp;(a)+g(h)|

La majoration la plus restrictive, & h donné, est obtenue lorsque a0,
En remplacant de plus le membre de droite de (36) par sa limlte quand
h-0, 11 vient :
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+ 3’6
Ats —° (37)

lp; (a) |
La fonction P, étent C! par morceaux, 11 existe un ensemble au plus
dénombrable de polnts ou P, n'est pas dérivable. Soit donc x un tel
point et I un intervalle ouvert contenant x, tel que ph soit C1 sur
I-{x}. On note

] Ny _ )
ph(x )’§$£ ph(a)

p, (x )=1im p’ (a)
adx

Par définition, P, est dérivable & droite (resp. & gauche) si la
limite p;(x+) (PeSp.p;(x—)) existe. La majoration (37) étant valable
pour tous les points de I-{x}, il apparait que seule la valeur A=0 est
potentiellement supportable si P, n'est pas dérivable a la fols &
droite et a gauche de x. Cette observation vient compléter la
conclusion du paragraphe 2.b.1.1 : étant donnée une fonction ph(.) ct
par morceaux, pour gque A' soit non nul, 11 est nécessaire que la
fonction P, soit continue, et que les discontinuités de p; soient de

premiére espéce. Posant

F, (x)=sup{ lp;(x*) I 1ps (x7) 1} (39)

L'inégalité (37) peut étre généralisée en tout point :

Y

+ [
(VXER) A s W (40)

soit encore

Y

v s ° (41)
sup F;in
x€R

Une illustration immédiate de (41) est fournle par le cas de la houle

de Stokes d’'ordre 1. Pour ph(x)=coskx, on vérifie que suplp;(a)|=k, ce
aeR
qui permet de retrouver la majoratlon A's 7c/k déja établie au

paragraphe 2.a.2.
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Il est intéressant d’exprimer le résultat obtenu par 1'approche
cinématique sans falre référence explicite au formalisme de mode de
chargement : si 1’on considére une fonction de pression ph(.) de forme
quelconque, et que 1’on définit la fonction Fh(.) & partir de ph(.)
comme en (39), la stabilité du fond marin soumis & ph(.) impose que

sup Fh(x)57 (42)
x € R ©

2.b.1.3 Approche statique par 1’intérieur

Comme cela a été fait pour la houle de STOKES d’ordre 1, il est
possible d’obtenir un champ de contraintes statiquement admissible
avec le chargement défini par A en ayant recours a la solution du
probléme aux limites dans le cas ol le massif est constitué par un
matériau h.i.l.e. incompressible. Cette solution est construite sous
certaines hypothéses au Chapitre II. Pour simplifier on suppose dans
ce paragraphe que la fonction ph(.) est C2 a support compact. On
rappelle que le champ de contralntes "élastique" est construit a

partir de la solution u du probléme suivant:

Au =0 dans R~

uh(x.O) = ph(x) (43)
lim u =90
(x,y)—)oo

Le tenseur g:l(M) des contralntes élastiques au point M(x,y) est alors
définl par sa matrice g::l dans la base (}1,.]) de la maniére suivante :

du du

A -u -yz— Vae
ol h Y8y ax (a4)
=h du du
y_h - +y_h
ox h v 8y

Le champ de contraintes hg:: est manifestement statiquement admissible

avec Aph(.). Une approche par 1'intérieur de K est obtenue en
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déterminant les valeurs de A pour lesquelles )Lg:I est compatible en
tout point de Q avec les capacités de résistance du matériau. En
utilisant la forme particuliére de g;I donnée en (44) cette conditlon
de compatibilité s’écrit :

} U2 Bu a2 1s2
{(Vv(x,y) e RxR') 2A]yl [:—x-—] +[-§y—] s 2 7cly| (45)

Une minoration de A” résulte immédiatement de (45)

+ 7c
AT = (486)
sup_ ligra.d u |
RxR
du 8u
On introduit maintenant la fonction H=a—y—h+ia—;- . La fonction uh étant

harmonique, H est une fonction holomorphe dans 1le demi-plan. Par

ailleurs, il est faclile de voir que:

lgrad u ll = |H| (47)

On note de plus CR et DR respectivement le demi-cercle et 1la

demi-disque de centre O et de rayon R :

{(xy); x+y R,yso}
(48)

{(xy); x%+y? s R, yso}

La fonction ph(x) étant a C° a support compact, on peut utiliser les
résultats du Chapitre 1I relatifs au probléme 32 : la quantité

S=sup ligrad ull est donc définie et 1’on peut montrer qu’il est
RxR™
possible de trouver un réel R pour lequel :

(VM e R<R\D ) ligrad u (x,y)lIl s S/2 (49)
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I1 en résulte que la valeur maximale de ligrad uhH dans RxR est
atteinte dans DR. Or H étant holomorphe, le "principe du maximum"
permet d’affirmer que la valeur maximale de |H| et donc de ligrad qu

est nécessalrement atteinte sur la frontiére aDR de DR:

BDR = CRU[_R’ +R]x{0} (50)

En ralison de la condition (48), la valeur maximale de igrad uhll ne
saurait étre atteinte sur CR. Il en résulte qu’elle est nécessalrement

atteinte en un point du fond marin :

S = sup ligrad ull = sup ligrad u il (51)
RxR Rx{ o}

L’égalité (51) constitue une grande simplification dans 1la
détermination du minorant de A* fournl par (46), puis qu’'il suffit
maintenant d’'examiner les valeurs prises par ligrad uhll sur la
frontiére du demi-espace. L’'avantage essentiel de ce résultat réside
dans le falt que le calcul de S ne nécessite pas la résolution de

(43). En effet, on vérifie immédiatement que :

auh
W(a,O) = ph(a) (52)

De plus, on peut montrer (voir Annexe 2 ) que :

ou, 1 1
5y—(a’0) = Evp-}-(-(ph(at )) (53)

ol vp% désigne la distribution dite "valeur principale de Cauchy"
définie par:

(VoeD(R)) vp;lc—(so)ﬂ:})lg J@ dx (54)

Ix|>e
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Les égalités (52) et (53) permettent le calcul de S et donc du
minorant de A° fourni par (46) directement & partir de la donnée

p;(-). 11 vient :

7
At =2 i (55)

. 2 .1 1, 2 172
sup (ph(a)) +(;vp§(ph(a+.))
aelR

A titre d’illustration, i1 est 1intéressant d’appliquer (55) pour
retrouver le résultat é&tabli par 1’'approche statique dans le cas de la
houle de Stokes d’ordre 1. La fonction de forme est ici ph(x)=coskx.
Par définition de vpy :

vp § (sin k(x+.)) = Un | sinlixtku) g, (56)
€50 lu|ze
Les fonctlons sin ku et =28 ku étant respectivement paire et impaire,

i1 est facile de voir que

o0
sin(ku) du

lim J EEELEE:EEl du = 2cos{kx) 3 (57)
€ 20 1se 0
De (57), il résulte la valeur de vpi(sin(k(x + .))
vp I (sin(kix + .)) = n cos(kx) (58)

Pour le cas particulier de la houle de Stokes d’ordre 1, 11 apparait
donc que ligrad uhH est constant et égal a k sur toute la frontiere du
demi-espace RxR . La minoration (55) prend donc la forme déja établie
au paragraphe 2.a.1 :

(59)

L’'avantage du présent calcul sur celui qul a été effectué précédemment
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réside dans le fait qu'il n'a pas falit appel & 1’expression explicite
du champ de contralntes élastique statiquement admissible avec ph(.),
ni d'ajilleurs & la solution du probléme (43). Il a pu étre effectué a

partir de la seule connalssance de P,

Encore une fols, 11 est intéressant d’exprimer le résultat de ce
paragraphe sans faire référence explicite au concept de mode de
chargement. Considérant une pression ph(.) s'appliquant sur le fond

marin, la condition

’ 2.1 1., 2 12
sup (ph(a)) +(Evp;(ph(a+. )) sy (60)
a e€R ¢

assure la stabilité potentielle du massif soumis a p(.).

Méme si 1’emploi de (41) et (55) dans le cas de la houle de Stokes
d'ordre 1 fournit la valeur exacte de A+, dans le cas général les
majorant et minorant de A" introduits par ces équations sont
différents. Cette constatation a conduit & développer wune autre
approche statique par 1’'intérieur. Elle repose sur un champ de
contraintes discontinu qui est utillisé & plusieurs reprises dans des

applications ultérieures.
2.b.1.4 Approche statique par un champ de contraintes discontinu

Si1 1’on fait 1’hypothése que 1'instabllité du massif sous-marin sous
le chargement de la houle est un phénoméne qui apparait tout d’abord
en surface, i1 est naturel de "faire confiance" a la valeur par excés
de A* donnée par la condition (41). C’'est 1’idée qui prévaut dans la
construction d’'une deuxiéme approche par 1’intérieur, basée sur un
champ de contralntes gf sans rapport avec la théorie de 1'Elasticité.
I1 est défini sous réserve que P, solit 2 fols dérivable. Ses
composantes dans la base (i,]) s’expriment en fonction de

ph(.),p;(.),p:(.) et d’'un réel o0 arbitraire :
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y > —a y < -«

xx = —ph(x) o‘:§x =0
= ’ = =gp’

xy yp, (x) 2 crgy ap; (x) . (61)
= - - " = - ”

vy ph(x) 2.ph(x) Y ph(x)+a(§+y)ph(x)

Le champ de contraintes Ag° est manifestement s.a. avec Aph(.). Les
conditions & vérifier par A pour que Ag° soit compatible en tout point

du massif avec les capacités de résistance sont les suivantes :

4

y>-oa : AS °

sup |p;(x)|¢/1+a318.(pg(x)/p;(x))a
x€R
(62)

vclyl/a

(Vy<-a): As

sup 1p;(x)|V/3+1/4a2.{ph(x)/p;(x)-a(g+y)pg(x)/p;(x>12
xeR

En choisissant Jjudicieusement le paramétre a, on peut espérer que le

facteur de ':rc/sup lp;l(x)l dans chacune des deux expressions
x€R
précédentes soit peu différent de 1. On verra que c’est bien ce qui se

passe dans le cas de la houle de STOKES d’ordre 2.

2.b.1.5 Une approche statique par 1'extérleur
Exposé de la méthode

Pour obtenir un majorant de A+, la démarche classique consiste a
recourir au théoréme cinématique, comme cela a été falt au paragraphe
2.b.1.2. A priori, on peut également tenter de mettre en oeuvre le
raisonnement statique par 1'extérieur comme au 2.b.1.1. Dans son
principe, 11 s’agit d’examiner 1’ensemble des champs de contraintes
statiquement admissibles &avec les données en efforts, en vue de

dégager une condition portant sur le chargement pour qu’aucun de ces
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champs ne solt compatible avec les capacités de résistance. Alnsi
décrit, ce procédé consiste donc a tenter de mettre en oceuvre 1’idée
brute du Calcul a la Rupture sans recourir au théoréme cinématique.
Dans le cas général du milieu continu, la mise en oeuvre de cette
approche est délicate, car on est évidemment le plus souvent dans
1’ impossibilité de passer en revue tous les champs de contraintes s.a.
avec un chargement donné. Toutefois, pour le probléme particuliler
envisagé, elle va permettre de retrouver simplement la majoration
(41).

On note comme précédemment S, 1’espace des champs de contraintes
statiquement admlssibles dans le mode défini par vect(ph), et L
1’application linéaire de S dans R, qui & un champ ¢ de S assocle
1’amplitude A qu’il équilibre. Soit M le point d’'abscisse x situé¢ a la
surface du fond marin. On considére le demi-disque Qe de centre M et

de rayon ¢ :
ns = { PeQ IMPI < e} (63)

et 1’on note H€ (resp. H) 1’ensemble des é&léments de S compatibles
dans Qe (resp. Q) avec les capacités de résistance. On observe d’abord
que H=€£LH€. D’autre part, les ensembles ns étant ordonnés par ordre
croissant au sens de 1’inclusion pour des valeurs croissants de £, les
ensembles He sont donc ordonnés dans le sens contraire et 1'on peut

ainsi définir HO:

= Yn - {g e 5, (3e>0)(VPen) £(g(P)) 5 O } (64)

I1 s’agit de 1l’ensemble des éléments de S compatibles avec les
capacités de résistance du matériau au moins dans un voisinage du
point M. H; contient manifestement H. Le domaine K;=L(H;) constitue
donc une approche par 1’extérieur du domaine K=L(H) des chargements
potentiels supportables. L’intérét de cette construction réside dans
le fait que Kb peut étre déterminé directement, c’est-a-dire a partir

de la connalssance de Ho. En effet, soit un champ de contraintes g€es.
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Alors 11 existe un réel A pour lequel :

(V aeR) o (,0)=0 ; o (&,0)=-Ap (@) (65)
xy Yy h

Si de plus gEHo. alors i1 existe un réel >0 tel que :
(vPen ) f(g(P)) =0 (66)

Comme on 1'a souligné & la fin du paragraphe 2.a.2, la condition (66)
écrite aux points de Qenan en tenant compte de la propriété C(0)=0
impose que le tenseur des contraintes soit sphérique en tout point de

cet intervalle. En notant Ie=]x—e,x+e[
(Vael ) o _(a,0)=-2p (a) (67)

L’ensemble des points de Ie ol o et p,_ ne sont pas dérivables est
discret. On note I; son complémentaire dans Ie’ qui est dense dans Ie.
En utilisant conjointement (B65), (67) et les équations de champ
vérifiées par ¢, on observe d’abord que :

3o 8o
. a;yta,O)- a:x(a.0)=lp;(a)
(VaeI;) (68)
Bayy Bo;y
= ( =
"By {x,0) (a,0)=0

ax

Le développement 1imité au premier ordre par rapport a y de o;y(a,y)
et o;y(a,y) au voisinage du point («,0) de Qenan est donc indépendant

du choix de contraintes g € HonL-lih) :
. ’
"xy“"'y)’ Ayp, (a) +yBxy(a.y)
(69)

o;y(a.y)=—hph(a) +yByy(a.y)

ol les fonctions Bxy(a.y) et Byy(a.y) vérifiant la condition :
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;})rg Bxy(a,y) = )1,1)13 Byy(a,y) =0 (70)

do
XX

En revanche, la valeur de By

{«,0) reste indéterminée :

do

- XX =
crxx(oc,y)— Aph(a) +y 3y (a,0)+y8xx(a.y) avec ;})gl Bxxux,y) 0 (71)

On note encore D=(I£-Ié)x{0}, 1’ensemble des points de 1'espace ol P,
n’est pas dérivable. En explicitant les conditions (66) pour les
points de ne—D a l’aide des relations (69) et (71), il vient :

. 172
{[aa;x(a.0)+Bxx(a.y)-3yy(a.Y)]2+4{Ap;(a)+3xy(a'y)]é} e e

En tenant compte de (70), il est facile de vérifier que (72) impose :

¥

[+]

(VQEIé) IAl s — o (73)
lp;(a)l

Comme la fonction p; est continue par morceaux et que Ié est dense
dans Is’ la condition (73) est en falt vraie en tout point de Ic'
quitte & remplacer p;(a) par Fh(a)=sup(lp;(a-)l.lp;(a+)l) si p_ n’est
pas dérivable en « :

¥

c

Fh(a)

(74)

(VaeIs) 1Al =

En particulier, il faut que |A|5764F;(x)|. Cette propriété devant
étre assurée pour tout réel A image par L d’un élément de H;. il en

résulte que :
K=L(H) cJ = [-y /IF.(x);9 Z/IF (x)|] (75)
[} o x < h [ h

Puisque K.o contient K, le segment Jx constitue donc une approche per

1’extérieur de K. Elle est formellement équivalente & la majoration

(40). Mais 11 faut noter qu’elle a pu &tre établie par un raisopnement
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purement statique, puisque le calcul effectué repose sur la définition
méme de Kb comme image par L de Hb : tous les champs de contralntes
s.a. dans le mode et compatibles avec les capacités de résistance du

matériau au voisinage d’un point donné de la surface ont été examinés.

Afin de compléter la connalssance de Kb’ on va maintenant établir
1'inclusion de (75) dans 1’autre sens dans le cas ol la fonction P,
est 2 fols dérivable dans un volsinage de x. On aura ainsl établi que
K0=Jx et prouvé de la sorte que Jx est la meilleure approche par
1’extérieur de K que pulsse fournir le railsonnement statique proposé.
Pour cela, on considére 1le champ de contraintes gp dont la

représentation matricielle gp dans la base (1,J) est donnée par :

—ph(a) yp;(a)
(76)

na>
It

2
s - _X ”
yph(a) ph(a) 5 ph(a)

11 est faclle de voir que gpe S. Pour que g=hgp soit élément de Ho, il

suffit qu'il existe un réel £>0 tel que :

2 1/2
(VP(e, y)en ) |a|.[(p;(a))2+§ig(p;;(a))2] =7 (77)
On pose :
Fi(e)=sup Ip;(a)l et Fé(e)=sup Ip:(a)l (78)
aeIs aeIe

Avec ces notations, pour que la condition (77) soit assurée, 1l suffit

que :

2 82 o 1/2
(Al [(Fl(e)) VE(F () ] s (79)

Soient A;(resp. l;) les suites définies par :
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ty
hd (80)

A =
[FI(§)2+(F2(§)/4n)21"2

o+

+ +
Par construction, A~ ¢° € H ¢ H. Il en résulte que A €L(H )=K .
n = 1/n [} n -] ]
Sous réserve que p;(x) # 0, 11 est faclile de voir que la sulte

A;(resp. h;) converge vers A'(resp. A7) défini par :

ty
P (81)
lpl’l(x)l

La convexité du critére permet alors d’affirmer que :

[- 'a'c/lp;‘(x)l ; 7c/lpl’l(x)|] c K°=L(H°) (82)

ce qul achéve de déterminer complétement Ko par une analyse de type

statique.
Commentaires sur 1’approche statique par 1’extérieur

Etant dans 1’ impossibilité de déterminer K exactement par une méthode
statique, on a en falt recherché un sous-domaine Qo de 1 dans lequel
cette méthode statique devienne performante, A savoir un voisinage
d’un point de 8Q. L’approche statique dans le sous-domaine Qo consiste
2 rechercher parmi les champs s.a. dans le mode, tous ceux qui sont
compatibles avec les capacités de résistance dans le sous-domaine Qo,
sans condition dans Q—Qo. Cela revient en fait a effectuer une
approche statique classique pour le massif Q renforcé (capacités de
résistance infinies) dans la partie n—no. On notera cependant que
cette approche statique pour le milieu renforcé doit étre exhaustive,
c’est-a-dire que le domaine Ho de S doit étre connu exactement. En
effet, sl 1’on ne connait qu’une partie de Ko, 1’inclusion KcKo ne

pourra étre exploitée.

I1 est facile d’illustrer ce procédé d'approche statique par

1’extérieur sur 1'exemple classique du cadre a 3 barres (voir figure
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8). Le domaine QI est constitué par les 3 barres dont la limite en
traction-compression vaut L. Le chargement est une force Q appliquée
au milieu du segment BC. Une approche statique par 1'extérieur du
domaine K =[0,Q'] des valeurs de Q potentiellement supportables est
obtenue en effectuant 1'approche statique exhaustive pour le
sous-domaine @ de Q constitué par les barres (2) et (3). N désignant
la tension de la barre n°i, le couple (N2,N3) définit un champ de

contraintes dans Ho si :

N_+2N_=3Q/2
| N2 (=L (83)
IN 3 IsL

La borne supérieure Q: de Ko en résulte :

Q:=2L (84)
Ll Ll / S Sy S
Al B! c
{1) (2) (3)
A B C
0

Figure B. Le cadre &4 3 barres

qui constitue un majorant de la charge extréme Q+. Pour ce cholx
particuller de Qo, i1 est facile de voir que les domalines K et K‘> sont
en fait identiques. Ceci est 1ié au fait que Qo représente le
sous—-domalne de Q mis en mouvement dans un mécanisme d’écoulement
plastique libre de la structure. Un autre choix de Qo conduirait a une

majoration au sens strict de Q'. Ainsi, en choisissant n°=(1)+(2). on
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trouverait Q:=6L, ce qul constitue une majoration trés médiocre de la
charge extréme Q.

Cet exemple met en évidence 1’ importance du choix du sous-domaine nb.
Pour le probléme du fond sous-marin soumis & 1'action de la houle, la
condition (75) résulte de 1’'expression purement locale de la
compatibllité entre équilibre et capacité de résistance au voisinage
du fond marin. C’est pourquoi 1’on pourrait craindre a priori que la
qualité de cette approche de K puisse souffrir du fait que 1’on ne
s’est pas préoccupé de la dite compatibilité dans le reste du massif.
En fait, la méthode statique par 1’extérieur trouve ici sa
Justification physique dans le fait que les phénoménes d’instabilité
auxquels 11 faut s’attendre seront précisément initiés au voisinage du

fond marin.
Un autre exemple d’application

L'approche statique par 1’extérieur a été développée pour le mode de
chargement construit sur vect(ph). L’objet de ce paragraphe est de
présenter une autre application de cette méthode, dans le cadre du
mode de chargement du poincon rigide. On conslidére donc une semelle
rigide infinie selon la direction 0z (voir figure 9) et transmettant
dans le sol de fondation occupant le domaine R x R une force
verticale F par unité de longueur et un moment nul par rapport a 1’axe
Oz' L’ interface sol-semelle est 1llisse. Le critére de rupture de
matériau est comme précédemment le critére de TRESCA 1linéalre
isotrope. Un champ de contrainte ¢ est s.a. dans ce mode de chargement

si et seulement s'il vérifie les conditions :

(vxeR) o (x,0)=0
xy

(VxeR-[-a,+a]) a&y(x,0)=0 (85)
+a +a
J o (x,0)dx=-F ; J xo (%,0)dx=0
yy yy
-a -a
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y 4

¥

Figure 9. Semelle infinie soumise & une surcharge verticale

La détermination exacte du domaine des valeurs de F potentiellement
supportables a été effectuée par Salengon (1874) au moyen d'une
approche statique par 1'intérieur et d’une approche par 1’ extérieur
par les vitesses. On propose 1cl de retrouver le résultat de

1’approche cinématique par un raisonnement statique par 1’extérieur.

Soit donc ¢ un champ de contrainte s.a. avec F, C1 par morceaux et
compatible avec les capacités de résistance du matériau. On pose
p(x)=-o'yy(x,0). Par construction, p(.) est une fonction de pression
potentiellement supportable par le massif. lLe résultat du paragraphe
2.b.1.1 permet d’'affirmer la continuité de p(.). En particulier, cela

impose que p(-a’)=p(a”)=0. On note (x ) le n-uplet des points de

1" 15isn
discontinuité de p;(.) dans 1'intervalle J]-a,+al. On note de plus

x =-a et x  =+a. Pour un réel xel-a,+a)l, on pose encore
[«] n

J=sup{i.xi<x}. Avec ces notations, i1 vient :

j-1 1+1
p(x)= Z p’(t)dt + | p’(t)dt (86)
1=0 Jy X
) 3

ou encore @
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j+1 n 1+1
p(x) = - | p’(t)dt - Z p’ (t)dt (87)
1=j+1
X

X
i

La majoration (75) utilisée dans les relations (85) et (86) fournit

alors deux majorations de |[p(x)|

Ip(x) sy (a+x)
© (88)

Ip(x)I57c(a-x)

}

-a

2
Figure 10. Position relative de p (.) et Io;y(..O)I

La figure 10 fournit une interprétation géométrique de (88). La
fonction O‘yy(.,O) est tracée au-dessous de la fonction p'(.) définle
par :
L ]
x<-a : p (x)=0
*
-a<x<0 p.(x)=7c(x+a) (89)
O<x<a : p (x)=1c(a—x)

»
x>a : p (x)=0

Cette majoration de |cryy(.,0)l impose une majoration de F qui est
relié a o;y(..O) par la relation donnée en (85)
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a

0
IF] = 7, {J {x+a)dx + I (a—x)dx} a'caz (90)

-a [0}

Salengon (1874) a établi que F' = a'caz. De plus, i1 a montré que la
*
distribution de contralntes sous le polngon n’est autre que p (.)

+

lorsque F = F .
2.b.2 Le fond marin incliné

lorsque le fond marin est incliné, i1 est nécessaire de prendre en
compte les forces de pesanteur et la pression hydrostatique s’exergant
respectivement dans le massif et sur sa frontiére. En supposant que la
pente est stable en dehors de 1’'action de la houle, il s’agit de
quantifier le risque d’'instabilité encouru sous un champ de pressions
Aph(.) représentant les surpressions dues & la houle qui s’exercent
sur le fond marin (voir figure 1). Il s’exprime sous la forme de
conditions & vérifier par A pour que hph(.) soit potentiellement
supportable.

2.b.2.1 approche cinématique

L’emploi du mécanisme & deux blocs triangulaires de la figure 7 peut
étre généralisé sans difficulté dans le cas du fond incling,
1’abscisse a du point M prenant toute valeur Immergée. Dans
1’'expression de la pulssance des forces extérieures ?ext donnée pour
ce champ de vitesses a 1’équation (33), 11 faut maintenant rajouter
les contributions notées ?hyd et ?pes respectivement de la pression

hydrostatique et de la pesanteur. Il est facile de voir que :
P = sUyh® sina siny (84)
pes

En notant d0 la profondeur d'eau a l’'origine de 1l’axe des x, la valeur

de la pression hydrostatique au point immergé d’abscisse x vaut :
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phyd(x)=7"(do-x siny)

d
a+h

d’ ol résulte 1’expression de ?hy:

?hyd=sUsimx { Jphyd(x)& - phyd(x)dx }
a-h

soit, pour (a+h)sinx<d° :

2
?;yd——swah sina siny

En associant les équations (33), (84), et (87),

il vient :

v d =sUh2 sina { v/siny + A fiﬁl }
ext 2

+ o
S -~
Xc/ L
1 /s~
c/ Ic
sinX
vz
\\
\\
-1 /s~
/
i s+ ~ \\\\
1/
\\\

Figure 11. Approche par 1’extérieur du domaine des valeurs

de (y’,A) potentiellement supportables

(85)

(86)

(87)

(88)

ol 1’on a posé 7’=7—1". Si s=+1, les forces de pesanteur sont motrices
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et la pression hydrostatique est résistante. Ce résultat est inversé
si s=-1. En utlllisant (17), (34) et (88), le théoréme cinématique

fournit les condlitions suivantes :

2
(Vhe—S ) (Vae10,1/21) | y/siny +allB) | s , 1#8ina  (gq
sin x h2 c cosza

De nouveau, & h donné, la condition la plus restrictive est obtenue

lorsque o > 0. En falsant de plus tendre h vers 0, il vient :
(Vael) |y’'siny + Ap;(a)l =7 (80)

Notant % le segment ]~m,d°/sinx]. on introduit les ensembles 3; et
définis par :
jﬂ={ae}, p;(a)ZO}

(91)
& ={aeg, p;(a)SO}

et les réels S'et S~ définis par :

S'= sup p’{(a)

aE}+ b (92 )
S"= sup_|p; (a)|
aE}

Avec ces notations, les conditions (80) se résument sous la forme

sulvante:

l7'sing#as’| = 7
(83)
l'sing-as | = 7_

Les équations (93) permettent de réaliser dans le plan (y’,A) une
approche par défaut du domaine des valeurs de 7’ et A certalnement non
supportables. C’est le complémentaire de la partie hachurée de la
figure 11.

2.b.2.2 Approche statique par 1'intérieur
On a indiqué au Chapitre I qu’une diminution de la profondeur d'eau a
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mesure que l’on se rapproche du rivage a partir du large provoque
qualitativement une augmentation de la cambrure de la houle. Or, c’est
précisément le paramétre cambrure qui contréle 1'apparition
d’instabilité dans le massif sous-marin. Ainsi, les signes
d’instabilité , s'il y en a, vont se manifester tout d’abord au
volsinage de la zone du maximum de cambrure. En avant et en arriére de
cette zone, respectivement pour de plus grandes profondeurs d’eau ou
en direction du rivage, les effets de la houle seront peu sensibles.
Ils seront a fortiorl négligeables dans la partie émergée du talus. Le
massif étant supposé stable en dehors de 1'action de 1la houle, 11
paralt raisonnable de limiter 1'étude de la stablilité au sous domaine
FR™, ce qui revient a supposer que les capacités de résistance du

matériau sont infinles en dehors de cette partie du massif.

L’approche qui va suivre s’appuie donc sur la simplification qui
consiste & ne pas se préoccuper de la compatibilité entre 1’équilibre
quasi statique et les capacités de résistance en dehors de SR,
supposée vérifiée. Un champ de contraintes statiquement admissibles
avec Aph(.) a déja été utilisé au paragraphe 2.b.1.3. 11 s’agit du
champ 7\0':1, donné par 1'équation (44). Des champs de contraintes notés

o=‘p° ® et o™ respectivement s.a. avec les forces de pesanteur et la

pression hydrostatique sont donnés ci-dessous par leur représentation

matricielle g‘p” et ghyd dans la base (i, .1).

- cosy siny
gp°s(x,y)=7y (94)
siny cosy
(95)

~ 1 ) xsiny -ysiny
ghyd(X.y)=7"do[ ] +7 ]

0 1 ¥ ~ysiny xsiny

Le champ de contraintes Ao':1+gp° s+ghyd

constituée par la pression de la houle, la pression hydrostatique et

est s.a. avec la sollicitation

les forces de pesanteur. Elle est compatible avec les capacités de

résistance du matériau dans le domaine $xR 2 condition que :

2 g 2,172
(VaeI){[Ap;(a)w’sinx] +[1—IVp)—((p;l(a+.))] } S 7, (96)
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Ces conditions définissent une approche par défaut du domailne des
valeurs de A et ¥’ potentiellement supportables. Les équations (93) et
{96) indiquent que 1’effet de la pesanteur sur la stabilité d’un fond
marin soumis & une surpression p(.) due a la houle peut étre pris en

compte simplement en remplagant p’(.) par p’(.)+y’'siny.
2.b.2.3 application numérique

Le paragraphe 2 du Chapitre I a présenté une modélisation des
surpressions dues & la houle sur un fond incliné. Les formules (93) et
(96) permettrajent d’encadrer le domaine des houles de projet

potentiellement supportables en fonction de v ¥ et x.

Plus simplement, un ordre de grandeur des effets de 1’inclinaison peut
étre obtenu en approchant la fonction de forme de la houle par
ph(x]=sin k(d)x ol k(d) est calculé par (I.24). La combinaison de (93)
et (96) fournit alors la valeur exacte de la charge extréme, soit p: =
(vc-w'sinx)/k(d). Par rapport au cas d’'un massif & surface
horizontale, 1’effet de 1’inclinaison est donc équivalent a une

réduction du gradient de cohésion s’élevant & y’siny.

A titre d’exemple, 1l est intéressant de considérer le cas particulier
ol le gradient de cohésion a la valeur minimale conférant la stabilité
inconditionnelle, c’'est-a-dire 0.225 v, On suppose de plus que 7'=7H
et x=3°. Pour ces valeurs numériques, l’erreur relative commise (par
excés) sur p: en négligeant 1’inclinaison du talus est de 1’ordre de
25% .Alnsi, méme pour les falbles valeurs de %, la prise en compte des

effets déstabllisants de la gravité s’avére nécessaire.
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2.c la houle de Stokes d’ordre 2

Lorsque la houle de projet ne respecte pas les conditions de falble
amplitude et de falble cambrure, on fait appel classiquement & une
théorie de Stokes d’ordre >1. L’objet de ce paragraphe est d’étudler
1’ incidence du choix d’un modéle de houle sur le domaine des houles
de projet potentiellement supportables. Plus précisément, on se

propose de comparer K1 et_Kz. On se restreint a un massif a surface

horizontale.
C.5 ™~
N
~
~
~ chargements non
S supportables
~
~
~
~

Bk N

- ~

-YC ~ N ]

~
~
changements potentiellement >
supportables ~
h ~
~
~
~

0.0 _

0.0 Ak/Y 1.0

c

figure 12. Premiére approche par 1’intérieur (2.c.3.1) et approche
par 1’extérieur de K; dans le plan’(Ak/7c.Bk/7c).

La théorie de STOKES d’ordre 2 propose de modéliser la pression due 2
la houle sur le fond marin par une onde progressive de la forme

suivante :

p(x,t)=p°cos(kx-wt)+p1cos(2(kx—wt)) (104)

L’'application ?2 de R® dans R° qul au triplet (H,L,d) assocle P, et P,
a été introduite au Chapitre I. On rappelle que :
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¥ H
W

p B e————
° 2Ch(2ng)
(105)
d
b = gﬂ: . }—12 th(21tl-:) [ 1 _}_]
187 Tl sh(2ug)2 sh(an-lz 3

A 1’'image de ce qui a été fait pour le cas de la houle de STOKES
d’ordre 1, on introduit le mode de chargement & 2 paramétres (notés A
et B) construit sur vect(coskx,cos2kx). Il s’agit de déterminer
successivement K.’,2 et K;Rn?:(l(;). La résolution de ce probléme qul
est présentée dans la sulte s’appule sur les résultats généraux du

paragraphe 2.b
2.c.1 Une remarque préliminaire sur les symétries de K;

Soit (A,B)elRa. Ce couple définit un chargement du massif caractérisé
par le champ de pressions pA'B(x)=Acoskx+Bc052kx. En premier lieu, il
est Iimmédiat de vérifier que K; est symétrique par rapport a
1’origine. En effet, si pA'B(.) est potentiellement supportable, i1 en
est de méme de p *’ (.). On note maintenant fa(.) la fonction définie
a partir d’une fonction numérique f(.) par fa(.)=f(.—a). Les capacités
de résistance dans le massif étant invariantes par translation le long
de l'axe des x, sl pA’B est potentliellement supportable, p:’B 1’est
également pour toutes valeurs du réel a. En choisissant a=£, on en
déduit que si (A,B)eKé, alors 11 en est de méme de (-A,B). K; est donc
symétrique par rapport A 1’axe A=0. Puisqu’il est également symétrique

par rapport 2 l'origine, 11 1’est donc encore par rapport a 1l’axe B=0.

2.c.2 Approche cinématique de K;
On considére de nouveau la stabilité du massif sous le champ de

pressions p(x)=Acoskx+Bcos2kx. L'équation (42) fournit une famille de
conditions nécessalres a vérifier par A et B pour que (A,B)EK;:
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¥
sup |A.sin(kx)+ 2B.sin(2kx)| = 'EE (1086)
x € R

ou, de maniére équivalente :

¥
sup |A.sin ¢ + 2B.sin 2¢| = — (107)

¢elo,2n] k

I1 est faclle de voir que le lieu des points (A,B) vérifiant (107) a
les mémes symétries que K;. Chaque valeur de ¢ définit deux demi-plans
dans 1’espace des paramdtres de chargement, de valeurs (A,B)
certainement non supportables ; ils sont délimités par les droites :

¥

A.sin ¢ + 2B.sin 2¢ = % k° (108)

La relation (107) caractérise le domaine contenu & 1’intérieur de
1’enveloppe convexe € des droites d’équations (108) dans le plan
(A,B), lorsque ¢ décrit 1’intervalle [0,2rn]. En introdulisant la
fonction Ac(.) définie par :

¥/ k
A(B) = z (109)
¢ sup |Isin ¢ + 2 tg B.sin 2¢|
¢clo,2n]

11 est facile de voir que r=Ac(B)/cosB, n'est autre que 1’équation en
coordonnées polaires de ¥ dans le quart de plan (A>0,B>0). Le calcul
de Ac(.) est fourni & 1’Annexe 3 et la représentation graphique de ¢

est donnée par la courbe en trait continu de la figure 12.

2.c.3 Approche statique par 1’ intérieur de K;

2.c.3.1 Utlilisation du champ de contraintes élastiques

L’utilisation de 1’équation (B0) pour 1le champ de pressions
p(x)=Acoskx+Bcos2kx va fournir une condition suffisante de stabilité

potentielle du massif sous 1'action de p(.). En appliquant (58), il
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est faclile de volr que :

vp % (p’ (x+.)) = (A cos(kx)+ 2B cos(2kx)) (110)

(60) permet alors d’affirmer que 1le chargement (A,B) est
potentiellement supportable si :

172 ¥

(VxeR)[(Asln(kx)+2851n(2kx))2+(Acos(kx)+ZBcos(2kx))2] S—EE (111)

soit encore :

(4

172
(V x € R) [Az +4B%+4 B cos(kx)] = _ES (112)

ce quil définit dans le plan (A,B) 1'intérieur d’'un losange représenté
a la figure 13 et d’'équations:

'
|A t 2B| = _kf- (113)

3K/l

0,5
/ 1
\ - Akﬂc

Figure 13. Approche par 1’'intérieur dans le plan (35,?E)

c L -]
En appliquant le résultat (13) obtenu pour la houle de Stokes d’ordre
1, successivement aux valeurs k et 2k du nombre d’ondes, on pouvait

+
prévoir que les points P:(tyc/k,O) et Pf(o,irc/Zk) du plan (A,B)
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étalent éléments de K;. En ralison de la convexité de K;, 11 étalt donc
évident que le losange de la figure 13 étalt inclus dans K;. L'origine
de 1'identité des résultats établls par le raisonnement statique par
1’intérieur précédent d’une part, et l’argument de convexité d’autre
part est claire. En effet, solent c et vl les champs de contraintes
élastiques équilibrant respectivement les chargements P et P Etant
donné un chargement Q—AP + (I—A)P avec A€[0,1], le raisonnement qui
permet 4'établir (60) pour le champ de pression p(.) correspondant & Q
repose sur le champ de contraintes 0=Agi+(1—l)gf. Et c'est précisément
a4 ce champ ¢ que 1’argument de convexité fait appel pour prouver que
QEK;.

0.5
APPROCHE

Bk CINEMATIQUE
— 3

K==
Y. 2 x-%

k=1
0.0
0.0 AR/YC 1.0

Figure 14. Approches statiques et cinématique de K’
pour différentes valeurs de K

2.c.3.2 Utilisation du champ de contraintes discontinu

Pour affiner 1’encadrement de la frontiére de K;, i1 faut déterminer

laquelle des deux bornes (sinon les deux !) doit étre améliorée. Cecl
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nécessite de faire une hypothése heuristique sur le mode de rupture du
massif. En raison de la propriété C(0)=0, il est assez naturel
d’adopter 1'hypothése d'instablilité de surface, ce qui revient a
"faire confiance” a 1'approche cinématique. On est donc amené 2
proposer une nouvelle approche par 1'intérieur. Elle repose sur le

champ de contraintes introduit au paragraphe 2.b.1.4.
0.15

CAMBRURE H/L

0.0
0.0 PROFONDEUR RELATIVE 4&/L d 0.5
Figure 15. Représentation de K.2 dans le plan (f’E]

La mise en oeuvre pratique procéde par trajets de charges radiaux dans
le quart de plan (A>0,B>0). Plus précisément, étant donné un reéel
Belo.g[. on definit une fonction de forme p, (x)=coskx+tgBcos2kx. Il
s'agit de déterminer la valeur maximale A+ de A pour laquelle AR (.)
est potentiellement supportable. Tout réel A satisfaisant les
inégalités (62) fournit une valeur par défaut de A'. Pour le choix
particulier de ph(.) envisagé ici, et en posant K=ka,Z2=ky, p=kx, ces

conditions prennent la forme suivante :
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¥y /k
c

AsS

sup /{ sing+2tgBsin2¢} 2+K316. {cosgp+atgBcos2¢p} 2
pelo, 2]

(114)

vy 7k . 121/K
A= <

sup /{ sinp+2tgBsin2¢} 2+1/4K‘.'a{cosqa( 1+K(§*Z) )+t gBcos2p( 1+4K(§+2) )12
pelo, 2n]

la deuxiéme inégalité devant étre satisfaite pour toute valeur de
Z<-K. L’angle B étant fixé, la question est de déterminer la plus
grande valeur AB(B) de A satisfaisant (114) en optimisant en
particulier le choix du réel «. Le principe du calcul de AB(.) est
exposé & 1°Annexe 3. Dans le quart de plan (A>0,B>0), Le domaine situé
a 1’intérieur de 1la courbe définie en coordonnées polaires par
1’équation r‘=7«s(B)/cosB constitue une approche par 1'intérieur de K:?.
La figure 14 présente 3 approches de K; obtenues pour les valeurs
K=0.5;1.0;1.5. Pour K=1, soit o=1/k, le calcul numérique prouve que
1’écart entre AS(B) et AC(B) (défini & 1’équation 109) n’excede par 1%
en valeur relative. A cette approximation pres, la courbe r=hc(B)/cosB
représentée & la figure 12 n’est autre que la frontiére du domaine K’2.
La connaissance de celui-ci permet de déterminer maintenant les houles
potentiellement supportables dans le cadre du modéle de Stokes d’ordre
2.

2.c.3.3 Détermination du domaine K2

La figure 15 représente K2 dans le plan (%;%) selon le principe déja
utilisé pour K1' On retrouve sous la courbe concave le domaine ¥ des
points (H,L,d) possibles. Chacune des autres courbes matérialise la
frontiére du domaine des chargements (H,L,d) potentiellement
supportables pour 9 valeurs du rapport arc/grw de 0,025 a 0,225. Le
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domaine situé entre la courbe concave et 1’une des courbes précédentes
rassemble, parmil les chargements possibles, ceux qul provoquent une
instablilité dans le massif.

0.15

CAMBRURE H/L

P
0.0 [
6.0 PROFONDEUR RELATIVE d4/L 0.5

Figure 16. Superposition de l(1 et K2 dans le plan (fd_"g)

La figure 16 superpose les figures 5 et 15. On observe qu’'au dela
d’une valeur de % qul dépend du rapport 1c/1", la frontiére des
domalnes K1 et K2 coinclident. Ceci est cohérent avec le fait que le
premier ordre de la théorie de Stokes est suffisant pour les grandes
valeurs de la profondeur relative. Cependant, comme on pouvalt s’y
attendre, c'est dans le domalne des faibles profondeurs relatives, 1la
ol le terme en cosZkx dans 1’expression de la pression prédomine que
Il(1 et Kz vont différer. 11 est intéressant d’examiner 1'ordonnée 2a
1’origine de la frontiére de K1 et K2. Pour Kz’ il est facile de voir
qu'elle est nulle quelle que soit la valeur de 7c/1" alors que c’est
une fonction crolssante de ce rapport pour Kl. A partir de la figure
5, un critére de stabilité inconditionnelle portant sur 7c, A savoir
arca0,2257“. avalt été énoncé. En revanche, pour cette valeur du
gradient de cohésion, la figure 15 montre qu’il existe des chargements
possibles non potentiellement supportables. L’analyse & 1’ordre 2
remet donc en question la valldité du critére énoncé. Cette

observation met en évidence que les résultats de 1’étude de stabilité
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pour un Jeu donné de caractéristiques physiques de la houle (H, L, et

d dans le cas présent) sont largement conditionnés par le choix du

modéle de houle. Pour des valeurs réalistes de y /¥y , le calcul montre
C W

que le domaine X n’est Jamais inclus strictement dans Ké.
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3 - LE CRITERE LINEAIRE ANISOTROPE

L’étude des effets de 1’anisotropie sera limitée au cas du fond marin
horizontal soumis & la houle de Stokes d’ordre 1. Le critére linéalre
anisotrope a été introduit au paragraphe 1.d.

3.a Approche par 1’extériewr de K;
3.a.1 Approche statique

Le raisonnement présenté dans 1la suite ne nécessite pas de
particulariser 1la forme de 1la fonction ph. I1 sera appliqué
ultérieurement au cas ph(x)=sinkx. I1 s’inscrit dans le prolongement

du paragraphe 2.b.1.5 dont il utilise les notations.

Soit donc de nouveau un point M d’abscisse x de 82 et un champ de
contraintes gEL-i(A)nHo. Les développements limités des composantes de
g au premier ordre par rapport a y en (a.O)eane-D ont été donnés en
(69) et (71)

o'xy(a,y)= Ayp;(a)+y8xy(a,y)

o‘yy(a.y)r-—hph(a) +yByy(a.y) (115)

8o

= XX
o-xx(a,y) Aph(oc)+y By

(e, 0)+yBxx(oc, y)

ou les fonctions BU vérifient :
%})g Bm(a.y)=)l,})lg Bxy(a.y)=},})lg Byy(a,y)=0 (118)

Par définition de Ho, 11 existe un réel £ et un demi-disque Qc dans
lequel ¢ est compatible avec les capacités de résistance du matériau

anisotrope :
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o
V/Téa;x(a’o)+8xx(“,Y)‘Byy(a.y)]2+4[1p;(a)+ﬁ;y(a,y)]2 s 27_(8)  (117)

ol 3 désigne 1'angle de la direction principale mineure de g(a,y) avec
la verticale. On peut montrer que (voir Annexe 4):

s=+1 si p;\(oc)>0
lin tg 6=-(t+s 1+t%)  on (118)

=-1 si pl"(a)<0
1 ao‘xx

2Apk’1(a)' ay
n’intervient dans 7c(a) que par la valeur de [tg &8|. En faisant tendre

ol l'on a posé t= (x,0). I1 est utile d’observer que &

y vers 0 dans (117) et en notant 6f=arctg(t+s 1+t2), il est alors
facile de vérifier que :

S
vc(at)

(Vor.eI;:) lkl.lp;(a)l < (119}

1+t 2

Et i1 en résulte (voir Annexe 5) qu’'il existe un réel T pour lequel

+
7c(6T)

IAI.Fh(x) = {120)

1+T2

En reproduisant le raisonnement pour tout cholx de 1’abscisse x du
point M, il vient :
+
. 7c(3t)
A.sup F (x) s sup ———— (121)

xX€R h teR /1+t2

Ce résultat qul a pu étre établi indépendamment de la forme de P,
généralise la majoration (41). En 1’appliquant au cas particulier

ph(x)=sinkx, on trouve :
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y (87)/x
c t

p: s sup (122)

qui redonne immédiatement (22) dans le cas isotrope ou ¥, est une
constante. A titre indicatif, on propose maintenant une démonstration
de (122) (pour la houle de Stokes d’'ordre 1) qui repose sur une
approche cinématique.

3.a.2 Approche cinématique

On se propose de développer 1'utilisation du mécanisme A deux blocs de
la figure 3 dans le cas du matériau anisotrope. Ce mécanisme met en
Jeu exclusivement des discontinuités de vitesses locallisées le long
des segments 0’A, 0’0 et 0’B. Le calcul de la puissance dissipable
P(V) nécessite donc 1’expression de la fonction =m(n,V¥) dans le cas
anisotrope. Elle a été fournie par Salengon et Tristan-Lopez (1981).
Le calcul de cette quantité est reproduit a 1'Annexe 1, ou les

notations utilisées dans ce paragraphe sont introduites.

n(n,¥) = sup {C(B).sfln‘z(e-e).vt } (123)
e
ol e=(j,n). En fonction du signe de V,, ces auteurs introduisent deux

formulations distinctes de la fonctlon m :

c(e)
- . =| ) = -
sin>0.1t(r_1.,Y_) C(O,Ivtlrr+(e) avec 1z+(e) s;p{t—(w.sinz(e e)}

(124)

. = _ clo) _
_sivt<0.1t(_l_1,!)—C(0)IVtIn_(e) avec n_(e)—sgp{m.sinz(e e)}

On observera que les fonctions L et m_ dépendent exclusivement des
deux paramétres d’anisotrople K1 et Kz et de £. Outre 1’anisotropie,

les relations précédentes prennent en compte 1'hétérogénéité du
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matériau par 1'intermédialre de C(O,y)=7c(0)lyl qul dépend de la
profondeur. Les signes des composantes tangentielles Vt des
discontinultés de vitesses respectivement le long de 0’A, 0°0 et 0’B
sont rappelés a la figure 17. Il en résulte 1’'expression sulvante de

la puissance dissipable dans ce mécanisme :
0
P(\_’)=7C(O)U {u_(a)rlyldl +1t_(-a)Jplyld1 +21z+(1r/2)sinaf lyldl} (125)
o’ o’ o’

solt en observant que n*(c)=1t_(-e):

2 sin a { n+(a)+1z+(-oc)

P(V)=y_(0)Un". 5 + n (n/2)sin’a } (126)

cos o

V. <0

Figure 17. Mécanisme étudié avec signes des discontinuités

Par allleurs, la pulssance extérieure des forces de pression dans ce
mécanisme a déjad é&té calculée. Pour ph(x)=p°sinkx, elle est fournie a
1’équation (20). Le théoréme cinématique permet alors d’affirmer que :

p. = + m (n/2)s1n’a } (127)

° k 2(1-coskh) cos’u

7c(0) (kh)?2 1 { n+(u)+n+(—a)
2
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pour toutes valeurs de ael0,n/2[ et de h>0. A a fixé, la condition la

plus restrictive est obtenue lorsque h-0:

(Voelo, n/2[) p: s + n+(n/2)sin?a } (128)

70(0) 1 { rt*(a)+1t+(-oc)
2

. >
k cos «

I1 s’agit maintenant, pour des valeurs données de K1 et K2 de
déterminer la valeur o de « pour laquelle le membre de droite est
minimal. La définition de m ne se préte pas A une détermination
analytique de ao. Cependant, on constate numériquement que ce minlmum
est atteint 1lorsque =0, et cecl pour toute valeur de
(KI,KZ)E[O,S;I,SIZ. La meilleure majoration de p: provient donc encore

une fois d’un mécanisme évanescent. I1 vient :

7 (0)

c

+
P, = —¢ -n (0) =

R

. sup [7 (e)sinZG] (129)
geR L °©

Remarquant d’abord que 1la fonction 7c(9)sin29 est périodique de

période m, on peut se contenter d’examiner les valeurs de 6 situées
n

'2_ ’
sin26<0. La valeur maximale de vc(e)sinze est donc atteinte pour une

entre O et m pour déterminer 1t+(0). De plus, pour 6> on voit que

valeur 8 de © comprise entre O et '2-5 .

sup ['y (8)sin 29] = sup [7 (6)sin 26] (130)
eeR L ° eelo, I - °

/ 2
En associant 4 6 le réel t tel que e=arctg(t+\/ 1+t") on définit une
bi jection ¢ de ]0.;—[ dans R. Ainsi

sup[a' (8)sin 2e]=sup[7r (qp—i(t))sin(Zw'i(t))] (131)
geR\ ° teRr\ ©

En remarquant de plus que ¢_1(t)=5: et que sin26:=1/ 1+t2, il vient

encore, en associant (130) et (131) :
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7 (6:)
< (132)

sup[yc(e)sin 29]=sup

6eR teR /1+t2

qui Jjointe & 1’inégalité (129) redonne la majoration de p: explicitée en

(122) et achéve de démontrer 1’'équivalence des deux approches.
3.b approche statique par 1’intérieur.
3.b.1 Emploi du champ de contraintes élastiques.

Un premier minorant de 1'amplitude limite p: peut étre obtenu en
utilisant le champ de contraintes élastiques s.a. avec ;gslnkx. La
compatibllité en tout point M(x,y) de Q de ce champ de contraintes

avec les capacités de résistance du matériau s’exprime par :

(Vix,y)eRxR ) kpoexp(ky) s 7r(6(x,y)) (133)

ou 8(x,y) désigne 1’angle de la direction principale mineure de o(x,y)
avec la verticale. Les inégalités (133) peuvent é&tre condensées en la

condition unique :

kp = inf 7 (3(x,y)) (134)

o RX’R [+
La détermination de la quantité 3&8(x,y) s’appule sur les formules
(I1.64). On montre que tg & ne dépend que de x et vaut kx/2-n/4.
Ainsi, lorsque x décrit R, 1l en est de méme de tg 3. Il en résulte

une minoration de p::

kp' = inf 7 (6) (135)
° eeR °

Pour des ralsons qui apparaltront clalrement au paragraphe sulvant, on
introduit 1le paramétre L=kp°/7c(n/4). Une minoration de L' résulte
immédiatement de (135):
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b
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MAJORANT ET MINORANT DE kp'/y (

v (8)

COEFFICIENT D’ ANISOTROPIE Kx

Figure 18. Un premier encadrement de L' en fonction de K1 et K.2

Le calcul du minimum de 1c(.) est fournl & 1’Annexe 6 et les résultats
numériques sont représentés graphiquement 4 la flgure 18,
conjointement avec ceux de 1'approche par 1'extérieur. Cependant, il

est déja possible de donner sans calcul une estimation de la
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minoration (138). Il suffit de distinguer 3 domalnes dans le plan
(K1’K2) dans 1lesquels on connait approximativement 1le minimum de
70(.). Alnsi:

si K <inf(1,K) : L*21 car 7_(n/8)xinf ¥ _(6)

0eR
+ K1
sl K <inf(1,K) : L2~ car 7 (w/2)=inf y (8) (137)
1 2 K2 c 0eR

si 1<inf(K ,K) : L'z2o car 7 (0)~inf 7 (8)
1’72 K ¢ c
2 oeR

Ces estimations "a la main” de la minoration (136) selon les valeurs
prises par K1 et K.2 sont résumées & la figure 19 dans le plan (K1’K2)'
Elles sont confirmées avec une grande précision par le calcul
numérique basé sur 1’'Annexe 6, comme on peut le vérifier a la figure
18. On compare maintenant les résultats des approches par 1’intérieur

et 1’extérieur de p' .
o
3.b.2 Un premier encadrement de p:

Pour balayer 1’ensemble des valeurs prises par les coefficients
d’anisotropie K1 et Kz’ on a cholsi de représenter les majorant et
minorant de p: définis par les équations (122) et (136) en fonction de
K1’ pour 5 valeurs de K2 de 0,5 & 1,5. L’encadrement n’est
satisfalsant que pour les valeurs des Ki situées dans le domaine I de
la figure 19. 11 est assez naturel de soupgonner 1'approche par
1’intérieur précédente de  fournir "la mauvaise borne" de
1’encadrement. En effet, 1’usage du champ de contraintes élastiques
conduit A4 une estimation (par défaut) pénalisante de p: puisqu’elle
revient a remplacer le matériau anisotrope par un matériau isotrope
dont le gradient de cohésion correspond au minimum de 7c(.). Cette

approche privilégie donc la direction de falblesse du matériau.

Si, comme au paragraphe 2.c.3.2, 1'on falt 1’hypothése que
1’instabilité du massif sous-marin se prodult par glissements
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superficiels, alors le théoréme d'association montre que les
directions principales d'un champ de contraintes gEL'l(A+) forment
1’angle n/4 avec la normale au fond marin, au voisinage de celui-ci.
Dans ces conditlons, 11 seralt naturel que le paramétre rc(n/4) Joue
un réle prépondérant parmi les caractéristiques de la réslstance au
cisaillement & prendre en compte dans ce probléme. En d’autres termes,
il est légitime d'espérer un résultat du type (13), en remplagant L
par 7c(n/4). c’est-a-dire "L'z1". Dans ces conditions, le paramétre

inf 7 (8) n’auralt aucun role particulier & jouer dans 1’'analyse de la
BeR
stabilité. Cecl explique les dlvergences entre la conjecture "Lf21" et

les résultats fournis par 1'approche par 1'intérieur "élastique" en
dehors de la zone du plan (Kj'Ka) ol n/4 colncide avec la direction de

faiblesse (voir figures 18 et 19).

A
K

2

Figure 19. Résultats de 1’approche statique élastique

On propose maintenant une nouvelle approche statique par 1’intérieur

destinée a améliorer la borne inférieure de 1’encadrement de L+, tout

150



particuliérement pour des valeurs des K vérifiant Klsinf(l,l(z) ou
1sinf(K1.K2). Elle repose sur le champ de contraintes discontinu
présenté en 2.b.1.4, pour lequel on va voir que 1’inclinaison des
directions principales au voisinage du fond marin par rapport a la
verticale est précisément de n/4.

3.b.3 Emplol du champ de contraintes discontinu.

On particularise les expressions des composantes du champ g_'° données

en (61) dans le cas ou po(x)=sin kx, pour un réel a donné.
Y Z -

Pour un point M de coordonnées (x,y), les directions principales du
*
tenseur des contraintes go(M) coincident avec celle du tenseur g (M)

donné ci-dessous par sa représentation matricielle dans la base (i, J)

0 kycoskx

o(M) = (138)

2
kycoskx —Lkg—)slnkx

On désigne de nouveau par 8 1'angle (J,ga) entre la verticale et la
direction principale mineure de g°(M). Les calculs de 1’annexe 7
fournissent a=5f, af étant défini par :

s=+1 sl cos kx <0
s=arctg(t+sV 14t%) ob t=-5% tgkx et (139)
s=-1 si1 cos kx >0

Pour les xn=ll((nn+g), le tenseur g(xn,y) est,au second ordre prés en y,

sphérique au volsinage du fond marin. Pour toute valeur de x
1 n _ Sy, _

différente de E(rm+§). on vérifie que %})gx t=0 et donc )1’})161 ltg(st)l—l.

Cela signifie que les directions principales des contraintes au
n

voisinage du fond marin sont inclinées a i

par rapport & la verticale,

comme cela avalt été annoncé.

On pose de plus A=ka; Z=ky et ¢=kx. Pour assurer la compatibilité du
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est.au

champ o avec les capacités de résistance du matériau anisotrope dans

la zone y>-«a, 11 faut et 1l suffit que :

4
kpov/fg-sin2¢ + 4Z%os% = 27_(8°) 12 (140)

soit encore :
s
1 7c(8t)

kp = .
o {cos ¢l
vV 1+t?

(141)

Cette inégalité doit é&tre satisfalte pour toute valeur de Ze{-A,0] et
9€l{0,2n]. En exprimant ¢ en fonction de t, cette condition est
équivalente a :

172
2
(VteR) (VZelA,O[) kp = 7 (a:).{-“ﬁ’z—)} (142)
° © 1+t

la plus restrictive de ces inégalités est obtenue pour Z =-A:

2‘l./2
kp_ = inf [7c(6*). 1i£535517} } (143)

teR t 1+t2

4 s -«

La représentation matriclelle du tenseur g(x,y) dans la base (1, J)
pour la zone ys-o est déduite de (61). Avec les notations A,Z,¢

introduites précédemment, il vient :

- 0 -Acosyp
g(x,y)= A2 (144)
~Acosg -sin¢(1+§+AZ)

En utilisant de nouveau le calcul de 1'annexe 7, on obtient une

détermination de 8=(J.§3) dans la zone définle par ys-o:
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A? s=+]1 si Acos ¢ <0
a5=arctg(t+/ 1+t%) on t=l:—§%:éztg @ (145)

s=-1 si1 Acos ¢ >0

La compatibllité des contraintes avec les capacités de résistance dans

le domaine y<-a s’exprime par :

2 172
kpo{%in2¢(1+§+AZ)2 + 4A?cos2¢} = 2qc(af).|2| (146)
soit encore
s
7 (87)
1 1Z2] ‘¢t
kp, = icosel”™ A~ (147)

1+t2

pour toutes valeurs de Z<-A et ¢e€[0,2n]. Ces conditions peuvent étre

reformulées sans faire intervenir explicitement la variable ¢ :

+

s (at)
(VteR)(vZe-A) kp_ = < -£,(2) (148)
1+t 2
ol 1’on a posé :
241/2
£.(2) = 'i' {1+[ 2At ]} (149)
1+A%2+AZ

Le calcul de g(t)=%r<1:§A ft(Z) est présenté & 1'annexe 6. Finalement la

compatibilité du champ o avec les capacités de résistance dans la zone

y=—-a s’exprime par :

. g(t)
kp = inf |7 (Gt). (150)
° teR | ° /1+t2

Si les inégalités (143) et (150) sont satisfaites, alors le massif
sous-marin est potentiellement stable. On dispose donc d’'une

minoration de L
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)

n
4

MAJORANT ET MINORANT DE kp'/7 (
-] [

inf

c(6t) gl(t)

4
2 )
teR WC(Z) 1+t2

L‘*zinf{

+ i
inf 7.(8,) {1+(4t/A)2}E .
teR 7C(L—’) 1+t2

minorant de L*

majorant de L*

K= 1.0

KZ' 0.%/0.75/1.0/1.25/1.5

I A i [ 1 o H Al

0.9 1.0 1.1 1.2 1.

COEFFICIENT D’ ANISOTROPIE K1

Figure 20. Majorants et minorants de L® en fonction de K1 et l(2

Pour des valeurs données des paramétres d’anisotropie K1 et Kz’ il
s'agit maintenant d’optimiser le choix du paramétre A. Ce travail est
effectué numériquement. Quelques remarques guidant le choix de A sont
présentées & 1’annexe 8. Celle-cl met notamment en lumiére 1'apport du
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champ de contralntes discontinu par rapport au champ de contraintes
élastiques. En associant le calcul numérique et les considérations de
1’Annexe 8, on obtlent une minoration de L® valable pour toutes

valeurs des Kiz

K
+ 1 \@
L Zinf( VSK—Z, K—z,

1) (152)

La figure 20 rassemble les résultats de 1’approche cinématique et de

la présente approche par 1’intérieur.
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4 - LE CRITERE HOMOGENE ISOTROPE

On étudie maintenant le cas ol le massif est constitué par un matériau
dont le critére de rupture est un critére de Tresca homogéne et

isotrope :

c, —o'J-ZCSO (153)

C est un réel positif appelé cohésion. Seul le cas de la houle
linéaire p(x,t)=p°sin(kx—wt) sur un fond marin plan horizontal a fait
1’objet, pour ce matériau, d’une étude approfondie. Cependant,
certains résultats valables pour une houle de forme quelconque seront

énoncés.

Si ph(.) désigne la fonction de forme de la surpression due & la houle
sur le fond marin, la sollicitation sera étudiée comme précédemment
dans le cadre du mode de chargement & 1 paramétre A bati sur vect(ph).
Pour le cas de la houle linéaire, i1 s’aglit donc du mode de chargement
a4 1 paramétre P, bati sur vect(sinkx). Et 1’objectif sera de
déterminer 1’intervalle K; de R des valeurs de P potentiellement
supportables, puis le domaine K1=3&\?-1(K;) dans R° des valeurs H,L,d
définissant une houle de projet elle-méme “potentiellement

supportable”.

4.a approche cinématique

4.a.1 un mécanisme déformant tout le massif

4.a.1.1 houle de forme quelconque

Soit ph( .} une fonction de forme de pressions 01 et & support compact.

Elle définit un mode de chargement du massif & 1 paramétre A. On note

u la solution du probléme sulvant:
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Au = O dans R x R

uh(x,O) = ph(x) (Vx eR) (154)
limu (M) =0
oMo

Soit maintenant f(.) une fonction numérique de la variable réelle
également C1 a support compact et u la solution dans RxR du probléne
(154) ou 1’on a remplacé ph(.) par f(.). On examine un champ de
vitesses nul a 1’'infini dont le champ de tenseurs taux de déformations

d" est défini par :

fu  Bu

et dy 9x

d-= y[ 8u a_u] (155)
dx 8y

L’intégrabilité de d* est assurée par le fait que u est harmonique. Ce
champ gf n'est autre, a un coefficient prés, que la solution en taux
de déformation dans le cas ou le massif, soumis & une “vitesse de
pression" f(.), est h.i.l.e.. On examine tout d’abord la puissance
Pf
ext
Le principe des puissances virtuelles permet d’'affirmer que:

de la pression Aph(.) dans le champ de vitesse défini par (155).

pf =J.¢=r:c=ifdﬂ (156)
o

pour tout champ de contraintes 4 statiquement admissible avec Apg.).
La solution en contraintes pour le probléme élastique fournit un tel
champ, dont 1’expression en fonction de u a été rappelée a 1’équation
(44). I1 vient :

P, =22 J v® grad u.grad u 4o (157)
0

Par alilleurs, en observant que trgt= 0, il est facile de voir que :
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n(d) = 2 C Jy| figrad ul (158)
L’ expression de la puissance dissipable pf en résulte :

P'= 2C lel.ﬂgrgd ull do (159)
Q

Tout choix particulier de f(.) condult & une majoration de At

f lyl.igrad ul do
Atsc—28 (160)

I yz.grgd u.grad u  df
0 h

Pour qu’une telle majoration soit non triviale, 11 est nécessaire que
1’intégrale placée au numérateur de (160) solt convergente.
L'optimisation de (160) passerait par 1’exploration de 1’ensemble des
fonctions f pour lesquelles cette propriété est assurée. On va
maintenant appliquer cette approche par 1l’'extérieur au cas particulier

ol ph(x) = sin kx.
4.a.1.2 Application 2 la houle lingaire

Pour ce choix particulier de ph, la solution uh de (154) est connue :

uh(x,y) = e“sin kx (181)

Cependant, la recherche du meilleur majorant de A+ par (160) n’a pas
été tentée. 11 est naturel d’examiner le cas particulier f=ph.
Malheureusement, P, n’est pas a support compact et les deux intégrales
dans (160) divergent. On est donc amené a4 modifier quelque peu le
champ de vitesses utilisé au paragraphe précédent. Solit donc Vn le
champ de wvitesse nul a 1'infini, nul en dehors du domaine
nn=]%,(n+%)L[xR-et dont le taux de déformation gh est donné par (155)
pour u=uh définie par (161). Ce champ Vn présente une discontinuiteé
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aux points de Zn=(%,(n+%)L}x R (voir figure 21). La puissance de la

pression posinkx dans Vn est donnée par le principe des pulssances

e |

Q

virtuelles :

ng

:d" dv + J ¢.1.[V ] d= (162)
>

-]

n

pour tout champ ¢ statiquement admissible avec posinkx. quelconque. En

choisissant pour ¢ la solution du probléme élastique, il vient :

_ h h
?ext =P, J d: d av + J o;y[vy] dy (163)
Q0 z
n n

soit encore, en raison de la périodicité spatiale de ¢ et gh:

5L/4 0
_ 2 2
?ext = 2n P, J dx J y ligrad uhH dy + J c;y[Vy] dy (164)
“L/4& -© z

n

=
.

T(p/T+u)=X

T
10

figure 21. Domaine mls en mouvement par le champ Vn

Par ailleurs, 11 est facile de voir que la puissance dissipable P est
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donnée par :

SL/4 0
P=2nC J dx J y ligrad ulldy + C J [Vy] dy (185)
L/4 - z

n

Les intégrales sur Zn dans les équations (164) et (165) étant
convergentes, le théoréme cinématique appliqué a Vn en faisant tendre

n vers 1'infini fournit donc une majoration de p::

5L/4 0
[ 2 2

dx y .lgrad uhll dy
L/4 -00

p sC (166)
o 5L/8 0

dx | {yl.ligrad ull dy
“L/4 —c0

Tous calculs faits, i1 vient :

p: =4cC (187)

Dans cette approche cinématique, le massif est déformé Jusqu'a
1’infini. On examine maintenant des mécanismes dans lesquels seule une
zone d’extension finie est mise en mouvement. De tels champs de

vitesse seront dits locaux.
4.a.2 Mécanismes locaux

Les calculs qui suivent sont limités au cas de la houle linéaire.
Parmi les mécanismes locaux on présente ci-aprés celul qui a fourni la
meilleure majoration de p:. Les autres sont décrits & 1’Annexe 9. On
considére la famllle des champs de vitesses & 2 paramétres ae]O,g[ et
h>0, représentés a la figure 22. Le bloc délimité par le segment AB
(de milieu O, origine de 1'axe des x) et 1l’arc AB est animé d’'un

mouvement de rotation & la vitesse angulaire w = -wk autour du point
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0’ définl par 00'=h/tga. La vitesse est nulle en dehors de ce bloc. La
pulssance dissipable par le massif dans ce champ de vitesses V est due

a la discontinuité de la vitesse le long de 1’arc AB et vaut :

P(Y) =2 -2 v (168)
sin«
I
0
71\
7
/ \
/ | U \
/ | \
/ h | \
D ST T R I ) \
/ | \
/ : \
/ \
A/ 1 Y \ B

Figure 22. Mécanisme local de rotatlion de bloc.

En désignant par M le point du segment AB d’'abscisse x, la pulssance
extérieure 5;xt(V) de la pression posinkx dans le champ de vitesses V

est définie par :

+h

?ext(\_l) = —J posin kx J.V(M) dx (168)
-h
soit encore :
p o
(V) = 2 = ( sin kh - kh cos kh) (170)
ext k2

A partir des équations (168) et (170), le théoréme cinématique fournit

une majoration de p: pour chaque valeur de a et h :
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o (xh)?

> (171)
sin“e ( sin kh - kh cos kh)

(Vae]0, n/2[) (Vh>0) p: s C

La majoration la plus restrictive est obtenue pour a=1,15 et h=2, 1/k.

Pour ces valeurs des parameétres, on obtient :

p: = 3,16 C (172)

qul améliore sensiblement le résultat obtenu par le mécanlisme de
déformation du massif. On observe que les dimensions du veolume de
matériau mis en mouvement dans le mécanisme optimal de 1la famille
envisagée dépendent de la longueur d’onde de la houle. Ce point
constitue une premiére différence avec 1le résultat obtenu pour le
criteére linéaire, ol le mécanisme optimal est évanescent. Une deuxiéme
différence apparait lorsque 1’on compare la structure des majorations
(172) et (22) : contrairement au cas du critére linéaire, la
majoration {(172) de p: (comme (167)) est indépendante des
caractéristiques de la houle. Dans le cas du critére linéaire, (22) a
permis de montrer que la cambrure % de la houle linéaire était le
paramétre conditionnant la stabilité du fond marin (pour une
profondeur d’'eau donnée). La structure de (167) et (172) indique que,
pour le critére homogéne, c'est la hauteur H de la vague qui va Jjouer

ce rble de paramétre de stabilité.
4.b Approche statique

4.b.1 Houle de forme quelconque

On considére de nouveau une fonction de forme ph(.). L'’on étudie la
stabilité du massif dans le mode de chargement & 1 paramétre A
construit sur vect(ph). On va proposer dans ce qui suit 3 types de
champs de contraintes statiquement admissibles avec 1la pression

Aph(.). a partir desquels une approche statique par 1’intérieur de a‘
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pourra étre réallsée.

4.b.1.1 Un champ de contraintes uniaxial

ng >

Soit tout d’abord le champ de contraintes g dont la matrice
dans la base (i,]) est définie ci-dessous :

0 0
- (173)
0 —Aph(x)

Ce champ ¢ est manifestement statiquement admissible avec Aph(.). Pour

g >

qu’il soit compatible en tout point du massif avec les capacités de
résistance du matériau, i1 faut et il suffit que :

(VxeR)A Iph(x)l = 2C (174)
Il en résulte immédiatement une premiére minoration de At

Ve 2 ¢ (175)

sup Iph(x)l
xeR

4.b.1.2 le champ de contraintes élastiques

Une autre approche statique de at peut étre réalisée simplement au
moyen de la solution en contraintes g°l pour le cas ou le massif
supposé élastique incompressible est soumis & la pression Afo(.). En
notant comme précédemment u la solution du probléme (154) avec f=ph,

la représentation matricielle g’l de g’l est :

8u 8u

-u —y_h y_h

“el_ h Y3y ax
g =2 ol au (176)

h —u +y h

Yax% h Y8y

Pour que g’l soit compatible en tout point du massif avec les

capacités de résistance du matériau, il faut et il suffit que :
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(V(x,y)eRxR ) Aly|.ligrad u (x, )l s C (177)

Une nouvelle minoration de A* en résulte :

Atz ¢ (178)
sup |yl.ligrad uh(x,y)u
Q
Le calcul du dénominateur dans (178) peut étre effectué numériquement

8u 8u
a partir des expressions des quantités — et = qui ont été données

8x a8y
au Chapitre II.
4.5.1.3 une famille de champs s.a. construit sur un espace de fonctlons

Soit H 1’ensemble des fonctions numériques définies sur R-, de classe

Cl, et s’annulant en 0; et soit g un élément de H. On considére le

champ de contraintes g donné ci-dessous en tout point de Q par sa

~

représentation matricielle ¢ dans la base (i,]).

-ph(x)g’(y) p;(x)g(y)

=2
P;(x)g(y) -ph(x)-pg(x)fyg(t)dt
o

(179)

nq »

Il est faclle de verifier que g est statiquement admissible avec
Aph(.). Lorsque g décrit 1’ensemble H, on géngre ainsi une famille de
champs de contralntes s.a. avec Aph(.). En particulier, le cholx g=0
redonne le champ unixial introduit précedemment. Chaque valeur de g
fournit une minoration de A'. I1 s'agit d’'optimiser le choix de cette
fonction. Ce travaill sera effectué au paragraphe sulvant pour la houle

linéaire.
4.b.2 Application a la houle lindaire
On se propose de mettre en oeuvre les approches statiques précédentes

dans le cas particuller on ph(x)=sinkx. En appliquant la minoration
{(175), on obtient immédiatement :
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p: z2C (180)

En associant (172) et (180), on obtient un premier encadrement de p:.
Bien que le champ de contrainte uniaxial utilisé pour établir (175)
soit d’une grande simplicité, la minoration qui en résulte dans le cas
de 1la houle 1linéaire n’est pas inintéressante. On va cependant
1’améliorer au moyen de la minoration (178), qui repose sur le champ
de contraintes élastiques. L’expression de la solution u de (154)
pour ph(x)=sin kx a été donnée en (161). On obtient :

pre—C  _ec=271C (181)

sup |ky ekyl

y<0
Il reste maintenant a utiliser les champs de contraintes construits
sur H . Pour un élément g de H, on pose h(y)=kg(y/k) et G(y)=IZh(t)dt.
lorsque g décrit H, G décrit 1’ensemble ﬁ des fonctions de Classe C2
nulles et de dérivées nulles en 0. La représentation matricielle é
dans la base (1,J) du champ de contralntes g s.a. avec p_ sin kx et
construit a partir de g est déduite de (179) :

-G”(ky)sinkx G’ (ky)coskx
(182)

nq >
f
o

G’ (ky)coskx {G(ky)-1)sinkx

Pour que le champ de contraintes ¢ soit compatible en tout point du
massif avec les caractéristiques de résistance du matériau, il faut et

il suffit que :

1/2
(Vx, Vy<0) po{sinzkx(G(kyHG”(kh)-l)2+4cosakx G'(ky)z} =2C (183)

il en résulte que :

(vcefi)p;‘zcmf[inf 2 ;1nf;—-](184)

y<o |G(y)+G”(y)-1] y<o |G’ (y)|

-~

On examine tout d’abord une classe particuliére d’'éléments de H. Scoit
un réel t et Gt 1’élément de H solution de 1’équation différentielle :
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(vy=0) G(y)+G"(y)-1=t

G(0)=G* (0)=0 (185)
Il est faclile de volr que Gt(y)=(1+t)(1-cosy) et par sulte :
Inf 1 1 (186)
y<0 Icé(y)l J1+t ]
En appliquant (184) au sous-ensemble de ﬁ obtenu lorsque t décrit R, il
vient :
p: 2 C sup [ inf (_E_; 1 )] (187)
teR 1t] [1+t]

2 1
La figure (23) montre que le maximum de la fonction inf[ ) ]
2 [t] [t+1]
est atteint lorsque 2/|t|=1/{t+1], soit t=—§. I1 vient :

p: z23C (188)

Figure 23. Recherche du réel t optimisant la minoration (187)

/3
fait le cholix optimal dans H, au sens ol il condult & la meilleure

On se propose maintenant de prouver que la fonction G_2 constitue en
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minoration de p: parmi toutes celles définies par (184).

On considére 1’application ¢ de 1’ensemble C°(R”) des fonctions
numériques définies sur R* et continues, dans H qui a un élément f de
C°(R”) associe la solution de 1’équation différentielle :

fy)
0

(v y=0) Gly)+G"(y)-1

G(0) = G’(0) (189)

I1 est facile de voir que ¢ est bijective. On peut d’allleurs établir
une expression analytique de ¢(f) (voir Annexe 10) :

e(f)(y) = Jysin(y—t).(f(t)+1) dt {190)
]

Pour qu’une fonction G de H conduise & une minoration de po+ meilleure
que (188), il faut donc que la fonction f = ¢-1(G) vérifie :

inf —2 23 (191)

yso |f(y)l

Cette condition fournit un encadrement de f(y) :
(v y =0) -2/3 s f(y) = 2/3 (192)

A partir de 1’expression (180) de G, le calcul de G’ donne :

G'(y) = chos(y—t).(f(t)+1) dt (193)

0

En vertu de 1'encadrement (192) a vérifier par f, la quantité

% 0)]. I1 en

cos(t+g)(f(t)+1) est positive pour toute valeur de te[—2

résulte que :

]
IG’(g)I = J cos(t+g).(f(t)+1) dt (184)

-n/2

En utilisant de nouveau (192) dans (184), 11 vient :
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0

s 1 T _ 1
-/2

ce qul prouve que :

inf —1 =3 (196)

yso |G’ (y)]
et achéve de démontrer que :

2 1 _
sup, { inf | inf ; inf ——— =3 (197)
G €H y<o [G(y)+G"(y)-1] y<o0 |G’ (y)}

Le choix de G_2/3 est donc optimal dans H. En associant (172) et

(188), on obtient un encadrement de p::

3= p:/C < 3,18 (198)

En fixant arbitrairement p:=3C, 1’erreur commise est au plus de 5%
Avec ce cholx, les triplets (H,L,d) potentiellement supportables sont
caractérisés par :

2= i_;:w.ch(kd) (199)
En comparant (198) a (24), il apparalt que le domaine K1 correspondant
au massif homogéne de cohésion C coincide avec 1le domaine K1
correspondant au massif hétérogéne de gradient de cohésion wc=3kC.
Cete observation permet de déterminer les houles linéalres possibles
et potentiellement supportables par un masslf sous-marin homogéne de

cohésion donnée a partir de la figure 5.

Une approche plus fine de la stabilité d'un massif de sol surconsolidé
consisterait & adopter un critére de rupture de Tresca "affine",
caractérisé par la donnée de 1la cohésion de surface C(0), et 1le
gradient de cohésion CO

C(y)=C(0)-arcy (200)

Cette étude n’est pas développée dans le cadre de ce mémolre.
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Cependant, il convient de noter que 1’'application de la méthode de
superposition introduite par Salencon et Matar (1982) permet d’obtenir
sans calcul un mincrant de p: en exploitant les minorations de la

charge extréme dans (22) et (198) :

p: = 3C(0)+7c/k (201)
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5 - CONCLUSION

La présente étude a dégagé des conditions de stabilité pour un massif
sous-marin constitué d'un sol cohérent et soumis & l’action de la
houle. Pour modéliser 1les capacités de résistance d’'un sol fin
normalement consolidé ou surconsolidé, des critéres de rupture de
Tresca respectivement linéaire (en fonction de la profondeur dans le
massif) et homogéne ont été retenus. Des résultats nettement

différenciés ont été obtenus selon le type de critére de rupture.

Critere de rupture lindaire

Dans le cas du critére de rupture linéalre, la cambrure H/L apparait
comme le paramétre caractérisant la houle du point de vue de 1la
stabilité, lorsque la sollicitation est modélisée par une théorie de
Stokes. Lorsqu’'elle est définle par une pression de forme quelconque,
le paramétre de la houle conditionnant la stabilité n'est autre que la
dérivée de cette pression le long du fond marin. Pour les applications
pratiques ol le projeteur étudie la réponse d’un massif donné sous
1’action de la houle de projet caractérisée par la hauteur des vagues
H, et la longueur d’onde L pour une profondeur d’eau donnée, le
domaine des valeurs de H et L provoquant 1’'instabllité a été déterminé
exactement pour la théorie de Stokes d’ordre 1 et et presque

exactement pour la théorie d’ordre 2.

Le poids volumique du matériau n’influence la stabilité du massif que
si celui-ci est incliné. C’est alors le polds volumique "déJjaugé"” 7’
qui intervient. Plus précisément la stabilité d'un massif incliné
selon 1’angle x avec 1’horizontale peut é&tre dédulte de celle d’un
massif horizontal constitué par le méme matériau en ajoutant 1la
quantité y’siny a la dérivée (le long du fond marin) de la surpression

due & la houle.
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Pour tenir compte de 1’anisotropie du matériau, il est nécessaire de
caractériser les capacltés de résistance par le gradient de cohéslon
wc(%). Pratiquement, cela signifie que la cohésion a prendre en
considération dans les calculs de stabilité, si elle est mesurée a
1’appareil triaxial, doit é&tre déduite d’essais de compression
réalisés sur des échantillons formant en place 1l'angle T avec la

4
verticale.

critére de rupture homogéne

La stabilité d’un massif sous-marin constitué par un matériau de
capacités de résistance modélisées par un critére de rupture homogeéne
a falt 1’objet d'une étude plus sommaire. Néanmoins, elle a permis de
mettre en évidence 1'importance que revét le choilx du critére de
rupture. C’est icl la hauteur H des vagues, et non plus la cambrure,
qui éaractérise 1'’effet de la houle sur la stabilité du massif
sous-marin & une profondeur relative donnée. Si la sollicitation est
définie par une pression p(.) de forme quelconque, le critére de
stabilité porte sur la valeur maximale de |[p(.)| (et non plus sur
celle de la dérivée de p(.)).

Pour les applications pratiques, on donne la solution du probléme de
la stabilité sous 1’action de la houle de Stokes d’ordre 1. Le massif
homogéne caractérisé par la cohésion C du matériau constitutif et le
massif hétérogéne de gradient de cohésion 7c=3kC sont identiques du
point de vue de la stabilité.
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ANNEXE 1 . Criteére de Tresca et fonction n(n,V) en déformation plane.
a.Définition du critére de Tresca en déformation plane.

La théorie du Calcul a la Rupture en déformation plane a été
introduite par Salengon (1983). Solt ¢ un tenseur de contraintes du
plan (i,]J). On désigne par o et o, ses contraintes principales
respectivement majeure et mineure, et par 91 et 93 des vecteurs
unitaires définissant les directions principales correspondantes. On
note encore &8 1’angle (J,ga) formé par la direction principale mineure
avec la verticale. Etant donnée une fonction numérique C(.), on dit
que o est compatible avec les capacités de résistance définles par

C(.) si :
o -0 s2C(3) (Al.1)
1 3

La fonction C(.) est appelée cohésion du matériau. Elle définit par
(A1.1) un critére de rupture sur les tenseurs de contraintes. Celui-ci
est dit isotrope lorsque C(.) se réduit a une constante ; 11 est
anisotrope dans le cas contraire. On note § 1’'ensemble des tenseurs
qui satisfont (A1.1).

b.calcul de la fonction w(n,V) associée

On reproduit ici le calcul effectué par Salengon et Tristan-Lopez
(1981). Soit n un vecteur unitaire du plan (1,]) et £=(i,n). On note ¢
le vecteur unitaire du plan pour lequel (t,n) est un dieédre direct.

Etant donné un vecteur ¥V du plan, on recherche :

n{n, V)=sup(V.c.n ; ge¥ ) (A1.2)

En désignant par t et o-n (resp. Vt et Vn) les coordonnées du vecteur
c.n (resp.V) dans la base (f,p), la définition précédente de =(n,V)

peut étre reformulée :
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n(n,V)=sup(o V +TV_; oe¥) (A1.3)
nn t =

v i
Vn .;2 vérifie manifestement (Al.1) pour

n
toutes valeurs de A. Comme g.g.1=AIVnI peut prendre des valeurs

Si Vnsto, le tenseur g——h

arbitrairement grandes, on voit que n(p,V)=+w. On suppose malntenant
que Vn=0. Soit g un élément quelconque de ¥ et 6=(,1,e_3). I1 est facile
de voir que :

[t

= S, sin2(3-€) (A1.4)

En utilisant (Al.4) dans la définition de =n(p,V) donnée en (A1.3), 11

vient:

o -c
n(n,V) = sup [V .—L—a.sinz(a—e)] (A1.5)
ot t° 2

La quantiteé -0, étant majorée par 2C(8) pour les é&léments de &, il

vient finalement :

n(n, Vy=sup{ VtC(S)sinZ(S—s) } (A1.6)
é
En distinguant selon le signe de Vt.’ 11 est possible de factoriser

lIXII=IVtI dans 1’expression de n(p,V):

-si Vt>0 : n(n,V) = Viisup{C(8)sin2(8-¢)}= Il_!ll.n+(e)
(A1.7)
-si V<0 : n(n,V) = WVisup{C(8)sin2(e-8)}= IIVl.n (&)

Les fonctions 1t+(e)et n () introduites dans (A1.7) présentent
1’avantage de ne pas dépendre du vecteur V. Elles ont été étudiées et
représentées graphiquement pour différentes valeurs des Kl par
Salengon et Tristan-Lopez (1981). En particulier, la fonction C(.)
étant paire, 11 est facile de vérifier que 1t+(8)=1t_(-€).
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ANNEXE 2.

auh
Calcul de 5;—(x,0)

Il s'agit de démontrer 1'égalité :

au

h _ 1 14,
W(a.O) = EVP;[Ph(aA-. )] (A2.1)
ou ph(.) est une fonction numérique de la variable réelle, c® a
support compact), et u est la solution du probléme :
Au =0 dans RxR~
u =p dans Rx{0} (A2.2)
o%%g uh(M) =0
On rappelle que vp% désigne la distribution appelée valeur principale
de Cauchy définie par :
(VpeD(R)) vt (¢) = lim | 2L ax (A2.3)
X £50 X
Ix]>¢

La démonstration s’'appuye sur 1’Annexe 6 du Chapitre II. Elle repose
sur les propriétés (1) et (2) qul y sont définies et le fait que P

scit a support compact. On a donc

8u

5-2(a,0)=11n f p(X)-pla) (A2.4)
y €0 (X—a)2
[ X-a|>e

En intégrant par parties dans 1’intégrale de droite, 1l vient :

[ p(X)-p(a) ;o _ [ P’ (X)yy , [PR-p(a)]™™ | [p()-p(2)]*7° () &
|X—a|>e(x-a)2 |x—a|>gx—a X-a ate X-a . .

Comme p(.) est & support compact, les limites quand X-+iw dans (A2.5)

sont nulles. 11 vient
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J p(X)-p(a) ., _ _J p’(atu) ;. , plate)-p(a)  pla—e)-p(a) (,, ¢
(x_a)Z u € €
| X-al>e lul>e
Soit enfin
p(X)-p(a) ., _ 1.,
%%E m)? = vp;[ph(a+.)] (A2.7)
| X-a|>e

qui établit (A2.1) en vertu de (A2.4)

8u
continuité de éy—h(x.b’) en y=0

I1 s’agit maintenant de démontrer 1’'égalité :

auh 1. 1
—— [—J— ’
;53 3y {a,y) nvp;[ph(a+.)] (A2.8)
On a, par définition de uh(X.Y) :
+0
1 cos 6
uh(x,y)-i J ph(X) R dX (A2.9)

ol cos 6=-y/R et R=V(x—X)2+y2. A l’aide du changement de variable

=}£§-§, il est faclle de voir que:

auh 1 o ado
—(x%,y) = = p’ (x+ay) (A2.10)
dy 14 J_m h 140

En retournant a la variable d4d'intégration X=x+ay, 11 vient alors :

+00 +00

auh 1 x-X 1 udu
éy—(x,y) = EJ' ph(X)—— dX = ~= ph(u+x) = 3 (A2.11)

(x—X)2+y2 T u“+y

-0
On introduit alors les notations suivantes :
f(u)=p;(u+x)

g{u)=(f(u)-£(0))/u pour uz0
g(0)=Ff’(0)

(A2.12)
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La fonction f étant dérivable en O, g est borné sur R et 1’on pose

G=sup|g(x)|. Etant donné un réel B>0, 11 est possible d'exhiber e<B
x€R

tel que :
lvp(£) - J %‘l du | < B (A2.13)
luj>e
8uh
On scinde alors 1’expression Iintégrale de 5;—(x,y) en deux
contributions:
3u +€
1'('T—h(x,y) = J“—f—(“—) du + J uf(w) 4, (A2.14)
y 2, 2 2
u +y _Luty
ful>e €
soit encore :
du e 2 +E
"a—h(x,y) = J uflu) g 4 J L -{CP R f(o)J udu (A2. 15)
y 2. .2 2 PR
u“+y &Y +y el +y
lul>€e

Le 3e&me terme du membre de droite de (A2.15) est nul. Le 2éme terme

est borné en valeur absolue par 2eG. Il vient :

auh f(u)
| na——(x.y) - | —= du | = I(y,e)+2¢G (A2.186)
y u
Jul>e
ou 1l'on a posé :
1y,€) = | J“f(“) du -jf_(i) du | (A2.17)
2 2 u
u“+y
fuf>e juf>e

Soit alors K, le support de la fonction f(.) et K'=K-[-g,+c]. On note
Ix’ la fonction indicatrice de K’ définie par :

Ix'(X)=0 si xeK’

Ix'(X)=1 si xeK’ (A2.18)

On observe que :
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K’ étant borneé,

(V(u.y)eRa) |

uf (u) | = f(u) I, (u)

2 2 u K
u +y

la fonction du membre de droite de

(A2.19)

(A2.19) est

intégrable. Le théoréme de la convergence dominée s’applique donc :

soit encore :

lim J uﬁ(u) du = J f(u) du

2 u
y=0 u“+y

[ul>e jul>e

(3e’>0) |yl<e’ » [I(y,e)I<B

En assoclant (A2.13), (A2.18) et (A2.21), on volt que :

du

(VB>0) (3e/>0) lyl<e’ =» | m—2(x,y) - vp%(f) | < 28(G+1)

oy

ce qui achéve de démontrer le résultat annoncé en (A2.8).
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ANNEXE 3. Calculs de As et Ac
a. Calcul de As

On pose :
¥ /k

F1(¢)_

Visinp+2t gBsin2p) 24K316. { cosp+at gBos2e) ®

(A3.1)

¥ 7k
Glp,2)= °

V451n¢+2tgﬁsin2w}2+1/4K2.{cosw(1+K(§+2)+tg8c052¢(1+4K(§+Z))}2

Par définition, AS(B) est 1la plus grande valeur du réel positif A
vérifiant simultanément les inégalités :

ASFi(Q)
(Vpel0,2n]) (V2<-K) (A3.2)
AsG(e,2)
En d’autres termes, AB(B) n’est autre que:
AS(B)=1nf(jh;35) {A3.3)
avec les notations suivantes:
L = inf Fl(qo) }2 = inf G(¢,2) (A3.4)
(0, 2n] pel0, 2n]
2<-K

L’'objectif de cette annexe est de simplifier le calcul numérique du
réel AS(B) tel qu'il est défini en (A3.3). En posant F2(¢)=%§{KG(¢.Z),

il suffit de remarquer que Jé = inf Fé(¢). La simplification
pel0, 2n]
recherchée consiste donc & déterminer analytiquement 1la quantité

Fz(w). Pour cela, on observe d’'abord que 1l’on peut écrire pour Z<0:

~Z

G(p,2)= (A3.5)

v A(p)2+(B(9)Z+C(p) )2
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ou 1’on a posé:

A(p)=sinp+2tgBsin2p
B(¢)=%cos¢+2tg3cos2¢ (A3.86)

2
C(¢)=%K[cos¢(1+§)+thcosZ¢(1+2K2)]

L’extremum dans R de G(¢,.) est atteint pour Z=ZL défini par:

Z =~ (A3-7)

Pour le calcul de F2(¢), il faut donc distinguer deux cas:

si Z°(¢)<-K alors F2(¢)=inf(G(¢,Zo(¢));G(w,-K);%ggmG(w.Z))

(A3.8)
si Zo(¢)>—K alors F2(¢)=1nf(G(¢,-K);%ggmG(w.Z))

Le calcul de AB(B) se raméne alors A minimiser les fonctions F1 et F2

par rapport a ¢.
b. Calcul de Ac

On recherche, pour une valeur donnée de BE[O,%], la quantité définie a
1’équation (108). Il s’agit de déterminer les extrema de la fonction :

gB(¢)=sin¢+2thsin2¢ (A3.8)
11 est facile de voir gque ces extrema sont atteints lorsque cosqo=Xe

(e=+1) on Xe est défini par:

_—1+eV1+128tg°B

< 16TgB (A3.9)

X

Pour les valeurs considérées de B, on observe que X+e[0,1]. Pour

situer |X_| par rapport a 1, il faut distinguer selon les valeurs de
B:
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pour Be[o,arctg%] s X I>1

(A3.10)
pour Be[arctgl X 1<
4°2° -
En remarquant que:
lgB(¢)!= I1+4th.cospl.V1-coszw (A3.11)
et en posant:
G _=|1+4tgB.X_|.V1-X° (A3.12)
€ € €
il vient:
Si Be[o,arctg%] :  sup IgB(tp)|=G+
90, 2n]
(A3.13)
Si Be[arctg%.g] :  sup Igﬁ(w)l=sup(G_;G+)
¢<(0, 2r]
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ANNEXE 4. Orientation de la direction principale mineure des champs de

anL-l(A) au voisinage du fond marin.

Soit gEHOnL_l(A). L’objectif de cette annexe est de déterminer la
valeur de la limite quand y-0 de 1'angle & formé par la verticale avec
la direction principale mineure du tenseur g(a,y). On adopte les

notations suivantes :

do

XX

a = .ay

(2,0) ; b= p;(u) ; t=a/2b (A4.1)

=

A partir du développement limité des composantes de g donné en (115),
il est facile de voir que

g(a,y)=A{ —ph(a);2 + yg?(a,y) } (A4.2)

» ~n
ol le tenseur ¢ est défini par sa matrice ¢ dans la base (},j)

~ a b 112 e
¢ = L (A4.3)
b 0 € €
xy
» -
En notant v la contrainte principale majeure de ¢, et o la

contrainte principale mineure de g, on observe que :

% =-ph(¢)+y.v (A4.4)

L’équation de la direction principale mineure de o qul coincide avec
. =
la direction principale majeure de ¢ est donnée par :
X+€
exy yyy

3 =v.y (A4.5)

b.x +

En désignant par B=Arctg(¥), 1’inclinaison de cette droite sur

1’horizontale, il vient :

th(v-%)=b+—¥ (A4.8)
et par suite :
1im tgd = i =1 1im v (A4.7)
y30 °8 Tig tgB b ¥ :
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Enfin, i1 est facile de voir que :
_ 1 2 2
;33 v = i(a +¥ a“+4b°)

Soit finalement :
e=+1 si b>0
lim tg 8 = -(t +e V 1+t%) avec

y=0 e=-1 si b<0
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ANNEXE 5. Un majorant de F;(x)

Soit M(x,0) un point situé a la surface du fond marin et o, un champ
de contralntes s.a. avec Aph(.). On suppose qu’il existe un réel £>0
tel que ¢ soit compatible avec les capacités de résistance du matériau
anisotrope dans le demi-disque Qe de centre M et de rayon €. On
désigne par Ié le domaine dense dans Ie=]x—e,x+e[ ol P, et ¢ sont
dérivables. Enfin, on pose pour aeIé :

8o

= 1 XX s_ /.2
t leg(a)' 3y (x,0) et 5t—arctg(t+s 1+t%) (A5.1)

L’'équation (118) établit que :

8
7c(at)

(Vaelé) IAI-Ip;(aJI = (A5.2)

1+t2

L'cbjectif de cette Annexe est de démontrer qu’il existe un réel T
pour lequel :
7 ()

IALLF (x) s = (45.3)

1+T2

Si er;, ce résultat est immédiat pulsque le réel T défini par
8o

1 xx

2hp;(x)' dy
répond a la question. On suppose maintenant que er;. On note

(x,0) si s=p;(x)>0 (ou 1’opposé de cette quantité si s<0)
respectivement p;(x+) et p;(x-) les dérivées & droite et & gauche de
p, en X, définies par :
’ +a_ ’ ’ TN ’
ph(x )—&gg ph(a) ph(x )-&3& ph(a) (A5.4)
a>X aix

La fonction (A étant bornée, sl 1’une ou l’autre de ces limites est
infinie, 1’équation (A5.2) montre qu’une valeur non nulle de A ne peut
étre potentiellement supportable. On a donc A=0 et tout réel T répond
a la question dans (AS.3)
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On suppose donc que les limites définies par (AS5.4) sont finies et,par
exemple, que F;(x)=|p;(x+)|. Solt (an) une sulte dans Ié quil converge
vers x, et (tn)et (sn) les suites assoclées a (ah) par (A5.1). Si la
sulte (tn) n’est pas bornée, comme 7, est bornée et que p; est
également bornée au voisinage de x, il en résulte que A=0. De nouveau
, tout réel T répond a la question dans (AS.3). On suppose donc que la
suite Itnl est bornée. Alors on peut en extraire une sous-suite

(t;)=(tn } convergente et 1’on note T sa limite. Le signe de la sulte
(sn } étant constant au-deld d’un certain rang, 11 n’est pas

P
restrictif de le supposer positif. On a
+
7c(at')
(vpeN) Al lp] (e )| = —_r (A5.5)
P 1+t'2
P

Lorsque p-», on obtient exactement la majoration (A5.3) recherchée, ce

qui achéve de démontrer le résultat annoncé.
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ANNEXE 6. Minima de 70(.) et ft(.).
a.Détermination du minimum de 7c(.)

On recherche le minimum du gradient de cohésion 70(.). Posant X=sin26.
11 s’agit de déterminer le minimum sur [0,1] du polynome P{.) défini

par :
P(X)=(1-aX) (1-4bX(1-X)) (A6.1)

La valeur minimale de P(.) sur {0,1] est atteinte en X=0 (P(0)=1), ou
en X=1 (P(1)=1-a) ou encore en un zéro réel situé entre 0 et 1 du

polynome P/ (.) :
P’ (X)=12abX°-8b( 1+a)X+a+4b (A6.2)

Les zéros éventuellement complexes de P’(.) sont :

E2bl 1+8)+V4b2( 1+2)°-3ab(a+4b)

Sab (AB.3)
En résumé :
+ +
-si x"e[0,1], inf 7c(9)=inf(1,1-a,P(x—))
oeR (AB.4)
+
-si x ¢[0,1], inf ¥ (8)=inf(1,1-a)
eeR °
b. Détermination du minimum de ft(')
On pose g(t)=%§§A ft(Z), la fonction ft(.) étant définie par :
o 2 1/2
£,(2) = 'f'.{u At A 2} (AB.5)
(1+A72+AZ)
Avec les notations a=4t2 et b=%+% ,» le calcul montre que la dérivée de

1/3

ft(.) s’'annule pour 2°=-b-(ab) Les variations de la fonction ft(.)
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sont 1llustrées a la figure 1. Pour le calcul de g(.), deux cas se

présentent:

—s1 Z <-A : g(t)=m1n(ft(2L);ft(-A))
(A6.6)

-s1 Z >-A : g(t)=ft(-A)

} 1@

figure 1. Variation de ft(')
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ANNEXE 7. Orlientation des directions principales pour un tenseur de

contraintes vérifiant 0}1=0

On consldére un endomorphisme M de R® dont la matrice est M :

0 b
M= (A7.1)
b a

ou a et b sont deux réels donnés. Les valeurs propres de M sont :

aty a2+4b2

1.—
Ay = 20 (A7.2)

On recherche 1’angle & entre la direction principale mineure de H

(asociée a A;) et la verticale. L’'équation de cette droite est :

b.y = A;.x (A7.3)

11 en résulte immédiatement que :

/[ 2, ,2
tg & =—b/A; _ 2b at+v a +4b

= = 55 (A7.4)
a-v a2+4b2

En posant t=a/2b, 11 vient encore :

g=+1 sl b>0
tg 8 = (t +ev 1+t%) avec (A7.5)
e=-1 si b<O

Pour les applications du paragraphe 3, & n’intervient que par la
valeur de 70(6). Celle-ci est entiérement déterminée par la donnée de

|tg 8]. C’est la raison pour laquelle on prendra systématiquement :

3=3;=arctg(t +e 1+t%) (A7.6)
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ANNEXE 8. Quelques indications qualitatives pour le choix de A

Un minorant de L”=kp:/7c(:1—‘) a été fourni a 1’équation (136). Il s’agit
de maximiser cette quantité par un choix judicieux du paramétre A. On
souhaite en particulier améliorer 1les minorations fournies par

1’ approche statique élastique pour les valeurs de (K1’K2) vérifiant :

1nf(K1,K2) =1 ou Kz s 1nf(1,K2) (A8.1)

Une détermination analytique rigoureuse du choix optimal de A n’est
pas praticable. Cependant, les considérations ci-aprés sont utiles

pour définir la fourchette dans laquelle il faut rechercher A. On pose

y (5) 231 ¥ (8 )
X (t) = [ ) t . 1+(4t/A) 2 : X (t) = [ ] t . g(t) (A8.2)
! 1+t 2 2 5 z

LAY 1+t

Les seules valeurs de Xl qui solent accessibles "a 1la main"
correspondent & t=0 ou t=tw. On observe d’abord que X1(0)=X2(0)=1. Le
choix de A n’'intervient donc pas sur les valeurs prises par les
fonctions X1 au voisinage de 0. En revanche, on va voir qu'il
conditionne la valeur des asymptotes de ces fonctions lorsque t-tw,
Pour le calcul de ces quantités, on remarque d’abord que %})&lm 6t=12—t- et
H}r_r_xm 61;:0' Par ailleurs, la définition de 2o montire que Zo<-A pour les
grandes valeurs de |t|. L’expression de g(t) est donc donnée par

{A8.2). Les limites suivantes résultent de ces observations :

K1 4
lim X1 = K_.K (A8.3)
t-+o 2

_1 4

1im X1 =i (A8.4)
t)>—co 2

K
lin X = K—‘inf[ 2A ;%] (A8.5)
to+® 2 1—A72
lin X, = Il(—mf[ 2A ;3] (A8.6)
t>-00 2 1—A92
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2A

1-A72
A=v2/3 et vaut vB. Pour les valeurs élevées de K2 ou de K2/K1, il est

raisonnable, au vu de (A8.5) et (A8.6), de penser que les fonctions

La valeur maximale de la quantité inf( ;E) est atteinte pour

X! atteignent leur maximum respectivement lorsque t+-o et t-o+w. En

choisissant A«v2/3, on peut alors espérer une minoration de L' du

type :

K K

S mf[w/é.x—i- ; 1] si K—1<1 (A8.7)
2 2

L = 1nf(\’§/K2 ; 1] si K>1 (A8.8)

I1 est possible de résumer (A8.7) et (A8.8) par une minoration

unique :

L' = inf[\/é_.z—i s VB/K, ; 1] (A8.9)
2

Le raisonnement précédent ne constitue évidemment pas une
démonstration de (A8.9). A ce stade, 11 s’'agit simplement d’une
présomption et d’un gulde pour une résolution numérique précise du
probléme. Celle-ci, qui a été développée a partir des réflexions
qualitatives présentées dans cette annexe, a confirmé la validité de
la minoration (A8.89). Les résultats en sont présentés au paragraphe
3.b.3 et 1ls montrent que (A8.9) est valable pour toutes les

valeurs des Kl .
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ANNEXE 9. Mécanismes d’'instablilité locaux

Cette annexe présente 2 familles de mécanisme ayant été envisagés pour
approcher par 1’extérieur la borne p: de 1l’amplitude de la houle
linéaire dans le cas du matériau cohérent homogéne 1isotrope. Ils

fournissent des résultats moins bons que la majoration (172).
a. Mécanisme n°1

On définit wune famille de champs de vitesse a 3 paramétres
a,Be]O.E[ et h>0 (voir figure 1). O étant 1’origine de l’axe des x,
les blocs triangulaires OAA’, OA’B’, OBB’ sont en translation
paralléle respectivement aux segments AA’, A'B’ et BB'. La vitesse est
nulle dans le reste du massif. U désignant 1’amplitude de la vitesse
du bloc OAA’, les amplitudes des vitesses V de OA’B’ et W de OBB’ sont
déterminées par la nécessité que les discontlinuités de vitesse entre
blocs solent tangentielles. L’'hodographe fournit alors :

sin(a+g)

V= cosa (A9. 1)

W=U
La discontinuité Z entre les blocs OAA’ et OB’A’ est égale a celle
entre les blocs OBB’ et OB’A’. Elle vaut :

cosf
cosa

Z=1U (AS.2)

d désignant la distance de O & la droite A’B’, 11 est faclile de volr

que la puilssance disslpable vaut :

1 + cosB . sina.sina+f

cosfB 2 2
cos o cos «

P(V) = 2CdU { (A8.3)

La puissance 7;xt de la pression P, sin kx dans le champ de vitesse V

vaut :

h (3]
?xt=UcosB{Is1nbcdx-Is1nbcdx} (AS. 4)
° 0 ~h
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En s’appuyant sur (3) et (4), le théoréme cinématique donne :

kh 1+2A%+B%+AB

1-coskh’ A+B (A9.5)

(Va.Be]O.g[)(Vh>o) p: s C.

ol 1l'on a posé Astga et B=tgBS. La fractlon rationnelle en A et B de
(5) est minimale pour A=1/v¥7 et B=3/¥7. Elle vaut alors V7. Par
allleurs, on montre que inf . S =1,38. La meilleure majoration

x>0 1l-cosx
obtenue au moyen de cette famille de mécanismes est donc :

p: < 3,65 C (AS.8)

figure 1. Mécanisme n*1

b. Mécanisme n°2

On définit une famille de champs de vitesse & 2 paramétres ae]O,g[ et
h > O (volr figure 2). Le bloc triangulaire OAA’ (resp. OBB’) est en
translation & la vitesse U (resp. V) parallélement 2 AA’ (resp. BB’)
et 1’arc A’B’, la vitesse est orthoradiale d’'amplitude constante W :

V(M) = -W e, (AS.7)

La vitesse est nulle dans le reste du massif. La continuité de la
composante normale de la vitesse au passage des segments OA’ et OB’
impose que U=V=W. La puissance dissipable par le matériau dans le

champ de vitesses V provient de la discontinulté de vitesses sur les
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segments AA’, BB’ et A’B’, alnsi que des déformations dans le secteur

angulaire OA’B’. Il vient :

Jn(g)ds = 2CUh.asina (A9.8)
oA’B’
J%(g,[!])dl = Jn(g,[y])dl = CUh.oasina (AS.9)
AA AA
Jn(g.[!])dl = 2CUh.asin«(10) (AS.10)
A'B’
tous calculs faits :
P(V) = 2CUh(2asina + cosa) (AS.11)

figure 2. Mécanisme n*2

La puissance ?;xt de la pression posinkx dans le champ de vitesses V

est donnée par :

h (4]
P_=p Usina { f sinkx dx - I sinkx dx } (AS. 12)
) (-] o -h
soit :
_ 1-coskh
P, = 2p Usina, 050 (9. 13)
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A9.ll

En s’appuyant sur (11) et (13), le théoréme cinématique donne :

1

ga) (A9. 14)

n +
(Vae]O.E[)(Vh>O) p, = C. (2a+t

kh
1-coskh’

L’angle ae]O,g[ réalisant le minimum de 2a+E%E n’est autre que §. En

se rappelant que ;gg(x/l—cosx)=1,38, on obtlent 1la meilleure
majoration de p: accessible par cette famille :

p: s 3,55 C (A9. 15)

183



ANNEXE 10. Expression analytique de o(f)

On recherche une expression analytique de la solution ¢(f)=G dans R
de 1’'équation différentielle (189) en fonction de la donnée f(.). A la
classique méthode de la variation de la constante on préfére ici un
procédé basé sur 1'emploi d’'une solution élémentaire de 1'opérateur
P(D)=D°+D°. On désigne par ¥ la fonctlon—échelon définie par:
P(x)=1 si x<0
¥(x)=0 si x>0
En considérant une fonction g de Classe c? quelconque, i1 est facile

(A10.1)

de voir que:

D(g¥#)=g’ #-g(0)3

o (A10.2)
D" (g¥)=g"¥-g’ (0)8-g(0)3’
En utilisant (188) dans (A10.2), i1 vient:
P(D)(GY¥)=(1+f)¥ {A10.3)

De plus, si 1’on désigne par ®, la solution du probléme différentiel :

o¥+p =0
e ° (A10.4)
w°(0)=0 w;(0)=—1

on vérifie immédiatement a partir de (A10.2) que E=¢°9 constitue une
solution élémentaire de 1'opérateur P(D). Il en résulte que:

E*P(D)(G¥)=P(D) (E)*G¥=G¥ (A10.5)
En comparant (A10.3) et (A10.8), 11 vient :
GY¥=E*(1+f)¢ (A10.8)

On vérifie immédiatement que ¢;(x)=-sin(x). En reportant ce résultat

dans (A10.6), on trouve finalement:

¢°(y)=jysin(y-t)(1+f(t))dt (A10.7)
)
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CHAPITRE IV - STABILITE D’'UN MASSIF DE SOL GRANULAIRE

1 - INTRODUCTION

Les développements présentés au chapitre III reposent sur 1’'emplol du
critére de rupture de Tresca. La pertinence de cette approche est
toutefols limitée aux sols fins. Pour 1'étude de la stabilité d’'un
massif sous-marin constitué d’un sable, la modélisation des capacltés
de résistance du matériau par le critére de Mohr-Coulomb, calculé sur
le tenseur des contraintes effectives est plus satisfaisante.
L'analyse de ce nouveau probléme doit donc explicitement prendre en

compte le caractére biphasique du sol.

Quallitativement, la pression qu’exerce la houle sur la face supérieure
du massif sous-marin est équilibrée par un champ de contraintes et une
pression Interstitielle cycliques, comme cela a été montré au chapltre
Il dans le cas particulier d’un squelette élastique. En raison de la
contractance des sables, c’est-a-dire de leur tendance & se densiflier
lorsqu’ils sont soumis & un état de contraintes déviatoriques
cycliques, un tel chargement provoque en général 1’accumulation de
surpressions Interstitielles dans le massif. Le régime hydraulique
dans ce dernier est donc marqué par un écoulement de 1l’eau
interstitielle vers les zones dralnantes, c’est-a-dire le plus souvent

vers 1’interface sol/mer.

Dans une analyse de la question de 1la stabilité du massif en
contraintes effectives, ce sont les forces exercées par cet écoulement
sur le squelette qul caractérisent les efforts. Ce mode de chargement
du massif est donc distinct de celui qui a été introduit au chepitre
III, dans le cadre de l’analyse en contraintes totales. C’est 1la
raison pour laquelle 1'étude de la stabilité d’'un massif de sable
soumis & 1’action de la houle ne se 1limite pas, par rapport aux
développements du Chapitre III, & un simple changement de critére de
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rupture.

D'ores et déja, l'existence d’une imbrication entre le chargement,
caractérisé par les forces d’écoulement agissant sur le squelette, et
la contractance, qui est un trait du comportement évidemment non
contenu dans le critére de rupture, semble mettre en cause la

faisabilité méme du calcul de stabilité.

Ce chapitre propose donc une réflexion sur 1’emplol du Calcul a la
Rupture en contraintes effectives. Elle débouche sur une méthode
approchée pour l'analyse de la stabilité des massifs de sables soumis
a 1l’action de 1la houle. Mals puisque 1la nécessité de connaitre
davantage du matériau que son seul critére de rupture vient d’étre
entrevue, il convient en premier lieu d’examiner son comportement sous

scollicitation cyclique.
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2 - ELEMENTS SUR LE COMPORTEMENT DES SABLES SOUS SOLLICITATION CYCLIQUE

Le couplage "comportement-chargement" évoqué ci-dessus 1lntervient au
niveau du calcul des forces d’écoulement exercées par le flulde sur le
squelette. Il convient donc d’'étudier le mécanisme de génération de
surpressions interstitielles observé lors d’un chargement dévliatorique
cyclique. Plus précisément, ce paragraphe va se concentrer sur le
phénoméne de liquéfaction qui est une des conséquences majeures de la
génération de surpressions interstitielles. Parmi 1les nombreuses
informations disponibles sur ce sujet, on se bornera & donner les
éléments qul sont nécessaires pour la compréhension des développements
ultérieurs. Pour une documentation plus détaillée sur la liquéfaction
des sables, on pourra se reporter aux synthéses présentées par Finn
(1981), Ishihara (1982), Pecker (1984) ou Schlosser et al. (1987).

2.a observation du phénoméne de liquéfaction en condition non drainée

I1 convient pour mémoire de rappeler qu’'un chargement cyclique
purement isotrope conduit en général a un comportement adapté en peu
de cycles, indépendamment des conditions de drainage (Luong,
1980; Schlosser et al. 1987). En conséquence, vis-a-vis du propos de
ce travail, un tel chargement peut étre qualifié de "bénin", au sens
ou il ne saurait conduire a des forces d’'écoulement susceptibles de
menacer la stabilité du massif sollicité. Il s’agit donc de se
concentrer sur les effets d’un chargement déviatorique cyclique. Le
phénoméne de liquéfaction quil peut en résulter va étre présenté sur un

exemple.

La figure 1 présente un essal typlque de cisalllement cyclique
effectué a4 1’'appareil triaxlial sur une éprouvette de sable moyennement
dense non dralnée (Pecker, 1984). L’état de contralntes effectives
initial est g;=-c:g avec 01=200kPa. Le trajet de contraintes totales
est obtenu en maintenant constante la pression de confinement et en
asservissant le déviateur q=0,~0, 2 sulvre en fonction du temps un

signal triangulaire.
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Les résultats de cet essal sont constitués par 1’enregistrement des
déformations axiales e, et par celul de la surpression Interstitielle
u. On observe que les déformations axiales restent trés limitées aussl
longtemps que la pression Interstitielle demeure inférieure 2a 0.60';
environ. Puls, au-deld de ce seuil, 1’amplitude de leur variation
croit Jusqu’'ad prendre des proportions conduisant & la destruction de
1’échantilion. On explique classiquement c¢e phénoméne par Ila
diminution progressive de 1la contrainte effective moyenne qui
accompagne le phénoméne de génération de surpressions interstitlelles.
En particulier, lorsque la contrainte effective moyenne s’annule,
1’éprouvette perd toute résistance au cisalllement puisqu’elle est
constituée d’'un matériau purement frottant, et s’écoule comme un

fluide. On dit qu’il y a liquéfaction.

D’une maniére plus générale, on considére maintenant une histoire
périodique de contraintes notée g(t), que 1'on applique a une
éprouvette non drainée au laboratoire. On quantifie classiquement
1’évolution de la pression interstitielle u par une fonction ¥(N)
donnant la valeur de u au terme du cycle n°N. On observe que la
pression interstitielle générée est proportionnelle a la contrainte
effective moyenne 1initiale 0';=—-:1§tr(g;). Notant NL' le nombre de
cycles de 1la sollicitation qui provogque 1la liquéfaction de
1’échantillon pris dans son état initial, on introdult classiquement

une fonction f définie sur [0,1] par :
{0(N)=0’°f(N/N1’°) (1)

Elle vérifie par constructlion les relations
£(0)=0 ; £(1)=1 (2)

Certains auteurs ont cherché a préciser la forme de la fonction f
(Seed et al., 1976). Cependant, selon Smits et al. (1978), 1la
simplification qui consiste & poser f(x)=x est en bon accord avec les
observations expérimentales. Cette schématisation sera adoptée pour la

suite. On écrira donc trés simplement
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0/1(N)=a‘;N/NL . (3a)

Ceci revient & admettre que le taux g—% de génération de pression

interstitielle en condition non drainée est constant. On a donc

dy _ , (et -
a —o'o/NL'o—(O'O ',b(N))/(NL’o N) (3b)

On remarquera que U;-III(N) représente la contrainte effective moyenne
aprés N cycles et que NL O-N n'‘est autre que le nombre de cycles
liquéfiant 1’échantillon a partir de 1’'état attelnt aprés N cycles. Il

reste a relier NL aux caractéristiques du matériau et de la

,0

sollicitation. La mise en évidence de 1'influence décisive de la

densité d’'un sable sur la valeur de NLo est anclienne. Elle est

caractérisée usuellement par 1’'indice des vides e qul reste constant

au cours d’un essai non drainé homogéne. On désigne par T 1’amplitude
des variations de la quantité (%s”s”)""’

déviatorique du tenseur g. On montre expérimentalement que Nl. o dépend

, ou s désigne la partie

de T et 0'; , @ e donné, par 1’'intermédlaire du rapport de ces
contraintes. Pour les applications pratiques, on recherche
expérimentalement 1la relation existant entre NL et 'r/o*; pour

»0
différentes valeurs de 1’indice des vides. On pose donc

NL’°=g(1:/a-°. e°) (4)

La figure 2 fournit un exemple de tels résultats expérimentaux. Dans
la pratique, la détermination expérimentale de la fonction g constitue
la donnée de base sur le comportement d’un sable soumis a une
sollicitation cyclique. 11 convient de rappeler que la lliste de ses
arguments ne se limite pas a 1:/0'; et e En particulier, elle dépend
de la forme du trajet de contraintes g(t), dont le rapport '!.'/0’; ne
caractérise que 1’intensité (Ishihara, 1985).

2.)b interprétation du phénoméne

Lors d'un essal non drainé supposé homogéne, 1les déformatlions

volumiques de 1’éprouvette sont nulles dés lors que la compressibilité
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du fluide et des grains peut étre négligée. On ne peut donc mettre en
évidence directement les déformations volumiques irréversibles subles
par 1'éprouvette. En revanche, celles-cl peuvent &tre visuallsées
aisément en condition drainée. La figure 3 présente les résultats d’un
essali da & Luong (1980), réalisé a 1'appareil triaxial sur une
éprouvette de sable parfaltement drainée. Le chargement est purement
déviatorique (trg’=Cte) et le déviateur q est une fonction périodique
du temps. La distance entre 2 points du diagramme de la figure 3.b
situés sur une drolte g=Cte représente donc 1'accumulation de

déformation volumique irréversible entre ces deux points.

On se propose de présenter une interprétation du phénoméne de
liquéfaction basée sur 1’existence de ces déformations volumiques
irréversibles sous chargement cyclique qul vient d’étre rappelée.
L’idée de cette interprétation est due a Martin et al. (1975).

2.b.1 partition des déformations en composantes réversible et irréversible

D’un point de vue phénoménologique, la déformation irréversible causée
par un chargement donné doit étre définie comme la différence entre la
déformation mesurée et la contribution réversible, dans la mesure ou
cette derniére existe. Pour quantifier la déformation irréversible, il
convient donc tout d’abord de définir les déformations réversibles.
Ceci suppose que l’on soit capable d’isoler une expérience ou le
comportement du matériau soit réversible, ce qui n’a rien d’évident
pour un sable. L’expérience simple de la compression isotrope, telle
qu'on peut la réaliser a 1'apparell triaxial répond en partie & la

question.
expérience de compression isotrope

On considére une éprouvette parfaitement drainée, préparée dans un
appareil triaxial & un indice des vides e dans un état de contraintes
initial non déviatorique g:=—c;£. L’état 1initial de densite,

caractérisé par e est lache et 1'on suppose que le matériau n’a pas
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été soumis antérieurement a4 une pression supérieure a o-;. On la soumet

a un cycle incrémental de pression de conflinement :

- variation de la pression de o’ & o’+do’
[+] ]

- retour de o’+do’ 3 o’
[+] [+

On rend compte traditionnellement des déformations volumiques au cours
de ce chargement par la donnée des variations de 1’'indice des vides,

(1) (2)

notées respectivement de et de pour les deux phases de

chargement. 11 faut dlstinguer selon le signe de do’.

Si do’<0, les résultats expérimentaux sont blien modélisés par les

relations suivantes :

de(“==x.d—?- de(2)=lc(l;{ (5)
o‘o o’o

qui font appel & une constante k caractéristique du matériau. A
1’issue du cycle de pression, 1’indice des vides n’a pas varié. Le
chargement provoque donc des déformations de nature
réversible.

)

Si do’>0, les quantites de'’’ et de'® devienment :

de V=23 de@ =32 (6)
% %

La densification au cours de la charge falt appel a une constante A

supplémentaire vérifiant A>x. A 1’issue du cycle de pression, il

subsiste une diminution irréversible de 1’indice des vides. En la
T

notant de" , 11 vient

(1)

de'"=de -de‘2’=—(h-n)g$ (7)

[+]

En opposition au caractére Iirréversible de la densification mesurée
)

par de"r, la variation de(2

apparailt de nature réversible. Elle
représente la composante de la densification causée par la charge que

1’on récupére au cours de la décharge.
L’ hypothése des petites pertubations permet de considérer que les

variations de 1’'indice des vides sont proportionnelles aux

déformations volumiques incrémentales dev causées par le chargement.
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I1 est alors naturel de décomposer celles-cl sous la forme

de =de' T+de"" (8)
v v v
avec
’
der°v=-d—‘T et K=(1+e )o’'/x (9)
v K o' o

La quantité K représente le module de compressibilité réversible. I1
est proportionnel a la contrainte moyenne o-;. Cette dépendance
linéaire de K en fonction de a: résulte directement de 1’expression
(6) de de"®’. On rencontre parfois des expressions plus générales du
type

K=a.(0';)" (10)

Le réel n varie typiquement entre 0.5 et 1, les valeurs les plus
basses devant étre attribuées aux sables de densité élevée (Lambe et
Whitman, 1879). L’expression particuliére de K donnée en (8) quil
consiste 4 prendre n=1 est Justiflée par le fait que les massifs
sous—-marins les plus denses sont les moins concernés par le risque
d’instabilité sous 1’action des forces d’écoulement. C’est donc blen

les valeurs élevées de n qul présentent un intérét pour ce travall.
généralisation & des états de contraintes non sphériques

La validité de (9) est 1limitée au cas de contraintes non
déviatoriques. 11 convient maintenant de fournir une modélisation pour
le calcul des déformations volumiques réversibles dues & une variation
dg’ d’un état de contraintes g’ dont le déviateur est éventuellement
non nul. Il 1importe également de quantifier 1les déformations

déviatoriques réversibles.

Moyennant une hypothése d’isotropie des propriétés réversibles, on
peut admettre que de:” ne dépend pas de la partie déviatorique de
dg’. On pose alors :

rev

del " =prory- (5tr(dg’ ) (11)

g |~

On peut également décomposer la partie déviatorique dg de 1’incrément
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spheriqu.es

de déformations de en deux contributions respectivement réversible et
irréversible :

rev

d8=dg""+dg"'"" (12)

L’'étude expérimentale de dgr°v est sensiblement plus complexe que
eV

celle de dei Ceci est d0 au fait que 1’on ne dispose pas d’une
expérience non incrémentale au cours de laquelle les déformations
déviatoriques seraient purement réversibles. S’ appuyant sur

1’hypothése d’isotropie des propriétés réversibles, on pose :

48" g ryds (13)
ol ds désigne la partie déviatorique de dg’. Pour achever la
modélisation des déformations réversibles donnée par (11) et (13), 11
faut encore préciser la dépendance de K et pu par rapport a g’. L’étude
de 1’expérience de compression isotrope démontre la nécessité de
prendre en compte une dépendance de K par rapport a la contrainte
effective moyenne o;=—%trg’. La dépendance du coefficient pu par
rapport a 0; est également blen établie expérimentalement. Loret
(1983) a démontré que K et pu dépendent en outre de la partie
déviatorique de g’. En effet, dans le cas contraire, sl 1’on modélise
le comportement par les relations (11) et (13), une déformation non
nulle peut résulter d’un trajet de contraintes effectives fermé. Cecl
est contradictoire avec 1’idée de déformations réversibles. Toutefois,
en guise de premiére approximation, on se limltera dans la suite de ce
travail a prendre en compte la dépendance de K et p par rapport a 0;.
Plus précisément, on adoptera la relation

k=-222. (ztr(g”)) (142)

et 1’on supposera constant le rapport K/u, a partir duquel peut étre

défini le coefficient de Poisson par la relation

K_2 1+

o312 (14b)

I1 convient maintenant de justifier 1’introduction d’une décomposition
des déformations en parties réverslble et Irréversible en montrant

qu’elle permet d’interpréter le phénoméne de 1liquéfaction.
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2.b.2 retour a 1’essal de liquéfaction

On se penche a nouveau sur l’essal de liquéfaction introduit au
paragraphe 2.a. En dehors des cycles ultimes ol le phénoméne de
liquéfaction apparait, on observe que les variations de la pression
interstitielle s’effectuent en  phase avec celles de q=0,-0,. En
particulier, sur un cycle donné, les extrema de u et g coincident.
Cependant, contrairement & q, la pression u n’est pas pérlodique. En
effet, on observe une légére augmentation de la valeur de la pression
interstitielle entre le début et la fin d’un cycle donné. La partition
des déformations volumiques définie par (8),(11) et (14a) va fournir
une interprétation qualitative des observations qui viennent d’étre
faites.

La configuration de référence pour le calcul des déformations est
celle de 1l’éprouvette au début de l’essal. On considére un Iincrément
de chargement définl par wune variation dq du déviateur des
contralntes. Si les déformations volumiques sont homogénes a

1’intérieur de 1’éprouvette, (8) et (11) fournissent
1,, irr
-=do’ +de’ =0 {15)
K m v

En vertu de la relation de Terzaghi, 1’incrément du de pression

interstitielle est donc donné par
du=do ~Kde'"" (16)
m v

La pression de conflnement -0'3 étant malntenue constante, les
variations de la contrainte moyenne totale sont proportionnelles a
celles du déviateur. Si les variations de K au cours d’'un cycle de
chargement peuvent é&tre négligées, une relation entre les variations a
résulte de (16):

1’intérieur de ce cycle de u, q et ei"

irr

Au(t)= Aq(t)/3- K.Aev (t) (17)

I1 reste a interpréter (17) & la 1lumiére des observations
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expérimentales énoncées précédemment. En dehors de la phase de 1’essai
ol survient la liquéfaction, la contribution principale aux variatlions
de u dans un cycle donné doit étre attribuée aux variations de la
contrainte moyenne : c’est le terme Aq(t)/3 de 1’équation (17). Il
rend compte de 1l'aspect en "dents de scie" de 1'évolution dans le

irr

temps de u. Le terme KAev des déformations volumiques irréversibles

varie peu au sein d'un cycle donné. Cependant, il est & l’origine du

décalage entre les "dents de scie" correspondant a des cycles
irr irr)
v,N¢1 v,N°
1’avalent wvu Martin et al. (1975), <c’est 1’accumulation des

successifs n°N et n°N+1 quil n’est autre que K(e Et, comme
déformations irréversibles qui conduit & 1la liquéfaction. Ces
déformations de signe négatif sont la manifestation du phénoméne de

contractance.

Ainsi, la partition des déformations est une 1dée fructueuse pour la
compréhension du rhénoméne de génération de surpressions
interstitielles sous chargement cyclique. Elle sera utilisée dans la
suite de ce travail dans la forme donnée aux équations (11),(13) et
(14).

2.c une contribution au calcul de la résistance au cisaillement cyclique

Comme on 1'a indiqué au paragraphe 2.a, 1’effet de la densité du
matériau sur la valeur de Nl_'D est pris en compte classiquement par
1’indice des vides, comme dans 1l’équation (4). Par 1’étude du cas
particulier d’un essai non drainé de cisalllement cyclique comme celui
de la figure 1, on se propose de montrer que ce choix n'est pas

optimal et de tenter de 1’améliorer.

On rappelle que 1’état initial de 1’éprouvette est caractérisé par
1’état de contraintes g;=—o;£ et 1'indice des vides eo, ce dernier
restant constant au cours de l’essal. Au terme du N-iéme cycle, 1’état
de contraintes effectives est devenu g’=-o’£, avec o“=o:-w(N). Si 1’on
maintient au delda du N-iéme cycle 1’amplitude du cisalllement égale a
T, le nombre de cycles conduisant a la liquéfactlion est rédult a
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NL=NL O-N. Si 1’indice des vides était la bonne variable pour

caractériser dans (4) 1’état de densification, on aurait donc

— T .
NL,O_N_g(E’;—"I‘T(—T’ eo) (18)

En utilisant (3b), i1 vient alors, avec la notation u=y(N)

u '
NL’O(I—;:)-g(T/(o; u)) (19)

ol 1’on a omis 1’indice des vides puisqu’il est invariable au cours de
1l’essal. En identifiant les dérivées par rapport & u de chaque membre
de (19), on obtient :

’

TO
-g(t/o” )=——°——2g’ (t/(0’'~u)) (20)
° (a';—u) °

I1 reste a faire u=0 et A poser p=t/0c’ pour obtenir 1’équation
différentielle en g suivante :

eg’ (p)+g(p)=0 (21)
qui donne

glp)=glp Jp /p (22)
L’allure hyperbolique des variations de g en fonction de p alinsi
obtenue n’est pas en accord avec l’expérience. A titre d’exemple, on

peut citer la relation empirique proposée par Faccloll (1973) :

N =ap P (23)

ol a est un coefficient dépendant de la densité du matériau. Les
valeurs usuelles de B sont sensiblement supérieures a 1, typiquement
de 1’'ordre de 5.

L’origine de la difficulté qui vient d’étre soulignée réside dans le
fait que 1’'indice des vides d’un élément de sol ne suffit pas a
caractériser son état de densification. Plus précisément, lorsque 1'on
modifie 1’état de densité d’un sol, ses propriétés mécanlques
changent. Il constitue donc un élément de la mémolre du matériau.
Cependant, il parait raisonnable d'admettre que seule une évolution
irréversible de cet état de densité pulsse modifier le comportement.

Il convient donc de définir un indice des vides "irréversible" destiné
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a4 rendre compte de 1’influence de 1’'état de densité sur le
comportement du matériau. Dans une varlation de 1'indice des vides e,

la composante irréversible est, d’aprés (8) :
de' " =de+xdo” /o (24)
m m

ol a; désigne la contrainte effective moyenne. Si 1l’on se donne un
état de référence p, pour la pression, on peut donc définir 1’indice

des vides irréversible & par la relation

&

e+an(¢;/pu) (25)

Cette quantité dépend donc & la fois de 1'indice des vides et de la
contrainte effective moyenne. 11 convient de remarquer qu’'un autre
choix de K(o-l’n) du type (10) avec n#1 condulralt & une expression
différente de €. En fait, le point de vue consistant & préférer € a e
pour caractériser 1’état de densité du matériau n’est pas neuf. On
retrouve & sous le nom d’indice des vides plastique comme paramétre
d’ écrouissage dans le modéle de Cam-Clay (Schofield et Wroth, 1968) et
chez de nombreux autres auteurs de modéles élastoplastiques. Il reste

a montrer que ce nouveau choix est fructueux.

On considére donc une éprouvette dont la contralnte effective moyenne
actuelle est v;. Son état de densité initial est caractérisé par €. On
se propose d'étudier le nombre de cycles provoquant sa liquéfaction en
condition non drainée sous 1’action d’un chargement déviatorique

périodique d’'amplitude 7. En remplagant e par & dans (4), on pose
N =h(t/c¢’,8) (26)
L m

On se propose de préciser la forme mathématique de h. Au terme du
N-iéme cycle, la pression interstitielle vaut Y(N) et la contrainte
effective moyenne a donc diminué. D’aprés (25), 1l en est de méme de &
puisque 1'indice des vides e n'’a pas varié. La variation de & est

donnée par

A8=n.Ln(1-¢(N)/c;) (27)

L’équation analogue de (18) s’écrit
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NL(l—a)=h[p/(1-a) ,8+k.Ln( 1-a)] (28)

ol l’on a posé a=w(N)/¢; et p=r/c;. En identifiant les dérivées des
deux membres par rapport a « en a=0, on obtient une équation aux

dérivées partielles dont h(p,&) est solution :
h _ _&h
PEE(P,E) + hip,8) = Ka?(P,E) (29)

Puls, en séparant les variables p et & sous la forme h(p,8)=R(p)E(E),

on trouve

pn (p) + 1 = ng'(e) (30)

I1 en résulte que les quantités pg (p) et g (8) sont des constantes.

La forme de la fonction h(p,&) est donc la sulvante :

h(P,€)=a,o-'3e(1-3)8/'c (31)

dont on vérifie sans difficulté qu’'elle est solution de (28). L'idée
de caractériser 1’état de densité par 1’indice des vides irréversible
€ a conduit a trouver par le calcul une expression de NL cohérente
avec les observations expérimentales de Faccioli (1973). Ceci
constitue un argument en faveur de ce choix qul est adopté pour la
sulte de ce travail. De nouveau, on observera qu’une modélisation de

K(o-l’n) du type (10) avec n#1 fournirait une autre forme de h{(p,8).
2.d lien entre essais cycliques drainés et non drainés

La réflexion qui vient d’'étre présentée sur le comportement des sables
sous chargement cyclique a privilégié 1’'étude du phénoméne de
liquéfaction. Elle s’'est développée sur la base de données des essals
non drainés. En fait, force est de constater que le volume des données
expérimentales sur le comportement des sables soumis a une
sollicitation cyclique en condition drainée est, a ce Jour,
relativement mince méme s’'il faut mentionner le contre-exemple des
travaux de Martin et al (1975). Le falt que les essals non dralinés
aient été privilégiés trouve probablement une explication historique,
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inscrite dans la chronologie d’'une recherche. En effet, 11 est bilen
naturel que celle-cl ait porté en premier lieu sur le phénoméne de
liquéfaction en raison de la menace potentielle que recéle sa
dimension "catastrophique". On pourra objecter que la 1logique de
1’hypothése de Terzaghi devrait conduire & fonder 1’étude de tout
aspect du comportement d’un sol, serait-ce la liquéfaction, sur des
essals drainés. Mals il est bien compréhensible que ce phénoméne ait
été étudié a partir d’essals non drainés.

En tout état de cause, 11 paralt intéressant de tenter d’établir un
pont entre les deux types d’essais. En d’autres termes, 11 convient de
se demander si la base de données des essals cycliques non drainés
peut permettre la prévision d’essals cycliques dralnés. Par exemple,
la connaissance quantitative du phénoméne de génération de pression
interstitielle au cours d’un essal de cisalllement cyclique non drainé
donne-t-elle accés aux déformations volumiques causées par un tel
chargement en condition drainée ? Le présent paragraphe s’efforce de
répondre a cette interrogation dont 1’intérét epparaitra plus

clairement au paragraphe 5.a.
2.d.1 prévision des déformations irréversibles par des essais non drainés

On considére deux éprouvettes préparées dans 1le méme état de
contraintes effectives initial 0: et le méme indice de densification
60. La premiére est soumise au chargement g;+Ag’(t) en condition
drainée. La seconde subit, en condition non drainée, une histoire de
contraintes totales ldentique & 1'histoire des contraintes effectives
de 1la premiére. On se propose de comparer les déformations
irréversibles des deux éprouvettes en vue de préciser a quelles
conditions 1les déformations de 1la seconde constituent |une
approximation de celles de la premiére. On adoptera 1’'hypothése qu’'un
incrément de déformation Iréversible du sol dépend continGment de
1’état de contraintes effectives ¢’, de 1’incrément de contraintes
appliqué dg’, et de 1’indice de densification & ce que 1'on
notera symboliquement :
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dac'""=%F (g’ ,dg” . &) (32)

En raison de la génération de surpression interstitielle en condition
non drainée, les histoires des contraintes effectives dans les deux
éprouvettes sont évidemment différentes. Notant avec le symbole "~
les grandeurs correspondant & 1’expérience non drainée, 11 est faclle

de voir que:

Ag’ =Ag’ +Aul (33)

T T

Pour que 1’approximation de Agir par Aéir soit 1licite, 11 est
nécessaire que les histoires de contraintes effectives g’ et é’
restent voisines. Comme on pouvalt s’y attendre, ceci assujettit la
valeur de A; a rester "petite" devant llg’ll. En dehors de la donnée de
la fonctionnelle &, 11 n’est pas possible de quantifier davantage
cette restriction. A défaut, on admettra donc 1'approximation en
question quand 1’écart relatif des chemins de contralntes drainés et

non drainé sera faible.

L’absence de drainage au cours de 1'essai non drainé s’'exprime par la

relation :
tr(Ag°l)+tr(Aglrr)=0 (34)

soit, si 1'on explicite la déformation volumique élastique tr(Agel)
Au =—%tr(Ag’)—Ktr(A§1rr) (35)

o 1'’on a négligé les variations du module de compression réversible

K. La relation (35) permet de voir que 1'approximation de A.gi”~ par

Aglrr ne sera pas acceptable dans le cas d'un trajet de chargement au

~

cours duquel la contrainte effective moyenne varie "sensiblement". En
1

effet, si le terme §tr(Ag’) ne fmut étre négligé, alors les chemins de
contrainte g;+Ag’ et g;+Ag’ divergent et les déformations
irréversibles qu’ils provoquent ne peuvent a priorl étre confondues.
C’est la situation de la figure 1 ol 1’amplitude des variations de la
pression interstitlielle sur un cycle n’est pas négligeable. En
d’autres termes, 1’emploi de 1la méthode doit é&tre restreint aux

chargements essentiellement déviatoriques, ce que 1’on retiendra sous
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la forme
trAg’(t)ﬂO (38)

En particulier, pour un chargement purement déviatorique, la mesure de
la pression interstitielle en condition non dralnée fournit
directement la valeur des déformations irréversibles. Le paragraphe

sulvant exploite ce résuiltat.
2.d.2 application & un cycle de cisalllement

On consider e une éprouvette dans 1’état de contraintes initlal g’'=-¢'1
et préparée & 1’'indice des vides irréversible & On la soumet & un
cycle élémentaire drainé d’un chargement purement déviatorique
d’amplitude 7. On suppose connue la fonction h de (26) et 1l’on se
propose de calculer les déformations volumiques irréversibles Aeirr

causées par un tel chargement.

Soit Au la surpression interstitielle que ce chargement provoquerait

s’1il était appliqué en condition non drainée. On a

7

o
Pour que 1'écart relatif des chemins de contraintes effectives en
conditions drainée et non drainée solt falble sur la durée d’'un cycle,

il est suffisant que
hip,&)=N >> 1 (38)

Lorsque 1la condition (38) est vérifiée, on dira que 1le cycle

élémentaire est "peu intense". Avec cette hypothése, la réflexion du

paragraphe ci-dessus condult A admettre que les conditions de drainage

{total, partiel ou nul) affectent de maniére négligeable la valeur des

déformations recherchées. En particuller, le résultat correspondant a

1’essali non drainé noté Aenn peut servir d’'approximation pour les
T

autres types d’essals, c’est-a-dire que Aeir o Aend. La quantité Aend
est reliée a la génération de surpression interstitielle Au par 1la
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relation Au=-KAe . En utilisant 1'expression de K donnée en (14a),
les relations (3) et (31) dans 1’'égalité précédente permettent le
calcul de Ae et A& :

nd

B
~Ae =—-1—'+<—e. g-. exp((B-1)8&/k)

v nd

(39)
28=-%. PP expl(B-1)8/k)

La formule (39) va Jouer un réle important au paragraphe 6 dans le
calcul des surpressions interstitielles générées par la houle dans un

massif sous-marin.

I1 convient d’insister sur le fait que 1’'état de contraintes initial =a
€té supposé sphérique. On peut sans difficulté généraliser le résultat
obtenu au cas d’'un état de contraintes initial non purement sphérique
& condition d’intégrer les effets du déviateur initial des contraintes
dans la fonction h. Toutefois, sur le plan pratique, on se heurte a
une insuffisance d’informations expérimentales quantitatives sur la
question de 1’effet d’un tel déviateur initial vis-a-vis du phénoméne
de liquéfaction, méme si elle =a fait 1’objet de contributions
importantes (voir les synthéses de Pecker (1984) et de Schlosser et
al.(1987)). Dans la description des effets de 1’état de contraintes
initial sur les déformations irréversibles, on se limitera donc, s’il
est non purement sphérique, a la prise en compte de la seule

contrainte effective moyenne.

Pour se débarrasser de la restriction imposée par le caractére peu
intense du chargement, c’est-a-dire pour pouveir s’appuyer sur la base
de données des essais non drainés pour la prévision des déformations
irréversibles causées par un chargement déviatorique quelconque,
1’idée consiste simplement & “"trongonner" ce dernier en blocs peu
intenses. Pour un chargement périodique, le cycle constitue 1’'unité
élémentaire naturelle de la discrétisation. Le paragraphe sulvant est
une illustration de cette technique.
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2.d.3 déformations volumiques causées par un cisalllement cyclique drainé

On considére une histoire Ag’(t) périodique et purement déviatorique.

On s’intéresse aux déformations volumiques irréversibles eyT subles
par un élément de sol soumis & ce chargement a partir d'un état
initial défini par 1les contraintes g;=-02£ et 1’indice de
densification 80. C'est la situation de 1’essal de la figure 3. On
suppose de plus qu'un cycle élémentaire est peu intense. Sous cette
hypothése, on se propose de déterminer une valeur approchée
frr

expérimentale de ev
drainés. I1 est bien évident qu'on obtlendrait directement les

a4 partir de la base de données des essals non

déformations recherchées en appliquant les contralntes en question a
une éprouvette parfaitement dralnée. Il s’agit simplement d’illustrer
la technique de discrétisation évoquée précédemment.

La contrainte effective moyenne étant constante au cours du
chargement, il en est de méme du module de compression réversible K.
Au début du p-ieéme cycle de chargement, 1’indice de densification vaut
8.4. Le cycle élémentaire étant peu intense, la déformation volumique
drainée Aszr due au p-iéme cycle peut étre confondue avec celle que
1’on obtiendrait si ce cycle était appliqué en condition non drainée,
soit Ae:d. Or, la génération de pression lnterstitielle Au® causée par

ce cycle en condition non drainée est connue : d’'aprés (3b), elle vaut

’

P= ’ = o
Au o /NL WT ( 40 )
p-1
Elle est reliée a Acid par la relation
Aup=—KAe§d=—1¥o" . Asﬁd (41)

La quantité (1+e)Ae:d~(1+e)Ae§r n'est autre que la variation de
1’indice des vides au cours du p-iéme cycle. Puisque la contrainte
effective moyenne est constante, c’'est encore la varlation 8p—8p_1 de
1’indice de densification due au p-iéme cycle. En associant (31), (40)
et (41), 11 vient donc
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8 -6 =so'.expl(B-1)€_ /) (42)

En "intégrant par rapport & p", on obtient une expression analytique

de 1’indice de densification en fonction du nombre de cycles :

-8 -X_ .
8=€ -1 Lal1+(8-Dp/N_ | (43)

Les quantités B et NL’o ont été introduites pour la quantification des
essals non dralnés. La formule (43) prouve qu’'elles permettent
également le calcul des déformations volumiques au cours d’un essal
drainé. Elle constitue donc 1la passerelle recherchée entre les
résultats d’essals déviatoriques cycliques drainés et ceux des essals
non drainés. En ce sens, du point de vue de 1’exploitation d’un essai
cyclique, le choix des conditions de drainage est indifférent. Il
convient néanmoins de garder en mémolre que cette équivalence n’est
assurée que si le cycle élémentaire est peu Intense (NL>1) et

déviatorique.

A partir des éléments qui viennent d’étre donnés sur le comportement
des sables sous chargement cyclique, i1 est temps maintenant de
rentrer dans le vif du sujet de ce chapitre, c’est-a-dire 1l’analyse du
probléme de stabilité.
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3 — CALCUL DE STABILITE EN CONTRAINTES EFFECTIVES : DEFINITION ET OBSTACLE

3.a position du probléme

On considére un massif immergé Q constitué par un sol grenu saturé,
pour lequel on suppose que la notion de contraintes effectives est
pertinente. Il est délimité supérieurement par le plan d'équation y=0,
inférieurement par le plan d’équation y=-h (h étant éventuellement
infini) et d’extension latérale infinie. Ce domaine est soumis a un
chargement défini par la donnée en fonction du temps t du champ p(x,t)
des pressions de 1’eau sur le plan y=0, et par le poids volumique ¥ du
matériau biphasique (dans la configuration initiale du squelette). La
pression p(x,t) est 1la somme de 1la pression hydrostatique,
indépendante du temps, et de la surpression due & la houle qul sera
notée ph(x,t) (figure 4). Cette derniére est une onde progressive
d’amplitude lentement variable. Elle est définie par une fonction

numérique n(.) périodique de période L et une fonction po(.) par
p_(x,t)=p (t)n(x-St) (44)
h o T

Les variations de po(.) sont supposées néglligeables sur 1’échelle de
temps définie par T. Pour un sol grenu, les capacités de résistance
sont bien modélisées par un critére portant sur le tenseur des
contraintes effectives, c’est-a-dire de la forme f(g+ul)=0, ou u
désigne le champ des pressions interstitielles régnant dans le massif.
Par conséquent, la stabilité potentielle du massif & 1'instant t sous
1’action du chargement défini par p(x,t) et ¥ peut é&tre définie par la

proposition sulvante :

y=0:0(M,t}.e =-p(M, t)e
3¢ tel que N ¢ Y ET (VMemF(g(M, t)+u(M, t)1)=0  (45)

dive- 2k =0

qul exprime la compatibilité entre 1’'équilibre du massif soumis au
chargement p(x,t),y et les capacités de résistance. La proposition

(45) fait alors apparaitre que la connaissance du champ de pressions
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interstitielles est nécessaire pour 1’dtude de la stabilité. La
recherche de ce champ constitue donc une phase préliminaire au calcul
de la stabilité du massif.

En premier lieu, il convient de préciser les conditions aux limites a
vérifier le champ u. On fait pour toute la suite 1'hypothése de la
continuité de la pression du fluide sur le plan y=0. De plus, pour
fixer les 1dées, le plan y=-h est supposé imperméable, Il vient donc :
y=0 : u(x,0,t)=p(x,t)
au (46)
y=-h: 55(X.—h,t)=0
Il est intéressant de remarquer que la donnée de ces conditlons aux
limites permet de reformuler la proposition (45) sous une forme
équivalente "en contraintes effectives” :
y=0 : g’(M,t).e =0
3o’ tel que { B y ET (VMeQ)f(g’ (M,t))=0
div ¢’ - 7k -grad u=0

Les deux équations sous 1’accolade définissent 1’espace affine des
champs de contraintes effectives statiquement admissibles avec le
chargement. Ce dernier est définl par une densité volumique de forces
dans laquelle intervient explicitement la pression interstitielle. On
introduit classiquement le vecteur gradient hydraulique défini par
_;-gr;.grgd u (48)
W
et 1’on pose 7‘=7-7". Par définition, le vecteur i est nul lorsque le
champ de pressions interstitielles est hydrostatique. Avec ces
notations, les équations qui définissent un champ de contralntes

effectives statiquement admissible deviennent :

y=0 : o' (M, t).

=0

‘J(D

(49)

div o' -7k +7 1=

Le scalaire 7y’ est appelé communément poids volumique "déjaugé". I1
décrit les effets de la pesanteur en contraintes effectives. Le

vecteur 7"1 représente la densité volumique des forces d’écoulement
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agissant sur le squelette. Le scalaire 7%’ et 1le champ 7w_1_

caractérisent le chargement en contralntes effectives.

Pour achever la recherche du champ u, 11 reste a adjoindre a (46)
1’équation de champ & vérifier par cette grandeur. Elle a été donnée
au chapitre II :

(tre) (50)

Q)lm
s

Elle fait apparaitre un couplage entre le fluide et le squelette qul
rend impossible le calcul "séparé" de la pression interstitielle en
dehors du cas du régime permanent (cf. Coussy, 1978) ou ce couplage
disparait. La définition du chargement en contraintes effectives
nécessite donc en fait la résolution compléte du probléme aux limites,
ce qui Implique au passage 1la donnée de la loi de comportement du
squelette. A ce stade, 1le calcul de stabilité n’a plus guere
d’ inteérét.

3.b obstacle & la résolution du probléme aux limites

Malheureusement, d’une maniére générale, la résolution numérique d’'un
probléme aux limites dans le domalne des sollicitations cycliques
présente une grande complexité. On se heurte d'abord & des difflicultés
d’ordre rhéologique. En effet, malgré 1’effort important consacrée a
1’étude du comportement des sols saturés sous chargement cyclique,
aucune des lois de comportement qui ont été proposées pour modéliser
la réponse & ce type de chargement n'a pu encore s’imposer dans la
pratique. En aval de ce probléme de rhéologle, on rencontre Ila
question difficile du traitement numérlique du couplage
fluide-squelette.

Puis des 1interrogations spécifiques apparaissent, 1li¢ées a la
modélisation du chargement de la houle. Il s'agit d’une sollicitation
périodique, comportant en général un nombre élevé de cycles. Chacun

d’entre eux doit étre lui-méme discrétisé d’une maniére suffisamment
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fine. Il en résulte des temps de calculs considérables, et un risque
d’ imprécision accrue sur les résultats obtenus. Il reste encore la
question des conditions aux limites. Une fols définie la pression sur
le fond marin et flxées les conditlons aux 1limites & une distance
infinie de «celui-ci ou au nliveau d’un substratum, selon la
configuration du probleéme, il reste & préciser les conditions aux
limites aux bornes "latérales" du domaine qui fera 1’objet de 1’étude.
Celles-ci ne pouvant étre qu’arbitraires, on est amené a lui donner
une dimension latérale suffisamment grande pour que les "effets de

bords" puissent étre négligés.

Etant donnée 1’importance des recherches expérimentales qui ont été
menées pour comprendre le réle de 1l'eau interstitielle dans le
comportement des sols sous chargements cycliques, 11 serait
profondemment insatisfaisant d’en rester au constat d’échec exprimé
par ce paragraphe et 1le précédent. Pour aller de 1’avant, les
développements de ce chapitre seront construits sur une simplification
qul consiste & découpler artificlellement le calcul de la pression
interstitielle , selon une idée introduite par Seed et al.(1976) ainsi
que Smits et al. (1979), et qul a bénéficié d’'une large audience.

L'intérét de ce découplage, dont les modalités restent a préciser,
réside dans le fait qu’une estimation approchée du champ de pressions
interstitielles fournit au méme degré d’'approximation une estimation
du chargement en contraintes effectives. Un calcul de stabilité en

contraintes effectives, lul-méme approché, peut alors étre développé.

I1 convient en premier lieu 4d’exposer cette technique de découplage
telle que ses auteurs la présentent. Au terme d’'une analyse critique,
on en proposera une reformulation destinée 2a apporter Iles
améliorations qui paraissent nécessaires pour les applications au

probléme de stabilité considéré.
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4 - LA METHODE DECOUPLEE DE SEED

4.8 calcul de la pression interstitielle

Ce paragraphe présente, dans un formalisme quelque peu différent, la
méthode développée par Seed et al.(1976) pour un calcul découplé de la
pression interstitielle. Initlalement introduite pour 1’étude du
phénoméne de génération de pression interstitielle sous 1'action de la
sollicitation sismique, cette méthode a été appliquée ultérieurement a
la sollicitation de la houle par Seed et Rahman (1978), puls Rahman et
Jaber (1986). Elle s’applique & une sollicitation périodique, pour
laquelle la notion de cycle a donc un sens. Elle repose sur la
partition des déformations en contributions réversible et
irréversible. En utilisant (8) dans (50), on obtient :

8

k o
; Au—a—t

w

(trg°1)+ggttrg“7) (51)

Par définition de g°1, i1 vient encore

—(ztro)+=—} (52)

ol K désigne le coefficient de compressibilité volumique élastique.
On introduit alors la quantiteé ﬁb définie par :

b =Ktr(z'"™) (53)

qui a la dimension d’un taux de pression. En utilisant (52) et (S3)
dans (51), i1 vient :

(54)

L’équation (54) indique que 1la pression Interstitlelle est solution
d’une équation de diffusion avec sources. La source de pressions
provient d’'une part des variations de la contrainte moyenne totale et
d’autre part, des déformations volumiques irréversibles causées par le

chargement, représentées par ixq. L’'approximation proposée par Seed
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consiste a évaluer ces deux contributions & la source de pression en

adoptant les deux hypothéses suivantes :

(1) La quantité ﬁg peut étre évaluée & partir d’essais non drainés au
laboratoire, effectués sur des échantillons soumis & un chargement

destiné a simuler la sollicitation réelle.

Plus précisément, on suppose connue la solution en contraintes totales
gp(M,t) du probléme étudié, dans le cas ou le squelette est supposé
élastique linéaire isotrope. On applique alors le chargement défini
par gP(M,t) a un échantillon non drainé au laboratoire préparé pour
les conditions de contraintes et de densité initiales du point M. En
enregistrant la presslon interstitielle & la fin de chaque cycle, on
détermine la fonction Y(N) qul a été introduite au paragraphe 2.a. En
notant T la période de la sollicitation, 1'hypothése (i) consiste a

poser :
(Vte[nT, nT+T[) ﬁq(M,t)=%.{¢(n+1)-w(n)} (55)

En ralson de la pérlodicité de la sollicitation, la moyenne sur un
cycle de la quantité gztr(gp) est nulle. En admettant la validité de
la simulation du champ réel par g’, les auteurs s’appuyent sur cette

observation pour énoncer 1’hypothése suivante :

(ii) le terme gitr(g) peut étre négligé pour le calcul de u.
Les hypothéses (i) et (ii), dont les limites seront examinées un peu
plus tard, permettent d’évaluer la pression interstitielle générée par
le chargement grice a la bonne connaissance expérimentale de la
fonction ¢. En utilisant (3a) et (4) dans (55), il vient

O (M, t)=x. 0’ /g(t/0" e ) (58)
9 T "o o’ o

En combinant les relations (54) et (56) ainsi que 1’hypotheése (ii), on
obtient 1’équation de diffusion proposée par Seed pour la

détermination de la pression interstitielle :
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du _ 1, ,
3¢ = ¢ Au + T.c;/g(t/a;,eo) (57)
avec la notation
c XK (58)
v ")‘H

On reconnait dans 1le paramétre c, de (17) 1le coefficient de
consolidation utilisé classiquement dans 1la théorie de la
consolidation de Terzaghi. Il contréle 1’intensité du phénoméne de
dissipation des surpressions générées par la sollicitation vers les

zones dralnantes du massif.

La littérature concernant cette méthode découplée est malheureusement
peu précise sur les conditions aux limites & prendre en compte pour le
calcul de la solution de (57). L’'usage est de remplacer les conditions
aux limites réelles lorsqu’elles varient en fonction du temps par

"leur moyenne par cycle" (Rahman et Jaber, 1886).

Indépendamment des interrogations qu’inspirent légitimement le procédé
de calcul qui vient d’étre présenté, et qui seront examinées au
paragraphe 5, il présente donc 1’intérét de prendre en compte
simultanément 1le couplage des phénoménes de génération et de

dissipation des surpressions générées.
4.b calcul de stabilité

L’idée du calcul de stabilité introduite par Seed et Rahman (1978)
pour les massifs sous-marins, que 1’on retrouve chez Ishihara et
Yamazakl {(1984) ainsl que Rahman et Jaber (1986) provient des méthodes
d’ évaluation du potentiel de liquéfaction d’une couche de sable
soumise & un séisme. Plus précisément, le calcul de stabilite qu’ils
développent repose sur 1’identification des concepts d’instabilité et
de liquéfaction. En d'autres termes, i1 n'est pas falit référence a
1’instabilité en dehors de 1’apparition de la 1liquéfaction. Ceci
étant, le calcul de stabilité s’articule en 2 phases :
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~ le calcul de la pression interstitlielle u

~ la détermination de la zone instable

Cette dernieére est identifiée a la zone supposée liquéfiée délimitée
par le lieu des points d’équation u=y’|y]. Un exemple numérique
emprunté a Rahman et Jaber (1986) est présenté a 1’Annexe 1.

D'un point de vue historique, 11 semble donc que les méthodes
utilisées dans 1'étude du risque sismique aient été "importées" en
Géotechnique marine. La sulte de ce travail s’attachera & indiquer les
limites de cette démarche analogique.
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D - QUELQUES CONSIDERATIONS SUR LA METHODE DECOUPLEE

5.a remarques générales

L’hypothese (i) qui met en oeuvre 1'idée méme de découplage et sur
laquelle repose donc la méthode focalise 1'attention et ... la
suspicion. Elle constitue le point de départ d’un type de raisonnement
classique en Mécanique des Sols connu sous le nom de méthode du chemin
de contraintes. Il consiste a postuler arbitrairement la forme du
champ de contraintes en remplagant le champ réel inconnu par un champ
statiquement admissible connu. Pour des ralsons pratiques, il s’agit
souvent du champ de contraintes élastique. Une fois cet "échange"
réalisé, on examine au laboratolire les phénoménes anélastiques en
terme de déformations ou de pressions interstitielles qul résultent de
1’application de ces contraintes & un échantillon du matériau étudié.
En résumé, deux approximations majeures sont consentlies, dont il

convient de tenter de cerner le domaine de validité.

(a) L’approximation du champ de contralntes réel

La simulation du champ réel par un champ de contralntes statiquement
admissible & construire constitue & la fois la plerre angulaire et la
pierre d’achoppement de 1la méthode du chemin de contraintes. I1
convient d’observer que 1’'absence de "couplage" entre le comportement
du matériau et le choix de la simulation reviendrait a supposer que le
comperiement est statiquement déterminé. Une mise en oeuvre acceptable
de la méthode du chemin de contraintes dolt donc chercher & "coupler”
le plus possible les connalissances disponibles sur le comportement et

le choix de la simulation.

(b) L’approximation des déformations irréversibles réelles

Supposant maintenant qu’une simulation appropriée des contraintes
réelles est disponible, 11 faut s’interroger sur la faisabilité d’'une

détermination approchée par vole expérimentale des déformations
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irréversibles réelles.

On suppose donc connue 1'histoire des contraintes effectives ¢’ (M,t).
A défaut de disposer d’une loi de comportement permettant d’évaluer
par le <calcul 1les déformations Iirréversibles causées par Ile
chargement, une 1idée naturelle consiste & exercer ce dernler au
laboratoire, sur une éprouvette. Ce procédé se propose donc de
déterminer par la mesure les déformations recherchées. Puisque les
déformations du squelette dépendent des contraintes effectives
appliquées, il suffit d’appliquer le chargement défini par o’ (M,t) 2a
une éprouvette parfaitement drainée, c’est-a-dire dans laquelle 1la
pression interstitielle est assujettie & rester nulle. Pour les sables
dont la perméabilité est élevée, un essal drainé est tout a falt
réaliste. Ce point de vue a été adopté par Martin et al.(1975) et les
a conduit a proposer une relation empirique permettant de calculer les
déformations volumiques dans un essal drainé de cisaillement cyclique
a la boite de cisaillement simple. Elle est utilisée dans le modéle de
Finn et al (1977). Cependant, le nombre important de paramétres
qu’'elle met en Jeu (7) constitue un freln sérieux & son emploi.
D’autre part, aucune généralisation n’en a été proposée dans des
conditions de chargement autres que celles de la bolte de cisaillement
simple. En particulier, 11 parait délicat d'y recourir pour un
chargement aussi complexe que celul induit par la houle.

L’alternative consiste a s’appuyer sur 1’'abondante base de données
constituée par les résultats d’essais non drainés cycliques de
laboratoire. En effet, si la simulation du champ de contraintes réel
peut étre discrétisée en cycles de chargement peu Intenses et
déviatoriques, le paragraphe 2.d a montré comment les déformations

volumiques irréversibles pouvalent étre évaluées.

5.b remarques sur la méthode de Seed

I1 convient tout d’abord de saluer le sens physique de la méthode mise

en oeuvre par Seed. Son mérite majeur est sans doute de souligner 1la
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nécessité d’une prise en compte simultanée des phénoménes de
génération et de dissipation de la pression interstitielle. Cependant,
a la lumiére de la réflexion présentée au paragraphe 2 sur le
comportement des sables et des remarques générales qul viennent d’étre
énoncées, une analyse critique de la méthode de Seed s’impose. Elle
débouchera au paragraphe 6 sur une reformulation de 1la méthode

découplée.

La critique essentielle porte sur le choix d'une simulation du champ
de contraintes réelles qui fait appel & la solution de Madsen (1878).
I1 convient de rappeler (cf. Chap.II) que celle-ci a é&té construite
pour un squelette élastique linéaire. Or, comme cela a ¢été indiqué au
paragraphe 2, les déformations réversibles d'un sol sont réglies par
une loi non linéaire. On voit donc mal, a priori, le lien physique qui
peut exister entre la solution de Madsen et une simulation du champ de
contraintes réel. Cette simulation n’intégre donc pas d’informatlons
sur les propriétés réversibles du sable. Elle n'en contient pas
davantage sur le comportement anélastique de ce matériau vis-a-vis du

cisaillement cyclique.

Au-deld du choix de 1la simulation des contraintes, il convient
également de s’interroger sur 1’'évaluation des déformations volumiques
irréversibles qul interviennent dans la méthode par 1’'intermédiaire du
paramétre ﬁg. Elle s’'appuye sur la base de données des essais non
drainés. En la matieére, 1la critique porte sur 1’absence de
discrétisation du chargement, a défaut de laquelle la quantité ﬁﬁ est

considérée comme constante.

La derniére interrogation concerne 1’hypothése (ii). L’argumentation
présentée pour introduire cette hypothése est quelque peu 1imprécise.
L’examen de (54) indique que la source de pressions interstitielles
est constituée de 2 termes, 1’un da aux déformations irréversibles et
1’autre correspondant aux variations de la contrainte moyenne totale.
L’hypothése (i1i) consiste & négliger ce dernier. Cette simplification
implique que le criteére de stabilité "u=y’|y|" porte exclusivement sur
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la  pression interstitielle se rapportant aux déformations
irréversibles. I1 est Instructif de 1la confronter aux résultats
expérimentaux de la figure 1. Le paragraphe 2.b.2 a présenté une
analyse détaillée de 1’enregistrement de la pression interstitielle au
cours de cet essal. Elle a mis en évidence 1'importance du terme de
variation des contraintes totales dans 1’équation (17) pour la
compréhension de la réponse d’'un sol soumis a un chargement cyclique.
Sans étre la cause du phénoméne de liquéfaction, 11 n’est pas pour
autant négligeable dans 1'évaluation des pressions interstitielles.
C’est pourquol il paralt dangereux de négliger a priori Ila
contribution du terme gf(trg) dans (54). Cette observation sera
confirmée au paragraphe 7.d, au niveau du calcul de stablilité et
motive une reformulation de la méthode découplée qui fasse 1’économie

de 1’'hypotheése (ii).
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6 — REFORMULATION DE LA METHODE DECOUPLEE

6.a principe de la reformulation
6.a.1 équations du probleéme

Au coeur de la méthode découplée réside 1’'idée d’évaluer & part le
champ glrr(h_'i,t) des déformations irréversibles causées par le
chargement. Dans cet esprit, le principe de la reformulation quil va
étre proposée consiste & considérer que le chargement est caractérisé
d’une part par la fonction p(M,t) et d’autre part par le champ
gi"(u,t). Certes, ce découplage peut paraitre factice, pulsque les
déformations irréversibles sont causées par la surpression ph(M.t) qui
s’exerce sur le plan y=0. Mais cette nouvelle position du probléme est
bien conforme & 1’idée de la méthode découplée, quil propose d’évaluer

gl"(u,t) par des essals de laboratoire.

On observera que le parti pris de considérer le champ g"r comme un
paramétre de chargement confére au probléme aux limites examiné, qul
sera noté (P}, la méme structure qu’'un probléme poroélastique avec
déformations imposées (par exemple d’'origine thermique). Du point de
vue mathématique, le champ gi” Joue dans (P) un réle analogue a celui
des déformations d'origine thermique d'un tel probléme. Ce nouveau
point de vue améne & écrire les équations reliant les grandeurs
physiques du probléme, non pas en vitesses, mals sous forme intégrée

par rapport au temps.

Avant que le chargement de la houle soit appliqué, le massif est en
équilibre sous l’action de la pression hydrostatique sur le plan y=0
et celle des forces volumiques de pesanteur. On suppose que la
distribution des pressions interstitielle initiale u est
hydrostatique et 1’on note g; le champ de contraintes effectives
initial. Les déplacements § et les déformations g seront calculés a

partir de cette configuration initiale.
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On note alors ag’ la varlation des contraintes effectives causée par
1'application des surpressions de la houle sur le plan y=0. On note
encore 8u le champ des surpressions interstitielles par rapport a2 la
distribution hydrostatique. A 1’instant initial t=0, les champs dg’,du
et £ sont nuls. Pour tz0, les conditions aux limites en contraintes

effectives, pression interstitielle et déplacements s’écrivent

y=0 : 8g'(ﬁ,t).gy=g ; 8u(M,t)=ph(M.t) (59a)
. - » a11—
y=-h : £ =0 ; z==0 (59b)

Le champ d8u des pressions Iinterstitielles que 1’on cherche a
caractériser est relié¢ aux champs de contraintes effectives &g’ (M,t)
et de déformations g(M,t) :

div 8g’=grad &u (60)

X 8
;;A(Gu)—gf(trg) (81)

lLe tenseur de déformations £ est la somme d’'une contribution

irréversible girr supposée connue et d’une contribution réversible :

_ 1 -1 , irr

Enfin, le champ de déformations € doit étre compatible

géométriquement, soit :
rotd(rotgg)=g (63)

et dériver d’un champ de déplacements vérifiant la condition donnée en
(59b)

g=%-(gr‘gd £+"grad £) (64)

L’objectif est d’établir le 1lien fonctionnel existant entre 1la

pression interstitielle &8u d’une part, et 1les champs ph(M,t) et

irr

g (M, t) d’autre part.
6.a.2 une simplification dans la modélisation des déformations réversibles

Pour un chargement quelconque, les paramétres p et K qul quantifient
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les déformations réversibles du squelette dans (62) sont a priori
variables dans 1le temps pulsqu’'ils dépendent de la contrainte
effective moyenne 0;. L’augmentation du niveau moyen de la pression
interstitielle dG aux déformations 1irréversibles va conduire
vraisemblablement & une diminution de a;. Toutefols, en premiére
approximation, on adoptera la simplification qui consiste a négliger
les variations de p et K qui en résultent :
’ ’
u(o'm)uu(crn,o) 65)
K(o;)ﬂK(o;'o)
De plus, le champ g: étant une inconnue, 11 est nécessaire de formuler
une hypothése sur la valeur de o:'o. En la matiére, on se refére au
concept classique de poussée des terres au repos en admettant
1’existence d’un scalaire K.o tel que

o =(1+2K )y’ lyl/3 (66)
m,o [+

Les caractéristiques des déformations réversibles du matériau ont donc

le type d’hétérogénéité qui a été étudié au paragraphe (II1.3.c.B).
6.a.3 décomposition du probléme (%)

Sur la base de la simplification qui vient d’étre introduite, 1’idée
de découplage conduit maintenant a définir deux problémes, notés

symboliquement (?e) et (?a), dérivés de (P) de la maniére suivante :

.Le probleéme (?e) coincide avec le probléme (?) lorsque 1’on remplace

1’équation (62) par
_ 1 -1
HTIC AN (CA A (67)

En d’autres termes, il s'agit du probléme poroélastique pour lequel le
chargement est défini par la fonction de pressions ph(M,t).

.Le probléme (?a) coincide avec le probléme (P) lorsque 1’on remplace

1’équation (59a) par
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y=0 : Sg'(l_'l_,t).gy:g ; ou(M,t)=0 (68)

Dans ce probléme, le chargement est donc défini par le champ des

irr

déformations irréversibles g (M,t) dont on rappelle qu'ill est

considéré comme une donnée.

Les conditions initiales de (#°) et (?*) sont nulles. On rassemble
ci-dessous 1’ensemble des équations vérifiées par 1les solutions
respectives g_"°,u°,§° et g"’,u‘,g“ de (P ) et (?a).

- - -]

probléme (?e) probléme (?a)
div ¢’ °=grad u° div g’ °=grad u®
}-;-HA(ue)=g—t(trge) ;HA(u°)=‘;—t(trg‘)
ge=%(gr'g.d §°+tgrgd £°%) ga%(grgd §°+tgrgd £%)

. ;e . . ® _ ,a . 2 =
y=0 :3¢ (_M,t).gy-g, u (M, t)=p, (M, t) 3¢ (M,t)-%—g ; u (M, t)=0

au®

- . —| a_ . —
y=-h: £€=0 ; 3n 0 £=0 ; n 0
e_ 1 <%y 1 +' %l 2= 1 a, 1 LIRPR L)
=H(U;o)§ ﬂa;o » = =“0’;°=K0';° ==

Il est faclle de wvolr que 1les champs de contralntes Sg', de
déplacements £, et de surpression interstitlelle du solutions de (%)

sont respectivement somme des champs de contraintes g’° et g’a, de

déplacements §° et g“, de pressions interstitielles u’ et u®. On

notera symboliquement
(P)=(? )+(?P) (69)
e a

En particulier, il est intéressant d’interpréter la décomposition de
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la surpression interstitielle 8u dans le massif comme la somme de 2
contributions, 1’une d’origine élastique et 1’autre d’origine

irréversible :
Su = u*+® (70)

L’expression de u’ a été donnée au chapitre II dans le cas ol d=o.
Lorsque 1l’épaisseur du massif est finle, la détermination de u® peut
étre réalisée numériquement (Gatmiri, 1989). A ce stade, 1’'équation
ci-dessus n’est certes pas opérationnelle pour le calcul de 3&u,
puisque u” reste une inconnue. L’exploitation de (70) passe donc par

la recherche de la solution de (?:).
6.a.4 Etude de (?;)

L’intérét d’introduire 1le probléme (?a) dépend évidemment des

irr

informations dont on dispose sur le champ € En d’autres termes, le

point de vue qui consiste & traiter glrr comme composante du
chargement n’'est fructueux que si 1'on est en mesure d’'évaluer cette
grandeur. L’étude de (?a) dolt donc s’appuyer sur les propriétés du
champ g“T et prendre en compte les limites de la connalssance que

1’on peut espérer avolir de ce champ.

La fonction p(x,t) étant, & chaque instant t, périodique par rapport a
la variable x, cette propriété est également assurée pour le champ
g“T(M,t). Il en est encore de méme pour tous les champs intervenant
dans les équations du probléme (?;). Cette observation est
indépendante du comportement du matériau constituant le massif. Elle
repose exclusivement sur 1’hypothése d’invariance par translation
parallélement a e des données du probléme et sur les propriétés de la
fonction P

irr

Pour exploiter la périodicité de g par rapport & 1’abscisse x, il
est naturel d’'introduire une moyenne géométrique du probléme ?a. On
définit donc pour une fonction f(x) intégrable quelconque sa moyenne

géométrique <f> sur une longueur d’onde par :
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1 +L
<f>(x)==| f{s)ds (71)

X
La solution du probléme <5;>, moyenne géométrique du probléme ?a au
sens de (71), est constituée par les champs <gP>,<§A> et <u™. Elle

résoud par construction les équations sulvantes:

div <g’®>=grad <u™> (72a)
k a_, 8 a
;'A(Cu >)—R(tl‘<-§_ >) (72b)
o= b e 1 o2 4+<e!™> (72¢c)
= (o7 72" Ko ) wm’'=
m,o0 m,o0

a_ 1 t

<g >=~é=(gr‘g.d <§a>+ grad <§°>) (72d)

y=0 : <o”°>(ﬁ,t).§_y=g ;<u™> (M, t)=0 (72e)

8<u”>_

3n 0 (72f)

y=-h: <€°>=0 ;

(Vtz0) <u®>(y,t)=0 (72g)

L’avantage du probléme <?;>, qui motive son introduction, réside dans
le falt qu’il est possible d’en construire la solution & partir de la
donnée de <gi”3. Une fois ce travail falt , 11 restera a explolter le
probléme résolu pour 1le celcul du champ d8u des surpressions

interstitielles.
6.2.5 solution du probléme <?a>

Soit f(x) une fonction périodique de la variable x, de période L. Il
est facile de voir que la fonction <f> est en fait indépendante de
1’abscisse x. Cette propriété est en particulier assurée pour le champ
<g"T> qui ne dépend de ce fait que de 1’'ordonnée y et de 1’instant t.

On pose donc a priori

irr

= 8
<€ >(y,t) = aly,t)e e + b(y.t)s:sty + c(y.t)_eyeszy (73)

La recherche de la solution du probléme <?;> dans le cas général ou
<g“T> est donné par (73) est présentée & 1’Annexe 2. On se limite ici

235



pour simplifier 1’exposé au cas ol <g“*> est uniaxial et correspond a

une densificatlion de type "oedométrique" selon la direction paralleéle

ae:
Y%

irr

< > $t = »
e >(y,t) c(yt)gyogy

(74)

I1 s’agit de déterminer un triplet (<g’°>,<§‘>,<ué>) solution des
équations (72a) & (72f). On recherche a priori un tel triplet qui soit

indépendant des coordonnées x et z. (72a) fournit alors :
d a a
— (<0’ ">=<u >)=0
3Y( vy )
soit, en tenant compte de la condition aux limites (72e)
<o’ B>=<u®>
yy
Puisque <§a> ne dépend que de y, il faut assurer

<e ¥>=<eg ®>=0
XX ZzZ

En utilisant (72c), (76) et (77), il vient alors successivement

<o’ 3>=<o’ 2>=l <o’ B>=Y <u>>
xx zz 1-v "yy 1-v
et
-3
<e °>—<§ -
vy v
ol 1’on a posé
ey 1D
KV_J(W)K
(72) et (74) dans (67b) donnent alors
k 32 a_dc, 8 a
= SeeZ)=—ku >
Kv(ywa_y’““ at) “atv
d’oln
k 32 a a8 irr 38 a
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On observe que <u”> est solution d’un probléme de diffusion avec
termes de sources pour lequel les conditions 1initiales et les

conditions aux limites s’écrivent:

8 (82)

{ <u™(y, 0)=0, Vye[ -h, 0]
<«u®>(0,t)=0 ; W<u°>(—h,1;)=o (¥tz0)

On retrouve donc une équation de méme nature mathématique que (57).
Cependant, elle porte non pas sur la surpression interstitlelle
générée par la houle, mals sur la moyenne sur une longueur d’onde de

la contribution irréversible & cette surpression.
6.b exploitation du probléme résolu : une estimation de du
6.b.1 construction d’une simulation des contraintes réelles

Le paragraphe précédent a établl le lien fonctionnel existant entre

les déformations irréversibles g’rr

causées dans le massif par le
chargement et la quantité <u™. Si une estimation de la fonction
cly,t) peut étre fournie, 1’accés & la solution du probléme <?;> et en
particulier a <u”> est ouvert. Cette estimation requiert le choix
d’une simulation g’s des contraintes réelles ¢’, selon le principe
méme de la méthode découplée, qul a été énoncé au paragraphe S.a. Les
développements ultérieurs de ce chapitre seront fondés sur la

définition suivante de g’s:

o’ ®=0’ +g* “+<o’ > (83)
So = 4

soit encore

g’ "=’ ~(g' "<’ ™) (84)

L’approximation consentie en remplagant ¢’ par g’s consiste & négliger
les variations de g'a 4 1'intérieur d'une longueur d'onde. Plus
précisément, la pertinence de la simulation exige que la différence

o’® -<g’®> soit négligeable devant 1'amplitude des variations de g’°.

Malheureusement i1 est impossible d’évaluer cette différence en dehors
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de la résolution du probléme aux limites qul repose sur la

connaissance de la fonctionnelle ¥ de (32).

La structure du champ g’s donné par (83) invite a revenir un instant
sur la Dnécessité énoncée =au paragraphe 5.a “d’injecter du
comportement” dans le choix de la simulation des contraintes réelles.
Tout d’abord, la présence du terme g; rappelle que 1’état 1nitial
n’est pas statiquement déterminé mals dépend de 1la rhéologie du
matériau ainsi que des sollicitations subles antérieurement par le
massif. Cette observation rend nécessaire une hypothése du type (66).
Le terme g’° incorpore 1’information relative aux propriétés
réversibles. En effet, blien que les paramétres qui caractérisent ces
derniéres n'apparalissent pas explicitement dans les expressions des
composantes de g’e données en (II.106), celles-cl n’ont été établies
que pour un massif poroélastique homogéne, ou dans le cadre des
relations (14a) et (14b).

Enfin, le terme <g’°> constitue le point fort du couplage entre
comportement et simulation : 1la wvaleur du <u®> conditionne la
contrainte moyenne du tenseur g’s, dont dépend & son tour le taux de
déformations volumiques irréversibles <z'::,">, qui Intervient dans le

terme de source de 1’équation de diffusion dont <u™> est solution.

A 1l'approximation de ¢’ par __q_"s correspond celle de u® par <u”>. Par
analogie avec la formule (70) donnant la surpression du générée dans

le massif, on obtient une approximation su” de 3u en posant :

su=u+<u™> (85)

Pour le calcul de stabilité qui motive 1la présente réflexlon,
1’ introduction de &u® revient a remplacer la sollicitation réelle par
une sollicitation approchée définie par 1le champ de gradients
hydrauliques 7"18 :
8_ _ 8
¥ 1= -grad su (86)

La derniére étape avant le calcul de stabllité consiste donc & donner
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une méthode de calcul de 6us, c’est a dire de <u™
6.b.2 Principe du calcul de <>

Le calcul de <u™ repose sur l'estimation du taux de déformation
irr

volumique irréversible moyen g—t<ev >. On fait 1’hypothése que chaque

cycle élémentaire est peu intense.

Comme cela &a été souligné au paragraphe 2, 1la connalssance
expérimentale quantitative disponible sur les phénomeénes anélastiques
sous chargement cyclique se rapporte aux effets cumulés par cycle. A
défaut d’informations plus fines sur la rhéologle du matériau, quil
correspondraient & une échelle de temps inférieure a la période, on
est donc astreint & remplacer g—t<e:’"> dans (81b) par sa moyenne sur

une période, soit :

%<ci">u % <As‘l,"> (87)
ou Ae:’" représente la déformation volumique Iirréversible cumulée sur
une période. Dans le cadre de 1'hypothése du cycle élémentaire peu
intense, les variatlons de <u™> au cours d’une période de la houle
sont négligeables devant celles de g'e. Cette observation confére un
sens physique simple a2 la simulation des contraintes réelles par o="s.
Durant une période ﬂn=[nT,nT+T[, chaque élément de sol est soumis & un
cycle du chargement déviatorique définl par g’e a partir de 1’état de
contraintes "initial" g;+<o="°>. Par conséquent, 1le calcul des
déformations volumiques irréversibles qui résultent d’une période peut
étre mené par le procédé décrit au paragraphe 2.d.2, c'est-a-dire par
la formule (39). On note adn la valeur de la grandeur 4 & la fin du
cycle 9 _ =[(n-1)T,nTl et ()™

n
cours du cycle ultérieur §7n=[nT,(n+1)T[. Avec ces notatlons, 11

les variations de cette grandeur au

vient :

239



) mer L)
(cm)n—cm,o 3(1-D)<u >n
p =t /(c’) (88a)
T =sup (1 (g,e))llz n n mn
n 2 =
teﬁn

(ae! ™) =K (B)exp( (8-1)8_/x) (88b)
(AQ):+1/K=—(pf)exp((B-I)En/n) (88c)

irryn+l

L’algorithme ainsi défini pour le calcul de (Aev )n est de type
explicite. En effet, cette quantité est déterminée 2a partir des
valeurs de c; (et donc de <u™) et de & & la fin du cycle précédent,
c’est-a-dire au temps t=nT. Il pourrait é&tre "implicité" par

itérations.

On observera que la simulation g’s et les informations quantitatives
disponibles sur le comportement ne permettent pas de prendre en compte

d’ éventuelles variations de Aeirr
v

a 1'intérieur d’une longueur d’onde.
L'annexe 3 fournit une Justification de (87) basée sur 1’'hypotheése du
cycle élémentaire peu intense. A 1'ordre d'approximation défini par
g’°=<g’°> et compte tenu des moyens disponibles pour la prévision des
effets anélastiques, elle établit que (87) n’introduit pas de

simplification supplémentaire.

Par le procédé de calcul qul vient d’étre décrit, la source de (81b)
est approchée par une fonction en escaller (constante sur chaque
période). L’algorithme de résolution de (81b) est celul de
Crank-Nicolson. L’ensemble des équations (81), (82) d’une part, (87)
et (88a,b,c) d’autre part permettent la détermination pas-a-pas de la
quantité <u™. La figure 5 propose un schéma qui résume les étapes

principales de la reformulation.

I1 est bon de rappeler que 1'état initial du sol n’intervient dans

1’algorithme proposé que par le bials de 01 et 80, comme on peut le

’©
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CALCUL DE ¢’ APPROXIMATION

c_, &=<g, a>

N S

SIMULATION
DES CONTRAINTES
PAR o='"
INFORMATION
SUR LE COMPORTEMENT

ANELASTIQUE
DEF. VOL. IRR REACTUALISATION
DU CYCLE n°N DE

irr 0='" ET &

Ae

v

l

SOURCE DE (81b)

™~

CALCUL DE <u®™>

—— CALCUL DE STABILITE

Figure 5 : Architecture de la reformulation
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vérifier sur les formules (88a,b,c). En particulier, comme cela a été
souligné au paragraphe 2.d.2, le modéle ne prend pas en compte une
composante déviatorique éventuelle de ¢’.

=0

6.b.3 variations de la source de pression

D’un cycle a 1’autre, le chargement cyclique qui est défini par g’e
est inchangé. En revanche, 1’'état de contralintes initial du cycle,
c'est-a-dire g;+<g’°>, ainsi que 1’'indice des vides Irréversible
dépendent du cycle considéré. Comme le montre (88a), 1’'évolution de
<u”™> modifie la contrainte effective moyenne initiale du cycle. Elle
affecte donc 1la valeur du taux de cisalllement cyclique p. La
densification irréversible qul s’accumule au cours des cycles est
mesurée par 1’indice 8. Les deux quantités p et & sont présentes dans
la formule (88b) qul permet ainsi de tenir compte des 2 origines des
variations dans le temps du terme de source de 1l’'équation (81). Elles

doivent étre réactualisées a chaque pas du calcul.

On observera que 1’augmentation du taux de cisalllement cyclique (pa)
et la densification irréversible (8¥) agissent en sens inverse sur les
variations de Aei". Par conséquent, négliger 1’un ou 1l'autre de ces
phénomeénes condult respectivement & sous-estimer ou sur-estimer la
valeur de <u”>. Mais si 1’on néglige les deux, on n’est pas a priori
en mesure de se positionner par rapport A la valeur réelle de <u®,
c’'est-a-dire de déterminer si le résultat du calcul fournit une valeur
par excés ou par défaut de la grandeur recherchée. Son exploitation
pour une analyse de stabilité parait alors trés délicate. On retrouve
ici la critique qui avalt été formulée au paragraphe 5.b & 1'encontre
de la méthode de Seed sur le fait de négliger les variations du terme
ﬁg. Le paragraphe suivant est consacré 4 la présentation des résultats
numériques de la reformulation. Il va permetire notamment de clarifier

le probleéme qui vient d’étre soulevé.

6.c résultats numériques
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On se propose de présenter dans ce paragraphe un certaln nombre de
résultats numériques typiques auxquels 1la réflexion qui a été
développée donne accés. Il s’'agit d'une part des profils de pression
interstitielle "anélastique” dans le massif, et d’autre part de
1’évolution en fonction du temps de la pente en y=0 de ces proflls,
c’est-a-dire la grandeur g§(<u°>)ly=o, dont 1’importance pour le
calcul de stabilité sera mis en évidence au paragraphe 7. Cette
présentation est 1’occasion de faire 1le point sur 1’ensemble des
paramétres nécessalres pour le calcul de la génération de pressions
interstitielles, se rapportant a la géométrie, la solliclitation et les
propriétés du matériau.

La géométrie est définie par la profondeur d'eau d et 1'épalisseur h de
la couche de sable. On rappelle que le toit de cette couche est plan

et que sa base est au contact d’un substratum imperméable.

La solilicitation due & 1la houle a été définie par une onde de
pressions progressive d’amplitude lentement variable, du type (44).
Une fois données les fonctions po(.) et n{.), rien ne s'oppose a la
mise en oeuvre pratique de la reformulation. Toutefois, en raison du
peu d’informations dont dispose le praticlen sur les variations de
po(.), il est conduit & caractériser la houle de projet par un {(ou
plusieurs) bloc(s) d'un nombre fixé de cycles de caractéristiques
constantes. En outre, il fait le plus souvent référence a la théorie
linéaire de la houle pour laquelle n{(.) est une sinusoide. Alnsi, dans
les calculs présentés ici, la sollicitation est caractérisée par une
période T et une cambrure constante (par exemple, la cambrure H.O/L° en
profondeur d’eau infinie). Etant donné un couple (T,H;/Lo), la
composante cyclique des contraintes, c'’est-a-dire g’°, dépend de
1’épaisseur h de la couche de sable. Pour le calcul, on adopte les
expressions (I1.106) des composantes de ce tenseur, obtenues pour le
cas ol d=w. Les calculs numériques en éléments finis de Gatmiri (1989)
démontrent qu’elles restent valables tant que L/h=2.

Les propriétés du matériau auxquelles la réflexion précédente a fait
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référence sont la perméabilité, 1’existence de déformations
réversibles et la contractance. Les deux premiéres interviennent dans
le coefficient de consolidation C;ﬂd%/Vu qui sera supposé constant
dans tout le massif. On suppose de méme que 1’'indice des vides
irréversible initlal est une constante 8° dans tout le massif. la
contractance est caractérisée par le coefficient B et le coefficient
a=a.exp((B—1)80/K) des formules (23) et (31). Le coefficient de
Poisson v, le poids volumique déjaugé 7’ et le coefficient Kb de la

formule (66) dolvent également étre fournis.

La figure 6 présente les profils de 1la pression Interstitielle
"anélastique” obtenue dans le massif pour le Jeu de paramétres
rassemblés dans le tableau 1. Les profils sont donnés tous les 20

cycles.

matériau sollicitation géométrie
c=10"n’s"" H/L=0.06 d=15m
v [¢] [ ]
v=1/3 T=10s h=50m
K =1/2
[+]
o=.0023
B=6.644
7/ =10kN/m°
tableau 1

On observe tout d’'abord une accumulation progressive de la pression en
fonction du temps. Autrement dit, en un point donné, la pression
interstitielle croit en fonction du temps. Mals il convient de noter
dés maintenant que cette propriété n’'est pas générale et qu’'elle
dépend de la durée d’observation du phénoméne comme cela sera montré
un peu plus tard. La nullité de la pression au toit du massif est
imposée par la condition de drainage. Les treés faibles valeurs
calculées pour les |yl élevés s'expliquent par le fait que le taux de
cisalllement cyclique qul contréle le phénoméne de contractance est
amorti exponentiellement en fonction du rapport ky, comme le montre la

formule (I1I-122). Le profil est marqué par la présence d’un maxlmum
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pour une ordonnée y*, située a falble distance du toit du massif. Pour
y<y., les forces d’écoulement assoclées a <u™> sont orilentées vers la
base de la couche. Intuitivement, elles sont sont donc stabilisantes
au sens ou elles sont équivalentes & une augmentation du polds
volumique déjJaugé du matériau. En revanche, pour y>y., elles sont
orientées vers le tolit du massif. Elles sont donc déstabilisantes
puisqu’'elles diminuent le poids volumique apparent. L'allure du profil
obtenu lalsse donc pressentir qu’un risque d’instabilité superficielle
peut accompagner le processus d'accumulation de pression. Enfin, 1l
est utlle pour la suite d’'observer que 1la dérivée a—-<u°> est une

oy
* -
quantité négative et décroissante pour yely ,0] et positive pour ysy .

On a annoncé précédemment que la valeur du gradlent de la pression
interstitielle en surface constitue un paramétre essentiel du profil
du point de wvue du calcul de stabilité qul sera effectué
ultérieurement. C’est pourquol il est intéressant d’en sulvre
1’évolution en fonction du temps c’est-a-dire du numéro N du cycle
appliqué. On peut dés maintenant remarquer qu’elle représente, au
signe prés, la valeur de la force d’'écoulement d’origine anélastique
au toit du massif. C'est pourquoi 1’'on note

trr 3 a
i 0)=-——=u> 89
7, (0) 3y u I (89)

irr

La figure 7 fournit les varlations de 7;1 {(0) en fonction de N pour

3 valeurs différentes de la cambrure (HO/L =0,05;0,06 et 0,07), tout
o
autre paramétre du probléme étant donné par le tableau 1. On observe

que ¥ 11"(0) est une fonction sensiblement croissante du paramétre
w

cambrure. Ceci s’explique alsément par le failt que 1'amplitude du
cisaillement cyclique varie dans le méme sens que la cambrure.

irr

Selon le méme principe, la figure 8 présente la relation ¥ 1 (0)=N
W

pour 3 valeurs du coefficient de consolidation (<:v=10—3,10-2 et

10'm%.s™"). Comme on pouvait s’y attendre, a sollicitation donnée,

irr
(

v i 0) est une fonction trés sensiblement décroissante du
L
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coefficlent ¢
Y

la figure 9 présente la comparaison entre 1’'évolution de 1“11"(0)
prévue en négligeant les variations du terme de source de pression, et
celle que fournit la reformulation. On observe que les 2 courbes sont
tangentes 1'une- & 1'autre & 1’origine et restent voisines pour les
falbles valeurs de N. Ceci s'explique par le fait que les variations
de 1'indice des vides Iirréversible et du taux de cisalllement
cyclique, c'est-a-dire des 2 paramétres qui contrélent la valeur de
KvAelvrr/T, sont peu significatives sur un chargement de “courte®
durée. En revanche, lorsque celui-ci se prolonge, une différence
sensible de comportement apparalt. A terme de source constant, la
croissance de 1"11"(0) ne présente pas de ralentissement sensible sur
1s. durée considérée. Au contralre, lorsque 1’on prend en compte les
variations du terme de source, 1“11"(0) atteint un palier pour N=400.
A cet instant, 1’écart relatif entre les 2 estimations de 1'11"(0)

est de 1’ordre de 60% .

I1 est intéressant d’examiner 1’'évolution ultérieure de 2"'11"(0),
c'est-a-dire aprés ce palier. La figure 10 présente les résultats du
calcul Jusqu'a N=2400, en tenant compte des variations du terme de
source. Contrairement & 1'évolution monotone crolssante prévue par un
calcul & terme de source constant, on observe une décroissance
progressive du niveau de surpression interstitlelle. Ce phénoméne doit
étre attribué & 1la densification {irréversible du matériau. Pour
{0) est de 1’ordre de

irr

N=2400, le rapport entre les 2 calculs de 1"1
S.

En conclusion, la simplification qul consiste & négliger les
variations de u ne peut é&tre retenue car elle condult A une estimation

largement excessive de la surpression d’origine anélastique.
6.d extension du calcul & un masgif faiblement incliné
irr

La périodicité spatiale du champ ¢ constitue 1'argument essentiel
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pour 1° introduction et la résolution du probleéme <?’u>. Cette propriété
repose en particulier sur celle du champ ph(x,t) des surpressions de
la houle. Cependant, dans le cas d'un fond marin incliné, les
variations de la profondeur d’eau affectent les valeurs prises par la
hauteur des vagues et la longueur d’'onde. La surpression ph(x,t) est
non périodique et peut étre calculée comme au paragraphe (2.1) du
Chapitre I. Le procédé de calcul des surpressions interstitielles dans
le massif qul vient d’'étre décrit doit donc en toute rigueur étre

réservé au cas d'un fond marin horizontal.

Toutefols, on peut espérer que le procédé en questlon reste acceptable
dans le cas des fonds marins faiblement inclinés. On se limite donc a
la théorie de la houle linéaire et 1’on considére une houle de projet
définie au large par la période T et la hauteur de vagues Ho. Pour une
profondeur d’eau do donnée, on introduit 1’onde progressive
sinusoidale ;h définie & partir de 1'amplitude po(do) et le nombre

d’onde k(do) de 1’onde “réelle* de la maniére suivante :
P, (x,t)=p (d )sin(k(d Ix-wt) (90)
h o o [

Au voisinage de 1la profondeur d’eau do. ;h constltﬁe une bonne
approximation de P,- En invoquant un argument de continulté de la
réponse du matériau par rapport a la sollicitation (pour des
topologlies & 9préciser...), on admettra que les déformations
irréversibles et les surpressions interstitielles générées par ;h

constituent une approximation de celles correspondant a p,-

Pour 1le fond horizontal, la méthode de calcul des surpressions
interstitielles générées par la houle dans le massif fait appel a
1'approximation qui consiste a négliger les variatlons de g’° au sein
d’une longueur d'onde. Dans le cas du fond incliné, une approximation
supplémentaire, située en amont de la précédente, est introduite en
remplagant 1'onde “réelle” p, par 1’ onde ;h. I1 convient donc de noter
50° 1’estlimation des surpressions interstitielles “réelles" dans le

domaine Qd, afin de rappeller par les symboles “«" et "s" les deux
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niveaux successifs d’approximation qui sont consentis.

A défaut de pouvoir caractériser par le procédé qui vient d’étre
développé les forces d’écoulement dans 1’ensemble du massif, seule une
analyse locale de la stabllité est possible. Le procédé¢ en question
n'est donc pas en mesure de fournir de condition suffisante de
stabllité pour le massif soumis & 1la sollicitation "réelle". En
revanche, des conditions nécessaires pour cette stabilité pourront
étre obtenues en s’appuyant sur 1’approximation de la solliclitation

“réelle" définie au moyen de Sh.

Plus précisément, pour chaque valeur d de la profondeur d'eau elles
peuvent é&tre établies & partir du théoréme cinématique du Calcul a la
Rupture appliqué & des champs de vitesses virtuelles a support dans
Qd. Cette idée est développée au paragraphe 7.
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7 — CALCUL DE STABILITE EN CONTRAINTES EFFECTIVES
7.a idée du calcul de stabilité

Le paragraphe 6 a proposé une méthode de calcul pour 1la pression
interstitielle qui se développe dans le massif sous—-marin sous
1’action de la houle. Au passage, une simulation g's des contraintes
réelles a été introduite (équation (83)). La premiére idée pour un
calcul de stabilité consiste & exploiter celle-cl en concluant a la
stabilité du massif aussl longtemps que le champ g’° reste compatible
en tout point avec les capacités de résistance du matériau. On
obtiendralt par ce procédé une condition suffisante de stabilité.
Toutefols, la mise en oeuvre de cette idée nécessite la connaissance
compléte du champ g;. En revanche, la méthode ce calcul des pressions
interstitielles (et donc des forces d’écoulement) dues & la houle qui
a été développée ne requiert, au sujet de g;, que la donnée du
coefficient K.o de la relation (66), auquel on peut espérer accéder par
des essais in-situ. Les forces extérieures auxquelles est soumis le
massif sont alors complétement déterminées (aux approximations

consenties au paragraphe 6 preés). C'est la force du Calcul 2 la
Rupture de ©permettre & ce stade une analyse de stabilite
indépendamment de la connaissance de 1'état de contraintes initial. Il

constitue & ce titre 1’outil de base de ce paragraphe 7.
7.b position du probléme

On considére un massif sous-marin dont le tolt est un plan incliné de
1’angle ¥ sur la direction horizontale (figure 11). Etant donnée une
houle de projet définie au large, on s’intéresse a la stabilité locale
de ce massif au voisinage de la profondeur d’eau d au cours d’'un cycle
complet de chargement. Les capaclités de résistance du matériau
constitutif sont supposées homogénes dans le massif. Elles sont
modélisées en contraintes effectives par le critére de Coulomb sans
cohésion, caractérisé par 1’'angle de frottement interne ¢ dont on
supposera qu’ il est inférieur a4 m/4.
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Sur le plan pratique, 1’étude de la stabilité locale du massif au
voisinage de la profondeur d vis-a-vis de la sollicitation "réelle"
passe par 1’étude de 1la stabilité de 1’ensemble du massif sous
1’action de la sollicitation approchée définie par 1'onde ;h de (S0).
Dans ce nouveau probléme, le chargement est caractérisé, par les
forces volumiques de pesanteur -y'k et par les forces volumiques
d’ écoulement 7"i assocliées aux surpressions 50° qul correspondent a ;.
Le toit du massif est libre de contraintes. En exploitant (88) et la
définition (85) de aﬁ”, 11 est naturel 4’introduire les vecteurs 7w1°

r

et 7 1'™ suivants :
we

Y 1°=—gr§d u°
- (91)
i

7"1 " =wgrad <>

ot les notations u° et u représentent les champs de presslons
interstitielles Intervenant dans la solution des problémes (7;) et
(?a) relatifs 2a ;h. On vérifie sans difficulté a partir de la formule
(II1.121) donnant u° (Chapitre II) que 7w1° est un vecteur d’amplitude
Aly) egale a k(d)po(d)ek(d)y tournant dans le plen (e,e) 2 la

vitesse angulaire w :

7"1°=-k(d)po(d)ek(d)y(gkcosw’fsysinw

¢ =k(d)x-ot (92)

Le champ de pression interstitielle U™ est indépendant de 1’abscisse

X. Il en résulte que le vecteur 1lrr

est paralléle a e, Son amplitude
est déterminée par la résolution du probléme de diffusion défini par

les équations (81) et (82). On pose

lhr=ihr(y,t)§y (93)

Les variations de 1"T

sur une pérlode sont négligeables devant celles
de lf. L’argument t dans (93) pourra donc é&tre omis pour 1’étude de 1la
stabilité au cours d’un cycle donné du chargement. La figure 11
représente la superposition des trols composantes de 1la densité

volumique de forces a laquelle est soumis le massif.
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Les calculs numériques présentés au paragraphe 6.c conduisent & se
limiter a 1’étude des chargements pour lesquels la fonction 1T
posseéde les propriétés suivantes :

*
(j) 11 existe un réel y <0 tel que :
» »
(Vy<y ) 1177 (y)s0 ; (Vyzy ) 17" (y)=20

»
1'™" est une fonction croissante sur le segment [y ,0]

irr

0 1
(jj) (VysO)I 17" (a)de =0
Yy

On observera que la signification physique de 1’'intégrale cl-dessus
n’est autre que la quantité <ﬁ°>/7". Les hypotheses (Jj) et (JjJ) sont
adoptées pour la sulte. La stabilité potentielle du massif sous
l’action de la densité volumique de forces extérleures représentée a
la flgure 11 va étre analysée au moyen du Calcul & la Rupture en
déformations planes. Elle comporte une approche cinématique et une

approche statique.
7.c approche cinématique

On considére la famille des champs de vitesses V“’Bl a 3 paramétres
géométriques «,8 et 1 définis sur la figure 12. Le bloc ABC est en
translation a la vitesse U. Dans le reste du massif, la vitesse
virtuelle est nulle. Les segments AC et BC constituent les lignes de
discontinuité d’un tel champ de vitesses. A prlorl, les valeurs des
paramétres B et 1 ne sont assulettls & aucune restriction. En

revanche, 1'angle a est soumis a la condition géométrique
oce]-g+x,x] (s42)

Toutefols, on observera que 1’intérét du mécanisme Va.Bl pour 1'étude
de la stabilité du massif soumis & 1'onde "réelle" requiert que le
triangle ABC soit contenu dans 1le domaine Q. On calcule
successivement la puissance résistante maximale P(VaBl) et la

puissance des forces extérieures fP“t dans un champ de vitesses

voFL
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puissance résistante maximale

Par définition, on a

P Fh)=[ n(n, w1+ ntn, a1 (95)
AC BC
ou le vecteur n désigne dans chacune des 2 intégrales de (95) un

vecteur unitaire normal respectivement aux segments AC et BC. Pour le
matériau de Coulomb sans cohésion, le calcul de la fonction n(n,U)

donne

n(n,U)=+wo si
n(n,U)=0 si

U.nsUsing
U. n2Using (96)

L’ approche cinématique ne fourﬁira de résultats non triviaux que si la
fonction =m(n,U) reste finle sur les deux segments AC et BC. On est
donc amener a imposer les conditlons supplémentaires suivantes a a et
B :
psBsm-¢

L n (97)

~eSBY-as5-p
En observant que asy, on vérifie aisément que ces 2 doubles inégalités
se résument a la suivante :

¢sBsg—¢+a—x (98)

On note D le domaine du plan («,B) défini par les conditions (94) et
(97). On vérifie que ce domalne n’est Jamals vide puisque le couple
(x,9) répond & la question. Le théoréme cinématique 1livre =alors
immédiatement une famille de conditions nécessaires de stabilité sous

la forme sulvante :
(V(a,B)eD) (V1Z0) P =0 (89)
ext

puisssance des forces extérieures

La quantité ?;xt est somme des contributions de chacune des trois

composantes de la densité volumique des forces extérieures :

P xt=J (-7 k+y L' +y 1°).U dS (100)
@, ABC W w
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Notant S la surface du triangle ABC qui vaut l-latg(x—oz), il vient

2
encore
t=US{7'sin(a-B)+7"sin(B+x-a).é lrrdS-§ A(y)COS(¢+B+X‘G)dS} (101)
BC ABC
On note Ilzr la. moyenne 1ntégra1e de 1'™" sur 1’aire ABC c’est-a-dire
lrr 1 lrr
17 sJ‘ 1! (102)

Pour chaque valeur de («,B)eD et de 1, on obtient donc en associant

(99) et (101) une condition nécessaire de stabilité sous la forme

lrr

(vygel0,2n])y sin(8+x—a)i I A(y)cos(y+B+y-a)dS + y’sin(B-a) (103)

ABC
Considérant alors ¥’ et A(.) comme des données, on se propose
d’'extraire de cette famille d’inégalités 1la condition 1la plus

). Respectivement d'apreés

restrictive a vérifier par la fonction i
(JJ) et (98), 11 est faclle de voilr que les scalalres 11T et
sin(B+y~a) sont positifs. Il s’agit d'optimiser le choix du réel 1. On

obtient sans difficulté la majoration sulvante :

(Vyel0,21]) I Aly)cos (y+B+x-a)dS = -A(0)= 13f(11m —J' A(y)cos(y+B+x-a)dS) (104)
ABC ABC

La valeur de ¥ réalisant le minimum n’est autre que w+ta-B-x, pour

laquelle le vecteur i° est paralléle & U. Utilisée dans (103), (104)

fournit

irr

al = 7/sin(B-a)-A(0) (105)

7 sin(B+x—a) lim §
1-0

Par ailleurs, sous les hypothéses formulées au paragraphe précédent

sur la fonction i“T(.), on démontre & 1'Annexe 4 que Ilrr est, a «
fixé, une fonction décroissante de 1. On a donc
(viz0) 1'°7 = 1im 1177 = 1177 (0) (108)
al 150 al

En associant (105) et (106), il est facile de voir que la condition la
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plus restrictive contenue dans la famille d’inégalités (103) lorsque 1

irr irr

varie sur la fonction 1" (.) porte en falt sur i (0) et prend la

forme suivante :

irr 7’sin(8—a)-—A(0)
(o= 7ws1n(B+x—aT’ (107)

Il reste & optimiser le choix des angles a et B. On observe que le
membre de droite est une fonction croissante du scalaire g-a. Le choix

optimal correspond donc a4 B=¢p et a=x. Il vient

(108)

. in(¢~x)-k(d)p (d)/ /7’
¥ 1 rr(o) < ,a,:[s ° ]
¥ sin ¢

7.d approche statique

Pour un sable, une condition suffisante de stabllité potentielle ne
permet pas a priori d’espérer la stabilité elle-méme. Cette
observation 6te pour ce matériau une partie de sa force a 1’approche
statique du Calcul & la Rupture. Celle-ci doit alors é&tre considérée
comme le moyen de tester la qualité des conditions nécessalres
établies par 1’approche cinématique. C’est dans cet esprit que
1’approche statique va étre maintenant développée.

’
ur
3 po

équilibrer chacune des 3 composantes de la densité volumique des

On introduit 3 champs de tenseurs de contraintes g;,gé et o

forces extérieures. Ils sont définis par leur matrice dans la base

(e ,e )
=%y
- Kl(y) siny
pour -7’k : g1=7’y (109a)
siny cosyx
R K(y) O g 0
pour ¥ L“T: g;=7’y 2 avec Q(y)=—;.l 1“T(a)da {108hb)
" = 0 Qly) LA A

- -siny cosy
pour 7 1° : g;=yA(y) avec Y=kx-wt (109c)
b cosy siny

Le choix des fonctions K1 et !(.2 est arbitraire. En superposant les 3

champs précédents, on obtient un champ de contraintes ¢’ vérifiant les
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conditions aux limites sur le toit du massif et équilibrant les forces
volumiques 7 1°+y _1_1"-7’,19. Sa matrice dans la base (e ,e ) est la
W L x Ty

sulvante :

K(y)—é;,i)sinw sinx+-A%y—)cosw

o'=r'y (110)
- sinx+%5,ﬂcosw X(y)+%(-,—5,ﬂsinw
ol 1’on a posé
X(y)=cosx+Q(y) (111)

On considére a nouveau ¥’ et A(.) comme des données. IL s’agit de

1N(y). un champ de

rechercher a quelle condition sur la fonction 1
contraintes du type (110) compatible en tout point du massif avec les
capacités de résistance définies par ¢ peut étre exhibé. Cette

compatibilité s’exprime par :

(VxeR) (Vy=0) {(¢’ -0’ )Z+a0’ %12
XX yy Xy

=—(o’ +0’ )sinp (112)
XX Yy

La construction d’un tel champ ¢’ repose sur 1’existence d’une

fonction K(y) vérifiant

(Vy=0) (vy) /(K—X—Z?,s1n¢)2+4(sinx+§,cosw)ZS(IGX)simp (113)
Ay fixé, la valeur maximale du membre de gauche de (113) est atteinte

lorsque

2siny K-X
=i siny= (114)

(4sin’y+(K-X)?) (asin®y+(k-x)%) 12

cosyr=

La condition (113) & vérifier par la fonction K(y) peut donc étre

simplifiée sous la forme suivante :

(vy=0) V(K-X)2+asiny + 22, = (KXstn (115)
On pose encore
X’ (y)=X(y)-—a¥)_ (116)
¥ sing

L'existence d’une fonction K(y) wvérifiant (115) est équivalente a
celle d'une fonction K’ (y) vérifiant
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(Vy=0) V{K'—X’)2+4sin2x + 23, s (K’'+X')sing (117)

En effet, 11 suffit de relier K et K’ par 1la relation

K’(y)=K(y)—wé;§;¢. (117) impose, sans que cela soit suffisant, que :
(vy=0} K'zcoszw-ZK’X'(1+sin2¢)+x’2coszw+4sin2x =0 (118)

ol 1’argument y a été omis pour simplifier. L’existence d’un réel K’
vérifiant, 2 X' donné, 1’'inégalité cil-dessus est assurée si et
seulement si le discriminant du trinome en K’ du membre de gauche est
positif, soit :

X’ (y)= Sigqf (118a)
(vy=0) ou
X’ (y)s-%go—x (119b)

Si X’(y) est négatif, il est faclle de voir que (117) ne peut étre
vérifiée. En revanche, si X’(y) vérifie (118a), alors les deux racines
du trindme de (118) sont positives et 1’existence d’'un scalaire K’(y)
solution de 1l’inéquation de (117) est assurée. Alnsi, sous (119b), un
champ de contraintes ¢’ du type (110) compatible avec les capacités de
résistance définles par ¢ peut étre construit. Il s’agit donc d’une
condition suffisante pour la stabilité potentielle du massif. En
utilisant (111) et (116), (119b) prend encore la forme suivante :

P ,sin(e-2)-k(d)p (d)e* Y /p
(Vy=0) §ri T(a)da = 'g. 2 (120)

o] w sin ¢

irr

Sous les conditions imposées a la fonction 1 " (.) au paragraphe 7.b,
on démontre & 1’'Annexe 4 que la valeur maximale de 1’intégrale de
(120) est atteinte pour y=0. Il est alors facile de vérifier que (120)
est équivalente &4 1’1inégalité (108). Cette derniére constitue une
condition nécessaire et suffisante pour la stabilité potentielle du
massif sous ;h. L’approche statique qul vient d’étre développée permet
donc de conclure que 1'inégalité (108) représente la condition

nécessaire de stabilité la plus restrictive que puisse fournir
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1’approche cinématique.
7.e paramétres et trajets de chargement

I1 est Intéressant de réarranger (108) pour donner un réle symétrique

aux 2 contributions 2 la denslté volumique de forces d’écoulement :

' sing irr 1 V)
[(7"/7 ).m].l (0) + [m].k(d)po(d)/v <1 (121)

(121) fait apparaitre clairement 2 paramétres quantifiant 1’intensité
du chargement auquel est sounis le massif. Le paramétre
Q1=k(d)p°(d)/7’ constitue une mesure directe de 1’'intensité du
chargement. Le paramétre Qz=iirr(0) rend compte des déformations
volumiques Iirréversibles causées par le chargement. Il mesure donc
indirectement 1’intensité du chargement au sens ol 11 quantifie le
couplage chargement -comportement. Le domaine K des valeurs
potentiellement supportables de ces 2 paramétres est le triangle
représenté 2a la figure 13. 11 s’'agit maintenant d’interpréter
physiquement le résultat obtenu. On pose donc

1°’=gf ﬂgi_ggd (122)

w

Cette quantité apparait comme la valeur potentiellement supportable
extréme d4'un gradient hydraulique perpendiculaire & 1la pente et
orienté vers le toit du massif. Elle constitue une généralisation du
gradient hydraulique critique 7’/7H introduit classiquement en
Mécanique des Sols pour 1’'étude du phénoméne de renard. Elle prend en
compte 1’effet défavorable de 1’inclinaison du massif. Cependant, dans
le chargement de la houle, se superposent aux forces d’écoulement
perpendiculaires a la pente des forces d’'écoulement de direction
variable. L’instabiliité peut donc apparaltre cycliquement dés lors que
le point représentatif du chargement dans le plan (Q1'Qz) atteint 1la
frontiére de K, méme si ilrr(O) est situé en deca du gradient
critique.
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L' observation qui vient d’étre faite doit é&tre confrontée aux analyses
de stabilité proposées par Seed, Ishihara et Yamazaki ainsi que Rahman
et Jaber. On a wvu ces auteurs, préoccupés par le risque de
liquéfaction, caractérisent 1’apparition de 1’instabilité dans 1le
massif par le criteére

u=y’ |yl (123)

Indépendamment des obJjections déja formulées & 1’encontre des méthodes
qu’ils utilisent pour le calcul de u”, le critére (123) est équivalent
a

177 (0)=L’ (124)

7“

Outre le fait (mineur) que 1’inclinaison de la pente soit négligée
dans (124), cette définition de 1’instabilité apparait beaucoup moins
restrictive que (121), puisque le r8le défavorable de Q1 n'est pas
pris en compte. Or, comme 1°'avalt remarqué Madsen (1978), les valeurs
atteintes par Q1 pour les houles de projet usuelles ne sont pas d’un
ordre de grandeur négligeable devant sing. La prise en compte des 2
contributions aux forces d’'écoulement est donc une nécessité. En
d’autres termes, 1’approximation (ii) de 1la méthode de Seed qui
consiste & ne considérer que les surpressions Interstitielles
d’'origine irréversible dans la stabilité ne peut é&tre retenue car elle

conduit a des conclusions non conservatives.

Dans le cas ou la sollicitation est définie par un bloc de vagues de
pérlilode et cambrure constante, le trajet de chargement dans le plan
(Q1’Qz) est un segment vertical dont 1'origlne est placée sur 1'axe
02=O. Si ce segment sort du triangle K, on peut conclure 2a
1’instabilité du massif. Dans le cas contraire, il y a présomption de
stabilité.

La figure 13 montre les trajets de chargement correspondant aux 3
situations de la figure 7. Il s'agit donc de 400 vagues dont les
cambrures au large sont respectivement }k/Lb=0.05;0,06 et 0,07. Les

autres paramétres du calcul de pression interstitielle ont été donnés
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au tableau 1. Pour le calcul de stabilité, on a fixé ¢=20° et l’on a
envisagé le cas du massif horizontal (x=0°) et le cas ol x=3°. Le
domaine K est évidemment une fonction décrolssante au sens de
1’inclusion de l’angle x. Chaque trajet débute sur 1’axe Q2=0 a4 une
abscisse qul croit en fonction de HO/LO. La longueur du trajet n’'est
autre que la valeur maximale de 11"(0) sur la durée considérée. Pour
les 2 valeurs de x, le massif est potentiellement stable pour
HO/L°=O,05, instable pour HO/I..°=0,07. En revanche, pour HO/L°=0,06, la
stabilité dépend de y : elle est amssurée pour le massif horizontal
mais non pour x=3°. On retrouve donc sur ce diagramme la sensibilité
de la stabilité a la cambrure. I1 met également en évidence le réle

défavorable Joué par une inclinaison méme faible du massif.

En exploitant les évolutions de 1'7°(0) données a la figure 8 pour
différentes valeurs de c, on constate 1mmédiatement que 1le risque
d’instabilité concerne les "falbles" valeurs de ce paramétre. Les
massifs constitués des matériaux les moins perméables ou les plus

"élastiquement compressibles" sont donc les plus exposés.
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8 - CONCLUSION

Ce chapitre a présenté une méthode d’'analyse de la stabilité d4d'un
massif sous-marin pulvérulent. Des études antérlieures avalent démontré
que la perméabllité du matériau ne pouvalt étre négligée dans un tel
probléme. Il fallait donc qu’'il soit posé en termes de contraintes

effectives.

En raison du couplage entre le fluide interstitiel et le squelettie,
une modélisation du comportement allant au-deld de la donnée du
critére de rupture est nécessaire pour caractériser le chargement en
contraintes effectives. I1 s'agit de déterminer les forces
d’écoulement agissant sur le squelette solide. A défaut d’une
résolution du probléme "en déplacements”, entreprise beaucoup plus
ambitieuse que 1’étude de la stabilité, seul un calcul approché de ces
forces est possible. Il en résulte une approximation du chargement
réel. La question de la stabilité du massif soumis a ce chargement
approché peut étre traitée rigoureusement par le Calcul & la Rupture.
Une solution compléte au sens de cette théorie a été présentée dans le
cas particuller ol la houle est modélisée par la théorie linéaire.
Elle a permis de mettre en évidence les réles essentiels joués par la
cambrure de la houle, le coefficient de consolidation et la pente

éventuelle du massif.

La difficulté du probléme de stabilité abordé dans ce chapitre est
liée au fait qu’il ne peut étre intégré directement dans le cadre du
Calcul a la Rupture. On a vu que la résolution requiert davantage
d’ informations que la donnée du domaine des contraintes admissibles.
On retrouvera cette difficulté chaque fois qu'il y a imbrication entre
chargement et comportement. Les problémes dans lesquels les effets
inertiels ne sont pas négligeables en fournissent une nouvelle

illustration.
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ANNEXE 1

La présente annexe résume la méthode donnée par Rahman et Jaber (1986)
pour 1’'étude de la stabilité d’une pente sous-marine. Elle s’inspire
des travaux antérieurs de Seed et Rahman (1978). Elle généralise
1’approche de Ishihara et Yamazaki (1984) qui avaient négligé le
phénoméne de diffusion de la pression générée dans le massif, se
placant ainsi dans la schématisation d’une perméabilité nulle.

Le probléme traité est celul d'un massif semi-infini de surface plane,
légérement inclinée sur la direction horizontale. Il est soumis a une
houle définie au large par la cambrure HIO/Lo et la période T. Pour le
calcul des surpressions exercées par la houle sur le plan y=0, les

auteurs ont recours a la théorie de Stokes d’ordre 1.
calcul de la surpression interstitielle
calcul de gp

La solution g’ en contraintes totales du probléme étudié lorsque le
squelette est élastique linéaire a été étudiée au Chapitre II. Les
auteurs utilisent les formules données par Madsen (1978). Ils
tiennent compte des variations supposées lentes de la profondeur
d’eau h en actualisant 1’amplitude po(h) et le nombre d’'onde k(h) dans

1’ expression des composantes de g’.

Par ailleurs, 1la contrainte effective moyenne c: est estimée par
¥’ lyl. Ceci revient implicitement & négliger 1’effet de 1’'inclinaison
de la pente sur la valeur de o: et 3 supposer que 1’état de
contraintes 1initial est sphérique. Ces hypothéses conduisent a

1’expression suivante du taux de cisaillement cyclique initial :
=1
p°=T/0;— 7,k(h)po(h)exp(k(h)y) (A1.1)

calcul de ﬁg
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En application de (56), le terme de source de 1'équation de diffusion
proposée par les auteurs est constant. L’expression retenue pour NL

est celle de Faccioli (1973) qui a été donnée en (23). On a donc

O

ﬁgi%. (pf/a) (A1.2)

La surpression interstitielle est alors identifiée & la solutlion de
(87) s'annulant pour y=0 et |y|-=. Pour une pente faible, les auteurs
indiquent que les variations de u selon X sont négligeables devant les
variations selon y. La solution de (57) est donc recherchée dans

1’ approximation unidimensionnelie.

calcul de stabilité

Les auteurs introdulsent 1le rapport rp=u/7’|y|. Conformément au
critere de stabilité décrit en 4.b, la frontiére du domaine instable,
si ce dernier existe, est définle par le lieu des points d’équation

r =1 (A1.3)
P

On observera que la valeur de l'angle 8 de la pente n’intervient pas
dans le critére (A1.3) ni d’'allleurs dans le calcul du profil de la
pression interstitielle par (57) sous une profondeur d’eau donnée. En
conséquence, la profondeur de la 2zone 1instable pour une profondeur

d’'eau donnée ne prend pas en compte l’effet de 8.
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ANNEXE 2

Le paragraphe 6.2.5 a montré que <u”> est solution d’une équation de
diffusion avec une source de pression dépendant de <g"T> dans le cas
particulier ol ce tenseur est uniaxial du type (74). On se propose de
montrer que ce résultat est conservé dans le cas plus général de (73).
Observant que le probléme défini par les équations (72a) a (72f) avec
des conditions initlales nulles est linéaire par rapport au chargement
définl par <g“T>. on examine successivement les cas a=c=0 et b=c=0,

celuil ol a=b=0 ayant été traité en 6.a.5.
cas a=c=0

On recherche une solution des équations (72a-f), nulle pour t=0, dans
le cas ol

irr__b(y,t)

>=—_Jr .
<g 5 (gxe§y+gy@gx) (A2.1)
Pour simplifier, on note g’,u et £ le champs de contralntes, de
pression, de déformations et de déplacements de la solutlon recherchée

en omettant les notations <> et "a".

Il est 1mmédiat de vérifier que le champ défini par <glrr> est

compatible géométriquement. Il1 doit donc en étre de méme de la partie
réversible de g. On recherche comme en 6.a.5 une solution g’ de la

forme

! = -—v
g’'=uly, t) e oe + 1= (e oe +e,

e )} (A2.2)
qui vérifie manifestement (72a). Le tenseur ge des déformations

réversibles est alors uniaxial et vaut

e_u(y, t)
€ -——K:—-gyegy (A2.3)

oll Kv a été défini en (80). I1 est manifestement compatible
géométriquement. En utilisant (A2.1) et (A2.3) dans (72b), on obtient
1’équation différentielle & vérifier par u(y,t) :
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cu =u (A2.4)

v o,yyY ot

dont la solution pour des conditions initiales nulles n’est autre que

0. Posant alors

Ex=rb(a,t)da (A2,

d

5)

on vérifie aisément que le triplet (o"=0;u=0;€=€xgx) est bien solutlion

du probléme posé. Il apparait donc qu’un tenseur du type (A2.1)

contribue pas a4 la surpression interstitielle d’origine anélastique.

cas b=c=0

On considére maintenant le cas particulier ol le champ <e!™> est
la forme
irr
< >= .
> a(y,t)gysgy (A2

On recherche a nouveau une solution (o’,u,£) qul soit indépendante

x et z. On a donc, par (72a) et (72d)

ne

de

6)

de

o’ =u (A2.7)
yy
£ =£ =¢ (A2.8)
XX zZ Xz
soit, en utilisant (72¢c):
e’ +a=0
{ xx
e =0 (A2.9)
z2
c’'est-a-dire
akF+o’ ~v(o’ +o’ )=0
b 9.4 Yy zZ (AZ. 10)
o’ -v(oc’ +0’ )=0
zZz XX yy
La résolution de ce systéme fournit
o’ =2 u-ak/(1-v?)
xx 1=v
{A2.11)
o’ =2 u-apE/(1-v°)
zz 1=
La valeur de eyy résulte alors de {(72c) :
=® =Y D
e =€ Kv+a_1-v (A2.12)
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A2.ll

Le champ £ est donc wuniaxial. Il est manifestement compatible
géométriquement et 1’'existence d’un champ £ vérifiant (72d) et (72f)
est assurée. En introduisant (A2.8) et (A2.12) dans (72b), on obtient
1’équation de champ & vérifier par u

_ 2, 2 _ v da
= Cva /ay (u) I_:I;KV(R) (A2.13)

QJIQJ
e

conclusion

Dans le cas général ol le champ de déformations irréversibles est
donné par (73), la surpression interstitielle <u®> est solution d’une
équation de diffusion avec sources : en assoclant (81a) et (A2.13), 11l

vient en effet

[o]

_ 2,,.2 - v a dc
= Cva /8y (u) Kv(-]:_;-a—t“‘—t) {A2.14)

Q)IQJ
e

En raison du-coefficient — de da il apparait que la formule (81b)

1-» at’
ne peut é&tre reprise telle quelle. Son emplol nécessite une

Justification qui sera donnée & 1’Annexe 3.
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ANNEXE 3
Justification de (87)

D'une maniére cohérente avec le choix de la simulation et les
informations expérimentales permettant de quantifier les déformations
irréversibles, on a vu que les éventuelles varlatlions de Ae:"
2 1’intérieur d’une longueur d’'onde devalent &tre négligées. Dans ces
conditions, 1’écart entre 1’'état de densification de 2 points situés a
la méme ordonnée y est au plus égal a la densification cumulée sur un
cycle. Dans 1’hypothése du cycle élémentaire peu intense, il est donc
possible de négliger les variations de & sur une droite d’équation
y=Cte.

Sur une période [nT,nT+T[, les variations de <u™> étant elles_mémes
petites devant celles de o="°, le champ g's ne dépend de ses arguments
X et t que par 1'intermédliare du facteur x—%—t. A 1’échelle de la
période, c__r"3 est donc une onde se déplagant en phase avec 1l’onde des
surpressions de la houle ph(x,t). I1 résulte de la formule (32) que
cette propriété est également vrale pour le taux de déformations

volumiques irréversibles 9 _girr

ﬂev . On a donc
4 _irr 8 irr T
(vael0,L]) 3T, (X'fa.,y,t)—ﬁi:v (x,y,t Ea) (A3.1)

Cette observation permet le calcul de g_t<€:~">:

3] frr_ _ 1 L5 ter _llJ'La irr T
5T, > = frx 3TE, (s,t)ds= =~ oﬁev (x,t an)da (A3.2)

En utilisant le changement de variable 1=a.{—, i1 vient

T
8 _trr, _ 103 _irr _ _ 1, trr _irr _
5T<€, > = T_[oszev (x,t-7)dt = z(e "~ (x,t)-g " (x,t-T))  (A3.3)

Ainsi, la source de pression de 1l'équation (81b) apparait comme le
taux d’accroissement de la déformation vomumique e:’" calculé sur une
période, c’est-a-dire %Ae:’". Ce résultat fournit donc une
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Justification de (87).
justification de 1’emploi de (81b)
Dans le cas général ol le champ de déformations irréversibles est

défini par (73), 1’Annexe 2 a montré que 1’équation (81b) doit en
toute rigueur étre remplacée par

a8 a 2 2. & v da 8c
pel— - - — e
3 u>= c 8/8y <u> K(1 - Bt al) (A3.4)

ou a=<exx> et c=<eyy>. En vertu de ce qul précéde, on a de plus

da _ . 8c _ 1, frr
a——t——Ae ; B_t—TAe (A3.5)

ol Ae et Ac représentent les variatlons de ¢ et ¢ sur une
XX Yy Xx yy

période. On a donc

6——<u"> =c 62/8y2<ua> - X (2. ac'"RAc'™S (A3.6)
at v v 1-v xx Yy

Cependant, dans la pratique, les informations expérimentales portent

irr

rr
et Aew. mais sur le taux d’accrolssement sur une

i
non pas sur Ae

XX
période de la déformation volumique irréversible, qui n’est autre que
As;:r+Ae;;r. On est donc amené A comparer 1’estimation de u fournie

par (A3.6) et celle qui correspond a la formulation en moyenne de
(81b), c’est-a-dire

QJIQ:
e

= ¢ 8%/8y°(u) - K (Ae +Ac ) (A3.7)
v v xx Yy

Vis~a-vis du chargement "tournant” de la houle, pour lequel aucune
direction du plan (g,x.gy) n'est privilégiée, 11 est ralsonnable
d’admettre que les quantités Aexx et Aeyy sont du méme signe. Pour 1le
matériau contractant, 11 s'agit du signe négatif, pulsque
Ae::+Ae;;r=Ae:”. Dans ces conditions, 1la source de pressions de
(A3.7) est supérieure a celle de (A3.8). Il en est alors de méme de
l’estimation de u par (A3.7) par rapport & celle fournie par (A3.6).

En adoptant (A3.7), on se place donc du coté de la sécurité vis-a-vis
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d’un calcul de stabilité ultérieur. C’est cette équation, bien adaptée
aux informations expérimentales disponibles, qul a é&té retenue dans ce

travall.
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ANNEXE 4

1. recherche du maximum de Ia pour 1>0

1
On considére une fonction numérique 1i(.) définie sur R, de classe Cl,

et possédant en outre les propriétés sulvantes :

. _ *
(3y €R )tel que (Vy<y ) i(y)=0
*

(vyoy ) 1(y)z0 ; L

dy
On se propose de montrer que le maximum de la quantité ial définie

comme en (102} est, & a fixé, atteint pour 130. Tout d’abord, il est

(y)=0

facile de voir que

2 5
10" dxj 1(s)ds (Ad.1)

2
(xg-x,) tg(6-a) (x,-x)tg(6-a)

En utilisant le changement de variable y=(xA-x)tg(9-a) et la notation

Y=(xA—xB)tg(6—a), 11 vient encore

1, _1
5 1" —zrdyri(s)ds (A4.2)
Y
Y Ty

Pulsque 1=(xB—xA), le travall consiste a établir que 1’intégrale
double de (A4.2), qul sera notée F(Y) est maximale lorsque Y-0. On
commence par montrer que F est une fonction crolssante sur [y’,OJ. On
obtient

0 0o 0
1 2
F’(Y)=——-{ i(y)dy + 5| dy i(s)ds} (A4.3)
L[ sray + 3 o]
Pulis, en intégrant par parties, il vient encore
1 J_0 2 0
F’(Y)=—-{ 1(y)dy - & yi(y)dy} (A4.4)
YUy Yy
On pose alors
0 0
2
G(Y)= | 1(y)dy - 3| yily)dy (A4.5)
'rv YIY

l
On va montrer que G(.) est une fonction positive sur [y ,0]. Il en

résultera que F(.) est croissante sur cet intervalle. On vérifie que
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2 0 2 0
c'(v)=;2J' yi(y)dy + 1(Y) = ;J y{1(y)-1(Y)}dy (A4.8)
Y Y

Pour YZy‘, la quantité 1(y)-i(Y) est positive sur [Y,0] . La fonction
G(.) est donc décroissante sur [y.,O]. Comme G(0)=0, elle est positlive
sur cet intervalle. Cela implique en particulier que F'(y’)ZO et 1'on
a
sup, F(Y)=1im F(Y)=1(0) (A4.7)
Yzy Y-0
En exploitant maintenant le falt que i1 est une fonction négative sur

»*
}J-o,y ], on obtient sans difficulté la majoration suivante :

*
(vysy ) F(Y) = L Jydyjci(s)ds + L jodyjoi(s)ds = H(Y) (A4.8)
y? . YZ) *
Y Ty y Ty

On se propose de comparer la fonction H(Y) définie par (A4.8) et
* *
F(y ). On introduit donc la quantité I(Y)=(H(Y)-F(y ))Y°

»

I(y) = JydyJOi(s)ds + (1-(Y/y‘)2)JodyJ01(s)ds (A4.9)
* »
Y Yy ¥

y
11 est facile de voir que

1 (v)=-r1 (s)ds- [2/y'rdyr1 (s)ds]. tvry') (A4.10)
* E ]

Y y vy

*
En remarquant que |Y|z]y |, on obtient alors

» * *
I’(Y)Z-Joi(s)ds—(Z/y )Jodyjoi(s)ds = (y)F'(y)z0 (A4.11)
- »
Yy y Yy

La fonction I(.) est donc croissante sur ]-m,y.]. Comme de plus
I(y‘)=0, cette fonction est donc négative sur 1’'intervalle considéré.
11 en résulte que

(V¥sy ) F(Y) = H(Y) = F(y ) (Ad.12)

En associant (A4.7) et (A4.12), on obtlent le résultat annoncé :

sup F(Y) = F(0) = 1{0) (A4.13)
Y=0
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2. recherche du maximum de %in(s)ds
o

On considére une fonction numérique i(.)définie sur R possédant les
propriétés énoncées au paragraphe ci-dessus. On pose

J(y)=ljy1(s)ds (Ad.14)
y0

On se propose de montrer que le maximum de J(y) est atteint lorsque
y50. La démarche est analogue a celle du paragraphe 1 : on étudle

* *
successivement J(.) dans [y ,0] et ]-o,y ].
*
étude dans [y ,0]

I1 est immédiat de vérifier que

J’(y)=(1/y2) yi(y)—in(s)ds} {A4.15)
0
soit encore

o
J’(y)=(1/y2){I (i(s)-i(y))ds} (A4.18)
y

Pour yzy', 1'intégrande de (A4.18) est positif. La fonction J(.) est
donc croissante sur [y',Ol :
(vyzy ) J(y)=J(0)=1(0) (A4.17)

étude dans ]-m,y‘]

La majoration suivante résulte du falt que 1(.) est une fonction

négative sur ]—m,y‘]:
. O .0 .0 .
(vysy") 3y =] 1e)as s 2f [i(s)ds s -y J1(s)ds = I (m.18)
Yy Yy y
Enfin, en associant (A4.17) et (A4.18) :
sup ljyi(s)ds = 1(0) (Ad.19)

y=0 (¢}
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CONCLUSION GENERALE

Cette étude est arrivée & son terme. Il convient & présent de faire le

point sur les acquis et de mesurer le chemin qui reste a parcourir.

la partie de ce travall développée dans le cadre de la théorie de
1’¢élasticité a permis de se familiariser avec le chargement et ses
effets sur le massif sollicité. L’usage qu’on a pu faire des résultats
issus de la modélisation élastique dans 1’étude de la stabilité
confére aussl & ce chapitre un réle utilitaire. Mais au-deld de la
construction d’outils "pour la suite", 1l étalt également 1’occasion
de s’interroger sur les questions d’unicité de solutions en élasticité

dans les domaines géométriques non bornés.

La question de la stabilité a été examinée aux chapitres III et IV
respectivement pour un sol cohérent et pour un sol frottant. Chaque
fols, le recours au Calcul a la Rupture a conduit a des résultats

concrets, utilisables par 1’ingénieur.

Cependant, lorsque 1'on compare les développements consacrés & chacune
de ces deux familles de sols, une différence fondamentale apparait au
plan de la définition du chargement. Dans le cas d'un sol cohérent,
celul-ci est déterminé complétement par la donnée des caractéristiques
physiques de la houle de projet et le choix d’un modéle de houle. En
revanche, pour un sable, 1’introduction d’informations supplémentaires
portant sur la contractance du matériau est indispensable pour passer
des paramétres de la houle a la définition des forces extérieures
agissant sur le massif. A une méme houle du proJjet, correspond alors
un chargement constant pour un sol cohérent, et un trajet de

chargement pour un sol frottant.

Cette différence trouve évidemment son origine dans les choix de deux

critéres de rupture distincts selon la nature du sol.
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I1 en résulte des niveaux de complexité eux-mémes différents dans le
traitement de la question de la stabilité. FEn ralison de la phase
préliminaire consacrée a la définition du chargement, 1’étude du cas
"granulaire”" peut paraitre sensiblement plus délicate. Mals 1la
simplicité relative du cas “"cohérent" est trompeuse. Elle masque la
complexité de la détermination du paramétre “cohésion non drainée”
qul concentre sur lui-méme toute 1'information disponible sur le
matériau. En plus des difficultés expérimentales classiques
rencontrées pour mener & bien cette t&che s’ajoute dans le cas présent
la nature cyclique du chargement de 1la houle. Lorsque cela est
possible, il est clair que le choix de la cohésion doit s’appuyer sur
un programme expérimental qui prenne en compte cet aspect {voir par

exemple Meimon et Hicher, 1980).

L'ensemble de ce travail a été développé dans le cadre de
modélisations déterministes pour le champ des surpressions qui
s'exerce sur le fond sous-marin. Etant donnée 1’ importance du choix
d’'une théorie mathématique de la houle sur les résultats de 1’'analyse
de la stabilité, 11 est naturel de s’interroger sur la pertinence
d’une simulation de la houle réelle par un modéle réguller. Pour
1’avenir, cette réflexion pourra s'appuyer sur les développements du
Calcul 2 la Rupture probabiliste et la connalssance disponlble sur la

houle aléatolire.
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