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Introduction

Problématique physique
Couplage entre la structure et la réponse mécanique dans les matériaux complexes

Historiquement, la description mathématique des fluides sous forme d’équations aux dérivées partielles a
débuté par celle des fluides simples. En ’absence de toute connaissance sur la structure microscopique de
ces fluides, et en identifiant simplement cette structure a celle d’un continu parfaitement homogéne, des bilans
fondamentaux de conservation de la quantité de matiere et d’équilibres locaux des forces ont été écrits, donnant
naissance aux équations de I’hydrodynamique classique. La méme démarche a également permis d’étudier avec
succes les propriétés élastiques des matériaux solides.

Avec I'émergence de ’étude des fluides complexes d’une part et celle des propriétés plastiques des solides
d’autre part, ces deux descriptions initiales ont montré leurs limites. D’une part, certains matériaux présentent
des inhomogénéités de structure a différentes échelles : un fluide dans lequel se trouvent des objets solides en
suspension, un solide cristallin dont la structure est désordonnée aux échelles intermédiaires entre l'atome et
le macroscopique en sont des exemples. De telles hétérogénéités rendent problématique le choix d’une échelle
pour faire une description continue et peuvent se coupler de facon tout a fait non triviale aux processus de
déformations (pour un solide) ou aux écoulements (pour un fluide). Il apparai t donc un probleme d’échelle de
description ainsi que de couplage entre la structure et la réponse mécanique du matériau.

Mais l'existence de ces échelles intermédiaires (dites ”mésoscopiques”) de structuration (ordonnée ou désordonnée)
peut avoir une autre conséquence plus suprenante encore. L’opposition entre les matériaux élastiques (qui
possédent une "mémoire” parfaite de leur état de repos) et les matériaux visqueux (qui ne sont soumis a au-
cune contrainte interne élastique de ce genre) fait alors place & tout un spectre de matériaux a la fois élastiques
et visqueux, ou & la fois élastiques et plastiques, voire les trois a la fois (voir [28]). Comment construire alors
un formalisme continu capable d’inclure une telle multiplicité de réponse mécanique ? En particulier, quel est
dans un tel formalisme la place d’un état de référence qui ne peut plusétre unique, mais qui au contraire peut
évoluer avec les changements structuraux du matériau ?

Le cas exemplaire des mousses

Les mousses constituent un exemple particulierement clair de ’ensemble des questions énoncées au para-
graphe précédent (voir [21]). Précisons qu’ici nous entendons par mousse un matériau constitué de ’empilement



plus ou moins compact de bulles remplies de gaz, séparées par des parois liquides.
L’exemple des mousses est emblématique puisque ces matériaux présentent des hétérogénéités de structure
associées a différentes échelles spatiales :

e & l’échelle atomique : on se trouve soit dans la phase liquide (entre les bulles) soit dans la phase gazeuse (dans
les bulles), soit a la limite entre les deux. A cette échelle nous avons affaire a des propriétés de fluides
simples, mais aussi des propriétés d’interfaces, essentielles et tres subtiles a décrire (rappelons qu’une
mousse est rendue possible par des molécules tensio-actives qui, incluses dans la phase liquide, stabilisent
ces interfaces et sans lesquelles ”¢a ne mousse pas” !).

e 3 1’échelle de quelques microns : a cette échelle nous avons par exemple acces a la description hydrodynamique
des écoulements de la phase liquide dans les bords de Plateau, c’est-a -dire les réseaux de canaux délimités
par trois bulles. De tels tranferts liquides au niveau des interfaces peuvent avoir des effets tres importants.

e & l'échelle de la bulle (entourée de ses facettes, elles mémes limitées par des arétes et des sommets) : la
structure de la mousse, a I’échelle de la bulle est le plus souvent désordonnée : des bulles de tailles tres
différentes coexistent, dans des arrangements locaux variables.

En ce qui concerne la coexistence d’un comportement élastique et d’'un comportement visqueux, la mousse
est aussi un exemple modele. Une mousse s’écoule comme un liquide trés visqueux si on la sollicite assez fort
mécaniquement. Mais pour des sollicitations faibles, elle se comporte comme un solide élastique : elle se déforme,
puis revient a I’état intitial lorsque la sollicitation cesse. Il existe donc un seuil en dessous duquel la mousse ne
coule pas : cette propriété caractérise la plasticité du matériau.

Enfin, le couplage entre structure et écoulement : la structure de la mousse, microscopique ou mésoscopique,
influe bien str directement sur ses propriétés d’écoulement. Mais réciproquement, lors des écoulements, les
arrangements locaux de bulles se modifient et la structure change!

Localisation de I’écoulement

Il s’agit d’'un phénomeéne observé dans de nombreux systémes de fluides visco-élastiques tels que les mi-
celles géantes (voir [8]) ou certaines solutions de polymeres (voir [27]). Un fluide visco-élastique soumis & des
contraintes suffisamment fortes peut répondre en concentrant le taux de déformation dans certaines zones de
I’échantillon, a cause d’'une modification locale de la structure du matériau. Le cas le mieux étudié est sans
doute celui des bandes qui apparaissent en géométrie de cisaillement. Dans cette géométrie, le fluide est confiné
entre deux plaques paralleles en mouvement relatif et a vitesse constante. Lorsque cette vitesse augmente, une
large catégorie de matériaux dits ”"rhéofluidifiants” possede une réponse non-newtonienne : la contrainte ap-
pliquée au systéeme n’est pas proportionnelle a la vitesse, mais augmente bien moins vite, si bien que la viscosité
effective (qui est le rapport de la contrainte sur le taux de déformation) diminue. Cette diminution peutétre de
plusieurs ordres de grandeur pour des systémes fortement fluidifiants. L’examen de la structure montre alors
que le matériau, initialement homogene, s’est séparé en bandes paralleles aux plaques de cisaillement. Dans
certaines bandes, le matériau a pris une mésostructure nouvelle beaucoup plus fluide, et la chute de viscosité
moyenne de ’échantillon est en fait due a la nucléation de cette nouvelle mésostructure.

Ce type de comportement est également observé dans les mousses. En effet des expériences ont clairement
mis en évidence des phénomenes de localisation de ’écoulement dans la partie médiane de la mousse, aboutissant



a la création de bandes de cisaillements distincts (voir [14], [23] et [25]). La aussi, cette localisation est associée a
un changement de structure, puisque la fraction volumique en eau augmente localement dans la bande fortement
cisaillée (voir [25]).

Modélisation continue

Propriétés microscopiques et passage au continu

A cause des différentes échelles d’inhomogénéités dans les mousses, il convient de s’interroger a quelle échelle
doit s’effectuer la modélisation continue, et quelles propriétés statiques et dynamiques issues de la structure
microscopique doiventétre traduites dans le modele.

Pour décrire la mousse en tant que matériau, il faut clairement se placer au dessus de I’échelle de la structure
individuelle de chaque bulle. Par ailleurs, comme nous avons mentionné I’existence d’un désordre structurel dans
le matériau, nous pouvons soit choisir comme "boi te élémentaire” de passage au continu (taille de boi te sur
laquelle sont moyennées les grandeurs caractéristiques de la mousse) une taille assez grande pour échantilloner
les fluctuations du désordre, soit incorporer explicitement ce dernier sous forme d’un champ inclus dans le
modele.

C’est la premiere approche que nous avons choisie : en 'absence d’informations expérimentales plus précises
sur le couplage entre désordre et propriétés mécaniques, nous préférons ne pas l'inclure dans un modele sous
forme d’un champ explicite.

Notre modele comportera donc dans un premier temps des variables purement mécaniques : variables de
déformation (d’origine tant élastique que plastiques), contraintes élastiques.

Comme pour tout fluide complexe, la modélisation mécanique sous forme continue comporte d’une part
les équations bilans générales valables pour tout milieu continu, a laquelle viendra s’ajouter d’autre part une
équation constitutive, propre au matériau, dans laquelle se retrouvent les caractéristiques que nous souhaitons
incorporer dans la description.

Ces caractéristiques sont dans notre cas I’élasticité et la plasticité. Elles posent pour les mousses des
problemes particuliers, que nous allons évoquer maintenant.

Plasticité et seuil d’écoulement

Examinons les mécanismes microscopiques responsables de la plasticité dans les mousses. Lorsqu’on déforme
une mousse, les bulles individuelles qui la composent se déforment elles mémes, mais si la mousse est stable,
le systeme se comporte comme un solide. Pour qu’un écoulement se produise, il faut que les contacts entre
bulles se réorganisent. Les événements élémentaires responsables de cette réorganisation ont été décrits dans la
littérature : il s’agit de processus d’échange de voisins, connus dans la littérature sous le nom de processus 71'1.
Lorsque la déformation élastique stockée par un arragement local de bulles devient suffisamment grande, elle
se relaxe via un tel processus local. La combinaison d’une multitude de tels événements produit un écoulement.
C’est la raison pour laquelle la mousse peutétre considérée comme un fluide a seuil.

En différents points du matériau, l'orientation des arrangements de bulles par rapport aux contraintes
élastiques stockées (elles-mémes tensorielles) peut changer. Nous choisissons la aussi de moyenner sur une



zone d’espace assez grande pour échantillonner différentes orientations des arrangements locaux de bulles :
I’écoulement plastique dépend des contraintes élastiques de facon isotrope. D’autre part, tout comme pour
le désordre mentionné plus haut, nous avons choisi de ne pas faire intervenir explicitement d’inhomogénéités
structurales dans le matériau.

Les seules inhomogénéités seront donc d’origine purement mécanique, puisque les contraintes élastiques
stockées dans le matériau peuventétre inhomogenes. La variation de ces contraintes dans ’espace induit une
inhomogénéité de la fragilité du matériau (sa "distance” au seuil d’écoulement plastique) et rend la plasticité
du matériau variable dans I’espace.

Elasticité aux grandes déformations

La seconde spécificité de la modélisation des mousses, a notre connaissance jamais incluse dans un modele
mécanique de la plasticité, consiste dans 'existence de grandes déformations élastiques. En effet, selon les
arrangements locaux de la structure, la déformation stockée par le matériau peutétre extrémement importante.

Il convient donc pour modéliser 1’élasticité de la mouse de se placer dans le formalisme de 1’élasticité aux
grandes déformations. C’est ce que nous avons fait, en nous plagant ainsi dans le cadre de description le plus
général possible. C’est 1a une des grandes originalités (la principale peut-étre) de notre travail, la plupart
des travaux de modélisation se contentant du formalisme bien plus simple de ’élasticité classique aux petites
déformations, décrite par une simple loi de Hooke.

Objectifs de ce travail et plan du manuscrit

Résumons nos objectifs dans ce travail. 1l s’agit d’élaborer une théorie rhéologique purement mécanique des
mousses, comprenant la description générale de la réponse élastique de ces matériaux aux grandes déformations
ainsi qu’une modélisation de la plasticité et de ’écoulement du matéraieu une fois le seuil franchi. Tous ces
ingrédients seront incorporés dans une loi de comportement que nous pouvons qualifier d’élasto-visco-plastique.
Cette loi décrit la réponse mécanique locale du matériau pour une sollicitation mécanique donnée. Bien entendu
la donnée seule de la loi de comportement ne permet pas de prédire des écoulements réels sauf dans des cas tres
particuliers : il faut la coupler aux équations de conservation classiques de la mécanique des milieux continus.

Le chapitre 1 reprend en détail la construction tensorielle de la loi de comportement ainsi que son couplage
avec les lois de conservations classiques et les différents régimes d’écoulement qui résultent de I’adimensionne-
ment du systéme complet.

Le chapitre 2 présente des résultats mathématiques (parfois partiels) d’existence pour le systeme complet
et pour chaque régime d’écoulement.

Le chapitre 3 décrit les méthodes numériques utilisées pour résoudre le systeme complet et calculer des
écoulements dans des géométries bidimensionnelles classiques : cisaillement entre deux plaques, canal avec des
conditions aux limites d’injection en entrée.

Le chapitre 4 présente quelques résultats numériques en s’attardant plus particulierement sur la géométrie
de cisaillement, avec une discussion sur 'apparition de bandes bloquées.



Chapitre 1

Description du modele

La mécanique et la rhéologie des mousses est un domaine de recherche tres actif et de nombreuses questions
restent non résolues (voir [21] pour un point de vue exhaustif sur 1'état des connaissances en mécanique des
mousses). Dans ce chapitre nous commencons par évoquer certaines propriétés mécaniques incontournables, en
vue de leur incorporation dans le modele continu.

Pour construire un tel modele nous partons d’un modele rhéologique. Il s’agit d’une relation (ponctuelle,
différentielle, mixte) entre des grandeurs scalaires, construite sur la base des hypotheses de modélisation rete-
nues. Un modele rhéologique bien choisi doit reproduire qualitativement la réponse mécanique du matériau et
admettre une extension tensorielle. Nous proposons ici un modele rhéologique pour les mousses liquides. Nous
verrons que ce nouveau modele correspond a une extension non-linéaire d’un modele déja connu : le modele de
Maxwell-Bingham.

Vient ensuite ’extension tensorielle du modele : I’élasticité du matériau aux grandes déformations est traitée
dans le détail et une description de la plasticité est également présentée.

Le chapitre se termine avec une description du modele complet, c¢’est-a-dire couplé avec les lois de conserva-
tion classiques de la mécanique des milieux continus. Une hiérarchie de modeles résultant de ’adimensionnement
du systeme est proposée.

1.1 Quelques éléments de rhéophysique des mousses

1.1.1 Structure et comportement d’une mousse

Une mousse est constituée de bulles de gaz emprisonnées dans un réseau continu de liquide. L’aspect ainsi
que les propriétés mécaniques de la mousse dépendent du rapport entre la quantité de liquide et la quantité de
gaz. Ce rapport s’appelle la fraction fluide.

Chaque interface liquide/gaz coiite une certaine énergie par unité de surface; cette énergie est appelée
tension de surface. Ainsi chaque bulle cherche a minimiser son énergie interfaciale. Cela explique qu'une bulle
isolée prend la forme d’une sphere. Au contraire dans un réseau chaque bulle est contrainte dans sa relaxation
par les forces que ses voisines exercent sur elle (figure 1.1).



Une mousse, méme au repos, vieillit toujours : sa stucture se dégrade dans le temps. Les mécanismes a
lorigine du vieillisement (murissement, coalescence, drainage) sont complexes a décrire. Toutefois nous savons
que pour certaines mousses ces processus ont une dynamique lente, de sorte que nous les omettrons dans le
cadre de ce travail.

Mécaniquement une mousse présente des caractéristiques complexes qu’il convient d’évoquer. Prenons
I’exemple d’'une mousse seche, c’est-a-dire caractérisée par une faible fraction fluide :

— en ’absence de sollicitation extérieure une telle mousse se maintient, sans s’écouler. De plus un échantillon
de mousse soumis a une force modérée se déforme de fagon réversible : si la force cesse, le matériau reprend
son état originel. Il s’agit d’une propriété de solide élastique ;

— nous avons néanmoins affaire & un solide mou : ses objets constitutifs se déforment facilement et peuvent

méme changer de place. De tels réarrangements sont connus dans la littérature sous le nom de processus
T1. Ils correspondent a des glissements des bulles les unes sur les autres.
Un processus 1'1 nécessite une certaine énergie d’activation pour se produire mais est irréversible : le
systéme ne reprendra pas sa configuration initiale spontanément (a4 moins de lui fournir la quantité
d’énergie nécessaire pour lui permettre de "revenir en arriere”). Cette déformation acquise au terme d’un
événement T'1 caractérise la plasticité de la mousse a 1’échelle des bulles;

— enfin une combinaison de trés nombreux 71 produit un écoulement.

FIGURE 1.1 — Pour une mousse a I’équilibre, les bulles ne sont pas parfaitement sphériques : chaque bulle prend
la forme qui minimise son énergie interfaciale tout en étant contrainte par les forces que ses voisines exercent
sur elle.

Pour toutes ces raisons, les mousses sont qualifiées de fluides complexes. Notre objectif consiste ici en
I’écriture d’une équation constitutive qui prend en compte ces trois ingrédients essentiels : élasticité, seuil de
plasticité au-dela duquel le matériau peut s’écouler.

Il faut dés maintenant préciser ce que nous entendons par équation constitutive. Rappelons que de fagon
trés générale, la rhéologie considére deux grandeurs fondamentales : la contrainte et la déformation. Nous
appelons équation constitutive (ou loi de comportement) toute relation, au sens large, entre la contrainte et la
déformation subie par le systeme. Il peut par conséquent s’agir d’une relation ponctuelle, différentielle, intégrale,
linéaire ou non linéaire.

Notons que cette démarche doit s’appuyer nécessairement sur des hypotheses de modélisation explicites.
FEn d’autres termes il est important de partir d’un cadre qui délimitera clairement le domaine de validité du
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modele obtenu (échelle spatiale, ingrédients retenus, etc...).

1.1.2 Mousses et localisation de 1’écoulement

De maniere générale, les fluides complexes tels que les cristaux liquides, les solutions de surfactants, les
solutions de polymeres, les matériaux granulaires, les émulsions, présentent une variété de comportements
qui ne sont pas observés dans les fluides newtoniens. En effet tous ces fluides possédent une échelle spa-
tiale intermédiaire associée a une stucture interne dont I'organisation interagit et change avec 1’écoulement.
Expérimentalement, de tels changements structuraux ont été observés a de multiples reprises dans des expériences
ou le cisaillement est imposé (voir [14], [23] et [25]) : écoulement s’organise en bandes avec des taux de ci-
saillements distincts. Ce phénomene est connu dans la littérature sous le nom de “bandes de cisaillement”
(“shear-banding” en anglais).

Dans les mousses, de tels phénomeénes de localisation sont également observés (voir [14]) : des bandes
d’écoulement résultant d’une multitude d’événements 11, cotoient des bandes dans lesquelles le matériau se
déplace en bloc. A Theure actuelle, les mécanismes conduisant a ’apparition de bandes d’écoulement restent
mal identifiés.

Une approche de modélisation de type milieux continus doit pouvoir reproduire, au moins qualitativement,
de tels phénomenes de localisation. Les objets constitutifs d’une mousse étant de taille finie, une telle approche
suppose d’avoir défini au préalable une échelle spatiale convenable (nécessairement grande devant la taille des
bulles et telle que le désordre structurel du matériau puisseétre échantillonné mais petite par rapport a la
taille totale de I’échantillon) pour mesurer des moyennes locales des différentes variables mécaniques (champ
de vitesse, champ de contrainte,...).

1.2 Ingrédients du modele physique et modele scalaire

1.2.1 Perte de mémoire, conséquences

Comme nous venons de le voir, une mousse s’écoule des que plusieurs réarrangements 7’1 se produisent.
Il en résulte que le matériau perd la mémoire de son état initial. Pour bien illustrer cette notion de mémoire
évanescente, nous pouvons considérer un échantillon de mousse soumis a un étirement croissant (figure 1.2).
Dans cette expérience, la force appliquée peutétre grande (il suffit pour cela d’étirer I’échantillon suffisament
longtemps). Pour autant cela n’implique pas que les déformations des objets le soient aussi. Nous nous attendons
bien sur a ce que certaines régions du matériau soient plus étirées que d’autres, néanmoins en moyenne la
déformation des bulles doit rester bornée au cours du temps. En effet si I’étirement appliqué induit localement
des contraintes dans le matériau, la plasticité, en provoquant des déplacements irréversibles, soulage localement
les excédents de contrainte que les objets subissent. Ces derniers ne peuvent par conséquent pasétre trop
déformés. A cause de la plasticité, le matériau a donc perdu la mémoire de son état initial, car il n’y a pas de
“retour en arriere” possible, méme si ’étirement appliqué cesse. Nous en tirons deux conséquences capitales
pour la construction du modeéle :

— nous utilisons les coordonnées eulériennes pour écrire la loi de comportement.

— nous définissons une nouvelle variable : la déformation stockée.
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FIGURE 1.2 — Déformation d’un quadruplet de bulles pour un étirement appliqué croissant. En régime élastique,
la déformation des bulles suit exactement la force exercée sur I’échantillon (premiere ligne de la figure). Lorqu’un
événement T'1 s’est produit (plasticité), la déformation des objets relaxe : il n’y pas plus de correspondance
entre ’étirement local des bulles et la force exercée sur ’échantillon.

Description eulérienne

Il existe deux fagons de paramétrer un milieu continu en mouvement :

— la méthode lagrangienne : il s’agit d’'un paramétrage particulaire. A Dinstant initial, les particules du
matériau sont "marquées” dans un systeme de coordonnées et gardent les mémes coordonnées au cours
du mouvement.

— la méthode eulérienne : par opposition aux coordonnées lagrangiennes, les coordonnées eulériennes sont
des coordonnées spatiales. Le référentiel d’observation est muni d’un systéme de coordonnées fixe qui
permet de répérer la position des particules a chaque instant de temps.

Cinématiquement ces deux descriptions sont équivalentes. En pratique il fautétre vigilant :

— pour un matériau élastique qui garde la mémoire d’'un état de référence fixe, le choix d’un systeme de
coordonnées n’a pas d’importance particuliere dans la description.

— pour un matériau perdant progressivement la mémoire de son état initial, la déformation totale est une
grandeur qu’on ne sait en général pas définir expérimentalement, sauf si le matériau perd peu de mémoire,
ce qui du point de vue de la mécanique reviendrait a formuler une hypothese de petitesse de la déformation
totale.

La seule grandeur cinématique accessible par ’expérience est le champ de vitesse. Il en résulte que
Papproche lagrangienne serait ici inappropriée (figure 1.3).
C’est la raison pour laquelle nous privilégions I’approche eulérienne pour ’écriture de la loi de comportement.
Les coordonnées lagrangiennes sont inutiles, a moins d’étre considérées comme un intermédiaire purement
technique au moment de la construction du modele.

12



=

Lagrange

(ST YA
e @nal

YO SR
\‘\Y\ )/

temps
’ o

POENL
=R
=

>
AT TN

AT
L

Fuler

3
()
Oz

(ST
'S @nal

AN
\‘\Y\ )/

FIGURE 1.3 — Lorsqu’un échantillon de mousse subit de grandes déformations (déformation du maillage), ses
objets constitutifs, les bulles, se déforment puisque le matériau perd progressivement la mémoire de son état
initial. les coordonnées lagrangiennes (en haut) ne sont pas retenues, les coordonnées eulériennes sont plus
pertinentes.
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Déformation stockée

Nous avons déja dit que les bulles exercent des forces les unes sur les autres (forces de pression et de tension
interfaciale). Ces forces induisent l’existence d’un champ de contrainte a ’échelle continue (voir [21]).

FIGURE 1.4 — La déformation stockée élastiquement correspond a la déformation récupérée en isolant un frag-

ment du matériau de son voisinage.

O

-1
Fel4 Q

F—l

els

FIGURE 1.5 — L’état relaxé est un état "éclaté” du matériau et n’a donc pas de signification autre que locale.

De telles contraintes sont donc la signature de 1’élasticité de la mousse : en effet une bulle change de forme
parce qu’elle subit des forces et il y a, du fait de ces contraintes, de la déformation stockée par le matériau. La
figure 1.4 nous en donne une image concrete : lorsqu’un fragment du matériau est isolé de son voisinage, il ne
subit plus de contraintes, et peut par conséquent relaxer. La déformation récupérée au terme de la relaxation
correspond aux facteurs d’étirement de l'ellipse ”dessinée” dans le matériau.

Nous appelons état relaché I'état que nous obtiendrions en faisant relaxer tous les fragments du matériau.
Nous le notons (), par opposition a € (t) qui est I’état réel du milieu a l'instant ¢.
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Nous notons Fy; le champ (tensoriel) des déformations localement stockées. La connaissance des déformations
stockées est équivalente a la connaissance des contraintes qui les génerent : il existe entre les deux une relation
bijective, il s’agit de I’élasticité du matériau.

L’opération décrite ci-dessus ne nous dit rien sur 'orientation des fragments lorsqu’ils ont relaxé. Cette
orientation, arbitraire donc non physique, n’intervient pas dans la description de I’élasticité de la mousse. Cette
propriété d’indépendance par rotation vis-a-vis de la configuration relachée caractérise I'isotropie de 1’élasticité
du matériau.

Nous terminons avec une remarque importante : I’état relaché est un état fictif du matériau. En effet, les
fragments, lorsqu’ils ont relaxé, ne s’agencent pas bien entre eux (figure 1.5). En d’autres termes, 1'état relaché
n’est pas un état global et n’a de sens qu’au niveau local.

1.2.2 Quel modele rhéologique ?

Nous avons évoqué plus haut les ingrédients a incorporer dans le modele : élasticité, plasticité et écoulement
au-dela du seuil. Pour mieux comprendre comment les articuler au sein d’une équation constitutive tensorielle,
il est utile de partir d’'un modele rhéologique. Un modele rhéologique est une relation qui lie des grandeurs
scalaires. Cette relation, qu’elle soit ponctuelle, différentielle ou intégrale, est toujours susceptible d’avoir une
extension tensorielle.

Dans un premier temps nous allons rappeler les regles de construction d’'un modele rhéologique, puis nous
passons en revue quelques modeles rhéologiques importants pour terminer sur le modele que nous retiendrons.

Rappels

Les objets de base sont des ”cellules”. Il y a trois types de cellules (figure 1.6) :
— le ressort
— le piston
— le frottement solide
Chaque cellule subit des forces o (contrainte) et produit un allongement e (déformation).
— le ressort modélise la composante élastique du comportement. Contrainte et déformation sont liées par
la relation :
oe = Geg.

— le piston modélise la composante visqueuse du comportement. Nous avons la relation :
Ovi = Neyi.

— le frottement solide modélise la plasticité. Son interprétation est un peu plus subtile. Dans tous les cas
contrainte et déformation sont liées par la relation :

Vepi, op < oy (I'indice , signifie "yield”, c’est a dire seuil en anglais),
opl < 0y si et seulement si ey = 0.
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FIGURE 1.6 — Les ”briques” de base : le ressort, le piston et le frottement solide.

Un modele rhéologique correspond & 1’assemblage en série et/ou en parallele de ces cellules élémentaires.
— pour un assemblage en série de deux cellules (figure 1.7) nous avons :

e =e] + eg,

o1 =092 =0.
— pour un assemblage en parallele de deux cellules (figure 1.8) nous avons :

€1 = €9 = €,

o =01+ 02.

o o
— —
€1 €2
e

FIGURE 1.7 — Assemblage de deux cellules en série.

01 01
I
ag g
*———— ——e
R B
g2 02
(&

FIGURE 1.8 — Assemblage de deux cellules en parallele.
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Le modéle de Maxwell

Il s’agit de l’assemblage en série d’'un ressort et d’un piston (figure 1.9). La cellule de Maxwell peutétre
complétée par un piston en parallele auquel cas nous parlons plutot de modele de Jeffrey. Les extensions
tensorielles de ces modeles sont connues depuis longtemps (28], [5]).

Pour chaque cellule nous avons :

o = Geg, Op = npépa Os = 1)s€s
D’autre part ’assemblage des cellules implique :

O¢l = Op, 0 = 05+ O¢j

€ =€t ep s=¢
Posons 7 = %” Nous avons :
) . . . Op
€ = Ce Tep=eegt+ —
n
. Oel . G
= €g+ — :eel"i'geel

= e+ —
=

Le modele de Jeffrey s’écrit :

{ o =nsé+ Geg (1.1)

e
Cl + 5 =€

FIGURE 1.9 — le modele de Maxwell
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Le modele de Bingham

11 s’agit de 1’assemblage en paralléle d’un piston et d’un frottement solide (figure 1.10). Pour chaque cellule
nous avons :

Ovi = Mey;

Vepr, op < oy, si oy < oy alors e, = 0. (1.2)
D’autre part 'assemblage des cellules implique :

0 =0y + 0op

€ = €y = €pl-
Nous avons :

O —=0pl = Oy = Ne€yi
= ne.

Comme ey = ¢ la loi de comportement de Bingham s’écrit :

0 — Opl = ne,
Ve, oy < oy, siop < oy alors €= 0.

Nous pouvons en simplifier la forme. Soit ’application 6 telle que :

f(zr)=0siz<0
{ 0 (z) = 1 sinon. (13)
Le modele de Bingham se réécrit :
0 (o —oy) (0 —0oy) =neé. (1.4)

Le modéle de Maxwell-Bingham

Ce modele couple les modeles de Maxwell et Bingham (figure 1.11). 11 s’agit d’un assemblage en série d’'un
ressort et d’une cellule de Bingham. Attention : la littérature confond parfois modeles de Bingham et Maxwell-
Bingham. Ce modele étant plus récent que le modele de Maxwell, ses propriétés sont moins bien étudiées. Une
extension tensorielle du modele a été proposée dans [32] et [33].

La cellule de Maxwell-Bingham peutétre complétée par un piston en parallele. Pour chaque cellule nous
avons :

Oel = Geela 0 (Ubi - Uy) (Ubi - Uy) = npeén'y Os = 15€s.
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FIGURE 1.10 — Le modele de Bingham.

D’autre part ’assemblage des cellules implique :
O¢l = Obi, 0 = Og + O¢l,

€ = €¢ + €p;, €5 = €.

Posons : 0 o
p Yy
T="2, ey = —
G Y G
Nous avons :
. . . . 90’5,‘—0'
¢ = eel+ebi:eel+M(0bi_0y)
. O(og—o0
= eel"‘i( = y) (O’el—O'y)
. 0 (eq —e
= %H—GM(%J—%)
. 0 (e —e
= eel—i-i(:_ y)(eel—ey).

Le modele s’écrit :

(1.5)

o =mnse + Geg
€el + 7@(362—@) (et —ey) =€, 7= 4.
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FIGURE 1.11 — Le modele de Maxwell-Bingham.

Limitations du modele de Maxwell-Bingham

Compte-tenu des hypotheses de modélisation que nous avons formulées, il semble que le modele de Maxwell-
Bingham soit tout a fait adapté. Ce dernier contient un seuil, produit un comportement purement élastique en
dessous du seuil et un écoulement apres le seuil.

En fait dans les modeles de type Maxwell une hypothése de modélisation importante et limitative est
toujours sous-entendue : il s’agit d’une hypotheése de petitesse de la déformation élastique e.. En d’autres
termes, la loi élastique est toujours une loi linéaire de Hooke. Cette hypothese s’avere en général satisfaisante
pour les fluides qui ne possédent pas de seuil de contrainte ou pour ceux qui possédent un seuil o, faible devant
le module élastique G, ce qui équivaut a dire que e, = 0 ou ¢, << 1.

Les mousses ne rentrent pas toujours dans ce cadre : pour une mousse seche les bulles subissent de grandes
déformations élastiques (disons de 'ordre de I'unité) avant que les premiers réarrangements n’apparaissent.

Il en découle qu'une extension du modele de Maxwell-Bingham est nécessaire (figure 1.12). A notre connai-
sance une telle extension n’existe pas. Notre contribution essentielle s’inscrit donc dans le cadre d’une formula-
tion d’un modele tensoriel de type Maxwell-Bingham valable aux grandes déformations élastiques. D’un point
de vue scalaire notre modele peut s’écrire :

{ o =mnsé+E (eq)

_ 1.6
6;5[ + 70(6617_ €y) (eel — ey) = é. ( )

£ est I'élasticité du matériau aux grandes déformations.
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FIGURE 1.12 — Extension du modele de Maxwell-Bingham. Le long ressort et £ représentent I'élasticité du
matériau non-linéaire aux grandes déformations élastiques.

1.3 Description tensorielle

1.3.1 Décomposition de la déformation

Une question générale de mécanique des milieux continus consiste a comprendre comment décrire la cinématique
de déformation d’un fluide qui stocke de la déformation : quelles sont les contributions élastiques 7 Comment
les distingue-t-on des contributions non élastiques ? Nous avons donc affaire a un probléme de partition du taux
de déformation entre des processus élastiques et des processus anélastiques.

Nous avons vu que les modeles rhéologiques nous suggerent une décompostion de type additif, les modeles
de type Maxwell étant obtenus par I’association en série d’un ressort élastique avec une autre cellule (un piston
pour le modele de Maxwell, une cellule de Bingham pour le modele de Maxwell-Bingham).

La décomposition du taux de déformation présente de réelles difficultés techniques essentiellement dues a
la nature tensorielle des objets manipulés ([26]). Dans ce chapitre nous nous contentons de donner quelques
éléments utiles pour I’élaboration du modele.

L’approche la plus simple consiste a partir d’une décomposition multiplicative de la transformation locale.
Si le matériau subit une transformation globale f depuis un certain instant de référence ty, Nous appelons
transformation locale le champ noté F' et tel qu’en coordonnées lagrangiennes :

F (t,xo) = g—g‘i (t,xo) . (1.7)
Ce champ décrit a 'ordre 1 le déplacement local des particules ([29]). Ainsi un cercle tracé a l'instant ¢y dans
le voisinage d’un point matériel se tranforme en ellipse (figure 1.13).
D’autre part, le milieu stocke localement des transformations élastiques. Nous avons noté Fy; un tel champ.
La décomposition multiplicative de la transformation locale repose sur I'hypothese que tout ce qui dans la
tranformation locale n’est pas stocké élastiquement est dit & des processus non élastiques.
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Il y a donc une transformation anélastique locale notée Gq, et telle que :
F=Fy. Gan ( el (tO)) !

Comme Fy; (tp) ne varie pas, nous pouvons aussi définir la transformation anélastique locale comme le champ
noté Fy, et tel que :

Fon = Gan ( el (tO))

Géométriquement nous interprétons Fl; et Fl,, comme les contributions élastiques et non élastiques dans la
transformation du cercle en ellipse (figure 1.13).

Nous ne saurions nous satisfaire d’une telle description qui fait référence a un état particulier, I’état initial :
il s’agit d’un simple intermédiaire de description.

Nous appelons taux de transformation et taux de déformation locaux les champs notés respectivement L et
D et tels que :

L=FF D= % (L+rt). (1.8)

Nous avons noté par un point 'opération de transport, c’est-a-dire la dérivée temporelle en coordonnée lagran-
gienne. Rappelons que si V' est le champ de vitesse local du matériau alors pour tout champ matériel X, I’
expression X en coordonnées eulériennes est telle que :

. 0X
X =— X.
En + V.V

Le champ L est 1ié au champ de vitesse via la relation :
L=vVVt

L’interprétation géométrique des champs L et D est simple (figure 1.13). Soit dxg et dZE,O deux segments matériels
dans le voisinage d’un point matériel a I'instant initial. Si nous suivons leur déplacement alors nous avons :

dr = F.dzx, dr = F.da:lo,
d’ou :
dx = F.dzg = F.dzg = F.F~'.dez = L.dz,
/_/.H/ . / * / /
dr.de =drv.dr +dvds’ =dv. (L+ L') de = 2dz.D.dz .

L mesure donc la vitesse de transformation de 'ellipse tandis que D mesure la variation de la métrique locale.
Nous définissons également des taux de transformation locaux élastique et anélastique, notés respectivement
Le; et Lan, ainsi que des taux de déformation élastique et anélastique, notés respectivement D, et Dy, tels
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que :
Lel = Fy -F_la Del = % (Lel +Lél) ’
Zan = Fan 'F_la Dan = % (Z—/an + -Z/Zn) . (19)

Notons que ni L ni Lg, ne font référence & la configuration initiale. De plus L, L; et Ly, sont tels que :

L = FF!
.N —1 1 A 1 f:\ —1 1
= Fy.Fy, F,  F;' ="F, .F;' + Fy. F,, .F,' F;
= L+ FuLon F"

Ce que nous pouvons également écrire :
Fy=LF,—Fg.Lyy=VV'"Fy— F.Lap. (1.10)

Cette équation différentielle ne fait déja plus référence a la configuration initiale puisque le champ F' a disparu.
Elle n’est toutefois pas totalement satisfaisante : par construction F,; contient des rotations & priori arbitraires
et dépourvues de sens physique.

Il est bien plus pertinent d’écrire une équation différentielle sur la déformation élastique. Rappelons que
plusieurs points de vue sont possibles pour décrire la déformation :

— avec les conventions de Finger, la déformation élastique est décrite par le champ noté E™ tel que :

1
ET = 3 (B—1d), B = F,.F},. (1.11)

— avec les conventions de Cauchy, la déformation élastique est décrite par le champ noté E~ tel que :
_ 1 b o _
E” =5 (d-0), C=F,'F'=B" (1.12)

En fait £~ décrivent la méme déformation en adoptant simplement deux points de vue géométriques différents
(voir [29], [16]).
L’équation différentielle 1.10 écrite sur F,; nous permet d’obtenir celle sur B et C' :
. —~— o~ =
B - Fel’Fel - Fel 'Fel+Fel' Fel
= (LFa— FuLan) Fh + Fa. (F4 L' — L, FY)
L.B + B.L' — 2F,;. Dy, .F,
B = VVL.B+ BNV —2F,.Da,.FY,. (1.13)
—_——

D,
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Par définition de ET il vient :
+ —VVLE"Y — EY.VV = D — F,;.Dyy,.FY,
D =E+—VV.EY — EX.YV +F,.Doy, . FL,. (1.14)

D/ p(E+)

De méme :
——
¢ = B'=-B'BB!
— _B7L (VVt.B LBV — 2Fel.Dm.F§l) B
= —-B'VV'-VV.B' +2B ' F,.Dy,.F,. B!
C = —CVV'—-VV.C+2F;" Dy F;*. (1.15)
Din

Par définition de E~ il vient :

6

E-+VV.E- +E-.VV!=D — F;'.D,,
Dan F;. (1.16)

D=E-+VV.E" +E-.VV!+F !
Dt,F(Ei)

Les relations 1.14 et 1.16 peuventétre considérées comme une généralisation tensorielle de la partition du taux
de déformation en une contribution élastique et anélastique.

A ce sujet il y a quelques remarques importantes a faire :

— nous avons envisagé deux facons de décrire la déformation élastique. Il en résulte deux décompositions
”concurrentes” qui sont en fait équivalentes, puisque nous pouvons passer de l'une a l'autre via les
équations vérifiées par B et C' (équations 1.13 et 1.15).

Autrement dit la cinématique de déformation élastique ne dépend pas du champ tensoriel utilisé pour la
décrire.

— les contributions élastiques apparaissent sous la forme de dérivées objectives des déformations élastiques,
notées DZ’ i (ET7) (Pour des définitions des dérivées objectives, consulter [22] ou [26]).

Les équations 1.14 et 1.16 montrent clairement qu’a chaque définition de la déformation est associée une
unique dérivée objective.

— les champs Fel-Ban-FQ et F e7t’Ban'F 671 sont notés respectivement D7 et D, . Ils correspondent & des
transports du taux de déformation anélastique de la configuration relachée vers la configuration réelle qui
s’écoule.

En fait ces deux tenseurs décrivent la méme cinématique de déformation anélastique en adoptant seule-
ment des points de vue géométriques différents liés a la facon dont D,y a été transporté.

Prenons 'exemple de Fejt.f)m.Fe_ll. Si dz, dz , dz et dz’ sont tels que :

dx = F.dz, do’ = F..dz .
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Alors :

dr.de = dx.Day,.dz
= (Fejl.daz) .[)an. (Fejl.dazl)
= dv. (Fy' Do Fy") da’, (1.17)

Le champ F; t[)an.Fej ! permet donc d’observer la variation de la métrique due aux processus anélastiques
depuis la configuration réelle du matériau.

dzo 1?

F, (to) Fo
Fan

dx 7 '
*o dxg
Gan

FIGURE 1.13 — Décomposition multiplicative de la tranformation locale. A l'instant ¢y un cercle est tracé dans
le voisinage d’un point matériel. ’écoulement déforme le cercle qui a 'ordre 1 se tranforme en une ellipse : le
champ F modélise cette transformation. De plus si F' admet une décomposition multiplicative alors F, et Fy;
contribuent partiellement a déformer le cercle.

1.3.2 Loi élastique

Nous nous intéressons maintenant a la description de ’élasticité du matériau. L’écriture tensorielle des lois
élastiques est décrite dans [6], [11] et [17], [29] et [24]. Nous rappelons ici quelques principes importants et
utiles.

Energie élastique

Puisque une mousse est un matériau élastique, nous pouvons lui associer une énergie de déformation élastique
notée wy, (Fy), ici définie par unité de masse (d’ou le ,, en indice).
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La tranformation élastique locale doitétre objective. Cela signifie que deux observateurs placés dans des
référentiels notés R et R* observant le méme processus de déformation élastique mesurent des tranformations
notées Fy; et F7; telles que :

Fe*l = Q.Fy,

ou () modélise la rotation de R* par rapport a R. Pour ce qui est de I’énergie élastique, 'objectivité et
Iinvariance de forme sont en général requises :
— lobjectivité stipule que I’énergie mesurée est invariante par changement de référentiel. Autrement dit
nous devons avoir :

wm(Fel):w:n( e*l)

— l'invariance de forme se traduit par le fait que la relation mathématique qui permet de calculer 1’énergie
a partir de la transformation élastique ne dépend pas du référentiel d’observation. Autrement dit :

Wy, = W,

Ces deux propriétés sont plus conventionnelles que physiques : elles assurent la cohérence d’une théorie générale
de Délasticité. Elles impliquent 'invariance de I’énergie par rotation a gauche :

Wy (Q.Fep) = wy (Fyy) -

Nous avons également vu que par construction Fy; n’est définie qu’a une rotation pres. Il en découle que
I’énergie élastique ne doit pas dépendre des orientations individuelles des éléments de 1’état relaché. Cela se
traduit par I'invariance de I’énergie par rotation a droite :

Wy (Fop.Q) = w (Fy)

Cette propriété caractérise 'isotropie matérielle de I’élasticité. L’invariance a droite et a gauche de 'énergie
élastique restreint la forme des énergies envisageables : I’énergie élastique peutétre décrite comme une fonction
isotrope de B ou de C' (ce qui est équivalent). Nous avons donc :

wm (Fa) = wy, (B) = w, (C),

m

lisotropie des fonctions w;>~ signifiant que :

wh (QBQt) =w' (B), w,, (QC’Qt) =w,, (C).

Elle implique que I’énergie ne peut dépendre de B et C que par l'intermédiaire de leurs invariants. Autrement
dit il existe des fonctions notées w;,,~ définies sur R? et telles que :
wh (B) =, (tr (B), tr (B~1) ,det (B))

m

m (C) =5, (tr(C),tr (C71) ,det (O)) = w5, <tr (€71, (C), ﬁ(CQ :

w

Pour finir des hypotheses de croissance sont faites :
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— w;>~ sont nulles et minimales en B = Id et C' = Id respectivement.
— 5>~ sont des fonctions strictement convexes sur R?. Pour des élasticités régulieres, cela est equivalent &
supposer que les matrices hessiennes de w;"'~ sont définies positives.
Cette derniére propriété est connue sous le nom de polyconvexité de 'énergie élastique ([11]).
En général il n’y a pas de risque de confusion sur la variable de déformation utilisée. Dans ce cas nous ne
distinguons pas dans les notations wy,, w>~ et w,>~, d’ou :

Wy, (Fer) = wp (B) = wy, (C)
= wpn (tr (B),tr (B_l) ,det (B)) = W, (tr (C),tr (C’_l) ,det (C’)) :

Contraintes élastiques

Nous avons vu plus haut que le matériau stocke de la déformation élastique parce qu’il subit localement
des contraintes. La contrainte, notée Y., la déformation et ’énergie sont liées par la relation :

——
P Wm (B) =Yt : Dey- (1'18)

Cette équation nous enseigne que les contraintes élastiques produisent des puissances élastiques qui équilibrent
la variation d’énergie élastique au cours du mouvement. Elle nous permet de récupérer explicitement ;. En
effet nous avons :

—_—— .
pwm (B) = pVpwy, (B): B.
D’autre part B est tel que :
) —_——
B = F,.F,
Fel-Fél + Fel-Fél
Le.B + B.LL, (relations 1.9).

D’ou :

pwn(B) = pVpwn(B): (La.B+B.LY)
= pB.Vgwy (B): (La+ L)
= 2pB.Vme (B) : Del'
La relation 1.18 permet de relier la contrainte a la déformation :

QpB.VB’LUm (B) . Del = Eel : Del
Y1 = 2p B.Vpwy, (B). (1.19)
N———

&4 (B)
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Si nous préférons choisir C' plutét que B pour décrire la déformation alors nous avons (attention au signe) :

Ya = 2p(—CVcwn, (0)). (1.20)

Em(0)

Incompressibilité

Une mousse peut en généralétre considérée comme un matériau incompressible, a condition que les bulles
restent de taille finie et que les modes d’évolution liés au vieillissement soient exclus de la description.
Rappelons que pour un mileu incompressible élastiquement nous avons :

det (Fy;) = det (B) = det (C) = 1.

Cette condition qui limite les transformations élastiques admissibles est équivalente a imposer la nullité de la
trace du tenseur de taux de déformation élastique D,;. En effet :

el

—_— =
det (Fyy) = det (Fy) tr <Fel .F_1> = det (F,;) tr (Le;) = det (Fyp) tr (Dey) -

Dans ces conditions Y. n’est connue qu’a un facteur sphérique pres. En effet si 3, vérifie la relation 1.18 alors
—pld + X, la vérifie aussi puisque par nullité de la trace de D,; nous avons :

2el : Del = (—pId + Zel) : Del-

A partir d’ici nous notons Sg; la partie de Y, explicitement donnée par la loi élastique. Si de plus nous
imposons & Se; d’étre nul lorsque il n’y a pas de déformation (convention de 1’état relaché) alors nous avons :
EL(B) Em(C)
Set = 2p (B.V pwy, (B) — Vpwy, (Id)) = 2p (—C.Vcwy, (C) + Vow, (1d))
Y = —pld + Sg;. (1.21)

Un exemple important : élasticité de Mooney-Rivlin

Le modele de Mooney-Rivlin est un modele important d’élasticité incompressible. Historiquement la loi
élastique de Mooney-Rivlin apparailt pour la premiere fois dans les années 1950 avec les travaux indépendants
de Melvin Mooney sur les élastomeres et ceux de Ronald Rivlin sur les adhésifs (voir [3] par exemple).

En pratique la loi de Mooney-Rivlin est utilisée des que les déformations élastiques ne sont plus petites :
les premiers effets non-linéaires apparaissent et la loi de Hooke n’est plus suffisante.

Considérons la déformation stockée comme une perturbation de I’état de repos :

B=1d+ AB,
B l=C=1d+AC = (Id+AB)"".
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En supposant que w,, est suffisamment réguliere nous pouvons écrire :

w (B) = @y (tr(B), 0 (B™Y)) = (tr (B) , 12 (C))
= Wy (tr (Id+ AB),tr (Id + AC))
= kTtr (AB) + ktr (AC) + 0 (AB, AC)
= kTtr(B—1d)+ &k tr (C —1d) + o (AB,AC)
= kTtr(B)+ktr (C) =3 (kT +k7) +0(AB,AC).

Nous avons posé :

O, _
+ = pir (3 (0 () k- =

OWyy,
otr (C)

(tr (Id)), (1.22)

avec kT~ > 0.
Nous appelons énergie de Mooney-Rivlin la partie principale du développement 1.22 :

wh®(B) = k*tr (B) + ktr (B™1) =3 (k* +57)

Quelles sont les propriétés mathématiques de I'énergie de Mooney-Rivlin 7 Etablissons-les rapidement :

— wMPR est insensible & une éventuelle réorientation de la configuration de référence et est objective.

— E% R pest plus strictement convexe mais simplement convexe, sa matrice hessienne étant nulle.

— wMPE yeste positive et minimale en B = Id. Attention : pour démontrer cette minimalité, il faut impérativement
tenir compte du fait que det (B) = 1. Plus précisemént B = Id est 1'unique solution du probleme de mi-
nimisation de wy, sous la contrainte det (B) = 1. C’est pour cela que le modele de Mooney-Rivlin n’est
utilisé que dans le cas incompressible.

Il en découle que wM¥ est acceptable mathématiquement.

Posons :
+ kT
Am =k k™, a=+———. 1.23
LR = (1.23)
Nous avons :
wME(B) =\, (atr (B)+ (1 —a)tr (B_l) - 3) . (1.24)
Les formules 1.21 nous donnent le tenseur des contraintes de Mooney-Rivlin, noté Sé\l/[ R
SH™ = 2pB. (Vwh!™ (B) - Vpw)!" (1))
= 2pAn (aB—(1-a)B™' (20— 1)1d). (1.25)

Notons enfin que la loi de Hooke des petites déformations est une linéarisation de 1.25. Rappelons que dans le
cadre des petites déformations, nous faisons I’approximation :
AB =B, |dB| << 1,
B=I1d+AB=1d+ B,
C=(d+AB)'=1d— AB+0(AB) ~1d — §B.
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C’est-a-dire :
AC = 6C ~ —0B.

La loi de Hooke s’obtient en linéarisant la relation 1.21 ou, ce qui revient au méme, la relation 1.25 :

5Su = 2pAm (a(Id+6B) — (1 —a)(Id — 0B) — (2a — 1)1d)
= 2p\n 0B. (1.26)
G

Les lois de Hooke et de Mooney-Rivlin correspondent donc a deux niveaux d’approximation succesifs de
la méme loi élastique. Deés que les premiers effets non-linéaires apparaissent, mieux vaut utiliser une loi de
Mooney-Rivlin.

Terminons avec une remarque utile. Dans le cas incompressible, la relation 1.26 nous enseigne que le module
de cisaillement élastique G se récupere a partir de p et A\, :

G=p\n=pEt+k7). (1.27)

Nous venons de voir de la donnée de G ne caractérise pas entierement 1’élasticité en régime non-linéaire. G sera
néanmoins utile pour adimensionner les contraintes élastiques. Nous nous servirons en particulier des fonctions
notées w~ et £ telles que :

- Erm
wh™=m gh = e (1.28)
Les relations 1.21 peuvent donc se réécrire :
S, =2GET (B) =2GE~ (O). (1.29)

Pour une élasticité de Mooney-Rivlin, nous utiliserons des notations un peu différentes mais agréables : w* (B)
et £T (B) seront notées w, (B, B™') &, (B, B~!). Nous avons :

wy (B,B™Y) = w* (B) = atr (B) + (1 —a)tr (B~1) — 3,
EY(B)=&,(B,BY)=aB—(1-a)B™!—(2a—1)Id. (1.30)

1.3.3 Plasticité

L’élasticité du matériau vient d’étre décrite en détail. Il s’agissait d’établir le lien entre la déformation
élastique et les contraintes qui la génerent (équations 1.19, 1.20 et 1.21 dans le cas incompressible).

D’autre part nous avons décrit la cinématique des processus anélastiques et nous avons vu comment de tels
processus étaient liés a la cinématique des variables de déformation élastique (équations 1.13 et 1.15).

Pour compléter la description, il reste a décrire I'origine physique des processus anélastiques.

Dans les hypotheses de modélisation que nous avons formulées toute la dynamique est pilotée par les forces
élastiques. En effet les premiers processus T'1 nécessitent une certaine énergie d’activation. Autrement dit, les
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forces élastiques doivent avoir atteint une amplitude suffisante correspondant au seuil de fragilité du matériau,
c’est a dire au seuil au dela duquel les réarrangements se produisent : c’est le seuil de plasticité du matériau.

D’autre part nous avons supposé qu’une fois le seuil franchi le taux de réarrangements augmentait avec la
contrainte élastique, produisant ainsi un écoulement.

Nous allons reprendre tous ces points dans le détail. Avant toute chose, nous allons modifier quelques
notations :

— le taux de déformation anélastique Dy, sera noté Dpl

— de méme les taux D~ seront notés D;}’_
Avec ces nouvelles notations les équations 1.13 et 1.15 se réécrivent :

B=VV'B+ BNV -2D},

C=-VV.C-CVV'+2D,. (1.31)

Seuil de plasticité

La notion de seuil de plasticité est liée a celle de domaine élastique ([30]). Le domaine d’élasticité est un
domaine ouvert de ’espace des contraintes, noté D,; et tel que :

VS € Det, Dy = 0,
V3¢, ¢ Dery Dy # 0. (1.32)

Le seuil de plasticité se définit naturellement comme la frontiere de D,;, notée 0D,;.
En général le domaine D, est caractérisé par la donnée d'une application f définie sur l'espace des
contraintes, a valeurs dans R et telle que :

Dy =f([0,K]), K >0,
0D = [~ ({K}). (1.33)

Il en découle que le seuil de plasticité correpond a la surface d’isovaleurs K de f.

Ici f et K sont des données matérielles et homogenes a une contrainte. En particulier f ne dépend pas du
référentiel d’observation et possede l'invariance de forme. Il en résulte que f doitétre isotrope : elle ne peut
dépendre de S, que par intermédiaire de ses invariants. Cela est équivalent a dire que f peutétre décrite
comme une fonction symétrique des valeurs propre de Se;. Notons o (Se) = {01, 02, 03} le spectre de S;.
L’isotropie de f implique I'existence de fonctions notées f et f¢9¢" telles que :

Fisa) = F (). 5 (0% (Su) - (%)) et (S) )
feigen (01’02’0_3) — feigen (0.2’01’03) — feigen (03’0.2’0.1)‘

Conventionnellement f et K sont définis de facon aétre sans dimension (ce qui est toujours possible, quitte a
diviser par G par exemple). Voici quelques criteres célebres en théorie de la plasticité (voir [30]) :
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— critere de Tresca. Ce critere s’exprime naturellement en fonction de f¢9¢" :
feigen (0'1, g9, 0'3) = sup {0'1 — 09,09 — 03,03 — 0'1} — K.

— critere de Von Mieses. Ce critere s’exprime naturellement en fonction de f :
f (Sel) -

Ser| — K.

Notons maintenant D;’_ les sous ensembles tels que :

DY = &5 ({34 Sa € Da}),

D, =&, ({32, Ba € Da}). (1.34)

M o

D;?_ correspondent a des domaines d’élasticité dans les espaces de déformation de Finger et Cauchy respecti-
vement. En effet nous avons :

VB € DJ, Dy =0,VB ¢ D7, Dy #0,

VC € D, Dy =0,YC ¢ D, Dy # 0. (1.35)
Posons fH~ = fo &L~ 1l vient :

DY = 71 (0,K]), 065 = f T {KY),
Dy = f~H(0,K]), 9, = f~ T ({K}). (1.36)

Il est en fait parfois plus pratique de définir le domaine d’élasticité directement dans I'espace des déformations
élastiques. C’est notamment le cas lorsque 1’élasticité est incompressible.

Ecoulement apres le seuil : forme tensorielle

Une fois le seuil franchi le matériau s’écoule. Nous avons vu que la contrainte pilotait cet écoulement. Cela
signifie qu’il existe des applications, notées A7~ et telles que :

facteur tensoriel

FE) =K S50 (1.37)

T

Dy~ =0(f(Za) - K)

préfacteur scalaire

Il y a plusieurs commentaires a faire. Tout d’abord le préfacteur scalaire est tel que :
— lapplication 0 a déja été définie plus haut (équation 1.3).
Ainsi lorsque X¢; € Dy, 0 (f (Xe1) — K) = 0. Autrement dit il n’y a pas de plasticité en dessous du seuil.
— le terme f (X)) — K ajuste U'intensité de I’écoulement en fonction de I’écart au seuil de plasticité, c’est-
a-dire en fonction de I'état de fragilité du matériau.
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— Le parametre 7 est homogene a un temps et rend 'expression de droite homogene a une vitesse de
déformation.

Concernant les facteurs tensoriels il y aussi quelques remarques a faire :

— les fonctions A~ sont sans dimension. Elles pilotent seulement la direction prise par I’écoulement dans
I’espace des taux de déformation plastiques.

— physiquement AT et A\~ décrivent le méme écoulement. Le choix de 'une ou de I'autre est seulement 1ié
au choix de D;l ou D, pour décrire la cinématique des déformations plastiques. Rappelons qu'un tel
choix est 1ié au choix de la variable de déformation choisie pour décrire I’élasticité du matériau (équations
1.31).

— AT~ possédent I'invariance de forme et sont objectives. Il en découle que AT~ sont des fonctions isotropes
de Eel-

Les équations 1.31 nous suggerent d’exprimer ’écoulement plastique en fonction des variables de déformation
plutot qu’en fonction de la contrainte. Pour cette raison nous posons :

T = AP o gt

Les fonctions [T~ sont évidemment des fonctions isotropes. Elles nous permettent de réécrire les relations 1.37 :

D=6+ B) - k) B K ),
() - K

Dy =0(f(C) - K) 1= (C). (1.38)

Nous utiliserons une forme factorisée des relations 1.38. Cette factorisation repose sur le fait que :
Bt (B)=1"(C).c™". (1.39)
En effet les équations 1.31 impliquent :
~-VV.C - CVV'+2D,, =
= B!
= -B'BB™!
= -B7.(VV'.B+BYV -2D}) B
= —VV.B' - B 'VV'+2B "D} B~
B et C' étant inverse I'un de I'autre nous avons :
D, = B_I.D;;.B_l,

B~\.Df = D.,.C,

B-LI*(B) =1 (C).C~\.
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Nous pouvons donc définir le noyau G tel que :

6(8.57") = 6(c7.0)
)
1

= B Lt (B
= [~ (C).C™ (1.40)
Les équations 1.38 se réécrivent :
+ _
D=0 (f* (B) - K) JC(B#B.Q (B,B7),
Dy =6(f (C) - K) wg (c.c).c (1.41)

Plasticité et incompressibilité

Les transformations élastiques et plastiques contribuent & faire changer conjointement le volume matériel.
En effet Les équations 1.31 et 1.41 impliquent :

det.(B) — det(B)tr (B_l.(B)t>:det(B)tr(B_l.B)

= det(B)ur (B (VV'.B+ B.YV —2D})))
= 2det(B)tr (D~ B~".D}))
= 2det (B) (v.v —tr (B‘I'Dﬁ))

= 2det (B) <v.v +20 (f*(B) - K) B -k (6 (B, B‘l))> . (1.42)

T

Remarquons qu’a l'intérieur du domaine d’élasticité D;?, D;rl =0et:

—_—
det (B) = 2det (B) V.V.

II est donc équivalent d’imposer I'incompressibilité de 1’écoulement et celle de 1’élasticité.

D’autre part ’équation 1.42 nous enseigne qu’en dehors du domaine élastique, pour imposer I'incompressi-
bilité de I’écoulement il faut d’une part imposer I'incompressibilité de I’élasticité mais aussi imposer la nullité
de la trace du noyau G.

Plasticité et dissipation

Nous avons vu que physiquement la plasticité doit faire relaxer les contraintes élastiques. Nous allons voir que
cela se traduit par une condition simple sur champs D;l’_. En effet le second principe de la thermodynamique
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nous impose :

—_——
Y : D — pw} (B) >0, (1.43)
ce qui est équivalent & :
—_——
Y :D—puw, (C)>0. (1.44)
Nous allons exploiter I'inégalité 1.43. L’équation 1.19 implique :
Yo : D =2pEL (B): D =2pB.Vgw/ (B):D.
D’autre part d’apres les équations 1.31 nous avons :
—_— )
pwt (B) = pVpw! (B):B
= pVguw! (B): (VVL.B+ BVV — 2D;l)
= 2p(B.Vpu}, (B): VV = Vu}, (B): D},)
= 2p(B.Vguj, (B): D~ Vgu}, (B): D}y). (1.45)
Finalement la condition de dissipation s’écrit :
Vew® (B): D} >0 (1.46)

Si nous avions mené le méme calcul en choisissant 1’équation sur C' plutot que celle sur B nous aurions eu la
condition équivalente suivante :

Vpw™ (C) : D; <0 (attention au sens de cette égalité!). (1.47)
Remarquons que les conditions 1.46 et 1.47 se réécrivent en utilisant le noyau G :
Vpw' (B): D} >0 & Vpuw'(B): (B.g (B,B—l)) >0
B.Vpw' (B): g( , _1) >0
& E9(B):G(B,B™") >0, (1.48)
& Vew (C):D,; <0
& Vou (0):(9(c7,C).C) <0
=
=

i
w
w

Vew' (B): D;l >0

~C.Vew™ (C):g(C71,C) =0
£ (C):g(c7hC) >0 (1.49)
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Dans le cas ou la plasticité ne provoque pas de changements du volume élastique, la trace de G est nulle, les

conditions 1.48 et 1.49 deviennent :
Vpw' (B): D}, >0 « EF(B):G(B,B™) >0
< Vew (O): D, <0
& £ (0):¢(c7h0) >0
Notons qu’ici X désigne la partie déviatoire (c’est-a-dire & trace nulle) de X :

1
X=X —gtr(X)d

(1.50)

(1.51)

Les conditions 1.48 et 1.49 sont tres précieuses : elles nous permettent de mettre en évidence des formes simples
de noyaux satisfaisant le second principe. Par exemple pour respecter la condition 1.48 il suffit de se donner

une application H telle que :
— H (B,B™!) est toujours symétrique et défini-positif
— G et H sont liés par la relation :

G(B,B™YY=H (B,B™').£T(B),
gc-Loy=H(C,C).E(C).
Dans ce cas la dissipation vaut :
D, :Vpw' (B) = 0(f7(B)-K) wg (B.B7'): 7 (B)
= 0(f"(B) - K) JH(B#H (B.B7Y): (6% (B))’
> 0.

Si le noyau de plasticité G est a trace nulle alors la relation 1.52 doitétre un peu modifiée :

G(B,B~Y) =M (B,B1) £ (B),
Gg(Cc1,Cc)=H(C1,C).E (O).

Dans ce cas la dissipation vaut :

Df:Vpuw™ (B) = 6(f*(B) - K) wQ(B,B*):E* (B)
— 0(f*(B) - K) JH(B#H (B,B™Y): EF(B))
> 0.
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Quelques exemples

Nous terminons la description de la plasticité avec quelques exemples de noyaux G et H.
Pour que la condition 1.46 soit trivialement réalisée il suffit de choisir D;} aligné sur Vpw™ (B) ce qui
revient a imposer :
IT(B) =Vpw" (B),
B.G(B,B™Y) = B~L¢T (B),
G(B,B™')=B2.£"(B). (1.56)

Dans ce cas nous avons :
H(B,B™) =B (1.57)

Nous qualifions de sur-convecté ce type de plasticité. D’un autre coté la condition 1.47 est evidemment réalisée
lorsque D, aligné sur Vow™ (C) ce qui revient & imposer (attention au signe!) :
7 (C)=-Vcw™ (C),
cg(cho)y=cte (0),
Gg(Cc1,0)=072£(0).
(1.58)
Dans ce cas nous avons :
H (C’_l,C’) =C72,
H (B,B7!) = B2 (1.59)
Nous qualifions de sous-convecté ce type de plasticité.
11 est clair que les modeles de plasticité sur-convectée et sous-convectée ne sont pas équivalents (nous avons

deux noyaux H distincts) alors méme que les conditions 1.46 et 1.47 le sont! En fait nous pouvons prendre une
interpolation de ces deux cas :

Hy (B,B™') =bB %+ (1-b) B% b€ [0,1], (1.60)
Nous avons alors :
DY =06(f"(B)~ K) IP-Kp 3y, (B,B) £+ (B)
Dy =0(f(C) - K) -9, (c1,0) .- (0).C. (1.61)

Lorsque la plasticité ne fait pas varier le volume élastique ces formules nécessitent une correction :

D =6(f+(B) ~ K) "X B 3, (B, B-1) £ (B)
Dy =0(f (C) - K) -9y, (c-1,0) . (0).C. (1.62)

T
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1.3.4 Récapitulatif

Nous terminons cette section avec une rapide synthese. L’objectif était de formuler des lois de comportement
incluant les mémes ingrédients physiques que le modele scalaire 1.6.

Ici la loi de comportement correspond a la donnée conjointe :

— de la loi élastique caractérisée par une énergie élastique w™ ™

— du domaine d’élasticité caractérisé par la donnée des applications f~ et du seuil K

— de I'écoulement au-dela du seuil, caractérisé par le noyau G.
Il y a deux cas a considérer :

e cas compressible. Nous avons :

St = 2pAmET (B) (L.63)
0,B+V.NB=VV.B+BVV —20(f+(B)— K) "P=Kp g (B B, ‘

ou la formulation équivalente (formulation en C') :

0C +V.VC = -VV.C —CVV' +20(f~ (C)— K) 9K g(c-! C) .c. ’

e cas incompressible. Dans ce cas tr (G) = 0. Nous avons :
Yier = —pld + Sy
Ser = 2pAmET (B) (1.65)
8B+V.NB=VV.B+BVV —20(f+(B)— K) L B=Lpg(B B,
ou :

Eel = _pId + Sel
St = —2pAmE~ (C) (1.66)
8C +V.VC =-VV.C - CVVI+20(f~ (C)— K)I9=Eg (-1 ¢).C.

T

Dans le cadre de notre travail nous n’étudions que le cas incompressible. Pour prendre en compte les effets
non-linéaires de 1’élasticité nous considérerons des modeles élastiques de Mooney-Rivlin :

wt (B) =w, (B,B™Y) =atr (B)+ (1 —a) tr (B~1) — 3,
ET(B)=&,(B,B™Y)=aB—(1—a)B™ ' —(2a—1)1d.

Rappelons que le tenseur des contraintes total peut contenir une contribution purement visqueuse associée au
piston en parallele dans le modele rhéologique 1.12. Si 3 est le tenseur des contraintes totales alors nous avons :

S = Sg+2nD—pld
2GET (B) + 7 (VV + VV') - pld, (1.67)

Le modele contient beaucoup de parametres :
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— G, a, n peuventétre mesurés expérimentalement, avec des valeurs qui dépendent de variables structurelles
telles que la taille de bulles, la fraction fluide ([12], [21]).

— Le parametre K peut égalementétre mesuré dans des cas ot un modele purement scalaire suffit a décrire,
au moins qualitativement, la réponse du matériau. Dans une description tensorielle cela n’est malheureu-
semant plus possible : il faut au préalable connaitre la forme de la fonction critere et a notre connaissance
une telle étude n’existe pas. De méme nous ne disposons d’aucune donnée nous permettant de fixer une
forme du noyau d’écoulement G adaptée a la description de 1’écoulement d’une mousse apres le seuil.
En I’absence de toute indication expérimentale sur les parametres de plasticité, ces derniers doiventétre
considérés comme libres. Néanmoins dans le cadre de ce travail nous nous intéresserons plus spécifiquement
aux modeles dont les non-linéarités plastiques sont telles que :

fr(B) = w'(B)
= w, (B,B_l) =atr(B)+ (1 —a)tr (B_l) -3,

g(B,B—l) = H,(B,BY).,(B,BY)

= (bB2+(1-b)B2).aB— (1 —a)B L (1.68)

La fonction seuil est donc décrite par ’énergie élastique du matériau tandis que le noyau plastique est décrit
comme une interpolation des cas purement sur-convectés et sous-convectés.
Finalement la loi de comportement se réécrit :

¥ =2GE, (B,B™) 4+ 2nD — pld
{ ( ) 20D —p (1.69)

8B+ V.NB=VV.B+ BVV 20 (f+(B)— K) " B=Kp g (B B1).

1.4 Hiérarchie de systemes

1.4.1 Le systeme complet

Pour décrire I’écoulement il faut coupler la loi de comportement du matériau aux équations de conservation
de la mécanique des milieux continus. Il faut également compléter le systeme par des conditions aux limites et
des conditions initiales convenables, choisies en fonction du contexte d’écoulement retenu. Nous décrivons ce
couplage.

Soit © le domaine d’observation fixe de R?. Nous notons n la normale extérieure & 9.

Nous nous restreignons a 1’étude d’écoulements incompressibles. De plus nous supposons que la densité du
milieu est homogene. Nous avons donc :

V.V =0,3p>0, Vt, VY, p(t,z) =p. (1.70)

Pour presque toutes nos applications nous nous retreindrons a des conditions aux limites de cisaillement au
bord pour V :

V = Vbrd sur 9Q, Vi = 0. (1.71)
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La conservation de la quantité de mouvement s’écrit :
p(OV+VVV) = V.
— V.S, +2V. (vv + vvt) —Vp
= 2AnV.E, (B, B—l) + AV — Vp. (1.72)

Il reste & imposer des conditions initiales. Nous choisissons un champ de déformation élastique By et un champ
de vitesse Vj tels que :

det (B(]) = 1, V‘/o =0.

Le systeme complet s’écrit :

5(0,V +V.VV) = V.S +nAV — Vp
S = 26AmEa (B, B~Y)

0B+ V.VB=VYV'.B+ BNV — 20 (w, (B,B) — k) “BL K p g5 1)

S4 VV=0 (1.73)
B(t=0) = By
V(t=0) =V

V = Vbtord sur 90, Vord p = 0.

Remarquons que dans I’équation sur B la seule partie aétre non locale en B correspond au transport de B selon
V. Avec des conditions aux limites de glissement pour V il est inutile de prescrire des conditions aux limites
pour B.

1.4.2 Formulation adimensionnelle, hiérarchie des modeles

L’adimensionnement d’un systeme permet d’apprécier 'importance des différentes contributions du systeme.
Cet adimensionnement doit toujours dépendre du contexte d’écoulement. Ici nous considérons le cas le plus
simple : Iécoulement est caractérisé par une unique vitesse caractéristique V et une unique longueur ca-
ractéristique L. Posons :

1

5
Nous définissons les nombres sans dimension Re, a et We tels que :

T -

&~ <

=

VL 20Am
Re = PVL  _ 2P

-~

n my

Sl

Si nous effectuons les adimensionnements suivants :

% devient x, % devient t, % devient V,

S devient a5, £ devient p.
m el
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alors le systeme S se réécrit :

Re (0, V +V.VV)=aV.S+ AV —Vp
S=& (B,BY)=aB—(1—a)B™!'—(2a—1)1d

OB+ V.NB = VV'.B + BNV — 20 (w, (B, B~) - k) “PL 1)K p (5 1)
S1{ V.V =0

B(t=0) =B,

V(t=0) =T,

V = Vbord gur 9Q, Vberd p = 0.

Dans l'approximation de Stokes (Re << 1) les termes de transport dans 1’équation de conservation de la
quantité de mouvement sont négligeables devant les termes visqueux. Le systéme S; devient :

—AV =aV.5 -Vp
S=& (B,BY)=aB—(1-a)B™!—(2a—1)1d

Waq - —
s, dB+VVB=VV.B+BVV -2 (w,(B,B) - K) we(BE) K p 6B, BY)
V.V =0
B(t=0) =B,

V = Vbtord sur 90, Viord n = 0.

Supposons maintenant que les effets élastiques soient dominants et les effets visqueux négligeables. L’équation
de Stokes est remplacée par une équation de conservation des contraintes élastiques. Le systeme Sy devient :

V.S =Vp
S=& (B,BY)=aB—(1-a)B™'—(2a—1)1d

Waq - —
5] OB+VB=VV.B+BYV -2 (w, (B,B) - K) we(BB) K p 6B, BY)
V.V =0
B(t=0) =B,

V = Vbtord sur 9, Viord n = 0.
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Chapitre 2

Théoremes d’existence

Dans le chapitre précédent nous avons construit un nouveau modele mécanique pour décrire le comportement
mécanique de matériaux tels que les mousses liquides. La loi de comportement mécanique a ensuite été couplée
a ’équation de conservation de la quantité de mouvement. Un adimensionnement du systéme complet nous a
permis de mettre en évidence trois régimes d’écoulement.

Dans ce chapitre nous nous intéressons a ’existence de solutions régulieres du systeme pour chacun de ces
régimes. Nous verrons que si les deux premiers se traitent par des méthodes mathématiques classiques (point
fixe de Schauder), le troisieme régime est plus difficile a traiter. Pour ce dernier nous établissons un résultat
partiel d’éllipticité. Nous pensons néanmoins qu’un tel résultat devrait ouvrir ultérieurement desperpectives
numeériques.

2.1 Notations, rappels

Nous nous contentons ici d’établir quelques notations et rappeler des outils classiques couramment utilisés
dans I'analyse des équations de Navier-Stokes incompressibles. Pour plus de détails le lecteur pourra par exemple
consulter les ouvrages [7], [36] et [37].

Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion nous utilisons les mémes notations pour des espaces fonctionnels
correspondant a des champs scalaires, vectoriels et tensoriels :

= (-+), et ||, pour le produit scalaire et la norme sur L” () ;

— ((,.))s et [[.|l; pour le produit scalaire et la norme sur H* ().

Nous notons D (€2) I'espace des fonctions de classe C* (£2) et a support compact dans €. Nous définissons les
espaces suivants :

UQ)={UeD(Q),V.U=0et U=0sur 00},

vs @) =u@" .

Les espaces U’ (Q) et U' (Q) constituent le cadre fonctionnel classique pour les équations de Navier-Stokes
incompressibles.
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Si s = 1 alors nous avons :
Ut (@) ={U € H' (Q), V.U =0 et U =0 sur 90},

tandis que si s =0 :
U (@) = {U € L*(Q), V.U =0 et Un = 0 sur 92},

n étant le normal unitaire sortant.
Dans ce cadre fonctionnel, la décomposition de Leray joue un role trés important. Nous avons en effet la
décomposition orthogonale suivante :

L2 =v"Q) o VH (Q).

Nous notons P le projecteur de Leray, c’est-a-dire le projecteur orthogonal dans L? (Q2) sur U° ().

Nous terminons cette section par quelques rappels sur I'opérateur de Stokes. Il s’agit d’un opérateur non-
borné (A,D (A)) tel que :

D(A) =U"(Q)NH> (),
VU € D (A), AU = —PAU.

Autrement dit nous avons A4 = P o A. A est un opérateur auto-adjoint positif & résolvante compacte. 0 étant
dans I’ensemble résolvant, A~! est continu. De plus nous avons I'important résultat de régularité (voir [7]) :

VU €D (A)(VH*? (), |U]l,,, < M AU, (2.1)

2.2 Existence de solutions régulieres pour S; et S,

L’objectif de la section est d’étudier I'existence de solutions régulieres pour les systemes Sy et Sy :

Re (0, V +V.VV)=aV.S+ AV —Vp
S=& (B,BY)Y=aB-(1-a)B™'—(2a—1)1d
—1\_

OB +V.NB = VVI.B + BNV — 20 (w, (B, B~) - K) “PE 1)K g g (5 p-1)
S19 V.V =0

B(t=0) = By

V(t=0) =V

V = Vbord qur 99, Vtord n = 0.

—AV =aV.5-Vp

S=& (B,BYYy=aB—-(1-a)B™' - (2a—1)Id

Waq -1 _

s, OB+VNB=VV.B+BYV -2 (w,(B,B) - K) we(BE) K p 6B, BY)

V.V =0

B(t=0) =B

V = Vbtord sur 9Q, Viord n = 0.
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Mathématiquement, ces deux systemes se traitent exactement de la méme fagon. Le systeme Sy est méme plus
simple que &; : I'’équation de Navier-Stokes qui contient des non linéarités liées au terme de transport est
remplacée par une simple équation elliptique de Stokes.

Nous allons donc nous focaliser sur le systeme Sy. Les énoncés ainsi que leurs preuves étant exactement les
mémes lorsque ’équation de Navier-Stokes est remplacée par I’équation de Stokes.

Pour simplifier nous prendrons des maintenant :

Re=a=We=K =1.

D’autre part pour faciliter le traitement mathématique du systeme il faut approcher la fonction d’Heavyside 6
par une fonction plus réguliere. Nous la remplacons par une fonction de type tangente hyperbolique toujours

notée 0 et telle que :
1
0(x)= 3 <1+tanh <%>) ,e—07.

Nous avons :

WV +VVV =V.S+AV —-Vp
S=&(B,C)=aB—-(1—a)C—(2a—1)Id
0B +V.NB =VVt.B+ BNV —20 (w, (B,B~) —1) (w, (B,B~Y) — 1) B.g (B,B™Y)

S vV =0 (2.2)
B(t=0) =B
V(t=0)="Vp

V = Vbord qur 90, Vbord n = 0.

Le terme de contrainte élastique &, est non-linéaire en B. Pour se éliminer la non-linéarité dans ’équation de
conservation de la quantité de mouvement, il suffit de poser :

C:=B%
Comme I’équation sur C s’écrit :
0C +VNC = -CVV! - VV.C + 20 (w, (B,C) — 1) (wa (B,C) —1)G (B,C) .C.
Il reste a rajouter I’équation sur C' au systeme S; qui se réécrit :

WV +VVV =V.S+AV —Vp

S=E&(B,C)=aB—(1—a)C—(2a—1)Id

8B+ V.NB =VV'.B+ BNV — 20 (w, (B,C) — 1) (w, (B,C) — 1) B.G (B,C)
1) (wa 1 )

9C +V.VC = -C.VVt - VV.C + 20 (w, (B,C) — 1) (w, (B,C) —1)G (B,C).C
S1{ V.V=0 (2.3)
B(t=0)= B
C(t=0)=Co=By"
V(t=0) =V

V = Vbord qur 9Q, Vbord n = 0.
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Ce probleme est nhomogene sur 9§2 Pour le transformer en un probléme homogene au bord, il suffit de relever
les conditions aux limites sur la vitesse. Nous supposons que la régularité sur V"¢ Pautorise et nous notons

H un relevement de Vrd sur ) :
H =V sur 00, V.H = 0.

1l suffit de poser V. =U 4+ H et S se réécrit :

V=U+H

U - AU+Vp=aV.5-VVV+AH

S=E&(B,C)=aB—(1—a)C—(2a—1)Id

OB+ V.NB =VV.B+ BNV — 20 (w, (B,C) — 1) (w, (B,C) — 1) B.G (B, C)
1) (u 16 (B,C)

S 9,C+VNC =—-CVVt—VV.C + 20 (w, (B,C) —1) (we (B,C)—1)G(B,C).C
N vu=o0
B(t=0)= By

C(t=0)=Co=(By)!
Ut=0)=Uy=Vy—H
U = 0 sur 0.

Dans cette section notre objectif sera de montrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.1 Supposons que :
Up € UN(QNH? (),
BQ€H2(Q), C()GHz(Q),
Vbord ¢ 15 (59).
Alors il existe T > 0 et (U, B,C) solution de Sy, avec :
UeL®(0,T;U (QNH?*(Q)NL*0,T; U (QNH?(Q)),
U € L™ (0,T;U° ()N L2 (0, 75U (Q)),
B e L*(0,T; H*(Q)), C € L>(0,T; H* (Q))
OB € L*(0,T; H' (), 0,C € L* (0, T; H' (Q)) .

(2.4)

Nous allons résoudre S; par une méthode de type point fixe de Schauder. Cette approche n’est pas nouvelle :
dans [31] et [10], des méthodes de points fixes sont utilisées pour obtenir des solutions régulieres pour des
systemes comportant une loi de comportement visco-élastique de Maxwell couplée a une équation de Navier-

Stokes.

2.2.1 Résolution du probleme linéarisé

Supposons que f/, B et C sont connus. Nous posons :

S:&(B,é),

45



Le probleme linéarisé s’écrit :

V=U+H

U~ AU +Vp=8(5,V,H)

OB+ VNVB=VVt.B+BYVV + B.G

| ac+vve=-—CcVVi—VV.C-G.C

S V.U =0 (2.5)
B(t=0) = By

C(t=0)=Co=(By) "

Ut=0)=Uy=Vy—H

U = 0 sur 992.

Nous commencons par résoudre S{". Ce systéme se résout en cascade :
— D’équation de Stokes donne U connaissant S et U.
— la premitre équation sur le tenseur de Cauchy donne B connaissant G, V = U + H et By. Il en est de
méme pour ’équation sur le tenseur de Cauchy.
Nous allons préciser les conditions sous lesquelles chaque équation est convenablement résolue.

Equation de Stokes

Considérons le systeme suivant :

U — AU +Vp=38
SStokes V.U=0
! U(t=0)= U
U = 0 sur 09.
Nous rappelons que le terme de pression n’est pas une inconnue a proprement parler. En effet la pression

s’ajuste a chaque instant de facon a équilibrer les contributions du laplacien et du terme source et respecter
ainsi la contrainte de divergence nulle. Pour s’en débarrasser il est usuel de projeter I’équation sur U sur U (Q2).

(2.6)

Sitokes se vééerit )
U+ AU =PS
Stokes V.U=0
Si Ut =0) = Uy (2.7)
U = 0 sur 09.

Pour commencer, nous nous intéressons a la régularité du terme S. Rappelons que par définition, S est tel que :

§(B,C,V,H) = V.&(B,C)-V.VV+AH
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= V.(aB-(1-a)C) - V.VV +AH. (2.8)

Laurent Chupin démontre et utilise dans sa these (voir [10]) un lemme trés similaire au lemme qui suivant
(nous ne le démontrons pas, voir [10]) :

Lemme 2.2.1 supposons que :

V=U+H, HeU (QNH?Q)),
UecL>®0,T;U (QNH?(Q)NL*0,T; U (QNH? (), U € L= (0,T;U° ()N L2 (0,T; U () ,
B € L>(0,T; H?(Q)), C € L*® (0,T; H*> (), ;B € L> (0, T; H' (Q)), 8,C € L= (0,T; H* (Q)) .

Alors S est tel que :
Sel?(0,T;H (), S € L2(0,T; H1(Q)), 80,8 € L' (0,T; L' (), $(0) € L* ().

Awvec dépendance continue (et dépendante en T) par rapport aux données. Autrement dit il existe une application
M continue, croissante, positive et telle que My (0) = 0, avec :

] +[

o

oS

(0)]

L2(0,T;H () L2(0,T;H-1(Q L1(0,T;L1(Q)) L2(Q)

< M (T)

y o]

<H UHLOO(O,T;Ul(Q) N H2(Q)) (N L2(0,7;01(Q) () H3(Q L2 (0,T;U°(Q)) () L2(0,T;U1(R))

* H ) T H yt HatBH y T HatéH

BHLOO(O,T;H2(Q) CHLOO(O,T;H2(Q L (0,T;H(Q LM(O,T;Hl(Q))) '

Ce lemme signifie que les normes de S, 9,3, S.9,S et S (0) dans leurs espaces respectifs sont controlées
par les normes des différentes données, a une constante M; (T') prés qui dépend du temps de fagon continue et
croissante. Nous verrons plus tard que cette dépendance sera exploitée de fagon cruciale dans la partie point
fixe.

Pour controler la solution du probléeme de Stokes par rapport aux données, indépendamment du temps,

nous aurons besoin de la proposition suivante, également démontrée dans [10] :

Lemme 2.2.2 Si S est tel que :
Sel?(0,1:H (), S € L2 (0,T;H1(Q)), §.a,8 € L' (0,T; L' (), $(0) € L* ().

Alors S € L™ (0,75 L? (), avec dépendance continue (et indépendante en T ) par rapport auz données. Au-
trement dit il existe Mo > 0 tel que :
LZ(Q)) ’

HSHLOO(O,T;Lz(Q)) < My (Hatg‘

S.atS\

+ HS (0)‘

L2(0,T;H-1(Q)) H L1(0,T;L1(Q))
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Remarquons qu'en fait les deux premiéres hypothéses impliquent déja que S € L™ (0,7 L? (€2)). Néanmoins
elles sont insuffisantes pour assurer I'indépendance de I’estimation par rapport a T d’ou la nécessité de considérer
les deux dernieres hypotheses du lemme.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat de régularité qui suit pour I'’équation de Stokes :

Proposition 2.2.1 Supposons que :

Uy e UM (Q)NH?(Q),
ScL?(0,T;H (Q), S € L* (0, T; H ' (Q)), S.0,S € L' (0,T; L' (Q)), S(0) € L* ().

Sfmkes posséde une solution unique notée U et telle que :

Ul e (0.0 @) m2@) F U2 (0 mvn @) 13 () T 10U N Lo o m00(0)) + 100U | 20,5011 () < R (UO,S) :

ot k1 ne dépend pas de T et est une fonction croissante de :

1all,, |8, o] o SO :
L2(0,T;H' () L2(0,T;H-1(Q)) LY(0,T5L ()
Preuve: nous nous contentons de donner un apercu de la preuve. Le systeme Sft"kes est de type parabolique,

Iexistence de solutions régulieres peut se montrer par la méthode de Galerkin, dont nous rappelons rapidement
I’esprit :

— Sft"kes est approché par une suite de problemes obtenus en projetant le systeme sur des sous-espaces de
dimensions finies de U° (). Typiquement ces sous-espaces sont engendrés par les vecteurs propres de
Iopérateur de Stokes. Chaque probléme approché est donc un systeme différentiel qui possede une unique
solution, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz sur les systemes différentiels ;

— P’energie des solutions est estimée, indépendamment de la dimension de I’espace de projection. La solution
se récupere ensuite par des arguments classiques de compacité (voir [37], [13]).

La spécificité de la proposition réside dans la régularité requise. Or des estimations directes sur I’équation nous
permettraient au mieux de récupérer de la régularité sur U dans L (0, T; U (2)) N L? (0, T; UL (Q) N H? (2)).
Pour monter en régularité, nous procédons de la fagon suivante (conformément a l'esprit de la méthode de
Galerkin, les estimations qui vont suivre s’obtiennent d’abord sur les solutions approchées du probleme Sft‘)kes
pour lesquelles elles sont parfaitement justifiées) :

e nous écrivons ’équation vérifiée par W := 9, U :

oW + AW = Po,S

V.IW =0 ) (2.9)
W(it=0)=0U(t=0)=PS(t=0)— AU (t =0) ’
W = 0 sur 0.

Il faut remarquer qu’ici oS ¢ L? (), donc P3,S est dépourvu de sens. Il est donc nécessaire d’approcher
au préalable 9;S dans H~' (Q) par une suite de fonctions de L? (), d’estimer le probléme approché puis
de passer a la limite.
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Toutes précautions prises, nous estimons W dans L (0,73 U (2)) N L? (0, ;UL (Q)) :

Wl oo o.0000)) + Wl 20010y < M <|WO|2 + H@tS"

). (2.10)
1207 H-1(@)

e nous concluons en remarquant que dans Sft"kes U est solution du probleme de Stokes :

AU =PS - W
V.U=0

U(t=0)=1U
U = 0 sur 09.

(2.11)

La propriété 2.1 de régularité de 'opérateur de Stokes nous permet d’avoir la régularité et I’estimation
annoncées pour U :
- W € L®(0,T;L*(Q)) et d’aprés le lemme 2.2.1, S € L (0,T;L*(Q)), d'out la régularité dans
L™ (0,T; H? (2)).
- WeL?(0,T; H' () et S € L?(0,T; H' (Q)), d’ott la régularité dans L? (0, T; H? (Q)). &
Pour terminer nous énoncgons le corollaire suivant que nous exploiterons de fagon cruciale dans la partie point
fixe :

Corollaire 2.2.1 supposons S est donné par la relation 2.8. Si les hypothéses de régularité du lemme 2.2.1
sont vérifiées alors la solution de S{'F est telle que :

”U”Loo(QT;Ul(Q)ﬂHZ(Q))+HU”L2(07T;U1(Q)ﬂHB(Q))"‘HatU”LOO(O,T;UO(Q))""HatU”LQ(O,T;Ul(Q)) < ki (T7 U07(77H7§70) .

k1 est une fonction continue positive et croissante de :

o

‘éHLoo(o,T;Hz(Q)) ’

T; HUOHS ) HHHS )

@U

HUHLC’O(QT;Ul(Q)ﬂHZ(Q)) ’ L2(0,m Ut () N H3(Q)) ‘atﬁHLoo(o,T;UO(Q))’ L2(0,T;UN()

HBHLOO(QT;HZ(Q)) ' ’atBHLoo(oI;Hl(Q)) ’ atéHLOO(QT;Hl(Q)) '
De plus, ki1 (T'=0) = 0.

Preuve: il s’agit d’une application directe du lemme 2.8 et de la proposition 2.2.1. &

acaigEquation sur B et C

Nous considérons maintenant le systéme suivant :

OB+VNB=VV!.B+BVV +B.g
SBC 9,C+VNC =—-CNVVI—VV.C —G.C
! B(t=0)= By

C(t=0)=Co=DBy".

(2.12)
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Rappelons que pour un modele de plasticité interpolé nous avons :

G = 0w (5.0)=1) (e (B.C) ~1) 1 (5.C) £ (B.C) :

= 0 (atr (B) +(1—a)tr (é) — 4) (atr (B) +(1—a)tr (é) — 4) ((1 —b) B2 + 662) aB—(1—-a)C.

En dimension 3 d’espace, H 2(2) est une algebre (voir [2]). Les non-linéaritéarités de G étant polynomiales 11
en découle que si B et C sont dans H? (Q) alors G est aussi dans H? (£2). Nous nous intéressons aux solutions
régulieres de S{B C

Proposition 2.2.2 supposons que :

V=U+H,Hec H*(Q),V.H=0
UelL>0,T;U (NH?(Q)NL" (0,T;U" ()N H? ()
G e L™ (0,T; H? ().

Alors il existe (B, C') solution unique de 8{3’0, avec :
1Bl oo (0,7:12(02) + IICl Lo (0,1 52 (2)
+ 0Bl poc o.0:01(0)) + 19:Cll oo 0,001 ()
<k (BO,CO,H, U, é) . (2.13)
ot ko ne dépend pas de T et est une fonction croissante de :

1Bolly > [IColly s 1H 1[5,
”U”Loo(o,T;Ul(Q)ﬂHZ(Q)) ) HU”Ll(o,T;Ul(Q)ﬂm(Q)) )
4

Preuve: les équations sur B et C' sont découplées. Il suffit donc de se limiter au cas de B, celui de C se
traite exactement de la méme facon :

L1(0,T;H?(2))

HQNHLC’O(O,T;Hl(Q)) ’

4B+V.NVB=VV!.B+BYVV +BgG

St { B(t=0) = B, (2.14)

L’existence et 'unicité de solutions se montrent par la méthode des caractéristiques. En général, cette méthode
est utilisée lorsque le champ de vitesse est supposé régulier, disons de classe C'*° en temps et en espace.

Il faut donc approcher V' par une suite (V,),cn € C™ ([O, T] x ﬁ) telle que :

V,, — V dans L' (0, 75U (Q) N H3 (2)),
V,,.n = 0 sur 0f2.
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Nous approchons également By par une suite (Bo, ),cn € C% (ﬁ) telle que :
By, — By dans H? (Q).

Pour chaque n, la méthode des caractéristiques donne une unique solution, notée B,,, du systeme :

_ oyt ;

B, (t = 0) = By, .

Nous allons montrer que les estimations de la proposition sont établies lorsque nous remplagons V' par V.
Commencons par l'estimation de B,, dans L> (0, T; H? (2)). Nous effectuons le produit scalaire dans H? ()
de I’équation sur B,, par B, :
((0eBn.Bn)); = —((Va.-VBn,Bn)),

+ ((VV,f.BnJan.VVn,Bn))Q
+ ((Bn.é,Bn))2. (2.16)

Par application des inégalités de Holder classiques puis des injections de Sobolev classiques (voir [2]) nous
avons :

|(Va-V By, B))o| < M ||Valls | Ball
|(VV,£.Bn + Bn.VVi, By))y| < M |[Valls || Ball3 -

D’autre part puisque H? (£2) est une algébre nous avons :
[((BnG.Ba)), | < M |G, 1Bl

Il vient alors :

%};‘Hg <M (HVnHS + Hg~H2) HBnHS

L’inégalité de Gronwall nous donne I'estimation voulue sur B, :

||BnHLo<>(0,T;H2(Q)) < [|Bo, [y exp <M (HV"”Ll(O,T;Ul(Q)ﬂH3(Q)) T HQN‘ Ll(0,T;H2(Q)))> '

Pour estimer 9;B,, dans L (0,T; H' (£2)), il suffit de revenir & I’équation :
B, = -V,VB, +VV!.B, + B,.VV, + B,.G,

10: Bl L (0,71 (2)) = M <”Vn||L°<>(o,T;Ul(ﬂ>ﬂHZ(Q)) + HQHLC’O(O,T;HQ(Q))> 1Bl oo 0,7;12(02)) -
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L’existence de solutions et les estimations ont donc été établies pour les problemes approchés (SF”) . La
n

solution de SIB s’obtient par des arguments classiques de compacité. En effet, quitte & extraire des sous-suites,
il existe B telle que :

B, — B dans L™ (0,T; H? (Q)) faible-x,
OBp, — 0B dans L™ (0,T; H' (2)) faible-x,
B, — B dans L? (0,T; H' (Q2)) . (2.17)

Pour vérifier que B est bien solution de S il suffit de passer & la limite faible dans SP". Les termes bilinéaires
ne posent pas de probléemes : par construction nous avons de la convergence forte sur la vitesse, donc il est
toujours possible de passer a la limite faible.

Le probleme étant linéaire, la solution est unique. Enfin, par semi-continuité inférieure des normes pour les
topologies faibles-x, les estimations restent vérifiées par B et 0;B. &

2.2.2 Preuve de 'existence

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le probléme S;. Nous nous donnons des données initiales
telles que :

Uy e UM ( QN H? (), V.Uy =0, Uy = 0 sur 99,
By € H?(Q), det By =1, Cy = By* € H?>(Q).

Soit T' > 0. Considérons I’espace de Banach X :
Xp = C° (0,73 L2 (9)) x €° (0,75 L2 (2)) x C° (0,73 L2 (2))
Soient My, Ms, Mz > 0. On définit U'ensemble R (T, My, Ms) comme le sous-ensemble de X tel que :
UeL®0,T;,U(QNH?(Q)NL* 0, T; U (QNH?(Q)), oU € L= (0,T;U° (2)) N L* (0,75 UL (Q)),
”UHLOO(QT;Ul(Q)mHZ(Q)) + HU”LZ(QT;UI(Q)HHS(Q)) + HatU”LOO(O,T;UO(Q)) + ”atUHLZ(O,T;Ul(Q)) < M,
B, C e L*(0,T;H?(Q)), B, 8,C € L* (0,T; H' (Q)),
1Bl Lo 075120 + 10:B | Lo (0 111 0)) < M2y |1 Lo 0.1 12(00)) F 10:Cll poc 0,111 (2)) < M-

La proposition suivante est classique (voir [35]) :

Proposition 2.2.3 Si My, My, M3 sont suffisament grands alors R (T, My, My, M3) est non vide. De plus
R (T, My, My, Ms) est convexe et compact dans Xr.

Soit I'application O telle que :

O : R(T,Ml,MQ,Mg) — X7
(0,B.C) +— (U,B,C).
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Ici, U est solution du probleme de Stokes :

S=V.S—-V.VV +AH
QU - AU+Vp=3S8

Sis‘tokes V.U =0 (218)
U(t=0)=Up
U = 0 sur 0f).

Tandis que (B, C') sont solutions du probleme S{B ¢

G=9(B.C)
se | AB+VVB=VV.B+BVV + BG
81778 9C+VVC=-CVVI—-VV.C —G.C (2.19)
B(t=0)= B

C(t=0)=Co=(By)".

Il est important de voir que Sft‘)kes est résolu en premier. Une fois que la vitesse est actualisée, nous résolvons

B,C
sbe.

Proposition 2.2.4 © est continue. De plus il existe T* > 0 tel que R (T*, My, My, M3) est stable par ©.

Preuve: commencons par établir la continuité de ©. Nous avons vu que U dépend contintiment de (U . B, C’)
(corollaire 2.2.1) ; de méme :

— G dépend continiiment de (B, C’)

— (B, C) dépendent continiiment de (V, é) (corollaire 2.2.2) donc de (U, é)

Il en découle que (B, ') dépendent également contintiment de (U, B, C’), la continuité de © est établie.

Il reste a prouver la stabilité de R (T, My, My, M3) par © pour T suffisamment petit. Le point clef est le
corollaire 2.2.1 : ce dernier nous enseigne que la dépendance de U en ([7 . B, C’) est croissante en T'. Autrement
dit la norme de U peut étre controlée a condition de prendre 1" suffisamment petit.

Comme la dépendance de (B,C) en V (donc en U) ne dépend pas de T (cela découle de la proposition
2.2.2), la dépendance de (B,C) en (ﬁ . B, C’) est également croissante en 7. Finalement, en controlant 1" nous
pouvons contrdler les normes de (U, B, C') dans leurs espaces respectifs :

7%, VT < T* (U, B,C) € R(T, My, My, Ms).

La stabilité de R (T, My, Ms, Ms) par O est donc établie. &
Pour conclure, il suffit de remarquer que tout point fixe de © est solution de Sy. Cela est assuré par le
theoreme de Schauder (nous ne rappelons pas 1’énoncé qui est classique, voir [7]).
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2.3 Probleme S;

Nous nous intéressons maintenant au probléme Ss :

V.5 =Vp
S=¢&,(B,B™)
OB+ VVB=VV!.B+BVV +B.G(B,B™!)
S53 91— (2.20)
B(t=0)= By
V = Vbtord sur 9Q, Vord p = 0.

Nous rappelons encore une fois que :
& (B,B™Y)=aB—-(1-a)B™!'—(2a—1)Id,
wy (B,B™Y) = atr (B) + (1 —a)tr (B7Y) — 3,
G (B,B~Y) = —20 (wa (B, B™") — 1) (wa (B, B~Y) — 1) Hy (B, B-1) &, (B, B1).

La méthode utilisée pour construire des solutions de S; et Sy ne s’applique clairement pas. La principale
difficulté est I’absence d’équation explicite sur la vitesse V.

Nous détaillons un résultat qui montre que si la déformation élastique B est donnée alors la vitesse est bien
définie. Plus précisement nous verrons que la vitesse satisfait une équation qui est elliptique a condition que
B reste "proche” de identité (dans un sens qu’il faut préciser, voir le corollaire 2.3.1 ainsi que la proposition
2.3.2). Il s’agit du résultat central de cette section.

Malheureusement il n’est pas possible d’obtenir un résultat d’existence pour S3 : la méthode du point
fixe développée dans la section précédente ne marche plus ici, nous verrons plus loin pourquoi. Nous pensons
néanmoins que cette propriété d’ellipticité devrait étre utile en vue d’une résolution numérique : en effet si nous
utilisons un schéma de Splitting (chapitre 3) par lequel V' et B sont successivement calculées, le calcul de V
par des méthodes usuelles devient possible tant que la condition d’ellipticité reste respectée.

2.3.1 Formulation équivalente

Nous posons toujours C' = B!, Apres relevement, Sz se réécrit :

V=U+H

V.S =Vp

S =& (B,C)

B +V.NVB=VV.B+BYVV + BG(B,C)
S38 0,C+VVC=-CVVt-VV.C-G(B,C).C (2.21)
V.V =0

B(t=0)= By

C(t=0)=Co=B;*

U = 0 sur 0f).
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Multiplions ’équation sur B par a, celle sur C' par — (1 — a), puis additionnons les deux équations. En utilisant

la définition de S, il vient :

hS+VVS = a(VV'B+BYV)+(1—a)(CVV+VV.0)
+ a.BG(B,C)+(1—-a)G(B,C).C.
Nous définissons les opérateurs suivants :

L. (B,U):=V.(VU'"B+BNU), L_(C,U) := V. (C.VU + VU.C),
L, (B,C,U):=aLly (B, U)+(1—a)L_(C,U).

Nous posons également :

Ro(B,C,S,H) = aV.(B.G(B,C))+(1—a)V.(G(B,C).C)
— V.(HNS)+ L, (B,C,H).

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Formellement nous prenons la divergence de I’équation 2.22. A cause de I’équation d’équilibre des contraintes

élastiques, il vient :

—Lq(B,C,U)+V.(UVS) + Voyp = R4 (B,C, S, H) .

(2.25)

Il s’agit d’une nouvelle équation sur la vitesse. Nous allons voir que sous certaines conditions qu’il faudra
préciser, elle s’apparente a une équation de Stokes, c’est a dire une équation de type elliptique sur U. S3 admet

la reformulation suivante, notée S5 :

V=U+H
S=¢&,(B,0)

L4 (B,C,U) +V.(UVS) +Vp =R, (B,C,S, H)
OB +V.NVB=VV!'B+BYVV + B.G(B,C)

Shis! 9,C +V.VC =-CVV!-VV.C -G(B,C).C

V.V =0
B(t=0)= By
C(t=0)=Co= B*
U = 0 sur 09.

2.3.2 Un résultat d’ellipticité

Dans cette sous-section nous nous intéressons a I’équation sur U. Nous supposons que :

BeH?(Q),CecH*(Q),C=B""
Nous rappelons que ’équation sur U s’écrit :

—Lq(B,C,U)+V.(UVS) +Vop =R, (B,C, S, H) .
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Formellement cette équation ressemble a une équation de Stokes. Sous forme variationnelle, elle s’écrit :
VU eU' (Q), = (La(B,C,U),U), — (UVS,VU), = (Ra(B,C,S,H),U),.
Nous notons B la forme quadratique du membre de gauche :

BU,U) = —(L.(B,C,U),U),— (UVS,VU),
= B.(U,U)+Bs (U,U). (2.29)

Notre objectif consiste ici a établir Iellipticité de . Pour y parvenir nous montrons d’abord ’éllipticité de B,
sous des conditions que nous préciserons. Nous verrons que l'ellipticité de B se récupere simplement a condition
de controler la norme de S.

Ellipticité de B,

Soit A un champ tensoriel symétrique tel que A € L () . Nous rappelons que :

|A| = (tr (A.At))% , |A|,, = supess|A|.

Nous notons o (A) le spectre de A. Par symétrie A est diagonalisable et toutes ses valeurs propres sont réelles.
Nous notons également |.| . le rayon spectral, et |.| . sa norme associée :

|Al, =supo(4), |A|,, =supess |4],.

Puisque |.| et |.|, sont équivalentes, |.|, et |.|,, , le sont aussi et nous avons :

Moo 14 <4l

\/g co,0 =
Pour établir I'éllipticité de L, (B, C,.) nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.3.1 soient A, X, Y trois champs tensoriels tels que :

A>0, A=A AcL>®(Q), A e L>*(Q),
X} Y€L2(Q)a (X7Y)2:0: |X|2:|Y|2

Nous avons :
(CAY),| <k (4, A7) [X[5, [(AX,Y),] <k (A, A7) [X]3,

k(4,47) = % <|A|OOJ - ﬁ) > 0.

avec !
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Preuve: nous démontrerons seulement la premiere inégalité, la deuxieme se démontre exactement de la méme
facon. Les spectres de A et A~! s’écrivent :

1 1 1
O'(A)Z{O<CJ£1§O£2§O&3},J(A_1):{0<a_3§a_2§a_1}‘

Nous avons :

0,0 = SUpess |A|, = supess as,

|A|, =supo (A) = as, |A]
|A7Y| =supo (A7) = o%’ ]A_lyoo’o = supess |A™!| = supess a%

Il en découle que :
1 1

<
A oo — 1A,

Les encadrements & venir nécessitent 'introduction des fonctions suivantes :

S A S ’A’cr S ‘A’oo,cr :

o (1) = gt ot (1) = Al
a(p) = max (—a~ (u), " (1)) .
Nous vérifions facilement que :
Ve R, a(p) >0,
minger (@ (1)) = 1 <|A|OO7U _ ﬁ) (A, A,
Soit € R. Nous introduisons les deux formes bilinéaires suivantes :
(X,Y)5 = (X.AY),,
(X, V)" = (X (A+pld), Y), = (X, V)3 + p(X,Y),.
A

Nous allons montrer que les hypotheéses sur A impliquent que (., )? et (.,.)5 " sont bornées pour la norme |.|,.
Si X € L?(Q) alors localement tr (X.A.X") est borné. En effet, sur la base diagonale de A, nous avons :

tr (X.AXY) =2 a2,

e (X = on X2 < tr (X AXY) < ag X2 = [4], [ X[,

En intégrant sur € il vient :
1

A
AT 1X[5 < (X, X)3 <A, IX]3.

Il en résulte que (., )54 est bien bornée. Cette inégalité nous permet d’établir immédiatement que (., .)’24’”

également bornée :

est

A
(b + ) 1XE < (X308 4 0 (XX, < (JAl 1) 1Y,

_ A,
o~ ()| X[5 < (X, X)5" <ot (u) | X5
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Donc (., .)‘;’“ est également bornée. En utilisant la définition de « () nous pouvons méme écrire que :
A7
(X, X053 < a () X1,

. . I A .
Cette relation nous donne un encadrement de la forme quadratique associée a (., .)5 *. Cet encadrement implique
un encadrement de la forme bilinéaire puisque :

1
Y = (VX Y)Y = (X -V, X - V),
A a(p
(x| < %(|X+Y|§+|X—Y|§)
D) 2 2
= =L (IXB+1vE).

Pour conclure, il faut exploiter les hypotheses faites sur X et Y. Rappelons que nous avons en effet supposé
que :
(X,Y)2 =0, |X|2 = |Y|2-

Il en découle que :
(X,Y)) = (X,Y)p".
o (p
x| < S (g v
= a(u|X[3.

Nous venons d’obtenir une famille d’encadrements sur la forme bilinéaire (., )54 . L’encadrement optimal s’obtient
en prenant le minimun sur y :

(. Y)| < mina () X3

= k(AA7)[XS.
Nous avons besoin des formes quadratiques suivantes :

By (U,U) = = (£+ (B,U),U)y, B- (U,U) = - (£ (B~,U),U) .
Bien entendu, B, s’exprime en fonction de B, et B_ :
By, =aBy+(1—a)B_.
Rappelons qu’en dimension 3 d’espace nous avons les injections de Sobolev suivantes :

Lemme 2.3.2 il existe M > 0 tel que pour tout X € H?(Q) :

X3 < M X, [X[g < MI[X];, X[ <M[X],.
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Ces injections nous serviront pour établir les majorations & venir.

Proposition 2.3.1 By, B_ et B, sont semi-bornées inférieurement, pour des constantes valant respectivement :
ki (B,B7!) = (W M||B||2), - (B,B™!) = (M||B||2 MHB‘le),
ko (B,B™') = ak; (B,B™') + (1 —a)k_ (B,B™1).

Preuve: il s’agit d’une simple application du lemme précédent. Pour commencer, nous pouvons remarquer que
VU et VU! ont la méme norme et sont orthogonaux :

YU € U (), (VUt,VU)2 —0et ‘VUt‘z = |VU,.
Nous pouvons commencer par établir la borne associée a By :
By (UU)=—-(Ly(B,U),U), = (VUt.B,VU)2 + (B.VU,VU),.
(B.VU,VU), est clairement elliptique :

(B.VU,VU), > \VU@.

1
1B~
Tandis que (VUt.B,VU)2 n’est que semi-borné inférieurement. Le lemme 2.3.1 appliqué avec A = B, X =
VU! et Y = VU nous donne la borne optimale :

(Vu'.B,vU) >~k (B,B7') VU,

Nous avons donc :

B (U,U) > ( ~k(B,B" )) VU3
_ 1 2
= §<W |B |oo,a> VU3

1 3 )
> ~(—=— M |B|, | |VU
= ky (B,B—)\VU@.

B_ se traite de la méme facon :
B_(U,U)=-(L-(B~'U),U), = (B L.VU',VU),+ (VU.B™',VU),,
(VU.B™1,VU), = 51— VU3,
(B~LVU',VU), > k(B ,B) VU3 (lemme231 avecA B~ X =VU'et Y = VU),

(L (BU), )z(TW—MB—%BD|VU|221<:_<B,B—1>|VU|2-
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Enfin, par définition de B, :
~ (L (B.B71,0) ,U)2 = —a(Ly (B,U),U),~ (1—a) (£ (B,U) ,U)2
> aky (B,B7') VU +(1-a)k_ (B,B™)|VU[;
= k(BB VU3 &

Corollaire 2.3.1 supposons que :
3

-1
1, <
By, B_ et B, sont U' () elliptiques, de constantes d’ellipticités respectivement égales a k. (B, B_l), k_ (B, B‘l)
et kq (B,B71).
Preuve: par définition de ki (B, B™!), k_ (B, B™1) et k, (B, B~!), nous avons :
Ly (B,), £ (B7,.), Lo (B,B™",.) U (Q)-elliptiques
sk, (B,B—l) ke (B,B‘l) ks (B,B‘l) > 0.

Nous en déduisons que lellipticité est vérifiée des lors que :

121 |57, < 57z

Ellipticité de B et résolution du probleme de Stokes

Pour conclure, il ne reste qu’a étudier ellipticité de B. Elle est établie par la propriété suivante :

Proposition 2.3.2 supposons que :

131 |57, < 7=

B est U (Q) elliptique, de constante d’ellipticité notée k (a,B,B_l) et telle que :

k (a,B,B_l) = i%a <m - KHBHz) + 3(12_ ) (KH13”2 N KHB_1H2> ’

Preuve: nous allons établir que B est semi bornée inférieurement de constante k (a, B, B~1).
Posons K = max (M,CM 2), ouC est la constante associée & l'inégalité de Poincaré. Nous avons établi que
B, est semi-borné, de borne :

ko (B,B™Y) = aky (B,B)+(1-a)k (B,B7)

a 3 (1—a) 3 _1
(gt )+ 52 (58 w)
> (MHB T, )+ 5 \aryar, V57,

a 3 (1—a) 3 1
> & 7_—KHBH>+ ( ~K|B )
2 (KHB Ml ? 2 \K[Bl, H H2
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Il reste & majorer Bg (U,U). Rappelons que par définition de 1'élasticité, S = aB — (1 —a) B~ — (2a — 1) 1d.
Nous avons :

Bs (U,U)| < |U[3[VS]s[VU],
K (allBly+(1—a)|[B7| ) IVUL3

A

Bs (U,U)

v

—K (a]|Bll,+ (1 - a)||B7||) VUL

Il reste a additionner les deux inégalités :

3a 1 3(1—a) ( 1 . )
> B _
B(U,U) > <2 (KHB_le KHB||2>—|— 5 (KHBIIQ K|B H2>>|VU|2

= k (a,B,B—l) VU2

B est bien semi-bornée. De plus si || B||, [|B™!||, < 7z alors k (a, B,B™') > 0 et B est U' (Q) elliptique. &
La proposition 2.3.2 nous permet de mettre en évidence des solutions a I’équation 2.25 :

Théoréme 2.3.1 supposons que R, (B,C,S,H) € H~'(Q).
Si B€ H?(Q), C € H*(Q) et | By ||B7Y, < #= alors l"équation :

—Lo(B,C,U)+V.(UVS)+Voip =R, (B,C,S H)
admet une unique solution U € U (Q)

Preuve: puisque B est elliptique le theoreme de Lax-Milgram affirme que le probleme :

trouver U € U! (Q) tel que :
YW e Ul (Q)v B(U7W) = (RCL (370757H)7W)2

a une solution unique. &

Remarquons que ce résultat présente 'intérét d’étre indépendant de I’élasticité : en effet si la constante d’ellip-
ticité k (a, B, B_l) dépend de a, la condition assurant sa positivité ne dépend pas de a! Une question ouverte
consiste a établir si la méme condition d’ellipticité pourrait étre obtenue pour des modeles hyperélastiques plus
généraux que celui de Mooney-Rivlin.

D’autre part ce résultat d’ellipticité ne nous permet pas de mettre en évidence des solutions régulieres
pour le systeme Ss en utilisant la méme méthode que celle employée pour S; et Sy. Le point clef de la preuve
d’existence pour le systeme S7 repose sur le fait que © conserve la régularité en espace de ses arguments. Cette
conservation est fondamentale : elle justifie les inégalités utilisées tout au long de la preuve. Avec Ss tout cela
n’est plus possible :

— st B(t), C(t) € H*(Q) alors R, (B, C, S,H) (t) € L? (Q). Donc nous aurons au mieux U (t) € H? (Q).

C

— la résolution de S{B " par la méthode des caractéristiques avec V (t) € H? (2) nous conduit au mieux &

B(t), C(t) € H (Q).
Nous avons donc perdu un cran de régularité. Dans ces conditions il n’est plus question de parler de stabilité
de O, la technique du point fixe de Schauder est ici inopérante.
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Chapitre 3

Schémas numériques pour 1’étude de
quelques écoulements bidimensionnels

Dans ce chapitre nous nous intéressons a quelques écoulements bidimensionnels de fluides décrits par le
systeme Sy :

AV =aV.5 — Vp

S =&, (BB
${ 9B +V.VB=VV.B + BNV - 20 (w, (B,B~") — K) "L )Kp g p-) (3.1)
V.V =0

V(t=0)=Vp, B(t =0) = By
Nous rappelons que :
wq (B, B™1) = atr (B) + (1 —a) tr (B™!) — 3,
& (B,B™Y)=aB—-(1-a)B™!'—(2a—1)1d,
G(B,B™") = Hy (B, B™) & (B, B™),
det (By) = 1. (3.2)

Apres avoir décrit le passage de Sy a un systéme purement bidimensionnel S,, nous détaillerons deux contextes
d’écoulements typiques ainsi que les conditions aux limites qui leurs sont associées. Nous décrirons ensuite le
schéma numérique utilisé pour approcher Sy. Le chapitre se terminera par une étude de convergence en maillage
du schéma proposé.

3.1 Quelques écoulements bidimensionnels

3.1.1 Forme bidimensionnelle du systeme

Notons b.f = (6_3[;), e_y>, e_Z) une base orthonormée fixe liée au référentiel d’observation de 1’écoulement.
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Le systeme Sy est écrit en dimension 3 d’espace. Pour pouvoir étudier des écoulements bidimensionnels,
nous imposons l'invariance de I’écoulement suivant un axe, 'axe e par exemple. Il s’agit d’une hypothese
réaliste lorsque le matériau est cisaillé entre deus plaques paralléles au plan (e, e_y>) et infinies dans la directon
de e2. Le champ V s’écrit :

tandis que le champ B s’écrit :

e~ (e B )

Notons que B,, s’exprime en fonction de B. En effet puisque det (By) = 1, tr (G (B,B~')) =0et V.V =0, B

doit rester a déterminant 1, d’otu :
1

det (B (z, y)) .

Considérons l'opérateur d’extension (défini sur les champs tensoriels inversibles) :

B, (z,y) = (3.5)

N X 0
e: Xr—X=|{ 1 , (3.6)
det(x)
ainsi que 'opérateur de restriction :
re X— X = Koo Xay : (3.7)
Xyz  Xyy

e et r permettent de définir w,, &, et G A partir de w,, &, et G :

= (G (c(B).c(B))). 33)
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Le systeme 8o se rééerit :

—AV =aV.5 —Vp
$=& (B,BY)
$:9 0B+ V.VB=VV.B+ BV -2 (w, (B, B) - K) B p g (B B1)
V.V =0
V(t=0)=Vy, B(t=0)=By.

Dans la suite nous omettrons les ~ sur V', S, p, B, w,, &, et G, de sorte qu’en dimension 2 Sy s’écrit exactement
comme Ss. Dorénavant nous parlerons de Sy pour désigner Ss.

3.1.2 Ecoulement de cisaillement

e
Y _
Vhaut — %e_}
- &
Vgauche Vdroit — Vgauche
Q
Bgauche Bdroit — Bgauche
Vbas I VN
= —gel

FIGURE 3.1 — Ecoulement de cisaillement dans un canal [0, L] x [0, 1], avec des conditions aux limites périodiques.

La premier cas envisagé est celui d’un écoulement de cisaillement dans un canal avec des conditions aux
limites périodiques en entrée et en sortie (figure 3.1). Le fluide subit un cisaillement apparent di au mouvement
relatif des la paroi supérieures ades vitesses opposées et égales aimposées 3, sur une hauteur /.

Pour cet écoulement, nous prenons comme longueur caractéristique la hauteur du canal et pour vitesse
caractéristique la vitesse imposée en haut :

L:=1,V:=u+:= (3.9)

=l <

Lorsque la donnée initiale By est homogene, Ss possede une solution particuliere explicite. Nous avons en effet
la proposition suivante :

Proposition 3.1.1 Supposons que la donnée initiale By soit homogene. Alors la solution de Sy est donnée
par :
(V(t,z,y),Btz,y)=(V(y),B(1)). (3.10)
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Avec :

Viy) =
0 1 (3.11)
t_
Vi ( 0l ) .
et B solution du sytéeme différentiel suivant :
- Wa 5 -1)- _
B=VV.B+BYV -2 (w, (B,B~Y) - K) =B K p g (p g (3.12)
B(t=0)= By.

Dans ce cas, il n’y a pas de couplage entre I’hydrodynamique et I’équation sur B : B évolue dans un champ
de vitesse fixé et I’étude S se ramene a I’étude du systeme différentiel 3.12. Dans le prochain chapitre les cas
homogene et hétérogene seront étudiés séparément.

3.1.3 Ecoulement dans un canal avec des conditions d’injection en entrée

_>
€y

Vhaut =0
(I

Vgauche — ugauche (y) =

T

Q Vdroit

Bgauche

Vbas =0

FIGURE 3.2 - Ecoulement dans un canal [0, L] x [0,], avec des conditions aux limites d’injection en entrée.

La deuxieéme cas envisagé est celui d’un écoulement dans un canal avec conditions aux limites d’injection
en entrée (figure 3.2). A gauche nous supposons que le fluide rentre avec un profil de Poiseuille :

ygauche _ , gauche (y) el = 4@% <1 _ %) er. (3.13)

Il faut noter que ce cas est plus difficile a traiter que le précédent. En effet il est clair que physiquement seule la
condition d’injection importe. Numériquement pour calculer le champ de vitesse il faut compléter les conditions
aux limites par une condition en sortie d’écoulement. Cette condition supplémentaire doit donc étre choisie de
fagon a perturber le moins possible la dynamique de I’écoulement en amont. Dans tous les cas nous supposerons
que :

Vdroit — udroit (t, y) e—m)’ udroit > 0. (3‘14)

Plusieurs choix sont possibles :
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— o st stationnaire. Cela revient & imposer une condition aux limites de Dirichlet en sortie de écoulement.

Nous pouvons prendre par exemple u@ 0 = ygauche,
; droit . . - e . ,
— Qpu" 4 (u.0,u) " = 0. Cela revient & modéliser une sortie libre” du fluide en aval de I’écoulement.
Nous privilégions la deuxiéeme option. Pour cet écoulement, nous prenons comme longueur caractéristique la
)

hauteur du canal et pour vitesse caractéristique le maximum de la vitesse a I'entrée :

L:=1V:=mu,%:= Z (3.15)
L
3.2 Schéma numérique
3.2.1 Equation de Stokes
Nous supposerons que B (et donc S) sont fixés. Posons f := V.S.
Soit & résoudre le probleme de Stokes suivant :
—AV =af —Vp
V.V =0 (3.16)

V = vbord gur 9Q.

Pour résoudre le systeme 3.16, on utilise l'algoritme d’Uzawa (voir [37]). Il s’agit d’un algoritme itératif conver-
geant vers la solution (V) p) du probleme de Stokes. Nous rappelons briévement sa description :

Soient € et s deux réels strictement positifs et k4. un entier.

1. initialisation : (Vp,po) fixés.

V.V P
| |ka|2 > ¢ et k < kpqr nous résolvons :
2

2. tant que

Vir1 = Vvbord sur 9.
Puis nous posons : pgr1 :=pr — sV.Vir1, k:=k+1
3. la solution est : (V,p) := (Vi, pk)-

En principe Dalgoritme converge a condition que 0 < s < 2. Nous avons choisi des valeurs qui semblent
minimiser le nombre d’itérations : s = 0.75 pour ’écoulement de cisaillement et s = 1.7 pour I’écoulement avec
les conditions aux limites d’injection.

3.2.2 Equation sur B

Pas fractionnaires

Nous supposons maintenant que V est fixé et stationnaire. Nous cherchons a résoudre :
_ wa(B,B~Y)—K _
OB+ V.VB=-20(w, (B,B™") — K) %B.g (B,B™Y) (3.18)
B (t =0) = By.
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Pour résoudre un tel systéme, nous utilisons la méthode des pas fractionnaires. Pour ce faire I’équation est
séparée en trois parties. Partant de By on obtient B (t = dt) (dt est ici fixé) par la résolution successive des

trois systemes suivants :

E ) 3tB%+V.VB%=O
tape Bi (t =0) = By,

. 3tB% ZVVt.B%—i-B%.VV
W2 B (1 =0) = By (di),
OB = 20 (w, (B.B~Y) — K) “(PE ) K p g (p B

Etape 3{ B(t=0) =Bz (dt).

Il faut donc se donner une méthode pour résoudre chacune des étapes de la méthode.

Transport
Notons 7 (V) : B —— —V.VB. Pour résoudre :

0B =—T (V) (B)
{ B(t=0)= By

nous utilisons un schéma d’Euler explicite. Ce schéma (d’ordre 1 en temps) s’écrit :

B(dt) = By — dtT (V) (Bo).

Termes de dérivées objectives
Notons L (V) Popérateur tel que :
L(V): B—VV'.B+BVV

Pour résoudre :
B =L(V)(B)
B(t=0)= By

nous utilisons un #-schéma. Si nous choisissons 6 = % alors nous avons :

B (dt) — By

1
- =5 (L(V) (B (dt) + Bo)).

ce qui se réécrit :
dt -t dt
B(dt) = (1 - ?C(V)> o <1 e, (V)) (Bo).

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Cette formule nous donne une approximation de B (dt) (d’ordre 2 en temps), & condition que 1 — % £ (V') soit

inversible.
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Proposition 3.2.1 les deux conditions suivantes garantissent 'inversibilité de 1 — %ﬁ (V) :
— st det(VV) <0 alors 1 — %E (V') est inversible sans restriction sur dt.
— si det(VV) >0 alors 1 — %E (V) est inversible a condition que dt soit tel que :

1

dt < dtop; = ————.
T det(WV))]

(3.28)

D=

Preuve: soit 'application J telle que :

B,. B
J: W ) = B b= (B, Bys, Byy) -
<Bym Byy) Y yy

Considérons P'opérateur J o £ (V) o J=1 que nous noterons toujours £ (V). Sous la condition V.V = 0 son
polynéme caractéristique est :

X (4(det (VV)) = X?) .
Par conséquent son rayon spectral vaut :
2|det (VV)|V/2.

— sidet (VV) < 0 alors toutes les valeurs propres de 1 — %ﬁ (V') sont de partie réelle égale a 1, 1 — %E (V)
est inversible sans restriction sur dt.
— au contraire si det (VV') > 0 alors 1 — %E (V') reste inversible pourvu que :

1

dt < dtpy; == —————
7T Jdet (WV))

=

Plasticité
Pour terminer il faut s’intéresser a la résolution approchée de :
wq(B,B~1)

{ 0B = —20 (w, (B,B) - K) 20 X p (B, B (3.29)
B(t=0) = By.

Notons que :
— si By est a l'intérieur du domaine élastique alors 6 (wa (Bo, By 1) - K ) = 0 et By est un point d’équilibre
pour 3.29. Autrement dit :
B(t) = By.

— Puisque la plasticité fait décroitre I’énergie élastique du systeme, w, est une fonction de Lyapounov pour
le systeme différentiel.
Il est important de choisir une méthode numérique qui reproduit la décroissance de I’énergie le long de la
trajectoire. Nous avons choisi une méthode explicite de Runge Kutta d’ordre 4. Nous avons pu constater que
cette méthode d’ordre 4 en temps reproduit convenablement cette décroissance.
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3.2.3 Discrétisation en espace

Pour discrétiser les équations en espace nous nous inspirons des schémas MAC (voir [19]). En effet nous
utilisons une grille cartésienne de taille M x N, avec un placement décalé des inconnues (figure 3.3).

M
FTA  FT AT FTATT  FT AT r T A~
g FtAd-l—F+Ad-l—F+Ad-l—F+-d-I—F+--I-F1
E T O O T O (T O B B
L o
_ rTT T
ez ot + 4
Ll L
L LR
| [ | [
rTT TTA
A + -
L1 N | N
L SR
C T
rrT T
ot +
Ll Ll
L JLR
L T e e R B e B L L e el ot S I B S
O R B N N B R O B B
L R e
Vij+1
By
Wl X W e
Pij
Vi
dx

FIGURE 3.3 — Domaine de calcul, placement des inconnues. La partie de la grille en traits discontinus correspond
aux extrapolations hors du domaine de calcul.
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Equation de Stokes

On peut écrire le systeme 3.16 sous la forme développée suivante :

- a%:cu + 853/“/) =« (a:cS:c:c + ayS:cy) - 890]7
02,0+ 02,0) = @ (B Sye + Dy Syy) — Oyp
By + Dyv = 0 (3.30)

bord
( Z ) = ( :jbmd ) sur OS2

Nous discrétisons 3.30 en espace par la méthode des volumes finis. Etant donné le placement des inconnues
donné par 3.3, les premieres et deuxiemes équations de 3.30 s’integrent sur des volumes de controle différents :
— Le volume de contrdle générique associé a la premiere équation (noté RZ“]) est un rectangle centré en
((z‘ — 1) dz, (j - %) dy) (figure 3.4).
— Le volume de controle générique associé a la deuxiéme équation (noté Rfj) est un rectangle centré en
((z - %) dx,(j —1) dy) (figure 3.4).
L’intégration de la premiere équation de 3.30 sur R}; donne :

Opuny + / Oyuny, = a/ Szl + a/ Sayny + / PNy, (3.31)
BR% BR% BRZ BR% BR%
dont la forme discrete est :
dy dx
% (ui_lj — 2114']' + ui+1j) + d_y (uij_l — 2114']' + uij+1) = ady (Sxxij — Sxxiflj)
+ Oédf]; (Sxy2%3+% S:cyilj%>
+ dy(pij — pi-1j) - (3.32)
Notons que Sz, L1 et Szy 1., nesont pas dans la grille, nous les calculons par moyennisation (figure 3.4) :
tTgITy tT3IT2
Smyi,%jJr% = % (Smyi—ljﬂ + Swyij+1 + Swyiflj + Smyij) )
Sxyi,%j,% - % (Sxyz‘j + Sxyiflj + Sxyifljfl + Sxyijfl) : (3’33)

De méme, la deuxiéme équation intégrée sur R;; puis discrétisée donne :

dy dx
% (Ui—lj — 2%]' + 1)1'4_1]') + d_y (Uij—l — 2%]' + Uij+1) = ady (Syxi+%j% — Syxz%]%)
+ adr (Syyij - Syyijﬂ)

+ dx (pz'j — pz'j—l) . (334)
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Comme précédemment Sy, 1 et Sy |, , sont calculés par moyennisation (figure 3.4) :
i—gity i—gi=3
1
Sy 1+2J,_ Z (SyxiJrlj + Syx” + Syxz+1] 1 + Syl‘w 1) )
1
Sy Z (Syxij + Syl'iflj + Syxijfl + Syxifljfl) : (3'35)

Equation sur B
Transport

Nous nous intéressons a la discrétisation du terme 7 (V') (B). En dimension deux d’espace, nous avons :
T (V) (B) =u0,B + vdyB (3.36)

Pour discrétiser ce terme nous utilisons un schéma Upwind. Il s’agit d’un schéma décentré qui tient compte du
sens de I’écoulement pour I'évaluation de 0,5 et 0,B. Ainsi pour I'approximation de 0,5 :

(0:B);; = 2= sty ;>0
(0,B),; = Ze=Pu iy, 415 <0 (3.37)
(0:B);; =0 si Ui 1y = 0.

Etant donnée le placement particulier de u et v sur la grille, le schéma nécessite l'interpolation de u et v aux

points ((z - %) dr, (j - %) dy) (figure 3.5) :

_ Ui Uity
Yird; = 7 o
_ Vij + Vij41
Vel =T 5 (3.38)
Enfin précisons que ce schéma est stable sous la condition de CFL classique :
1
dt < dt.p = . (3.39)
maxm( uiJr%j ) n maxi’j( U’ijJr% )

dx dy

Termes de dérivées objectives

La résolution de 3.25 nécessite le calcul de produits matriciels. Pour pouvoir les évaluer, il faut que
les composantes de VV?! et B soient définies aux méme endroits, c’est-a-dire aux points de coordonnées

((z — %) dx, (j — %) dy) (figure 3.5). Cela ne pose pas de probléme pour les composantes diagonales de VV? :

TTij

t — Vij41 Vi
Vvyyzj T dy

Vvt = Ui+1j —Uij
{ du (3.40)
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En revanche pour les composantes extra-diagonales de VV? il est nécessaire de procéder a des calculs de
moyennes (figure 3.5) :

vt U4 — Uy
Wi-li+d dy
vt o Ui1541 — Uity
Y., 1.1
itgit3 dy
Vvt _ ul] — uij_l
TY,_ 1, 1 d
i=5i-3 Yy
vt U1 — Ui415-1
irigi-) dy
1
AVAZARSE I (VA VA AVATAS AVATAS + VvV 3.41
TYij 4 xyi*%jJﬁ% + xyi+%j+% + xyi*%j*% Z‘yi+1%j7% ? ( )
vt _ Vij+1 — UVi—1j+1
YLty dx
2 2
vVi _ Uitl1j+1 — Vij+1
yr. 1.,.1
itgit+d dx
Vvt _ Uij — Ui_lj
Yyr, 1.1 d
i—5J—% X
vyt _ Vit1j — Vi
Yr. 1.,.1
i—5it5 dr
1
vvi =—(VV! +VVi + VvV + vVt . 3.42
TYii 4 YLl Wirditd Y11 Wip1l;-1 ( )
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FIGURE 3.5 — Composantes de u et v aux points ((z—%) dzx, (j—%) dy) et de VV! aux

(-5 (- ) ),
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3.2.4 Semi-discrétisation en temps

Nous proposons une discrétisation temporelle explicite de Sy (figure 3.6) :
— connaissant B™, (donc S™) au temps t", I’équation de Stokes donne (V" p™)

—AV"? = aV.5" — Vp"
V.V =0 (3.43)
yn = ybord gur 90,

— Iéquation sur B donne B"*! au temps t"t! := " + dt" & partir de (B", V™, p"). Plus précisément,
By+1 = B(dt") avec :

n nt n -1 w“(B’Bil)_K -1
OB+V"VB=VV" .B4+BVV"—-20(w, (B,B™") - K) ——3+—B.G(B,B™") (3.44)
B(t=0)=DB".

Stokes (Uzawa)
Bn (Bn’ Vn’pn)
Bn—',-l

FIGURE 3.6 — semi-discrétisation temporelle de Sy

Notons qu’a chaque pas de temps dt" a été choisi tel que :

1
dtn < min <dt?fl7 dt?bj? —> . (345)
(%
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3.2.5 Convergence du schéma

Nous proposons une étude de la convergence en maillage de la méthode. Pour une telle étude nous considérons
le cas d’un écoulement de cisaillement pour lequel nous faisons les choix suivants :

l=1,L=2a=050b=05We=1K=1,a="15.

D’autre part le systeme est initialisé en contrainte avec une distribution de contraintes élastiques telles que :

St=0,z,y) = ( a(g(n),y) 8 ),

o(z,y) = (1 + % (1 + cos (4713;))) (1—-4(@y(1-y))).

La relation élastique de Mooney-Rivlin étant explicitement inversible, nous avons :

B(t=0,z,y) = < B(z’y) (1) ),

B(a,y) =0 (,y) + /(o (z,9)* + L.

Notons |V| et |B| les normes euclidiennes discretes de V' et B respectivement :
2
V%= uzzj +22, Ui2j7
2
BI* =% tr (By BY) . (3.46)

avec

Nous considérons cing grilles de tailles :

My x Ny, My = Ny,
My x No, My = Ny, Ny = 2N,
Ms x N3, M3 = N3, N3 = 2N,
My x Ny, My = Ny, Ny = 4N5.
Nous prendrons N7 = 25. A chaque grille est associée sa solution notée (V; (t), B; (t)). L’étude de la convergence
en maillage du schéma suppose en principe la connaissance d’une solution analytique de référence, ce qui est

ici exclu. Par conséquent la solution de référence est calculée numériquement, sur la grille de plus grande taille.
Nous prendrons par exemple :

(Vs (8), Breg (1)) == (Vi (t) , B4 (1)) - (3.47)
Nous définissons l'erreur relative par la relation :
1
(t) — 2 () — 2\ 2
[Veer O + [Breg (1)]
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S
?_’((f)) est de 'ordre de ( ]J\yl[ ) . Ici nous avons :

k3

Nous dirons que le schéma est d’ordre s si

N3 Ny 5

Ny Ny 7
Un schéma d’ordre s devrait donc produire des rapports d’erreurs de 'ordre de 2°. Les courbes d’erreurs 3.7,
3.8, 3.9 et 3.10 nous indiquent que le schéma doit étre d’ordre 1.

0.045

0.040

0.035

0.030

0.025

0.020

0.015

0.010 T T T T T T T

o
N
IS
B
®
8
8

1

FIGURE 3.7 — Evolution de l'erreur €' au cours du temps.
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0.008 7|

0.006
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©
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FIGURE 3.8 — Evolution de l'erreur €2 au cours du temps.
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FIGURE 3.9 — Evolution de l'erreur €3 au cours du temps.
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FIGURE 3.10 — Evolution des logarithmes des rapports d’erreurs ﬁln (E—;) (en trait plein) et ﬁln (E—i) (en

pointillés) au cours du temps.
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Chapitre 4

Résultats numériques

Dans ce chapitre, nous présentons les premiers résultats numériques obtenus pour des écoulements bidimen-
sionnels en régime de Stokes c’est-a-dire décrits par le systeme S, :

—AV =aV.5—-Vp

S =&, (B,BY)
Wa -1)- _
${ 9,B+V.VB=VV'.B+ BNV -2 (w, (B,B™") - K) “BL K p o (p p1)
V.V =0

V(t=0)=V,, B(t=0)=B.

La géométrie de cisaillement est d’abord envisagée. Rappelons que dans le chapitre 3 nous avons distingué deux
cas :
— si I’état de déformation initial est spatialement homogene alors il n’y pas de couplage avec la vitesse : la
déformation reste homogene et n’induit pas de fluctuation spatiale du gradient de vitesse.
— en revanche une inhomogénéité de la déformation initiale induit un couplage entre I’équation sur la
déformation B et I’équation de Stokes sur la vitesse V.
Nous allons étudier séparément ces deux situations. Dans chaque cas nous proposons une description de la
dynamique de I’écoulement ainsi qu'une discussion rhéologique de I'influence des parametres du modele sur la
réponse stationnaire.
Le chapitre se termine avec la présentation sur un exemple de la dynamique de I’écoulement dans la confi-
guration du canal avec des conditions aux limites d’injection.

4.1 Cisaillement imposé, cas homogene

Lorsque la déformation est initialement homogene, le modele local suffit a fournir la réponse mécanique du
matériau. Nous avions déja évoqué ce point au chapitre précédent et c’est cette premiere situation que nous
envisageons maintenant.
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Rappelons que nous nous intéressons a des modeles hyperélastiques de Mooney-Rivlin :
wq (B, B™1) = atr (B) + (1 —a) tr (B™!) — 3,
S=¢&,(B,BYY=aB—(a—1)B™! - (2a—1)1d. (4.1)

D’autre part nous nous intéressons a des modeles de plasticités interpolés. Ces modeles ont été construits au
chapitre 1 et sont tels que :

Dy = 0(w,(B.B")-K) Ya (B’If/_el) “Kpg (B.B™)
= 0w (5.57) - 1) T K B S
= 0(w, (B,B™) - K) o (B’If/_el) R BB 2+ (1-b)BY) & (BB Y.

(4.2)
La géométrie de cisaillement ainsi que la réduction du systeme par invariance selon la direction e sont
décrits dans le chapitre 3. Rappelons simplement que dans les conditions d’écoulement qui nous intéressent ici,

seules les équations sur B, By, et B, importent. A partir d’ici, B, S et VV! désignent respectivement les

tenseurs :
B B
B = xTxT Ty ,
( Byr Byy )

S=aB—(1—a)B™'—(2a—1)1d,
(01
o (11) »

€7 se récupérant simplement :

Shom

les composantes de la déformation et la contrainte élastique selon

1 a
B,=——,5,.,=———(1—a)det(B) — (1 —2a). 4.4
== G By O T qerqm (L@ det(B) - (1= 20) (4.4)
L’étude du cas homogene revient a explorer les propriétés du systeme différentiel sur B auquel vient s’ajouter
la loi élastique de Mooney-Rivlin. Nous avons :

3 =VV! _ —1y _ ) wa(BBT)-K -1
ghom | B=VV.B+ BNV 20 (w, (B,B™") - K) ““Z "= B.G(B,B™) (4.5)

B(t=0)= By.
Nous rappelons que les équations sont sans dimension : la variable t est la variable de déformation appliquée
au systeme (les physiciens ont I’habitude de la noter 7). La vitesse 4 a laquelle cette déformation s’applique
est incluse dans la définition de We, puisque :

We =4, (4.6)

T étant un temps caractéristique lié au terme de plasticité (voir le chapitre 1).
Nous nous proposons de faire une étude rhéologique du cas homogene. Une étude du méme type (mais avec
des non-linéarités plastiques moins générales) a été publiée dans notre premier article sur le sujet ([1]).
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4.1.1 Trajectoires de la déformation et de la contrainte élastiques pour un cisaillement
homogene

Ecriture du systéme dans le référentiel propre de la déformation élastique

8

FIGURE 4.1 — Le cisaillement homogene imposé dans la base xyz attachée au laboratoire (z étant la direction de
la vorticité) entraine une inclinaison (base XY z) des axes principaux du tenseur B par rapport au cisaillement.
La dimension des axes de 'ellipse représente les valeurs propres 31 et 5 de B.

Dans larticle, une représentation de type spectral a été adoptée pour la déformation élastique : plutot que
d’écrire I'équation différentielle sur B dans le repere fixe de ’écoulement, nous avons préféré I'écrire dans le
référentiel lié & la base des vecteurs propres de B (figure 4.1). Autrement dit, le systeme S"™ peut s’écrire
comme un systeme différentiel dont les trois inconnues sont d’une part les deux valeurs propres de B notées
B1 et B2 (la troisieme s’en déduisant par la condition d’incompressibilité : 818253 = 1), d’autre part le cosinus
u = cos (26) 1ié a I'inclinaison @ de la base propre par rapport a la base de I’écoulement. Les détails de I'obtention
de ce systéme sont donnés dans l’appendice C.1 de l'article [1]. Rappelons simplement que le plasticité étant
une fonction isotrope de la déformation élastique D;} et B sont coaxiaux.

L’équation sur B du systeme S"™ se rééerit :

5'1 =v1—u2B — 251(5};352)
1

Seigen 5'2 — /11— u2ﬁ2 _52% (47)
. +
U =v1-—u? (1_1%1?6;)

Dans le systeme d’équations ci-dessus, les fonctions 1 (51, 32) et 9o (51, 52)) sont les valeurs propres de la
plasticité adimensionnelle TD]";.

82



Cette représention est commode : elle nous permet par exemple de tracer le portrait de phase de S"™ dans
le plan (f1, 82) des valeurs propres de la déformation. Néanmoins il faut I'utiliser avec précaution : tout état
de déformation possédant une valeur propre de multiplicité plus grande que 1 est une singularité du systeme
lorsqu’il est décrit dans son référentiel propre, comme le montre ’équation sur u du systeme S¢9¢".

Régime élastique

A Tintérieur du domaine d’élasticité S"*™ est résolu de facon exacte. En effet lorsqu’il n’y a pas de plasticité
0 1

0 0 ) alors 'opérateur L (V') tel que :

I’équation sur B est linéaire. De plus si VV! = (

L(V): B—VV'.B+ BYVV

est nilpotent d’ordre 2. Nous avons :

B, (t) = By, (0) 2+ 2B, (0)t + By, (0)
Buy (t) = Bay (0) + By (0)1 (48)
Byy (t) = By, (0) .

Si ’état de déformation élastique initial est tel que :

alors les valeurs propres de B et I'orientation de la base propre ne peuvent pas s’obtenir en résolvant directement
S99 & cause de la singularité initiale (il y a une unique valeur propre de multiplicité plus grande que 1) : il
faut diagonaliser B a posteriori. Nous avons :

Bay (t) = 2+ 1,
By, (t) =t, (4.9)
By, (t) =1

Puis :

(4.10)

%

Notons qu’en régime élastique il n’y a pas d’effet de dilatation dans la direction €7 orthogonale au plan de

I’écoulement puisque :

1 1
B, (t) = = =1 4.11
V= Em  RORO Ay
Intéressons-nous aux contraintes élastiques. Rappelons que nous avons :
S=&(B,B')=aB~(1-a)B~' —(2a—1)1d. (4.12)
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B s’inverse facilement :

D’ou :
at? t
S(t)-( to(a—1)¢ ) (4.13)
Nous avons aussi d’apres 1’équation 4.4 :
S.. (t) =0.

Nous appelons premieres et secondes différences de contraintes normales les quantités notées N1 et N et telles
que :

Ny (t)

vz (1) —
Ny (1) -

S wy (1)
Syy (t) :

S
Sz (1)

(4.14)

Ces contraintes sont importantes puisqu’elles sont responsables de certains effets dynamiques propres aux fluides
visco-élastiques (voir [28]). Nous avons :

Ny (t) = t2,
Ny (t) = (a — 1) t% (4.15)

En régime élastique la puissance des contraintes élastiques est telle que :

St):D = S(t):VV
= Sy, (t)=t.

Pour finir I’énergie élastique stockée le long de la trajectoire élastique s’obtient simplement :
wa (B(#), B (1)) = a(tr(B(1)+ Ba (t)

+ (1—a) (v (B () + B (1) - 3
= ¢ (4.16)

Cette équation permet d’évaluer la déformation totale appliquée au systeme depuis l'instant initial lorsque le
seuil de plasticité est atteint :
wa (B(t),B®)") =K & t=VK. (4.17)
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Régime transitoire et réponse stationnaire

Une fois le seuil franchi, un écoulement d’origine plastique se produit. Un régime transitoire d’abord observé,
un état stationnaire s’établit ensuite progressivement. Cet état stationnaire est caractérisé par I’équilibre des
termes d’entrainement avec 1’écoulement plastique :

w, (B, B71)
We

Dans [1] nous avons montré que dans le plan de phase des valeurs propres de la déformation élastique les états
stationnaires sont caractérisés par ’équation :

VVI.B+ BNVV =20 (wa (B, B—l) - K) “Kpg (B, B—l) . (4.18)

= We, (4.19)

Iorientation de B dans le plan de I'’écoulement étant telle que :

tan (0) = \/% (4.20)

4.1.2 Influence des parametres du modele

Nous allons nous intéresser maintenant a 'influence des différents parametres du modele dans la réponse
en régime transitoire et stationnaire.

Infuence de We
Intéressons-nous a l'influence de We. a, b et K sont fixés :
a=b=05 K=1.
Nous prenons trois valeurs de We :
We=04, We=2et We = 10.

La figure 4.2 représente I’évolution de la déformation dans le plan de phase des valeurs propres pour les
différentes valeurs de We. Dans le domaine élastique les trajectoires sont confondues : il n’y a pas de plasticité,
We n’intervient pas. En revanche lorsque le seuil de plasticité est franchi, un écoulement plastique se produit.
Au cours du régime transitoire les trois trajectoires se séparent progressivement. Pour chaque valeur de We un
régime stationnaire est atteint. Cela est prédit par 1’équation 4.19.

La figure 4.3 retrace 1’évolution de l'orientation de B dans le référentiel d’écoulement. En régime élastique
la déformation s’aligne progressivement avec ’écoulement, indépendamment de We. Des que de la plasticité se
produit, I'orientation change avec We. Les équations 4.19 et 4.20 décrivent I'orientation asymptotique de B en
fonction de We. L’influence de We est représentée dans la figure 4.4.

La figure 4.5 décrit I'évolution de la composante de cisaillement Sy, de la contrainte élastique. Pour chaque
valeur de We nous observons successivement :
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— une croissance linéaire et indépendante de We de Sy, en régime élastique. Cette croissance a déja été
calculée de facon exacte (équation 4.13).
— un pic de contrainte au cours du régime transitoire, dont I'amplitude varie en fonction de We (Les
physiciens appelent ”overshoot” ce pic de contrainte).
— une phase de relaxation vers 1’état stationnaire.
Notons qu’asymptotiquement notre modele produit une réponse rhéofluidifiante : a I’état stationnaire la courbe
d’écoulement qui relie S;, a We est concave.
Enfin les figures 4.7, 4.8, 4.9 et 4.10 décrivent I’évolution des contraintes normales élastiques ainsi que
I'influence du We sur leur amplitude a I’état stationnaire.

1.0
seuil
0.9
0.8

077

B2 o]

04

037

We—10—stationnaires|
02 — T T T T T T T T T
05 1.0 15 20 25 3.0 35

FIGURE 4.2 — Evolution de la déformation élastique dans le plan de phase des valeurs propres pour différentes
valeurs de We.
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FIGURE 4.3 — Evolution de Porientation de la base propre de la déformation élastique pour différentes valeurs
de We.

FIGURE 4.4 — Orientation de la base propre en fonction de We en régime stationnaire.
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FIGURE 4.5 — Evolution de la composante de cisaillement de la contrainte élastique pour différentes valeurs de
We.
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FIGURE 4.6 — Composante de cisaillement de la contrainte élastique en fonction de We en régime stationnaire.
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FIGURE 4.7 — Evolution de la premiere différence de contraintes normales élastiques pour différentes valeurs de
We.

Ny ]

FIGURE 4.8 — Premiere différence de contraintes normales élastiques en fonction de We en régime stationnaire.
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FIGURE 4.9 — Evolution de la deuxieme différence de contraintes normales élastiques pour différentes valeurs
de We.

FIGURE 4.10 — Deuxieme différence de contraintes normales élastiques en fonction de We en régime stationnaire.
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Influence de K

La méme discussion peut étre menée pour comprendre l'infleunce de K. Nous avons choisi :
a=b=0.5 We=1.

Nous pouvons remarquer que :
— la transition du régime élastique vers le régime d’écoulement semble devenir moins réguliere (figure 4.14)
lorsque K augmente.
— en régime stationnaire les forces normales ont une croissance linéaire par rapport a K.

B2 o5

FIGURE 4.11 — Evolution de la déformation élastique dans le plan de phase des valeurs propres pour différentes
valeurs du seuil K.
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FIGURE 4.12 — Evolution de lorientation de la base propre de la déformation élastique pour différentes valeurs
de K.
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FIGURE 4.13 — Orientation de la base propre en fonction de K en régime stationnaire.
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FIGURE 4.14 — Evolution de la composante de cisaillement de la contrainte élastique pour différentes valeurs
de K.
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FIGURE 4.15 — Composante de cisaillement de la contrainte élastique en fonction de K en régime stationnaire.
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FIGURE 4.16 — Evolution de la premiere différence de contraintes normales élastiques pour différentes valeurs
de K.

Ny ]

FIGURE 4.17 — Premiere différence de contraintes normales élastiques en fonction de K en régime stationnaire.
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FIGURE 4.18 — Evolution de la deuxiéme différence de contraintes normales élastiques pour différentes valeurs
de K.

FIGURE 4.19 — Deuxieme différence de contraintes normales élastiques en fonction de K en régime stationnaire.
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Influence de «

Examinons maintenant 'influence de a. Nous avons choisi :
b=0.1, We=K = 1.

Le parametre a joue un role un roéle nuancé : par exemple son effet sur la valeur des contraintes de cisaillement
et la premieére différence de contraintes normales en régime stationnaire n’est pas spectculaire (figures 4.23 et
4.25). Son influence apparait plus marquée sur la deuxieme différence de contraintes normales (figure 4.27) : il
s’agit d’un véritable effet tensoriel.

09
087
07
B 067
05
04

037

0.2

FIGURE 4.20 — Evolution de la déformation élastique dans le plan de phase des valeurs propres pour différentes
valeurs de a.
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FIGURE 4.21 — Orientation de la base propre en fonction de a en régime stationnaire.

FIGURE 4.22 — Evolution de la composante de cisaillement de la contrainte élastique pour différentes valeurs
de a.
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FIGURE 4.23 — Composante de cisaillement de la contrainte élastique en fonction de a en régime stationnaire.
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FIGURE 4.24 — Evolution de la premiere différence de contraintes normales élastiques pour différentes valeurs
de a.
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FIGURE 4.25 — Premiere différence de contraintes normales élastiques en fonction de a en régime stationnaire.

FIGURE 4.26 — Evolution de la deuxiéme différence de contraintes normales élastiques pour différentes valeurs
de a.
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FIGURE 4.27 — Deuxieme différence de contraintes normales élastiques en fonction de a en régime stationnaire.

Influence de b

Nous terminons avec l'influence de b. Nous avons fait les choix suivants :
a=0.1 We=K=1.

Nous pouvons faire les mémes commentaires que pour 'influence de a, puisque les effets de cette non-linéarité
sont particulierement marqués sur la figure 4.35 qui décrit I’évolution de No avec b a I'état stationnaire.

4.2 Cisaillement imposé, cas hétérogene

Nous nous intéressons maintenant au cas d’une donnée initiale hétérogene. Dans ce cas ’équation sur la
déformations est couplée a I’équation de Stokes sur la vitesse V :

(4.21)

—AV =aV.5 -Vp
V.V =0.

Nous avons considéré deux types d’hétérogénéités de I'état de contraintes élastiques initial :

— des hétérogénéités dépendant de y uniquement.

— des hétérogénéités dépendant de = et y simultanément.
Il est important de faire cette dissociation puisque physiquement des hétérogénéités selon y sont un ingrédient
nécessaire pour produire de la localisation dans I’écoulement. Apres avoir décrit le type d’hétérogénéités initiales
choisies pour les simulations, nous présentons sur deux cas quelques profils de vitesse et de contraintes observés
en régime dynamique. Comme 1’écoulement peut présenter des bandes bloquées a l’état stationnaire, nous
proposons une étude de la largeur de ces bandes en fonctions des parameétres inclus dans le modele : a, b, «,
We et K.

100



52 0.6

FIGURE 4.28 — Evolution de la déformation élastique dans le plan de phase des valeurs propres pour différentes
valeurs de b.
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FIGURE 4.29 — Orientation de la base propre en fonction de b en régime stationnaire
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FIGURE 4.30 — Evolution de la composante de cisaillement de la contrainte élastique pour différentes valeurs
de b.

Smy 0757

FIGURE 4.31 — Composante de cisaillement de la contrainte élastique en fonction de b en régime stationnaire.

102



FIGURE 4.32 — Evolution de la premiere différence de contraintes normales élastiques pour différentes valeurs
de b.

N1 |

FIGURE 4.33 — Premiere différence de contraintes normales élastiques en fonction de b en régime stationnaire.
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FIGURE 4.34 — Evolution de la deuxiéme différence de contraintes normales élastiques pour différentes valeurs
de b.

FIGURE 4.35 — Deuxieme différence de contraintes normales élastiques en fonction de b en régime stationnaire.
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L’ajout d’hétérogénéités selon x sera pour nous ’occasion de mesurer leur importance dans la dynamique de
I’écoulement. Nous verrons que de telles hétérogénéités jouent un role subtil dans la dynamique de I’écoulement
et peuvent interagir avec des hétérogénéités selon y de fagon tout & fait non triviale dans les phénomenes de
localisation.

4.2.1 Hétérogénéité de ’état initial des contraintes selon y uniquement

Dans un premier temps nous nous limitons a I’étude d’un écoulement invariant selon x. Nous allons voir
que pour simuler un tel cas il suffit de considérer des hétérogénéités de la donnée initiale dépendant de y
uniquement.

Distribution initiale des contraintes élastiques, conséquences

Puisque 1'élasticité est inversible, prescrire la déformation initiale est équivalent a prescrire la contrainte
initiale. Pour une élasticité de Mooney-Rivlin I'inversion s’obtient simplement. En effet si les spectres de B et
S sont notés (f3;), et (0;), alors un simple calcul permet d’exprimer f; en fonction de o; :

oi=ap— 54 — (20 -1),

1
1—0'1'

bi = %(ai+2a—1+\/(0i+2a—1)2+4a(1—a)> sinon.

sia=0

Nous avons vu plus haut que l'invariance des équations dans la direction de &2 implique :
Sz. =Sy = 0.

Les contraintes élastiques initiales induisent des forces qui se superposent aux forces générées par le mouvement
des parois. Pour simplifier nous considérons le cas de contraintes élastiques initialement a I’équilibre, c’est-a-dire
n’induisant pas de forces a 'instant t =0 :

V.S (t=0)=0. (4.22)

Dans un premier temps nous nous limitons a ’étude d’hétérogénétités dépendant de y uniquement. Pour les
simulations nous avons choisi :

St=0y)=(1-(y(1-y)’)e e

Sxm(t:()vy)

Le parametre [ fixe 'hétérogénéité de la donnée initiale : si f = 0 alors S (¢t = 0) est homogene. Il faut donc
prendre 5 > 0. Dans les simulations qui suivent nous avons choisi g = 1.
Notons qu’a cause de 'homogénéité S (t = 0) selon x il est clair que I’écoulement reste homogene selon x :

ov

0B
% (t7x7y) - 07 % (t7x7y) =0.
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Puisque V (t,y) = u (t,y) & + v (t,y) &, la condition d’incompressibilité se rééerit :

ov

La composante v est donc nulle a cause des conditions aux limites de cisaillement, d’ou :
V(ty) =ul(ty) e

L’équation de Stokes peut alors étre réécrite :

{ z—sy (t,y) = a2 (t,)
G (ty) =3 ().
Cela ameéne quelques commentaires :

— seule la composante de cisaillement de la contrainte élastique pilote I’évolution de u. Attention : comme
I’élasticité est non-linéaire toutes les composantes du tenseur de déformation élastique B ont en fait une
contribution.

— le gradient de pression se récupere simplement a partir le la composante Sy, de la contrainte.

Nous terminons avec une remarque pratique : le code de calcul que nous avons développé pour la géométrie de
cisaillement est un code bidimensionnel capable de gérer des hétérogénéités de la donnée initiale selon x, pour
des écoulements résolus sur le domaine [0, ﬂ x [0,1], L et [ étant les tailles du domaine physique.

Dans le cas d’hétérogénéités selon y seulement, les profils de vitesse et de contrainte restent les mémes
quelque soit L, I’écoulement étant invariant selon x. Il est donc inutile de simuler I’écoulement pour des domaines
possédant un grand rapport d’aspect. Pour limiter la taille du probleme a résoudre et optimiser les temps des
calculs, nous avons donc choisi d’adapter la taille du domaine selon €2 en fonction de la finesse du maillage dy

selon e_y>, en prenant par exemple :

L
dx = dy, 7= 3dx.

Bien entendu cela n’affecte en rien 'exactitude des profils calculés.

Evolutions des profils de vitesse et de contrainte

Nous présentons maintenant 1’évolution des profils de vitesse et de contrainte pour deux valeurs de « :
— les figures 4.36, 4.37 4.38 et 4.39 correspondent au cas a = 5.
— les figures 4.40, 4.41 4.42 et 4.43 correspondent au cas a = 10.

Les autres parametres prennent les valeurs suivantes :

B=1We=1K=1a=05,b=05.

Les profils ont tous été obtenus pour un nombre N de points de discrétisation selon y égal a 240.
Nous constatons que le premier cas (o = 5) ne produit pas de localisation d’écoulement, le profil de vitesse
stationnaire étant régulier et le cisaillement constant (figure 4.36).
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Au contraire le deuxieme cas (o« = 10) conduit & la formation d’une bande bloquée coincée entre deux
bandes de cisaillement constant (figure 4.40). Le profil de vitesse étant simplement continu, le cisaillement est
discontinu et les différentes composantes de la contrainte élastique présentent un saut a l'interface entre la
bande centrale bloquée et les bandes en écoulement (figures 4.41, 4.42 et 4.43).

Attention : lorsque ’écoulement a produit de la localisation et que le régime stationnaire est atteint, des
oscillations sur S;, (mais aussi sur Ny et Ny) apparaissent et se propagent depuis les interfaces et a 'intérieur
des bandes bloquées. Il s’agit d’un phénomene numérique : les schémas que nous avons développés ne sont pas
capables de gérer une discontinuité telle que celle qui apparait lorsque 1’écoulement a produit de la localisation.
Bien entendu cela peut avoir des conséquences néfastes sur le calcul, dans le cas d’un écoulement qui aurait
commencé a localiser avec la formation d’une interface mais qui continuerait a évoluer avec une dynamique tres
lente. Pour simuler des écoulements plus réalistes, il faudrait dans I'avenir envisager des solutions numériques
a ce probleme.
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FIGURE 4.36 — Evolution du profil de vitesse u (a =b=10.5, We=K =1, a =5).
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FIGURE 4.37 — Evolution de la contrainte de cisaillement élastique Spy (a=b=05 We=K =1, a=5).
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FIGURE 4.38 — Evolution de la premidre différence de contraintes normales élastiques Ny (a

K=1 a=5).
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FIGURE 4.39 — Evolution
We=K=1,a=5).
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FIGURE 4.40 — Evolution du profil de vitesse u (a=b=0.5, We=K =1, a
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FIGURE 4.41 — Evolution de la contrainte de cisaillement élastique Sy (a =b=0.5, We=K =1, a = 10).
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FIGURE 4.42 — Evolution de la premitre différence de contraintes normales élastiques Ny (a
K =1, a=10).
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FIGURE 4.43 — Evolution
We=K =1, a=10).
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Etude de la largeur de la bande bloquée en régime stationnaire

Rappelons que notre modele comporte cinq parametres : a, We, K a et b. Il est intéressant d’essayer de
mieux comprendre le role de chacun de ces parametres dans 'apparition de bandes bloquées. Tel est I'objectif
de la discussion qui suit.

Les figures 4.44 a 4.53 représentent la largeur de bande obtenue a I’état stationnaire en fonction d’un jeu
de deux parametres du modele :

— « et b pour les figures 4.44 et 4.45.

— « et We pour les figures 4.46 et 4.47.

— a et b pour les figures 4.48 et 4.49.

— « et K pour les figures 4.50 et 4.51.

— K et We pour les figures 4.52 et 4.53.

Chaque plan d’étude est simulé deux fois avec deux précisions distinctes (N = 120 et N = 240).
Ces simulations nous donnent une premiere idée sur le role joué par les parametres du modele :
— une augmentation de o provoque une augmentation assez nette de la taille de la bande bloquée (figures
4.45, 4.47 et 4.51).

— une diminution de We provoque une augmentation de le taille de la bande bloquée (figures 4.47 et 4.53).

— une augmentation de K provoque une augmentation de le taille de la bande bloquée (figures 4.51 et 4.53).

— Deffet des non-linéarités d’origines élastique et plastique est plus complexe a interpréter. La surface 4.49

est a cet égard édifiante : une augmentation de b provoque une croissance de la bande dans le cas a = 0.1
et une diminution de la bande dans le cas a = 0.9

Il semble plus judicieux de confronter séparément ces parameétres aux autres parametres du modele. Par
exemple la figure 4.45 suggere que 'augmentation de b précipiterait 'apparition de bandes lorsque «
augmente aussi.

115



0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

18
16
14
12

FIGURE 4.44 — Largeur de la bande bloquée en fonction de b variant de 0.1 &4 0.9 et « variant de 1 & 20 (a = %,
We=K=1, N =120).
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FIGURE 4.45 — Largeur de la bande bloquée en fonction de b variant de 0.1 &4 0.9 et « variant de 1 & 20 (a = %,
We=K =1, N = 240).

116



05 10 15 20 25 30 35 40 45

We

FIGURE 4.46 — Largeur de la bande bloquée en fonction de « variant de 3 & 20 et We variant de 0.2 a5 ((K =1,
a=0b=0.5, N =120)).
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FIGURE 4.47 — Largeur de la bande bloquée en fonction de « variant de 3 & 20 et We variant de 0.2 a5 ((K =1,
a=>b=0.5, N = 240)).
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FIGURE 4.48 — Largeur de la bande bloquée en fonction de a variant de 0.1 a 0.9 et b variant de 0.1 a 0.9
(=10, We =K =1, N = 120).
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FIGURE 4.49 — Largeur de la bande bloquée en fonction de a variant de 0.1 a 0.9 et b variant de 0.1 a 0.9
(=10, We = K =1, N = 240).
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FIGURE 4.50 — Largeur de la bande bloquée en fonction de a variant de 7 a4 15 et K variant de 0.3 a 1 (We

a=b=05 N =120).

FIGURE 4.51 — Largeur de la bande bloquée en fonction de a variant de 7 & 15 et K variant de 0.3 a 1 (We

a=b=05 N =240).
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FIGURE 4.52 — Largeur de la bande bloquée en fonction de K variant de 0.725 a 1 et We variant de 0.2 & 5
(¢ =10, a =b= 0.5, N = 120).
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FIGURE 4.53 — Largeur de la bande bloquée en fonction de K variant de 0.725 a 1 et We variant de 0.2 & 5
(a =10, a =b=0.5, N = 240).
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Influence des non linéarités de la donnée initiale et stabilité de 1’état stationnaire

Nous avons vu que I'introduction dans la donnée initiale d’hétérogénéités selon y est un ingrédient nécessaire
pour que le modele puisse produire de la localisation a 1’état stationnaire. Nous nous proposons d’étudier plus
précisément l'influence de ces hétérogénéités. Les valeurs prises par les parametres du modele ne doivent donc
pas varier. Nous avons choisi :

a=16,We=K =1,a=0=0.5.

Rapplons que I’état de contraintes élastique initial est tel que :

S(t=0y)=(1-(y(1-y)") 2.0 e

La figure 4.54 décrit 'influence de 8 sur la largeur de la bande bloquée. Dans la figure 4.55 la méme étude
étude a été menée en prenant une perturbation du type :

St=0y)=(1—4ey(l—y)) @, @€y

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

FIGURE 4.54 — Largeur de la bande bloquée en fonction de § (a« = 16, We =K =1, a = b = 0.5).
Dans les deux cas, il y a une valeur critique des parametres 8¢ et ¢¢ en-deca de laquelle il n’y a pas de
blocage. Le taux de cisaillement est homogene :

ou
a_y (t = +o0,y) = 1.
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FIGURE 4.55 — Largeur de la bande bloquée en fonction de € (« = 16, We = K =1, a = b= 0.5).

Il est relié a B via I’équation d’équilibre 4.18 que nous rappelons :

wq (B, B_l) - K
We

VVt.B+ BVV = 20 (wa (B, B—l) - K) B.G (B, B—l) .
En I’absence de blocage 1’état stationnaire est donc un état stable : de petites perturbations d’un état initial
qui ne produit pas de localisation conduisent au méme état stationnaire.

Au-dela de ¢ et € des bandes bloquées apparaissent. Puisque leur taille croit avec 3 et €, ’état asymptotique
n’est plus stable.

4.2.2 Hétérogénéité de ’état initial des contraintes selon x et y simultanément

Nous venons de voir que la présence d’hétérogénéités selon y de I’état initial des contraintes élastiques est un
ingrédient nécessaire dans I'apparition de bandes de cisaillement. Pour simuler des écoulements plus réalistes il
faut également introduire des hétérogénéités selon x. C’est cette situation plus générale que nous envisageons
maintenant. Notre objectif sera d’examiner sur quelques cas simples comment des fluctuations de la donnée
initiale selon = et y interagissent entre elles. L’idée de la courte étude qui suit est donc de déterminer si I’ajout
d’hétérogénéités selon = peut jouer de fagon cruciale dans l'organisation de 1’écoulement et l'apparition de
bandes de cisaillement.
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Distribution initiale des contraintes élastiques

Nous nous restreignons a ’étude d’hétérogénéités de I’état initial des contraintes élastiques telles que :

St=0,z,y) =p(x)q(y) &5 @ e;. (4.23)
—
Szaz(t=0,z,y)

A cause des conditions aux limites périodiques p doit respecter :

Nous avons choisi de tester deux familles simples de fonctions :

—p(x)=1-(4z(1—2))’, B> 1 (& cause des conditions aux limites périodiques).

- plz)=1+ % (1 + cos (%x)), w € N* (toujours & cause des conditions aux limites périodiques).
Dans chaque famille un parametre permet d’ajuster la non linéarité de la donnée initiale.

D’autre part la fonction ¢ est toujours telle que :

qy)=1—-(dy(1—y))",v>0. (4.24)

Résultats

Nous présentons maintenant quelques résultats. Ces derniers ont tous été obtenus avec :
L=1, M =N =120.
D’autre part nous ne faisons pas varier les valeurs prises par les parametres 3, We, K, a et b :
6=1,We=1 K=1,a=0.5b=0.5.

Les figures qui suivent représentent :
— DPévolution du profil de vitesse en différentes abcisses (z = %, T = % et © = %, figures 4.56, 4.76 4.60,
4.62, 4.64, 4.66, 4.68, 4.70, 4.72 et 4.74).
— DI’évolution de la distribution d’énergie élastique (figures 4.57, 4.77, 4.61, 4.63, 4.65, 4.67, 4.69, 4.71, 4.73
et 4.75).
La fonction p est telle que :
— p(z)=1— (4z (1 — 2))? dans les figures 4.56, 4.57 et 4.60 & 4.67.
- plz)=1+ % (1 + cos (%x)) dans les figures 4.76, 4.77 et 4.68 & 4.75.
L’idée consiste a cerner 'effet des d’hétérogénéités selon x sur l'organisation de I’écoulement et I’apparition de
bandes bloquées. Pour ce faire nous avons considéré deux valeurs de « égales a 7.5 (figures 4.56 a 4.77) et 10
(figures 4.60 & 4.75). En I’absence d’hétérogénéité selon = pour la donnée initiale, le cas o« = 7.5 ne provoque
pas de localisation d’écoulement tandis que le cas o = 10 conduit a 'apparition de bandes bloquées.
A la lumiere de ces résultats il semble que :

123



FIGURE 4.56 — Evolution des profils de vitesse en x = % a gauche, x = % au centre et x = % a droite (8 = 2,

a=75yv=1,We=K=1,a=0b=0.5).

— l'ajout d’hétérogénéités suivant x ne précipite pas la formation de bandes de cisaillement pour des cas
qui normalement ne conduisent pas a 'apparition de bandes (cas oo = 7.5).

— au contraire pour des cas conduisant a de la localisation d’écoulement (cas o = 10) I'ajout d’hétérogénéité
suivant x a un effet nettement plus subtil, puisque la bande bloquée peut soit disparaitre progressivement
(figures 4.60 et 4.61, 4.62 et 4.63), soit se maintenir, (figures 4.64 et 4.65, 4.66 et 4.67, 4.68 et 4.69, 4.70
et 4.71) ou méme a se séparer en deux bandes de cisaillement nul mais évoluant & des vitesses constantes
(figures 4.72 et 4.73, 4.74 et 4.75).

Actuellement nous ne sommes pas capables de dire si de telles tendances sont réellement persistantes ou au
contraire transitoires, voire soumises a des mouvements cycliques, la raison étant que le schéma numérique
que nous avons utilisé est incapable de gérer les transistions discontinues de la déformation élastique entre les
régions solides et les régions en écoulement. Comme nous ’avons signalé plus haut des oscillations finissent par
se propager dans les zones en dessous du seuil d’écoulement.

124



=0

05 06 07 08 09 10
=5
L e K E—
Dgi/x<L>9
0.8
0.7
] 108 109
0.6-]

0.3+
0.2+
0.1+ °
7 1.08
D e —

0. LI T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
=10

1.0--3.08

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 4.57 — Lignes de niveau de la distribution d’énergie élastique au cours du temps (f =2, a = 7.5,y =1,
We=K=1,a=b=0.5).
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FIGURE 4.58 — Evolution des profils de vitesse en x = % a gauche, x = % au centre et x = % a droite (w =1,
a=75yv=1,We=K=1,a=0b=0.5).
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FIGURE 4.59 — Lignes de niveau de la distribution d’énergie élastique au cours du temps (w =1, a = 7.5,y =1,
We=K=1,a=5b=0.5).
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FIGURE 4.60 — Evolution des profils de vitesse en x = % a gauche, x = % au centre et r = % a droite (8 = 2,
a=10,y=1,We=K =1,a=0=0.5).
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FIGURE 4.61 — Lignes de niveau de la distribution d’énergie élastique au cours du temps (8 = 2, « = 10, v =1,
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FIGURE 4.62 — Evolution des profils de vitesse en x = % a gauche, x = % au centre et r = % a droite (8 = 4,
a=10,y=1,We=K =1,a=0=0.5).

130



=0

_ os— 06 |

1 0.4

097 : 02

0.8

1 1 001

0.7

06

05

0.4

03 001 2

0.2

R 02

0.1 04

0. T T T T T 1 T T T T T T T T T T T T T

0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
=5

1

,/1/1 1.09

0.9

0.8

1 1.09

0.7

] 11

06

1 102

05

] 102

0.4

1 11

0.3 1.09

0.2

0.1

] /K /m/

0. 1 T 1 T 1 T T T T T T T T T T T T T

0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
t=10
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FIGURE 4.64 — Evolution des profils de vitesse en x = % a gauche, x = % au centre et r = % a droite (8 = 6,
a=10,y=1,We=K =1,a=0=0.5).
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FIGURE 4.65 — Lignes de niveau de la distribution d’énergie élastique au cours du temps (=6, a = 7.5,y =1,
We=K=1,a=b=0.5).
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FIGURE 4.66 — Evolution des profils de vitesse en x = % a gauche, x = % au centre et r = % a droite (8 = 8,
a=10,y=1,We=K =1,a=0=0.5).
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FIGURE 4.67 — Lignes de niveau de la distribution d’énergie élastique au cours du temps (8 =8, a« = 10, v =1,
We=K=1,a=b=0.5).
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FIGURE 4.68 — Evolution des profils de vitesse en x = % a gauche, x = % au centre et x = % a droite (w =1,
a=10,y=1,We=K =1,a=0b=0.5).

136



0.1

017//N

T o

00— 71 7T 71 T T T T T 1 T T T T T T T T T

0.0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 10
=5

1

0.9

0.8+

0.7+

=1 1 0.82

0.6+

0.5+

0.4+

i 1 <

0.3+

0.2+

0.1+

00— 71T 71 T T T T T 1 T T T T T T T T T

0.0 01 0.2 03 04 05 06 0.7 08 09 10
=10

1

09+ 11 11

FIGURE 4.69 — Lignes de niveau de la distribution d’énergie élastique au cours du temps (w =1, « = 10, y =1,
We=K=1,a=0b=0.5).

137



FIGURE 4.70 — Evolution des profils de vitesse en x = % a gauche, x = % au centre et x = % a droite (w = 2,
a=10,y=1,We=K =1,a=0b=0.5).
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FIGURE 4.72 — Evolution des profils de vitesse en x = % a gauche, x = % au centre et x = % a droite (w = 3,
a=10,y=1,We=K =1,a=0b=0.5).
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FIGURE 4.74 — Evolution des profils de vitesse en x = % a gauche, x = % au centre et x = % a droite (w = 4,
a=10,y=1,We=K =1,a=0b=0.5).
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We=K=1,a=0b=0.5).

143



4.3 Canal avec des conditions d’injection en entrée

Il nous reste a considérer le cas du canal avec des conditions aux limites d’injection en entrée. Rappelons
que le fluide rentre avec un profil de Poiseuille :

ygauche (4 g ) = 4% <1 - %) 2. (4.25)

Rappelons que le domaine de calcul est un rectangle de taille [0, ﬂ x [0, 1]. Nous avons choisi :
L =2l

Ce cas du canal avec conditions aux limites d’injection en entrée est important puisqu’il peut servir de base a
de nombreux tests rhéologiques (obstacles, contraction d’un canal, etc...). Son étude fera l'objet d’un travail
ultérieur, nous nous contentons ici de présenter I’évolution de quelques profils de vitesse et de I’énergie élastique
obtenus pour un jeu de parametres suivant :

a=10,We=K =1,a=5b=0.5.
Nous avons d’autre part choisi une distribution initiale d’énergie élastique telle que :
B(t=0,z,y) =Id. (4.26)

Pour finir rappelons qu’a cause des conditions aux limites d’injection il faut prescrire la valeur de B a gauche.
Nous avons choisi :
Bgauche (t, T = 0’ y) =1d (427)

Nous constatons que :
— au voisinage des parois, le seuil de plasticité finit par étre franchi. Les régions proches du bord s’écoulent
tandis quun "mur” élastique, de cisaillement nul, se forme progressivement au centre du canal.
— I"écoulement finit par étre invariant en x a condition d’étre suffisament loin des bords droit et gauche (a
cause des conditions aux limites d’entrée et de sortie).
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FIGURE 4.76 — Evolution des profils de vitesse en x = ﬁ a gauche, x = % au centre et © = % a droite (o = 10,

We=K=1,a=0b=0.5).
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Conclusion

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a la formulation de modeles adaptés pour la description des
écoulements de fluides élasto-visco-plastiques tels que les mousses liquides. 1l s’inscrit dans un cadre assez large
d’étude d’écoulements de fluides capables de stocker élastiquement de la déformation et de concentrer le taux
de déformation (dans un contexte d’écoulement tel que le cisaillement entre deux plaques par exemple).

Le premier chapitre expose la méthodologie suivie pour la construction de la loi de comportement mécanique
du matériau. Apres avoir établi les mécanismes physiques a inclure dans notre modélisation, un modele
rhéologique scalaire a été proposé. Ce modele contient les principaux ingrédients a incorporer dans I’équation
constitutive : une élasticité valable pour de grandes déformations élastiques, un seuil de plasticité, un écoulement
au dela du seuil. L’extension tensorielle du modele a été décrite en détail. Pour finir une hiérarchie de systémes
résultant du couplage de 1’équation constitutive avec I’équation de conservation de la quantité de mouvement
a été proposée. Ces différents systemes correspondent a différents régimes d’écoulements.

Le deuxieme chapitre contient des résultats mathématiques d’existence de solutions régulieres et locales en
temps. Nous avons vu que pour un des régimes d’écoulement il n’est malheureusement pas possible de conclure
par des méthodes usuelles. Dans ce cas un résultat partiel d’ellipticité a été proposé.

Dans le troisieme chapitre nous avons décrit les méthodes numériques utilisées pour les calculs d’écoulements
bidimensionnels en régime de Stokes, c’est-a-dire sans transport dans I’équation de conservation de la quantité
de mouvement, avec des conditions aux limites classiques (cisaillement entre deux plaques paralléles, canal avec
des conditions aux limites d’injection). L’équation de Stokes est résolue a ’aide d’un algoritme de lagrangien
augmenté tandis que la loi de comportement est résolue avec une méthode de pas fractionnaires (avec des
méthodes spécifiques pour chacune des étapes). Dans ce chapitre une étude de la convergence en maillage du
schéma a été proposée sur un exemple.

Le dernier chapitre expose quelques résultats de simulations numériques. Nous nous sommes principalement
intéressés au cas du cisaillement entre deux plaques. Une étude de la réponse du matériau sous cisaillement
appliqué constant a donc été menée avec une discussion sur I'influence des parametres du modele d’une part, et
celle des hétérogénéités de la condition initiale d’autre part. Plus précisément nous avons tenté de comprendre
sous quelles conditions des bandes bloquées (c’est-a-dire possédant un taux de cisaillment nul) pouvaient ap-
paraitre.

Ce travail souleve d’intéressantes questions sur lesquelles nous souhaiterions nous pencher. Concernant les
modeles les points suivants méritent d’étre approfondis :

— nous avons vu que notre principale contribution a consisté en l'incorporation de non linéarités d’origine
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élastique dans la loi de comportement du matériau. Il en résulte que I’équation constitutive se présente
comme une extension des modeles de Maxwell-Bingham, valables pour de grandes déformations élastiques.
La spécificité de notre modele réside dans le fait qu’il s’agit d’un modele écrit sur la déformation élastique.
Il nous semble possible de réécrire le méme modele sous la forme d’une équation sur les contraintes
élastiques. Mais cela est bien plus compliqué que pour les modeles de Maxwell-Bingham usuels. En effet
puisque ces derniers sont valables aux petites déformations élastiques, la déformation et la contrainte
élastiques sont liées via une simple relation de Hooke : il n’y pas de non linéarités spécifiques a 1’élasticité
et le passage d’une formulation en déformation a une formulation en contrainte est immédiat.

— notre modele suppose I’homogénéité des caractéristiques mécaniques du matériau : loi élastique, descrip-
tion du seuil de plasticité, loi d’écoulement au dela du seuil, viscosité des contraintes d’origine purement
hydrodynamique. La réalité est en fait plus complexe a décrire, puisque pour les mousses liquides nous
savons que certains de ces parametres varient avec la fraction fluide. Ils sont donc soumis a des fluctua-
tions en espaces et en temps des lors que des écoulements de la phase continue au travers des bords de
Plateau de la mousse se produisent. L’incorporation de la fraction fluide comme variable supplémentaire
du modele (couplée aux caractéristique mécaniques du matériau via des lois spécifiques) nous apparait
donc comme un probleme important a traiter.

Ce dernier point ouvre d’ailleurs des perspectives de recherche aussi bien sur le plan mathématique (établir des
théoremes d’existence lorsque la fraction fluide varie) que sur le plan des méthodes numériques (développer un
solveur de résolution de ’équation de Stokes lorsque la viscosité des contraintes hydrodynamiques varie avec
la fraction fluide) et de I'interprétation physique des résultats (quel est le role joué par une hétérogénéité de la
distribution initiale de la fraction fluide dans l’apparition de bandes de cisaillement ?).
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