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Abstract

This thesis lies in the field of automated deduction, i.e. the development of algorithms aiming at proving
automatically some mathematical conjectures. In this thesis, the conjectures that we want to prove
belong to an extension of propositional logic called “formula schemas”. Those objects allow to represent
infinitely many propositional formulae in a finite way (similarly to the way that regular languages finitely
represent infinitely many words). Proving a formula schema amounts to prove (at once) all the formulae
that it represents.

We show that the problem of proving formula schemas is undecidable in general. The remaining part
of the thesis presents algorithms that still try to prove schemas (event though, of course, they do not
terminate in general). Those algorithms allow to identify decidable classes of schemas, i.e. classes for
which there exists an algorithm that always terminates for any entry by answering if the schema is valid
or not. One of those algorithms have been implemented.

Proof methods that are presented here mix classical procedures for propositional logic (DPLL or
semantic tableaux) and inductive reasoning. Inductive reasoning is achieved by the use of “cyclic proofs”,
i.e. infinite proofs in which cycles are automatically detected. In such a case, we can turn those infinite
proofs into finite objects, which we can call “proofs schemas”.

Keywords : automated deduction, schematisations, cyclic proofs, fixed point logics, extension of propo-
sitional logic
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CHAPTER 1

Introduction

The word “schema” generally has two meanings: either it is a graphic schema, or it is a more abstract
schema whose sense is quite well understood in the expression “follow a schema’ﬂ This second meaning
is the one we target in the following.

1.1 The notion of schema in logic

1.1.1 An object with “holes”

The notion of schema is ubiquitous in logic. The most classical examples are axiom schemas and inference
rules, for instance:

e Modus ponens :
A A= 1B

B
where A and B are meta-variables standing for any formulas.

e In Hilbert-style proof systems, the modus ponens comes with a certain number of axiom schemas,
e.g.:
A= (B=A4)

A= B=0)=(A=DB)=A=0C)
(-B=-A)= ((-B=A)= B)
where, once more, A, B and C' stand for any formulas.
e Induction schema in Peano arithmetic:

Var, ..., 20 (A0, 21,. .., 2n) AVE(A(Z, 21, ..., T0) = A(s(z), 21, ...,24,)))
= Va(A(z,x1,...,20))

where A stands for any first-order formula whose free variables are x, x1,...,x, and A(t, t1,...,t,)
denotes A where the variables x, x1, ..., x, are replaced by t,tq,...,t,.

In [Cor06|, one can find a historic study of the notion of “schema” in logic. From this study, we can
conclude that a schema can be defined in an abstract way as a triple made with:

LObviously, we can find more or less obvious links between those two meanings; this is not the subject of this thesis.
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e a language,
e a pattern, i.e. an element of the language with “holes”,
e a condition to satisfy in order to fill in the holes.

An instance of a schema is an element of the language obtained by filling the holes of a pattern in a way
that satisfies the condition.

For instance, for the axiom schema A = (B = A), the language is the set of propositional formulas,
the pattern is - = (- = -) where “” denotes a hole and the condition is that the first and third holes be
filled in with the same formula. The formula (X AY) = (Z = (X AY)) is an instance of the schema.

The first explicit use of the term “schema” seems to date back to Tarski [Cor08], but the notion itself
can be considered as old as Aristotle with his syllogistic figures, e.g. the “Barbara” mode : every M is
P, on the other hand every S is M, thus every S is P.

An important point is that a schema is no more than a mere syntactic object, without any a priori
semantics: a schema is not true nor false, even though every of its instances might be (if the semantics
associated with the language allow it). It is an important difference with quantification. Indeed, we could
be tempted to consider that meta-variables are just variables and the schema as a formula with an implicit
(universal) quantification on those variables: in the case of the axiom schemas of propositional logic, we
obtain this way quantified boolean formulas [Wikb]; in the case of the schema of induction, we obtain the
full inductive axiom, in higher order logic. But this would not have the same meaning as quantifiers do
have semantics: the bound variable can take any value of the domain, whereas, for schemas, variables
cannot be replaced with elements of the (generally recursively enumerable) language. Note, by the way,
the difference of expressive power between the schema of induction in Peano arithmetic and the aziom
of induction in higher order logic [BAIT07, [Sha91]. However, even though their power of expression
is lower, schemas offer more possibilities to control the set of instances. Indeed we can express more
general conditions (thanks to the meta-language). With quantifications, the only expressible conditions
are equalities or formulas of the language.

Actually a schema is just a simple mean to represent in a finite way an infinite set of objects.

1.1.2 Iterated schemas

The schemas that we use in this thesis are a bit more complex than “objects with holes”: they are iterated
schemas. Those schemas are less used in logic than the aforementioned ones. However, they are frequently
used in common mathematical reasoning. We give as an example the following assertion:

n n 2
Vn > 1,Vzy,...,2, €RT: (Zx?) < (Z:m)
i=1 i=1

where RT stands for the set of positive real numbers. This is not a first-order formula, due to the “...”.
This expression actually represents infinitely many first-order formulas:

Vo, € RT 23 < a?
Vo, oo € RT 222 + 22 < (21 + 22)?

Yoy, zo, 23 € RY 2?2 + 22 + 22 < (x1 + 2o + 23)*

This way, this object allows to represent in a finite way an infinite set of formulas, simply by giving a
value to n. It satisfies the aforementioned notion of schema but in a slightly more complex way: n is the
“hole” and n > 1 is the filling condition. Thus, when we give a value to the hole, we obtain a first-order
formula.

Remark however that there is an important difference with the previous schemas: here, it is not
sufficient to replace n by an integer in order to obtain an object of the language; we first have to make a
computation in order to obtain a normal form which indeed is an element of the language.

Sentences of the form Va1, ..., x,.¢ (where “...” is part of the language) are very frequent in common
mathematics (one can be convinced of this simply by going through this thesis). We give other examples
of iterated schemas, more oriented towards logic:
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e Iterated schemas of propositional formulas: the pigeonhole principle.

Iterated schemas of propositional formulas are the main object of study of this thesis.

We give as an example of such schemas the formalisation of the pigeonhole principle in propositional
logic:

n+1 n
ALV P
i=1 \j=1
AN
n n+l n+1
AN | Pas= N\ ~Pui
j=1li1=1 ig=1

ia#i1
where n > 0 is the number of pigeonholes, n + 1 the number of pigeons, and P; ; means that the
it" pigeon goes into the j** pigeonhole. The first formula expresses the fact that each pigeon goes
into a pigeonhole, the second one the fact that each pigeonhole contains only one pigeon.

This object is not a propositional formula, but when we give a value to n, we obtain a propositional
formula. For instance for n = 2:
(PiiVPi2)AN(Pa1V Pap)
A
(Prg= Py AN=Psi) AN(Pay = —Pig APy )
N(Ps1 = —Pi 1 A=Py1) AN (Pra = —Pa A—Ps3)
AN(Pog = ~Pia A-P33) A (Psa = —PiaA—Pag)

orn=3:

(PiaVPioVPi3)N(PayVEPoV Paz)N(P31 VPV Ps3)
A
(Pip= —Poi NP3y A=Pya) AN (Pay = —Pry APy A—Py)
AN(P31 = Pi1AN-Pyy AN=Py1) A (Psg = -Pii APy A—Ps )
ANPrg = —Paog NP3 ANPyo) A (Pog = —Pio A-Pso APy 2)
A(Ps9 = —Piag AN=Pyo APyo) A (Pro = - Pio A-Pso A—Ps2)
NP3 = —Py3 AN P33 AN—Py3) A (Pa3 = —Pi3A—P33A—Fy3)
N(P33= P gA-PygA—-Pys)N\(Psg= P 3gAN-Py3A—-Ps3)
or, simply, for n = 1:
(PiaAPaq)
A
(Prg = —Po1) AN (P = —Pr1y))

Remark that this kind of schema appears very naturally when we express problems in propositional
logic. The same expression (i.e. the schematic one) of the pigeonhole principle appears e.g. in
[Bus&7), BP97].

The 3-colouring of a graph : consider a graph whose nodes are numbered from 1 to n, then, whatever
is the number of nodes in the graph, we can express the fact that it is 3-colorable in propositional

logic:

N\ (Ri A=V; A=B;) V (=R; ANVi A=Bi) V (=Ri A=V; A By)
=1

A\
N\ /\ EDGE; j = [(R; A—~R;) V (Vi A=V;) V (B; A —B;)]

i=1j=1
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where R;, V; and B; express the fact that the i’ node is red, green or blue, respectively, and
EDGE; ; expresses the fact that there exists an edge from the it" to the j** node in the graph.

Remark that we could also express the k-colouring, for every k > 1, by using a proposition COUL; ;
meaning that the i** node has the colour numbered j.

e Iterated schemas of terms. Schemas of first-order terms are another example of iterated schemas in
logic. For instance, the expression succ™(a) is an iterated schema of terms. Every instance of this
schema is a first-order term:

n=20: a
n=1: succ(a)
n=2: succ(succ(a))

Thus, if “succ” stands for the successor function and “a” for the integer 0, then every term repre-
senting an integer follows the schema succ™(a).

Iterated schemas of terms have been studied formally to try to prevent divergence in Knuth-Bendic
completion algorithm [KB70]. Many formalisms have been introduced with the goal of having
the biggest power of expression while preserving the decidability of unification: recurrent terms
[CHKO9(], termes with integer exponents [Com95|, R-terms [Sal92], primal grammars [HG97]. A
detailed presentation of terms schemas and of the motivations of their study is presented in [Her94].
We also cite P-grammars [ACP0S|, [ACP10f|] that we have introduced during the thesis, but whose
contents are not presented here due to the lack of direct link with formula schemas.

Iterated schemas are thus more complex than just “objects with holes”. Indeed, we can adapt the previous
definition of schemas simply by stating that a pattern is no more an “element of the language with holes”
but a computable function whose codomain is the language. Every parameter of this function is then a
“hole”. For instance, we can define the schema py A ( A, p; = pi+1) A —Pnt1 as the computable function

g(n) = p1 A f(n) A —ppy1, where f is defined as follows:

dor ) T sin=0
) = {(pn = Ppt1) A f(n—1)  sinon

A philosopher would probably say here that the ontological commitment is much more important with
iterated schemas that with “simple” schemas: indeed a formalisation of the notion of algorithme is needed
to express iterated schemas. Furthermore n must be interpreted as an integer, which obviously, cannot
be specified in first-order logic. However the fact that a schema is still a purely syntactic object whose
goal is to finitely represent an infinite set still remains.

1.2 Motivations

Il est clair que l'utilisation de schémas permet un gain en abstraction et en expressivité : le schéma
d’axiome de récurrence permet d’exprimer des théories que nous ne pourrions pas exprimer avec de
simples axiomes; le schéma du principe des pigeonniers permet d’exprimer ce probléme pour toute valeur
de n, ce que la logique propositionnelle seule est incapable de faire; les schémas de termes permettent
de raisonner simultanément sur une infinité de termes. De plus, I'utilisation de schéma peut permettre
de diminuer considérablement la taille des preuves [BZ94], ce qui va aussi dans le sens d’un gain en
abstraction.

Cependant, le bénéfice n’est, a priori, pas aussi important que celui que peuvent apporter, p.ex. les
logiques d’ordre supérieur. En tout cas, il est clair que tous les exemples fournis jusqu’ici sont exprimables
dans une logique d’ordre supérieur. Par conséquent il est naturel de se demander pourquoi s’intéresser
auz schémas plutot qu’a des logiques déja existantes et notoirement plus expressives ¢

Note. Une réponse plus compléte sera apportée dans le chapitre [I0] sur les travaux connexes.

1.2.1 Formalisation et analyse des preuves

Une des motivations principales de ces recherches provient des travaux du groupe dirigé par Alexander
Leitsch qui, avec le systéme CERES |[DLL™10]|, élimine les coupures dans des preuves véritablement issues
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de développements mathématiques, voir p.ex. [BHLT08|. La méthode CERES n’utilise pas 1’algorithme
classique d’élimination des coupures [Gen35] mais, & partir d’une preuve formelle, génére un ensemble de
clauses qui sera fourni & un démonstrateur automatique basé sur la résolution [Rob65]. A partir de la
preuve obtenue, nous pouvons extraire une preuve sans coupure du théoréme original. Dans ce contexte,
il est fréquent de rencontrer des schémas de preuve. Le raisonnement sur ces schémas est actuellement
effectué manuellement, ce qui est évidemment fastidieux. Il serait donc particuliérement utile de pouvoir
automatiser le raisonnement sur ces schémas.

Comme nous 'avons dit, la méthode CERES est basée sur la résolution, 1’idée étant de pouvoir utiliser
pour éliminer les coupures des procédures de preuve notoirement efficaces. Cependant ces derniéres
impliquent 'utilisation de la logique du premier ordre. Dans ce contexte les schémas sont un moyen
simple de pouvoir gagner en abstraction tout en espérant pouvoir réutiliser les procédures existantes.

Note. Le sujet d’étude de cette these fait partie intégrante du projet ASAP (“About Schemata And
Proofs”) de PANR impliquant 1’équipe CAPP du LIG et l'équipe Theoretische Informatik und Logik
(Theory and Logic Group) d’Alex Leitsch & Vienne (ANR-09-BLAN-0407-01) (http://membres-lig.
imag.fr/peltier/ASAP).

1.2.2 Structure et lisibilité des preuves formelles

Nous prétendons que, dans de nombreux cas, les schémas sont un gain en abstraction qui peut étre plus
lisible que son pendant & 'ordre supérieur. Nous pensons que ce gain en lisibilité provient notamment
du fait que les schémas préservent la structure de ses instances.

Reprenons I'exemple :

n n 2
Vn > 1,Vry,...,z, € RT: (fo) < (sz> (1.1)
i=1 i=1

Pourquoi le mathématicien écrit-il cette formule plutot que la suivante, plus “rigoureuse” :

Vn > 1,Vf : N R : g(n) < h(n)? (1.2)

()d_ef 0 sin=20
g = f(n)?>+g(n—1) sinon

aer ) 0 sin=0
h(n) = {f(n) +h(n—1) sinon

Selon nous, la raison en est que est plus lisible, plus naturelle que . En effet, pour cet exemple,
n’importe quel lecteur ayant un minimum de connaissance en mathématiques connaitra le résultat dans
le cas n = 2, c.-a-d. :

Vn > 1,Vry, 20 € RT 22 + 22 < (21 + 20)? (1.3)

Or apparait de fagon évidente comme étant une généralisation de ce résultat connu. En revanche,
il faut plus de réflexion pour comprendre qu'’il est équivalent d’écrire (1.2)). Le point important que nous
voulons mettre en valeur est que la structure de est préservée da, mais pas dans . Nous
pensons que ceci est la raison qui rend la formule plus lisible. En tout cas, 'omniprésence dans
le raisonnement mathématique d’expressions de la forme Vzi,...,z, € E : ¢ (ou “...” fait partie du
langage) 1a ot nous pourrions avoir de fagon plus rigoureuse Vf : N — E : ¢, nous semble justifier le fait
que écriture schématique est souvent plus lisible que I’écriture “rigoureuse”.

Nous pensons donc que, dans un contexte de formalisation des mathématiques, I'utilisation de schémas
peut permettre d’obtenir une formalisation plus proche d’un raisonnement humain (c.-a-d. plus lisible,
plus structurée) que ne le permet lordre supérieur. Evidemment, ceci n’est pas une vérité générale car
beaucoup de concepts mathématiques s’expriment bien plus naturellement & 'ordre supérieur. Nous
affirmons seulement qu’un raisonnement formel est beaucoup plus complexe que ne ’est son pendant
naturel, et nous pensons que les schémas peuvent dans de nombreux cas atténuer cette complexité en
apportant plus de structure et de lisibilité.
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1.2.3 Automatisation

Evidemment, les logiques d’ordre supérieur péchent clairement par leur manque d’automatisation : nous
cherchons a avoir des propriétés au mieux de décidabilité et au moins de complétude (en fait nous
aimerions préserver autant que possible les propriétés du langage d’origine). Dans ce contexte il est
naturel de considérer des extensions de la logique du premier ordre présentant un compromis entre
expressivité et automatisation. Ceci justifie, une fois encore, que nous nous intéressions a une logique
“bridée” comme celle des schémas.

1.2.4 Une forme d’abstraction différente

Enfin nous pensons que les schémas itérés peuvent avoir un intérét par eux-mémes : la fagcon habituelle
de gagner en abstraction a partir d’une logique est de passer a ’ordre supérieur. Nous pensons que
les schémas itérés présentent une fagon d’abstraire différente. La ot 'ordre supérieur permet un gain en
abstraction via la quantification, les schémas permettent ce gain via le calcul. En effet, comme nous ’avons
vu, les schémas itérés peuvent étre vus comme de simples fonctions calculables dont le codomaine serait
I’ensemble des formules propositionnelles. Au lieu de considérer des fonctions calculables nous pourrions
en fait considérer n’importe quelle modéle Turing équivalent. Les schémas que nous considérons ici sont
alors un cas trés particulier d’abstraction de ce type puisque nous considérons des fonctions calculables
trés peu expressives. Nous pensons que ce type d’abstraction présente une alternative intéressante a
I’habituel ordre supérieur.

1.3 But de la thése

Nos objectifs sont :

e définir de facon formelle les schémas itérés de formules propositionnelles : leur syntaxe, leur séman-
tique;

e étudier les possibilités de raisonnement automatique sur ces schémas : définir des procédures per-
mettant ce raisonnement et identifier des classes décidables.

Vues les motivations précédentes, le lecteur peut se demander : pourquoi des schémas en logique
propositionnelle plutdt qu’en logique du premier ordre ? La réponse est simplement que I'automatisation
du raisonnement est déja difficile sur les schémas propositionnels (voir le théoréme d’incomplétude ,
par conséquent il est plus réaliste de commencer par explorer les schémas propositionnels avant de passer
aux schémas du premier ordre.

De plus cela permet de se focaliser uniquement sur la structure logique des formules sans se soucier
des termes. Une extension des schémas au premier ordre nécessiterait I'intégration de schémas de termes.
Notons que, dans le cadre du projet ASAP, Hicham Bensaid étudie déja dans sa thése l'intégration de
schémas de termes aux démonstrateurs automatiques actuels, mais sans schémas de formules [BCPO7,
BCP09, BCP10al BCP10b].

1.4 Applications

Notons qu’il existe de nombreux schémas propositionnels intéressants. Nous avons déja vu le principe
des pigeonniers et la k-coloriabilité d’un graphe. Nous verrons dans la suite un exemple plus concret :
la formalisation de circuits indépendamment du nombre de bits de leur entrée. Considérons par exemple
un circuit additionneur & propagation de retenue qui calcule la somme S de deux vecteurs X et Y. Un
tel circuit peut étre spécifié de la fagon suivante :

n
.. def ..
additionneur = —retenue; A /\ additionneur _complet,
i=1

e additionneur_ complet; &t (somme; < S;) A (retenue; < R;i 1)
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e somme; = (X;oY) ®R;
o retenue; & (X; AY;) V (Y; AR;) V(X AR;)

somme; calcule le bit de sortie de la premiére cellule; retenue; calcule la retenue R;i1, propagée a la
cellule suivante; n désigne le nombre de bits de X et Y. L’avantage d’utiliser les schémas ici plutét que
la logique propositionnelle est que nous pouvons raisonner sur ce circuit quel que soit le nombre de bits
de ses entrées.

Note. De plus, une fois encore, la structure des formules propositionnelles sous-jacentes est préservée.
Comparativement, le méme circuit est modélisé dans [BK95| en logique monadique du second ordre
faible [Bii59]. Ainsi, en considérant les propositions X;, Y;, R; et S; comme des variables de prédicat
monadiques X (i), Y (i), R(2) et C(¢) plutoét que comme des variables propositionnelles, nous obtenons la
formule suivante :

—retenue; A Vi < n(additionneur complet,)

(la formule n’est pas exactement la méme, mais nous adaptons les notations pour des questions de
lisibilité). Cette formule ne préserve pas la structure des formules propositionnelles sous-jacentes (ce qui
ne 'empéche pas d’étre tres lisible).

1.5 Plan de la thése

Le mémoire s’organise de la fagon suivante :

e Le chapitre [2] présente les notions de base nécessaires pour la compréhension de la theése : logique
propositionnelle, arithmétique linéaire, méthode des tableaux, etc.

e Le chapitre [3| définit formellement les schémas itérés de formules propositionnelles. La sémantique
des schémas est définie trés simplement : un schéma est insatisfaisable ssi toutes ses instances
sont insatisfaisables. Nous démontrons 'incomplétude de cette logique : il ne peut pas exister
de procédure compléte (pour la réfutation) pour les schémas. Par conséquent le probléme de la
satisfaisabilité pour les schémas est indécidable. Différents outils utiles pour la suite sont aussi
introduits.

e Le chapitre [4] présente la premiére procédure de preuve définie sur les schémas : STAB. Cette
procédure étend les tableaux propositionnels aux schémas de formules propositionnelles. Nous
démontrons la correction et la complétude pour la satisfaisabilité de la procédure : en effet bien
qu’il soit impossible d’obtenir une procédure compléte pour la réfutation, il est possible d’obtenir
la complétude pour la satisfaisabilité, c.-a-d. que nous pouvons toujours trouver un modéle si la
conjecture en entrée de la procédure est satisfaisable.

e Di a lincomplétude, STAB ne termine pas en général : la procédure diverge. Cependant, dans
de nombreux cas, nous pouvons prévenir la divergence en ajoutant une procédure de détection de
cycle, ce qui correspond, mathématiquement, & une preuve par récurrence. Le chapitre [5| définit
cette notion de fagon générale (et indépendante de la procédure de preuve utilisée) puis introduit des
raffinements dont nous démontrons la décidabilité. Nous démontrons aussi des résultats importants
pour les démonstrations ultérieures.

e Le chapitre |§| présente une classe décidable (et donc compléte pour la réfutation) de schémas propo-
sitionnels : les schémas réguliers. Nous démontrons la terminaison de STAB pour cette classe, puis
nous définissons une autre procédure dédiée aux schémas réguliers : SCHAUT. Le raisonnement est
plus simple sur cette procédure que sur STAB ce qui nous permet d’obtenir un résultat de complexité
pour les schémas réguliers.

e Le chapitre [7] présente RegSTAB, une implémentation de STAB dédiée aux schémas réguliers. Le
fonctionnement du logiciel, des exemples, et quelques détails d’implémentation sont présentés.

e Un inconvénient de STAB est son inaptitude & travailler avec des schémas imbriqués. Pour résoudre
ce probléme nous définissons au chapitre [§| la procédure DPLL* qui étend la procédure de Davis-
Putnam-Logemann-Loveland aux schémas. Nous démontrons qu’elle est correcte et compléte pour
la satisfaisabilité.
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e Le chapitre |§| met & profit la définition de DPLL* pour démontrer la complétude d’une nouvelle
classe de schémas : les schémas réguliers imbriqués. Cette preuve constitue I’essentiel du chapitre.

e Le chapitre [I0] passe en revue les travaux similaires, I’ensemble des alternatives possibles aux outils
présentés dans cette thése, leurs avantages et leurs inconvénients par rapport & notre approche.
Notons que les schémas itérés de formules n’ont jamais été étudiés a notre connaissance, par con-
séquent il est nécessaire d’effectuer des traductions vers d’autres formalismes pour pouvoir faire la
comparaison avec les travaux voisins. Evidemment, pour faire ces traductions, le formalisme des
schémas itérés doit étre connu, c’est pourquoi ce chapitre est présenté a la fin du mémoire. De
plus certains travaux similaires ne sont comparables qu’a des sous-classes de schémas qui ne seront
présentées que tardivement dans le mémoire.

e Enfin le chapitre dresse le bilan des travaux effectués et esquisse les pistes de recherche envis-
ageables a partir de ces travaux.

Tous les travaux présentés ont été publiés. La version que nous présentons dans ce mémoire est plus
détaillée, de nombreuses erreurs sont corrigées, et les résultats sont plus généraux, ce qui sera mentionné
le cas échéant. A titre indicatif, nous donnons la correspondance approximative entre les publications et
le contenu de la thése :

e [ACPO9D)] : chapitres et partiellement [6}

[ACP09a] : chapitre [8}

[ACPI0C] : chapitre [6}

[ACP10¢| : chapitre [7}

[ACP10al [ACP10D] : chapitres et [0}

e [ACPI0d] : esquissé dans les sections et
e [ACPO08| [ACP10f] ne sont pas présentés dans ce mémoire par souci de cohérence car ils traitent des

schémas de termes et pas des schémas de formules.



CHAPTER 2

Preliminaries

Ce chapitre rappelle rapidement des notions habituelles et fixe les notations.

2.1 Propositional Logic

Le travail présenté dans ce manuscrit se base essentiellement sur la logique propositionnelle. Pour une
présentation détaillée voir p. ex. [KK67, [Cafl0l [End72, [Eps90].

Definition 2.1 (Syntaxe). Soit X un ensemble infini dénombrable de variables propositionnelles. L’ensemble
des formules propositionnelles en forme normale négative (f.n.n.) est le plus petit ensemble E tel que :

e 1.1 ek,
e pour toute variable propositionnelle x : ©,~x € F;

® sip1, 00 €F alors P1NPa, 01V P € F.

Note. Nous nous restreignons tout au long de la thése a des formules propositionnelles en f.n.n.

Les variables ainsi que T et L sont appelés atomes. Nous appelons littéral tout atome ou négation d’un
atome. Un littéral est positif si c’est un atome, négatif si c’est la négation d’un atome. Le complémentaire
d’un littéral I, noté ¢, est défini par :

def def def def
1°=T T°=1 (-2)° =z 2°= -2

Deux littéraux sont opposés si I'un est le complémentaire de 'autre.
Nous utiliserons les abréviations suivantes :

b1 = 2 = ¢y V o
016 b = (1 = b2) A (b2 = b1)

def

b1 D P2 = 2(P1 & ¢2)

Note. L’élimination de ces abréviations est exponentielle donc en pratique nous utiliserons des méth-
odes plus fines, voir p.ex. [PG86l, BAIT92].

Une occurrence d’un littéral est positive dans une formule propositionnelle ssi cette occurrence n’apparait
pas sous une négation. Un littéral apparait positivement dans une formule ssi il a une occurrence positive.
Une interprétation est une fonction des variables propositionnelles dans ’ensemble des valeurs de vérité
{false, true}.

Definition 2.2 (Sémantique). La relation de satisfaction |= est définie inductivement :

9
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J = x ssi J(x) = true, ou = est une variable;

T ssi TP L
JE= o ssiJ W x;
TEQING2 ssiT ¢ et T = ¢o;
e JEG1 Vo2 ssiT g1 ouT = ¢

Ces notations seront utilisées pour toutes les logiques rencontrées par la suite : si ¢ est une formule
et J une interprétation, J |= ¢ signifie que ¢ est vraie dans J. Les notions de modéle, contre-modéle,
validité, satisfaisabilité sont les mémes que d’habitude :

e une interprétation J telle que J = ¢ est un modéle de ¢;

e une interprétation J telle que J £ ¢ est un contre-modeéle de ¢;

e si pour toute interprétation J nous avons J |= ¢, alors ¢ est dite valide;

e si pour toute interprétation J nous avons J £ ¢, alors ¢ est dite insatisfaisable;

e g'il existe une interprétation J telle que J |= ¢, alors ¢ est dite satisfaisable.
L’équivalence de deux formules ¢1 et ¢o sera notée ¢; = ¢o.

Definition 2.3 (Forme normale disjonctive). Une formule ¢ est en forme normale disjonctive ssi ¢’est
une disjonction de conjonctions de littérauz.
Dans ce cas, une conjonction de littérauz est appelée une clause conjonctive.

Le résultat suivant est classique :

Proposition 2.4. Pour toute formule propositionnelle ¢, il existe une formule ¢ en forme normale
disjonctive telle que ¢ = ¢'. ¢’ est calculable.

Enfin nous rappelons la notion de littéral pur, fréquemment utilisée en déduction automatique.

Definition 2.5 (Littéral pur). Un littéral est pur dans une formule ssi sa négation n’apparait pas posi-
tivement dans cette formule.

On a alors le résultat suivant :

Theorem 2.6. Si un littéral est pur dans une formule, alors la satisfaisabilité de la formule est préservée
lorsque l'on évalue ce littéral a true.

2.2 Linear Arithmetic

Nous rappelons maintenant 'arithmétique linéaire, i.e. 'arithmétique privée de la multiplicationﬂ et les
propriétés qui font son intérét. Pour une présentation approfondie voir p. ex. [Coo72].

Definition 2.7 (Expressions arithmétiques linéaires). Etant donné un ensemble infini dénombrable de
variables entiéres, les expressions arithmétiques linéaires (ou, par la suite, simplement expressions) sont
les éléments du plus petit ensemble Ey, tel que :

e toute variable entiére appartient a Eyy,;
e 7 C Euin;
e sie € Ky, alors —e € By

e sie; € By et e € Eyiy alors e1 + es € Eiin, €1 — €2 € Eyjin.

INous employons le terme “arithmétique linéaire” et pas “arithmétique de Presburger” parce que les entiers considérés
peuvent étre négatifs.
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Soient deux expressions entiéres de la forme x + g1 et 4 g2 o1t g1, g2 € Z. On définit 'ordre partiel
=< sur les expressions arithmétiques par x +q1 < + q2 ssi ¢1 < ¢o.

Un environnement est une fonction qui associe un entier relatif & chaque variable entiére. La valeur
d’une expression e dans un environnement p est définie de la facon suivante :

Deux termes sont équivalents ssi ils ont la méme valeur dans tout environnement (p. ex. 3 + 2 = 5,
x+2=2+z, (z+y)—y=z+(y—y) = —y+2a+y = x). Cette relation est connue pour étre décidable
[CooT2].

Pour tout environnement p, nous définissons une forme particuliére de composition, notée o, de
la facon suivante : pe{z — n}(z) = n et pof{z — n}(y) = p(y) si y # = (nous n’utilisons pas la
composition habituelle simplement parce que le domaine de départ d’un environnement est différent de
son domaine d’arrivée).

Definition 2.8 (Formule). Les formules de l’arithmétique linéaire sont les éléments du plus petit ensemble
Dy, tel que :

e si e et ey sont des expressions arithmétiques linéaires, alors ey = ea € Py, €1 # ex € Dy,
e1 < ez € Py

o sik €N ete est une expression arithmétique linéaire, alors kle € Py, et kfe € Dy ;
o Py, est clos par conjonction, disjonction et négation;

o six est une variable entiere et ¢ € Py alors Vrg € Py, et Jxgp € Py .

= . " . 4 . . P . def
Note. Evidemment # n’est pas nécessaire car définissable. Nous utiliserons I’abréviation e; < ey =

e1 < ex + 1. De méme kle (“k divise €”) est définissable par kle = 3f(e = kf). Ce prédicat n’est
véritablement utile que pour assurer 1’élimination des quantificateurs. Enfin kjfe est aussi définissable :
kfe=1lev2leV... Vk—T1le.

Un environnement fait office d’interprétation pour les formules arithmétiques. Nous utilisons donc
toujours la notation .

Definition 2.9 (Sémantique). La relation de satisfaction d’une formule ¢ dans un environnement p est
définie par induction:

o pl ey ssipler)oples) oue € { = # <}

p E kle ssi k divise e et p =k fe ssi k ne divise pas e.

la sémantique de =, V et A est la méme qu’en logique propositionnelle (Définition ;

p E V¢ ssi pour tout n € Z, pe {x — n} E ¢;

p =z ssiil existen € Z, po{x — n} = ¢.

L’ élimination des quantificateurs est une propriété classique de arithmétique linéaire [KK67, [Coo72],
et particuliérement utile par la suite :

Theorem 2.10 (Elimination des quantificateurs). Soit une formule arithmétique ¢. Il existe une formule
@' telle que ¢' = ¢ et ¢' ne contient ni ¥V ni 3 (et une telle formule est calculable & partir de ¢ ).

Le théoréme suivant est conséquence de ’élimination des quantificateurs :

Theorem 2.11. Soient une formule arithmétique ¢ et un environnement p. Le probléme de dire si p = ¢
est décidable.
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Par la suite (section [3.C)), il sera utile de considérer que toute formule arithmétique ¢ a les propriétés
suivantes :

e ¢ ne contient pas de quantificateur;
e ¢ est sous forme normale disjonctive;
e ¢ ne contient pas de négation.

Alors ¢ est dite sous forme normale arithmétique (f.n.a.). Pour toute formule ¢ on obtient une formule
équivalente ayant ces propriétés en lui appliquant les opérations suivantes dans cet ordre :

e élimination des quantificateurs (théoréme ;
e mise sous forme normale disjonctive (proposition [2.4));

e mise sous forme normale négative (application des régles de De Morgan) et élimination des négations

-ep=ey e Fey mepF ey e =e
e < ey ey <e; e <ey—eg<er
—kle — kfe —kfe — kle

Il est clair que ces opérations terminent et que le résultat est une formule sous forme normale arithmétique
équivalente a la formule d’origine :

Proposition 2.12. Soit une formule arithmétique ¢. Il existe une formule ¢' telle que ¢’ = ¢ et ¢’ est
sous forme normale arithmétique (et une telle formule est calculable & partir de ¢).

2.3 Tableaux sémantiques

Les régles des deux procédures décrites dans ce mémoire (“STAB”, chapitre [4) et “DPLL*”, chapitre ,
sont présentées dans le style de celles des tableaux sémantiques [Fit90), [Smu68|. Nous rappelons donc
cette notion ici.

Les tableaux sont souvent utilisés en déduction automatique, par ailleurs ils sont facilement traduisi-
bles dans un systéme comme le calcul des séquents de Gentzen (voir p.ex. [Hod83]).

Definition 2.13 (Régle d’extension). Un tableau est un arbre étiqueté (nous laissons libre le type des
étiquettes qui pourront aussi bien étre des formules que des ensembles ou des paires de formules).

Une régle d’extension (ou simplement régle) est un tuple (p,c1,...,¢n) oW p, ¢1, ..., ¢, sont des
étiquettes avec des méta-variables. p est la prémisse, c1, ..., ¢, les conclusions. Nous notons :

p
(&) oo | Cp

a interpréter comme “si p est vrai alors l'un des c1, ..., ¢, est vrar”. Une étiquette est une instance de
la prémisse ssi elle peut étre obtenue a partir de p par substitution des méta-variables.

Supposons que l’étiquette d’une feuille v d’un tableau t soit une instance de p. Dans ce cas t peut
étre étendu en ajoutant n fils a v, étiquetés par cy0, ..., c,o respectivement, ot o est la substitution des
méta-variables faisant de I’étiquette de v une instance de p.

Une régle de cloture indique quand une feuille est close (ou fermée), dans ce cas aucune régle ne peut
s’appliquer sur cette feuille. Si toutes les feuilles d’un tableau sont closes on dit qu’il est clos.

Quand aucune reégle ne peut étre appliquée sur une feuille, cette derniére est dite irréductible.

Une dérivation est une suite de tableaux (¢;);cs telle que I est soit N, soit un intervalle [0;n] ou
n € N, et pour tout ¢ € I\ {0}, t; est obtenu par extension de ti,lﬂ Les méthodes de preuve a définir
comporteront plusieurs régles, aucun ordre n’étant imposé a priori sur la fagon dont les régles doivent
étre appliquées (que ce soit dans le choix des régles ou dans le choix des feuilles qu’elles étendent). Selon

2Cette notion de dérivation est trés basique mais suffisante pour ce que nous voulons en faire dans ce mémoire. On
trouvera dans [Bon05| une formalisation beaucoup plus compléte de cette notion pour les tableaux.
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les cas nous pourrons donner une stratégie fixant cet ordre. En pratique, les régles seront accompagnées
de conditions d’application précisant dans quel contexte elles peuvent étre utilisées.

Intuitivement, la méthode des tableaux est appliquée de la fagon suivante : soit une formule dont
nous voulons savoir si elle est satisfaisable ou non; nous construisons le tableau ne contenant qu’un noeud
étiqueté par cette formule; nous construisons une dérivation & partir de ce tableau; si nous obtenons un
tableau clos alors la formule initiale est insatisfaisable; si nous obtenons un tableau dont 1’une des feuilles
est irréductible et non close alors elle est satisfaisable.

Definition 2.14 (Sémantique). Supposons qu’a chaque étiquette on puisse associer une formulcﬂ Soit
J une interprétation, alors :

o J satisfait un neeud ssi il satisfait la formule associée a son étiquette;
o J satisfait un tableau ssi il satisfait une feuille de ce tableau.

Classiquement, une régle d’extension est dite correcte ssi pour toute interprétation J : J est modéle
de la prémisse ssi il existe une conclusion ayant J pour modéle. Une régle de cloture est correcte ssi toute
instance de la prémisse est insatisfaisable. Enfin la notion de correction est étendue & un ensemble de
régles de la facon suivante :

Definition 2.15 (Correction). Un ensemble de régles est correct ssi il a les propriétés suivantes :
1. toutes ses reégles sont correctes;
2. toute feuille irréductible non close est satisfaisable.

Cette notion est plus forte que la notion de correction utilisée habituellement (qui correspond au point
uniquement). En effet, nous aurons besoin du point [2{au chapitre[5| L’interprétation de ce second point
est la suivante : le principe de nombreuses procédures de preuve consiste a “simplifier” successivement
une formule de sorte a obtenir une formule dont la satisfaisabilité sera triviale. Il est donc essentiel que
lorsqu’une feuille est irréductible, nous sachions de fagon simple si elle est satisfaisable ou non. Dans le
cas ol une telle feuille est close, il est clair qu’elle est insatisfaisable. Mais si ce n’est pas le cas, alors
il n’y pas de raison que la feuille soit satisfaisable. Le point [2] permet d’assurer que nous avons cette
propriété.

Nous avons ensuite les deux résultats suivants :

Theorem 2.16. Soit une formule ¢, un tableau t ne contenant qu’un neud étiqueté par ¢, et une
dérivation d a partir de t. Alors :

e si d contient un tableau clos alors ¢ est insatisfaisable;
e si d contient un tableau dont une feuille est irréductible et non close, alors ¢ est satisfaisable.
Enfin nous rappelons la notion de complétude :

Definition 2.17 (Complétude pour la réfutation). Soit un ensemble de régles R. Nous disons que R est
complet pour la réfutation ssi pour tout tableau restreint & un neud dont l’étiquette est insatisfaisable,
toute dérivation de R a partir de ce tableau contient un tableau clos.

Note. 1l ’agit d’une complétude “forte” dans le sens o on réclame que toute dérivation (et non pas
qu’il existe une dérivation) contienne un tableau clos.

Comme nous le verrons, il est impossible d’avoir pour les schémas une procédure compléte pour la
réfutation. En revanche il est possible d’avoir la complétude pour la satisfaisabilité : nous pouvons
garantir ’existence d’une branche irréductible non close lorsque I'étiquette de la racine est satisfaisable.
Pour cela, nous devons définir une notion de dérivation équitable : une dérivation est équitable ssi soit il
existe un i tel que ¢; contient une feuille irréductible non close, soit pour tout i et toute feuille v de ¢; il
existe j > i tels qu’une régle s’applique en v a tjﬂ

Definition 2.18 (Complétude pour la satisfaisabilité). Soit un ensemble de régles R. Nous disons
que R est complet pour la satisfaisabilité ssi pour tout tableau restreint a un neeud dont l’étiquette est
satisfaisable, toute dérivation équitable par R & partir de ce tableau contient un tableau ayant une feuille
wrréductible non close.

3Des exemples de telles associations seront donnés ci-aprés.
4c.-a-d. qu'aucun choix n’est indéfiniment reporté.
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2.3.1 Tableaux sémantiques propositionnels

A titre indicatif et pour faciliter la compréhension de STAB (Chapitre , nous présentons la méthode des
tableaux dans le contexte de la logique propositionnelle (voir p.ex. [Smu68, [Hod83]).

Definition 2.19 (Tableaux propositionnels). Un tableau propositionnel est un tableau étiqueté par des
ensembles finis de formules propositionnelles.
Les régles d’extension sont les suivantes :

QU {¢1 A go} QU {p1V o}
DU} U{p2} @U{¢1} | @U{ga}

Une feuille est close quand ’ensemble qui l’étiquéte contient deuz littéraux opposés ou 1.

Pour la sémantique (définition [2.14)), la formule associée & chaque étiquette est la conjonction de ses
éléments (p.ex. si un neceud est étiqueté par {4, BV —A,~C}, alors on lui associe la formule A A (B V
-A) A =C).

Proposition 2.20. La méthode des tableaux propositionnels termine quelle que soit la formule en entrée.
On a alors le résultat suivant :

Theorem 2.21. La méthode des tableauzx propositionnels est correcte et compléte pour la réfutation.

2.3.2 DprLL

Nous rappelons DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland, [DLL62]). La
présentation qui en est faite ici combine tableaux et réécriture.

Definition 2.22 (DpLL). Les tableaux sont étiquetés par des paires (¢, L) ot ¢ est une formule propo-
sitionnelle et L un ensemble fini de littéraux.
Les régles d’extension sont les suivantes :

(¢’ L)
(¢7 Lu {ﬁa}) ‘ ((b, Ly {a})

st a est un atome tel que a apparait dans ¢, a € L et ma ¢ L

(¢, L)

(¢', L)

ou @' est la forme normale de ¢ par le systéme suivant :

-l —-T AT —=¢ oNL—>1 a—Tsiacl
-T—1 ¢VT—-T ¢VLl—¢ a—Lsi-aecl

Une feuille est close quand ¢ = L.

Note. 1l s’agit 1a d’une version basique de DPLL : il n’y a pas de propagation des clauses unitaires ni
d’élimination des littéraux purs.

Le systéme de réécriture utilisé termine en utilisant la mesure qui associe & chaque formule le nombre
de ses symboles. De plus il est confluent car orthogonal.

Pour la sémantique, on associe a chaque étiquette (¢, L) la conjonction de ¢ et de tous les éléments
de L (p.ex. si un noeud est étiqueté par (mAV B, {C,—~D,—E}) alors la formule associée est (-AV B) A
CAN-DA-E).

Proposition 2.23. DPLL termine quelle que soit la formule en entrée.
on a alors le résultat suivant :

Theorem 2.24. DPLL est correct et complet pour la réfutation.
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2.4 Ordres de terminaison

Afin de démontrer la terminaison des procédures définies tout au long de cette thése, nous utiliserons des
ordres bien fondés. Nous rappelons ici les notions relatives.

Definition 2.25. Une relation d’ordre < est bien fondée ssi il n’existe pas de suite infinie x1 <xo <. ..
L’ordre naturel sur N est bien fondé (en prenant > pour <).

Definition 2.26. Etant donné un ordre <y sur un ensemble Ey et un ordre <o sur un ensemble FEs, on
définit I’extension lexicographique <o de <1 et <o sur Ey1 X Ey de la fagon suivante :

Vay,y1 € E1,22,y2 € Ea(71,%2) tex (y1,Y2) 881 1 <41 Y1 ou x1 =y et T2 <2 Y2
Theorem 2.27. L’extension lexicographique d’ordres bien fondés est bien fondée.

Comme d’habitude on appelle multiensemble sur un ensemble E toute fonction de £ dans N. Nous
ne considérerons que des multiensembles finis, c.-a-d. des fonctions nulles partout sauf sur un ensemble
fini de points. Un multiensemble fini M est noté :

{1, T1, Ty e o T }
—_——— ——
XM(ZL’l) XM(In)

pour tous z; € E, i € [1;n], tels que M (x;) # 0. Nous définissons alors ’ordre multiensemble :

Definition 2.28. Etant donné un ordre < sur un ensemble FE, l’extension multiensemble <, de < sur
les multiensembles de E est définie de la fagcon suivante :

Ve, y1...yn € E,MU{y1, ..., Yn} <mu M U {z} ssiy; <z pour tout i € [1;n]

Theorem 2.29. L’extension multiensemble d’ordres bien fondés est bien fondée.

2.5 Langages et automates

Definition 2.30. Soit un ensemble fini A appelé alphabet. L’ensemble des mots sur A, noté A*, est
l’ensemble des suites finies d’éléments de A. On note € le mot vide et my - mo la concaténation entre
deur mots. L’ordre préfixe < entre mots est défini de la fagon suivante : my < mo ssi il existe ms t.q.
me = my - ms. Etant donné un mot my et un préfize mo de my, nous notons mg \ my le mot tel que
mo - (m2 \ml) =mj.

Nous nous servirons d’automates dans les exemples et pour définir SCHAUT (chapitre@, une procédure
de preuve a base d’automates.

Definition 2.31 (Automate). Soit un alphabet fini L. Un automate fini non déterministe est un tuple
(Q,q0, F,T) o Q est un ensemble fini d’états, qo est I’état initial, F' est l’ensemble des états finals et
T CQxLU{e} x Q est l'ensemble des transitions.

Etant donné un mot m sur L, la course d’un automate a & partir d’un état ¢; est une suite finie
d’états (q1, - .., qn) telle que pour tout @ € [1;n—1], il existe [ € LU{e} t.q. (¢s, L, ¢i+1) est une transition
deaetm:ll-... 'ln—l-

La course accepte m ssi ¢, est un état final. Le mot m est accepté par a ssi il existe une course dont
le premier état est I’état initial de a et acceptant m.

Enfin une transition dont ’étiquette est e est appelée e-transition.
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CHAPTER 3

Formulae Schemata

Nous avons vu en introduction que notre but était d’exprimer des objets de la forme A]_, ... ou /], ...
(appelés “itérations”). Donc une premiéreﬂ possibilité est d’introduire des connecteurs A et \/ ayant trois
paramétres : une borne inférieure, une borne supérieure et une formule. Cette formalisation est utilisée
dans [ACP0O9b].

Nous pouvons aussi voir A\;_; comme /\i|1§i/\i§n ouill <iAi<mnselit“itel quel <iAi<n" ce
qui se généralise en A ile O ¢ est une formule de 'arithmétique linéaire. Nous pouvons alors écrire un
schéma comme, p.ex., /\i|VjEIk(k <jvisk) - Les connecteurs admettent donc maintenant deux paramétres

une formule arithmétique et un schéma. Nous verrons en annexe [3.A] que cela n’augmente pas le
pouvoir d’expression (mais nous pouvons gagner considérablement en concision), en fait cette syntaxe
ne sert qu’a simplifier 'expression des procédures travaillant sur les schémas. Cette formalisation a été
considérée dans [ACP09a].

En pratique il est trés utile de pouvoir restreindre les valeurs que peut prendre le paramétre, p.ex.
nous pouvons vouloir considérer /\?’:1 ... avec n > 0 uniquement. Ce sera particuliérement utile dans les
procédures ot nous pourrons raisonner par cas selon que le paramétre est inférieur ou supérieur a une
certaine valeur. Un troisiéme raffinement consiste donc a accompagner chaque schéma d’une contrainte sur
le(s) parametre(s). Dans ce cas la formule en elle-méme est appelée un “motif” et nous appelons “schéma”
la paire d’un motif et d’une contrainte. Cette présentation a été développée dans [ACP10al [ACP10D] et
c’est celle que nous adopterons ici. Notons qu’elle correspond a la définition générale de schéma esquissée
dans [Cor06] ou un schéma est décrit comme la paire d’un motif, c.-a-d. une construction syntaxique
contenant des “trous”, et d’'une contrainte spécifiant la fagcon dont les trous doivent étre remplis. Enfin,
notons que l'introduction de contraintes n’augmente pas non plus le pouvoir d’expression car elles peuvent
étre simulées par des schémas comme nous le verrons en annexe [3.A.1

3.1 Le langage

3.1.1 Syntax

On dit qu’une formule arithmétique ¢ encadre une variable entiére i ssi il existe des expressions arithmé-
tiques linéaires e et f ne contenant pas 4 telles que ¢ e <iAi < f. Par exemple, n <iAi<3n+1,
1<ini<nAi#jet (1<iVvV3<i)Ai<nencadrent i, mais pasi <n,i>3oui>1Vi<n.

INos véritables premiers essais [Ara07] utilisaient des schémas de termes [Her94] pour représenter des schémas de
formules en représentant des formules comme des termes, les connecteurs logiques étant des symboles de fonction. Nous
n’avons pas retenu cette démarche dans ce mémoire car, d’une part, la représentation des formules par des termes s’avére
difficile & manipuler et, d’autre part, I'unification (dont la décidabilité est le principal apport des grammaires primales
dans le cadre de nos travaux) ne joue pas un role essentiel, tant que nous restons au niveau de la logique propositionnelle
(évidemment tout ceci serait a reconsidérer si nous travaillions avec des schémas de formules du premier ordre). Cependant
ces essais ont donné lieu & des travaux sur les grammaires primales : [ACPO08| [ACPI10f].

17
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Definition 3.1 (Motif). Etant donné un ensemble de symboles propositionnels, I’ensemble des motifs
(en forme normale négative) est défini par induction :

o sip est un symbole propositionnel et ey, ..., e, des expressions arithmétiques linéaires alors pe, ,.
et Pe,.,....e, SONt des motifs;

c9€n

e [es conjonction et disjonction de motifs sont des motifs;

e sim est un motif, i une variable entiére et ¢ une formule arithmétique qui encadreﬂi alors /\i|¢ m
et \/;), m sont des motifs.

Example 3.2.
A Voopi
i1<ini<nt1 \j[1<jAj<n

A

/\ /\ Divj = /\ Wia,j

]‘1§j/\j§’rb i1|1§i1/\i1§n+1 igllSiQAi2§n+1/\i2;éi1
est un motif (exprimant le principe des pigeonniers, voir p@.

Un motif de la forme /\i|¢ m (resp. \/i\¢> m) est appelée une conjonction itérée (resp. disjonction
itérée). On appellera itération 'une ou l'autre des deux formes, m est appellé le corps de l'itération, ¢
son domaine et ¢ son itérateur. Si ¢ est de la forme e < i A¢ < f, alors nous écrirons /\zf:e m et \/Zf=€ m,
auquel cas 'expression f — e 4+ 1 est appelée la longueur de I'itération.

Example 3.3. Le schéma de ’exemple précédent peut ainsi étre écrit de facon plus concise et naturelle :

n+1 n
AV pi
i=1 \j=1

A

n n+l
/\ /\ Piyj = /\ Wiy, j
j=1l1i1=1

i2\1§i2/\i2 <n+1Aiz#i1

Dans ce motif, \/;L:1 Di; est une itération, plus précisément une disjonction itérée. Son corps est p; j,
son domaine est 1 < j A j <m, son itérateur est la variable j et sa longueur vaut n (intuitivement, nous
pouvons dire que l’itération a n rangs, d’ou le terme de “longueur”).

. n+1 n . " . . . . .
Le motif /\i:1 (\/j:1pi,j) est aussi une itération, c’est une conjonction itérée. Son corps contient

lui-méme l’itération \/;L:1 Dij, son domaine est 1 <iANi <n-+1, son itérateur est i et sa longueur vaut
n+ 1.

Remarquons l’itération /\2.2|1SZ-2M.2Sm_lmﬂéi1 iy, qui met & profit la possibilité d’utiliser n’importe
quel formule arithmétique dans le domaine (et pas seulement une formule de la forme e <iNi < f). Par

conséquent cette itération n’a pas de longueur.

Un motif de la forme pe, . .., est appelé une proposition indexée ou atome. Un atome ou la négation
d’un atome est appelé un littéral. Le nombre d’indices d’une proposition indexée est appelé son arité.
Une proposition indexée est monadique ssi elle n’a qu’un indice. Toutes les classes décidables que nous
identifierons par la suite imposeront que les propositions indexées soient monadiques.

Example 3.4. Soit le motif pg A (/\?:_O1 Pi = Dig1) A —pn (rappelons que s; = sy = =81V sy donc

Uimplication est autorisée dans un motif) : po, pi, Pi+1 €t pn sont des propositions indexées (et des
littéraux), —p; et —p, sont des littérauz. Toutes les propositions indexées sont monadiques.

2Cette contrainte assure que chaque itération est finie. Si ¢ca n’était pas le cas les instances ne seraient pas nécessairement
des formules propositionnelles (donc finies), voir Définition
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Les itérations lient leurs itérateurs, les définitions de variables libres et liées s’en suivent naturellement.
Les variables libres d’un schéma sont appelées paramétres du schéma. La substitution est définie comme
d’habitude, en évitant les captures pour les variables libres, et en ne substituant pas les variables liées.

Example 3.5. Soit m le motif p; A\ \;_, —q; : i est a la fois libre (dans p;) et liée (par Uitération). C’est
donc un paramétre du schéma. Nous notons [3/i] la substitution qui associe 3 a i et m[3/i] Uapplication
de cette substitution ¢ m : m[3/i] = ps A /\:;:1 —g;.

Lorsque nous définirons la sémantique des schémas, il sera clair que ce motif est en fait équivalent a
Pn A Ny i, ce qui est bien plus clair.

Definition 3.6 (Schéma). Un schéma est une expression de la forme m & c ot m est un motif et ¢ est
une formule arithmétique appelée contrainte.
Etant donné un schéma s = m & c, m est le motif de s, noté mg, et c est la contrainte de s, notée cs.

Typiquement, une contrainte aura pour variables libres un ou des paramétre(s) du motif. Les
parameétres du schéma sont ceux de son motif. Pour un schéma s nous abuserons souvent des notations de
la fagon suivante : si m’ est un motif, alors sAm’ désigne (msAm’) & cs, si ¢’ est une formule arithmétique,
alors s & ¢ désigne ms & (cs A '), et si s’ est un autre schéma alors s A s’ désigne (ms Amg ) & (cs A cyr).
Quand la contrainte n’est pas précisée c’est qu’il s’agit de T.

Example 3.7. po A ( /\?;01 Di = Pitv1) A—pp &n > 0 est un schéma. Son seul parameétre est n, son motif
est po N (/\?;01 Di = Di+1) N\ —Dn, Sa contrainte est n > 0.

3.1.2 Semantics

La sémantique des schéma peut étre décomposée en deux parties : nous donnons d’abord une valeur a
chaque paramétre, en accord avec la contrainte, ce qui permet d’obtenir une formule propositionnelle. Puis
nous donnons une interprétation propositionnelle de cette formule. Par conséquent, une interprétation
de schéma est la paire d’un environnement arithmétique et d’une interprétation propositionnelle. Etant
donné une interprétation de schéma J, nous notons J,itn son environnement et Jp.op Son interprétation
propositionnelle.

En utilisant ’environnement nous produisons une formule propositionnelle. Une telle formule est
appelée une instance du schéma :

Definition 3.8 (Instance). Etant donnés un schéma s et un environnement p, l’instance de s par rapport
a p, notée (s),, est une formule propositionnelle définie de la fagon suivante :

o sipl~cy alors (s), < L

o sinon (s), < (my),, ot (my), est défini récursivement :

def
<p€1,...,€n >p = Pp(e1),...,p(en)

def

(=m), = —~(m),
(m1 Ama), < (m1), A (maz),
(m1Vma), < (m1), V (ma),
(N Z N{m)ps (iry | 1 €Z tel que po{i— I} =0}
i|s
(\/m),) d:er{(m>p®{i,_,I} | I €Z tel que po{i— I} =6}
i|s

Note. Les symboles A et \/ en membre droit ne désignent pas des connecteurs formels mais les
opérations permettant d’obtenir les formules propositionnelles ... A...A...et...V...V...ou T et L
quand les ensembles sont vides (d’ot la distinction typographique). De telles itérations sont qualifiées de
bornées, par opposition aux itérations du langage des schémas qui sont, elles, non bornées.

Comme le domaine de chaque itération encadre son itérateur, il est facile de voir que le résultat est
une formule propositionnelle (donc finie) dont les atomes sont des propositions indexées par des nombres
entiers relatifs.
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Example 3.9. Soit s = py A (/\?;Olpi = pit1) A pp&n >0, p_1 = {n — =1}, po = {n — 0},
p={nr—1}. po ={n— 2}. Alors:

(8)p_, = L (la contrainte n’est pas satisfaite)
(8)po =D0 AT A=po
(8)p1 =Po A (po = p1) A —p1
(8)p2 =P0 A (Po = p1) A (p1 = p2) A2

Definition 3.10 (Sémantique des schémas). Etant donnés un schéma s et une interprétation J =
(Tarith, Tprop)s I E 8 881 Tprop = ()3, Nous utiliserons toujours les notations -prop €t -arith POUT
désigner les deur composantes d’une interprétation.

Par conséquent un schéma est insatisfaisable ssi toutes ses instances sont (propositionnellement)
insatisfaisables, a contrario il est satisfaisable ssi une seulement de ses instances ’est.

Example 3.11 (suite de I'exemple 3.9). (s),,, (s)p,, (8)p, €t (s), sont clairement insatisfaisables, et
en fait il est facile de voir que c’est le cas pour n’importe quelle instance. Donc s est insatisfaisable.

En revanche, si nous prenons s = pg A (/\?:_01 Di = Dit1) A —py alors, comme nous n’avons plus la
contrainte, nous avons (s), , =p1 AT A—po, qui est une formule satisfaisable. Donc s est satisfaisable.

3.2 Reésultats de complétude

3.2.1 Incompleteness

Par la suite notre but va étre d’automatiser le raisonnement sur les schémas. Plus précisément nous
aimerions disposer d’une procédure prenant en entrée un schéma et indiquant si ce schéma est valide
ou non. En pratique nous nous focaliserons plutot sur l'insatisfaisabilité, sachant que la validité peut se
ramener a cette derniére, comme d’habitude en déduction automatique.

Avant d’aller plus loin nous montrons d’ores et déja qu’il est impossible d’avoir une telle procédure,
c.-a~d., en termes logiques, que la logique des schémas n’est pas compléte (pour la réfutation, et a fortiori
pour la validité).

Definition 3.12 (Complétude pour la réfutation). Une logique est compléte ssi il existe une procédure
de preuve telle que toute formule valide peut étre démontrée. Elle est compléte pour la réfutation ssi L
est déductible d’une formule insatisfaisable (ou, dans le cas de tableaux, si Uarbre vide est déductible).

Par conséquent, si une logique est compléte pour la réfutation, alors I’ensemble des formules in-
satisfaisables est récursivement énumérable. Nous montrons maintenant que ’ensemble des schémas
insatisfaisables n’est pas récursivement énumeérable et, par conséquent, que la logique des schémas est
incompléte.

Theorem 3.13 (Incomplétude). Les schémas ne sont pas complets pour la réfutation.
Concreétement cela signifie que :

e il n’y a pas d’espoir d’obtenir une procédure décidant la satisfaisabilité et terminant quelle que soit
Pentrée.

e il n’y a méme pas de notion universelle de preuve pour les schémas.

Preuve. Nous démontrons le théoréme par réduction au probléme de Post : soit wy,...,wg et v1,... v
deux suites de mots sur un alphabet fini, une solution au probléme de Post est une suite d’indices s1,. . .,s,
telle que wg, - W, - ... = Vg, - Vsy - ... Nous appelons wg, - ws, - ... (OU vg, - Vg, - ...) le témoin. 11 est
connu que le probléme de Post est indécidable [Pos46]. Nous construisons un schéma s de paramétre n
tel que (s)n—ny est satisfaisable ssi le probléeme de Post admet une solution de longueur N (la solution
constitue grosso modo le modele du schéma). Pour cela nous encodons les suites (w;)ie1;x], (Vi)ie[1;k) €t
(8i)ie[1;n) Puis nous définissons un schéma qui vérifie, caractére par caractére, que (s;);e[1;n) est bien une
solution. Comme les instances insolubles du probléme de Post ne sont pas récursivement énumérables,
les schémas insatisfaisables ne le sont pas non plus.
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Nous encodons facilement les suites (w;)ie[1;4]5 (Vi)ie[1;k] €t (5i)ie[1;n) Par des propositions indexées :
nous avons la proposition indexée wj ;x (resp. v; ;) ssile i'" caractére du j** mot de w (resp. v) est la
kth lettre de I’alphabet. Par exemple si Palphabet est {a,b,c}, k = 2, w; = a, wy = bb, w3 = ac, alors
w est encodée par le schéma w11 Awi22 Awa22 Awrz 1 Awsss. Pour s, nous avons la proposition
indexée s; ; ssi le it" indice de s est j.

Ensuite nous voulons pouvoir vérifier que la solution en est bien une, c.-a-d. que nous avons bien :
Wsy - Wgy * ... = Vg * Vs, + ... Pour cela nous introduisons une proposition indexée Checky, ¢y ry.co.i qui
sera vraie ssi le it" caractére du témoin est égal au clth caractére de W, et au czth caractére de Us,,
(“r” pour rang). Ce comportement est spécifié par récurrence : si le premier caractére de ws, est égal au
premier caractére de v,, alors nous avons Check; 1.1,1,1, puis si nous avons vérifié la séquence jusqu’au
rang i (c.-a-d. que nous avons Checky, ¢, r,.c,.:) alors il faut vérifier ’égalité au rang suivant. Le rang
suivant dépend des valeurs de 71, ¢, 72 et ¢o :

L. sic1 = |ws, | (|z] désigne la longueur de x) et ca < |vs,, | alors nous passons & Check,, +1,0,r,¢,+1,i+1;
2. si ez = |ws,, | et e1 < |ws, | alors nous passons a Checky, ¢, 41,r5+1,0,i+1;

3.8 = \wsrl| et ¢y = \vsr2| alors nous passons & Checky, ¢, +1,ry,co41,i+1;

4. siep < \wsrl| et co < \vsT2| alors nous passons & Checky, 41,0,r5+1,0,i+1-

Le cas de base et le cas inductif nécessitent de décider de 'égalité entre le c;*" caractére de ws, etle

th N o .
c'" caractére de vy, , ce sera formalisé par Eq,, ¢/ 1y e, °

k k
Equ,cl,rg,CQ <~ \/ \/ (87"1,1'1 A Spayia = Weyig,j A UC2J2J) (31)

i1=112=1

La définition est complétée en parcourant tous les r1, ¢1, 72, c2 et j possibles :

AAA.

n>3
n>3
n>3
\|>Q

ol m = max;e[1;4](|w;|) (m est une constante pour une instance donnée du probléme de Post) et g est la
taille de ’alphabet.

Pour les cas inductifs, il faut aussi pouvoir détecter si le ¢;*" (resp. co'*) caractére du mot Ws,, (resp.
vsq‘z) désigne le dernier caractére de ce mot, ce qui est formalisé par la proposition indexée LastW,, .,
(resp. LastV,, .,) :

th)

LastW,, 1 4 \/{sr,.: | i € [L; k], [w;| = 1}

LastW,, ., < \/{57-1,i | i€ [1;k], |wi| = m}

que nous devons ensuite encadrer par une itération /\:,lel.
On peut maintenant définir précisément les cas inductifs :

1. Checky, ¢y ry.c0,i N LastWy, o A —LastV,, ., A Eq,
= CheCkT1+1;07T2;02+1,i+1;

C1,72,C2

2. Checky, ¢, ry,e0,i N "LastW,, o, A LastVy, ., A Eq,.,
= CheCkrl ,c14+1,m2+1,0,4413

C1,72,C2

3. Checky, ¢, ry,e0,i A LastWy, o, A LastVy, ., A Eq,,
= CheCkT’l,Cl+1,7“27c2+1,i+1;

C1,72,C2

4. Checky, ¢ ry,cq,i N "LastW,, o, A —LastV,, ., AEq,
= Checky, +1,0,r5+1,0,i+1-

C1,72,C2
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chacun étant ensuite encadré par les itérations A _; AL _y Ar,_y Ay Aizq

On conclut en exprimant le fait qu’il existe un rang tel que tout a été vérifié et ou les mots ont été
entiérement “consommés”’ des deux cotés :
n n m m

\/ /\ /\ (Checky ¢y rcp,s A LastW,. ., A LastV, .,)

1 (;2:1

i=1lr=1c;

O

Par conséquent, la suite de cette thése se consacre essentiellement & I'obtention de sous-classes des
schémas qui soient complétes pour la réfutation (et donc, comme nous allons le voir dans la section
suivante, décidables).

3.2.2 Completeness w.r.t. Satisfiability

Comme nous venons de le voir, il est vain de chercher une procédure de preuve compléte pour la réfutation.
En revanche il est une propriété intéressante qui est facile & obtenir pour les schémas : la “complétude
pour la satisfaisabilité” qui correspond a une “co-"complétude (pour la réfutation) : les formules satisfais-
ables (au lieu de insatisfaisables) sont récursivement énumérables. Les schémas vérifient cette notion de
complétude (ce qui n’est pas le cas, p.ex., de la logique du premier ordreED.

Definition 3.14. Une logique est compléte pour la satisfaisabilité ssi l’ensemble des formules satisfais-
ables est récursivement énumérable.

Il est équivalent de dire qu’il existe une procédure prenant en entrée une formule et terminant quand
la formule est satisfaisable.

Theorem 3.15. Les schémas sont complets pour la satisfaisabilité.

Preuve. L’ensemble des instances d’un schéma est récursivement énumérable (’ensemble des paramétres
d’un schéma est fini et les entiers relatifs sont récursivement énumérables). Etant donné un environ-
nement et un schéma, 'instance correspondante est calculable. Enfin la satisfaisabilité propositionnelle
est décidable. Nous avons donc trivialement une procédure qui termine quand le schéma est satisfais-
able. O

Nous savons donc d’ores et déja que la satisfaisabilité des schémas est semi-décidable, et nous avons
une premiére procédure, naive, qui termine quand le schéma en entrée est satisfaisable. Par conséquent
toute classe compléte pour la réfutation est décidable : il suffit de lancer, en paralléle, la procédure
compléte pour la réfutation et la procédure compléte pour la satisfaisabilité. La premiére procédure qui
termine permet de conclure.

3.3 Various Notions of Occurrence

Pour définir les systémes de preuves et la notion de littéral pur, ou simplement pour raisonner sur les
schémas, nous avons fréquemment besoin de parler d’occurrences d’un littéral dans un schéma. Cependant
cette notion n’est pas triviale : il est clair que py et p, apparaissent dans pg A ( /\?;01 Di = Dit1) A\ "Dn,
en revanche pouvons-nous dire que p,_1 apparait dans ce schéma ? En un sens non puisque, simplement,
nous ne “lisons” pas ce littéral lorsque nous lisons le schéma. Mais si nous déroulons le schéma, alors
Pn—1 apparait bien : pg A ( /\?Z_O1 pi = Dit1) A (Pn—1 = pn) A —pn Nous pouvons donc counsidérer que
Pn—1 apparait mais de fagon implicite. Cependant il est correct de dérouler une itération uniquement si
nous savons que cette itération est non vide. Nous distinguons donc deux types d’occurrences implicites
: celles qui peuvent apparaitre parce qu'il existe des valeurs des paramétres pour lesquelles nous pouvons
suffisamment dérouler l'itération de sorte a ce qu’elles apparaissent; et celles qui apparaissent toujours
parce que la contrainte assure que, de toute maniére, nous pouvons dérouler I’itération.
Nous obtenons les définitions suivantes :

3En revanche, comme nous le verrons au chapitre la logique du premier ordre restreinte aux modéles finis, a cette
propriété.
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Definition 3.16. Soit un littéral | et un schéma s.
e | apparait positivement dans s, ssi s contient une occurrence de l qui n’est pas sous une négation.

e [ apparait librement dans s ssi il apparait positivement dans s et aucun de ses indices ne contient
de variable liée dans s.

l peut apparaitre dans s, noté l Co s, ssi tout parameétre de | est un parameétre de s et il existe un
environnement tel que (l), apparait positivement dans (s),.

l apparait toujours dans s, noté | Cg s, ssi tout paramétre de | est un paramétre de s et pour tout
environnement p satisfaisant cg, (1), apparait positivement dans (s),.

I peut apparaitre implicitement dans s ssi | n’apparait pas librement dans s mais | peut apparaitre
dans s.

[ apparait toujours implicitement dans s ssi | n’apparait pas explicitement dans s mais | apparait
toujours dans s.

Soit un littéral ' de s tel qu’il existe un environnement p pour lequel (1), = (I'), mais I #I'. Nous disons
que I’ est une occurrence implicite de [.

def

Example 3.17. Soit s = pg A (/\ZZO1 Di = Pi+1) N pp&n > 0.

po et —py, sont les seuls littéraur apparaissant librement dans s. Par conséquent ils peuvent apparaitre
et apparaissent toujours dans s.

p1, p2, etc. peuvent apparaitre dans s, tout comme pn_1, Ppn_o, etc. Comme aucun de ces littéraux
n’apparait explicitement dans s, ils peuvent apparaitre implicitement dans s.

p1 n'apparait pas toujours car, vue la contrainte n > 0 nous powvons avoir l'environnement {n — 0}.
En revanche si nous modifions la contrainte en posant s’ 4 poA( /\?;01 Di = Pit1) NP &n > 1, alors py
apparait toujours dans s (de méme que p,—1). Comme il n’apparait pas explicitement, il apparait toujours
implicitement.

Il est évident qu’il est décidable de savoir si un littéral apparait librement dans un schéma. Nous
montrons maintenant que "¢ et Cg sont des relations décidables. Soit un littéral [ de la forme pe, .. . e,
(resp. e, .....e,,) dont nous voulons savoir s’il peut apparaitre ou apparait toujours dans un schéma s.

La formule arithmétique [ C ms est définie récursivement par :

jope)a= fin...Nep=fn sil' =py . .5, (vesp. =pg . 5.)
sinon
ll:ml/\mgdzeflljml\/mgdzﬁ(lEml)\/(lljmg)

ICNijsm=Z1CVsm=3i(GALC m)
Par exemple, p,, T po A ( /\?;01 Di = Di+1) A P, est la formule :
n=0V3IH0<iNi<n—1AMn=iVn=i+1)V.L
et =p, T po A (/\?:_O1 pi = pit1) A —py est la formule :
LV30<iAi<n—1A(LVL)Vn=n

Proposition 3.18. Soient un littéral | et un schéma s. On a :

e [ CnsssiVng,...,ny(cs =1 C my) est valide

o [ Co s ssidng,...,n,(cs Nl C myg) est valide.

Preuve. Soit un environnement p satisfaisant c,. Supposons que (I), apparait positivement dans (s),.
D’aprés la définition [3.8] c’est équivalent a dire qu’il existe Iy, ..., I, et un littéral I’ t.q.

Do =) pofinmn}o. .. linl}

ou les i1,...,1, sont les variables liées par les itérations contenant !’ et les I,..., I, satisfont les do-
maines correspondants. Il est facile de constater que cette derniére assertion correspond précisément & la
définition de [ © my. O]
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Corollary 3.19. Les relations Co et Co sont décidables.

Enfin nous avons aussi le résultat suivant : 'ensemble {l | [ Cg s} est fini pour un schéma s donné.
Ainsi, non seulement Cg est décidable, mais en plus I’énumération de tous les littéraux | Co s termine.

Proposition 3.20. Soit un schéma s. L’ensemble {l |1 Cqg s} est fini.

Preuve. Soit un environnement p quelconque. Pour tout littéral [, si I Cn s, alors (I), apparait posi-
tivement dans (s),. Donc {l | [ Co s} est inclus dans {I | (), apparait positivement dans (s),} et il est
clair que cet ensemble est fini car (s), est une formule propositionnelle. Par conséquent elle contient une
quantité finie de littéraux. O

Example 3.21. L’ensemble {l | | Co po A (/\:»:01 pi = Diy1) A pn&n > 0} est égal a {po, pn}-
L’ensemble {l |l Co po A (/\?:_01 pi = pit1) A —pn&n > 1} est égal a {po,p1, —pn}-

3.4 Domain Normal Form

Initialement (dans [ACPQ9b]), les schémas n’avaient pour domaines que des formules de la forme e <
iNi < f, ce qui avait pour avantage d’étre intuitif, de correspondre a la plupart des schémas rencontrés
en pratique, et d’étre suffisamment simple pour assurer un traitement théorique aisé. Cependant, pour
définir DPLL” (chapitre [8) nous avons eu besoin de généraliser ces domaines a n’importe quelle formule
arithmétique. Cette généralisation a un prix : elle complique énormément les systémes de preuves. Par
conséquent nous définissons des restrictions et des formes normales sur les domaines afin de faciliter leur
traitement par ces systémes. Nous prouvons, en annexe [3.C| que la plupart des schémas peuvent étre
ramenés a des schémas équivalents dont les domaines suivent les restrictions présentées ici (en tout cas,
tous les schémas rencontrés en pratique le peuvent).

Note. Ces résultats sont mis en annexe pour des raisons de lisibilité et parce qu’ils présentent un
intérét mineur par rapport a notre problématique générale. Cependant ils seront nécessaires & I'analyse
de DPLL*, quoique cette analyse n’utilise ces résultats que dans des cas trés particuliers, comme nous le
verrons alors.

Par définition, toutes les itérations d’un schéma ont des domaines encadrant leurs itérateurs. Cepen-
dant I’encadrement est sémantique, mais n’apparait pas forcément de fagon syntaxique dans le domaine
lui-méme. Le but principal des formes normales suivantes est d’imposer que cet encadrement soit ex-
plicite, c.-a-d. qu’une formule e < i A ¢ < f apparaisse dans le domaine (au lieu d’étre seulement une
conséquence logique de celui-ci). De plus nous imposons qu’une seule formule de cette forme puisse
apparalitre.

Definition 3.22. Une formule encadre fortement ¢ ssi elle a la forme :
e<iNi<f
ou e et f sont des expressions arithmétiques ne contenant pas i.

Une itération est fortement encadrée ssi son domaine encadre fortement son itérateur. Un motif est
fortement encadré ssi toutes ses itérations le sont. Un schéma est fortement encadré ssi son motif l'est.
Les schémas fortement encadrés correspondent précisément aux schémas présentés dans [ACP09b|. La
procédure STAB (chapitre [4]) ne prendra en entrée que des schémas fortement encadrés.

En revanche, pour DPLL*, nous devons relaxer un peu cette définition, ce qui nous ameéne 4 introduire
les schémas syntaxiquement encadrés :

Definition 3.23. Une formule encadre syntaxiquement i ssi elle a la forme :
e<iNi< fAQP

ol e et f sont des expressions arithmétiques ne contenant pas i et ¢ est une formule sans disjonction ni
quantificateur et ne contenant pas i.
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Une itération est syntaziquement encadrée ssi son domaine encadre syntaxiquement son itérateur. Un
motif est syntariguement encadré ssi toutes ses itérations le sont. Un schéma est syntaxiquement encadré
ssi son motif I’est. Tout schéma fortement encadré est syntaxiquement encadré.

La propriété suivante est la propriété principale des schémas syntaxiquement encadrés et celle qui fait
tout leur intérét :

Proposition 3.24. Si une formule arithmétique ¢ est syntaziquement encadrée alors il existe une ex-
pression e tel que (Viidip) = (VAgle/i]), ou @i est l'ensemble des variables libres de ¢, différentes de
i.

Preuve. Par définition, ¢ a la forme e <i A7 < f A ot ¢ ne contient pas i. Donc si Viidig est valide, il
est clair que nous avons ¢[e/i] et aussi ¢[f/i], d’on le résultat. O

C’est 1a tout l'intérét de ne considérer que des itérations syntaxiquement encadrées. En effet, si ce
n’était pas le cas une itération pourrait avoir pour domaine (n1 < i A7 <mng)V (ng <iAi < n4)|ﬂ Dans
ce cas, savoir que l'itération est non vide ne permet pas pour autant de dire quel rang rend l’itération
non vide : ce peut étre aussi bien ny que no, nz, ou ny en fonction des interprétations. Ceci pose un
probléme lorsque nous devons “déplier” une itération, c.-a-d. sortir un rang de l'itération : il n’est pas
correct de sortir un rang si nous ne pouvons pas garantir qu’il apparait effectivement dans l’itération.

Notons aussi qu'un domaine syntaxiquement ou fortement encadré ne peut pas, par exemple, étre de
la forme 1 < k.t A ki < n. Ceci est justifié par le méme argument : si nous savons que n > k, alors
nous savons que le domaine est non vide, mais comment savoir quel rang existe ? Intuitivement nous
voudrions prendre [n/k], mais nous n’avons pas de symbole de division. Il est possible d’introduire un
symbole de division mais cela pose d’autres problémes. Il est plus simple et peu restrictif de simplement
interdire ce type de domaine.

Annexe

3.A Variations sur le langage

Nous étudions ici diverses simplifications ou extensions qui peuvent étre apportées au langage.

3.A.1 Suppression de la contrainte

Par exemple, nous pouvons nous débarrasser de la contrainte :
Proposition 3.25. Pour tout motif m et toute contrainte c :
m&c= \/ m| &T
ileni=0
ot i est une nouvelle variable (c.-a-d. n’apparaissant pas dans s).

Ainsi pour tout schéma il existe un schéma équivalent dont la contrainte est T. Nous pouvons donc
supprimer la contrainte de la définition de schéma, c.-a-d. restreindre la notion de schéma a celle de
motif.

4En fait il est impossible d’avoir un domaine de cette forme car il n’est pas encadré : en effet nous ne pouvons pas
trouver d’expressions e et f telles que § Ee <iA4 < f (en notant § le domaine défini ci-dessus). Mais nous pouvons avoir,
p-ex.,,  Ans <ni Ans <ngAna < ngAng < ng qui est bien encadré mais présente les mémes problémes que §.
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Preuve. Pour tout environnement p :

(V mdp=Vimpsn | T€Ztel que po{ir I} o Ni=0}

iles Ai=0
= V{m)ps imoy | po{im 0} e}
=V{(ms)ps im0y | pE ¢} (i napparait pas dans c)
= V{<ms>p | p = cs} (¢ n’apparait pas dans my)

_ {<m5>p si p = ¢

1 sinon
= (ms),

O

Ainsi la contrainte peut en fait étre codée dans le motif. Nous pouvons obtenir le méme résultat grace
a la proposition suivante ce qui a 'avantage de ne pas augmenter le niveau d’imbrication des itérations :

Proposition 3.26. Pour tout motif m et toute contrainte c :

m&c=(mA \/ T&T

ileNi=0
ot i est une nouvelle variable (c.-a-d. napparaissant pas dans s).
Pour les contraintes de la forme e < f, une autre traduction est possible :

Proposition 3.27. Pour tout motif m et toute contrainte c :

!
m& (che< f)= (m/\\/T) &c

Ce qui donne donc une autre facon d’éliminer la contrainte si cette derniére est une conjonction
d’inégalités.
3.A.2 TItérations généralisées

Par ailleurs, il est envisageable d’étendre le langage de sorte & pouvoir itérer sur d’autres fonctions
booléennes que A ou V. Par exemple en considérant un ensemble F' de symboles de fonctions itérées tel
que tout symbole f € F est muni d’une définition (inductive) de la forme suivante :

.\ def ¢0 sit=20
UChy {qﬁz[f(z —1)] sinon

ou ¢g et ¢; sont des formules propositionnelles dont les atomes sont des propositions indexées pouvant
dépendre de i (nous ne considérons ici que le cas simple ou les fonctions ne peuvent pas faire appel a
d’autres fonctions). Nous pouvons ensuite ajouter au langage des atomes de la forme f, pour f € F et
une expression arithmétique e. Puis pour tout environnement p :

(fe)o = f(ple))

Example 3.28. Nous pouvons représenter une “quivalence itérée” de la facon suivante :

) d:ef{po st1=20

pi e f(i—1) sinon

Alors fn représente, de fagon informelle, le schéma &7 p;.
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Il est facile de voir qu’une conjonction itérée peut étre spécifiée par de telles définitions :

Proposition 3.29. Soit m un motif ne contenant pas d’itération et n un parameétre de m, alors :

n
Am=tn
i=1
ot f est définie de la fagcon suivante :
g | T stt=0
) = . .
mA f(i—1) sinon
Preuve. Pour tout environnement p : ( A\, m), = (fa),, par récurrence sur p(n). O
En revanche, il est plus surprenant d’avoir le résultat suivant :
Proposition 3.30. Soit f une fonction et ¢g, ¢; tels que :

\ e ) o sii=0
UChy {qbl[f(z —1)] sinon

Alors f,, est satisfaisable ssi p, A (po < o) A Niey Di < ¢ilpi—1] Uest, ou p est un symbole n'apparaissant
pas dans ¢g et ;.

Preuve. Soit un modéle M de f,,. Soit interprétation O définie par :

def

sylarith = EUtarith

e m TO (<qe>{)ﬁ . ) si q ;é D
m T (<q >9ﬁa“t ) d:f prop arith '
prop e h mprop(<fe>9ﬁarith) sig=0p

Comme ni ¢g ni ¢; ne contiennent p, il est facile de montrer que M est un modeéle de p, A (po <
®0) N Ny Pi < ¢ilpi—1] par récurrence sur Nayien (). O

Autrement dit, il est possible d’exprimer toutes les fonctions itérées avec uniquement la conjonction
itérée. Conséquemment, nous pouvons méme nous dispenser de la disjonction itérée.

Ce résultat justifie le fait que nous nous restreignons dans cette thése a des conjonctions et disjonctions
itérées, plus simples & manipuler et a écrire et suffisamment générales.

3.B Autres résultats d’incomplétude

Dans [ACPI10d|, nous donnons deux autres preuves d’incomplétude pour des sous-classes strictes des
schémas : la classe homothétique et la classe a translation non bornée.

Definition 3.31 (Classe homothétique). Un schéma s appartient & la classe homothétique ssi il vérifie
les propriétés suivantes :

® s a au plus un parametre n

o Chaque itération de s est de la forme \}_, s" ou \/|_, s' ot s' ne contient pas d’itération et chacun
de ses atomes est de la forme pg,itq, avec 1 € {1,2} et go € { —1,0,1}.

o Les atomes apparaissant en dehors des itérations sont de la forme py ou py,.

Definition 3.32 (Classe a translation non bornée). Un schéma s appartient & la classe & translation
non bornée ssi il vérifie les propriétés suivantes :

e s a au plus deux paramétres n et |

e Chagque itération de s est de la forme N\;_, s' ou \/;_, s' ou s’ ne contient pas d’itération et chacun
de ses atomes est de la forme Py, itgotqst aveC q1,q3 € {0,1} et g2 € { —1,0,1}.
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e Les atomes apparaissant en dehors des itérations sont de la forme pg ou py.

Dans les deux cas, les schémas sont trés restreints : seules des propositions monadiques sont autorisées,
tous les schémas doivent avoir les mémes bornes pour les itérations et il n’est pas possible d’imbriquer
les itérations. Dans le premier cas, il est possible de multiplier la variable liée par 2. Dans le second cas,
il est possible d’ajouter un paramétre & une variable liée.

Nous avons alors le théoréme suivant :

Theorem 3.33. (i) L’ensemble des schémas insatisfaisables de la classe homothétique n’est pas récur-
sivement énumérable.

(ii) L’ensemble des schémas insatisfaisables de la classe & translation bornée n’est pas récursivement
énumeérable.

Preuve. Voir [ACP10d|. La preuve est encore par réduction au probléme de Post, mais le codage utilisé
est beaucoup plus complexe que dans le cas des schémas non monadiques (surtout pour le point (i)). O

Dans le premier cas, le point important est la possibilité de multiplier une variable liée par 2. Dans le
second, c’est la possibilité d’ajouter un parameétre, c.-a-d. une valeur non bornée. Ainsi nous constatons
que méme en restreignant beaucoup le langage, 'indécidabilité persiste.

Ces résultats montrent que les classes décidables de schémas (schémas réguliers et réguliers imbriqués,
voir chapitres @et E[) que nous considérons dans cette thése sont extrémement difficiles & étendre et peuvent
donc étre considérés comme “canoniques” (du point de vue du compromis entre le pouvoir d’expression
et la simplicité des définitions).

3.C Domain Normal Form

Nous détaillons ici la section : nous montrons que la plupart des schémas peuvent étre ramenés a des
schémas équivalents syntaxiquement ou fortement encadrés.

Nous définissons les notions de schéma quasi-syntaziquement encadré et quasi-fortement encadré.
Puis nous donnons un algorithme permettant de réduire tout schéma & un schéma équivalent quasi-
syntaxiquement encadré. De méme pour les schémas quasi-fortement encadrés. Ainsi si un systéme
requiert en entrée des schémas sous ces formes normales, il suffit d’appliquer I’algorithme & ces schémas.
Les systémes de preuve pourront ainsi étre définis modulo une forme normale donnée.

Finalement, nous donnons un critére syntaxique simple permettant d’assurer qu’'un schéma quasi-
syntaxiquement (resp. fortement) encadré est bien syntaxiquement (resp. fortement) encadré. Ceci
prouve qu’il n’est pas si restrictif de ne considérer que des schémas syntaxiquement ou fortement encadrés.

3.C.1 Domaines quasi-syntaxiquement encadrés

Definition 3.34. Une formule arithmétique encadre quasi-syntaxiquement une variable i ssi elle est de
la forme :
e<kiNli< fAINY

ol :

e k. leN;

e c et f sont des expressions arithmétiques ne contenant pas i;

e ¢ est une conjonction de formules de la forme k|e' ou kfe’, ot €' contient i;

e Y est une formule sans disjonction ni quantificateur ne contenant pas i.
Example 3.35. Les formules suivantes encadrent quasi-syntaziquement i :

e 1 <iNi<n

e 1 <21N3i<n

e 1<ini<nA2i
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e 1 <iNi<nAl<Sn
En revanche, ce n’est pas le cas de :

e (1 <iVv2<i)Ai<mn (cette contrainte encadre bien i, mais pas quasi-syntaziquement) car cette
formule contient une disjonction;

e 1 <iNi<mAi<nasAny <nAng <n cari apparait dans deux atomes de la forme i < ...;
e ctl<iNi<nA@E<jVi>j).

Une itération est quasi-syntazriquement encadrée ssi son domaine encadre quasi-syntaxiquement son
itérateur. Un motif est quasi-syntaziquement encadré ssi toutes ses itérations le sont. Un schéma est
quasi-syntaziquement encadré ssi son motif I’est. Nous montrons maintenant comment ramener tout
schéma a un schéma quasi-syntaxiquement encadré équivalent.

Definition 3.36 (Reyn). Soit Reyn le systéme de réécriture de motifs suivant :
e FORME NORMALE ARITHMETIQUE (appliquée uniquement si § n’est pas en f.n.a.) :
IT;i5m — 5 m
ot &' est en forme normale arithmétique (définition p@ etd =0
e ELIMINATION DES DISJONCTIONS :
Ij5,ve, m — (s, m) 1 (15, m)

ou (H,H) € {(/\a /\)’(\/7\/)}

® LINEARISATION !

Wik.i<enti<frer M — (Wikicente<i.faer M) T (I Gj1i< pak. f<t.eng’ M)

ot k,l € N, e et f sont des expressions ne contenant pas i.

Nous appliquons les régles dans ’ordre ot nous les avons données.

Example 3.37. Le schéma :

/\ pi

i135(1<nj<ini<n)
n’est pas quasi-syntariquement encadré. Aprés application de la régle FORME NORMALE ARITHMETIQUE,
nous obtenons :
N
i|1<iAi<n
qui est bien quasi-syntaziquement encadré (et méme syntaxiquement encadré).
Le schéma :
A
i|(1<iv2<i)Ai<n

n'est pas quasi-syntaziquement encadré (& cause de la disjonction). Apres application de la régle Brmi-
NATION DES DISJONCTIONS, nous obtenons :

/\ pi A /\ Di

i[1<ini<n i|2<ini<n

qui est bien quasi-syntaziquement encadré (et méme, encore une fois, syntaziquement encadré).
Le schéma :
A

i|1<ini<niAi<ng
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n’est pas quasi-syntariquement encadré. Mais aprés application de la régle LINEARISATION, nous obtenons
le schéma syntaxiquement encadré :

/\ pi A /\ Di

i|1§i/\i§n2/\n2§n1 i|1§i/\i§n1/\n1§n2

/\ pi

i11<iA2i<ng Ai<ny

Le schéma :

n’est pas quasi-syntaxiquement encadré. Mais aprés application de la régle LINEARISATION, nous obtenons

le schéma :
/\ pi A /\ Di

1|1<iNn2i<naAnga<2nj i|1<ini<niA2ni<Ing
qui est quasi-syntariquement encadré (mais pas syntaxiqguement encadré).

Nous pouvons démontrer que I’ensemble de régles ci-dessus termine, que toute forme normale obtenue
est équivalente au motif original et est bien quasi-syntaxiquement encadrée. Cependant, il manque a ce
systéme une propriété utile par la suite : lorsqu’une itération est “divisée” en deux par une régle (comme
c’est le cas de ELIMINATION DES DISJONCTIONS et LINEARISATION), nous aimerions que les deux nouvelles
itérations aient des domaines disjoints :

Definition 3.38. Deux domaines 61 et 6o sont disjoints ssi 61 A 0o est insatisfaisable.

Il est facile de voir que LINEARISATION a cette propriété car si nous avons l.e < k. f alors nous n’avons
pas k.f < l.e. En revanche ELIMINATION DES DISJONCTIONS N’a pas cette propriété : il suffit de consid-
érer, p.ex., /\z‘\évé p; qui est réécrit en (/\i|5 i) A (/\i|6 p;). Par conséquent nous remplagons la régle
ELIMINATION DES DISJONCTIONS par la régle suivante :

Definition 3.39 (ELIMINATION DES DISJONCTIONS bis).

I aon. . atyveve ™ — (g a. . aze m) (LG =0y A5)ve ™)
I (Hi\(ll/\ﬂlz/\é)w& m)

11 (T03) (1, ALy A=l AG) VG TT2)

I (Hz‘\(ll/\. A1 AL AS)V m)

ot ly,...,l, sont des littéraux, k > 1, § est une clause conjonctive différente de L et ¢ est une formule
quelconque (possiblement T ).

Nous supposons aussi que les négations sont éliminées dans la foulée en suivant les régles données
en Cette régle a bien la propriété que les domaines de ses itérations sont deux & deux disjoints.
A partir de maintenant, c’est cette régle que nous appellerons ELIMINATION DES DISJONCTIONS, et Rgyn
dénotera l’ensemble de régles précédent avec la nouvelle ELIMINATION DES pIsJoNcTIONs. Comme nous
allons le voir, ce systéme a bien toutes les propriétés voulues : il transforme tout schéma en un schéma
quasi-syntaxiquement encadré équivalent.

Proposition 3.40. Ry, termine.

Preuve. FORME NORMALE ARITHMETIQUE termine car le nombre d’itérations dont le domaine n’est pas en
fn.a. décroit strictement. ELIMINATION DES DISJONCTIONS diminue strictement le nombre de disjonctions
dans le domaine d’une itération, donc elle termine. De plus elle préserve la f.n.a. donc elle ne suscite
pas de nouvelle application de FORME NORMALE ARITHMETIQUE. Pour LINEARISATION, chaque itération
IT;5sm est remplacée par deux itérations ayant chacune un nombre inférieur d’occurrences de i. De plus
LINEARISATION n’ajoute pas de disjonction et préserve la forme normale arithmétique, donc ne suscite pas
d’application supplémentaire des régles précédentes. O

Il existe donc une forme normale (non nécessairement unique) par Rgyn pour chaque motif. Les trois
propositions suivantes assurent que toute forme normale par Rgyn est bien un motif syntaxiquement
encadré et équivalent au motif original.
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Proposition 3.41. Toute forme normale d’un motif par Reyn est un motif.

Preuve. 11 suffit de vérifier que toutes les itérations sont encadrées. C’est évident pour FORME NORMALE
ARITHMETIQUE car les domaines sont équivalents avant et aprés la réécriture. Pour ELIMINATION DES
DISJONCTIONS, comme (I3 A ... Alg) V&V ¢ encadre 4, alors § et ¢ encadrent i donc c’est évident. Pour
LINEARISATION, comme l’itération est encadrée avant la réécriture, ¢’ entraine e <14 pour une certaine
expression e. De plus les domaines des deux nouvelles itérations contiennent chacun ¢’ et une formule de
la forme k.7 < e donc ils encadrent bien 3. O

Proposition 3.42. Toute forme normale par Reyn est un motif quasi-syntariquement encadré.

Preuve. Les seules disjonctions apparaissent a la racine par irréductibilité par rapport & FORME NORMALE
ARITHMETIQUE. Par conséquent s’il existait une telle disjonction ELIMINATION DES DISJONCTIONS pourrait
s’appliquer ce qui est impossible par irréductibilité. Donc tout domaine est une conjonction, conformé-
ment & la forme imposée par la définition d’encadrement quasi-syntaxique. Si un domaine contenait une
formule de la forme k.i < e Al.i < f alors LINEARISATION s’appliquerait, impossible par irréductibilité.
Donc tout domaine a au plus une inégalité de la forme k.i < e et une inégalité de la forme e < k.i.
Finalement tout domaine a exactement une inégalité de chacune de ces formes car toute itération était
encadrée avant la réécriture et la proposition précédente assure que c’est toujours le cas aprés. O

Proposition 3.43. Soit un schéma s. Notons m une forme normale de ms par Reyn. Alors m&cs est
équivalent a s.

Preuve. FORME NORMALE ARITHMETIQUE préserve les modéles puisque les domaines sont équivalents. Pour
ELIMINATION DES DISIONCTIONS et LINBARISATION, il est facile de voir que les instances du membre gauche
et du membre droit sont équivalentes dans tout environnement. O

Theorem 3.44. Pour tout schéma s il existe un schéma quasi-syntaxiquement encadré s’ tel que s’ = s.
De plus s’ est calculable.

Preuve. Conséquence des propositions précédentes. O

3.C.2 Domaines quasi-fortement encadrés

Nous restreignons encore les schémas quasi-syntaxiquement encadrés de sorte & ce que, non seulement
I’encadrement soit explicitement présent dans la formule, mais qu’en plus le domaine ne spécifie que cet
encadrement, c.-a-d. qu’il n’exprime pas d’inéquations sur les variables autres que son itérateur.

Definition 3.45. Une formule arithmétique encadre quasi-fortement une variable i ssi elle est de la
forme :
e<kiNli<fA¢
ou :
o k,leN;

e c et f sont des expressions arithmétiques ne contenant pas i;

e ¢ est une conjonction de formules de la forme k|e’ ou kfe’.

Une itération est quasi-fortement encadrée ssi son domaine encadre quasi-fortement son itérateur.
Un motif est quasi-fortement encadré ssi toutes ses itérations le sont. Un schéma est quasi-fortement
encadré ssi son motif ’est.

Nous montrons maintenant comment nous pouvons ramener tout schéma a un schéma quasi-fortement
encadré équivalent. D’aprés les résultats précédents, il suffit de montrer ce résultat pour les schémas

quasi-syntariquement encadrés uniquement.
f
/\ 1] =€
i=e

Soit Rgort la régle de réécriture suivante :

f
ou (IT,e) € {(A, T),(V,L)} et sieet fnecontiennent pas i. Nous appliquons Ry,,+ en commengant par
les itérations les plus profondes.

ITii5he<ym —

i=e
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Proposition 3.46. Ry, termine.

Preuve. Le nombre de conjonctions apparaissant dans les domaines de toutes les itérations diminue
strictement (vrai uniquement parce que nous appliquons Ryt en commengant par les itérations les plus
profondes). O

Proposition 3.47. Toute forme normale par Reory d’un motif quasi-syntaziquement encadré est quasi-
fortement encadrée.

Preuve. Tout d’abord, il est facile de voir que la régle préserve I’encadrement quasi-syntaxique. Ensuite si
un motif est quasi-syntaxiquement encadré mais pas quasi-fortement encadré, la régle s’applique. Comme
le motif est irréductible, il est donc quasi-fortement encadré. O

Proposition 3.48. Soit un schéma s. Notons m une forme normale de mg par Riori. Alors m & cs est
équivalent a s.

Preuve. 11 suffit de constater que \/{Ze T estvraissie < fet /\Zf:e L est vrai ssi e > f. Il est ensuite facile
de voir que les instances du membre gauche et du membre droit sont équivalentes dans tout environnement.
O

Theorem 3.49. Pour tout schéma s il existe un schéma s' quasi-fortement encadré tel que s’ = s. De
plus s’ est calculable.

Preuve. Conséquence du théoréme et des propositions précédentes. O

3.C.3 Domaines linéaires

Les deux formes normales précédentes n’induisent aucun restriction sur le schéma d’origine puisque nous
avons vu que nous pouvions ramener tout schéma & de telles formes normales. Nous introduisons main-
tenant la notion de domaine linéaire. Combiné avec le quasi-encadrement syntaxique, nous retrouvons la
notion d’encadrement syntaxique. De méme pour le quasi-encadrement fort.

Definition 3.50 (Domaine linéaire). Une variable i apparait linéairement dans une formule ¢ ssi i
n’apparait qu’une fois dans chaque atome.

Une itération est linéairement encadrée ssi son itérateur apparait linéairement dans son domaine. Un
schéma est linéairement encadré ssi toutes ses itérations le sont.

Par exemple ¢ apparait linéairement dans i < n et 1 <iAi < n mais pas dans 2i < n, 1 <i+iAi < n,
i <1 ou 2[i.

Proposition 3.51. Tout schéma linéairement et quasi-syntaxiquement encadré est syntaxiquement en-
cadré.

Proposition 3.52. Tout schéma linéairement et quasi-fortement encadré est fortement encadré.



CHAPTER 4

STAB

Nous présentons une premiére procédure de preuve pour les schémas. D’aprés le théoréme [3.2.1) nous
savons qu’elle n’est pas compléte pour la réfutation. En revanche, nous verrons qu’elle est compléte
pour la satisfaisabilité. Notre but est de disposer d’une procédure utilisable en pratique et qui permettra
par la suite d’identifier des classes décidables de schémas. Appelée STAB pour “Schemata TABleaux”,
cette procédure est une extension naturelle des tableaux propositionnels (défintion [2.19) aux schémas de
formules. STAB a été introduit dans [ACP09D)].

4.1 System Presentation

Dans ce chapitre, nous supposons que toutes les itérations sont fortement encadrées (définition [3.22)). Il
est facile de voir que STAB préserve cette propriété.

Definition 4.1 (STAB). Les neeuds des tableaur de STAB sont étiquetés a la fois par des ensembles de
schémas, de motifs et de contraintes. Nous notons S(v) (resp. M(v), resp. C'(v)) l'ensemble des schémas
(resp. motifs, resp. contraintes) étiquetant un neud v. Les régles sont les suivantes :

e Reégles propositionnelles :

Tu{m; Amsy} N Tu{m; Vms}
FU{ml}U{mg} FU{m1} ‘ FU{TTZQ}

Reégles de contraintes :

ru{mé&ec} &
ru{m}u{c}
o Regles d’itérations :
f

- f_Fl UiAm} ITERATED A

CU{mlf/iiAN_Im&e< f} [TU{T&e> f}
FU{ \/{:e m} ITERATED V

CU{m[f/i]VvVI m&e< f} |TU{L&e> f}

Reégle de contradiction :

F U {p517-~7€n} U {_|pf17--<7fn}
ru {pel,m,en} U {_‘pf17~~afn} U {61 FHN... Nepg # fn}

CONTRADICTION

33
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Une feuille v est close ssi L € M(v) ou C(v) insatisfaisable (c.-a-d. la conjonction de ses éléments).
Pour la sémantique, nous associons & chaque neud v le schéma :

/\m/\/\ms&: /\cs/\/\c

meM (v) seS(v) seS(v) ceC(v)

Pour savoir si un schéma est satisfaisable ou non, nous appliquons les régles sur un tableau contenant
un seul nceud étiqueté par le singleton contenant ce schéma.
Quelques remarques :

e les régles propositionnelles sont exactement les mémes que celles des tableaux propositionnels;

e les régles d’itérations peuvent trivialement étre simplifiées, au détriment de la symétrie, en :

TU{AL, m}
TU{mlf/iIANZ m&e< [} |[TUfe> f}
ru{V/._ m}

TU{mlf/i vV m&e< f}

STAB ne montrera sa véritable utilité qu’avec la détection de cycles, introduite au chapitre [f] Néan-
moins, cette procédure est d’ores et déja plus efficace que la procédure naive esquissée dans la démonstra-
tion du théoréme (c.-a-d. I’énumération de toutes les instances). Tout d’abord, STAB peut terminer
quand le schéma est insatisfaisable, ce qui n’est pas le cas de la procédure naive (a moins que le schéma
soit juste une formule propositionnelle insatisfaisable) : c’est le cas p.ex. pour A]_, L&n > 1 (et plus
généralement pour tout schéma de la forme /\?=1 ¢&n > 1 ou ¢ est une formule propositionnelle insat-
isfaisable). De plus STAB peut terminer beaucoup plus rapidement quand le schéma est satisfaisable : si
nous prenons, p.ex., le schéma ( /\;23?0 p1 A —p1) nous devrons attendre, avec la procédure naive, d’avoir
atteint n = 10000 alors que STAB trouvera immeédiatement le modéle n = 10000, p; = false.

La figure donne un exemple simple de dérivation de STAB.

4.2 Soundness

Les tableaux de STAB sont interprétés suivant la définition Nous utiliserons la notation J = = que
x désigne un noeud, son étiquette ou un tableau.

Proposition 4.2. Soient une interprétation J et une itération /\Zf:e m. JE /\Zf:em 581 $0it Tayvith =
e < [ et (N )3 = (/i) A NS )30, 500 Tarion = € > et (AL M50 = (T3
Nous démontrons séparément les points [T] et [2] de la définition :
Lemma 4.3. Soient :
e une interprétation J,
e une feuille v d’un tableau t,
e ct un tableau t' obtenu par application d’une régle de STAB en v.
Alors 3 = v ssi il existe un fils v/ de v dans t' t.q. T V.
Notons bien qu’il s’agit 14 d’une équivalence.

Preuve. Par inspection des régles. Le résultat est classique pour les régles propositionnelles, et il est
trivial pour la régle & (qui est trés proche de A). Pour ITERATED A, c’est une conséquence directe
de la proposition précédente. Le résultat correspondant & la disjonction s’obtient par dualité, d’ou la
conclusion pour iTERATED V. Enfin pour conTrADICTION il est clair que si J |= v nous avons nécessairement
e1 # fiN... Nen # fn (autrement v est trivialement insatisfaisable car elle contient un atome et sa
négation). La réciproque est triviale car la prémisse est incluse dans la conclusion. O
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{ A\ pi A—pi&n > 1}

&

{N\iey pi A —pi,n > 1}

ATED A \W A

{T&n<1,n>1} {pn A =pn A (AP pi A—pi) &1 < myn > 1}

&

X (contrainte insatisfaisable) {p A —p, A (/\?:—11 pi Api),1 <n,n>1}
A

{Prs=pn A A D A=pi), 1 < myn > 1)
A

{pn> Pn, ( /\?;ll pi A ﬁpi)> 1<n,n> 1}

CONTRADICTION

{n 7é Ny Pny 7Pn, /\?:11 Di N\ i, 1< n,n > 1}

x (contrainte insatisfaisable)

Figure 4.1: Application de STAB a A_, p; A —p; & n > 1 (x désigne une branche fermée)

Nous démontrons maintenant le point 2| de la définition :
Lemma 4.4. Si une feuille d’un tableau t est irréductible et non close alors t est satisfaisable.

Preuve. Soit v cette feuille. 1l est clair que I’ensemble étiquetant v ne contient que des littéraux et
des formules arithmétiques, par irréductibilité par rapport aux régles propositionnelles et des régles
d’itérations. Soient deux littéraux pe, .. e, et —py, ... . contenus dans 'ensemble de v. Par irréductibilité
de coNTRADICTION, cet ensemble contient aussi e; # fi A... Ae, # frn. Comme v est non close, C(v) est
satisfaisable, il existe donc un environnement p tel que p |=e1 # fi A... Aey # fr, donc (De,,...e,)p #
(—Pf1,....f.)p- 1l existe en fait un environnement p satisfaisant toutes les formules arithmétiques de v,
donc tel que pour toute paire de littéraux pe, . ., €t —pys . 5, nous avons (Pe,, .e.)p 7 (TPf1,fn)p-
Par conséquent 'ensemble {(I), | [ est un littéral de v} est un ensemble non contradictoire de littéraux
propositionnels. Il existe donc une interprétation propositionnelle J validant cet ensemble. Par définition,
(p,T) est un modele de v et donc de ¢. O

Par conséquent :
Theorem 4.5 (Correction). STAB est correcte.
Preuve. C’est une conséquence immeédiate des lemmes [1.3] et [1.4] et de la définition 2.15] O

Et donc STAB vérifie le théoréme [2.16]

4.3 Completeness for Satisfiability

Le but est donc de démontrer que si un tableau est satisfaisable nous atteindrons toujours par appli-
cation des régles un tableau dont une branche au moins sera irréductible et non close. L’idée générale
consiste & montrer que I'application de chaque régle nous rapproche d’un tel tableau. Cette notion de
“rapprochement” est formalisée par une mesure.
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Soit J une interprétation, nous définissons la mesure pl(z) qui associe un entier a un schéma, un
motif ou une contrainte :

def . .
e 112(c) = 0 si ¢ est une contrainte;

o ph(mé&ec) = pi(m);

o ub(m) = 1simest T, L ou un litéral;

o ph(mixma) = pk(my) + ph(ms) ot x € {A,V};
o 1} (I_,m) L2+ 4#E+ Yger A (mlg/i]) ou E = [Tarith(€); Taritn ()], #E dénote le cardinal de E
etme {A,V}
d_cf

et pour un ensemble F de schémas, motifs et contraintes, ui(F) = {ub(x) | * € F} ordonné par
I’extension multi-ensemble de 1’ordre usuel sur les entiers naturels.

Soit un neeud v d’un tableau ¢, nous définissons x%(v, t) comme le nombre de paires (pe, ....c.., “Pfi.....f.)
de littéraux de v tels qu'il existe p satisfaisant ( A{c € C(W)PHA(A{cs | s € S@)})Aer = fin... Ney, = fo.
Et finalement : ju5(v,t) = (ui(M(v) U S(v) UC(v)), %(v)), ordonné par I'extension lexicographique de
ces deux mesures.

La propriété suivante est la raison d’étre de cette mesure : toute régle de STAB diminue strictement
la valeur de la mesure.

Lemma 4.6. Soient:
e t un tableau satisfaisable,
o N un modele de t,
e v une feuille d’un tableau t, telle que M = v,
e et t' un tableau obtenu par application d’un régle de STAB a v.
Alors pour chaque fils V' de v dans t' tel que M = V', nous avons pon (V' t") < pom (v, t).

Example 4.7. Supposons que v est étiquetée par /\?=1 p; et que V' est obtenue par application de ITERATED
A, générant d’un coté p, N /\?:_11 p;&n >1 et de Vautre T &n < 1.

Soit le modeéle M de v défini par Marien(n) Xy (peu importe la valeur ailleurs) et Mprop (pi) L true
pour tout i € [1;5]. Ce modéle est aussi un modéle de p, A /\?:_11 pi&n > 1 (mais pas de T&n < 1 car
Marith () > 1). Pour simplifier, nous n'observons que le comportement de et comme la mesure des
contraintes est nulle, nous ne précisons pas ces derniéres.

Alors, pour \!_, pi, nous avons E = {1,2,3,4,5} et :

n

i /\ pi) =2+ 5+ (i (p1) + an(p2) + tan(ps) + pan(pa) + pan(ps)) = 12

Pour p, A /\;:11 pi, nous avons E ={1,2,3,4} et :
n—1
1 N1 1 1 1 1 _
pin(n A [\ Pi) = 1in(ps) + 2+ 4+ (i (p1) + pan(p2) + padm (p3) + pag(pa)) = 11
i=1

Soit le modéle N de v défini par MNayien (n) < (peu importe la valeur ailleurs) et n’importe quelle

interprétation propositionnelle. Ce modéle est aussi un modéle de T (mais pas de /\?:_11 pi&mn >1 car

marith(n) < 1)
Alors, pour N\, pi, nous avons E =0 et uf( Nj—, pi) = 2. Pour T nous avons uk(T) = 1.
Dans tous les cas, la mesure a bien strictement diminué.

Preuve (du lemme IE) Par inspection des régles:
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e V : nous remplagons m; V ms par un motif strictement inférieur (en effet ,uslm(m) > 1 quel que soit
m, donc piy(my V ma) > pdy(my) et pdy(my Vma) > pon(ms)).

e A : cette fois nous remplacgons m; A my par deux motifs inférieurs, donc comme nous considérons
un ordre multi-ensemble, 1/ est bien strictement inférieure.

e & : idem A.

® ITERATED A : NOUS avons iy ( /\Zf:e m) =2+#E+3 cp pan(mlg/i]) ou E = [Marien (€); Marien (f)]-
Supposons que v’ corresponde & la branche droite de la régle : dans ce cas #F = 0 et la somme
est vide donc il ( /\Zf:e m) =2 > uly(T&e > f) =1, et nous avons bien le résultat. Supposons

maintenant que v’ corresponde & la branche gauche, dans ce cas :

W(mlf /AN m&e < f)

=

= pign (m[f/i]) + 2 + #(E\ {DMarien () }) + 2 e\ (9tmen(5)1) Ko (M119/])
= pian ([ f/i]) + 24+ #E =143 0 (1 om0} Ham (m19/1])

De plus, il est facile de prouver que pgy (m[f/i]) = pn (m[Marien (f)/4]), donc :

= pion (M[Marien ()/1]) + 2+ #E — L+ 32 ¢\ (0o (£)}) Hon (119/1])
=2+ #E -1+ 3 cpham(mlg/i])

= 2+ #E+ X gep uan(mlg/i])) —1

= im(N_em) =1

® ITERATED V : idem ITERATED A.

e CONTRADICTION : il est clair que p?(v, ) diminue strictement alors que pgy (M () US(v)UC(v)) est
constant, donc ugn (v, t) diminue strictement.

O
Proposition 4.8. Si une feuille est satisfaisable et irréductible alors elle n’est pas close.

Preuve. Si elle était close soit elle contiendrait L, soit I’ensemble de ses contraintes seraient insatisfaisable.
Dans les deux cas la feuille elle-méme serait insatisfaisable. O

Theorem 4.9 (Complétude pour la satisfaisabilité). Soient :
o ty un tableau satisfaisable,
e I un modéle de tg,
o et (t;)icr une dérivation équitable.
1l existe k € I et une feuille vy de ty telle que vy, est irréductible et non close.

Preuve. D’apreés le lemme pour tout ¢ € I, t; contient une feuille v; telle que M = v;. Soit k tel que
pom (Vk, tr) soit minimale (k existe car la mesure est bien fondée). Il est clair d’aprés le lemme précédent
qu’aucune régle ne s’applique & v dans la dérivation (autrement cela entrerait en contradiction avec
Ihypothése de minimalité). Comme la dérivation est équitable, soit vy est irréductible, soit il existe une
autre feuille qui est irréductible et non close. Si vy est irréductible, alors elle ne peut étre close d’apreés
la proposition précédente. O

4.4 Example

4.4.1 Un exemple de schéma satisfaisable

Nous commengons par un exemple ou le schéma est satisfaisable: pg A (/\?;01 Pi = DPit1) A pn (C-a-

d. ’exemple récurrent py A (/\?;01 Pi = Pi+1) A ~pn & n > 0 mais sans la contrainte n > 0 qui assure
I'insatisfaisabilité de ce dernier). Le tableau obtenu est donné en figure
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{po A (N2 Pi = Pis1) A —pn}
A

1
{ro, (NiZy Pi = pit1) A —pn}

A

-1
{po, /\?:0 Pi = Pit1, Dn}

ITERATED A RATED A

{p07pn—1 :>pn/\/\?:_02pi :>pi+1&0 < {pO’T&O >n— 17jp"}

n—1,-p,
P} | <
{p07—|—70 >n— 17_‘Pn}

CONTRADICTION

{p03T70>n717_'pnan7é0}

1 irréductible, non clos y

Figure 4.2: Application de STAB a pg A (/\?:_01 Di = Pit1) A —Dn

Par correction, le schéma, est donc satisfaisable. A la lueur de la feuille irréductible non close, nous
voyons plus précisément qu’il existe un modéle pour tout n < 0. Notons que la partie gauche de 'arbre
peut trés bien étre infinie (d’ailleurs elle I’est, comme nous le verrons avec ’exemple suivant) concrétisant
ainsi la nécessité de 1’équité dans les hypothéses du théoréme En particulier, une implémentation
doit s’assurer d’appliquer les régles de fagon équitable pour ne pas passer tout son temps dans la branche
infinie (et donc ne jamais terminer).

4.4.2 FEchec de terminaison

Nous ne présentons qu’un exemple jouet, c.-a-d. rapide et trivial, parce que nous allons voir que, sans
détection de cycle, STAB ne va pas bien loin. Nous appliquons STAB a ’exemple récurrent pg A ( /\;:01 pi =
pit1) A prn&n > 0 (c.-a-d. lexemple précédent mais avec la contrainte n > 0), que nous savons
insatisfaisable (cf ’exemple . Le tableau obtenu est (partiellement) donné en figure

Il est facile de voir que la branche marquée “...” sera étendue indéfiniment: les fléches en pointillés
montrent que la preuve est en train de se “répéter”, la procédure ne s’arréte donc jamais. Ces fleches
présentent pour la premiére fois de fagon informelle la notion de cycle. Cette notion est étudiée formelle-
ment dans le chapitre suivant. L’objectif est d’ajouter & STAB un mécanisme permettant de détecter ces
cycles et de fermer les feuilles correspondantes.
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{po A (N]Zg pi = pig1) A —pn &n > 0}

&
{po A (NZg pi = pig1) A —pn,n > 0}
A
{po, (AT=)' Pi = Pit1) A =pn,n > 0}
T
7 {po, \i—y Pi = Pit1, Pn,n >0}
e
L7 ITERATED A
7
/ {Po,Pr-1 = Pn AN 2P =  {Po, T&n—1<0,-py,n >0}
/
)/ pit1&n —12>0,-p,,n > 0} &
/
K ‘& {po, T,m =1 <0,=pp,n >0}
/ {Pos Pr-1 = Pu AN DI = ‘CONTRADICTION
I
| pit1,n — 1> 0,=2pp,n >0} {po, T,m — 1 < 0,-pn,n >
|
| ‘/\ 0,n # 1}
1
\ n—2
{Po, Pn—1 = Pn, NiZy Pi = N

\
pit1,n—12>0,7pn,n >0}

\
\\ // \
\
{Po; =Pn—1, A725 Pi = Pit1, {Po, Pns NiZy Pi = pig1,m — 1 >0, 2pn,n > 0}

n—12>0,-p,,n >0} CONTRADICTION
4

- ‘ ITERATE

{Pos Pry NP2 Pi = Pig1,n—1 >
0, pn,n > 0,n #n}

3
/
7

{Po, 7bn—1,Pn—2 = Pn—1 A ANIZL pi
/
pita &n —22>0,n—12>0,7py,n >0}
/
/
.
/

! {P0, "Pn—1,Pn—2 = Pn-1 A

RATED A |

/
{po, "Pn—-1,T&n —2 < 0,n —

12>0,-pn,n >0}
CONTRADICTION

1
! Yopi = pisnm — 2 >
h 0,n—12>0,-pn,n >0}

|

‘l {po, " Pn-1, T&n —2 < 0,n —

1>0,7pp,n>0,n—1%#1}
\
\
X

\
\ -3
{Po, "Pn—1,Pn—2 = pn—h/\?:(, Pi = Pit1,M —

\
v 2>0,n—1>0,-pn,n >0}
A
. // \

N
NiZs i = piva, {Po, "Pr—1,Pn—1, N}Zg Pi = Pit1,
n—1>0,n—22>0,-p,,n>0}

CONTRADICTION

N
{pPo, "Pn—1,Pn-2,
n—1>0,n—-22>0,-p,,n >0}

{Po, "Pn—1,Pn—1, /\;:03 Pi = Pi+1,
n—1>0,n—22>0,-p,,n>0,n—1#n—-1}

X

Figure 4.3: Application de STAB & py A (/\;L:_O1 Pi = Pit1) A P &n > 0.
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CHAPTER b

Cycle Detection

D’aprés le théoréme d’incomplétude, nous savons qu’aucune procédure ne peut décider la satisfaisabilité
des schémas. Cependant, comme nous 'avons vu en section [£.4.2] I'intuition permet parfois de repérer des
“cycles” dans la construction (divergente) d’une preuve. Dans ce chapitre, nous formalisons cette notion
afin d’améliorer la terminaison en détectant ces cycles de maniére automatique. Nous proposons une
premiére définition générale mais indécidable (section . Puis nous prenons approche opposée avec
un raffinement décidable, presque trivial, de la définition générale : 1™‘égalité & un décalage prés” (section
. Enfin en section nous proposons des extensions qui, a partir d’un raffinement quelconque de la
définition générale, construisent un raffinement plus puissant. Ces extensions appliquées a I’égalité & un
décalage prés seront suffisantes pour prouver tous les résultats de décidabilité de ce mémoire. Enfin nous
revenons sur l'exemple qui divergeait avec STAB (section pour constater que la détection de cycle
évite la divergence (section .

Le contenu de ce chapitre a été développé tout au long de [ACP09b] [ACP(09a), [ACP10d|, [ACP10a] et
particuliérement dans [ACP10D].

5.1 General Definition

L’existence d’un cycle signifie qu’un noeud “boucle” sur un autre noeud. De facon informelle, nous voulons
qu’un neceud boucle sur un autre si nous pouvons montrer que la procédure se comporte de la méme facon
sur les deux nceuds. Cependant, présentée de cette maniére, la notion de bouclage est dépendante de la
procédure. Nous préférons donc définir cette notion par rapport au probléme lui-méme, c.-a-d. en termes
de satisfaisabilitéﬂ Ainsi, nous pouvons introduire la notion de bouclage, en premiére approximation,
de la fagon suivante : si la satisfaisabilité d’un nceud v3 est équivalente a la satisfaisabilité d’un nceud
déja vu vy, alors il ne sert a rien de le développer. En fait il suffit méme que la satisfaisabilité de v soit
seulement conséquence de la satisfaisabilité de vs.

De méme, si la satisfaisabilité de v, implique la satisfaisabilité d’un autre noeud vq, alors il ne sert a
rien de développer vs, et ainsi de suite. Nous voyons bien que si nous voulons conclure, il faut s’assurer
qu’il y a bien une “progression” dans cette série de nceuds. Pour ce faire, il faut que les modéles du
neceud sur lequel nous bouclons soient inférieurs aux modéles du noeud qui boucle, par rapport & un ordre
quelconque sur les modéles. Et si nous voulons nous assurer que nous finirons bien par trouver un modéle,
cet ordre doit étre bien fondé.

Nous obtenons ainsi la définition suivante :

IBien que ce ne soit pas le point de vue élaboré dans ce mémoire, il serait aussi intéressant de tenter de formaliser
cette notion de “comportement identique” de la procédure : peut-étre en s’orientant vers les notions de bisimulation, ou en
s’intéressant aux travaux qui étudient les connections entre géométrie et théorie de la preuve. Il y a en effet fort & parier
que le probléme clé dans le cadre d’une telle étude serait la caractérisation d’une bonne notion de forme normale d’une
preuve (“bonne” par rapport au probléme qui nous intéresse ici).

41
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Definition 5.1 (Bouclage). Soit < un ordre strict et bien fondé sur les interprétations. Nous disons
qu’un schéma s; boucle sur un schéma so par rapport ¢ < ssi pour tout modéle My de sy il existe un
modele Mo de so t.q. Mo < My. Nous appelons s; le bourgeon, s le compagnorﬂ et < un ordre de
bouclage.

En fait, le lecteur ’aura peut-étre reconnu, nous effectuons simplement une preuve par descente infinie
[Wika] : si lexistence d’un contre-exemple & un certain rang d’un ordre bien fondé implique existence
d’un contre-exemple & un rang inférieur, alors il ne peut pas y avoir de contre-exemple du tout, par
bonne fondation. C’est une variante classique de la preuve par récurrence mise en évidence, semble-t-il,

par Fermat.

Example 5.2. Soit une variable n. Pour toutes interprétations J, et Jo telles que Tyn(n) > 1
et Joaen(n) > 1, nous définissons J1 < Tz 880 T1a0in(n) < Joaicn(n). Comme nous avons imposé
Tlarith(n) > 1 et Tonien(n) > 1, cet ordre est bien fondé (il est évidemment strict).

1l est évident que tout modéle de /\ZL:1 pi&n > 1 donne 4 n une valeur supérieure ou égale a 1, nous

powvons donc appliquer Uordre < sur les interprétations. Alors, s; = /\?:_11 p;&n —1 > 1 boucle bien

sur sy = Nz pi&n > 1 par rapport a < standard (par rapport a n) : soit un modéle My de s1, nous
pouvons construire un modéle My de sy par Mooy (1) = My aien(n) — 1 et pour tout i € [1;Maprien ()]
2 M2 prop (1) =4 M1 prop(Pi). 11 est clair que My est bien un modele de sy et que My < M.

En pratique, lorsqu’un cycle est détecté, la branche du noeud qui boucle est close.

Definition 5.3 (Reégle de bouclage). Nous appelons régle de bouclage la régle comme quoi si un neud
boucle sur un autre neud de l’arbre, alors la branche est close.

Nous emploierons plutot le terme bloguée pour clairement distinguer ce cas de celui ot une branche
est close de fagon classique. Dans toute la suite, nous supposons l'ordre de bouclage < fixé.

5.1.1 Reésultats génériques

Nous donnons deux résultats génériques : si une procédure est correcte (resp. compléte), alors ajouter la
régle de bouclage préserve la correction (resp. complétude).

Theorem 5.4 (Correction). Si une procédure a base de tableauz, sans régle de bouclage, est correcte alors
elle l’est toujours quand nous ajoutons la regle de bouclage.

Preuve. Comme toutes les régles autres que la régle de bouclage sont inchangées, la propriété [I| de la
définition [2.15] est préservée. Considérons maintenant la propriété 2] Soit une feuille irréductible non
close de la procédure avec bouclage. Appelons b la branche qui la contient. Comme la régle de bouclage
ferme une branche, elle ne peut pas avoir été appliquée sur un quelconque noeud de b. Par conséquent
toutes les régles utilisées dans la construction de b sont uniquement des régles de la procédure sans régle
de bouclage. Comme nous savons que cette procédure est correcte, la feuille est bien satisfaisable. O

Theorem 5.5 (Complétude). Si une procédure & base de tableauz est correcte et compléte pour la sat-
isfaisabilité (c.-a-d. si le tableau initial est satisfaisable alors dans toute dérivation équitable il existe un
tableau contenant une feuille irréductible non close), alors la méme procédure avec régle de bouclage est
compleéte pour la satisfaisabilité.

Preuve. Soit un schéma satisfaisable s et tg I’arbre ne contenant qu’un noeud étiqueté par s. Soit une
dérivation équitable (¢;);c; obtenue par la procédure avec bouclage. Nous construisons une dérivation
(t))ier de la procédure sans bouclage, a partir de (¢;);cr, en développant (de fagon équitable) les branches
bloquées, c.-a-d. closes par bouclage (notons que cette dérivation n’est pas unique). Par complétude de
la procédure sans bouclage, il existe une feuille irréductible non close dans un tableau de (#});c;. Nous
montrons que Uexistence d’une telle feuille v dans un tableau de (¢});c; implique Uexistence d’une feuille
irréductible non close dans un tableau de (t;);cs. Cette preuve se fait par induction sur le plus petit
modele 90t de v (qui a bien un modeéle car irréductible et non close; et qui a un plus petit modeéle car <
est bien fondée).

2Nous suivons ici la terminologie des preuves cycliques : “bud” et “companion”, voir chapitre
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Si 9 est minimal parmi tous les modeéles de s (car, par correction, 9t est bien un modeéle de s), alors
il est impossible que v boucle sur un autre noeud de (t;);c;. Donc v appartient aussi & un tableau de
(t;)icr. Et, par correction, 9 est aussi un modeéle de tout ancétre de v, donc aucun n’est bloqué dans
(t;)ic1. Par conséquent il existe bien une feuille irréductible non close dans (¢;)ie;s.

S’il existe un modeéle I de s, tel que N < M alors il se peut que v ou 'un de ses ancétres boucle
dans (¢;)ier sur un nceud . Comme v est satisfaisable, ses ancétres et 7 le sont aussi. Soit 91 le plus
petit modéle de 1. Nous avons donc 9 < 9. Par correction, il existe un fils de i dont 9T est modéle.
De méme il existe un fils de ce fils dont 9T est modéle, et ainsi de suite. Il existe donc une suite de
descendants de 1 pour lesquels 9 est modeéle. Or n apparait aussi dans (¢});c; (puisque (¢});cr est obtenu
a partir de (¢;);er). Donc, par complétude de la procédure sans bouclage, la suite de descendants de 7 est
nécessairement finie et se termine par une feuille 1’ irréductible et non close pour laquelle 91 est modéle.
Nous avons donc une feuille irréductible non close dans un tableau de (¢;);c;. Son plus petit modeéle est
strictement inférieur au plus petit modéle de v. Nous pouvons donc conclure par induction. O

Corollary 5.6. STAB, muni de la détection de cycle, est correct et complet.

5.1.2 Ordre standard

Dans notre contexte, il est intuitif de raisonner par induction sur les paramétres des schémas. Nous
I’avons vu notamment dans l’exemple de cycle donné en : nous souhaitons, par exemple, que
/\:-:11 pi&n —1 > 1 boucle sur A\l p;&n > 1. Ceci doit étre reflété par l'ordre < utilisé dans la
définition précédente. C’est le cas par exemple de ’ordre standard :

Definition 5.7. Soient J1 et Jo deux interprétations. Soit un parameétre n. L’ordre standard <, par
rapport & n est défini par : I <, T2 851 T1aien () < T2arien(0).
Nous notons s1 <, Sa st so boucle sur s1 avec l’ordre standard.

Cependant cet ordre n’est pas bien fondé en général car Ty ,.4n(n) € Z. 1l faut donc se restreindre a
des interprétations pour lesquels n a une valeur minimale. Nous avons alors :

Proposition 5.8. Soit k € Z. <, est bien fondé sur l’ensemble des interprétations donnant 4 n une
valeur supérieure ou égale a k.

Ainsi il est possible d’utiliser cet ordre uniquement si nous pouvons assurer que tous les modéles d’un
schéma donnent & n une valeur supérieure ou égale a k. De plus, cette propriété doit étre vraie non
seulement du schéma & la racine d’un tableau, mais aussi de tout autre nceud du tableau car 'ordre de
bouclage ne peut pas changer au cours de la procédure. Cependant si un systéme de preuve est correct,
alors tout modéle d’un quelconque nceud est aussi modéle de la racine. Par conséquent si tout modéle
de la racine attribue & n une valeur supérieure a k, alors c’est aussi le cas de tout modéle de n’importe
quel noeud apparaissant dans le tableau. Ainsi si un systéme de preuve est correct, alors il suffit, pour
pouvoir utiliser la régle de bouclage avec l'ordre standard, d’imposer que tous les modéles du schéma
initial donnent & n une valeur supérieure a k. Les deux systémes étudiées dans cette thése sont corrects.

En pratique, nous rencontrons trés souvent des schémas dont tous les modéles ont cette propriété :
c’est le cas de tout schéma s tel que ¢ = n > k pour un certain k € Z. Comme, par la suite, le seul
ordre de bouclage que nous utiliserons sera l'ordre standard, il sera sous-entendu que tous les schémas
concernés auront cette propriété.

Notons enfin que nous pouvons facilement utiliser des ordres plus puissants p.ex. en considérant des
tuples ou des ensembles finis de paramétres (au lieu d’un seul n) munis de 'extension lexicographique
ou multiensemble. Mais aprés avoir développé la notion de bouclage de fagon générale, nous nous in-
téresserons maintenant uniquement & sa mise en application pratique. Dans ce contexte, il est suffisant
d’effectuer une induction sur un seul paramétre & la fois, nous nous contenterons donc de I'ordre standard
par rapport a un parameétre.

Example 5.9. Il est évident que tout modéle de /\?=1 pi&n > 1 donne a n une valeur supérieure ou
égale a 0, nous pouvons donc utiliser l’ordre standard pour la détection de cycle. D’autre part, si =
/\?;11 p;i&n—1>1 boucle bien sur so = A1 pi &n > 1 par rapport o Uordre standard (par rapport a n)

i X ) 5 def
: soit un modéle My de s1, nous pouvons construire un modele My de s par Maapin () = My arien(n) — 1
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def

et pour tout i € [1;Maa50n (1)) Maprop(Pi) = Miprop(Pi). 1l est clair que My est bien un modele de sy
et que My <, NMy.

De méme s; & /\?:2 p; &n > 2 boucle sur ss ) /\:L:1 pi&n > 1 par rapport a lordre standard : soit
un modeéle My de sy, nous pouvons construire un modele My de sy par Mapien (1) = My prin(n) — 1 et
pour tout i € [2;Ma,50n ()] + Maprop (Pi) 4 M prop(Pi—1). 1l est clair que My est un modéle de so et que
My <, My

5.1.3 Raffinements de bouclage

Nous terminons cette section en introduisant des notions qui seront utiles par la suite. Vu le théoréme
3.2.1| (incomplétude), notre but principal est désormais d’identifier des classes décidables de schémas.
Pour ce faire, nous allons utiliser de fagon cruciale la détection de cycle : en effet notre but sera de
prouver que si un schéma vérifie certaines contraintes syntaxiques, alors chaque branche potentiellement
infinie d’un tableau généré sera bloquée par une détection de cycle. Nous prouverons ceci en montrant
tous les schémas potentiellement générés par la procédure appartiennent & un méme ensemble, fini modulo
une relation de bouclage. Par exemple, supposons qu’une procédure (sans détection de cycle) appliquée a
Ai_i pi &n > 1 génére /\?:_11 p; &n—1>1, puis /\?:_12 p; &n—2 > 1, etc. Tous ces schémas appartiennent
a I’ensemble infini :

n n—1 n—2
{/\pi&nzl, /\pi&n—lzl, /\pi&n—221,...}
i=1 i=1 i=1

En revanche il est clair que :

n n—3
/\pi&n21<n /\pi&n—321
i=1 i=1
n n—2
Api&kn>1=, \ pi&kn-2>1
i=1 =1
n n—1
/\pi&n21<n /\pi&n—lzl
i=1 i=1

Donc si la procédure est munie de la détection de cycle avec I'ordre standard, alors la régle de bouclage
fermera la branche contenant /\?:_11 pi&mn —1 > 1. Mathématiquement cela se traduit par le fait que
bien que 'ensemble { A", p;&n > 1, /\?:_11 pi&n—1>1, /\?:_12 pi&n—2>1,...} soit infini, il est fini
“modulo le bouclage”, ce que nous allons formaliser maintenant.

Definition 5.10. Soit un ordre de bouclage sur les interprétations. Une relation binaire transitive > sur
les schémas telle que pour tous sy et sy : S1 > So implique que s boucle sur sy par rapport & cet ordre,
est appelée un raffinement de bouclage.

Soit S un ensemble de schémas et > un raffinement de bouclage. S est >-connexe ssi pour tous
$1,82 € S nous avons soit s1 > Sa, Soit so > s1, Soit s1 = s3. Nous appelons composantes >-connexes
d’un ensemble ses plus grands sous-ensembles >-connexes. Un schéma s € S tel qu’il n’y a pas de s’ € S
vérifiant s> s’ est appelé un >-minimum de S.

Si S est >-connexe, nous disons qu’il est >-bien fondé ssi il contient un >-minimum. Si S n’est pas
>-connexe, nous disons qu’il est >-bien fondé ssi toutes ses composantes >-connexes sont >-bien fondés.
Dans ce cas Uensemble de tous les >-minima de S est noté S/>. Si cet ensemble est fini alors nous disons
que S est fini modulo t>.

Example 5.11. Prenons pour > la relation de bouclage avec l’ordre standard. Alors l’ensemble S1 est
def def ) ’ .
connexe : S1 = {pn,Pn—1,Pn—2, ... . En revanche Sy = {pn,—pn A pn} ne lest pas (nous n’avons ni
Pn > 7Pn A Pn, ni “Pn A\ Pn Dpn)'
D’autre part, p, est un minimum de Sy, c’est aussi un minimum de Ss, tout comme —p, A Dy,.
S1 et Sy sont bien fondés mais S3 =4 { . Pnt2:Pn+1,Pns Pn—1,Pn—2, ...} ne lest pas. Nous avons
S1/>={pn} et So/> = {pn, "pn APn}, S1 et Sz sont donc tous deux finis modulo .
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Note. La notion de bonne fondation rencontrée ici n’a pas la méme raison d’étre que celle rencontrée
pour l'ordre entre interprétations (définition [5.1]) : cette derniére sert a assurer la complétude de notre
notion de bouclage alors qu’ici elle servira a démontrer la terminaison de procédures qui utilisent le
bouclage.

5.2 Equality up to a Shift

Il est clair que la notion de bouclage n’est pas décidable en général, méme en se restreignant a 1’ordre
standard : en effet elle requiert de décider ’existence d’un modéle, probléme dont nous connaissons
I'indécidabilité. En pratique, il nous faut donc considérer des cas particuliers décidables de bouclage.

Nous nous intéressons ici & un cas trés simple de bouclage, que nous appelons 1*égalité & un décalage
pres”. Dans toute la suite, c’est ce raffinement de bouclage que nous utiliseronsﬂ

5.2.1 Définition et propriétés élémentaires

Definition 5.12 (Egalité a un décalage prés). Soient deur schémas si et sy. Nous disons que sy est
égal & so & un décalage prés de n ssi s; = sa[n—k/n] ot k est un entier strictement positif. Nous notons
S1 :;fl' So ou juste s1 =, So si k est clair dans le contexte ou sans importance pour le discours.

Note. Notons que, contrairement a ce que le terme “égalité” peut laisser croire, I’égalité & un décalage
prés nlest pas symétrique (car nous devons avoir k > 0 dans la définition), c.-a-d. qu’en général nous
n’avons pas nécessairement so =, S1 Si 51 =, So.

Example 5.13. /\?;11 pi&n—12>1 est égal a N\, pi&n >1 a un décalage prés. Plus précisément :
Al pi&en—1>1=0 A pi&en > 1. En revanche Ny pi&n > 2 Bn Ni_ypi&n > 1.

Notons qu’il s’agit d’une égalité purement syntaxique, p.ex. en toute rigueur nous ne tenons méme
pas compte de la commutativité ou de ’associativité de V ou A. En pratique nous en tiendrons quand
méme compte pour simplifier les exemples. De méme, rappelons que les expressions arithmétiques sont
considérées a une équivalence prés, p.ex. n et n + 1 — 1 sont considérés comme désignant la méme
expression. Ainsi \;” p;&n >1 =2, /\?_ﬁl p;&n+1 > 1. Cette notion de bouclage est donc triviale,
peu puissante, mais particuliérement facile & implémenter. Cette simplicité facilite aussi les raisonnements

sur cette notion.
Proposition 5.14. L’égalité a un décalage prés est un raffinement de bouclage.

Preuve. Supposons que s; :;k S9. Soit un modeéle My de s1. Nous construisons un modéle My de s de
. def def . def

la fagon suivante : mQarith( ) SDtlarlth( ) k? 93?Qarith(p) = E)'nlarith(p> SLp 7é n, et SIn?prop - iD,tlprop

Pour prouver que 9z est un modéle de sz, il suffit de prouver que (s2)omn,, ... = (51)901 i €AT Moprop =

‘Jﬁlprop :

()91 i, = (s2[n = K/n])on, 000 (car s1 =3, 52)
= (s2[Mrarien(n = k) /n))omy i
= (oM arien(n) — k/n))om, ..., (car k € Z)
= (s Maarien(n) /1)) o0y ooy, (définition de MMy 4picn)
= (82[Maaritn (n) /1) oms o (définition de My, ,5¢n(p) pour pn)
= <52>9ﬁ2amh
Par ailleurs, il est clair que 915 <,, M;. Finalement =,, est évidemment transitive. O

Les propriétés suivantes ne sont pas nécessairement utiles pour la suite. Elles sont mentionnées
uniquement pour permettre de mieux appréhender la notion d’égalité & un décalage prés.

3Dans [ACPQO9b], définition 10, nous avons introduit un autre raffinement de bouclage, plus puissant que ’égalité a
un décalage prés mais toujours décidable. Cependant en pratique l’égalité & un décalage prés et ses extensions sont plus
pratiques & manipuler formellement et plus efficaces & implémenter. De plus elle est suffisante pour les résultats théoriques
présentés dans ce mémoire. Par conséquent nous ne présentons pas ici cet autre raffinement.
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Proposition 5.15. Soient n une variable entiére, si, sy et s3 des schémas. Les propriétés suivantes
sont triviales :

1. si s1 =, So alors s1 contient n ssi So contient n;
si 81 contient n et s1 =, So alors sg By $1 (Sn nest donc pas symétrique) ;
si 81 contient n alors $1 By $1 (=n nlest donce pas réflexive) ;
si 81 contient n et so ne contient pas n alors s1 By S2 et So By $1 (= n'est donc pas totale) ;

si 81 ne contient pas n alors s1 =, So S$Si Sg =X, S1 SSi S1 = Sg ;

S v o e

Si 81 =p, So €t 83 =2, So alors soit s1 =, S3, Soit s3 =, S1, Soit S1 = S3.

5.2.2 Propriétés de cloture

Comme nous ’avons vu précédemment, notre but est d’identifier des classes décidables et, pour ce faire,
de montrer que les ensembles de schémas potentiellement générés par une procédure sont finis modulo un
raffinement de bouclage. Plus précisément, nous nous intéressons ici aux ensembles finis modulo 1’égalité
a un décalage prés, que nous appellerons plus briévement ensembles finis a un décalage prés ou encore
ensembles =, -finis. En particulier, nous aurons besoin de propriétés de cloture sur ces ensembles (au
chapitre |§| et surtout au chapitre E[) En effet au chapitre |§| nous démontrerons la décidabilité d’une classe
de schémas par induction sur la structure du schéma : sachant, par exemple, que le schéma s; génére
I’ensemble de schémas Sy et que so génére So, alors s; A sg générera 'ensemble S = {s) Ash | s] € S1,85 €
Ss}. Nous aimerions alors avoir 'assurance que si S7 et So sont =,,-finis alors S est aussi =,,-fini. La
suite de cette section est dédiée a la caractérisation d’une hypothése permettant d’assurer ces propriétés
de cloture.

Avant ceci, notons que nous pouvons aussi vouloir considérer des ensembles de motifs ou de formules
arithmétiques finis & un décalage prés, p.ex. pour pouvoir constituer ’ensemble { A il M |meM,éeA}
ot M (resp. A) est un ensemble de motifs (resp. formules arithmétiques). De méme, nous pouvons
aussi vouloir considérer des ensembles d’expressions arithmétiques finis & un décalage prés, p.ex. pour
constituer l’ensemble de formules arithmétiques {e; = ez | e1 € E1,ea € Es} ou Ej et Es sont des
ensembles d’expressions arithmétiques. Ainsi nous étendons d’abord la définition d’égalité & un décalage
prés a d’autres objets que les schémas.

Definition 5.16. N’importe quel objet pouvant contenir une expression arithmétique linéaire est appelée
un shiftable. Formellement : un shiftable est une expression arithmétique, un motif, une contrainte, un
schéma ou un tuple de décalables.

Soient deux shiftables di et ds, et n une variable entiére. Nous disons que di est égal & do & un
décalage prés de n ssi dy = da[n —k/n] ot k > 0. Nous notons di =X dy ou juste di =, do si k est clair
dans le contexte ou sans importance pour le discours.

Example 5.17. n, n — 2 et n — k sont des shiftables (ot k est une variable entiére). Nous avons
n—2 =2 n, mais n —k A, n. Notons que n =L n+ 1, c.-a-d. la substitution se fait modulo les
opérations arithmétiques.
De mémeVi-n >1i et Vi-n—12>1 sont des shiftables, et : Vi-n—12>1 :&,11 Vi-n >1i. En revanche
nous rappelons que la substitution tient compte des variables liées, donc¥n-n—1>12A, Vn-n > 1E|
Comme nous considérons aussi des tuples, la paire de schémas (pp, pn—1) est un shiftable. Nous avons

(pnapnfl) :&L (anrlapn) mais (pnvpnfl) ﬁn (pnapnfl)'

Les notions de =2,,-minimum, =,,-connexité, =,-bien fondé et de finitude modulo =,, s’étendent de
maniére immédiate au shiftables.

Etudions maintenant les propriétés de cloture. Nous commencons par observer que si D et Dy sont
=,-finis alors Dy x D5 n’est pas nécessairement =,,-fini. Par exemple, ’ensemble D; est bien =,,-fini :

D1 = P, Pr1,Pn2,- -}

4Nous mentionnons ce probléme uniquement dans un souci de clarté : il ne devrait pas se poser en pratique car nous
utiliserons en général des noms de variables différents pour les variables libres et liées.
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ainsi que le singleton Do S {pn}. En revanche D; x Ds ne lest pas :

Dy x Dy = {(pmpn)v (pn—l,pn)a (pn—Qapn)a cee }

En effet, il est clair que, quels que soient k1 et k2 t.q. k1 # ka2, (Pn—kysPn) Bn (Pn—ks,Pn), ainsi pour
tout k € N, (pn—g, prn) est un minimum dans Dy X Ds, qui a donc une infinité de minima. Il est facile de
voir qu’il en sera de méme pour {mi A msg | m; € My, ms € Mo} ou {my Vimg | my € My,mqg € My}. 1l
nous faut donc restreindre les opérations de cloture.

Intuitivement, nous voyons que ce qui pose probléme dans le contre-exemple précédent est le fait que
nous pouvons prendre, dans I’ensemble produit, deux objets arbitrairement “éloignés”. Nous allons donc
essayer de nous restreindre a un éloignement borné, ce que nous formalisons maintenant :

Definition 5.18. Un shiftable d est a translation bornée par rapport a une variable n ssi toutes les
expressions arithmétiques apparaissant dans d et contenant n sont de la forme n+ k ou k € 7Z.
Le cas échéant, la déviation de d par rapport a n, notée 0(d), est définie comme suit :

o(d) = max({|k1 — kol | k1, ko € Z, n+ ky et n+ ko apparaissent dans d})
sin apparait dans d, et 9(d) = 0 sinon. Nous notons By lensemble {d | o(d) < k}.

Example 5.19. n+1,Vi-i <n+1, py, pn_1 A\ Ppyo et /\?;2 Pi A Pnt1 sont a translation bornée par
rapport a n. En revanche, 2n, n+1, Vi-1 <n+1, pan, Dnti, \/2221 pi et (\Vi_y pi A DPnti) ne le sont pas.
Enfin p, A pa; est a translation bornée par rapport & n mais pas par rapport a i.

Nous avons : 9(n+1) =0, 3(pp—1 A “Pnt2) =3, D(/\?:fpi ADny1) =1 etd(l) =0.

Theorem 5.20. Soient Dy et Dy deuxr ensembles de shiftables a translation bornée par rapport a une
variable n. Si Dy et Dy sont =,-finis par rapport a n alors, pour tout k € N, (D1 x Da) N By, est =, -fini.

Example 5.21. Dans le contre-exemple donné ci-dessus les déviations des schémas de D1 X Do étaient
non bornées. C’est pourquoi le théoréme ne s’appliquait pas. En revanche (D1 x Do) N By est égal a
l’ensemble suivant :

{Pnspn), (Pn—1,Pn); (Pn—2,Pn)}
qui est fini, donc =, -fini.
De méme, D1 x Dy n’est pas fini a un décalage prés :
(PrsPn)s (Pn—1Pn)s (Pn—2:Pn), - - -
(pn7pn71)7 (pnflvpnfl)a (pn727pn71)a o

D1 X D1 =
(pnflvpn72); (pn727pn72)7 (pnfi’npnf?)a ...

Mais :
(pnapn)a (pnflapn)
(pnapnfl)a (Pn—17pn—1)7 (pnf%pnfl)

(Dl X Dg) N %1 =
(pn—lapn—Q)a (pn—27pn—2)a (pn—3apn—2)

est bien fini a un décalage prés (I’ensemble est présenté de sorte a ce que les trois “colonnes” correspondent
aux composantes connezxes).

Preuve (du théoréme , Nous montrons que (D; x D) N B a un ensemble fini de composantes
connexes, et que toutes sont bien fondées. Plus précisément, nous montrons que chaque composante
connexe a l'une des formes suivantes, ott dy € Dy /=, dy € Dy/=2,, 6 € [—k; k] et max(d) = max({p €
7 | n+ p apparait dans d}) :

{di} x {d2} sini dy, ni dy ne contiennent n
{dH} x Dy si dj ne contient pas n et ds contient n
Dy x {d}} si dy contient n et do ne contient pas n
di1 =2 d: . .
{(all7 ds) € D1 x Dy d;zndé } si dy et do contiennent tous deux n
max(dy)—max(ds)=48
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Ainsi comme il existe une quantité finie de d, € Dy /=0, dy € Dy/=,, et § € [—k; k], il en va de méme
des composantes connexes de (D7 x D3) N By. Nous montrons les résultats suivants :

e tout ensemble ayant 'une des formes ci-dessus est connexe;

e un tel ensemble est maximal par rapport a la connexité, c’est donc bien une composante connexe;
e un tel ensemble est bien fondé;

e toute composante connexe a I'une des formes ci-dessus.

Nous aurons donc bien montré qu’il existe une quantité finie de composantes connexes bien fondées.
Il est trivial que {d1} x {d2} est connexe car il ne contient qu'un élément. D; et Dy sont connexes

donc il est facile de voir qu’il en va de méme de {(fl} x Dg et Dy X {dE} Supposons & présent que dy

~ d1=3,dy
et ds contiennent chacun n et montrons que {(di,ds) € Dy X Do da=t,,do } est connexe. Nous
max(d;)—max(dz)=6
mountrons donc que pour tous dy,d; € D et da,d, € Dy tels que :

di =, dy dy =, do max(d;) — max(ds)

§
d = dy dy =, dy max(d)) —max(dh) =0

nous avons soit (di,ds) =, (d},d}), soit (d},dy) =, (di,d2), soit (d},ds) = (di,d2). Par connexité
de D;, nous avons soit di =P df, soit dj =P d;, soit di = d; pour un certain p > 0. Supposons
que nous ayons d; =P d}, alors max(d;) — max(d]) = p. De plus, comme max(d;) — max(dy) = §
et max(d}) — max(d,) = 4, il est facile de déduire max(ds) — max(dy) = p. Or, par connexité de Da,
nous avons soit do =%, db, soit df =, da, soit dj = ds. Donc, comme max(ds) — max(dy) = p > 0,
nous ne pouvons qu’avoir dy =, dj et, plus précisément, do =P d,. Par conséquent nous avons bien
(d1,d2) =y, (di,dS). Enfin le cas di =P d; est symétrique et le cas d; = d} entraine facilement dy = d}
en prenant p = 0 dans les équations précédentes.

Montrons maintenant que ces ensembles sont maximaux pour la connexité, c.-a-d. si un élément
quelconque de (D7 X Do) NBy, est égal & un décalage prés & un élément de 'un de ces ensembles, alors il
appartient & cet ensemble. D’aprés la propriété , si(e1,e3) =, (d}, d}) et ni d; ni dy ne contiennent
n alors toute paire (e1, e2) est égale & (dy,dsy). 11 est donc trivial dans ce cas que {d;} x {d2} est maximal.
De méme si d; ne contient pas n, alors pour toute paire (61,62) € Dy x Dy t.q. (e1,e2) = ((fl,dg) ol
ds € Do, nous avons e; = d;. Donc nous avons bien e; € {dl} (et es € Dy par définition). La preuve est
symetrlque pour Dy X {dg} Enfin soient €1 € D, et e € Dy tels que (eq, e2) Zn (dl,dg) oit dy =, dy,
do =, dg, max(d;) —max(dy) =6 et dy et dy contiennent n. On a (e1,€2) = (dl, dg) par transitivité de
—,,. Donc nous avons bien e; =, d; et es =, da. 1l reste a prouver que max(e;) — max(ez) = d. Soit
p € N tel que (e1,e3) =P (dy,d2). On a alors e; =P dy et e =P dy. Donc a chaque expression de la
forme n + ¢ dans ey correspond une expression n+ ¢+ p dans d; donc max(e;) = max(dy) + p. De méme
max(es) = max(dy) + p. Il est donc clair que max(e;) — max(ez) = max(d;) — max(dz) = 6.

Nous montrons maintenant que ces ensembles sont bien fondés, c.-a-d. qu’il contiennent un minimum.
Dans le cas ou ni Jl ni d} ne contiennent n c’est trivial car I’ensemble est un singleton. Dans le cas oil
seul d; (resp. dg) contient n, c’est une conséquence triviale de la bonne fondation de D; (resp. Ds). Dans
le dernier cas, supposons que D ne contienne pas de minimum, c.-a-d. : pour tout (dy,ds) € D, il existe
(d},dy) € D t.q. (di,d2) =, (di,d,). Dans ce cas, par la remarque précédente : pour tout d; € Dy, il
existe d| € D t.q. di =, d}, ce qui contredit la bonne fondation de D;.

Vues les propriétés précédentes tous ces ensembles sont bien des composantes connexes, donc montrer
que toute composante connexe est bien 'un de ces ensembles revient & montrer que tout élément de
(D1 x Dy) N By, appartient a 'un d’eux. Soit donc (dl,dz) (D1 x D3) N Bg. Sinid; nids ne
contiennent n alors (dl,dz) c {dl} X {dg} ot di = dy et do = ds. Si dy contient n mais pas d; alors
(dl,dg) € {dl} x Dy ott di = dy. De méme si d; contient n mais pas ds alors (dl,dg) € D; x {dg} ol
d2 = do. Enfin si tous deux contiennent n alors il existe bien d1 € Di/=, et d2 € Dy/=, tels que
di =, dy et do = do. De plus comme (dy,ds) € (D1 X Dy) N By, nous savons que 0((dy,ds)) < k, donc
il existe bien ¢ € [—k; k| t.q. max(d;) — max(ds) = 4. O

Les corollaires suivants sont triviaux. Ils seront utilisés dans les preuves de terminaison :
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Corollary 5.22. Soient My et My deux ensembles de motifs a translation bornée par rapport a une
variable n. Si My et Ms sont =,,-finis par rapport & n alors, pour tout k € N et pour tout x € {\,V} :
{m1 xma | my € My, mg € Mo} N By, est =, -find.

Corollary 5.23. Soit S (resp. A) un ensemble de schémas (resp. formules arithmétiques) a translation
bornée par rapport G une variable n. Si S et A sont =,,-finis par rapport a n alors, pour tout k € N et
pour tout m€ { \,\V/} - {Il;sms&cs | s € 5,6 € Ay N DBy est =,-fini.

Corollary 5.24. Soient F; et Ey deux ensembles d’expressions arithmétiques a translation bornée par
rapport & une variable n. Si Ey et Ey sont =, -finis par rapport & n alors, pour tout k € N, ’ensemble
de formules arithmétiques {e; = ey | e1 € E1,ea € Ex} N By, est =, -fini.

En pratique, nous utiliserons surtout le corollaire suivant (nous disons qu’une suite (dg)ren de shifta-
bles est =2,,-finie ssi I’ensemble | J{dx | k € N} T'est) :

Corollary 5.25. Soient deuzx suites =,-finies (di)ken et (ex)ren de shiftables a translation bornée.
Supposons qu’il existe kg € N et q1,q2 € Z tel que pour tout k > kg, toute expression de dy ou de e
contenant n a la forme n —k —+ q ot q € [q1;q2]. Alors la suite de paires ((dy, ex))ren est =n-finie.

Preuve. La forme des expressions implique que la déviation de (dy, ey) est inférieure ou égale & g — ¢1.
On peut donc appliquer le théoréme [5.20] O

A titre d’exemple, il est facile d’organiser I’ensemble (D; x D1) NBy, ot Dy est celui de I'exemple
sous la forme d’une suite ayant la propriété du corollaire avec [q1;q2) = [—1;1].

5.3 Extensions

En pratique, I’égalité a un décalage prés n’est pas suffisante pour détecter des cycles. Cependant elle con-
stitue une base simple et facile & améliorer : nous présentons maintenant des “extensions” de raffinements,
c.-a~-d. des méthodes qui, étant donné un raffinement de bouclage quelconque, permettent de construire
un raffinement plus puissant.

Considérons I'exemple récurrent :

n—1
5= po A ( /\ Di = Pit1) AN ppn&n >0
i=0
Comme nous l’avons vu en STAB va générerl)| le schéma :

n—2
) def

$ Zpo A\ pi = pis)) Ao App&en—120An>0
=0

11 est facile de voir que s’ boucle sur s (par rapport a 'ordre standard), en revanche nous n’avons pas
s" =,, 5. En fait nous avons :

s=mgn—1/n]A-p,&cs[n—1/n]An>0

En quelque sorte —p,, et n > 0 sont “de trop”. Mais nous pouvons voir que —p,, est pur dans s’ (c.-a-d.
pour tout environnement p, (-p,), est pur dans (s’), : (pn), n’apparait pas positivement dans (s’),).
Nous pouvons donc évaluer ce littéral a true, ce qui donne :

n—2
s”d:efpo/\(/\pi:>pi+1)/\ﬁpn,1&n—1ZOAnEOZS[n—l/n]&nzO
i=0

5En fait STAB va générer I’ensemble :
n—2
{po, ( /\ pi = pit1),"Pn—1,7Pn,n—1>0,n>0}
i=0
mais, comme expliqué au début de dans le but d’avoir une détection de cycle indépendante de la procédure, nous
préférons nous ramener a la notion de schéma. Dans le cas de StaB la facon d’obtenir un schéma a partir d’un ensemble
étiquetant un noeud est décrite au début de@: grosso modo, nous prenons la conjonction de tous les éléments de I’ensemble.
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11 ne reste plus qu’a éliminer n > 0 pour avoir une égalité & un décalage prés. Or nous avons trivialement
:n—1>0Fn >0, c-a-d. la contrainte n > 0 est redondante, nous pouvons donc la supprimer et
obtenir ainsi s = s[n — 1/n], et il est alors clair que s/ =2, .

Nous allons maintenant généraliser ces deux simplifications en deux extensions :

e extension du littéral pur

e extension de la contrainte équivalente

L’intérét de ces extensions réside dans le fait qu’elles sont décidables (parfois sous certaines conditions).
En outre, combinées avec I’'égalité a un décalage prés, elles nous permettront d’obtenir tous les résultats
de décidabilité dont nous aurons besoin dans ce mémoire.

5.3.1 Pure literal extension

Comme nous l'avons rappelé a la section (définition , un littéral propositionnel est pur dans une
formule propositionnelle ssi sa négation n’apparait pas positivement dans cette formule. Dans ce cas nous
pouvons évaluer le littéral & true dans la formule en préservant la satisfaisabilité. Cette régle est trés
courante en déduction automatique propositionnelle (typiquement dans DPLL [DLL62]), bien que souvent
omise de nos jours car le temps passé a détecter les littéraux purs compense rarement le gain di a leur
élimination. Dans le cas des schémas, cependant, son omission entraine généralement la non-terminaison.
La notion de littéral pur doit étre adaptée aux schémas. Contrairement au cas propositionnel, nous
ne pouvons nous satisfaire d’une notion d’appartenance purement syntaxique. Par exemple, p,41 est
pur dans s; = /\Zl:1 —p; car —p,41 ne peut pas apparaitre dans s; (définition , c.-a-d. ne peut pas
apparaitre dans p1, ..., p, quel que soit n € N. En revanche nous ne voulons pas que p,1 soit pur dans
59 & (/\1221 -p;)&n > 1, bien que —p,41 n'apparaisse toujours pas, syntaxiquement, dans ce schéma.
En fait ce littéral peut apparaitre implicitement dans so (définition . En effet il faut tenir compte
du fait que —p; est le complément de p, 1 si i =n + 1. Cette condition ne pouvait étre réalisée dans s;
car ¢ était compris entre 1 et n, mais dans sy c’est possible (si n > 0) car ¢ est compris entre 1 et 2n.
En fin de compte nous donnons simplement la définition (sémantique) suivante :

Definition 5.26 (Littéral pur). Un littéral | est pur dans un schéma s ssi pour tout environnement p,
(I, est pur au sens propositionnel dans (s),.

Il est facile de voir que [ est pur dans un schéma s ssi le complémentaire de [ ne peut pas apparaitre
dans s, c.-a-d. I° £ s. Par décidabilité de Co (corollaire , il est donc décidable de savoir si un
littéral est pur dans un schéma.

A présent, nous formalisons la notion de remplacement d’un littéral par true. La substitution s[m/I]
d’un littéral [ par un motif m est définie de fagon standard, il s’agit d’une substitution syntaxique, p.ex. :
(=p1 AV, pi)[T/p1] = =T AV._, p; et non pas s ETA(TA V!, pi) comme nous pourrions peut-étre
nous y attendre. Notons que ce serait en fait une erreur d’obtenir s car nous ne savons pas si n > 1 ou
non. Cependant (—p; A\ pi&n > 1)[T/p1] = =T AV, pi&n > 1 (c.-a-d. méme en sachant que
n > 1, nous nous tenons a une substitution syntaxique).

Le lemme suivant (trivial) permet alors de prouver le résultat clé sur les littéraux purs (proposition
5.28]).

Lemma 5.27. Pour tout schéma s, tout littéral I et tout environnement p :

(8)o[T/ D] = (s[T/U)[T /(D))

Proposition 5.28. Soit [ un littéral pur dans un schéma s.
Si s a un modele M alors s[T /1] a un modele N t.q. Marith(n) = Narienh(n) pour tout parameétre n de

Réciproquement, si s[T/l] a un modéle M alors s a un modele N t.q. pour tout parameétre n de s :
marith(n) = 9Jtarith (n)

Preuve. Soit 9 un modéle de s. (s)oy, ., est donc satisfaisable (au sens propositionnel). Par ailleurs
comme [ est pur dans s, (I)an,,,,, est pur dans (s)on,,..,- Donc, d’aprés le théoréme[2.6] ()t [T/ {0 90uricn)
est satisfaisable. D’aprés la proposition précédente, nous avons :

<S>marith [T/<l>marith] = <8[T/l]>marith [T/<l>fmarith]
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Par conséquent (s[T /1Yo, [T/ om...n | €5t aussi satisfaisable. Par ailleurs comme (I)gn, ., est pur dans
($)Morien s (Dtapen €St aussi pur dans (s[T/1])om,,..., donc la satisfaisabilité de (s[T/1])min [T/ 90 0rien]
est équivalente & la satisfaisabilité de (s[T/I])on,.... (toujours par le théoréme [2.6). Donc (s[T /U)o, ...,
est satisfaisable.

Nous pouvons donc définir Np,yop comme I'un des modeéles de (s[T /1) o, €t Narith comme Mayign. N
est clairement un modeéle de s[T /] et nous avons évidemment Myith(n) = Narign () pour tout paramétre
n de s.

La preuve de la réciproque est symétrique. O

arith

L’étape suivante est de substituer tous les litteraur purs d’un schéma par T. Il y a un léger probléme
par rapport au cas propositionnel : il y a une infinité de littéraux purs qui peuvent apparaitre dans un
schéma. Par exemple pour tout ¢ € [1;2n], p; peut apparaitre implicitement dans —p,, V \/1221 p; = auquel
cas il faut éliminer une infinité de littéraux, ce qui ne terminerait pas en général. Cependant comme nous
considérons une forme syntaxique de substitution des littéraux, la substitution par T de littéraux pouvant
apparaitre implicitement ne modifiera pas le schéma (dans 'exemple ci-dessus, seule la substitution de p,
peut modifier le schéma). Ainsi nous pouvons nous restreindre aux littéraux appartenant explicitement
au schéma, qui sont, eux, en quantité finie. Nous notons pur(s) le schéma s dont tous les littéraux purs
ont été substitués par T, pur(s) est calculable d’aprés ce qui précéde.

Definition 5.29 (Extension du littéral pur). Soit > un raffinement de bouclage par rapport & l’ordre
standard. Nous appelons extension du littéral pur de >, la relation ' définie par : s1 ' so < pur(sy) >

pur(ss).

Proposition 5.30. L’extension du littéral pur d’un raffinement de bouclage par rapport a l’ordre standard
est un raffinement de bouclage par rapport a l’ordre standard.

Preuve. Soient s; et sy deux schémas tels que s1 b’ s9, c.-a-d. pur(sy) > pur(sz). Soit 9%; un modéle de
s1. D’aprés la proposition il existe un modeéle M) de pur(sy) t.q. M, 1, (n) = Myapien(n) pour
tout parameétre n de s;. Donc, comme > est un raffinement de bouclage par rapport & l'ordre standard, il
existe un modele MY de pur(sz) t.q. My, ., () < M, ;0 (n) Pour un parameétre n de pur(s;) (et donc
de s1) et My, oo, (P) < MY, i (p) pour tout autre parameétre p. Alors, toujours d’aprés la proposition
il existe un modele My de s2 t.q. Ma,ien(n) = MY, .,y (n) pour tout parameétre n de so. Ainsi,
nous avons construit & partir d’'un modéle M; de s; un modéle My de sz, tel que My <, M. O
Example 5.31. Nous savons que /\?:_11 pi est égal a NI, pi a un décalage pres. Soit s = —p, A /\ZL:_I1 i,
s nest pas égal a /\ZL:1 p; G un décalage prés. Mais le littéral —p, est pur dans s. Par conséquent
pur(s) = /\;:11 pi- Donc s boucle sur N\!_, p; avec Uextension du littéral pur de Uégalité a un décalage
pres.
De méme, s boucle sur pp41 A /\?:1 Pi car pp41 est pur dans ppy1 N\ /\?:1 Di-

5.3.2 Equivalent constraint extension

1l est fréquent qu’une procédure (STAB en particulier, mais aussi DPLL* comme nous le verrons au chapitre
génére des séquences divergentes de contraintes de la forme suivante :

n>0
n>0An—-1>0
n>0An—1>0An—-2>0

Beaucoup d’informations sont redondantes dans ces contraintes, par exemple n > 0 est subsumé par
n—1 > 0. Comme nous ’avons vu ces informations peuvent étre un obstacle & la détection de cycle. Les
deux extensions suivantes visent & supprimer ces informations.

Definition 5.32 (Extension de la contrainte équivalente). Soit > un raffinement de bouclage par rapport
a Uordre standard. Nous appelons extension de la contrainte équivalente de >, la relation > définie par :
510" 52 ssi il existe s, s tels que my = mys,, co =cs, (1 € {1,2}) et | > s5.
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Example 5.33. Soient s; ET&1<n+2An>0cet so D T&1<n+3. Alors s; boucle sur sy avec
Uextension de la contrainte équivalente de l'égalité a un décalage prés (c.-a-d. que > est Uégalité a un
décalage pres). En effet, posons s} = T &1 <n+2 et sh = s5. Alors s est bien égal a s a un décalage
pres et :

Mg, = Mgy, = T

Cst =Csp =1<n+3

2

mg, :ms’l =T
cs;, =1<n+2An>0
Cs =1<n+2

Il est facile de voir que cyr = cs, et il est trivial que cy = cs,, d’ot le résultat.

Proposition 5.34. L’extension de la contrainte équivalente d’un raffinement de bouclage par rapport a
lordre standard est un raffinement de bouclage par rapport & 'ordre standard.

Preuve. Soient s; et sy tels que s; >’ s, ou b est l'extension de la contrainte équivalente pour un
raffinement de bouclage >. Il existe donc s} et s5 tels que my = ms,, ¢ = cs, (i € {1,2}) et s} > s5.
Soit un modéle MMy de s;. Comme mg = ms, et ¢y = ¢, M est aussi un modele de s}. Donc,
comme > est un raffinement de bouclage par rapport a 'ordre standard, il existe un modéle My de s)
t.qe Magrien(n) < My 4pien(n) pour un parameétre n de s (et done de s1) et Mo arign (P) < My arien (p) pour
tout autre parametre p. Alors, comme my, = my, et ¢y = cs,, My est aussi un modele de s. Ainsi,
nous avons construit a partir d’'un modéle My de s; un modéle My de ss, tel que My <, ;. O

L’inconvénient de cette extension est qu’elle n’est pas nécessairement décidable : en effet, savoir si
s1 > 8o nécessite de rechercher s et s, avec les propriétés voulues. Il n’y a, a priori, aucune raison pour
que cette recherche termine. En revanche, si nous prenons pour > I’égalité a un décalage prés, alors cette
extension est décidable :

Proposition 5.35. Soit >’ ’extension de la contrainte équivalente pour l’égalité a un décalage pres. Pour
tous schémas s1 et s5 nous avons sy > so 88 :

{msl =k my, pour un k>0 et cs, & cs,[n —k/n]  simg, contientn

ms, = Mg, et Ik > 0(cs; & (csy[n — k/n))) st mg, ne contient pas n

/ 3 / / — . / /
Preuve. Supposons s1 > so. Il existe donc s7 et s tels que my = ms,, co = c5, (i € {1,2}) et s =, 55
Comme s} =2, sh, nous avons Mg, =n Mg, et donc my, =y, ms, (et ms, = myg, si mg, ne contient
pas n). Par conséquent il existe un k > 0 t.q. ms, :Zfl ms,. De méme, nous avons ¢y :&ﬁ Csy, donc
cs, = cgy[n — k/n]. Par conséquent, comme cy; = cs, et ¢y, = cs,, NOUS avons ¢, = c¢s,[n — k/n]. Donc
les formules ¢;, < c5,[n—k/n] et Ik > 0(cs, & cs,[n — k/n]) sont toutes deux valides. Ce qui permet de
conclure, que mg, contienne n ou pas.

Nous montrons maintenant la réciproque. Supposons que mg, contienne n, que ms, =¥ mg, pour

un k > 0 et que ¢5, < c,[n — k/n]. On pose ) = my, & cq,[n — k/n]. On a alors s) =3, s5. Comme,

d’autre part, ms, = my et cs, = cs,[n — k/n], nous obtenons bien s; > s3. Supposons maintenant que
ms, ne contienne pas n, que mg, = mg, et que Ik > 0(cs, < (cs,[n — k/n])). Soit donc k > 0 vérifiant
cette derniére assertion. On pose s} = my, & cs,[n — k/n] et nous concluons comme précédemment. [

Dans ce cas, le probléme de savoir si deux schémas s; et sy sont tels que s; >’ so est donc décidable
: si ms, contient n, nous regardons d’abord si les motifs sont égaux & un décalage prés. Si c’est le cas
nous obtenons un k tel que mg, :ifl ms, €t nous pouvons vérifier, avec n’importe quelle procédure de
décision pour l'arithmétique linéaire, que ¢s, < ¢s,[n — k/n]. Si ms, ne contient pas n, nous regardons
si mgs, = ms, et nous vérifions que nous avons bien Ik > 0(cs, < ¢s,[n — k/n]), une fois encore avec une
procédure de décision pour I’arithmétique linéaire. Par conséquent, dés que nous utiliserons 1’égalité a
un décalage prés avec ’extension de la contrainte équivalente, nous pourrons travailler a équivalence pres
sur les contraintes.

Nous donnons finalement une extension plus faible mais dont la décidabilité est assurée, quel que soit
le raffinement.
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Definition 5.36. Soit un schéma s, nous appelons forme normale sans redondance de s toute forme
normale de s par le systéme de réécriture suivant :

m&ecy N... Neg =>m&er Ao ANegp—1 si{er, ..., cp—1} E ek

m&c—mé& L si ¢ est insatisfaisable

Une telle forme normale sans redondance est calculable, par décidabilité de I'arithmétique linéaire.
La réécriture termine car le nombre de contraintes diminue strictement. Notons qu’il n’y a pas de forme
normale unique, mais le nombre total de formes normales différentes est fini, ce qui assure la décidabilité
de ’extension suivante :

Definition 5.37 (Extension de la contrainte redondante). Soit > un raffinement de bouclage par rapport
a lordre standard. Nous appelons extension de la contrainte redondante de >, la relation ' définie par :
s1 > 8o ssi il existe des formes normales sans redondance sy et sl, de sy et s telles que 8§ > 8.

Proposition 5.38. L’extension de la contrainte redondante d’un raffinement de bouclage par rapport a
lordre standard est un raffinement de bouclage par rapport & 'ordre standard.

Preuve. 11 est facile de montrer que s a un modéle 91 ssi toute forme normale sans redondance de s a un
modeéle 9 t.q. Mayien(n) = Marien(n) pour tout parameétre n de s. Ensuite nous concluons exactement de
la méme fagon que dans la preuve de la proposition [5.30 O]

5.3.3 Generalisation
Nous pouvons facilement généraliser les extensions précédentes :

Proposition 5.39. Soit > un raffinement de bouclage par rapport a l’ordre standard. Soit x une relation
binaire t.q. pour tous schémas s1 et sy tels que s1 * S2, s1 a un modéle M équivaut & s3 a un modéle N
et Marith (n) = Naritn (n) pour tout parametre n de s.

Alors la relation ' définie par s1 ' so ssi il existe s et sh t.q. s1 % 8y, S2 % sh et s1> 52, est un
raffinement de bouclage par rapport a l'ordre standard.

Nous pouvons ainsi appeler la relation >’ la “x-extension” de »>. Bien sfir, cette relation n’a un
intérét que si >’ permet de détecter plus de cycles que . Nous pouvons considérer que * permet de
travailler avec des formes normales qui sont mieux adaptées & la détection de cycle que leurs formes
originales. En observant le théoréme précédent et, en particulier, le fait que * doive étre “compatible”
avec la satisfaisabilité, nous pouvons voir que ces extensions seraient considérées, dans un autre contexte,
comme des régles de simplifications ou des raffinements de la procédure de preuve destinés a améliorer
son efficacité (réduire le nombre de pas de preuve ou la taille des formules). Dans le contexte des schémas,
ces extensions sont importantes non seulement pour rendre la procédure plus efficace, mais également
pour la terminaison (voir chapitres |§| et E[)

Notons finalement que toutes ces extensions et la notion méme de bouclage pourraient étre définies
directement en tant que régles dans une procédure de preuve. Procéder de la fagon dont nous I'avons fait
ici & 'avantage de conserver une description haut niveau des procédures. Enfin, nous pourrions peut-étre
définir un seul et méme systéme qui serait capable & la fois de traiter les schémas et la détection de cycle.
Un tel systéme serait en revanche beaucoup trop général pour étre automatisé.

En fait ceci nous rapprocherait probablement des preuves cycliques (voir chapitre ou la relation
de bouclage est simplement ’égalité entre les étiquettes de deux nceuds. En revanche, le systéme associé
doit étre suffisamment puissant pour ramener un nceud sous une forme qui assure 1’égalité avec un nceud
antérieur (par analogie avec les schémas, c¢’est comme si STAB lui-méme était capable de prouver qu’un
schéma avec littéral non pur est équivalent au méme schéma sans littéral pur). De plus il faut un critére
sur la forme de la preuve pour assurer qu'un cycle est bien fondé. Pour résumer les preuves cycliques
sont trés proches de ce que nous présentons ici, et probablement plus générales, mais elles sont trés
certainement moins adaptées a I’automatisation.

5.4 Back to STAB

Nous revenons sur 'exemple présenté en [£.4.2] mais en utilisant la détection de cycle : les tableaux
générés par STAB sont particuliérement adaptés a la détection de cycles, car les régles de décomposition
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des itérations visent précisément a relier I'instance n du schéma a l'instance n — 1. Le tableau obtenu est
donné en figure 5.1}

{po A (N}Zy pi = pit1) A —pn &n > 0}
&

{po A (A2 i = Pit1) A =pn,n > 0}
A

{Po, (A}=y pi = pit1) A =pn,n > 0}

A

{po, NP2y i = Pit1, "Pn,n > 0}
ITERATED A RATED A

{Po,Pr—1 = Pn A NS Di = {po, T&n —1<0,-pn,n >0}

piy1&n—12>0,-p,,n >0} ‘&

& {po, T,mn—1<0,-p,,n >0}
(Po, Pr1 = o A N2 pi = CONTRADICTION
pit1,n—1>0,7p,,n >0} {po, T,m — 1 < 0,pp,n >

A 0,n # 1}

-2
{Po,Pn—1 = Pn, NiZo Pi =
pit1,n —12>0,7py,n >0}

// \\
2 2
{po, "Pn—1, \i—y Pi = Pit1, {po,Pn, N\}=y Pi = piv1,n —12>0,-pn,n >0}

n—12>0,-pp,n >0} CONTRADICTION

{Po,Pn, NI25 Pi = Pig1,n—1 >
0,7 pn,n > 0,n #n}

X

Figure 5.1: Application de la détection de cycle a I'exemple de [1.4:2]

Cette fois la fleche représente la détection formelle d’'un cycle :

e nous commencons par exprimer les schémas correspondant aux deux étiquettes :
n—2
def
81 =po N\ Pn_1 N /\pi =S pira AN Pr&n—-1>0An>0
i=0
pour le bourgeon (l'origine de la fleche), et :
n—1
ef
s9 = po A /\pi:>pi+1/\ﬂpn&n20
i=0
pour le compagnon (la destination de la fleche).

e nous voyons que nous n’avons pas égalité & un décalage prés, en revanche nous pouvons appliquer
les extensions. Nous voyons facilement que —p, est pur dans s;, nous pouvons donc éliminer ce
littéral pour obtenir :

n—2
5’1 d:efpo/\—\pn_l/\ /\pi:>pi+1&n—120/\n20
=0

e puis nous pouvons appliquer ’extension de la contrainte redondante (ou équivalente), c.-a~-d. élim-

iner les contraintes redondantes :
n—2
1 = po A =pu_1 A /\ pi = pit1&n—1=0
i=0
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Nous constatons alors que s{ =,, s2, modulo commutativité et associativité, d’ou le cycle.

Nous constatons donc que cet exemple qui ne terminait pas auparavant peut maintenant étre décidé
grace a la détection de cycle. Qui plus est tous les outils utilisés pour ce faire sont des outils dont nous
avons démontré la calculabilité. Pour l'instant il est difficile de caractériser précisément les schémas que
nous allons étre capable de démontrer grace a ces outils. Le chapitre suivant étudie une classe de schémas
pour laquelle nous prouvons la complétude (pour la réfutation) et donc la décidabilité du probléme
de satisfaction. Ceci nous permettra de mieux appréhender la puissance des outils développés dans ce
chapitre.
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CHAPTER O

Regular Schemata

Nous présentons dans ce chapitre une premiére classe décidable de schémas : les schémas réguliers. Les
principales caractéristiques de ces schémas sont qu’ils sont monadiques et que leurs itérations ne peuvent
pas étre imbriquées.

En[6.1]nous définissons les schémas réguliers. Nous prouvons la complétude de cette classe en montrant
que STAB termine sur ces schémas[6.2] Puis nous étudions la complexité du probléme de la satisfaisabilité
pour (une sous-classe de) les schémas réguliers Pour faciliter cette étude, nous définissons une
procédure a base d’automates, appelée SCHAUT, qui n’est en fait qu’une spécialisation de STAB aux
schémas réguliers

La complétude des schémas réguliers a été démontrée dans [ACP09b|. La définition de SCHAUT et
la preuve de sa complexité est donnée dans [ACPI10c]. Les résultats présentés ici sont plus généraux que
ceux de [ACPI0C], car le coefficient de n dans les indices apparaissant & extérieur des itérations peut
étre quelconques (et pas seulement de la forme n + q).

6.1 Definition

Definition 6.1. Un schéma est :
e monadique ssi toutes ses propositions indexées sont monadique:ﬂ'

e aligné sur [e; f] ssi toutes ses itérations ont le méme domaine e < i Ai < f (ou une formule
équivalente @ e < i Ai < f) a la variable i prés, et ot e et f ne contiennent pas i;

e plat ssi il ne contient pas d’itérations imbriquées, c.-a-d. : toutes ses itérations sont de la forme
I 5m ot m ne contient pas d’itération;

e a propagation bornée ssi toute proposition indexée apparaissant dans une itération Il;sm est de la
forme piq ot q € Z.

Notons que, dans un schéma & propagation bornée, seules les propositions indexées apparaissant dans
une itération sont contraints : les littéraux apparaissant en dehors des itérations sont quelconques, nous
POUVONS QUOIT P.€T. Pap OU Ppt-

Definition 6.2 (Schémas réguliers). Un schéma est régulier ssi il n’a qu’un paramétre n, est monadique,
plat, a propagation bornée et aligné sur [q1;n — q2] 00 q1,q2 € Z .

Lc.-a~d. quelles n’ont qu’un indice, voir définition page
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De plus rappelons que, comme précisé en p[43] nous supposons qu'il existe un k € N t.q. la contrainte
du schéma entraine n >

Les schémas réguliers sont trés contraints par rapport aux schémas en général, ceci pour faciliter la
preuve de complétude. Nous donnons donc quelques exemples pour mieux cerner ce que nous pouvons ex-
primer via les schémas réguliers. Notons que plusieurs contraintes peuvent facilement étre assouplies, p.ex.

le fait que toutes les itérations aient le méme domaine : les itérations de s & Ny pi A ?211 -p; &n >0,

n’ont pas le méme domaine mais s est équivalent & A\ p; A (Vi =i V =pnt1) &n > 0 dont toutes les
itérations ont bien le méme domaine. Ce type de transformations sera esquissé a la section [9.4]
Example 6.3. L’exemple récurrent pg A (/\?:_01 Di = Pir1) A P &n >0 est un schéma régulier :

e il n’a qu’un parametre n;

e il est monadique car p n’a qu’un indice;

e il est aligné car il n’a qu’une itération, elle a bien la forme voulue avec g1 =1 et go = 1;

e il est plat car il ne contient qu’une itération;

e il est a propagation bornée car i, i + 1 ont bien la forme voulue.

Example 6.4. Nous pouvons spécifier avec les schémas réguliers un circuit additionneur & propagation
de retenue. Nous représentons un vecteur den bitsv = Vi, ..., V, par une proposition indexée monadique
vi. Supposons que le circuit calcule la somme s de deuz vecteurs x et y, nous obtenons alors le schéma
sutvant :

def

n n
adder(z,y,c,s) = ( /\ sum;) A ( /\ carry;) A —ecarry,
i=1 i=1
ou :
o sum; =i & (2, DY) Do
o carry; Z i1 e (T Ay) V(i Aci) V(i Acg)
® ¢, ..., cy représente la retenue du circuit propagée de bit en bit.

I

~

est facile de voir que ce schéma est régulier :
e il n’a qu’un parameétre n;
e il est monadique car x, y, ¢, s n'ont qu’un indice;

e il est aligné car les deux itérations ont le méme domaine; par ailleurs elles ont bien la forme voulue
avec q1 =1 et g3 =05

o il est plat car les deux seules itérations apparaissent & des positions paralléles;

o il est a propagation bornée car les seules expressions entiéres de sum; et carry; sont i et i+ 1.

Nous pouvons ensuite exprimer les propriétés suivantes de ce circuit :

o 0 est élément neutre :

adder(z,y, ¢, s) A /\ﬁyi A \/xi@si &n>0

i=1 i=1

Ce schéma est insatisfaisable ssi 0 est élément neutre. En effet :

2En fait il est possible de montrer que tout schéma régulier de contrainte quelconque est équivalent (pour la satisfais-
abilité) & un schéma régulier dont la contrainte entraine n > k pour un certain k € Z : il est facile de prouver qu’il existe un
no € Z tel que toutes les instances de rang inférieur a ng sont équivalentes pour la satisfaisabilité (en fait elles sont toutes
équivalentes & une méme formule propositionnelle & un décalage prés de certains indices). En particulier, nous devons au
moins avoir ng < g1 — 1, c.-a-d. que ng soit suffisamment petit pour que toutes les itérations soient vides. Il suffit ensuite
d’ajouter la contrainte n > ng au schéma d’origine.
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— N, ~wi exprime le fait que le deuziéme opérande vaut zéro (c.-a-d. que tous ses bits sont
nuls);

— Vi z; @s; exprime le fait que la sortie est différente de la premiére opérande (c.-a-d. qu’il
existe un bit de x qui est différent du bit correspondant de y).

o [addition est commutative :
adder(z,y, ¢, s) A adder(y, z, ¢, t) (\/s @t) &n>0

Ce schéma est insatisfaisable ssi Uadditionneur est commutatif. En effet, s est le résultat de
Uaddition de x et y, et t est le résultat de ’addition de y et x. Dés lors, \/?=1 s; @ t; exprime
le fait que s # t, ce qui est impossible si l'additionneur est commutatif.

e [‘addition est associative :

adder(z,y, ¢, s") A adder(s, z, ¢, s) A adder(y, z, ", t)
Nadder(z, ', " ) AN (Vi si®t;)&n >0

Par un raisonnement similaire auzx propriétés précédentes, ce schéma est insatisfaisable ssi l’additionneur

est associatif.
Tous ces schémas sont réguliers, et insatisfaisables (bien que nous ne le prowvons pas ici).

Example 6.5. Nous pouvons aussi exprimer un additionneur & retenue anticipée et ’équivalence de cet
additionneur avec l’addition a propagation de retenue. Nous pouvons aussi spécifier un circuit effectuant
la comparaison sur les entiers. Ainsi toute formule de Uarithmétique de Presburger (sans quantificateurs)
sur les vecteurs de bits peut étre exprimée avec les schémas réguliers.

Example 6.6. Soient les deux automates suivants :

b b
SO O BVNENG S C)
a ' ' a,b

b a

1l est facile de voir que tous les mots reconnus par As le sont par Ay, c.-a-d. le langage de As est inclus
dans celui de Ay. Nous pouvons exprimer ce probléeme avec des schémas de formules : le paramétre
désigne la longueur d’une dérivation; si nous sommes & Uétat P a la lecture du it" caractére alors nous
avons la proposition P;; si le ith caractére est a alors nous avons a;.
Ainsi Ay est spécifié par :
A(P,Q) < Py A </n\ P; = (a;i = Piy1 ANbi = Qiq1) )

i=1 ANQ; = (ai = Pi+1 Ab; = Qi+1)

et As par :

n

/\ Pi = (G,i = Pi+1 A bl = Qi+1)
ANQi = (a; = Pip1 Nb; = Piyq)

A2(P,Q) d_efp1/\<

i=1
1l faut aussi spécifier 'unicité des différents états et transitions :

uni(pP, Q /\ P, Qi) A /\ a; < —b;)

i=1

Et nous concluons en supposant que nous sommes dans l’état final de As au rang n mais que nous ne
sommes pas dans l’état final de Ay, ce qui est évidemment impossible si le langage de As est inclus dans
celui de Ay :

A1 (P,QY) A A2(P?,Q%) Auni(PY, Q1Y) Auni(P?, Q%) A QL A =Qp &n >0

Tous les schémas utilisés sont réguliers. Notons que cette traduction est facile a automatiser. Par ailleurs
elle semble généralisable auxr automates alternants, et le résultat est toujours un schéma régulier.
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Note. Cette possibilité d’exprimer des automates par des schémas réguliers, et la procédure SCHAUT,
basée sur des automates, présentée en section [6.3] jettent les bases pour une étude approfondie des
relations entre langages réguliers et schémas réguliersﬂ Nous pourrions typiquement introduire une
notion de définissabilité pour les schémas réguliers, dans le but d’obtenir un résultat similaire & celui de
Biichi pour la logique monadique du second ordre faible [Bii59].

Example 6.7. En revanche le schéma suivant, formalisant le principe des pigeonniers, n’est pas régulier

n+1l n n+1 n
AVoei|n| A A N\ Pin s = —pi 5)
i=1 j=1 =1 ia7is j=1

2{A1<igAig<n+1

ot m représente le nombre de pigeonniers et p; ; signifie “le i'" pigeon va dans le j'" pigeonnier”. Le
membre gauche de la conjonction signifie “chaque pigeon a un pigeonnier”, et le membre droit signifie
“chaque pigeonnier ne contient qu’un pigeon’.

Ce schéma n’est pas régulier car il contient des propositions non monadiques. De plus il n’est ni plat,
ni aligné.

Example 6.8. De méme, 'ezemple suivant n’est pas un schéma régulier :

n 2n—1
de,
s < api A (/\pi =>p2i> A ( /\ _‘pi>

=1 i=n+1

En effet il n’est pas aligné et, plus important, il n’est pas a propagation bornée car il contient le littéral
P2i-

Nous avons : (s)(n—k} est satisfaisable ssi k est une puissance de 2. En pratique il est utile pour
spécifier des circuits dont la conception n’est correcte que si le nombre de bits est une puissance de deux.
1l s’agit typiquement de circuits du type “diviser pour régner”, c.-a-d. des circuits composés de deux sous-
circuits traitant chacun la moitié des bits de entrée. Chacun de ces sous-circuits est lui-méme composé
de deux sous-circuits, etc. Nous pouvons ainsi concevoir, p.ex., des circuits calculant le bit de parité ou
des circuits additionneurs optimisés |Gup94)].

6.2 Termination

Nous prouvons la complétude pour la réfutation des schémas réguliers en démontrant que STAB termine
lorsqu’il prend un schéma régulier en entrée. En effet, lorsque STAB termine, soit le dernier tableau
contient une branche (irréductible), soit toute branche du tableau est close. Dans le premier cas, nous
savons par correction (théoréme que le schéma est satisfaisable. Dans le deuxiéme cas, nous savons
par complétude pour la satisfaisabilité (théoréeme que le schéma est insatisfaisable.

Pour assurer la terminaison de STAB nous définissons la stratégie T suivante :

e les régles d’itérations sont appliquées en dernier ressort, lorsque plus aucune autre régle ne peut
s’appliquer;

e les régles d’itérations sont appliquées uniquement sur les itérations de longueur maximale par rap-
port & 'ordre partiel < sur les expressions entiéres EL défini p

e nous utilisons pour la détection de cycle I'égalité a un décalage prés avec les extensions du littéral
pur et de la contrainte équivalentd’}

L’intuition derriére 7 est la suivante :

e nous effectuons tous les calculs propositionnels possibles;

3Notons que ’emploi du terme “régulier” dans “schéma régulier” est complétement fortuit.

4Pour rappel, la longueur d’une itération de la forme H{:Em est 'expression f — e + 1; p.ex. si un nceud est étiqueté
par { AP, ..., Al ...}, alors AT, ... ala plus grande longueur.

511 est clair que I’ordre dans lequel on compose ces extensions n’a pas d’importance.
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e puis nous déroulons une itération de longueur maximale;

e nous recommencons les calculs propositionnels sur les schémas introduits par le déroulage, puis nous
déroulons une autre itération (car 'itération précédente n’est plus de longueur maximale);

e etc. jusqu’a ce que toutes les itérations aient été déroulées (toutes les itérations ont alors la méme
longueur);

e nous recommengons avec la premiére itération.

Il est facile de prouver que 7 préserve la complétude pour la satisfaisabilité : évidemment, la mesure
présentée pl35| diminue toujours; il faut juste vérifier que les restrictions introduites par 7 ne peuvent
pas mener & une situation ou un noeud est irréductible et insatisfaisable sans que la branche soit fermée,
c.-a~d. il faut vérifier que le lemme est préservé. Il est facile de voir que la preuve est toujours valable.

Definition 6.9. Nous appelons noeud d’alignement un neud tel que seules les régles d’itération peuvent
s’appliquer et toutes les itérations ont la méme longueur.

Theorem 6.10. 7 termine sur tout schéma régulier.

Dans la preuve et dans toute la suite du chapitre, nous utiliserons les notations suivantes (s est un
schéma régulier) :

E,(s) Z{gez| pq apparait dans s pour un quelconque p}
Egn(s) o {¢1 € Z | pgyn+4, apparait dans s pour un quelconque p}
Entq(5) = {q2 € Z | pgintq apparait dans s pour un quelconque p}
Eitq(s) = {q € Z| pi+4 apparait dans s pour un quelconque p}

Les preuves de certains cas seront “survolées” dans la démonstration suivante : elles seront détaillées dans
la preuve de complexité (section [6.4]).

Preuve. Soit un schéma régulier s dont toutes les itérations ont pour domaine g1 < i Ai < n — go,
(q1,42 € Z fixés). Supposons qu'il existe une branche infinie. Il y a donc une infinité de noeuds dans cette
branche et il est facile de voir qu’il y aussi une infinité de noeuds d’alignement d’aprés la proposition
[2:20] 11y a donc un ensemble infini de schémas associés aux nceuds d’alignement. Nous montrons que cet
ensemble ne peut qu’étre fini & un décalage prés (avec les extensions du littéral pur et de la contrainte
équivalente). Par conséquent la régle de bouclage s’applique nécessairement, au pire quand toutes les
formules possibles auront été générées. Nous notons s le schéma du k" nceud d’alignement. Nous
mountrons que lensemble {s; | k¥ € N}, noté par la suite (sg)ren, est fini & un décalage prés. Comme
nous ne considérons que les nceuds d’alignement, chaque nceud est étiqueté uniquement par des littéraux,
des itérations ou des contraintes (puisque les régles d’extension propositionnelles s’appliquent sur toute
conjonction ou disjonction). Donc nous pouvons exprimer s sous la forme Ly A ITy & ¢, ont Ly, et ITy
sont des conjonctions de littéraux et d’itérations (respectivement) et ¢ est la contrainte de si. Nous
montrons que (Lg)ren, (ITk)ken et (ck)ren sont tous finis & un décalage prés, puis nous obtenons le
résultat pour (si)ren en appliquant le corollaire Nous décomposons donc la preuve en trois lemmes
: un pour (ITy)ken, un pour (Lg)ken et un pour (cg)gen-

Lemma 6.11. (ITy)ren est finie ¢ un décalage prés. De plus pour tout k € N : ITy, est a translation
bornée et la seule expression contenant n dans ITy est n — qo — k (ces propriétés sont nécessaires

Uapplication du corollaire .
n—qa—k

Preuve. Tout élément de ITy, a la forme I;—, > "m tel que H;:qqu apparait dans la formule d’origine,
en effet k est le nombre de noeuds d’alignement précédant le noeud courant (incluant ce dernier), c.-a-d.
le nombre d’application des régles d’itération sur chacune des itérations. Il existe donc une quantité finie
de telles itérations. Qui plus est, comme m ne peut pas contenir n (par définition des schémas réguliers),
il est clair que la suite (H;:q‘?*km)keN est finie & un décalage prés. C’est donc aussi le cas de (ITy)ken.
Par définition des schémas réguliers, la seule expression contenant n est n — g2 — k, (ITg)ken est donc
bien & translation bornée. O
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Lemma 6.12. (cg)ien est fini a un décalage prés avec Uextension de la contrainte équivalente. De plus il
existe ko tel que pour tout k > kg, ¢, est a translation bornée et toute expression contenant n a la forme
n—k+q, ou q € Z appartient a un intervalle borné indépendamment de k.

Preuve. Pour tout k € N, supposons que toutes les contraintes redondantes sont éliminées dans c;. Nous
séparons la suite (c)ren en trois :

e les contraintes introduites par les régles d’itération (notées (cif)gen);
e la contrainte du schéma initial;
e les contraintes introduites par la régle de cloture.

Les contraintes qui ont été introduites par les régles d’itération au rang k sont de la forme ¢; <
n—qe — k' (branche gauche des régles d’itérations) ou ¢; > n—qo —k’ (branche droite), avec ¥’ < k. Dans
le deuxiéme cas les itérations sont toutes supprimées donc il ne reste que des formules propositionnelles
et il est trivial que STAB termine dans ces cas la, impossible puisque nous sommes dans une branche
infinie. Ainsi les contraintes introduites sont g1 < n —¢qs, g1 <n—qgs — 1, ¢t < n —qo — 2, etc. Donc
c}gt = /\k’e[o;k] q1 < n— gy — K, qui grandit indéfiniment avec k. Mais il est clair que, pour tout k' < k
1 <n—g-—kEqg <n-—q —k. Autrement dit, toutes les contraintes ¢ < n — g2 — k’ pour
k' < k sont redondantes par rapport & ¢ < n — g2 — k. Donc, comme nous utilisons I'extension de la
contrainte équivalente, c}: seréduit a g1 <n—qy— ket (cikt)keN est fini & un décalage prés. De plus —¢o
est indépendant de k, nous avons donc bien la forme voulue dans I’énoncé.

Nous considérons maintenant la contrainte du schéma initial ¢, mais pas seule : nous lui associons c.
Ainsi la suite que nous étudions est (cif A cs)gen, c-a-d. (g1 <n —qa2 — kA cs)ken qui n'est, a priori, pas
finie & un décalage prés : ¢, contient n (sauf cas triviaux) mais ne dépend pas de k. Nous montrons que,
pour k suffisamment grand, c¢s est redondante par rapport & ¢ < n — g2 — k. Comme s est régulier il n’a
qu’un paramétre n, donc sa contrainte n’a qu’une variable libre n. Par élimination des quantificateurs et
mise sous forme normale disjonctive, cette contrainte est une disjonction de formules arithmétiques de la
forme glnAg<nougnAn<qg ouqgnAgd <nAn<q”ouq,q" €Z,qeN. Alors, toute formule de la
forme ¢ < n est conséquence de n > g1 + g2 + k si k est suffisamment grand et toute formule de la forme
n < q est en contradiction avec n > ¢q1 + g2 + k si k est suffisamment grand. Donc, si k est suffisamment
grand, cif A c, est conséquence de cif Agi|nVghnV..., avec ¢}, qgb,... € N. Or, pour tout ¢ € N, g|n est
équivalent a ¢|n — ¢, et donc, par récurrence, a g|n — [%]q. Nous pouvons donc écrire cette formule sous
la forme ¢qjn — k + (k — [g]q), nous avous alors : k — [%]q < g. De plus ¢ est inférieure au maximum des
¢’ tels que ¢'|n apparait dans la forme normale disjonctive sans quantificateurs de ¢;, donc indépendante
de k. Ainsi ¢l Agln — f%}q est fini & un décalage preés, d’apreés le corollaire ﬁ Au final, (ci Acg)ren est
bien finie & un décalage prés avec 'extension de la contrainte équivalente, et toute expression contenant
n a bien la forme n — k + ¢ ou ¢ appartient & un intervalle borné indépendamment de k.

Enfin nous considérons les contraintes introduites par la régle de cloture. La suite de contraintes ainsi
introduites a la form@ (A, ei # fi)ken. Nous considérons en fait la suite (it A /\z ei # fi)ken, Uidée étant
une fois encore que ¢} = ¢; < n — g2 — k va rendre redondante les contraintes empéchant la finitude & un
décalage prés. Chaque contrainte introduite par cloture a la forme e # f.

e Sinie, ni f ne contiennent n alors la contrainte ne pose pas de probléme pour I’égalité & un décalage
pres.

e Si tous deux contiennent n alors la contrainte a la forme gn +r # ¢'n+r/, équivalent a (¢ — ¢')n+
r—1' #0. Si ¢ = ¢ alors cette contrainte est trivialement valide ou insatisfaisable. Si q # ¢’ alors,
comme nous avons q; < n—qo — k, c.-a-d. n > q1 + ¢ + k, cette contrainte est redondante si k est
suffisamment grand.

e Si e contient n, f € Z et e appartient au schéma d’origine; alors f apparait nécessairement dans la
formule initiale car STAB n’introduit pas d’expressions arithmétiques qui soient de simples entiers.
Donc la contrainte sera redondante par rapport & g1 < n — g2 — k si k est suffisamment grand.

e Si e contient n, f € Z et e provient du dépliage d’une itération; une fois encore f apparait néces-
sairement dans la formule initiale Soit &' < k tel que e provient du k'*" dépliage d’une itération.
Comme les indices sont de la forme i + ¢ pour ¢ € Eiy4(s), e a la forme n — g2 — k' + ¢. Dans ce
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cas il est facile de voir que si k' < g1 +k — f + g — 1 alors e # f est redondante par rapport a
g1 < n — gy — k. Donc nous pouvons restreindre la forme de e an—k — g +¢ ou ¢ < q1 + f,
et méme, comme f provient du schéma d’origine, f < min(E,(s)), donc ¢’ < ¢1 + min(E4(s)).
Par ailleurs, comme ¢ € Eiy,(s), ¢ > min(E;;,(s)) donc ¢’ > min(E;;,(s)). Ainsi e a la forme
n—k—qx+q ot ¢ € [min(Eit4(s)); g1 + min(E,(s))]. L'ensemble de contraintes générées est donc
un sous-ensemble de :

Nn-k-a@-d#f
QE[min(Eiyq(s));q1+min(Ey(s))] ¢'€Q
ECE,(s) fEE kN
qui est fini & un décalage prés (avec 'extension de la contrainte équivalente) car [min(Eiyq(s)); q1 +
min(E,(s))] et E;(s) ne dépendent pas de k. De plus @ est fini indépendante de k, et g est
indépendant de k, donc toute expression contenant n a bien la forme n — k + ¢ ou ¢ appartient a
un intervalle borné indépendamment de k.

Nous pouvons donc conclure dans chacun des cas, ce qui permet de montrer le résultat voulu. Notons
que toutes les expressions de la forme gn sont éliminées par redondance, donc les contraintes sont bien a
translation bornée si k est suffisamment grand. O

Lemma 6.13. (Ly)ren est fini a un décalage preés avec lextension du littéral pur. De plus il existe ko tel
que pour tout k > ko, Ly est a translation bornée et toute expression contenant n a la forme n —k + q,
ol q € Z appartient & un intervalle borné indépendamment de k.

Preuve. Nous séparons Ly de la facon suivante :
e L est la conjonction des littéraux de Ly ayant un entier pour indice;

e [} est la conjonction des littéraux de L dont l'indice contient n et qui étaient présents dans le
schéma d’origine;

° LE:/ T est 1a conjonction des autres littéraux de Ly, c.-a-d. ceux qui sont issus du déroulage d’une
itération.

(L) ken est trivialement fini a un décalage prés : il ne contient pas n.

Nous montrons que tout littéral de L} est pur a partir d'un certain rang. Soit donc un indice e
d’un littéral de L}. Pour montrer que le littéral est pur il faut montrer que pour tout autre littéral
d’indice f, nous avons p(e) # p(f) quel que soit lenvironnement p. Tout d’abord, nous montrons
qu’a partir d’'un certain nombre de dépliages (c.-a-d. si k est suffisamment grand), aucun dépliage
ultérieur ne peut introduire de littéral d’indice f pour lequel nous ayons p(e) = p(f) (nous pourrons
ensuite considérer que l'ensemble de littéraux dont Iindice peut étre égal a e est fige). Clest le cas
si pour tout environnement p nous avons p(n — ¢z — k + max(Ei;1,(s))) < p(e). Cette inéquation est
équivalente & p(k) > p(n— g2 + max(Eiy,(s)) —e), et comme n est la seule variable dans ces expressions :
k > p(n) — g2 + max(Ei;,4(s)) —e. Comme L} ne contient que des littéraux présents depuis le début de la
procédure, e est indépendant de k. Donc 'inéquation est équivalente a k > p(n) -+ ¢ o ¢ est indépendant
de k. Il suffit donc de prendre k > g pour que 'inéquation soit vérifiée. Ainsi, pour tout k supérieur a ¢,
aucun dépliage ne peut introduire de littéral d’indice f pour lequel nous ayons p(e) = p(f). Il suffit donc
de montrer que pour tout littéral d’indice f apparaissant dans Ly, avec k > ¢, nous avons p(e) # p(f)
quel que soit environnement p. Supposons que € a la forme gn+r et f a la forme ¢'n+r'. Nous obtenons
le résultat ssi e # f, c-a-d. (¢ — ¢')n +r —r’ # 0. Nous ne pouvons pas avoir ¢ = ¢’ et » = r/ car la
régle de cloture aurait alors introduit une contrainte insatisfaisable et la branche serait finie, ce qui est
contradictoire avec I’hypothése qu’elle est infinie. Si ¢ = ¢’ et r # 7’ le résultat est trivial. Si q # ¢/, il
suffit de prendre k suffisamment grand pour que 'inégalité soit vérifiée. Nous pouvons donc finalement
considérer que L} = 0.

Par ailleurs, une fois que ces littéraux sont purs, nous pouvons considérer que le schéma est & trans-
lation bornée (définition : en effet seuls les littéraux de L} peuvent avoir un indice contenant n et
qui ne soit pas de la forme n + ¢, ¢ € Z (puisque, d’une part, aucun littéral de L] ne contient n et que,

d’autre part, tout littéral de Lgcn/ i provient du corps d’une itération, et donc a bien la forme n+gq, q € Z,
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car tout schéma régulier est & propagation bornée). Donc, pour ce qui est de la détection de cycle, le
schéma est bien a translation bornée quand ces littéraux sont purs.

Enfin soit un littéral de LLH/ . Nous montrons que, si ce littéral n’est pas pur, alors son indice a la
forme n — k + g ou q € Z appartient & un intervalle borné indépendamment de k. Dans tous les cas,
son indice a la forme n — gz — k' +q ou k' < k et ¢ € Eiy4(s). Supposons que ce littéral ne soit pas
pur. Ly contient donc un littéral de signe opposé et de méme indice. D’aprés le paragraphe précédent,
nous pouvons supposer que ce littéral n’appartient pas a L. Donc soit ce littéral est un autre littéral de

Lg’/ 1], soit il apparait implicitement dans une itération. Dans le premier cas, la régle de cloture pourrait
s’appliquer, ce qui est contradictoire avec le fait que nous considérons uniquement des nceuds d’alignement.
Donc la seule possibilité est que ce littéral apparaisse implicitement dans une itération. Nous avons donc
—k' 4+ ¢ < —k + max(Ei;,(s)). Par ailleurs nous avons nécessairement —k' + ¢ > —k' + min(Eiy4(s)), et
donc —k'+¢ > —k+min(E;1,(s)). Donc l'indice de ce littéral est compris entre n—go —k+min(E;1,(s))

et n — g2 — k — max(Ei;4(s)). Ainsi tout littéral non pur de LLn/i] apparait dans :

) def
L, = /\ Prn—gz—k+j N "Pn—gz—k+j
p est une prop. indexée
J€min(Bitq(s))imax(Bit,(s))]

(L}, )ken est clairement fini & un décalage prés. Ainsi (Lgcn/ i]) ken, et donc finalement (Lj)gen, est fini & un
décalage prés avec I'extension du littéral pur. De plus tout indice contenant n a bien la forme n — k 4 ¢
ol q € Z appartient & un intervalle borné indépendamment de k. O

Au final, toutes les suites sont finies a un décalage prés. De plus elles sont toutes & translation bornée
a partir d’'un certain rang et toute expression contenant n est de la forme n — k 4 g ou ¢ € Z appartient
4 un intervalle borné indépendamment de k. Ainsi ces trois suites vérifient les conditions d’applications
du corollaire [5.25] Nous pouvons donc appliquer ce dernier pour “combiner” toutes ces suites. Nous en
concluons que ’ensemble des schémas apparaissant dans la branche infinie est fini & un décalage prés.
Par conséquent la régle de bouclage s’applique nécessairement, ce qui contredit le fait que la branche est
infinie. O

6.3 SCHAUT

Comme les schémas réguliers ont une forme trés particuliére, nous pouvons, plutdét qu’utiliser STAB,
définir une procédure de preuve dédiée aux schémas réguliers. Ceci est particuliérement utile pour pou-
voir étudier simplement la complexité du probléme de la satisfaisabilité comme nous le ferons en
Ainsi nous définissons SCHAUT (pour Schema Automaton) une procédure qui, a partir d’'un schéma,
construit un automate dont le langage est vide ssi le schéma est insatisfaisable. Un point intéressant des
schémas réguliers est que toutes leurs itérations ont la méme longueur. Ainsi SCHAUT va construire un
automate qui prend en entrée un entier représentant cette longueur et I'accepte ssi I'instance correspon-
dante du schéma a un modéle propositionnel. Cela permet en particulier de se débarrasser des formules
arithmétiques ce qui simplifie grandement le systéme.

Cependant, cette simplicité a un prix : si un schéma régulier aligné sur [g1; n — go] est fourni en entrée
de SCHAUT, alors sa contrainte doit étre égale a n — g2 > g1 — 1. Cette restriction revient & imposer que
la longueur des itérations soit positive ou nulle. Ceci n’est pas trés contraignant en pratique : il semble
naturel de considérer des itérations dont la longueur soit uniquement positiveﬁ A partir de maintenant,
nous ne considérons donc que des schémas dont les itérations sont alignées sur [q1;n — q2] et dont la
contrainte a la formen —qs > g1 — 1 ol n est le paramétre du schéma.

Les deux opérations suivantes sont nécessaires a la définition de SCHAUT :

Definition 6.14. Soit un schéma régulier m&n — qo > q1 — 1.

e la base de m, notée base(m), est définie par base(m) d:efm[qz +aq —1/n];

SPar ailleurs, nous pouvons souvent nous ramener & un schéma dont la contrainte a cette forme, par élimination des
quantificateurs et en s’aidant de la transformation évoquée en note de pied de page p@
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e ’induction de m, notée ind(m), est obtenue en remplacant chaque itération H;:q‘?m’ par m'[n —
g2 /1] HH?;qqlrlm’ (le schéma obtenu alors est noté ind(m)) puis en remplagant chaque occurrence

den parn+1, ou 11 est le connecteur de 1.

Example 6.15. Soit 'ezemple récurrent s = po A ( /\?:_O1 Di = piv1) A pp&n >0, alors g =0, g2 =1,
base(s) = po A —po et ind(s) = po A (/\?;01 Di = Dig1) A DPnt1 = Pnt2 A "Png2.

Nous pouvons maintenant définir SCHAUT : cette procédure construit un automate prenant en entrée
un entier représenté par un mot sur 'alphabet {0,s}. Par exemple, 5 est représenté par s-s-s-s-s-0.
Dés lors 'automate as généré a partir du schéma s est congu de fagon a accepter un entier k ssi 'instance
de s obtenue en fixant la longueur des itérations a k est (propositionnellement) satisfaisable, c.-a-d.
881 (5) {nisktqi+qs—1} €st satisfaisable. Par conséquent s est insatisfaisable ssi le langage reconnu par
lautomate est vide (probléme dont la décidabilité est triviale).

Comme nous allons le voir, SCHAUT est trés proche de STAB : en fait, en supprimant les cycles de
l’automate, nous obtenons un arbre qui peut étre interprété comme un tableau de STAB. Les cycles
correspondent précisément aux applications de la régle de bouclage. Dans STAB chaque noeud était
étiqueté par des motifs et des contraintes. Ici, les propriétés des schémas réguliers font que nous pouvons
nous passer des contraintes. Les états de 'automate sont donc des ensembles de motifs uniquement.

Definition 6.16 (SCHAUT). Soit un schéma régulier s ' m&n—qs > q1—1. Nous notons a, l'automate
construit par SCHAUT a partir de s. L’alphabet d’entrée de as est {0,s} et ses états sont des ensembles
de motifﬂ alignés sur le méme intervalle [q1;n — qa].

La construction de as est donnée par un systéme de réécriture. La notation M = M &M N Mo,
ot M, My, My sont des états, représente la régle (Q U{M},qo, F,T) — (Q U {M, My, Mz}, qo, F, T U
{(M,z, M), (M,y, M2)}), c.-a-d. que nous ajoutons & l'automate deux états My et My avec les tran-
sitions (M,x, M) et (M,y,Ms). De méme, M == M’ représente la régle (Q U {M},qo, F,T) —
(QU{M,M'}, qo, F,T U {(M,z,M")}). Nous définissons alors SCHAUT comme [’ensemble de régles
sutvant :

o AN
MU {m1 /\mg} :€> MU {ml,mg}
oV
MU{miVms} == MU{m}&MU{m;Vms} == MU {my}
® CONTRADICTION :
M U {pe, —pe} = {L}
® PURE :

M Up, = M sip. estpurdans(/\meMm)&n—qQqu—l

® DESCENTE !

M =% {base(m) | m € M} & M == {ind(m) | m € M} si M & {0, {T},{L}}

Nous itmposons de plus qu’une seule régle soit appliquée sur un état donné, et que DESCENTE n’est appliquée
que si aucune autre régle ne peut [’étre.
Nous notons alors as une forme normale (arbitraire), par SCHAUT, de l'automate suivant :

({S}: {ms}, {0}, {(0,0,0),(0,s,0), {T}. e, 0)})
(nous montrerons en section que SCHAUT termine tout le temps).

Example 6.17. Soit Uezemple récurrent s = py A (/\?;01 Di = Pit1) A P &n > 0 (la contrainte est
bien équivalente a m — 1> 0— 1), un automate possible pour as est donné en figure .
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- {poA(/\?;olm:>pi+1)/\ﬁpn&n20} {T}
I
Po A NS pi = Pia
“Pn
X/\ 0,s
Po
AP i = Pit1
“Pn
/ \
Po Po
—Po Pn—1 = Pn A /\::()2 Pi = Pi+1

“Pn

;Dn 1 :> Pn
Niz 0 Pi = Pit1
“Pn
CONTRADICTION

S

“Pn—1
2
N 0 pi :> Pi+1 NPz 0 Pi = Pit+1
“Pn

5 CONTRADICTION
=

Figure 6.1: Application de SCHAUT a pg A (/\?;01 Pi = Dit1) A pn&n >0

Notons que SCHAUT termine ssi ’ensemble d’états et de transitions ajoutés par la réécriture est fini.
Quand SCHAUT termine, il peut y avoir plusieurs formes normales distinctes. Cependant ces formes
normales ne sont distinctes que selon l'ordre des e-régles et selon 'ordre dans lequel nous décomposons
les formules. Nous pourrions imposer une forme normale unique en donnant une priorité entre les e-régles
et les formules mais ce n’est pas nécessaire pour la suite.

Proposition 6.18. Soient un schéma s et un état M de as. Alors soit M appartient ¢ {0,{T},{L}},
soit M s’est vu appliqué une et une seule des régles de SCHAUT.

Si cette régle est A (resp. V, CONTRADICTION, PURE, DESCENTE), M est appelé un A-état (resp. V-état,
c-état, p-état, d-état). Les A-Etats, V-états et p-états sont appelés des états propositionnels. Pour un
d-état M, MO et M*® désignent les états tels que (M, 0, MO) et (M,s, M®) sont les transitions ajoutées a
(s par DESCENTE.

Enfin nous énongons le théoréme principal de SCHAUT :

Theorem 6.19. Soit un schéma régulier s de contrainte n —q2 > q1 — 1. sk + q1 + q2 — 1/n] est
satisfaisable ssi k est accepté par as.

La preuve est similaire aux preuves de correction et complétude de STAB. Nous la présentons en
annexe [0.Al

Remarquons que ce théoréme est plus général que les résultats sur STAB (dans le cas des automates
réguliers) car ’automate fournit une description explicite des valeurs du parameétre pour lesquelles le
schéma est satisfaisable. A contrario, un tableau permet uniquement d’assurer I’ezistence d’une telle

"les motifs sont les états et pas seulement les étiquettes de ces états
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valeur. De plus nous n’avons pas besoin d’utiliser de procédure pour 'arithmétique comme il n’y a pas
de contrainte dans les états de 'automate (contrairement aux nceuds de STAB).

6.4 Complexity

Comme nous l'avons vu dans la preuve de complétude , le cceur de la terminaison réside dans
I’élimination des littéraux purs et des contraintes redondantes. Avec SCHAUT, nous nous débarrassons des
contraintes donc seule I’élimination des littéraux purs est importante. Nous nous intéressons maintenant
a la complexité de cette procédure. Comme nous allons le voir, cela revient a se demander au bout de
“combien de temps” un littéral devient pur. Nous pouvons ainsi obtenir une borne sur le nombre maximal
d’états dans ag, et en déduire la complexité de SCHAUT.

Note. Comme nous n’avons pas encore prouvé que SCHAUT termine, nous ne pouvons pas, rigoureuse-
ment, raisonner avec as pour montrer qu’il est fini. Dans la suite nous appellerons en fait a5 “l’automate
limite” construit par SCHAUT, qui peut, a priori, étre infini. Les définitions de la section s’étendent
de maniére immédiate aux automates infinis.

6.4.1 Nombre maximal d’états

Dans toute la suite, s est un schéma régulier de contrainte n —q2 > g3 — 1. p dénote le plus grand nombre
apparaissant dans s, plus précisément, nous définissons pu (s) par induction :

P ()= () =0

1 (Pgnr) = 11 (~Pgnr) = max(|ql, |r])
def

1
p(my vV ma) = max(u (ma) , p(ma))

w(my Amg) =
n—qz n—qz
def def
1 /\ m =u \/ m ZmaX(|Q1|7‘CI2|»N(m))
1=q1 i=q1

Ainsi le plus grand nombre apparaissant dans s est inférieur a p (s) et le plus petit nombre est supérieur
a —u (s). Par la suite pu (s) sera simplement écrit u. De plus simplifier les preuves, nous supposerons que
w > 0.

Dans un premier temps, nous démontrons que les littéraux apparaissant dans un d-état quelconque
sont en quantité finie. Nous distinguons différents cas selon la forme des littéraux considérés.

Littéraux avec indice entier.

Proposition 6.20. Soit un littéral d’indice q € Z apparaissant dans un d-état quelconque de as. Alors
—u<qg<p.

Preuve. Les seuls littéraux dont I'indice est un entier sont ceux apparaissant dans s et ceux introduits
par SCHAUT via base (dans pescente). Comme nous considérons un d-état, base n’a pas encore été
appliquée. Les seuls littéraux possibles sont donc ceux de s. Donc s € E,(s) et nous concluons avec la
définition de E,(s). O

Littéraux avec indice de la forme n + ¢, q € Z.

Proposition 6.21. Soit un littéral d’indice n+q, q € Z, apparaissant dans ind(s), alors En44(ind(s)) C
1—@+d [d €Big(s)} Ui + 1] €Eniqyls))-
n—qz n—qz—1

Preuve. ind(s) est obtenu en remplagant chaque itération ILZ ®m par m[n — g2/i] nILZ " "m (noté,
rappelons-le, ind’(s)) puis en remplagant chaque occurrence de n par n + 1. Donc tout littéral d’indice
n + ¢ provient d’un littéral d’indice n + ¢ — 1 apparaissant dans ind’(s). Comme ce dernier littéral
contient n il apparait nécessairement en dehors d’une itération. Donc soit c’est un littéral qui provient
du remplacement d’une itération IT;_ *m par m[n —go/i] 1 H?;qqf_lm, soit c’est un littéral qui était déja
dans s. Dans le premier cas ce littéral est issu de la substitution [n — ¢o/4] appliquée a un littéral dont
'indice a la forme ¢ + ¢/, donc ¢ — 1 € {g2 + ¢’ | ¢ € Ei14(s)}. Dans le deuxiéme cas, comme 'indice

n + g — 1 apparaissait déja dans s, nous avons : ¢ —1€ {¢' +1]¢ € Ey44(s)}. O
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Soit un d-état M de as. Pour toute course de as partant de {s} et arrivant en M, nous appelons degré
de dépliage le nombre de d-états qu’elle contient. Le degré de dépliage de M est le minimum des degrés
de dépliage parmi toutes les courses arrivant en M. Notons que tout d-état a un degré de dépliage, en
effet par construction de a, il existe nécessairement une course menant de a,,, a M.

Proposition 6.22. Soit un littéral d’indice n+ q apparaissant dans un d-état de degré de dépliage k > 1,
avec k € Z. Alors —2u < q < 2u+ k.

Preuve. DESCENTE est la seule régle a introduire de nouveaux littéraux avec les opérations base et ind. De
ces deux opérations, seule ind peut introduire des littéraux dont I’indice contient n. Nous obtenons donc,
par récurrence sur k et avec la proposition précédente : min( — g2 + min(Ei; 4(s)), 1 + min(E,44(s))) < g
et ¢ <k + max( — g2 + max(Eiy4(s)), max(Ey14(s))) (pour la borne inférieure, nous utilisons le fait que
kE>1). O

Littéraux avec indice de la forme r +q, r # 1, q € Z.

Proposition 6.23. Soit un littéral d’indice rn + q, v # 1, q € Z, apparaissant dans ind(s), alors
Eqn(ind(s)) € Egu(s) et Byrg(ind(s)) € {r +' | ¢’ € Eupg(s)}-

Preuve. Tout littéral d’indice rn 4+ ¢ provient d’un littéral d’indice r(n — 1) + ¢, c-a-d. rm +q —r,
apparaissant dans ind’(s). Comme ce dernier littéral contient n il apparait nécessairement en dehors
d’une itération. Donc soit c’est un littéral qui provient du remplacement d’une itération II_ qql"’m par
m[n—qo /i1 H?’:_qql"’_lm7 soit c’est un littéral qui était déja dans s. Dans le premier cas ce littéral ne peut
qu’étre issu de lapplication de la substitution [n — g2 /7] & un littéral dont l'indice a la forme i+¢’, ¢’ € Z,
ce qui est impossible car r # 1. Ne reste que le deuxiéme cas : comme l'indice rn 4+ ¢ — r apparaissait
déja dans s, nous avons 1 € Eg(s) et ¢ — 7 € Eyi4(s). Donc g € {r +¢' | ¢ € Enyq(s)}. O

Proposition 6.24. Soit un littéral d’indice rn+q apparaissant dans un d-état de degré de dépliage k > 1,
avec k € Z. Alors —p <r<petkr—p<q<kr+p.

Preuve. Conséquence de la proposition précédente, par récurrence sur k. O

Preuve principale.

Nous notons #s la taille de s en nombre de symboles. Les entiers sont codés sous forme de suites soit
unaires soit binaires. Pour rester le plus général possible nous utiliserons la notation suivante: #ins
représente le plus grand entier pouvant apparaitre dans s: si les entiers sont codés en binaire #incs = 2%,
s’ils sont codés en unaire #i,;s = #s. Nous avons g < #ints.

Lemma 6.25. I existe qo € Z tel que qo € O(#ints) et tout littéral d’indice n+ q, q € Z, apparaissant
dans un d-état quelconque est pur si q > qq.

Preuve. Soit un tel littéral appartenant & un d-état de degré de dépliage kK > 1. Ce littéral est pur
ssi, pour toute proposition indexée de signe opposé et d’indice e, et tout environnement p satisfaisant
p(n) —g2 > q1 — 1, p(n+ q) # p(e). Nous détaillons chaque cas pour e :

e Si e ala forme n + ¢, ¢’ € Z, alors nous ne pouvons avoir p(n + ¢) = p(e) que si ¢ = ¢’, ce qui est
impossible car nous pourrions alors appliquer coNTRADICTION : contradiction avec le fait que nous
considérons un d-état.

e Si e a la forme rn + ¢, r,¢ € Z, r > 1, alors nous définissons ko tel que si k > kg, alors :
rp(n) + ¢ > p(n) + ¢ pour tout environnement p, c.-a-d. (r — 1)p(n) + ¢ — ¢ > 0. D’aprés
I’hypothése que r > 1, les propositions et et le fait que p(n) — g2 > ¢1 — 1, nous savons
que :

r>2

pn)>q+qg—-1>-2u—1
q >kr—p>2k—p
qg<2u+k
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Nous avons donc (r — 1)p(n) + ¢ — ¢ > —5u — 1 + k. Nous pouvons donc prendre kg tel que

def def

—b5u—14+ky >0, pex. kg = bu+ 1. Soit g9 = 2u + ky. D’aprés la proposition , il est
facile de voir que si ¢ > gg alors k > kg. De plus, vue la forme de ¢qo (et de kp), nous avons bien
q0 S O(#ints)-

e Si e ala forme rn+ ¢, r,¢ € Z, r < 0, alors nous définissons kg tel que si k > kg, alors :
rp(n) + ¢ < p(n) + ¢ pour tout environnement p, c.-a-d. (1 — 7)p(n) + ¢ — ¢ > 0. D’apreés
I’hypothése que r < 0, les propositions et et le fait que p(n) — g2 > ¢1 — 1, nous savons

que :
1—r>2
pn) > qi+q—1>—-2u—1
q=>—2p
¢ <kr+p

Nous avons donc (1 —r)p(n) +q¢—¢ > 2(—2p — 1) — kr —3u = —7u — kr — 2. Et, comme r < 1,
(I—-r)p(n)+q—q > —Tu+ k —2. Nous pouvons donc prendre kq tel que —7p + kg — 2 > 0, p.ex.
ko & T+ 2. Soit qq dof 21 + ko. D’aprés la proposition il est facile de voir que si ¢ > qg alors
k > ko. De plus, vue la forme de ¢g (et de ko), nous avons bien gg € O(#int$).

e Si e est un entier alors nous définissons ¢q tel que si ¢ > qo, p(n) + ¢ > e pour tout environnement
p, c-a-d. p(n)+q—e > 0. D’aprés la proposition [6.20] et le fait que p(n) — g2 > g1 — 1, nous savons
que p(n) > —2u — 1 et e < p. Nous posons donc directement g L 31+ 1. Une fois encore, nous
avons bien gy € O(#int$)-

e Sie est de la forme i+¢’, alors nous définissons qq tel que si ¢ > qo, alors p(n)+q > po {i — T}(i+q’)
pour tout environnement p et tout I € [q1; p(n) — g2]. Cette inéquation équivaut a ¢ > I+¢' — p(n).
Comme I < p(n) — ¢a, elle est vraie si ¢ > —g2 + ¢/. C’est bien le cas en particulier si ¢ > p. Nous
posons donc gy = . Une fois encore, gy € O(#intS)-

Au final nous prenons pour ¢y le maximum des gy présentés dans tous les cas. Nous avons donc toujours
la propriété qo € O(F#int$). O

Lemma 6.26. II existe qo € Z tels que qo € O((#in8)?) et tout littéral d’indice rn+q, r,q € Z, 7 > 1,
apparaissant dans un d-état quelconque est pur si ¢ > qo.

Preuve. Soit un tel littéral appartenant & un d-état de degré de dépliage kK > 1. Ce littéral est pur
si, pour toute proposition indexée de signe opposé et d’indice e, et tout environnement p satisfaisant
p(n) —g2 > ¢ — 1, p(rn+ q) # p(e). Nous détaillons chaque cas pour e :

e Si e ala forme n + ¢, ¢ € Z alors nous reprenons le ky du cas correspondant dans la preuve du
lemme Ainsi si k > ko, le littéral est bien pur. Soit gy = kop+ p. D’aprés la proposition
il est facile de voir que si g > qg alors k > kg. De plus, vue la forme de gg et de kg, nous avons bien
qo € O((#int5)2)-

e Sicalaformer'n+q,r,q €Z,r' =r. Alors le littéral est pur ssi ¢ # ¢, ce qui est nécessairement
le cas : autrement, CONTRADICTION aurait été appliquée.

e Sie alaforme r'n+¢, r,q € Z, " > r. Nous définissons kg tel que si k > ko, alors : rp(n) + ¢ <
r'p(n) + ¢’ pour tout environnement p, c.-a~-d. (' —r)p(n) + ¢’ — ¢ > 0. D’aprés 'hypothése que
r’ > r, la proposition et le fait que p(n) — g2 > ¢1 — 1, nous savons que :

r—r>1

p(n) >q+q—1>—-2p—1
q¢ >kr'—p
q<kr+p

Nous avons donc (' —r)p(n)+¢ —q > k(r' —r) —4p—1 > k—4p — 1. Nous pouvons donc prendre
ko tel que k —4pu —1 > 0, p.ex. ko = 4p + 1. Ainsi si k > ko le littéral est bien pur. Comme
dans le premier cas, nous posons ensuite gy = ko + w1, ce qui permet d’obtenir le résultat avec la
proposition De plus, vue la forme de qo (et de kg), nous avons bien gg € O((#int5)?).
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e Si e a la forme r'n+ ¢, r,q € Z, v < r, nous obtenons : rp(n) + ¢ > r’p(n) + ¢’ pour tout
environnement p en prenant le méme ky que dans le cas précédent.

e Si e est un entier alors nous définissons ¢ tel que si ¢ > qo, alors rp(n) + ¢ > e pour tout
environnement p. D’aprés la proposition et le fait que p(n) — g2 > ¢1 — 1, nous avons :

p(n) > qr4+q—1>-2p—1
r>2
e<pu

Donc rp(n) +qg—e > —22u+ 1)+ q¢—p = —5u — 2 + q. 1l suffit donc de prendre gy tel que
—5pu—2+q>0, pex. qo = bu+ 2.

e Sie est de la forme i+¢’, alors nous définissons g tel que si ¢ > qq, alors rp(n)+q > po {i — I}(i+q’)
pour tout environnement p et tout I € [g1; p(n)—ga]. Cette inéquation équivaut a ¢ > I+¢" —rp(n).
Comme I < p(n) — go, elle est vraie si ¢ > —ga + ¢’ + (1 — r)p(n). C’est bien le cas en particulier si
q>2p+ (1= p)( =2 — 1). Nous posons donc gy = 2u + (1 — p)( — 2 — 1), d’ot le résultat. Une
fois encore, go € O((#int5)?).

Au final nous prenons pour ¢ le maximum des ¢y présentés dans tous les cas. Nous avons donc toujours
la propriété gy € O((#ints)?). O

Lemma 6.27. Il existe qo € Z tels que qo € O((#in5)?) et tout littéral d’indice rn +q, r,q € Z, v < 0,
apparaissant dans un d-état quelconque est pur si ¢ < qo.

Preuve. Soit un tel littéral appartenant & un d-état de degré de dépliage kK > 1. Ce littéral est pur
si, pour toute proposition indexée de signe opposé et d’indice e, et tout environnement p satisfaisant
p(n) —g2 > q1 — 1, p(rn+ q) # p(e). Nous détaillons chaque cas pour e :

/

e Sie alaforme n+ ¢, ¢ € Z alors nous définissons gy tel que si ¢ > qo, rp(n) +q < p(n) + ¢
pour tout environnement p, c.-a~-d. (1 — r)p(n) + ¢’ — ¢ > 0. D’aprés 'hypothése que r < 0, les
propositions et et le fait que p(n) — g2 > ¢1 — 1, nous savons que :

1—-r>1

p(n) > q+qg—1>-2u—1
q > —2p
q<kr+p

Ainsi, (1—r)p(n)+¢ —q> —kr—5u—1>k—>5u—1 (car r < —1). Donc il suffit que k > 5u+ 1.
Nous posons donc ky = 5u + 1. Puis nous posons qq = —kop — . D’apreés la proposition , il
est facile de voir que si g < qo alors k > k. De plus, vue la forme de gy et de kg, nous avons bien

do € O((F#in5)?).

e Sicalaformer'n+q',7',q € Z, " =r. Alors le littéral est pur ssi q # ¢’, ce qui est nécessairement
le cas : autrement, CONTRADICTION aurait été appliquée.

e Sie ala forme 7'n + ¢/, r,q € Z, alors nous obtenons le résultat, que nous ayons r’ > r ou v’ < r,
en reprenant le méme kg que dans le cas correspondant de la preuve précédente. Puis nous posons
def . .
qo = —kop — p, ce qui permet de conclure comme dans le premier cas.

e Si e est un entier alors nous définissons ¢ tel que si ¢ > qo, alors rp(n) + ¢ < e pour tout
environnement p, c.-a-d. ¢ < e —rp(n). D’aprés 'hypothése que r < 0, la proposition et le fait
que p(n) — g2 > ¢q1 — 1, nous avons :

pn)>qg+qgp—1>-2u—-1
r<—1

e>—p

Donc e — rp(n) > —3p — 1. 11 suffit donc de prendre g tel que —3u — 1 > ¢, p.ex. qo o —3u — 1.
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e Si e est de la forme ¢ + ¢', alors nous définissons gg tel que si ¢ > qo, alors rp(n) + ¢ < po{i —
I}(i 4 ¢') + ¢’ pour tout environnement p et tout I € [g1; p(n) — ga]. Cette inéquation équivaut a
g<I+q —rp(n). Comme I > q; et r < —1, elle est vraie si ¢ < ¢1 + ¢’ + p(n). C’est bien le cas
en particulier si ¢ < —2u + 1. Nous posons donc qq £ —2u 4+ 1 ce qui permet de conclure. Une fois
encore, gy € O((#ints)?).

Au final nous prenons pour gy le minimum des ¢y présentés dans tous les cas. Nous avons donc toujours
la propriété gy € O((#ints)?)- O

Lemma 6.28. ] existe un ensemble fini contenant tous les littéraux apparaissant dans un d-état quel-
conque. Cet ensemble a O((#int5)?) €léments.

Preuve. Un littéral est soit positif ou négatif, il contient un symbole propositionnel et un indice donc
il y a 2ngympnidax littéraux possibles, ol ngymp (resp. niax) est le nombre de symboles propositionnels
(resp. d’indices). Il y a évidemment une quantité finie de symboles propositionnels dans s, et, de plus,
Neymb < #s. Par ailleurs il y a quatre formes d’indices :

e Les indices entiers, dont nous avons vu au proposition [6.20] qu’ils étaient en quantité finie.

e Les indices de la forme n + ¢. La proposition [6.22] assure que ¢ a une borne inférieure, et le lemme
assure que ¢ a une borne supérieure (si ¢ dépasse la borne alors le littéral est éliminé par pURrE).
Donc ¢ appartient & un ensemble fini.

e Les indices de la forme rn + ¢, r > 1. La proposition [6.24] assure que r appartient & un ensemble
fini et donne une borne inférieure pour ¢ (en prenant k = 1). De plus le lemme donne une
borne supérieure pour q.

e Les indices de la forme rn + ¢, r < 0. La proposition [6.24] assure que r appartient & un ensemble
fini et donne une borne supérieure pour ¢ (en prenant k = 1). De plus le lemme donne une
borne inférieure pour gq.

D’autre part, toutes les bornes mises en jeu sont dans O((#ins)?) donc I'ensemble de tous les littéraux
possibles a une taille dans O((#int5)?). O

Theorem 6.29. (i) a, contient au plus O(2%n%) états. (ii) Chaque état contient au plus O((#in5)?)
motifs.

Preuve. Nous nous restreignons d’abord aux d-états. Comme DESCENTE n’est appliquée que si aucune
autre régle ne peut s’appliquer, tout d-état ne contient que des itérations et des littéraux. Il est facile de
voir que chaque itération apparaissant dans un état de as apparait nécessairement dans s, donc il y en a
au maximum O(#s). D’aprés le lemme il y a au plus O((#int5)?) littéraux dans un d-état, ce qui est
toujours supérieur a O(#s). Donc, au total, 'ensemble de tous les littéraux et itérations possibles a pour
taille O((#ints)?). Comme un d-état est un sous-ensemble de cet ensemble, nous avons donc O((#ints)?)
d-états possibles, c.-a-d. O(2#i¢%). Nous obtenons donc (i) et (ii) pour les d-états.

Considérons deux d-états pour lesquels il existe un chemin les reliant et ne contenant pas d’autre
d-état. Alors le nombre d’états dans ce chemin est linéaire par rapport au nombre de motifs présents
dans le premier état (en effet les régles autres que pESCENTE ne font que décomposer les motifs). Nous
venons de voir que ce nombre est en O((#int5)?). Par ailleurs il y a au pire k.(k—1) tels chemins, ot k est
le nombre de d-états de a;. Comme k = O(2#nt), le nombre d’états entre tous les d-états n’augmente
pas l'ordre de grandeur du nombre de d-états. Il peut rester des états entre ’état initial et I’état final,
entre I’état initial et un d-état, et entre un d-état et un état final. Tous ces cas sont traités de la méme
maniére. Au final chaque état de as appartient & un de ces chemins et l'ordre de grandeur du nombre
d’états dans a, est donc le méme que celui du nombre de d-états. O

Corollary 6.30. SCHAUT termine.
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6.4.2 Conséquences

Tout d’abord, comme le probléme du vide est décidable pour les automates, nous retrouvons le fait que
I'insatisfaisabilité des schémas réguliers est décidable. Et nous avons donc & nouveau la complétude des
schémas réguliers pour la réfutation.

Nous obtenons de plus une sorte de “propriété du modéle borné” :

Theorem 6.31. Tout schéma réqulier satisfaisable s a un modéle dont le parameétre est en O(2%ints),

Preuve. En effet si ’automate n’est pas vide, il existe une course acceptante. Et dans ce cas il existe
une course acceptante qui passe au plus une fois par chaque état. Comme nous avons au plus O(2#in%)
d-états, une telle course passe au plus O(2#nt%) fois par une transition étiquetée par s. Donc la valeur
donnée au paramétre est au plus O(2%nt%). O

En précisant la borne de sorte a éliminer le O(), nous pouvons ainsi obtenir une autre procédure de
décision, bien que celle-ci serait probablement trés inefficace.

Evidemment, la borne sur le nombre d’états de a, jette les base pour une étude de complexité. Notons
d’abord que les schémas réguliers incluent les formules de la logique propositionnelle. Nous savons donc
d’ores et déja que la satisfaisabilité des schémas réguliers est NP-dur. Mais SCHAUT permet de donner
une borne supérieure. Nous commencons par le lemme suivant :

Lemma 6.32. Déterminer s’il existe une interprétation telle que deux littéraux ont le méme indice peut
étre fait en temps polynomial par rapport & la taille des indices.

Ce calcul est utile pour ’élimination des littéraux purs.

Preuve. Soient deux indices qgn + 7 et ¢'n +1’. Si ¢ = ¢’ alors il suffit de vérifier que r = r’. Si q # ¢’

!
alors il y a égalité ssi n = 2_’;,. Il suffit donc de s’assurer que ¢ — ¢’ divise r — r’ et que, dans ce cas,

::q’f > g2 + q1 — 1. Toutes ces opérations peuvent étre effectuées en temps linéaire par rapport a la taille
des entiers apparaissant dans les indices. O

Theorem 6.33. SCHAUT termine en O(2%n),

Preuve. Le théoréme (ii) fournit la propriété la plus importante : le nombre d’états de a5 est en
O(2#in). 1l reste a nous assurer que toutes les étapes de la construction de as sont de complexité
inférieure.

Nous montrons d’abord que ’application de chaque régle est polynomiale par rapport a la taille de
'état réécrit, elle-méme en O((#ins)?) d’aprés le théoréme m (i). Par conséquent la complexité de
chaque régle sera inférieure a O(2#i). Chaque état provient de I’application d’une régle, il y a donc
autant d’applications de régles que d’états. Nous pourrons donc conclure que le calcul de la réécriture
est en O(2#=¢%), Montrons donc que I'application de chaque régle est polynomiale par rapport 4 la taille
de I’état réécrit. Les régles A et V ne font que décomposer un motif selon sa structure, ce qui peut étre
fait en temps constant. En revanche il faut trouver, dans ’ensemble de motifs, celui sur lequel appliquer
la régle, ce qui peut étre largement fait en temps linéaire. conTrRADICTION recherche dans I’ensemble une
paire de littéraux complémentaires, ce qui peut étre fait en temps quadratique. Le calcul de base et ind
se fait clairement en temps linéaire. Il en va donc de méme pour DESCENTE.

Enfin il reste Purk : d’aprés le lemme précédent, nous savons que déterminer si deux littéraux peuvent
avoir le méme indice peut étre fait en temps polynomial. Ainsi si nous parcourons tous les indices deux
a deux alors I’ensemble de 'opération reste polynomiale. Cependant il faut aussi tester, pour un littéral
donné, si celui-ci peut apparaitre dans une itération. Une facon simple de tester ceci est de traduire ce
probléme en une formule de 'arithmétique linéaire et de s’assurer de la validité de cette formule avec une
procédure de décision dédiée. Cependant, comme Parithmétique linéaire est dans 2-EXPTIME [FR74], il
faut analyser précisément la formule pour assurer que nous n’atteignons pas cette borne dans ce cas. Nous
utilisons donc une autre approche : nous modifions SCHAUT de sorte & ce que nous utilisons une méthode
incompléte pour la détection de littéraux purs : certains littéraux purs ne seront pas détectés comme tels,
mais la terminaison est préservée et la complexité facile & déterminer. Nous partons de la constatation
que si I'indice d’un littéral est supérieur a n — go + max(Eiy4(s)) ou inférieur a ¢ + min(E;4(s)), alors
nous sommes certain que le littéral n’apparaitrait pas dans une itération. Dans ce cas nous pouvons
effectivement ne tester que les littéraux en dehors des itérations. En opérant ainsi, certains littéraux
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purs ne sont pas éliminés, ce qui est contraire & la définition de SCHAUT. Cependant il est facile de
voir que cette légére modification préserve le théoréme principal de SCHAUT. En revanche il faut aussi
s’assurer que le nombre total de littéraux possibles reste en O((#in45)?) (ce qui n’est pas acquis car cette
modification fait que nous n’éliminons pas des littéraux qui devraient normalement étre éliminés). En
examinant les preuves des lemmes [6.25] [6.26] et [6.27, nous voyons que les bornes dont nous montrons
I’existence dans ces lemmes sont justement calculées en considérant que les littéraux purs ne peuvent
pas apparaitre dans les itérations. Ainsi les bornes restent les mémes et la complexité est préservée.
Enfin il est facile de voir qu’il est vérifiable en temps polynomial que l'indice d’un littéral est supérieur
an— gz + max(Eit4(s)) ou inférieur a ¢; + min(Eiy4(s)).

Nous étudions maintenant la réécriture elle-méme : il faut rechercher un état sur lequel aucune régle
n’a encore été appliquée. Ceci se fait trés naturellement via une pile ou une file f.i.f.o. Dans les deux cas il
est facile d’avoir une insertion et une consultation en temps constant (plus précisément logarithmique par
rapport a la taille de la pile si nous tenons compte de arithmétique sur les pointeurs). Ces opérations
sont donc sans incidence sur la complexité globale.

Enfin la derniére opération cotiteuse est la détection de cycle, c.-a-d. lorsque 'une des régles ajoute
un état, il faut s’assurer que cet état n’est pas déja présent. Nous pouvons détecter cela de fagon linéaire
par rapport au nombre d’états. En revanche, 1’égalité entre états n’est pas linéaire car ces états sont des
ensembles donc 'égalité est plus complexe que pour de simples listes. Mais il est facile d’imposer une
forme normale sur leur représentation (typiquement en fixant un ordre sur les motifs) de sorte a pouvoir
utiliser ’égalité entre listes. Maintenir de telles formes normales se fait aisément en temps logarithmique
par rapport a la taille de ’état (p.ex. avec des arbres binaires équilibrés). O

Corollary 6.34. Le probléme de la satisfaisabilité pour les schémas réguliers est dans 2-EXPTIME. Si
les entiers apparaissant dans le schéma en entrée sont codés en unaire, alors elle est dans EXPTIME.

Theorem 6.35. La borne sur SCHAUT est aussi une borne inférieure : il existe une suite de schémas
réguliers (sk)ken t.¢. SCHAUT termine en O(2%mnesk),

C’est un probléme ouvert que de savoir si cette borne inférieure est propre & SCHAUT ou bien valide
pour toute procédure sur les schémas réguliers.

Preuve. Soit k € N. Nous construisons un schéma sy, tel que a,, contient nécessairement O(2#intsr) états,
d’ott le résultat. Plus précisément, nous considérons tous les nombres encodés sur & bits (Ag, A1, ..., Agr_1)
et nous nous arrangeons pour avoir autant d’états. Nous aurons donc 2* états. De plus, k apparait dans
Sk, nous verrons donc que k = 0(#intSk), d’ou le résultat.

L’encodage binaire de chacun des Ag, Aq, etc. est représenté par k propositions indexées : Ag est
représenté par aj, ..., ag, A; par agy1, ..., a1k, et de fagon générale A; est représenté par a;xi1, ...,
a;r+k- Nous utilisons une proposition indexée d; pour indiquer si ¢ est le dernier bit d’un de ces nombres
(c.-a~d. que nous ayons dy, dak, dsg, -..), ce qui est exprimé par :

dernier & dg A </\ d; = lerk)

=0

Par ailleurs, nous ordonnons les A; de sorte a ce que A;y; = A; + 1 pour tout i € N. A cette fin, nous
utilisons une retenue r; :

n
incr = (/\ d; = ri+1> A (ajpr © 1 Dag) A (—dip1 = (tip1 < (1 A ay)))
i=0

Finalement nous imposons que la suite des A; commence a 0, ce qui est fait en utilisant une proposition
indexée ¢; (comme commence) :

n

def
commence = ¢; A (/\ ¢ A ﬂdi> = Cit1 A a;
i=0

Nous posons enfin :
def . .
Sk = commence A incr A dernier & n >0
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Comme k apparait explicitement dans sj et est le plus grand entier apparaissant dans le schéma, nous
avons k = 0(#intSk). Donc k = 0(2°%). Enfin il est facile de voir que SCHAUT va nécessairement générer
2k donc 2#insk états. O]

Notons finalement que si nous ne considérons que des schémas tels que Ei; 4(s) soit inclus dans une
intervalle fizé, alors la complexité est une simple exponentielle, quel que soit [’encodage des entiers. C’est
intéressant parce qu’il est possible d’augmenter la taille d’un schéma sans augmenter la taille de E;1,(s).
En pratique méme, pour la plupart des schémas, E;1,(s) = {0,1} ou Ei44(s) = { —1,0,1}. Une piste de
travail consisterait a étudier une sous-classe des schémas réguliers pour laquelle on aurait cette propriété.
Nous conjecturons que le probléme de la satisfaisabilité pour de telles classes pourrait étre dans NP.

Annexe

6.A Preuve du théoréme principal de SCHAUT

Nous démontrons maintenant le théoréme 16,19l :

Theorem Soit un schéma régulier s de contrainte n —q2 > q1 — 1. sk +q@ + g2 — 1/n] est
satisfaisable ssi k est accepté par as.

Les états d’un automate généré par SCHAUT sont interprétés comme la conjonction de leurs éléments.
Nous pouvons voir le lemme suivant comme étant & SCHAUT ce que le lemme [£.3] est & STAB.

Lemma 6.36. Soient un schéma régulier s de contrainte n —qx > q1 —l etk € Z t.q. k—q2 > q1 — 1.
Alors, pour tout état M de as, (M) (i) est satisfaisable ssi :

o si M est un état propositionnel : as contient une transition (M, e, M') pour un certain M’ t.q.
(M") tn—ky est satisfaisable;

o si M est un d-état et k =qy +qo — 1 : MY est satisfaisable;
o si M est un d-état et k > q1 +q2 — 1 : (M®)n——1y est satisfaisable;
e ou M appartient & {0,{T}}.

Preuve. D’aprés la proposition soit M appartient & {0, {T},{L}}, soit M est un c-état ou un état
propositionnel ou un d-état.

Si M appartient a {0, {T}} alors (M) ..} est trivialement satisfaisable. Si M est { L} ou un c-état
alors M est insatisfaisable.

Supposons maintenant que M est un état propositionnel. Si ¢’est un A-état, alors il existe un seul M’
t.q. (M,e, M'). M’ ne differe de M que par le fait qu’une conjonction a été décomposée, donc comme les
états sont interprétés comme la conjonction de leurs éléments, la satisfaisabilité de M’ est équivalente a
celle de M. Si M est un V-état, alors nous avons le choix entre deux transitions, correspondant chacune
a une des possibilités exprimées par la disjonction. Donc 'une au moins méne & un état satisfaisable si
M est satisfaisable, et réciproquement. Si M est un p-état, le résultat est une conséquence du lemme
0. 28]

Enfin supposons que M est un d-état. Si k& = g1 + g2 — 1 alors le résultat est une conséquence directe
de la définition de base (définition . Supposons que k > g1 + g2 — 1. Par définition de induction
(définition , M= est égal & M dont les itérations ont été déroulées une fois et dans lequel n + 1 a
été substitué a n. Donc (M®) (.1} n'est que M dont les itérations ont été déroulées une fois. Ainsi,
comme k > g1+ q2 — 1, (M®) (p—13 et (M) {n—ky sont égaux. D’oti le résultat. O

Lemma 6.37. Soient un schéma régulier s, un état M de as.

(i) Si M est satisfaisable alors il existe une course de as partant de M, constituée uniquement d’e-
transitions et arrivant dans l’état final ou dans un d-état.

(ii) Si, de plus, M ne contient pas d’occurrence de n alors il existe une course de as partant de M,
constituée uniquement d’e-transitions et arrivant dans ’état final.

(iti) Tout d-état ne contient que des itérations ou des littérauz.
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Preuve. (iii) est triviale car, par définition de SCHAUT, nous n’appliquons DESCENTE que si aucune autre
régle ne s’applique et il est facile de voir que si nous avons autre chose que des littéraux ou des itérations,
alors une autre régle peut s’appliquer.

(i) Nous construisons la course récursivement.

Si aucune e-transition ne part de M, alors soit c¢’est un d-état, soit aucune transition ne part de M.
Dans le deuxiéme cas, nous avons nécessairement M € {{L}, 0}, mais comme M est satisfaisable nous
ne pouvons pas avoir { L}, et M ne peut étre que I’état final.

Si une e-transition part de M, alors M ne peut étre qu’un état propositionnel, donc d’apreés le lemme
précédent, il existe un M’ t.q. M’ est satisfaisable et as contient (M, e, M"). Nous définissons M’ comme
I’état suivant dans la course.

Enfin, cette construction termine car le nombre de symboles dans un état diminue strictement &
chaque e-transition.

(ii) Nous reprenons la construction de (i) et montrons que dans le cas ol aucune e-transition ne part
de M, M ne peut étre que . En effet comme aucune e-transition ne part de M, M ne peut contenir que
des itérations et des littéraux non purs. Comme M ne contient aucune occurrence de n, il ne peut pas
contenir d’itération. Comme M est satisfaisable, il ne peut pas contenir deux littéraux complémentaires,
donc tout littéral apparaissant dans M est pur. M ne contient donc aucun littéral, c’est donc soit {T},
soit (). Dans le premier cas il existe une e-transition partant de M, ce qui n’est pas possible, M ne peut
donc étre que (), c.-a-d. I’état final. O

Lemma 6.38. Soient un schéma régulier s de contrainte n —qa > q1 — 1 et k € N. Alors, pour tout état
M de as, il eviste une course de as partant de M et acceptant k ssi (M) {n—ktqotq,—1} €St satisfaisable.

Preuve. Nous démontrons la premiére implication par récurrence sur la longueur de la course. Si cette
longueur est nulle, alors M = ) et est trivialement satisfaisable (quel que soit la valeur de k). Si cette
longueur est strictement positive, alors M a un successeur dans la course. Nous appliquons alors le lemme
W: si M est un état propositionnel, alors (M) k4 q,+q,—1} est satisfaisable ssi (M’) (ki gotqi—1}
est satisfaisable et nous concluons avec I’hypothése de récurrence. Nous concluons de fagon similaire dans
les autres cas possibles pour M.

Prouvons maintenant la réciproque : nous supposons (M >{n,_,k+q2+ql,1} satisfaisable et nous con-
struisons une course partant de M et acceptant k, par récurrence sur k. D’aprés le lemme m (1), il
existe une course constituée uniquement d’e-transitions et arrivant dans I’état final ou un d-état. Si la
course arrive dans I’état final, le résultat est prouvé (car nous avons les transitions (0,0, 0) et (0,s,)). Si
la course arrive dans un d-état M’, alors nous raisonnons par récurrence sur k. Supposons k = 0. Dans
ce cas nous ajoutons a la course M'°. Comme M est satisfaisable, M’ I'est aussi (d’aprés et par
récurrence sur la longueur de la course). De plus M’ ne contient pas d’occurrence de n (par définition
de base), nous pouvons donc appliquer le lemme m (ii) ce qui fournit une course jusqu’a l'état final
depuis M’°. Nous avons donc une course depuis M jusqu’a I’état final ne contenant que des e-transitions
et une transition étiquetée par 0. Ainsi 0 est accepté a partir de M. Supposons maintenant k£ > 0. Nous
ajoutons alors M’ & la course. Comme (M) jygo4q,—1} €St satisfaisable, (M")r, kg, 4q, -2y P'est
aussi. Nous pouvons donc construire une course partant de M'® jusqu’a un d-état M” ou un état final.
Si nous arrivons & un état final nous pouvons conclure. Sinon nous savons que (M") (k4 q,+q,—2) €5t
satisfaisable. Nous pouvons donc appliquer ’hypothése de récurrence & M”. Comme entre M et M”
nous n’avons que des e-transitions et une transition étiquetée par s, kK — 1 est accepté par cette course. [J



76

CHAPTER 6. REGULAR SCHEMATA



CHAPTER [

Implémentation : RegSTAB

Ce chapitre est consacré a la présentation de RegSTAB : il s’agit de I'implémentation de la stratégie
de STAB dédiée aux schémas réguliers (stratégie appelée T en . Le contenu de ce chapitre a été
présenté dans [ACP10e]. On pourra trouver des détails d’ordre plus pratique dans le manuel de RegSTAB
[AralQ]. RegSTAB est disponible a l’adresse http://regstab.forge.ocamlcore.org. En section
nous présentons le systéme du point de vue utilisateur : syntaxe, exemples, performances. En section
nous donnons plus de détails sur 'implémentation.

7.1 Le systéme

RegSTAB prend en entrée la description d’un schéma régulier et calcule, de fagon complétement automa-
tisée, la satisfaisabilité du schéma, c.-a-d. il affiche UNSATISFIABLE ssi le schéma est insatisfaisable. La
procédure sous-jacente & RegSTAB est STAB avec la stratégie présentée en [6.2] D’apres le théoréme [6.10
nous avons donc la garantie que STAB terminera quelle que soit son entrée. De plus, bien que la procédure
ne soit pas basée sur SCHAUT, il est facile d’adapter la preuve du théoréme [6.33] pour démontrer que
RegSTAB a aussi une complexité en double exponentielle. En fait RegSTAB est “historiquement” basé
sur STAB (STAB a été développé avant SCHAUT), d’ol son nom, mais I'implémentation est en fait plus
proche de SCHAUT.

RegSTAB s’utilise simplement en ligne de commande, soit en entrant un schéma sur stdin soit en
lisant un fichier d’extension *.stab. La grammaire est donnée en figure L’exemple récurrent
Do A (/\?;01 Di = Pit1) A —pp &n > 0 s’écrit p.ex. :

P_O0 /\ /\i=0..n-1 (P_i -> P_i+1) /\ "P_n | n>=0

Quand RegSTAB a fini de s’exécuter, il affiche le statut du schéma, c.-a-d. SATISFIABLE ou UNSATIS-
FIABLE, comme nous pouvons le voir dans les figures[7.2 et [7.3] La syntaxe permet aussi de définir des
fonctions de fagon a simplifier ’écriture de “longs” schémas : ce qui permet, p.ex. d’écrire I’additionneur
de l'exemple [6.4] de fagon lisible, c.f. figure [7.5] Par ailleurs, des options permettent d’afficher de plus
amples détails sur ’exécution : nombre de cycles détectés, nombre de régles appliquées, profondeur max-
imale de dépliage des itérations, etc. La figure montre le résultat avec ’additionneur. De nombreux
exemples sont fournis avec le logiciel. On retrouvera en particulier ceux de la section La figure [7.7]
présente les temps d’exécution de RegSTAB sur ces benchmarks.

IPour des raisons d’efficacité et de simplicité d’implémentation, les littéraux ne peuvent pas prendre pour indice des
expressions de la forme gn + r ou g # 1. Les schémas en entrée de RegSTaB sont donc en fait une sous-classe (légérement)
stricte des schémas réguliers. De plus la contrainte est restreinte & un atome et doit entrainer n > q; + g2 — 1 comme pour
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sentence = schema
| schema | constraint
schema = indexed-prop _ linear-expression
~ indexed-prop _ linear-expression
schema /\ schema
schema \/ schema

schema -> schema

schema <-> schema

|

|

|

|

| schema (+) schema
|

| ( schema )

|

|

/\ wvar = integer .. linear-expression no-iteration
\/ war = integer .. linear-expression no-iteration
constraint = war <= integer

var >= integer
var < integer

var > integer

var = integer
linear-expression  ::= war

| integer

| war + integer

| war - integer

var n= a...z {a...zIO...9|’}>'<
indexed-prop = A...Z {A...ZIa...zIO...QI’}*
integer = {O...9}Jr

Figure 7.1: Syntaxe de RegSTAB.

7.2 L’implémentation
RegSTAB applique la stratégie donnée en [6.2} c.-a-d. :

1. nous appliquons toutes les régles sauf les régles d’itération (c.-a-d. les régles propositionnelles, la
régle de contrainte, la régle de contradiction et la régle de bouclage avec ses extensions) tant que
nous le pouvons;

2. puis nous appliquons les régles d’itérations, uniquement sur les itérations de longueur maximale.

Quelques restrictions supplémentaires sont appliquées pour des raisons d’efficacité. Intuitivement, I’opération
la plus cotiteuse est la détection de cycle : nous devons stocker les étiquettes de tous les noeuds rencontrés
pour pouvoir ultérieurement détecter un cycle. Heureusement, d’aprés la preuve du théoréme [6.2] nous
savons que nous pouvons nous restreindre aux nceuds d’alignement. Par conséquent le stockage d’un
neeud est effectué juste avant d’appliquer les régles d’itérations (c.-a-d. juste avant I’étape . Par suite
la recherche d’un nceud dans la base peut aussi n’étre effectuée qu’aux nceuds d’alignement. Ainsi la
régle de bouclage sera appliquée une fois seulement que les régles propositionnelles, de contrainte et de
contradiction auront été appliquées.

De plus, si nous appliquons les extensions de 1’égalité & un décalage prés a la lettre, nous sommes
censés garder les littéraux purs apparaissant dans les noeuds et ne les supprimer que lorsque nous ap-
pliquons la régle de bouclage. Un inconvénient évident est que si un nceud a des littéraux purs, ceux-ci
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T“aravantinos> regstab

Taking input from stdin.

P_O0 /\ /\i=0..n-1 (P_i -> P_i+1) /\ "P_n | n>=0
UNSATISFIABLE

“aravantinos>

Figure 7.2: Exemple récurrent, donné via stdin.

“aravantinos> cat exemple.stab

P_0 /\ /\i=0..n-1 (P_i -> P_i+1) /\ "P_n | n>=0
“aravantinos> regstab exemple.stab
UNSATISFIABLE

“aravantinos>

Figure 7.3: Exemple récurrent, donné via le fichier exemple.stab.

seront conservés et propagés dans tous les fils, petit-fils, etc. de ce nceud. Cela ne pose pas de prob-
léme pour la satisfaisabilité ni pour la terminaison, mais cela induit des calculs redondants lorsque nous
voudrons détecter les littéraux purs des fils de ce nceud. Ainsi nous pouvons en fait supprimer directe-
ment les littéraux purs (ceci correspond & 'utilisation habituelle des littéraux purs : nous les éliminons
pour diminuer I’espace de recherche). Evidemment nous pouvons en faire autant avec les contraintes
redondantes. Nous introduisons donc dans la stratégie une étape ol nous éliminons les littéraux purs
d’un nceud. En revanche nous savons que, pour la terminaison, les littéraux purs n’ont besoin d’étre
éliminés qu’au moment de la régle de bouclage. Par conséquent plutdot que d’éliminer les littéraux purs
aprés chaque application d’une régle (ce qui peut étre trés cotiteux car il faut a chaque fois parcourir tous
les littéraux du neeud), nous les éliminons juste avant la recherche de cycle.

Enfin, nous remarquons facilement que la régle de contrainte n’est appliquée qu’une fois : au tout
début de la procédure, il est donc inutile de I'insérer dans la boucle.

Au final nous obtenons la nouvelle stratégie suivante :

1. nous appliquons la régle de contrainte une fois;
nous appliquons les régles propositionnelles et de contradiction jusqu’a saturation;

nous éliminons les littéraux purs;

Ll

nous appliquons la régle de bouclage (c.-a-d. nous recherchons le noeud dans la base et nous fermons
la branche le cas échéant);

o

nous stockons le nceud dans la base;
6. nous appliquons les régles d’itérations;
7. et nous retournons en

Nous nous intéressons maintenant plus particuliérement a certains sous problémes qui sont cruciaux pour
Pefficacité.

7.2.1 Reégle de contradiction

La détection d’une contradiction est plus complexe que dans le cas propositionnel : il faut tenir compte
des contraintes du noeud. Ainsi par exemple —p,, Ap; n’est contradictoire que si n = 1. Nous devons donc
tenir compte de ’arithmétique. Ceci nous empéche donc d’utiliser des structures classiques comme des
tables de hachage ou des arbres binaires qui auraient permis une recherche en temps constant. Cependant
nous pouvons quand méme améliorer la situation : la satisfaisabilité en arithmétique linéaire, bien que
décidable, n’en est pas moins complexe (elle est dans NP si nous n’avons aucun quantificateur, et dans
2-EXPTIME si nous en avons [FR74]). Nous allons donc effectuer des restrictions sur la facon d’ajouter
des contraintes aux nceuds, afin de simplifier le raisonnement arithmétique.

La principale restriction est que nous n’appliquons pas la régle de contradiction telle qu’elle est
présentée dans STAB : en effet, nous calculons la contrainte générée (trivial), puis nous vérifions qu’elle
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sentence =
| let definition := schema in sentence
schema =
| function-call
definition = indexed-prop ( parameters )
| indexzed-prop
parameters = indexed-prop
| wvar
| indexed-prop, parameters
| wvar, parameters
function-call = indexed-prop ( arguments )
| indexed-prop ()
arguments = linear-expression

| indexed-prop
indexed-prop , arguments

\ linear-expression , arguments

Figure 7.4: Syntaxe pour 'utilisation de définitions dans RegSTAB.

“aravantinos> cat adder.stab
// Conjecture : O est element neutre de 1l’additionneur

let Sum(i) := 8_i <-> (A_i (+) B_i (+) C_i) in
let Carry(i) C_i+1l <>
(A_i /A B_i \/ C_i /\ A_i \/ C_i /\ B_i) in
let Adder := /\i=1..n (Sum(i) /\ Carry(i)) /\ “C_1 in
let NullB /\i=1..n "B_i in
let Conclusion := \/i=1..n (A_i (+) S_i) in

Adder () /\ NullB() /\ Conclusion()
“aravantinos>

Figure 7.5: Exemple de ’additionneur.

n’est pas contradictoire. Si elle I’est nous fermons la branche, sinon nous continuons, mais nous n’ajoutons
pas la contrainte au neud. Ceci a pour inconvénient de nous faire “rater” des inférences potentiellement
utiles. Mais cela a pour avantage que chaque nceud ne contient qu'une contrainte et cette contrainte a
I’une des formes suivantes : T, 1, n=¢q, n > g, n < q. En effet, supposons que le schéma est aligné sur
[q1;m — g2], dans ce cas :

e la contrainte initiale est soit T, soit n = ¢, soit n > qou ¢ > ¢ + g2 — 1;

e comme nous n’ajoutons pas les contraintes générées par la régle de contradiction, les seules contrain-
tes ajoutées sont de la forme n+¢q; — ¢ > g oun+q1 — q < qa.

Il est facile de voir que dans ces conditions nous ne pouvons obtenir que des contraintes de la forme
ci-dessus. Ceci permet de simplifier de facon drastique le traitement des contraintes, en particulier pour
détecter les contradictions et pour détecter les littéraux purs. Il s’agit donc d’un mal pour un bien mais
le bien acquis est beaucoup plus systématique : ne pas ajouter ces contraintes permet de gagner un
ordre de grandeur sur la complexité de I’arithmétique linéaire, alors que les garder ne garantit aucun gain
(c-a-d. que nous pouvons avoir un gain mais celui-ci n’est absolument pas assuré). Notons enfin que
ces contraintes ne sont pas nécessaires a la terminaison : seules les contraintes introduites par les régles
d’itérations le sont vraiment (par analyse de la preuve du théoréme .
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“aravantinos > regstab --verbose adder.stab

Conjecture:
(((/\i=1..n ((S_i <-> ((A_i (+) B_i) (+) C_i)) /\ (C_i+1 <->
(CCa_i /\ B_i) \/ (C_i /\ A_i)) \/ (C_i /\ B_1))))) /\ “C_1)
/\ (/\i=1..n "B_i)) /\ (\/i=1..n (A_i (+) S_i))

Applications of tableau rules:

/\: 67
\/: 84
(+): 38
<->: 32
->: 0

Iterated /\: 12
Iterated \/: 3
Total propositional rules: 221
Total iterated rules: 15

Number of closed leaves: 137
Number of looping leaves: 30
Number of lemmas: 4

Maximum number of unfoldings: 3
(if you are surprised by this number, notice that the tableau
is constructed depth-first)

UNSATISFIABLE

“aravantinos >

Figure 7.6: Option --verbose avec I’additionneur.

Une fois cette simplification effectuée, déterminer si la régle de contradiction génére la contrainte |
devient trivial : cette contrainte a toujours la forme e # f. Si e et f sont des entiers, le calcul est évident
de toute maniére. Si e et f ont la forme n + g1 et n 4 g2 alors il suffit de vérifier que ¢; = g2, ce qui est
immédiat. Enfin si e a la forme n + ¢ et f est un entier, alors il est facile de voir que parmi toutes les
formes possibles pour la contrainte du nceud, seule n = ¢’ peut générer une contradiction. Dans ce cas il
suffit de vérifier que ¢’ + g = f. Nous obtenons ainsi une vérification en temps constantﬂ a comparer au
temps qu’aurait mis I'utilisation d’une procédure pour 'arithmétique linéaire.

7.2.2 Elimination des littéraux purs

Tout comme pour la détection de contradictions, la détection d’un littéral pur est plus complexe que
dans le cas propositionnel : il faut tenir compte des contraintes du noeud. Par exemple —ps n’est pas pur
en général dans /\?=1 p;- En revanche, il 'est si n < 2. Heureusement, dans le cas trés particulier des
schémas réguliers et en tenant compte de la restriction opérée dans la section précédente, nous pouvons
simplifier ce calcul.

D’aprés la définition un littéral { est pur dans un schéma s ssi pour tout environnement p, (),
est pur au sens propositionnel dans (s),. Nous pouvons ramener cette définition au niveau des littéraux
: un littéral [ est pur dans un schéma s ssi pour tout littéral I’ apparaissant dans s de signe opposé a [
et pour tout environnement p : (I), # (I'), (ou (), # (I'), s {i—1}, PoOur un certain I € 7Z, si I’ contient

2en théorie cette vérification est en fait en temps logarithmique par rapport aux entiers concernés; en pratique, comme
les entiers machine sont bornés, les processeurs effectuent ces calculs en temps constant
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Additionneur & propagation de retenue

r+0==zx 0.002s
commutativité 0.016s
associativité 2.219s
3+4=7 0.197s
Additionneur & retenue anticipée
r+0==2x 0.002s
commutativité 0.008s
associativité 0.375s
équivalence entre deux différentes définitions du méme circuit  0.008s
équivalence avec I'additionneur & propagation de retenue 0.011s
Comparaison entre vecteurs de bits
<0 0.001s
symétrie de < (c-a-d. x <yAz >y=a=y) 0.001s
totalité de < (i.e. z >yVa <y) 0.001s
transitivité de < 0.001s
1<2 0.002s
Arithmétique de Presburger entre vecteurs de bits
THy>w 0.002s
1<z laxs=>1+y<z2+y<a234+79y 3.651s
1 ST ANy Sy =21+ Y1 < X2+ Yo 0.057s
1 < T2 <@g AYy1 <Y <ys=T1+y1 <T2+y2 < T3+ Y3 55.190s
1<x4+y<bAx>3ANy>4 12.733s
idem mais avec les itérations factorisées 8.6965s
Autre
inclusion d’automates 0.020s
V;'I=1 Di N\ /\?:1 —Pi 0.001s
Do A (/\?:_O1 pi = pit1) A pr&n >0 0.001s

Figure 7.7: Temps d’exécution de RegSTAB sur quelques exemples.

une variable liée 7). Soient, donc, deux littéraux p. et —ps. Nous distinguons trois cas :

e c et f sont des entiers. Dans ce cas il est facile de voir que Vp - (I), # (I'), est équivalent & e # f,

donc dans ce cas le calcul est immédiat.

e et f sont tous deux de la forme n + ¢; et n + go. Dans ce cas, il suffit de vérifier que g1 # ¢o, ce
qui est tout aussi immédiat.

e est de la forme n + ¢ et f est un entier. Dans ce cas nous utilisons de facon cruciale le fait que les
contraintes ont été restreintes, en effet la seule fagon d’avoir n + ¢ # f est d’avoir soit n + ¢ < f,
soit n + ¢ > f, ce qui est trivial & détecter vu la forme des contraintes évoquée plus haut.

e est un entier et f est de la forme ¢ 4+ ¢. Dans ce cas la seule fagon d’avoir e # f, est d’avoir
I+qg< foul+q> f pour tout I compris entre les deux bornes de l'itération ¢ et n — go. Le seul
moyen d’avoir I + g > f quel que soit I est d’avoir ¢; + ¢ > f, ce qui est facile & vérifier. Le seul
moyen d’avoir I + ¢ < f pour tout I est que la contrainte entraine n — ko < f, ce qui se vérifie trés
simplement en utilisant le méme type de raisonnement vu jusque la. En fin de compte, comparer
des expressions avec variables liées revient a faire la comparaison aux bornes de 'itération liante.

e le cas ou e est de la forme n + g2 et f est de la forme i + g1 est traité de fagon similaire.

Dans tous les cas il devient trés simple de déterminer si deux littéraux peuvent étre égaux ou pas. Notons
au final qu’il faut encore effectuer ce calcul pour tous les paires de littéraux d’un nceud, ce qui reste trés
coliteux.
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7.2.3 Détection de cycles

La tache la plus lourde est évidemment la détection de cycle. Comme les littéraux purs sont directement
éliminés et que nous avons restreint les contraintes & une forme trés simple, en particulier nous avons
automatiquement supprimé les contraintes redondantes, nous n’avons plus qu’a gérer 1’égalité a un dé-
calage prés. Le fait que nous n’ayons pas une égalité stricte empéche d’utiliser des structures de données
classiques pour la base de noeuds déja vus. Mais nous pouvons définir une forme normale sur les nceuds
pour laquelle I’égalité & un décalage prés revient a I’égalité. A cette fin, nous définissons le décalage absolu

Definition 7.1. Soit une expression e de la forme n+ q ot q € Z et n est une variable. Nous appelons
q le décalage absolu de e, noté 6(e). Sie est un entier alors §(e) n’est pas défini.

Le décalage absolu d’une contrainte c, noté §(c), est le décalage absolu de la premiére expression
arithmétique rencontrée en lisant ¢ de gauche & droite. Il est indéfini si ¢ ne contient pas d’expression
arithmétique.

Le décalage absolu d’un schéma s, noté (s), est défini par :

5(pe) dz&fd(_'pe) d:Ef(s(e)
def {5(m1) st 6(mq) est défini

5 e
(my ) d(ms)  sinon

d(m)  sid(m) est défini

d(c) sinon

o(mé&c) def{

S(I_, m) = s(f)
oun € {AV}etlle {A\,V}.

Par exemple, d(p, A /\?:Jrl1 pi) =0 et 6(pn—1 A A\j—; p;) = —1. Intuitivement, le décalage absolu d'un

schéma correspond simplement au décalage de la premiére expression contenant n rencontrée dans le
schéma. La notion de “premiére” est complétement arbitraire, elle permet juste d’avoir une expression de
référence pour définir le représentant d’un schéma :

Definition 7.2. Pour un schéma s, nous appelons s[n — §(s)/n] le représentant de s.

Par exemple le représentant de p, A AT p; est lui-méme, celui de p,_1 A AI—y pi est pn A /\?:11 Di.

Intuitivement, le représentant de s est s décalé de sorte & ce que la premiére expression contenant
n soit simplement n, sans décalage. Les définitions de décalage absolu et de représentant s’étendent
naturellement aux ensembles de motifs. Il est alors facile de voir que si deux schémas sont égaux a un
décalage prés, alors leurs représentants sont égaux. Nous avons donc bien la forme normale voulue : au
lieu de stocker un schéma dans la base, nous allons stocker son représentant. Puis quand nous testerons
Pappartenance d’un schéma a la base (& un décalage prés), nous testerons en fait I’appartenance de
son représentant. Il reste un probléme qui est que si les représentants de deux schémas sont égaux
alors nous n’avons pas nécessairement 1’égalité & un décalage prés de ces schémas : nous avons en fait

Pimplication inverse de celle que nous voulions. Par exemple p, A A pi 0 Pr1 A A._, pi, pourtant

i=
., 41
leurs représentants valent tous deux p,, A /\Z:r1 D
De fagon plus concréte cela signifie que nous pourrions avoir la situation suivante. Nous rencontrons
Prn—1 N /\?=1 p; dans une branche de ’arbre. Nous ’ajoutons & la base. Par ailleurs, dans une branche

paralléle, nous rencontrons p, A /\?;11 p;. Comme les représentants de p,, A /\;:11 pi €t pp_1 AN\, pi sont

les mémes, nous ne développons pas la branche de p, A /\?;11 p;. Pourtant, p, A /\;le1 p; ne boucle pas
SUr Pr—1 A /\?:1 p;. Dans ce cas la méthode ne serait pas correcte. En fait nous avons le résultat suivant
(trivial) : sq =%, s2 ssi le représentant de s; est égal au représentant de so et §(s1) < d(sz2). Il est alors
trés facile d’effectuer la recherche de représentant puis de vérifier que le décalage est inférieur.

Nous pouvons enfin utiliser une structure classique pour stocker les représentants : table de hachage,
arbre binaire, ou comme c’est le cas dans RegSTAB des “tries” [Ere60]. Pour pouvoir utiliser cette structure
nous devons représenter les noeuds par des listes et non pas des ensembles. Ceci se fait trés simplement en
ordonnant les ensembles (avec un ordre arbitraire). Au final nous avons donc une structure de données
pour laquelle la recherche est en temps constant par rapport a la taille de I’ensemble et linéaire par
rapport a la taille du noeud recherché.
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CHAPTER 8

DPLL"

Nous définissons maintenant un autre systéme de preuve, appelé DPLL*. Comme son nom l'indique il
s’appuie sur DPLL [DLL62]), au contraire de STAB qui était, lui, basé sur les tableaux proposition-
nels. Nous avons défini DPLL* (pour la premiére fois dans [ACP(09a]) dans le but de pallier la difficulté
qu’a STAB & gérer les itérations imbriquées. L’absence d’itérations imbriquées est justement une des con-
traintes les plus importantes dans la définition des schémas réguliers. Dans ce chapitre nous commencgons
par préciser cette assertion : nous donnons en [8:I] un exemple contenant des itérations imbriqués et ne
terminant pas avec STAB. Nous définissons ensuite DPLL* en comme nous le verrons le systéme est
beaucoup moins intuitif que STAB, mais il permet de prouver 'exemple de [8:I] comme nous le verrons en
Nous prouvons enfin la correction et la complétude pour la satisfaisabilité de DPLL* enet Le
contenu de ce chapitre provient de [ACP09al, et surtout dans sa forme actuelle de [ACP10al, [ACP10b].

8.1 Motivating Example

Soit le schéma (trivialement insatisfaisable) :

n n n n
sE(AVei=g | A N-anr\/pi&n>1
1=1 =1

i=1j=1

Nous montrons que STAB ne termine pas sur cet exemple. On applique toutes les régles propositionnelles
et la régle de contrainte :

n

n n n
/\ \/p¢=>qj,/\ﬂq¢,\/pi,n2 1
=1

i=1j=1 i=1

Puis nous appliquons toutes les régles d’itération :

n—1 n n n—1 n—1
/\\/pi:>Qj /\\/pn:QJH(/\_‘Qz')/\_‘Q'm( pi> Vpn,n 21
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1

Puis & nouveau les régles propositionnelles (A uniquement):

n—1 n n n—1 n—1
/\ \/pi:&qj, pnéqj,/\ﬂqiﬁqn(\/pi) Vpn,n 21
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1
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Nous pouvons & nouveau appliquer ITERATED V :

n—1 n n—1 n—1 n—1
AVri=a\ pn=6Ven=a \ 20 \/piVpn=>1
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1

Deux applications de v donnent lieu & quatre branches différentes. Nous nous focalisons sur celle contenant
—1
Pn = Qn €t \/?:1 Di -

n—1 n n—1 n—1
/\ \/pi:>qjapn:>qna /\ qi, n, \/PunZ 1
i=1 j=1 i=1 i=1

Une nouvelle application de vV permet de décomposer 'implication p,, = ¢,. Nous choisissons la branche
contenant —p,, :

n—1 n n—1 n—1
/\ \/pi = qj, Pn, /\ Gi; 7n, \/ pi,n2>1
=1 j=1 i=1 i=1

Comme d’habitude nous espérons trouver un cycle, nous pouvons donc utiliser I’extension du littéral pur.
Comme —p,, est pur dans cet ensemble nous pouvons alors I’éliminer :

n—1 n n—1 n—1
/\ \/pi = qj; /\ i, “qn, \/ pi,n =1
i=1 j=1 i=1 i=1

Le schéma que nous obtenons alors est presque s[n — 1/n]. Les seuls éléments qui empéchent cet égalité
sont l'itération \/?:1 p; = q; dont la borne supérieure est n et pas n — 1, et le littéral —¢q,, qui n’est pas
pur car il apparait implicitement dans l'itération \/;-l:1 pi = ¢;. 1l est facile de voir que si nous continuons
a appliquer les régles, toutes les itérations sauf \/;;1 p; = q; seront dépliées indéfiniment. De plus les
littéraux —qy,, 7qn—1, etc. ne seront jamais purs car l'itération \/;-L:1 p; = q; sera toujours présente. Ainsi
aucun cycle ne sera jamais détecté dans cette branche (du moins en utilisant I’égalité & un décalage prés
avec ses extensionsEI).

Le probléme provient du fait que \/?:1 DPn = @; ne se verra jamais appliquer une régle d’itération car
ces derniéres ne s’appliquent que si la racine du schéma est une itération, mais pas sur des itérations
situées en profondeur du schéma. Ainsi toutes les occurrences de n seront décalées, sauf celles situées en
profondeur, ce qui nous empéche de conclure. L’idée derriére DPLL* est donc d’avoir un systéme capable
de modifier un schéma a une profondeur arbitraire.

8.2 System Presentation

Tout comme STAB, DPLL* est définie & 1’aide de tableaux, bien que ceux-ci n’aient plus de rapport avec
les tableaux sémantiques. Cette fois, chaque nceud est étiqueté non par des ensembles mais par la paire
d’un schéma et d’un ensemble de littéraux (comparer avec DPLL ot les noeuds sont étiquetés par
la paire d’un formule et d’un ensemble de littéraux). Nous commengons par donner I'intuition générale
de DPLL” en faisant I’analogie entre les tableaux propositionnels et STAB, et entre DPLL et DPLL".

A chaque branchement, les tableaux propositionnels séparent ’ensemble de toutes les interprétations
selon la structure de la formule : par exemple si nous avons la formule ¢; V ¢2, la branche de gauche
permettra de considérer les modéles de ¢ et la branche de droite les modeéles de ¢ (notons que ces
deux ensembles ne sont pas disjoints en général). Dans chaque branche nous pouvons effectuer les
simplifications correspondantes : dans la branche de gauche, nous supprimons ¢, car nous ne nous
intéressons qu’aux modéles qui valideront ¢, et réciproquement dans la branche droite. Le tableau ainsi
construit permet donc de considérer les différentes interprétations. L’idée étant que lorsque nous avons

1En effet, le nceud contient —gn, et il est facile de voir que —gn A A7, \/;L:1 Pi = ¢ = Tgn A /\?;11 \/;;11 pi = qj
(le dernier rang de l’itération imbriquée est “inutile”). Et —¢n est pur dans /\?;11 \/;zll pi = qj, donc tout modéle de
A /\?;f \/?;11 p; = q; est un modéle de /\?;f \/;L;I1 p; = q;. Donc tout modéle du dernier noeud obtenu est un modéle
de s[n — 1/n], donc il boucle bien sur le noeud original par rapport a ’ordre standard.
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suffisamment restreint I’ensemble d’interprétations dans une branche la formule en devient suffisamment
simplifiée pour que nous puissions conclure de fagon triviale si elle est satisfaisable ou non.

Le but de DPLL est aussi de séparer ’ensemble des interprétations mais pas en se basant sur la
structure de la formule : DPLL distingue les interprétations selon la valeur qu’elles donnent & une variable
propositionnelle. Ainsi le branchement permet de distinguer toutes les interprétations qui assignent la
valeur false & une variable, et celles qui lui assignent la valeur true. Tout comme pour les tableaux, cette
restriction dans chaque branche permet de simplifier la formule considérée.

Tout comme les tableaux propositionnels, STAB permet de séparer les interprétations suivant la struc-
ture de la formule. Cependant, en plus de donner une valeur aux variables propositionnelles, une inter-
prétation des schémas donne aussi une valeur entiére aux parameétres. C’est pourquoi les nceuds d’un
tableau généré par STAB contiennent aussi des contraintes : en plus de séparer les interprétations selon
qu’elles satisfont une formule ou une autre, nous les séparons aussi selon le fait que les valeurs données
aux parameétres satisfont ou non une contrainte. D’ailleurs, STAB comporte deux types de branchement :
celui de la régle propositionnelle V et ceux des régles d’itérations qui séparent ’espace de recherche selon
que la contrainte e < f est vraie ou fausse.

DPLL* est & STAB ce que DPLL est aux tableaux propositionnels, et & DPLL ce que STAB est aux
tableaux propositionnels : ’ensemble des interprétations est maintenant séparé selon la valeur donnée
aux variables propositionnelles (et non selon la structure de la formule) et selon les contraintes qui sont
satisfaites par leurs paramétres. Tout comme pour STAB nous avons donc deux types de branchements
(s est un schéma et L un ensemble de littéraux) :

PROPOSITIONAL SPLITTING :

(s, L)
(s, LU{pe}) | (5, LU {=pc})

si ni pe ni —p. ne peuvent apparaitre dans (A, cer D) &es.
CONSTRAINT SPLITTING (A) :

(ms[/\i|6 m|&cs, L)
(ms[ ;s ml&es NJid, L) ‘ (ms[T] & cs AVi—6, L)

CONSTRAINT SPLITTING (V) :

(ms[V,; ml&es, L)
(ms[V ;s ml& e, NFid, L) ‘ (mg[L] & cs AVi—9, L)

La notation m[mq] en prémisse (ou, dans la suite, en membre gauche d’une régle de réécriture) signifie
que le motif m; apparait dans m; la méme notation m[ms] en conclusion (ou en membre droit d’une régle
de réécriture) représente le motif m dans lequel m; a été remplacé par ms. L’application de ces régles
est soumise & plusieurs conditions que nous verrons lors de leur définition formelle.

Dans STAB les régles qui séparaient les interprétations selon les contraintes, effectuaient le “dépliage”
des itérations. Ici ce dépliage est effectué par une régle de réécriture indépendante :

UNFOLDING :

ILij5m — mle/i] L5 nie m

oll e est une expression arithmétique choisie arbitrairement ne contenant pas i et telle que context(s) A
d[e/i] est valide (p.ex. au chapitrelgl, nous choisirons toujours la borne supérieure d’une itération encadrée)
et s est le schéma réécrit.

Une fois que nous avons ajouté un littéral a I’ensemble de littéraux, nous voulons, comme pour DPLL,
le remplacer par T. Cependant dans le cas des schémas, ce n’est pas aussi simple que pour les formules
propositionnelles. Encore une fois parce que les littéraux peuvent apparaitre implicitement, p.ex. p,, peut
apparaitre implicitement dans A_, p;, donc si nous voulons lui substituer T, il faut vérifier que n > 1,
et le cas échéant dérouler I'itération pour pouvoir remplacer p,, et uniquement lui, par T. Ce mécanisme
s’effectue via deux régles. La premiére réécrit une occurrence implicite potentielle de p,,, la réécriture
ajoute a cette occurrence une formule arithmétique garantissant qu’elle n’est pas une occurrence implicite
de p, :

ExpPANSION (positif) :

DPeq,....ep,. — /\ Peryoer SLDf g € L
il(ex#f1V. .. Ver#fr)Ai=0
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EXPANSION (négatif) :

Peq,....er, — \/ DPey,....ex si Pfr,.fr eL
i|(er#f1V. .. Ver#fr)ANi=0

ou 7 est une variable n’apparaissant pas dans s. Cette régle ne préserve pas la forme normale négative des
schémas (nous pouvons ajouter une itération entre une négation et un atome). Mais il est facile de rétablir
cette forme en appliquant, immédiatement aprés Expansion, les régles —|/\i|(s Der,.en — \/i|6 “Pey,...en
et = V15 Perrer = Nijs “Per,....er» C€ que nous ferons toujours implicitement.

Notons que l'itération introduite est trés particuliére car i vaut toujours 0. En fait, au contraire des
itérations habituelles qui peuvent étre considérées comme des boucles “pour”, cette itération doit plutot
étre interprétée comme un “si ... alors ... sinon ...” : si la condition e; # f1 V... Ver # fr n’est pas
vérifiée alors l'itération est vide (donc le littéral p., . ., est supprimé), sinon l'itération est préservée et
son contenu aussi (c.-a-d. le littéral pe, . .,). La deuxiéme régle assure ce comportement :

DEEP SPLITTING (A) :

/\i|6 (m[iy m']) — /\i\(;/\ﬂi’é’ (m[ 15 m']) H/\i\éAVi’—\é/ (m[T])
DEEP SPLITTING (V) :

Vi|5 (m[Wiy m']) — \/7;\6/\31"6’ (m[ 15 m']) H\/i\é/\Vi’—\ﬁ’ (m[L])

Cette régle va bien au dela de la simple gestion du “si ... alors ... sinon ...”. Il est facile de voir qu’elle
est trés similaire & ConsTRAINT SPLITTING. On peut considérer qu’elle joue le méme role mais a I'intérieur
des formules. Evidemment, elle ne sert pas & séparer les interprétations. Mais en décomposant la formule
en, d’une part, la sous formule obtenue quand l'itération interne est vide, et d’autre part, la sous formule
obtenue quand elle n’est pas vide, cette régle permet des simplifications souvent pertinentes. De plus
nous voyons que 'information “remonte” le long des itérations : initialement, la condition assurant que
l'itération est vide est codée dans l'itération elle-méme; aprés application de la régle, cette information
est codée dans l'itération englobante, au prix toutefois d’une duplication de cette itération. Ainsi la
condition finira par arriver & la racine du schéma et pourra alors donner lieu & une application utile de
CONSTRAINT SPLITTING.

Enfin, nous regroupons toutes les régles “algébriques”, c.-a-d. les régles qui appliquent des simplifica-
tions triviales du schéma. Ce sont elles qui permettent de conclure en réécrivant un schéma trivialement
insatisfaisable en L :

T —-1L mAT—m mAL—_L /\T—>T mAm-—m
il6

-1l =T mVL—om mvVT—=T /\J_HJ_ mvm—m

il6
si context(s) A Jid est insatisfaisable : /\ m—T \/ m— L
ils ils

si m ne contient pas i et context(s) = 3id est valide : II;;m — m

Nous définissons maintenant formellement DPLL*. Toute régle de DPLL* prend en prémisse un schéma
syntaxiquement encadré (déﬁnition Nous verrons dans la preuve du lemme que cette restriction
sur les prémisses est nécessaire pour s’assurer qu’il est toujours possible d’appliquer une régle, c.-a-d. que
le systéme ne peut pas rester “bloqué” artificiellement.

DPLL* ne préserve pas I'encadrement syntaxique. Nous devons en fait utiliser les résultats de la
section [3.C] : un schéma syntaxiquement encadré est un schéma quasi-syntaxiquement et linéairement
encadré. La propriété d’encadrement linéaire est préservée par DPLL* (proposition , mais pas celle

d’encadrement quasi-syntaxique. Ceci peut étre facilement rectifié en utilisant, si nécessaire, la procédure

2Notons que, d’aprés les résultats de la section il suffit en fait qu’il soit linéairement encadré. En effet nous
pouvons transformer tout schéma en un schéma quasi-syntaxiquement encadré par application de l'algorithme Rsyn, et
donc en schéma syntaxiquement encadré si le schéma est linéaire.
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Rsyn donnée en entre deux applications d’une régle de DPLL* pour ramener les schémas introduits
par le systéme & des schémas syntaxiquement encadrés.

DprLL* utilise la notion de contezte : soit un schéma s dont toutes les variables liées sont différentes
(et différentes des paramétres), nous appelons contexte arithmétique de s, noté context(s), la formule
arithmétique cs A d; A ... A dg ol d1, ..., O sont les domaines de toutes les itérations apparaissant
dans s. Nous supposons donc que toutes les variables libres sont différentesﬂ7 ce n’est pas restrictif car
tout schéma peut étre transformé en un schéma ayant cette propriété par a-conversion. Le contexte
arithmétique permet par exemple de savoir si une itération est vide, méme lorsqu’elle est située “en
profondeur”.

Definition 8.1 (DPLL*). Chaque neud d’un tableau de DPLL* est étiqueté par une paire d’un schéma et
d’un ensemble fini de littérauz. Nous notons s(v) (resp. L(v)) le schéma (resp. l'ensemble de littéraux)
étiquetant un neud v. Les régles sont les suivantes :

® PROPOSITIONAL SPLITTING !

(s, L)
(s, LU{pe}) | (5, LU{=pe})

St Pe OU TP apparait toujours dans s et ni p. mi —pe ne peuvent apparaitre dans (/\leL 1) &ecs.

® CONSTRAINT SPLITTING !

(ms[Hz|6m] &CsaL)
(ms[IL;sm] & cg AFid, L) | (mse] & cs AVi—6, L)

ot (IL,e) € {( A\, T),(V, L)}, et sics AVind est satisfaisable et toutes les variables libres de § sont
des parametres, sauf i.

® REWRITING !
(s, L)

(s, L)

0l ¢y = C5 el my est obtenu en réécrivant my selon les régles de rééeriture suivantes (appliquées a
une profondeur quelconque) :

o ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS

=T —=1 mAT—m mANL—_L /\THT mAm-—m
ilo

-1l —-=T mVL—-m mVT—>T /\J_—>J_ mvVm—m

il
si context(s) A Jid est insatisfaisable : /\ m—T \/ m— L
il ils

sim ne contient pas i et context(s) = 3id est valide : II;sm — m

e UNFOLDING
Iijsm — mle/i] nlLijspize m

ol e est une expression arithmétique choisie arbitrairement ne contenant pas i et telle que
context(s) A dle/i] est valide.

e DEEP SPLITTING !
5 (m[ 5 m']) = Wi5pz0e (M5 m']) T I 50005 (me])

ot (IL,e) € {( A, T),(V,L)}, et si context(s)AVi'=d" est satisfaisable et i apparait linéairement
dans 0.

3Les régles de DPLL* préservent cette propriété, sauf DEEP SPLITTING. Mais il est facile de corriger cela en supposant
que les variables de I'une des itérations dupliquées sont renommées de sorte & ce que la propriété soit vérifice. On ne le fait
pas par souci de lisibilité.
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o EXPANSION !
Per,ew = Wij(er£f1v. . . Ver#£fi)Ai=0 Per,....ex

0w f1,..., fr sont les indices d’un atome py, .. . apparaissant dans L, I = N\ sipy, . 5 €L
ouIl =\ si—py, . € L et sicontext(s) Aep = fi A... Ney = fi est satisfaisable. i est
une variable n’apparaissant pas dans s.

Une feuille v est close ssi mg,) = L ou cy,) est insatisfaisable.
Pour la sémantique (et pour le bouclage) nous associons & chaque neud v le schéma suivant :

sL(v) = mygy A /\ L] &gy
leL(v)

Comme la définition de schéma n’est pas purement syntaxique — il faut s’assurer que toutes les
itérations ont des domaines encadrés — nous devons vérifier que tous les objets obtenus par application
des régles de DPLL* sont bien des schémas[f]

Proposition 8.2. Soit un neud v d’un tableau construit par DPLL*, s(v) est bien un schéma.

Preuve. 11 suffit de vérifier que si une itération est encadrée avant application d’une régle, alors elle I'est
toujours aprés. Les seules régles & modifier les itérations sont UnroLpiNG et DEEP SPLITTING. Ces deux
régles ne font que restreindre un domaine déja existant. Donc si ce domaine était encadré avant, il
I’est toujours aprés. Par ailleurs les seules itérations introduites par le systéme sont celle obtenues par
ExpansIoN, elles sont trivialement encadrées car elles imposent ¢ = 0. O

De plus les régles DPLL* ne prend en entrée que des schémas syntaxiquement encadrésﬂ Comme nous
l’avons dit en introduction, cette propriété n’est pas préservée par DPLL” : la régle DEEP SPLITTING ajoute
des quantificateurs ce qui est contraire & la définition de schéma syntaxiquement encadré. De méme, la
régle UNFOLDING ajoute un atome contenant ¢ & une itération et la régle Expansion ajoute une itération
dont le domaine contient des disjonctions. En revanche la propriété d’encadrement linéaire est préservée,
comme le montre la proposition suivante. Ceci nous permet d’utiliser ’algorithme Ry, aprés application
des régles DEEP sPLITTING et UNFOLDING afin de se ramener a un schéma syntaxiquement encadré comme
requis par la définition de DPLL*.

Proposition 8.3. Soit un neud v d’un tableau construit par DPLL”, s(v) est linéairement encadré.

Preuve. v est soit le premier noeud, auquel cas le résultat est trivial, soit un noeud obtenu par application
d’une régle de DPLL*. Dans ce cas nous inspectons chaque régle : PROPOSITIONAL SPLITTING, CONSTRAINT
SPLITTING et ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS ne modifient pas le domaine des itérations donc préservent
I’encadrement linéaire. En revanche les autres régles modifient bien les itérations ou en introduisent de
nouvelles. Toutes ces régles préservent la linéarité : la seule expression introduite par UNFOLDING et
contenant i est i, donc la linéarité est préservée; pour DEEP SPLITTING, le résultat est obtenu gréce a la
condition d’application de la régle “i apparait linéairement dans ¢’.”; et pour Expansion, le seul atome
contenant ¢ est ¢ = 0 qui est bien linéaire par rapport a .

Cependant, la preuve n’est pas terminée : les itérations introduites par ces trois régles ne sont pas
syntaxiquement encadrées, donc il faut appliquer Reyn pour qu’elles le deviennent. Nous devons nous
assurer que le résultat de cette application est toujours linéairement encadré. Il est facile de voir que la
seule régle de Rgyy pouvant introduire des expressions non linéaires est FORME NORMALE ARITHMETIQUE,
via I’élimination des quantificateurs. Parmi les régles de DPLL*, seule DEEP SPLITTING peut introduire
des quantificateurs, donc il suffit de vérifier que les domaines introduits par cette régle restent linéaires
aprés élimination des quantificateurs. C’est bien le cas car ¢’ est syntaxiquement encadrée par rapport
a ', donc ¢’ ala forme e < i’ Ai' < f A ¢ oil ¢ est une formule sans disjonction ni quantificateur et ne
contenant pas i’. Par conséquent 3i'6’ et Vi'—d’ seront réécrits en e < f A p et e > fV —¢p : ces deux
formules ne contiennent plus de quantificateurs et sont bien linéaires par rapport a i. O

Corollary 8.4. La régle LINEARISATION de Rgyy n'est jamais appliquée dans DPLL*.

4Pour rappel, il est nécessaire d’avoir des domaines encadrés afin d’assurer que toute instance d’un schéma est finie.
5Nous verrons dans la preuve du lemme I'utilité de cette restriction.
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8.3 Example

Afin de se familiariser avec DPLL* nous donnons un exemple de dérivation avant de s’intéresser a la
correction et a la complétude.

8.3.1 Sans imbrication

Nous prenons, une fois encore, I'exemple pg A ( /\Z:O1 pi = pit1) A—pp&n > 0. Un tableau construit avec

DPLL* est présenté en figure . Pour le bouclage, il faut garder a ’esprit que c’est le schéma suivant

(;DO A ( /\?:—01 Pi = Pit1) A pn &n > 07@)

/3R. PRO W.

(Po A (/\?’:_01 pi = pit1) A 0/\(/\?:01 DPi = Pit1) A" pn &n > 0,{P1L})

“pn&n > 0,{-pn}) EXPANSION
| ExPANSION o A (A ps = pit1) A
(po A (APdpi = pig1) A V Nnsnnizo “Pn &n > 0,{pn})
Aiimsnnizo "Pn&n > 0,{=pn}) | SIMP. ALG.
| SIMP. ALG. (po A{AIZg Pi = pix1) A L&n > 0,{pn})
(Po ACAIZY pi = pig1) AT &n > 0,{=pn}) |SIMP. ALG.
SIMP. ALG. (L&n>0,{pn})

(po A (AIZ) pi = pit1) &n > 0,{-pn})
|BR. DE CONT.

(170 ANy pi = pig1)&n>0An—12> 07{—'pn})

X

UNFOLDING

(PO AAZE i = pig1) A (Pr—1 =

o AT&n>0An—1<0,{-pn})
Pa)&n >0An—1>0,{-pn})

| SIMP. ALG.

EXPANSION
| (pg&nZO/\n71<O,{—\pn})

(I)o AN (NP = pig1) A (Fpa-1 V
Vi\n#n/\i:(} p")&n 2 0An—1 Z 07{"]371/})

|SIMP. ALG.

| SIMP. ALG.

(\/ ilognnimo P0&N > 0 AN —

2 1< 0,{=pn})
(:Do AN (NiZg pi = pit1) A (Cpn—

|SIMP. ALG.
L)&n>0An—1>0,{-p.})

(L&n>0An—1<0,{-pn})

X

|SIMP.
(po A (APZ2pi = pit1) A
—Ppn-1&n > 0ANRn—1 >

Ov{“l’n})

Figure 8.1: Application de DPLL* & pg A (/\;:Ol pi = Pit1) A pp&n > 0.

qui doit boucler :

sL(v) L Mes(r) A /\ l &Cs(y)
leL(v)

et pas seulement s(v). Il faut donc tenir compte de Iensemble de littéraux, c.-a-d., pour la feuille qui
boucle dans la ﬁgure de {—p,}. Or, dans cette feuille, —p,, est pur, donc, avec I'extension du littéral
pur, nous pouvons ne pas considérer ce littéral. Enfin nous utilisons aussi I’extension de la contrainte
équivalente : nous avonsn > 0An—1>0=n—1>0,or n—1 > 0 est égale a la contrainte du schéma
d’origine a un décalage preés, ce qui permet de conclure.
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8.3.2 Avec imbrication

Nous reprenons l’exemple de la section dont nous avons vu qu’il ne terminait pas avec STAB :

Nizi Vi1 pi = qj) ANy =¢i A Vi pi- Un tableau construit avec DPLL* est présenté en figures
, et [B4]. La premiére figure détaille les régles une par une, les suivantes ne donnent que la structure
générale. Notons, dans le dernier arbre que le bouclage est rendu possible grace a la régle m Am — m de
ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS : cette régle peut sembler superflue de prime abord, mais elle est utile pour
aider le bouclage.

8.4 Soundness

Tout d’abord, 'application de chaque régle génére un schéma équivalent :
Lemma 8.5. Soient :

e une interprétation J,

e une feuille v d’un tableau t,

e ct un tableau t' obtenu par application d’une régle de DPLL* en v.

Alors 3 = v ssi il existe un fils v/ de v dans t' t.q. TE=V'.
On rappelle que J = v ssi J = sL(v), c.-a-d. T = my,) A (/\ZGL(U) l) & ey

Preuve. Par inspection des régles.

Supposons que t’ est obtenu par application de PROPOSITIONAL SPLITTING sur v et soit 91 un modéle
de v. Pour toute interprétation J et tout littéral p. nous avons soit J | p,, soit J = —p.. Donc nous
avons soit M = sL(v) A pe, soit M = sL(v) A —pe, c-a-d. MM est un modele soit du noeud de gauche, soit
du noeud de droite. Réciproquement si 9t est un modeéle de 'un des deux fils alors 9 = sL(v) A p. ou
M = sL(v) A —pe, donc M |= sL(v), c.-a-d. M = v.

Supposons maintenant que ¢’ est obtenu par application de CONSTRAINT SPLITTING et soit 91 un
modéle de v. Pour toute interprétation J et toute formule ¢ de I'arithmétique linéaire, nous avons soit
Jarith E @ s0it Jarith = —¢. Donc nous avons soit M = sL(v) & Jid, soit M | sL(v) & Vi—d, c-a-d. M
est un modéle soit du nceud de gauche, soit du nceud de droite. Réciproquement si 9T est un modéle de
I'un des deux fils alors M |= sL(v) & Jid ou M |= sL(v) & Vi—d, donc M = sL(v), c-a-d. M = v.

Pour ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS, UNFOLDING et DEEP SPLITTING chaque membre gauche est équivalent
a son membre droit (et méme plus précisément : si une régle réécrit un motif m en un motif m/’, alors
(m), = (m'), pour tout environnement p).

Pour ExpansioN, soit un modeéle 9t de v. On a donc M = sL(v) et par conséquent M = | pour tout
littéral I de L(v). C’est donc le cas de py, . . Soit un atome de la forme pg, ., apparaissant dans
()M apen- D’aprés la définition c’est qu’il existe un atome p., . ., de s et un environnement p tels

que Pgy,....g = Pp(er),...,o(ex)"

e si pler) = p(f1), ..., plex) = p(fi) alors, comme py, . ¢ € L(v), M = pg, .. g, d'une part,
et (Aijertiv. .. venstfiynizo Perrover)p = T dautre part (car le domaine n’est satisfaisable pour
aucune valeur de 7). Donc M = (A e, 21y, . . verstfiynizo Per,.er)p- Alnsi les deux membres sont
tous deux interprétés a T.

e si p(e1) # p(f1) ou ... ou p(ex) # p(fr), alors le domaine est satisfaisable et la seule valeur
possible pour i est 0 (car le domaine implique 7 = 0) donc (¢, 2fv. .. ver£f)nico Perrmer)p =

(Per,....er)po {ir0}- Comme i n’apparait pas dans s, (pe,....e)p (im0} = (Per,er)p = Pgr,.ogn-
Donc les deux membres de la régle ont tous deux la méme interprétation par 9.

Dans tous les cas la valeur de p, .. g, est préservée par la réécriture, donc M est toujours un modéele
aprés application de la régle. Comme py, . ¢ appartient aussi a I’ensemble de littéraux étiquetant le fils
de v, le raisonnement est le méme pour prouver la réciproque.

Enfin, notons que toute forme normale d’un schéma par Rgyn est équivalente & ce schéma (proposition
, donc P'application de ce systéme entre deux régles préserve la correction. O
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((Ar Vi ps = a5) A NTZy ~ai A Vi pi0)

ﬁx. DE CONT.\

(( i1 Vieipi = Qj> A
AP ~as AV pi&n > 1,0)
| UNFOLDING

(N Vimape = a) A

/\?:11 —qi ANgn AV iy pi,@)
BRr. PROP.

(A Vi pe = 0) ANIS —ai A
~an ANy pir{—an})
| EXPANSION
(A Vi pe = 4) ANIS —as A
Ai\n#n/\i:(} =qn A Vs PH{*‘M})
|SIMP. ALG.
(A= Vs = ) A
P AT AV pis{-an})
|SIMP. ALG.
(N Viipi = ay) A
A =g AV pi{-an})
| UNFOLDING
(A Vimape = 05) A NS —a A
(VIS pi V pn)s{-an})

BRr. PROP.

(N Viipe = a) A A = A
(V5 pi V pn)y{=an, =pn})
|EXPANSION
(( ie1 Vo1 pi = qj) AN g A
(VIS Pi V'V ijnstnnico Pr)s{oan, pa})
|SIMP. ALG.
(( iz Vizpi = qj) A NS e A
(VIS pi V 1), {~n, pn})
|SIMP. ALG.
(( =1 Vizapi =>qj> A
AP =g AV IS pi {=an . pn})

(1)

Figure 8.2: Application de DPLL* a (/\?:1 Vi_ipi = qj) AN =g AV, pi-

(( im1 Vi pi = qj)/\/\?zl —~giAL&n < 1,0)

SIMP. ALG.

(L&n <1,0)

X

(A Vi = ) A
;:11 =¢i A =gn AV, ph{qﬂ})
| EXPANSION
(( i1 Vieipi = qj) ANS e A
Vingnaizo "0 A Vil pi?‘{q”})
|SIMP. ALG.
((/\?:1 Vi1 pi = qj) A
P e AL AV pis{an})
|SIMP. ALG.
(J- AVie, pia{‘In})

(( P Visipi = 9j> AN ai A
(ViZ pi vV pn)o{=dn, pa})
| EXPANSION
((/\?:1 Vi1 pi = qj) AN ma A
(VIS PV A dngnnico Pr)y{=dn.pn})
|SIMP. ALG.
(( i1 Vo1 pi = qj) AN =i A
(VIS pi V T)y{~an, pn})
|SIMP. ALG.
(( =1 Vizapi =>qj> A
AP =ai AT {=qn, pn})
|SIMP. ALG.
(AT Vi pi = 43) A NS =ai, {2 o })
(2)
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((ANroa Vima v = 45) AN =i A VIS pis{=an, pn})
UNFOLDING

(( i1 (\/JT-‘;1 pi = QJ) Vv (pi = qn)) AN =i AVTS pis{=an, pn})
EXPANSION

(A (V32 pe = 0) V 0i = Vingnnico @0)) A AIS =0 AVIS i {=n,pn})
Simp. ALG.*

(A (Vi pe= 4) Viops) AATS =00 AVES pi (o, pa})

UNFOLDING

((/\?:_11 (V_?le pi = qj) v ﬂpi) A (V?:_f Pn = qj) Vo ompe A A e A
Vis) pis{—an, pa})

|EXPANSION, SiMp. ALG.*
e e A ) O (e ) B e
V;L—:11 Pis{=qn,pn}

|EXPANSION, SIMP. ALG.*
((/\?:11 (V;lgll pi = qj) v ﬁpi) A <V;;11 qj) A /\?:31 =g A V?:Hl pi,{ﬁqn,pn})

BR. DE CcONT.
(( ?:_11 (V}Zf Pi = Qj) v _‘pi) A ((/\l _11 (\/;L:_f pi = qJ’) v _‘pi) A
(Victas) A NS e A (VIENG) AN ainL&n—1<
V;l;llpi&n—l > 1a{ﬁQn7Pn}) 17{ﬁ‘Zn7 n})
‘UNFOLDING* ‘

(A (V;;l pi = qj) v _‘Pi) A
((VIZ2as) vV an-1) A AIS2-ai A
“gn_1 AV pi &n—1>1,{~qn,pn})

‘ UNFOLDING*
(A= (Viipe = @) vmi) A
(V;;f qj) A /\?:_12 - AV pi&n —
1> 1,{~qn, Pn, ~qn-1})

‘ BR. PRORASUT P;,_1), (UNFOLDING, EXPANSION, SIMP. ALG.)*

Figure 8.3: Application de DPLL* au nceud (1) de la figure[8.2] .
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((/\?:1 Vioipi = ‘Zj) AN =aiy{=an, P })

UNFOLDING*

((/\?;11 (V}Zf pi = q;') Vv (pi = qn)) A (V,";f Pn = ‘Ij) V (Pn = @) AP 201,40, P })
(EXPANSION, SIMP. ALG.)"

(A=t (Viztpe = a) v ops) A (VIZEas) A NS ~aisd=ans pa})

((/\1 j=1 Pi = Qj) Vv _‘Pi) A (V;lz_ll Qj) A /\?:_12 _‘Qiy{_“bnpn; _‘q'n—l})

N (Vi pe = a) viops) A (VISP @) AR =60 {=an Py ~an—1})

UNFOLDING ™

(A2 (V32 pi = a3) Vopi V (s = 4m1) V i) A
((\/;’;5 Pn—1 = qJ‘) V apn-1V (Pn-1 = gn-1) V —';anl)/\
(V;'l;f (Ij) A /\?;12 ﬁ(It';{ﬁqna Pn, ﬁqn—l}’)

(EXPANSION, SIMP. ALG.)*

((/\;:12 (V;:f pi = Qj) \Y ﬁpi) A ((Vy;lz Pn—1 = q_;‘) \ ﬁpn_1) A
(V;L:_f qj) A /\?:_12 _'qi7{_‘Qn7pn7 _‘Qn—l})

__—"  BR. PROP.,SIMP. ALG.* T
((/\?:12 (\/3212 pi = Qj> \ ﬁpi) A (\/;l;f qy) A ((/\?;12 (\/;;12 pi = qj> Vv ﬁpi) A

—2 — —
AP ﬁqi,{—'qn,pn,ﬂqnﬂ,ﬂpnq}) (V;l:f 4 ) AN g5, {~Gn s Pn, n,l,pn,l})

((/\?:_12 (V,"!f pi = qj) v ﬁpi) A (Vj":_l2 qj) A

/\Z!lz _‘qi7{_‘qnv Pns 7qn—1, pn—l})

Figure 8.4: Application de DPLL* au nceud (2) de la figure
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Le principe de nombreuses procédures de preuve consiste & “simplifier” successivement une formule
de facon & obtenir une formule dont la satisfaisabilité sera triviale. Il est donc essentiel que lorsqu’une
feuille est irréductible, nous sachions de fagon simple si elle est satisfaisable ou non. Dans le cas ou une
telle feuille est close, il est clair qu’elle est insatisfaisable. Si ce n’est pas le cas, alors elle est satisfaisable

Lemma 8.6. Si une feuille v d’un tableau t est irréductible et non close alors t est satisfaisable.

La preuve de ce lemme utilise de fagon essentielle le fait que les itérations sont syntaxiquement
encadrées. Ceci permet en effet d’utiliser la proposition pour extraire un rang (typiquement le
dernier) d’une itération dont nous savons qu’elle est non vide.

Preuve. Nous montrons d’abord que s(v) ne contient pas d’itération. En effet supposons qu’il existe
une itération. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que cette itération n’est pas contenue
dans une autre itération. Aucune instance de cette itération ne peut étre vide. En effet s’il existait
un environnement pour lequel 'itération est vide alors CoNsTRAINT SPLITTING s’appliquerait, ce qui est
impossible par irréductibilité. Donc, quel que soit I’environnement, 'itération n’est pas vide. De plus
toute itération est syntaxiquement encadrée. Donc il existe un rang e satisfaisant le domaine de 'itération
quel que soit 'environnement, d’aprés la proposition [3.24] On peut donc appliquer UNFOLDING, ce qui
est impossible par irréductibilité. Ainsi il est impossible d’avoir une itération.

Nous montrons ensuite que s(v) ne peut pas contenir de littéraux. En effet, supposons que s(v) con-
tienne un littéral . Dans ce cas [ apparait toujours dans s(v), car s(v) ne contient pas d’itération. Donc,
par irréductibilité de PROPOSITIONAL SPLITTING, | a nécessairement été ajouté a L(v). Par conséquent,
par irréductibilité de EXpANSION, cette régle a nécessairement été appliquée en prenant pe, ., =1 (car !
apparait dans le schéma) et py,  r. =1 (car ! € L(v)). L’itération introduite alors est insatisfaisable et a
donc été éliminée, par irréductibilité de ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS, qui ’a remplacée par T ou L (note
: nous venons précisément de décrire la fagon dont DPLL* simule DPLL). Ainsi [ ne peut pas apparaitre
dans s(v).

s(v) ne contient donc ni itération, ni littéral. Il est donc construit uniquement a partir de T, L, =, V
et A. Par irréductibilité de ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS, un tel schéma est nécessairement réduit & L ou T.
Comme la feuille n’est pas close, ce ne peut étre L. On a donc s(v) = T qui est satisfaisable. Enfin L(v)
ne peut pas contenir deux littéraux opposés car la condition d’application de PROPOSITIONAL SPLITTING
assure qu’un littéral n’est ajouté que si ni lui-méme ni sa négation ne peuvent déja y apparaitre. Ainsi
sL(v) est bien satisfaisable. Il en va donc de méme de v et donc de t. O

Theorem 8.7 (Correction). Soit t' un tableau obtenu par application d’une régle de DPLL* & un tableau
t. Sit' contient une feuille irréductible non close alors t est satisfaisable.

Preuve. C’est une conséquence immeédiate des lemmes 8.5 et [8.6] O

8.5 Completeness for Satisfiability

Nous prouvons la complétude pour la satisfaisabilité de DPLL* comme nous ’avons fait pour STAB :
étant donné un modéle, nous donnons une mesure associée a ce modéle et au schéma étiquetant un nceud
de sorte que cette mesure diminue strictement & chaque application de régle. Cette mesure étant bien
fondée, nous garantissons ainsi la terminaison en cas de satisfaisabilité du schéma.

Intuitivement, nous analysons une dérivation de DPLL* en nous focalisant uniquement sur une branche
dont tous les nceuds satisfont un modeéle 9 donné (d’aprés le lemme il existe toujours une telle
branche). L’intuition derriére la mesure est alors la suivante : toutes les itérations vont étre progres-
sivement dépliées. Ceci ne peut avoir lieu indéfiniment car nous nous focalisons sur la branche dont les
nceuds satisfont 9 : dans une interprétation donnée les itérations ont une longueur fixée (ou plutot dans
Iinstance associée a une interprétation). Concrétement, il arrivera un nceud dont toutes les itérations
seront vides. Celles-ci seront alors éliminées par CONSTRAINT SPLITTING ou DEEP spLITTING. Une fois ceci
fait pour toutes les itérations, il ne reste plus qu’une formule propositionnelle. Cette formule correspond
a l'instance du schéma initial par rapport & Ma.ien (dans les faits, il ne s’agit pas précisément de cette
instance car des littéraux peuvent avoir été évalués entre temps et donc éliminés). Enfin ALGEBRAIC
SIMPLIFICATIONS va simplifier la formule obtenue par rapport a la valeur des atomes dans 9t (en tout cas
ceux qui pour lesquels la formule n’a pas encore été simplifiée), jusqu’a obtenir T.
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Comme le lecteur pourra le constater, la mesure définie ci-aprés n’est pas simple (particuliérement
:“52)31) Avant de la définir formellement nous présentons briévement les problémes rencontrés qui justifient
une définition aussi complexe. D’aprés les explications précédentes, la mesure d’un schéma qui contient
des itérations doit étre plus grande que celle du méme schéma dans lequel les itérations ont été dépliées.
De plus, plus la longueur de ces itérations est grande dans 91, plus la mesure du schéma doit étre grande
: ceci pour exprimer le fait que toutes les itérations doivent étre dépliées. C’est typiquement le cas apreés
une application de UnrFoLpING : litération, aprés réécriture, contient un rang de moins que l'itération
avant réécriture. En revanche DEEP sPLITTING ne diminue pas la longueur des itérations puisqu’il divise
une itération en deux itérations de longueurs égales. Nous pouvons facilement contourner ce probléme en
élevant au carré la longueur des itérations. Mais un probléme plus important apparait avec EXPANSION :
cette régle ajoute des itérations qui n’existaient pas avant application de la régle. Dans ce cas, la mesure
esquissée jusqu’a maintenant ne peut pas diminuer. Une fagon classique de résoudre ce probléme est de
définir une autre mesure spécifiquement pour Expansion (p.ex. le nombre d’applications possibles de la
régle) et de la combiner avec la mesure précédente en considérant, p.ex., ’extension lexicographique de ces
deux mesures. Mais ceci ne marche pas si nous prenons pour mesure le nombre d’applications possibles de
ExpansioN, car UNFOLDING duplique le motif m et multiplie donc les possibles applications de EXPANSION :
nous ne pouvons pas ordonner ces deux mesures. En fait nous n’avons pas trouvé de solution permettant
un traitement de ces deux régles. Nous avons donc dii gérer plusieurs régles en méme temps. Nous
aurions peut-étre pu y parvenir via des compositions de fonctions classiques (additions, multiplications,
exponentielles), mais il est plus simple de résoudre ce probléme en définissant directement des fonctions
récursives dédiées : i et pu). Notons enfin que les mémes problémes se posent avec DEEP SPLITTING et
avec ’application des régles du systéme Rgyy, de la section (en effet, plusieurs régles introduisent des
schémas qui ne sont pas syntaxiquement encadrés; il faut donc, aprés chaque application de ces régles,
ramener la conclusion & un schéma syntaxiquement encadré).

Nous donnons maintenant la définition formelle de notre mesure. Pour ce faire, nous définissons
d’abord les fonctions suivantes :

pin(,0) = (z +2)? m(0) =1
pic(, k4 1) = (p(2, k) + 2 +2)% (ke +1) = pue(u(k),0) + 1

L’intérét de ces deux fonctions réside dans le fait qu’elles vérifient les propriétés suivantes, utiles pour
démontrer que la mesure diminue. Toute autre paire de fonctions satisfaisant ces propriétés suffirait a
assurer la complétude.

Proposition 8.8.
1. Vo, k e N, uy(x, k) > 4
2. Va,k e N, pig(x, k) > x
Va,y,k € Nyx <y = iz, k) < pie(y, k)

Vk‘l,k‘g S N, ]fl < k‘g = /l](]ﬁ) < ,ul(kg)

AR

Va, ki, ko € Noky < ko = pie(2, k1) < pag(2, ko)
6. Vo, y,k e NJy > 1 = py(x, k) +y < pie(z + y, k)
7.V, y, k € N, pi(z, k) + pie (y, k) < pig(z +y, k+1)
8. Yk €N, pit(pu(k),0) < pu(k +1)
9. Vk,q,x1, ..., w0 € NI (@i, k) < pie (D27, @i,k + q)
Preuve.
1. Trivial.

2. Trivial.
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. Par récurrence sur k : si k = 0 alors py(z,k) = 22 + 22 +4 < y?> +2y +4 = py(y, k). Sik >0

alors pi(z, k) = pig(z,k — 1) + = + 22, Par hypothése de récurrence, piq(x, k — 1) < pie(, k), donc
pit(z, kb — 1) + 2 + 22 < e (y, k — 1) + y + 22, d’ott le résultat.

. Par récurrence sur ky : si ky = 0 alors p(k1) = 1. De plus, comme ky > k1 = 0, u(k2) =

wit (1 (ke — 1),0) + 1. D’apreés la premiére assertion, nous avons donc py(ks) > 5, c-a-d. p(ks) >
w(ky) = 1. Si ky > 0 alors (k1) = pis(pa(k1 — 1),0) + 1 et comme ko > ki, donc ky > 0 :
(k) = pie(pm(ke — 1),0) + 1. Par hypothése de récurrence p(ky — 1) < (ke — 1) et d’aprés
I’assertion précédente, u;; est croissante, d’out le résultat.

. Il suffit de montrer que pi(x, k) < wig(z, k+1), ce qui est bien le cas vu la définition de pi(x, k+1).

. Par récurrence sur k. Si k = 0, alors pi(z, k) +vy < pi(z +y, k) est équivalent a 22 +y < 2xy + 32,

Cette derniére inéquation est valide car y > 1 par hypothése. Si k > 0 alors pi(z + y, k) =
(it (z +vy, k) +x+y+2)2. Par hypothése de récurrence, cette expression est strictement supérieure
a (uig (2, k) + 2+ 2y +2)2, et donc & (i (z, k) + 2+ 2)% + 4y® + 2y (i (2, k) + z + 2), et finalement
a (pit(x, k) +x +2)2.

. Par récurrence sur k. Si k = 0, alors ¢ (2, k) + e (y, k) = (2 +2)2 + (y +2)% et py(z +y,k+1) =

(pis(r +y, k) +2+y+2)2 > Ad+2z+y+2)? daprés Il est ensuite facile de voir que cette
expression est supérieure strictement & (z + 2)? + (y + 2)%.

Ensuite si k > 0 alors nous développons complétement iy (z, k) + e (v, k) = (pie (2, k— 1) +2+2)2 +
(ie(y, k= 1) +y +2)% = e, k — 1)* + 2% + 4+ 4o + dpie (@, k — 1) + 2wps (2, k — 1) + pae(y, k —
D2+ 92+ 4+ dy +Ape(y k — 1) + 2ypie(y, b — 1).

Par ailleurs : pi(z +y,k + 1) = (uiv(z + 3, k) + 2 + y + 2)2, et donc par hypothése de récurrence
Cpi(r 4y, k+1) > (e, kb — 1) + wie(y, k — 1) + 2 + y + 2)%2. Nous développons cette derniére
expression : pic (2, k — 1)+ e (y, b — 1)2 + 22 + 2 + 4+ 22y + 4o + 4y + 2p5 (v, k — D (y, k— 1) +
2 (z, bk — 1) + 2z (y, k — 1) + 2ypse (2, k — 1) + 2y (y, k — 1) + dpge (2, k — 1) + dpe(y, k — 1).
En comparant avec 'expression obtenue a partir de ui(x, k) + it (y, k), U'inégalité revient a : 4 <
2xy+2ui (x, k—1) i (y, k— 1)+ 2yt (z, k) + 2213 (y, k). D’apres le premier résultat, p(z, k—1) > 4
et wit(z,k — 1) > 4, donc expression de droite est supérieure a 32 et donc a 4.

8. Conséquence triviale de la définition de p(k + 1).

9. Par récurrence sur ¢; conséquence des résultats || et m

O

Nous pouvons maintenant définir la mesure. Soit une interprétation J et un nceud v d’un tableau t¢.

def

On définit alors uy(v,t) = (u3(v), 42 (s(v)), u3(v)), ordonné en utilisant extension lexicographique de

'ordre habituel sur les nombres naturels et ou p3(v), p3(s(v)), p3(v) sont définis par :
1. pA(v) est le nombre d’atomes qui apparaissent dans (s(v))7,.,,, mais pas dans (Nier) D3

2. p3(s(v)) est défini par induction sur la structure de mg,) :

¢ BT (1) =1

o 12(om) & 3m) +1

o 12(myims) B p3(ma) + p(me), ou € {A,V}

o PA(M5m) = pie( Y e 12 (I /i), nig + ny + muin) ol

¢ E{I€Z|TJaitno{i— I} =06} (E est fini car § encadre i);

e n est le nombre d’itérations I1;|5 m’ tel que DEEP SPLITTING peut étre appliquée a

Hi|5 (m[ Hi/|5’ m']),
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e 1, est défini comme :
> {(nb. de V dans §') x (#0' + 1) | L 5» m' apparait dans IT;sm}

en supposant que tout domaine apparaissant dans Hi‘ sm est sous forme normale disjonc-
tive (sans quantiﬁcateur)lﬂ et oul #¢’ est la taille de 0. Le but de cette définition est que ny
diminue avec une application de la régle ELIMINATION DES DISJIONCTIONS de Ry — section

B.A%

e Pour ny;,, nous considérons une forme normale de IT;)5m par toutes les régles de Rgyn, sauf
LINEARISATIOI\E]. Nin est alors le nombre d’applications possibles de la régle LINEARISATION
sur cette forme normale.

° u%(pel,__,7ek) B pi(n1) ot ny est le nombre de littéraux de la forme py,, 5 € L(v) tels que
EXPANSION peut étre appliquée & pe, ... ., avec le littéral pg, ., .

3. u?}(u) est le nombre d’itérations pour lesquelles nous pouvons appliquer CONSTRAINT SPLITTING.

Nous montrons maintenant que cette mesure décroit bien & l'application de chaque régle de DPLL*
lemme [8.11f). Pour parvenir & ce résultat nous montrons d’abord que Rg,, préserve la mesure (lemme
p q yn P
B.10). Le lemme suivant est utile & la démonstration du lemme 8.10]

Lemma 8.9. Soit une itération Il;sm t.q. § = 61V da. Sidy et 62 sont disjoints (déﬁmtion alors :

Yo mlIfi) = Y pA(mlI/i)+ Y uA(mlI/d])

I€E I€E, I€E>
ol :
e E={I€Z|Jaino{i— I} FdVi}
o By ={I€Z|Juino{i— I} =}
¢ By ={I€Z|Tarino{i— I} =}

Preuve. En effet pour tout environnement p tel que p = 61V da, nous avons soit p = d1, auquel cas p = do
car 01 A 02 est insatisfaisable, soit p |= d2 auquel cas p = 6; pour la méme raison. Donc F; et Eo sont
disjoints. De plus il est clair que F = E; U F5. D’oil le résultat. O

Le lemme suivant assure que la mesure n’augmente pas lorsque nous utilisons la procédure auxiliaire
Rsyn pour encadrer syntaxiquement un schéma.

Lemma 8.10. Soit un motif m et un motif m’ obtenu a partir de m en appliquant 'une des régles de
Reyn, alors p2(m’) < p(m).

Preuve. FORME NORMALE ARITHMETIQUE modifie uniquement le domaine des itérations et ce domaine est
équivalent au domaine avant réécriture, donc la mesure ne change pas.

Pour ELIMINATION DES DISJONCTIONS le domaine du membre gauche de la régle est équivalent & la
disjonction des domaines du membre droit (c-a-d. (4 A ... Alp) VIV S = [l Ao Al VI[(=l A
NVPV...VIIL Ao Nlg—1 A=l AJ) V @]). De plus tous ces domaines sont deux & deux disjoints.
On peut donc appliquer le lemme [B:9] donc nous savons que la somme dans la mesure du membre
gauche est égale & la somme des sommes dans toutes les mesures du membre droit. Par ailleurs, n;
a la méme valeur dans l'itération du membre gauche et dans chaque itération du membre droit (en
fait nj; peut méme décroitre car les nouveaux domaines peuvent changer le contexte et donc rendre
DEEP SPLITTING inapplicable sur certaines itérations). En revanche comme nous avons appliqué la régle
ELIMINATION DES DISJONCTIONS une fois, il y a une disjonction en moins dans le domaine de chaque
nouvelle itération. Ainsi ny diminue. Plus précisément n, diminue de #d + 1. D’autre part nj, ne
peut que rester constant, puisque sa valeur est calculée aprés application de la régle ELIMINATION DES

611 peut y avoir plusieurs formes normales disjonctives (mais toujours une quantité finie), nous considérons celle qui
maximise la mesure.
"Une fois encore il peut y avoir plusieurs formes normales, nous considérons celle qui maximise la mesure.
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pissoNcTIONs. Done si I, a. .. A )vsve M a pour mesure pi( Y cp p3(mlI/i]), nig + ny + niin ), alors
(I A2 ae M) TG gy asyve M) T (TG 0, AL L ALy A—lAG) VG 1) @ POUT Mesure :

it Zuj [T/i]),n% +ny —#6 —1+nf)

I€Ey
Z 1 1
+M1t IU/D' I/Z y Mg +ny — #5 -1+ nlin)
IcE,
Jr
+/L1t § ,Ufj nlt +ny — #5 -1+ nhn)
IcEy
ou E, Ey, Ey, ... sont définis comme précédemment pour chaque itération, n$ < ni, ni < ni, ...,
n?in < Niin, nllin < Nyin, --. et la somme sur E est égale a la somme des sommes sur Ey, Fp, ... Comme

le nombre de termes dans cette somme est k£ + 1, il est inférieur & #6 + 1. On peut donc conclure avec le
résultat [9] de la proposition [8:8]

Pour LinEarisaTioN, l'itération est divisée en deux itérations de domaines disjoints, nous pouvons
donc a nouveau appliquer B9 n;, et ny sont, au pire, constant, mais nyj, diminue strictement, ce qui
permet de conclure en utilisant le résultat [7| de la proposition O

Enfin, nous démontrons que les régles de DPLL* diminuent bien strictement la valeur de la mesure :
Lemma 8.11. Soient:

o ¢ un tableau satisfaisable,

e J un modéle de t,

o v une feuille d’un tableau t, telle que J = v,

e ctt’' un tableau obtenu par application d’un régle de DPLL* a v.
Alors pour chaque fils V' de v dans t' tel que T =1/, nous avons us (V' t') < uz(v,t).

Preuve. Par inspection des régles, nous montrons que :

N 1
Regle Ky 15 M5
PROPOSITIONAL SPLITTING <
CONSTRAINT SPLITTING < < <
REWRITING < <

< (resp. <) signifie que la mesure ne décroit pas (resp. décroit strictement) par application de la régle
correspondante.

Considérons d’abord /,L%. Quand PROPOSITIONAL SPLITTING est appliquée, nous ajoutons soit pe, soit
—pe & L(v). Donc (pe)y, i, O (7Pe)3,., aPparait positivement dans ( Ay, )., aprés application
de la régle. On sait que ce littéral n’y apparaissait pas avant d’aprés les conditions d’application de la
régle. Par ailleurs, aussi par ces conditions d’application, soit p., soit —p. apparait toujours dans S(v),
donc 80it (Pe) 7+ SOIt (7Pe) 7,0 apparait positivement dans (s(v))z,...,. Il est donc clair que p} décroit
strictement. Enfin il est facile de voir que les autres régles n’ajoutent pas d’atome a (s(v))5 au pire
elles dupliquent des atomes existants, donc la mesure n’augmente pas.

Pour u%, nous détaillons toutes les régles de réécriture :

arith?

e ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS : évident pour chaque régle. Notons que les deux premiéres propriétés
de la proposition [8:8 sont utilisées dans les régles mettant en jeu des itérations.

e UNFOLDING : c’est une conséquence du résultat |§| de la proposition (nous pouvons appliquer
ce résultat car pZ(m) > 1 pour tout motif m). Une fois que la régle est appliquée, il faut encore
appliquer Rgyn, pour ramener le motif résultant & un motif syntaxiquement encadré. D’aprés le
lemme [8.10] nous savons que cette opération n’augmente pas la mesure.
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e DEEP SPLITTING : c’est une conséquence du résultat [7] de la proposition B8] 1l est clair que nj
décroit dans chaque itération, ce qui permet d’appliquer le résultatﬂ Ensuite il faut appliquer Rgyn
pour que le schéma soit syntaxiquement aligné, ce qui ne peut pas augmenter la mesure comme
nous l'avons déja vu.

e EXPANSION : c’est une conséquence du résultat [S| de la proposition [8.8f"] Une fois encore il faut
appliquer Reyn pour que le schéma soit syntaxiquement aligné, ce qui ne peut pas augmenter la
mesure.

Enfin CONSTRAINT SPLITTING ne fait pas croitre p3 parce qu’elle ne modifie pas le motif, elle ne modifie pas
le domaine des itérations (donc ny et nj, sont inchangés) et la contrainte ajoutée dans chaque branche
ne peut que restreindre les possibilités d’application de DEEP SPLITTING, donc ny; n’augmente pas non
plus.

Enfin il est évident qu’une application de CONSTRAINT SPLITTING diminue strictement u% : le nombre
d’itérations auxquelles peut s’appliquer CONSTRAINT SPLITTING diminue strictement dans une branche
comme dans 'autre. O

A partir de maintenant la preuve est exactement la méme que pour STAB (section .
Proposition 8.12. Si une feuille est satisfaisable et irréductible alors elle n’est pas close.

Preuve. Si elle était close soit elle contiendrait L, soit ’ensemble de ses contraintes seraient insatisfaisable.
Dans les deux cas la feuille elle-méme serait insatisfaisable. O

Theorem 8.13 (Complétude pour la satisfaisabilité). Soient :
e ty un tableau satisfaisable,
e J un modéle de 1o,
e ct (t;)icr une dérivation équitable.
1l existe k € I et une feuille vy de ty telle que vy, est irréductible et non close.

Preuve. D’aprés le lemme pour tout i € I, t; contient une feuille ¢; telle que J = ¢;. Soit k tel que
13 (Vi, tr) soit minimale (k existe car la mesure est bien fondée). Il est clair d’aprés le lemme précédent
qu’aucune régle ne s’applique & vy dans la dérivation (autrement cela entrerait en contradiction avec
I'hypothése de minimalité). Comme la dérivation est équitable, soit vy est irréductible, soit il existe une
autre feuille qui est irréductible et non close. Si v, est irréductible, alors elle ne peut étre close d’aprés

la proposition précédente. O

8n4 a été défini précisément pour pouvoir gérer ce cas.
91 et ny; ont été définis précisément pour pouvoir gérer ce cas.
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CHAPTER 9

Regularly Nested Schemata

Nous introduisons maintenant une nouvelle classe de schémas qui est compléte pour la réfutation, et donc
décidable : les schémas réguliers imbriqués. Comme leur nom l’'indique, ils sont trés proches des schémas
réguliers, mais autorisent l'imbrication d’itérations. Pour démontrer la décidabilité, nous prouvons que
DPLL* termine sur ces schémas. Cette propriété n’est pas satisfaite par la procédure STAB introduite au
chapitre [4] ce qui démontre 'intérét de la procédure de preuve DPLL” introduite au chapitre précédent.

Ce chapitre est essentiellement consacré 4 la démonstration de terminaison de DPLL* sur les schémas
réguliers imbriqués, qui a été présentée dans [ACP10al [ACP10b)].

9.1 Definition

Definition 9.1 (Schéma régulier imbriqué). Un schéma est régulier imbriqué ssi il n’a qu’un paramétre
n, est monadique, & translation bornée (déf. et est aligné sur [q1;n — qo) (déf. , pour des entiers
q1,92 € Z fizés.

En dehors de la contrainte que le schéma doit étre plat, nous retrouvons toutes les propriétés qui
définissent un schéma régulier, sauf pour la propriété de translation bornée qui est plus forte que celle
de propagation bornée (déf. : cette derniére autorise des expressions contenant des multiplications
par une constante en dehors des itérations. Mais tout schéma régulier et a translation bornée est régulier
imbriqué. Par exemple le littéral ps, est un schéma régulier mais il n’est pas régulier imbriqué.

Example 9.2. Le schéma (/\;L=1 Vi pi = qj> ANy —ai ANy pi &n > 1 est régulier imbriqué. Pour
rappel nous avons vu au chapitre que STAB ne terminait pas lorsqu’il prenait ce schéma en entrée.
Le schéma formalisant le principe des pigeonniers (exemple n’est pas régulier imbriqué car il n’est
pas monadique (il n'est pas aligné non plus mais ce probléme est facile a contourner).

Peu d’exemples concrets sont intrinsequement réguliers imbriqués, c.-a-d réguliers imbriqués mais pas
réguliers, et pour cause : les schémas réguliers imbriqués peuvent étre transformés en schémas réguliers
équivalents [ACP 10d]E| (ce qui nous permet d’obtenir une autre preuve, indirecte, de complétude). Toute-
fois cette transformation est exponentielle et nous pensons que la technique de preuve (directe) utilisée
dans ce chapitre pour démontrer la complétude des schémas réguliers imbriqués est plus générale que la
méthode par traduction. Nous pourrions ainsi, a terme, obtenir des résultats de décidabilité sur des classes
plus expressives, p.ex. contenant plusieurs variables dans les bornes des itérations. Mais comme nous
allons le voir la preuve directe est fastidieuse, il faudrait donc que le gain en expressivité soit vraiment
important pour justifier cet effort.

En fait, 'intérét de ce chapitre réside principalement dans l’originalité de la preuve qui, comme
expliqué par la suite, se fait par induction sur la structure du schéma d’entrée. Plus précisément, nous

INous ne présentons pas ce travail ici pour ne pas alourdir la thése. Nous I’évoquons rapidement en section
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montrons que chaque sous-schéma va engendrer un ensemble fini de schémas, et démontrons le résultat
pour le schéma lui-méme par induction. Pour pouvoir mettre ce raisonnement en place, il faut introduire
un certain nombre de restrictions sur la fagon dont nous appliquons DPLL* (sections et . Ce
sont ces restrictions qui rendent la preuve fastidieuse.

9.2 Spécialisation de DPLL* aux schémas réguliers imbriqués

Nous donnons tout d’abord une stratégie pour DPLL* dédiée aux schémas réguliers et nous démontrons
les propriétés qui font son intérét dans le cadre du résultat que nous souhaitons démontrer.

Tout d’abord, nous caractérisons un type particulier d’application de la régle CONSTRAINT SPLITTING
o soit (mg[II?_ym] & cs, L) la prémisse de CONSTRAINT SPLITTING, si 6 = e < iA4 < f, ol e et f ne
contiennent pas i, alors le CONSTRAINT SPLITTING est appelé un CONSTRAINT SPLITTING ENCADRE.

Nous définissons ensuite la stratégie 7 comme la boucle suivante :
1. CONSTRAINT SPLITTING ENCADRE est appliquée jusqu’a irréductibilité.

2. Puis toutes les régles, exceptée UNFOLDING, sont appliquées jusqu’a irréductibilité, avec la restriction
que EXPANSION ne peut réécrire peE| que si e ne contient pas de variable liée et que PROPOSITIONAL
SpLITTING 1n’est appliquée que si p. apparait librement dans s (déf. [3.16)).

3. Enfin seul UnroLpING est appliquée jusqu’a irréductibilité, avec la restriction que I'expression e
choisie arbitrairement est la borne supérieure du domaine de litération réécrite, a condition que
la seule variable libre de cette borne soit 71E| (ainsi la régle UnrFoLDING est trés proche des régles
d’itération de STAB). Puis nous retournons en

Pour la régle de bouclage nous utilisons 1’égalité & un décalage prés avec I'extension du littéral pur et de
la contrainte équivalente.

Example 9.3. Nous détaillons l'application de la stratégie au schéma :

n n n n
/\\/pz‘=>qj' /\/\_‘Qi/\\/pi
i=1 i=1

i=1j=1
dont nous avons vu en section[8_1] qu’il ne terminait pas avec STAB.

1. L’application de ’étape |1| est donnée en figure . En (1), CONSTRAINT SPLITTING ENCADRE ne
peut pas s’appliquer une deuxiéme fois car la contrainte que cs A Vi~ est satisfaisable n’est plus
vraie. En (2), elle ne peut pas s’appliquer simplement car il n’y a plus d’itération. Il est facile de
généraliser cet exemple pour montrer que ’étape 1 termine quel que soit le schéma (lemme .

2. Le neeud (2) a la fin de Uétape 1 ne contient ni littérauz ni itérations. Par conséquent, seule ALGE-
BRAIC SIMPLIFICATIONS peut s appliquer et la branche est fermée, voir figure[9.4. Toutes les itérations
du neud (1) sont alignées donc CONSTRAINT SPLITTING NON ENCADRE ne peut pas s’appliquer. AL-
GEBRAIC SIMPLIFICATIONS ne peut pas s’appliquer non plus. DEEP SPLITTING ne peut pas s appliquer
car aucun domaine d’une itération ne contient de wvariable liée par une autre itération (ce qui
sera généralisé dans la proposition . Comme [’ensemble de littéraux est vide, EXPANSION ne
peut pas s’appliquer. Enfin, aucun littéral n’apparait librement dans le schéma (déf. , par
conséquent PROPOSITIONAL SPLITTING ne peut pas non plus s’appliquer (si le schéma était, p.ex.
po A (/\?;01 Di = Dit1) N\ —Dn, alors la régle pourrait s’appliquer car py apparait librement). Ainsi,
aucune régle n’est appliquée et nous passons directement a l'étape [3

3. L’application de l’étape @ au neud (1) est donnée en figure . Notons que UNFOLDING peut
s’appliquer a chaque fois car la contrainte ajoutée lors de Uétape [1] assure que les itérations ne
sont pas vides. Nous pouvons donc extraire le dernier rang. Si nous ne suivions pas la stratégie,

2Notons que p n’a qu’un indice car les schémas réguliers imbriqués sont monadiques.
3Cette derniére restriction sert uniquement & simplifier les preuves mais est inutile & la terminaison.
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((/\1 1 V7. 1p1:>q3 ANTZ @ ANy a0

/\

((A?:lv?:lpi:>q.7‘)/\/\in:1_‘qi/\ /\1 1 Vi ﬂhiq;)/\'l'/\vl L pi&en < 1,0)
Vit pi&n > 1,@) / \
(1) (A Vi 9 = a5 AT A T/\T/\\/llpL&n<1/\

Vi, pi&n <1An>1,0) n < 1,0)

| N

x (TATAVI pi&n<  (TATAL&R<IA
1An<1AnR>10) n<lAn<1,0)

x (2)

Figure 9.1: Application de 'étape (1| a (/\?:1 Vi_ipi = qj) AN, —qi AV, pi (chaque régle appliquée
est un CONSTRAINT SPLITTING ENCADRE).

(TATAL&ENR<1IAR<1AR<1,0)

(L&n<l/\n<1/\n<1,@)

X

Figure 9.2: Application de l’étapeau neeud (2) de la ﬁgure (chaque régle appliquée est une ALGEBRAIC
SIMPLIFICATIONS).

(( i1 Vi pi = ‘17) ANy —ai AV pi&en > 1,@)
|
(( =1 V= 1p7:>qj)/\/\;1:1ﬁ117‘, (;Dw VVZL1P7) &nZl,@)
|
(( =1 Visipi = q;) “qn AN g A (pn vV p,-) &n > 1,0)
|
(A 0 = a0) V VIS i = 05) Aman AN —as A (po V VIS pi) &n > 1,0)
|
(Bn = a)VViZion = a) A (NS @i = an) vV 9= a5) A
“qn A A:;11 —qi A (pn v V;!f Pi) &n > 17(0)

Figure 9.3: Application de I’étape [3|au nceud (1) de la figure (chaque régle appliquée est un UNFOLD-
ING).
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nous pourrions aussi extraire le premier rang. Par exemple, en figure [9.3, nous obtiendrions, au
deuxiéme neeud, le motif suivant :

n n n n
/\\/pi:>qj /\/\—'Qi/\<]91\/\/]9i>
i=1 1=2

i=1j=1

au liew de :
n n n n—1
AV ri=q /\/\_‘Qi/\<pn\/\/pi>
i=1j=1 i=1 i=1

Mazs T impose que ce soit la borne supérieure qui soit utilisée.

Puis nous revenons a l'étapel[]] :

1.

Nous ajoutons soit la contrainte n—1 > 1 (neud (8)), soit la contrainten—1 < 1 (neeud (4)). Dans
le premier cas, et comme au cycle précédent, l’étape 1 est immédiatement terminée car CONSTRAINT
SPLITTING ENCADRE ne peut plus étre appliquée. Dans le deuxiéme cas, apres plusieurs applications
de la regle, toutes les itérations sont remplacées par leur élément neutre, comme au cycle précédent.
Nous obtenons alors :

(Pn= @) VL)ATA=GATA(ppV L) &n>1An—-1<1

. L’application de l’étape au neud (4) est donnée en figure (nous avons réécrit la contrainte en

n = 1 pour des raisons de lisibilité). Comme ce neud ne contient pas d’itération ni CONSTRAINT
SPLITTING NON ENCADRE, ni DEEP SPLITTING ne peuvent s’appliquer. Nous pouvons donc appliquer
$0it ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS, S04t PROPOSITIONAL SPLITTING (EXPANSION ne peut pas s’appliquer
car Uensemble de littéraux est vide). Pour des raisons de lisibilité nous appliquons ALGEBRAIC
SIMPLIFICATIONS en premier afin de simplifier la formule. Puis nous appliguons PROPOSITIONAL
SPLITTING avec p, : nous pouvons bien appliquer cette régle car p,, apparait librement dans le schéma
(déf. . Puis, la seule régle que nous pouvons appliquer est EXPANSION qui ajoute une itération
autour de p,. Notons que ceci est possible car p, ne contient pas de variable liée (autrement ce
n’aurait pas été conforme a la définition de 7). Nous pouvons maintenant appliquer soit CONSTRAINT
SPLITTING NON ENCADRE, $0it ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS. [l est plus direct d’appliquer ALGEBRAIC
SIMPLIFICATIONS (d’ailleurs cette remarque est généralisable) qui n’introduit pas de branchement.
Nous appliquons cette régle jusqu’a ce que la formule soit complétement simplifiée. Dans la branche
la plus a droite, nous obtenons 1, donc la branche est fermée. Dans les branches de gauche, nous
faisons un nouveau branchement sur la valeur de q,,. Suivant le méme processus, toutes les branches
sont fermées.

En fait, nous pouvons constater que Uétape [3 correspond essentiellement & l’application de DPLL
o un littéral est sélectionné et suivant sa valeur des simplifications peuvent étre opérées. Mais il
n'y a aucun travail sur les itérations. Nous ne détaillons pas le neud (3) pour lequel la méme
démarche va étre appliquée. Nous ne considérons qu’une branche, celle ou l’ensemble de littéraux
est {—pn, 7qn}, le résultat est donné en ﬁgure .

Hormis pour la premiére itération, nous retrouvons presque le schéma initial & un décalage prés :

e La contrainte est différente mais par extension de la contrainte équivalente, mous pouvons
considérer que c’est juste n —1 > 1 (qui subsume n > 1).

o [l faut aussi tenir compte du fait que le bouclage ne s’effectue pas seulement sur le schéma

mais sur sL(v) (d’aprés la définition[8.1]) :

SL(I/) = Mgy N /\ l &CS(V)
leL(v)

c.-a-d. il faut tenir compte des littéraux dans l’ensemble de littérauz. Ici, la conjonction
—pn A =g, nest pas égal & T a un décalage prés (T car le schéma initial avait () pour ensemble
de littéraux; cet ensemble devient T dans sL(v)). Mais p, et g, sont purs dans le schéma.
Nous pouvons donc considérer que ’ensemble est 0, et il y a bien bouclage.
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(P = gn) VLIAT A= ATA(pn VL) &n=1,0)

|SIMP. ALG.

((Pn = @) ATA=Gu ATA(pn VL) &n=1,0)
|SIMP. ALG.

((pn = @) A=Gn AT A(pn V L) &n =1,0)
|SIMP, ALG.

((Pn = an) A=an A (pn V L) &n = 1,0)
|SIMP. ALG.

((pn = qn) A gn App&n = 17@)

ﬂ PROP. \BR.\%

((pn = qn) AN 2Gn Apn &n = 1,{pn}) ((Pn = @) A=@n APn&n>1An—1< 1,{ﬁpn})
| EXPANSION | EXPANSION
(P = @) A=an A A i|nsgnni=o Pn &n = 1,{pn}) ((Pn = @n) A=an AV i|nstnni=o0 Pn &n = 1,{-pn})
| SIMP. ALG. | SIMP. ALG.
((pn = qgn)ANgn AN T &n = 17{;0,1}) ((pn = gn)ANgn AN L&n = 1,{—|pn})
SIMP. ALG. |SIMP. ALG.
((Pn = @) A= &n = 1,{p,}) (L&n=1,{-pn})
EXPANSION |
((vi\n;én/\i:() “Pn) Van A oqn &n = 17{Pn}) X
|SIMP. ALG.
(L V gn A —qn &n = 1,{pn})
|SIMP. ALG.

(Qn/\“(In &n = 17{;071})

| BR. PROPm

(an A —an &n=1,{pn,an}) (gn A =an &n = 1,{pn, —qn})
| EXPANSION | ExPANSION
(/\i\n#n/\i=0 qn A 2qn &n = 1,{pn, Qn}) (V iln#gnai=0 In N\ 7qn &n =1,{pn, ﬁQn})
| SIMP. ALG. | SIMP. ALG.
(T/\ﬁqn&n:1,{pn,qn}) (J_/\ﬁqn&n:h{pn,ﬁqn})
| SIMP. ALG. | SIMP. ALG.
(—\qn&n = 17{P'n:q'n}) (J-&” = 1v{pm_‘q"})
| EXPANSION |
(V instnni=o "dn &n = 1,{pn, ‘Zn}) X
|SIMP. ALG.

(J_&n = 1,{pn,qn})

X

Figure 9.4: Application de I'étape 2| au noeud (4).
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(((pn =) V VI pn = qg) A (/\E:f (pi = an) VViZ pi = Qj) A
~tn ANIZ =0 A (P V VIS pi) &0 > 1 AR =12 1{~pn, ~an})

(TvovviZiTve) A (NS v DVVISipe =) AT A
;";11 =qi A (J_ \% \/?;11 pi) &n>1An—12>1,{-pn, ﬂqn})

ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS™

(NP v VIl P = @) AN e A (V5! pi) &n = 1An—12
17{_‘1717.’_“171})

Figure 9.5: Application (partielle) de I’étape [2 au noeud (5).

Le seul probleme est donc cette premiére itération /\?:_11 pi- En fait le bouclage aura lieu aprés
encore un cycle et sur ce schéma plutot que le schéma initial. En réalité, ce schéma correspond a un
invariant. Ceci nous permet de mettre en lumiére un intérét des preuves cycliques par rapport au
preuves classiques par induction : nous n’avons pas besoin de trouver d’invariant avant la preuve,
c’est en fait la preuve elle-méme qui va construire linvariant.

(fin de Uezemple[9.5)

Note. Le but de la définition de 7 est principalement d’obtenir les propositions et qui
permettent de “structurer” les dérivations de fagon & assurer un bouclage. En particulier, les itérations
ne restent pas alignées au fur et & mesure de la procédure; en revanche, elles sont toujours alignées a la
fin de étape @ (ce qui correspond & la proposition . La proposition assure que chaque étape
prise indépendamment termine.

L’intuition derriére 7 est la suivante (ce que nous verrons en détail dans les démonstrations) :

1. Nous assurons que toutes les itérations vont pouvoir étre dépliées;

2. Nous appliquons DPLL (et pas DPLL*) sur les littéraux apparaissant en dehors des itérations :
en effet nous appliquons, entre autres, PROPOSITIONAL SPLITTING et ExpaNnsioN ce qui a pour effet
de donner une valeur & chaque littéral apparaissant librement dans le motif et de propager cette
valeur dans tous les littéraux. Puis ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS s’applique pour simplifier le schéma
obtenu.

Note. Comme nous devons comparer certains littéraux qui ne sont pas tout le temps égaux, p.ex.
p1 et py, il est nécessaire d’appliquer CONSTRAINT SPLITTING NON ENCADRE pour faire la distinction
entre le cas ou ces littéraux sont égaux et celui o ils ne le sont pas (p.ex. n =1et n # 1).

Si le schéma ne contenait aucune itération, alors il vaut soit T, soit L & la fin de cette étape et le
développement de la branche est fini.

3. Nous déroulons les itérations. Il est important d’effectuer cette étape de fagon indépendante, pour
s’assurer que toutes les itérations sont alignées (proposition [9.12)).

Proposition 9.4. 7 préserve la complétude pour la satisfaisabilité.

Preuve (esquisse). Evidemment, la mesure définie pour prouver la complétude de DpLL* (p décroit
toujours et il est facile de vérifier que les restrictions introduites par 7 ne peuvent pas mener & une
situation ot un neceud est irréductible et insatisfaisable sans que la branche soit fermée, c.-a-d. il faut
vérifier que le lemme est préservé. Il est facile de voir que la preuve est toujours valable. O

Avant de commencer la preuve de terminaison en elle-méme, nous remarquons que, avec la stratégie
7, la régle DEEP spLITTING de DPLL* n’est jamais appliquée :

Proposition 9.5. Si DPLL* est appliquée avec la stratégie T sur un schéma régulier imbriqué, alors la
regle DEEP SPLITTING n’est jamais appliquée.
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Preuve. En effet cette régle n’est appliquée que si le domaine d’une itération contient une variable liée
(par une autre itération). Nous montrons par récurrence sur la longueur de la dérivation que nous ne
pouvons jamais avoir cette situation.

C’est évident dans le cas de base car le schéma initial est aligné sur [g;;n— g2}, donc les seules variables
apparaissant dans les domaines sont n et la variable liée par I'itération elle-méme.

Nous vérifions ensuite que toutes les régles préservent la propriété que les seules variables apparaissant
dans les domaines sont n et la variable liée par 'itération elle-méme. C’est trivial pour toutes les régles (car
elles n’affectent pas les domaines) exceptées UNFOLDING et Expansion. Dans le premier cas, 'expression
e peut contenir des variables liées; mais dans le contexte de la stratégie 7, c’est impossible car e est
justement restreint de sorte & ne pas contenir d’autre variable que n. Dans le deuxiéme cas, la stratégie
impose que EXPANSION ne peut réécrire p. que si n est la seule variable apparaissant dans e, ce qui assure
que nous avons bien la propriété. O

9.3 Termination

L’idée de la preuve est la suivante : comme pour les schémas réguliers, nous supposons qu’une branche in-
finie b est construite; puis nous montrons que ’ensemble {sL(v) | v est un neeud de b} (c.-a-d. I’ensemble
des schémas générés tout au long de la branche) est fini & un décalage preés (avec les extensions du littéral
pur et de la contrainte équivalente); ainsi la régle de bouclage est nécessairement applicable et donc la
branche est bloquée, d’oul une contradiction avec le fait qu’elle est infinie.

Par définition de sL, I’ensemble {sL(v) | v est un noeud de b} est égal a :

M) A /\ I &cgy|v est un neeud de b
leL(v)

La preuve consiste & montrer indépendamment que
{mg@) | v est un nceud de b}

{/\leL(V)l | v est un noeud de b}

{¢s(v) | v est un noeud de b}

sont finis & un décalage preés (propositions [9.31} [9.26|et [9.30| respectivement) puis & “recoller” ces résultats
grace au théoréme (plus particuliérement grace au corollaire [5.25]).

Proposition 9.6. Pour tout neud v de b, m, contient des itérations.

Preuve. En effet, si ce n’est pas le cas 7 termine trivialement (DPLL* n’est en fait que DPLL dans ce cas),
ce qui est contradictoire avec le fait que b est infinie. O

Par conséquent, dans toute la suite, nous ne considérons que des noeuds contenant des itérations.

9.3.1 Noceuds d’alignement

En fait, 'ensemble {sL(v) | v est un noeud de b} n’est pas fini & un décalage prés : nous devons nous
restreindre & un certain type de nceuds pour avoir effectivement cette propriété. Tout comme pour
les schémas réguliers (définition nous appelons ces nceuds des neeuds d’alignement. Nous aurons
alors effectivement la propriété : {sL(v) | v est un nceud d’alignement de b} est fini & un décalage prés.
Comme nous le verrons, toute branche infinie contient nécessairement une infinité de nceuds d’alignement
(proposition [9.15)). Donc la régle de bouclage s’applique nécessairement et ferme la branche, ce qui entre
en contradiction avec le fait qu’elle est infinie.

Dans cette section, nous définissons les nceuds d’alignement et étudions leurs propriétés. Le but est
uniquement de préparer le terrain pour la preuve principale (section . A partir de maintenant, s
est un schéma régulier imbriqué de parameétre n aligné sur [¢1;n — go] (c.-a-d. que toutes ses itérations
ont le méme domaine ¢; < i A4 < n — gy ou une formule équivalente a la variable i prés, et ou q1, ¢ € Z,
voir déf. et ¢ est un tableau de T-DPLL” dont la racine est étiquetée par (s, ).
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Definition 9.7 (Noeud d’alignement). Un neeud de t est un nceud d’alignement ssi il est irréductible par
Uétape 2 de la stratégie T.

Nous montrons que tout nceud d’alignement est aligné sur [g1;n — g2 — k| pour un certain £ € N
(proposition. Ce résultat est établi au prix de trois lemmes intermédiaires, correspondant & chacune
des trois étapes de la stratégie 7. Les résultats de cette section sont bien illustrés par 'exemple en
gardant & l'esprit que seule une branche infinie vérifie ces propriétés.

Lemma 9.8 (Etape 1). Soit n un neeud de b obtenu par application de Iétape 1 a un neeud v (c.-a-d.
Jusqu’a irréductibilité). Alors :

(i) Chaque itération de my(,) apparait dans mg,)

(ii) De plus, s’il existe des expressions e et f telles que v est aligné sur [e; f], alors cy) e < f.

Note. Un nceud v est aligné sur [e; f] ssi s(v) Dest.

Preuve. Seule CoNSTRAINT SPLITTING s’applique dans I'étape 1. Cette régle ne modifie pas le motif de
s(v) donc (i) est triviale. De plus si v est aligné sur [e; f], alors, par définition, toutes ses itérations ont
le méme domaine e < i A i < f, donc CONSTRAINT SPLITTING ne s’applique qu’une fois, générant deux
branches : une dans laquelle ¢,y = Ji(e < iAd < f), et donc ¢y = e < f, l'autre dans laquelle
cswy | Vi(me < i Ai < f), et ol toutes les itérations seront donc supprimées a 'étape 2, ce qui est
contradictoire avec la proposition O

Lemma 9.9 (Etape 2). Soit v un neud de t et n un neud obtenu par application de 'étape 2 a v, jusqu’a
irréductibilité. Si une itération I1;5m apparait dans mg(, alors il exviste m' tel que I1;5m’ apparait dans
ms(l,).
Preuve. Supposons qu’aucune itération de la forme IT;5m’ n’apparaisse dans mg(,). C’est donc que,
pour 'une des régles appliquées entre v et 7, la prémisse (ou plutot son instance sur laquelle s’applique la
régle) ne contient pas de motif de la forme II ;5 m’, mais que la conclusion contient bien un tel motif. La
seule régle de DPLL* qui a cette propriété est Expansion (et DEEP SPLITTING, qui modifie le domaine, mais
comme nous 'avons vu DEEP SPLITTING n’est jamais appliquée). Nous montrons donc qu’il est impossible
que 7 contienne une itération IT;5m’ introduite par EXpANSION.

Supposons qu’il existe une telle itération. Par définition de la régle et de la stratégie 7, § a néces-
sairement la forme an+q#n+¢ Ai =0, ot o € {0,1}. Nous avons alors deux possibilités :

e soit context(s(m')) = an + ¢ # n + ¢ est valide : dans ce cas, comme 7 est irréductible par
I’étape 2, il I’est en particulier par ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS; donc, comme ¢ n’apparait pas dans
m’ (en effet, ¢ est une nouvelle variable), ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS peut s’appliquer et remplacer
I'itération par m’, ce qui est contradictoire avec le fait que le noeud est irréductible ;

e sinon, =(an + q # n + ¢') est satisfaisable. Supposons que cette formule est méme valide, c.-a-d.
que an+q # n+q' est insatisfaisable, alors 'itération est vide donc ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS est
applicable, contradictoire avec le fait que le nceud est irréductible. Supposons donc que —an + q #
n + ¢’ est satisfaisable sans étre valide. Par conséquent, CONSTRAINT SPLITTING est applicable,
contradiction.

En conclusion, il est impossible d’avoir une itération II;5m’ introduite par Expansion en v. Par con-
séquent l'itération IT;5m provient nécessairement de la réécriture d'un certain II;5m’ apparaissant dans
v. O

Lemma 9.10 (Etape 3). Soit v un neud de t et n un neud obtenu par application de létape 3 a v,
Jusqu’a irréductibilité. S’il eviste des expressions f et g telles que v est aligné sur [f; g] et cso) FE f < g,
alors n est aligné sur [f; g — k] pour un certain k > 1.

Preuve. Soit k l'entier maximal tel que ¢y, = f < g — k + 1. D’aprés les hypothéses du lemme,
nous avons k > 1. Comme cy(,;) = f < g, UnroLpING (seule régle de I'étape 3) peut étre appliquée.
D’apres la définition de la stratégie 7, e (selon la notation utilisée dans la définition de UNroLDING)
est nécessairement la borne supérieure de l'itération. Comme v est aligné sur [f;g], cette borne est g.
Donc comme UnroLDING est la seule régle appliquée, toutes les itérations sont de la forme Hf:_jf "m ou
k" € N (obtenues en dépliant &’ fois une itération du nceud initial). Comme cette itération est issue de
'application de la régle, alors, par définition nous devons avoir ¢,y = f < g — &k + 1 donc k' < k.

Puisque I'itération est irréductible, nous devons avoir cy,) = f < g — k' d’ou k' = k. O
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Lemma 9.11. Si un neud d’alignement v est aligné sur [e; f], alors cy,) Fe < f.

Preuve. Notons v; le plus lointain ancétre de v tel que seule ’étape 2 s’applique entre v; et v. Notons vg
le plus lointain ancétre de vy tel que seule I'étape 1 s’applique entre vy et v. D’aprés la lemme [0.9] nous
savons que v est aussi aligné sur [e; f]. De méme d’aprés la lemme (i), nous savons qu’il en va de
méme pour vy. Donc, d’aprés la lemme (ii), csy) FF e < f. Tl est facile de voir que les conséquences
logiques d’une contrainte avant application d’une régle sont toujours conséquences aprés application (en
effet, seule la régle ConsTraINT SpLITTING modifie la contrainte, et la modification apportée est une
conjonction avec I'ancienne contrainte). Par conséquent nous avons aussi ¢,y = e < f. [

Nous obtenons enfin la propriété principale des nocuds d’alignement : tout noeud d’alignement est
aligneé (!)

Proposition 9.12. Tout neeud d’alignement v est aligné sur [q1;n — g2 — k] pour un certain k € N.
De plus, si v est l'ancétre d’un neud d’alignement n, alors il existe k' > k tel que n est aligné sur

[(J1§n— q2 — /f'].

Preuve. Nous montrons le premier résultat par récurrence sur le nombre de noeuds d’alignement au dessus
de v. Le deuxiéme résultat sera démontré en méme temps que le cas inductif. Tout d’abord, pour le
cas de base, c.-a-d. si le nombre de nceuds d’alignement au dessus de v est nul, alors le résultat est une
conséquence du fait que la racine est alignée sur [q1;n —¢2] et que les étapes 1 et 2 préservent 1’alignement
(d’apres les lemmes (i) et [9.9).

Dans le cas inductif, il existe un ancétre n de v qui est un noeud d’alignement. Par hypothése de
récurrence, 7 est aligné sur [g1;n — g2 — k] pour un certain k£ € N. D’aprés le lemme nous avons
csip) = @1 < n —qo — k. Donc les itérations sont alignées sur [g1;n — g2 — k], ainsi le nceud obtenu par
application de 1’étape 3 & n est aligné sur [¢1;n — g2 — k — k'], ¥ > 0, d’aprés la proposition De
plus les étapes 1 et 2 préservent l'alignement (d’aprés les propositions et , donc v est aligné sur
l[q1i;n — g2 — k — k'] O

Un noeud d’alignement aligné sur [q1;n — g2 — k] pour un certain k& € N est appelé un k-neud
d’alignement. D’aprés la proposition précédente, tout noeud d’alignement est un k-nceud d’alignement
pour un certain k£ € N. Notons que si le nceud ne contient pas d’itération, alors il est aligné sur n’importe
quel intervalle, donc c’est un k-nceud d’alignement pour tout k € N. Autrement k est unique.

En revanche pour tout k£ € N, il n’existe pas nécessairement de k-nceud d’alignement correspondant.
En effet, supposons que l'étape 2 s’applique sur le schéma p; A (A, pi) Apn&n > 1 : alors, durant
cette étape, la régle PROPOSITIONAL SPLITTING peut évaluer p; a true, c.-a-d. ajouter p; a I’ensemble de
littéraux; ExpansioN va alors remplacer p,, par /\i/|n;£1/\i’:() Dn; puis PROPOSITIONAL SPLITTING va faire
un branchement selon que n # 1 ou n = 1; dans le premier cas nous aurons donc n > 2 (car nous avions
déja n > 1), par conséquent la régle UnFoLDING peut s’appliquer deux fois et donc transformer le schéma
en p1 A ( /\?;12 Di) APn—1 ADn App&n > 1An # 1. Ainsi le nceud d’origine était un 0-noeud d’alignement
et le suivant est un 2-nceud d’alignement : il n’y a pas de 1-noeud d’alignement.

Nous pouvons en fait dire plus que la proposition précédente : tout noeud d’alignement est non
seulement aligné, mais en plus il est régulier imbriqué.

Corollary 9.13. Pour tout neud d’alignement v, s(v) est un schéma régulier imbriqué.
Preuve.

e La procédure ne peut pas introduire de nouveau paramétre : le seul moyen pour que les régles
puissent introduire un nouveau paramétre serait qu’elles suppriment une itération liant une variable
alors que le corps de l'itération contient toujours cette variable. Il est facile de voir que ce n’est
jamais le cas.

e L’aspect monadique est trivialement préservé (1’arité des propositions indexées n’est pas modifiée
par les régles).

e Les schémas restent & translation bornée tout au long de I'application des régles : en effet la seule
régle qui peut introduire de nouvelles expressions arithmétiques dans le schéma est UNFOLDIN(;& or

4En réalité, Reyn peut aussi introduire de nouvelles expressions via I’élimination des quantificateurs et la régle LINEARI-
SATION mais nous avons vu dans la preuve de la proposition @ que ce n’était pas le cas.
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I’expression en question est obtenue en remplagant une variable liée ¢ dans une expression e par une
expression de la forme n — g2 — k (car UnrFoLDING s’applique toujours sur un nceud d’alignement et
que ceux-ci sont alignés sur [q1;n — g2 — k] d’aprés la proposition . Comme le schéma est &
translation bornée, e a elle-méme la forme ¢ ou i + ¢, ot ¢ € Z. Dans un cas comme dans ’autre,
e[n — g2 — k/i] contient au plus une variable : n. Ainsi le schéma est toujours a translation bornée
aprés application de la régle.

e Enfin 'alignement est une conséquence triviale de la proposition [9.12

O

L’autre propriété importante des nceuds d’alignement est qu’une branche infinie contient nécessaire-
ment une infinité de nceuds d’alignement. C’est cette propriété qui justifie que nous puissions restreindre
notre raisonnement aux nceuds d’alignement.

Lemma 9.14. Chacune des étapes 1, 2 et 3 (prise indépendamment) termine.
Preuve.

e Etape 1: comme déja vu dans la preuve du lemme CONSTRAINT SPLITTING ne s’applique qu’une
fois, d’out le résultat.

e Etape 2 : aucune régle de I'étape 2 ne peut ajouter de littéral dans le schéma, donc ProposI-
TIONAL SPLITTING est appliqué une quantité finie de fois. Cette régle ajoute donc une quantité
finie d’éléments a lensemble de littéraux étiquetant le noeud, suscitant alors (au plus) autant
d’applications de Expansion sur chaque proposition indexée. Enfin CONSTRAINT SPLITTING NON
ENCADRE est appliquée autant de fois qu’il y a d’itérations ajoutées par EXPANSION.

e Etape 3 : seule UnroLDING peut étre appliquée et, pour pouvoir ’appliquer, la contrainte du neeud
doit assurer que les itérations ne sont pas vides. Or cette contrainte est constante tout au long de
Pétape 3 (car, justement, seule UNFOLDING peut étre appliquée), en revanche les itérations ne le sont
pas puisqu’elles sont toutes déroulées par UnrorpinGg. Comme la longueur des itérations décroit a
chaque application, la contrainte ne peut pas assurer indéfiniment que toutes les itérations ne sont

pas vides.
O
Proposition 9.15. Toute branche infinie contient une infinité de neuds d’alignement.
Preuve. Conséquence du lemme précédent. O

Enfin, la proposition suivante sera utile pour la démonstration de la proposition Elle permet en
plus de mieux saisir le comportement de la procédure.

Proposition 9.16. Pour tout neud d’alignement v de t, n n’apparait que dans le domaine des itérations.

Preuve. Supposons que v est un k-nceud d’alignement pour un certain £ € N. Il suffit de montrer qu’aucun
littéral de s(v) ne contient n. Pour ce faire, nous montrons qu’un tel littéral est toujours éliminé par la
procédure.

Soit donc ! un littéral de s(v) contenant n. Nous montrons alors que PROPOSITIONAL SPLITTING Vva
nécessairement ajouter I & L(v). Pour ce faire, il faut que [ apparaisse toujours dans s(v) et que ni [ ni
son complémentaire ne puisse apparaitre dans L(r). Nous montrons donc ces deux résultats :

e [ apparait toujours dans s(v). Contrairement aux apparences, ce n’est pas évident : [ peut apparaitre
dans s(v) sans apparaitre toujours, en effet [ peut apparaitre dans une itération (car, dans ce cas,
pour tout environnement p qui rend l'itération vide, (I), n’apparait pas dans (s(v)),). Comme v
est un noeud d’alignement, et d’aprés le lemme : Cs(w) F @1 < —q2 — k. Nous avons donc
I’assurance que les itérations ne sont pas vides. Dans les deux cas [ apparait bien toujours dans

s(v).
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e nil ni son complémentaire ne peuvent apparaitre dans L(v). Supposons que ¢a ne soit pas le cas.
Il existe donc dans L(v) un littéral I’ tel que, pour au moins un environnement p, ('), = (I),. Par
conséquent EXPANSION aurait réécrit [ en une itération exprimant 1’inégalité entre les indices de [
et de I’. Par conséquent CONSTRAINT SPLITTING NON ENCADRE aurait été appliqué et aurait soit
supprimé [, impossible puisque [ apparait dans s(v), soit ajouté une contrainte assurant justement
que (I'), # (1), quel que soit p, impossible puisque c’est justement ’hypothése initiale sur I’. Dans
les deux cas nous obtenons une contradiction.

Par conséquent PROPOSITIONAL SPLITTING est nécessairement applicable, donc I € L(v). Ainsi EXPANSION
peut éliminer [ de s(v). O

9.3.2 “Tracing” DPLL"

Rappelons que notre but est de prouver que les ensembles suivants sont finis & un décalage prés :

{/\IGL(V) [ | v est un neeud d’alignement de b}

{¢s) | v est un neeud d’alignement de b}

{ms@) | v est un noeud d’alignement de b}

Parmi ces trois taches, la plus difficile est la derniére. En effet elle nécessite une preuve par induction sur
la structure du motif initial : nous montrons de cette maniére que chaque sous-motif ne peut engendrer
qu’une quantité finie & un décalage pres de motifs, ce qui permet d’obtenir le résultat pour le motif initial.
Pour mener cette preuve a bien il faut définir “les motifs engendrés par un sous-motif”. Plus précisément,
il faut pouvoir suivre I’évolution d’un sous-motif & travers les applications des régles de DPLL* : celui-ci
peut étre déplacé, dupliqué, supprimé, un de ses sous-motifs peut subir les mémes transformations, etc.
Pour suivre ces transformation, nous définissons une version “tracée” de DPLL* : T-DPLL* (“T” pour
Tracé) ou chacun des noeuds de larbre est associé & un ensemble de positions associées au motif que nous
cherchions a tracer (initialement, la position est unique, mais, certaines des régles pouvant dupliquer les
motifs, il est possible d’obtenir plus d’une position).
Pour suivre un sous-motif, nous 'identifions par sa position dans le motif :

Definition 9.17 (Position). Comme d’habitude une position est un mot sur les entiers; les positions
d’un motif sont définis comme suit :

e ¢ est une position de tout motif;
e sip est une position dans un motif m, alors 1 - p est une position dans —m, /\i|5 m et \/i\5 m;

o soient deux motifs my et maq, et i € {1,2}; si p est une position dans m;, alors i-p est une position
dans m1 AN mg et m1 V mo.

Pour tout motif m et toute position p dans m, [m], est le sous-motif de m en position p, défini de fagon
habituelle.

Pour rappel (définition 7 nous notons p; < ps ssi p; est un préfixe (strict) de po. De plus, étant
donnés une position p; et un préfixe ps de py, nous notons py \ p1 le mot tel que ps - (p2 \ p1) = p1. Le
mot po \ p1 peut étre vu comme la position de py relativement au motif en position p;.

Nous pouvons maintenant présenter T-DPLL* qui est défini comme DPLL* mais en accompagnant
chaque noeud d’un ensemble de positions. Cet ensemble de positions désigne les sous-motifs que nous
souhaitons “tracer” : les régles sont étendues de sorte & modifier cet ensemble de positions. Ainsi les
positions aprés application des régles permettent de savoir ce que sont devenus les sous-motifs caractérisés
par les positions avant application. Nous donnons maintenant la définition formelle de T-DPLL" :

Definition 9.18 (T-DpLL*). Un tableau de T-DPLL* est défini comme un tableau de DPLL* dont tout
neeud v, en plus d’étre étiqueté par s(v) et L(v), est étiqueté par un ensemble de positions de my(,) noté
P(v). Les régles de T-DPLL* sont les mémes que celles de DPLL* en ce qui concerne s(v) et L(v). Il faut
Juste préciser leur comportement sur P(v). Pour cela, nous utilisons la notationp — py1 ...pn, v € N, qui
signifie que p est supprimé de P(v) et p1...py lui sont ajoutées, les autres positions restant inchangées.
Les régles sont les suivantes :
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e les regles de branchement laissent P(v) tel quel;

e pour les régles de réécriture autres que EXPANSION @ mous notons q la position du sous-motif qui
est réécrit. Alors la régle p — ... ne s’applique que si ¢ < p. Selon les régles, ces positions sont
modifiées de la facon suivante :

e pour ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS, 7égle par régle :

— Pour toutes les régles dont le membre droit est T ou L :
p—0

- PourmAT —=m, mVL—-m,elllm—m:

p—q-(1\(¢\p))

si p est la position d’un sous-motif de m
p—0

st p est la position de T ou L.

— Pourm/Am-—metmVm-—m:

p—q-(1\(¢\p))

st p est la position d’un sous-motif de l’occurrence gauche de m

p—q-(2\(¢\p)

si p est la position d'un sous-motif de 'occurrence droite de m.

® pour UNFOLDING :
p—q-1-(¢\p), ¢-2-1-(q\p)

e nous ne précisons pas le comportement de DEEP SPLITTING puisque cette régle n’est jamais
appliquée sur les schémas réguliers imbriqués.

e ExpaNSION laisse P(v) tel quel.

De fagon informelle, T-DPLL* ne fait que “suivre” le motif (suivant la notation utilisée par toutes
les régles), et ses sous-motifs. A la racine, P(v) contient en général une unique position p, repérant un
sous-motif m. A chaque noeud v, P(v) contient alors 'ensemble des positions qui correspondent a des
parties de la formule descendant de m (éventuellement aprés transformation).

Note. La stratégie 7, la notion de noeud d’alignement, ainsi que les lemmes associés s’étendent
naturellement & T-DPLL*.

Definition 9.19 (Décoration). Soient v un neud dans un tableav de DPLL* et p une position de Ms(r)-
Nous notons t le sous-arbre de racine v.

Nous appelons décoration de t par rapport & p, notée t,, larbre obtenu & partir de t en ajoutant a
Détiquette de v ’ensemble ne contenant que la position p (c.-a-d. {p}) et en remplagant chaque application
d’une régle de DPLL* par la régle correspondante de T—DPLL*E|.

Pour un descendant v’ de v et un motif m’, nous notons [ms(,,)]p«»t”; m' ssi il existe une position
p' € P(V') telle que m' = [my,)]p dans la décoration de t par rapport a p.

Example 9.20.

o Supposons que r1 A ((r2 A r3) A T) soit réécrit en r1 A (rg A r3) par ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS.
Dans ce cas le sous-motif auquel s’applique la réécriture est (ro Ars) AT qui est en position 2, donc
q = 2. Alors les positions évoluent de la fagon suivante :

e ¢ est inchangé car q £ €. De méme les positions 1 et 2 sont inchangées.

511 est évident qu’un tel arbre existe toujours, puisque les conditions d’application des régles ne sont pas modifiées.
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e Nous avons bien 2 -1 > 2, par conséquent la (deuziéme) réécriture de positions s’applique,
c-t-d. p—q-(1\(¢\p). Commeq=2etp=2-1,¢q\p=1 et donc 1\ (¢\p) =¢€. Par
conséquent 2-1 — q, c.-a-d. 2.

e Selon le méme raisonnement : 2-1-1—2-1et2-1-2—2-2.

e De méme 2 -2 peut se réécrire. Comme c’est la position de T, elle est en fait supprimée.

L’évolution des motifs est plus claire graphiquement (les sous-termes soulignés correspondent auz
positions de P(v)):
1 AN

7’2/\7"3 —>7’1/\ ’1"2/\7’3

ﬁ/\ ro A T3 —>T71/\ o A T3

L A TQ/\?“g — 7y A TQ/\Tg

1 A ((re Ars — 11 N (rog Ars

e A\ ((re Arsg — 11 AN (rog A T3

(( )AT) ( )
(( JAT) ( )
(( )AT) (ra Ars)
i A((r2 Arg) AT) =11 A(ra Ars)
((rg Ars) AT) (rg Ars)
((re AT3) AT) (ro A7)
(( )AT) ( )

e A ((re Arsg — 11 AN (rog Ars
n . Lt . n—1
e Supposons que m1 A \;_, i soit réécrit en ri A (rn, A \;_] 7i) par UNFOLDING. Dans ce cas le sous-
motif auquel s applique la réécriture est \!_, r; qui est en position 2, donc ¢ = 2. Alors les positions

évoluent de la fagon suivante :

7“1/\/\1 1r2—>r1/\(rn/\/\l 17“2)

1"1/\/\1 11"7%1"1/\(7’”/\/\1 1 7’2)
7"1/\/\?:1 ri—>r1/\(rn/\/\?;1 i)

7"1/\/\1 1rl—>r1/\(rn/\/\l 17"1)

Notons que dans le dernier cas la position génére deuzx positions distinctes, car la sous-formule
correspondante (r;) est dupliquée (puis instanciée) par la régle.

o Evidemment pour toute autre régle, quel que soit l'exzemple, les positions ne changent pas.

La proposition suivante montre tout I'intérét de T-DPLL*. Elle nous permet de caractériser ’ensemble
des motifs apparaissant & un noeud donné, ce qui est essentiel pour la preuve de terminaison :

Proposition 9.21. Soient un neud v et son fils n dans un tableau t de T-DPLL*. Soit un motif m en

position p dans my(,y. Alors, pour tout motif m’ tel que m«»;’p m

e soit m' =m,
e soit il existe une substitution o telle que m' = mo,
e soit m — m’ suivant l'une des régles de réécritures de DPLL”.

Preuve. Sila régle est une réécriture au dessus de p ou dans une position paralléle & p, ou si la régle laisse
P(v) tel quel, alors nous obtenons le premier cas. Si la régle appliquée est UNFOLDING et que la position
de m’ correspond a ¢-2-1-(q\ p), alors nous obtenons le deuxiéme cas. Enfin pour toute application de
ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS réécrivant m lui-méme ou 'un de ses sous-motifs, nous obtenons le troisiéme
cas. O

Le point important est que méme lorsque la régle appliquée est une réécriture au dessus de p la
transformation est une identité du point de vue de ~ . Sans T-DPLL”, nous serions incapable de relier
deux sous-motifs apparaissant dans des positions dlstlnctes avant et apres application d’une régle.

Enfin, la proposition suivante permettra d’appliquer 4 DPLL* les résultats obtenus avec T-DPLL*

Proposition 9.22. L’ensemble ne contenant que la position € est invariant par les régles de réécriture
ci-dessus.
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Preuve. Par inspection des régles. Comme une position n’est réécrite que si elle est un suffixe strict du
motif réécrit, € n’est jamais modifié. O

Corollary 9.23. Soient deuzx neuds v et n d’un tableau t de DPLL*. Si m est un motif tel que
M) ~>p m, alors m = M.

Preuve. Nous avons mg(,) = [Mg(,)]e. D’aprés la proposition précédente, pour tout m tel que my(,) MZ m,
m = [myy]e. Nous obtenons le résultat avec [m(y)le = M-

9.3.3 Preuve principale

Nous pouvons maintenant nous atteler aux démonstrations que :
{/\leL(n) I | n est un neeud d’alignement de b}

{¢s(n) | 7 est un neeud d’alignement de b}
{Ms(ny | n est un nceud d’alignement de b}

sont finis & un décalage pres, dans cet ordre. Dans toute la suite b est une branche infinie. Pour tout
k € N, nous notons vy le k-nceud d’alignement de b, s’il existe (si un nceud ne contenait pas d’itération,
la branche serait finie, donc tout noeud contient au moins une itération, donc vy est unique).

Littéraux

Dans le premier cas, nous montrons, comme pour les schémas réguliers, que la plupart des littéraux
deviennent purs. De plus I’ensemble des littéraux non purs est fini & un décalage prés. Soit p le plus
grand entier naturel apparaissant dans s (dans une borne ou dans un indice, précédé d’un “—" ou pas,
exactement comme en section .

Lemma 9.24. Soit un neud v de t. Tout littéral de sL(v) dont lindice est un entier apparait dans le
schéma initial.

Preuve. Nous montrons qu’aucune régle de DPLL” ne peut introduire de littéral dont I’indice est un entier
(le résultat final est ensuite facilement obtenu par récurrence sur la longueur de la dérivation). C’est
évident pour toutes les régles exceptée UNroLDING qui effectue une substitution et peut donc transformer
une variable en un entier. Cependant cette régle n’est appliquée que juste aprés un nceud d’alignement.
Or nous savons d’aprés la proposition qu’un neeud d’alignement est aligné sur [g1;n — g2 — k|, pour
un certain k € N. De plus la stratégie 7 impose que seul le dernier rang soit déplié, c.-a-d. n — ¢z — k.
Comme nous pouvons le constater cette expression contient n. De plus les indices des littéraux contenus
dans une itération ont tous la forme ¢ ou 7 4+ ¢ pour un certain ¢ € Z. Dans le premier cas, UNFOLDING
peut effectivement sortir un littéral dont 'indice est un entier, mais, dans ce cas, ce littéral apparait déja
dans le schéma initial puisqu’il apparait dans l'itération. Dans le deuxiéme cas, la substitution opérée
par UNFOLDING ne peut pas introduire de littéral dont I'indice soit un entier. O

Lemma 9.25. [] existe kg € N tel que, pour tout k > kg, et tout littéral | de vy : si Uindice de l a la
forme n+q ot g & [—21 — k; 21 — k], alors I est pur dans sL(v).

Note. Ce lemme est trés proche des lemmes [6.25] [6.26] et [6.27]

Preuve. Soit un littéral I de v;. Tout d’abord notons que [ est nécessairement pur dans L(vy), c.-a-d.
que son complémentaire ne peut pas apparaitre dans L(vg) : en effet il s’agit d’une des conditions de
PROPOSITIONAL SPLITTING pour que [ ait pu étre ajouté a cet ensemble. 1l faut donc uniquement vérifier que
[ est pur dans s(vg). De plus, d’aprés la proposition nous savons que s(v) ne contient aucun littéral
dont I’indice contient n. Par ailleurs, comme un noeud d’alignement est irréductible par PROPOSITIONAL
SPLITTING, EXPANSION et ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS, $(¥) ne contient méme aucun littéral dont U'indice
est un entier. Donc les seuls littéraux restant sont des littéraux dont l'indice contient une variable liée
par une itération. Ainsi pour vérifier qu'un littéral est pur, il suffit de vérifier que son complémentaire
n’apparait pas implicitement dans les itérations (qui, rappelons-le sont alignées sur [q1;n — g2 — k]).
Notons n + ¢, ¢ € Z, l'indice de [. Supposons que le complémentaire de [ apparaisse implicitement
dans une itération, par conséquent, il existe un littéral apparaissant dans une itération dont I'indice a la
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forme i + ¢/, ot i est la variable liée et ¢/ € Z, et tel que g = —q2 — k + ¢'. Or —q2 + ¢’ < 2u, donc si
q > 2u — k alors [ est pur.

Nous montrons ensuite que si k est suffisamment grand nous ne pouvons tout simplement pas avoir
q < —2p — k. Soit [ un littéral de cette forme. Vues les restrictions de la stratégie 7, [ n’a pu étre ajouté
a L(vg) que 8’1l apparait explicitement. C’est donc soit un littéral du schéma initial, soit un littéral qui
a été ajouté par une régle. Il est facile de voir que la seule régle ajoutant des littéraux est UNFOLDING.
Or les littéraux ajoutés par cette régle ont un indice de la forme n — g2 — k + ¢/, ou ¢’ € Z est tel qu’il
existe un littéral d’indice ¢ + ¢’ dans une itération. Il est clair que nous avons —qs — k + ¢ > —2u — k,
donc [ ne peut pas avoir été introduit par UnroLDING. Ainsi c’est nécessairement un littéral du schéma
initial. Dans ce cas, il suffit de prendre k suffisamment grand (ce qui donne implicitement la valeur de
ko) pour s’assurer que tous les littéraux du schéma initial aient un indice tel que ¢ > —2u — k, et nous
n’avons effectivement plus aucun littéral tel que ¢ < —2u — k. [

Proposition 9.26. {/\ZGL(V) 1| v est un neud d’alignement de b} est fini & un décalage prés avec lextension
du littéral pur.

De plus, il existe kg € N tel que, pour tout k > kg, toute expression apparaissant dans un littéral non
pur de /\leL(Vk)l ala formen —q—k, o q € [—2u;2p].

Notons que le deuxiéme résultat est une conséquence triviale du fait que les nceuds d’alignement sont

alignés (proposition [9.12)) et de la proposition

Preuve. Cela revient a prouver que :

{A i1eLw) 1| v est un nceud d’alignement de b}

! non pur

est fini & un décalage prés. Montrons que la suite (L) ey est finie & un décalage prés, ou Ly, £ A leL(m) 1

! non pur
Dans la suite, X! désigne la conjonction des littéraux de vy dont l'indice est un entier. De plus,

pour tout symbole de proposition p apparaissant dans le schéma d’origine et tout ¢ € [—2u;2u], nous
définissons les suites :

de g Sl pp—g—r € L
Ki(p,q) def {pn q—k ?pn q—k (Vk)
T sinon
of | T Pn_g— Si Wp_g—r €L
K%(p,q) d_f{ Pn—q—k 1 Pn—q—k (Vk:)
T sinon

o k > ko (ko est celui du lemme [9.25)). Alors, d’aprés les lemmes et pour tout k > ko:

Aerwo L =K' A \NKi(p.a) AKE(p, )

[ non pur P,q

Or pour tous p et g, les suites K3 (p, q) et K3 (p,q) sont clairement finies & un décalage prés. Comme
p et g appartiennent & des ensembles finis, nous pouvons appliquer successivement le corollaire (le
fait que ¢ appartienne & un ensemble fini justifie le fait que cette application successive soit finie et le fait
que nous puissions appliquer le corollaire), ainsi : A, , (K2(p,q) ANK3(p,q)) est fini & un décalage pres.
Par suite ! A No.q K2 (p,q) A K3 (p,q) est aussi fini a un décalage prés. D’out le résultat. O

Contraintes

Nous montrons maintenant que {cs,) | 7 est un nceud d’alignement de b} est fini & un décalage prés
par l'extension de la contrainte équivalente. Le premier lemme assure que nous n’avons pas besoin
de tenir compte de la contrainte initiale car elle est redondante a partir d’un certain rang (ce qui est
particuliérement utile car nous n’avons aucune controle sur la forme de cette contrainte).

Lemma 9.27. Notons c la contrainte du schéma initiale. Alors cy,), c.-a-d. la contrainte du nceud
v, peut s’écrire ¢ A ci, ol ¢y, est la conjonction des contraintes ajoutées par DPLL*. Nous avons alors le
résultat suivant :

Il existe q1...q € N et ko € N t.q. pour tout k > ko, (q1|nV ... Vq|n) Aex E c.
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Preuve. D’aprés le lemme et la proposition : Cs(vy) F @1 < n—qo— k. En observant les preuves
de ces résultats, il est clair que nous avons plus précisément ¢, = ¢ < n — g2 — k (c.-a-d. la contrainte
initiale n’a pas d’influence sur ce résultat) et donc n > ¢1 + g2 + k.

Par ailleurs, la contrainte initiale, par élimination des quantificateurs et mise sous forme normale
disjonctive, est une disjonction de formules arithmétiques de la forme g|n A ¢’ < n ou gln An < ¢ ou
gnANg <nAn<q” onqg,q" €Z, qe N Or, toute formule de la forme n < g est en contradiction
avec n > q1 + g2 + k si k est suffisamment grand; ce qui est impossible car la branche serait alors fermée,
donc il n’existe pas de telle formule. D’autre part, toute formule de la forme ¢ < n est conséquence de
n > q+ qa + k si k est suffissamment grand. Ainsi seule la disjonction de toutes les formules de la forme
g|n dans la contrainte initiale n’est pas conséquence de la ¢i. Cette disjonction nous donne les ¢1, ..., ¢
permettant d’obtenir le résultat. O

Une conséquence de la terminaison de I’étape 3 (proposition [9.15), est que pour tout k, cs(,,) = ¢1 <

n—gqs —k— k' pour un certain ¥’ € N (autrement, I’étape 3 déroulerait indéfiniment toutes les itérations).
Le lemme suivant dit qu’il existe une borne pour ce k', indépendante du neud considéré.

Lemma 9.28. [] existe kK € N tel que pour tout neud d’alignement vy tel que k > ko, ot ko est celui du
lemme précédent : cy(,,) Fq1 <0 —q2 —k — K.

Preuve. Sans perte de généralité, supposons que kg soit suffisamment grand pour que v ne soit pas le
premier noeud d’alignement. Par conséquent v, a au moins un ancétre qui est un noeud d’alignement.
Soit k' € N tel que v soit le plus proche de ces ancétres. Nous analysons la fagon dont DPLL* ajoute
des contraintes entre vy et vi. Seules CONSTRAINT SPLITTING ENCADRE et CONSTRAINT SPLITTING NON
ENCADRE peuvent ajouter des contraintes. Comme v, est un k-nceud d’alignement, nous savons déja
que CONSTRAINT SPLITTING ENCADRE (appliqué lors de ’étape 1 entre vy et vy) a introduit la contrainte
g1 < n—qy — k. Par ailleurs, Exransion peut introduire des itérations dont le domaine a la forme
e # f ANi = 0, donc CONSTRAINT SPLITTING NON ENCADRE peut introduire des contraintes de la forme
e= foue#f.

Considérons d’abord le premier cas. e et f ont chacun la forme n+q ou ¢, ot ¢ € Z. Si les deux ont la
méme forme alors e = f est trivialement valide ou insatisfaisable. Si e = f est valide, alors la contrainte
n’est pas modifiée. En revanche si e = f est insatisfaisable alors la contrainte devient insatisfaisable et le
neeud est clos, ce qui est impossible car la branche est infinie. Reste le cas ot e et f ont tous deux une
forme différente : si 'un a la forme n + ¢ et 'autre est un entier ¢’, alors e = f équivaut a n = ¢’ — q.
Dans ce cas la contrainte revient a donner une valeur a n. Donc la branche est trivialement finie (DPLL*
va appliquer UNFOLDING jusqu’a ce que ce nous obtenions la formule propositionnelle correspondant a la
valeur de n, puis, comme nous avons une formule propositionnelle, la terminaison est triviale), ce qui est
impossible.

Contrairement au cas e = f, le cas e # f peut modifier la contrainte. Nous pouvons avoir p.ex.
q1 # n — qz — k, et alors la contrainte entraine ¢ < n — g2 — k — 1. Donc si CONSTRAINT SPLITTING
NON ENCADRE introduit les contraintes ¢y Zn —qa —k, ¢t #n—qgo—k—1, ¢1 #n — g2 — k — 2, etc.
alors il n’existe pas de k ayant la propriété voulue (et, vu le raisonnement effectué, c’est la seule fagon de
contredire la propriété). Notre but est donc de montrer que nous ne pouvons pas avoir ¢; # n — gz — k,
G #En—q—k—1,q1 #n—qs —k— 2, etc., c.-a-d. qu’il existe x tel que pour tout ¥’ € N tel que
g1 #n—qx—k— k', k' < k. Nous ne pouvons avoir une telle divergence que si e a la forme n + g pour
un certain ¢ € Z et f est un entier, ou réciproquement (en effet dans les autres cas la contrainte ajoutée
est soit valide, ce qui ne modifie pas les conséquences logiques de la contrainte, soit insatisfaisable, ce qui
est impossible car la branche est infinie). Par définition de Expansion, e et f sont les indices d’un littéral
de s(n) et d’un littéral de L(n), respectivement, ot n est un neeud compris entre vy et v,. Comme tous
les littéraux dont l'indice est un entier sont éliminés dés le premier nceud d’alignement, le cas ou e est
un entier n’est pas a considérer. Donc e a la forme n + ¢, ¢ € Z. Ainsi, toute contrainte ajoutée a la
forme n + ¢ # f, ce qui équivaut & ¢ #n — g2 —k — (f —q¢—q1 — k — g2). Nous voulons donc majorer
f—q—q1 — k — ¢o. Le littéral dont e est 'indice provient nécessairement du dépliage d’une itération de
viy (c’est la seule fagon d’introduire un littéral et les littéraux du schéma initial ont été éliminés avant
vgr). Comme les itérations de vy sont alignées sur [q1;n — g2 — k'] et qu’aprés dépliage, elles sont alignées
sur [qi;m—q2 — k] : —qa —k —p < ¢ < —g2 — k' + p. Par ailleurs f est compris entre —p et p. Donc :
f—-a—qa—-k—q@<pt+(@g+k—p) —qg—k—q,c-ad. f—qg—q1 —k— g2 < —¢q1. Nous posons donc

def

1 k= —q + 1.
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n—qs—k—k,donc ¢y, ) Fqr <n—q2—k— k. O

Donc nous avons au plus ¢, ) = ¢1 <7 — g2 —k — x+ 1, mais il est impossible d’avoir c,(,,) = ¢1 <

Corollary 9.29. Soient v un neud d’alignement tel que k > ko (0w ko est celui du lemme et vy
le descendant le plus proche de vy qui soit un neud d’alignement, alors :

(i) K — k <k (o0 K est celui du lemme précédent).

(#) de plus si n est un neud compris entre vy, et vy, Uindice de tout littéral de s(n) a la forme
n—qg—k+qot—r—pu<qg<upu.

Preuve. (i) D’aprés le lemme précédent : cy(,,) & ¢1 < n—q2 —k — k. Par conséquent I’étape 3 appliquée
a v, va dérouler les itérations au pire & fois. Le schéma obtenu alors sera aligné sur [q1;n — g2 — k — K].
D’aprés les lemmes [9.§] et [0.9] 'alignement ne change pas durant les étapes 1 et 2, par conséquent vy
est aussi aligné sur [g1;n — g2 — k — k] au pire. Comme par ailleurs il est aligné sur [¢1;n — g2 — k'] par
définition, nous obtenons le résultat.

(ii) Tous les littéraux ajoutés entre vy et vy proviennent des dépliages de I’étape 3 : tout indice e
d’un littéral provenant du dépliage d'un rang 7 est de la forme n — g2 — i+ q ot —pp < ¢ < pu. Comme
tous les rangs entre vy et vy sont dépliés, nous avons de plus : k < i < K/, et donc, d’aprés le résultat
(i), k <i < k+ k. Dot le résultat. O

Proposition 9.30. {c,(,) | v est un neud d’alignement de b} est fini a un décalage pres avec lextension
de la contrainte équivalente.

De plus il existe kg € N tel que, pour tout k > kg, toute expression contenant n apparaissant dans
Cs(vy) (modulo équivalence entre contraintes) a la forme n —qz —k+q, ot —k — p < q < .

Preuve. D’apreés le lemme [0.27] la contrainte initiale ne pose pas de probléme car elle est redondante &
partir d’un certain rang, excepté les atomes de la formes g|n. Or, pour tout ¢ € N, ¢g|n est équivalent a
q|(n — q), et donc, par récurrence, a q|(n — [%]q) Nous pouvons donc écrire cette formule sous la forme

ql(n—k+ (k- f%]q)), nous avons alors : k — [EM < g. De plus ¢ est inférieure au maximum des ¢’ tels
que ¢'|n apparait dans la forme normale disjonctive sans quantificateurs de la contrainte initiale. Ainsi
tout atome de cette forme est équivalent & un atome de la forme ¢|(n — k + ¢’) ot ¢ appartient & un
ensemble borné indépendamment de k. Donc la suite (¢|(n — f%]q)) ken est finie & un décalage prés. 11
en va donc de méme de la contrainte initiale.

Ensuite, seule CONSTRAINT SPLITTING introduit des contraintes. Comme nous ’avons déja vu, Con-
STRAINT SPLITTING ENCADRE ajoute des contraintes de la forme : ¢ < n — g2 — k (comme déja vu,
g1 > n — g2 — k est impossible car il n’y aurait alors plus d’itération et la branche serait finie). Donc la

suite des contraintes ajoutées a la forme suivante :

G <n—q—k
g <n—qg-—kAqg<n—qg-—k
a<n—@g-kAag<n—g@g-kAqg<n-—qg-—Fks

qui se raméne, comme ki < ko < k3 < ... et en utilisant I’extension de la contrainte équivalente, & :

G1<n—q—k
g <n—q—k
g1 <n—qy— k3

qui est clairement fini & un décalage prés. De plus, dans toute contrainte de cette forme, la seule expression
contenant n est de la forme n — g2 — k (utile pour la deuxiéme partie du résultat).

Nous nous focalisons maintenant sur les contraintes ajoutées par CONSTRAINT SPLITTING NON ENCADRE.
Soient v, un nceud d’alignement et vy le plus proche descendant de v, qui soit un nceud d’alignement.
Comme déja mentionné dans la preuve du lemme les seules contraintes ajoutées par CONSTRAINT
SPLITTING NON ENCADRE entre v, et vy, sont issues des itérations introduites par ExpansioN dans un noeud
7. Donc ces contraintes ont la forme e x f, ou x € { =, #}, e est I'indice d’un littéral de s(n) et f l'indice
d’un littéral de L(n). D’aprés le corollaire ealaformen—q—k+qou —k—p<qg<pu Soit f
contient n, soit c’est un entier.



120 CHAPTER 9. REGULARLY NESTED SCHEMATA

Considérons d’abord les contraintes de la forme ex f ou f contient n. Alors f a la forme n+q, g € Z.
Or e a la forme n + ¢’, ¢ € Z. Par conséquent e x f = g ¢’. Donc cette contrainte est triviale, c.-a-d.
valide ou insatisfaisable. Elle ne peut pas étre insatisfaisable car la branche serait alors fermée. Ainsi
toutes les contraintes de ce type présentes dans la branche sont équivalentes & T, donc I’ensemble de ces
contraintes est fini.

Ensuite, pour les contraintes de la forme e x f ot f est un entier, nous distinguons les cas ol x est =
ou #. Si c’est une égalité, alors la contrainte revient a donner une valeur a n et, comme nous ’avons déja
vu, la terminaison est triviale dans ce cas, ce qui est contradictoire avec le fait que la branche est infinie.
Enfin nous montrons que ’ensemble des contraintes de la forme e # f ou f € Z est fini & un décalage
prés. Pour tout k£ € N, nous posons :

s N e#f

(e#£F)€cutuy)

e contient n
fEZ

et pour tout k > ko (ou kg est celui du lemme ,tout g € Z t.q. —k — < q < p et tout ¢’ € Z t.q.
—u < ¢ < p, nous posons :
Di(g,q) aet | —q2—k+q#q  sicette formule apparait dans c,(,,)
R T sinon

D’aprés le lemme [9.24] nous avons —p < f < p et d’aprés le corollaire si k > kg alors e a la forme
n—qgy—k+qou —k —pu < g < p. Donce il est clair que pour tout k > kg :

=N Duad)

—k—p<q<p
—u<q' <p

Or pour tous g et ¢', la suite Dg(q, ¢’') est clairement finie & un décalage prés. Comme ¢ et ¢’ appartien-
nent & des intervalles finis, nous pouvons appliquer successivement le corollaire (le fait que q et ¢’
appartiennent & des ensembles finis justifient le fait que cette application successive soit finie et le fait
que nous puissions appliquer le corollaire), ainsi : A_x—u<q<u Di(g,q’) est fini a un décalage prés. De

—p<q'<p
plus, toutes les expressions ont bien la forme voulue, ce qui permet de conclure. O]

Motifs

Nous montrons enfin que {m,(,) | n est un nceud d’alignement de b} est fini a un décalage prés. C’est
seulement ici que la version “tracée” de DPLL* est utile : la preuve se fait par induction sur le motif du
schéma initial. C’est aussi la partie la plus intéressante et originale de la preuve.

Proposition 9.31. {mq,) | v est un neud d’alignement de b} est fini a un décalage pres.
De plus, pour tout k € N, toute expression contenant n et apparaissant dans m,, est égale a
n—qs —k.

Preuve. Nous montrons ’énoncé suivant, plus général :

Pour toute position p du schéma initial, I’ensemble :

{m | [ms@)lp~1, m, v est un neeud d’alignement de b}

est fini a un décalage prés (t, désigne la décoration de t par rapport & p, voir déf. ,

Nous obtenons ensuite le résultat voulu en appliquant le corollaire La preuve de I’énoncé se fait
par induction sur la structure de mg(,) : soit un sous-motif m de Mg(,) en position p, nous montrons que

I’ensemble :
{m' | m~¥ m/, v est un nceud d’alignement de b}

est fini & un décalage prés. Pour tout motif m’ tel que m~y m’, m’ est le fruit de multiples trans-
formations appliquées & m. D’aprés la proposition [0.21] ces transformations peuvent étre les suivantes



9.3. TERMINATION 121

1. identité,
2. réécriture de m ou d’un sous-motif de m,
3. substitution d’une variable par une expression arithmétique.

u n nc une influence sur motifs présen ue m~»y m'. us montron; n
Seuls les cas[2| et |3|ont donc une influence sur les motifs présents tels que ¥ m/. Nous montrons donc
que la combinaison de ces transformations ne ménent qu’a un ensemble fini de schémas.

Nous raisonnons donc par induction structurelle sur m(,) : soit un sous-motif m de m(,).

e Si m est un littéral d’indice e. Seule la régle ExpansioN peut réécrire m, et elle ne s’applique —
par définition de la stratégie 7 — que si e ne contient pas de variable liée. Nous faisons donc la
distinction entre le cas ol e ne contient pas de variable liée et le cas ol e contient une variable liée
i.

e Si e ne contient pas de variable liée, alors ExpansioN peut s’appliquer. Dans ce cas, le lit-
téral apparait explicitement dans le motif (car les itérations ne sont pas vides, suivant le
méme raisonnement que dans la preuve de la proposition donc PROPOSITIONAL SPLIT-
TING est applicable. Comme PROPOSITIONAL SPLITTING est aussi dans l'étape 2, cette régle
va donc s’appliquer avant le prochain nceud d’alignement. Par conséquent, & moins que le
littéral n’ait déja été supprimé, ExpansioN englobera m dans une itération dont le domaine
est e # e Ai = 0. Evidemment, ce domaine est insatisfaisable, par conséquent ALGEBRAIC SIM-
PLIFICATIONS va s’appliquer et remplacer le littéral par T ou L selon l'itération (et si d’autres
itérations englobant m ont été insérées entre temps, alors elles seront supprimées par Con-
STRAINT SPLITTING, éventuellement en combinaison avec ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS). Ainsi les
seuls motifs générés au noeud d’alignement suivant sont T ou L. Donc I'ensemble des valeurs
possibles est fini.

e Si e contient une variable liée 7. Alors EXPANSION ne peut pas s’appliquer, donc seule UNFOLDING
le peut. Cette régle va donc substituer une variable par une expression f, et, d’aprés la
définition de la stratégie 7, cette expression est la borne supérieure des itérations. Or cette
régle ne s’applique que durant I'étape 3, dans laquelle toutes les itérations ont pour borne
supérieure une expression de la forme n — g — k pour un certain k € N. Par conséquent f a
la forme n — g — k et 'expression e ne contient que la variable n, ainsi nous nous retrouvons
dans le cas précédent.

e Sim=mynmg,oun e {\,A}. Toute transformation sur m est le résultat d’une ou plusieurs des
transformations suivantes :

e une transformation sur m; produisant m/,

e une transformation sur msy produisant m),

e une transformation a la racine produisant soit mj, soit m/ (car la seule transformation appli-
cable a la racine est ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS, dont nous voyons facilement qu’elle ne peut
que supprimer un des conjoints),

e une application d’une substitution o.

L’application d’une substitution est directement traitée par induction, donc tout schéma issu de m
a 'une des trois formes suivantes :

’ ’
o M) 1Imy ot iy ~y My et ma~y My,
/ N v’ /
e mj ol my~wy My,
[P v
® mjy ol My ~y M.

Alors, par hypothése d’induction l'ensemble {m} | m; «»?P/ m}} est fini & un décalage prés, de
méme que {m} | ms «»;’; mh}. De plus {m}jnm} | my «»,‘5’; mi et mo v,‘{; mb} est fini & un décalage
prés grace au corollaire 5.25] En effet, les conditions d’applications de ce corollaire sont bien
vérifiées : comme nous ne considérons que les nceuds d’alignement, nous savons que m} et m),

sont alignés et que, de plus, n n’apparait que dans les bornes des itérations (d’aprés la proposition
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9.16)); par conséquent, toutes les expressions contenant n sont exactement les mémes, donc les

oy . . P ’ 2 4 !
conditions d’applications sont vérifiées. Par conséquent : {m} | mi~y mi}U {mj | ma~y msy} U

’ / PN 4 N . 1
{mjimj [ mi~§ my et mo~y my} est fini & un décalage prés ce qui permet de conclure (I'union
finie d’ensembles finis & un décalage prés est trivialement finie & un décalage prés).

. —g2—k - s .
e Sim =1ILZ"""m;, Il € {\/, \}. Comme dans le cas précédent, la réécriture d'un sous-motif ne
. . —go—k . ’ . . . .
peut mener qu’a un motif de la forme IT;Z ™*™"mj ot m; ~¢ mj. L’application d'une substitution o
n—qz2—k
i=q
bsti . . < Tn—qa—k i / " v
ne substitue n, cette expression est égale a I, mfjo. Enfin, comme mjo € {m{ | mi~% m{},
l=q1 r

cette derniére forme est en faite incluse dans la forme

engendre donc un motif de la forme (IT m})o. Mais, comme aucune substitution appliquée a m

n—qz:—k
Hi:Ql

m} ol my vt”[: mj.

Il reste a tenir compte de la réécriture de m lui-méme. Seules ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS et UNFOLD-
ING peuvent réécrire m. Dans le cas de ALGEBRAIC SIMPLIFICATIONS, il ne s’agit que de réécritures
qui terminent trivialement. Donc nous nous focalisons sur UnroLpiNG. Dans ce cas, aprés plusieurs
applications, m peut étre transformé en :

—q1—k—
mi .. nmf oI m)

Or, d’apres le corollaire [9.29] I est borné indépendamment de k. Par conséquent, m ne peut étre
déplié indéfiniment. De plus, chacun des mf!, ..., m/ sont tels que m; '\»t”; mit, .. my «»}5’; m!. De
méme mq vt”; m}. Par conséquent tous ces motifs appartiennent & un ensemble fini & un décalage
prés par hypothése d’induction. Comme dans le cas précédent, nous pouvons appliquer (I fois) le

corollaire [5.25] car le motif est aligné et n n’apparait que dans les bornes des itérations.

O

Recollement

Corollary 9.32. {sL(s(v)) | v est un neud d’alignement de b} est fini a un décalage prés, avec les
extensions du littéral pur et de la contrainte équivalente.

Preuve. 11 suffit d’appliquer le corollaire aux résultats des propositions [9.26] [0.30] et [0.31] Dans
chacun des cas toutes les expressions contenant n ont la forme n — k — g ot ¢ appartient & un intervalle
dont les bornes sont indépendantes de k. Ceci justifie donc 'application du corollaire. O

Theorem 9.33. DPLL" avec la stratégic T termine pour tout schéma régulier imbriqué.

Preuve. D’aprés le corollaire précédent, ’ensemble des schémas générés dans une branche infinie b est fini
a un décalage prés avec les extensions du littéral pur et de la contrainte équivalente. Par conséquent la
régle de bouclage s’applique nécessairement & un moment donné, contredisant alors le fait que la branche
est infinie. DPLL” ne peut donc pas générer de branche infinie dans ce cas. O

Annexe

9.A Transformation Into Regular Schemata

Nous venons de démontrer la complétude d’une classe de schémas contenant des itérations imbriquées
grace & DPLL*. Dans [ACPI0D], nous esquissons des extensions possibles de la preuve a des sous-classes
plus larges, p.ex. des schémas non alignés. Plus précisément, nous autorisons qu’une variable liée soit
utilisée dans la borne d’une itération : il devient possible p.ex. d’exprimer A, \/;ill i V qj.

Nous ne présentons pas ces résultats ici, car cela complique encore la preuve de terminaison. Il est
en fait plus simple d’obtenir la décidabilité pour de tels schémas en les traduisant en schémas réguliers.
Dés lors, la décidabilité des schémas réguliers permet de conclure quant a la complétude de cette classe.
Nous définissons la nouvelle classe, appelée classe des schémas mono-liés : Cette classe est plus générale
que celle des schémas réguliers imbriqués.

Definition 9.34. Un schéma est mono-lié ssi :
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e il a au plus un paramétre (noté n par la suite);

e chacun de ses atomes est de la forme pq nisitq,, 0U © est une variable liée, qi1,q2 € Z et § €
{ - ]-v 07 1}:

Y 55
e chacune de ses itérations est de la forme Hgi”fr I+
=q3n+qa

etde{—1,01}

m, ol j est une variable liée, q1,q2,q3,q94 € Z

Cette classe présente deux restrictions principales : les littéraux sont monadiques, et toute expression
arithmétique contient au plus une variable liée (d’ott le nom “mono-li¢”). De plus le coefficient de cette
variable ne peut étre supérieur & 1 (en effet nous savons d’aprés les résultats esquissés en section
qu’il est facile de prouver 'indécidabilité si une variable liée peut étre multipliée par 2 dans un indice,
voir théoreme m (i)). Tout schéma régulier est clairement mono-li¢, de méme que tout schéma régulier
imbriqué.

Example 9.35. Les schémas sutvants sont mono-liés mais pas réguliers imbriqués :

e A i : le schéma n’est pas régulier imbriqué il n’est i 1 lation borné '
ie1 Pnti - D g qué car il n’est pas & translation bornée, puisque nous
ajoutons i a n;

o \ilipiA \/?:Jrl1 —-p; : le schéma n'est pas aligné;

. /\Zzzn pi ANV, —p; : le schéma est aligné mais pas sur un intervalle de la forme [gi;n — 2] o
q1,92 € Z7

o A\, \/;:1 p; = q; : le schéma n’est pas aligné, la borne supérieure de l'itération a lintérieur
dépend d’une variable liée.

Les schémas suivants ne sont pas mono-liés (et, a fortiori, pas réguliers imbriqués) :
e le principe des pigeonniers (ememple n’est pas mono-lié car il n’est pas monadique;
o Al_ipi A /\é:1 q; : il y a deux paramétres;
o NI p2 : i est multiplié par 2;

e A, \/?:1 Vit pi = qn : la borne supérieure de Uitération la plus & Uintérieur contient deux
variables liées.

Nous renvoyons le lecteur & [ACPI10d| pour la présentation d’un algorithme permettant de traduire
tout schéma mono-lié en un schéma régulier équivalent pour la satisfaisabilité.
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cHAPTER 10

Related Works

A notre connaissance, il n’existe pas de travaux en déduction automatique traitant explicitement des
schémas de formules. Comme nous I'avons dit dans 'introduction, la notion de schéma a longuement
été étudiée en logique [Cor06]. Le sens donné aux schémas dans ces travaux est adapté a une descrip-
tion abstraite du concept, mais trop général pour permettre I'automatisation. Ces travaux sont donc
intéressants sur le plan conceptuel, mais sont trés éloignés de la fagon dont nous utilisons les schémas.

Dans [KPS8S]|, [Ore91] la notion de “proof schema” est explicitement utilisée, aussi appelée “proof skele-
ton”. Cependant il ne s’agit que d’'un homonyme : ces schémas de preuve n’ont rien & voir (hormis
conceptuellement) avec notre sujet : d’une part, il ne s’agit pas de schémas itérés, d’autre part, il n’est
pas question dans ces travaux d’automatiser le raisonnement. En effet dans ce contexte, les schémas de
preuve ne sont qu'un outil permettant d’obtenir des résultats sur la taille des preuves.

Nous mentionnons aussi la “schema logic” [Fef96, [FS00], qui, 1a aussi, n’a de commun avec notre
travail que le nom : les schémas considérés sont des schémas d’axiomes. Le but n’est pas de raisonner
avec ces schémas, et encore moins d’automatiser un quelconque raisonnement. Ces schémas sont utilisés
dans le but d’ajouter de nouveaux axiomes & l'arithmétique.

En revanche de nombreux travaux sont proches des schémas de formules sans pour autant mettre en
avant ’aspect “schéma”, ce que nous présentons maintenant. Nous rappelons que notre but est d’exprimer
des schémas et de prouver de fagon complétement automatique que de tels schémas sont insatisfaisables
ou satisfaisables.

10.1 Higher-Order Theorem Provers

Bien évidemment, les logiques d’ordre supérieur peuvent exprimer les schémas. Nous pourrions ainsi
utiliser les démonstrateurs pour les logiques d’ordre supérieur afin de raisonner sur les schémas, p.ex.
Coq [dt04], Isabelle/HOL [GM93|, PVS [ORS92] ou Twelf [PS99|. Par exemple, le systéme Coq permet
de définir une fonction de type nat — Prop, c.-a-d. une fonction prenant un entier en paramétre et re-
tournant une formule dans Coq. Pour ce faire, nous avons a notre disposition un A-calcul trés expressif, le
Calcul des Constructions Inductives (CIC), largement suffisant pour exprimer tous les schémas présentés
dans cette thése : en effet, les fonctions décrivant les schémas terminent de fagon triviale. Par exemple
nous pouvouns représenter le schéma pg A ( /\;:01 Di = Pi+1) A —pn &n > 0 par la fonction schema définie
comme suit :

Parameter p : nat — Prop.
Fixpoint iteration (n:nat) :=
match n with

| O = True

125
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| S n = iteration n A (p n — p (S n))
end.

Definition schema n := p O A iteration n A\ —p n.

ou encore a l'aide d’un prédicat inductif :

Inductive [teration : nat — Prop :=
|Base : p O — Schema O
Ind : V4, ((pi— p (Si)) A Schema i) — Schema (S i).

Definition schema n := Schema n A =p n.

Dans un cas comme dans 'autre nous démontrons facilement le théoréme :

Theorem schema is _unsat : ¥V n, 7schema n.

Cependant, cette démonstration ne se fait absolument pas de fagon automatique : I'utilisateur doit lui-
méme construire la preuve. Evidemment Coq permet d’automatiser de nombreux pas dans la construction
de la preuve. Néanmoins il n’existe pas, actuellement, de tactique automatisant suffissamment la recherche
de preuve pour pouvoir démontrer le théoréme schema is_unsat. En fait, d’une facon générale, il existe
peu de tactiques permettant ’automatisation du raisonnement par induction en Coq.

Cependant, le langage de tactiques de Coq est particuliérement puissant et extensible, ce qui laisse
envisager la construction d’une tactique dédiée, p.ex., aux schémas réguliers. Développer une telle tactique
et assurer sa terminaison demanderait un travail théorique équivalent a celui présenté dans cette thése,
mais il est probable que le résultat soit suffisamment efficace pour étre utilisable en pratique. Une autre
possibilité consisterait & implémenter une procédure de preuve dans Coq (c.-a-d. en tant que fonction
exprimée dans le CIC), p.ex. STAB ou DPLL”, et & utiliser cette procédure dans la recherche de preuve
par “réflexivité”. On trouvera dans [LCO8] un exemple de cette méthode pour la logique propositionnelle
et DPLL. Cette approche a plusieurs avantages : elle permet de prouver formellement la correction et la
complétude d’un systéme de preuve (notons que celui-ci doit nécessairement étre restreinte a une classe
décidable et dont la décidabilité est démontrable en Coq), d’obtenir une implémentation certifiée (de
toute fonction exprimée en Coq nous pouvons extraire une version OCaml de cette fonction, et donc une
implémentation utilisable indépendamment de Coq), et d’utiliser cette méme procédure pour automatiser
la recherche de preuve dans Coq. On obtient ainsi a la fois un démonstrateur automatique et une tactique
utilisable dans un assistant de preuve. Cependant, il y a probablement peu de chance que le résultat soit
aussi efficace que RegSTAB.

Ces voies sont & approfondir, en particulier dans 'optique d’une extension des schémas au premier
ordre (nécessaire pour I'utilisation des schémas dans CERES, voir section ou il est trés peu probable
que nous obtenions des procédures de décision pour des classes suffisamment expressives. Dans un tel
contexte, les assistants de preuve seront certainement la seule possibilité de raisonnement formel sur les
schémas. L’utilisation d’autres assistants de preuve que Coq est aussi a étudier (voir section .

10.2 Fixed-point Logics

D’une fagon générale, les itérations sont des cas particuliers de points fixes. Il est donc naturel de faire
le rapprochement avec les logiques & points fixes.

10.2.1 p-calcul modal

Comme nous considérons des schémas de formules propositionnelles, le p-calcul propositionnel (modal)
[Koz83l BS07] vient naturellement a l'esprit. Ce calcul est défini en étendant la logique modale avec
des opérateurs de point fixe et des actions associées aux modalités. Plus précisément, étant donnés un
ensemble d’actions A et un ensemble de variables X, la syntaxe du u-calcul est donnée de la fagon suivante
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O = X|[DAD|-D|[A)D|uX.P

avec la restriction que, dans toute formule uX.¢p € @, la variable X apparait sous un nombre pair de
négations dans ¢. Une interprétation du p-calcul est la paire d’un systéme de transition avec racine dont
les transitions sont étiquetées par des éléments de A et d’une fonction £ associant & chaque variable un
ensemble d’états. Dans ce contexte, Uensemble [¢]s des états satisfaisant une formule ¢ est défini par
induction :

[X]e = £(X)
[61 A d2le = [pr]le N [2]e
[-¢]e = Q\ £(¢) ou Q désigne I’ensemble de tous les états

llaldle < {q | Ve (¢ - ¢ = ¢ € [¢]e)} oia € A
[nX.¢]e = ({Q € Q| [¢lerxi—q € Q'}

L’interprétation est un modéle d’une formule ¢ ssi la racine du systéme de transition appartient a [¢]¢.
Les références [Koz83), [BS07| contiennent des exemples et des explications quant a Pintuition derriére ces
définitions.

Nous savons que tout schéma n’est pas exprimable en p-calcul, car le probléme de la satisfaisabilité
est décidable pour ce dernier. Mais il semble possible, dans certains cas, de définir des traductions entre
schémas et p-calcul. Par exemple, soit un schéma régulier s de paramétre n. Supposons de plus que s
soit aligné sur [1; n], que tout indice d’un littéral ait la forme i+ k ou n+k avec k > 0 et que la contrainte
de s soit n > 0. Notre but est de définir une formule |s| du p-calcul telle que s a un modele ssi |s| en
a un. Plus précisément nous voulons que tout modeéle de |s| soit constitué d’un systéme de transition
ayant la forme ¢y — ¢1 — ¢a — ... — ¢, de racine gy et d’une fonction £ de sorte a ce qu'il existe
un modeéle M de s tel que k = Tarien(n) et E(p) = {¢i | Tprop = pi} (& chaque proposition indexée p;
apparaissant dans s nous associons de fagon unique une variable p € X).

Pour cela, nous devons d’abord spécifier I’existence d’une chaine de transitions étiquetées par a depuis
la racine. Par la méme occasion nous introduisons une variable N telle que N est vraie dans un état ssi
cet état est le k' dans la chaine (note : en fait c’est N qui définit k, c.-a-d. que N peut potentiellement
étre & n’importe quel rang, mais une fois une interprétation fixée, N apparait & un certain rang et c’est
celui-ci qui définit k). Nous pouvons le faire grace a la formule suivante :

pX. (N = [a]X) A (N = [a]vY. (=N A[a]Y))) (10.1)

def

ou vY.¢ désigne le plus grand point fize, défini par vY.¢(Y) = —uY.—¢(=Y) (4(Y) signifie que Y est une
variable libre de ¢, et ¢(—Y) signifie que —Y est substitué & Y dans ¢). Intuitivement, cette formule
signifie que nous avons une chaine d’actions a, que =N est vrai pour chaque état le long de cette chaine
jusqu’a ce que nous ayons N. Dans ce cas, le deuxiéme point fixe impose que IV est faux pour chaque état
ultérieur (ce qui spécifie une infinité d’états, d’ou I'utilisation du plus grand point fixe). En fait, nous
avons aussi besoin de caractériser les états dont le rang est inférieur & N. Pour cela nous ajoutons une
variable N< que nous spécifions comme étant vraie pour les états dont le rang est inférieur & N. Pour ce
faire, nous remplagons la formule par :

1X.(N< A (=N = [a]X) A (N = [a]vY.(~N< A =N A [a]Y))) (10.2)

Nous pouvons ensuite définir notre traduction, par induction sur le motif de s (¢ désigne toujours un
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entier naturel) :

Ipg| = [a]. .. [a]p ou [a] apparait g fois
[Priql = pX.(N = [a]...[a]p) A [a]X ou [a] apparait q fois devant p

pitql = [a]...[a]p ot [a] apparait ¢ fois
[ Ama| = |ma| A mol
[ma v ma| = ma | V |mo]

def
|—|m\ = —|m|

I/\ | = uX.(N< = [ml) A (-N< = T) Afa]X
|\/ | = uX.(N< = |m|) A (-N< = 1) V [a]X

Note. Les traductions des itérations peuvent évidemment étre simplifiées en :

I/\ml = uX.(N< = |ml) A [a]X
|\/m|d—‘“qu (N< = |m|) A N< V [a] X

Enfin nous posons :
|s| = |ms| A (T02)

Nous conjecturons que nous avons alors bien le résultat voulu, a savoir : s est satisfaisable ssi |s| Dest.
Plus précisément pour chaque modéle de s nous pouvons construire un modéle de |s| et réciproquement.

Note. Tous les modéles de |s| n’ont cependant pas nécessairement la forme mentionnée plus haut :
nous pouvons avoir p.ex. un systéme arborescent, auquel cas c’est chaque branche de cette arbre qui aura
bien la forme voulue. De plus, nous ne spécifions que la composante connexe de la racine. Il est évident
que les autres composantes n’ont pas de conséquences sur le résultat.

Si ce résultat est correct, nous disposons alors, pour un certain type de schéma, d’une traduction
vers le p-calcul. Notons que parmi les restrictions mentionnées plus haut, l'alignement sur [1;n] peut
étre relaxé : tout schéma régulier est aligné sur [g1;n — go] pour deux entiers q;,q2 € Z; il est facile de
ramener un tel schéma & ’alignement voulu en décalant les indices, tout en préservant la satisfaisabilité
(une transformation similaire est présentée dans [ACP10d]). Seuls les atomes dont U'indice a la forme
kn constituent un véritable obstacle & la traduction de n’importe quel schéma régulier. Nous ne savons
pas si toute formule du p-calcul est traduisible dans les schémasﬂ Si c’était le cas, nous pensons que ce
résultat serait intéressant car la définition des schémas nous semblent plus simple que celle du p-calcul.
Les relations précises entre ces deux formalismes restent & étudier. Elles devraient permettre d’identifier
de nouvelles classes décidables pour les schémas et d’obtenir des résultats de complexité. Evidemment
il serait aussi intéressant de comparer les performances des procédures de décision pour le p-calcul sur
cette traduction et celles de RegSTAB.

10.2.2 Logiques avec opérateurs de point fixe au premier ordre

Comme le probléme de la satisfaisabilité est décidable pour le p-calcul propositionnel, ce dernier ne
permet donc pas, en général, de capturer le pouvoir d’expression des schémas. En revanche, il est
possible d’étendre la logique du premier ordre avec une construction de plus petit point fixe : nous
obtenons alors la “logique avec plus petit point fixe” (LPF) [CH82|, étudiée principalement en théorie
des modeles finis [Fag93]. Concrétement, nous ajoutons a la syntaxe de la logique du premier ordre des
variables de relation, chacune munies d’une arité, et un opérateur de plus petit point fixe, trés semblable

LCela semble peu probable & cause de ’arborescence des modéles; c’est en revanche peut-étre envisageable pour
I’extension des schémas évoquée a la fin du chapitre.
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a celui du p-calcul : pX(x1,...,2%).¢, o X est une variable de relation, k son arité, z ...z sont
des variables d’individus et ¢ une formule de LPF. Le terme obtenu est lui-méme un prédicat d’arité k.
Comme pour le u-calcul nous imposons que X apparaisse sous un nombre pair de négations dans ¢. La
sémantique est définie de fagon similaire a celle du p-calcul [CH82|. Soit, p.ex., le prédicat nat suivant :
nat = puN(z).(x = 0V Iy(z = s(y) A N(y))), alors nat(x) est vrai ssi z est un entier.

Les schémas peuvent étre traduits dans LPF. A partir d’un schéma s, nous pouvons construire une
formule |s| de LPF telle que s est satisfaisable ssi |s| Pest. Tout d’abord nous définissons |ms| par
induction sur la structure du motif :

Ipe| = ple)
[=¢| = g

def

|1 A d2| = |d1| A 2]
1V o = 1] V |2
\/\¢\ Z X (0).(6 = o) A (=6 = T)AX (i — D](f)

ilo

1\ 6

ilo

X ()00 = 16]) A (=6 = L) v X(i = D]()

ou f est défini tel que § =14 < f (f existe car, par définition, tout domaine est encadré, voir p. Nous
deéfinissons ensuite |s| comme |m4| A cs A Lin ou Lin désigne les axiomes de 'arithmétique linéaire. 11 est
alors facile de voir que nous avons effectivement la propriété voulue, a savoir : s est satisfaisable ssi |s|
lest. Notons que nous avons pu expérimenter cette traduction dans 1’assistant de preuve Tac [BMSI10],
(http://slimmer.gforge.inria.fr/tac) qui implémente une variante de LPF.

Le probléme de la satisfaisabilité est évidemment indécidable pour LPF. Cette logique est surtout
étudiée en complexité descriptive [Imm82|. Par conséquent peu de travaux se sont intéressés a l'identification
de classes décidables de LPF. A notre connaissance, seuls les travaux présentés dans [Bae08|, Bae09] étu-
dient le raisonnement automatique dans de telles logiques. En particulier, il est prouvé dans [Bae09] la
décidabilité de la prouvabilité pour une classe de formules appelées formules réguliéres. Nous ne don-
nons pas leur définition précise, mais uniquement une version simplifiée de leur “propriété fondamentale”
qui donne plus d’informations sur leur forme. Cette propriété est la suivante. Tout point fixe uX(x).¢
apparaissant dans une formule réguliére est équivalent & :

Fy(z = Cly]) V3Iy(z = Cilyl A p1(y)) V... V Iy(x = Crly] A dr(y))

ou C,C4,...,C sont des contextes linéaires sans variableﬂ et ¢1,...,¢r sont des formules réguliéres ou
X. Dans la véritable définition, un point fixe peut avoir plus d’une variable libre et la logique utilisée est
la logique linéaire [Gir06, [GLT89].

Nous ne connaissons pas de classes non triviales de schémas qui soient capturées par les formules
réguliéres. Notons tout d’abord que la traduction des schémas réguliers vers LPF décrite ci-dessus n’est
jamais une formule réguliére, en effet, les seuls atomes autorisés dans ces formules sont des égalités ou
des variables de prédicats liées par des opérateurs de points fixes : il est impossible d’avoir des variables
de prédicat libres. Ainsi, méme la traduction d’un littéral n’est pas une formule réguliére. Cependant
nous pouvons, comme c’est couramment le cas, exprimer un atome p(n) comme une égalité p(n) = T, en
faisant de p un symbole de fonction plutdét qu'un symbole de prédicat et de T une constante. Mais méme
dans ce cas, la forme trés particuliére des formules réguliéres empéche de définir le moindre schéma non
trivial. Par exemple essayons de traduire le schéma A p; :

pXm)n=0VImn=m+1Apn)=TAX(m))

La sous-formule soulignée (p(n) = T) n’a pas la forme n = C[m], quel que soit C'. En fait il est uniquement
possible de décomposer les termes passés en paramétre (ici n) dans un point fixe : nous ne pouvons donc
pas ajouter de contexte autour de ces termes.

Nous ne voyons pas d’autre traduction possible des schémas vers les formules réguliéres. Cependant la
technique utilisée dans [Bae09] pour démontrer la décidabilité de la prouvabilité des formules réguliéres

2(C’est-a-dire des termes clos avec un “trou”; C[y] désigne le contexte C' dans lequel le trou est remplacé par y.
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est originale, de plus ces travaux reposent sur de solides fondations en théorie de la preuve. Il serait
donc probablement fructueux d’essayer d’étendre ces techniques au cas des schémas. Réciproquement
nos travaux pourraient permettre de caractériser d’autres classes décidables de la logique du premier
ordre avec points fixes.

10.3 Inductive Theorem Provers

La section précédente regroupe tous les formalismes qui, & notre connaissance, présentent une similarité
syntaxique évidente avec les schémas. Mais il y a une autre possibilité : traduire les schémas en logique du
premier ordre (sans point fixe), ce qui permettrait d’utiliser les démonstrateurs existants. Evidemment
nous ne pourrons pas ainsi capturer toute la logique des schémas puisque la logique du premier ordre est
compléte et celle des schémas ne 'est pas. Mais, de toute maniére, méme en définissant une procédure
dédiée aux schémas, nous ne pourrons jamais capturer que partiellement le raisonnement sur les schémas,
du fait de 'incomplétude de leur logique. Nous définissons deux traductions différentes.

10.3.1 Une premiére traduction en logique du premier ordre

Une premiére possibilité, la plus intuitive, consiste a traduire les itérations en quantifications bornées.
Pour tout schéma s, nous définissons la formule |s|; t.q. si|s|; est insatisfaisable, alors s I’est (évidemment
nous n’avons pas I'implication réciproque car la satisfaisabilité des schémas serait alors décidable). Nous
définissons d’abord |mg|; par induction sur la structure du motif :

Peq,....er |1 d:efp(61, Ce. ,ek)
| |
=1 = —|o|s
|61 A dali = [p1]1 A lg2)r
|p1 V 2|1 = 1)1 V |2 a
|\ ¢l = Vi = [¢lh)
ils
1\ ol = 38 A o))
il6
Puis |s|; est défini comme Jny, ..., ng(|msliAcsALin) ot ny, . .., ng sont les parameétres de s et Lin désigne

une axiomatisation de l’arithmétique linéaire (une telle axiomatisation ne pose pas de probléme en théorie
mais ne semble pas raisonnable en pratique). Notons bien que |s|; n’appartient pas a Parithmétique
linéaire & cause des propositions indexées qui deviennent des prédicats (non interprétés). Il est alors
facile de montrer que s est satisfaisable ssi Z (avec ses opérations habituelles) est un modéle de |s|;. Nous
avons alors bien le résultat que si |s|; est insatisfaisable alors s 1’est. En revanche, il se peut que s soit
insatisfaisable mais que |s|; ait un modéle (nécessairement non standard).

Note. 11 est possible et justifié de considérer que transformer les itérations en quantifications fait
perdre la structure originale du probléme, ce qui 6te de I'intérét a cette traduction.

Certains auteurs ont défini des calculs combinant une procédure de preuve générique pour la logique
du premier ordre [BGW94| avec des théories particuliéres telles que Parithmétique linéaire [AKWQ9].
Il est clair que nous pouvons utiliser les procédures de preuve ainsi définies pour réfuter les formules
obtenues par traduction (au lieu de considérer une axiomatisation de l'arithmétique). Cependant la
formule obtenue par traduction ne rentre pas dans les classes pour lesquelles la terminaison, ou méme
la complétude, de ces procédures de preuve peut étre assurée. Le pouvoir d’expression de ces théories
semble beaucoup trop faible pour exprimer les schémas (méme avec une autre traduction) : le critére de
“sufficient completeness” donné dans [BGW94| et utilisé par [AKWO09] est particuliérement restrictif; il
empéche notamment d’utiliser des variables quantifiées existentiellement sauf s’il est possible de prouver
que celles-ci sont toujours égales a un terme de la théorie. Ce n’est pas le cas ici, car la condition n € N, ou
n est un paramétre entier, est une donnée du probléme, et non une conséquence des formules considérées.
Cependant cette piste est a étudier plus en détail car la combinaison de théories est un sujet de recherche
particuliérement actif (voir, en particulier : [KV07, [BLAMO09]).
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10.3.2 Les démonstrateurs inductifs

Il se peut que s soit insatisfaisable mais que |s|; ait un modeéle (nécessairement non standard). Idéale-
ment, nous voudrions pouvoir restreindre le raisonnement au modéle standard. Evidemment, nous savons
que c’est impossible, cependant nous pouvons éviter de considérer tous les modéles possibles. Typique-
ment, nous pouvons ne considérer que les interprétations dont le domaine est restreint au domaine de
Herbrand, c.-a-d. a I’ensemble des termes clos. La notion de conséquence considérée alors est appelée
conséquence inductive. Notons que, en général, la conséquence inductive n’est méme pas semi-décidable
: non seulement, comme pour la conséquence déductive, il n’y a pas complétude pour la satisfaisabilité,
mais en plus, il n’y a pas complétude réfutationnelle. Les démonstrateurs permettant de raisonner par
induction sont appelés des démonstrateurs inductifs.
Ces derniers sont, pour la plupart, congus pour prouver des conjectures de la forme :

Vx.¢ ou ¢ est une formule sans quantificateurs (10.3)

De plus les seuls atomes généralement acceptés dans ¢ sont des égalités. Tous ces démonstrateurs sont
congus pour raisonner avec des fonctions définies par induction.

La démonstration de conjectures inductives contenant des quantifications existentielles est connu pour
étre un probléme difficile. Notons que, contrairement a la plupart des démonstrateurs au premier ordre,
ces systémes cherchent bien & prouver la conjecture, et non pas a la réfuter. Par conséquent, pour utiliser
ces techniques, nous considérons —|s|; au lieu de |s|;. Ainsi la traduction est bien préfixée par des
quantificateurs universels, ce qui est en accord avec Cependant, il suffit qu’un schéma s contienne
une seule conjonction itérée pour que |s|; contienne une quantification existentielle, ce qui exclut beaucoup
de schémas. A notre connaissance, seul [FIW09] identifie une classe décidable incluant des quantificateurs
existentiels. Plus précisément il est prouvé la décidabilité du probléme :

N ':ind vleyh e ayn(Al FANPAN Ak)

ou Ay, ..., A sont des atomes et N est un ensemble de clauses de Horn finiment saturable par résolution
(sans avoir le droit de considérer d’autre notion de subsomption que ’égalité & un renommage prés).
Il est facile de voir que, hormis pour des schémas triviaux, la traduction ne peut pas rentrer dans
ce cadre extrémement restrictif : quelle que soit la fagon dont la traduction est modifiée, il est quasi
impossible d’obtenir simultanément un ensemble de clauses qui soit de Horn et qui ait la propriété de
saturation évoquée. Méme I'exemple récurrent po A ( /\?:—01 Di = Pi+1) A —pyp, est difficile & exprimer sans
des transformations conséquentes.

10.3.3 Une deuxiéme traduction

Nous donnons donc une deuxiéme traduction |-|2, plus en adéquation avec ces considérations. L’idée
informelle est que les schémas vont étre traduits en termes dont le type est la sorte des booléens et dont
les variables libres sont des entiers (correspondant aux parameétres du schéma). Ces termes sont composés
de symboles de fonctions possiblement définis récursivement. Le schéma est alors insatisfaisable ssi le
terme obtenu est égal & L pour tout valeur des variables libres (L est ici une constante). Ainsi, si s
désigne le terme obtenu a partir d’'un schéma s, alors s est insatisfaisable ssi Vng,...,ng(ts = L) est
valide, ol nq,...,ny, désignent les paramétres du schéma. Cette formule a bien la forme [TI0.3] ses seuls
atomes sont des égalités et ¢4 est composé de symboles de fonctions définies récursivement. Nous donnons
maintenant la définition de cette traduction.

Note. Comme nous passons du niveau des formules & celui des termes, nous ne pouvons pas traduire
des itérations dont le domaine est une formule quelconque de l'arithmétique linéaire. Par conséquent
nous nous restreignons aux schémas syntaxiquement et linéairement encadrés. De plus, la contrainte
du schéma est laissée telle quelle par la traduction donc nous imposons aussi que cette contrainte ne
contienne que des quantificateurs universels. Ceci n’est pas restrictif puisque nous pouvons toujours
appliquer ’élimination des quantificateurs sur la contrainte.

Comme pour |-|1, nous définissons d’abord |-|2 par induction sur la structure du motif. |-|o doit
retourner a la fois la traduction du schéma d’origine et les équations définissant (récursivement) les
symboles composant cette traduction. Ainsi |-|o prend en entrée la paire d’un motif et d’un ensemble &
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d’équations, initialement égal a I’ensemble vide :

def

Pes,en] = (0 (617~~7 k) 0)

=0l = (2¢',€") on (¢, £') = |0l
61 A o] = (0 /\¢2a51 N &) o (¢, &1) = |p1]2 et (¢, E2) = [¢2l2
|61V 2] = (

) o
PV Py, E1 N E) ol (¢1,51) = |p1]2 et (Ph, E2) = |22
f
= l gle-1)=T1 oil (&' . & =
Ii/:\eqﬁl = <g(f),£ /\{g(i 1):(;5’7\9(2')}) (¢, &) = |d|a
)
)

f def ’ g(e—l =1 . o
|z/:\e¢| N (g(f)75 /\{g(i—l—l :¢’\79(i)}> ot (¢, €") = [z

Notons que les symboles =, V et A sont des symboles de fonctions, et non pas des connecteurs logiques.
De méme p est un symbole de fonction et pas un symbole de prédicat. Ensuite, |s|o est défini comme :

_|_

def

Isla = Vni,...,np(¢p = LAEALin A Prop A cs)

ou :
® ny,...,ny sont les paramétres de s,
o (6,6) = [mils,
e Lin désigne une axiomatisation de I’arithmétique linéaire,
e et Prop désigne une axiomatisation de -, V et A en tant que symboles de fonction.

Alors un schéma s est insatisfaisable ssi |s|o est valide.
Note. Contrairement a la traduction précédente, celle-ci préserve la structure originale du probléme.

10.3.4 Survol des différents démonstrateurs inductifs

Les démonstrateurs automatiques utilisent de nombreuses techniques différentes : “induction explicite”
[Bun01], “induction sans induction” (ou “preuve par consistance”) [Com01], “induction implicite”. Nous
analysons briévement chacune d’entre elles.

Induction explicite

Tout d’abord les techniques d’induction explicite [Bun01l [Wir99], dont la plupart sont aujourd’hui sub-
sumées par le “rippling” |[BSvHT93|, sont surtout utilisées dans le contexte d’assistants de preuve : elles
sont principalement basées sur des heuristiques destinées a améliorer I’automatisation mais pas a obtenir
une automatisation compléte. En particulier, leur but n’est pas d’identifier des classes décidables mais
plutot de faciliter la tache de 'utilisateur. Ces travaux sont donc trés différents des notres. Cependant,
comme il a été dit pour les démonstrateurs d’ordre supérieur, il est peu probable que nous puissions
identifier des classes décidables dans le contexte, p.ex., des schémas au premier ordre. Ainsi I’extension
de la portée des schémas passera probablement par ce type d’outil. Notons que, en tout cas, le travail
effectué dans cette thése va permettre de mieux étudier I’application de ces heuristiques aux schémas.
Nous avons tout de méme mené des expérimentations avec ACL2 [BMT9], connu pour son efficacité
dans ce domaine. La théorie d’ACL2 est une théorie du premier ordre dont le seul prédicat est I’égalité
et dont les termes sont un sous-ensemble strict de Common LISP (en particulier les fonctions d’ordre
supérieur ne sont pas autorisées). Vues ces restrictions, nous ne pouvons pas appliquer la deuxiéme tra-
duction telle quelle : les propositions indexées deviennent des symboles de fonctions non définis (c.-a-d.
que nous devons, en fait, quantifier universellement sur ces symboles), il faut donc les passer en paramétre
a la fonction représentant le schéma. Mais comme les fonctions d’ordre supérieur sont interdites, ceci est
impossible. La solution consiste a représenter les propositions indexées par des listes (listes de listes si la
proposition est d’arité 2, listes de listes de listes si elle est d’arité 3, etc.). Considérons p.ex. le schéma
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s =po A (/\;:01 Di = Pi+1) A 7 Pp. On peut définir ce schéma dans ACL2 :

(defun sch (n p)
(if ((integerp n) A (n > 0) A ((len p) > (n+2)))

(if (n <=0)
T
.(1()()nth n p) = (nth (n+1) p)) A (schl (n-1) p)))

(defthm sch-unsat (((nth 1 p) A (sch n p) A (=(nth (n+1) p))) = 1))

ou nil, len, nth désignent respectivement la liste vide, la fonction calculant la longueur d’une liste et la
fonction prenant un nombre n et une liste et retournant le n'* élément de la liste; integerp n permet
juste d’assurer que m est un entier. ACL2 a réussi & démontrer la conjecture sch-unsat. Toutefois, il
s’agit du seul exemple que ACL2 a réussi & prouver dans un temps raisonnable parmi tous ceux prouvés
par RegSTAB (p.ex. l'additionneur, voir Chapitre@. Pour tous les autres, ACL2 n’a pas terminé, malgré
un délai bien supérieur a celui accordé & RegSTAB. Peut-étre aurait-il pu terminer si plus de temps lui
avait été accordé. Par conséquent nous ne pouvons pas dire qu’ACL2 soit capable de les prouver mais
nous ne pouvons pas dire non plus qu’il en soit incapable. Peut-étre un expert d’ACL2 aurait su exprimer
la conjecture de fagon a ce que le systéme la démontre. Ceci illustre bien les problémes que posent la
semi-décidabilité. A contrario, RegSTAB termine tout le temps. Ainsi, bien que théoriquement possible,
cette technique ne semble guére utilisable en pratique. De plus, nous pensons que ces expérimentations
justifient que nous valorisions & ce point ’obtention de classes décidables.

Induction sans induction

En induction sans induction, nous nous intéressons uniquement a la validité dans le plus petit modéle
de Herbrand 90t (seuls des ensembles de clauses de Horn sont considérés, assurant ainsi existence de ce
plus petit modeéle), ce qui équivaut a la validité inductive si nous nous restreignons aux clauses positives
(voir [Com01])). Avec cette méthode, nous ajoutons a la conjecture ¢ une axiomatisation A de 9. Si A
caractérise effectivement 901, alors ¢ est valide dans 91 ssi ¢ U A est satisfaisable. Des démonstrateurs
classiques sont alors utilisés pour saturer I’ensemble de clauses : s’il y a terminaison et que I’ensemble
obtenu est cohérent, alors la conjecture est vraie dans 9. Cette technique a pour avantage la possibilité
d’utiliser des démonstrateurs existants, de plus il y a terminaison si la conjecture est fausse.

Contrairement aux méthodes d’induction explicite, I'induction sans induction a pour but I’automatisation
compléte. En revanche, une fois encore, il est difficile d’obtenir des classes décidables. Une fagon simple
d’assurer cela est que ¢ et A appartiennent a une classe décidable connue de la logique du premier ordre.
Cependant, entre la traduction des schémas, la mise sous forme clausale et la restriction a une classe
décidable de la logique du premier ordre, cette piste ne semble pas raisonnable en pratique, méme si
elle mériterait probablement de plus longues investigations. Une fois encore, il nous semble plus facile
d’étudier I’éventuel intérét de cette méthode dans le cadre des schémas maintenant que nous avons définies
et examiné des méthodes directes. En particulier, il est peut-étre possible de considérer la détection de
cycle comme une forme de détection de redondance permettant d’assurer une saturation finie.

Enfin les méthodes par induction implicite (typiquement : cover set [Zha88], test set [BKR92|, term
rewriting induction [Red90]) ont des propriétés trés similaires a I'induction sans induction, du moins pour
ce qui nous concerne : automatisation compléte, mais absence de classe décidable.

Classes décidables

Parmi les méthodes d’induction implicite, il existe tout de méme quelques résultats de décidabilité [KS00,
GKO01l, [FK06] (implémentés, semble-t-il, dans RRL, qui n’est plus disponible sur le web). Les formules
de ces classes ont pour forme :

VfEl, .. “’Ek(f(l’l? s axk) = t)

ol ¢ est un terme et f est une fonction définie récursivement, ce qui est bien conforme a la traduction |-|o
(les axiomatisations de Parithmétique linéaire et des connecteurs logiques sont définis par ailleurs et ne
posent pas de probléme par rapport a la décidabilité). La restriction majeure qui autorise la décidabilité
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est le fait que tous les symboles apparaissant dans la définition d’une fonction récursive doivent étre des
symboles interprétés d’une théorie décidable. Par exemple nous pouvons définir la fonction :

double(0) = 0
double(s(x)) = s(s(double(x)))

ou 0 et s sont interprétés dans I'arithmétique de Presburger. En revanche, la fonction f suivante ne rentre

pas dans cette classe :
def

fO,n) =T
fli+1,n) = (5p@)Vp(i + 1)Af(i,n)

car p n’est pas un symbole interprété. Comme pour ACL2 nous résolvons le probléme en représentant
les propositions indexées par des listes.

Ceci ne résout le probléme que pour les propositions indexées. En effet, dans notre traduction |-|o,
toute itération est traduite en une fonction. Par conséquent la traduction du schéma fait appel a autant
de fonctions qu’il y a d’itérations. En fait, f peut contenir des symboles non interprétés mais a condition
qu’ils soient définis, ce qui est bien le cas des fonctions issues de la traduction d’itérations (mais pas de
celles issues des propositions indexées; il faut donc bien conserver la traduction des propositions indexées
sous forme de listes). Dans ce cas, si la définition de f utilise les symboles définis fi,..., f,, alors la
conjecture doit avoir la forme suivante :

Ver, ..o Tk, (f(X1,...,28) =1
/\fl(xl,la . ,5617]“) = tl VAP fn(xn,lw .. 71‘n7kn) = tn)

Autrement dit, nous sommes obligés de donner un lemme intermédiaire pour chaque fonction utilisée par
f, c.-a-d.; dans notre contexte, pour chaque itération. Nous sommes donc obligés de donner des lemmes
intermédiaires correspondant a la valeur de chaque itération. Ceci pose non seulement un probléme vis-
a-vis de 'automatisation car cela signifie que nous devons trouver cette valeur, mais en plus ces itérations
n’ont pas nécessairement une valeur constante : une itération peut étre vraie dans une certaine interpré-
tation mais fausse dans une autre. Seul le schéma entier a pour valeur false quel que soit 'interprétation
(8l est insatisfaisable).

Dans le cas des schémas réguliers, nous pouvons dans certains cas, nous ramener a un schéma ne
contenant qu’une itération. Auquel cas la traduction ne contient qu’une fonction et appartient bien a
la classe décidable. En revanche, pour les schémas réguliers en général, et a fortiori pour les schémas
réguliers imbriqués, la traduction n’appartient pas a la classe. Il nous semble impossible de contourner
cette limitation. En revanche il pourrait étre intéressant d’essayer de traduire nos résultats de décidabilité
dans le contexte de ces travaux, ce qui pourrait permettre de caractériser de nouvelles classes décidables
pour la validité inductive en logique du premier ordre.

10.4 Cyclic Proofs

Comme nous 'avons vu au Chapitre b la détection de cycles dans la recherche de preuve est un point
essentiel dans la terminaison des procédures sur les schémas. C’est en fait une forme d’induction implicite.
Cette technique n’est pas nouvelle en déduction automatique, elle est standard p.ex. dans les logiques
modales avec cadres transitifs (p.ex. S4, S5), ou il est nécessaire de détecter si une éventualité peut se
réaliser, voir [Gor99]. On trouve les méme idées dans des méthodes a base de tableaux pour le u-calcul
[Cle90].

Cependant la détection de cycle mise en ceuvre avec les schémas est assez différente. D’abord il n’y a
aucune garantie qu’un cycle soit toujours détecté : en effet nous pouvons générer une quantité infinie de
schémas tous différents, et dont I’ensemble n’est pas exprimable de fagon finie. Ce n’est pas le cas pour
les autres logiques évoquées dont nous pouvons facilement prouver que l’ensemble des “états” possibles
est fini. Autrement dit, il y aura toujours un cycle, ce qui n’est pas le cas avec les schémas. On peut,
partiellement, contourner cette situation en considérant qu’un cycle a lieu non en cas d’égalité mais en
cas d’équivalence comme vu au chapitre o} Cependant, di a 'indécidabilité, aucune notion d’équivalence
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n’assurera la terminaison dans tous les cas. En fait, comme cet exemple le laisse deviner, la détection de
cycles dans le cas des schémas se substitue & une démonstration par récurrence. C’est ce qui constitue la
différence principale avec les méthodes évoquées ci-dessus.

Dans ce contexte, des “preuves cycliques” ont été étudiées en théorie de la preuve [Bro06] : un calcul &
base de séquents est défini otl, contrairement aux systémes habituels, les régles traitant de I'induction sont
de simples régles de distinction de cas (en particulier il n’y a pas d’invariant). Ainsi les preuves sont en
général des objets infinis. Un critére global est alors nécessaire pour assurer la correction de la preuve. Un
avantage des preuves cycliques par rapport aux preuves par induction classique est qu’il n’y a pas besoin
de chercher un invariant, ce qui les rend particuliérement adaptées a 'automatisation. De plus [Bro05]
et [SDO3] montrent que les preuves cycliques sont aussi puissantes que les preuves par induction dans
de nombreux cas. Toutefois ces travaux restent théoriques et ne sont pas utilisés, a notre connaissance,
en déduction automatique. Il s’agit, selon nous, d’une des contributions originales de cette thése que de
considérer des preuves par induction avec détection de cycle en déduction automatique. Notons enfin
que, les preuves cycliques étant étudiées en théorie de la preuve, la notion de cycle considérée est une
notion syntarique alors que notre notion de cycle est définie de fagon sémantique. L’étude des liens précis
entre les deux formalismes pourrait nous permettre de considérer une notion syntaxique de cycle pour les
schémas. Enfin [Bro06] étudie des connexions entre preuves cycliques et automates ce qui n’est pas sans
rappeler le lien entre STAB et SCHAUT.

10.5 Inductive Boolean Functions

Dans [Gup94], Gupta étudie des “fonctions booléennes inductives” dans le but de modéliser des circuits
de fagon inductive, exactement comme nous l'avons fait avec les schémas réguliers. Il s’agit, & notre
connaissance, des travaux les plus proches des schémas de formules. Deux classes de fonctions définies
récursivement sont introduites : les LIF pour “Linearly Inductive Functions” et les FIF pour “Exponen-
tially Inductive Functions”. Nous étudions d’abord les LIF.

10.5.1 Fonctions linéairement inductives

Definition 10.1. Notons Prop(X) l’ensemble des formules propositionnelles dont les atomes appartien-
nent & l’ensemble X. Une fonction linéairement inductive f de paramétre n est une fonction récursive
définie de la facon suivante :

F(n) def o1 € Prop(Py) sin=1
¢n € Prop(P,UF,_1) sinon

ot Py (resp. Py,) est un ensemble de propositions indexées d’indice 1 (resp. n) et F,_1 est un ensemble
de LIF (pouvant contenir f) ayant n — 1 pour paramétre.

Contrairement aux schémas de formules, nous pouvons itérer sur n’importe quelle fonction et pas
seulement des conjonctions ou disjonctions itérées. En revanche, les propositions indexées ne sont indicées
que par 1 ou le paramétre, il est impossible de référer a la valeur d’une proposition dans “un autre rang”
sauf via 'appel & une autre LIF. Notons que seules des propositions monadiques sont considérées.

Nous donnons une traduction des LIF vers les schémas réguliers. Soit une LIF f. A toute LIF g
apparaissant dans la définition de f (f comprise), nous associons une proposition indexée ||g||;. Soient
de plus ¢; et ¢, les formules telles que :

def (b] sin=1
g(n) = .
¢n  sinon

nous définissons le schéma régulier |g| de la fagon suivante :

n

def
191 = (llglh & ¢1) A A llglls < Snl¥h, [[R]li-1/h(n - 1)]

=2

La traduction de f est alors le schéma régulier suivant :

£l Algal Ao Algrl&n > 1
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ou g1, ..., gx sont les LIF apparaissant dans la définition de f.
Nous nous intéressons maintenant a la réciproque, c.-a-d. traduire les schémas réguliers en LIF. Pour
simplifier la traduction, nous nous restreignons aux schémas réguliers ayant les propriétés suivantes :

e aligné sur [2;n — 1],

e toute proposition indexée apparaissant dans une itération II" ;¢ a pour indice ¢, ¢ — 1 ou 1,
e toute proposition indexée apparaissant en dehors d’une itération a pour indice 1 ou n — 1,
e la contrainte est n > 2.

Par exemple, le schéma p; A /\?;21 Di—1 = Di A pn—1 &n > 1 a bien la forme voulue (ce schéma est trés

proche de py A (/\?:—01 Di = Dit1) A pp&n > 0). Pour un tel schéma s, nous définissons alors |mg| par
induction sur le motif :

P1 sin=1

™ def f(n —1) ou f est définie par f(n) = < {f(n —1) sinon

il £ p; si i est lie

def P1 sin=1

|pi—1] = f(n — 1) ou f est définie par f(n) = = {

Pn  sinon

= : . in=1
[Pn—1] = f(n — 1) ott f est définie par f(n) = {pl in

Pn  sinon
[=¢| = gl
|61 A G| = [d1] Al
|61V 2| = || V [a
" T sin=1
& f(n—1) o f est défini def =
‘ Z:/\Q ¢| = f(n—1) ou f est définie par f(n) 6l A f(n—1) sinon
n—1 .
det det 1 sin=1
-1 t défi
| Z\/2 ¢| = f(n—1) ou f est définie par f(n) = {|¢| Vfn—-1) sion

Puis |s| est défini comme la LIF f, elle-méme définie de la fagon suivante :
def <3>{nn—>1} sin=1
n) =
fm) {|ms| sinon

Nous avons alors la propriété : pour tout N > 2, (s) (n—ny = f(N).
Par exemple, le schéma p; A /\?;21 Di—1 = pi A pp—1&n > 1 est traduit en f(n), ou

f(n)def p1 A\ —p1 sin=1
filn—=1)A fa(n —1) A=fs(n—1) sinon

sin=1

fi(n —1) sinon

||r

p1 sin=1

|Io

Pn  Sinon

sin=1
(f3 n—1)=p,) A fa(n—1) sinon

Il est alors facile de vérifier que :
f2)=pt ATA-p
fB)=p1 AT A(p1 = p2) A p2
f(4) =p1 AT A(p1 = p2) A (p2 = p3) A —ps
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etc.

Les restrictions sur le schéma d’entrée sont assez importantes. Il semble qu’il soit nécessaire de
restreindre les indices entiers & 1 ce qui fixe les indices des autres propositions indexées, et empéche, p.ex.
des translations sur ces indices. Cependant il serait trés facile de modifier le formalisme des LIF pour
autoriser d’autres entiers, sans perdre les propriétés des LIF (il suffirait d’autoriser que le cas n = 0 d’une
LIF puisse accéder a d’autres rangs que le premier, a condition qu’ils soient entiers). Dans ce cas, il serait
possible de ramener tout schéma non aligné sur [2; n — 1] en un schéma équivalent aligné sur [2; n — 1], par
translation des indices. La restriction que les indices contenant une variable liée ait la forme 7 ou i — 1
pourrait aussi étre aisément relaxée en considérant n’importe quelles expressions dont la différence est 1,
p-ex. toui—+ 1,47+ 1 oui-+ 2, etc. Autoriser n’importe quelle différence est plus difficile : il faut alors
utiliser des propositions indexées intermédiaires encodant le décalage (de fagon informelle, nous pourrions
définir ¢; < p;—1, 1 < ¢i—1, etc.). Au final, nous pouvons considérer que le pouvoir d’expression des LIF
est sensiblement le méme que celui des schémas réguliers.

Les différences entre schémas réguliers et LIF ne résident donc pas essentiellement dans leur pouvoir
d’expression mais plutot dans 'approche de leur étude : le but des LIF est véritablement de modéliser
des schémas de circuits. Cette orientation se ressent dans les problématiques et les solutions apportées
par Gupta : le raisonnement sur les LIF est fait en étendant les BDD (en définissant ce que nous pouvons
qualifier, dans le contexte de ce mémoire, des “schémas de BDD”), la problématique de la représentation
graphique d’une LIF est aussi abordée. Ainsi les procédures ne sont pas généralisées & d’autres schémas
(simplement car dans ce contexte d’étude, il n’y a pas forcément d’intérét a considérer d’autres schémas).
A contrario, nos procédures, en plus de proposer des approches diﬂ"é]remtesﬂ7 sont plus générales d’un point
de vue logique. En particulier elles sont d’avantage susceptibles d’étre étendues a d’éventuels schémas de
formules du premier ordre.

10.5.2 Fonctions exponentiellement inductives

Nous définissons maintenant Pautre formalisme introduit dans [Gup94] : les EIF. Comme nous allons le
voir, ce formalisme n’est pas capturé par les schémas réguliers, et ne semble pas I’étre de fagon simple par
les schémas en général. Au lieu de prendre en paramétre un nombre seul, ces fonctions prennent aussi
un vecteur de propositions indexées qu’elle peuvent utiliser.

Definition 10.2. Soit P = (P;);cp1;2i+1] une suite dg propositions indexées. Nous notons P? la sous-suite
{P1,..., Py}, P} la sous-suite {Py,...,Pyi-1} et Pp la sous-suite {Pyi-1,1, ..., Pai}.

Alors une fonction exponentiellement inductive (ou EIF) f prend un paramétre n et une suite P de
longueur 2™ de propositions indexées et f(n, P) est définie de la fagon suivante :

¢1 € Prop(PP) sin=1
&n € Prop({g1(n — 1, P£71)7g2(n -1, Pgil),gg(n -1, Pgil)}) sinon

ot g1, go et g3 sont des EIF (possiblement f).

L’intérét des EIF est qu’elles peuvent représenter des circuits ayant une structure arborescente plutét
qu’une structure linéaire : & chaque appel récursif, une fonction s’occupe de la partie gauche des entrées
et Pautre (en fait les deux autres) de la partie droite. Ceci permet de représenter des circuits de type
“diviser pour régner”. Nous reportons le lecteur & [Gup94] pour des exemples de tels circuits.

Comme nous ’avons vu (sans le prouver) dans l’exemple ce type de circuit n’est pas représentable
par un schéma régulier. En revanche ce méme exemple donne des pistes sur la fagon dont il est possible
d’encoder cette structure avec un schéma général. Cependant cet encodage ne serait pas trés naturel
et surtout STAB et DPLL* ne termineraient probablement pas : il faudrait définir des raffinements de
bouclage dédiés. Le moyen le plus simple serait en fait d’étendre le formalisme des schémas de sorte a
considérer des indices non entiers. Nous pourrions p.ex. représenter les EIF en considérant deux symboles
de fonctions unaires [ et 7 et une constante a : nous pourrions avoir les propositions indexées py(a); Pr(a)s
ou encore py(i(r(i(a)))), ¢ qui permet d’organiser de fagon arborescente les variables. Il semble, a priori,
assez simple d’étendre STAB de fagon & gérer ce type d’objet. Cette extension fait partie des travaux
futurs de cette thése.

3Bien que des travaux aient mis en évidence les rapports entre les BDD et les tableaux
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cHAPTER 11

Conclusions and Perspectives

11.1 Reésumé des résultats

Nous avons proposé une formalisation (syntaxe et sémantique) de la notion de schéma itéré de formule
en logique propositionnelle. Cette formalisation permet de capturer, entre autres, les exemples informels
présentés en introduction comme étant des schémas itérés de formule (probléme des pigeonniers, k-
coloriabilité d’un graphe, circuit additionneur).

Nous avons prouvé que la logique associée n’est pas compléte (pour la réfutation). Par conséquent
le probléme de la satisfaisabilité est indécidable. En revanche il existe une procédure naive qui permet
de trouver un modele lorsqu’une conjecture est satisfaisable (propriété appelée “complétude pour la sat-
isfaisabilité”). Par conséquent ce probléme est seulement semi-décidable. Cependant peu de conjectures
insatisfaisables peuvent étre réfutées par la procédure naive. Ainsi, de nouvelles procédures sont intro-
duites ensuite, congues dans le but de réfuter plus de conjectures insatisfaisables que cette procédure
naive, évidemment tout en préservant la propriété de complétude pour la satisfaisabilité.

Nous avons introduit un premier systéme de preuve, trés simple, intitulé STAB. Comme son nom le
suggére, STAB est une procédure étendant les tableaux propositionnels aux schémas. Elle est strictement
plus générale que la procédure naive évoquée ci-dessus. De plus STAB est également plus efficace que la
méthode naive méme dans des cas ol la conjecture est satisfaisable.

Le raisonnement sur les schémas requiert un raisonnement inductif : la réfutation d’un schéma in-
satisfaisable se fait généralement par récurrence sur la valeur du ou des paramétre(s). La détection de
cycle est un moyen simple d’étendre une procédure sans raisonnement inductif en une procédure perme-
ttant un tel raisonnement. Nous avons formellement défini cette notion dans le contexte de procédures
construisant des tableaux. C’est surtout dans ce contexte que STAB montre sa supériorité par rapport
a la procédure naive : les tableaux générés par STAB sont particuliérement adaptés & la détection de
cycles, car les régles de décomposition des itérations visent précisément & relier 'instance n du schéma a
Iinstance n — 1 (ce que ne fait pas la méthode naive).

Muni de cette détection de cycle, STAB nous permet d’identifier une classe de schémas pour laquelle le
probléme de la satisfaisabilité est décidable : les schémas réguliers. Cette classe est donc compléte pour la
réfutation. Nous avons, de plus, présenté une procédure dédiée aux schémas réguliers, appelée SCHAUT.
Di au fait que SCHAUT ne prend en entrée que des schémas réguliers, cette procédure est beaucoup
plus simple et définit un cadre plus adéquat pour étudier la complexité de cet algorithme. Nous avons
ainsi prouvé que SCHAUT résout le probléme de la satisfaisabilité en un temps exponentiel par rapport
au codage des entiers dans le schéma d’entrée (c.-a-d. exponentiel si les entiers sont codés en unaire,
double exponentielle 8’ils sont codés en binaire). Ce résultat montre que les schémas réguliers restent
relativement utilisables en pratique (de plus ce résultat peut étre relativisé par le gain en expressivité
et en concision par rapport aux formules propositionnelles). De plus, une stratégie d’application de
STAB dédiée aux schémas réguliers a été implémentée dans un prototype appelée RegSTAB. Grace a un
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important travail d’optimisation et de raffinement de la stratégie de preuve et des structures de données
utilisées, ce programme a permis de prouver de maniére raisonnablement efficace un certain nombre de
benchmarks que les démonstrateurs par induction existants ne peuvent prendre en charge. Notons que
ce sont ces raffinements qui ont donné lieu & la conception de SCHAUT (en fait RegSTAB est plus proche
de SCHAUT que de STAB).

11.2 Sur le travail réalisé

Nous passons en revue des points développés dans cette thése qui nous semblent perfectibles. A notre
décharge, nous pensons que les problémes mentionnés n’étaient visibles qu’avec le recul, et, en particulier,
seulement aprés avoir exploré plusieurs possibilités comme nous ’avons fait dans cette thése, ce qui n’avait
jamais été fait auparavant.

Formalisme lui-méme

Tout d’abord le formalisme présenté ici nous semble plutdt complexe. Le formalisme original (tel que
présenté dans [ACP0O9b]) était beaucoup plus simple (il correspondait en fait & ce que nous appelons ici
les schémas linéairement et syntaxiquement encadrés, c.-a-d. toute itération est de la forme H{:em, voir
proposition . Sa forme actuelle provient de modifications appliquées afin de rendre les procédures
STAB et DPLL” plus faciles & exprimer, de réduire le nombre de régles et de les rendre plus uniformes.
Cependant le formalisme résultant peut sembler moins naturel car 'introduction de contraintes complique
la présentation (en revanche certains types de schémas sont exprimés de fagon intuitive dans le formalisme
actuel, p.ex. une itération de la forme II}_;m s’exprime trés simplement par I1;;c(1;nniz; M). Surtout,

K3
nous sommes finalement obligés de reme;tégre les schémas en forme normale durant la preuve afin de
pouvoir appliquer les régles (cependant, en pratique, nous pouvons nous passer de la plupart de ces
transformations). Ainsi 'avantage de travailler sans forme normale est un peu perdu.

Si encore le nouveau formalisme était beaucoup plus expressif, cela compenserait ce manque de sim-
plicité, mais nous pouvons facilement faire un formalisme beaucoup plus expressif, par exemple en con-
sidérant n’importe quel fonction récursive dont le codomaine serait ’ensemble des formules de la logique
propositionnelle. Evidemment, nous n’aurions alors que peu d’espoir d’automatisation et devrions con-
sidérer des sous-classes, mais c’est précisément ce que nous faisons déja avec le formalisme actuel. Pour
résumer il nous semble que le compromis “expressivité /simplicité¢” du formalisme actuel n’est pas optimal.
Pour ce qui est du bénéfice consistant a simplifier la définition des procédures, il nous semble qu’il serait
en fait plus judicieux de conserver un formalisme simple quitte & avoir des procédures légérement plus
complexes.

DpLL"

De méme concernant DPLL” : cette procédure est beaucoup trop complexe, surtout avec 'utilisation de
la procédure subordonnée Rgy,. La preuve de complétude pour la satisfaisabilité (théoréme est
particuliérement difficile sans que les concepts sous-jacents soient spécialement intéressants. De méme
la preuve de terminaison pour les schémas réguliers imbriqués (théoréme consiste, pour la majeure
partie, en la définition d’une stratégie sur DPLL* et en 1'étude des propriétés de cette stratégie. Une
fois encore cette étude est rendue fastidieuse par la complexité du systéme et du non déterminisme dans
'application des régles. A 1’avenir, il nous semble plus judicieux de se focaliser sur STAB et de travailler
au développement de divers raffinements de bouclage qui permettraient, peut-étre, d’arriver aux mémes
résultats que DPLL* mais de facon beaucoup plus modulaire. Evidemment la complexité serait transférée
dans la définition des raffinements de bouclage, mais le fait que ceux-ci puissent étre clairement séparés
selon ce pour quoi ils ont été congus (comme nous avons vu pour les littéraux purs et les contraintes
équivalentes) simplifierait probablement le raisonnement.

Schémas réguliers imbriqués

Comme nous 'avons dit, la preuve de terminaison des schémas réguliers est compliquée : la méthode de
traduction évoquée en section [0.A] est beaucoup plus simple. Cependant, comme précisé dans la méme
section, cette preuve nous semble facile a étendre a d’autres classes (p.ex. en relaxant la contrainte



11.3. PERSPECTIVES 141

d’alignement, ou en autorisant des variables liées dans les bornes des itérations). Nous mentionnons ceci
uniquement a titre indicatif, car les classes pour lesquelles nous pourrions alors démontrer la terminaison
ne nous semblent pas suffisamment pertinentes et appuyées par des utilisations pratiques pour justifier
un tel effort. Ainsi, bien que le coeur de la preuve nous semble intéressant, il ne nous semble pas pertinent
de persévérer dans cette voie.

11.3 Perspectives

Schémas polyadiques

Comme nous 'avons vu tout au long de cette thése, les seules classes décidables identifiées imposent que
les schémas soient monadiques. 1l existe différents moyens de considérer des extensions de ces classes mais
il nous semble que la plus pertinente consiste a considérer des schémas non monadiques. Ceci permettrait
par exemple de formaliser le principe des pigeonniers, la k-coloriabilité, les n reines ou encore le jeu de
la vie. Un exemple plus concret serait la modélisation d’un circuit multiplicateur [KS96]. Notons que
cette piste semble difficile & concrétiser : il est trés facile de prouver 'indécidabilité du probléme de la
satisfaisabilité deés lors que nous autorisons plusieurs indices. Par conséquent les classes décidables que
nous pourrons identifier seront probablement trés restreintes par ailleurs.

Schémas itérés en logique du premier ordre

Une évolution naturelle de ce travail serait ’extension des schémas a la logique du premier ordre. Comme
nous 'avons mentionné en introduction (section , ceci irait dans le sens de 'une des motivations
originales de cette thése : l'utilisation de schémas pour la formalisation des mathématiques, comme le
fait p.ex. le groupe d’Alexander Leitsch a Vienne. Cette piste nécessiterait la combinaison de schémas de
formules et de schémas de termes. De plus il faudrait probablement considérer aussi des “quantificateurs
itérés”, p.ex. pour pouvoir exprimer le schéma mentionné en introduction :

2
n n

Vn > 1,Vxy,...,z, € R: (me) < (le>
i=1 i=1

Note. Les sommes peuvent étre exprimées par des schémas de termes. En revanche elles font appel
4 une infinité de variables indicées, ce qui est connu pour poser des problémes, notamment au niveau de
I"unification.

Evidemment, les schémas en logique du premier ordre ont un intérét qui va potentiellement au dela
de la formalisation des mathématiques. En fait tous les avantages vus en introduction sur les schémas
en logique propositionnelle restent valables au premier ordre : gain en lisibilité, en structure, intéréts
potentiels du compromis entre pouvoir d’expression et possibilité d’automatisation. Tous ces avantages
potentiels feraient des schémas en logique du premier ordre de bons candidats pour étre utilisés, p.ex.,
en vérification de logiciels.

Procédure basée sur la résolution

Toujours dans 'idée de développer les schémas afin de les utiliser dans le projet ASAP, en partenariat
avec I'équipe d’Alexander Leitsch, il est nécessaire de développer un calcul basé sur la résolution : en
effet la méthode CERES repose de fagon essentielle sur les propriétés de la résolution, en particulier
sur le fait qu’une réfutation par résolution peut étre vue comme une preuve en calcul des séquents
constituée uniquement de coupures atomiques. Une telle procédure ne semble pas si évidente & définir car
la résolution ne construit pas un arbre de la méme fagon que le font les tableaux sémantiques ou DPLL :
la notion de bouclage semble nécessiter des adaptations conséquentes.

Etude des connexions précises avec les logiques d’ordre supérieur

Comme évoqué au chapitre [6] de nombreuses connexions semblent étre envisageables avec la logique
monadique du second ordre. Le fait notamment que cette derniére soit utilisée pour formaliser des
propriétés sur des circuits (voir sectionet [BK95)]) laisse envisager des liens intéressants, de méme que
le fait que nous puissions exprimer le comportement d’automates finis avec les schémas réguliers : en effet
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des résultats classiques importants mettent en lumiére les relations profondes entre logique monadique
du second ordre (faible) et langages réguliers [Bii59]. Des résultats similaires sont envisageables sur
les schémas, ce qui aurait pour conséquence intéressante de pouvoir comparer deux différentes formes
d’abstraction : lordre supérieur et les algorithmes. Il est dit (rapidement) dans [BK95| que l'ordre
supérieur permet une forme d’abstraction plus déclarative que les algorithmes. Nous pensons que c’est
effectivement le cas mais que cela ne signifie pas pour autant que cette forme d’abstraction soit toujours
a privilégier.

Assistants de preuve

Méme pour une classe trés simple comme celle des schémas réguliers la complexité du probléme de
la satisfaisabilité est relativement importante. De plus, il semble difficile d’obtenir des résultats de
décidabilité pour des schémas ayant des propriétés intéressantes comme la polyadicité. Il semble donc
difficilement imaginable d’obtenir des classes décidables expressives pour les schémas au premier ordre,
et il y a fort a parier que, méme si c’est le cas, le probléme de la satisfaisabilité pour de telles classes
aura une complexité trés grande. Ainsi l'intégration des schémas & des assistants de preuves interactifs
semblent étre une voie bien plus réaliste pour un traitement formel du raisonnement avec les schémas.
De plus, un tel travail pourrait aussi étre bénéfique aux assistants de preuve en permettant d’améliorer
Pautomatisation dans le cas ou la formule a prouver est un schéma (notons que, dans ce contexte, méme
une automatisation partielle peut étre bénéfique).
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Conclusion (d’une régle),
Connexe (bouclage),

Contrainte,

Contre-modéle,

Corps (d’une itération),
Correct(e) (régle, ensemble de régles),
Correction, [T2]

Course (automate),

Décoration, |[112

Dérivation,
Davis-Putnam-Logemann-Loveland, [T4]
Disjoints (domaines),

Domaine (d’une itération),
Domaine linéaire,

DPLL,
DprLL”,

Egalité & un décalage preés,
Elimination des quantificateurs,
Encadreé,

Environnement,

Equitable (dérivation),

Etat final,
Etat initial,
Etendre un tableau,

Expression,

Expression arithmétique, [10]
Expression arithmétique linéaire, [I0]
Extension lexicographique, [14]
Extension multiensemble,

F.n.a.,

F.n.d., [I0]

F.nn., [
Fermée (branche ou feuille d’un tableau),
Fini modulo un raffinement de bouclage, [44]
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Forme normale négative, [9]
Forme normale arithmétique, [I1]
Forme normale disjonctive,
Formule propositionnelle, 0]
Fortement encadré, [24]

Homothétique (classe),

Insatisfaisable, [I0]

Instance, [T9]

Interprétation (des schémas),
TIrréductible (par des régles de tableaux),
Itérateur,

Itération, [I§]

Littéral pur (au sens des schémas),
Littéral pur (au sens propositionnel),
Littéral pur (propositionnel),
Logique propositionelle, [9]

Formule, [9]

Interprétation, [9]

Sémantique, [J]

Syntaxe, [J]
Longueur (d’une itération),

Minimum (bouclage),
Modele,

Monadique, [57]

Mot, [T5]

Mot vide, [T5]

Motif,

Neeud d’alignement (schéma régulier),
Noeud d’alignement, [I08]

Occurrence implicite (littéral),
Ordre préfixe, [15]

Ordre de bouclage, [42]

Ordre standard, [43]

Peut apparaitre (littéral),
Peut apparaitre implicitement (littéral),

Plat, [57]
Position, [TT]]

Positive (occurrence d’'un littéral), |§|
Prémisse,
Propagation bornée, [57]

Quasi-fortement encadré,
Quasi-syntaxiquement encadré,

Regle (d’extension),
Regle de bouclage,
Raffinement de bouclage, [£4]

Sémantique (noeud, tableau),
Sémantique (schéma),
Satisfaisable,

Schéma, [T9]

Schéma régulier imbriqué, [I07]
ScHAUT, [64]

STAB,

Stratégie, [12]

Syntaxiquement encadré, 24]

Transition,
Translation non bornée (classe),

Valide,
Variable entiére,
Variable propositionnelle, [9]
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