N
N

N

HAL

open science

Sur la théorie des excursions pour des processus de Lévy

symétriques stables d’indice o ]1,2] et quelques

applications

Fernando Cordero

» To cite this version:

Fernando Cordero. Sur la théorie des excursions pour des processus de Lévy symétriques stables
d’indice a ]1,2] et quelques applications. Mathématiques [math]. Université Pierre et Marie Curie -

Paris VI, 2010. Francais. NNT: . tel-00521136

HAL Id: tel-00521136
https://theses.hal.science/tel-00521136

Submitted on 25 Sep 2010

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00521136
https://hal.archives-ouvertes.fr

Ecole Doctorale Paris Centre

THESE DE DOCTORAT

Spécialité : Mathématiques

présentée par

Fernando CORDERO

“Sur la théorie des excursions pour des processus
de Lévy symétriques stables d’indice a €]1,2], et
quelques applications.”

dirigée par Frédérique PETIT et Marc YOR

Soutenue le 22 septembre 2010 devant le jury composé de :

Maria-Emilia CABALLERO Univ. Nat. Aut. de México Rapporteur

Philippe CARMONA Université de Nantes Examinateur

Loic CHAUMONT Université d’Angers Rapporteur

Ron DONEY University of Manchester =~ Examinateur
Thomas DUQUESNE Université Paris VI Examinateur
Frédérique PETIT Université Paris VI Directrice de these
Marc YOR Université Paris VI Directeur de these
Laboratoire de Probabilités et Modeles Ecole doctorale Paris centre

Aléatoires 4, place Jussieu - Case courrier 188

4, place Jussieu - Case courrier 188 75252 Paris cedex 05

75252 Paris cedex 05






Esta tesis estd dedicada a mis padres, la luz que se
desprende de ella no es sino el reflejo del carino y
del apoyo incondicional que siempre me brindaron

... que me stguen brindando.

"Si les portes de la perception étaient
nettoyées, chaque chose apparaitrait telle
qu’elle est, infinie." William Blake






Remerciements

Avant tout, je voudrais commencer par remercier ma famille. Remercier mes parents Ana
et Sergio de m’avoir appris a réver, de m’avoir poussé a accomplir chacun de mes réves, de
faire croitre en moi le sentiment que rien n’était impossible. Remercier mon frére Sergio,
sa femme Soraya et mes nieces Karla et Paula pour me faire sentir a chaque instant que
malgré la distance physique, nos coeurs restent infiniment proches.

Je voudrais remercier tres spécialement ma directrice de theése Frédérique Petit pour sa
patience, pour ses conseils, pour sa disponibilité inconditionnelle tout au long de ces années.

Je voudrais aussi remercier mon directeur de these Marc Yor pour avoir partagé avec
moi sa vision panoramique des mathématiques, m’avoir appris a découvrir la finesse et
la profondeur de certains résultats et m’avoir encouragé quand la motivation semblait
m’échapper.

Je tiens a remercier Maria Emilia Caballero et Loic Chaumont qui ont accepté d’étre
rapporteurs de ce travail. J’éprouve une énorme gratitude pour toutes les remarques et
conseils qu’ils m’ont apportés. Je remercie vivement aussi les membres du jury d’avoir
accepté d’assister a ma soutenance de theése.

Merci a I’ensemble de WIP, ceux qui sont encore la et ceux qui en ont fait partie. Ce
groupe de travail m’a permis non seulement de présenter régulierement mes progres, mais
aussi d’entendre ceux des autres, ce qui a été tres enrichissant pour moi.

Merci a tous les thésards que j’ai rencontrés pendant ces années de these. Travailler en
leur compagnie a été une tres belle expérience.

Cette these a pu étre développée grace a une bourse Master 2 investigacion y Doctorado,
Embajada de Francia en Chile - CONICYT.

Y quisiera agradecer a la familia parisina, los amigos que durante este largo viaje me
han acompainado a descubrir Paris una y mil veces, de una y mil maneras. Amigos con
quienes he compartido alegrias y tristezas, miedos y certitudes. Betsa, Negro, Claudia,
Juani, Pamela, Edu, Cathy, Pierre, Claudio, Nestor, Tamarillos, Cony... los quiero mucho.

Y para terminar quisiera agradecer a mi Betti, no solo por los innumerables momentos
felices que hemos compartido, sino también por ayudarme a encontrar la disciplina en
estos ultimos anos, por soportarme en los momentos de estrés, por ayudarme a ver méas
claro cuando todo se veia oscuro. Bettina, muchas gracias, tu compania, tus consejos, tu
amor han sido cruciales en la culminacién de este trabajo.






Résumé

Sur la théorie des excursions pour des processus de Lévy
symétriques stables d’indice a €]1,2] et quelques applications

Résumé

Cette these est constituée de 5 chapitres.

Le chapitre 1 est divisé en deux parties; la premiére autour des généralités sur les proces-
sus de Lévy et la deuxieme sur le cas particulier des processus symétriques stables.

Le chapitre 2 porte sur la théorie des fluctuations dans le cas stable et concentre la plupart
des résultats originaux de cette theése. Dans ce chapitre, on s’intéresse premierement a la
loi conjointe du premier temps de passage au-dessus d’une barriere et de la position du
processus en cet instant ainsi qu’a des questions autour de ’absolue continuité de la loi
du supremum. Dans un deuxieme temps, on s’intéresse a la loi conjointe du processus au
temps ¢, de son supremum avant ¢ et du dernier temps d’atteinte du supremum avant ¢.

Le chapitre 3 est aussi constitué des deux parties, une partie sur les temps locaux et une
autre partie sur la théorie des excursions. Les deux parties sont traitées dans le cas des
processus symétriques stables d’indice supérieur a 1. Concernant les temps locaux, on rap-
pelle leur définition et leurs principales propriétés. Concernant la théorie des excursions,
on présente la théorie de facon semblable aux cas classiques en passant entre autres par les
définitions d’excursion normalisée et de méandre, et en donnant des constructions simples
pour ces objets. On présente aussi quelques développements récents de la théorie dus a
K.Yano, Y. Yano et M. Yor.

Les chapitres 4 et 5 portent sur des applications (dans le cas symétrique stable) de la
théorie des excursions a 1’étude respectif des temps passés positif et négatif et des valeurs
principales généralisées.

Mots-clefs

Processus de Lévy, Processus de Lévy stables, Propriété de scaling, Théorie des fluctua-
tions, Théorie des excursions, Temps locaux.




On the excursion theory for the symmetric stable Lévy
processes with index « €]1,2] and some applications

Abstract

This thesis consists of five chapters.

Chapter 1 is divided in two parts; first part concerns the general Lévy processes and the
second one, the particular case of symmetric stable Lévy processes.

Chapter 2 focuses on the theory of fluctuations in the stable case and contains most of the
original results of this thesis. In this chapter, we study the joint distribution of the first
passage time over a fixed barrier and the corresponding overshoot. We then look into the
joint distribution of the process at time t, its supremum before ¢ and the last hitting time
of the supremum before t.

Chapter 3 is also composed of two parts. First part treats local times and the second
deals with the excursion theory. Both are studied in the case of symmetric stable Lévy
processes with index greater than 1. For the local times we give the fundamental defini-
tions and classical properties. Concerning the excursion theory, we develop an exposition
in a classical way. We provide, among others, the definitions of normalized excursion and
meander. We also give simple constructions for these objects. Finally, some recent results
due to K.Yano, Y. Yano and M. Yor are exposed.

Chapters 4 and 5 deal with applications (in the symmetric stable case) of excursions theory.
We study the time spent positive and negative. and generalised principal values.
Keywords

Lévy processes, Stable Lévy processes, Scaling property, Fluctuation theory, Excursion
theory, Local times.
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Introduction

La théorie générale des excursions (voir par exemple [6], [25] et [29]) associe & un proces-
sus de Markov pour lequel un point donné, disons 0, est régulier, un processus de Poisson
ponctuel (le processus des excursions) a valeurs dans un espace de trajectoires (1’espace
des excursions), et donc aussi une mesure d’intensité (la mesure d’excursion). Bien sir,
pour ce processus de Poisson ponctuel des formules clés additives et exponentielles met-
tent en lien direct le processus de Markov de départ et la mesure d’excursion. Ainsi, une
bonne connaissance de la mesure d’excursion permet d’obtenir une bonne connaissance du
processus de Markov, et inversement.

Dans le cas brownien, la théorie des excursions a été largement développée, en particulier
avec la description de Williams de la mesure d’excursion. La propriété de scaling et la
continuité des trajectoires jouent un role tres important dans l'obtention des résultats.
Une partie de ces résultats a été généralisée au cas des diffusions régulieres. Encore une
fois, la continuité des trajectoires joue un roéle primordial.

Les processus de Lévy stables d’indice « €]1, 2] font 1’objet principal de ce travail de thése.
Pour ces processus on peut définir de facon analogue au cas brownien des temps locaux et
en ce sens, on peut définir de facon trés naturelle le processus des excursions, ainsi que la
mesure d’excursion associée. La littérature sur ce sujet étant vaste, mais trés éparpillée, un
des buts de ce travail est de rassembler la littérature existante et de 'exposer de maniere
claire et précise.

Cette these est constituée de 5 chapitres. L’ordre dans lequel ces chapitres sont disposés
n’est pas chronologique, mais il me semble étre ’ordre naturel pour les présenter.

Le chapitre 1 est divisé en deux parties; la premiere autour des généralités sur les pro-
cessus de Lévy et la deuxieme sur le cas particulier des processus symétriques stables.
Dans la premiere partie, on commence par donner les définitions d’un processus de Lévy
et d’autres objets liés a leurs lois, comme ’exposant caractéristique ou la mesure de Lévy.
On parle ensuite de la propriété de Markov, on définit le semi-groupe et la famille de
résolvantes associés. On présente des conditions classiques qui entrainent ’existence et la
régularité de densités pour le semi-groupe (et donc, pour la famille de résolvantes).

Dans la deuxieme partie, on donne la définition d’un processus stable symétrique d’indice
a €]0,2] et on vérifie selon les valeurs de « si les conditions pour l'existence de densités
(pour le semi-groupe et la famille de résolvantes) sont satisfaites. On donne des expre-
ssions pour ces densités dans certains cas particuliers. Dans le dernier paragraphe de ce
chapitre, on s’intéresse, dans le cas symétrique stable d’indice o > 1, aux temps d’atteinte
d’un niveau donné par le processus. Plus précisément, on exprime leur loi a ’aide de deux
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variables aléatoires indépendantes, plus ou moins explicites (voir aussi [46], lemmes 2.16,
2.17 et théoreme 5.3).

Le chapitre 2 porte sur la théorie des fluctuations et concentre la plupart des résultats
originaux de cette these. Dans ce chapitre, on s’intéresse premierement a la loi conjointe
du premier temps de passage au-dessus d’une barriere et de la position du processus en
cet instant. Le point de départ est une formule, diie a Pecherskii et Rogozin (voir [30]),
pour la transformée de Laplace de cette loi conjointe quand on considére une barriére
exponentielle indépendante. On inverse cette formule pour trouver une expression pour la
transformée de Laplace conjointe, cette fois-ci a barriere fixe, disons x > 0. Ensuite, dans
le cas a-stable, avec 1 < a < 2, a partir de cette nouvelle formule et a ’aide de certains
résultats asymptotiques, on retrouve la loi du processus au premier temps de passage au-
dessus du niveau x. Ce résultat avait été déja obtenu par Ray, dans le cas symétrique, et
Bingham, dans le cas d’un processus non spectralement négatif. Cependant l'intérét de la
preuve qu’on fournit est son caractere élémentaire qui permet de voir tres clairement le
role joué par la propriété de scaling. Ensuite, on conditionne le premier temps de passage
au-dessus du niveau x a avoir un saut au-dessus de x plus petit que h et on fait tendre h
vers 0. On montre la convergence en loi vers une variable aléatoire qui, sous certaines con-
ditions techniques, permet d’aborder certaines questions concernant I’absolue continuité
de la loi du supremum.

Dans un deuxiéme temps, toujours dans le cas a-stable, on s’intéresse a la loi conjointe
du processus au temps t, de son supremum avant ¢ et du dernier temps d’atteinte du
supremum avant ¢t. Comme dans le cas précédent, on commence avec une formule diie a
Pecherskii et Rogozin (voir [36]), pour la transformée de Laplace du triplet des variables,
prises en un temps exponentiel indépendant. L’idée & nouveau, c’est d’inverser cette for-
mule pour en trouver une a temps fixe. De cette facon, on arrive a caractériser la loi du
triplet. Le résultat obtenu, peut étre vu comme un cas particulier de la proposition 16
et du corollaire 17 du chapitre VIII dans [6] concernant des constructions trajectorielles
pour le méandre et le méandre dual du processus réfléchi. Comme précédemment, ’'intérét
de la démonstration qu’on propose réside dans le fait qu’on peut visualiser de facon plus
explicite le role de la propriété de scaling dans I'obtention du résultat.

Le chapitre 3 est aussi constitué des deux parties, une partie sur les temps locaux et une
autre partie sur la théorie des excursions. Les deux parties sont traitées dans le cas des
processus symétriques stables d’indice o > 1. Concernant les temps locaux, on commence
par donner leur définition et rappeler leurs principales propriétés : formule d’occupation,
caracteére holdérien, formule de Tanaka, etc. Ensuite, on définit I'inverse continu & droite
du temps local en 0. Apres quelques considérations autour de la formule de Feynman-Kac,
on donne finalement une généralisation du lemme 9 du chapitre V dans [6] concernant la
construction d’une martingale associée aux temps locaux.

Dans la partie sur la théorie des excursions, on présente la théorie de fagon semblable
aux cas classiques (mouvement brownien et diffusions régulieres) en passant entre autres
par les définitions d’excursion normalisée et de méandre, et en donnant des constructions
trajectorielles simples pour ces objets. On présente aussi quelques développements récents
de la théorie dus a K.Yano, Y. Yano et M. Yor.

Dans le chapitre 4, on s’intéresse aux temps passés positif et négatif par un processus de
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Lévy symétrique stable d’indice a > 1. On s’appuie sur le calcul fait par Fitzsimmons et
Getoor dans [22] de la transformée de Laplace conjointe de l'inverse du temps local en
0 et du temps passé positif par le processus jusqu’a cet instant-la. Ensuite, a I’aide des
formules-clé, on récupére de l'information sur la mesure d’excursion qui nous permet de
calculer d’autres transformées de Laplace liées au temps passé positif. A 'aide des va-
riables aléatoires G, (voir les notations), on arrive ensuite a exprimer la mesure de Lévy
d’une pseudo-transformée de Laplace uni-dimensionnelle associée aux temps passé positif
et négatif. On cherche alors & établir des liens entre la mesure de Lévy conjointe pour ces
temps d’occupation et les variables G.,.

Le chapitre 5 porte sur les valeurs principales associées aux temps locaux. On présente
d’abord le résultat de Biane et Yor ([9]) concernant, dans un cadre brownien, le calcul d’une
transformée de Laplace bi-dimensionnelle associée a des valeurs principales généralisées
prises en l'inverse du temps local en 0. Ensuite, on présente un résultat analogue pour les
valeurs principales "simples" d’un processus de Lévy ([2I] pour le cas symétrique stable
d’indice o > 1 et [6] pour le cas d’un processus de Lévy vérifiant une certaine condition
technique). On montre dans le cas symétrique stable d’indice @ > 1 que le caractere
holdérien des temps locaux permet de définir des valeurs principales généralisées (comme
dans le cas brownien). Ensuite, en suivant le schéma de la démonstration de Bertoin du
résultat pour les valeurs principales "simples', on trouve des relations beaucoup moins
explicites pour les valeurs principales généralisées.






Notations

Fonctions spéciales
Si z € C, Re(z) désigne la partie réelle de z et Im(z) sa partie imaginaire.

On désigne par I' la fonction gamma :

—+00

I'(z) = /e—ttz—ldt, Re(z) > 0.
0
B désigne la fontion béta d’Euler :
I'(z) P(y)
B =—=, R 0, R 0.
(@9 = Ty Re() >0, Re(y) >

Pour A € C et k € N, on note ()), le symbole de Pochhammer :

No=1, Np=AXA+1)---(A+k-1), E=1,2...
Pour p,q € N avec p < ¢ + 1 et des nombres complexes ai,...,q, €t 71,...,7, (avec
~vi #0,—1,—2,...), on définit la fonction hypergéométrique généralisée :

p
+o0 H (ar)k Zk:

pFolar, . ..ap; v .oo9g; 2) = Z 7“?17?
k=0 Hl (75)]@ )
s=

Remarque. Sip < q, Iy est une fonction entiere. Pour p = q+1 le rayon de convergence
de la série est égal a 1, mais on peut étendre la définition de la fonction a tout le plan
complezxe par prolongement analytique.

On définit les fonctions sinus intégral si et Si par :

o fsing o [sin(t)
si(z) = / , dt, Si(z)= / dt, Re(z)>0.
0

z

De méme, on définit les fonctions cosinus intégral ci et Ci par :

“+o00

ci(z) = —Ci(z) = /

z

cos(t)

dt, Re(z)>0.
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Remarque. Les fonctions Si et si sont des primitives de la fonction x +— Smﬂgﬂ Si est la
primitive nulle en 0 et si la primitive nulle a lVinfini. On a la relation suivante :

Si(z) = g +si(2).

cos(x)

La fonction Ci est la primitive de la fonction x — — =" nulle a l"infini.

Variables aléatoires

I’y désigne une variable gamma de parametre a > 0 :

P, € dz] = e za_ll{z>0} dz.

1
I'(a)

Ba,p désigne une variable béta de parametres a > 0 et b > 0 :

P[Bap € du] = u (1= w)" M ey du

1
B(a,b)
e, désigne une variable exponentielle de parametre p > 0 :

Ple, € du] = pe ™" 11,501 du.

Lorsque le parametre vaut 1, on désigne par e une exponentielle standard.
N (,0?%) désigne une variable normale d’espérance u et d’écart type o > 0 :
! e,%(ﬂ

P[N (i, 0°) € dx] = = ) da.

2o

Lorsque = 0 et 0 = 1, on désigne par N une variable normale centrée réduite.

Pour 0 < 8 < 1, notons 73 une variable stable unilatérale standard d’indice 3 dont la
transformée de Laplace est donnée par

E [exp (—t7T5)] = exp(—t7), t > 0.

Pour 7 €]0, 1], on note G, une variable aléatoire a valeurs dans ]0,1[ de densité donnée
par :
v sin(my) w1 — )t
= 1 .
fa, (W) (I —9)m (1 —u)?r —2(1 —u)vu?Y cos(my) + u?Y Jo.1((1)
Pour 7,6 €]0,1[, on note G une variable aléatoire a valeurs dans [0,1] qui a pour
transformée de Stieltjes :

1 o A9 ()\6—1 —(1+ )\)5—1)
A+Gys| 1-6 (14 X)) — X7 ’

A > 0.

Pour v €]0,1[, Z, désigne une variable aléatoire a valeurs dans R, de densité :

_sin(7y) 1
Jz,(u) = 7wy  u?+ 2ucos(my) + 1

L10,400[ (1)

M., désigne une variable aléatoire de Mittag-Leffler, a valeurs dans R, de loi caractérisée
par :

—+00
)\’I’L
Elexp(AM,)] =Y ————, A€R
= Tny+1)
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Remarque. Quand on écrit une identité du type :

WX, X)) "D k(Y.L Yo,

on suppose toujours que dans chaque membre, les variables aléatoires considérées sont
indépendantes.






Tableau comparatif

Soit B = (By,t > 0) un mouvement brownien réel, standard, issu de 0 et X (%) = (Xt(a), t>0)

un processus symétrique stable d’indice a €]1, 2.

Propriété Mouvement brownien B Processus symétrique stable X ()
Seali (loi) (@) (o)) 1/a v (@)

caling (Bat,t > 0) =" (yaBy,t > 0) (Xt »t 2 0) =" (a/*X;"7,t = 0)
Exposant Pa(A) = $A2 Ya(N) = |\,
caractéristique oll ¢ = ¢[X (@] est une constante

strictement positive.

Densités des

distributions

(voir [43])

(X' € dy) = p{™ (z — y)dy

pi ) = Mo (),

a X (-D)T(2E 41, 4 v
PV ) = e 3 S ()

Temps locaux

t
T a)l — 13 1
LEXO) = Jim g [ _pyeqyds

Formule

d’occupation

t (@) +oo
([f(Xs Jds = [ f(@)L§[XV]dx

Régularité des
temps locaux
(voir [2])

Ils sont holdériens d’ordre 7,
pour tout n €]0,1/2[.

Ils sont hoéldériens d’ordre n,
pour tout 7 €]0, (o — 1)/2].
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TABLEAU COMPARATIF

Propriété

Mouvement brownien B

Processus symétrique stable X (@)

Scaling pour les
temps locaux

(L2t > 0,2 € R)
WD (Jar¥Ve.t > 0,z € R)

(LE[X @)t > 0,2 € R)

D (@l oL (X @)t > 0,0 € R).

Inverse du temps

local en 0

7o = inf{u > 0; L% > ¢} (74,4 > 0)
est un subordinateur stable d’indice

Tz(a) = inf{u > 0; LY[X(] > ¢}

(Téa),ﬁ > 0) est un subordinateur sta-

ble d’indice 1 — 1/a.

Temps passés

positif et négatif

Loi du couple
(A )
(voir [22])

Elexp(—qre — MA})] = e @@

o ¢(q,A) = /25 +,/%.

Elexp(—qre — AR )] = e toala)

olt ¢a(q; A) = ¢/ sin(r/0) xy7e e

Loi du couple

(A A7)

E[exp(—aA;; —bAZ)] = e t®@N)

Te
o @(a,b) = /5 + /3.
En particulier A;LZ et A7,
sont indépendants.

Elexp(—aA)T — pA) 7)) = e t@alaN)

ot Dy (a,b) = ¢!/ sin(m/0) 4=

En particulier, A" et Ag_?é)r
sont indépendants si et seulement

sia=2.

Les variables

gt

gt = sup{s < t; B; = 0},
(loi)
g9t = tg

De plus, g7 suit la loi béta
de parametres 1/2, 1/2 :

P(g1 € dS) =

- ,7511_3) 1]071[(8)d8

ggo‘) = sup{s < t; x{ = 0},
) (loi) ot
g™ "2 gl
()
De plus, ¢;
de parametres 1 — 1/a, 1/ :

suit la loi béta

sin((1—L)m)s™ @ (1_s)é*1

P(g\™ € ds) = _ Ljo.1((5)ds.
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Propriété

Mouvement brownien B

Processus symétrique stable X (@)

Construction

trajectorielle du
pont ([6], [14], [40])

(\/%Bglht € [07 ]-]) est un poHt

indépendant de g .

(( ({x))l/aX(?(,)) ,t €10,1]) est un pont
iy a0 @

indépendant de gy

Existence de

valeurs principales

Ho (1)
t
=1 dul B (1/v)—2 B.)1
EI_IH){ u| By | sgn(Bu)l(|B,|>¢),

pour tout v €]0,2].

H™M (1)

t a—1_,
= lim%f|X1(L°‘)\ “sgn(X{*)1
0

e—0

(X 2e) T

pour tout v €]0,2].

Construction des
processus stables

symétriques

(Hy,(1¢),£ > 0) est un processus
symétrique stable d’indice v, ou
v €]0,2].

(Hﬁa) (Tg(a)), ¢ > 0) est un processus
symétrique stable d’indice v, ou
v €]0,2].

Les processus AL

t
Ay(t) = [ du|B, |72,
0

pour v €]0, 1[.
Le processus (A, (7¢),¢ > 0) est un
processus unilatéral stable d’indice v.

o

t _
A ) = [ X85 2 d,
0

pour v €]0, 1].
Le processus (Al(,a) (1¢),¢ > 0) est un pro-

cessus unilatéral stable d’indice v.

Loi du couple
(H53(re), A ()

1 €]0,1[, v €]0, %[

(voir [9], [21] et [6]).

E[exp (iA\Hz,(10) — %Au(Té))] =

A
e (4u9>2“cosh(”9“)B(2u+1+.xu.2u+1 —id
e 27 T(2p)sin(np) ) 1o T2 7 ,

ou B(a,b) = Fl“(zzig;)'
(v=2).

Elexp(—qre + iXH{* (72))],
— A coth(Ak(q))

N Cfl/o‘qlTTa
ou K(Q) = Tasin(r/a)

(n=(a—1)/aet y=1/p).
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Dans la suite, on considere e, un temps exponentiel indépendant de parametre p.

Propriété

Mouvement brownien B

Processus symétrique stable X (@)

Loi du couple

(A(a),+ (a))

gep sy Jep

Elexp(— )\A;’ep [1e, )]

pour A > 0, > 0.

Elexp(-AA§) " — ugs))]
=z 1+ - ),

pour A > 0, > 0.

Loi du couple

m%ﬁ#h

Elexp(—=AAj — ug)]

Elexp(— AA(((L — 1g\™)]

_ () F1a(1/2,25— (A +p) —pd a0 (1/2,25—p)
= p

e AT gTE (1 fs)f% 1[0,s) (z)dxds.

Il
3=
O
o

En particulier, A+ suit la loi béta de
parametres 1/2et 3 /2. De plus, la vari-

able g L est indépendante de g1, de loi
uniforme sur [0, 1].

_ O PLa(1-1/a, 2= (k) —pFra (1=1/a,2—p)
= X

—1/a=1(_gl/a-1

1i0,s1(®)
aB(1—1/a,111/a) dxds.

11
fj'ef)\zf,u,ss
00

a),+

En particulier, A(( j" suit la loi béta de

parameétres 1 — l/a et 1+1/a. De plus, la
A("‘) +

(@)
g(la) est indépendante de gga)’

variable

1
de loi uniforme sur [0, 1].

Loi de H®)(e,) Elexp(iAHi(ep))] = m E[exp(i)\Hfa) (ep))] = Wln(p))

(voir [21])

Loi de HaS)) | Elexp(iAH (e,))] = Y2 tanh () | Elexp(AH{™ (g))] = b r(e)

(voir [21])

Loi conjointe | Elexp(iAH1(ge,) + in(Hx(ey) = Hi(ge, )] | Elexp(NH{ (g yrin(H{"e,)~H{(g5)))
. __ tanh(w\/\/2p __ tanh(Ak

des variables = ( )\/ p) sinh(wﬁ/\/ﬂ)' = (A () sinh(;/jfi(p))

H (g8 et En particulier, Hi(ge,) et En particulier, H{* (g{}’) et

H{‘”( p)— Hi(ep) — Hi(ge,) sont indépendantes. Hfa)(ep) — H<a)(g:(ea)) sont indépendantes.

H{" (9¢3))

(voir [21])
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Propriété

Mouvement brownien B

Processus symétrique stable X ()

Théoréemes de

Ray-Knight
(voir [20], [3])

(L¥,x >0)et (L%, x >0)

Te) Te

sont deux BESQC(Y)
indépendants.

(Lfm) (X (@] 4 %77;%? r € R)
1
loi 2
L (A + VD, zeR),
ou 7 est un mouvement brownien
fractionnaire d’indice oo — 1,

indépendant de X (@),

Les endroits les
plus visités

(voir 4] et [3])

W(t)={xeR: L} =supL},
yeR
W(t) = max =,
zeW(t)

. logt)”
Jim GEFW(H)] = +oo,  pos,

pour tout v > 9.

W (1) = {z € R: LF[X ] = sup LY[ X (V]},
yEeR

W (t) =

max <,
zEW(@) (1)

. logt)”Y

Jim GEE W ()] = too,  pus,

pour tout v > 9/(av — 1).

Loi de la durée
de vie sous

la mesure

d’excursions

V(e) = inf{t > 0:e(t) =0},

n(V € dv) = \/%1(@>0).

V(e) =inf{t > 0:e(t) = 0},

a— in(m/a @, +—
na(V € d'U) = %Cl/ Ve 21(U>0)d’U.

Comportement

autour de zéro

(voir [1]).

%ir%% =0, pour kK < 1/2.
—

limsup% = 00, pour Kk > 1/2.
t—0

()
. X

lim =t
t—0 t°

=0, pour k < 1/a.

(o)

lim sup Xtt,i
t—0

= 00, pour Kk > 1/a.







Chapitre 1

Processus de Lévy symétriques
stables

1.1 Généralités sur les processus de Lévy

1.1.1 Quelques définitions et propriétés élémentaires

Définition 1.1 (Processus de Lévy). Soit (€2, F, P) un espace probabilisé et X=(X;;t > 0)
un processus stochastique défini sur (€2, F, P) & valeurs dans R%. On dit que X est un pro-
cessus de Lévy d-dimensionnel si ses trajectoires sont continues a droite et limitées a gauche
(cadlag) et ses accroissements sont indépendants et stationnaires, c’est-a-dire, que pour
tous s,t > 0, Paccroissement X; ;s — X; est indépendant du processus (X,;0 < v <) et
a méme loi que X;. En particulier, P(Xy =0) = 1.

On notera P* la loi de X+x sous P. De méme, on notera E, et E les opérateurs d’espérance
pris par rapport a P* et P respectivement.

La propriété d’accroissements indépendants et stationnaires et la régularité des trajectoires
permettent de démontrer aisément I’existence d’une fonction v : R? — C, qu’on appelle
exposant caractéristique du processus de Lévy X, vérifiant :

VE>0,VA eRY, Bl = om0, (1.1)

Remarque 1.2. Toujours gréace a la propriété d’accroissements indépendants et station-
naires et a la régularité des trajectoires, on peut démontrer qu’'un processus de Lévy est
caractérisé par son exposant caractéristique.

D’autres objets permettant de caractériser un processus de Lévy sont introduits dans la
formule de Lévy-Khintchine (voir par exemple section 7.6 dans Chung, [17]) :

1 A
YA =i <a,A> +§Q()\) + /(1 — e M i< N> 1{|x‘<1})H(dx), (1.2)
R4

ol a € R?, Q est une forme quadratique positive et IT est une mesure dans R? \ {0} telle
que [(1 A |z|*)I(dz) < 4+00. Q est appelé coefficient gaussien et IT mesure de Lévy.

La formule de Lévy-Khintchine s’écrit de facon plus simple quand le processus de Lévy
est a variation finie. En fait, un processus de Lévy est a variation finie si et seulement si
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son coefficient gaussien @ est nul et [(1 A |z|)II(dz) < 400 (voir section I.1 dans [0]), et
alors on peut écrire :

W) = —i <@\ > +/(1 (), (1.3)
Rd

ot @ € R? est appelé coefficient de drift. Si de plus, le processus de Lévy est & valeurs
dans R et n’a pas de sauts négatifs, le support de la mesure de Lévy est inclus dans R.
Les subordinateurs en sont un cas particulier.

Définition 1.3 (Subordinateur). Un subordinateur est un processus de Lévy a valeurs
dans R . En particulier, il s’agit de processus dont les trajectoires sont croissantes.

Dans le cas des subordinateurs, on travaille plutét avec la transformée de Laplace qu’avec
la transformée de Fourier. Dans ce cadre, on sait qu’il existe une fonction ¢ : Ry — R,
qu’on appelle exposant de Laplace, telle que :

VE>0,YA >0,  Ele M) =W, (1.4)
et grace a (1.3) on a :
“+oo
A
YA >0, QS(A) =a+ / e MII(t)dt, (1.5)
0

ot TI(¢) = TL(]t, +oo]).

1.1.2 Autour de la propriété de Markov

On associe au processus de Lévy X sa filtration naturelle (F;t > 0) (F; est la o-algebre
complete engendrée par (X;0 < s < t). La propriété d’indépendance des accroissements
et la régularité des trajectoires entrainent que X est un processus de Markov par rapport
a (Fy;t > 0) (voir section 1.2 dans [6]). Considérons le semi-groupe défini par :

P f(x) = Eo[f(X4)], (1.6)

pour toute fonction mesurable et bornée f. Il vérifie la propriété de semi-groupe, c’est-a-
dire que Py = Id et Py o Ps = Pyys.

Le semi-groupe (P;;t > 0) a la propriété de Feller, c’est-a-dire, que pour tout f € Cy,
P.f € Cy, et P.f converge de fagon uniforme vers f quand ¢ tend vers 0 ([6], chapitre I,
proposition 5), et X est un processus de Markov fort ([6], chapitre I, proposition 6).

On définit maintenant la famille des résolvantes (U?; ¢ > 0) par :

+oo +oo
Ulf(x) =E, e Pf(Xs)ds| = | e PPsf(x)ds, (1.7)
/ /

ou f est une fonction mesurable bornée. La propriété de semi-groupe pour (P;;t > 0) se
traduit dans I’équation résolvente suivante :
Uur—-u4

vivr = —, q,7 > 0. (1.8)
q—r
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On consideére, pour y € R%, le temps d’arrét Ty, = inf{s > 0: X =y} (avec par conven-
tion inf () = +00).

Pour x € R?\ {0}, on note P*Y la loi du processus partant de 2 tué en 0, c’est-a-dire, la
loi sous P? du processus (X7;t > 0), défini par :

Xy si t<T,
Xt{O} _ J A st T <yoy, (1.9)
1) si t> T{O},

oil § est un point isolé. On notera EO I'opérateur d’espérance pris par rapport a P%0. 11
est facile de voir que le processus tué X {0} est aussi un processus de Markov et on peut
écrire son semi-groupe et sa famille de résolvantes comme :

B f(x) = E, [f(Xt)J < T{o}} ; (1.10)
Troy 400
U f(x) = E, / =0 F(X,)ds| = / =05 PO £ (z)ds. (1.11)
0 0

Gréce a la propriété de Markov forte au temps Ty, on a :
Ulf(x) = Up f(z) + Eyle M0 U £(0). (1.12)

1.1.3 Sur P'existence de certaines densités

Désormais dans ce chapitre, X sera un processus de Lévy a valeurs dans R.

Pour chaque ¢t > 0, on considére la mesure u¢(-) = P[X; € -]. Il est connu que chacune des
conditions suivantes est suffisante pour assurer I’absolue continuité de la mesure u; par
rapport a la mesure de Lebesgue (voir [22], [44]) :

1. 02 >0,
2. exp(—ty) € L*(d\) pour tout t > 0,
3. II,(R) = 0,

ol o2 est le coefficient gaussien et II, est la partie absolument continue de la mesure de
Lévy de X.

Si on suppose de plus que p; est absolument continue et si on note p; sa densité, on a (voir
122) -

PH(Xy € dy) = pi(y — x)dy, (1.13)
les densités peuvent étre choisies de sorte que la fonction (¢,y) — p(y) soit mesurable en

(t,y) €]0, 00[xR et :

pe(y) = /ps(y —z)p—s(x)dr, 0 < s <t (1.14)
R

Dans ce cas, la famille de résolvantes admet des densités u? telles que :

+oo
Ut = [ fwutty - aydy, (1.15)
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et :
“+00

ul(x) = /equps(x)ds. (1.16)
0

Une autre condition qui permet d’assurer ’existence des densités u? est (voir [6], chapitre
I1, théoreme 19 et corollaire 20) :

+oo
Cette condition implique aussi que les densités u? sont continues et que (voir [6]) :
+00
1 1
i 1
2uq(0) - ('U,q(.%') + uq(—m)) = 7‘('_[0 (1 — COS(&@')) Re <q—|—1/}(€))d£7 (119)

et ([6], chapitre II, corollaire 18) :

)
ud(0) -

I1 découle de (1.10)), (L.11)), (1.12)) et (1.20) que le semi-groupe et la famille de résolvantes

du processus tué en 0 admettent aussi des densités données par :

Eylexp(—qTyoy)] = (1.20)

pay) =pila—9) = [ posv) Ty € ds), (1.21)
0
et :
0 i , ut(—2) u(y)
ug(z,y) = / e pi(x,y)dt =ul(y —x) — ) (1.22)

0

Remarque 1.4. La condition ((1.17)) implique en particulier que 0 est un point régulier,
c’est-a-dire, P(Tjp) =0) = 1.

Remarque 1.5. Notons d’abord que les densités u? sont intégrables. En effet, si on prend

f=1et x=0dans (1.7) et (1.15)), on obtient :

—+00 —+00

1
lat = [ w'ty)dy=U10) = E| [ e s =2 < 4o
q

—0o0 0
d’ott u? € L*(R).
Si on suppose de plus que les densités u? vérifient la condition , on peut montrer
que u? € LP(R) pour tout 1 < p < 4o00. En effet, de on voit que les densités u? sont
bornées par u4(0) et alors elles sont dans L*°(R).
Considérons maintenant 1 < p < +oo et choisissons f = (u?)” et £ = 0 dans et
(T.15) :

teo s uq(o)pfl
| w? |7 = / (u(y))P ul (y)dy = E[ / e~ (ul( X)) ds| < — <t
. J

ce qui montre notre assertion.
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1.2 Le cas symétrique stable

1.2.1 Quelques définitions et propriétés élémentaires

Définition 1.6 (Processus stable d’indice «). Un processus de Lévy X est dit stable
d’indice a € (0, 2] 8’1l vérifie la propriété de scaling d’indice «, c’est-a-dire, si pour tout
b > 0, le processus (b~Y/*Xy;;t > 0) a méme loi que X.

Définition 1.7 (Processus symétrique). Un processus stochastique Y = (Y;;¢t > 0) a
valeurs dans R¢ est dit symétrique si le processus —Y a méme loi que Y.

Désormais, on suppose que X est un processus symétrique stable d’indice « a valeurs dans
R. Dans la suite on énoncera une liste de propriétés élémentaires pour les processus stables
(voir par exemple [48] ou [6], chapitre VIII).

Le cas o =2

Dans ce cas, X est un mouvement brownien standard a une constante multiplicative pres.
L’exposant caractéristique est donné par ¥(A\) = cA?, (¢ > 0), la mesure de Lévy est nulle
et le coefficient gaussien est strictement positif, en particulier X est & variation infinie.
Comme la condition dans le paragraphe 1.1.3 est vérifiée, les densités p; et u? existent.

Comme (|1.17)) est aussi vérifiée, les fonctions u? sont continues et vérifient ([1.18)), (1.19))

et (1.20]). Dans ce cas particulier, on a méme mieux (voir par exemple [40]) :

vt > O,VQZ‘ S R, pt(x) = e 4ct,

1
Vg > 0,Vx € R, ul(z) = e~ lZVE,

Lecasa=1

Dans ce cas, X est un processus de Cauchy symétrique. L’exposant caractéristique est de
la forme ©1(A\) = c|A|. Le coefficient gaussien est nul et la mesure de Lévy est propor-
tionelle & |z|~2dx, donc X est & variation infinie.

D’autre part, comme la condition dans le paragraphe 1.1.3 est vérifiée, les densités p;
et u? existent. On sait méme que (voir [43]) :

& t

7 (22 + 2t2)’

et donc, on peut exprimer les densités u?, a I'aide des fonctions spéciales ci et si, de la
fagon suivante (voir [38], p.135) :

Vg > 0,Vx # 0, ul(z) = % [cos <q|:|> ci (q|j|> — sin <q|cx) si (qtd)] :

Le cas a €]0,1[U]1, 2]

vVt > 0,Vx € R, pe(x) =

Dans ce cas, ’exposant caractéristique est de la forme :
ha(X) = |7, (1.23)

ou c > 0.
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La mesure de Lévy est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Plus
précisément :

(dz) = ¢t x|~ e, (1.24)
ol ¢ > 0. Le coefficient gaussien est nul et X est a variation finie si et seulement si
a €]0,1].

Comme la condition dans le paragraphe 1.1.3 est vérifiée, les densités p; et u? existent.
La propriété de scaling entraine :

vVt > 0,Vx € R, pi(x) = 7V (171 %), (1.25)
On a aussi 'expression suivante (voir [43], chapitre III, formules 14.28 et 14.30) :
1 +oo F(2n+1 + 1) T 2n
— —1)" o 1.2
pi() cl/aﬂ'nz:%( ) (2n+1)! (cl/a> (1.26)

D’autre part, la condition (1.17)) est vérifiée seulement si o €]1, 2[ et dans ce cas, le point 0
est régulier, les densités u? sont continues et vérifient (1.18)), (1.19)) et (1.20)). Si on suppose
de plus que X est symétrique, on obtient :

+oo

1 A
ul(x) = = / (:]()—Si—(c/\?d)\’ z € R. (1.27)

Ainsi, si on définit la fonction h par :

h(z) = lim {u?(0) —u'(2)}, (1.28)

on trouve, a l'aide de ((1.27) (pour le calcul de la constante, voir [46]), que :

+oo
By = L [ LZeosQ) oy ! |z 1, (1.29)
cm A 2T in (7le=1)
5 cl(a) sm( 5 )

D’autre part, a I’aide des changements de variable y = ¢£“/q dans un premier instant, et

t = 1, ensuite :
+00 oo
1 dé¢ Ve 1a 1
q 0)=-— = « a_l 1 _ld
u?(0) 7T/q—|—c§°‘ —a /y (1+y) " dy
0 0
- 1 - 1 1
_ e e /té—la )y mdr =S VB (1~ ) e
T ) T
_ VTG -d)
T
D’ou, finalement (voir [34], 1.2.2) :
c_l/aquTa
10) = ——————. 1.30
u*(0) asin(m/a) (1.30)
En plus, a partir de (1.16]) et (1.30]), on obtient :
“ler(1+1
p(0) = A E V) e (1.31)

™
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Remarque 1.8. On verra dans le chapitre 3 des propriétés importantes liées a la fonction
h.

Remarque 1.9. Notons que :

Utf(@) = [ " E(f(Xo))ds

(scaling) — / S E(f(x+ VX)) ds

(Fubini) = E / e Pf(x+ sl/aXl)ds]
0

| X

+oo b e a—1
(changement de variable v = 51/0‘|X1|) =F / Paeat flz+ SgH(Xl)U)&dU
0

(symétrie) =

0/ efq(l;ﬂ)a(f(:r—l—v) —|—f(x—v))0’§);’:dv] ,

et alors, par définition des densités u?, on trouve :

|z|

« efq(\xu)u a O (e )a
Ap) = —|p|@ L = — —E|e \ixa . .
ui(z) = Sal E[ e ] 2’$|8qE[ i ] (1.32)

1.2.2 Sur les temps d’atteinte

Dans tout ce paragraphe, X est un processus de Lévy symétrique stable d’indice o €]1, 2].

Remarque 1.10. Pour 0 < 8 < 1, notons Sg une variable stable unilatérale dont la
transformée de Laplace est donnée par :

E {exp <—;Sg>} = exp(—t?), t>0,

c’est-a-dire, Sg = 273, ot T3 est une variable stable unilatérale standard d’indice 3. Alors,
pour a > 0 :

1
I'(a)

/ T et exp(—th)dt} _ / T exp(—(20)F) dt (1.33)
0 0

1 1
. M O

L r(s)
= % 5T /0 w5~ exp(—v) dv = 2aﬁl€(a)
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Proposition 1.11. Soit H, la variable positive telle que

1 z? 1
Ve >0, E|—— exp (—) =K [] P[H, > z].
L/&; 254 VSs
(loi) x®

Ty = s (1.34)

Remarque 1.12. Voir aussi lemmes 2.16 et 2.17 et théoreme 5.3 dans [46].

Alors :

11
a’la

Remarque 1.13. Dans [37], Peskir donne un développement en série pour la densité de
la loi de T,y dans le cas ou X est un processus de Lévy stable d’indice « €]1, 2], sans
sauts négatifs (cas spectralement positif).

Remarque 1.14. Par définition,

_ VT
PIHG 2 4] = V2r(1+1/a) "

1
\/871{2655>y}] )
2

et donc,

N 1
P|H2 € dy| = P
VaP(i+1/a) || /Sy
ou e désigne une variable exponentielle standard, i.e. une variable gamma de parametre
1, indépendante de Se. L’égalité en loi (1.34)) équivaut donc a

(2 eS% € dy)] ,

B NG 1 x®
Pt = ﬁr<1+1/a>E[@ g(cﬁl;, <2e8;>‘5>}’ o

1
pour toute fonction g mesurable positive ou bornée, ot 3, _1 1 désigne une variable béta
de parametres 1 — 2 et 1 indépendante de e et Sa. En particulier, grace a (1.33), on a,
poura€]—1—21;2 17,

a’

O T -a) | (130

Par ailleurs, si X désigne le processus symétrique stable d’indice a d’exposant caractéris-
tique ¥ (A\) = ¢|A|%, on a

sous Py, X3 (ted) ¢* B (8%) ,

ol (B(s);s =2 0) est un mouvement brownien standard, indépendant de Sg. Il s’ensuit :

1 22
pa)=E|v—F———exp|——5— ||, (1.37)
054/271'5% ( 20283)
) (oc2) _meip(ect)
p1(xca mcap (xca
Ve >0, P[Hy > 2] = = (1.38)

pi(0) — T(+1)
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Preuve. D’apres [6] (Chap. VIII, lemme 13, p. 230), on a :

Sin(g) i
7 p1(0) r(1+1)

P[T{x} <t]=

1
. ca sin(2) /t _1 _1 o1y
1 = a7 t — a t — a Sa d
(scaling) ra+d) b p1 (m( s) ) (t—s) as s

1

ca sin(%) /1 _1 11y
= — €T t l—u [e] 1—11, a Y« du

il R USRI R

_men E - PlH,>— % | _p [xa <t
= 1 Y41 T = a Z 1| = o >

F(1+a) (tﬂl_l l)oz (tcﬁl_l l)a CHO( Bl_é’é

d’ou le résultat. ]

Remarque 1.15. Grace aux égalités (1.33) et (1.36)), l'identité en loi ((1.34]) se traduit

encore (en égalant les moments des deux membres de la premiére égalité en loi) :

a Fé (lo7) a o (loi) 2 o (oi) | o
2 = Ty (Sg)? W = Ty [Xa(DI" = [ Xa(Tiap)I® (1.40)
1—1

ot (X,(u);u > 0) désigne un processus symétrique stable d’indice v standard (¢ = 1),
et ol, dans chaque membre, les variables aléatoires considérées sont indépendantes (N
désigne une variable normale centrée réduite et pour v > 0, I'y désigne une variable
gamma de parametre ).

Remarque 1.16. 1l est clair, a partir de (1.34)), que T,y admet une densité, qu'on notera
PT,,- En plus, a partir de (1.16), (1.20) et (1.30) on montre aisément que :

1
1 171/a/ “1/a
= t t(l —v))d 1.41
PO = s - ey ) e e (LA
d’ou :
I'(1/a)

pe(x) = VR [PT{w}(t Bl,l—l/a)] :

mcl/a(a—1)
Remarque 1.17. Dans le cas brownien, on a le cas particulier de I’identité de Kendall
(voir [13]) :

p(e) = —pri, ()






Chapitre 2

Autour de la théorie des
fluctuations

2.1 Quelques résultats de base

Soit X = (X¢,t > 0) un processus de Lévy d’exposant caractéristique .

On pose pour t > 0 :

t

Sy = sup X5, L= inf Xg, T,=sup{s<t:X;=.5}et A;":/l{XQO}ds,
0<s<t 0<s<t
- 0

et pour z > 0 :

T[a:,+oo[ = inf{s >0: X, > x} et Ky = XT[w,+oc[ -

Dans la suite e, désignera une variable exponentielle de parametre v indépendante de X.

On s’intéresse aux lois conjointes de (S¢, X¢, T3) (voir [28] pour la loi du couple (S, Xy)),
(Xe, AF) et (Tig 4oo)s X, ) (voir [27]), et & de possibles liens entre elles.

Introduisons tout d’abord quelques notations qui nous seront utiles pour la suite. Pour
q>0,v>0,ReX<0et Rep > 0, on définit :

+00 +o0
YT (A) = exp <— / (M — l)dx( / u e P(X, > x)du)), (2.1)

0 0

0 +00
Yy (1) = exp ( / (el* — 1)d$( / u e T MP(X, < a:)du)), (2.2)
—00 0

et

“+oo
I(q,v) = exp ( / (emlatV)u _ gmauy,~1p(X, > O)du>. (2.3)
0
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On s’appuiera sur la proposition suivante qui rassemble une partie des résultats obtenus
par Pecherskii et Rogozin dans [36] :

Proposition 2.1 ([36]). Pour touty >0, on a :
1. SiReA<0,Rep>0,vr>0:
E[eXp()\Se7 - M(Se'y - Xe,,) - VTe»y)} = w(—~;+y)(>‘) 1/}; () I(7,v). (2'4)

2. SiAER, v>0:

Elexp(iXXe, — vAL )] =9 1, (0A) ¢5 (iA) I(y,v). (25)
3. 8tA>0,0>0:
+
Y k= Y (1) ,
Blexp(=ATley +ool — Mo ] = 5, (1 wi(—u)> 20

Remarque 2.2. On montre aisément a partir de (2.4) que les couples (Se,,Te,) et
(Se, — Xe,,ey — Te,) sont indépendants. Ce résultat a été démontré par Greenwood et
Pitman dans [26] & 'aide de la théorie des excursions.

Remarque 2.3. Il découle de la définition de w;“ et Y7 que :

U (iN) 5 (i) = #M (2.7)

D’autre part, il a été démontré par Rogozin dans [41] que :
Si ReA <0, Rep >0, YT (N) = Elexp(ASe,)] et ¢7 (u) = Elexp(ple,)],  (2.8)

et donc que la représentation de v(y + 1 ()\))~" dans (2.7) est une factorisation indéfini-
ment divisible.

Maintenant, si on prend v = 0 dans (2.5)), du fait que Eexp(iAX, )] = v(y + @Z)()\))_l, on
retrouve ([2.7)).

En plus, a partir de (2.4]), on récupére la premiere égalité dans (2.8)), mais aussi :
Si Rep>0: o (1) = Elexp(a(Xe, — Se.))l (2.9)

Ainsi, comme dans [4I], on trouve que l'identité (2.7) est une factorisation indéfini-

ment divisible de v(y+(\))"". On trouve aussi, en comparant (2.8) et (2.14)), que
(loi)

Ie.Y = AXe.Y - Se

-y

Remarque 2.4. La formule (2.5) a été obtenue dans [36], apres avoir montré que pour

t>0, (X, Ty) (o) (X, AY), en remplacant A et p dans (2.4) par i)\, avec A € R.
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Remarque 2.5. On peut trouver la formule (2.6) dans [6] (chapitre VI, exercice 1, p.182)
exprimée sous la forme suivante :

“+oo

—)a H(67)‘+9)_K(ﬁ79)
V3, 0,\ > 0, 0/ e E(exp(— BT} oo — 0XT, ,..,))da = GaTe o (210
ou £(+,-) est défini par :
exp{—k(8,0)} = E(exp(—p11 — 0S7)), (2.11)

7 désignant I'inverse continu a droite du temps local en 0 du processus S — X.

On passe facilement de (2.6) a (2.10). A l'aide de la formule suivante ([6], chapitre VI,
corollaire 10, p. 165) :

k(B,0) = k(1,0) exp ( +/Oodt / (e7t —e P07y ~1p(X, € dx)), (2.12)
0 [

0,400
on montre que pour g, A > 0, on a :

_ K(g,0)
k(g \)’

Dans le cas d’un processus stable d’indice «, le résultat suivant jouera un role clé :

g (=X

Proposition 2.6 ([6], chapitre VIII, proposition 2, p.219). Soit p = P(X; > 0). Si
p €]0,1[, alors il existe k > 0 tel que :

P(S; <z)~kx* quand x— 0+. (2.13)

Remarque 2.7. Voir [10] et[I1] pour des versions plus précises de ce résultat.

2.2 Sur la loi de (T}, 4o, X173, ,,)

2.2.1 Le cas général

Dans ce paragraphe, on cherche a exprimer la transformée de Laplace de la loi du couple
(T[:v,+oo[aXT[m7+oo[), pour x > 0.

La formule (2.6)) nous donne une expression de la transformée de Laplace de la quantité
qui nous intéresse. On est donc ramené a inverser cette transformée de Laplace.
Notons d’abord que pour v > p > 0, on a :

+00
1
— = / e megy o 1 —q + R
YoM 5 YK YoM
D’autre part, de (2.8)), on a pour v, A > 0 :
+oo
¥+ (=A) = Blexp(~ASe, )] = / N e P(Se, < 2) dz, (2.14)
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et donc, (2.6 devient :
+00
/ e " E[exp(*)‘T[m,—&—oo[ - ;LLKCC)] dx

0
1 i
/ e *P(Se, < 2)dz
Ty % )

400
- e [ ek _ P(Se, <) v (’Ya A, 1)
_0/ ( o n) > Wi (319)
ou : . N
I(y, A\ p) =p | P(Se, < 2) ( e—v(y+z)euydy) dz.
/ /

Notons qu’a ’aide du changement de variables v = 2, x = y + z et du théoreme de Fubini,

on obtient : .
I(y, A ) = o / e e (/ e " P(Se, < v)dv) dz.
0 0

Si on injecte cela dans (2.15)), en utilisant (2.14)), on trouve :

+00 +oo
1
/ e " Elexp(—= ATz 4o — #Kz)]dr = —(—— / e~ O I () \; z)der, (2.16)
0 Yy (—w) 3
ou :
+oo
T, A\ z) = / peH P(Se, < v)dv — e HP(Se, < ). (2.17)
On a donc : i
e
Elexp(— M oo — #E2)) = —1 I (1, As ). (2.18)
ool E {e*“SeA}
Notons maintenant que :
+o0o
J(p, \;z) = FE / pe Mdv| — e P P(Se, < )
xVSey

- F [e*u(xVSeA)} — e P(S,, < ),

et donc :
J(p, \jz) = FE [e_“SeA 1{Se/\2-73}:| . (2.19)
On obtient donc :
Théoréme 2.8. Pour tout \,u >0 et x>0 :
E |:e*,U«Se)\ 1{S9AZI}}
E [6—#5‘%}

Démonstration. C’est une conséquence directe de et - O

Elexp(=ATjg 0ol = bXTy, )] = (2.20)
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2.2.2 Le cas stable

Désormais dans ce paragraphe, on suppose que X est un processus de Lévy stable d’indice
a €]1,2]. On note le coefficient de positivité :

On sait que dans ce cas, p € [1 —1/a,1/a] (voir [6], chapitre VIII), en particulier p €]0, 1.
Le cas p = 1—1/a, correspond au cas spectralement positif (il n’y a pas de sauts négatifs)
et le cas p = 1/, au cas spectralement négatif (il n’y a pas de sauts positifs).

Scaling pour S, et quelques résultats asymptotiques

Dans le théoreme il apparait un lien entre la variable aléatoire Se, et la loi conjointe
de (T[x’JrOO[,XT[z ool ) Dans ce paragraphe, on montre comment la propriété de scaling
permet d’étudier le comportement asymptotique de certaines quantités associées a Se, .

Dans [39], Ray donne une expression de la densité de la loi de Xp, -~ dans le cas
symétrique. Dans [I1], Bingham généralise ce résultat au cas non spectralement négatif.
Nous allons retrouver ce résultat, a ’aide des propriétés asymptotiques obtenues, comme
un corollaire de la formule ([2.20)).

Lemme 2.9 (Scaling). Pour tout A\,u >0 et x >0 :

(i) P(Se, <z)=P (Se < gg)\l/a) - +fooe—up (51 < xﬁ;f) o,
0

A +00 N
(ii) E [e™#5] = B {e »’?ase] = [ P (Se <),
0 2
Démonstration. Soient A,y > 0 et x > 0.

(i) On a :

—+00
P(Se, <) = / e MP(S, < x)du
0

+o0o
(changement de variable \u = v) = / e "P(S,/x < x)dv
0

oo x)\l/a
(scaling) = /e_”P S < ——— | dv,
Ul/a
0
d’ou (i).

(ii) D’apres et (i) :
+00
E [e*“s‘*k] = / ue H*P (Se < z/\l/a> dz
0

oo 1/«
changement de variable uz = v) = e "P|Se < VA dv,
(chang [

5 H

d’on (ii). 0
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Proposition 2.10. [l existe k* > 0 tel que :

(i) P(Se, < )~ k* 2% N quand A\ — 0+.

+oo +o0o
(i) [ pe "P(Se, <v)dv ~ k* ( / e_yy"‘pdy) p= PN quand N — 0+.
T %

(iii) E {e‘“S"A} ~ Kk T(1+ap) u=* N\ quand X — 0+.
+o0o

(iv) E {e_“SeA 1{59)\2‘T}:| ~krap| [ e Yy ldy | pmN quand A — 0+.
W

Démonstration.

(i) A laide du théoréme de convergence dominée et de la proposition on déduit du

lemme (i) que :

Jiw —s k11— sy o
b dv,\$>+k( p)a

+o00 AL/
P(Se, <) _ / . (51 < =7
AP
0

11 suffit donc de choisir £* = kI'(1 — p) pour terminer la démonstration de (i).

(ii) En appliquant le théoréme de convergence dominée, on déduit de (i) :

+o0

J ue HP(Se, < v)dv +oo

Z — k* / pe Fu*dy,
p
A A—=0+ J

et (ii) découle du changement de variables y = pv.
(iii) II suffit de prendre z = 0 dans (ii).
(iv) C’est une conséquence de (i) et (ii), en utilisant les formules (2.17)) et (2.19)). O

Maintenant, on est en mesure de retrouver la loi de XT[x ool

Corollaire 2.11 ([39], [11]). Siap <1, on a :

(loi) x
X S 2.21
Tle. ool Bap,lfap ( )

c’est-a-dire que :

sin(map) 1 x \
P(Xr,, .oy € ) = plag)dy, avec play) = TDL (N Ty ),

Démonstration. Sion fait tendre A vers 0+ dans (2.20]), on trouve a 'aide de la proposition
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2100
I
Blesp(—1X7, )] = / ey
ux
) +o00 +o0
= sin(map) / dy / e Y y=argy
g n 0
+o0o
. —pax(v+1)
_ sin(rap) / € v*dy  (théoreme de Fubini)
T v+ 1
_ 1
= STOP) [ oesen t(1 2 %z (changement
T
0
de variables z = 1/(v + 1)),
d’ou le résultat. -

Remarque 2.12. De méme, la loi de K, est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue, sa densité étant donnée par :

sin(mo 1 x\ ¥
rK,(y) = plz,z +y) = (W ?) W+ (y> 110,00 (¥)-

Remarque 2.13. Doney et Kyprianou dans [19] trouvent une expression pour la loi
conjointe de cinq variables aléatoires liées aux fluctuations d’un processus de Lévy. Cette
expression leur permet, dans le cas particulier des processus stables, de calculer la densité
de la loi conjointe du triplet (XT[;C,+°O —z, 2= Xq, | =T — ST[%HX)[_). Plus précisément

[
pour y € [0,z], v >yetu>0:

P(XT[anoo[ —x E du7 xr — XT[zﬂLoo[* S dU, xr — ST[zﬂLoo[* S dy)
_sin(rap)  Tla+1)  (z—y* (u—y* ! dy dv du
ST r Tt ) wra™ e

Ce résultat a été lui méme généralisé dans [33].

Une loi asymptotique

Pour z,h > 0, on considére la variable aléatoire T qui a pour loi :

P(TQZLG'):P(T[L—FOO[E' |Kx§h)

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au comportement asymptotique, quand h tend vers 0+,
des variables T!. Pour cela, on commence par calculer la taille asymptotique des éveéne-
ments {K, < h}.

Lemme 2.14. On a pour tout >0 :

P(Xr,

x,+o00[ S T+ h) . Sln(Trap)

—— L gortl, 2.22
hl=ap h—0+ m(1 — ap) v (2.22)
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Démonstration. D’apres le corollaire 2.11] on a :

xz+h
) 1 ap
P(XT[Z,+OO[§$+h):M / ( x ) ay

T Y\y—x
. L 1
_ sIn(map) appi-ap [ o epdu (changement
T (uh + z)uer

de variable u = (y — x)/h).

Le résultat s’ensuit en divisant des deux cotés par h'~®? et en appliquant le théoreme de
convergence dominée. O

Proposition 2.15. Pour tout A > 0, la variable aléatoire Se, est absolument continue,
sa densité f\ pouvant s’exprimer comme :

Ao
filz) =22 [T[x,m[exp(—w[z,m[)] . z>0. (2.23)

x
Démonstration. Si on fait p tendre vers 0+ dans , on obtient que :
P(Sey <) = 1= E [exp(—\Ty 4oo))] -
D’autre part, grace a la propriété de scaling, on a :
E [exp(—)\T[I’Jroo[)} =F [exp(—)\xo‘T[l’Jroo[)} :
Le résultat en découle. O

Maintenant, on définit la mesure de probabilité P/Sx) par :

p@) (A4) = E {1,4 eXp(_/\T[x,-ﬁ—oo[)}
A E [exp(_AT[x,+oo[):| '

Lemme 2.16. On a pour tout \,x >0 :

il — & <) sin(rap) AP f(z)
hl-ap h—0+ k*map(l — ap) P(Se, > )’

(2.24)

ou k* est la constante qui apparait dans la proposition [2.10.

Démonstration. Considérons Uy , : [0, +o0[— [0, 4+00], la fonction définie par :
Uno(h) = P (K, < h
/\,z( ) A (Kz < h).

Grace au théoréme taubérien (voir [6], p.10), le comportement de Uy , autour de 0 est lié
au comportement de sa transformée de Laplace a l'infini.
Notons maintenant que :

+o0o

z E exp(_)‘T[z,+oo[ - NK:L‘)
[ e aldy) = B lexp(—pc,)] = | |
0 E [exp(_)\T[x,—l-oo[)}

(2.25)
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D’autre part, grace a (2.17)), (2.18) et & un changement de variable, on obtient :

et (P (Sey <2 +2) = P(Se, <) dy

E [exp(—)\ﬂx7+oo[ _ MK;B)} _ 0

- [e—usex} (2.26)

A Daide de la proposition et par une application du théoreme de convergence dominée,
on montre que :

+
I O/Ooe_y (P (SeA < % + x) — P (Se, < ac)) dy e (). (2.27)
On sait, de la partie (ii) du lemme que :
E {e*“S"A} =F [e_kll/ase“a} )
et donc, de la partie (iii) de la proposition , on obtient que :

HOPE (et ] — BT(1+ ap)M. (2.28)

H——+00

Ainsi, de (2.25)), (2.26)), (2.27) et (2.28), on obtient :

+oo
_ _ 1 AP (=)
1-ap MU (dy) — 2.29
H 0/ e MUhaldy) =2 KT (1 + ap) P(Se, > z)’ (2:29)
et donc, a 'aide d’un théoréme taubérien (6], p.10), on obtient :
1 1 AP fa(z)
— Uy.(h) — : 2.30
hl=ap xa(h) h—0+ k*T'(1 + ap)T'(2 — ap) P(Se, > ) (2.30)
d’ou le résultat. ]
Proposition 2.17. On a pour tout A\,x > 0 :
1— _
E {eXp(_/\T[x,-i-oo[ )| Ky < h} hj—&- mw LA A(@). (2.31)
Démonstration. Notons que :
P (Ko < h)
E {exp(—)\T[L_i_oo[ )| Ky < h} = P(TSh)E {exp(—)\T[x#oo[)} ,
et donc, le résultat est une conséquence des lemmes et O
Lemme 2.18. Pour tout z >0 :
TP AT fr(x) = 1. (2.32)

lim ——
A—0+ k*ap
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Démonstration. On montre a I'aide de la propriété de scaling que :

+oo Y :L,)\l/a
BTy oo €XP(= ATz, 4 oo])] = / eI =v)P |81 < - | dv,
0

et donc, grace a (2.13), en utilisant le théoréme de convergence dominée et la définition
de f), on trouve :
+oo
AP fa(z) — kaz*! / e’ (1—v)v " dv
A—0+
0
=kapl(1—p)zr—t

Le résultat en découle. O

Théoréme 2.19. Pour tout x > 0, la suite de variables aléatoires {Txh}h>o converge en
loi quand h tend vers 04 vers une variable aléatoire TO de loi donnée par :

P (Tg? < t) _ siz(wp) U Tl 400 1{T[I’+Di[_gpt}
T
P (t - T[a:,—i—oo[)

Démonstration. Soient z,h > 0. Notons L7 la transformée de Laplace de la variable aléa-
toire T et £* la fonction définie par :
1

EN= o

TP NP £y ().

D’aprés la proposition [2.17, les transformées de Laplace L} convergent ponctuellement
vers la fonction £*. Grace au lemme [2.18] on sait que cette fonction limite vérifie :

lim £%(\) =1,
A—=0+

ce qui entraine que la fonction L£* est la transformée de Laplace d’'une mesure de proba-
bilité supportée sur Ry (voir [I7], théoreme 6.6.3, p.190), qu’on notera v.

Notons donc, que :

“+oo
z 1
EN L[ e = [ oo (233)
[0,o0] 0
et que, d’autre part :
LE(N) 1 e
+00
Maintenant, comme \7° = ﬁ [ e **2/71dz, on obtient :
0
. +oo
LE(N) _ sin(mp) J——y / oA Tig ool 11y, 4 ooy<u} du (2.34)
A kmp ) )

(4= Tosoet)

Le résultat est obtenu en comparant (2.33]) et (2.34)). O
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Absence de masses ponctuelles pour les lois de T, [ et T9

Dans [36] (lemme 1), il a été démontré, dans un cadre assez général, que la loi de S;
n’admet pas de masses ponctuelles, c’est-a-dire que pour tout = > 0, P(S; = z) = 0.
Comme en plus, {St > x} = {Tj; yoo <t} U{Si =z}, ona:

P(St > :L’) = P(T[x’JrOO[ < t).
Dong, a I'aide de la propriété de scaling, on obtient en particulier que :

(loi)

SI—OL — T[1,+OO[

Ainsi, on voit que Tj; 4o n'admet pas de masses ponctuelles non plus (de méme pour
Tz 400, Par scaling). Dans le lemme suivant, on retrouve ce résultat, directement a partir
de la propriété de scaling.

Proposition 2.20. Pour tout x,t >0 :
P(Tiy oo = t) = P(T) =) = 0.

x

Démonstration. On commence par montrer le résultat pour T}, | . Grace a la propriété
de scaling, il suffit de montrer le résultat pour x = 1. Supposons, par contradiction, qu’il
existe tg > 0 tel que :

6= P(T[l,—&-oo[ =tg) > 0.

Supposons maintenant qu’il existe hg > 0 tel que :
n = P(CZ—'[17+OO[ =tg, K1 > ho) > 0,

dans ce cas, on a :
P(VU S [1, 1+ ho/Q] : T[u,+oo[ = to) >,

et alors, pour tout u € [1,1+ ho/2], on a P(T}, 1| = to) > 1. Ainsi, grace a la propriété
de scaling, on a que pour tout u € [1,1+ ho/2] :

P(Tj1 yoo] = to/u®) > .
Autrement dit, pour tout s € [(2/(2 4 hg))*to, to] :
P(T1 1oo] = 8) > 1,
ce qui ne peut pas étre vrai. On a donc, pour tout h > 0 :
P(T} 4o0] = to, K1 > h) =0.
Ainsi, pour tout h > 0 :
0 <d=P(Tji 400 = to) = P(I}1 100] = to, K1 < h) < P(K1 < h),

ce qui est une contradiction, car la quantité a droite converge vers 0 quand h tend vers 0.
Le résultat pour 7O peut étre obtenu & partir du résultat pour Tz, 4+o00[s CAT grace au
théoreme [2.19] on a :

Tl ool Lt—n<Ty, | i<t

SI(TP)

P(t—h<T0<t)< .
kmp (t - T[x,—i—oo[) ’
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Quelques raffinements autour de la convergence en loi des variables T, ;‘

Soit f : Ry — R, une fonction mesurable et positive. Pour a > 0, on définit la mesure ugca)

sur les boréliens de Ry par :

u(A) = E[f(Tia soo) 1a(Ka)).

(a)

Lemme 2.21. La mesure py - est absolument continue par rapport @ la mesure de Lebesgue.

Démonstration. Directe a partir de I’absolue continuité de la loi de K, (corollaire|2.11]).

On note w](va) la densité de la mesure ,u,gca). Soit maintenant cha)

vérifiant :

la fonction mesurable,

E[f (T oo Kal = G (Ka).
Lemme 2.22. On a y-p.p. :

_ sin(map) a®” 1 (a)

e T IAL AL (2.35)

Démonstration. On a pour toute fonction g mesurable positive que :

Elf(Tia,+00) 9 / 9(y y) dy,
et d’autre part :
+oo
Bl (T eme) 9(K0)) = EIGE (Ko g(K) = [ 90) G (0) prc, (9)
0
d’ou le résultat. ]

’Hga) = {f : f mesurable et positive telle que : E[f(T)] h_0>+ E[f(T9]}
—

’Héa) = {f : f mesurable et positive telle que E[f(T*)] converge quand h tend vers 0}

”Héa) = {f : f mesurable et positive telle que : Ggea)(h) h—0>+ E[f(T9)]}
—

Hfla) ={f : f mesurable et positive telle que G;a)(h) converge quand h tend vers 0}.

Remarque 2.23. De la convergence en loi de T vers T? quand h tend vers 0 et de la

a)

définition des ensembles ’Hl( ,ona:

G (Ry) C ’Hg 9 ¢ ’H(a) et {constantes} C ”Hé ) ’H(a)

ou C;“ (I) désigne ’ensemble des fonctions définies sur I, positives, continues et bornées.
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Lemme 2.24. Pour tout 0 <b<c :
(i) Si fip.e € C* (b, ¢]), alors l}lm(i)ng[f(Tﬁ)l[b,c] (T > E[f(TY)1p,q(TO)).
H

(ii) Si fipe € CT (b)), alors [l € HL®.

Démonstration. On supposera pour simplifier les notations que b > 0 (la preuve dans le
cas b = 0 est analogue). Pour £ > 0 assez petit, on définit la fonction Y€ par :

1 siz€[b+e,c—el

Tb’c([]j> _ %4) S% T e [b,b+5[
€ F siz€le—g,(

0 siz<bouz>c

8

On montre aisément que les fonctions TZE”C convergent quand e tend vers 0, ponctuellement
et de fagon croissante, vers la fonction 1y, .. De méme, les fonctions Yb—=c+e convergent
quand ¢ tend vers 0, ponctuellement et de fagon décroissante, vers la fonction 1y, ).
Notons d’abord que :

E[f(T1p,q(TH] = E[f(T3)Y2(TH). (2.36)
Maintenant si fj), . € Ct (Jb,c[), on a que Y f € CJ (R4 ). Ainsi, on trouve a partir de
E36) que -

e h h P h\~b,c/h
l}fgég_f E[f(Ta )1[b,c] (Ta )] = l}bl’l_l)(l)l_'l_f E[f(Ta )Te (Ta )]

= BIf(T)Y2(T,))-

En faisant tendre € vers 0 dans cette inégalité, on obtient a I’aide du théoreme de conver-
gence monotone que :

lim inf B (T2)1p (T2)] 2 ELf(T)13(T2)).

Le résultat de (i) en découle, car la loi de T n’a pas de masses ponctuelles.
Si en plus fijpq € Ct([b,¢]), en posant f* = f(b) Ljgp + f 1jpq + F(€) Lje4oo[, ON & que
Tb-ecte f* € CF (Ry). Comme de plus :

E[f (T (T)] < BIf* (T2 Y5 (T))], (2.37)
on trouve :

lim sup E[f(T)') 1, (T2)] < limsup E[f*(T) Y2 "(T}")]
h—0+ h—0+

0\b—e, 0
= B[f"(T9)Y = (T3)-
En faisant tendre € vers 0, on obtient a ’aide du théoreme de convergence monotone :

li}:ll%l}rp E[f(T;‘)l[byc} (Tf)] < E[f(Tg)l[b,c] (TS)]

On montre (ii) & 'aide de cette inégalité et de celle obtenue en (i). O
Lemme 2.25. Si f est une fonction mesurable et positive, alors :

.. (a) < limi h
I}LH_lﬂl)I_il_f G;'(h) < l}ln_1>(1)1J1rfE[f(Ta )]

Si de plus, f est bornée :

lim sup G;a) (h) > limsup E[f(T")].
h—0+ h—0+
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Démonstration. Soit f une fonction positive et mesurable. Grace a la définition de G(a)

et a 'expression dont on dispose pour la densité de K, on trouve :

h
sin(mwap)a®?
B (Tt s ] = o [ s G
0

et donc, a 'aide du changement de variable y = uh, on a :

h

. 0 hl ap a
sin(map)a® el )(uh)du. (2.38)

T K<h0/a+uhu0‘/) f

E[f(Ty)] =

Ainsi, la premiere assertion est obtenue a partir de cette identité, en utilisant le lemme de
Fatou et le lemme 2.14

Si de plus, f est bornée, G( 9 Vest aussi. On montre la deuxiéme assertion, en utilisant,
le lemme de Fatou (pour des fonctions uniformément intégrables) et le lemme [2.14] - 4] dans
2-39). O

Corollaire 2.26. Si f € Hfla) et f est bornée, alors f € ’Héa) et en plus :

Jim BIF(T)) = lim G (h).

Démonstration. Directe a partir du lemme O

Lemme 2.27. 57 f € H(la) est telle que 1,/1](!1) est monotone dans une voisinage de 0, alors
feH@.

Démonstration. Notons que :
u ([0, ) = EIF(TIP(Kq < b),

et donc si f € Hga), du lemme m on obtient :

sin(rap)a®~!

(a)
uy (0, 1)) h504 (1 — ap)

E[f(T)) '

Ainsi, si on suppose que w}a) est monotone dans un voisinage de 0, on trouve que (voir
[6], théoréme de densité monotone, p.10) :

ap—1

IO gy

i (h)

h—0+ m

On obtient donc le résultat a ’aide du lemme [2.22l O

2.3 Sur l’absolue continuité de la loi de S;
Pour a > 0, on considére la mesure p, définie sur les boréliens de Ry x R par :
pa(ds,dz) = P(Tq 4 oof € ds, X1y, ,( € d2), (2.39)

La proposition suivante nous permettra de désintégrer la loi de Sy par rapport a la loi p,.
On étudie ensuite des questions concernant ’absolue continuité de la loi de S;.
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Proposition 2.28. Soit a < b.

(i) Le processus X® = (X¢ = X4 Ty yoof = KTy yoost = 0) @ méme loi que X et est
indépendant de la tribu ]:T[a,+

(”) T[b,Jroo[ - T[a,+oo[ = jj[beT[a’+oo[,+oo[[Xa]'
(iii) Soit f : R2 — R une fonction mesurable et positive (ou bornée). On a :
Elf (T soops Tipsoo)] = / / Blf(5,5 + Ty poo)ita(ds,dz).  (2.40)

[0,400[Xx[a,b[

Démonstration.

i) C’est une application directe de la propriété de Markov forte au temps d’arrét T, 4 oo
[a,+o0]

(ii) C’est une conséquence de la définition des temps (7}, 4o, 2 € R).

(iii) La démonstration est directe a partir de :

E[f(T[a,Jroob T[b,+oo[)] = E[E[f(T[a,Jroo[a T[a,+oo[ + T[b,Jroo[ - T[a,+oo[)/~FT[a,+oo[]]
= E[Fb(T[a,—&-oob XT[a7+oo[)]7

ou Fy(s,z) = E[f(s,8 + Tjp—z +o0[)]- La derniere égalité découle de (i) et (ii). O

Corollaire 2.29. On a pour a <b :

P(S; €] a,b]) = // P(Tiy— g soo > t — 5)pta(ds, da). (2.41)
[0,¢[x]a,b]
Démonstration. 11 suffit de noter que :
P(Si €]a,b]) = P(Tiq 00| <t Tip 4oo[ > 1),
et d’appliquer avec f(£,8) = L. (€) 1} 100[(5)- O
On utilise ce corollaire pour étudier le comportement asymptotique des quantités du type :

P(StSCL‘Fh)*P(StSCL)
h Y

quand h tend vers 0.
On définit pour ¢, > 0, les fonctions fét), f® Rt 5 R* par :

1[0,t](3)
(t—s)”

_ 1[0,1575] (s)

(t—s)’ et fO(s) =

£9(s)

On notera aussi G,ﬁ“) et Gg? a la place de G%) et G;EZ) respectivement.

Lemme 2.30. Si pour tout § > 0, f(gt) € Hia), alors pour tout a > 0 :

< — <
lim inf P(Si<a+h)—P(S:<a)
h—0+ h

_ 1 0 <t}
> kapa® ' B | L= ]
- et &t—TC?)p
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Démonstration. D’apres le corollaire [2.29] :

P(S, <a+h) - P(S; < a) = / / P(Tiusnsroo| > t— 8)p1a(ds, dz).
[0,t[X]a,a+h]|

Notons que la propriété de scaling entraine :

P(T[a+h—x,+oo[ Z t - 8) — P(St_s S a + h - .T)
=P (S1<(a+h—a)(t—s)""). (2.42)

Maintenant, on considére £, > 0. On sait, d’apres (2.13)), qu’il existe h*(g) > 0, tel que
pour tout h < h*(e) :
P(S1 <h)>(1—¢)kh.

On remarque que pour h < §/*h*(¢), z € [a,a+ h] et s € [0,t — 5], on a :
0<(a+h—z)(t—s) Y <h*e),
et donc :

(a+h—2x)

P(Si<(a+h—z)t—s)Y)>1—-e)k =7

Ainsi d’aprés (2.42)), pour tout h < §Y/*h*(e) :

PSi<ath) -PSi<a)> [ Plasnsiog >t = palds,da)
[0,t—8[X]a,a+h]
(a4 h—x)*

>(1—-¢)k i)

[0,t—0[x]a,a+h]

ta(ds, dz)

ap Hlla v <10}
(t - T[a,—i—oo[)p

(corollaire [2.11)), on ob-

= (1 - E) kE [1{Ka§h} (h — Ka)

Maintenant, a partir de ’expression pour la densité de Xr,

oo
tient :
E|l (h— K,y Mo <201 | _ sin(map) a® /h (h=9)™ )y
tostt YT T Syl e

et donc, a ’aide du changement de variable uh = y, on obtient :

P(S;<a+h)—P(S <a) sin(map) a®? / 1 —u\ G%) (uh)
h T U uh + a

Grace au lemme et au corollaire on montre que la condition fét) € Hia) implique

que fét) € Héa). Ainsi on trouve, a l'aide du lemme de Fatou que :

< — <
lim inf P(Sicath) = P(S <a)

> (1— ap—lp
h—s0-+ h z (L=¢g)kapa

Lo <t6}]
(t—=T2)" "

Le résultat s’ensuit, en faisant tendre € et § vers 0. O
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Théoréme 2.31. Si f® e Héa), alors :

lim

P(S; <a+h)—P(S; <a) _ kapa® ! B { Liro <ty } '
h—0+ h

(t—19)
Démonstration. On supposera que :

Liro <ty
(t—T2)”

]<+oo,

car dans le cas contraire le résultat découle du lemme 2301
Gréce au lemme [2.30] il reste & démontrer que :

< — <
lim sup P(Sisa+h)=PlSi s a) < kapa®'E
h—0-+ h

Liro <y ]
(t—T9)"]"

Soient £, H > 0. On sait, d’apres (2.13)), qu'il existe h*(¢) > 0, tel que pour tout h < h*(e) :
P(S1 <h)<(1+4¢)khe. (2.43)
Prenons h < H. On définit ’ensemble Ay (e) et les quantités Iy, (e) et Ji(e) par :

Ap(e) ={(s,2) € [0,t] x [a,a+h] : (a+h—z)(t—s) " <h* )},

Iy(e) = // P(S) < (a+h—z)(t—s) "V La,(e)(8, @) pa(ds, dzx),
[0,t[x]a,a+h]|

M =[] PSi< (@t b= )= 97 Ly ) (5,0) ra(ds, do).
[0,t[X]a,a+h]

Du corollaire en utilisant (2.42)) et la définition de Ij(¢) et Ju (), on remarque que :
P(S;<a+h)—P(S; <a)=Iye) + Jn(e).
Maintenant, de (2.43)) et de la définition de Ay (g), on obtient :

a+h—x)*
nE<a+ar [ (@_s)p) Ly (5, 2) ra(ds, do)
[O,t[X]a,a-i-h]
1
< (1+€)]{}E [1{Ka§h} (h_Ka)cxp {Tla, 400 <t} ] .

(t - T[a,-i—oo[)p

Ainsi, en procédant de la méme fagon que dans la preuve du lemme [2.30] et du fait que
f® e ”Héa), on montre que :

I
lim sup n(€)
h—o+ D

1
<(1+e)kapa®'E {(t{:ﬂ;i?t;)} . (2.44)
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D’autre part :

) S ot // “*h_f"’ (b= o) o (5,) alds, de)

[0 t[x]a,a+h]
hoe

1{T[a +oo[ St}
S [1{&9} M50 e vect: M) gy -y

hoe Vo e <t}

<
= h*(g)ap E ll{KaS h} (t _ 11[(17—‘,—00[)p :|

CheP(K, < h) | M e < T <t) ’
 hr(e)er (t — Tiaroo)” {Ka<h}| >

(a)

et donc, comme f(t) € Hs’, d’apres le lemme [2.14] on obtient :

1
a1 p {- h*(f)“<TO<t}]

Jimm sup Jn(e) sin(rap)

< 2.45
D T S = ap)he (&) (2.45)

(t=13)"

Comme la loi de T n’a pas de masses ponctuelles (proposition [2.20)), on montre, & I'aide
du théoreme de convergence dominée, que le membre de droite de cette inégalité converge

vers 0 quand H tend vers 0+. On a donc que lim sup Jh,ga) = 0.
h—0+

On trouve le résultat en faisant tendre e vers 0 dans ([2.44)). O

Remarque 2.32. L’article [I8] rassemble la plupart des résultats obtenus dans la section
Les résultats obtenus dans la section suivante feront ’objet d’une nouvelle publication.

2.4 Sur la loi de (S;, X, T})

Désormais dans ce chapitre, on suppose que X est un processus de Lévy stable d’indice
a €]1,2]. On reprend les notations des paragraphes et Dans ce cadre, on trouve
I’expression suivante pour la quantité I(vy,v) :

I(vy,v) = (7 1 V)p. (2.46)

Ainsi, la formule (2.4)) pour A, u, v > 0 devient :

+ - v\
Blexp(=ASe, = (e, = Xey) = VTl = (N5 () (). (24)

Remarque 2.33. En prenant A = p = 0, dans U'identité (2.47)), on obtient :

Elexp(—1Ts, )] = (7 ~ V)p, (2.48)

d’ott I'on retrouve (voir aussi [6], chapitre VIII, proposition 16, p.234) :

P(T, € ds) = pu(s)ds = 20T (gt =0 1 s (s)ds, (2.49)

™

c’est-a-dire que v~ 1T}, suit la loi Bi—p, p-
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2.4.1 Sur la loi de (5, 1})
Si on prend p = 0 dans (2.47)), on obtient :
+ 7Y
Blexp(-ASe, = To,)] = ¥ (-3 (15 ) (2.50)
d’ou 'on déduit, grace a et (| -
Elexp(—ASe, — vTe,)] = Elexp(—ASe,.,, )] x Elexp(—vTe,)]. (2.51)
Notons pour A, v positifs :
G, (u) = Elexp(—vT,)],
H)(u) = Elexp(—ASy)],
Hi(u) = E[S, exp(—ASy)]
et
F(\ v;u) = Elexp(—\S,, — vTy,)].
Lemme 2.34. Pour tout y,\,v >0, on a :
)\ oo —ru
Efexp(~ASe,.,)] =1~ - / e (u)du (2.52)
0
Démonstration. Notons d’abord que :
+oo
Blexp(-2Se,.)] = [ (v+v)e”OF Hy (w)du. (2.53)
0
Maintenant, de la propriété de scaling, on déduit :
Hy(u) = Elexp(— u/?S))],
d’ou : \ \
Hy\(u) = B[ = ~ul*7 1Sy exp(=ul/*81)] = — - M5 (u),
et donc :
—vu ! —vu Ae”" o
(e Hy(u)) = —ve " Hy(u) — A(u).
A T’aide d’une intégration par parties, on obtient :
+o0 +00
/ ye eV Hy(u)du = 1 + / e (e V" Hy(u)) du.
0
Le résultat est obtenu en injectant cette identité dans (2.53)). O
Lemme 2.35. Pour tout \,v >0 etu >0 :
A u
E[exp(=A\S, —vT,)] = G,(u) — — (2.54)

S

a/e* Hi(s) Gy (u — s)ds.
0
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Démonstration. De (2.51)) et (2.52)), on déduit :

+oo —vs +o00
Elexp(=ASe, — vTe,)] = (1 — 2 / e*VS%HA(s)ds) X ( / fye*'YtGl,(t)dt),
0 0

puis, a ’aide du théoréme de Fubini et le changement de variables u = s+t¢, v =s:

+oo +0o0 A +oo —w 400
/ e T""F(\vyu) du = /e*”’“Gy(u)du— o / dv ev Hy(v) / e "Gy (u—v)du
0 0 0 v
+00 A\ 400 u oY
= / e "Gy (u)du — o / du 677“/ ” H)(v) Gy(u—v) dv.
0 0 0
Le résultat en découle. O
Maintenant, en définissant :
1~
Az)=1— 3/ 2(8) (1 _ g1 g, (2.55)
a s
0
on trouve :
Lemme 2.36. Pour tout A >0 et u>0 :
Elexp(—=ASy) /Ty = r] = A(Ar!/®). (2.56)

Démonstration. Notons que, par scaling :

1
Gy (u) = Elexp(—vuTy)] = /e‘”“spl(s)ds,
0

on obtient :
u ~ 1
—VSs R H
/68 Hy(s)Gy(u — s)ds = /ds )‘8(8) /e_y((u_s)v+s),01(v)dv
0 0 0
FOH) T =t
(en posant : ¢t = s; T:(U—S)v+s):/dt A( )/e—urpl(u—t) dr
t (u—t)
0 t
(th. de Fubini) = /dr e_”’"/ A() P1Gae) dt,
J / t (u—t)
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et donc, en injectant cela dans (2.54)) :

T o~

f Wi H\(t
F\viu) = /epru(r)dr - E/dr Pu(T)ewrlp/’\t()(r — )Pl dt
0 0

- /upu(r)e”’“(l i /’”ﬁ;(n(r —t)e~" dt)dr
0 0

(%

d’ot, grace a la propriété de scaling et a la définition de A :

u

FO\viu) = / e A pu(r)dr, (2.57)
0
ou de fagon équivalente :
F(\v;u) = Elexp (—vT,) AT, Y], (2.58)
d’ou le résultat. ]

Remarque 2.37. Remarquons que :

Su
Hy(u) = EUQ - )\y)e_’\ydy] : (2.59)
0

Donc a I'aide du théoreme de Fubini, on obtient :

+o0o +oo

Hy(u) = / (1= \)e MWP(Sy > y)dy = / (1= Ay)e WP(T}, 4oy < wdy.  (2.60)
0 0

2.4.2 Sur la loi du triplet

On définit pour A, u, v positifs et u > 0 :

E(\, p,v;u) = Elexp(—ASy, — p(Sy — Xu) — vT)],
HY(u) = Elexp(ul,)] et Hj(u) = E[I,exp(ul,)).

(lo7)

On sait que le couple (Sew, Teﬂ{) est indépendant de Se, — Xe . Commede plus Ie, =" Xe, — Se,,

on a :

+oo
/ ve  TME(\, p, viu)du = Elexp(—ASe, — p(Se, — Xe,) — vTe, )]
0
= Elexp(—=ASe, — vTe, )| x Elexp(ule. )]
+oo +oo
= ( / ve TUF (N ;) dv) X ( / ve " H(s) ds),
0 0
d’ou :
+oo +00

+00
/ e TE\, pyvyu) du = ( / e ""F(\v;v) dv) X ( / ve " H(s) ds) (2.61)
0 0 0
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Lemme 2.38. Pour tout \,u,v >0 etu>0:

/ il F\vyu—s)ds. (2.62)

Elexp(—=ASy — p(Sy — Xu) —vTy)] = F(A\ v;u)
s

Q\‘:

Démonstration. En procédant de facon analogue a la preuve du lemme on obtient :

+00 +o0
/ ye T H(s)ds =1+ / eiWH;l(u)du
0 0

+oo s
i e
—1- H(s)ds,
0
0
d’ou (2.61) devient :
+oo “+oo
/e*WE(/\,u,V;u)du: /e*'Y“F()\,V;u)du—HK(*y,/\,,u,V), (2.63)
a
0 0
ou :
+oo +oo ’YS
e
K(y, A 1, v) = 1 E(A v v)d / d
(7., 1) (O/e ( uv)v)x(o —3(s)ds).

De fagon analogue au calcul fait au début de la preuve du lemme [2:35 on obtient :

o f H;(s)
(v, A\, i, v) /due 7“/ Ms F(\ v;u— s)ds, (2.64)
0 0
d’ou le résultat. O
On note : )
H:
A(z) =1+ g/ xs(s) 1—s)"" ds. (2.65)
0

Proposition 2.39. Pour tout \,;u >0 et u >0 :

Su Su — Xy X
E[exp(—)\(é/oj _M<(u—Tu)1/a>>/Tu—T] =A(N) A" (p). (2.66)

Démonstration. En commengant avec le changement de variables ¢t = u — s et en utilisant

(2.57)), on obtient :

—

[ H( [ H(u—t
/ il F\v;u—s)ds = /“(U)F()\,V;t)dt
T / (u—t)

Y EHUEL Ny SN
_/ (D) (O/e AN )pt(r)dr>dt
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et maintenant, en faisant d’abord le changement de variables v =r; £ = (t —r)/(u—7) et
puis le changement de variables s = v; t = (u —v)(1 — £), on a :

— u

" 1— _
/H“S(S)F()\,V;u —s)ds = /e"’”A()\Ul/a)</ Al _(Ul)(_lg_)g)) " dé)pu(v)dv
0 0 0

U—8§ ——

:/ueusA()\Sl/a)</ H’z(t)<uugst>lpdt>pu(s)ds
0

0

U—8——

/e*”sA()\sl/a)(u — s)l_p< / i) (u—s— t)p_ldt> pu(s)ds,
0

0

et donc, a 'aide de (2.57)), (2.62)) devient :

u U—r——=-

(T
E\ p,v;u) = /e_”TA(/\rl/a) (1 + g(u — )t / ’;( )(u —5— t)p_ldt> pu(r)dr,
0 0
(2.67)
Ainsi, a l'aide de la propriété de scaling et de la définition de A*, on obtient :
E\ p,v;u) = /e*’”A(/\rl/a)A*(u(u - r)l/a)pu(r)dr.
0
ou de facon équivalente :
E(\, i, v;u) = Elexp(=vT) AT, *)A (u(u = T) /),
d’ou on obtient :
Elexp(=ASy — u(Sy — Xu))/Ty =71] = A()\rl/a) A (u(u — r)l/a). (2.68)
Le résultat en découle. O

On peut rassembler les résultats obtenus dans le théoréme suivante :

Théoréme 2.40. La loi conjointe du triplet (Sy, Xu,Ty) est caractérisée par :

1. P(AT, e ds) = Sin(ﬂp)(l — 5)P~Ls 7Py 17(s)ds,

™

2. Su/Tul/a et (Su — Xu)/(u— Tu)l/a sont indépendantes entre elles et indépendantes
de T,,.

3. E [exp (—)\ Ti%)} =A\) et E {exp (—/\ %)} = A*(N). Les fonctions A et

A* pouvant s’exprimer comme :

A o o
Alz) =1~— chE {,317,;1/ LS) exp(=ABy," 51)} ,
* A a— «
A (@) =14 2B B, I exp(V, )

ou 31, désigne une variable béta de paramétres 1 et p, indépendante de X.
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4. En particulier, dans le cas symétrique, on a en plus que SU/T&/O‘ et (Sy—Xu)/(u— Tu)l/o‘

ont la méme loi.
Démonstration. 1. Voir la remarque [2.33]

2. Directe a partir de la proposition [2.39

3. Directe a partir de la proposition Les expressions pour A et A* sont obtenues
a l'aide de leurs définitions et de la propriété de scaling.

4. C’est juste le fait que dans le cas symétrique I; a méme loi que —S; de sorte que
A = A*. L’assertion est donc un cas particulier de la partie 3| de cette proposition.
O



Chapitre 3

Temps locaux et théorie des
excursions

3.1 Temps locaux

3.1.1 Définitions et propriétés

Dans ce chapitre, X = (X;;t > 0) est un processus de Lévy symétrique stable d’indice
a €]1,2], d’exposant caractéristique 1, () = ¢|A|”.

La condition (1.17)) entraine I'existence de temps locaux (L}, x € R,¢ > 0) pour le proces-
sus X (voir [6], chapitre V). En effet, on a, pour tout z € R :

t

x 1
Lt = 61_1>I(1]’1+27€/1{‘Xs—$|§5}d57 (31)
0

oil la convergence est uniforme en ¢ sur les intervalles compacts, dans L2(P). En plus, on
a la formule d’occupation :

/tf )ds = /f VLeda. (3.2)
0

—0o0

D’autre part, la propriété de scaling pour X entraine :

1/«
(LE;t > 0,2 € R) "D (qle=D/ap#/a* 4 5 0 v € R), a>0. (3.3)
On sait aussi qu’on peut trouver une version bicontinue des temps locaux de X, et méme
une version localement holdérienne d’ordre 7, pour tout n €0, (o — 1)/2[ (voir [1] et [2]),

c’est-a-dire :

Vo<n< L_I,VT>O, 3C > 0, sup |Lf — LY| < Clz —y|". (3.4)
2 0<t<T
Maintenant, pour chaque z € R, on pose N, = {s > 0 : X; = z}. Comme le com-
plémentaire de N, est un ouvert de R, on peut I’écrire comme une réunion dénombrable
d’intervalles ouverts disjoints, qu’on appellera intervalles d’excursion de X hors de x. Dans
le cas x = 0, on parlera simplement d’intervalles d’excursion.
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Dans la suite, on notera G, ’ensemble des extrémités gauches des intervalles d’excursion
de X hors de z.

On sait que pour chaque = € R, la fonction ¢ +— L7 est croissante et la mesure de Stieltjes
associée dL¥ a un support inclus dans N.

Salminen et Yor ont montré dans [42] la généralisation suivante de la formule de Tanaka :

Théoréme 3.1 (J42]). Pour tout x € R, il existe une martingale de carré intégrable N
et une constante C telles que :

| X7t = |z|* 7+ NF + C LY. (3.5)

Remarque 3.2. Grace a (3.1) et (1.31) on trouve :

¢ —1/a,T
141

Bl = [ pa(oyas = AT e (36)

(a— 17

0
3.1.2 Inverse du temps local

On considere maintenant 'inverse du temps local en 0 :

mo=inf{fu>0:L0 >0, (>0 (3.7)

Il est bien connu que (74;¢ > 0) est un subordinateur stable d’indice 1 — 1/« (voir [6],
chapitre V et VIII). Plus précisément, on a :

£ L}\l—l/a

E(e ™) =¢ 0 =¢ % , (3.8)
ol cq = ﬁ;‘;a)
De plus, si on pose
T =inf{u>0:L% > ¢} = Sl_i)r?_ Ts, €>0, (3.9)
on a (voir [6], chapitre IV, proposition 7) :
Tro =inf{s >¢: Xy =0} et 7o =sup{s <t:X,=0} (3.10)

En particulier, on peut en déduire que 7, € Ny et 17— € NG.

D’autre part, on sait que X est continu aux extrémités des intervalles d’excursion (voir
[35]). Plus précisément, on a :

P(3t>02Xt_:0,Xt7éXt_):0 et P(3t>02Xt:0,Xt_7éXt):0, (311)

d’ot1, on obtient que 7,_ € N.
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3.1.3 Autour de la formule de Feynman-Kac

Dans ce paragraphe, on suppose que la condition ([1.17)) est vérifiée, et donc que les den-
sités u? existent et sont continues.
Soit p une mesure de Radon complexe vérifiant que la r-résolvante de |u| est finie pour un

certain r > 0 fixé, c’est-a-dire :

+oo
Vo € R, / Wy — ) |u(dy)| < +oo. (3.12)

—0o0

A une telle mesure p, on associe la fonctionnelle additive a valeurs complexes A* définie
par :

—+o00
A} = /L?M(dy)-

Maintenant, pour une fonction f mesurable et bornée, on définit la r-résolvante de la
mesure de Radon fu par :

—+oco —+oco
Ut = [ F - oy = B | [ e FG)AAE| L aeR,
—00 0
Sous la condition additionnelle suivante :
“+oc0
sup E, /e_rs\exp(—;l’;)\ds < 400, (3.13)
zeR
0

on peut définir pour toute fonction mesurable et bornée g :

+oo
Vig(z) = Ey / e "g(Xs)exp(—AL) ds| , xz €R.
0

Avec les définitions précédentes, on peut énoncer la formule de Feynman-Kac pour (g, i) :
U((Vigu) =U"g = Vig. (3.14)

Notons que grace a la condition (3.13), la fonction Vg est aussi mesurable et bornée et
donc tous les termes intervenant dans la formule précédente sont bien définis.

Remarque 3.3. Soient ay,...,a, des nombres complexes, xg,...,x, des nombres réels,
et f: R — C une fonction vérifiant :

- fe Ll (R);

loc

— il existe R > 0 tel que f est bornée en dehors de [—R, R];

— Re(f) > 0.
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n

Sous les deux premieres conditions, la mesure u(dy) = 3 a;05,(dy) + f(y)dy vérifie la
i=0

condition (3.12]) pour tout r > 0. Plus précisément :

“+o00

[ o= ol < 1l (Xl + 13 raml, ) + 101l
=0

—0o0

) n 1R Rl
—u (O)(Z |ai| + |f1[—R,R]H1> + % < too
i=0

Sous la troisieme condition pour f, u vérifie la condition (3.13]) pour r > 0 assez grand.
Plus précisément :

—+00

+0o0 n
E, / e "lexp(—AH)|ds| < / e " exp (Z ]ai\Lf)ds
0 0 =0
T == lais
< / e =0 ds,
0
n
et donc, pour r > > |a;], on a :
i=0
+00 1
sup B, /e*”\exp(—ﬁg‘ﬂds < ——— < +oo.
veR 0 T— Zo|az‘|
1=

3.2 Une martingale associée aux temps locaux

Soit f : R — C une fonction mesurable vérifiant :
- Re(f) >0;
— Re (f) € Llloc(R) )

— Im (f) est bornée.

On définit : .

+o00o
Al = / F(X)ds = | f(x) L7 da. (3.15)
0 —00

Notons que pour £,¢/ > 0, on a :

AL =Al + Al o0, (3.16)

T€+Z’ TZ’

ce qui entraine que (Afe,é > 0) est un (P, (Fr,),~,) processus de Lévy. En particulier, il
existe un unique nombre complexe cy tel que : -

Elexp(—A7f )] = ¢t (3.17)
On montre aisément que (exp(csl — AIZ), £ > 0) est une (P, (Fr,),q)-martingale.

)]. On a le résultat suivant :

On définit g¢(z) = E, [exp(—A%{O}



3.3. THEORIE DES EXCURSIONS 63

Proposition 3.4. Pour tout x € R, le processus (gs(Xt)exp(csLy — A{),t > 0) est une
P,.-martingale.

Démonstration. On montre d’abord que :
95(x) = Exlgs (Xo) exp(es LY — A]). (3.18)

On commence par le cas x = 0. De la définition de g; et de la propriété de Markov forte,
on déduit :

Blgp(X0) expler 9 — AD)] = ElEx,(exp(— A%, ))exp(esL¢ — Af)
= Elexp(cs L) — Al — A;{O} 0 6y)]
— BlexplesLY — AL )]
t

La derniere égalité vient du fait que 70 = ¢ + Ty © O (voir (3.10)).

Notons que {LY > ¢} = {r; < t}, et que LY est donc un F,,-temps d’arrét. Comme LY
admet des moments exponentiels (voir [6], Chap. V, Prop. 4, p. 130), on peut appliquer
le théoreme d’arrét a la martingale exp(cy £ — A%) au temps LY pour obtenir dans
le cas x = 0. Pour le cas général, il suffit d’appliquer la propriété de Markov au premier
temps d’atteinte de 0.

Maintenant, pour s <t :

Elgs(Xy) exp(crLY — A)/F,) = expl(ep L — AL Ex, [g7(Xi—s) exp(ep LY, — Al_)]
= g(X,) exp(cy L — AT).

La derniere égalité est une application directe de (3.18]). 0

3.3 Théorie des excursions

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux excursions de X hors de 0, ¢’est-a-dire aux morceaux
de trajectoire du type €4 = (X444;0 <t < d — g) associés & chaque intervalle d’excursion
lg, d] hors de 0.

3.3.1 Notations

On commence d’abord avec quelques notations. On note D = D([0, oo[) 'espace des tra-
jectoires cadlag a valeurs réelles muni de la topologie de Skohorod, F sa tribu borélienne
et (Fs)g>o sa filtration naturelle. On note aussi DO =D([0,1]).

Pour w € D, on définit sa durée de vie comme V(w) = inf{s > 0 : w(s) = 0}. On note
D*={weD:0<V(w) < oo}

Maintenant, on définit ’espace des excursions £ comme :

E={weD": w(s)=0 pour s >V (w)}U{d}, (3.19)
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ol § est un point isolé. Pour @ > 0, on note @ Despace des excursions de longueur
supérieure a a :

EW =lec&: V(ie)>a}. (3.20)

On appelle excursions les éléments de £ et pour une excursion e € &, on dit que V' (e) est
sa durée de vie.
On désigne par k = (k¢),~, 'opérateur de meurtre défini par :

w(s) si s<t,
0 si s>t.

On introduit aussi les opérateurs suivants :

Sy(w)(s) =t~ Yw(ts), t >0, w e D,
Ny(w) = Sy () u(w), u>0, we D"
Remarque 3.5. Pour w € D on a :

V(St(w)) = ‘/(ta}), t>0.

Pour w € D* on a :
V(Ny(w)) =u, u> 0.

On a aussi, pour u > 0 :
Ny oS =N, pour tout t >0 et Nyok, =k; 0S5, sur {u<V < oo}, (3.21)

et
kyo Sy = Nyoky, sur {v<V <oo} (3.22)

3.3.2 Processus des excursions et mesure d’excursion

Définition 3.6 (Processus des excursions). On appelle processus des excursions associé
a X le processus (eg; ¢ > 0) a valeurs dans £, défini par :

er = {(Xs+7zl{s<7'e—7'£—}’ 52 0) st g — 7 > 0’ (3.23)

1) si T¢ =— Ty—.

Comme 7y et 7, appartient a Ay, on a que pour tout ¢ > 0 vérifiant 7, — 7, > 0,
I’excursion ey commence et termine en 0.

It6 a montré dans [29] que le processus des excursions est un processus de Poisson ponctuel
(voir aussi [6], chapitre IV, théoréme 10). On note n, sa mesure caractéristique que 1’on
appelle mesure d’excursion. On a en particulier, une formule-clé additive :

Théoréme 3.7 (Formule-clé additive). Soit F : [0, +00[xQ x & — [0, +00| une fonction
prévisible par rapport aux deux premiéres variables et mesurable par rapport a la troisiéme.

Ona :

o
E| S Flgwew)| =E / d / F(ro(w), w, €) na(de) (3.24)
geG(w) L O £

- oo

_E | 0/ dyLs(w) g/ F(s,w,e) na(de)] . (325)
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ot G = Gy (I’ensemble des extrémités gauches des intervalles d’excursion de X hors de
0) et Ly = LY.

On a aussi une formule-clé exponentielle :
Théoréme 3.8 (Formule-clé exponentielle). Soit f : [0,400[xE — [0, +o0] une fonction

mesurable.

E

exp (— Y f(£, eg))] = exp < — 7ood€/(1 — e~ f(be)) na(de)) (3.26)
&

>0 0

Une premiere application de ces formules est le calcul de la loi, sous n,, de la durée de vie
d’une excursion.

Corollaire 3.9. On a :

(a—1) Sln(ﬂ'/a)cl/avé—21

I'(1/a)

Démonstration. Pour A > 0 et £ > 0, on met f(s,e) = AV (e) 1jp(s) dans la formule-clé
exponentielle (3.26)), pour obtenir :

no(V € dv) = (v>0)dV. (3.27)

e M) =exp [ — — e M) ny(de) ), )
B(e) = exp ( eg/u ) (de)) (3.28)

ainsi, si on compare avec (3.8]), on obtient le résultat. O

Remarque 3.10. On pourra trouver les démonstrations des théorémes et dans
[6],[12] et [40].

Remarque 3.11. Le résultat du corollaire [3.9| avait été déja obtenu par Fitzsimmons et
Getoor dans [22] (voir formule (4.21)).

Remarque 3.12. En utilisant la notation du chapitre IV de [6] et la définition de la
mesure d’excursion n,, on obtient dans notre cas particulier du processus symétrique
stable d’indice « €]1,2] :

_ asin(r/a)c/* 1|

II(a) =ne(V >a) = T(1/a)

3.3.3 Propriété de Markov sous n,

Un autre résultat important de la théorie générale des excursions (voir [12], [25] ou [29])
dit que sous ng, le processus des coordonnées est un processus de Markov avec semi-groupe
(PP;t > 0) (le semi-groupe du processus tué en 0). Plus précisément :

Théoréme 3.13 (Propriété de Markov sous n,). Pour tout t > 0 et toute fonctionnelle
Z; positive, Fi-mesurable et F' fonction mesurable sur £ :

na(Zy F(X 06;)) = / na(Zy; Xy € dz) EX(F(X)). (3.29)

On définit les lois d’entrée (us; s > 0) par ps(dzr) = no(Xs € dx).
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Proposition 3.14 ([16],[23] et [47)). Les lois d’entrée (us;s > 0) sont absolument conti-
nues par rapport ¢ la mesure de Lebesgue. Plus précisément :

ps(dx) = pry,, (s)dz. (3.30)

Démonstration. On montre aisément a 1’aide de la formule-clé additive que :

+oo

U1£(0) =) [ e [ pa(dy) ) du (3.31)
0 —o0o

D’autre part, grace a ({1.20]) on obtient :

“+oo

vi£(0) = (o) [ e +/oof<y>pT{y}<u>dy) du (332)
0 —00

En comparant ces deux expressions pour U?f(0), on obtient le résultat désiré. O

Remarque 3.15. Ce résultat est demontré par Chen, Fukushima et Ying dans [16] et
Fitzsimmons et Getoor dans [23] dans un cadre markovien plus général. La preuve donnée
par K.Yano, Y.Yano et Yor dans [47] est similaire & celle qu’on donne ici.

3.3.4 Excursion normalisée et méandre

Dans ce paragraphe on procédera de fagon analogue a ce qui a été fait dans [15] pour les
excursions associées au processus S — X.
On définit pour a > 0 :

gi(a) = inf{s > 0: Xs4, # 0 pour tout u € [0, al},

di(a) = inf{s > g1(a) : X5 =0}, ¢1(a) =di(a) —gi(a) > a,

et F(X) = (Xg,(a)4s;0 < 5 < £1(a)) la premiere excursion de X de longueur supérieure a
a.

La loi de F,(X) est donnée par n,(-|V > a) (voir [6], chapitre IV).

Notons que :
Fo(X) = 8140 F1084(X)

et donc, a l'aide de (3.21)) et de la propriété de scaling, on obtient que pour toute fonc-
tionnelle H mesurable et bornée :

no(H o Nu|V > a) =no(H o N, |V > 1).
Cette derniére relation montre que la mesure sur D, définie par :
PEY() = ng(- o Nu|V > a)

ne dépend pas de a et par conséquent de la durée de vie des excursions. Nous noterons
P(®) la mesure P&,
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Remarque 3.16. Le fait que la définition de P& ne dépende pas de la durée de vie
des excursions montre que P(&%) est une version de la loi du processus des excursions
conditionné par leur longueur au sens suivant :

+oo
na(-) = | P () ng(V e du). (3.33)
/

Définition 3.17 (Excursion normalisée). On appelle loi des excursions normalisées du
processus X, la mesure de probabilité P(¢) sur D).

Notons :
gt =sup{s <t: X, =0}

dy =inf{s > t: X; =0}
Proposition 3.18. Sous P, conditionnellement a dy — g = u, le processus
(Xgits3 0< s < dt —gt)
a pour loi P . La propriété de scaling entraine que le processus
1
(@ gy Koo 0%051)
a pour loi P©. Celui-ci est indépendant de la variable aléatoire d; — gr qui a pour lot :

. 1-1/a 1/a—2

Démonstration. Notons d’abord qu’a I’aide de la formule-clé additive, on trouve pour toute
fonctionnelle H mesurable et bornée :

E[H((Xg4s; 0<s<di— )] =E| Y H(eg(w))1{g<t<V(eg(w))+g}]
geqG
t

E _/na(Ha 1{V>t—u}) dLu}

0
) t +o0
_E /dLu / na(H|V = 5)na(V € ds)|
) 0 t—u
+oo
— / na(H|V = 8) E[L; — 1sety Lt_s] na(V € ds).
0
(3.35)
En particulier, en prenant H qui dépend seulement de V', on obtient :
P(dt — gt € dS) = E[Lt - ]-{sSt}Lt*S] na(V € dS), (336)
et si on injecte cela dans (3.35)), on obtient :
“+o0o
E[H((Xg4s; 0< 5 <dy— g1))] = / na(H|V = 8) P(ds — g1 € ds), (3.37)

0
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et donc :
E[H((Xgts; 0< s < dp— g1))|de — g¢ = 8] = na(H|V = 5) = P9 (H).

Maintenant, si on remarque que :

1
<(dt_1/ant+(dtgt)s ; 0<s< 1) = N1 ((Xg4s; 0< s <dit — 1)),

gt)
on obtient :
+0o0
E[HO Nl((XgH»s; 0 S S S dt — gt))] = / na(HoN1|V = S) P(dt — gt € dS)
0
+oo
— [ nalH o NV = 1) P(d; — gi € ds)
0
=ne(Ho N |V =1)
=no(H|V =1)
= PE)(H).
Notons finalement qu’a partir de (3.6)), (3.27)) et (3.36)), on obtient (3.34)).
O
Proposition 3.19. Sous P, conditionnellement a t — gs = u le processus
(th-f—s; 0<s<d;— gt)
a pour loi ng(-|V > u), et a donc méme loi que F,(X). La loi de t — g¢ est donnée par :
P(t—g €ds) = Sm(:/a)(t — )Mty ds, (3.38)

c’est-a-dire que t_% suit une loi béta de parametres 1/a et 1 —1/a.
Démonstration. Notons d’abord qu’a 'aide de la formule-clé additive, on trouve :
E[H((Xg1s: 0< s <di—g0)) F(t = g)] = E[ D" H{eg(w)) F(t = 9) Lgerav(ey(w)) o)

geG
t

:E[/na(H,v>t—u)f(t—u)dLu}
0

/na(H,V >t—u) f(t—u)pyu(0)du
0

no(H,V > v) f(v) pt—y(0) dv. (3.39)

|
o —_

Si on prend H =1 dans (3.39) on obtient que :
P(t — g; € ds) = pi—s(0) na(V > s)ds. (3.40)
Si on injecte cela dans (3.39) avec f = 1, on trouve :
E[H((Xg4s; 0< s <di—g))|t — gt = s] = na(H|V > s).

De (1.31)), (3.27)) et (3.40)), on obtient ([3.38]). O
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Définition 3.20 (Méandre). On appelle loi du méandre de longueur 1 la mesure de
probabilité P(™ sur D) définie par :

P () = ng(- o ky|V > 1).
De méme pour u > 0, on définit la mesure de probabilité P"%) sur D™ par :
P () = ng (-0 ky|V > ).
Corollaire 3.21. Sous P, pourt > u, conditionnellement a t — g = u, le processus
(Xgits3 0<s<t—g)
a pour loi P
Démonstration. Directe a partir de la proposition . O
Remarquons maintenant que de la propriété de scaling et , on obtient :
P9 () = ng(- 0 Ny o ky|V > v). (3.41)

Proposition 3.22. Le processus

1
((1—91)1/aX91+(1—gl)s ;0<s< 1)

est indépendant de 1 — g1 et a pour loi P™).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que :

1
((1—91)1/04X91+(1—91)s ; 0<s< 1) = Niokig, ((Xgl+s; 0<s<d — gl)):

et d’appliquer la proposition (3.19) et la formule (3.41)). O

3.3.5 h-processus et formule de désintégration pour n,

L’ensemble des résultats qu’on énoncera dans ce paragraphe est un bref résumé des résul-
tats sur le h-processus démontrés par K. Yano dans [45] et K.Yano, Y. Yano et M. Yor
dans [47].

On commence par rappeler la définition de la fonction A :

hz) = lim {u?(0) — u'(x)} !

— ’.’13|a71.
90+ 2¢T () sin (#)

Comme application de la formule de Tanaka (3.1)), on peut démontrer que la fonction h
est harmonique pour le processus tué en 0, c’est-a-dire que pour tout x # 0 :

Ep[h(Xy)] = h(x).
En plus, a l'aide de I’équation résolvante (|1.8]) et de la propriété [3.14] on montre que :

na(h(Xy)) = 1. (3.42)
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Ainsi, on peut définir le h-processus P;L comme la loi sur I’espace canonique définie par :
h(X¢)
h(z)
PYF =X nalr,  x=0. (3.44)

Ptz = - P05, z#0, (3.43)

On a comme dans le cas brownien, une formule de désintégration pour n, par rapport a
la durée de vie :

Théoréme 3.23 (Formule de désintégration de n, par rapport a la durée de vie [45]).

+o00
ma()= [ BECIX = 0)palt)ar 55)
0
Pa(t) = na(the o - “ _;()18/12()77/&) copa—2,

Remarque 3.24. Il est démontré dans [45] que le semi-groupe de (P!;z € R) a la
propriété de Feller, ce qui entraine en particulier que les excursions commencent de fagon
oscillatoire, plus précisément :

na({3tn \( 0 vérifiant X; X;, ., <0}9) =0

Remarque 3.25. * Il est montré dans [47] que la loi P} peut étre obtenue comme la
limite des méandres, plus précisément :

pmu) __, ph le long de (F).

u—0



Chapitre 4

Les temps passés positif et négatif

4.1 Définitions et quelques considérations sur la mesure d’It6
des excursions

Dans ce chapitre, on suppose que X = (X;;t > 0) est un processus de Lévy symétrique
stable d’indice « €]1,2], d’exposant caractéristique 14 (\) = ¢|\|“.

On définit les processus AT = (At > 0) et A~ = (A;,t > 0) par :

t t
Az'_ :/1{Xs>0} ds et At_ :/1{XS<O} ds.
0 0

Fitzsimmons et Getoor ont démontré ([22]) que le couple (74, AL;¢ > 0), ou de fagon

Al
équivalente (Aje,A;e;E > 0), est un processus de Lévy (résultat encore valable pour

(AIL}, o Ai;;é > 0) ou A{ = [7 f(X;) ds). La transformée de Laplace conjointe est donnée
par :

E {exp (—QTg - )\Aj_;)} =exp (—lop(q, N)), qg>0,A>0,¢>0, (4.1)

g+ -1
ou ¢(g,\) = /\[ S/ ﬁ(v)dv] , k(q) = u9(0) et donc, grace a ((1.30]), on obtient que :
q
A

é(q, ) = M/ sin(r/a) (Gt Ve —gla

4.1.1 Sur le temps passé positif sous la mesure d’excursion

On définit sur 'espace des excursions :

V(e)
A$(e): / 1{e(s)>0}d57
0

ou V(e) désigne la durée de vie de I'excursion e. Grace a la formule-clé exponentielle pour
N, ON obtient :

/na(de) (1 - e_qv(e)_’\A‘t(e)) = c!/%sin(r/a) A

(q+ MY —ql/e

q>0,A>0,
(4.2)
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d’out on peut obtenir & nouveau la formule (3.27]), mais aussi :

(a — 1) sin(7 /)
al'(1/a)

na (A € dv) = Mo ya2 Liysoy dv, (4.3)
et on retrouve la formule (4.21) de [22].

Maintenant, on donnera une expression pour la transforme de Laplace, sous n,, du temps
passé positif par une excursion, conditionnellement a sa durée de vie. Pour cela, on définit
pour 0 < B < 1, la suite des nombres réels (a,(5))nen, par la relation :

= Z an(B)x".

n>0

_r
(1+z)8 -1

Proposition 4.1. Pour tout A >0 :

+ an(l/a n
- (67)\AV/V:'U> :1;)(1/05_/1))71()\1)) .

Démonstration. Notons que, en utilisant la formule (3.27)), on peut réécrire (4.2) de la
fagon suivante :

+oo A
a—1 1_9 - At 1-1/ (5)
« 1—e " n, V= dv = B 4.4
T(1/a) 0/ v ( e 'n (e v/ U)) UV =4q (1+%)1/a_1 (4.4)
Ainsi, de la définition de la suite (ay,(1/a))nen, on peut écrire :
I A
a — 7—2 _—qu —\AL _ _
F(l/a) [)/ ve (1 ¢ Na ( V/V o ’U)) dv = %an(l/a) qn—l-i-l/a’
et si on dérive cette équation par rapport a ¢, on obtient :
L (1/0) (1= n—1/a)
o — 10— _aat an(l/a) (1 —n—1/a) ,
_— ve e ny e VIV =wv) dv = A
T(1/a) 0/ (e /v =v) go pRSTR
+oo
_ Z Qan l/a - 1/05) A" / efqv,UnJrl/ozfldv7
=0 (n+ 1/a) /
et alors :
ot ) T/0) g~ an(1f0) (1= —1/a) |
o (MY /V = 0) a—1 nzz% T'(n+1/a) ()
1 n(1 l—-n-1
— Za ( /Oé)( n /CY) (A’U)n,
a—1 =0 (1/a)n
d’ou le résultat. O

Remarque 4.2. Pour oo = 2, ap(1/2) = 2 et pour tout n > 1,

an(1/2) = L,

et on retrouve :

n2< —)\A+/V_,U) _ 1+2€)‘”
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Remarque 4.3. Comme =z = ((1+ z)? Z an(B) 2" et ap() = 1/, on a pour tout
. k>0

z”: ar(B) (=B)n—r ﬂ =0

= k1)

ol (V)n=()(v+1)---(y+n—1)et (y)o=1
Remarque 4.4. Notons que :
AT 1
_A\lv an(1/a) n
ne e "V /V=uv]=— —— ",
o )= et
+
d’ou AV et V sont indépendants sous n,, ce que l'on sait déja depuis [22].

4.1.2 Temps passé positif au dernier passage en (0 avant ¢

Soit t > 0, on définit :

gt = sup{s < t; X5, = 0}.
Maintenant, pour p > 0, considérons e, un temps exponentiel indépendant de parametre
p.
Le résultat suivant est une conséquence de la formule-clé additive pour le processus des
excursions et de la formule (4.1)).

Proposition 4.5. Pour tout \,u >0, on a :

E {exp (—)\A;rep - ugep>] = % [(1 + M;)‘) l/a _ (1 + ’Z) 1/0‘] .

Démonstration. Notons d’abord que pour A, ;4 > 0, on a :

[ 400
1 +
- AT — —pt ,—AAg, —uge
pE [exp ( )\Agep ugepﬂ =F 0/ e Pre M a dt]
=F Z / ePt e AT i gy

s>07_57

—E Z (6_10757 — e_st) e,)\AiS_ ,uTS_‘| 7
Ls>0 p

d’ou :

E [exp (<A, — nge,)| = B Z@ Ao e (ntp)es (1—61"/(63))]

Ls>0
F too

=F / dS/na(de) e_AAis 6_(#+P)Ts (1 _ e—pV(e))]

LO
+0o0

= / E [e—AAis—(/Hp)Ts} ds/na(de) (1- e—pV(E))_

0
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Et alors, grace a (3.8]), (3.28]) et (4.1) on a :

“+oo

E {exp (—)\A;rep — ,ugep)] = n(lp) / o5 utpA) g
0
1

o(p+p, A) K(p)

S <1+“>1/a <1+A)1/a—1 .
A P w+D

Le résultat en découle. O

(4.5)

Maintenant, on passe au temps déterministe.

Proposition 4.6. Pour tout \,u >0, on a :

1. E [exp (—)\A;; _ /lgt)} _ () 1F1(1—1/oc,2;—(>\+)\u)t)—ﬂ1F1(1—1/a,2;—ut)' En particulier,

A;l suit la loi béta de paramétres 1 —1/a et 1+ 1/av.

+ . 11
2. FE [GXP (— % - ,uglﬂ = Sm(:/a) [ [ e e s s=l/e (1 —s)V/oldyds. En parti-
A 00 Af
culier, les variables ﬁ et g1 sont indépendantes, ﬁ suit la loi uniforme sur [0, 1]
et g1 la loi béta de paramétres 1 —1/a et 1/a.

Démonstration. Pour la premieére assertion, il suffit de noter que pour tout v > 0, on a :

o v\ o (Yo ()
S10+3) —1]—7,21 T ()
—1/a)per (—)" 1
o (T=1/a), (—)" N e 5"
_2) (n+1)! /e T
n> 0
400

:Z (].—1/0[)71 / e—ps(_,ys)nds

=0 (2)p n!

0
+oo
= / e PR (1 —1/a,2;—7s) ds,
0

Lo
et utiliser la proposition précédente. Pour montrer que A;l (ler) B1-1/a,1+41/a> il suffit de

prendre ¢t = 1 et p = 0 dans la formule qu’on vient de démontrer (voir [34], 9.11.1).
Pour la deuxiéme assertion, si on utilise la formule de la partie précédente avec ¢ = 1, on
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trouve (voir [34], formule 9.11.1) :

1
()\ + ,u)e—(/\—i-,u)s — peHs S—I/a(l _ S)l/a

) B = 1ja,1+1ja) ™

E [exp (—)\A;r1 — ,uglﬂ =

S —

(intégration par parties) = — ds

L 6—(>\+u)s — e—Hs S—l/a—l(l _ 8)1/04—1
/ A aB(1-1/a,14+1/a)

1 _1/04 1 1/a—1
1-—
(théoréeme de Fubini) = / e M oS (1-5s)
0

dzd
aB(1—1/a,1+1/a) "

1 s
MMWGM)(M2—MWQ/6W6 s~V/a=1(1 _ g)t/a=1 gogs,
00

Le résultat suit d’'un changement de variables. O

Remarque 4.7. On connaissait déja le résultats de la partie 2 de cette proposition, car :
1
Ay _
— = | Ly.>o0p ds,
g1 5

ou (Ys =gy 1/OCXSgI;O < s < 1) est un pont indépendant de g; (voir [I4]) et on sait depuis
[22] que la loi du temps passé positif pour le pont est la loi uniforme. Pour la loi de g; voir
par exemple [6].

4.2 Les variables G, G,;, Z, et M,

Pour v €]0, 1], on note G, une variable aléatoire a valeurs dans [0,1] avec densité fqg,
donnée par :

fo (u) = ysin(7y) w1 — )t
K (1= (1 —u)?—2(1 —u)Yu cos(my) + u?Y

1}071[(’111). (46)
Les variables G sont caractérisées par leur transformée de Stieltjes :

1

fa, () du =
A+ G,

.
Sthe) 0 = [ 525

0

B TP T (R0
BEEEIN VP |

ou, de facon équivalente par :

Ele] =B (4.7)

1 oy =14t
1+AG,| 1—v (1+A)7-1"

ol, e est une variable exponentielle standard indépendante de G.,.



76 CHAPITRE 4. LES TEMPS PASSES POSITIF ET NEGATIF

Maintenant, pour 7,6 €]0,1[, on notera G, s une variable aléatoire a valeurs dans [0, 1]
avec pour transformée de Stieltjes :

1 B v )\7_5 ()\(5—1 _ (1 4 )\)5—1) A N 0
A+Gys| 1-6 (14X — X7 ’ ’
d’ou, on obtient :
1 vo1—(1+x)!
E = A> 0. 4.8
[H—)\G%g] =6 (l+ap-1" 7 (4.8)

Pour y €]0, 1], on note Z, une variable aléatoire a valeurs dans R avec densité fz donnée
par :

_ sin(7my) 1
fZW (U) - Ty u + 2UCOS(7T’7) +1 1[0,+OO[(U)' (49)

On montre aisément, a l'aide de (4.6)) et (4.9), les identités en loi suivantes :

1 o1 o1 1 7
~ ) g, @ ( - 1) . (4.10)
1—y

D’autre part, on note M, une variable aléatoire de Mittag-Leffler, a valeurs dans R, de
loi caractérisée par :

Elexp (AM,)] =Y =T AeR. (4.11)

Remarque 4.8. On a aussi que :

i) (T (oi) 1
AR (CT RN o
VD (F) D

ou T et Tﬂ/{ sont deux variables stables unilatérales standard d’indice v indépendantes.

Remarque 4.9. Pour une étude approfondie de ces variables et quelques liens avec les
excursions de Bessel voir [31] et [g].

4.3 Un possible lien entre les variables A—‘? et G%%

Considérons n, la mesure d’excursion associée a notre processus symétrique stable d’indice
a €]1,2] et rappelons le résultat suivant (voir [4.4)) :

n (67)\%) :,yi an(f}/) A
n=0 (fy - 1)71 ’

ou vy = 1/c. On a donc, que pour tout entier naturel n,

) KAH )
“ Vv (v = Dn .

On rappelle que V désigne la durée de vie d’une excursion générique et que les coefficients
{an(7)}n>0 sont tels que :
A

1+A)7 1 = nz::oan(’)/))‘n

Le lemme suivant permet d’exprimer les coefficients a,(v) a l'aide des variables G% 1
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Lemme 4.10. Pour tout n € N*, on a :

i) = G (lons] - plor] + 5 G (]
ao(y) = 1/7-

Démonstration. Notons qu’a laide de (4.8]) on a :

(1 - (1+/\)‘1/2> <1+)\+\/1+)\>

A+A7—1 1+A)7—1 2y

1 1
E

(AN EVIEN
2 FEYeAr I+A+VI+2)

<1+/\+Z % )

=55 (Zewrfeny] - oo

e V>3

i & HJ Mm)’

[ oo

—217E > (-xG 1)

Lk=0

et alors :
29 Y a) N = 3 (AE|any] - X (A |6
n=0 n=1
- 11,
n=0 = (n—k)! e
d’ou, on obtient le résultat. ]

4.4 Loi conjointe du temps passé positif et négatif pour un
processus symétrique stable d’indice « €]1, 2]

Dans la suite, et pour simplifier les calculs, on suppose que la constante ¢ dans ’exposant
caractéristique de X, vérifie ac'/®sin(r/a) = 1, de sorte que :

E(e™™) = oA

)

ou (y,¢ > 0) désigne l'inverse du temps local en 0 de X.
Notons que, a partir de (4.1)), on obtient :

_ a—>b
E [exp (—aAj_; - bATe)] = exp (—E’y g b7> , a>0,b>0,¢>0, (4.12)

ouy=1/a.
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Remarque 4.11. Il est facile de voir, a partir de (4.12)), que Aj_; et A7, sont indépendants
si et seulement si o = 2, c’est-a-dire, dans le cas brownien.

Remarque 4.12. Encore grace a (4.12)), on a :

—1
E |exp (~b(@Af, + A7) | = exp (—E’y <m> b17> . b>0,2>00>0. (4.13)

7 —1
C’est-a-dire, pour tout = > 0, le processus (xAjfl + A7, £ > 0) est un subordinateur stable
d’indice 1 — . Plus précisément :
1
4+, g (o) [y(@—1)]75
e = I

ou, 71—~ est une variable stable standard d’indice 1 — +.

4.4.1 Mesure de Lévy associée a une pseudo-transformée de Laplace

Pour A > 0, on cherche une mesure ,uf} sur Ry telle que :

Elexp (—AzAf + A7) ol . )
E [exp (—AAE)} - R{(l Y) 1 (dy) | >0,A>0. (4.14)

Gréace a (4.13]), cette égalité est équivalente a :

Y
/(1 — e ™) Mf‘y(dy) =~ AT (fﬂ—xl) , x>0,A>0, (4.15)
Ry
ou encore a :
—+o00
1—a7!
/ ot [@(t) dt =~y N7 (&) , z>0,A>0, (4.16)
0

oit fiA(t) = p([t, +o0[)-

Proposition 4.13. Pour A > 0, la mesure ,uf} définie par :

KAL) = f(t) dt = (1= ) NV E lé (c; _ 1) e‘t(clv‘l)] dt,

est la mesure de Lévy d’un certain subordinateur et elle vérifie ’équation (4.14)).

Démonstration. Notons d’abord que, comme la variable G, est a valeurs dans 0, 1], la

fonction f,\ est bien positive. Maintenant, on va vérifier que la mesure u;‘ est bien la
’Y/ . . N .

mesure de Lévy d’un certain subordinateur, c’est-a-dire qu’on va montrer que :

“+o00

/(1 At) P (dt) < +oc.
0

Notons que grace a (4.10]) on a :

/
fa)=(1—7)NTE [(Ziil +1) 2,7 etzl”v} , (4.17)
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et alors :

et

—7) AT E

—DNTE (2 41) ¢

0

— AT < oo,

r 1
x| (2 1) ( [zt

12,7 dt)]

(2.2 +1) (/ZMV%%WdQ]

1/
_Zl:'/y

Maintenant, montrons que la mesure ,u;\ vérifie I'équation (4.14]). Notons que de la défini-

tion de ué, on a :

Or, comme pour toute fonction positive f sur Ry on a :

E[f(eG,)] =

on peut réécrire (4.18) comme :

-7

400 400 di
/ e f(uGy)du| = E / —
0 G
N1
e i ( )dt = P(eG,, € dt).

e t/G f(t)] :

Alors, grace a (4.7)), ,ui\y vérifie 'équation (4.16]) qui est équivalente a (4.14]).

Remarque 4.14. Maintenant, notons que pour > 1, on a :

:U—xv_ T
-1 (1-2L) 1-2L
+oo 1
_ 1-
= (z V_I)Zﬁ
n=0
p— k _1_ .
= A

(4.18)

(4.19)

O]
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Alors, si on injecte cela dans (4.15)) et que l'on dérive en z, on obtient :

+oo “+00 —+00
_ 1— (1 —k) ny
[ gt = {5 05

400 oo +00 oo
_ 1—v (1_’71{7) / yk—1 —uxt ny / yn ,—xt
=7 —_ t e tdt — - e dt
ey 5 ok
+00
_ / et t g (t) dt (4.20)
0

ou :

N S <1 — vk >
t) = 1).
95(t) == k; T\t

Peut-on en déduire que fu# = gf‘/ ? Pour répondre a cette question, étudions la quantité

o0
J(@aA t)g;\(t)dt. Notons que pour 7' > 1 :
0

T T
/gf‘/( ALY Z /( (1= k)" =2 4 051) dt
1 1
=1 TV —1
_ 1—v vk—1
=\ L
> o |

vk

R e AU SR (T”’“_ yk_1>}
= {;r(m (1 w)%mm % ‘

Si on fait alors tendre T" vers I'infini, on obtient par convergence monotone :

+o00

/ g (t)dt =

1
En particulier, fu% et gfy‘ ne peuvent pas étre égales.

Remarque 4.15. On peut montrer a partir de (4.11]) que :

2/\177
g (t) = ’Ytz_v B [M, (t+1 =51 +7M,)) ] (4.21)

4.4.2 Calcul de la mesure de Lévy conjointe

Dans cette section, on s’intéresse au calcul de la mesure de Lévy conjointe du processus
bi-dimensionnel (Aj_;, AL ;€ >0), C’est-a-dire que on cherche une mesure v, sur R%, telle

que pour tous a,b,f > 0 :

Elexp (—aAj_; —bAL )] =exp | £ // e Yy, (da, dy) |, (4.22)
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ou de facon équivalente, telle que :

E[exp (—aA+ bAT[ N
E [exp (~bA7,)] =oxp | // — e vy (da, dy) | - (4.23)

Pour cela, on introduit d’abord la notation suivante (voir (4.6))) :

wa(yiz) _ytz

R = T2 SV (), N
holt) = by 2cos(tm)t et k= m (4.25)

Lemme 4.16. Pour tout a,b >0 :

_ +00 +00
E[ﬁa{;&;ﬁﬂ)] _ (_b<l{(jy)7> / / e—buu_e—ay)m(u,y)dudy), (4.26)
T1 0 0

CATES / (=27 G2 2, (1.27)

0
Démonstration. Notons que, grace a et -, on a:

Elep (-adf —bA7)] <_ a (1—()))
(

7 [exp (~b5,)] y -1

1
epns ) = e (mb: 7) / : fcz éu) 1)du>
0

+oo 1
(253 st )
0 0

Alors, si on fait le changement de variables u = y/(y + 2), t = b(y + 2), on arrive a :

+00 +00

Elexp(—aAt — bAZ b(1 —

[eXp( aAq — 7'1)] = exp _a( / /F y, )sz aydydz
Efexp(—bA, )] .

iy OF
_ 7bz fay 8l
=ex e — ——(y,2) | dydz | .
b ( ) (-5 ) d )
La derniére égalité découle d’une intégration par parties, car pour z > 0 fixé, on a :

(- ) (g.2) = (1— e %) (y+ Z)h’Y ((y)’Y)

Yz z

e R I (e B
(2 —2cos(my)yT2Y +y27)  yltr ys0 )

S

o
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et
_ (1—e"™)(y+2) AN
(- e ) - L=, (2
(I—e™) (y +2)
- AN 20/ 14 —00 0.
2177 (1 = 2cos(my) 55 + 27) Y Y

—+o00

Maintenant, grace a I'identité b7 = ﬁ [ e P 27=1 on obtient :
0

Elexp(—aAl —bA;)] b(1—7) N OF.
Xp\— T T1/1 -7 / / / —br, v—1_-—bz —ay Y
— = exp e tx’ e 1-—e¢ —(y, z)dxdydz
Elexp(—bA-,)] ( T(7) ( ) gy W 2)drdy
0 0 0
bi—n) [ [ [ OF
-7 —bu —a -1 95y
= exp e 1—e % /u—z" —(y,2) | dzdudy | .
(rm// ( )(( P S 0) | dedudy
0 0 0
Le résultat suit de la définition de la fonction H,. O
Le cas a =2
Notons d’abord que par définition (voir (4.25)) hy/(t) = m et alors, aussi par défini-
tion (voir (4.24))) on trouve que :
1

Ja -

1/2(3/7 z) TSUE
d’ou : oF

1/2 1

/ (y7 Z) = _737

0y 2w\ y°z

et alors :

11
Hl/?(“’u y) = 277'\/3/»3/ mdz
0

Si on fait le changement de variables v = z/u, on obtient alors :

1

1
1 1
Hyjo(u,y) = 277\/?730/ \/mdvz N

En particulier, Hy5(u,y) ne dépend pas de u, et alors (4.26)) devient :

Elexp(—aAjf, —bAL)]

400 o 1
Elexp(—bA7, ) :exp(_/ (e )4Wdy).

0

On retrouve dans I’égalité ([£.4.2) que Al et A7 sont indépendantes, et on obtient finale-
ment :

+oo
Blexp(~aA,)] = exp ( [a-em dy) ,

0
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On obtient ainsi la mesure de Lévy du processus (Aj_;; ¢ > 0). En plus, par un argument
de symétrie et grace a I'indépendance entre Aj_; et A7, on obtient comme mesure de Lévy
conjointe des temps passés positif et négatif :

v

(dx,dy) = (x_3/2 dz 8o(dy) + y~=>/% 6o (dx) dy) , (4.28)

1
2

1
4\/T
ou &g est la mesure de Dirac en 0.

Le cas o # 2

Maintenant, dans le but d’identifier la mesure v, on fera une intégration par parties dans
le coté droit de I'identité (4.26) du lemme |4.16]

Lemme 4.17. Pour tout a,b >0 :

Blesp(—ad, ~bAn)] _ (=) T O
Elexp(—bA7)] = xXp (_ T'(7) 0/ O/e Ml—e y)aJ(u,y)dudy). (4.29)

Démonstration. Tout d’abord, réecrivons H., grace au changement de variable v = z/u,
comme :

1
F
H,(u,y) = —/(1 - U)W_luvaayy(y,uv)dv. (4.30)
0

D’autre part, d’apres la définition de F (voir (4.24))), on a :

=i (2)) 2 (2))

et d’apres la définition de h,, on montre aisément que :

OF. k Y—2,7—1
oy W0 = 2 o 2 {(7 — Do 4 gyt
9y [(vu)*” — 2 cos(my) (yuv)” + y27]

+2 cos(my)y 0 P — (7 + Dy vu®T — yyr !

Maintenant, écrivons des inégalités qui nous permettent de justifier une intégration par

parties dans (4.26)).

D’abord, notons que pour y > 0 et u,v €]0,1[, on a :

a[(1=7) 4y — 2cos(m)y” + (v + Dy*" + 5> ]
4y ’
y

OF. 1
S | < [k oy
d’autre part, comme « # 2, on a que pour y > 0 fixé et pour tout v €]0, 1] :

OF.
)Y ¥
(L=o)™ g, W u)u? 2= 0,

et comme la fonction f(v) = v?7~1(1 — v)7~! est intégrable sur |0, 1], on déduit du théoréme

de convergence dominée que
H,(y,u) — 0.

u—0
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D’autre part, si on fixe y > 0, on peut démontrer que pour u assez grand et € > 0 tel que
e+vy<1:

OF. 1 1 1
—b Y -2
G | < k2 (5 + 2 + s ).

et donc, encore par théoreme de convergence dominée on a :

e " H, (y,u) — 0.

UuU— 00

Ainsi, le résultat découle d’une intégration par parties dans (4.26]). O

Remarque 4.18. D’apres (4.24) et (4.30]) on a :

1
= — —v)' u / Y v
o (u,y) = 0/(1 s <y+m)) do, (4.31)

ot la fonction £, est définie par £, (u) = (1 — u) fg, (u). Alors, si on fait le changement de
variable z = y/(y + wv) dans (4.31]), on obtient :

H’Y(ua y) = -

< | =

1
/ (Itut )z —o1")" 2792 (). (4.32)
0



Chapitre 5

Valeurs principales associées aux

temps locaux

5.1 Le cas du mouvement brownien

Soit (B, t > 0) un mouvement brownien réel, issu de 0, et (L{ = L¢(B),a € R,t > 0) une

version bicontinue de ses temps locaux. On pose, pour £ > 0 :

7o =inf{u>0:L% > ¢}.

Il est clair que pour tout v €]0, 1], les processus :

t +o00
A (t) = /alu\Buﬁ*2 = / da]a\%*ng
0 —0o0

t “+o00
1_ 1_ “
H(t) = / du|Bu| s 2sen(B,) = / dalal* ~2sgn(a) L2,
0 —00

sont a valeurs finies (noter que % — 2 > —1). En plus, on montre que les processus
(Au(7e),€ > 0) et (Hy(7¢),¢ > 0) sont des processus de Lévy stables d’indice v, le premier
étant unilatéral et le deuxieme symétrique (voir [30] et [32], par exemple). De fagon plus

précise, on a :

ol L
™ v
= vsin(mv) (F(V)) ’
et
E [exp (z];HV(Tg)ﬂ = 6_&:"’“'”, k eR,
ou

’ vT
C,=CyCOS|—|.
v 2

(5.1)

(5.2)

Grace au caractere localement holdérien des temps locaux browniens, d’ordre % — 7, pour
tout n €]0,1/2[, on peut prolonger la définition de (H,(t),t > 0) a tout v €]0,2[, de la
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fagon suivante :

t
: 1
H,(t) = ;g%/dulBulv ?sgn(By) 1B, [2¢)
0
+o00o
. 1_9
:gl_I>I(1)/da|a‘V sgn(a) Lil(ja>e)
—0oQ

+0oo
= v.p. / da\a\%_ngn(a)Lff
—00

+o0
I T %72 a__ r—a
—;13% daav™ (L — L;%).
3

On montre encore, que pour tout v €]0,2|, le processus (H,(7),¢ > 0) est un proces-
sus stable symétrique, d’indice v, et la formule se prolonge a tout v €]0,2[. De cette
fagon, on arrive (en multipliant par une constante bien choisie §’il le faut) & construire tous
les processus stables symétriques d’indice v €]0, 2[ & partir d’un seul mouvement brownien.

On peut aussi construire les processus stables symétriques d’indice v €]0,2[ & partir de
deux mouvements browniens réels indépendants B et X, issus de 0. Plus précisément, si
on considere p €]0, 1], le processus (X4, (r,);¢ > 0) est un processus stable symétrique
d’indice 2.

Dans [9], on s’intéresse a la comparaison, pour tout p €]0,1[, de ces deux construc-
tions, c’est-a-dire, (Hazu(7);¢ > 0) et (X4, (r,);¢ > 0), ce qui revient a étudier la loi
du couple (Ha,(7¢), Au(7e)), pour p €]0, 1[. Plus précisément, on montre que le processus
(Hou(7e), Au(7e)) est un processus de Lévy bi-dimensionnel et, a I'aide de la théorie des
excursions browniennes, on montre aussi que sa transformée de Fourier-Laplace est donnée
par :

¢ (4ud)* <mu> ( 1 A\ 1 ,A,u)
= —= h B il - =il .
exp{ 2I‘(2,u)sin(7r,u)cos 0 u+2+19,u+2 i , (5.3)

I'(a)T'(b)

B(a,b) = Tath

Remarque 5.1. Si on utilise la formule-clé exponentielle de la théorie des excursions
browniennes pour le c6té gauche de 1’égalité ([5.3)), on trouve :

2 2
E lexp <i)\H2u(Tg) - ZAMTD)] = exp {—B/n(de) (1 — exp li)\hgu(e) - Zaﬁe)}) } ,
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ou n désigne la mesure d’'Itd des excursions du mouvement brownien et les variables
aléatoires hg, et a, sont définies par :

V(e) V(e)
hou(e) = sgn(e) [ |e(s)|130 2 s aule) = [ le(s)] 02 as,
0 0

ou e désigne une excursion générique et V(e) sa durée de vie. Ce qui revient a dire que la
mesure de Lévy du processus (Hay, (1), Au(7¢); £ > 0) est la loi de (hoy,ay) sous n et en
fait, pour démontrer 1’égalité (5.3)), on montre que cette loi est donnée par :

1 (dp™ dv
n(hoy € dv) = 3 92T (2p1) oAt

2u+1

62 0|v]
n (eXp(—2a/“)’h2M = 'U) = m
dp

5.2 Généralisation du résultat aux processus de Lévy

Soit (X¢,t > 0) un processus de Lévy d’exposant caractéristique W. Supposons qu'’il existe

q > 0 tel que :
+oo d¢
/_OO 7|q+\ll(§)| < 00. (5.4)

Comme dans le cas des processus stables, cette condition entraine 'existence des temps
locaux (Lf,x € R,t > 0) pour le processus X (voir [6], chapitre V).
Dans ce cas (voir [6], proposition 6, p. 135), le processus

.1 rtds
H; ;/0 Zl{lxsbs}

1 [+oo I
= */ a5y da,
B

™

converge quand ¢ tend vers 0, uniformément sur les intervalles compacts en t, dans L?(P),

vers le processus
1 [t LT
H, = v.p.—/ L.
T ) T

La condition (5.4) est vérifiée en particulier dans le cas o X est un processus stable
d’indice «a € (1, 2], puisque ¥(t) = ¢|t|*(1 — ifsgn(t) tan(wa/2)) ou ¢ > 0 et f € [—1,1].

On pose pour £ > 0 :

7o =inf{u>0:L2 > ¢}.

Fitzsimmons et Getoor dans [2I] ont démontré que dans le cas ou X est un processus stable,
symétrique, d’indice a €]1,2], la transformée de Fourier-Laplace du couple (7y, Hr,) est
donnée par :
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Elexp(—qry + iAH;,)] = exp(—{A coth(Ak(q))), g>0,AxeR, (>0, (5.5)
ol : .
_ 1 dg

Ce résultat a été généralisé par Bertoin (voir [5] ou [6], chapitre V, théoréme 7) dans le
cas ou X est un processus de Lévy vérifiant (5.4]), a I’aide de la formule de Feynman-Kac.
Il faut juste changer W(¢) par ¥(—¢&) dans (5.6) pour que (5.5)) reste vraie.

Notons que si on fait tendre ¢ vers 0 dans (5.5)) on obtient :

Elexp(iAH;,)] = exp(—{|A]),A € R, ¢ > 0, (5.7)
et d’autre part si on prend A = 0 dans (/5.5 on obtient :
Elexp(—qm)] = exp(—L/k(q)), ¢ >0,£>0. (5.8)

5.3 Le cas stable d’indice « €]1, 2]

Désormais, on suppose que X est un processus stable symétrique, d’indice o €]1,2]. Dans
ce cas, on sait que son exposant caractéristique est de la forme W(\) = ¢|A|* ou ¢ > 0.
Gréce a la propriété holdérienne d’ordre 7, pour tout n €]0, (a — 1)/2[ pour les temps
locaux de X, on peut définir, pour v €]0,2[, le processus (Hﬁa) (t),t > 0), de la fagon
suivante :

) = lim / Xl 7 s0(X) 1, )

= v.p. /\x| “sgn(z) Lj dx

_ O‘;l—a T _ 7
= il_I)I(l) x (L — Ly %) dx
g

“+oo

= / e (Ly — L") dx.

0

On définit aussi le processus (H,Ea) (e,t),t > 0) par :

t

et = |

0

a—1__
ul 7 T sgn(Xy) 1(x, 20) du

a=l_g T
= / |x| v sgn(x) 1(|r|25) Lt dz.
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Et alors, par définition, on a presque stirement, pour tout ¢ > 0 :

H™ () = lim H™ (e, t) (5.9)

e—0

(a)

Lemme 5.2. Le processus (Hy ' (14),¢ > 0) est un processus stable symétrique d’indice v.

Démonstration. Notons LY [X], m[X], {e) (t)[X] et o (e,t)[X] pour LY, 7y, b7 A (t) et
H ﬁa)(s, t) respectivement, pour rendre explicite la dépendance en le processus X.
Soit @ > 0 et ¢ > 0. Remarquons d’abord que :

at

.1

Lat|X] = ;g%gflﬂxs\sfs}ds
0

t

. a

:}%g/lﬂxwlsdd“
0

t

1

1-1 .

=a /o ig%m/1{|a_1/aXav‘§a—1/aE}dU,
0

et alors :

L[ X] = a' =YL [ X9, (5.10)
otl, étant donné b > 0, le processus X° désigne le processus défini par :
XP =bv7V Xy, t > 0.

Rappelons que la propriété de scaling d’indice o pour X, signifie que pour tout b > 0 les
processus X et X ont la méme loi.
Maintenant grace & l'identité (5.10) et si on note aq = a®/(@=1) on a :
To[X] = inf{u > 0: L,[X] > al}
1
=inf{u >0:-L,[X] > ¢}
a

=inf{u > 0: L, -1,[X*] > {}
= aq inf{v > 0: L,[X%] > (},

et alors par définition de 7¢[-], on a :

Tag[X] = aaTg[Xao‘].
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Grace a la derniere égalité et a la définition de H, {e) (e,-)

H™ (e, mae XDIX] = H{Y (e, aame[ X)) [X]
aaTZ[Xaa]
a—l_a
= / | Xul 7 "% sgn(Xy) L(x,|>e) du
0
To[X o]
(changement de variable u = aav) = aq ]Xaav\aTil*O‘ se(Xagv) L(|x,,.|>e) AV

0
Tg[Xaa]

1/v

a—-1__
=qQ |XS‘C¥’ D) @ sgn(Xgﬂ) 1(|X’g4a|2a71/(a71)8) d’U,

et alors, par définition :
o HIM (e, mad X])[X] = HYY (@™ Ve, m[ X)) [X ],

ce qui ajouté a la propriété de scaling d’indice a du processus X, entraine la propriété de
scaling, d’indice v, du processus H,Ea) (7). Soient maintenant s >0 et t > 0. On a :

t+s
Liys = lim % Liix,|<eydu

0

t+s
=i 1
o eg% 2e

L x| <eydu + / 1{|xu|<s}dU}
t

S O —_

1{|Xu|s€}dU+/1{|Xv+tSs}dv}a
0

d’ou on obtient :
Lt+s = Lt + Ls (¢] et-

En fait, on peut aller un peu plus loin et montrer que pour tout temps d’arrét 7" et toute
variable aléatoire S > 0, on a :

Lris =Ly + Lgofr,
d’oli on peut obtenir que pour tout £ >0 et u >0 :
Tou = T¢ + Ty 007,
De la définition de H, 5‘” (,-), on montre ensuite que :
HI (e, Tepa) = H (e, 70) + H (2, 74) 0 0,

Il est alors facile, grace a la propriété de Markov forte pour le processus X, d’obtenir la
propriété d’accroissements indépendants et stationnaires pour le processus H,Sa) (e,7.) et
en conséquence pour le processus Hﬁa) (1.). ]
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Comme dans le cas brownien, pour v €]0, 1[, on peut définir aussi le processus (Al(,a) (t),t >0):

AL (1) = /

caro‘T_l—a>—1.

On s'intéresse, pour v €]0,2[, o €]1,2], et v €]0, 2|, & la loi du couple (H,SO‘) (1e), Agﬁ‘) (Tg)).

Remarque 5.3. La formule (5.3) correspond & 1’étude du cas @ = 2 et v = 1/2 et la
formule (5.5) aucas v =1et v = (o —1)/a.

5.4 Valeurs principales a ’aide de la formule de Feynman-

Kac
Soient ¢ > 0, A € R et 8 €]0, 2|, Notons que si v(3) = g—:}g alors v(f3) €]0,2[ et donc
H'®) est bien défini.

v(B)

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la loi du couple ( (((Xg) (7e), Tg) c’est-a-dire, le cas

(a=1)

Y= 3 Pour cela, on suit le schéma de la démonstration de Bertoin de ( . pour voir
ce que 'on obtient dans notre cas.

Pour ¢ > 0, on consideére les fonctions h? : R — R et f: R — C définies par :

£

sgn .
hﬂ($) = g’ ‘(,8 z) 1{|z‘>€} et ff(x) =q— Z)\hf(x).
Notons que ff vérifie :

0<q=Re(ff)eLL.(R) et Im(f?) est bornée.

<12 B . T
On peut donc considérer Afs comme dans la section c’est-a-dire :

t

B
A — / F2(X)ds = gt — iNHE(), (5.11)
0
ou :
t
:/hf(Xs)ds. (5.12)
0

D’apres les résultats de la section on sait qu’il existe une unique constante complexe
cf = ¢ 5 vérifiant :
£

Elexp(— AL )] = e, (5.13)
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et que si on définit g% : R — C par :
02(2) = g,5(2) = Bulexp(~A% )] (5.14)
8
le processus (g2 (X;) exp(cZ LY — A{S ),t > 0) est une Py-martingale pour tout =z € R.

Maintenant, on définit la mesure de Radon complexe ,u? par :

12 (dy) = =260 (dy) + 5 (y)dy
Notons que :
fEB € Llloc(R)v fg’B est bornée et Re(fﬁ) > O’

et donc, d’apres la remarque 12 satisfait aux conditions (3.12)) et (3.13) (pour r > \cﬁ \)
Comme de plus, gf est bornee on peut appliquer la formule de Feynman-Kac a (95 , ua)
pour obtenir :

U’ ((V ﬂga ):ue) UTgs l:?g? (515)

s
Gréce a la propriété de martingale pour le processus (g? (X1) exp <c§ LY — A{ € ) ,t > 0),

on obtient :
r B _ 9e
VH?QE - r’
et donc la formule ([5.15)) devient :
U (g2pd) = rU"g2 — gL (5.16)

Maintenant, si on applique la transformée de Fourier dans cette équation, on obtient (voir
[6], chapitre I, proposition 9) :

F(g2ul)(©) = —v(&)Fg2(9), (5.17)

ot (&) = c|&|* est 'exposant caratéristique du processus X.

Lemme 5.4. On a g?(0) =1 et sup g2 € LP(R) pour tout 1 < p < +oc.
e>0

Démonstration. La premiere assertion découle de la définition de gf. Pour la deuxieme, il
suffit de noter que :

192(@)] = | Elexp(—Af )| < Bulexp(—qTyoy)] = “=a)
92 (2)| = |Ex[exp(—A7, | slexp(=aTiop)l = =gy
et se souvenir que u? € LP(R) pour tout 1 < p < +o0. O

Dans la suite on va se restreindre au cas /3 6]%, 1].

En s’appuyant sur l'identité F(ab) = i}' a* Fb valide pour a,b € L?(R) et en remarquant
que hZ € L%(R), car § > 1/2, I'équation (5.17) devient :

(0 + V(€ Fo() = o2 + o Fol v FR(E). (518)
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Remarque 5.5. Notons que HZ(-) = Hl(f()g) (g,-), car B =a — 3‘(—_5 On a donc :

(@) _ 1 B
H) (1) = lim HE(1).

N , . s
Remarque 5.6. D’apres les résultats de la section (A% ,¢ > 0) est un processus
de Lévy et cf correspond a la valeur de son exposant caractéristique en 1. On pourrait
aussi voir cf comme la valeur en (g, \) de 'exposant caractéristique du processus de Lévy

bidimensionnel ((Tg, HB(mp)), 0 > 0).

On étudie la loi du processus ((Tg, H ,E?g)) (10)),£ > O). On se raménera donc, & 1’étude quand

e tend vers 0 de cZ.

Lemme 5.7. On a pour £ >0 :

}'hﬁ(g) _ 2iBsgn(€) 7008(5]5\) — cos(v)dv 2ifBagsgn(§)

— - )
€ H B vf+l =0 €| 2
el¢]
ou : -
1 — cos(v)
G/ﬂ = /de
0

Démonstration. 11 suffit de noter que :

M
/ méhﬁ — 9 / sm
-M
o0
| cos(elgl) = cos(Mg) B T cos(elé]) — cos(ag)
=21 ngB +€/ J,‘ﬁ+1 dx ,
el¢]
puis de faire le changement de variable v = z|{| et de faire tendre M vers l'infini. O

Lemme 5.8. On a les inégalités suivantes :

1 |\FRE()] < 2 + 251,

2. |Fgl () < i

q

I
u4(0)

1

)
3. [F(gfud)(©)] < f st 1l (do)| < +oc.
, J e} I @)
4- [Fg2(€)] < e
On déduit des inégalités 2 et 4 que Fg? € L'(R).

Démonstration. 1. On a:
2 1 — cos(v cos(e -1
IFRZ()] < mlﬁﬁ / vﬂﬂ( | + /(v‘ﬂzczv
€] €]
< 2us goes (Loowllel)
~ et elé])
1— cos(

L’inégalité découle du fait que 0 < 2) < 1 pour tout z > 0.
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2 1l suffit de noter que :

ul(—x
Fol©l < [ ol < [ TS
% -
3 Directe.
4 11 suffit d’utiliser l'identité ((5.17)) et I'inégalité 3.
O
Lemme 5.9. On a pour 0 <e <1 :
ul||1
17« PRI < 200+ Ba) o2, + dap L (5.19)

Démonstration. De la définition de la convolution et de I'inégalité 1 du lemme précédent,
on trouve :

e
7ol e Fnle) < | (mff‘_‘; +2> o6 — x)ldz

1

Fgb(€ -z

gw%( e ié =zl ;f,l_ﬁ )dm+||fg§||1)+2||fg£r|1,
1

et le résultat découle de I'inégalité 2 du lemme précédent. O

Lemme 5.10. Pour q assez grand, il existe une constante k (dépendant de q et ) telle

que :
18 k
Pl < o (520)

Démonstration. D’apres I'équation ((5.18) et le lemme on a :

+00 +oo
B 3 I 8 [|u]1 o de
1 Fge 1l —_ZO [Fg2 (§)]dE < <|Cs| + o (2(1+5a5)!|f9€|1 a5 a0y )) / q+ (6

—00
Ainsi, comme Fg? € L'(R), si q est assez grand pour vérifier :
+oo

/ d¢ < s Al
g+ ~ 2M(1+ag)

—00

on a :
B B [[u?|]1
17l <2 (121+ gt )

On montre a l'aide de (5.9) et (5.13) que {cZ}.., est bornée. On en déduit que ||FgZ||,
est uniformément bornée par rapport a €. On obtient donc le résultat, a partir de ((5.19))

et (519). D
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Proposition 5.11. Le processus ((Tg,HSZg,) (10)), ¢ > 0) est un processus de Lévy bidi-
mensionnel. Dans le cas ot  €]1/2,1], son exposant de Laplace-Fourier, P = cﬁ(',-),
vérifie :

@+ HOFF O = - TEFS « ), (5.21)

ou gﬂ(aj) = gﬁ(q7 Nz)=E,; [exp (—qT{O} + i)\HlE?ﬁ)) (T{O}))]

Démonstration. Supposons d’abord ¢ assez grand pour vérifier 'inégalité du lemme [5.10
On a d’apres et que c? converge vers ¢?. De méme, g? converge ponctuellement
vers la fonction ¢®. D’apres le lemme et grace au théoreme de convergence dominée,
cette convergence a lieu aussi dans L'. On en déduit la convergence uniforme de Fg? vers
FgP. Grace au lemme cette convergence est vraie aussi dans L.

Ainsi, si on fait tendre ¢ vers 0 dans , on obtient a ’aide du lemme I'identité
(5.21)). Ce qui montre le résultat pour ¢ assez grand.

Pour montrer le résultat pour tout ¢ > 0, il suffit de noter que tous les termes intervenant

dans 'identité (5.21)) sont analytiques en la variable g > 0. O

Remarque 5.12. Dans le cas ou 8 €]1/2,1[, on a (voir [24], p.201), que pour tout r >
1/(1-5)
sgn(-)

-7

< O|IFg"|l,,

T

H]:gﬁ *

oup=r/(l+rs)>1

5.5 Quelques considérations sur la mesure d’excursion dans
le cas symétrique stable

Soit X = (X¢,t > 0) un processus symétrique stable, d’indice o €]1, 2].
Considérons les variables aléatoires suivantes, définies sur I’espace des excursions :

V(e) =inf{t >0:e(t) =0}

v

hy(e) = U.p./;gz), 0<wv< Ve,
0

et on note pour simplifier hy (e) au lieu de hy (.(e).
Nous allons obtenir des propriétés pour la mesure d’excursion grace a la formule (/5.5)).
Notons d’abord que :

Te
) A du
Elexp(—qm + iAH;,)] = Elexp(—qm + z; v.p. X—)]
0 u

= Bloxp(—g Y Vies) +i2 3 hy(e)]

s<t s<t
= exp (—E / ne(de)(1 — qu(e)ﬂ‘,ﬁhv(e))) 7

la derniere égalité est due a la formule-clé exponentielle pour la mesure d’excursion.
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Alors, de I’équation (/5.5 on peut conclure :
/na(de)(l - e_qv(e)'”%h‘/(e)) = Acoth(Ak(q)), qg>0,\eR (5.22)

En particulier, quand A tend vers 0, on a :

ne(de)(1 —e V() = —_ >0, 5.23
[ natde) =g O (523)
et alors :

+00

/ ne(V € dv)(1 — e™%) = asin(r/a)c!/*gleD/e, q>0,

0

d’ou, on retrouve ([3.27))
Si, maintenant on fait tendre ¢ vers 0+ dans (5.22) , comme dans ce cas k(q) tend vers
400, on obtient :

/na(de)(l Gy Z N, AeR
Et alors :
+o0
/ nalhy € dR)(1— 2"y = A, AeR,
d’ou, on obtient :

1
na(hy € dh) = j5dh,  heR (5.24)

En particulier, cela ne dépend pas de a.

Remarque 5.13. Considérons le cas a = 2. Soient § €]0,1[, ¢ > 0 et Sz une variable
aléatoire stable d’indice 3 (a revoir), indépendante de V' et hy sous ng, alors on a :

/ng(de)(l B equB.(EV(e))l/’BJFi%hV(e)) _ /ng(de)(l . e—qﬁEV(e)+i%hV(e))

= Acoth ( (5.25)

A
2\/qﬂc> ’
la derniére égalité étant donnée par ([5.22]).

Maintenant on considére o €]1,2[ et on pose % et B =2 (O‘T_l) On compare

E pu—
(5-25) avec (5.22)) et on obtient que le couple (Sz.(¢V)/? hy) sous na a méme loi que le
couple (V, hy) sous ng.

Remarque 5.14. Dans l'article [21] on trouve les identités suivantes pour le processus H
évalué en les temps e, et ge,, Ol €, est un temps exponentiel indépendant de parametre

p:

Elexp(iAHe, )] = sech(Ak(p)), AER, (5.26)
Elexp(iAH,, )] = W, AER, (5.27)
Blexp(iMy,, + iu(Ho, — Hy, ))] = tanh())\\l-ﬂ(P)) Smh(zﬂ(p)), ALpER. (5.28)



5.5. QUELQUES CONSIDERATIONS SUR LA MESURE D’EXCURSION DANS LE CAS
SYMETRIQUE STABLE

En particulier les variables Hy, et He, — Hg, sont indépendantes.

Notons que :

- oo
1
—Elexp(ilHe,)] = E / exp (—pt + i\Hy) dt
p

1 1
=F Z exp —pt—i—z(vp./Xudu—i—vp/Xudu) dt
>0 0 Te_
i Ts t 1
=F H — Z _
Z exp (iAH-, ) / exp [ —pt +i—v.p / X, du | dt
s>0 Ts— Te—
i Ts t—Ts— 1
=F Z exp (iAH-, ) / exp | —pt +i—v.p / du | dt
s>0 T eS(u)

Ves) t
1
=F Z exp (iAH, ) / exp (—p(t + 75 ) + i/\v.p./ du) dt
0

= / T es(u)
- v A1
=F Z exp (iNH,_ — p7s_) / exp | —pt + i—v.p./ du | dt |,

et donc, a ’aide de la formule-clé additive :

[ +oo Vi(e) t
1E[exp(z’)\lr{ep)] =F / ds/na(de) exp (iNH,, — pTs) / exp (—pt +i—v.p /(1)
e(u
P | 0 0 0
+o0 Vi(e)
. A
=F / ds/na(de) exp (iNH,, — pTs) / exp (—pt—i—zht(e)) dt
T
| 0 0
+o0 V(e) \
= / E [exp (iAH,, — pTs)] ds/na(de) / exp (—pt+ iht(e)> dt
™
0 0

—+o0 V(e

() _ / e—sAcoth(Ax(p)) /na de) / exp( pt—l—Z)\ht(e)) dt
Y

0 0
V(e

= M/na(de) 0/ exp <—pt+iiht(e)) dt,
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et alors, grace a ((5.26]), on obtient :

/na(de)

exp (pt + i;\ht(e)) dt = pSlIlh?)\H(p)) (5.29)

o\%
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