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atteint le bout, je ne l'ai bien sar pas fait seul. C'est pourquoi il me semble bon de
remercier I'ensemble des personnes, choses etewnements qui m'ont guices et ont fai
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1Une hypottese similaire sur le the ne sera pas recessaire pour ce qui suit.
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lors de mon stage de matrise et des stages de Sophie et Flavien (un grand mercia eux
deux par ailleurs et en particuliera Sophie qui m'a subia plusieurs reprises) deux ans
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Aime Cotton 3. L'ambiance tes chaleureuse de ce laboratoire resteraa jamais dans ma
memoire et mon seul regret est de ne pas avoir esolu la question de savolde Bose et
Einstein lequel des deux cons dansgMerci Nouari KEBAILI pour tes enseignements de
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Parmi mes professeurs je remercie egalement Antoine VALANCE qui m'a reboose
sur la necanique quantique quand mon moral nétait pas au top, Hubert DOUBRE
pour ce fantastique cours delectromagretisme, boure de ekrences historiques pas-
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2petit kemol : -Ca vous dit qu'on prenne cing minutes pour discuter lequation de Schr edinger ?"
-‘Non Monsieur, on s'en fout!"
3 Anciennement appek laboratoire laine et coton.
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tian BOULET, Jean-Noel FUCHS, Christophe TEXIER, Roland MASTRIPPOLITO,
Guillaume ROUX, Alberto ROSSO et Nicolas PAVLOFF. Merciegalementa Nathalie
NIHOUARN du magiskre, autant en tant quetudiant qu'enseignant au magisere. En n,
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“Merci egalement de m'avoir indique ce fabuleux proverbe de chez toi qui sert d e conclusiona ce
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Merci beaucoupa Neemie et aussia Ronmeo pour tous les bons moments passs en-
semble, notamment les nombreuses baladesa Paris.
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Introduction

J'avais une vie un peu plate avant de vous rencontrer, Perrin.
Gerard Depardieu as Campana,La Chevre.

gali, Satyendra Nath Bose B7], qui cemontre la loi de Planck sur le rayonnement

thermique des corps noirs en consicerant le champ electromagretique comme
un gaz de photons identiques. Imnediatement embale par l'icee, Einstein veille a sa
publication et cereralise cette icee aux particules de matere via I'hypottese de dualie
onde-corpuscule ecemment introduite par de Broglie. C'est ainsi qu'en 1925, il propose
une incroyable pediction [61],a savoir le ptenorrene de condensation d'un nombre macro-
scopique de particules dans un mémeetat quantique.

Pendant longtemps consicee comme speculatif, ce prenonene connait un regain d'in-
erét en 1937 avec la cecouverte de la super uidie de I'telium liquide [ 95, 8]. Le lien entre
la super uidie et la condensation de Bose-Einstein est imnediatement suggee par Fritz
London [122] maisegalement s\erement critigue par L. D. Landau. Ce syseme physique
etant teseloigre de la theorie d'Einstein, il ne donnea ce stade qu'une con rmat ion par-
tielle de la condensation. C'est alors que commence lere de nombreux developpements
treoriques dans le but de comprendre le lien entre les deux ptenorenes. Un bref his
torique de cette aventure sera donre au chapitre 2 de ce manuscrit.

Sur le plan experimental, c'esta partir des anrees 1970 que les gens commencent
eellementa croire en leurs capaciesa ceer un condensat gazeux. La misea prot de
nouvelles techniques de physique atomique, bases sur le pegeage optique et magretigu
et sur des necanismes de refroidissement, puis les developpements du refroidissement
laser et des peges magreto-optigues dans les anrees 1980, initient la quéte du graal
gu'est le condensat de Bose-Einstein. 1995 est nalement 'anree du triomphe, marglee
par la naissance de deux condensats dans les groupes de E. A. Cornell et C. W. Wiemana
Boulder [49] et de W. Ketterlea Cambridge (Massachusetts) [54] qui seront ecompenses
par le prix Nobel de physique en 2001.

Des lors, c'est un nouveau laboratoire pour la physique a N-corps qui s'est ouvert.
En e et, un condensat gazeux constitue un syseme unique en son genre dans la mesure
al il est, susamment simple pour &tre traie theoriguement de manere quantitativ e,
et susamment riche pour nous orir un large spectre de prenonenes physiques non
triviaux (super uidie, colerence quantique, vortex, etc...). Du coe exge rimental, il of-
fre egalement un contréle extraordinaire, principalement via la magie de linteraction
lumere-matere. En e et, il est possible de contrblera la fois les interaction s entre par-
ticules, le nombre de particules, les potentiels exerieurs agissants sur les atomes,,..
mais aussi d'observer directement la fonction d'onde du syseme. C'est ainsi que, sur une
méme exgerience, il devient possible de ealiser nombreux réves de treoriciensisqu'alors
insenses.

Voik par exemple comment la physique de la matere condense et la physique atom-
ique se sont rapproctees ces derneres anrees. La possibilie de placer les atomeiids

E n 1924, A. Einstein recoit un projet d'article ecrit par un jeune physicien Ben-
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dans des eseaux optiques, de controler I'occupation des sites et les interactions, de sup
primer ou de contrbler le desordre, de ceer des guides d'ondes atomiques, etc... permet
cesormais detudier des probemes de matere condensee avec une pecision extaordinaire.
Parmi ces probemes, on peut citer la transition super uide-isolant de Mott, la transi-
tion BEC-BCS (transition entre condensat de mokcules et supraconducteur de paires de
Cooper) ou encore la localisation d'Anderson.

La localisation d'Anderson est quanta elle ree en 1958, suite aux travaux de P.
W. Anderson [13] sur la transition netal-isolant dans des semi-conducteurs desordonres.
Decouvert initialement dans le contexte du transportelectronique, ce plenonene est en
fait bien plus universel et peut se produire s qu'une onde se propage dans un potentiel
akatoire. Alors que Ienergie de I'onde lui permettrait en principe de traverser une region
tesordonree sans di cules, les faibles e exions de celle-ci sur le desordre produisent
des e ets d'intererenceseventuellements destructives. Celles-ci sont destructivea cause
de la nature desordonree du potentiel di useur, qui rend les dierentes ondes eec hies
totalement incolerentes entre elles et donc leur somme asymptotiguement nulle. C'est
ainsi qu'une onde peut étre profoncement aleee par le cesordre et &tre exponentielement
eduite lors de la traversee d'une egion desordonree, méme si sonenergie est bienplus
grande que celle caracerisant le cesordre. Dans le contexte du transport electronique,
ce plenonene est alors purement quantique puisqu'il eclame la nature ondulatoire du
porteur de charge.

Tout comme la condensation de Bose-Einstein, cette physique mit quelgues anreesa
s'imposer et ceci probablement pour plusieurs raisons. P. W. Anderson lui-méme avoue,
dans son discours de Nobel en 1977, ne pas avoir compris de suite I'ampleur et l'univer-
salie du prenonene qu'il venait de decouvir. Il faut attendre une bonne dizaine d'anre es
pour gque les treoriciens s'ineressent de pesa ce probeme, notamment par le ceveloppe-
ment de la theorie dechelle que nous cecrirons au chapitre 3. Du coe exgerimental, les
donrees se sont longtemps faites rares car lesechantillons solides sont tes di cilesa con-
troler. D'autre part, le moctle etude par Anderson reglige totalement les inte ractions
entre leselectrons ainsi que les interactionselectron-phonon qui compliquent grandement
la physique mise en jeu. Le probeme de I'e et des interactions sur la localisation conting
d'ailleursa hanter des physiciens de plusieurs communautes.

C'est au cebut des anrees 2000 que la condensation de Bose-Einstein rencontre la
localisation d'’Anderson. L'incroyable contrble exgerimental sur ces objets motive alors la
communaue des atomes froidsa s'ineressera cette physique. L'histoire commence par
plusieurs exgeriences d'oscillations et d'expansion de condensats en pesence de cedog
[177, 188 68, 176, 64, 125, 44, 165 70, 146, malheureusement peu concluantes, et marque
un grand pas experimental en 2008 avec l'observation directe de la localisation par les
groupes de A. Aspecta Palaiseau 33| et de M. Inguscioa Florence [L6Za une dimension,
sans interactions.

A ce jour beaucoup de travail, tant treoriqgue qu'exgerimental, reste a fournir an
detudier notamment les e ets d'interactions, de corelations et de dimensionnalie.

Cette trese s'articule justement autour de cette rencontre entre condensation de Bose-
Einstein et localisation d'’Anderson et ceci essentiellementa une dimension dans le egime
al les interactions sont traiees en champ moyen equation de Gross-Pitaevskii). Elle vise
d'une partaetudier les e ets d'interactions (epulsives) entre atomes maisegalement d e
la nature du cesordre (potentiel akatoire ou quasi-geriodique, existence de corelations
spatiales) sur la localisation dans des situations les plus proches possibles de la ealie
experimentale.

Les deux premiers chapitres sont consaces aux condensats de Bose-Einstein eta leurs
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proprees de transport de manere gererale. Lesequations et concepts essentiels y sont
pesenes pour la compehension du travail e ectie durant cette these. Une attenti on
particulere est donreea la theorie de la super uidie et son lien avec la con densation de
Bose-Einstein.

Le chapitre 3 est quanta lui cevolea la localisation d'’Anderson de particules s ans
interactions. Il pesente les ingedients treoriques essentiels comme les dierents crieres
de localisation, la treorie déchelle, lequation DMPK et le formalisme de phase. Les
dierents moctles de cesordre utiliees y sontegalement discues et le tout est illu ste par
des esultats nuneriques et exgerimentaux.

Apes avoir introduit les concepts clefs des deux domaines, le chapitre 4 se consacrea
letude theorique d'une situation experimentale pertinente,a savoir celle d es oscillations
dipolaires d'un condensat en pesence de desordre. On montre en particulier que I'amor-
tissement de ces oscillations, obsene exgrimentalement, n'est pas relea la localisabn
d'Anderson.

Le chapitre 5 contient uneetude cetailee des proprees de transport d'un con densat
unidimensionnel in ni (lasera atomes) en pesence de cesordre. La vitesse critique su-
per uide et les proprees de localisation y sont discueesa travers deux arti cles distincts.
Du coe super uide on montre que la vitesse critique peut étre releea un probeme de
statistique de valeurs extrémes. Concernant la localisation, les e ets d'interadbn et de
corelations du potentiel akatoire sontetudes de manere exhaustive, ce qui nous p ermet
de & nir peciement les conditions adequates pour l'observation de la localisation dans
ce type de syseme.

Enn, le chapitre 6 aborde la question du lien entre localisation par un potentiel
akatoire et localisation par un potentiel quasi-geriodique. Encore une fois, ce travail
s'inspire de esultats experimentaux ecents, qui sont quanta eux discuesa | a n du
chapitre 3. Contrairementa ce qui est parfois admis, on montre que la localisation induite
dans le mockle de Aubry et Ande [21] n'est pas releea la localisation d'Anderson car
elle peut étre comprise par sa dynamique classique.

Quelgues annexes suppkmentaires sontegalement pesentes a n d'aider le lecteur qui
ne connatrait pas certains concepts utilies dans ce manuscrit.

L'annexe A decrit les uctuations de phase a une dimension. Celles-ci font qu'un
condensat de taille in nie ne peut existera une dimension. On y montre que, si la taille
du syseme est inkrieure a une certaine longueur de colerence de phase, il est alors
possible de decrire le syseme en terme de condensat de Bose-Einstein.

L'annexe B discute une nmethode pour obtenir desequations hydrodynamiques e ec-
tivesa une dimension en partant desequations compétesa trois dimensions.

L'annexe C expose de manere intuitive l'approche de Landauer d'un conducteur
de taille nesoscopique. Dans ce type de syseme, les proprees de colerence de pise
modi ent les proprees de transport d'une particule qui doit alors étre traiee com me
une onde traversant un guide (conducteur).

L'annexe D pesente la nethode d'approximation semi-classique WKB et notamment
la formule de quanti cation de Bohr-Sommerfeld.
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Chapitre 1

Theorieeémentaire des
condensats de Bose-Einstein

Nothing shocks me. I'm a scientist.
Harrison Ford as Indiana Jones.

1.1 Description qualitative et grandeurs physiques perti-
nentes

caracere quantique de la matere. La vision classique que I'on a d'un gaz est un

ensemble de matere, forme d'un tes grand nombre! de particules ponctuelles.
En creral, la densie spatiale est tellement faible qu'on en oublie méme leurs nterac-
tions2. Cette vision nave, connue sous le nom de tteorie ciretigue des gaz, est tout de
meéme applicable dans la plupart des cas. Cependant, du point de vue de la necanique
quantique, les particules parfaitement localises n'existent pas. La relation d'inagtermi-
nation de Heisenberg x p 5 stipule qu'une particule ne peut pas avoira la fois une
position et une vitesse bien cetermirees. Une particule est alors decrite par un paquet
d'onde (I'onde en question est une probabilie de pesence) d'extension non nullea &
fois dans l'espace eel et celui des impulsions. Cette celocalisation est quantiee par la
longueur d'onde thermique de de Broglig(1.1) qui, a temperature ambiante, est com-
petement regligeable devant la distance moyenne entre atomes, ce qui justi e la vision
classique du prenonene.

C e prenonene fortetrange qu'est la condensation de Bose-Einstein esulte du

h
- P omkeT

Cependant, on peut imaginer des situations ai la celocalisation des particules devient
de l'ordre des distances interatomiques, par exemple quand la temperature est tes basse
(la longueur d'onde thermique est tes grande), ou quand la densit est grande (la distage
inter-atomique diminue).

Dans ce cas, les paquets d'ondes se chevauchent et il devient impossible de recon-
naitre les dierentes particules et de les suivrea la trace, toutes celles-ci fusionent en

longueur d'onde thermique (1.1

1Le nombre de particules dans un gaz est en cereral de I'ordre du nombre d'Avogadro Na, ie 1074
atomes.

2En fait on n'oublie pas les interactions car physiquement lequilibre thermodynamiq ue ne peut &tre
atteint que si les atomes entrent en collision. Cela dit, les quanties thermodynamiqu es sont calcukesa
partir du hamiltonien sans interactions. Les interactions entrent en se@nea trav ers I'hypottese du chaos
mokculaire, recessaire pouretablir I'ergodicie.
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o ) Je I
° '\>. )/\/\/\
.\‘}9 RN

T>>Te T>Tc T<Tc

Fig. 1.1 { A gauche gaz d'atomes en mouvement cesordonrea haute temperature. Vus de plus
pes, ces atomes ewlent leur nature ondulatoire. Au centre , la temgerature est su samment

basse pour que la vision classique s'e ondreA droite cetetalement a cepas<s les distances inter-
atomiques conduisanta une fusion de tous les paquets d'ondes en un seul. C'est ce qu'il se gurt
dans les gaz de bosonsa tes basse temgerature T 1K ) conduisant les atomesa letat de
condensat Bose-Einstein.

un seul paquet macroscopiqueles atomes subissent alors une crise d'identie quantique :
ils deviennent mutuellement indiscernables et c'est ainsi qu'ils seondensent tous dans
le mémeetat quantique denergie minimale®.

Ordres de grandeurs

La plupart des condensats atomiques sont ealies exgerimentalementa partir de gaz
mono-atomiques, issus de la famille des alcalins (premere colonne de la classi cation
periodique), comme le rubidium ou le @sium. Les ordres de grandeurs sont en gereralés
suivants :

n 10%atomes/m®>; T K: N 10° atomes:

1.2 Gaz parfait de bosons

Consicerons un gaz de bosons incependants dans une bote, en nombre assez grand
pour que le syseme soit thermodynamique. Ce gaz oleita la statistique de Bose-Einstein :

— 1
N = e () 1’ (1.2)
et sa densie detats est
( 0. .
()= AV avecA = 23 23 2, (1.3)
0=0 energie du fondamental) :

La conservation du nombre de particules implique

3Le terme de condensation est un peu ambigu et de ce fait parfois mal interpee. | | ne s'agit pas d'un
etat de la matere a tous les atomes sont seres les uns contres les autres, comme dans un solide par
exemple, mais d'une condensation dans l'espace des impulsions. En e et toutes les paricules sont dans
le mémeetat quantique de particules libres et se mettent ainsia se ceplacer toutes en phase comme un
tout. On ne peut pas dire qu'elles soient spatialement condenses mais leur recowrement est tel qu'elles
ne forment plus qu'un seul objet : le condensat.

4Bien evidemment ceci n'est possible que pour un gaz de bosons car les fermions oleisent tout de
méme au principe d'exclusion de Pauli.
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< p- 1
N = AV d —;
0 e ) 1 (1.4)
< 0:
En posantx = et = e (fugacie) il vient
z
N s -1 p_ 1
— =(kgT)2 d — 15
| {z }
inegrale de Bose Ig( )
Pour obtenir le potentiel chimique il faut esoudre
3
42 ~2 ZN
ls( )= ; (1.6)

2s+1 2mkgT V'

Cependant, a cause de la coratiainte < 0, linegrale de Bose est borree par une

valeur maximale qui estlg(1l) = —- (%) = 2;315. Ainsi si on diminue la temgerature
tout en xant la densig, il apparat un paradoxe quand

_ N
AV (kg T)?

c'esta-dire soit quand la densie est assez forte, soit quand la temperature est en dessous
d'une temperature critique appeke temperature de Bose (1.8). Notons que ce criere
revienta dire que la longueur d'onde de de Broglie devient de l'ordre de grandeur de la
distance interatomique.

> 2:315; (1.7)

N .
AV (kB TBose) %

Ce probeme se traduit par le fait qu'en dessous de la temperature de Bose, qui est
par ce nition la temperature limitea densie »ee, il n'y a pas de solutiona (  1.6) : on ne
peut donc pas ¢ nir le potentiel chimique. Ce paradoxe se esout si on remarque que la
formule (1.4) ne prend pas en compte la population du fondamental. En e et, le fait de
prendre o = 0 cktruit la contribution du fondamental dans ( 1.4), ce qui obligea la traiter
a part. Si on s'ineressea cette population N, il est facile de montrer (ceveloppement
limie de N) que quandT ! Tgese par valeurs positives ! 0", ainsi

s (1) = (1.8)

No= ‘el. (1.9)

et comme ke T, N devient macroscopique : c'est le prenonene decondensation de
Bose-Einstein.
Transition de phase

En dessous d'une certaine temgerature critiqueTg, la population de letat fondamen-
tal devient macroscopique. Celle-ci joue le role de paranetre d'ordre pour cette transition
de phasé. Cette dernere peut étre cetermiree par un argument de conservation du nom-
bre de particules. A la transition, le nombre total de particules est donre par (1.8), mais
on a d'autre part en dessous délg

. X . P . .
5 est la fonction de Riemann ce niepar (s)= :_, L elle joue un role fondamental dans la treorie

n=1 ns
des nombres premiers, cela dit elle apparat souvent dans levaluation d'ineg rales en physique.
5Notons qu'il s'agit ici d'une transition de phase exclusivement piloee par la temperature et les e ets

de statistiques quantiques et donc qu'aucune interaction n'est recessaire pour ordonner le syseme.
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3=2

N =No+N® N AV (kgT)*?Ig(1)= N TL ; (1.10)
B
d'ai on tire aiement I
T 32
No=N 1 — : (1.12)
Ts

La fraction condenge croit donc de zroa Tg jusqua la temgerature nulle.

Criere de Landau pour la super uidie

La super uidie est un sujet que l'on aura I'occasion de discuter plus en cktails par
la suite mais il est cep inkressant de levoquera ce stade an de motiver | etude des
interactions dans un condensat. Celle-ci est entre autres caraceriee par le fait qu'un
uide peut ne pas dissiper denergiea la traversee d'un obstacle (a1 inversement quand
une particule le traverse). Plus pecisement aucune excitation n'estemise tant que sa
vitesse relativea l'obstacle est inkrieurea une vitesse critique ve. On va voir par la suite
gue ce caracere esulte d'une eponse collective du syseme qui est inexistante dande
cas d'un gaz sans interactions. En e et, cette vitesse critique est relee au spectre des
excitationsekmentaires du syseme via le criere de Landau (voir chapitre 2)

Ve = min p"(;)) ; (1.12)

al p cesigne l'impulsion d'une excitation et "(p) sonenergie. Pour un gaz parfait (p) =
p?=2m et la vitesse critique est alors zro. Par contre, dans le cas d'un condensat en
interactions, on va montrer que le comportement collectif apparata basse energie sous
forme de phonons (p) = cp. La vitessec de propagation de ses ondes sonores correspond
alorsa la vitesse critique du super uide.

1.3 Interactions dans un condensat etequation de Gross-
Pitaevskii

Le mockle ceveloppe peedemment, di initialementa Einstein, decr it un gaz parfait
de bosons. Ce mocktle est su sant pour faireemerger treoriquement le ptenorrene mais
insu sant pour le confrontera I'experience. En particulier, dans le mocele du gaz par-
fait, la distance interatomique est in nie. Il faudrait donc que la longueur d'onde de De
Broglie soit elle aussi in nie pour permettre I'apparition du prenonene, et donc que la
temperature soit nulle, ce qui est en pratique impossible. Pour ealiser des experienceses
physiciens ont da faire un compromis entre les basses temperatures et les hautes densie
de sorte gque les interactions ne sont plus regligeables. D'autre part, I'e et des interactbns
est en gereral physiquement ineressant et il est donc naturel de se poser la quegin de
leurs conequences.

Fort heureusement, compte tenu des conditions de tes basse temgerature il est possi-
ble de faire des approximations s\eres pour traiter le probeme. En particulier, la grande
ctlocalisation des particules (grande longueur d'onde de De Broglie) et le fait que les
collisions ont lieua tes basseenergie nous permettent d'oublier les details du potentiel
d'interactiona deux corps et de caraceriser les collisions par un seul pararnetre scalaire :
la longueur de di usion a’ [48§].

"Celle-ci peut &tre positive ou regative changeant ainsi le sens des interactions. Exprimentalement
elle peut étre ajusee avec un champ magretique.
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2
2 (f1 f2)=9g (1 *2): (1.13)

Si les bosons n'interagissaient pas ils seraient tous dans letat fondamental du pege
qui les con ne. En pesence d'interactions, la structure d'un teletat est modiee. En
principe il faudrait calculer letat fondamental du hamiltonien

. . 4
V(i1 )=

X a2 1 X . .
m + Vext(t) + > V(j*1 t2)); (1.14)
":1 {z } ij(i6])
h; hamiltoniena 1 corps

B =

Al Vexi (¥) est le potentiel exerieur de pegeage des atomes qui est en gereral harmonigque
(pas forement isotrope).

La cetermination de cetetat est en gereral impossible, mais on va voir qu'il est possi-
ble d'obtenir une approximation de letat fondamental par une treorie de champ moyen
avec une pecision remarguable. Pour ce faire on applique la nmethode de Bogoliubov3f]
avec les approximations suivantes :

{ Les N bosons sont sans spin, en interactions binairesa temgerature nulle.

{ Legazestdille: na® 1 a n estla densie atomique.

{ Le condensat est presque purje quasiment tous les atomes sont condenss.

Ceci nous permet de traiter les interactions avec le potentiel de di usion et de faire
un ceveloppement de l'ogerateur champ® suivant

9= B |A_?{£1_? : (1.15)

mode du condensat nuage thermique

Ona

- (1.16)
N=aa+ d J ,=n+ N:

L'icee centrale est de faire un ceveloppement ordre par ordre du hamiltonien en
puissance de ». A l'ordre 0 on obtient I'equation de Gross-Pitaevskii eta l'ordre 2 le
hamiltonien de Bogoliubov

Ordre 0 : On reglige la partie non condenee "5

Z h [ Z N
Ho= d* hya’a + gj f¥daa N B¢ hy + 97] * =E[]
(1.17)

a l'on fait une approximation de champ classique (\ = a’a N) compte tenu du
nombre macroscopique de partlcules dans le cq_-gdensat

La nethode variationnelle ( F = 0 avec d%j j2 = 1) conduita une equation
sur letat fondamental, c'esta-dire la fonction d'onde du condensat C'est lequation de
Gross-Pitaevskii independante du temps [/7, 157

2

om T Vedt(®)  (F)+ gNj ®iZ M= ®: (1.18)

8Ce developpement epare la partie condense de celle non condense,ie le nuage thermique. La
notation -, signie que et -, sont orthogonaux
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Cetteequation a la structure d'uneequation de Schredinger non-lireaire semblablea
celle de Ginzburg-Landau en supraconductivie. Cela dit, il faut bien avoir en téte qu'elle
n'est a priori valable que pour letat fondamental et qu'elle interdit @ cause du terme
non-lireaire) le principe de superposition. D'autre part n'est pas lenergie par particule
du condensatE[ ]=N mais le potentiel chimique® = %.

C'est uneequation de champ moyen dans la mesure ai I'on applique la methode varia-
tionelle dans le sous-espace des fonctions d'ondes produit tensoriel Nefonctions d'ondes
identiques, ie on suppose que toutes les particules sont condenses dans la méme fonction
d'onde. On decrit donc le syseme par un moctlea une particuleevoluant dans un ¢ hamp
moyen cee par les autres particules. Ceci regligeevidemment les corelations entre par-
ticules et en particulier celles entre le condensat et le nuage thermique. Pour les prendre
en compte il faut pousser le ceveloppement de Bogoliubov aux ordres sugerieurs. Cela dit
cetteequation permet cep d'expliquer une grande partie des experiences de condenation.

Ordre 1
Compte tenu de lequation de Gross-Pitaevskii H1 = 0.

Ordre 2 :
On a deux corrections possibles :
{ Il ne faut plus regliger K.
{ On doit garder l'ordre 2 en ™, dans "“avec N = a’a .
La premere conduita consicerer

V= Mo K Ha) G-
H = H H = — = . 1.19
2 o ) o(N) ordre 1en N @N ( )
La seconde
Z h g ) ) i
Hy,” = % Yhy 5+ > 4 PPa¥a ¥ .+ A7 3+ 22" . (1.20)

2 .
Que l'on peut rassembler en cebarrassanta’” et a? via le changement d'ogerateur
champ!® (repesentation phase-module dea") qui conserve le nombre de particules

To=~A"w ; A= pﬁa : (1.21)
Soit nalement
z \ ,
Heog = E[ ]+ % ™Y h;  +2Ngj j2 "+ 79 2Ny 22 (12

qui est quadratique et donc diagonalisable par une transformation de Bogoliubov.

Le sens physique de{ ) est clair, il s'agit d'un operateur qui cetruit une particule
du nuage thermique et qui en cee une dans le condensat. Le hamiltonien de Bogoliubov
cecrit le champ moyen et les corelations entre le condensat et le nuage thermique. En le
diagonalisant on obtient le spectre du syseme, encore appetspectre de Bogoliubov

°lI est facile de le voir en multipliant lequation par et en inegrant sur l'espace.
10)| faut aussi faire I'approximation que A est unitaire, c'esta-dire regliger le projecteur sur letata
2ro particules dans le condensat car & AY =1et AA =1 j 0: ih0: j
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X
Hpog = 129 + k be? b ; (1.23)
correction au fondamental \(2': + {Z }
spectre de quasi-particules
a1 F. designe I'ensemble des valeurs propres positives. La diagonalisation dttsqg revient

a diagonaliser la matrice dynamique L des operateurs{ #t) et “Y(;t) en repesentation
de Heinsenberg i(~@1 1) =[ ";Hagogl)

tety | 1w .
e A0 =u LAY (124)
avec h 5 )
_ hi+2gNj | Ng :
- Ng b o2gNj 2+ (29

qui conduit auxequations de Bogoliubov-De Gennesur les amplitudes des quasi-particules,
gue l'on reverra dans la section 2 de ce chapitre.

1.4 Exemple du pege harmonique : introduction de para-
netres fondamentaux

Maintenant que I'on dispose d'uneequation pour cecrire un condensat il est instructif
de la manipuler sur des exemples simples a n d'en faire ressortir leseements physiges
essentiels. L'exemple du pege harmonique4g] est loin d'étre sans inerét dans la mesure
aI presque toutes les experiences sont ealiges avec un con nement de ce tygé. Il va
nous permettre de montrer I'e et des interactions sur la forme d'un condensat, sa stabilie
et de cegager une limite simple ai I'on peut obtenir des esultats analytiques facilement
D'autre part, ce sera aussi I'occasion d'introduire quelques ordres de grandeurs.

1.4.1 Loi dechelle et rayon du condensat

La premere question que lI'on peut se poser concerne le rayon typiquR d'un conden-
sat. En particulier commentevolue-t-il en fonction des interactions par rapporta I'ex-
tention  du fondamentala une particule (sans interactions) dans le puits harmonique.
Dans la suite on utilisera

1 ~ R
Vet(F)= —m! 3r2 ;= — . w= —: 1.26
Pour obtenir levolution grossere de w en fonction des interactions (la valeur de
al?) on regarde l'ordre de grandeur de chaque contributionenergetique, en supposant le
condensat splrerique de rayonR que l'on cetermine par minimisation de Ienergie totale

(1.27)%3,

"
Eot N~lo( = + w’ +

1w 7

ciretique interactions

); (1.27)

11| e potentiel de pegeage est harmonique mais pas isotrope en gereral. On peut avoir des peges cylin-
driques pas teseloigres de l'isotropie comme le TOP par exemple mais aussi des pieges tes anisotropes
pour former des condensatsa une ou deux dimensions.

120n donnera une condition plus pecise un peu plus loin

13| es coe cients respectifs sont faux mais seul le comportement qualitatif nous int eresse.
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avec = 2N : paranetre d'interactions.

On voit ainsi que chaque terme a un comportement tes dierent, ce qui peuteven tuelle-
ment conduirea unetat dequilibre denergie minimale.

Fig. 1.2 { A gauche : fonction d'onde radiale du condensat pour des interactions attractives.
A droite : mé&me chose pour des interactions epulsives.

Celui-ci sera dierent selon l'importance des interactions, qui sont caracerisees para
mais aussi parN ce qui n'est pasetonnant dans la mesure ai le champ moyen dansl(18)
est proportionnela la densie. Le comportement du condensat va &tre tes dierent en
fonction du signe des interactions, en particulier il est facile de se convaincre queshergie
possede toujours un minimum sia > 0 mais pas forement poura < 0 (interactions
attractives). C'est le pkenonene de collapse ai le condensat s'e ondre au prot de la
formation d'étres polyatomiques (mokcules, agegats...).

On peut esoudre nurreriquement lequation de Gross-Pitaevskii tes facilement d ans
ce potentiel ce qui donne les fonctions radiales (pour plusieurs valeurs de) des gures
1.2

1.4.2 Limite de Thomas-Fermi

Au regard de la formule (1.27) il est clair que pour 1 les interactions sont regli-
geables. D'autre part pour 1 elles jouent un rble peponcerant et cette fois-ci c'est
lenergie ciretique qui est regligeable. Mais attention, cette limite a-t-elle un sens compte
tenu des hypotteses de lequation (1.18). En e et, I'existence d'un egime ai lenergie
ciretique est regligeable serait le bienvenu car lequation (1.18) deviendrait algebrique,
mais ceci est-il compatible avec I'hypottese d'un gaz dille ? C'est ce qu'on se propose de
montrer.

Tout d'abord, montrons que 1 permet de regliger lenergie ciretique a partir
de notre simple loi dechelle (1.27). A des coe cients nurreriques pes de l'ordre de 1 il
s'agit de rechercher le minimum dew?+ = €tde \erier a posteriori que le wpjn satisfait
Ecin =Eint 1. On trouve :

Wmn 5 ) R 5 Si 1: (1.28)
Soit
Eint =w %in 4
———min 5 1 1.29
Ecin W= Wmin 1:W|?nin ( )
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Il est donc kgitime de regliger lenergie ciretique. Il esta noter que tout ceci est
compatible avec notre intuition. En e et si les interactions (epulsives) augmentent, le
condensat va se dilater (son rayon augmente avec) et ainsi s'uniformiser* spatialement
et donc minimiser lenergie ciretique.

Cependant peut-on avoir un tel e et des interactions dans un gaz dilie ? Pour le voir
nous devons comparer la longueur de di usion (qui caracerise les collisions)a la distance
moyenne’ entre les atomes. Comme le® atomes sont dans un volumeR® w3 3, on

~

a RN 3 > N %etparsuite:

a a
2 < SNs: (1.30)
Finalement comme 2 croit au mieux commeN 3 et que croit comme N on corcoit
gu'on puisse avoir des situations a 1 (interactions fortes) alors quea ~ (milieu
dile).

Par exemple, pour les exgeriences du MIT sur le sodiuml35 :a 3nm, 30 m,

N 100

aN a_a_ 1 2

) ==— 10° 1 et << =N3 10 1: (1.31)

En conclusion, il existe un egime dit de Thomas-Fermi ai les interactions jouent un
réle important méme si le milieu est dille. Dans ce egime lequation ( 1.18) de champ
moyen est encore valide est se simpli e terriblement car elle devient algebrique (on regge
le terme ciretique 2—;”2 (¥)). On a alors

1 1 1
n# = (¥)?= gT\J[ Vext (F)] = aN Sm! ire (1.32)
et 0 au deh d'un rayon maximal rmax Qui vaut rmax = msz pour le pege harmonique.
0

Notons que l'approximation de Thomas-Fermi n'est plus valable au voisinage demax -
Le fait de tenir compte du terme denergie ciretique au voisinage de ce point arrondit
le pro| et supprime la discontinuie de la cerivee [ 50, 89. On remarque aussi que cette
approximation sembleequivalentea prendre la limite semi-classique de {.18).

Condensat dans une botea 1D : longueur de relaxation

On consicere le probeEme simple d'un condensat dans une botea 1D. En l'absence
d'interactions, on sait que letat fondamental est un sinus. En pesence d'interactions
epulsives on s'attend evidemment a voir la fonction d'onde s'aplatir jusqua devenir
presque homogene. Cependant lenergie ciretique est penaliee par les forts gradiets et il
faut donc que le syseme trouve un compromis pour minimiser sonenergie. La longueur
sur laguelle s'e ectue cette descentea 2ro est appeleelongueur de relaxation (healing
length en anglais) que I'on note en gereral . On verra plus loin que cette grandeur joue
un role fondamental pour classer les excitations d'un condensat.

Avec une normalisationa N lequation de Gross-Pitaevskii secrita 1D

2
1 O 1 3 — 1

— "' Az)+ z)= z 1.33

' D+9 2= @ (1.33)

dont on tire le potentiel chimique en la regardant au centre,ie = gngp = gN=L. En
adimensionnant par'~= '= " ng et x = z= on obtient

14 Ceci est valable loin des bords ai le con nement oblige la densiea sécro uler et il n'est plus possible
d'oublier lenergie ciretiqgue. On reviendra sur ce point plus loin.
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%'~O?X) '~3(X) ++~(x)=0; avec = pmj : (1.34)

On peut facilement l'inegrer en separant l'intervalle en deux selon le signe de' -,
Dans la premere moite de la bote on obtient

' (2)= Prgth(z=) (1.35)

Lequation de Gross-Pitaevskii reproduit donc bien notre intuition.

1.5 Excitations d'un condensat : analyse de quelques expe-
riences

On a vu dans la partie pe@dente comment obtenir letat fondamental d'un conden-
sat de Bose-Einstein gracea lequation de Gross-Pitaevskii stationnaire (L.18). L'objectif
de cette partie est d'essayer de comprendre les excitations eementaires d'un condsat
quand il est soumisa une perturbation temporelle du potentiel de pegeage. Ceci a fait
l'objet de plusieurs experiences P3, 135 17] (pour ne citer que celles-ci) que I'on se pro-
pose d'analyser. Pour obtenir le spectre des excitations d'un condensat il existe plusies
approches dierentes : tteorie de Bogoliubov, equation de Gross-Pitaevskii cependante
du temps ... qui conduisent aux mémes esultats. Cela dit, la description par lequation
tependante du temps (que I'on va ceriver) se prétea une interpetation plus di recte des
exgeriences.

1.5.1 Equation de Gross-Pitaevskii gependante du temps

L'important n'est pas ce qu'on fait du condensat mais ce que le condensat fait
de ce qu'on a fait de lui.J. P. Sartre, quelque peu adape.

Cerivation

Il existe plusieurs methodes pour obtenir cette equation. Soit par un principe de
moindre action [48] soit directement par lesequations de Heinsenberg et le hamiltonien
(1.16) dans la limite a1 toutes les particules sont condenses { ) = a (¥)) et dans
I'approximation de champ classique { =&’ 4 N).

On obtient nalement :

2
F@ (xt)= S+ Vex(®l) " (RD)+ NgJ (BD? (51): (1.36)

C'est lequation de Gross-Pitaevskii cependante du temps

On note que si I'on cherche une solution stationnaire du type (£;t)= (¥)e ' ~on
retrouve lequation incependante du temps. Cela dit,a cause de la nonlirearie de lequa-
tion, il n'est pas possible dappliquer I'analyse spectrale standard comme pour lequa-
tion de Schredinger, ai I'on cherche lesetats stationnaires et on superpose lesetats. En
d'autres termes, cetteequation ne peut pas se ramenera un probeme spectral d'algebre
lireaire. C'est ce qui faita la fois la richesse et la di cule de cette phy sique.

Cela dit, il existe tout de méme un egime ageable,a savoir celui des faibles exci-
tations. En e et, pour de faibles perturbations du potentiel il est possible de lireariser
(1.36) autour d'une solution stationnaire. Physiquement ceci correspond aux excitations
de basseenergie du condensat.
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Limite des faibles excitations

Le principe d'une experience d'excitation d'un condensat @ basse energie) est le

suivant.
On pepare un condensat dans son etat

fondamental dans un potentiel de pegeage

Vext (¥) incependant du temps. A t=0 on

\agite" le condensat via une egre perturba-

tion temporelle du potentiel V (¥ t) ce qui

excite ses modes propres. Au bout d'un temps

d'excitation te on coupe la perturbation (tout

en gardant le pegeage) et on laisse le conden-

sat evoluer a sa guise dans une superposition de modes propres. Enn on observe
condensat en fonction du temps selon des techniques sur lesquelles on reviendra.

Pour lireariser lequation ( 1.36) autour de la solution dequilibre  (+) on pose :

e

CEDEL O+ EDe T T Vea(B) = Vex(D+ V(K1); (1.37)
gue l'on injecte dans (.36) en ne gardant que le premier ordre en' et V. On obtient
un syseme dequations qui couple ' , ' et un terme source V

- ‘ _ ' v o(® .
~@ =L + v o (1.38)

@ L est exactement le méme operateur lireaire que dans la treorie de Bogoliubo¥®
(1.25).

Finalement la lirearisation de cette equation nous donne ac®s au spectre des exci-
tations de basse energie d'un condensat dans un contexte plus intuitif que celui de la
treorie de Bogoliubov. On obtient les modes propres en diagonalisant., c'esta dire en
cherchant les fequences propres et les vecteurs propres (; v) du syseme tels que

\%3 e =~ \%g e (1.39)

Soit
8 .
< ht  +2gNj j2 u(®)+gN 2v(r)= ~lu (¥);
(1.40)
gN 2u(¥)  hi  +2gNj j2 v(® = ~lv(9);

equations connues sous le nom dfuations de Bogoliubov-De Gennes la base de nom-
breux calculs d'excitations d'un condensat.

Une fois cesequations esolues ont obtient la fonction d'onde du condensat comme
une superposition lireaire de modes propres :

"ED= O+ u@e " +v (pet e TF T (1.41)

(car si (u; V) est vecteur propre avec la valeur propre~! alors (v ;u ) est aussi vecteur
propre avec la valeur propre ~!.)

15Ceci n'est pas competementevident dans la mesure a1 dans la theorie de Bogoliu bov on decrit les
excitations comme des interactions avec le nuage thermique alors qu'ici il s'agit de uctuations induites par
le potentiel. Mais rien ne distingue vraiment le champ non condens d'une uc tuation purement classique
du champ dans une theorie lireaire. A mediter... (voir par exemple [ 121] qui montre que lequation de GP
peut faire appara’tre une partie non condense.)
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Cas particulier du gaz homogne

Encore une fois il est instructif de regarder un exemple simple pour analyser la
physique. Prenons le cas d'un condensat libre uniform@. La solution dequilibre est
tes simple car il s'agit d'une constante :

_ 1 — 2_ N — . — — ~ .
(M= 32 - =N R =g ; Vex(®=01! hy= m (1.42)
On chercheu(t) et v(¥) sous forme d'ondes planese®*, ce qui donne la relation de
dispersion de Bogoliubov

S

2Kk2  ~2K2
- : .
>m om 29 (1.43)

A
hw
Spectre de Bogoliubdv Quasi-particules
BEC homogene
PartICL”es "/’/‘ e i Phonons
libres ""‘,' —-‘——”—
Mboccmm =™ 25

Ux k

>

Fig. 1.3 { Spectre de Bogoliubov d'un condensat homogene.

Cette relation de dispersion ( gure 1.3) suggere deux limites simples selon I'ordre de
grandeur dek. Ainsi la nature des excitations eementaires du condensat est classe en
trois cakgories selon la relation d'ordre entre la longueur d'onde des excitations et la
longueur de relaxation du condensat peedemment introduite.

. la relation de dispersion se eduita une relation de particule libre. L'e et
du condensat ne se traduit que par un simple cecalage desenergies du gaz.
. cette limite conduita une relation lireaire en ! et k carackristique des
phonons. Il s'agit d'ondes de densika travers le condensat.
. les excitations n'ont pas une interpetation physique simple, il s'agit de
guasi-particules de Bogoliubov.

Il esta noter que I'on retrouve en gereral le méme genre de distinction dans le cas
de condensats inhomogenes, en particulier la longueur de relaxation reste une echelle
essentielle pour classer les excitations.

1.5.2 Formulation hydrodynamique : Thomas-Fermi grerali®

Une des complications qui arrive lorsqu'on examine des probemes dependants du
temps est que la fonction d'onde devient recessairement complexe. En e et, dans le cas

16 Meme si ce cas semble acacemique il est tout de méme tes ineressant et peut s'appliquer sur une
echelle de distance ai la densie varie peu.
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statiqgue on peut toujours se ramenera une fonction eelle ce qui traduit le fait que le
courant de probabilie est nul gtat stationnaire!). Pour un probeme cependant du temps
ce n'est en gereral pas le cas. Prenons par exemple une exgerience de transport balistig
al un condensat se eplacea vitesse constante. Cette vitesse est essentiellement lee au
courant de probablie et donc au gradient de phase de la fonction d'ondé’.

Une conequence de ceci est I'impossibilie de regliger directement lenergie cigtique
comme dans l'approximation de Thomas-Fermi pour le cas statique. L'objectif de cette
partie est de cevelopper un formalisme ai il nous sera possible de parer les uctuabns
de phase et de densie pour gereraliser cette approximation. Pour ce faire il s'agit juste de
changer de point de vue enecrivant la fonction d'onde du condensat dans leepesentation
phase-densit :

D z
"(EY)= (50)ESEY  avec d®H' j°= N: (1.44)

Ceci conduita un jeu de troisequations totalementequivalentesa ( 1.36) :

RO GESED Bt T (v)=0,
i (1.45)

2 —
m@=r 2 Po imv? Veart) g

qui est uneequation presque classique car un seul terme est proportionnela. On appelle
ce termepression quantique

Limite des grandes densies

Jusqu'ici il ne s'agit que d'une eecriture de ( 1.36) mais on voit cep que I'on a £pae
les uctuations de phase et de densit, ce qui va nous permettre de faire une approximation
simple.

En e et, dans la limite de grandes interactions (parfois appelee grandes densies) on
a vu (pour des interactions epulsives) que la densit varie lentement dans I'espacedu
moins loin des bords) et donc que le gradient de densie est faible. Il est donc justie
de regliger le terme de pression quantique dans ce egime. Plus quantitativement on
peut faire cette approximation si on regarde, par exemple, des modes de vibrations du
condensat dont lechelle caraceristique d est telle que ce terme soit regligeable devant
les autres et en particulier devantg . Ceci donne le criere

2

oz O )y d (1.46)
Dans ce cas on obtient lequation d'un super uide :
m g} ViIF v+ (Ve(ED)+ g )= 0; (1.47)

gui dans le egime dequilibre (= cte, ¥ = 0) redonne 'approximation de Thomas-Fermi.

Limite des faibles excitations

Encore une fois pour obtenir les modes de basseenergie du condensat on peut repro-
duire la proedure de lirearisation autour de la solution dequilibre. On a

17 C'est un esultat bien connu de la necanique quantique r~ f
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(R)= oA+ (KO o) = gl Vex(#)]

¥(Ft) = w(F)+ V(L) vo(F) = O (1.48)

En injectant dans (1.47) et en ne gardant que les premiers ordres env et on
obtient

& g h i hc2 i
@t (Ft) = Er oM F (yt) =7 ®Fr (yt) ; (1.49)
al c(¥) est telle quemc?(¥) = Vext (¥) designe une vitesse du son localeEn e et cette
interpetation est claire si on regarde le cas homogne o(¥) = o ail'ona
@ 5 = _9o.
@ ¢ (£,t)=0 avec = Tt (1.50)

On retrouve les ondes sonores pedites par la treorie de Bogoliubov dans le egime

a s'applique I'approximation de Thomas-Fermi gereralise. Bien s(r le cas du condensat
homogene semble encore une fois acacemique mais si on consicere des excitations qui
varient tes rapidement a lechelle des uctuations de densie du condensat (dans | a
limite Thomas-Fermi c'est typiquement la taille du condensat car le pro | de densit est
relativement lisse) on peut avoir des ondes sonores dans un milieu inhomogete Cela
dit il faut faire attentiona la double contrainte

R al R est la taille typique du condensat (1.51)

qui assure d'avoir un milieu localement homogene et une excitation de type phonon.
On va voir par la suite que cette contrainte est ealisable expgrimentalement, par
exemple dans une exgerience du MIT 7] au 0:2m etR 100m .

1.5.3 Analyse de quelques experiences

Les experiences d'atomes froids sont d'une simplicieevanglique. P. Nozeres.

Quelquesetments sur le spectre des excitations

A cause du con nement d'un condensat dans un pege, le spectre des excitations
n'‘est pas aussi simple que celui obtenu pour le cas homogene. En particulier on a vu
gue les premeres excitations ne sont pas recessairement des phonons qui recessitent des
conditions un peu plus subtiles. En fait il est facile de voir que les preméres excitatns
ont un spectre discret @& cause du con nement) mais que I'on peut arrivera des ondes
sonores en augmentant lenergie. On pourra consultera ce sujet deux articles de etrace
de S. Stringari [L70, 171] au il esout lequation ( 1.49 dans dierentes con gurations de
pegeage harmonique et en particulier dans la limite tes anisotrope du condensat en
forme de cigaré® ai la dynamique de basseenergie est unidimensionelle.

A n de comprendre les quelques exgeriences notons quelques proprees des modes
propres d'un condensat pece.

18Ceci est lea 'approximation adiabatique. La dynamique de la perturbation est  bien plus rapide que
celle du milieu, elle peut donc suivre de facon adiabatique ses modi cations tout comme la dynamique
electronique s'adapte aux mouvements des noyaux en physique mokculaire.

19| s'agit d'un condensat dans un pege harmoniquea synetrie cylindrique avec un con nement tes
faible dans la direction z (! ; !5).
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{ Les modes de plus basses energies sont essentiellement desdes collectifs ai
I'ensemble du condensat est a ece (modes de grandes longueurs d'ondes) comme
I'oscillation du centre de masse, des modes de compressions... mais dont les fequences
sont discetes.

{ Quand on augmente un peu lenergie, le spectre se ressere pour ressemblera un
continuum ai l'on peut voir des ondes sonores selon les conditionsl(51).

{ A encore plus hauteenergie (ou plutdt moins basse...) le spectre devient plus com-
plexe et nit par tendre vers un spectre de particule libre.

Dans cette partie on se propose d'analyser des experiences qui mettent enevidence

les deux premeres caegories d'excitations.

Modes collectifs de basseenergie

De manere gererale deux types de quanties simples (et pertinentes pour ce qui est
des excitations) sont accessiblesa I'exgeriences : lposition du condensatet ses dierents
rapports d'aspects La premere nous renseigne sur la dynamique du centre de masse
et les secondes, ¢ nies comme les dierents rapports des dimensiorf8 du condensat,
sur les modes de compressions par exemple. Il existe deux principales techniques & ma
connaissance) pour les mesurer : I'imagerie par absorption et l'imagerie par contraste de
phaséel. Cela dit le principe de ce genre d'exgerience est en ereral le méme. On pepare
un condensata lequilibre puisa t =0 on le perturbe pendant un tempste et on le laisse
evoluer pendant un temps t avant de mesurer ses caraceristiques.

La di cule essentielle de ce genre d'experience est de pouvoir exciter intelligemment
les modes du condensat. En e et, si on perturbe le pege n'importe comment on risque
d'exciter un nombre arbitraire de modes propres conduisanta un esultat inexploitable.

Il faut donc étre capable d'exciter les modes un par un pour les mesurer proprement.
La seule facon de le faire est de ceer une deformation du pege qui cencide exactement
avec la geonetrie d'un mode propre. Voil pourquoi, en cereral, des experienc es telles
gue P3, 139 ne peuvent explorer qu'un nombre tes limie de modes.

Par exemple dans I'exgerience §3] de lequipe de Boulder en 1996 sur I€’Rb ( 5000
atomes), ils avaient la possibilie d'exciter deux modes dierents (m=0, m=2, g 1.4
grace a la superposition d'un pege TOP?? (incependant du temps) et de deux con g-
urations complexes de champs magretiques oscillants repesentants des modulations de
l'ordre de 1.5%.

Experimentalement ils imposaient une geonetrie d'excitation et observaient I'ampli-
tude de l'excitation en fonction de la fequence. Dans le cas d'un gaz condeng ils ont
trouve une fequence de esonnance alors que le gaz thermique ne epondait pas. D'autre
part en maintenant cette fequence et en changeant la geonetrie il n'y avait aucune
eponse. Voia qui constitue une preuve des ickes avanees jusqua pesent.

2En eereral les peges sont harmoniques a synetrie cylindrique. 1l n'y a donc qu'u  n seul rapport
d'aspect possible.

ZLNous n'entrerons pas dans les cetails de ces techniques de mesures. La dierence fomlamentale entre
les 2 est que celle par absorption est destructive (mesure de temps de vol dans ue exgerience de transport
balistique (pour faire gongler le condensat et avoir une meilleure esolution ) par absorption optique), ce
qui recessite de faire N exgeriences dierentes pour mesurer le condensata N temps d ierents, alors que
par le contraste de phase on peut le mesurer directement sans le datruirlg.

22 C'est un pege harmoniquea synetrie cylindrique tel que !»>=!, = 8.
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Fig. 1.4 { A gauche sctema des deux modesn=0 (a) et m=2 (b) ( m est le nombre quantique de
L, dua la synetrie cylindrique). Le mode m=0 conserve la synetrie axiale : on a des osdiations
radiales et axiales en oppositions de phases. Le mode=2 brise la synetrie : on a des oscillations
radiales anisotropes accompagrees d'une rotationa vitesse constante des axes d'oscillations sans
dynamique enz. A droite : evolution des dimensions radiales et axiales du condensat au cours
du temps pour le modem=0 qui sont bien en opposition de phase. Ceci permet de mesurer la
fequence d'oscillation.

De plus ils ont aussi regarce I'e et des interac-
tions sur les fequences propres en changeant les
paranetres du pege (ce qui change l'extention
du fondamental). Les esultats sont pesenges sur
la gure ci-contre. Les courbes en traits pleins
correspondent a des esolutions nuneriques de
lequation de Gross-Pitaevskii alors que les tirets
sont les esultats asymptotiques de Stringari [L70
dans la limite de Thomas-Fermi. Les esultats
sont en excellent accord avec la treorie ce qui con-
stitut une con rmation expgerimentale de lequa-
tion (1.36).

Ondes sonores dans un condensat

On a discuk dans la section 2.2.2 de I'existence d'onde sonores au sein d'un condensat,
et ceci quand la longueur d'onde esta la fois grande devant la longueur de relaxation et
petite devant lechelle de variation de densit du condensat (voir par exemple [L70). Ceci
aee mis enevidence, par exemple, dans une exgerience au MIT sur le Sodium en 1997
[17].

Dans cette exgrience, ils travaillaient avec environ 510° atomes formant un con-
densat en forme de cigare dont la dynamique est quasi unidimensionnelle. Compte tenu
du nombre d'atomes et de l'interaction epulsive, le egime de Thomas-Fermi est atteint.

Il s'agit donc de provoquer une deformation du condensat, petite devant ses dimensions
et en particulier la dimension longitudinale. Pour ce faire ils ont appliqe un champ
radiofequence au centre du pege pour ealiser une perturbation localise (g 1.5).

Voil de jolies images (les chiresetant aussi en tes bons accords) qui con rment

une fois de plus la theorie de champ moyen expose peedemment.
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Fig. 1.5 { A gauche : sctema du principe de I'exgerience. Il existe deux facons de perturber le
condensat : soit en allumant la perturbation une fois qu'il est forne (a) soit en le formant avec et
en la coupant apes (b). Dans les 2 cas deux fronts se propagent en directions opposes fdeon
synetrique. A droite : images du condensat (contraste de phase) au cours du temps. On voit
bien une structure se deplacer avec une vitesse constante (jusqua une certaine limé car elle est
guand méme locale) au sein du condensat.

1.6 Condensats unidimensionnels

Toto, | have a feeling we're not in Kansas anymore.Dorothy, Le magicien
d'Oz.

Peedemment nous avons discuk les proprees de condensats en dimension 3. Depui
plusieurs anrees il est possible de ceer exgerimentalement des gaz quantiques en dimen
sion inkrieure, dans le sens al lesenergies d'excitations dans une ou plusieurs dirdoins
sont beaucoup plus importantes que dans les autres. Ainsi, gracea la quanti cation de
lenergie, la dynamique du syseme est geke @ basseenergie) dans certaines directions.
On parle alors de sysemes quasi-bidimensionnels ou quasi-unidimensionnels. De tels sys-
emes peuvent &tre cees en con nant un gaz dans un pege anisotrope. Si le pege est
relativement fort dans deux directions de I'espace et beaucoup plus faible dans la dernere
on peut alors esgerer ceer un condensat quasi-unidimensionnel. Une question naturelle
est bien sar la suivante : existe t-il des condensats de Bose-Einstein en dimension 1 P4t
oui quelles sont les conditions d'existences et quelles sont les proprees de tels sgsies.
Nous allons voir dans ce qui suit que ce ptenonene n'existe pas rigoureusementa la lirte
thermodynamique mais peut tout de méme &tre obsene exgerimentalement (annexe A)

1.6.1 Quelques greralies sur la condensation en dimension eduite
Cas des bosons dans une bote

On s'ineresse ici de manéere assez qualitative a levolution du rapport N;=Ng en
fonction du nombre de particules quelque soit la dimension.
Consicerons N bosons sans interaction dans une bote de longuelr en dimensiond.
Le spectre du syseme est le suivant :
2 2 1
- 2 2, 12 .
= gmpaM™t iyt
En dimension d, dire que letat fondamental est macroscopiquement occupe signi e
que

(1.52)

No L (1.53)
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La population du premieretat excie est quanta elle donree par le facteur de Bose

Ny (11) L?; (1.54)

ce qui conduit au rapport N1=Ng suivant :

N;=No L2 ¢ (1.55)

Il n'est donc a priori pas possible d'observer la condensation de Bose-Einstein pour
d 2 dans un syseme uniforme.

Cas des bosons dans un pege harmonique

La condensation de Bose-Einsteinetant une condensation dans lI'espace des phases,
la pesence d'un potentiel de pegeage est en gereral favorable. On consicere iciun pege
harmonique non recessairement isotrope en dimensiod :

1 X 2,2
V(X1; Xg)= ém L Exy (1.56)
i=1
Le nombre de particules qui occupent lesetats excies est comme peedemment donre
par la somme des facteurs de Bose :

X 1
Nt = NG (1.57)
fnig
avec
xd
=~ ik +1=2): (1.58)

i=1
Soita la limite continue, en introduisant la densie détats enenergie () eta tes
basse temperature ( ! ¢ =0a la limite continue) :

z z
( )d 1 d 1
= — d: (1.59)

e 1 ~9d D'y g e 1

Cette inkgrale pesente un comportement singulier au voisinage de 0 selon la dimen-
sionnalie du syseme. En dimension 2 et 3 elle converge ce qui conduita une borne
sugerieure du nombre d'atomes dans les niveaux excies et donca la recessite de pepler
le fondamental de facon macroscopique. En revanche elle diverge en dimension 1 ce qui
exclut la possibilie d'observer une condensation de Bose-Einstein.

Si tout de m&me on cherchea c nir une temperature de condensationa une dimen-

NT=

sion, en utilisant le criere N = Nt, on obtient (pour kg T  ~!)
N ~!
kg Te= ————: 1.60
B lc In(2N) ( )
A la limite thermodynamique, c'esta dire pour N !'1 ,! ! 0 avecN! = cte la

pesence du logarithme entraine queT, tende vers zro. Cela dit les exgeriences sont bien
entendu ealies avec un nombre ni d'atomes ( 10° 10° atomes) ce qui permet une
occupation importante mais nie de letat fondamental.
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1.6.2 Passage 3D-1D

Dans la mesure air de nombreuses experiences sont ealiees dans des peges tes
anisotropes, il est tes utile de cevelopper une theorie e ective unidimensionnelle bien plus
simplea utiliser que lequation de Gross-Pitaevskii 3D. L'icee de base est d'utiliser une
approximation adiabatique pour sparer la dynamique transverse de celle longitudinale.
On pose donc comme ansatz pour la fonction d'onde du condensat

(£)= (Xt) 2(F2;X); (1.61)

avec comme hypotlese@ (+ ;X) @ (¥ ;X), ce qui revienta imposer que la taille
transverse du condensat soit plus petite que lechelle typique des variations de, (¥, ; X)
selonx.

De plus, on impose les conditions de normalisation suivantes :

z

d’rrj 5j? 1; (1.62)
z

n(xt)=  d’-j j?

i () (1.63)

Les equations du mouvement peuvent maintenant étre obtenues par le principe de
moindre action. L'actiona minimiser est la suivante :

. Z
|~
S[ X ]=§ d31‘dt( @ @ )
z P (1.64)
e B AR A ORRICY I
avecg=4 ~%a=m.
La cerivation fonctionnelle par rapporta puis la division par conduita legalie
suivante :
i~ ~2 ~ )
—@ + o @ Vx)= om o, 2t el + Vo (f2): (1.65)

L'approximation @ (+#,;X) @ (%;;Xx) permet de simpli er le membre de droite
mais surtout de sparer lesequations puisque , ne cepend alors plus que de manere
pararnetrique de la dynamique longitudinale via n1. Chaque membre de {.65) est alors
egala une constante (par rapporta + et t) qui ne cepend que den;. On note cette
constante (n1) ce qui conduit au syseme de deuxequations dierentielles suivant :

2
om 7?7t gnij 22 2+ Vo 2= (1) 2 (1.66)
2

~@ = —@ +V + (n): (1.67)

Il convient donc de esoudre le probeme transverse en premier an de ceterminer
la non-lirearie e ective pour la dynamique longitudinale. Ceci peut étre fait ais ement
dans deux cas limites. D'une part dans la limite ai la densie transverse est tes faible
de sorte que la non-lirearie dans (1.66) puisse &tre traiee comme une perturbation :
c'est le egime de champ moyen 1D D'autre part, si la densie est au contraire grande,
le egime de Thomas-Fermi est atteint dans la direction transverse : on parle alors de
egime Thomas-Fermi transverse Compte tenu du choix de normalisation, le paranetre
clef estan;. Siany 1, le syseme est dans le egime champ moyen 1D alors que pour
an; 1 il est dans le egime Thomas-Fermi transverse.
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1.6.3 Regime Thomas-Fermi transverse : an; 1

Dans ce cas, le terme denergie ciretique dans 1.66) devient regligeable. Pour un
pege harmonique transversalement isotropeV, = %m! ?,r?, on obtient par normalisation
la non lirearie e ective

(ny) =2~ »" anyg: (1.68)
Lequation longitudinale e ective skcrit alors

2
. ~ p_ .

_~ = - .-...l -

i~@ o + Ve +2~15" @ j; (1.69)

qui n'est pas de la méme forme que lequation de Gross-Pitaevskii standard.
En I'a%scence de potentiel longitudinal cetteequation admet une solution stationnaire
uniforme " nge 't , pour un condensat au repos dont le potentiel chimique est

=2~1,Pang = ¢° o (1.70)

al I'on a & ni la constante de couplage e ective g=2~!, P a.

Dans ce egime, le condensat garde une forme tridimensionnelle et le rayon pour lequel
la densie s'annule est

R, =2a, (ang)¥™;  a = mf : (1.71)
P2

Pecisons ici que, méme dans ce egime, la densite tri-dimensionnellasp doit toujours
. 1= . . .
\eri er n3D3a 1, ce qui estequivalenta n1a  (a», =a)*, or a, =a est typiquement de
l'ordre de 10° ce qui permet clairement d'avoir les deux conditions remplies;a 1 et
1=3 1
N3p a : _
On a de plus dans ce egime

R, (1.72)

@ est la longueur de relaxation e nie dans le cas uni-dimensionnel par

= p— (1.73)

Ces deux longueurs typiques interviennent dans le spectre d'excitation qui, dans le
cas d'un condensat homogene immobile, est pesene sur la gurel.6.

On observe un changement de convexie au voisinage de = 1=R,. Cet e et corre-
sponda des excitations eementaires capables d'explorer les bords du condensats ai la
vitesse du son y est plus faible.

L'analyse lireaire de (1.69 en posant (x;t) = e 't ( o+  (x;t)) conduit aux
equations de Bogoliubov-De Gennes suivantes :

0 1 O SN . 1o 1
maxz T 21 0 20
@@ A=% ke A a7
[¢] ~2 d? 39; i+
2 0 omaxz 2J o

ce qui conduita la relation de dispersion

2
(n)p= kT, K (1.75)

R + —
2m 2m
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Particules libres

\ 4

1R, 1/x K

Fig. 1.6 { Branche de basseenergie du spectre d'excitation d'un condensat uniforme unidimen-
sionnel dans le egime Thomas-Fermi transverse.

L'e et cecrit pecedemment echappe donc a l'approche adiabatique qui n'est alors
valable, dans le egime Thomas-Fermi transverse, que pour des excitations de longueur
d'onde superieuresa R, . Cette condition peut aussi secrire ! I » qui n'est autre que
la condition recessaire pour que la dynamique transverse soit geke.

On note au passage que dans ce egime la vitesse du son unidimensionnelle a pour
expression

c= =2m: (1.76)

1.6.4 Regime de champ moyen 1D : (a=&)?> an; 1

Dans ce egime la densie transverse est tes faible permettant ainsi d'appliquer la
treorie des perturbations pour esoudre lequation ( 1.66). Cela dit, on va voir qu'il ne
faut pas que la densit soit trop faible sinon on peut entrer dans un egime dit de Tonks-
Girardeau au la colerence de phase est perdue et les interactions sont tes fortes (annexe
A). Au premier ordre en perturbation on obtient

z

o 2~2an
(n)= o+dan; d?rj j*= o+ L

; (1.77)
ma3

al ¢ est lenergie du fondamental non perturte que I'on peuteliminer par choix de
I'origirpje desenergies. Dans le cas ai le con nement radial est harmonique isotrope on a

a, = ~=ml!,. Lequation e ective skcrit alors
2
i~@ = @ Vi +2~1,a j°: (1.78)
Comme peedemment on peut trouver une solution stationnaire de la formep noe 't
avec pour potentiel chimique
= gno; (1.79)

al cette fois g=2~! 5 a.
La lirearisation de ( 1.78) autour de cette solution conduit auxequations de Bogoliubov-
De Gennes
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Numerics - /_C,/.:-»/-'"
Interpolation P
6 r|__Thomas-Fermi - %ﬁ::ﬁ,“ |
/j,ﬂf"
S e perturbation .- —
T / 2 r theory .-~ .
e L
v
2+ 1 ]
//;" :..
0 ‘ ‘
0 5 10 15
0 . )
° 50 4pasn 100 150

Fig. 1.7 { (n.) calcuke nuneriquement et via la formule d'interpolation ( 1.84). Les deux cas
limites,a savoir le egime Thomas-Fermi transverse et le egime de champ moyen 1D, sont aussi
dessires.

0 1 0 o 1o 1
& 12g) of? g 3
@@ A=§ K@ A (180)
2 2 . .
g o’ 200 o+

et donc au spectre de Bogoliubov suivant

2|2 2 2|2
S + o (1.81)

(-1)%=

Ainsi la vitesse du son est

c= P =m: (1.82)

A priori, la treorie de champ moyen n'est valide que si la distance moyenne entre
particules d = nl1 est beaucoup plus petite que lechelle typique de variation de la

fonction d'onde, soit ici la longueur de relaxation = ~="m . Or le rapport
S
a3
—=  Znyg; 1.
d a nq; ( 83)

croit avec la densie. Ceci signi e que la treorie de champ moyen devient inadequate
a tes faible densit longitudinale. Ce egime correspond au gaz de Tonks-Girardeau dont
nous ne discuterons pas les proprees dans ce manuscrit. AinsiX.83) impose un second
criere pour que (1.79 soit pertinente,a savoir que nja  (a=a )?.

1.6.5 Interpolation entre les deux egimes

Une formule d'interpolation pour (ni1) aek suggee par Paul et al [ 145 et cemontee
ecemment par Munoz et Delgado [L41]. Elle permet de cecrire de facon tes pecise la
dynamique d'un condensat quasi-unidimensionnel

(ny) = ~! ?p l+4an;: (1.84)

De nombreux tests de cette formule sont pesentes dansJ41]. La gure 1.7 montre la
comparaison entre la esolution nunerique de (1.66) et (1.84).
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1.6.6 Equations hydrodynamiquesa une dimension

Tout comme dans le cas tridimensionnel, il est parfois commode d'uti‘g'ser le formal-
isme hydrodynamique.A l'aide de la transformation de Madelung, (x;t)= = ni(x;t)eS®t),
on peut transformer lequation ( 1.67) en un jeu de deuxequations

@1+ @Q(n1v) =0 (1.85)
2 p__ my2
mav+ @ Vi(x) S p—@ N+ (n)+ —- =0; (1.86)
m" Ny 2
avecv = —@S(x;t). On rappelle egalement que (n1) est la non-lirearie e ective qui
peut sécrire sous forme compacte (dans le cas d'un con nement radial parabolique)

(n1) =2~1,(an1) =g ny; (1.87)

a = 1=2 dans le egime Thomas-Fermi transverse &n; 1) et =1 dans le egime
de champ moyen én; 1l)etg =2-~!,a .

L'ineret principal de ce formalisme est, comme dans le cas tridimensionnel, de regliger
une partie de lenergie ciretique souvent appelee pression quantique. Ce terme contenan
une cerivee spatiale de la densit, il est clair que l'on pourra s'en cebarasser dars le cas
al les uctuations de densite s'e ectuent sur une echelle susamment grande. Ceci est
possible pour des potentiels \su samment lisses" et/ou pour des excitations de grande
longueur d'onde. Pour &tre plus pecis, il s'agit que ce terme soit petit devant le terme
d'interaction, ce qui revienta dire que cetteechelle typique de variation doit étre grande
devant la longueur de relaxation. Ainsi, en ce qui concerne les excitations, lesequations
hydrodynamiques simpliees ne peuvent cecrire que la partie lireaire du spectre. D'autre
part, dans le egime Thomas-Fermi transverse il fautegalement satisfaire la contrainte
kR- 1.

Negliger la pression quantique permet alors d'obtenir le pro | dequilibre via leq uation
suivante :

= Vi) + (no(x)); (1.88)

qui, dans les deux egimes extrémes, est tes simplea esoudre. On obtient

gno() = Vi) T (1.89)
Dans le cadre de cette approximation, la version lirearise de 1.85 et (1.86) est
" ( #
@n(xt)= ~@ nox@ n(xt) 2 - (1.90)
) m O 1 @n no 1 .
qui est vraie quelque soit le egime consice.
On & nit en n la vitesse du son locale par :
200y = @ |
mc<(x) = np(x) @n . : (2.91)
Regime de champ moyen 1D
Dans ce cas on a(ni) =2a~! »ny et donc
@
— =2a-l-; 1.92
@n, 2 (1.92)
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ce qui conduita

@n=@ Fxa@n ; (1.93)
avec
ano(x)~!»> _ gno(x) .
==
Dans le cas uniforme on retrouve I'expression 1(.82) obtenue par les equations de
Bogoliubov.

A(x) =2

(1.94)

Regime Thomas-Fermi transverse

Cette fois-ciona (n1) =2~ 5 P

pour les excitations

an; ce qui donne uneequation un peu plus complexe

- 4
@n-a ~l 5" anp(x) @n }n @no(x) ; (1.95)

m 2 no(x)
qui dans la limite au ng(x;t) varie spatialement beaucoup plus lentement quen se eduit
a:

@n=@ Zxan ; (1.96)

avec p____

g no(x) .

2m

Cette equation est identique a celle obtenue par Stringari [171 en moyennant les
equations hydrodynamique tridimensionnelles sur les deges de libere transverses.

A(x) =2 ~!m'-’p ano(X) = (1.97)

1.6.7 Solitons

Un soliton est une onde tes robuste qui peut se propager sans ceformation. Ce genre
d'objet, qui existe grace a la competition entre des e ets dispersifs et non-lireaires, a
et obsene pour la premere fois par J. Russel un ingnieur Ecossais en 1834. Celui-
ci montaita cheval le long de I'Union Canala Edimburg lorsqu'il appercut une vague
myserieuse, ceee brusquementa la proue d'un bateau qui s'aretait soudainement. Il la
baptisa "grande onde solitaire". Cette vague, d'environ cinquante centinetres de haut sur
dix netres de long, se propageait presquea quinze kilorretresa I'heure sans se deforme

Russel cecida alors de reproduire ce ptenonene en laboratoire et publia en 1844 un
rapport tes critique par la communaut. Il fallut attendre 1895 et les travaux de Korte veg
et de Vries pour pouvoir rendre compte theoriquement de ce pkenomnene. Le terme soliton
ne fut introduit qu'en 1965 par Zabusky et Kruskal.

Les solitons ineressent cesormaisenornement de communaues dierentes. Au deh
de leur beaue mattematique et exgerimentale, ces objets apparaissent dans une mul-
titude de domaines allant de la matere condense a la dynamique de macromokcules
biologiques en passant par I'hydrodynamique, les eecommunications ou encore les con-
densats de Bose-Einstein.

En e et, la non-lirearie de lequation de Gross-Pitaevkii permet I'existence de telles
solutions qui ont d'ailleursete obseneesa plusieurs reprises, tant dans des condensats
al les interactions sont attractives que epulsives.

Dans ce qui suit on se propose de discuter brevement la solution soliton de lequation
Gross-Pitaevskii unidimensionnelle avec interactions epulsives. On se restreint d'aute
part au egime de champ moyen car,a ma connaissance, c'est le seul ai I'on connait
I'expression analytique de cette solution.
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Arguments qualitatifs

L'existence d'une solution localise auto similaire est duea la competition entre les
e ets dispersifs et non-lireaires. Pour que le soliton puisse se propager sans deformation,
il est recessaire que chaque composanteeementaire se ceplacea la méme vitessi s'agit
donc devaluer 'ordre de grandeur de chaque contribution pour en ceduire la nature du
soliton : pic de densit (soliton brillant) ou trou de densit (soliton sombre).
Rappelons alors la relation de dispersion donree par le spectre de Bogoliubov :
r
22
'q=qc 1+T; (1.98)
avecc® = gn=met = =P mgn.
Sans faire de calculs, il est clair que la vitesse de groupg = @4=@4q laquelle se
teplace les excitations est superieurea la vitesse du son et augmente aveg.
Supposons maintenant que le soliton soit une deformation de densie d'amplitude
n. Pour compenser cette augmentation, la non-lirearie doit diminuer la vitesse du son
Celle-cietant proportionnellea la racine caree de la densie, on comprend que le soliton
doit &tre un trou de densit.
En pesence d'interactions epulsives, les solitons sont donc des solitons sombres.

Expression analytique

La cerivation de cette expressionetant un peu longue et n'ayant que peu d'inerét
pour la suite du manuscrit, le lecteur est inviea consulter la these de Nicolas Bilas [32]
ou le livre de Stringari et Pitaevskii [172], par exemples, pour plus de cktails.

Si on consicere un soliton se eplecanta la vitesse v (< ¢) sur un condensat uniforme
de densie n; au repos, on peut cemontrer que

. vt .
(x;t) = pnl cos tanh cos +isin (1.99)
a 2
aveccos = 1 ¢ “etsin =L
La densie sécrit alors
2 8 9 3
v 2 2< X vt v 2
nx;t)y=n; 4 1 - tanh? —g—— + - 5 (1.100)
c P21 v 2 c
C
a 2
L'extension typique du s%liton estdoncL = = 1 Y °, quidiverge pourv = cet

. 2 ., o L
son amplitude est n=n; 1 ¥ ° qui s'annule dans cette méme limite. Ainsi, un
soliton ne peut cepasser la vitesse du son car il disparaita mesure qu'il s'en approche.

Des exemples de solitons sont repesenes sur les gure&.6.7.
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Fig. 1.8 { A gauche : Prols de densit et de phase pour = =4.A droite : ProIs de densie
et de phase pour =0.

46



Chapitre 2

Theorie de la super uidie

Le euve est pareila ma peine. Il secoule et ne tarit pas.
Guillaume Apollinaire.

tels que l'absence de viscosit, les vortex, les ondes thermiques..., chez certains

uidesa tes basse temgerature. D'origine purement quantique, elle est intime-
ment leea la condensation de Bose-Einsteina travers l'existence d'une fonction donde
macroscopique. Cette connexion non triviale aee pour la premere fois suggeee par Fritz
London [127 en 1938, quelques mois apes la decouverte experimentale de ce prenonene
dans I'telium liquide [ 95, 8]. Plus de soixante dix ans apes, dimmenses proges ont
et faits dans la compehension de cette physique (notamment gracea l'arenement des
condensats gazeux) et pourtant celle-ci reste encore assez super cielle. En particulier, la
cetermination treorique de la vitesse critique d'un super uide restea ce jour problema-
tiqguea cause des e ets non lireaires dusa la pesence d'interactions entre les partcules.

L'objectif de ce chapitre est dans un premier temps de raconter les grandes lignes

historigues de la super uidie, en commercant par sa cecouverte dans I'telium liqui de
puis en discutant les theories pionneres de London, Tisza, Landau, Feynman... et de
discuter le lien entre condensation de Bose-Einstein et super uidie. Apes ces consicera-
tions qualitatives, on discutera en cetails la theorie du transport d'un condensat gazeux
dans le cadre de I'approximation de champ moyen gequation de Gross-Pitaevskii)a une
dimension.

I a super uidie designe un ensemble de phkenonenes hydrodynamiques etranges

2.1 Histoire et plenonenologie de la super uidie

On ne connait pas compétement une science tant qu'on en sait pas son histoire.
Auguste Comte.

L'histoire de la super uidie est loin d'étre ennuyeuse pour de nombreuses raisons.
Tout d'abord sur le plan scienti que, la compehension de cette physique (et de sa cousine
la supraconductivie) a conduit au ceveloppement de hombreux concepts fondamentaux
tels que les notions d'excitationeementaire, de vortex, de fonction d'onde macroscopique,
etc ... Mais elle nous apprendegalement beaucoup sur le plan humaina travers le com-
portement de certains scienti ques visa-vis de leurs colegues. Au coeur de cet aspect se
trouvent, par exemples, les comportementsetranges de Landau, London et Tisza, au sujet
du mocklea deux uides et du lien entre super uidie et condensation de Bose-Einstein.

L'essentiel de ce qui suit est largement inspie des ouvrages suivants. Le livre de
Nozeres et Pines [L42), en particulier les chapitres | et VI ainsi que celui de PitaevskKii
et Stringari [172. Les articles de Balibar R4] et Pitaevskii [156], ainsi que le livre de
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Matricon et Waysand "La guerre du froid" [ 13(], en particulier en ce qui concerne les
aspects historiques et humains.

2.1.1 [ecouverte exprimentale dans I'telium liquide

L'relium liquide tient une place fondamentale dans I'histoire de la super uidit e dans
la mesure au il a eu le monopole de cette physique pendant pes de soixante ans. En e gt
I'feliumetant le seul corpsa pouvoir rester liquidea des temperatures extr €mement basses
@ pression standard, il est liquide méme au zro absolu)a cause de uctuations quan-
tiques tes importantes, ! il restera le seuf liquide quantique® bosonique simple jusqua la
fabrication des premiers condensats gazeux en 19954 12]. Liqiee pour la premere fois
en 1911 dans le groupe de Kammerligh Onnesa Leiden, il fut d'ailleurs (et est toujours)
utili’e comme outil de choix pour la cryogenie et letude des netauxa basse tempera-
ture (< 5.2 K qui est sa temperature de liguefaction) conduisant Kammerlingh Onnes
(ou plutot sonetudiant Gilles Holst 4)a la decouverte de la supraconductivie en 1911.
Notons d'ailleurs que, s cetteepoque, on avait cep des indications du comportemen
super uide via I'observation que I'felium semblait plutét setendre que se contracter aux
tes basses temperatures (< 2.2 K).

En 1924, Kammerligh Onnes et Boks observent que la courbe de densie en fonction
de la temperature possde un maximum etroit autour de 2.19 K. La nature de cette
transition fut clariee huit ans plus tard (1932) par les mesures de capacit calori que
par Keesom et Clausius et batise transition  (voir gure 2.1). L'kelium liquide semble
donc avoir deux phases thermodynamiques : I'He | et I'He Il € 2.19 K).

Fig. 2.1 { Diagramme de phase de I'relium en fonction de la pression et de la temperature.

Une premere propretetrange est decouverte en 1936 par Keesom fere et lle [ 96] :
la conductivie thermique de I'He Il est anormalement grande par rapport aux liquides
traditionnels. Un peu plus tard, Allen et Peierls observent que la chaleur ne se propage
pas de manere di usive dans I'He Il. Tout ceci montre que I'He, en dessous du point ,

!La masse d'un atome d'He est su samment faible pour que sonenergie de point z ero soit sugerieure
a celle de la liaison He-He. L'felium ne peut donc pas étre solidea pression raiso nnable.

2D'autres exemples de liquides quantiques sont I'hydrogene polari®, la matéere nucl eaire et les liquides
delectrons dans les solides.

3Dans le sens ai la mecanique quantique est indispensable pour comprendre se proprees.

4Kammerling Onnes publia les esultats sans mentionner le nom de son etudiant obtenant ainsi le
prix Nobel de physique en 1913. Gilles Holst quanta lui, faute de reconnaissance acadgemique, trouva le
econfort dans le monde indutriel enetant le premier directeur de Philips Research.
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ne se comporte pas comme un liquide standard. Mais ce n'est qu'en 1937 (puble en 1938)
que la super uidie est eellement cecouverte incependamment par Kapitza [ 95]a Moscou
et Allen et Misener [8]a Cambridge (Angleterre). Enetudiant le ota travers un tube
capillaire, ils arrivent tousa la m&éme conclusion : la viscosie de I'telium Il est r eduite
par plusieurs ordres de grandeurs (en fait, elle est nulle aux incertitudes de mesuregs).
Autrement dit, le liquide peut skcouler sans la moindre esistance tout comme dans
un supraconducteur. C'est ainsi que Kapitza introduit pour la premere fois le terme
super uide : by analogy with superconductors, ..., the He below the point enters
a special state which might be called super uid". Notons l'intuition extraordinaire de
Kapitza bien avant la treorie BCS (1955) de la supraconductivie ni méme la proposition
de Fritz London d'associer la condensation de Bose-Einstein et la super uidie.

En n, quelgues mois plus tard, Allen et Jones decouvrent I'e et fontaine [ 7].

2.1.2 Premeres tleories

Facea l'arenement de ces incroyables nouveaux ptenonenes, il est stupe ant de vor
a quel point les theoriciens de lepoque ontet eactifs. Parmi eux gurent Frit  z London,
Laslo Tisza, et le ekbre Lev Landau, fraichement likee de prison pour I'occasion®.

En 1938, Fritz London publie un article fondamental [1227 a1 il suggere une con-
nexion entre la condensation de Bose-Einstein et la transition super uide dans I'relium
liquide. Il s'appuie en particulier sur le fait que les atomes d*He sont des bosons dans
un egime fortement quantique. Il compare alors la temperature critique de condensa-
tion (sans interaction) Tg = 3:13K a celle de la transition , T = 2:19K. Bien sor, la
physique est aleee par les interactions fortes entre les atomes mais l'ordre de grarelr
est correct. Il propose alors d'expliquer la super uidie comme I'existence d'un courant
guantigue macroscopique assoce au mouvement collectif des atomes du condenséur
understanding of a great number of the most striking pecularities in liquid helium carbe
achieved without entering into any discussion of details of molecular mechanics, meyel
on the hypothesis that some of the general features of the degenerate ideal Bose-Einstein
gas remain intact, at least qualitatively, for this liquid".

London, alors au colege de Francea cetteepoque, aimait discuter en se promenant
avec son colegue Russe Laslo Tisza qui travaillaita l'institut Henri Poincae quelqu es
rues plus loin. C'est ainsi que naquit lemoctlea deux uides decrivant I'relium Il comme
le nelange d'un condensat et d'un liqguide normal. Le liquide se compose donc de deux
uides ayant chacun un champ de vitesse et une densite propre. La vitesse et la densie
du condensat sont assoceesa celles du super uides et 5 qui n'a ni viscosit ni entropie.
La partie normale est quanta elle constitiee d'excitations thermiques et a pour vitesse
Vh et densie |,. Elle a d'autre part une viscosie et une entropie non nulle. La densie
totale est bien str = ¢+ . Le rapport des dierentes densies tepend alors de la
temperature et satisfait (T =0)= =1let (T=T )= =0.

Ce mocktle prenorrenologique est un suces dans la mesure ai il permet d'expliquer, au
moins qualitativement, les plenonenes dea obsenes, mais permetegalement de faire des
pedictions suppkementaires. Un exemple est I'existence d'ondes de temperature (second
son). En e et, dans le cadre de ce moctle, une onde sonore corresponda une oscilla-
tion en phase de s et , (et donc une oscillation de la densit totale ) mais on peut
imaginer un autre type d'onde ai les oscillations seraient en opposition de phase. Dans

SEmprisonre en mars 1938 par le NKVD (KGB) pour avoir critigie le egime Sov  etique, il est likee
(mourant) en avril 1939 gracea l'intervention de Kapitza pour travailler sur la su  per uidie. Plus tard
Landau aimait ironiser sur son jour en prison en disant que ca lui avait permis d'apprendrea ealiser
des calculs complexes de téte. Si les applications concetes de la super uidite ne sont pas tes claires,
Lev Pitaevskii se plaita epondre qu'elle aura au moins permis de sauver la vie d'un des plus grands
physiciens de tous les temps.
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ce cas, la densit totale reste constante mais l'entropie oscille, d'ai I'existence d'onde
de temgerature. Ce ptenonene intriguant a par ailleurset pedit indkcpendammen t par
Landau [104 qui aegalement ceveloppe sa version du mockle a deux uides, \eriee
experimentalement en 1944 par Peshkov.

L'histoire de la paternie du moctlea deux uides n'est pas une mince a aire et I'on
renvoie le lecteura l'article de Balibar [24] pour plus de pecisions. Il semble a priori
gue London et Tisza [L82, 181 etaient les premiersa le proposer (I'article de Landau
[104] date de 1941 mais cktait la guerrea lepoque) mais l'apport de Landau n'est pas
pour autant mineur. Dans sa version du moctlea deux uides, Landau ne donne pas les
meémes interpetations aux dierentes composantes. Tout d'abord, Landau ne croyait pas
au lien entre condensation de Bose-Einstein et super uidie. Une explication rationnelle
a cela semble s'appuyer sur I'analogie propose par Kapitza entre la supraconductivie et
la super uidie. En e et, puisqu'un pkenorrene similaire semblait se produire pou r des
fermions (on ne savait pas que leselectrons formaient des paires de Coopera lepag)
et des bosons, Landau ne voyait pas en quoi l'e et de la statistique quantique pouvait
eétre ceterminant ©. Ainsi, Landau consicere le super uide comme letat fondamental du
liquide quantique (en interaction et qu'il soit bosonique ou fermionique) et la partie
normale comme un gaz d'excitations eementaires (quasi-particulesy. |l propose alors
une forme particulere pour le spectre des excitationseementaires de I'relium [104, 105
(g 2.2) dontil a ajust les paramnetresa partir de donrees exgerimentales sur la chaleur
sfeci que. De ce point de vu, la theorie de Landau va plus loin, dans le sens a1 elle
permet une cetermination explicite des fractions super uides et normales.

EA

Rotons

Y

Fig. 2.2 { Spectre des excitations eementaires dans I'relium liquide propoe par Landau. Ce
spectre se compose d'une branche de phononsa basseenergie et de rotons autour d'une longueur
d'onde proche de la distance inter-particule. L'interpetation physique des rotons reste un objet

de controverse. Selon Landau et Feynman ils correspondraienta des vortexebmentaires @l taille
proche de la distance interatomique tandis que d'autres pensent qu'ils n‘ont rienavoir avec des
vortex mais correspondent plutdta des eminiscences de I'ordre cristallin P4, 147).

Un autre point extréemement important, introduit par Landau, est la notion de vitesse
critique. Cette notion, cep vaguement abordee au cours du premier chapitre, s'appuie sur
l'icee que, dans un gaz de Bose parfait, rien n‘empéche la dissipation denergiea tavers

5Un test important en faveur de I'hypottese de London sera la comparaison exgerimen tale entre “He
et 3He par Osborne, Weinstock et Abraham en 1949 qui montre que le dernier n'est pas supe uidea
1K (plus tard on decouvrira sa super uidie en dessous de 2.5mKa cause de la forma tion de paires de
Cooper).

"Notons que c'esta cette epoque que le concept d'excitation eementaire et de quasi-particule fut
introduit pour la premere fois par Landau.
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I'excitation de particules individuelles. A I'aide du spectre peedemment introduit pour
I'relium liquide, Landau a et capable de pedire I'existence d'une vitesse critique en
dessous de laquelle aucune excitation eementaire ne peut etre emise. On reviendra un
peu plus en cetail sur ce point dans les paragraphes suivants.

Sur le plan humain, la gerese de ces moctles est marqiee par un des comportements
relativement etranges entre les concurents. D'un cot, Landau ignore totalement I'exis
tence de Fritz London sur le plan theorique et attribue la decouverte experimental e de
la super uidie exclusivementa son sauveur Kapitza. Il est méme relativement agressif
guant aux propositions de Tisza qui fut pourtant son postdoc avant de rejoindre ['Institut
Henry Poincae et de collaborer avec London The explanation advanded by Tisza not
only has no fundation in his suggestions but is in direct contradiction to therfi De son
coe, Fritz London népargnait pas non plus Landau de critiques " an interesting attempt
to quantize hydrodynamics... based on the shaky grounds of imaginary rotoffs Et pour-
tant, ils avaient chacun decouvert une partie de la \erie mais sont morts trop tot pou r
le ealiser et en n assembler les peces du puzzle.

En 1947, N. Bogoliubov B5] apporte une contribution importante a la treorie de
la super uidie en justi ant rigoureusement l'allure qualitative du spectre intro duit par
Landau dans le cas d'un gaz de bosons en interactions faibles (voir chapitre 1). Seule-
ment, I'hypothese d'une occupation macroscopique d'unetat quantique joue un réle im-
portant pour I'existence d'une branche phonona basseenergie. Ce travail, d'une poree
tes importante, puisqu'il met enevidence a la fois la recessie de la condensation de
Bose-Einstein et de la pesence d'interactions pour la super uidie, n'est pourtant pas
encore satisfaisant puisqu'il n'est valable que dans le egime d'interactions faibles et donc
pas pour I'telium liquide. Il trouvera alors toute sa reconnaissance apes la decouverte
experimentale des condensats gazeux.

Notons d'ailleurs que, la notion de condensation de Bose-Einstein en pesence d'in-
teractions n'aee eclaircie ° qu'en 1951 par Penrose 49 et 1956 par Penrose et On-
sager [L50. En e et, dans ce cas, il n'est pasevident d'identi er letat macroscopique-
ment peupk. Penrose et Onsager ont alors introduit le concept d'ordre a longue dis-
tance dans les eements de matrices non diagonaux de la matrice densiea un corps

1(F) = h'\y(O; 1=1;:::;1=N)’( ¥ ;0 Fy )i, B nissant ainsi la fraction condense par :
lime +1 1(r) = no.

Beaucoup d'e orts ontet faits par la suite a n de decrire quantitativement la physiqu e
de I'relium liquide, en particulier les travaux de R. P. Feynmam mais ceci cepasse le cadre
de ce manuscrit et on renvoie le lecteura des ouvrages specialies comme celui de Nozes
et Pines [147 par exemple.

Avant de fermer cette introduction historique et ptenorrenologiquea la super uidi &
dans I'relium liquide, il nous reste a discuter d'une dernere propree remarq uable, a
savoir le caracere irrotationnel d'un super uide. En e et, une manifestation de la super-
uidie est le fait que le liquide puisse ne pas &tre entraire par le ecipient g ui le contient
si la vitesse de rotation de celui-ci reste su samment faible. Au contraire, au-deh d'une
certaine vitesse, le uide commencea &tre entra’Ye, mais d'une manéere absolument non
triviale. A la place d'adopter un champ de vitesse usuel (pour un uide visqueux), celui-ci
se concentre sur des lamentsetroits appeks vortex, dont le nombre augmente par palies
en fonction de la vitesse de rotation {15. Ce n'est que lorsque la densite de vortex devient
tes grande que le uide retrouve, en moyenne, un comportement normal. Nous allons
voir par la suite que ce ptenonene s'explique naturellement si I'on postule I'existence

8Le comble de cette histoire et qu'apes la mort de Fritz London en 1954, un prix p ortant son nom a
et cee et Landau fut I'un des premiersa le recevoir pour ses recherches sur la sup er uidie.

9Aucune preuve matfematique du prenormene de condensation de Bose-Ein stein en pesence d'inter-
action n'aet donreea ce jour.
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d'une fonction d'onde macroscopique, comme remargte par Feynman dans les anrees 50

[65].

2.1.3 Connexion super uide-condensat

L'aspect fondamental de la condensation de Bose-Einstein est I'occupation macro-
scopique d'unetat quantique, et ceci quel que soit letat en question. Sans interacton, et
au repos, on a vu gu'il s'agissait de letat fondamental du pege ou dans le cas libre letat
d'impulsion p= 0. En pesence d'interactions, ce mode est donre par letat propre de la
matrice densiea un corps correspondanta une valeur propre macroscopique 150.

En toute gereralie, la fonction d'onde du condensat (¥ t),egalement appeke paranetre
d'ordre dans la mesure a elle corresponda un ordre de phase (phase de la fonction
d'onde), peut pesenter des uctuations de densie mais aussi transporter un courant
macroscopique, dit supercourant, qui constitue en fait un nouveau dege de libere du
syseme. La super uidie apparait alors comme un pkenomene quantique collectif dans
le sens ai toutes les particules se deplacent pour conserver l'occupation macroscopique
d'unetat.

Une fois ce courantetabli, toujours faut-il qu'il soit stable. Si on imagine, par exem-
ple, qu'un super uide secoule dans un tube parfait, il y a essentiellement deuxmoyens
d'alerer ce courant via l'interaction avec les parois. Tout d'abord cette interaction peut
modi er la fonction d'onde du condensat mais celle-cietant macroscopiqguement peupke,
ce processus est hautement improbable. L'autre possibilie consistea dissiper lenergielu
supercourant via lemission d'excitationsebmentaires. On verra plus loin que ceci n'est
possible qu'au dessus d'une vitesse critique,a cause de la pesence d'interactions eatr
les particules.

Sous ces conditions, le syseme se trouve dans unetat decoulement netastable de
viscosit nulle. Letat est netastable dans le sens ai il existe toujours unetat d' energie
inerieure, comme letat statique par exemple, mais la transition vers un tel etat est
inhikee par son occupation macroscopique ainsi que les interactions entre particule€'est
en ce sens que la super uidie apparait comme une consequence directe de la condensation
de Bose-Einstein (occupation macroscopique d'un etat et colerence de phase) et des
interactions (criere de Landau).

Le lien entre les deux ptenonenes est tes subitil, c'est pourquoi, on se contente ici de
donner quelques arguments qualitatifs pour illustrer I'importance d'une fonction d'onde
macroscopique dans la super uidie. Le lecteur curieux pourra consulter les etrences
[142 107, 172 14, 87] par exemple.

Supposons que le uide quantique soit cecrit par un operateur champ { ). L'existence
d'un condensat se traduit par lequation suivante

ht ®i= ); (2.1)

a (9= P no(¥) €5 est la fonction d'onde du condensat. L'occupation macroscopique
d'un teletat estequivalente au fait que la valeur moyenne de l'operateur champ (operateur
destruction) soit non nulle. Ceci signi e que le nombre de particules n'est pas cetermire.
La phase de”et le nombre de particulesetant des variables conjugiees, cela entraine un
blocage de la phase globale du sysemelfl, 87]. Cette phase, correspondanta la phase
S(¥) du paranetre d'ordre (¥), sera d'autant mieux determiree que le condensat est
peupk.

Dans le cas d'une translation uniforme d'impulsionp, la fonction d'onde du condensat
peut étre cetermiree par une transformation de Galiee [ 172 147

(f) = P no(F) €5 = dP =" () (2.2)
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al o esigne la fonction d'onde du condensat dans son egrentiel propre et n'est alors
gu'une simple constante de normalisation. La vitesse du condensat est alors donree par

g = %r‘ S(¥): (2.3)

Celle-ci est relee au gradient de la phase du paranetre d'ordre et peut étre identieea
la vitesse du super uide.

Notons cependant que méme si la vitesse du condensat estegale a la vitesse du
super uide du liquide et si la fraction super uide apparaita la méme tempgerature que la
fraction condense, les deux fractions ne sont pas directement identi ables. Le super uide
a besoin du condensat pour exister mais le super uide n'est pas le condensat (sauf dans le
cas d'un condensat contenant toutes les particules, bien entendu). Par exemple, I'relium
a temperature nulle ne possde qu'une fraction condense de l'ordre de 10% alors que
la fraction super uide est totale. Les deux quanties ne sont d'ailleurs pas ck nies de
la méme facon. L'une corresponda la plus grande valeur propre de la matrice densig,
tandis que l'autre est & nie par le moctlea deux uides comme la fraction massique
apparaissant devant la vitesse super uide.

Dans le cas d'un mouvement plus gereral, la transformation de Galike ne permet
d'obtenir qu'un etat approche car elle reglige les corelations entre le mouvement du
super uide et les uctuations de densie. Dans ce cas, les proprees du uide ne sont
plus enterement cetermirees par ses proprees au repos et letat super uide ex acte est
en gereral impossiblea ceterminer exactement (méme dans le cas d'un condensat gazeux).
On reviendra sur ce point lors de la discussion de la vitesse critique du super uide.

2.1.4 Caracere irrotationnel du ot et quanti cation de la circulation

Et pourtant elle tourne! Galiko Galiee.

La forme (2.3) du champ de vitesse du super uide implique

™ v =0; (2.4)

ce qui signi e que le uide est irrotationnel, comme mentionre peecdemment. Cette p ro-
pree est une conequence directe de la colerence de phase ou encore de l'occupation
macroscopique d'unetat quantique. Notons par ailleurs qu'il s'agit d'une propree du
champ des vitesses et non pas de la densie du liquide (qui contient la majeure par-
tie des e ets d'interactions). En patrticulier, la fraction condense n'apparait pas dans
cette relation c'est pourquoi la fraction super uide peut étre plus grande que la fracton
condense.

D'autre part la circulation C de v sur un contour ferme

I

C= v dr (2.5)

est quantiee. L'origine de cette quanti cation est relee au fait que la fonction d'onde
macroscopique doit &tre mono-vallee.

Pour simpli er, examinons d'abord le cas unidimensionnel d'un syseme de tailleL
referme sur lui méme. L'invariance par translation de L implique que le vecteur d'onde
soit quantie

a=2n; (2.6)

al n est un entier relatif. Le courant pore par le condensat
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Fig. 2.3 { Observation exgerimentale [12§ de vortex dans un condensat de Bose-Einstein gazeux
pour dierentes vitesses de rotations.

N~
Jg = Tq @2.7)

est alors quantie en unies de Nh=mL qui est une echelle macroscopique. Une telle
guanti cation macroscopique est bien sor duea I'occupation macroscopique du condensat.
Pour en revenira la circulation, on aici vs = Js=N et celle-ci est simplement donree par

h
C=vlL = na; (2.8)

ce qui prouve la quanti cation de la circulation dans ce cas pecis.
De manére plus gererale, on a

C= - S dr; (2.9)

et m C=m est alorsegal au changement de phase de la fonction d'onde le long du chemin.
La fonction d'onde devant &tre mono-valiee, ceci implique que cette quantie soit un
multiple de 2 et nalement que la circulation soit quantiee en unies de h=m.

Ces deux proprees sont des caraceristiques fondamentales d'un super uide dans le
sens au elles rendent ses proprees de rotation absolument non triviales. Le super uide
ne tourne pas de facon traditionnelle : sa circulation ne peut augmenter que par paliers et
celle-ci est poree par des defauts de phase tes concentes dans I'espace que I'on nomme
vortex. Pour plus de cetails sur ces proprees, le lecteur pourra consulter la revue de
Leggett [119 par exemple.

2.1.5 Vitesse critique

I'm gonna make him an o er he won't refuse. Marlon Brando as Don Corleone,
The Godfather.

L'analyse pe@dente postule la stabilie du ot visa-vis de lemission d'excitations
ekmentaires. Cet aspect, cep brevement discue dans le chapitre 1, est en fait r elea
la nature du spectre des excitations. Initialement propos par Landau 04 en 1941, le
concept de vitesse critique est un point fondamental de la super uidie qui reste,a mon
avis, encore quantitativement mal compris.

Consicerons un liquide bosonique en translation uniforme dans un tubea la vitesse
Vs. Le champ de vitesse de ce super uide est alors homogene, contrairement au cas d'un
liquide normal au il est maximum au centre et s'annule sur les bordsa cause des forces de
friction. Il est clair qu'une interaction avec les parois ne peut changer directement'im-
pulsion de ce uide dans la mesure a1 cela demanderait de changer letat d'un nombre
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macroscopique de particules. Un processus bien plus probable consiste alors en un trans-
fert denergie via la ceation d'excitationsebmentaires. La question pertinente est alors
de savoir s'il est pekrable ou non au syseme demettre de telles excitations. L'idee de
Landau est d'analyser le spectre de ces excitations en fonction de la vitesse du uide et de
voir si I'apparition d'une telle excitation peut diminuer ou non lenergie du syseme. O r,
Nous connaissons a priori ce spectre dans le egrentiel a1 le uide est immobile. Puisge
nous avons a airea une translation uniforme, il s'agit alors d'appliquer une transforma-
tion de Galiee. Nous verrons par ailleurs que cette approche n'a de sens qu'en pesea
d'un uide parfaitement uniforme, c'est pourquoi (en partie) le criere de Landau, sous
cette forme simpliee, n'est plus quantitativement correct dans le cas le plus greral ou
un potentiel exerieur agit sur le uide °. Si on notef I'impulsion de chaque particule et
V(f; 1) leurs interactions binaires, le hamiltonien, dans le egrentiel du tube, secrit :

X (a+mw)?® 1%

H = 4 2m 2_.\/(1LI )
i i6]
(2.10)
X p2 11X Nmv?2
= amta V& mrewer o

i6]
avecp= ; f l'impulsion totale du uide dans le ekrentiel du liquide (= 0 sile uide
est dans letat fondamental).

Supposons maintenant qu'une seule quasi-particule, transportant lI'impulsiorp et len-

ergie "(p) ("(p) est le spectre d'excitation du uide dans son etrentiel), soit ceee au
sein du uide. Lenergie vue dans le etrentiel du tube est alors

mv2

Eo+ "(B)+ P W+ 202 @11)

al Eq est lenergie de letat fondamental dans le etrentiel du uide. Ainsi, dans le
etrentiel du tube, lenergie de I'excitation subit un cecalage Doppler et skcr it :

P+ P Vs (2.12)
Ce processus est alors favorable au syseme si

"M+ P %<O0; (2.13)

pour au moins une valeur dep. Cette instabilieenergetique introduit ainsi la notion de
vitesse critique v qui est elle-méme releea la forme du spectre des excitations. Celle-ci
est donree par

Ve =minp (pp) ; (2.14)

qui est le fameux criere de Landau pour la super uidie.

Ainsi, en dessous de cette vitesse critique, le uide ne peut dissiper denergie et ne
pesente donc aucune viscosie.

Notons en n que, selon ce criere, un gaz de bosons libres ne peut étre super uidea
vitesse non nulle, alors que I'felium liquide, ou encore un gaz de bosons en interdohs
faibles, possde une vitesse critique non nulle (donree par le minimum roton dans leas
de I'telium et la vitesse du son dans le cas du gaz dille de bosons). C'estegalement

Wc'est en ce sens que l'on dit souvent que le criere de Landau est perturbatif car il reglig e les
corelations entre le mouvement du super uide et les interactions entre particules.
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une des raisons pour laquelle Landau pensait qu'il etait impossible de cecrire I'felium
super uide avec comme point de cepart un gaz de bosons sans interaction.

L'existence d'une vitesse critigue aeke obsenee a plusieurs reprises dans Felium
liquide [153 196 et les condensats alcalins4b, 161, 62, 12§. Par exemple, McClintock
et al [153 ont obsene lemission de rotons par paires en ceplacant unelectron au sein de
I'relium liquide en 1974. Cependant, la plupart des experiences montrent que cettevitesse
critique est en gereral bien plus faible que celle pedite par le criere de Landau (2.14),
notamment dda lemission de vortex (ou de solitons en dimension un) mais egalement
car le criere de Landau, tel qu'il aee formue peedemment, n'est que pe rturbatif.
Il n'est donc valable que dans une situation ai le uide n'est que tes peu a ece par
I'environnement, comme dans le cas de l'exgerience de McClintocket al [153. Dans
les autres cas, postuler que letat du uide peut étre enterement cetermire par une
transformation de Galiee est une grossere erreur. Cependant I'approche conceptuelle,a
savoir l'instabilie energetique, reste correcte mais tes di cilea mettre en  oeuvre dans
un cadre eereral. On reviendra en cetails sur ce point par la suite dans le contexte es
condensats gazeuxa une dimension.

2.2 Proprees de transport d'un condensata une dimen-
sion

Dans cette partie, on s'ineressea la physique d'un condensat en mouvement dans un
guide unidimensionnel. On va en particulier discuter les dierents egimes de transport
possibles selon la vitesse du uide, l'intensie du potentiel exerieur, etc ...

Dans tout ce qui suit, on consicere un syseme quasi-unidimensionnel, au sens du
chapitre 1, de longueur in nie. En ealie, un condensat unidimensionnel de longueur
in nie ne peut pas exister mais en pratique la longueur de coterence de phase exede la
taille du syseme, c'est pourquoi letude de ce genre de syseme garde tout de méme
sens (Annexe A).

La dynamique d'un tel syseme est cecrite par lesequations (1.66) et (1.67).

Commercons paretudier une classe de solutions bien particuleres,a savoir celles au
le ot est stationnaire. Dans ce cas la fonction d'onde admet la cecomposition suivante

(x;t)= e 'F "A(x)eS™; (2.15)
al A et S sont des fonctions eelles et est le potentiel chimique du condensat. La
densie est noee n = A?, la vitessev = ~Sqx)=metle ux = n(x)v(x). En injectant

cet ansatz dans (L.67) on obtient un nouveau jeu dequations

2 2
A (x) = %Ao‘ax)+ V(x)+ (n)+ o A(X); (2.16)
= n(x)v(x) = cte: (2.17)

2.2.1 Cas libre stationnaire

SiV(x) =0, on va voir qu'il existe cep plusieurs solutions pour un ux stationnaire.
Dans ce cas, lequation (2.16) peut étre inegee une fois et donne
~2 5
—A¥+ W(n)= Eg; 2.18
o () = Eq (2.18)
al E¢ est une constante d'inegrationa ceterminer en fonction des conditions aux limites
et
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Fig. 2.4 { A gauche : potentiel e ectif W (n) : la courbe noire correspond au cas en pesence
d'interactions, alors que la courbe orange (qui continue en pointiles) est celle sans interction.
Les pointsn; et n, correspondent aux deux solutions uniformesA droite :  solutions oscillantes
avec interactions. La plus haute est un soliton gris et corresponda uneenergid€ de la particule
ctiveegalea Enax . La plus basse corresponda une energie classique tes proche dE, , de
sorte que les oscillations sont quasi-sinusdales. Le cas internediaire est le cas gererique al les
oscillations sont hautement non lireaires.

2

W= "+ n+ - (2.19)

avec
Zn
‘M= d () (2.20)

Lequation ( 2.18) est analoguea lequation de conservation de lenergie d'une partic-
ule ctive qui aurait comme position A au temps x et quievoluerait dans le potentiel
W (n). L'allure typique de ce potentiel, dicee par le ux et l'intensie des interac tions,
est pesenkee sur la gure 2.4.

A ce stade, il est important de noter I'e et des interactions sur la dynamique du
condensat. Sans méme faire de calculs, en utilisant cette analogie avec une particule
ctive, il est clair qu'en I'absence d'interaction gquation de Schr edinger standard), il
n'existe qu'une seule solution stationnaire uniforme. Celle-ci corresponda un faisceau
incident de vecteur d'onde bien & ni, ou encore a une particule ctive qui stagne au
fond du potentiel W (n) (qui est un minimum absolu). Cette solution sécrit

(x:t) = e =7 ik (2.21)

aveck = mv=~et = ~?k2=2m.

Une solution correspondanta une particule ctive oscillant dans le potentiel W (n)
est quanta elle une superposition lireaire de deux faisceaux incependants.

Par contre, en pesence d'interactions, W(n) possde un autre extrema local pour
n = ny (voir gure 2.4). Il est alors possible d'avoir une seconde solution uniforme qui
correspond en faita la solution super uide. On peut en e etevaluer les vitesses de ces
deux solutions et les comparera la vitesse du son qui, en pesence d'interactions, est hon
nulle. Compte tenu de la e nition de la vitesse du son (1.9]) il est facile de montrer que
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WO - 1v2 - 2pen: (2.22)

et commed®W (n)=dr? en n;y (n,) est positive (regative), alors vi > c(ny) (v2 < c(ny)).
Ces deux solutions sont aussi des ondes planes mais cette fois le potentiel chimique
est augmene par lenergie d'interaction :

242

i = (ni)+ (2.23)

2m -

En ce qui concerne les solutions au la particule ctive oscille autour dens, la zoologie
est plus complexe. D'une part, elles ne sont plus des superpositions lireaires de solutions
ebmentaires car la non-lirearie de ( 2.16) cketruit le principe de superposition, et d'autre
part il existe cesormais une eparatrice. Cela veut dire qu'il ne peut exister de solution
stationnaire pour E¢q > E nax = W(n2) (autrement la densite serait in nie) mais aussi
gu'il peut exister des solutions avec un nombre ni d'oscillations car une particule ctive
denergie E¢ ' Emax met un temps in ni pour atteindre le sommet. Ces solutions sont
destrains de solitons. La plus simple d'entre elle corresponda une seule oscillation de la
particule ctive : c'est un soliton gris. Plusieurs de ces solutions sont repesentes sur la
gure 2.4.

Pour des oscillations de faibles amplitudes autour den1, on peut decrire approxima-
tivement les solutions par un cosinus de la forme

A= g+ p%(Ed W(n1))™2 cos(@x + ); (2.24)

p
=M™ Ve c?; (2.25)

est un vecteur d'onde e ective que I'on utilisera beaucoup par la suite. Pour les autres,
aveCEnmin <E <E max, elles sont donrees par lequation implicite suivante :

- Zaw dA

. (2.26)
2M Axo) Eo W(A?)

Relation de dispersion et condition de radiation

On s'ineresse icia la relation de dispersion des excitations du condensat. Pour ce
faire, on utilise encore la methode de Bogoliubov mais cette fois-ci avec un condensahe
mouvement. Ce probeme peut etre traie facilement en se placant dans le ekrentiel ai
le condensat est immobile puis en appliquant le decalage Doppler. On pose alors :

(x;t)= e "M A(x ut)eSx . (2.27)

etdonc ! n(v u)et ! + u=2. Ainsi, pour annuler la vitesse du condensat, il
faut choisir u tel queu+ =n=0.

Le traitement perturbatif de ( 2.16), dans le etrentiel a1 v = 0, conduit au spectre
suivant

~2k2

2= k2 amz c?(n) ; (2.28)
et donc dans le etrentiel immobile :
s
~2K2
L' = kv k2 am? + c2(n) : (2.29)
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Dans le etrentiel mobile, les vitesses de phases et de groupes sont respectivement

Vp(K) = Ye ﬁ.; c2(n); (2.30)
P k ~ 4m?2 ’ '
et
@ k2
vg(k) = @"L: W) 1+ s (2.31)

On a donc toujours vg(k) > v (k). Ceci est tes important pour ¢ nir les conditions
aux limites pour un probeme de di usion. En e et, si on cherche desormaisa esoudre le
probkeme de di usion d'un condensata travers un potentiel di useur de taille nie, il s'agi t
de raccorder deux solutions asymptotiques libres de paranetre& ¢ dierents. Seulement,
pour qu'une solution soit stationnaire, il faut que la vitesse de phase/y concide avec la
vitesse relative entre |'obstacle et le condensat. Cela dit, lenergie transkEee se popage
a la vitesse vg qui est sugerieurea vp. Par consquent, la condition de radiation impose
gue le sillage soit sitte en avant de l'obstacle, c'esta dire en amont de lecoulemenet
pas en aval.

2.2.2 Potentiel

Avant de discuter des esultats qualitatifs gereraux en pesence d'un potentiel q uel-
conque, il est utile de s'areter sur un mocele simple d'obstacle que I'on peut esudre
analytiguement. Ceci est possible pour seulement quelques cas comme le pic delta, que
nous allons consicerer dans ce paragraphe, la marche de potentiel, la barrere et le puits
care [117) et la srie periodique de pics delta [174].

Consicerons donc un potentiel de la forme

Vix)=  (x); (2.32)

@  aesigne I'amplitude de I'obstacle et peut étre positif (epulsif) comme regatif (at -
tractif).

Ce probeme se esout en raccordant deux solutions libres avec la condition de rac-
cordement suivante :

A%0*) A%0 )=2 A (0): (2.33)

Mais cette condition ne peut pas étre satisfaite pour toutv et en pesence d'interac-
tions. Les domaines ai des solutions stationnaires existent sont repesengs sur la gure
2.5. L'allure du pro | de densit y est aussi repesene dans chaque egime.

Les fronteres entre les dierents egimes peuvent étreevallees analytiguement (d ans
les cas limites pour (n)). Dans la partie subsonique attractive, on peut trouver des
solutions stationnaires jusqua la vitesse du son, ce qui est en accord avec le criereel
Landau pour la super uidie [ 14§. Par contre, si I'obstacle est epulsif, on ne trouve des
solutions stationnaires que stt

v
K - avec
c

o_ . (2.34)
2 4 2 2 3=2I 1=
K(z)=E 8z" 20z°+1+(1+8 z9)

Dans la egion supersonique on ne peutevaluer analytiquement la frontere que dans
le egime de champ moyen 1D [17 :

- P= . )
" Notons une dierence de facteur = 2 par rapporta [ 148] duea une c nition dierente de
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Fig. 2.5 { Diagramme de phase des etats stationnaires en pesence d'une impuree delta en
fonction de la vitesse a l'in ni (relative a la vitesse du son) et de l'amplitude de [limpuree
(mesuee en terme de la longueur de relaxation ). Les egions grises correspondent aux domaines
d'existence de solutions stationnaires. Les encades repesentent le module de fanction d'onde
dans chaque cas. Figure extraite delf4d.

v
422 F o+ avec

! r " r_ # 2.35
F(z)= i 1+ 1+E 5—ZZ+1 3—22 1+E o
T4 z2 4 4 z2

Notons qu'en I'absence d'interaction, seul le egime "supersonique" stationnaire existe.

Dans le egime stationnaire subsonique, le ot est super uide dans le sens ai la trans-
mission est parfaite et il n'y a pas de force de tra'yee 14§. Au contraire, dans le egime
supersonique stationnaire, le ot se comporte pratiguement comme un condensat sans in-
teractions car celles-ci deviennent peua peu regligeables par rapporta lenergie ciretique
de transport. La transmission n'est pas parfaite et le uide est faiblement dissipatif.

En ce qui concerne le egime cependant du temps, on ne peut a priori rien dire ana-
lytiquement. La gure 2.6 montre levolution temporelle de la densie pour une barrere
epulsive se teplacanta une vitesse egrement sugerieure a celle du seuil stationnaire
subsonique. On observe dans ce cas lemission periodique de soliton87 et d'une onde
de choc. Plus on augmente la vitesse et plus la dynamique devient compliqwee. En par-
ticulier, si vi >c1 , on commencea observer beaucoup d'intererences et de solitons qui
se nrelangent.

Une question que l'on peut encore se poser concerne la stabilie des solutions sta-
tionnaires. On discutera ceci en cktails dans la partie suivante et on se contentera pour
l'instant du fait que les simulations nuneriques n'exhibent aucune instabilie dans les
zones grises de la gure2.5.

2.2.3 Double barrere synetrique

Ce probeme aet esolu en 1995 par Zapata et Sols [199 dans le contexte de la
supraconductivie. En e et, au voisinage de la temperature critique, le paranetre d'ord re
supraconducteur (¥) h " " okeita lequation de Ginzburg-Landau
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Fig. 2.6 { Resultats de simulations nunerique d'une experience de transport dans le egime
ependant du temps. Lequation de Gross-Pitaeskii 1D (1.78) est esolue en pesence d'une barrere
gaussienne epulsive tesetroite se teplacanta vitesse constante au sein du condenat (de taille
in nie). Le point rose sur la gure de gauche pecise les paranetres utilies tandis que la €rie
de guresa droite montre levolution temporelle de la densiea mesure que I'obst acle se ceplace.
Lemission d'une onde de choc vers l'avant et |'apparition de solitons, a la traine par rapporta
l'obstacle, peuvent clairement étre identiees sur ces gures.

(i~ +eX)? [ V(@] + jj? =0; (2.36)

al A est le potentiel vecteur.

Fig. 2.7 { Courant critique en fonction de la distance entre les deux barreres renormalie au
courant critique en pesence d'une seule barrere. On rappelle queg est ici I'amplitude des pics
delta. Figure extraite de [19§].

Cetteequation est formellementequivalentea lequation de Gross-Pitaevskii. Dans cet
article, ils ont chercle les solutions stationnaires supraconductrices, ce qui es¢quivalent
de nos solutions stationnaires super uides, pour un potentiel de la forme

VX)=g (x a+ (x+ a): (2.37)

Le principe de esolution est le méme que pour un seul pic, c'esta dire que l'on
cherchea satisfaire les conditions de raccordement. La gure2.7 pesente leurs esultats
pour dierentes intensies des barréeres.

Bien sor, si la distance entre les deux pics est nulle, on retrouve le criere pour urpic
d'intensie double et si les deux pics sont teseloigres (a ), tout se passe comme Si
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Fig. 2.8 { Courant critique en fonction de la distance entre les barreres (a) epulsives et (b)
attractives. Figures extraites de [L74].

il n'y avait qu'un seul pic. Notons que ce dernier esultat n'est pas si trivial car, dans le
cas sans interaction, il existe toujours des solutions de grandeenergie qui sont sensibles
a la pesence de l'autre barrere. Ici, pour une solution super uide, ce n'est pas le cas, les
barreres sontecrantes. Cela dit, les auteurs de ce travail n'ont pas consicere de solutions
stationnaires supersoniques, qui auraient eu les mémes proprees que les ondes lireagge
car dans le contexte de la supraconductivie, elles ne sont pas pertinentes (le syseme
n'est plus decrit par lequation de Ginzburg-Landau dans ce egime).

Pour une distance intermediaire, un pkenorrene ineressant se produit. Levoluti on de
la vitesse critique d'une limitea l'autre n'est pas monotone mais passe pas un minimum
quand la distance entre les deux barreres est de I'ordre de la longueur de relaxation.

2.2.4 Srie riodique de pics

Dans ce cas il est encore possible decrire les conditions de raccordement et de les
esoudre nuneriqguement sans trop de dicules [ 174. Ceci aegalementet fait dans le
contexte de la supraconductivie par Taras-Semchuk et Gunn en 1999174 qui n'ont
ainsietude que la partie super uide du diagramme. Pour un potentiel de la forme

X -
V(x) = g (x iL); (2.38)
[
ils ont obtenu les esultats de la gure 2.8

Un esultat amusant est la possibilie d'avoir un courant critique nul pour certaines

longueurs dans le cas d'un potentiel attractif.

2.2.5 Potentiel quelconque

Si maintenant on consicere un potentiel quelconque, la prenonenologie des solutions
reste la méme. En particulier, il existe toujours trois principaux egimes de transport,a
savoir les egimes super uide, dissipatif dependant du temps et stationnaire supersonigue
faiblement dissipatif. Un esune schematique des proprees du uide dans chaque egime
est donre sur la gure 2.9.

A n de cecrire plus pecisement les proprees du uide dans les dierents egimes ,
nous allons pesenter dans le paragraphe qui suit une theorie des perturbations de216).
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Fig. 2.9 { A gauche : repesentation sctematique d'une quantie caraceristique du egime

de transport comme la force de traYee impose par l'obstacle sur le condensat ou encore le
dege d'excitations ceees lors du passage de l'obstacle a travers le uide en fonction c& leur
vitesse relative. A droite : prols de densie typiques dans les trois egimes. A basse vitesse
(v ©), il existe un egime subsonigue stationnaire et super uide. A tes grande vitesse (v ¢),
les interactions deviennent regligeables et la physique est domiree par lenergie cirique. On
retrouve la ptenonenologie de lequation de Schredinger. Entre les deux, autour de la vitesse du
sonc, le uide est fortement dissipatif.

2.2.6 Approche perturbative

Pour un potentiel quelconque, il n'est en gereral pas possible de esoudre 2.16) ex-
actement. Cela dit, si le potentiel n'est pas trop fort (on reviendra sur les conditons
pecises de validiea la n du paragraphe), on peut cevelopper une treorie des p ertur-
bations autour des solutions uniformes 117.

On consicere donc un condensat traversant un obstacle de taille niea la vitessev vers
les x decroissants. Comme discue peedemment on prend pour condition aux limites
gue la densie en aval est asymptotiquement uniformen(1 )= n; .

Le traitement perturbatif de ( 2.16), en posantA(x) = A1 + A (x), conduita

2
— A% amv? E)A =2A1 V(X); (2.39)

que I'on peut esoudrea l'aide de la fonction de Green. Celle-ci sécrit, dans I'espace de
Fourier

1
k?2+4m?(v§ cg)=2"

G(k) = (2.40)

R . . . . .
avecG(k) = e ™ G(x)dx. Il ne reste alors plus qua faire l'inversion de Fourier via le
treoeme des esidus.

Cas subsonique

Je suis un excellent conducteurDustin Ho man as Raymond, Rain man.

Daps ce cas, les poles de la fonction de Green sont imaginaires purs et skcrivent
2m° jg v§j=—= 2
Dans la egion desx 0, c'esta dire en amont, il faut inegrer sur le contour sugerieur
alors que pourx < 0, on inkgre sur le contour inkrieur. Au nal, on obtient la fonction
de Green suivante :

erXj.

Gx)= =

(2.41)
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Finalement, la correctiona la densite uniforme s'obtient en convoluant la fonction de
Green avec le potentielV (x)
Z +

1 . .
MA1 V(y)e 2 % Yidy: (2.42)
1

A(x) = 52

Cas supersonique

Inverse les fuses Chico et bloque les auxiliairesa mortHarrison Ford as Han
Solo, La guerre desetoiles

Ici, le calcul est plus subtil, car plusieurs fonctions de Green sont possibles mais il
faut choisir celle qui conduita une densie nie (et constante) en 1 . Les pbles sont
cette fois eels mais la prescription pe@dente impose de les dcecaler vers le demplan
complexe sugerieur en leur ajoutanti que l'on fait tendre vers Oa la n. Les pbéles sont

donci 2 . Ceci conduita la fonction de Green suivante :
G(x) = L](ZZX) (x); (2.43)
et donc Z
mAl X . .
AX)= — . V(y) sin[2 (x y)]dy: (2.44)

Loin de l'obstacle (x 1), uneevaluation asymptotique (2.44) donne

A(x)= Lim[e?* w2 )+

mA

mA 1
2 2

——5 V(X)+ O % ; (2.45)
R . _ ) _
a V(k)= dxe *V(x).Lapesence duterme oscillant ewele I'existence d'une e exion
guantique.
D'autre part, si lechelle typique de variation du potentiel  est bien plus grande que
1 alors la fonction de Green peut étre approxinee par une distribution delta. Dans ce
cas (2.44) se simplie en

AX)=sgn(vy ¢ )% V(X): (2.46)

Notons que cette relation est valable dans les deux egimes. Elle stipule que, dans le cas
super uide, la densit diminue (augmente) au voisinage d'un obstacle epulsif (attractif),
alors qu'exactement le contraire se produit dans le cas supersonique.

La condition de validie d traitement perturbatif est j A=A 1] 1, ce qui se traduit,
selon la relation d'ordre entre lechelle typique de variation du potentiel et 1=, par
deux relations :

mVg .
— 1 quand 1; (2.47)
mVp .
——> 1 quand 1; (2.48)

@ Vo cesigne bien sar I'amplitude typique du potentiel.

Notons egalement une propret ineressante des solutions, a savoir le ptenonene
decrantage du potentiel du aux interactions. En e et, la convolution entre la fonction
de Green et le potentiel elimine les details de ce dernier sur une echelle de ditance
inerieurea L A vitesse nulle, cetteechelle cencide avec la longueur de relaxation ,
maisa mesure que l'on approche la vitesse du son, elle diverge (cela dit, la theorie de
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perturbations diverge aussi). Au-deh de la vitesse du son, cette echelle decroit aec v
jusqua 0 : dans ce egime, le transport redevient lireaire car lenergie ciret ique est tes
grande devant lenergie d'interaction.

2.2.7 Criere de Super uidie

Par souci de clarg, on se restreint ici au egime de champ moyen 1D mais les ices
sont gererales et s'appliqguenta tous les egimes 1D.

Existence de solutions stationnaires

On a vu peedemment que selon le rapportv=c les paranetres de l'obstacle, etc ..., il
existe trois dierents egimes de transport. Ces egimes sont caraceries par | 'existence ou
non de solutions stationnaires, ainsi que d'autres propretes comme l'existence d'une force
de tra'yee par exemple. En patrticulier, le egime subsonique stationnaire est supr uide
alors que les deux autres sont dissipatifs. Un criere naturel pour ¢ nir la vitesse critique
d'un super uide serait alors de l'associera la vitesse en-dea de laquelle les solutions
stationnaires subsoniques disparaissent. Mais il reste encorea savoir si ces solutions sont
stables et ainsi si elles peuvent étre peupkes dans une exgerience. Nous allons voir par
suite que dans la majeure partie des cas (méme si nous n'‘avons pas de preuve rigoureuse),
ce criere est correct. La seule exceptiona notre connaissance est le cas d'un potentiel
periodique (in ni).

En ce qui concerne l'analyse de stabilie des solutions, deux choses sont possibles.
Un etat stationnaire peut exister mais ne pas étre letat denergie le plus bas. Il est
alors favorable au syseme de diminuer sonenergie, par exemple enemettant des excita-
tionseementaires pour atteindre progressivement letat fondamental (pas recessairement
statique). On parle alors dinstabilie energetique ou dans le contexte des super uides
d'instabilie de Landau.

Une autre possibilie est que letat ne soit pas dynamiqguement stable, c'esta dire que
n'importe quelle perturbation, aussi petite qu'elle soit, cro't tes rapidemment et ceforme
totalement letat initial : c'est I' instabilie dynamique.

Pour determiner le seuil de ces instabilies, on proedea letude des solutions dequa-
tions lirearises. Dans le premier cas, on consicere I'e et d'une deformation sur la fonc-
tionnelle denergie, alors que dans le second, c'est directement lesequations du mouvemie
gue I'on analyse. Il est toutefois important de noter que ces analyses lireaires permet-
tent uniguement de donner des informations sur le seuil de l'instabilie eteventuellement
sur le taux de croissance d'une perturbation mais pas sur letat nal du syseme qui
est gouverre par desequations non-lireaires. En particulier on va voir que l'instabilie
dynamique se manifeste par une croissance exponentielle de certains modes mais il est
clair que cette image n'est vraie que pour des temps tes courts car ensuite le syseme se
stabilise sous l'e et des non-lirearies, tout comme, dans un uide normal, la formation
de vagues saturea une certaine amplitude et ne crot pas jusqua l'in ni.

Instabilieenergetique

On consicere un uide condens unidimensionnel se ceplacanta la vitesse'? v = p=m
dans un potentiel quelconque.
On pose alors comme ansatz

(xt)y=e 't e o)+ (X)]; (2.49)

12Notons que cette vitesse n'est parfaitement e nie que si le potentiel s'annulea l'inni ai I'on a alors
un condensat uniforme. Pour &tre plus rigoureux on devrait parler de ux et non pa s de vitesse.
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pour lireariser la fonctionnelle denergie
z

~2 d? 9. 2
= — 4+ + 3 : .

E[]= dx  Soo5*V I (2.50)

autour de la solution stationnaire. Au premier ordre en il vient

z
E[ ]=Eo+ dx( ; )M ; (2.51)
avec
!
M= o TactP oV 420 o g3
90 2m i dx P dl ol

(2.52)

et Ep lenergie de letat stationnaire.

Le seuil de linstabilie energetique est alors donre par les proprees spectral es de
M . Si cette matrice possde au moins une valeur propre regative, alors letat est instabé
energetiqguement puisqu'il n'est pas letat denergie minimale. Notons cependant que cette
analyse ne donne aucune indication sur la facon dont le syseme peut relaxer vers unetat
denergie plus basse mais surtouta quel taux il le ferait.

Examinons maintenant le cas le plus simple ai le condensat est homogene. On a alors

0= "Tp, = gnog+ p>=2m, ¢ = gng=m et ekx . L'omerateur ( 2.52) se eduit alors
a
!
~2k? , ~kp 2 2
M= 2 m mc e r[‘kcp , (2.53)
mce Zm m *MC

dont les valeurs propres peuvent &tre calcukes aiement et secrivent

S
~2|2 2

~kp
= — +mc? —  + m2c: 54
3 c ct (2.54)

Ainsi, pour que  soit inkrieurea zro, il est recessaire que

ipi P ~2k2=4 + (mc)?; (2.55)

soit au minimum que la vitessev ex@de en norme la vitesse du som. On retrouve ainsi
le ekbre criere de Landau pour la super uidie. En e et, on voit bien ici, qu ‘'au deh de
la vitesse du son, il est favorable energetiquement) au syseme demettre desexcitations
de grande longueur d'onde.

Pour un potentiel quelconque, il est tes di cile de esoudre lesequations peeden tes
pour plusieurs raisons. D'une part, il faut &tre capable de determiner les solutions station
naires avec une tes grande pecision. Puis il faut diagonaliser la matrice pour dierentes
vitesses en imposant des conditions aux limites judicieuses.

Instabilie dynamique

L'autre approche consistea lireariser lequation de Gross-Pitaevskii cependante du
temps (1.78). En posant I'ansatz suivant :

(x;t)=e " ePET o)+ ()] ; (2.56)

on obtient lesequation de Bogoliubov-De Gennes avec l'oerateur
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1 o-dyn? i oi2 2
L = 2m Tax TP +V2 +29) o . zg 0 o, (2.57)
do rax P V o+ 29] ol

=1

(i

Cette fois, le criere d'instabilie dynamique corresponda l'existence de valeurs pro-
pres avec une partie imaginaire non nulle, ce qui signi e que certaines composantes de
Fourier de la perturbation peuvent cro'tre exponentiellement au cours du temps avean
taux !.

Dans le cas homogene, on a

~2k2 o ~kp 2 2
+ —F+ mc mc
L = 2m m 22 L kp , (2.58)
mce 2m T m MC
dont les valeurs propres sont
S
~kp ~2K2  ~2K2
~l = +2mc? 2.59
m 2m 2m ( )

On ne peut donc pas avoir de fequence complexes pour des vecteurs d'onde eels.
L'instabilie dynamique n'existe donc pas dans I'espace libre.
Il estegalement utile de noter le lien entre M et L :

L= M = M ; (2.60)

car il permet par exemple de montrer que si le syseme est stableenergetiguement, alar
il I'est recessairement aussi dynamiquement. En e et, si le syseme estenergetiquenent
stable, alors toutes ses valeurs propres d#M , " , sont positives, et il en decoule que
toutes cellesdelL = M, ~! , sont eelles. Le point clef est que si on choisitX , vecteur
propre delL, on a alors

- XYX = XY ( M)X = XYM X: (2.61)

Or, le terme de droite de cette equation etant eel positif (puisque le syseme est
stableenergetiguement) et XY X aussi, alors~!  est recessairement eel et du signe de
XY X .

Notons de plus que le criere de Landau peutegalement étre deduit du spectre de
L puisque celui-ci repesente le spectre d'excitation du syseme. En e et, quand les
fequences sont eelles, les oscillations peuvent étre quantiees et conduisehaux quasi-
particules de Bogoliubov. La condition de commutation bosonique impose de choisir la
normalisation XY X =1 et non pas 1, ce qui ®lectionne seulement la partie! . du
spectre. L'autre partie est souvent nommee spectre d'anti-phonons mais ne repesente
aucun dege de libere suppementaire. Lenergie d'un phonon est alors ~! .. La gure
2.10montre, qua vitesse non nulle, le spectre des phonons devient dissynetrique (selole
vecteur d'onde du phonon), et pourv ¢, une des deux branches devient en partie rega-
tive. Ceci montrea nouveau qu'il est peerable pour le syseme demettre des ph onons
a n de minimiser sonenergie.

Discussion

Il est desormais temps de se demander quel est le bon criere pour la super uidie
parmi les trois proposes. A priori, le plus restrictif est celui de l'instabiliee nergetique
mais nous allons voir que dans la majorie des cas, il estequivalenta l'existence de
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Fig. 2.10 { Spectre de Bogoliubov d'un condensat uniforme pour dierentes vitesses. Pour < c,
une partie du spectre devient regative, rendant le sysemeenergtiguement instable.

solutions stationnaires subsoniques. Cela dit, une experience ecente5p] a monte que
dans certaines situations, le criere d'instabilie dynamiqueetait plus pertinent . Les choses
nétant pas parfaitement claires pour l'instant, cette partie se vaut plus descriptive et
intuitive que rigoureuse.

Commercons par discuter les esultats analytiques de Danshita et Tshuchiya $2] qui
ontetude la stabilie d'un supercouranta travers un potentiel de Kroening-P enney, c'est
a dire une rie de pics delta periodiqguement agen@s

X
V(X)= Vo (x ja): (2.62)
j

D'autre part, ils ontetude ce syseme dans un egime al a , pour simpli er
I'expression de la densie du condensat. Cela eduit un peu la gereralie du probleme
mais n'apporte pas de grands changements conceptuels.

Sans rentrer dans les cktails de leur analyse, ils ont pu calculer les seuils d'apparition
des deux instabilies et les comparer au criere d'existence de solutions stationnaires pour
un seul pic et pour le potentiel periodique. Dans le premier cas, les criers d'instabilie
energetique et d'existence de solutions stationnaires sont confondus, alors que dans le
second, ils trouvent que les crieres d'instabilieenergetique et dynamique sont confondus
mais sont plus restrictifs que I'existence de solutions stationnairesl|74]. Ceci est en accord
avec la herarchie proposee sur la gure 2.11. La premere relation d'ordre entre instabilie
dynamique etenergetique est rigoureuse (cemontee dans le paragraphe peecdent), alors
gue la dernere n'est simplement qu'intuitive.

Dans leur cas, les seuils d'instabilie dynamique etenergetigue sont confondus car
la distance entre les barreres est bien plus grande que la longueur de relaxation. Ce
esultat est en accord avec [L2€] qui ontetude le cas d'un potentiel sinusoedal et constat
que les deux crieres se confondent si lenergie de recuEg = ~? ?=2ma? est tes petite
devant lenergie d'interaction gn. Des calculs nunerigues de Wu et Niu 194, 195 et
Modugno [56] en pesence d'un potentiel periodique ontegalement monte que le criere
energetique etait plus restrictif que le criere dynamique mais ne disent rien quant au
criere d'existence de solutions stationnaires.

Le crierea retenir semble alors &tre celuienergetique, et pourtant, en presence d'un
potentiel periodique, il ne semble pas étre le plus pertinent. En e et, si on consiere
I'experience du groupe de Florence sur les oscillations d'un condensat en pesence d'un
potentiel periodique [56], il est clair que l'instabilie dynamique joue un réle plus im-
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Dynamically stable

Non Stationary

Energetically stable

0 C \Y;

Stationary

Fig. 2.11 { Relation d'ordre entre les dierents "crieres de super uidie". Le criere le  plus
restrictif est l'instabilie energetique, tandis que le moins restrictif est I'ex istence de solutions
stationnaires. Entre les deux se trouve le criere d'instabilie dynamique. Tes s ouvent, ces trois
crieres sont confondus.

portant que l'instabilie energetique. Ceci s'explique naturellement par une di erence
importante dans lesechelles de temps recessairesa ces instabilies pour se manisfester.
Dans le cas de l'instabilie dynamique, cetteechelle de temps peut facilement éteevallee
en consicerant l'inverse de la fequence du mode le plus instable. Par contre, en ceui
concerne l'instabilie energetique, il n'y a pas,a notre connaissance, de theorie p ermet-
tant de levaluer. Ce temps est en particulier tes sensiblea la fraction non condense
Dans leur exgerience, ils peuventevaluer ce temps qui est au moins dix fois inkrieura
celui de l'instabilie dynamique.

De manere treorique, on peut donc dire que le criere energetique est le veritable
criere de super uidie. Mais en pratique, compte tenu de la duee nie des exger iences,
l'instabilie energetique peut ne pas se manifester. Dans le cas "pathologique” d'un po-
tentiel periodique, l'instabilie dynamique peut alors s'aerer étre la pl us pertinente.

D'autre part, il reste encore aeclaircir le lien entre I'existence de solutions station-
naires et leurs stabilies. En particulier, pour des raisons pratiques (du point de vu
treorique) car analyser lesequations stationnaires est un travail beaucoup moins di cile
(méme si on ne sait pas encore le faire pour un potentiel quelconque, méme nunerique-
ment) que detudier leurs stabilies, ce qui eclame d'ailleurs d'avoir esol u le probeme
peecdent.

Notons en n que toute cette discussion n'a de sens que dans le egime de champ
moyen. En e et, la vitesse critique d'un gaz de bosonsa une dimension est en treorie
nulle [20] car il existe toujours une force de trairee quelle que soit la vitesse du uide.
Cependant,a mesure qu'on approche le egime de champ moyen, celle-ci devient de plus
en plus faible et tend vers une fonction non nulle uniguement au-del d'une certaine
vitesse critiqgue nie.

Criere de Landau local

Dans le cas ai le potentiel exerieur est su samment lisse, ou pour étre plus pecis
gu'il induit des uctuations de densie sur uneechelle de longueur bien plus grande qe
la longueur de relaxation, il est naturel d'utiliser I'approximation de la densie locale. En
pratique, cela revienta e nir une vitesse du son locale ¢?(x) = n(x)d (n)=dn et de dire
que le comportement du uide est analoguea celui d'un uide homogne in ni. On peut
alors formuler le criere d'instabilie energetique de manéere tes simple e n remarquant
gue la super uidie sera briee s'il existe un point du uide ai la vitesse | ocale exede la
vitesse du son : c'est lecriere de Landau local.

Coupka la theorie de perturbation peedemment introduite, on peut alors cal culer
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analytiquement la vitesse critique. Si on consicere un ux homogene, de densieng et de
vitessevga l'in ni, di ue par un obstacle de taille ni, la conservation du ux relie la
vitesse localea la densig, via la formule suivante

Novo = N(x)v(x) : (2.63)
En imposant comme criere de super uidie que v(x) = ¢(x) en un x donre, il vient
VG = n) c(x); (2.64)
No

qui traduit simplement le fait qu'en pesence d'un obstacle epulsif, la vitesse critique
est diminwee car d'une part la vitesse du son diminue localement mais d'autre part la
vitesse du uide augmente (conservation du ux). Dans le cas d'un obstacle attractif, le
pire endroit est au contraire celui ai le potentiel est faible, c'est pourquoi on retrouvele
criere de Landau usuel. En utilisant (2.42), on obtient dans les deux dierents egimes

8 m Z ] ) 1=2+1=
o 21 S odye 2 vy si epulsif
20 = = (2.65)
C 3

1 si attractif

Dans le cas d'une barrere Gausssienn& (x) = Voe X*=2 ) (2.65) se eduita
e Pay p_ s
% =1 =0 o Ve "2 : (2.66)

Malheureusement, Q.65 reste uneequation implicite sur la vitesse critique (puisque
v est cactee dans ), il faut donc la esoudre nurreriguement.

Si le potentiel est vraiment tes lisse, on peut alors approximer I'exponentielledans
(2.69 par une distribution delta. Ceci permet d'obtenir une relation tes simple entre le
maximun d'amplitude V;, du potentiel et la vitesse critique

n 2 #II 2#
V V \Y
m- =< 1 =< : (2.67)
c c
p—— . . :
a = =( +2), =gngetc = =m . Il est alors facile d'obtenir des expressions
explicites dans les deux cas limites :
8 q
ve. S 1 g sie' 1;
= o) (2.68)
c - 1 Vo si¥ 1:

Resultats exgrimentaux

A n diillustrer les consicerations treoriques peedentes, nous discutons ici les r esul-
tats de l'exgerience ecente de Engels et Atherton [62]. Celle-ci consistea ceplacer une
barrere gaussienne, ceee par un laser, a vitesse constante au sein d'un condensat en
forme de cigare. En variant la vitesse de l'obstacle et en mesurant la deformation qu'il
induit sur le condensat (taux d'excitations), les trois egimes de transport cecris dans ce
chapitre ontete obsenes sans ambigwe. La gure 2.12 montre le sclema experimental
ainsi que le taux d'excitations mesue apes temps de vol.

La vitesse critique super uide obsenee, dans le cas epulsif, est de I'ordre de @5mm=s
qui est bien plus faible que la vitesse du son au centre du pege= 2:1 mm=s. Cependant,
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Fig. 2.12 { En hauta gauche : sclema de I'exgerience [p2). Un faisceau laser est teplae
a vitesse constante au sein du condensat, jouant le réle d'une impuree gaussienndzn hauta
droite : esultats experimentaux du taux d'excitations en fonction de la vitesse de I'obstacle (cas
attractif). En bas : prols de densie du condensat apes temps de vol (cas epulsif). En termes
de la classi cation des egimes introduite dans ce chapitre, () correspond au egime suer uide,
(f) au egime cependant du temps et (k) au egime stationnaire faiblement dissipatif.

dans cette experience, les paranetres sont tels que le syseme est dans le egime Tmas-
Fermi Transverse, et elle est donc cecrite par lequation (1.69 (na' 25 1). D'autre
part, la largeur w ' 7:8 m de la barrere gaussienne etanta la fois bien plus grande
que la longueur de relaxation ' 0:17 m et bien plus petite que la taille longitudinale
du condensatR ' 100 m , l'approximation de la densite locale pour la vitesse critique
semble etre justiee. Celle-ci, via la formule (2.65 et compte tenu de l'intensie du laser,
donne une vitesse critique de (B7mm=s, en tes bon accord avec le esultat exgerimental.

Cesekments sont donc qualitativement et quantitativement en accord avec les pevi
sions treoriques du mocktle unidimensionnel de transport. Malheureusement une etude
sysematique de la cependance de cette vitesse critique en termes des paranmetresgri-
mentaux n'est pas encore disponiblea ce jour. Il n'est alors pas encore possible de valider
compktement I'approche "Landau local" et les mauvaises langues pourraient dire qu'il
s'agit que du fruit du hasard.

Fraction normale

Une application ineressante de la tieorie de perturbatign expose peedemment est
le calcul de la fraction normale. En e et I'impulsion P = ~ dx n@S peut étre assocee
au ot et dans l'esprit de l'approchea la Landau pour ceterminer la fraction normale
dans I'felium liquide on peut associera cette impulsion une masseM ,=P/v. On obtient
alors :

Z
Mn m? . o ;
—_ = dy:1 dy, V (y1)V 1+2 1yl 2.69
M - 2430 R yrdy2V(y1)V(y2) [ jyr  yeile (2.69)
avecM = mnoL la masse du uide non perturte dans la egion de taille L.
Pour un potentiel akatoire de la forme

Wi
V(x) = (X Xn); (2.70)

n=1
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al les x, sont des variables akatoires uniformement distribiees entre 0 etL, nj = Nj=L

est la densit d'impureks, avec pour moyennehVi = n ; et pour fonction de corelation
- 2
R (x)V(0)i h Vi?= - (x): (2.71)
a = 2n; 2 on obtient

M m : (2.72)

Ce esultat gereralise le fameux calcul de Huang et Meng B8] au cas d'une vitesse non
nulle.

72



Chapitre 3

Localisation d'Anderson

la as le hasard egne, egnent les lois du hasard.
Laurent Nottale.

3.1 Introduction gererale

tique forte, se esume, en premere approximation,a I'absence de di usion d'une
onde dans un milieu akatoire. Initialement decouverte par P.W. Anderson en
1958 [L3] dans le contexte du transport electronique dans un materiau desordonre, ce
pkenonene est maintenant connu pour étre bien plus gereral et se produit ces que ondes
et cesordre sont neks au sein d'un méme syseme physique. Elle apparait en particuler
dans les domaines de l'acoustique, des ondeselectromagretiques, des vagues, du transport
de particules quantiques ou encore d'ondes de spin.

I a localisation d'Anderson, egalement connue sous le nom de localisation quan-

3.1.1 Description heuristique

Avant de discuter cette physique avec rigueur il est utile de se faire une image simple
du prenonene en question. Consicerons par exemple le transport d'une particulea travers
un egion dcesordonree comme pesene sur la gure 3.1

Fig. 3.1 { Transport dans un milieu cesordonre constitte d'impurees xes akatoirement dis-
poses (ronds noirs). Une particule quantique est repesente par un paquet d'ode incident car-
acerie par sa longueur d'onde de de Broglie . | est le libre parcours moyenelastique.

Plusieursechelles de distances sont importantes ici. Tout d'abord, la longueur d'onde
de de Broglie de la particule va ceterminer le caracere 'classique” ou "guantique" du
transport en fonction de sa relation d'ordre avec les autresechelles du probeme. Le libre
parcours moyenelastiquel est quanta lui ce ni comme la distance moyenne parcourue
par la particule entre deux collisions elastiques. Celui-ci cepend bienevidemment de la
densit d'impurees et de la section e cace sur le di useur mais on ne discutera pas en
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cetails cette quantie ici. La taille du syseme L ainsi que la longueur de coterence de
phasel , e nie comme la distance au bout de laquelle la phase de lI'onde a su samment
vare pour que l'on puisse la consicerer cecoreke de la phase initiale, sontegalement des
grandeurs pertinentes. Plusieurs combinaisons de ces paramnetres sont bien sOr possibles
mais on va discuter ici essentiellement les sysemes di usifs colerents, a savoir quand

| L | , au les e ets ondulatoires peuvent se manifester.

Dans le cas ai la longueur d'onde de la particule est bien plus faible que le libre
parcours moyenelastiquel, la treorie "classique"! du transport s'applique. En particulier,
dans le cas du transportelectronique, la formule de Drude 19, 53] pour la conductivie
est pertinente et domine competement le transport’. Celle-ci secrit

_ne’hi _ € 44,
D=~ = FkF l; (3.1)

a hi designe le temps moyen entre deux collisionsm la masse e ective des porteurs
de charge,n la densit delectrons et kg le vecteur d'onde de Fermi. Ce mockle explique
bien pourquoi les nmetaux ont une esistance nie et pourquoi elle est proportionnelle
a la longueur de lechantillon (R 1 = G = p sectioreL). Cependant,a mesure que la
longueur d'onde de de Broglie s'approche du libre parcours moyen, il est clair que les
e ets d'intererences vont se manifester.

Fig. 3.2 { lllustration de la etro-di usion colerente. A gauche : Repesentation scrematique
des deux types de chemins de di usion qui contribuenta l'intensie du champ di us e; a) chemins
parcourus en sens identiques qui correspondenta la di usion classique ; b) chemins parcouslen
sens opposes (termes interérentiels) qui sonta l'origine de la etrodi usion. A droite : mesures
experimentales de l'intensie lumineuse etro-di usee pour deux types dechantil lons (deux libres
parcours moyen).A angle nul un facteur 2 est obsene dans l'intensie. Figure extraite de [197].

En supposant que la colerence de phase est pesenee sur lechelle degehantillon, on
peut alors distinguer deux egimes.
ki 1: I'e et des interkrences est faible et ne conduit qua des corrections dites
de localisation faible. En e et, si on regarde la probabilie qu'une particule traverse
lechantillon il faut, conformementa la mecanique ondulatoire, sommer les amplitudes d e
chaque chemin puis prendre le module au care. Ceci conduita un terme diagonal, qui ne
fait intervenir aucune intererence et redonne la di usion classique, ainsi qua une srie de

Le terme classique esta mettre entre guillemets car nombreux concepts quantiques sont utilis pour
cecrire le transportelectronique comme I'e et tunnel par exemple. Le terme classique sig nie ici qu'on
reglige les intererences entre les dierents chemins possibles.

2|es corrections quantiques sont faibles comme on va le discuter par la suite.
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termes croiges dits termes d'interErences. Les phases relatives de ces dierentshemins
de di usionetant essentiellements akatoires, ces termes ne survivent pratiguement pas
a la moyenne d'ensemble. Seuls quelques chemins particuliers, illustes sur lagure 3.2,
conduisenta des corrections non nulles qui survivent au moyennage sur les con gurations
de cksordre. Ce sont des chemins parcourus en sens opposs par I'onde qui, de ce fait,
ont exactement la méme phase et intererent constructivement. Ce type de corrections
conduita une augmentation de la etro-di usion 3 et donca une kgre diminution de la
transmission.

ki 1: les eets dintererences deviennent pedominants et gouvernent com-
petement le transport. L'ensemble des contributions s'autocetruisent par interer ences
destructrices et la transmission d'une ondea travers le milieu est exponentiellementer
duite. Les uctuations de conductance deviennent du méme ordre de grandeur que la
conductance elle méme, de sorte qu'unechantillon n'est plus repesentatif de'ensemble.

Ce criere, kI 1, dit criere de lo e-Regel [ 91], est recessaire mais pas su sant pour
la localisation. D'autre part, il n‘apporte pas beaucoup d'informations sinon que quelque
chose se produit. Notons tout de méme que la formule de Drude3(1), méme si elle n'a a
priori plus de sens dans le egimekl 1, pedit dans un cas un bon conducteur et dans
l'autre un tes mauvais. La localisation forte, due aux e ets ondulatoires en pesence de
cesordre conduit donc le syseme vers unetat isolant d'un nouveau genre (dierent d'un
isolant de bande par exemple).

Encore une fois, il est important de noter que dans le cas du transport d'une particule,
ce plenonene est de nature purement quantigue (ondulatoire en gereral) dans la mesure
al le transport, classiquement autorig, est inhike par les e ets d'intererences. Méme si
lenergie de la particule est tes grande, ie bien plus grande que le potentiel cesordonre,
elle est tout de méme localieea cause des intererences destructives.

3.1.2 Transition d'Anderson

Dans son article initial de 1958 [L3], Anderson montre que les fonctions d'ondeelec-
tronigques d'un materiau peuvent étre profoncement aleees par la pesence d' un desordre
su samment fort. Le mockle qu'il consicere est le suivant :

En=nnt tin ns (3.2)
kén

al , cesigne la composante de la fonction d'onde sur le site d'un eseaua d dimensions,
n €st uneenergie sur site akatoire comprise entre W et W et ty, sont leseements de
matrices d'e et tunnel d'un site k vers un site n qui sont le plus souvent restreints aux
plus proches voisins.

Contrairementa la vision traditionnelle d'ondes de Bloch di uses par des impurets,
les fonctions d'ondes peuvent devenir exponentiellement localises ( gur&.3) dans l'es-
pace dda la pesence de cesordre

j (M) exp(j * toj=Lioc); 3.3)

%Notons une egere dierence entre ce qu'on appelle les corrections de loca lisation faible et la etro-
di usion colerente. Les deux prennent leurs origines dans les intererences entre deux chemins parcourus
et esignent des corrections quantiques au transport d'une particule d'un poi nt A vers un point B. La
etro-di usion correspond au cas particulier i A = B. Dans ce cas, les chemins qui interérent sont
exactement les mémes et l'intensie est doubke en ce point. Dans le cas greral ou A 6 B, les chemins
qui interérent sont des boucles presques identiques mais qui dierent par un croiseme nt qui rend ces
corrections faibles. L'e et sur la conductance est alors faible alors que dans le cas & la etro-di usion il
est tes fort mais concente en un point seulement.
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al Lo est appeke la longueur de localisation et cepend de lenergie et du desordre.
L'existence de telsetats est assez claire dans le egime de desordre tes fort. Les etats
propres sont alors, en premere approximation, des etats classiquement peges dans les
minima locaux du desordre. En partant de cesetats, Anderson a ceveloppe une treorie
des perturbations en terme du paranetre d'e et tunnel sur le eseau.

Fig. 3.3 { Fonctions d'onde typiques de (a) unetatetendu et (b) unetat locali®. " et sont
respectivement le libre parcours moyen et la longueur de localisation. Figures exites de [L13.

La conclusion principale est qu'il est nalement dicile de delocaliser un etat de
cette manere car le couplage entre les etats est soit pnali® par des recouvrements
exponentiellement faibles soit par un cenominateur (dierences desenergies apparaissant
dans la theorie des perturbations) tes grand. En e et, deuxetats proches enenergie ne
sont pas recessairement proches spatialement et ont donc un recouvrement regligeable
alors que desetats spatialement proches ont en gereral desenergies tes dierentes.

Une congquence intuitive de I'existence de cesetats localies est alors la suppressi
du transport et donc I'absence de di usion, titre de l'article d'Anderson. Par contre, a
mesure que le desordre diminue, on espere alors nir par celocaliser lesetats popres et
etablir le transporta travers le syseme. Seulement les choses ne sont pas si simples
Par exemple, Mott, Twose et Borland [L39, 36] ont monte qu'en dimension un tous les
etats sont exponentiellement localises et ceci quelque soit I'amplitude du desorde alors
gu'en dimension trois il existe une valeur critique du cesordre en dessous de laquellles
etats sont celocalises [ 13]. La prenorrenologie de la localisation d'’Anderson depend donc
hautement de la dimensionnalie, point sur lequel nous reviendrons par la suite.

Deux points extréemement importants sont alorsa noter. Tout d'abord la localisation
due au cesordre peut avoir lieu méme si lenergie de lI'onde est bien plus grande que le
esordre environnant (la dimension un en est lI'exemple le plus frappant). En d'autres
termes, la localisation d'Anderson est un ptenorrene profoncement non classique car elle
interdit le transport classiqguement autorie. L'autre point est I'existence d'une tran sition
metal-isolant (transition d'’Anderson) due aux e ets d'intererences.

Enn,a la place de varier I'amplitude du desordre on peut simplement la xer et
regarder le comportement desetats en fonctions de leursenergies. S'il existe une valeur
critiqgue du cesordre (transition d'Andersona 3d) pour localiser unetat, il est clair que
tous lesetats denergie inerieurea ce seuil seront locali®es et ceux au dessus, elocalises.
Pour un desordre xe, on parle alors de bord de mobilie (mobility edge) designant ainsi
la valeur de lenergie au deh de laquelle le transport est possible. En particulier c&ans
un solide, si lenergie de Fermi est en dessous ou en dessus de ce seuil, le syseme sera
isolant ou conducteur. Ce concept, introduit par Mott en 1967 [L3§, explique clairement
pourquoi une transition nmetal-isolant est possible en changeant la densie déelectrons et
donc lenergie de Fermi dans un semi-conducteut (voir le paragraphe sur les exgeriences).

“La tteorie des bandes pedit bien str aussi ce genre de comportement mais & on p arle d'une transition
netal-isolant alors que la theorie des bandes pedit un conducteur. Autremen t dit lenergie de Fermi n'est
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3.1.3 Crieres de localisation

The noise is the signal. R. Landauer.

Comme on I'a dit pecedemment, le prenomene de localisation se produit lorsqu'on
consicere les proprees d'une onde dans un milieu desordonre. Cependant il n'existe
pas de c nition universelle, du moinsa ma connaissance, de la localisation. En e et, sa
e nition peut varier en fonction du syeme que I'on consicere et en particulier en fon ction
du fait qu'il soit in ni, ni, ferme ou ouvert. Parfois on parle d'absence de di usion, parfois
detats propres locali®es, de transmission exponentiellement cecroissante, de stastiques
spectrales etc... L'objectif de ce paragraphe, largement inspie del8q est donc de discuter
brevement ces dierents crieres et de voir dans quelles conditions ils sont pertinents.

Localisation dans un syseme de taille in nie

Un premier concepta discuter est celui d'absence de di usion originalement proposee
par Anderson dans son @Ebre article de 1958 13],a savoir
1. 2
20l T =0 (3.4)
al + signe la position moyenne d'un paquet d'onde,d est la dimension de I'espace et
h i la moyenne sur le desordre. Cette quantie semble naturelle car elle est par exaple
releea la conductivie moyenne du sysemea travers la relation d'Einstein ( = €D
al est la densie detats). Seulement cette ¢k nition est loin d'etre 'bijective" p uisque
une constante de di usion peut a priori étre eduite par d'autres pkenonenes. D'au tre
part cette contrainte est moins restrictive que la localisation d'un paquet (2 < cte)
d'onde puisqu'elle ne requiert en fait que la sous di usion br?i <t). Une d nition plus
satisfaisante consistea imposer que le spectre du syseme soit discret (\pure poin)'et
gue les fonctions d'ondes soient au moins exponentiellement localises sur une echelle
typigue L oc. La dierence avec desetats les standards eside dans le fait qu'un intervalle
denergie E peut contenir un nombre in ni detats localises car ceux-ci ne se recouvrent
que tes peu.

Une quantie souvent consictee est la probabilie de retoura l'origine, car cel le-ci
doit étre nulle pour unetatetendu mais nie pour unetat locali®. Celle-ci est d e nie
par

D(E) =

Z
o1t o, X .
P(¥) = HP T . dt jhtj exp( IH'[)]1°I12= J n(1°)j42 (3.5)
' n

Elle est analogue au nombre de participationP (participation ratio) e ni par

X
P YE)= | e()i* (3.6)
[
qui repesente le nombre détats de la base spatiale recessaires pour construire unetat
propre denergie E. Si ce nombre P) est faible cela signi e que letat en question est
localise.

pas dans une bande interdite.

5Notons que le bruit en question n'est pas celui consicee par Landauer. Il s'ag it ici d'insister sur le
fait qu'une signature non ambig eie de la localisation esta chercher dans les uctuations du signal et non
dans les valeurs moyennes.
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Localisation dans un syseme ferne

Les premeres complications commencenta arriver lorsqu'on s'ineressea un syseme
de taille nie. En particulier le rapport entre la taille du syseme et la longueur de
localisation d'unetat denergie E devient important. En e et si la taille du syseme est
bien plus faible que la longueur de localisation typique, il devient impossible de fairéa
distinction entre unetat locali® par le cesordre et unetat le di aux condit ions aux
limites. Cependant, les consicerations peedentes restent correctesa condition de faire
attentiona ce fameux rapport L=Lgc.

Fig. 3.4 { Distribution desecarts entre les niveaux denergie dans le mocele d'’Andersona trois
dimensions B5]. Une transition de (3.9)a ( 3.7) est obseneea mesure que lI'amplitude du desordre
W augmente.

Une autre quantie pour caraceriser la localisation, est releea I'existence ou non de
corelations spectrales. En e et, on sait que si deuxetats proches enenergie se recouvrent
spatialement alors ils tendenta se repousser (enenergie). Ceci est par exemplea la base
de la treorie des bandes en physique du solide ai la degereressence des niveaulenergie
est levee par e et tunnel entre les potentiels atomiques identiques 10€. Au contraire,
si le recouvrement est regligeable, les niveaux denergies sont incependants les uns des
autres et possdent ainsi les mémes proprees statistiques qu'un spectre akatoire Une
manere quantitative de faire la distinction consiste, par exemple,a regarder la statistique
desecartss = Ej+1  E; entre les niveaux denergie. Dans le egime locali® on attend
donc une distribution de \Poisson"

P(s) = 1exp s ; 3.7)

al est lecart moyen entre les niveaux donre par 1 = (E) ( est la densie déetats.).

Dans le egimeetendu, lecart entre les niveaux est dice par les synetries globales
du syseme comme la synetrie par renversement du temps par exemple. La treorie des
matrices akatoire conduita [ 81]

2

S
P(S)= 5—=exp ;5 (3.8)
pour un syseme synetrique par renversement du temps et
3252 452
P(s)= —5exp —5 (3.9)

sans syrretrie par renversement du temps.
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Les esultats nuneriques pour le mocele d'’Anderson sont illustes sur la gure 3.4.
Il est clair que (3.8) et (3.9) pesentent une epulsion des niveaux denergie a travers
les termes pe-exponentiels qui annulentP(s)a faible s, ce qui n'est pas le cas de la
distribution de Poisson (3.7) dans le egime locali.

Localisation dans un syseme ouvert

D'un point de vu experimental, le cas des sysemes ouverts estevidemment le plus
pertinent, d'autant que ni les fonctions d'ondes ni les distributions spectrales ne sont des
guanties facilesa mesurer exgerimentalement (pour ne pas dire impossible a mesurer
dans la plupart des cas). En particulier, dans le cas des sysemeselectroniques, qui ont
majoritairementet etudes jusque dans les anrees 80, ces quanties hetaient innacessi-
bles et seules des mesures indirectes comme celles de la conductance ont permis d'identi er
le prenonene de localisation.

Un syseme ouvert est caracerige par, un courant non nul d'une part, et des niveaux
denergie de largeurs nies d'autre part. Il n‘est donc plus pertinent detudier le syseme
en termes de son spectre ou de ses fonctions propres puisque ni I'un ni l'autre n'existe
a proprement parler. Une bonne manere de carackeriser le syseme est alors de regarder
les proprees de transmission d'une onde a travers lui. Ces proprees seront discutees
en cktails dans la partie suivante au la theorie des matrices akatoires permet d'obtenir
des esultats non perturbatifsa une dimension. Ici on se contente de cecrire quelques
esultats a n de pouvoir clairement exposer la treorie dechelle de la localisation.

Consicerons un syseme de longueurlL et de section nie caracerie par N canaux de
transmission (fonctions d'ondes transverses accessiblesa lenergie consiceee). Onote
| le libre parcours moyen etlL oc(k) la longueur de localisation qui cepend de lenergie.
Si I'on cenote par Tgp, le coe cient de transmission d'un mode a entrant vers un mode
b sortant, la conductance totale du syeme est donree par la formule de Landauer %3]
(Annexe C).

X
G:zﬁz 2¢?

Tab = Tg ; (3.10)
a;b
al g est appeke conductance sans dimension.

Dans le egimeetendu, le syseme doit &tre un bon conducteur et sa conductance doit
okeira la loi d'Ohm usuelle ( G = : section=L). Par contre dans le egime locali®,a la
fois la transmission et la conductance cecroissent exponentiellement avelc

Tab  exp( L=Lioc): (3.11)

En pratique ceci n'est pas toujours une mesure claire de la localisation dans le sens
al d'autres e ets comme l'absorption peuvent conduirent aux mémes congquences. Une
meilleure caracerisation de la localisation demande la connaissance de la distribution
compkte des coe cients de transmission. Au méme titre que pour un syseme ferme la
distribution des valeurs propres est une bonne mesure de la localisation, la distribution
des coe cients de transmission (et donc du spectre de la matrice de di usion) en est une
bonne pour les sysemes ouverts.

Dans le egimeetendu la distribution des coe cients de transmission est bien connue
On a par exemple la ekbre loi de Rayleigh pour lesTyy, [74]

— 1 Tab .
P(Tab) = T exp Tl (3.12)
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dont on espere ceduire une distribution gaussienne pour lesT, (P p Tab) €t la conductance.
Ceci est bien le cas mais la pesence des corelations fortes entre les canaux de transmission
conduita une variance bien plus grande que pevué [71]
"
hTai  I=L; Ta NL (3.13)
et pour la conductance

hgi  NI=L; g' 1: (3.14)

Cette conductance est bien conformea la loi d'Ohm mais ses uctuations ne s'annulent
pasa la limite thermodynamique’ (L ! 1 ). Ce sont les fameuses uctuations universelles
de conductance initialement decouvertes par Altshuler P] et Lee et Stone 14 en 1985.

Par contre, dans le egime locali®, les choses sonta ce jour encore assez obscures. Il
semble raisonnable de penser qu'assymptotiquement, c'esta dire pour des longueurs bien
plus grandes que toutesechelles microscopiques, la distribution des transmissions devrait
aussi converger vers une forme universelle. Reste a savoir de combien de paranetres
tepend cette distribution et qu'elle est sa forme analytique. Une icke commurement
admise, mais qui commencea étre remise en question depuis quelques anrees, est qu'un
seul pararetre serait recessaire pour la specier et qu'elle tendrait vers une loi log-
normale, que ce soit pour lesT; ou la conductance elle mémels5 185,

1] #
2

1 I—Ioc I—Ioc L
P(T)= p= ex +InT ; 3.15
(T) pﬁ L p AL L. ( )
al T est ici la transmission totale. Cette distribution pedit des uctuations tes im-
portantes de la conductance ce qui dierencie la localisation d'’Anderson du ptenonene
d'absorption par exemple.

HnTi?= 2HnTi= 2L=L|: (3.16)

Fig. 3.5 { A gauche : distribution du logarithme de la conductance dans le mocele d'Ander-
son 3d [LOJ compaeea la loi log-normale (3.15. A droite : distribution du logarithme de la
conductance pour le mocele d'Anderson 2d 160 pour di erentes amplitudes du cesordre W et
dierentes longueurs L en gardant le rapport L=L o constant. Pour les grandes valeurs du desor-
dre la distribution suit la loi de Tracy-Widom alors que pour le faible desordre la loi log-normale
semble étre une description satisfaisante.

En ealie il semble que cette distribution universelle ne soit pas fonction d'un seul
paranetre mais plutét de deux [47], ce qui, en anticipant sur la suite, constitue une viola-
tion de la treorie dechellea un seul paranetre. Celle-ci, que I'on discutera au paragraphe

; - o . p_—
5En regligeant les corelations, le treoeme de la limite centrale donnerait Ta=I=(C NL).
"Contrairement au cas d'un conducteur incoterenten d 3 [4].
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suivant, postule que les proprees d'un syseme en pesence de cesordre, en tout cas ses
proprees moyennes, sont dicees par un seul pararetre, qui est par exemple le rapport
entre la taille du syseme et la longueur de localisation. Des calculs nuneriques delus
en plus pecis ont permis de montrer des ceviations importantesa la loi log-normale dans
le egime de cesordre tes fort [ 169, 16(0. Ceci est lea une dierence fondamentale, sur
laquelle nous reviendrons en cetails au cours du chapitre 6,a savoir la dierence d'origine
de la localisation quand le desordre est tes fort et quand il est mocee. Par t es fort on
veut dire ici que méme classiquement une particule ne pourrait traverser le cesordrealors
que cesordre mocke signi e que, classiquement, une particule peut se fau lera travers
le cesordre mais les e ets ondulatoires font que le paquet d'onde s'auto-cetruit par inter-
erences. Il est clair que dans les deux cas la transmission va decroitre exponentiellement
sur uneechelle de longueur que l'on peut ce nir comme la longueur de localisation, mais
l'origineetant dierente on peut suspecter que la distribution sera dierente. Le rapport
L=Loc N'est alors plus su sant pour cecrire l'universalie et un autre paranetre doit
étre introduit comme le rapport entre lenergie ciretique et I'amplitude du d esordre par
exemple. Bien entendu, dans la limite de desordre faible on retrouve l'universalie en
fonction d'un seul paranetre.

Le egime de cesordre tes fort aeeetudea deux dimensions ecemment [ 169 160
et mis en relation avec un probeme de polyrneres diriges. Une conclusion importane
de ce travail est que, dans ce egime, la transmission est domiree par un seul chemin,
rendant ainsi les e ets d'intererences secondaires. La distribution de la conductance est
alors donree par la distribution d'extrémes coreks de type Tracy-Widom [ 184 ( gure

3.5).

3.1.4 Loi dechelle et transition netal-isolant

Un pas tes important dans la compehension de la localisation fut le ceveloppement
de la treorie dechelle, essentiellement par le \gang des 4" (Abrahams, Anderson, Liccia-
rdello et Ramakrishnan), en 1979, inspie des icees de ThoulessoD, 179. Cette treorie
phrenonenologique repose sur une interpolation entre un conducteur et un isolant lors
d'une transformation dechelle. Bien que tes simpliste, puisqu'elle ne consicre que le
comportement moyen de la conductance et reglige totalement les uctuations, elle pedit
tout de méme qu'une transition netal-isolant, due au cesordre, n'est possible qu'en di-
mension strictement superieurea deux (en l'absence d'interaction spin-orbite).

Criere de Thouless

L'histoire de la treorie dechelle a donc commene vers le milieu des anrees soixante
dix a travers les travaux de Thouless et collaborateurs [L7§. L'idee etait d'essayer de
construire lesetats propres d'un syseme (s2) cesordonre de taille (2L)% en fonction du
méme syseme (s1) de tailleL?, ce qui semble a priori raisonnable. Une chose moins
evidente etait de comprendre combien de paranetres sont recessaires pour faire ce pas-
sage. Tout d'abord, il est clair que lesetats du syseme (s2) peuvent étre ecrits comme
des combinaisons lireaires du syseme (sl) et le dege de nelange des niveaux dgmd
a priori des inegrales de recouvrement et de cenominateurs contenant lesecarts ente
les niveaux denergie (treorie des perturbations sur les etats). Ce dernier est engros
donre par lecart moyen entre les niveaux,a savoir E = ( (E)LY '@ (E) estla
densit detats par unie de volume. A n d'estimer l'autre ingedient,a savoir  les ine-
grales de recouvrement, Thouless a utili®e une astuce ineressante,a savoir laependance
enenergie d'unetat facea un changement de conditions aux limites. En refermant sur
lui méme unechantillon de taille LY, les niveaux denergie se deplacent en fonction des
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conditions aux limites et forment desormais des bandes denergie La largeur de bande

E est obtenue en comparant lesenergies avec conditions geriodique et anti-geriodique.
Celle-ci est une bonne mesure de l'inegrale de recouvrement entre les etats des deux
sous sysemes de tailleL? dans la mesure ai si unetat est locali® il est alors tes peu
sensible aux conditions de bords (exponentiellement faible) alors qu'un etat celocale
I'est fortement. En rassemblant les peces du puzzle on voit que le seul paranetre wj
dicte la nature desetats propres lors de cette transformation est bien le rapportE= E.
Pour desetats localiees du syseme (s1) de tailleL9, celui-ci est exponentiellement faible.
Ainsi, apes transformation dechelle, unetat locali® de (s1) donnera en gros naissance
a 2etats propres localies, chacun dans leur bo'te respective, puisque leur couplagese
faible. Par contre dans le cas detats etendus ce rapport est fort il n'y a donc aucune
raison que lesetats ne se localisent pas sur I'ensemble du syseme.

Thouless remarqua d'autre part que cet unique paranetre dechelle est intimement

lea la conductance du syseme par la relation

_,d2. €E _ €&

G=1L = T E" Fg, (3.17)
ce qui semble logique dans la mesure ai lesetats localies conduisent tes makl courant.
Dans cette expression, est un nombre proche de un qui cepend du moctle consicee et
g est appeke conductance sans dimensiomu encore nhombre de Thoulesset caracerise
lesetats propres du syseme.

Notons que l'on peut interpeter ce nombre de Thouless d'une manere egerement
dierente. Consicerons un syseme ouvert de longueur L | dans le egime etendu.
Par diusion, une onde mettra un temps typique L?=D pour traverser le syseme. A
cette echelle de temps correspond une echelle denergieE = ~D=L? (D = kl) appeke
energie de Thouless Une autreechelle de temps est celle e par lecart entre les niveaux
denergiea savoir ~= E qui est appeke temps de Heisenberg. Celui-ci repesente le temps
recessairea un syseme pour explorer les cetails de son spectre au cours de la dynamig
guantique. Le rapport de ces deuxenergies redonne bien le nombre de Thoulegsg 1
correspond au fait que le temps recessairea traverser le syseme est bien plus grandug
le temps de Heisenberg. Le syseme peut alors ealiser que son spectre est discret etegqu
lesetats sont localises. La di usion ne peut donc plus &tre supporee par lesetats propres
puisque en gros un seuletat participe et celui-ci est localie. Encore une fois ceci met en
avant la nature quantique de la localisation puisqu'elle est leea la nature discete du
spectre.

En n, le criere de localisation de Thouless secrit g=1.

Evolution de la conductance lors d'une transformation déchelle

Nous avons donc maintenant tous lesebéments pour comprendre la theorie dechelle
telle gu'elle aek formuke par le gang des quatres en 19791].

La question pose par cette treorie est de connatre levolution de la conductance
d'un syseme lors d'une transformation dechelle en dimension d. On consicere alors un
syseme de taille L9 avec L [, le libre parcours moyen, an de pouvoir oublier les
cktails microscopiques du probeme.

L'icee centrale est de faire une interpolation entre un bon conducteur et un isolant
d'Anderson. Dans le premier cas on s'attend a observer la loi d'Ohm usuelle pour la
conductance

8Tout comme dans un potentiel feriodique on a des bandes denergies en fonction du vecteur d'onde
de Bloch qui paranetrise les conditions de bordsa lechelle d'un pas du r eseau.A une dimension on a
par exemple (x+ a)= (x)e** ai a est la eriodicie de la chaine.
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b(g)* Extended
d=3

d=2 .

Localized / Ing

d=1

Fig. 3.6 { Fonction (g) en dimensiond = 1;2 et 3. En dimensiond > 2 il existe un point
critiquea = 0. Les eches repesentent le ot lors d'une transformation dechelle.

glL)= L9 2 (3.18)

alors que dans l'autre la conductance devrait decro’tre exponentiellement aved

g(L) exp( L=Lioc): (3.19)

En se basant sur ces relations (et aussi suB(17) on peut remarquer la chose suivante.
Dans le egimeetendu, augmenter L ne conduit pas vers le egime localig,a part en di-
mension un, mais dans tous les cas la conductance du syeme de taillé2oeut clairement
@tre ceduite de celle du syseme de taille L. Dans le egime locali, la méme remarque
est valable et le syseme va de plus en plus vers le egime locali®e. En d'autres tenes, la
conductance, lors d'une transformation dechelle, semble dependre essentiellement d'all
meéme et de la taille du syseme. Ceci constitue la premere hypothese fondamentale de
la theorie dechelle et est strictementequivalentea dire que levolution de la conductance
ne cepend que delL=L .. Formellement onecrit

g(nL) = f(n;o(L)); (3.20)
ou encore
ding _ .
al est obtenue de la sorte
ding _ Ldg _ L dg(nL) _ 1 dg(nL) _ L d(nog) - (@) (322

dnL gd. g d. ,, g dn ,, g dn

La seconde hypottese fondamentale de la treorie suppose que est une fonction lisse
qui interpole de manere monotone entre les deux egimes

d 2 9 q
= ; 3.23
©= 1y o o (3.23)

al g est donre par (gc) =0 et correspond au point xe instable entre egime locali® et
etendu. La gure 3.6 esume la situation selon la dimension spatiale. En dimension un,
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le syeme est toujours dans le egime localie alors qu'en dimension trois une transition
existe pour une valeur critique de la conductance. La dimension deux apparait comme
le cas marginal ai le syseme est locali® mais avec une longueur de localisation a priori
extréemement grande.

Notons en n que méme si cette threorie n'a jusqua pesent aucune justi cation rigour euse,
elle est conforee par de nombreux calculs nuneriques27] et analytiques [15, 2, 76, 190
a ce jour. Elle semble, cela dit, incompkte en ce qui concerne la description des ucta-
tions.

3.2 Localisationa une dimension

Apes avoir discut la physique de la localisation de manere gererale, on a pu con-
stater le rble important joe par la dimensionnalie de l'espace. Ici on se propose de
regarder quelques particularies de la dimension un, puisqu'elle constitue le cadre de
cette trese.

Certains pensent gque la localisationa une dimension n'est pas ineressante et que
seul le comportement critique de la transition d’Anderson en dimension trois est digne
d'inerét. Evidemment c'est un avis que je ne partage pas. L'existence d'une localisabn
interdite classiqguement est en soit un ptenonene non trivial et qui n'est a priori pas
encore compktement compris. En particulier des probemes tels que I'e et des interactons
ou encore la nature du potentiel cesordonre, a savoir ses corelations, le fait qu'il soit
borre ou pas, le dege de pseudo-akatoire etc... sont des probemes non triviaux dont les
eponses cependent probablement de la dimensionnalie. On sait cep par exemple, que les
interactions entre particules sont tes dierentes selon la dimensionnalie et en particulier
en dimension un ai la treorie des liquides de Fermi n'est plus correcte. C'est en ce 88
gue letude de la localisation, quelle que soit la dimension consiceee, me semble digne
d'ineret. Bien s0r l'avantage du cas unidimensionnel, ou quasi-unidimensionnel, esice
dans sa simplicie et ceci tant d'un point de vu nunerique, qu'analytique ou exp erimental.
Les e ets d'intererences et d'interactions y sont aussi les plus forts, c'est pourquoi il
semble pertinent de commencer par regarder ce cas avec inerét.

L'objectif de cette partie n'estevident pas de donner une description exhaustive de
tout ce qui est connu en terme de localisationa une dimension. On renvoie le lecteura
d'autres documents comme le livre de Lifshits, Gredeskul et Pastur]8, 11§ ou la revue
de Beenakker sur les matrices akatoires et le transport quantiqueZ7] par exemples.

3.2.1 Equation DMPK

En 1980, Andersonet al ont propog une nouvelle theorie dechelle [16] base sur
une relation plus pecise entre la conductance et la matrice de di usion d'un syseme
ouvert [108 109. lls consiceraient un syseme unidimensionnel dans la limite de faible
cesordre (kel 1) et ont calcue comment le coe cient de transmission T et donc la
conductanceG = 2€?T=h changent avec la tailleL de la chaine. PourL > ils ont obtenu
une cecroissance exponentielle de la transmission moyenne mettant ainsi enevidence la
localisation dans ce syseme. Notons par ailleurs que dans ce cas la longueur de localisation
peut étre identiee au libre parcours moyen |. Les anrees suivantes ont ensuite connues le
ceveloppement cetaile d'une treorie dechelle pour les sysemes 1D [ 3, 134, 97, 101, 13]]
permettant la connaissance de la distribution compéte de la transmissionP (T; L) et pas
seulement sa valeur moyenne (restreint au egime de faible cesordre toutefois).

Un netal eel n'estevidemment pas unidimensionnel. Typiquement son extension
transverse nie W peut conduirea un transport multi-modes, c'esta dire que dierents
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canaux (fonctions d'ondes transverses) de transmission peuvent étre emprunes. Ce nom-
bre de canaux est typiguement donre par le rapport entre la sectionW et la longueur
d'onde des porteurs (¢ pour les electrons, N (W= )¢ 1). La matrice de trans-
mission pos$de alorsN valeurs propres T,, et la conductance totale est donree par
G = (2€%=h) n Tn. Les choses se compliquent cesormaisa cause du recouvrement non
nul des dierents canaux de transmission qui conduita des corelations ente les die rents
coe cients de transmission. La quantiea determiner est alors la distribution jointe  des
transmissionsP (Ty; To; :::; Ty ; L). D'autre part, une consquence importante de ces cor-
elations est 'augmentation de la longueur qui devient Lioc * NI [179. Dans ce cas, on
peut alors distinguer un egime netallique d'un egime isolant selon la valeur de L. En
eetpour | L NI la conductance cecroit lireairement avec L comme pedit par la
loi d'Ohm. Ce egime est appek egime di usif alors que leegime locali® (L NI) est
carackrie par une conductance exponentiellement faible.

La treorie dechelle d'un syseme multi-modes a fait ses debuts apes les travaux
pionniers de Dorokhov B8] et Mello, Pereyra et Kumar [132 qui ont obtenu incepen-
damment une equation de Fokker-Planck gquation DMPK) cecrivant levolution de

P(1; 2;05 o) (@ =@  T)=T) lors d'une tranformation déchelle (unidimen-
sionnelle)
@P 2 G @P
— = + — .
I@L N 32 @ n(l+ n)Jd @3 (3.24)
avec
Yo _
J = ST I (3.25)
i=1j=i+1

et =1;2 selon que la synetrie par renversement du temps est satisfaite ou non. Nous
ne donnerons pas de cerivation de cette equation ici et renvoyons le lecteura la reue
de Beenakker P7] pour plus de cetails. Notons cela dit son cadre de validie, a savoir
le egime de faible di usion (kI 1) et de transport quasi-unidimensionnel L  W).
Dans le cas =2 elle aet esolue exactement par Beenakker et Rejaei en 199379, 28]
via une analogie avec un syseme de fermions libres.

Regime netallique L NI

Dans le egime netallique (L NI) la conductance est suppose cecro'tre lireaire-
ment avec la longueurL du syseme conformementa la loi d'Ohm usuelle. En e et,
lequation DMPK ( 3.24) permet de calculer la conductance moyenne qui skcrita l'ordre
dominant en N [27]

2¢?
h
Dans le egime diusif (L 1) onadonchGi NI=L comme attendu, alors que dans
le egime ballistique (L ) la conductance tend vers la conductance de contact entre le
| et les eservoirs hG=Gpi! N @ Gg = 2€?=h est le quantum de conductance.
Les ordres suivants du ceveloppement permettent de calculer les corrections de local-
isation faible

hGi = =—N(@+ L=I) 1: (3.26)

2 1+6L=l
15 1+ L=I)8
qui, dans la limite di usive, se eduisenta Var G=Gg = 1% 1 soit exactement la valeur
obtenue par des ceveloppements diagrammatiques9| 114, 133.

Var G=Gg = + O(N 1); (3.27)
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Regime locali® L NI

On vient de voir que dans le egime netallique les uctuations de conductance sont
faibles par rapporta la conductance typique (facteur L=N1) et donc que chaque echan-
tillon est relativement repesentatif de la moyenne d'ensemble. Par contre,a mesue que
L augmente et cepasseloc ' NI, le syseme entre dans le egime localie et les uctu-
ations de conductance deviennent aussi importantes que la conductance elle méme. La
distribution de la conductance P(G) devient ainsi tes large et tes assynetrique avec
une longue queue vers les faibles valeurs d&.

Dans la limite L NI la distribution de la conductance converge vers une loi log-
normale (on rappele que cette equation est valide dans le egime de desordre moce)
dont la moyenne et la variance peuvent étre deduites directement de lequation DMPK

(3.29

h In(G=Gp)i = %Var [IN(G=Gp)] = 2L=L ¢ ; (3.28)

aveCLigc=( N +2 ).

De plus si le nombre de canaux est tes grand 1), Lioec " NI est directement
proportionnelle au facteur de synetrie . La distribution log-normale de la conductance,
ainsi que ce facteur ontee teses nuneriqguement par Pichard [ 154 comme illuste sur
la gure 3.7.

Fig. 3.7 { A gauche : distribution de  In(G=Gp) pour le moctle d'Anderson quasi 1d (10x250
sites). Les points pleins correspondenta la situation sans champ magretique et doncwec synetrie
par renversemment du temps tandis que les points creux sont ceux en pesence de champ mag-
retique. Les courbes continues sont des gaussiennes avec les paranetres donres par l&gion
(3.28). A droite : distribution de la transmission dans le cas du mockle d’Anderson 1d continu
en pesence d'un potentiel de type @.34) pour dierent rapports L=Loc pour un desordre faible.
Les lignes continues sont les pedictions de lequation DMPK monomode @.29. A mesure queL
augmente la distribution tend vers une loi log-normale.

Cas monomode N =1

Dans le cas strictement 1D le transport est monomode N = 1). Le Jacobien J
contenant toutes les corelations est alorsegala 1 et lequation DMPK (' 3.24) se eduita
er_ Q@ 1+ )@P ; (3.29)
@L @ @
qui est incependante de la synetrie par renversement du temps. Cette equation est
apparue pour la premere fois dans la literature en 1959 dans le contexte des ondes
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electromagretiques [72]. Cet article, contenant beaucoup de esultats rececouverts dans
les anrees 1980 dans le contexte du transport electronique, est malheureusement rese
longtemps inapercu pour cette communaue.

4, Z 2_
e t=4 +1 ue U =4t

P(;t)= p—
() 2t rJcosh(u) 1 2

»}

: (3.30)

avecu =cosh (1+2 )ett= L=Loc. Ce egime est un peu particulier dans la mesure
al le egime di usif n'existe pas. C'est le cas que I'onetudiera en cetails dans le chapitre
5a propos de la localisation d'un faisceau d'atomes condengses dans un potentiel akatoire.
Notons encore une fois que dans ce cas la longueur de localisation peut étre identiee
au libre parcours moyen. D'autre part, la distribution ( 3.30) possde deux limites simples.

P(T;t)=exp( (1 T)=t)=t (3.31)

dans le egime ballistique (t 1) et

P(InT;t) = pi—texp[ (t+In T)=4t]; (3.32)

dans le egime locali® profondemmentt 1.

3.2.2 Mocles de asordre
Le cesordre est letat naturel du monde, la forme organiee y est I'exception.
Jacques Attali.

Jusqua pesent nous avons garce la discussiona un niveau le plus gereral possibe
sans jamais pecisera quel mocele de desordre on avait a aire. On se propose, ici, de
cecrire quelques mockles de cesordre, avec ou sans corelations, que I'on edtisera par
la suite pour des calculs explicites.

De manere gererale, on mocklise le cesordrea une dimension par un potentiel ex-
erieur U(x) possdant certaines proprees statistiques. La donree de la distribution
compékte de cette fonction akatoire ne sera pas utile par la suite et seules quelques
proprees comme sa valeur moyenne hU(x)i, sa distribution locale P(U), ou encore la
fonction de corelationa deux points hJ(x)U(x%i nous seront su santes. D'autre part,
on ne consicerera que des potentiels akatoires de longueur nid. dans la mesure ai I'on
s'ineresse essentiellement aux proprees de transmission d'une ondea travers uneegion
esordonree de taille L. Lequation d'onde correspondante est lequation de Schredinger

2 A2

E (x)= om a2 X))+ UX) (x): (3.33)

Potentiel d'impurees

Consicerons une srie d'impurees de la forme

2 X
Ux)= — X Xj): 3.34
0= 5 o x) (3.34)
i=1
L'intensie des pics est mesuee par la quantie non akatoire b tandis que les positions
Xn des centres diuseurs sont tiees au hasard de manéere uniforme et cecoreke sur
l'intervalle [0;L]. La densie dimpurees est alors n = N=L et lecart typique entre les
impurees est 1=n .
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La valeur moyenne du dcesordre est

2

. ~°n
hU (x)i = mh (3.35)
et la fonction de corelation
U (x)U (x9 h Ui?2= (~?=m)? (x x9; (3.36)
al
n .
=g (3.37)

Processus gaussien coreé

Un autre mocele couramment utilie est le processus gaussien de moyenne nul (gaussien
signi e ici, comme on le verra un peu plus loin, que les uctuations locales du cesordre
sont gaussiennes). Ce type de desordre corek peut étre geree en convoluart un bruit
blanc (x), h (x) (y)i = (x y), avec une fonctionw(x) d'extension nie.

P2y

Ug(x) = . w(x y) (y)dy; (3.38)

a  est un paranetre caraceristigue du dcesordre dont la signi cation pecise va étre
expliciee plus tard. Si w etait une distribution delta alors Uy serait un bruit blanc
gaussienetendu sur [QL]. Par contre, en utilisant une fonction w(x) de largeur nie, on
introduit des corelations.

A partir de (3.38) il est clair que hUgi = 0. Si le domaine d'inegrationetait in ni on
aurait strictement une distribution gaussienne pour Ug

ug
P(Ug) = 3@"% ; (3.39)
al Z

2= (~2=m)?  w?(x)dx: (3.40)
R

En ¢ nissant la fonction de corelation C par

hUg(x)Ug(x%i h Ugi2= (>=m)>C(x x9; (3.41)
on obtient Z
C(x)= Rdy WX + y) w(y) ; (3.42)
qui a pour tranformee de Fourier
z
E(@= dxC(x)e 9% = jw(q)j?® ; (3.43)
R

al W est la transformree de Fourier dew.
En imposant la condition de normalisation suivante
z
w(x)dx =1 ; (3.44)
R

cela donne une fonction de corelation @3.41) qui est, comme pour (3.36), de la forme
(~*=m)? multiple par une fonction d'inegrale unie ( C(x) dans (3.41)a la place de
(x) dans (3.36)). Ainsi avec la & nition ( 3.38) et la normalisation (3.44), joue, pour le
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cesordre (3.38), le méme r6le quen =I¥ pour le desordre (3.34). Il caracerise I'amplitude
des uctuations locales du potentiel tandis que l'extension typique dew(x) carackerise
les corelations du desordre.
On peut consicerer deux exemples de corelations pour illuster nos propos.
Prenons par exemplew(x) de forme lorentzienne

_1 =2 .
w(x) = — 22+ X2 (3.45)
ou gaussienne
1 x2
We(X)= —p=exp < (3.46)
Cc C

et on note les potentiels correspondantd), et Us. Pour les fonctions de corelation on
obtient respectivement

C00= 55y C@=e 3.47)
c
et
e X*=(2°9) 2225
Ce(x) = ﬁgﬁ; éG(q): e ¥ ¥ (3.48)
¢

Dans les deux cas est la longueur de corelation typique.

Le choix de corelations lorentziennes provient de esultats experimentaux et the oriques
dans le cadre de guides d'ondes microscopiques sur des puces atomiques. Dans ce genre de
situations, des atomes froids sont guices magretiquement sur une pucesp]. Le desordre
provient des uctuations du champ magretique, elles mémes originaires des uctuations
du couranta l'origine de ce champ. Ce dcesordre est typiguement coree de manére
lorentzienne avec une longueur de corelation qui decroit avec la distance entre le gde
magretique et la puce [98, 177, 188 146. Les corelations gaussiennes semblent plus
acacemiques mais en les comparant au cas lorentzien cela permet de dierencier ce qui
est speci que aux corelations lorentziennes des proprees gererales induites par les cor-
elations.

Champ de tavelure (speckle)

Un autre type de desordre extrémement important du point de vu exgerimental ,
dans le contexte des atomes froids, est le potentiel de tavelure (speckle). Celui-ci esh u
potentiel optique cee par un laser illuminant un verre cepoli [ 75, 176, 64]. Le potentiel
Us agissant sur les atomes (interaction lumere-matere) peut étre mathematiquement
ceree de la sorte

__2p - Z L 2
Ows(x V[ ay)+i 20y)ldy (3.49)

al 1 et , sont deux bruits blancs gaussien incependants de moyennes nulles avec
h x) ox%9 = (x x% o( and °=1or2).
On obtient ainsi

Us(x) =

exp( »%) |

2 2 '
a est donre par ( 3.40) (en remplacant w par ws). Cela donnehUsi =2 2 et pour la
fonction de corelation

P(Us) = (3.50)

Cs(x x(ﬁ=; hUs (X)Us(x9i h Usi?

(..Z:m)z

z X (3.51)
=4 dyws(x X%+ y)ws(y)

R
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Contrairement au choix (3.44), ws ne peut pas &tre choisie d'inegrale unie cara cause
de (3.49 c'est impossible au niveau dimensionnelA la place on choisit

c

4

1= gin(X)
. Sy (3.52)

Ws(X) = X

qui corresponda la plupart des situations exgerimentales [L76§ et donne la fonction de
corelation

N in2( X
_ eSiP()
Cs(¥)= ——5" (3.53)
dont l'inegrale est unit et la tranfornee de Fourier est
8
< 1jqg 2 if jgc<2;
Cs() = | (3.54)

0 sinon:

3.2.3 Formalisme de phase

Une technique tes utile pour calculer un certain nombre de quantiesa une dimension
est le formalisme de phase. Cette treorie des perturbations sur la phase aet initalement
ceveloppee par Benderskii et Pastur [30] pour calculer la densie détats inegee en
energie d'une particule dans un potentiel akatoire continua 1d, puis greralisee pour
un mocktle sur eseau avec cesordre corek par Izrailev [92]. Une description cetailee de
cette technique peut &tre trouvee dans [L8] par exemple.

Ici on va utiliser ce formalisme pour calculer la longueur de localisationa hauteenergie
et discuter en particulier comment celle-ci depend des corelations du desordre.

On consickere alors lequation de Schredinger (3.33)a une particule dans un potentiel
akatoire U(z). On pose d'autre part E = ~?k?=2m, ainsi que

g (z) = r(2)sin (2)
: (3.55)
Y2) = kr(z)cos (2)

al r(z) et (z) repesentent I'amplitude et la phase de la fonction d'onde. En inserant
ces relations dans lequation de Schedinger on obtient un syseme de deux equations
coupkes

Y2) = k Zm~fuk(z)sin2 (2) (3.56)
In[r(2)=r(0)] = Ozdt miét) sin2 (2)]: (3.57)

Lequation ( 3.56) ne cepend que de et peut étre esolue perturbativement dans la
limite de hauteenergie E  U(z) en posant (z)= o+ kz+ (2)
Z z
2mU(z)
z)' + kz dt ——
@' o T
Enn, I'exposant de Lyapunov ou inverse de la longueur de localisation est ce nie
par®

sin® (2): (3.58)

%Le facteur 1=2 dans (3.59) n'est pas traditionnel. On choisit cette d nition car on pegre travailler
avec le coe cient de transmission plutét que la fonction d'onde. En e et, si (z) e ™M= 3glorsT =
jitiz e X,
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. : .1 . zj
Zj!Iln:l Hn[r(z)=r(0)]i = > K)jzj = TR (3.59)

soit en injectant (3.58 dans (3.57) et en supposant que la fonction de corelation du
cesordre hU(z)U(2Yi est paire et invariante par translation on obtient

5 Z
(k) = ~TT2 dz % C(2) =

i

m2

~4k2é(zk) : (3.60)

@ C(z) = hU(z)U(0)i est la fonction de corelation du cesordre et € sa transformee de
Fourier.

Notons que la solution (.59 corresponda une fonction d'onde exponentiellement
croissante. En principe, une solution de lequation de Schedinger (3.33) combine des
exponentielles croissante et cecroissante dont les coe cients sont ceduits des conditins
aux limites. Ici, dans la mesure ai aucune condition aux limites n'est impose, seule la
solution exponentiellement croissante survita I'in ni.

La formule (3.60), parfois appeke formule de Antsygina, Pastur et Slyusarev, permet
donc de ceterminer la longueur de localisationa hauteenergie,ie & a I'e et du desordre
est nalement le moins trivial puisqu'il localise une particule alors que classiquement
celle-ci pourrait traverser le desordre sans la moindre di cule. Elle montreegalement g ue
celle-ci decroit avec lenergie, croit avec le desordre et cepend des corelations du cesordre
plutdt que de ses uctuations locales. En particulier elle pedit que si la tranformee
de Fourier de la fonction de corelation s'annule pour certains vecteurs d'ondes, alors
la longueur de localisation diverge. Ce ptenonene, parfois appele \bord de mobilie
e ectif" ("e ective mobility edge") [ 166 92], n'est en fait qu'un artefact de I'approche
perturbative cara une dimension tous lesetats sont localies. En e et un ceveloppement
aux ordres suivants apporte des corrections non nullesa I'exposant de Lyapunov (qui
peuventeventuellement conduirea une cascade de bords de mobilie e ectifs) [L75 80,
123 rendant ainsi la longueur de localisation nie. Bien str, d'un point de vu pratique,
si cette longueur est bien plus grande que la taille du syseme les e ets de localisation
sont presque inexistants.

En n pour compekter cette discussion nous reportons la formuleequivalentea (3.60)
dans le cas d'un moctle unidimensionnel sur eseau de la forme

nt1+ n1=(E+ n) n: (3.61)
Dans ce cas l'exposant de Lyapunov aet calcuk dans 92] et skcrit
= 8(2Jsir$2 ) ; (3.62)
avecE =2cos ,hp  «i = 3 (k) et
X1
"()=1+ (k)cos(2k ) : (3.63)
k=1

3.3 Experiences

3.3.1 Transport par e et tunnel dans les semi-conducteurs amorphes

Une des congquences dramatiques de l'existence detats localises est, comme on l'a
discue peedemment, l'inhibition du transport, du moinsa temgerature nul le. Des que
I'on branche la temgerature les choses se compliquent au sein d'un solide. En particigr
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les vibrations du eseau peuvent cesormais assister le transport par e et tunnel entreetats
localies su samment proches spatialement etenergetiquement (la dierence de nergie
etant compense par les phonons du eseau).

Fig. 3.8 { A gauche : transport par e et tunnel entre etats localies assiste par les phonons
du eseau. A droite : esultats expgerimentaux sur la conductivie en fonction de la temperature
pour le silicon [31].

Ceci conduita une cependance en temgerature de la conductivie touta fait partic-
ulere et connue sous le nom de loi de Mott 140

= oexpl (To=T)*™]: (3.64)

La gure 3.8 montre une illustration du transport entreetats localises par e et tunnel
ainsi que les esultats exgerimentaux de Beyeret al sur le silicon [31]. Pour plus de details
le lecteur peut consulter la revue de Kramer et MacKinnon par exempled9].

3.3.2 Transition d'Anderson

Fig. 3.9 { Resultats exgrimentaux [ 143 sur la conductivie gchelle de droite) et l'inverse de la
susceptibilie delectrique €chelle de gauche) en fonction de la densie de dopants renormaliee
pour un semi-conducteur de silicon doge Si :P.

Le graal experimental de la localisation est bien entendu I'observation de la transition
d'Anderson en dimension 3. Beaucoup d'experiences se sont penchees sur ce probeme
et encore une fois le but de cette partie n'est pas d'en faire une description exhaustive.
On a ckp discue peedemment I'existence d'un bord de mobilie a trois dimens ions,
c'esta dire I'existence d'une valeur critique du desordre ou encore de lenergie & Fermi,
pour que le syseme soit isolant. La gure 3.9 montre les esultats exgrimentaux de
Paalanen et Thomas [L43 sur le silicon dope ai lenergie de Fermi est changee en variant
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la concentration de dopants. Ces kesultats indiquent clairement une transition netal-
isolant mais aucune information n'est disponible au niveau microscopigue puisque seule
la conductivie est mesuee. Ceci constitue donc une observation indirecte de la transition
d'Anderson.

3.3.3 Quelques experiences avec des ondes classiques

Fig. 3.10 { Vagues gereees par les vibrations d'obstacles periodiquement (gauche) ou akatore-
ment (droite) disposs. Figures extraites de [L20.

Bien gu'originellementetude dans le contexte deselectrons dans les solides, le preanene
de localisation d'Anderson a une poree bien plus cererale. L'inerét de cherchera I'ob-
server dans d'autres sysemes ondulatoires est en fait double. Tout d'abord cela permet
de conrmer sa gereralie en montrant qu'il existe a partir du moment ai une onde
est plongee dans un milieu akatoire. D'autre part, les paranetres sont tes diciles a
contréler dans un sysemeelectronique et les outils d'observations sont nalement asez
limies de sorte que seules des observations indirectes de la localisation sont possibles. Les
ondes classiques, comme le son al les ondes d'eau par exemple, sont donc apparues dans
les anrees 1980 comme les meilleurs candidats pour l'observation directe de la localisation.

Fig. 3.11 { Intensie des micro-ondes pour deux modes propres de fequences energies) dif-
Erentes d'une cavie 2D (billard) en pesence de diuseurs akatoirement disposes. (a) f =
3:04GHz : la longueur de localisation est plus petite que la taille du syseme. Letat propre
est donc bien locali®e. (b)f = 7:33GHz : la longueur de localisation est plus grande que la taille
du syseme. Letat parait donc celocalie dans l'espace.

La gure 3.10extraite de [120 montre des vagues d'eaua deux dimensions gereees
par les vibrations d'obstacles periodiquement ou akatoirement disposes. Dans le cas gxi-
odique letat stationnaire obsene est une onde celocalise ( gure de gauche) qui sajuste
aux ceformations (threoeme de Bloch) alors que dans le cas akatoire ( gure de droite)
on observe des vagues localiees dans I'espace.
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Un autre exemple d'observation d'ondes localiees est pesent sur la gure3.11dans
le cas d'ondeselectromagretique micro-ondes15§].

Dans le cadre des micro-ondes, d'autres groupes ontegalement obsene des modes
localies [61, 110 tandis que la localisation de la lumere a fait I'objet de nombreuses
exgeriences concluantes 116, 191, 42, 41, 167, 183 107 ainsi que les ondes sonores6,
189, 197 a ce jour, mais il ne s'agit pas ici de les decrire en cktails.

3.3.4 Expansion d'un condensata 1D en pesence de csordre

Un dernier outil de choix pour letude experimentale de la localisation est desormais
le condensat de Bose-Einstein. Ses avantages sont multiples,a commencer par l'incroy-
able contréle experimental qu'il est possible d'avoir sur lui. En e et, non seulement la
majeure partie des parametres sont ajustablesa souhait : signe et force des interactions
entre atomes, potentiels de pegeage, eseau optigue sous jacent ou non, cesordre arti ciel
extrémement bien contrék... mais les outils d'observation sontegalement extraordinares.
Avec les condensats pas besoin de mesurer des quanties indirectes, comme la conduc-
tance, on peut directement jeter un oeila la fonction d'onde elle méme par de simples
mesures d'absorption.

Fig. 3.12 { A gauche : repesentation sctematique de I'exgerience de Palaiseau $3]. Le con-
densat est cee dans un pege tes anisotrope puis une direction de pegeage est suppneea t = 0.
Le condensat peut alors sktendre dans le desordre jusqua quelques longeurs de localisatior\
droite on peut voir le pro| de densie,a la fois enechelle normale et logarithmique, mesue ex-
perimentalement. Celui-ci montre clairement des ailes exponentielles comme pedit par la keorie

[166].

C'est ainsi que depuis le cebut des anrees 2000 la quétea I'observation de la Ia@disa-
tion d'Anderson dans ce type de syseme a commen@]77, 188, 68, 176, 64, 125, 44, 165
70, 146, 1664 et a trouwe ses premiers grands suc@s ecemment via I'observation directe
I'ondes localises en pesence de desordre33, 167.

Notons cependant que méme si les deux derneres exgeriences ealiees respecivent
a Palaiseau [33] eta Florence [162 sont conceptuellement tes proches, elles n'utilisent
pas le méme type de \cesordre". La premere utilise un vrai potentiel akatoire cr e par
un champ de tavelure (speckle) alors que l'autre utilise un potentiel bichromatigie quasi-
periodique. Dans les faits ceci ne semble pas conduire a des dierences fondamentales
puisque dans les deux cas lesetats sont localies. Et pourtant l'origine de la localisation
est dierente dans les deux cas et seule la premere est une conequence de la localigar
d'Anderson au sens de ptenonene supprine par les e ets d'intererences quantiques alors
qu'il est classiquement autorie. Nous reviendrons en cktails sur cette discussion dans le
chapitre 6 qui est enterement cedea ce probeme.

Pour revenir aux experiences, elles sont conceptuellement relativement simples. On
pepare un condensat dans un pege harmonique que I'on fait disparatreat = 0. En
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Fig. 3.13 { A gauche : Sclema du potentiel bichromatique subit par les atomes. Ceux-ci
se disposent dans les minima locaux dont la position est donree par la periodicie du pemier
potentiel optique qui est bien plus intense que le second. Ce dernier, de fequence immmensurable
avec le premier, ceer une modulation de lenergie sur site qui semble,a premere vue akatoire.

A droite : mesures exgerimentales de la densie d'atomes apes expansion dans : (a) le cas al
lesetats propres sont celocaliss, I'expansion est alors ballistique et le pro | de densie reste de la
forme du pro | d'origine (gaussien) et (b) lesetats propres sont locali®es et I'expansion est abrs
immediatement stoppee.

I'absence de desordre le condensat setalerait donc tranquillement, soit di aux interactiors
epulsives entre atomes, soit dua la pression quantique. L'icee de ces deux exgriences
etait donc de regarder cette expansion en pesence d'un potentiel additionnel en rendant
les e ets d'interaction regligeables, a cause de la faible densie de particules au cours
de I'expansion (ou en utilisant des esonances de Feshbach dans le cas de l'exgerience d
Florence). En particulier si lesetats propres, en pesence de ce potentiel, sont localigon
s'attenda ce que I'expansion soit stoppee au bout d'un certain temps. C'est peciement
ce que ces deux groupes ont obsene (gure.12et gure 3.13.

3.3.5 Expansion d'un paquet d'onde dans un cristal photonique esor-
donre

Exactement le méme type d'exgeriences que celles decrites dans le paragraphe pece-
dent avec les atomes froids ontet eali®es avec de la lumere dans des cristay pho-
tonigues,a la mémeepoque [L0O3 107. Dans ce cas, on envoie un paquet d'onde lumineux
a l'entee d'un cristal tel que celui repesene sur la gure 3.15 La lumére se propage
ensuite de manere libre dans la directionz et par e et tunnel dans la direction x. z peut
alors étre formellement assimiee a la dimension temporelle tandis quex est la dimen-
sion spatiale. On ealise ainsi un mocele unidimensionnel sur eseau. D'autre part, les
barreresa traverser peuvent étre dessirees avec pecision et ainsi &tre chaies akatoires,
eguleres ou quasi-periodiques. Si le milieu est non lireaire on peut méme introduire des
interactions via un terme non-lireaireequivalenta celui de lequation de Gross -Pitaevskii
[78].

En particulier le groupe du Weizmann aetude les cas cesordonres et quasi-geriodiques
en ealisant ainsi le mocele d'Anderson unidimensionnel

X X
H= (jn +1ihnj + jnihn + 1j) + "njnihnj; (3.65)
n n
al ", est un nombre akatoire compris entre 1 et 1 et jni designe letat propre de
I'oerateur position cente sur le site n, et d'Aubry-Ande [ 21]
X X
H = (jn + Llihnj + jnihn + 1j) + cos(2 n )jnihnj; (3.66)
n n

al estle rapport des deux periodicies.
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Fig. 3.14 { Resultats experimentaux et tteoriques en pesence de cesordre [107. (a) bande
denergie et troisetats propres correspondants. En bords de bande lesetats sont localiss alors
gu'il sont celocalises en milieu de bande simplement parce que la longueur de localisatn cor-
respondante est plus grande que la taille du syseme. (b) et (c) quelques etats propres gupks
experimentalement et compaes aux etats pedits par la diagonalisation nurrerique du sy seme
pour le bas et le haut de la bande respectivement.

Fig. 3.15 { Resultats exgerimentaux [ 103 en pesence d'une modulation geriodique mais incom-
mensurable au eseau des barreresAu centre : expansion libre du paquet d'onde.A droite :
I'expansion n'a pas lieu dans le regime locali.

Encore une fois nous gardons la discussion sur les points communs et dierences des
deux moceles pour le chapitre 6.

3.3.6 Transition netal-isolant dans le rotateur pul®

Un autre syseme particulerement ineressant pour letude de la localisation pro vient
du chaos quantique. En 1982, Fishman, Grempel et Prangesf] ont propos une analo-
gie formelle entre la localisation dynamique du rotateur pulse quantique et le modle
d'Andersona une dimension. Sans rentrer dans les details, ce syseme est cecrit par le
hamiltonien suivant

P Xt
H = om + K cos (t nT): (3.67)

n=1

Il repesente, par exemple, un pendule rigide d'angle et d'impulsion p, qui ne serait
soumisa la gravie que periodiqguement et ceci pendant une duee nulle. L& nergie de ce
syseme n'est bien sar pas consenee et pouK su samment grand il est totalement chao-
tique [81]. Dans ce egime, lenergie augmente lireairement avec le temps et I'impulsion
classique di use dans l'espace des phases (dans le egime chaotique tous les tores invari-
ants ont disparu. La dynamique peut alors sktaler sur I'espace des phases tout entier).
Par contre, quand on regarde la dynamique quantique du syseme, on observe qu?(t)i
ralentit sa croissance et tend vers une valeur nie. C'est le prenonene de localisation
dynamique, qui semble en e et equivalenta la localisation d'un paquet d'onde due au
cesordre mais cette fois dans I'espace des impulsions.
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Fishman, Grempel et Prange ont en fait monte que ce mockle etait analoguea un
pseudo moctle d'Anderson dans le sens a lenergie sur site n'est pas akatoire mais
cetermiree par

2_
", =tan =2 ; (3.68)
2
al est une phase constante ebh un hombre entier, qui peut &tre vue comme un nombre
pseudo akatoire distrible de manere lorentzienne p(") = 1= (1 + "?). D'autre part ce
moctle ne se restreint pas aux plus proches voisins mais prend en compte tous les voisin
avec une amplitude qui cecroit, asymptotiquement, exponentiellement.

A ce jour personne n'a encore donre de preuve rigoureuse de la localisation dans
ce syseme mais de nombreux esultats nurreriques suggerent lequivalence avede mod-
ele d'Anderson. Les observations exgerimentales de cette physique sont multiples, par
exemple dans les syemes atomiqueslBg mais aussi les atomes froids1l9.

Fig. 3.16 { A gauche : diagramme de phase du rotateur pul® issu de simulations nuneriques
[43]. Dans ce travail K, qui dsignait I'amplitude des kicks dans (3.67), est remplae par
K (1+ " cos( »t)cos( st)). Les encades correspondent aux distributions d'impulsions exgerimen-
talement mesuees et sont exponentiellement localie dans le egime isolant et gaussienrgans le
egime mnetallique (letat initial est gaussien est augmente sa largeur avec le temps). A droite :
courbes typiques detp?i (en fait une quantie proportionnellea celle-ci) pour trois valeurs de "

Le plus inkressant arrive lorsqu'on commence a rajouter des fequences. En e et,
Casati, Guarneri et Shepelyansky ont propog en 19894 d'introduire une modulation
temporelle de lI'amplitude des kicksK . En introduisant trois fequences incommensu-
rables,a savoir celle des kicks plus les deux autres intervenant dans la modulation de€ ,
ils ont obserne nuneriguement une transition type transition d'’Andersona une valeur
critique de I'amplitude des modulations " de K.

Introduire de nouvelles fequences appara alors comme un moyen de varier la dimen-
sionnalie du mockle e ectif. Cette astuce a ainsiet utilisee exgerimental ement avec des
atomes froids ecemment 3] et analyse treoriquement avec rigueur [L17] a n, non seule-
ment d'observer la transition d'’Andersona trois dimensions, mais aussi de carackeriser
avec grande pecision les exposants critiques.
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Chapitre 4

Oscillations dipolaires d'un
condensat

La main qui fait osciller le berceau gouverne le monde.
Proverbe americain.

4.1 Introduction

lectifs d'un condensat ontetetudes en cetails et ont conrne la validie d e

lequation de Gross-Pitaevskii. Depuis quelques anrees, plusieurs groupes s'in-
eressent aux proprees des condensats dans des potentiels akatoires. Ici nous discains
des experiences sur I'amortissement des oscillations dipolaires d'un condensat dans un
pege harmonique en pesence d'un potentiel additionnel. L'origine de cet amortissement
aee le sujet de cebats pendant quelque temps et en particulier son lien ou non avec
la localisation d'Anderson. Nous montrons ici qu'il n'en est rien et qu'il ne s'agit que
d'une belle illustration de la transition d'un egime stationnairea un egime dissip atif
tependant du temps via lemission d'excitationsekmentaires.

Le probeme est le suivant : plusieurs groupes exgerimentaux 125 44, 46] ont constae

gu'en pesence de dcesordre (essentiellement du speckle) les oscillations dipolaires d'u
condensatetaient amorties et ceci quelque soit I'amplitude du desordre impo<e.

C omme on l'a discue dans la premere partie de ce manuscrit, les modes col-

Fig. 4.1 { A gauche : sclema d'une experience d'oscillations dipolaires en pesence de cesordre.
A droite : esultats experimentaux du groupe de Florence issus de la eErence [ 25. Cette gure
montre la position du centre de masse, au cours du temps, pour dierentes amplitudes du dsordre.

Le principe des experiences, ainsi que des esultats typiques, sont pesenes g la
gure 4.1 Un condensat en forme de cigare est pepae dans un pege harmonique de
fequence longitudinale ! . A t = 0, le pege est soudainement teplae d'une distanced
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induisant ainsi des oscillations du condensat d'amplituded. En I'absence de desordre, les
oscillations ont lieua la fequence du pege et ne sont pas amorties. En passant au centre
du pege, le condensat atteint sa vitesse maximale notev et releea I'amplitude d des
oscillations par conservation de lenergie (%mv2 = %m! 2d?). Par la suite, on comparera
souvent cette vlgessea la vitesse du sort au centre du condensat. Celle-ci est donree par
la relation ¢ = =m a =1 dans le egime de champ moyen 1D et = 1=2 dans le
egime Thomas-Fermi transverse et est le potentiel chimique du condensat au repos.
Initialement, les experiences ont et ealiees dans une fenétre de paranetres tes
restreinte, rendant la compehension globale de la physique di cile. Ces exgeriences oh
etk reprises ecemment dans le groupe de R. Hulet et con rment desormais l'interpet ation
et les pedictions donrees dans l'article 1 de cette these. Dans ce qui suit on donne i
esume succint de notre compehension du ptenornene, renvoyant le lecteura l'art icle 1
[6] pour uneetude plus approfondie. Quelques compements sur le decalage de fegence,
lemission des solitons et les esultats exgerimentaux ecents sontegalement discues.

Fig. 4.2 { Diagrammes de phases des oscillations dipolaires en fonction de la vitesse maximale
v du condensat et de I'amplitude du potentiel additionnel. Le code couleur repesente le rappdr

entre I'amplitude des oscillations nales et d, le deplacement initial du pege harmonique. A
gauche : cas d'une barrere gaussienneetroite dispose au centre du pegeA droite : cas d'un
potentiel akatoire de type speckle. Les paranetres sont donres dans l'article 1.

Letude sysematique du probeme, via des simulations nuneriques de lequation
Gross-Pitaevskii (1.78 ou (1.69), consistantaetudier la dynamique temporelle du con-
densat en fonction de I'amplitude des oscillationsd (c'esta dire la vitesse du uide v),
de lI'amplitude du cesordre et du type de potentiel conduit aux constats suivants.

A basse vitesse { < ¢) ou faibles amplitudes d'oscillations, les oscillations ne sont
pas amorties. Seul un cecalage de fequence est observable. Dans ce egime le condensat
est en fait super uide, selon les crieres exposs dans le chapitre 2. Ceci n'a pas et
obsene dans les premeres exgeriences25 44, 46] car I'amplitude des oscillationsetait
trop grande et le condensatetait donc supersonique.

Au-deb d'une certaine vitesse (v ¢), aia vitesse xe pour une amplitude critique
du potentiel, le syseme emet des excitations de type solitons et phonons et une partie
de lenergie du centre de masse est alors transmisea ces modes. Un amortissement est
ainsi obsene. Encore une fois il faut noter qu'on parle de dissipation méme si lequation
de Gross-Pitaevskii est conservative. En e et lenergie totale est conservee mais pas celle
du mode d'oscillation qui se disperse dans les excitations. C'est pecisemment dans ce
egime que se situaient les experiences pionneres (voir discussiona la n de larticle 1).

Enn, pour une vitesse encore plus grande, les oscillations sont de nouveau non
amorties. On entre dans le egime \stationnaire" quasiment non dissipatif.

En esune ce syseme est une ealisation exgerimentale du mocele de uide expos au
chapitre 2, si ce n'est gqu'on ne parle pas de egimes stationnaires mais d'oscillations non
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amorties. Les diagrammes de phases en pesence d'une seule impuree et d'un potentiel
akatoire (speckle) sont pesenes sur la gure 4.2. Pour une seule impurete nous avons
pedit analytiquement les fronteres entre les dierents egimesa partir du mod ele de
transport cecrit au chapitre 2. Plus de cetails sont fournis dans l'article 1.

Pour valider notre approche nous avons compae les esultat exgrimentauxa une
simulation nunerique utilisant lequation unidimensionnelle ( 1.69 qui est la plus perti-
nente dans les experiences consiceees. L'accord relativement satisfaisant est illugt sur
les gures 4.3

Firenze experiment
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data
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Fig. 4.3 { Position du centre de masse du condensat au cours du temps en pesence de speckle.
Les paranetres du cesordre et des interactions sont pris en accord avec les paranetres exp
mentaux de Florence |25 et de Rice 4. Les lignes correspondent aux simulations nurreriques
de lequation 1D ( 1.69 dans le egime Thomas-Fermi transverse sans aucun pararetre libre.

Nous avonsegalementevalle les seuils d'apparition de I'amortissement dans les con-
ditions de ces experiences qui montrent que quels que soient les parametres chaisglles
etaient toujours dans le egime dissipatif.

En n, en ce qui concerne la localisation d'Anderson une discussion plus pousse sera
donree dans le chapitre suivant. On se contentera ici de dire que I'on trouve exacteent
la méme plenonenologie avec une seul pic qu'avec du cesordre. Le desordre ne domine
donc pas la physique dans ce probeme et si un e et de la localisation existe il est en tout
cas tes indirect.

4.2 [ecalage de fequence dans le egime super uide

L'e et d'un potentiel additionnel dans le egime super uide consiste essentiellement
en un cecalage de fequence comme discue pe@demment. Dans ce qui suit on decrit
comment calculer ce cecalage de fequence par deux methodes independantes et on com-
pare les pedictions aux simulations nurreriques.

4.2.1 Mocle de l'oscillateur perturte

Une technique simple pour ceterminer le decalage de fequence consiste a traiter
lequation du mouvement du centre de masse,
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y
i = (x;t)

2

dV(x)
M ax2

dx

R
a i = xdx etV(x)= Im! 2x2+ V (x), de manere perturbative. Dans ce cas
pecis celle-ci secrit sous la forme

(x;t) dx; (4.2)

z
o? 171 dv
—i= I’ = dxn(x hxi) ——: 4.2
dx2 m ( ) dx (4.2)

Pour des oscillations de faible amplitude, on peut cevelopper l'ogerateur force autour
de hxi = 0. Au premier ordre on obtient un terme proportionnela hxi que I'on peut alors
identi er au cecalage de fequence. D'autre part si le potentiel perturbateur est faible
on peut se contenter d'utiliser I'expression non perturkee de la densie.En rassemblant
toutes les peces on obtient

1 4

b= o ) dxnd(x) VYx) =

! dxndtx) V(x) ; (4.3)

2m!

al ng designe la densie dequilibre non perturtee. Cette expression a cepet e obtenue
par M. Modugno [125a I'aide des egles de sommes et teske pour un potentiel de speckle.

8 fLD 8
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Fig. 4.4 { ProIs de densie du condensat dans un pege harmonique dans les egimes transverse
gaussien et transverse Thomas-Fermia potentiel chimique equivalent. A gauche une bagre
gaussienne est repesenee alors qua droite il s'agit d'une ealisation typique d'un speckle. Ces
gures illustrent le fait que dans le egime Thomas-Fermi transverse la densie decroit de manere
bien moins abrubte que dans le egime gaussien. En particulier la cerivve seconde de la deits
est bien & nie méme dans l'approximation de Thomas-Fermi.

On peut cep noter un prenonene ineressanta savoir que le decalage de fe quence
epend fortement de la courbure du pro| de densike (la cerivee seconde). Si on prend
par exemple un pic tesetroit, le signe du cecalage pourra changer selon la position de
ce pic.

Les gures 4.4 montrent I'allure des pro Is dequilibre selon le egime transverse (HD
(LD) signi e High (Low) Density et correspond donc au egime Thomas-Fermi Transverse
(Champ Moyen 1d) et donca =1=2 (1)). Dans le egime Thomas-Fermi transverse ce
changement de courbure arrive loin du bord alors que dans l'autre cas cela se produitds
proche du bord. Ceci est un probeme majeur si on veut appliquer I'approximation de
Thomas-Fermi sur la densik longitudinale. En e et celle-ci donne pour le pro | dequilib re

no(x)= N (X2 x?%¥ ; (4.4)

a N =31+ 2)=X'2= provient de la normalisation et m! 2X2 =, ce qui conduit
aux cerivees secondes suivantes :

ndtx) = Zl(x2 3= L. (4.5)
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Dans le cas Thomas-Fermi transverse tout va bien : I‘approximation est tes proche
de la ealit et pedit un changement de courbure pour x = X=' 3. L'autre cas est
pathologique puisqu'elle pedit une courbure constante alors qu'en ealie la ceri \ee sec-
onde pesente deux picsetroits de grande amplitude au voisinage des bords. Ceci veut
donc dire que le cecalage de fequence dans ce egime est extrémenent sensible aux
bords. L'explication physique de cette dierence n'est pas tes claire mais vient prob-
ablement du fait que dans ce egime le condensat garde un rayon transverse constant
alors queﬁjans l'autre egime la structure est tridimensionnelle avec un rayon transerse
R, (x) = X2 x2. Cela dit, tant que I'on consicere un obstacle qui ne s'approche pas
trop des bords l'approximation de Thomas-Fermi longitudinale donne des esultats tes
satisfaisant (voir le paragraphe 4.2.3).

4.2.2 Approche hydrodynamique perturbative

En pesence d'un potentiel locali®e, su sammenteloigre des bords, les pathologies
mentionrees plus haut ne sont pas pesentes et on peut obtenir les mémes esultats
a partir d'une approche perturbative des equations hydrodynamiques. Dans le egime
Thomas-Fermi la densit du condensat non perturtee est donree par @.4). Lesequations
hydrodynamiques 1D, en pesence d'un potentiel exerieur su samment lisse pour utiliser
I'approximation de la densit locale, se eduisent alorsa (annexe B)

2

2 12 y2 a a
nix)=! 2 X X dx?2 dx m dx

d
\% (x)& n(x); (4.6)
qui a la structure d'uneequation aux valeurs propres typeequation de Schmdinger.

En l'absence de perturbation il est possible de ceterminer les modes de basseenergie e
leurs fequences en ceveloppant n (x) sous forme d'un polyndéme. Pour le mode dipolaire
la fequence est bien sor! et la variation de densie n(x) = x. Sion pose 2=12+ 12
la theorie de perturbationa I'ordre 1 donne !

Z X

* _ d V(x) d
| 2= 2 2\1= 1 g g .
! N y dx (X X<) n (x) de v n(x); 4.7

et on obtient alors pour ! = L '2—,2
Z
= N o dx (X2 x»)¥ Ix v qx): (4.8)
2m! X

Cette relation estequivalentea celle obtenue peedemment en utlisant I'approx ima-
tion de Thomas-Fermi. Cette approche a le cefaut de regliger les e ets de bords, qui sont
en particulier tes important dans le egime de champ moyen 1d, maisa I'avantage de pou-
voir se gereraliser facilement aux autres modes contrairement au mocele peedemment
expos.

4.2.3 Application au cas d'une barrere gaussienne

Si on consicere une barrere gaussienneV (x) = Voexp( 3x2= 2), au centre du puit,
gui pourrait exgerimentalement &tre ceee par un laser, avec X on obtient facilement

1On note l'importance de la mesure d'inegration qui vient de la relation d'orthogonal  ie des polynémes.
Physiquement elle traduit le fait que daigls le egime Thomas-Fermi transverse la taille tran sverse du
condensat n'est pas homogne R» = X2 x2) alors que dans le egime de champ moyen elle est
constante.
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L= @ 3)2%!”? (4.9)

qui est en excellent accord avec nos esultats nuneriques exposes sur la gure4.5).

Fig. 4.5 { Decalage de fequence calcué nuneriquementa partir de simulations de (1.78) et
(1.69 et compae aux pedictions analytiques (4.9).

D'autre part, I'e et de changement de signe en fonction de la position de la barrere,
qui aee discue peedemment a aussiete obsene nuneriquement en accord avec les
pedictions de (4.3).

4.2.4 Application au cas d'un potentiel cesordonre

Le cas d'un potentiel desordonre est plus subtil puisqu'il faut prendre garde aux
e ets de bords dans le egime de champ moyen 1d. D'autre part, puisque le decalage de
fequence cepend de la ealisation du desordre, il est ineessant de regarder des proprees
statistiques de ce dcecalageA partir de (4.3) on peut calculer la moyenne et lecart type
de ce cecalage :

hij=_* ‘o dxndfx) v (x)i =0 ; (4.10)
ST 2m! 0 S '
ZZ
h(! )%= le!z . dx dy n3¢x) ndfy) hv (x)V (y)i : (4.11)
Notons que la moyenne du decalage est nulfe meéme sihv(x)i & 0 car ng(x) est

synetrique.
L'accord entre ces formules et le nunrerique est tes bon comme on peut le voir sur la
gure 4 de l'article 1.

2Dans [46] des mesures de! ne montrent aucun decalage de fequence signi catif. Ceci n'est pas en
cesaccord avec notre approche puisque la grande densie de pics dans cetravail rend lequation ( 4.10)
auto-moyennante.
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4.3 Nuckation de solitons dans le egime apendant du
temps

Letude du egime cependant du temps est plus celicate dans le sens ai il n'est plus
possible decrire analytiquement la fonction d'onde du condensat. En e et celle-ci peut
devenir fortement iregulere au cours du temps et de ce fait totalement impedictibl e.
Malge tout, quelques simulations nuneriques sont bien entendu possibles et toujous les
bienvenues pour permettre de comprendre la physique qui est en train de se produire.

= 1| V=09 Vyme0.24  gN=500 | 0.045 = ‘ ‘ ‘ ‘ numle,_ic‘s
=4 W\ 0.041 m analytics
|

0 ooask /m(’\‘ F\
2 01f /=08 J 003/ \‘ \ \‘ | “
z - | ‘ ‘ ‘ \
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Fig. 4.6 { A gauche : densie du condensat au cours de la premere oscillation pour dierentes
valeurs de I'amplitude initiale (ou vitesse de passage au centre). La perte de super uiditest ici

clairement illustee par la pesence de solitons dont le nombre depend de la vitesse d condensat.
A droite : comparaison entre la densite extraite de la simulation nunerique et une superposition
de solutions solitons (1.100 moduke par le pro | Thomas-Fermi.

La gure 4.6 montre par exemple la densie du condensat au cours de la premere
oscillation pour di erentes amplitudes initiales, c'esta dire dierentes vitesses d e passage
au centre.v=c = 0:6 est au dessus mais tes proche du seuil d'amortissemen cette
vitesse on observe I'emission d'un premier soliton qui emporte avec lui une partie de len
ergie appartenant initialement au mode d'oscillation du centre de masse. Cette energie
etant prise, la vitesse globale du condensat diminue et I'amortissement cesse. On observe
alors le condensat qui oscille et le soliton qui se ceplace en son sein. Sa dynamique n'est
pas trop complexe. Il rebondita I'approche des bords lorsque sa densit touche zrotese
modi e Egerementa la traveree de l'obstacle. Le mouvement d'un soliton pege dans un
condensat est bien connuis, 137, 38] et a m&émeet obsene exgerimentalement ecem-
ment dans un condensat peg R6]. Ceci con rme donc notre image de I'amortissement
lea lemission d'excitations.

A mesure que la vitesse augmente, le nombre de solitons emis augmente et ceux-
ci commencenta interagir les uns avec les autres, rendant la dynamique compktement
chaotique®.

Notons cependant que ces kesultats nuneriques sonta consicerer comme qualita-
tivement correctes mais problabement pas quantitativement. En e et dans ce egime le
condensat commencea chau er et une fraction thermique non regligeable 124, 63] com-
mencea se manifester. Dans ce cas lequation de Gross-Pitaevskii sort malheureusement
de son domaine de validie mais les grandeurs seuils sont a priori cecrites avec pecisn
par cetteequation.

3Dans le cas des solitons brillants il aee monte dans [ 129] que la dynamique devient plus complexe
au-deh de deux solitons.
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4.4 Resultats exgrimentaux ecents

Tout ce qu'un homme peut imaginer, un jour d'autres hommes le ealiseront.
Jules Verne.

Suitea nos travaux sur les oscillations dipolaires, le groupe de R. Huleta Houston a
cecice de reprendre les exgeriencesa ce sujet, enelargissant la fenétre des paragtres.
C'est ainsi qu'ils ont ecemment \erie le diagramme de phase propo% ainsi que le ne-
canisme de dissipation paremission de solitons. Leurs esultatsj9] sont pesenges sur les
gures 4.7 et 4.8.

Fig. 4.7 { Diagrammes de phases expgerimentaux pour une impuree gaussienne @ gauche) et
pour un potentiel de tavelure @ droite). Notons que la quantie dessiree en couleur necorrespond
au facteur de uidie mais au taux d'amortissement des oscillations obtenu par un ajustement des
donrees experimentalesa la trajectoire d'un oscillateur amorti hx(t)i = de ¢ cos( t+ ).

Fig. 4.8 { Position du centre de masse au cours du temps en pesence d'une impuree gaussienne.
Les encades montrent la densie du condensata dierent temps et indique clairement | Emission
de solitons dans le regime d'amortissement.

Non seulement I'existence des trois egimes de transport aet \eriee qualitati vement
(gure 4.7) mais en plus I'accord est quantitativement tes satisfaisant en ce qui concerne
les fronteres entre les phases. Des calculs plus pecis, avec leur jeu de paratres experi-
mentaux, sont en cours dans notreequipe.A notre connaissance, il s'agitegalement de
la premere preuve experimentale de I'existence d'un egime super uide, en pesence de
esordre, avec un condensat gazeux.

Le mecanisme d'amortissement paremission de solitons est illuste sur la gure 4.8
al I'on peut voir la densie du condensata dierentesetapes de sa dynamique.
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Ces esultats experimentaux consituent un \eritable aboutissement de notre travail
treorique, illustrant de ce fait la possibilie de travailler enetroite collaborat ion avec les
experimentateurs dans le domaine des atomes froids.

4.5 Remarque sur la synetrie du diagramme de phase en
pesence de csordre

En regardant les diagrammes de phases pesenes dans l'article 4 (et sur la gurd.2),
on peut constater une dierence qualitative entre le cas d'une seule impuret et celuid'un
potentiel desordonre. En e et, la frontere super uide est asynetrique dans le premier
alors gu'elle est synetrique dans le second cas. Ceci est en fait un e et doa la taillenie
du condensat et au criere de Landau local.

Pour une seule impureg, on a vu au chapitre peedent que, selon son signe, la densie
pesente un trou (cas epulsif) ou une bosse (cas attractif). Dans le cas epusif, la densie
cecroit au voisinage de l'obstacle, rendant le super uide plus fragile. La vitesse critique
est alors plus faible que dans le cas attractif ai, au contraire, la densie augmente. Ceci
explique alors l'asynetrie obsernee sur la gure 1 de l'article 4 (gure 4.2a gauche).
Notons par ailleurs que nous avons ici reglige les e ets de normalisation de la densie
En e et, si un trou de densie apparait, la conservation du nombre de particule implique
gue la densit, loin de l'obstacle, soit Egerement augmente.

Si cet e et reste regligeable en pesence d'une seule impuret, il n'en est plus de méme
en pesence de desordre. Un potentiel epulsif induit des trous de densies sur I'engmble
du condensat. La densie moyenne doit alors étre renormaliee. Ainsi, I'e et d'un potentiel
epulsif devient analoguea celui d'un potentiel attractif,a cause de la conservation du
nombre de particules. C'est pourquoi le diagramme pesent sur la gure 3 de l'article
(gure 4.2a droite) est synetrique par rapport au signe du desordre.

4.6 Atrticle 1 : Dipole oscillations of a Bose-Einstein Con-
densate in the presence of defects and disorder
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We consider dipole oscillations of a trapped dilute Bose-Einstein condensate in the presence of a
scattering potential consisting either in a localized defect or in an extended disordered potential. In both
cases the breaking of superuidity and the damping of the oscillations are shown to be related to the
appearance of a nonlinear dissipative Bow. At supersonic velocities the Bow becomes asymptotically
dissipationless.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.100.250405 PACS numbers: 03.75.Kk, 05.60.Gg

One of the most spectacular consequences of phageehension of the latter, and stresses the generic aspects,
coherence and interactions in condensed matter is supdeading to a unibed picture of dissipation (as illustrated in
Buidity, a direct manifestation of which is the capacity of aFig. 1). We bnd that in both cases there exist SF undamped
Buid to move without dissipation. According to the stan-oscillations at small amplitudes. As the amplitude of os-
dard Landau criterion, the superRuidity (SF) of a uniformcillation (or the typical size of the perturbation) increases,
Row of, e.g., liquid*He, or a Bose-Einstein condensate the system enters a dissipative regime of damped oscilla-
(BEC) will be broken if an obstacle moves through thetions where solitons and phononlike excitations are emitted
Ruid with a speed higher than a critical velocity. Inthe  (this regime was recently studied experimentally in
case of a BECvL is the sound velocity. Though this Ref. [5] for a moving obstacle). In the case of a super-
property has been explicitly checked4He [1] and in a  imposed disordered potential, this dissipative or resistive
BEC Row P] in the presence of small impurities, experi- phase, where nonlinearities of the system play a crucial
ments in superRuitHe (see, e.g.,3]) and more recently in  role, has no relation with (Anderson) localization.

BEC [4,5] have shown that the critical velocity for break- The system considered is a weakly interacting BEC
ing SF is generically lower thamk, due to phase slips conbned in a cylindrically symmetric 3D harmonic poten-

induced by vortex (or soliton) emission, as originally pro-tial m! 2r3 ! 2x2 =2 in presence of an additional po-
posed by Feynman. tential U x . In the limit of a highly anisotropic trap,
Collective oscillations of BEC conbned by harmonic! , ! «, the transverse conbPnement is such that the

traps offer new opportunities to explore the central quesguasi-1D regime can be reached. It is important to note
tion of the breaking of SF and of the origin of drag andthat for moderatd) x (even a disordered one) the phase
dissipation in quantum liquids and gases. In a recent seriepherence of the system is preserved as demonstrated in
of experiments, damping of the oscillations (such as dipoleRefs. B,11]. The system is thus accurately described by a
guadrupole, or Bloch oscillations) in the presence of alD order parameter x;t, depending on a single spatial
single localized scatterer6], and disordered 7B9] or
quasiperiodic 0] superimposed potentials has been used
to investigate different dynamical regimes, including the
possibility of a Bose glass, (Anderson) localization or other
possible phases. These investigations have clearly shown
the experimental relevance of analyzing transport proper-
ties of BEC via the damping of collective excitations.
However the connection of the damping with localization
properties still remains to be claribed.
Our purpose here is to provide a global analysis of the
damping of dipole oscillations in the presence of a single
localized scatterer or a disordered potential. We consider
the regime where the experiments have been realized up to

now, 1.e., a quasi-1D geqmetry Wh_ere the chemical po_tenFIG. 1 (color online). Dynamical regimes for dipole oscilla-
tial is larger than the typical amplitude of the perturbingiong in presence of a localized Gaussian defect. The plot
potential. The reason why we treat together the localizegepresents the Buidity factor (see text) computed after a time
defect and the random potential is that, qualitatively, sevt, 25 2=! . The yellow (light gray) region correspond to

eral of the main features of the dynamics are contained iiero damping (  1). The dashed lines are analytic determi-
the former case. Its analysis therefore facilitates the comations of the frontiers between the different regimes.

0031-900%08=100(25¥250405(4) 250405-1 2008 The American Physical Society
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coordinatex along the axial direction of the trap. x;t condensate is only locally perturbed in the vicinity of the

obeys the nonlinear Schiimger equation12,13] defect: a dip or a peak appear in the condensate density for
Uy > 0andUg < 0, respectively [see Fi@(a). These are
i@@— @ @ m, %2 Ux 2@, an characteristic features of a superf3uid 3ow, with no energy

@t 2m @x 2 dissipation, nor drag exerted4], and with no damping of

(1) the oscillations (perfect transmission through the scatterer
potential). In this regime, a perturbative treatment of

Here,n x;t j  x;tj?is the condensate density per unit Eq. (1) and a local density approximation yield a conden-

of longitudinal length an@ > 0 is the 3Ds-wave scatter- sate density of the form

ing length. In the low-density regime (LDRn 1) the

density proble in the transverse direction is Gaussian nx;t Nx X 1 n xt:; (2)

shaped and 1, whereas  1=2in the opposite high

density regime (HDRan 1) where the Thomas-Fermi \yith

approximation holds for the transverse degree of freedom.

Equation ) does not account for transverse excitations 2m £ 1 o

which may be relevant in the HDR. We checked that it n xt @ dye "YUy, )

nonetheless gives an excellent account of the experimental '

result on dipole oscillations of the Florence and Rice a0 mic2 21122 ¢ peina the unperturbed local
groups [,8] performed in the HDR. W @/t Xl ™ Cobeing unpertd

After preparing the condensate in the ground state of thgound velocitymeg 2 @, angx X . The accu-

trap [with densityn x , chemical potential and, at the racy of this approximation is shown in Fig(a); it is well

center of the cloud, speed of sound =m 7], dipole Lﬂﬁ;ﬁeg@ zlf T\L,Jv?]:n @ 11[13]\/\/2?13 if Ll’ or
oscillations are excited by a sudden displacendgruf the For weak defect potentialgq] _and if the TF size

harmonic potential. FAJ x  Othe center of mass oscil-
lates freely with frequency ,, and acquires a velocity

! «do when passing through the origin. The time evolution
of the density readsa x;t ngx X; where X;
docos! ,t is the position of the center of mass. For a
Pnite U x , which is turned on simultgeously with the

L is large compared to the dipole oscillation amplitude, the
center of mass positio¥; can be computed analytically. To
lowest order, the solution of the small-amplitude lineariza-
tion yields X; dgcos !, ! t where the defect-
induced frequency shift reads

sudden displacement of the tra, & zxnx;tdxis 1 Z1 dng x dU x

computed numerically up to a timg chosen such that ! 2m!, 1 X dx dx )
Xi>t, assumes an oscillatory pattern of roughly constant a p _
amplitude which we denote;. In order to measure the This gives! 4 3 $E!L m foraGaussian

damping of the dipole oscillations we debne a Ruiditydefect, in excellent agreement with our numerical results.

factor ds =dy ( 1in the absence of damping and Hence the analytical evaluations of the density proRJe (
I 0 for strong damping).
Localized defect. We start by considering a Gaussian-

shaped defedt) x  Ugexp x?=2 2. The Ruidity fac-

tor is plotted in Fig.1 as a function of the normalized

defect strengtlUy,= and velocityv=c ! ,dy=c. The

numerical calculations were performed for a BEC in the

LDR with chemical potential 40@ , selected to have

a Thomas-Fermi like density-proble along the axial direc-

tion. In this casengx N Ljx L2 x2¥

where the factoN  normalizes the density to the number

Bf atomsN, x is the Heavyside step function ahd

2=m! 2 is half the longitudinal size of the condensate.
The parameters ard 1.5 10* 8Rb atoms,! ,
2 D 9s! 1 ,=10and 0:28 m, where
@ 2m is the healing length at the center of the conden-
sate. The qualitative structure of Fibis generic and does FIG. 2 (color online). Density proble after a time 3=4
not depen'd on the specibc values oand , and is also 2:!. for Ug= . 0:24 at different initial velocities:
observed inthe HDR (| 1=2). (@v=c 01, (b)v=c 067 (c)v=c 12, (d)v=c 25.

In the deep subsonic limit=c 1, the Gaussian scat- The conbning potential is represented as a full (red) curve. Insets
terer induces no observable damping of the dipole oscilblow up the density around the defect. (Other parameters as in
lations. Numerical results show that the oscillatingFig. 1)
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and of the center of mass motion conbrm the superf3uid 4m U X .

behavior of the oscillations in the deep subsonic regime. N Xt @ XX Imfe* 3 g (6)
The situation changes as the velocity increases at bxed

Up= orasUg= isincreased at constant velocity. In the

former case, at some critical velocity, v ¢, that

depends on the strength of the defect potential, the syste

looses SF, damping is observed and the Ruidity faCtOBmount of which decreases at large velocityl (L ).

diminishes. Using a local Landau criteriatf] we identify . o2
the border between the SF and this OOdissipative region(?g)The frontier between the dissipative and the quasi-ideal

) ; g?o% can be estimated by studying the related problem of
the locus of points where the maximum local condensat% homogeneous condensate Rowing through a barrier po-
velocity v x;t equals the local speed of soundk;t tential [16]. In this simplibed conbguration it is possible to

2 @,=m*'?anxt =2 The former can be computed getermine analytically the velocity at which the system

from mass conservation and EcR).(For an impurity ndergoes a transition from a local perturbation to an

localized ax O 'this yields irregular Buctuating density probl&3]. We bnd that this
estimate bts very well the numerically determined super-

whereU is the Fourier transform df). This form indeed
corresponds to almost perfect transmission, with small
BRexion on the defect (see the inset of F2gd)], the

Ve 1 2 = i U.s O sonic frontier (see Figl). This stresses the qualitative
c Ne ! 0= ™ ) similarities between Fidl and the phase diagram obtained
Ve for a defect moving through a homogeneous 3dig|14)].

c Lt Uo<0; Interestingly, the existence of the three regions (SF, non-
linear dissipative, and quasi-ideal weakly-damped) has
where n . is the factorn x;t [Eq. (3)] evaluated when ]E:)ee;?nr%c;ntg observed experimentally for a localized de-

X X .O' The onver dashed I'|nes in Fid. s_how tha_t Disordered potential. &eeping the same parameters as
these estimates coincide well with the numerical Dndlngs1h Fig. 1, we now replace the single localized impurity by a

f th; tzgﬁgitserg (te;éir?rghrﬁ ?;]ssg):;tl\g? :jegr[r:e,tr(]) nep?;@sordered potential and compute, as before, the Buidity
ew gray Sol N € detect curing the actor as a function of velocity and of the intensity of the

o;cillations, as well as some phononl_ike excitations_ [Se?now random) potential. Figur@ corresponds to the case
Fig. 2(b)l. As tlme goes on, the mteract!ons of the SOI'tO.nswhereU X is an optical speckle potential of mean valuie
among them, with the defect and with the phononhkewi,[h a correlation length, such that.=l, 30, typical of

excitations produce time-dependent Ructuations of th%xperimental conbgurationd ). The picture is generic

shape. During this process the condensate does not loo fid does not depend on the details of the disorder. The

phase coherence, but the center of mass motion Ioos?ﬁain result that emerges from the comparison of Figs.

collectivity, part of the kinetic collective energy being and3 is that, in the weak-disorder limitUs 1), the
transformed into density Buctuations. The damping pro- lobal properties of the damping phase diagram are quali-

cess continues until the center of mass velocity becomet tively similar in both cases. The same three phases
comparable withv. Thereupon, though presenting local observed for the localized defect are again present.

den3|ty Buctua_tlons, the ampllltude Of. th_e o§C|IIat|o_ns "®However, their relative importance is quite different. One
main constant in time. Deeper in the dissipative regime, a

: e . ; Bpserves a considerable shrinking of the SF and quasi-ideal
increased emission of gray solitons and phononlike exci-

tations is observed, leading to a massive distortion of th%v etakly damTphed regionf, Cc;m.r,:ﬁ red to tthte ?honli_n eac;jdiSSi'
initial condensate proble [see FR(c)]. The BEC enters a alive one. The symmetry otwith respecttothe sign
strongly irregular time-dependent regime, the collectivity
of the dipole motion is totally lost, and the damping
increases drastically.
Finally, at sufpciently high supersonic velocities, a dif-
ferent phase is reached where the damping tends again to
zero (! 1). In this regime, that we denote as OOquasi-
idealO0, the kinetic energy of the condensate is large com-
pared to the strength of the external potential, and inter-
actions tend to be negligible. We bnd, in agreement with
previous theoretical studied314], a strong suppression
of dissipation as the velocity increases. The condensate
density is again only locally distorted in the vicinity of the
defect (cf. Figure2(d)]. This local distortion is very well
described by applying the combination of perturbative and
local density approach already used in the SF regime. ThelG. 3 (color online). Fluidity factor of dipole oscillations in
density is of the same form as in EQ) (with here [L3] presence of a speckle potential.
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Z  dxdx® d2ny x d2ng x°

-
i
RzAm?l 2 dx?2  dx®

HJ x U x%i;

(@)

where h..i denotes ensemble average. For snhdd
Eq. (7) is found to be in very good agreement with nu-
merical integration of Eqg.1), as seen in Figd.

To conclude, we have presented a comprehensive picture
of the damping properties of dipole oscillations of BEC in
the presence of a scattering potential. Strong analogies are
stressed between different types of potentials. Three differ-
ent phases are shown to exist: superf3wiec(< 1), non-
linear dissipative(=c 1) and quasi-ideaM=c > 1). The
mechanism that breaks SF and leads to damped oscillations
is shown to correspond to a generic onset of dissipation

FIG.4 (color online). Relative standard deviation which, in the presence of disorder, is unrelated to localiza-
I'«*h! %2 as function of average speckle intensity. Thetjon properties. As the strength of the disorder potential
analytical results correspond to Eq).(The insets compare jcreases the nonlinear dissipative phase occupies most of

numerical and analytical frequency shifts for different realiza-
tion of disorder foru= 0:035in the HDR and LDR.

the phase diagram. Our bPndings allow us to give a simple

interpretation of experimental results.

This work was supported by Grants No. ANR-05-Nano-
is greatly enhanced in the disordered case (B)jg.We  008-02 and ANR-NT05-2-42103, by the IFRAF Institute
interpret this as an effect of particle number conservatiorand by the Alexander von Humboldt Foundation. We are
[18]. grateful to L. Sanchez-Palencia for discussions.

In the presence of disorder, important experimental
efforts have been undertaken for understanding the pos-
sible connection of damping of dipole oscillations with
Anderson localization. Our analysis shows that damping [1]
occurs in the dissipative phase. However, the dissipative
mechanism observed in this phase isNas in the case of a 2]
localized defectNconnected to the loss of collectivity due [3]
to the emission of solitons and linear excitations, and not to
a localization phenomenon. From what is known in the [4]
case of a homogeneous Bow, genuine Anderson localiza-[5]
tion might only occur in the deep supersonic regime
v=c 1 [19. Without going into a detailed analysis of [6]
the experimental results7B], let us mention that the
displacement of the harmonic potential (arof@d m) [g}
used at Rice University gives=c  2:8, while the lowest [10]
speckle height considered = 0:04, which locates [11]
the system in the dissipative phase (under the experimental
conditions, we Pnd that at=c ~ 2:8 the dissipative phase [12]
border is atU= 0:008. Similarly, from the data pub-
lished in Ref. f] our analysis shows that the experiments at[13]
Florence were also performed in the supersonic dissipative
region. These simple remarks explain the experimentally[14]
observed damping, and locate the experimental conbgurddS]
tions in a regime where the effects of Anderson localizationl?
are at best indirect.

In the subsonic SF regime it is possible to compute the
frequency shift due to the disordered potential similarly asyy7]
in the one-peak case. The approach is found to be equiva-
lent to the sum rule approach developed 7h One can  [1g]
also derive a simple relation for the variance of the fre-[19]
guency shift:

250405-4

D.R. Allum, P.V.E. McClintock, A. Phillips, and R.W.
Bowley, Phil. Trans. R. Soc. 284, 179 (1977).

A.P. Chikkaturet al, Phys. Rev. Lett85, 483 (2000).

J. Wilks, The Properties of Liquid and Solid Helium
(Clarendon, Oxford, 1967).

S. Inouyeet al, Phys. Rev. Lett87, 080402 (2001).

P. Engels and C. Atherton, Phys. Rev. L&if, 160405
(2007).

C. Fortet al, Phys. Rev. Lett95, 170410 (2005).

] J.E. Lyeet al, Phys. Rev. Lett95, 070401 (2005).

Y.P. Chenet al, Phys. Rev. A77, 033632 (2008).

S. Drenkelforthet al, New J. Phys10, 045027 (2008).
J.E. Lyeet al, Phys. Rev. A75, 061603(R) (2007).

D. Clement, P. Bouyer, A. Aspect, and L. Sanchez-
Palencia, Phys. Rev. &7, 033631 (2008).

A.D. Jackson, G. M. Kavoulakis, and C. J. Pethick, Phys.
Rev. A58, 2417 (1998).

P. Leboeuf and N. Pavloff, Phys. Rev. 84, 033602
(2001).

N. Pavloff, Phys. Rev. /66, 013610 (2002).

V. Hakim, Phys. Rev. B5, 2835 (1997).

6] In the deep supersonic regime the moving condensate can

be considered in the vicinity of the obstacle as a stationary
homogeneous Row because the defect produces only a
local perturbation; see Eq6)

The intensity of the potential is usually characterized by
Up 2Uj[7.8].

M. Albert et al. (to be published).

T. Paul, P. Schlagheck, P. Leboeuf, and N. Pavloff, Phys.
Rev. Lett.98, 210602 (2007).



CHAPITRE 4. OSCILLATIONS DIPOLAIRES D'UN CONDENSAT 112

112



Chapitre 5

Transport d'un faisceau d'atomes
conden®s en pesence de asordre

Le vrai caractre perce presque toujours dans les grandes circonstances.
Napokon Bonaparte.

5.1 Introduction

n‘estevidemment pas proprea la physique des condensats de Bose-Einstein, et

peut étre adresee de manere bien plus grerale (voir [67, 10, 168 163 73,
25], par exemple). Cela dit, ces sysemes pesentent un certains nombres d'avantages
non regligeables tant du point de vue theorique qu'experimental. Ce sont des sysemes
parfaitement colerents de phase que I'on peut cecrire avec relativement peu de paranetes
et des concepts de physigue & une particule",a savoir lequation de Gross-Pitaevskii (dans
le egime de champ moyen). D'autre part, ces mémes paranetres, comme l'intensie des
interactions entre particules, le desordre, la dimensionnalie, peuvent étre contokes de
manere exceptionnelle dans les exgeriences d'atomes froids. On se trouve alors au paradis
méme du theoricien puisque dans ce domaine les exgerimentateurs peuvent ealisedans
un celai souvent assez court, nos réves les plus fous.

Dans le cadre de la theorie de champ moyen, dont la validie aet discute dans les
chapitres peedents, I'e et des interactions se traduit par la non lirearie de I' equation
de Gross-Pitaevskii, celle-ci pouvant cependre de la dimensionnalie, de la forme des
interactions, etc ... Par la suite on discutera essentiellement le cas unidimensionneiu
des approches analytiques et nurreriques sont relativement simplesa mettre en oeug,
mais il est fort probable que les e ets en questions restent qualitativement corrects en
dimensions sugerieures. Par ailleurs, on se limite au egime de faible desordre de sorte
gue la localisation induite par le cesordre, ne soit que de nature intererentiele.

Pour caraceriser la localisation, on regarde ici les proprees de transport d'un con-
densat unidimensionnel in nia travers un egion desordonree de taille nie L. Ainsi,
notre mesure de la localisation sera la transmission plutdt que les etats propres d'un
syseme in ni. Notons tout de méme que, dans ce cas, la transmission n'est pas simple
a e nir. En e et, la non-lirearie de lequation cetruit le principe de s uperposition et
il est alors impossible de ®parer une onde incidente d'une onde eechies car cellesi
interagissent entre elles. Ceci entraine en particulier une di cule, jusque & non esolue,

a comprendre le lien entre etats stationnaires de di usion et dynamique d'un paquet
d'onde, qui, dans le cas lireaire, s'ogere via une simple transformation de Fourier. Pour
e nir la transmission il faut alors faire appela des approximations, qui seront discuees

I a question des e ects d'interactions sur le ptenorrene de localisation d'Anderson
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dans la premere partie de l'article 2 [144] ainsi que dans 146, 145 par exemple.

1 particule classique

> *—>
1 particule classique
. ENUW ATy P
e 1 particule quantique
WAV
1 particule quantique - S

VAV

N particules quantiques superfluides

N particules quantiques superfluides w ’7

Fig. 5.1 { Repesentation scrematique de la guestion des e ets d'interactions sur le transport
d'un condensat en pesence de cesordreA gauche : condensat super uide arrivant sur un ob-
stacle simple : la transmission est parfaite si la vitesse est plus faible que la vitesse cqtie alors
gu'une particule classique n'aurait pu le traverser. Dans ce cas, les e ets ondulatoires assisten
la transmission. A droite : une particule classique ou quantique arrivant avec une tes grande
energie sur une egion cesordonree. Alors que la particule classique traverse sans probme, la
particule quantique est pratiquement totalement eechie. Dans ce cas, les e ets ondulatoires
cetruisent la transmission. La dernere image pose nhalement la question de la transmission d'un
super uidea travers une egion cesordoreee, | conducteur de cette these.

Fig. 5.2 { Diagramme de phase en pesence d'un potentiel cesordonre de type3.34), en fonction
de la vitesse du uide et de la longueur de lechantillon desordonre. Le code couleu symbolise
le pourcentage de solutions stationnaires sur un ensemble de con gurations de cesordre. Les
fronteres entre les dierents egimes sont discues dans le texte.

Globalement, l'image gererale du transport, telle qu'elle aet discuke dans le ¢ hapitre
2, reste valable en pesence d'un potentiel akatoire (de taille nie). A basse vitesse on a
donc le egime super uide, ai la transmission est parfaite et la localisation ne se mani-
feste absolument pas. Au contraire,a tes grande vitesse, les e ets d'interaction tendem
a disparaitre d0 a lenergie ciretique tes grande mise en jeu. La prenonenologi e de
lequation de Schredinger est alors retrouwee et donc la localisation d'Anderson par la
méme occasion. Entre les deux se trouve encore ce egime cependant du temps. Pour
l'instant peu de choses sont connues dans ce egime a méme la validie de lequationde
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Gross-Pitaevskii unidimensionnelle peut étre discuee $3]. Ce que lI'on peut dire est que
nuneriguement aucune trace de la localisation n'y aet trouvee dans la mesure ai la
transmission cecroit lireairement avec L (T Lo=(Lo + L)) [145. Qualitativement, on
peut imaginer que duea l'emission continuelle de solitons et autres excitations, les e ets
d'interbrences sont rettoyes et la localisation avec. L'existence de ce egime constitue
I'e et le plus spectaculaire des interactions sur la localisation dans le sens au, eentrant
dans ce egime, la localisation est cetruite. Le diagramme de phase, pour un type de
esordre particulier, est repesent sur la gure 5.2 mais ce esultat est qualitativement
cereral et ne cepend donc pas du mocele de desordre utilise.

Les cktails de la physique en question ainsi que les fronteres entre les domaines sont
discues dans les articles 2 144 et 3. Notons tout de méme la dependance non triviale
des fronteres entre les domaines en fonction de la longueur de lechantillon desordoren
Pour le cas super uide on verra que ceci est rele aux proprees du maximum d'un
potentiel akatoire alors que dans le cas supersonique il s'agit d'une marche au hasard de
la pseudo-particule dans le potentiel e ectif (2.19).

5.2 Atrticle 2 : Anderson localization in a weakly interacting
one dimensionnal Bose gas
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Anderson localization of a weakly interacting one-dimensional Bose gas
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We consider the phase coherent transport of a quasi-one-dimensional beam of Bose-Einstein condensed
particles through a disordered potential of lengtlAmong the possible different types of Row we identibed
T. Paul, P. Schlagheck, P. Leboeuf, and N. Pavloff, Phys. Rev. 88t210602 2007 , we focus here on the
supersonic stationary regime where Anderson localization exists. We generalize the diffusion formalism of
Dorokhov-Mello-Pereyra-Kumar to include interaction effects. It is shown that interactions modify the local-
ization length and also introduce a length schlefor the disordered region, above which most of the
realizations of the random potential lead to time-dependent Bows. A Fokker-Planck equation for the probability
density of the transmission coefbcient that takes this effect into account is introduced and solved. The theo-
retical predictions are veribed numerically for different types of disordered potentials. Experimental scenarios
for observing our predictions are discussed.

DOI: 10.1103/PhysRevA.80.033615 PACS numbess: 03.75. b, 05.60.Gg, 42.65.Tg, 72.15.Rn

I. INTRODUCTION tic speed in the system, the speed of soands mentioned
above, when the speaddof the BEC relative to the external
The absence of diffusion of waves in disordered medigootential tends to zero, the addition of a weak random poten-
was predicted by Anderson 50 years aga Originally pro-  tial preserves superBuidity, although with a reduced super-
posed in the context of electronic transport in disorderedduid fraction. What happens asincreases? This question
crystals, it has since been observed for different types ofVa@s investigated in a previous publicatiot4, where the
waves, including light and sound. Recently, direct observadisordered potential, of length, was modeled by a series of
tions of the Anderson localization by disorder and of a 'andomly located delta peaks. For small velocitbs 1,
localization transition by quasiperiodic potential8 of perturbation theory shows that the superuidity is preserved,

L : e.g., the Bow is dissipationless and with a perfect transmis-
quasi-one-dimensionalD matter waves of ultracold atoms slj_on. In contrast, in the high speed linvitc 1, where the

vwzftirgnr%??]r(taw. Eﬁiﬁ]iﬁge;rﬂegﬁzgi\gvtmerYtV?%t|% :]hes?sr?(%inetic energy dominates over the interaction energy, the
P 9 9 ransport properties of the BEC are deeply altered and tend

Ing problc_emsf, among which the_ question of possible Anderio those of the noninteracting gas, displaying an exponential
son localization in presence of interactions. damping of the transmission with length a behavior char-

In the present paper we consider the case of an atomig ieristic of the strong Anderson localization. Thus, two lim-
vapor described as a weakly interacting Bose gas in the Prefiing cases of stationary Row have been identibket, with
ence of a weak disordewhat is meant by OweakO here will contrasting transport properties: superRuidity in the deep
be made quantitative in SeB.. In this conPguration it has subsonic regime and Anderson localization in the deep su-
been shown theoretically in Refs4,5 and supported by personic one. In between, in the regidh ¢ where both
numerical simulations in Ref.6 that a small amount of interaction and kinetic energies are important, it was shown
disorder does not drastically alter tequilibrium properties  that stationary scattering solutions do not exist: one reaches a
of the system, but merely decreases the condensate and sagime of time-dependent Rows with more or ledepend-
perRuid fractions. Furthermore, even in the 1D limit consid-ing on the speedcomplex density excitations. The range of
ered in the present work, it has been experimentally demorspeeds arouna where this phenomenon is observed in-
strated in Refs. 7,8 that one can observe global phasecreases as the length increases. The different types of
coherence in the presence of disorder and remain far frongxisting Bows are summarized in Fity.
say, the Bose glass phase originally proposed by Giamarchi In the present study we concentrate on the supersonic sta-
and Schulz and Fishest al. 9,10. tionary region of the phase diagragray light blue online,

Here, we are interested itnansport properties. Specib- V/c 1 region in Fig.1 . In this domain we provide analyti-
cally, we study a quasi-1D weakly interacting Bose-Einsteincal and numerical evidence of Anderson localization in the
condensateBEC , propagating through a disordered poten-presence of interaction for different types of disorder. We
tial. In this context, localization has been theoretically stud-compute analytically the interaction-dependent localization
ied mainly for effectiveattractiveinteractions see, e.g.,11 length as well as the corresponding distribution of transmis-
and references therejnwith less attention on theepulsive  sion coefbcients. We also explain the disappearance of the
case we consider hersee, however, Refs1213 . In the  supersonic stationary RBow observed at a given velocity for
absence of an external potentiatepulsive interactions increasing length of the disordered sample. This onset of
make the system superf3uid and introduce a new characterisme dependence is an important qualitative effect revealed

1050-2947/2009/83 /03361518 033615-1 ©2009 The American Physical Society
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2006

- point; the only restriction we impose throughout the present
@9 work is that it should have a Pnite extent, ild.x 0 when
15001 oﬁ‘ ) X . The conbguration we consider corresponds to the
§\ . 01D mean-Peld regimel® see also the discussion in Ref.
5 st*/,’ 16 , where the system is described by a 1D order parameter
£ 1000 j, x,t depending on a single spatial variable: the coordinate
= L’ Lioc x along the direction of propagation. x,t obeys the non-
- e linear Schrsdinger equation
500 e d
",’ ballistic | — = 212+UX°Vt+g 2.4 ) 1
Of——T 1= - ’\ L A S t 2m x
0 05 1 2 6 8 10 12 14 R
Vie In all the present work we choose to work in the Olaboratory

frameO where the condensate is initially at rest. Equation

ity V through a disordered potentiél consisting in a series of desc_rlbes its 1D dynamlc.s in the. presence OT an obstacle
uncorrelated delta peaks extending over a domain oflsiz#. Eq. moving at constant YelOC'tw in th'?’ frame, which corre- .
21 and the discussion in Se¥.C . Dark region: time-dependent sponds to the experimental §|t_u_at|on where an obstacle is
Row: light gray light blue online regions: stationary Row. In the SWept through a condensate initially at reste, e.g., Refs.
supersonic case, the yellow solid line corresponds to the thresholdt /P19 . On the theoretical side, one should imagine that,
L between these two domains as determined from Bf. The from an initial static conbguration where the condensate is at
blue dashed line is the localization lendty. 87 . The supersonic est withU 0O, the potential intensity and the speed have
region belowL,,. denoted as OballisticO corresponds to the regioR€en slowly ramped up to a point where the condensate dy-
where the perturbation theory of Se¢.A applies. Note the en- namics is described by Eql . We choose/  0; this corre-
larged scale fov/c  0,1. sponds to a potential moving from left to right in the labo-
ratory frame.

by our study. We show that it is directly connected to inter- 1 ne reduction of the motion of the condensate to a single

action effects and provide an analytical estimate of the lengtffPatial dimension is typically achieved through a transverse

L of the disordered region above which most of the realizah@rmonic conbning potential of pulszqt|on - We choose a

tions of the random potential lead to time-dependent Row&ormalization such that x,t = x,t “is the linear density

see Fig.1 . of the condensate. In this case, the interaction among par-
The paper is organized as follows. In Séicwe present ticles results in Eq.1 in the nonlinear terng 2, with g

the model and identify its range of validity. In Sdd. we =2 a 20522- ) o

take some time to properly debne the transmission coefp- I the stationary regime, where the Row is time-

cient of a Bose-condensed beam over an obstacle. In'@ec. independent in the frame moving with the potentialde-

we introduce the different types of disordered potentials®?®nds onx andt only through the variabl&X=x+ Vt. The

studied in the present work. In Se¢.we present analytical aPPropriate boundary conditionisX « = no whereny

and numerical results showing that Anderson localization i4S @ constant see 22 and the discussion in Sell A be-

indeed possible in the supersonic regime. We consider th®W - The condensate is then characterized by a chemical

FIG. 1. Color online Transport of a quasi-1D BEC with veloc-

. ; : ol = /
three possible supersonic regimes: perturbatec.V A ,  Potential =gno, a speed of sound= gny/m Y2, and a heal-
Anderson localized Sec. VB , and onset of time depen- iNd length =/ mc. _

dence Sec.V C . In Sec.VI we discuss experimental strat- It iS customary to characterize the transverse conbnement

egies and possible signatures for the observation of Andersofi2 the Oharmonic-oscillator lengtaO=/m Y2, with
localization in an interacting Bose-Einstein condensate. Fil1 denoting a typical order of magnitude ofx,t , the 1D
nally, we present our conclusions in S¥l. Some technical Mean-beld regime in which Edl is valid corresponds to a
points are given in appendixes. In Appendix A we derive thedensity range such that

probability distribution of transmission in a special caser- va 2 na 1 2
turbative regime and correlated Gaussian potential Ap- . '
pendix B we present the derivation of the Fokker-Plankin this domain the wave function of the condensate can be
equatiOn 66 for the distribution of the transmission coefb- factorized in a transverse part and in a |ongitudina| part
cients. 20ER2 . The transverse wave function is Gaussidmis is
ensured by the conditiomja 1 ; the longitudinal one is of

the form x,texpei t/ and x,t satisPes Eq.1

21,22 . The left-hand sidel.h.s. inequality in Eq. 2 pre-

We study here the transport properties of a quasi-1Dvents the system to enter in the Tonks-Girardeau regime.
Bose-Einstein condensate formed of particles of nmassx- ~ More precisely, a general analysis of 1D Bose gas shows that
periencing a repulsive effective interactiorharacterized by at zero temperature no BEC is possil#8 . This results in a
the three-dimensionaBD s-wave scattering length O, algebraic decrease of the one-body density matrix monitored
in the presence of an obstacle represented by the externy phase Ructuations occurring over a phase-coherence
potentialU. The potential is not necessarily disordered at thidengthL = exp a n,/2a¥?2 2425. Hence, the results

II. MODEL
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obtained using Eq.1 are valid if they describe structures
with a characteristic length scale smaller than The I.h.s.
inequality in Eq. 2 ensures that is exponentially large
compared to the healing length. If one considers, for in-
stance8’Rb or ?®Na atoms in a guide with a transverse con- downstream upstream
Pnement characterized by =2 500 Hz, the ratica/a X=x—Vi
is roughly of order 16 and restriction 2 still allows the
density to vary over four orders of magnitude.

Even if the mean-beld approach is legitimate in one di-
mension, the effects of disorder have to be taken into account
with some care. It may well be that the introduction of a FIG. 2. Schematic representation of the typical density probPles.

drllsordered potentlalrJ]_ln_ Eq. 1 mc;]dHDes the pr?]pertle_s of fThe upper plot corresponds to a subsonic stationary proble, while
the ground state. This is indeed the case as shown in Re e lower one corresponds to a supersonic stationary proble. The

4,5 : a disordered potential decreases the condensate and th&ential moves from left to right, and the upstreaownstream
superfuid fraction, but the effects are weak provided thegion thus corresponds to the regidn + X « . In both
intensity of the disorder remains weaee Ref. 26 for an  piots the potential is represented by a thick solid linatched down

extension to bnite temperaturdvlore precisely, in the case o zero and the density prople is represented by a thin solid line.
of a disorder formed by randomly spaced delta impurities

with densityn see SeclV A one can show14,27 that, in ds
the dilute impurity limit, atV=0 the nonsuperfuid fraction nx —
normal part is proportional ton /b 2 the notations are mdX

those of Eq. 21 and thus remains small provided the di- | the case of subsoniaV ¢ and stationary motion, the

mensionless coefbcient/b is small weak disorder limit 4 is superBuid and the order parameter is only affected in
At Pnite V, the normal fraction is multiplied by a factol 4 vicinity of the obstacle, withn X =n, and

* V/c 232 see Ref.14 , which diverges whe=c. One |, y -0 2229 .
thus expects the mean-Peld approach to fail near the region .\, ¢, a regime of stationary Bow also exists but in

V' c of Fig. 1. This is supported by the numerical results s case the obstacle induces density oscillations with a pat-
presented in28 . Hence, in the center of the time-dependentigr, stationary in its rest fram@2 . This means that in the
region of Fig.1, we cannot trust the results obtained from ,,rat0ry frame the phase velocity of these waves is identi-
Eqg. 1. prever, far from th|5_ region, the 1D mean-peld .o g the velocityV of the obstacle. On the other hand, the
approach IS expec_ted to be valid even in p_resencwe&k energy transferred from the obstacle to the 3uid propagates
disorder, as experimentally demonstrated in Re&fs . with the group velocity, which in the case of Bogoliubov
excitations is greater than the phase velocityNi.e., as just
arguedNthanV. As a consequence, radiation conditions re-
lll. DEFINITION OF THE TRANSMISSION quire that the wake is always located ahead of the obstacle,

In the present work we characterize the localization propl-€-» upstream, with no long-range perturbation of the Ruid on
erties of the condensate in the random potential by studying‘e downstream sid@2,30 . This means that in this case the
the transmission coefpcient. Equatich being nonlinear, 1$0W far in the downstream region remains unperturbed, with
the dePnition of transmission and reRection coefpcient§ X ¢ =nNgandv X « =0. The two possible station-
needs to be treated with special care. This is the purpose Gy conbgurationssubsonic and supersoniare represented
the present section where we brst debne the stationary rél Fig. 2. Hence, in any stationary conpgurati@ubsonic or

gime Sec.lll A and then the transmission coefpcient within SUPersonic the above reasoning bxes the integration con-
this regime Sec.lll B . stant in the right-hand side.h.s. of Eq. 4 to its value at

X e e, engV.

In the stationary regime one gets from Edk. and 4
It |§ customary to perform. a Madelung transformatlon and dX _dX 2m dx ;
to write Xx,t = nx,t expiSx,t , wheren x,t is the -
density and ,S/m=v x,t is the local velocity. From Eq. WhereA X = n X /n, and
1 one can check that they verify the continuity equation m V2
WA=EA2-1 c2+v2-c2A2-;2 : 6

eV =CS, 4

A. Stationary regime

N+ ynv =0. 3

The stationary regime is debned as the regime where the
system is at rest in the frame moving with the obstacle. In

this case, in the laboratory frame, S, n, andv are time B. Transmission coefPcient

dependent, but they depend wandt only through the vari- In this section we restrict the analysis to the stationary
ableX=xe V1. It is then possible to get a pbrst integral of Eq. regime of Seclll A and debne the transmission of the con-
3 under the form densate through the obstacle represented by a potduntial
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~ / \Y gc2 12
© L S | il A= % 1+ 1+ Vo 8
€ '/ Ecl } ¢
4 .
= } 7 ! At large velocity, wheriV ¢, one has
< | | }
; 0 ; ‘ ; | V 1
L ) L \ A== +0 9
Amin A0:1 Amax Al
— 2
FIG. 3. Color online W as a function oA= / n, drawn for WA, = M +0 v 10
1 2 2
V/c=4 . The bctitious particle has a classical eneEjywhen X 8c c

+ . The red dashed line corresponds to an approximation of
WA by 2 2Ae1/A2/ 2m, obtained by keeping only the brst
term in expansion13.

Writing A> X = X =1+ X we now argue that, fol-
lowing Ref. 31, one can write a perturbative version of Eq.
7 in a limit where

not necessarily disorderederifying U x =0. As the V2

wave equationl is nonlinear, one cannot, in general, prop- X 2 °1. 11

erly debne refRection and transmission coefbcients since it is ) o

generally not possible to disentangle incoming and reRecte¥/e emphasize that restrictiodl corresponds to 1
waves in the nonlinear Row upstream the obstacle. Howeverl-€., Small oscillations only whenV is of order ofc or
following a procedure devised in Re31 see also32 , Smaller. The approach developed below is however able to

we will show that one can debne a transmission and a reReéackle large relative density oscillations 1 at large
tion coefpcient in the limit of small nonlinearity as well as in Velocities V- ¢ 35. In this sense it will allow us to pen-

the limit of weak reRection and arbitrary nonlinearity. etrate in the nonperturbative regime where the upstream den-
Outside the scattering regiobl, X =0 and one can get a Sity oscillations are large and the transmission is low.
region X + as
2 dA 2 2 d 2 _ .
o ax WA =Eq whenX : 7 om ax T8 =8Ea 12

whereF = WA= . Asimple limited expansion around

which depnes the OfreeO asymptotic density proBles =1 yields

Eq. 7 are integration constants. The boundary condition 2 9 me

discussed in the previous section impogesl anddA/dX F —_— 2, — S+, 13

=0 whenX + . This bxes the valug,=0. The value of 2m 2

E; at+ has to be o!etermined by the integration of Efl.  \vhere X = X 1 and
cf. Ref. 22 . Equation 7 expresses the energy conserva-
tion for a bctitious classical particle with Omas$(@n, Opo-
sitionOA, and Otime®, evolving in a potentiaW whose
typical shape is displayed in Fi§.. This type of analysis is ) o
common in the study of nonlinear equations such as Eg.  1he second term in the r.h.s. of expansi®8 is small com-
see, e.g., the revievd3 the brst time we found its use is in Pared to the brst one precisely in the limiil . In the fol-
Ref. 34 . It is employed here as a convenient tool for get-lowing we restrict to this regime and neglect the seclond.term
ting intuition about the behavior of the solution of the Gross-Of the r.h.s. of Eq.13. This corresponds to approximating

2
=TV2°(:21/2, %,1 - 22 14

Pitaevskii equationsee below. the exactW A by the red online dashed line in Fig3 and
From now on we restrict to the supersonic stationary relo write Eq. 12 under the form
gime where an imperfect transmission occurs the sub- d 2

sonic stationary regime one has perfect transmissiarthis — +42 2=162 1+ 15
case the bctitious particle is initially.e., whenX «  at dXx

rest at the bottom of the potentMl with E;;=0. The behav- \where the dimensionless parameteis debned by

ior of Afor X+ depends on the value &,. A stationary

solution exists only ifA X + remains bounded, i.e., if _ mE 16
E; WA; whereA,; corresponds to the local maximum of 222

W; see Fig.3 . In this case, the asymptotic behaviorAiX
corresponds to oscillations between the valdgg and A

The solution of Eq.15 is

dePned in Fig3. n X

For future references we note tHatA is zero whenA T X =1+2 +2 cos2 X+ 17
=Ay=1 and wherA=V/c, and that the derivativdW/dA is 0
zero whenA=Ay=1 and wherA=A,, with where
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