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De la raison ! H�elas je l'ai perdue, vos beaux
yeux sont les �lous qui me l'ont vol�ee.

Arlequin, le jeu de l'amour et du hasard, Marivaux.

C hers lecteurs, si la plupart d'entre vous commencent la lecture de ce manuscrit
par ces lignes, j'ai pour ma part attendu les derniers instants pour les r�edi-
ger. Plusieurs explications sont �evidemment possibles. On peut imaginer tout

d'abord l'incroyable plaisir et la lib�eration que peut procurer ce petit exercice apr�es avoir
tant lutt�e pour r�ediger les nombreuses lignes qui suivent. D'autre part, j'attendais bien
sûr le dernier moment a�n que tout le monde soit gentil et serviable pour �gurer sur ces
quelques pages, que j'avoue moi-même être les rares �a mâ�triser pleinement.�A moins que
la quantit�e de travail n�ecessaire �a l'�ecriture de ce manuscrit m'eut oblig�e �a travailler le
contenu scienti�que en priorit�e ? Peu importe... Quelle(s) qu'en soi(en)t la ou les raisons
je n'ai pas moins de personnes �a remercier pour autant et il est donc temps d'attaquer
ce chantier qui, �a l'ordre z�ero, pourrait se r�esumer �a remercier tout le monde.

Avant de perdre toute rationnalit�e et de divaguer sur des d�etails historiques et vieill es
blagues r�eserv�ees �a quelques initi�es, je tiens tout d'abord �a remercier les membres dujury
qui ont bien voulu me faire l'honneur et le plaisir d'accepter (ont-ils eu le choix ?) de juger
ce travail. Merci �a Dominique DELANDE et Thierry GIAMARCHI pour avoir accept�e la
lourde tâche d'̂etre rapporteurs de ce manuscrit. Leurs noms sont, malheureusement pour
eux, venus si naturellement que je ne pouvais imaginer ce jury sans leur pr�esence. Puisse
Thierry me pardonner un jour de l'avoir harcel�e jusqu'�a l'abdication. Merci �egalement �a
Philippe BOUYER et Henk HILHORST pour leurs participations.

Je ne saurais jamais assez remercier Patricio LEBOEUF pour tout ce qu'il m'a apport�e
en encandrant cette th�ese. Il ne s'en souvient peut-être pas, et n'en savait bien sûrrien
�a l'�epoque, mais cette th�ese fut le cadeau de mon vingt-deuxi�eme anniversaire. Apr�es
l'avoir rencontr�e lors d'une conf�erence trois ans plus tôt, je n'ai cess�e de lui rendre visite
pour discuter de physique et en particulier de chaos quantique. C'est �nalement le jour de
mon anniversaire qu'il d�ecida de m'accepter en stage de M2 au laboratoire. Outre cette
parenth�ese "instant �emotion", travailler avec lui a �et�e autant instructif que plaisant. Je
le remercie grandement pour la con�ance, l'autonomie et la libert�e qu'il m'a laiss�e dans
mes recherches. Sa grande culture en physique et son perfectionnisme scienti�que m'ont
�et�e d'une grande aide au cours de cette th�ese, tant au niveau de son contenu scienti�que
que pour la formation qu'elle m'a apport�ee.

Quelques mâ�tres plus loin, Nicolas PAVLOFF et Tobias PAUL. Je dois �egalement
�enorm�ement �a ces deux personnages forts sympathiques. Si l'accent du sud de Nicolas
�etait bien plaisant �a entendre, les phrases qui allaient avec �etaient g�en�erale ment loin de
m'ennuyer. Sorte de "sous Chef", Nicolas m'a plus que souvent �eclair�e sur la physique et a
toujours �et�e de bon conseil. Ce fut une v�eritable chance d'enseigner et de travailler avec lui.
Tobias, quant �a lui, fut un v�eritable camarade de travail. Rares sont les th�esards qui ont
la chance de pouvoir travailler avec quelqu'un au quotidien et discuter de leurs probl�emes
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de phases num�eriques exotiques (Nan, inf, segmentation fault, ...) ou autres probl�emes
d'int�egration. Sans lui, cette th�ese serait certainement bien moins �epaisse qu'elle ne l'est,
c'est pourquoi je ne saurais assez le remercier d'avoir combattu �a mes côt�es. Au del�a de
la physique, son palais �n de gourmet et sa grande sympathie m'ont permis de d�ecouvrir
les d�elices de la culture Allemande lors de mes divers voyages de l'autre côt�e du Rhin.
Pour �ca je le remercie encore plus que pour la science !

Mais une th�ese n'est pas seulement l'aboutissement de trois ans de travail. C'est la
cerise sur le gâteau (oublions pour un instant que je n'aime pas la cerise et pr�etendons le
contraire1) de vingt cinq ans de vie pass�es dans les livres, discussions et autres activit�es
scienti�ques (ou non) pour trouver cette vocation, qui, compte tenu de l'espace de Hilbert
visit�e, me semble la plus appropri�ee �a mes d�esirs. Ce chemin, dont j'esp�ere ne pas avoir
atteint le bout, je ne l'ai bien sûr pas fait seul. C'est pourquoi il me semble bon de
remercier l'ensemble des personnes, choses et �ev�enements qui m'ont guid�es et ont fait
un bout de chemin avec moi sur la route de Physicland. Il est important de pr�evenir le
lecteur que la prose risque d�esormais de devenir hautement al�eatoire. Mais apr�es tout, le
mouvement Brownien n'est t-il pas e�cace pour balayer le plan ?

Loin d'être tomb�e dans la marmite quand j'�etais petit, je n'ai d�ecouvert ma passion
pour la science qu'assez tardivement. N'�eprouvant que tr�es peu de plaisir �a �etudier dans
ma jeunesse, je n'�etais qu'un �el�eve moyen ayant pour seul objectif d'amuser la galerie.
Mes r�esultats �etant moins mauvais en math�ematiques et physique-chimie qu'ailleurs, c'est
ma m�ere qui me recommanda fortement de suivre la �li�ere scienti�que au lyc�ee. Apr�es
des d�ebuts catastrophiques j'ai compris qu'il fallait peut-être ouvrir les cahiers et faire
les exercices demand�es, choses que j'ignorais pratiquement jusque-l�a. Mais ceci ne fut pas
su�sant et ne me permit d'entrer en terminale que de justesse. Cette ann�ee fut proba-
blement la plus riche en d�ecouvertes scienti�ques de ma vie. Les rencontres avec mes
professeurs de physique-chimie M. VIEILLEVIGNE, de math�ematiques M. VENDITTI et
de philosophie M. MOUNICOUX furent d�ecisives dans la d�ecouverte de cette passion pour
les sciences. En sortant des chemins battus par les manuels scolaires, ce sont les quelques
mots �echapp�es par ces professeurs qui su�rent �a r�eveiller le d�emon. Mais quell e est donc
cette th�eorie de la relativit�e dont j'entends si souvent parler ? Faisant mes premiers pas
sur Internet, c'est ainsi que ma curiosit�e prit rapidement le dessus, me plongeant dans
d'�eternelles recherches qui me conduisent aux pieds d'un monument dont la beaut�e n'a
d'�egale que son �etranget�e : la physique quantique. Je remercie donc ces personnes pour
la m�etamorphose qu'ils ont initi�ee. Sans eux qu'aurais-je fait, nul ne le sait. Parfois la
dynamique de notre vie ressemble �a celle d'un syst�eme chaotique qui, par essence, est
fortement sensible aux conditions initiales et d'autres fois �a un oscillateur harmonique,
nous ramenant sans cesse vers le même centre d'int�eret. Quel est mon cas je l'ignore,
mais est-ce d'une quelconque importance dans la mesure o�u l'on est heureux de ce que
l'on est ? Probablement pas.

En plus de cette incroyable d�ecouverte, cette ann�ee de terminale fut �egalement tr�es
importante pour la prise de conscience de ma passion pour l'enseignement. C'est grâce
�a Barbara que j'ai connu mes premiers plaisirs de l'enseignement en esquivant les livres
de physique volants �a travers la cuisine lors de nos splendides mercredi apr�es-midi papier
crayon ("Faire des math�ematiques en binôme alors qu'ils pourraient être tranquillestous
les deux... quelle id�ee ! ?"M.H. Cescut-Magot (ma m�ere).). Ces passions, je les ai encore
aujourd'hui et même plus que jamais (To in�nity and Beyond ! Buzz l'�eclair, Toy Story.).
Les deux grands plaisirs de ma th�ese ont �et�e l'incroyable joie d'obtenir un r�esultat ap r�es
plusieurs mois de capillotraction ainsi que ce silence magique qui s'auto-organise lorsque,
sorti des chemins battus du TD, j'expliquais la physique profonde cach�ee derri�ere les

1Une hypoth�ese similaire sur le th�e ne sera pas n�ecessaire pour ce qui suit.
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longues lignes de calculs �a mes �etudiants2.
Au cours de mes �etudes, commenc�ees �a Limoges et �nies �a Orsay, les protagonistes

importants pour mon d�eveloppement scienti�que n'ont pas �et�e rares. Je remercie d'ailleurs
le syst�eme universitaire Fran�cais pour la libert�e et l'autonomie qu'il m'a laiss�e durant
ces merveilleuses ann�ees. En ce qui concerne mes professeurs, je les remercie tous, les
bons comme les mauvais, car si on apprend beaucoup des grands mâ�tres, les mauvais
exemples sont �egalement tr�es instructifs. Ils permettent notamment de r�ealiser qu'on aime
une science (ou pas) pour elle-même et pas seulement pour l'orateur qui en fait l'�eloge.
Parmi les plus importants je remercie Alain SARFATI pour d'innombrables raisons. Il fut
et reste un v�eritable mâ�tre pour moi, tant du point de vue scienti�que que p�edagogique
ou humain. Ce fut un immense plaisir de travailler avec lui au laboratoire Aim�e Cotton
lors de mon stage de mâ�trise et des stages de Sophie et Flavien (un grand merci �a eux
deux par ailleurs et en particulier �a Sophie qui m'a subi �a plusieurs reprises) deux ans
plus tard mais aussi d'enseigner �a ses côt�es �a l'IFIPS et au L2 d'Orsay. Si la rencontre
avec Alain est l'une des plus d�ecisives de mon parcours, celle avec Christophe TEXIER
est �egalement tr�es importante. Disciple de Christophe �a trois reprises, il est peu �a peu
devenu une sorte de mentor que je n'ai jamais h�esit�e �a consulter pour parler de mon
avenir. Sa passion pour la physique quantique a �ni de sceller mon goût inestimablepour
cette discipline. Je le remercie pour tous ses conseils et tout ce qu'il m'a appris avant
et pendant la th�ese. De mani�ere g�en�erale je remercie tous mes anciens mâ�tres de stages
avec qui j'ai fait mes premiers pas dans le monde de la recherche. J'ai toujours eu la
chance de travailler avec des gens charmants et de grande comp�etence. Ainsi je remercie
Marc RABAUD et Philippe GONDRET qui m'ont fait d�ecouvir les joies de la physique
exp�erimentale des liquides. Je garde un excellent souvenir de mon "vague" passage au
FAST. Encore une fois je remercie Alain, Etienne BRION et Vladimir AKULIN, avec
qui j'ai d�ecouvert la physique th�eorique et les condensats de Bose-Einstein au laboratoire
Aim�e Cotton 3. L'ambiance tr�es chaleureuse de ce laboratoire restera �a jamais dans ma
m�emoire et mon seul regret est de ne pas avoir r�esolu la question de savoir"de Bose et
Einstein lequel des deux cons dansa"(Merci Nouari KEBAILI pour tes enseignements de
blagues pourries.). Ce fut aussi pour moi la d�ecouverte de la m�ethode Russe en physique
th�eorique. Je remercie Daniel FOURNIER, Maurice HAGUENAUER et surtout Patrick
PUZO qui m'ont initi�e �a la physique exp�erimentale des particules. Merci �egalemen t �a
Lydia FAYARD pour avoir d�efendu ma cause pour l'�ecole d'�et�e du CERN. Toujours dans
le même registre, je remercie Gleb GRIBAKIN avec qui j'ai continu�e mon exp�erience de
physique th�eorique �a la Russe �a Belfast. Quelle plaisir de faire de la vraie physique avec
diagrammes et matrices al�eatoires même si �nalement nous n'avons jamais trouv�e les
diagrammes manquants. Ce voyage �a Belfast fut extrêmement intense et �epanouissant et
ceci en grande partie grâce �a lui, que je ne saurais assez remercier.

Parmi mes professeurs je remercie �egalement Antoine VALANCE qui m'a reboost�e
sur la m�ecanique quantique quand mon moral n'�etait pas au top, Hubert DOUBRE
pour ce fantastique cours d'�electromagn�etisme, bourr�e de r�ef�erences historiques pas-
sionnantes, que j'�etais visiblement le seul �a appr�ecier, Renaud PARENTANI pour ses
l�egendaires cours de relativit�e g�en�erale que j'attendais chaque mardi avec impatience,
Philippe LECHEMINANT et Yvan CASTIN pour leur sympathie et leurs pr�ecieux con-
seils, Fran�coise DECOSSAS, Daniel FREDON, Bernard GUILE et Agn�es DEFARGES-
BERTHELEMOT pour toutes les grandes discussions que l'on a eues �a Limoges et Michel
HERITIER pour ses conseils.

Du côt�e des compagnons de route, il y a �egalement quelques lignes �a taper. Ma ch�ere

2Petit b�emol : -"�Ca vous dit qu'on prenne cinq minutes pour discuter l'�equation de Schr •odinger ?"
-"Non Monsieur, on s'en fout !"

3Anciennement appel�e laboratoire laine et coton.
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Mimi est sans doute un des protagonistes les plus importants. Merci �a toi Mimi pour ta
grande patience et tous les bons moments qu'on a pu partager dans cette chambre 46
puis ailleurs. Le caf�e bien sucr�e et le jeu de la cuill�ere sont �a jamais grav�es dans lar�egion
des excellents souvenirs de ma m�emoire. Mon cher Manu, je te remercie pour tout ce
que tu veux, tu te d�ebrouilles avec �ca. C'est avec toi que j'ai fait mes premiers pas dans
la discussion scienti�que de haut niveau et les vodka-pomme chocolats chauds quelques
heures avant les exams."Mieux vaut être sale en cours que propre �a la photocopieuse"
fut notre cr�edo, nourri de "Vigilance en lettres d'or" et autres "pizza ticket, arr�etez de
dire ticket tout est ticket". Sur tous les points ces ann�ees �a Limoges furent les meilleures
de toute ma vie et je remercie tous ceux qui ont particip�e �a cet �epanouissement, qu'il
fut scienti�que ou autre. Merci �a Clac Clac, Bernard, Juju, Delph, Friponne, Cyril, Ag-
n�es, Capo de voiture, Gros caca, Pinpin, Barbara, Matthieu, Alexandra, Cacrole, Foxy,
Thibault, Evelyne, la femme �a barbe, etc... �A Orsay l'ambiance fut plus s�erieuse mais pas
moins riche en protagonistes importants pour autant. Merci �a Caro pour avoir d�eneig�e
la voiture, J�emil mon ex-compagnon de travaux pratiques grand fan de l'�electronique
num�erique (il est tomb�e dedans quand il �etait grand...), Claire pauvre simple unive rsi-
taire comme moi, JP (dit Jean Pascal) avec qui j'ai d�ecouvert que je n'�etais pas le seul fou
�a passer mon samedi dans des conf�erences de th�eorie des cordes apr�es s'être couch�e �a 4h
du matin dans un �etat d'alcool�emie avanc�ee 4, Nicolas (dit pinailleurs), cher voisin Orc�een
jusqu'au bout, avec qui les soir�ees du vendredi s'�ecoulaient comme de rien, Alexandre que
tout le monde connait sous l'appellation Sous être (on se demande pourquoi) pour tous
nos grands d�elires même si je ne le pardonnerai jamais d'avoir supprim�e la liste mortelle,
Julien mon cher coll�egue de physique des particules grand fan de la violation CP, mon pti
Ben, grand mâ�tre de la th�eorie arctique des phoques et des soir�ees pinard fromage, Vin-
cent et le Part (Charles) avec qui on formait un super trio lors des cours de l'eip au DEA,
Fabien le pirate, Sacha mon camarade du DEA, Jean, Barbara bien sûr mais �ca c'est
une autre histoire, J�er�emi sans e et Loic, Chlo�e, microbe ("Parait qu't'as une voiture ! !" ),
St�ephane, etc... Un peu plus tard sont arriv�es Tibo, mon cher colonel, grand mâ�tre du
rhum arrang�e, Jessica, Maud, Cl�emence, Marion, �Elise, Karim, Fran�cois, Gabriel, Xavier,
No�emie, Yannick, etc, avec qui les bons moments n'ont pas manqu�e. N'oublions pas mes
chers amis rencontr�es au CERN, la French Ma�a, compos�ee de Nicolas PINTO, Nicolas
POILVERT, Sylvain, Amo, Gaelle, Chlo�e et le "Suisse" Romain, avec qui j'ai pass�e un
incroyable �et�e. Special thank to Marion et Vincent pour avoir mis au monde un être aussi
magni�que, nomm�e Zo�e, que je r�eserve d�es �a pr�esent en mariage.

Une fois de l'autre côt�e du bureau, j'ai eu la chance et l'immense plaisir d'enseigner
avec des gens formidables. Je remercie encore Alain SARFATI pour l'immense con�ance
qu'il m'a donn�e et tous les conseils qui allaient avec. Merci �a toute l'�equipe des "d�ebuts
de la physique quantique", Jacqueline RIDARD, Azzedine BENNANI, Alain SARFATI,
Claudie MORY et Elena-Magdalena STAICU-CASAGRANDE, pour tous leurs conseils
et pour m'avoir laiss�e traumatiser moi-même les �etudiants de L2. Un grand merci �a
l'�equipe des ondes de l'IFIPS, Alain SARFATI encore une fois et Jean-Noel FUCHS avec
qui j'ai pris beaucoup de plaisir �a enseigner. Merci �egalement �a Julien BOBROFF avec
qui j'ai d�ecouvert les joies de la vulgarisation scienti�que dans le secondaire via les ex-
pos�es spectaculaires sur la supraconductivit�e. En�n merci beaucoup �a tous les membres
de l'�equipe de physique statistique du magist�ere de physique et en particulier �a Chris-
tian BOULET, Jean-Noel FUCHS, Christophe TEXIER, Roland MASTRIPPOLITO,
Guillaume ROUX, Alberto ROSSO et Nicolas PAVLOFF. Merci �egalement �a Nathalie
NIHOUARN du magist�ere, autant en tant qu'�etudiant qu'enseignant au magist�ere. En�n,
merci �a tous mes �etudiants. Ils ne s'en doutaient probablement pas mais ils ont apport�e

4Merci �egalement de m'avoir indiqu�e ce fabuleux proverbe de chez toi qui sert d e conclusion �a ce
manuscrit.
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une contribution non n�egligeable au maintien de mon �equilibre mental durant ces trois
ans.

Un grand merci �a toute l'�equipe du SCAVO et ses pi�eces rapport�ees. Ce fut vraiment
un immense plaisir de collaborer avec des gens aussi sympathiques que Serge, Christine,
Max, Alain, Pierre, Maria, Alexandre, Laurent, Daniel, Daniele, etc... J'ai eu la chance de
travailler sur le chef d'oeuvre du SCAVO, "Les magiciens de la lumi�ere", depuis lestade
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Introduction

J'avais une vie un peu plate avant de vous rencontrer, Perrin.
G�erard Depardieu as Campana,La Ch�evre.

E n 1924, A. Einstein re�coit un projet d'article �ecrit par un jeune physicien Ben-
gali, Satyendra Nath Bose [37], qui d�emontre la loi de Planck sur le rayonnement
thermique des corps noirs en consid�erant le champ �electromagn�etique comme

un gaz de photons identiques. Imm�ediatement emball�e par l'id�ee, Einstein veille �a sa
publication et g�en�eralise cette id�ee aux particules de mati�ere via l'hypoth�ese de dualit�e
onde-corpuscule r�ecemment introduite par de Broglie. C'est ainsi qu'en 1925, il propose
une incroyable pr�ediction [61], �a savoir le ph�enom�ene de condensation d'un nombre macro-
scopique de particules dans un même �etat quantique.

Pendant longtemps consid�er�e comme sp�eculatif, ce ph�enom�ene connait un regain d'in-
t�erêt en 1937 avec la d�ecouverte de la superuidit�e de l'h�elium liquide [ 95, 8]. Le lien entre
la superuidit�e et la condensation de Bose-Einstein est imm�ediatement sugg�er�e par Fritz
London [122] mais �egalement s�ev�erement critiqu�e par L. D. Landau. Ce syst�eme physique
�etant tr�es �eloign�e de la th�eorie d'Einstein, il ne donne �a ce stade qu'une con�rmat ion par-
tielle de la condensation. C'est alors que commence l'�ere de nombreux d�eveloppements
th�eoriques dans le but de comprendre le lien entre les deux ph�enom�enes. Un bref his-
torique de cette aventure sera donn�e au chapitre 2 de ce manuscrit.

Sur le plan exp�erimental, c'est �a partir des ann�ees 1970 que les gens commencent
r�eellement �a croire en leurs capacit�es �a cr�eer un condensat gazeux. La mise �a pro�t de
nouvelles techniques de physique atomique, bas�ees sur le pi�egeage optique et magn�etique
et sur des m�ecanismes de refroidissement, puis les d�eveloppements du refroidissement
laser et des pi�eges magn�eto-optiques dans les ann�ees 1980, initient la quête du graal
qu'est le condensat de Bose-Einstein. 1995 est �nalement l'ann�ee du triomphe, marqu�ee
par la naissance de deux condensats dans les groupes de E. A. Cornell et C. W. Wieman �a
Boulder [49] et de W. Ketterle �a Cambridge (Massachusetts) [54] qui seront r�ecompens�es
par le prix Nobel de physique en 2001.

D�es lors, c'est un nouveau laboratoire pour la physique �a N-corps qui s'est ouvert.
En e�et, un condensat gazeux constitue un syst�eme unique en son genre dans la mesure
o�u il est, su�samment simple pour être trait�e th�eoriquement de mani�ere quantitativ e,
et su�samment riche pour nous o�rir un large spectre de ph�enom�enes physiques non
triviaux (superuidit�e, coh�erence quantique, vortex, etc...). Du côt�e exp�e rimental, il of-
fre �egalement un contrôle extraordinaire, principalement via la magie de l'interaction
lumi�ere-mati�ere. En e�et, il est possible de contrôler �a la fois les interaction s entre par-
ticules, le nombre de particules, les potentiels ext�erieurs agissants sur les atomes, ...,
mais aussi d'observer directement la fonction d'onde du syst�eme. C'est ainsi que, sur une
même exp�erience, il devient possible de r�ealiser nombreux rêves de th�eoriciens jusqu'alors
insens�es.

Voil�a par exemple comment la physique de la mati�ere condens�ee et la physique atom-
ique se sont rapproch�ees ces derni�eres ann�ees. La possibilit�e de placer les atomes froids
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dans des r�eseaux optiques, de contrôler l'occupation des sites et les interactions, de sup-
primer ou de contrôler le d�esordre, de cr�eer des guides d'ondes atomiques, etc... permet
d�esormais d'�etudier des probl�emes de mati�ere condens�ee avec une pr�ecision extraordinaire.
Parmi ces probl�emes, on peut citer la transition superuide-isolant de Mott, la transi-
tion BEC-BCS (transition entre condensat de mol�ecules et supraconducteur de paires de
Cooper) ou encore la localisation d'Anderson.

La localisation d'Anderson est quant �a elle n�ee en 1958, suite aux travaux de P.
W. Anderson [13] sur la transition m�etal-isolant dans des semi-conducteurs d�esordonn�es.
D�ecouvert initialement dans le contexte du transport �electronique, ce ph�enom�ene est en
fait bien plus universel et peut se produire d�es qu'une onde se propage dans un potentiel
al�eatoire. Alors que l'�energie de l'onde lui permettrait en principe de traverser une r�egion
d�esordonn�ee sans di�cult�es, les faibles r�eexions de celle-ci sur le d�esordre produisent
des e�ets d'interf�erences �eventuellements destructives. Celles-ci sont destructives�a cause
de la nature d�esordonn�ee du potentiel di�useur, qui rend les di��erentes ondes r�e�ec hies
totalement incoh�erentes entre elles et donc leur somme asymptotiquement nulle. C'est
ainsi qu'une onde peut être profond�ement alt�er�ee par le d�esordre et être exponentiellement
r�eduite lors de la travers�ee d'une r�egion d�esordonn�ee, même si son �energie est bienplus
grande que celle caract�erisant le d�esordre. Dans le contexte du transport �electronique,
ce ph�enom�ene est alors purement quantique puisqu'il r�eclame la nature ondulatoire du
porteur de charge.

Tout comme la condensation de Bose-Einstein, cette physique mit quelques ann�ees �a
s'imposer et ceci probablement pour plusieurs raisons. P. W. Anderson lui-même avoue,
dans son discours de Nobel en 1977, ne pas avoir compris de suite l'ampleur et l'univer-
salit�e du ph�enom�ene qu'il venait de d�ecouvir. Il faut attendre une bonne dizaine d'ann�e es
pour que les th�eoriciens s'int�eressent de pr�es �a ce probl�eme, notamment par le d�eveloppe-
ment de la th�eorie d'�echelle que nous d�ecrirons au chapitre 3. Du côt�e exp�erimental, les
donn�ees se sont longtemps faites rares car les �echantillons solides sont tr�es di�ciles �a con-
trôler. D'autre part, le mod�ele �etudi�e par Anderson n�eglige totalement les inte ractions
entre les �electrons ainsi que les interactions �electron-phonon qui compliquent grandement
la physique mise en jeu. Le probl�eme de l'e�et des interactions sur la localisation continue
d'ailleurs �a hanter des physiciens de plusieurs communaut�es.

C'est au d�ebut des ann�ees 2000 que la condensation de Bose-Einstein rencontre la
localisation d'Anderson. L'incroyable contrôle exp�erimental sur ces objets motive alors la
communaut�e des atomes froids �a s'int�eresser �a cette physique. L'histoire commence par
plusieurs exp�eriences d'oscillations et d'expansion de condensats en pr�esence de d�esordre
[177, 188, 68, 176, 64, 125, 44, 165, 70, 146], malheureusement peu concluantes, et marque
un grand pas exp�erimental en 2008 avec l'observation directe de la localisation par les
groupes de A. Aspect �a Palaiseau [33] et de M. Inguscio �a Florence [162] �a une dimension,
sans interactions.

�A ce jour beaucoup de travail, tant th�eorique qu'exp�erimental, reste �a fournir a�n
d'�etudier notamment les e�ets d'interactions, de corr�elations et de dimensionnalit�e.

Cette th�ese s'articule justement autour de cette rencontre entre condensation de Bose-
Einstein et localisation d'Anderson et ceci essentiellement �a une dimension dans le r�egime
o�u les interactions sont trait�ees en champ moyen (�equation de Gross-Pitaevskii). Elle vise
d'une part �a �etudier les e�ets d'interactions (r�epulsives) entre atomes mais �egalement d e
la nature du d�esordre (potentiel al�eatoire ou quasi-p�eriodique, existence de corr�elations
spatiales) sur la localisation dans des situations les plus proches possibles de la r�ealit�e
exp�erimentale.

Les deux premiers chapitres sont consacr�es aux condensats de Bose-Einstein et �a leurs
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propri�et�es de transport de mani�ere g�en�erale. Les �equations et concepts essentiels y sont
pr�esent�es pour la compr�ehension du travail e�ectu�e durant cette th�ese. Une attenti on
particuli�ere est donn�ee �a la th�eorie de la superuidit�e et son lien avec la con densation de
Bose-Einstein.

Le chapitre 3 est quant �a lui d�evou�e �a la localisation d'Anderson de particules s ans
interactions. Il pr�esente les ingr�edients th�eoriques essentiels comme les di��erents crit�eres
de localisation, la th�eorie d'�echelle, l'�equation DMPK et le formalisme de phase. Les
di��erents mod�eles de d�esordre utilis�es y sont �egalement discut�es et le tout est illu str�e par
des r�esultats num�eriques et exp�erimentaux.

Apr�es avoir introduit les concepts clefs des deux domaines, le chapitre 4 se consacre �a
l'�etude th�eorique d'une situation exp�erimentale pertinente, �a savoir celle d es oscillations
dipolaires d'un condensat en pr�esence de d�esordre. On montre en particulier que l'amor-
tissement de ces oscillations, observ�e exp�erimentalement, n'est pas reli�e �a la localisation
d'Anderson.

Le chapitre 5 contient une �etude d�etaill�ee des propri�et�es de transport d'un con densat
unidimensionnel in�ni (laser �a atomes) en pr�esence de d�esordre. La vitesse critique su-
peruide et les propri�et�es de localisation y sont discut�ees �a travers deux arti cles distincts.
Du côt�e superuide on montre que la vitesse critique peut être reli�ee �a un probl�eme de
statistique de valeurs extrêmes. Concernant la localisation, les e�ets d'interaction et de
corr�elations du potentiel al�eatoire sont �etudi�es de mani�ere exhaustive, ce qui nous p ermet
de d�e�nir pr�ecis�ement les conditions ad�equates pour l'observation de la localisation dans
ce type de syst�eme.

En�n, le chapitre 6 aborde la question du lien entre localisation par un potentiel
al�eatoire et localisation par un potentiel quasi-p�eriodique. Encore une fois, ce travail
s'inspire de r�esultats exp�erimentaux r�ecents, qui sont quant �a eux discut�es �a l a �n du
chapitre 3. Contrairement �a ce qui est parfois admis, on montre que la localisation induite
dans le mod�ele de Aubry et Andr�e [ 21] n'est pas reli�ee �a la localisation d'Anderson car
elle peut être comprise par sa dynamique classique.

Quelques annexes suppl�ementaires sont �egalement pr�esentes a�n d'aider le lecteur qui
ne connâ�trait pas certains concepts utilis�es dans ce manuscrit.

L'annexe A d�ecrit les uctuations de phase �a une dimension. Celles-ci font qu'un
condensat de taille in�nie ne peut exister �a une dimension. On y montre que, si la taille
du syst�eme est inf�erieure �a une certaine longueur de coh�erence de phase, il est alors
possible de d�ecrire le syst�eme en terme de condensat de Bose-Einstein.

L'annexe B discute une m�ethode pour obtenir des �equations hydrodynamiques e�ec-
tives �a une dimension en partant des �equations compl�etes �a trois dimensions.

L'annexe C expose de mani�ere intuitive l'approche de Landauer d'un conducteur
de taille m�esoscopique. Dans ce type de syst�eme, les propri�et�es de coh�erence de phase
modi�ent les propri�et�es de transport d'une particule qui doit alors être trait�ee com me
une onde traversant un guide (conducteur).

L'annexe D pr�esente la m�ethode d'approximation semi-classique WKB et notamment
la formule de quanti�cation de Bohr-Sommerfeld.
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Chapitre 1

Th�eorie �el�ementaire des
condensats de Bose-Einstein

Nothing shocks me. I'm a scientist.
Harrison Ford as Indiana Jones.

1.1 Description qualitative et grandeurs physiques perti-
nentes

C e ph�enom�ene fort �etrange qu'est la condensation de Bose-Einstein r�esulte du
caract�ere quantique de la mati�ere. La vision classique que l'on a d'un gaz est un
ensemble de mati�ere, form�e d'un tr�es grand nombre1 de particules ponctuelles.

En g�en�eral, la densit�e spatiale est tellement faible qu'on en oublie même leurs interac-
tions2. Cette vision na•�ve, connue sous le nom de th�eorie cin�etique des gaz, est tout de
même applicable dans la plupart des cas. Cependant, du point de vue de la m�ecanique
quantique, les particules parfaitement localis�ees n'existent pas. La relation d'ind�etermi-
nation de Heisenberg � x� p � ~

2 stipule qu'une particule ne peut pas avoir �a la fois une
position et une vitesse bien d�etermin�ees. Une particule est alors d�ecrite par un paquet
d'onde (l'onde en question est une probabilit�e de pr�esence) d'extension non nulle �a la
fois dans l'espace r�eel et celui des impulsions. Cette d�elocalisation est quanti��ee par la
longueur d'onde thermique de de Broglie(1.1) qui, �a temp�erature ambiante, est com-
pl�etement n�egligeable devant la distance moyenne entre atomes, ce qui justi�e la vision
classique du ph�enom�ene.

� =
h

p
2�mk B T

longueur d'onde thermique (1.1)

Cependant, on peut imaginer des situations o�u la d�elocalisation des particules devient
de l'ordre des distances interatomiques, par exemple quand la temp�erature est tr�es basse
(la longueur d'onde thermique est tr�es grande), ou quand la densit�e est grande (la distance
inter-atomique diminue).

Dans ce cas, les paquets d'ondes se chevauchent et il devient impossible de recon-
naitre les di��erentes particules et de les suivre �a la trace, toutes celles-ci fusionnent en

1Le nombre de particules dans un gaz est en g�en�eral de l'ordre du nombre d'Avogad ro NA , ie � 1024

atomes.
2En fait on n'oublie pas les interactions car physiquement l'�equilibre thermodynamiq ue ne peut être

atteint que si les atomes entrent en collision. Cela dit, les quantit�es thermodynamiqu es sont calcul�ees �a
partir du hamiltonien sans interactions. Les interactions entrent en sc�ene �a trav ers l'hypoth�ese du chaos
mol�eculaire, n�ecessaire pour �etablir l'ergodicit�e.
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Fig. 1.1 { �A gauche gaz d'atomes en mouvement d�esordonn�e �a haute temp�erature. Vus de plus
pr�es, ces atomes r�ev�elent leur nature ondulatoire. Au centre , la temp�erature est su�samment
basse pour que la vision classique s'e�ondre.�A droite cet �etalement a d�epass�e les distances inter-
atomiques conduisant �a une fusion de tous les paquets d'ondes en un seul. C'est ce qu'il se produit
dans les gaz de bosons �a tr�es basse temp�erature (T � 1�K ) conduisant les atomes �a l'�etat de
condensat Bose-Einstein.

un seul paquet macroscopique. Les atomes subissent alors une crise d'identit�e quantique :
ils deviennent mutuellement indiscernables et c'est ainsi qu'ils secondensent3 tous dans
le même �etat quantique d'�energie minimale4.

Ordres de grandeurs

La plupart des condensats atomiques sont r�ealis�es exp�erimentalement �a partir de gaz
mono-atomiques, issus de la famille des alcalins (premi�ere colonne de la classi�cation
p�eriodique), comme le rubidium ou le c�esium. Les ordres de grandeurs sont en g�en�eral les
suivants :

n � 1020 atomes/m3 ; T � �K ; N � 105 atomes:

1.2 Gaz parfait de bosons

Consid�erons un gaz de bosons ind�ependants dans une bô�te, en nombre assez grand
pour que le syst�eme soit thermodynamique. Ce gaz ob�eit �a la statistique de Bose-Einstein :

N =
1

e� (� � � ) � 1
; (1.2)

et sa densit�e d'�etats est
(

� (� ) = AV
p

� avecA = 2s+1
4� 2

� 2m
~2

� 3
2 ;

� 0 = 0 (�energie du fondamental) :
(1.3)

La conservation du nombre de particules implique

3Le terme de condensation est un peu ambigu et de ce fait parfois mal interpr�et�e. I l ne s'agit pas d'un
�etat de la mati�ere o�u tous les atomes sont serr�es les uns contres les autres, comme dans un solide par
exemple, mais d'une condensation dans l'espace des impulsions. En e�et toutes les particules sont dans
le même �etat quantique de particules libres et se mettent ainsi �a se d�eplacer toutes en phase comme un
tout. On ne peut pas dire qu'elles soient spatialement condens�ees mais leur recouvrement est tel qu'elles
ne forment plus qu'un seul objet : le condensat.

4Bien �evidemment ceci n'est possible que pour un gaz de bosons car les fermions ob�eissent tout de
même au principe d'exclusion de Pauli.
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8
<

:
N = AV

Z 1

0
d�

p
�

1
e� (� � � ) � 1

;

� < 0:
(1.4)

En posant x = �� et � = e�� (fugacit�e) il vient

N
AV

= ( kB T)
3
2

Z 1

0
dx

p
x

1
1
� ex � 1

| {z }
int�egrale de Bose I B (� )

: (1.5)

Pour obtenir le potentiel chimique il faut r�esoudre

I B (� ) =
4� 2

2s + 1

�
~2

2mkB T

� 3
2 N

V
: (1.6)

Cependant, �a cause de la contrainte� < 0, l'int�egrale de Bose est born�ee par une
valeur maximale qui est I B (1) =

p
�

2 � ( 3
2) = 2 ; 3155. Ainsi si on diminue la temp�erature

tout en �xant la densit�e, il apparâ�t un paradoxe quand

N

AV (kB T)
3
2

> 2; 315; (1.7)

c'est-�a-dire soit quand la densit�e est assez forte, soit quand la temp�erature est en dessous
d'une temp�erature critique appel�ee temp�erature de Bose (1.8). Notons que ce crit�ere
revient �a dire que la longueur d'onde de de Broglie devient de l'ordre de grandeur de la
distance interatomique.

I B (1) =
N

AV (kB TBose)
3
2

: (1.8)

Ce probl�eme se traduit par le fait qu'en dessous de la temp�erature de Bose, qui est
par d�e�nition la temp�erature limite �a densit�e �x�ee, il n'y a pas de solution �a ( 1.6) : on ne
peut donc pas d�e�nir le potentiel chimique. Ce paradoxe se r�esout si on remarque que la
formule (1.4) ne prend pas en compte la population du fondamental. En e�et, le fait de
prendre � 0 = 0 d�etruit la contribution du fondamental dans ( 1.4), ce qui oblige �a la traiter
�a part. Si on s'int�eresse �a cette population N 0, il est facile de montrer (d�eveloppement
limit�e de N ) que quand T ! TBose par valeurs positives� ! 0+ , ainsi

N 0 = �
kB T

�
; (1.9)

et comme� � kB T, N 0 devient macroscopique : c'est le ph�enom�ene decondensation de
Bose-Einstein.

Transition de phase

En dessous d'une certaine temp�erature critiqueTB , la population de l'�etat fondamen-
tal devient macroscopique. Celle-ci joue le rôle de param�etre d'ordre pour cette transition
de phase6. Cette derni�ere peut être d�etermin�ee par un argument de conservation du nom-
bre de particules. �A la transition, le nombre total de particules est donn�e par (1.8), mais
on a d'autre part en dessous deTB

5 � est la fonction de Riemann d�e�nie par � (s) =
P 1

n =1
1

n s elle joue un rôle fondamental dans la th�eorie
des nombres premiers, cela dit elle apparâ�t souvent dans l'�evaluation d'int�eg rales en physique.

6Notons qu'il s'agit ici d'une transition de phase exclusivement pilot�ee par la temp�erature et les e�ets
de statistiques quantiques et donc qu'aucune interaction n'est n�ecessaire pour ordonner le syst�eme.
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N = N0 + N 0 N 0 = AV (kB T)3=2I B (1) = N
�

T
TB

� 3=2

; (1.10)

d'o�u on tire ais�ement

N0 = N

 

1 �
�

T
TB

� 3=2
!

: (1.11)

La fraction condens�ee croit donc de z�ero �a TB jusqu'�a 1 �a temp�erature nulle.

Crit�ere de Landau pour la superuidit�e

La superuidit�e est un sujet que l'on aura l'occasion de discuter plus en d�etails par
la suite mais il est d�ej�a int�eressant de l'�evoquer �a ce stade a�n de motiver l '�etude des
interactions dans un condensat. Celle-ci est entre autres caract�eris�ee par le fait qu'un
uide peut ne pas dissiper d'�energie �a la travers�ee d'un obstacle (o�u inversement quand
une particule le traverse). Plus pr�ecisement aucune excitation n'est �emise tant que sa
vitesse relative �a l'obstacle est inf�erieure �a une vitesse critique vc. On va voir par la suite
que ce caract�ere r�esulte d'une r�eponse collective du syst�eme qui est inexistante dansle
cas d'un gaz sans interactions. En e�et, cette vitesse critique est reli�ee au spectre des
excitations �el�ementaires du syst�eme via le crit�ere de Landau (voir chapitre 2)

vc = min p
" (p)

p
; (1.12)

o�u p d�esigne l'impulsion d'une excitation et " (p) son �energie. Pour un gaz parfait � (p) =
p2=2m et la vitesse critique est alors z�ero. Par contre, dans le cas d'un condensat en
interactions, on va montrer que le comportement collectif apparâ�t �a basse �energie sous
forme de phonons� (p) = cp. La vitessec de propagation de ses ondes sonores correspond
alors �a la vitesse critique du superuide.

1.3 Interactions dans un condensat et �equation de Gross-
Pitaevskii

Le mod�ele d�evelopp�e pr�ec�edemment, dû initialement �a Einstein, d�ecr it un gaz parfait
de bosons. Ce mod�ele est su�sant pour faire �emerger th�eoriquement le ph�enom�ene mais
insu�sant pour le confronter �a l'exp�erience. En particulier, dans le mod�ele du gaz par-
fait, la distance interatomique est in�nie. Il faudrait donc que la longueur d'onde de De
Broglie soit elle aussi in�nie pour permettre l'apparition du ph�enom�ene, et donc que la
temp�erature soit nulle, ce qui est en pratique impossible. Pour r�ealiser des exp�eriences,les
physiciens ont dû faire un compromis entre les basses temp�eratures et les hautes densit�es,
de sorte que les interactions ne sont plus n�egligeables. D'autre part, l'e�et des interactions
est en g�en�eral physiquement int�eressant et il est donc naturel de se poser la question de
leurs cons�equences.

Fort heureusement, compte tenu des conditions de tr�es basse temp�erature il est possi-
ble de faire des approximations s�ev�eres pour traiter le probl�eme. En particulier, la grande
d�elocalisation des particules (grande longueur d'onde de De Broglie) et le fait que les
collisions ont lieu �a tr�es basse �energie nous permettent d'oublier les d�etails du potentiel
d'interaction �a deux corps et de caract�eriser les collisions par un seul param�etre scalaire :
la longueur de di�usion a7 [48].

7Celle-ci peut être positive ou n�egative changeant ainsi le sens des interactions. Exp�erimentalement
elle peut être ajust�ee avec un champ magn�etique.
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V(j~r1 � ~r2j) =
4� ~2a

m
� (~r1 � ~r2) = g� (~r1 � ~r2) : (1.13)

Si les bosons n'interagissaient pas ils seraient tous dans l'�etat fondamental du pi�ege
qui les con�ne. En pr�esence d'interactions, la structure d'un tel �etat est modi��ee. En
principe il faudrait calculer l'�etat fondamental du hamiltonien

Ĥ =
NX

i =1

�
~pi

2

2m
+ Vext (~ri )

�

| {z }
h1 hamiltonien �a 1 corps

+
1
2

X

i;j ( i 6= j )

V(j~r1 � ~r2j) ; (1.14)

o�u Vext (~r) est le potentiel ext�erieur de pi�egeage des atomes qui est en g�en�eral harmonique
(pas forc�ement isotrope).

La d�etermination de cet �etat est en g�en�eral impossible, mais on va voir qu'il est possi-
ble d'obtenir une approximation de l'�etat fondamental par une th�eorie de champ moyen
avec une pr�ecision remarquable. Pour ce faire on applique la m�ethode de Bogoliubov [35]
avec les approximations suivantes :

{ Les N bosons sont sans spin, en interactions binaires �a temp�erature nulle.
{ Le gaz est dilu�e : n a3 � 1 o�u n est la densit�e atomique.
{ Le condensat est presque pur,ie quasiment tous les atomes sont condens�es.
Ceci nous permet de traiter les interactions avec le potentiel� de di�usion et de faire

un d�eveloppement de l'op�erateur champ8 suivant

	̂( ~r) = â� � (~r)
| {z }

mode du condensat

+  ̂ ? (~r)
| {z }

nuage thermique

; (1.15)

On a

Ĥ =
Z

d3~r
h
	 yh1	 +

g
2

	 y	 y		
i

;

N̂ = ay
� a� +

R
d3~r  y

?  ? = n̂� + � N̂ :

(1.16)

L'id�ee centrale est de faire un d�eveloppement ordre par ordre du hamiltonien en
puissance de ? . A l'ordre 0 on obtient l' �equation de Gross-Pitaevskii et �a l'ordre 2 le
hamiltonien de Bogoliubov.

� Ordre 0 : On n�eglige la partie non condens�ee ̂ ?

Ĥ0 =
Z

d3~r
h
� � h1� a y

� a� +
g
2

j� j4ay
� ay

� a� a�

i
� N

Z
d3~r

�
� � h1� +

gN
2

j� j4
�

= E [� ] ;

(1.17)
o�u l'on fait une approximation de champ classique (N̂ = ay

� a� � N ) compte tenu du
nombre macroscopique de particules dans le condensat.

La m�ethode variationnelle ( �E [� ]
�� � (~r ) = 0 avec

R
d3~r j� j2 = 1) conduit �a une �equation

sur l'�etat fondamental, c'est-�a-dire la fonction d'onde du condensat. C'est l'�equation de
Gross-Pitaevskii ind�ependante du temps [77, 157]

�
�

~2

2m
� + Vext (~r)

�
� (~r) + gNj� (~r)j2� (~r) = �� (~r) : (1.18)

8Ce d�eveloppement s�epare la partie condens�ee de celle non condens�ee, ie le nuage thermique. La
notation  ? signi�e que � et  ? sont orthogonaux

25



CHAPITRE 1. TH �EORIE �EL �EMENTAIRE DES CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN 26

Cette �equation a la structure d'une �equation de Schr•odinger non-lin�eaire semblable �a
celle de Ginzburg-Landau en supraconductivit�e. Cela dit, il faut bien avoir en tête qu'elle
n'est a priori valable que pour l'�etat fondamental et qu'elle interdit (�a cause du terme
non-lin�eaire) le principe de superposition. D'autre part � n'est pas l'�energie par particule
du condensatE [� ]=N mais le potentiel chimique9 � = @E[� ]

@N .
C'est une �equation de champ moyen dans la mesure o�u l'on applique la m�ethode varia-

tionelle dans le sous-espace des fonctions d'ondes produit tensoriel deN fonctions d'ondes
identiques, ie on suppose que toutes les particules sont condens�ees dans la même fonction
d'onde. On d�ecrit donc le syst�eme par un mod�ele �a une particule �evoluant dans un c hamp
moyen cr�e�e par les autres particules. Ceci n�eglige �evidemment les corr�elations entre par-
ticules et en particulier celles entre le condensat et le nuage thermique. Pour les prendre
en compte il faut pousser le d�eveloppement de Bogoliubov aux ordres sup�erieurs. Cela dit
cette �equation permet d�ej�a d'expliquer une grande partie des exp�eriences de condensation.

� Ordre 1
Compte tenu de l'�equation de Gross-Pitaevskii Ĥ1 = 0.

� Ordre 2 :
On a deux corrections possibles :
{ Il ne faut plus n�egliger � N̂ .
{ On doit garder l'ordre 2 en  ̂ ? dans 	̂ avec N̂ = ay

� a� .
La premi�ere conduit �a consid�erer

H �N
2 =

h
H0(N̂ � � N̂ ) � H0(N̂ )

i

ordre 1 en � N̂
= � � N̂

@H0

@N
= � �� N̂ : (1.19)

La seconde

H  ?
2 =

Z
d3~r

h
 y

? h1 ? +
g
2

�
4j� j2ay

� a�  y
?  ? + � � 2ay

�
2
 2

? + � 2a2
�  y

?
2�i

: (1.20)

Que l'on peut rassembler en d�ebarrassantay
�

2
et a2

 via le changement d'op�erateur
champ10 (repr�esentation phase-module deâ� ) qui conserve le nombre de particules

�̂( ~r) = Ây
�  ̂ ? (~r) ; Ay

� =
1

p
n̂� + 1

â� : (1.21)

Soit �nalement

HBog = E[� ] +
Z

d3~r
�
�̂ y �

h1 � � + 2Ngj� j2
�

�̂ +
Ng
2

�
� 2 ^� y

2
+ � � 2�̂ 2

� �
; (1.22)

qui est quadratique et donc diagonalisable par une transformation de Bogoliubov.
Le sens physique dê�( ~r) est clair, il s'agit d'un op�erateur qui d�etruit une particule

du nuage thermique et qui en cr�ee une dans le condensat. Le hamiltonien de Bogoliubov
d�ecrit le champ moyen et les corr�elations entre le condensat et le nuage thermique. En le
diagonalisant on obtient le spectre du syst�eme, encore appel�espectre de Bogoliubov

9 Il est facile de le voir en multipliant l'�equation par � � et en int�egrant sur l'espace.
10 Il faut aussi faire l'approximation que Â � est unitaire, c'est-�a-dire n�egliger le projecteur sur l'�etat �a

z�ero particules dans le condensat car Â � Â y
� = 1 et Â y

� Â � = 1 � j 0 : � ih0 : � j
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HBog = E0|{z}
correction au fondamental

+
X

k2F +

� k bk
y bk

| {z }
spectre de quasi-particules

; (1.23)

o�u F+ d�esigne l'ensemble des valeurs propres positives. La diagonalisation deHBog revient
�a diagonaliser la matrice dynamique L des op�erateurs �̂( ~r; t ) et �̂ y(~r; t ) en repr�esentation
de Heinsenberg (i~@t �̂( ~r; t ) = [ �̂ ; HBog ])

{~@t

�
�̂( ~r; t )
�̂ y(~r; t )

�
= L

�
�̂( ~r; t )
�̂ y(~r; t )

�
; (1.24)

avec

L =
�

h1 + 2gNj� j2 � � Ng� 2

� Ng� � 2 � h1 � 2gNj� j2 + �

�
; (1.25)

qui conduit aux �equations de Bogoliubov-De Gennessur les amplitudes des quasi-particules,
que l'on reverra dans la section 2 de ce chapitre.

1.4 Exemple du pi�ege harmonique : introduction de para-
m�etres fondamentaux

Maintenant que l'on dispose d'une �equation pour d�ecrire un condensat il est instructif
de la manipuler sur des exemples simples a�n d'en faire ressortir les �el�ements physiques
essentiels. L'exemple du pi�ege harmonique [48] est loin d'̂etre sans int�erêt dans la mesure
o�u presque toutes les exp�eriences sont r�ealis�ees avec un con�nement de ce type11. Il va
nous permettre de montrer l'e�et des interactions sur la forme d'un condensat, sa stabilit�e
et de d�egager une limite simple o�u l'on peut obtenir des r�esultats analytiques facilement.
D'autre part, ce sera aussi l'occasion d'introduire quelques ordres de grandeurs.

1.4.1 Loi d'�echelle et rayon du condensat

La premi�ere question que l'on peut se poser concerne le rayon typiqueR d'un conden-
sat. En particulier comment �evolue-t-il en fonction des interactions par rapport �a l'ex-
tention � du fondamental �a une particule (sans interactions) dans le puits harmonique.
Dans la suite on utilisera

Vext (~r) =
1
2

m! 2
0 r 2 ; � =

r
~

m! 0
; w =

R
�

: (1.26)

Pour obtenir l'�evolution grossi�ere de w en fonction des interactions (la valeur de
a12) on regarde l'ordre de grandeur de chaque contribution �energ�etique, en supposant le
condensat sph�erique de rayonR que l'on d�etermine par minimisation de l'�energie totale
(1.27)13.

E tot � N ~! 0(
1

w2
|{z}

cin�etique

+

pi�egeage
z}|{
w2 +

�
w3

|{z}
interactions

) ; (1.27)

11 Le potentiel de pi�egeage est harmonique mais pas isotrope en g�en�eral. On peut avoir des pi�eges cylin-
driques pas tr�es �eloign�es de l'isotropie comme le TOP par exemple mais aussi des pi�eges tr�es anisotropes
pour former des condensats �a une ou deux dimensions.

12 On donnera une condition plus pr�ecise un peu plus loin
13 Les coe�cients respectifs sont faux mais seul le comportement qualitatif nous int� eresse.
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avec � = aN
� : param�etre d'interactions.

On voit ainsi que chaque terme a un comportement tr�es di��erent, ce qui peut �even tuelle-
ment conduire �a un �etat d'�equilibre d'�energie minimale.

Fig. 1.2 { �A gauche : fonction d'onde radiale du condensat pour des interactions attractives.
�A droite : même chose pour des interactions r�epulsives.

Celui-ci sera di��erent selon l'importance des interactions, qui sont caract�eris�ees para
mais aussi parN ce qui n'est pas �etonnant dans la mesure o�u le champ moyen dans (1.18)
est proportionnel �a la densit�e. Le comportement du condensat va être tr�es di��erent en
fonction du signe des interactions, en particulier il est facile de se convaincre que l'�energie
poss�ede toujours un minimum si a > 0 mais pas forc�ement pour a < 0 (interactions
attractives). C'est le ph�enom�ene de collapse o�u le condensat s'e�ondre au pro�t de la
formation d'êtres polyatomiques (mol�ecules, agr�egats...).

On peut r�esoudre num�eriquement l'�equation de Gross-Pitaevskii tr�es facilement d ans
ce potentiel ce qui donne les fonctions radiales (pour plusieurs valeurs de� ) des �gures
1.2.

1.4.2 Limite de Thomas-Fermi

Au regard de la formule (1.27) il est clair que pour � � 1 les interactions sont n�egli-
geables. D'autre part pour � � 1 elles jouent un rôle pr�epond�erant et cette fois-ci c'est
l'�energie cin�etique qui est n�egligeable. Mais attention, cette limite a-t-elle un sens compte
tenu des hypoth�eses de l'�equation (1.18). En e�et, l'existence d'un r�egime o�u l'�energie
cin�etique est n�egligeable serait le bienvenu car l'�equation (1.18) deviendrait alg�ebrique,
mais ceci est-il compatible avec l'hypoth�ese d'un gaz dilu�e ? C'est ce qu'on se propose de
montrer.

Tout d'abord, montrons que � � 1 permet de n�egliger l'�energie cin�etique �a partir
de notre simple loi d'�echelle (1.27). �A des coe�cients num�eriques pr�es de l'ordre de 1 il
s'agit de rechercher le minimum dew2 + �

w3 et de v�eri�er a posteriori que le wmin satisfait
Ecin =Eint � 1. On trouve :

wmin � �
1
5 ) R � ��

1
5 � � si � � 1 : (1.28)

Soit
�

E int

Ecin

�

w= wmin

�
�=w 3

min

1=w2
min

� �
4
5 � 1 : (1.29)
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Il est donc l�egitime de n�egliger l'�energie cin�etique. Il est �a noter que tout ceci est
compatible avec notre intuition. En e�et si les interactions (r�epulsives) augmentent, l e
condensat va se dilater (son rayon augmente avec� ) et ainsi s'uniformiser14 spatialement
et donc minimiser l'�energie cin�etique.

Cependant peut-on avoir un tel e�et des interactions dans un gaz dilu�e ? Pour le voir
nous devons comparer la longueur de di�usion (qui caract�erise les collisions) �a la distance
moyenne` entre les atomes. Comme lesN atomes sont dans un volumeR3 � w3� 3, on
a ` � R N � 1

3 > � N � 1
3 et par suite :

a
`

<
a
�

N
1
3 : (1.30)

Finalement comme a
` croit au mieux comme N

1
3 et que � croit comme N on con�coit

qu'on puisse avoir des situations o�u � � 1 (interactions fortes) alors quea � ` (milieu
dilu�e).

Par exemple, pour les exp�eriences du MIT sur le sodium [135] : a � 3nm, � � 30 � m,
N � 106.

) � =
aN
�

� 102 � 1 et
a
`

<
a
�

N
1
3 � 10� 2 � 1 : (1.31)

En conclusion, il existe un r�egime dit de Thomas-Fermi o�u les interactions jouent un
rôle important même si le milieu est dilu�e. Dans ce r�egime l'�equation ( 1.18) de champ
moyen est encore valide est se simpli�e terriblement car elle devient alg�ebrique (on n�eglige
le terme cin�etique � ~2

2m � � (~r)). On a alors

n(~r) = � (~r)2 =
1

gN
[� � Vext (~r)] =

1
gN

�
� �

1
2

m! 2
0 r 2

�
; (1.32)

et 0 au del�a d'un rayon maximal rmax qui vaut rmax =
q

2�
m! 2

0
pour le pi�ege harmonique.

Notons que l'approximation de Thomas-Fermi n'est plus valable au voisinage dermax .
Le fait de tenir compte du terme d'�energie cin�etique au voisinage de ce point arrondit
le pro�l et supprime la discontinuit�e de la d�eriv�ee [ 50, 89]. On remarque aussi que cette
approximation semble �equivalente �a prendre la limite semi-classique de (1.18).

Condensat dans une bô�te �a 1D : longueur de relaxation

On consid�ere le probl�eme simple d'un condensat dans une bô�te �a 1D. En l'absence
d'interactions, on sait que l'�etat fondamental est un sinus. En pr�esence d'interactions
r�epulsives on s'attend �evidemment �a voir la fonction d'onde s'aplatir jusqu'�a devenir
presque homog�ene. Cependant l'�energie cin�etique est p�enalis�ee par les forts gradients et il
faut donc que le syst�eme trouve un compromis pour minimiser son �energie. La longueur
sur laquelle s'e�ectue cette descente �a z�ero est appell�eelongueur de relaxation (healing
length en anglais) que l'on note en g�en�eral � . On verra plus loin que cette grandeur joue
un rôle fondamental pour classer les excitations d'un condensat.

Avec une normalisation �a N l'�equation de Gross-Pitaevskii s'�ecrit �a 1D

�
~2

2m
' 00(z) + g ' 3(z) = � ' (z) (1.33)

dont on tire le potentiel chimique en la regardant au centre, ie � = gn0 = gN=L. En
adimensionnant par ~' = '=

p
n0 et x = z=� on obtient

14 Ceci est valable loin des bords o�u le con�nement oblige la densit�e �a s'�ecro uler et il n'est plus possible
d'oublier l'�energie cin�etique. On reviendra sur ce point plus loin.
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1
2

~' 00(x) � ~' 3(x) + ~' (x) = 0 ; avec � =
~

p
m�

: (1.34)

On peut facilement l'int�egrer en s�eparant l'intervalle en deux selon le signe de ~' 0.
Dans la premi�ere moiti�e de la bô�te on obtient

' (z) =
p

n0 th ( z=� ) : (1.35)

L'�equation de Gross-Pitaevskii reproduit donc bien notre intuition.

1.5 Excitations d'un condensat : analyse de quelques exp�e-
riences

On a vu dans la partie pr�ec�edente comment obtenir l'�etat fondamental d'un conden-
sat de Bose-Einstein grâce �a l'�equation de Gross-Pitaevskii stationnaire (1.18). L'objectif
de cette partie est d'essayer de comprendre les excitations �el�ementaires d'un condensat
quand il est soumis �a une perturbation temporelle du potentiel de pi�egeage. Ceci a fait
l'objet de plusieurs exp�eriences [93, 135, 17] (pour ne citer que celles-ci) que l'on se pro-
pose d'analyser. Pour obtenir le spectre des excitations d'un condensat il existe plusieurs
approches di��erentes : th�eorie de Bogoliubov, �equation de Gross-Pitaevskii d�ependante
du temps ... qui conduisent aux mêmes r�esultats. Cela dit, la description par l'�equation
d�ependante du temps (que l'on va d�eriver) se prête �a une interpr�etation plus di recte des
exp�eriences.

1.5.1 �Equation de Gross-Pitaevskii d�ependante du temps

L'important n'est pas ce qu'on fait du condensat mais ce que le condensat fait
de ce qu'on a fait de lui.J. P. Sartre, quelque peu adapt�e.

D�erivation

Il existe plusieurs m�ethodes pour obtenir cette �equation. Soit par un principe de
moindre action [48] soit directement par les �equations de Heinsenberg et le hamiltonien
(1.16) dans la limite o�u toutes les particules sont condens�ees (̂	( ~r) = â� � (~r)) et dans
l'approximation de champ classique (N̂ = ây

� â� � N ).
On obtient �nalement :

{~@t ' (~r; t ) =
�
�

~2

2m
� + Vext (~r; t )

�
' (~r; t ) + Ng j' (~r; t )j2 ' (~r; t ) : (1.36)

C'est l' �equation de Gross-Pitaevskii d�ependante du temps.
On note que si l'on cherche une solution stationnaire du type' (~r; t ) = � (~r)e� i�t= ~ on

retrouve l'�equation ind�ependante du temps. Cela dit, �a cause de la nonlin�earit�e de l'�equa-
tion, il n'est pas possible d'appliquer l'analyse spectrale standard comme pour l'�equa-
tion de Schr•odinger, o�u l'on cherche les �etats stationnaires et on superpose les �etats. En
d'autres termes, cette �equation ne peut pas se ramener �a un probl�eme spectral d'alg�ebre
lin�eaire. C'est ce qui fait �a la fois la richesse et la di�cult�e de cette phy sique.

Cela dit, il existe tout de même un r�egime agr�eable, �a savoir celui des faibles exci-
tations. En e�et, pour de faibles perturbations du potentiel il est possible de lin�eariser
(1.36) autour d'une solution stationnaire. Physiquement ceci correspond aux excitations
de basse �energie du condensat.
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Limite des faibles excitations

Le principe d'une exp�erience d'excitation d'un condensat (�a basse �energie) est le
suivant.

On pr�epare un condensat dans son �etat
fondamental dans un potentiel de pi�egeage
Vext (~r) ind�ependant du temps. �A t=0 on
\agite" le condensat via une l�eg�ere perturba-
tion temporelle du potentiel �V (~r; t ) ce qui
excite ses modes propres. Au bout d'un temps
d'excitation te on coupe la perturbation (tout
en gardant le pi�egeage) et on laisse le conden-
sat �evoluer �a sa guise dans une superposition de modes propres. En�n on observe le
condensat en fonction du temps selon des techniques sur lesquelles on reviendra.

Pour lin�eariser l'�equation ( 1.36) autour de la solution d'�equilibre � (~r) on pose :

' (~r; t ) = [ � (~r) + �' (~r; t )] e� i�t= ~ ; Vext (~r; t ) = Vext (~r) + �V (~r; t ) ; (1.37)

que l'on injecte dans (1.36) en ne gardant que le premier ordre en�' et �V . On obtient
un syst�eme d'�equations qui couple �' , �' � et un terme source�V :

{~@t

�
�'
�' �

�
= L

�
�'
�' �

�
+

�
�V � (~r)

� �V � � (~r)

�
; (1.38)

o�u L est exactement le même op�erateur lin�eaire que dans la th�eorie de Bogoliubov15

(1.25).
Finalement la lin�earisation de cette �equation nous donne acc�es au spectre des exci-

tations de basse �energie d'un condensat dans un contexte plus intuitif que celui de la
th�eorie de Bogoliubov. On obtient les modes propres en diagonalisantL , c'est �a dire en
cherchant les fr�equences propres! et les vecteurs propres (u; v) du syst�eme tels que

L
�

u(~r)
v(~r)

�
e� i!t = ~!

�
u(~r)
v(~r)

�
e� i!t : (1.39)

Soit
8
<

:

�
h1 � � + 2gNj� j2

�
u(~r) + gN � 2 v(~r) = ~! u (~r) ;

� gN � � 2 u(~r) �
�
h1 � � + 2gNj� j2

�
v(~r) = ~! v (~r) ;

(1.40)

�equations connues sous le nom d'�equations de Bogoliubov-De Gennes, �a la base de nom-
breux calculs d'excitations d'un condensat.

Une fois ces �equations r�esolues ont obtient la fonction d'onde du condensat comme
une superposition lin�eaire de modes propres :

' (~r; t ) =
�
� (~r) + u(~r)e� i!t + v� (~r)ei!t �

e� i�t= ~ ; (1.41)

(car si (u; v) est vecteur propre avec la valeur propre~! alors (v� ; u� ) est aussi vecteur
propre avec la valeur propre� ~! .)

15 Ceci n'est pas compl�etement �evident dans la mesure o�u dans la th�eorie de Bogoliu bov on d�ecrit les
excitations comme des interactions avec le nuage thermique alors qu'ici il s'agit de uctuations induites par
le potentiel. Mais rien ne distingue vraiment le champ non condens�e d'une uc tuation purement classique
du champ dans une th�eorie lin�eaire. �A m�editer... (voir par exemple [ 121] qui montre que l'�equation de GP
peut faire apparâ�tre une partie non condens�ee.)
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Cas particulier du gaz homog�ene

Encore une fois il est instructif de regarder un exemple simple pour analyser la
physique. Prenons le cas d'un condensat libre uniforme16. La solution d'�equilibre est
tr�es simple car il s'agit d'une constante :

� (~r) =
1

L 3=2
! � = N� 2 =

N
L 3 ; � = �g ; Vext (~r) = 0 ! h1 = �

~2

2m
� : (1.42)

On chercheu(~r) et v(~r) sous forme d'ondes planes,ei~k:~r , ce qui donne la relation de
dispersion de Bogoliubov

~! =

s
~2k2

2m

�
~2k2

2m
+ 2g�

�
: (1.43)

k

Quasi-particules

PhononsParticules
libres

Spectre de Bogoliubov
BEC homogene

x1/
m

hw

Fig. 1.3 { Spectre de Bogoliubov d'un condensat homog�ene.

Cette relation de dispersion (�gure 1.3) sugg�ere deux limites simples selon l'ordre de
grandeur de k. Ainsi la nature des excitations �el�ementaires du condensat est class�ee en
trois cat�egories selon la relation d'ordre entre la longueur d'onde des excitations� et la
longueur de relaxation � du condensat pr�ec�edemment introduite.

� � � � : la relation de dispersion se r�eduit �a une relation de particule libre. L'e�et
du condensat ne se traduit que par un simple d�ecalage des �energies du gaz.

� � � � : cette limite conduit �a une relation lin�eaire en ! et k caract�eristique des
phonons. Il s'agit d'ondes de densit�e �a travers le condensat.

� � � � : les excitations n'ont pas une interpr�etation physique simple, il s'agit de
quasi-particules de Bogoliubov.

Il est �a noter que l'on retrouve en g�en�eral le même genre de distinction dans le cas
de condensats inhomog�enes, en particulier la longueur de relaxation reste une �echelle
essentielle pour classer les excitations.

1.5.2 Formulation hydrodynamique : Thomas-Fermi g�en�eralis�e

Une des complications qui arrive lorsqu'on examine des probl�emes d�ependants du
temps est que la fonction d'onde devient n�ecessairement complexe. En e�et, dans le cas

16 Même si ce cas semble acad�emique il est tout de même tr�es int�eressant et peut s'appliquer sur une
�echelle de distance o�u la densit�e varie peu.
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statique on peut toujours se ramener �a une fonction r�eelle ce qui traduit le fait que le
courant de probabilit�e est nul (�etat stationnaire !). Pour un probl�eme d�ependant du temps
ce n'est en g�en�eral pas le cas. Prenons par exemple une exp�erience de transport balistique
o�u un condensat se d�eplace �a vitesse constante. Cette vitesse est essentiellement li�ee au
courant de probablit�e et donc au gradient de phase de la fonction d'onde17.

Une cons�equence de ceci est l'impossibilit�e de n�egliger directement l'�energie cin�etique
comme dans l'approximation de Thomas-Fermi pour le cas statique. L'objectif de cette
partie est de d�evelopper un formalisme o�u il nous sera possible de s�eparer les uctuations
de phase et de densit�e pour g�en�eraliser cette approximation. Pour ce faire il s'agit juste de
changer de point de vue en �ecrivant la fonction d'onde du condensat dans larepr�esentation
phase-densit�e :

' (~r; t ) =
p

� (~r; t )eiS (~r;t ) avec
Z

d3~rj' j2 = N : (1.44)

Ceci conduit �a un jeu de trois �equations totalement �equivalentes �a ( 1.36) :

~v(~r; t ) = ~
m

~r S(~r; t ) @�
@t +

~r (�~v ) = 0 ;

m @~v
@t =

~r
h

~2

2m
1p
� �

p
� � 1

2m~v 2 � Vext (~r; t ) � g�
i

;
(1.45)

qui est une �equation presque classique car un seul terme est proportionnel �a~. On appelle
ce termepression quantique.

Limite des grandes densit�es

Jusqu'ici il ne s'agit que d'une r�e�ecriture de ( 1.36) mais on voit d�ej�a que l'on a s�epar�e
les uctuations de phase et de densit�e, ce qui va nous permettre de faire une approximation
simple.

En e�et, dans la limite de grandes interactions (parfois appell�ee grandes densit�es) on
a vu (pour des interactions r�epulsives) que la densit�e varie lentement dans l'espace (du
moins loin des bords) et donc que le gradient de densit�e est faible. Il est donc justi��e
de n�egliger le terme de pression quantique dans ce r�egime. Plus quantitativement on
peut faire cette approximation si on regarde, par exemple, des modes de vibrations du
condensat dont l'�echelle caract�eristique d est telle que ce terme soit n�egligeable devant
les autres et en particulier devantg� . Ceci donne le crit�ere

~2

2md2 � g� ) d � � : (1.46)

Dans ce cas on obtient l'�equation d'un superuide :

m
�

@~v
@t

+ ~v : ~r
�

~v + ~r (Vext (~r; t ) + g� ) = ~0; (1.47)

qui dans le r�egime d'�equilibre ( � = cte, ~v = ~0) redonne l'approximation de Thomas-Fermi.

Limite des faibles excitations

Encore une fois pour obtenir les modes de basse �energie du condensat on peut repro-
duire la proc�edure de lin�earisation autour de la solution d'�equilibre. On a

17 C'est un r�esultat bien connu de la m�ecanique quantique ~j �
�

 � ~r  �  ~r  �
�

.

33



CHAPITRE 1. TH �EORIE �EL �EMENTAIRE DES CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN 34

�
� (~r; t ) = � 0(~r) + �� (~r; t )
~v(~r; t ) = ~v0(~r) + �~v (~r; t )

et
�

� 0(~r) = 1
g [� � Vext (~r)]

~v0(~r) = ~0
(1.48)

En injectant dans (1.47) et en ne gardant que les premiers ordres en�~v et �� on
obtient

@2

@t2
�� (~r; t ) =

g
m

~r
h
� 0(~r) ~r �� (~r; t )

i
= ~r

h
c2(~r) ~r �� (~r; t )

i
; (1.49)

o�u c(~r) est telle quemc2(~r) = � � Vext (~r) d�esigne une vitesse du son locale. En e�et cette
interpr�etation est claire si on regarde le cas homog�ene� 0(~r) = � 0 o�u l'on a

�
@2

@t2
� c2 �

�
�� (~r; t ) = 0 avec c2 =

g� 0

m
: (1.50)

On retrouve les ondes sonores pr�edites par la th�eorie de Bogoliubov dans le r�egime� � �
o�u s'applique l'approximation de Thomas-Fermi g�en�eralis�ee. Bien sûr le cas du condensat
homog�ene semble encore une fois acad�emique mais si on consid�ere des excitations qui
varient tr�es rapidement �a l'�echelle des uctuations de densit�e du condensat (dans l a
limite Thomas-Fermi c'est typiquement la taille du condensat car le pro�l de densit�e est
relativement lisse) on peut avoir des ondes sonores dans un milieu inhomog�ene18. Cela
dit il faut faire attention �a la double contrainte

� � � � R o�u R est la taille typique du condensat (1.51)

qui assure d'avoir un milieu localement homog�ene et une excitation de type phonon.
On va voir par la suite que cette contrainte est r�ealisable exp�erimentalement, par

exemple dans une exp�erience du MIT [17] o�u � � 0:2�m et R � 100�m .

1.5.3 Analyse de quelques exp�eriences

Les exp�eriences d'atomes froids sont d'une simplicit�e �evang�elique.P. Nozi�eres.

Quelques �el�ements sur le spectre des excitations

�A cause du con�nement d'un condensat dans un pi�ege, le spectre des excitations
n'est pas aussi simple que celui obtenu pour le cas homog�ene. En particulier on a vu
que les premi�eres excitations ne sont pas n�ecessairement des phonons qui n�ecessitent des
conditions un peu plus subtiles. En fait il est facile de voir que les premi�eres excitations
ont un spectre discret (�a cause du con�nement) mais que l'on peut arriver �a des ondes
sonores en augmentant l'�energie. On pourra consulter �a ce sujet deux articles de r�ef�erence
de S. Stringari [170, 171] o�u il r�esout l'�equation ( 1.49) dans di��erentes con�gurations de
pi�egeage harmonique et en particulier dans la limite tr�es anisotrope du condensat en
forme de cigare19 o�u la dynamique de basse �energie est unidimensionelle.

A�n de comprendre les quelques exp�eriences notons quelques propri�et�es des modes
propres d'un condensat pi�eg�e.

18 Ceci est li�e �a l'approximation adiabatique. La dynamique de la perturbation est bien plus rapide que
celle du milieu, elle peut donc suivre de fa�con adiabatique ses modi�cations tout comme la dynamique
�electronique s'adapte aux mouvements des noyaux en physique mol�eculaire.

19 Il s'agit d'un condensat dans un pi�ege harmonique �a sym�etrie cylindrique avec un con�nement tr�es
faible dans la direction z (! z � ! ? ).
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{ Les modes de plus basses �energies sont essentiellement desmodes collectifs o�u
l'ensemble du condensat est a�ect�e (modes de grandes longueurs d'ondes) comme
l'oscillation du centre de masse, des modes de compressions... mais dont les fr�equences
sont discr�etes.

{ Quand on augmente un peu l'�energie, le spectre se ressere pour ressembler �a un
continuum o�u l'on peut voir des ondes sonores selon les conditions (1.51).

{ �A encore plus haute �energie (ou plutôt moins basse...) le spectre devient plus com-
plexe et �nit par tendre vers un spectre de particule libre.

Dans cette partie on se propose d'analyser des exp�eriences qui mettent en �evidence
les deux premi�eres cat�egories d'excitations.

Modes collectifs de basse �energie

De mani�ere g�en�erale deux types de quantit�es simples (et pertinentes pour ce qui est
des excitations) sont accessibles �a l'exp�eriences : laposition du condensatet ses di��erents
rapports d'aspects. La premi�ere nous renseigne sur la dynamique du centre de masse
et les secondes, d�e�nies comme les di��erents rapports des dimensions20 du condensat,
sur les modes de compressions par exemple. Il existe deux principales techniques (�a ma
connaissance) pour les mesurer : l'imagerie par absorption et l'imagerie par contraste de
phase21. Cela dit le principe de ce genre d'exp�erience est en g�en�eral le même. On pr�epare
un condensat �a l'�equilibre puis �a t = 0 on le perturbe pendant un temps te et on le laisse
�evoluer pendant un temps t avant de mesurer ses caract�eristiques.

La di�cult�e essentielle de ce genre d'exp�erience est de pouvoir exciter intelligemment
les modes du condensat. En e�et, si on perturbe le pi�ege n'importe comment on risque
d'exciter un nombre arbitraire de modes propres conduisant �a un r�esultat inexploitable.
Il faut donc être capable d'exciter les modes un par un pour les mesurer proprement.
La seule fa�con de le faire est de cr�eer une d�eformation du pi�ege qui co•�ncide exactement
avec la g�eom�etrie d'un mode propre. Voil�a pourquoi, en g�en�eral, des exp�erienc es telles
que [93, 135] ne peuvent explorer qu'un nombre tr�es limit�e de modes.

Par exemple dans l'exp�erience [93] de l'�equipe de Boulder en 1996 sur le87Rb (� 5000
atomes), ils avaient la possibilit�e d'exciter deux modes di��erents (m=0, m=2, �g 1.4)
grâce �a la superposition d'un pi�ege TOP22 (ind�ependant du temps) et de deux con�g-
urations complexes de champs magn�etiques oscillants repr�esentants des modulations de
l'ordre de 1.5%.

Exp�erimentalement ils imposaient une g�eom�etrie d'excitation et observaient l'ampli-
tude de l'excitation en fonction de la fr�equence. Dans le cas d'un gaz condens�e ils ont
trouv�e une fr�equence de r�esonnance alors que le gaz thermique ne r�epondait pas. D'autre
part en maintenant cette fr�equence et en changeant la g�eom�etrie il n'y avait aucune
r�eponse. Voil�a qui constitue une preuve des id�ees avanc�ees jusqu'�a pr�esent.

20 En g�en�eral les pi�eges sont harmoniques �a sym�etrie cylindrique. Il n'y a donc qu'u n seul rapport
d'aspect possible.

21 Nous n'entrerons pas dans les d�etails de ces techniques de mesures. La di��erence fondamentale entre
les 2 est que celle par absorption est destructive (mesure de temps de vol dans une exp�erience de transport
balistique (pour faire gongler le condensat et avoir une meilleure r�esolution ) par absorption optique), ce
qui n�ecessite de faire N exp�eriences di��erentes pour mesurer le condensat �a N temps d i��erents, alors que
par le contraste de phase on peut le mesurer directement sans le d�etruire.

22 C'est un pi�ege harmonique �a sym�etrie cylindrique tel que ! ? =! z =
p

8.
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Fig. 1.4 { �A gauche sch�ema des deux modesm=0 (a) et m=2 (b) ( m est le nombre quantique de
L z du �a la sym�etrie cylindrique). Le mode m=0 conserve la sym�etrie axiale : on a des oscillations
radiales et axiales en oppositions de phases. Le modem=2 brise la sym�etrie : on a des oscillations
radiales anisotropes accompagn�ees d'une rotation �a vitesse constante des axes d'oscillations sans
dynamique enz. �A droite : �evolution des dimensions radiales et axiales du condensat au cours
du temps pour le modem=0 qui sont bien en opposition de phase. Ceci permet de mesurer la
fr�equence d'oscillation.

De plus ils ont aussi regard�e l'e�et des interac-
tions sur les fr�equences propres en changeant les
param�etres du pi�ege (ce qui change l'extention
du fondamental). Les r�esultats sont pr�esent�es sur
la �gure ci-contre. Les courbes en traits pleins
correspondent �a des r�esolutions num�eriques de
l'�equation de Gross-Pitaevskii alors que les tirets
sont les r�esultats asymptotiques de Stringari [170]
dans la limite de Thomas-Fermi. Les r�esultats
sont en excellent accord avec la th�eorie ce qui con-
stitut une con�rmation exp�erimentale de l'�equa-
tion ( 1.36).

Ondes sonores dans un condensat

On a discut�e dans la section 2.2.2 de l'existence d'onde sonores au sein d'un condensat,
et ceci quand la longueur d'onde est �a la fois grande devant la longueur de relaxation et
petite devant l'�echelle de variation de densit�e du condensat (voir par exemple [170]). Ceci
a �et�e mis en �evidence, par exemple, dans une exp�erience au MIT sur le Sodium en 1997
[17].

Dans cette exp�erience, ils travaillaient avec environ 5:106 atomes formant un con-
densat en forme de cigare dont la dynamique est quasi unidimensionnelle. Compte tenu
du nombre d'atomes et de l'interaction r�epulsive, le r�egime de Thomas-Fermi est atteint.
Il s'agit donc de provoquer une d�eformation du condensat, petite devant ses dimensions
et en particulier la dimension longitudinale. Pour ce faire ils ont appliqu�e un champ
radiofr�equence au centre du pi�ege pour r�ealiser une perturbation localis�ee (�g 1.5).

Voil�a de jolies images (les chi�res �etant aussi en tr�es bons accords) qui con�rment
une fois de plus la th�eorie de champ moyen expos�ee pr�ec�edemment.
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Fig. 1.5 { �A gauche : sch�ema du principe de l'exp�erience. Il existe deux fa�cons de perturber le
condensat : soit en allumant la perturbation une fois qu'il est form�e (a) soit en le formant avec et
en la coupant apr�es (b). Dans les 2 cas deux fronts se propagent en directions oppos�ees defa�con
sym�etrique. �A droite : images du condensat (contraste de phase) au cours du temps. On voit
bien une structure se d�eplacer avec une vitesse constante (jusqu'�a une certaine limite car elle est
quand même locale) au sein du condensat.

1.6 Condensats unidimensionnels

Toto, I have a feeling we're not in Kansas anymore.Dorothy, Le magicien
d'Oz.

Pr�ec�edemment nous avons discut�e les propri�et�es de condensats en dimension 3. Depuis
plusieurs ann�ees il est possible de cr�eer exp�erimentalement des gaz quantiques en dimen-
sion inf�erieure, dans le sens o�u les �energies d'excitations dans une ou plusieurs directions
sont beaucoup plus importantes que dans les autres. Ainsi, grâce �a la quanti�cation de
l'�energie, la dynamique du syst�eme est gel�ee (�a basse �energie) dans certaines directions.
On parle alors de syst�emes quasi-bidimensionnels ou quasi-unidimensionnels. De tels sys-
t�emes peuvent être cr�e�es en con�nant un gaz dans un pi�ege anisotrope. Si le pi�ege est
relativement fort dans deux directions de l'espace et beaucoup plus faible dans la derni�ere
on peut alors esp�erer cr�eer un condensat quasi-unidimensionnel. Une question naturelle
est bien sûr la suivante : existe t-il des condensats de Bose-Einstein en dimension 1 ? Et si
oui quelles sont les conditions d'existences et quelles sont les propri�et�es de tels syst�emes.
Nous allons voir dans ce qui suit que ce ph�enom�ene n'existe pas rigoureusement �a la limite
thermodynamique mais peut tout de même être observ�e exp�erimentalement (annexe A).

1.6.1 Quelques g�en�eralit�es sur la condensation en dimension r�eduite

Cas des bosons dans une bô�te

On s'int�eresse ici de mani�ere assez qualitative �a l'�evolution du rapport N1=N0 en
fonction du nombre de particules quelque soit la dimension.

Consid�erons N bosons sans interaction dans une bô�te de longueurL en dimensiond.
Le spectre du syst�eme est le suivant :

� =
~2

2m
� 2

L 2 [n2
x + n2

y + n2
z] �

1
L 2 : (1.52)

En dimension d, dire que l'�etat fondamental est macroscopiquement occup�e signi�e
que

N0 � L d: (1.53)
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La population du premier �etat excit�e est quant �a elle donn�ee par le facteur de Bose

N1 '
1

� (� 1 � � )
� L 2; (1.54)

ce qui conduit au rapport N1=N0 suivant :

N1=N0 � L 2� d: (1.55)

Il n'est donc a priori pas possible d'observer la condensation de Bose-Einstein pour
d � 2 dans un syst�eme uniforme.

Cas des bosons dans un pi�ege harmonique

La condensation de Bose-Einstein �etant une condensation dans l'espace des phases,
la pr�esence d'un potentiel de pi�egeage est en g�en�eral favorable. On consid�ere iciun pi�ege
harmonique non n�ecessairement isotrope en dimensiond :

V (x1; � � � ; xd) =
1
2

m
dX

i =1

! 2
i x2

i : (1.56)

Le nombre de particules qui occupent les �etats excit�es est comme pr�ec�edemment donn�e
par la somme des facteurs de Bose :

NT =
X

f n i g

1
e� (� � � ) � 1

; (1.57)

avec

� = ~
dX

i =1

! i (ki + 1=2): (1.58)

Soit �a la limite continue, en introduisant la densit�e d'�etats en �energie � (� ) et �a tr�es
basse temp�erature (� ! � 0 = 0 �a la limite continue) :

NT =
Z

� (� )d�
e�� � 1

=
1

~d(d � 1)! ! 1 � � � ! d

Z
� d� 1

e�� � 1
d�: (1.59)

Cette int�egrale pr�esente un comportement singulier au voisinage de 0 selon la dimen-
sionnalit�e du syst�eme. En dimension 2 et 3 elle converge ce qui conduit �a une borne
sup�erieure du nombre d'atomes dans les niveaux excit�es et donc �a la n�ecessit�e de peupler
le fondamental de fa�con macroscopique. En revanche elle diverge en dimension 1 ce qui
exclut la possibilit�e d'observer une condensation de Bose-Einstein.

Si tout de même on cherche �a d�e�nir une temp�erature de condensation �a une dimen-
sion, en utilisant le crit�ere N = NT , on obtient (pour kB Tc � ~! )

kB Tc =
N ~!

ln(2N )
: (1.60)

�A la limite thermodynamique, c'est �a dire pour N ! 1 , ! ! 0 avecN! = cte, la
pr�esence du logarithme entraine queTc tende vers z�ero. Cela dit les exp�eriences sont bien
entendu r�ealis�ees avec un nombre �ni d'atomes (� 105 � 106 atomes) ce qui permet une
occupation importante mais �nie de l'�etat fondamental.
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1.6.2 Passage 3D-1D

Dans la mesure o�u de nombreuses exp�eriences sont r�ealis�ees dans des pi�eges tr�es
anisotropes, il est tr�es utile de d�evelopper une th�eorie e�ective unidimensionnelle bien plus
simple �a utiliser que l'�equation de Gross-Pitaevskii 3D. L'id�ee de base est d'utiliser une
approximation adiabatique pour s�eparer la dynamique transverse de celle longitudinale.
On pose donc comme ansatz pour la fonction d'onde du condensat

	( ~r; t ) =  (x; t )� ? (~r? ; x); (1.61)

avec comme hypoth�ese@x � (~r? ; x) � @? � (~r? ; x), ce qui revient �a imposer que la taille
transverse du condensat soit plus petite que l'�echelle typique des variations de� ? (~r? ; x)
selonx.

De plus, on impose les conditions de normalisation suivantes :

Z
d2~r? j� ? j2 = 1 ; (1.62)

n1(x; t ) =
Z

d2~r? j	 j2 = j (x; t )j2 : (1.63)

Les �equations du mouvement peuvent maintenant être obtenues par le principe de
moindre action. L'action �a minimiser est la suivante :

S[	 ; 	 � ] =
i~
2

Z
d3~rdt (	 � @t 	 � 	 @t 	 � )

�
Z

d3~rdt
�

�
~2

2m
	 � �	 +

g
2

j	 j4 + ( Vk(x) + V? (~r? )) j	 j2
�

;
(1.64)

avecg = 4 � ~2a=m.
La d�erivation fonctionnelle par rapport �a 	 � puis la division par 	 conduit �a l'�egalit�e

suivante :

i~
 

@t  +
~2

2m 
@2

x  � Vk(x) = �
~2

2m� ?
� � ? + gn1j� ? j2 + V? (~r? ): (1.65)

L'approximation @x � (~r? ; x) � @? � (~r? ; x) permet de simpli�er le membre de droite
mais surtout de s�eparer les �equations puisque� ? ne d�epend alors plus que de mani�ere
param�etrique de la dynamique longitudinale via n1. Chaque membre de (1.65) est alors
�egal �a une constante (par rapport �a ~r et t) qui ne d�epend que de n1. On note cette
constante � (n1) ce qui conduit au syst�eme de deux �equations di��erentielles suivant :

�
~2

2m
� ? � ? + gn1j� ? j2� ? + V? � ? = � (n1)� ? ; (1.66)

i~@t  = �
~2

2m
@2

x  + Vk + � (n1) : (1.67)

Il convient donc de r�esoudre le probl�eme transverse en premier a�n de d�eterminer
la non-lin�earit�e e�ective pour la dynamique longitudinale. Ceci peut être fait ais �ement
dans deux cas limites. D'une part dans la limite o�u la densit�e transverse est tr�es faible
de sorte que la non-lin�earit�e dans (1.66) puisse être trait�ee comme une perturbation :
c'est le r�egime de champ moyen 1D. D'autre part, si la densit�e est au contraire grande,
le r�egime de Thomas-Fermi est atteint dans la direction transverse : on parle alors de
r�egime Thomas-Fermi transverse. Compte tenu du choix de normalisation, le param�etre
clef est an1. Si an1 � 1, le syst�eme est dans le r�egime champ moyen 1D alors que pour
an1 � 1 il est dans le r�egime Thomas-Fermi transverse.
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1.6.3 R�egime Thomas-Fermi transverse : an1 � 1

Dans ce cas, le terme d'�energie cin�etique dans (1.66) devient n�egligeable. Pour un
pi�ege harmonique transversalement isotropeV? = 1

2m! 2
? r 2

? on obtient par normalisation
la non lin�earit�e e�ective

� (n1) = 2 ~! ?
p

an1: (1.68)

L'�equation longitudinale e�ective s'�ecrit alors

i~@t  = �
~2

2m
@2

x  + Vk + 2~! ?
p

aj j  ; (1.69)

qui n'est pas de la même forme que l'�equation de Gross-Pitaevskii standard.
En l'abscence de potentiel longitudinal cette �equation admet une solution stationnaire

uniforme
p

n0 e� i�t , pour un condensat au repos dont le potentiel chimique est

� = 2~! ?
p

an0 = g
p

n0 ; (1.70)

o�u l'on a d�e�ni la constante de couplage e�ective g = 2~! ?
p

a.
Dans ce r�egime, le condensat garde une forme tridimensionnelle et le rayon pour lequel

la densit�e s'annule est

R? = 2a? (an0)1=4; a? =

s
~

m! ?
: (1.71)

Pr�ecisons ici que, même dans ce r�egime, la densit�e tri-dimensionnellen3D doit toujours
v�eri�er n1=3

3D a � 1, ce qui est �equivalent �a n1a � (a? =a)4, or a? =a est typiquement de
l'ordre de 103 ce qui permet clairement d'avoir les deux conditions rempliesn1a � 1 et
n1=3

3D a � 1.
On a de plus dans ce r�egime

R? � � ; (1.72)

o�u � est la longueur de relaxation d�e�nie dans le cas uni-dimensionnel par

� =
~

p
m�

: (1.73)

Ces deux longueurs typiques interviennent dans le spectre d'excitation qui, dans le
cas d'un condensat homog�ene immobile, est pr�esent�e sur la �gure1.6.

On observe un changement de convexit�e au voisinage dek = 1=R? . Cet e�et corre-
spond �a des excitations �el�ementaires capables d'explorer les bords du condensats o�u la
vitesse du son y est plus faible.

L'analyse lin�eaire de (1.69) en posant  (x; t ) = e� i�t ( 0 + � (x; t )) conduit aux
�equations de Bogoliubov-De Gennes suivantes :

{~@t

0

@
� 

� �

1

A =

0

B
@

� ~2

2m
d2

dx2 + 3g
2 j 0j � � g

2  0

� g
2  �

0
~2

2m
d2

dx2 � 3g
2 j 0j + �

1

C
A

0

@
� 

� �

1

A ; (1.74)

ce qui conduit �a la relation de dispersion

(~! )2 =
�

~2k2

2m

� 2

+
~2k2

2m
�: (1.75)
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Fig. 1.6 { Branche de basse �energie du spectre d'excitation d'un condensat uniforme unidimen-
sionnel dans le r�egime Thomas-Fermi transverse.

L'e�et d�ecrit pr�ec�edemment �echappe donc �a l'approche adiabatique qui n'est alors
valable, dans le r�egime Thomas-Fermi transverse, que pour des excitations de longueur
d'onde sup�erieures �a R? . Cette condition peut aussi s'�ecrire ! � ! ? qui n'est autre que
la condition n�ecessaire pour que la dynamique transverse soit gel�ee.

On note au passage que dans ce r�egime la vitesse du son unidimensionnelle a pour
expression

c =
p

�= 2m: (1.76)

1.6.4 R�egime de champ moyen 1D : (a=a? )2 � an1 � 1

Dans ce r�egime la densit�e transverse est tr�es faible permettant ainsi d'appliquer la
th�eorie des perturbations pour r�esoudre l'�equation ( 1.66). Cela dit, on va voir qu'il ne
faut pas que la densit�e soit trop faible sinon on peut entrer dans un r�egime dit deTonks-
Girardeau o�u la coh�erence de phase est perdue et les interactions sont tr�es fortes (annexe
A). Au premier ordre en perturbation on obtient

� (n1) = � 0 + 4 �an 1

Z
d2~r? j� ? j4 = � 0 +

2~2an1

ma2
?

; (1.77)

o�u � 0 est l'�energie du fondamental non perturb�e que l'on peut �eliminer par choix de
l'origine des �energies. Dans le cas o�u le con�nement radial est harmonique isotrope on a
a? =

p
~=m! ? . L'�equation e�ective s'�ecrit alors

i~@t  = �
~2

2m
@2

x  + Vk + 2~! ? aj j2  : (1.78)

Comme pr�ec�edemment on peut trouver une solution stationnaire de la forme
p

n0 e� i�t

avec pour potentiel chimique

� = gn0; (1.79)

o�u cette fois g = 2~! ? a.
La lin�earisation de ( 1.78) autour de cette solution conduit aux �equations de Bogoliubov-

De Gennes

41



CHAPITRE 1. TH �EORIE �EL �EMENTAIRE DES CONDENSATS DE BOSE-EINSTEIN 42

 0

 2

 4

 6

 0  50  100  150

e(
n)

4p as n

Numerics
Interpolation

Thomas-Fermi

 0

 1

 2

 0  5  10  15

perturbation
theory

Fig. 1.7 { � (n1) calcul�ee num�eriquement et via la formule d'interpolation ( 1.84). Les deux cas
limites, �a savoir le r�egime Thomas-Fermi transverse et le r�egime de champ moyen 1D, sont aussi
dessin�es.
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et donc au spectre de Bogoliubov suivant

(~! )2 =
�

~2k2

2m

� 2

+
~2k2

m
�: (1.81)

Ainsi la vitesse du son est
c =

p
�=m: (1.82)

A priori, la th�eorie de champ moyen n'est valide que si la distance moyenne entre
particules d = n� 1

1 est beaucoup plus petite que l'�echelle typique de variation de la
fonction d'onde, soit ici la longueur de relaxation � = ~=

p
m� . Or le rapport

�
d

=

s
a2

?

4a
n1 ; (1.83)

croit avec la densit�e. Ceci signi�e que la th�eorie de champ moyen devient inad�equate
�a tr�es faible densit�e longitudinale. Ce r�egime correspond au gaz de Tonks-Girardeau dont
nous ne discuterons pas les propri�et�es dans ce manuscrit. Ainsi (1.83) impose un second
crit�ere pour que ( 1.78) soit pertinente, �a savoir que n1a � (a=a? )2.

1.6.5 Interpolation entre les deux r�egimes

Une formule d'interpolation pour � (n1) a �et�e sugg�er�e par Paul et al [ 145] et d�emontr�ee
r�ecemment par Munoz et Delgado [141]. Elle permet de d�ecrire de fa�con tr�es pr�ecise la
dynamique d'un condensat quasi-unidimensionnel

� (n1) = ~! ?
p

1 + 4an1 : (1.84)

De nombreux tests de cette formule sont pr�esent�es dans [141]. La �gure 1.7 montre la
comparaison entre la r�esolution num�erique de (1.66) et (1.84).
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1.6.6 �Equations hydrodynamiques �a une dimension

Tout comme dans le cas tridimensionnel, il est parfois commode d'utiliser le formal-
isme hydrodynamique. �A l'aide de la transformation de Madelung,  (x; t ) =

p
n1(x; t )eiS (x;t ) ,

on peut transformer l'�equation ( 1.67) en un jeu de deux �equations

@t n1 + @x (n1v) = 0 ; (1.85)

m@t v + @x

�
Vk(x) �

~2

2m
p

n1
@2

x
p

n1 + � (n1) +
mv2

2

�
= 0 ; (1.86)

avec v = ~
m @xS(x; t ). On rappelle �egalement que � (n1) est la non-lin�earit�e e�ective qui

peut s'�ecrire sous forme compacte (dans le cas d'un con�nement radial parabolique)

� (n1) = 2 ~! ? (an1) � = g� n�
1; (1.87)

o�u � = 1=2 dans le r�egime Thomas-Fermi transverse (an1 � 1) et � = 1 dans le r�egime
de champ moyen (an1 � 1) et g� = 2~! ? a� .

L'int�eret principal de ce formalisme est, comme dans le cas tridimensionnel, de n�egliger
une partie de l'�energie cin�etique souvent appell�ee pression quantique. Ce terme contenant
une d�eriv�ee spatiale de la densit�e, il est clair que l'on pourra s'en d�ebarasser dans le cas
o�u les uctuations de densit�e s'e�ectuent sur une �echelle su�samment grande. Ceci est
possible pour des potentiels \su�samment lisses" et/ou pour des excitations de grande
longueur d'onde. Pour être plus pr�ecis, il s'agit que ce terme soit petit devant le terme
d'interaction, ce qui revient �a dire que cette �echelle typique de variation doit être grande
devant la longueur de relaxation. Ainsi, en ce qui concerne les excitations, les �equations
hydrodynamiques simpli��ees ne peuvent d�ecrire que la partie lin�eaire du spectre. D'autre
part, dans le r�egime Thomas-Fermi transverse il faut �egalement satisfaire la contrainte
kR? � 1.

N�egliger la pression quantique permet alors d'obtenir le pro�l d'�equilibre via l'�eq uation
suivante :

� = Vk(x) + � (n0(x)) ; (1.88)

qui, dans les deux r�egimes extrêmes, est tr�es simple �a r�esoudre. On obtient

g� n0(x) =
�
� � Vk(x)

� 1=� : (1.89)

Dans le cadre de cette approximation, la version lin�earis�ee de (1.85) et (1.86) est

@2
t �n (x; t ) =

1
m

@x

"

n0(x)@x

(

�n (x; t )
�

@�
@n

�

n0

)#

; (1.90)

qui est vraie quelque soit le r�egime consid�er�e.
On d�e�nit en�n la vitesse du son locale par :

mc2(x) = n0(x)
�

@�
@n

�

n0

: (1.91)

R�egime de champ moyen 1D

Dans ce cas on a� (n1) = 2 a~! ? n1 et donc
�

@�
@n

�

n0

= 2a~! ? ; (1.92)
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ce qui conduit �a

@2
t �n = @x

�
c2(x)@x �n

�
; (1.93)

avec

c2(x) = 2
an0(x)~! ?

m
=

gn0(x)
m

: (1.94)

Dans le cas uniforme on retrouve l'expression (1.82) obtenue par les �equations de
Bogoliubov.

R�egime Thomas-Fermi transverse

Cette fois-ci on a� (n1) = 2 ~! ?
p

an1 ce qui donne une �equation un peu plus complexe
pour les excitations

@2
t �n = @x

"
~! ?

p
an0(x)

m

�
@x �n �

1
2

�n
@xn0(x)
n0(x)

� #

; (1.95)

qui dans la limite o�u n0(x; t ) varie spatialement beaucoup plus lentement que�n se r�eduit
�a :

@2
t �n = @x

�
c2(x)@x �n

�
; (1.96)

avec

c2(x) = 2
~! ?

m

p
an0(x) =

g
p

n0(x)
2m

: (1.97)

Cette �equation est identique �a celle obtenue par Stringari [171] en moyennant les
�equations hydrodynamique tridimensionnelles sur les degr�es de libert�e transverses.

1.6.7 Solitons

Un soliton est une onde tr�es robuste qui peut se propager sans d�eformation. Ce genre
d'objet, qui existe grâce �a la comp�etition entre des e�ets dispersifs et non-lin�eaires, a
�et�e observ�e pour la premi�ere fois par J. Russel un ing�enieur Ecossais en 1834. Celui-
ci montait �a cheval le long de l'Union Canal �a Edimburg lorsqu'il apper�cut une vague
myst�erieuse, cr�e�ee brusquement �a la proue d'un bateau qui s'arr�etait soudainement. Il la
baptisa "grande onde solitaire". Cette vague, d'environ cinquante centim�etres de haut sur
dix m�etres de long, se propageait presque �a quinze kilom�etres �a l'heure sans se d�eformer.

Russel d�ecida alors de reproduire ce ph�enom�ene en laboratoire et publia en 1844 un
rapport tr�es critiqu�e par la communaut�e. Il fallut attendre 1895 et les travaux de Korte veg
et de Vries pour pouvoir rendre compte th�eoriquement de ce ph�enom�ene. Le terme soliton
ne fut introduit qu'en 1965 par Zabusky et Kruskal.

Les solitons int�eressent d�esormais �enorm�ement de communaut�es di��erentes. Au del�a
de leur beaut�e math�ematique et exp�erimentale, ces objets apparaissent dans une mul-
titude de domaines allant de la mati�ere condens�ee �a la dynamique de macromol�ecules
biologiques en passant par l'hydrodynamique, les t�el�ecommunications ou encore les con-
densats de Bose-Einstein.

En e�et, la non-lin�earit�e de l'�equation de Gross-Pitaevkii permet l'existence de telles
solutions qui ont d'ailleurs �et�e observ�ees �a plusieurs reprises, tant dans des condensats
o�u les interactions sont attractives que r�epulsives.

Dans ce qui suit on se propose de discuter bri�evement la solution soliton de l'�equation
Gross-Pitaevskii unidimensionnelle avec interactions r�epulsives. On se restreint d'autre
part au r�egime de champ moyen car, �a ma connaissance, c'est le seul o�u l'on connait
l'expression analytique de cette solution.
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Arguments qualitatifs

L'existence d'une solution localis�ee auto similaire est due �a la comp�etition entre les
e�ets dispersifs et non-lin�eaires. Pour que le soliton puisse se propager sans d�eformation,
il est n�ecessaire que chaque composante �el�ementaire se d�eplace �a la même vitesse.Il s'agit
donc d'�evaluer l'ordre de grandeur de chaque contribution pour en d�eduire la nature du
soliton : pic de densit�e (soliton brillant) ou trou de densit�e (soliton sombre).

Rappelons alors la relation de dispersion donn�ee par le spectre de Bogoliubov :

! q = qc

r

1 +
� 2q2

4
; (1.98)

avecc2 = gn=m et � = ~=
p

mgn.
Sans faire de calculs, il est clair que la vitesse de groupevg = @!q=@q�a laquelle se

d�eplace les excitations est sup�erieure �a la vitesse du son et augmente avecq.
Supposons maintenant que le soliton soit une d�eformation de densit�e d'amplitude

� n. Pour compenser cette augmentation, la non-lin�earit�e doit diminuer la vitesse du son.
Celle-ci �etant proportionnelle �a la racine carr�ee de la densit�e, on comprend que le soliton
doit être un trou de densit�e.

En pr�esence d'interactions r�epulsives, les solitons sont donc des solitons sombres.

Expression analytique

La d�erivation de cette expression �etant un peu longue et n'ayant que peu d'int�erêt
pour la suite du manuscrit, le lecteur est invit�e �a consulter la th�ese de Nicolas Bil as [32]
ou le livre de Stringari et Pitaevskii [172], par exemples, pour plus de d�etails.

Si on consid�ere un soliton se d�epla�cant �a la vitesse v (< c ) sur un condensat uniforme
de densit�e n1 au repos, on peut d�emontrer que

 (x; t ) =
p

n1

�
cos� tanh

�
x � vt

�
cos�

�
+ i sin �

�
; (1.99)

avec cos� =
q

1 �
� v

c

� 2 et sin � = v
c .

La densit�e s'�ecrit alors

n(x; t ) = n1

2

4
�

1 �
� v

c

� 2
�

tanh2

8
<

:
x � vt

�=
q

1 �
� v

c

� 2

9
=

;
+

� v
c

� 2

3

5 : (1.100)

L'extension typique du soliton est donc L = �=
q

1 �
� v

c

� 2, qui diverge pour v = c et

son amplitude est � n = n1

q
1 �

� v
c

� 2 qui s'annule dans cette même limite. Ainsi, un
soliton ne peut d�epasser la vitesse du son car il disparait �a mesure qu'il s'en approche.

Des exemples de solitons sont repr�esent�es sur les �gures1.6.7.
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Fig. 1.8 { �A gauche : Pro�ls de densit�e et de phase pour � = �= 4. �A droite : Pro�ls de densit�e
et de phase pour� = 0.
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Chapitre 2

Th�eorie de la superuidit�e

Le euve est pareil �a ma peine. Il s'�ecoule et ne tarit pas.
Guillaume Apollinaire.

L a superuidit�e d�esigne un ensemble de ph�enom�enes hydrodynamiques �etranges
tels que l'absence de viscosit�e, les vortex, les ondes thermiques..., chez certains
uides �a tr�es basse temp�erature. D'origine purement quantique, elle est intime-

ment li�ee �a la condensation de Bose-Einstein �a travers l'existence d'une fonction d'onde
macroscopique. Cette connexion non triviale a �et�e pour la premi�ere fois sugg�er�ee par Fritz
London [122] en 1938, quelques mois apr�es la d�ecouverte exp�erimentale de ce ph�enom�ene
dans l'h�elium liquide [ 95, 8]. Plus de soixante dix ans apr�es, d'immenses progr�es ont
�et�e faits dans la compr�ehension de cette physique (notamment grâce �a l'av�enement des
condensats gazeux) et pourtant celle-ci reste encore assez super�cielle. En particulier, la
d�etermination th�eorique de la vitesse critique d'un superuide reste �a ce jour probl �ema-
tique �a cause des e�ets non lin�eaires dus �a la pr�esence d'interactions entre les particules.

L'objectif de ce chapitre est dans un premier temps de raconter les grandes lignes
historiques de la superuidit�e, en commen�cant par sa d�ecouverte dans l'h�elium liqui de
puis en discutant les th�eories pionni�eres de London, Tisza, Landau, Feynman... et de
discuter le lien entre condensation de Bose-Einstein et superuidit�e. Apr�es ces consid�era-
tions qualitatives, on discutera en d�etails la th�eorie du transport d'un condensat gazeux
dans le cadre de l'approximation de champ moyen (�equation de Gross-Pitaevskii) �a une
dimension.

2.1 Histoire et ph�enom�enologie de la superuidit�e

On ne connait pas compl�etement une science tant qu'on en sait pas son histoire.
Auguste Comte.

L'histoire de la superuidit�e est loin d'̂etre ennuyeuse pour de nombreuses raisons.
Tout d'abord sur le plan scienti�que, la compr�ehension de cette physique (et de sa cousine
la supraconductivit�e) a conduit au d�eveloppement de nombreux concepts fondamentaux
tels que les notions d'excitation �el�ementaire, de vortex, de fonction d'onde macroscopique,
etc ... Mais elle nous apprend �egalement beaucoup sur le plan humain �a travers le com-
portement de certains scienti�ques vis-�a-vis de leurs coll�egues. Au coeur de cet aspect se
trouvent, par exemples, les comportements �etranges de Landau, London et Tisza, au sujet
du mod�ele �a deux uides et du lien entre superuidit�e et condensation de Bose-Einstein .

L'essentiel de ce qui suit est largement inspir�e des ouvrages suivants. Le livre de
Nozi�eres et Pines [142], en particulier les chapitres I et VI ainsi que celui de Pitaevskii
et Stringari [172]. Les articles de Balibar [24] et Pitaevskii [156], ainsi que le livre de
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Matricon et Waysand "La guerre du froid" [ 130], en particulier en ce qui concerne les
aspects historiques et humains.

2.1.1 D�ecouverte exp�erimentale dans l'h�elium liquide

L'h�elium liquide tient une place fondamentale dans l'histoire de la superuidit� e dans
la mesure o�u il a eu le monopole de cette physique pendant pr�es de soixante ans. En e�et,
l'h�elium �etant le seul corps �a pouvoir rester liquide �a des temp�eratures extr êmement basses
(�a pression standard, il est liquide même au z�ero absolu) �a cause de uctuations quan-
tiques tr�es importantes, 1 il restera le seul2 liquide quantique3 bosonique simple jusqu'�a la
fabrication des premiers condensats gazeux en 1995 [54, 12]. Liqu�e��e pour la premi�ere fois
en 1911 dans le groupe de Kammerligh Onnes �a Leiden, il fut d'ailleurs (et est toujours)
utilis�e comme outil de choix pour la cryog�enie et l'�etude des m�etaux �a basse temp �era-
ture (< 5.2 K qui est sa temp�erature de liqu�efaction) conduisant Kammerlingh Onnes
(ou plutôt son �etudiant Gilles Holst 4) �a la d�ecouverte de la supraconductivit�e en 1911.
Notons d'ailleurs que, d�es cette �epoque, on avait d�ej�a des indications du comportement
superuide via l'observation que l'h�elium semblait plutôt s'�etendre que se contracter aux
tr�es basses temp�eratures (< 2.2 K).

En 1924, Kammerligh Onnes et Boks observent que la courbe de densit�e en fonction
de la temp�erature poss�ede un maximum �etroit autour de 2.19 K. La nature de cette
transition fut clari��ee huit ans plus tard (1932) par les mesures de capacit�e calori�que
par Keesom et Clausius et batis�e�e transition � (voir �gure 2.1). L'h�elium liquide semble
donc avoir deux phases thermodynamiques : l'He I et l'He II (< 2.19 K).

Fig. 2.1 { Diagramme de phase de l'h�elium en fonction de la pression et de la temp�erature.

Une premi�ere propri�et�e �etrange est d�ecouverte en 1936 par Keesom p�ere et �lle [ 96] :
la conductivit�e thermique de l'He II est anormalement grande par rapport aux liquides
traditionnels. Un peu plus tard, Allen et Peierls observent que la chaleur ne se propage
pas de mani�ere di�usive dans l'He II. Tout ceci montre que l'He, en dessous du point� ,

1La masse d'un atome d'He est su�samment faible pour que son �energie de point z�ero soit sup�erieure
�a celle de la liaison He-He. L'h�elium ne peut donc pas être solide �a pression raiso nnable.

2D'autres exemples de liquides quantiques sont l'hydrog�ene polaris�e, la mati�ere nucl �eaire et les liquides
d'�electrons dans les solides.

3Dans le sens o�u la m�ecanique quantique est indispensable pour comprendre ses propri�et�es.
4Kammerling Onnes publia les r�esultats sans mentionner le nom de son �etudiant obtenant ainsi le

prix Nobel de physique en 1913. Gilles Holst quant �a lui, faute de reconnaissance acad�emique, trouva le
r�econfort dans le monde indutriel en �etant le premier directeur de Philips Research.
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ne se comporte pas comme un liquide standard. Mais ce n'est qu'en 1937 (publi�e en 1938)
que la superuidit�e est r�eellement d�ecouverte ind�ependamment par Kapitza [ 95] �a Moscou
et Allen et Misener [8] �a Cambridge (Angleterre). En �etudiant le ot �a travers un tube
capillaire, ils arrivent tous �a la même conclusion : la viscosit�e de l'h�elium II est r�eduite
par plusieurs ordres de grandeurs (en fait, elle est nulle aux incertitudes de mesure pr�es).
Autrement dit, le liquide peut s'�ecouler sans la moindre r�esistance tout comme dans
un supraconducteur. C'est ainsi que Kapitza introduit pour la premi�ere fois le terme
superuide : "by analogy with superconductors, ..., the He below the � point enters
a special state which might be called superuid". Notons l'intuition extraordinaire de
Kapitza bien avant la th�eorie BCS (1955) de la supraconductivit�e ni même la proposition
de Fritz London d'associer la condensation de Bose-Einstein et la superuidit�e.

En�n, quelques mois plus tard, Allen et Jones d�ecouvrent l'e�et fontaine [ 7].

2.1.2 Premi�eres th�eories

Face �a l'av�enement de ces incroyables nouveaux ph�enom�enes, il est stup�e�ant de voir
�a quel point les th�eoriciens de l'�epoque ont �et�e r�eactifs. Parmi eux �gurent Frit z London,
Laslo Tisza, et le c�el�ebre Lev Landau, fraichement lib�er�e de prison pour l'occasion5.

En 1938, Fritz London publie un article fondamental [122] o�u il sugg�ere une con-
nexion entre la condensation de Bose-Einstein et la transition superuide dans l'h�elium
liquide. Il s'appuie en particulier sur le fait que les atomes d'4He sont des bosons dans
un r�egime fortement quantique. Il compare alors la temp�erature critique de condensa-
tion (sans interaction) TB = 3 :13K �a celle de la transition � , T� = 2 :19K . Bien sûr, la
physique est alt�er�ee par les interactions fortes entre les atomes mais l'ordre de grandeur
est correct. Il propose alors d'expliquer la superuidit�e comme l'existence d'un courant
quantique macroscopique associ�e au mouvement collectif des atomes du condensat."our
understanding of a great number of the most striking pecularities in liquid helium canbe
achieved without entering into any discussion of details of molecular mechanics, merely
on the hypothesis that some of the general features of the degenerate ideal Bose-Einstein
gas remain intact, at least qualitatively, for this liquid".

London, alors au coll�ege de France �a cette �epoque, aimait discuter en se promenant
avec son coll�egue Russe Laslo Tisza qui travaillait �a l'institut Henri Poincar�e quelqu es
rues plus loin. C'est ainsi que naquit lemod�ele �a deux uides d�ecrivant l'h�elium II comme
le m�elange d'un condensat et d'un liquide normal. Le liquide se compose donc de deux
uides ayant chacun un champ de vitesse et une densit�e propre. La vitesse et la densit�e
du condensat sont associ�ees �a celles du superuidevs et � s qui n'a ni viscosit�e ni entropie.
La partie normale est quant �a elle constitu�ee d'excitations thermiques et a pour vitesse
vn et densit�e � n . Elle a d'autre part une viscosit�e et une entropie non nulle. La densit�e
totale est bien sûr � = � s + � n . Le rapport des di��erentes densit�es d�epend alors de la
temp�erature et satisfait � s(T = 0) =� = 1 et � s(T = T� )=� = 0.

Ce mod�ele ph�enom�enologique est un succ�es dans la mesure o�u il permet d'expliquer, au
moins qualitativement, les ph�enom�enes d�ej�a observ�es, mais permet �egalement de faire des
pr�edictions suppl�ementaires. Un exemple est l'existence d'ondes de temp�erature (second
son). En e�et, dans le cadre de ce mod�ele, une onde sonore correspond �a une oscilla-
tion en phase de� s et � n (et donc une oscillation de la densit�e totale � ) mais on peut
imaginer un autre type d'onde o�u les oscillations seraient en opposition de phase. Dans

5Emprisonn�e en mars 1938 par le NKVD (KGB) pour avoir critiqu�e le r�egime Sov i�etique, il est lib�er�e
(mourant) en avril 1939 grâce �a l'intervention de Kapitza pour travailler sur la su peruidit�e. Plus tard
Landau aimait ironiser sur son s�ejour en prison en disant que �ca lui avait permis d'apprendre �a r�ealiser
des calculs complexes de tête. Si les applications concr�etes de la superuidit�e ne sont pas tr�es claires,
Lev Pitaevskii se plait �a r�epondre qu'elle aura au moins permis de sauver la vie d'un des plus grands
physiciens de tous les temps.
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ce cas, la densit�e totale � reste constante mais l'entropie oscille, d'o�u l'existence d'onde
de temp�erature. Ce ph�enom�ene intriguant a par ailleurs �et�e pr�edit ind�ependammen t par
Landau [104] qui a �egalement d�evelopp�e sa version du mod�ele �a deux uides, v�eri��ee
exp�erimentalement en 1944 par Peshkov.

L'histoire de la paternit�e du mod�ele �a deux uides n'est pas une mince a�aire et l'on
renvoie le lecteur �a l'article de Balibar [24] pour plus de pr�ecisions. Il semble a priori
que London et Tisza [182, 181] �etaient les premiers �a le proposer (l'article de Landau
[104] date de 1941 mais c'�etait la guerre �a l'�epoque) mais l'apport de Landau n'est pas
pour autant mineur. Dans sa version du mod�ele �a deux uides, Landau ne donne pas les
mêmes interpr�etations aux di��erentes composantes. Tout d'abord, Landau ne croyait pas
au lien entre condensation de Bose-Einstein et superuidit�e. Une explication rationnelle
�a cela semble s'appuyer sur l'analogie propos�ee par Kapitza entre la supraconductivit�e et
la superuidit�e. En e�et, puisqu'un ph�enom�ene similaire semblait se produire pou r des
fermions (on ne savait pas que les �electrons formaient des paires de Cooper �a l'�epoque)
et des bosons, Landau ne voyait pas en quoi l'e�et de la statistique quantique pouvait
être d�eterminant 6. Ainsi, Landau consid�ere le superuide comme l'�etat fondamental du
liquide quantique (en interaction et qu'il soit bosonique ou fermionique) et la partie
normale comme un gaz d'excitations �el�ementaires (quasi-particules)7. Il propose alors
une forme particuli�ere pour le spectre des excitations �el�ementaires de l'h�elium [104, 105]
(�g 2.2) dont il a ajust�e les param�etres �a partir de donn�ees exp�erimentales sur la chaleur
sp�eci�que. De ce point de vu, la th�eorie de Landau va plus loin, dans le sens o�u elle
permet une d�etermination explicite des fractions superuides et normales.

E

Phonons

Rotons

k

Fig. 2.2 { Spectre des excitations �el�ementaires dans l'h�elium liquide propos�e par Landau. Ce
spectre se compose d'une branche de phonons �a basse �energie et de rotons autour d'une longueur
d'onde proche de la distance inter-particule. L'interpr�etation physique des rotons reste un objet
de controverse. Selon Landau et Feynman ils correspondraient �a des vortex �el�ementaires de taille
proche de la distance interatomique tandis que d'autres pensent qu'ils n'ont rien �avoir avec des
vortex mais correspondent plutôt �a des r�eminiscences de l'ordre cristallin [24, 142].

Un autre point extrêmement important, introduit par Landau, est la notion de vitesse
critique. Cette notion, d�ej�a vaguement abord�ee au cours du premier chapitre, s'appuie sur
l'id�ee que, dans un gaz de Bose parfait, rien n'empêche la dissipation d'�energie �a travers

6Un test important en faveur de l'hypoth�ese de London sera la comparaison exp�erimen tale entre 4He
et 3He par Osborne, Weinstock et Abraham en 1949 qui montre que le dernier n'est pas superuide �a
1K (plus tard on d�ecouvrira sa superuidit�e en dessous de 2.5mK �a cause de la forma tion de paires de
Cooper).

7Notons que c'est �a cette �epoque que le concept d'excitation �el�ementaire et de quasi-particule fut
introduit pour la premi�ere fois par Landau.
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l'excitation de particules individuelles. �A l'aide du spectre pr�ec�edemment introduit pour
l'h�elium liquide, Landau a �et�e capable de pr�edire l'existence d'une vitesse critique en
dessous de laquelle aucune excitation �el�ementaire ne peut être �emise. On reviendra un
peu plus en d�etail sur ce point dans les paragraphes suivants.

Sur le plan humain, la g�en�ese de ces mod�eles est marqu�ee par un des comportements
relativement �etranges entre les concurents. D'un côt�e, Landau ignore totalement l'exis-
tence de Fritz London sur le plan th�eorique et attribue la d�ecouverte exp�erimental e de
la superuidit�e exclusivement �a son sauveur Kapitza. Il est même relativement agressif
quant aux propositions de Tisza qui fut pourtant son postdoc avant de rejoindre l'Institut
Henry Poincar�e et de collaborer avec London "The explanation advanded by Tisza not
only has no fundation in his suggestions but is in direct contradiction to them". De son
côt�e, Fritz London n'�epargnait pas non plus Landau de critiques " an interesting attempt
to quantize hydrodynamics... based on the shaky grounds of imaginary rotons"8. Et pour-
tant, ils avaient chacun d�ecouvert une partie de la v�erit�e mais sont morts trop tôt pou r
le r�ealiser et en�n assembler les pi�eces du puzzle.

En 1947, N. Bogoliubov [35] apporte une contribution importante �a la th�eorie de
la superuidit�e en justi�ant rigoureusement l'allure qualitative du spectre intro duit par
Landau dans le cas d'un gaz de bosons en interactions faibles (voir chapitre 1). Seule-
ment, l'hypoth�ese d'une occupation macroscopique d'un �etat quantique joue un rôle im-
portant pour l'existence d'une branche phonon �a basse �energie. Ce travail, d'une port�ee
tr�es importante, puisqu'il met en �evidence �a la fois la n�ecessit�e de la condensation de
Bose-Einstein et de la pr�esence d'interactions pour la superuidit�e, n'est pourtant pas
encore satisfaisant puisqu'il n'est valable que dans le r�egime d'interactions faibles et donc
pas pour l'h�elium liquide. Il trouvera alors toute sa reconnaissance apr�es la d�ecouverte
exp�erimentale des condensats gazeux.

Notons d'ailleurs que, la notion de condensation de Bose-Einstein en pr�esence d'in-
teractions n'a �et�e �eclaircie 9 qu'en 1951 par Penrose [149] et 1956 par Penrose et On-
sager [150]. En e�et, dans ce cas, il n'est pas �evident d'identi�er l'�etat macroscopique-
ment peupl�e. Penrose et Onsager ont alors introduit le concept d'ordre �a longue dis-
tance dans les �el�ements de matrices non diagonaux de la matrice densit�e �a un corps
� 1(~r) = h	̂ y(~0;~r1; :::; ~rN )	̂( ~r;~r1; :::; ~rN )i , d�e�nissant ainsi la fraction condens�ee par :
lim r ! + 1 � 1(r ) = n0.

Beaucoup d'e�orts ont �et�e faits par la suite a�n de d�ecrire quantitativement la physiqu e
de l'h�elium liquide, en particulier les travaux de R. P. Feynmam mais ceci d�epasse le cadre
de ce manuscrit et on renvoie le lecteur �a des ouvrages sp�ecialis�es comme celui de Nozi�eres
et Pines [142] par exemple.

Avant de fermer cette introduction historique et ph�enom�enologique �a la superuidi t�e
dans l'h�elium liquide, il nous reste �a discuter d'une derni�ere propri�et�e remarq uable, �a
savoir le caract�ere irrotationnel d'un superuide. En e�et, une manifestation de la super-
uidit�e est le fait que le liquide puisse ne pas être entrain�e par le r�ecipient q ui le contient
si la vitesse de rotation de celui-ci reste su�samment faible. Au contraire, au-del�a d'une
certaine vitesse, le uide commence �a être entrâ�n�e, mais d'une mani�ere absolument non
triviale. �A la place d'adopter un champ de vitesse usuel (pour un uide visqueux), celui-ci
se concentre sur des �laments �etroits appel�es vortex, dont le nombre augmente par paliers
en fonction de la vitesse de rotation [115]. Ce n'est que lorsque la densit�e de vortex devient
tr�es grande que le uide retrouve, en moyenne, un comportement normal. Nous allons
voir par la suite que ce ph�enom�ene s'explique naturellement si l'on postule l'existence

8Le comble de cette histoire et qu'apr�es la mort de Fritz London en 1954, un prix p ortant son nom a
�et�e cr�e�e et Landau fut l'un des premiers �a le recevoir pour ses recherches sur la sup eruidit�e.

9Aucune preuve math�ematique du ph�enom�ene de condensation de Bose-Ein stein en pr�esence d'inter-
action n'a �et�e donn�ee �a ce jour.
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d'une fonction d'onde macroscopique, comme remarqu�e par Feynman dans les ann�ees 50
[65].

2.1.3 Connexion superuide-condensat

L'aspect fondamental de la condensation de Bose-Einstein est l'occupation macro-
scopique d'un �etat quantique, et ceci quel que soit l'�etat en question. Sans interaction, et
au repos, on a vu qu'il s'agissait de l'�etat fondamental du pi�ege ou dans le cas libre l'�etat
d'impulsion ~p = ~0. En pr�esence d'interactions, ce mode est donn�e par l'�etat propre de la
matrice densit�e �a un corps correspondant �a une valeur propre macroscopique [150].

En toute g�en�eralit�e, la fonction d'onde du condensat � (~r; t ), �egalement appel�ee param�etre
d'ordre dans la mesure o�u elle correspond �a un ordre de phase (phase de la fonction
d'onde), peut pr�esenter des uctuations de densit�e mais aussi transporter un courant
macroscopique, dit supercourant, qui constitue en fait un nouveau degr�e de libert�e du
syst�eme. La superuidit�e apparait alors comme un ph�enom�ene quantique collectif dans
le sens o�u toutes les particules se d�eplacent pour conserver l'occupation macroscopique
d'un �etat.

Une fois ce courant �etabli, toujours faut-il qu'il soit stable. Si on imagine, par exem-
ple, qu'un superuide s'�ecoule dans un tube parfait, il y a essentiellement deuxmoyens
d'alt�erer ce courant via l'interaction avec les parois. Tout d'abord cette interaction peu t
modi�er la fonction d'onde du condensat mais celle-ci �etant macroscopiquement peupl�ee,
ce processus est hautement improbable. L'autre possibilit�e consiste �a dissiper l'�energiedu
supercourant via l'�emission d'excitations �el�ementaires. On verra plus loin que ceci n'est
possible qu'au dessus d'une vitesse critique, �a cause de la pr�esence d'interactions entre
les particules.

Sous ces conditions, le syst�eme se trouve dans un �etat d'�ecoulement m�etastable de
viscosit�e nulle. L'�etat est m�etastable dans le sens o�u il existe toujours un �etat d' �energie
inf�erieure, comme l'�etat statique par exemple, mais la transition vers un tel �etat est
inhib�ee par son occupation macroscopique ainsi que les interactions entre particules.C'est
en ce sens que la superuidit�e apparait comme une cons�equence directe de la condensation
de Bose-Einstein (occupation macroscopique d'un �etat et coh�erence de phase) et des
interactions (crit�ere de Landau).

Le lien entre les deux ph�enom�enes est tr�es subtil, c'est pourquoi, on se contente ici de
donner quelques arguments qualitatifs pour illustrer l'importance d'une fonction d'onde
macroscopique dans la superuidit�e. Le lecteur curieux pourra consulter les r�ef�erences
[142, 107, 172, 14, 87] par exemple.

Supposons que le uide quantique soit d�ecrit par un op�erateur champ 	̂( ~r). L'existence
d'un condensat se traduit par l'�equation suivante

h	̂( ~r)i = � (~r) ; (2.1)

o�u � (~r) =
p

n0(~r) eiS (~r ) est la fonction d'onde du condensat. L'occupation macroscopique
d'un tel �etat est �equivalente au fait que la valeur moyenne de l'op�erateur champ (op�erateur
destruction) soit non nulle. Ceci signi�e que le nombre de particules n'est pas d�etermin�e.
La phase de	̂ et le nombre de particules �etant des variables conjugu�ees, cela entraine un
blocage de la phase globale du syst�eme [14, 87]. Cette phase, correspondant �a la phase
S(~r) du param�etre d'ordre � (~r), sera d'autant mieux d�etermin�ee que le condensat est
peupl�e.

Dans le cas d'une translation uniforme d'impulsion~p, la fonction d'onde du condensat
peut être d�etermin�ee par une transformation de Galil�ee [ 172, 142]

� (~r) =
p

n0(~r) eiS (~r ) = ei~p�~r=~� 0(~r) ; (2.2)
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o�u � 0 d�esigne la fonction d'onde du condensat dans son r�ef�erentiel propre et n'est alors
qu'une simple constante de normalisation. La vitesse du condensat est alors donn�ee par

~vs =
~
m

~r S(~r) : (2.3)

Celle-ci est reli�ee au gradient de la phase du param�etre d'ordre et peut être identi��ee �a
la vitesse du superuide.

Notons cependant que même si la vitesse du condensat est �egale �a la vitesse du
superuide du liquide et si la fraction superuide apparait �a la même temp�erature que la
fraction condens�ee, les deux fractions ne sont pas directement identi�ables. Le superuide
a besoin du condensat pour exister mais le superuide n'est pas le condensat (sauf dans le
cas d'un condensat contenant toutes les particules, bien entendu). Par exemple, l'h�elium
�a temp�erature nulle ne poss�ede qu'une fraction condens�ee de l'ordre de 10% alors que
la fraction superuide est totale. Les deux quantit�es ne sont d'ailleurs pas d�e�nies de
la même fa�con. L'une correspond �a la plus grande valeur propre de la matrice densit�e,
tandis que l'autre est d�e�nie par le mod�ele �a deux uides comme la fraction massique
apparaissant devant la vitesse superuide.

Dans le cas d'un mouvement plus g�en�eral, la transformation de Galil�ee ne permet
d'obtenir qu'un �etat approch�e car elle n�eglige les corr�elations entre le mouvement du
superuide et les uctuations de densit�e. Dans ce cas, les propri�et�es du uide ne sont
plus enti�erement d�etermin�ees par ses propri�et�es au repos et l'�etat superuide ex acte est
en g�en�eral impossible �a d�eterminer exactement (même dans le cas d'un condensat gazeux).
On reviendra sur ce point lors de la discussion de la vitesse critique du superuide.

2.1.4 Caract�ere irrotationnel du ot et quanti�cation de la circulation

Et pourtant elle tourne ! Galil�eo Galil�ee.

La forme (2.3) du champ de vitesse du superuide implique

~r ^ ~vs = ~0; (2.4)

ce qui signi�e que le uide est irrotationnel, comme mentionn�e pr�ec�edemment. Cette p ro-
pri�et�e est une cons�equence directe de la coh�erence de phase ou encore de l'occupation
macroscopique d'un �etat quantique. Notons par ailleurs qu'il s'agit d'une propri�et�e du
champ des vitesses et non pas de la densit�e du liquide (qui contient la majeure par-
tie des e�ets d'interactions). En particulier, la fraction condens�ee n'apparait pas dans
cette relation c'est pourquoi la fraction superuide peut être plus grande que la fraction
condens�ee.

D'autre part la circulation C de ~vs sur un contour ferm�e �

C =
I

�
~vs � d~l (2.5)

est quanti��ee. L'origine de cette quanti�cation est reli�ee au fait que la fonction d'onde
macroscopique doit être mono-valu�ee.

Pour simpli�er, examinons d'abord le cas unidimensionnel d'un syst�eme de tailleL
referm�e sur lui même. L'invariance par translation de L implique que le vecteur d'onde
soit quanti��e

q =
2�
L

n ; (2.6)

o�u n est un entier relatif. Le courant port�e par le condensat
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Fig. 2.3 { Observation exp�erimentale [128] de vortex dans un condensat de Bose-Einstein gazeux
pour di��erentes vitesses de rotations.

Js =
N ~q
m

(2.7)

est alors quanti��e en unit�es de Nh=mL qui est une �echelle macroscopique. Une telle
quanti�cation macroscopique est bien sûr due �a l'occupation macroscopique du condensat.
Pour en revenir �a la circulation, on a ici vs = Js=N et celle-ci est simplement donn�ee par

C = vsL = n
h
m

; (2.8)

ce qui prouve la quanti�cation de la circulation dans ce cas pr�ecis.
De mani�ere plus g�en�erale, on a

C =
~
m

I

�

~r S � d~l ; (2.9)

et m C=m est alors �egal au changement de phase de la fonction d'onde le long du chemin.
La fonction d'onde devant être mono-valu�ee, ceci implique que cette quantit�e soit un
multiple de 2� et �nalement que la circulation soit quanti��ee en unit�es de h=m.

Ces deux propri�et�es sont des caract�eristiques fondamentales d'un superuide dans le
sens o�u elles rendent ses propri�et�es de rotation absolument non triviales. Le superuide
ne tourne pas de fa�con traditionnelle : sa circulation ne peut augmenter que par paliers et
celle-ci est port�ee par des d�efauts de phase tr�es concentr�es dans l'espace que l'on nomme
vortex. Pour plus de d�etails sur ces propri�et�es, le lecteur pourra consulter la revue de
Leggett [115] par exemple.

2.1.5 Vitesse critique

I'm gonna make him an o�er he won't refuse.Marlon Brando as Don Corleone,
The Godfather.

L'analyse pr�ec�edente postule la stabilit�e du ot vis-�a-vis de l'�emission d'excitations
�el�ementaires. Cet aspect, d�ej�a bri�evement discut�e dans le chapitre 1, est en fait r eli�e �a
la nature du spectre des excitations. Initialement propos�e par Landau [104] en 1941, le
concept de vitesse critique est un point fondamental de la superuidit�e qui reste, �a mon
avis, encore quantitativement mal compris.

Consid�erons un liquide bosonique en translation uniforme dans un tube �a la vitesse
vs. Le champ de vitesse de ce superuide est alors homog�ene, contrairement au cas d'un
liquide normal o�u il est maximum au centre et s'annule sur les bords �a cause des forces de
friction. Il est clair qu'une interaction avec les parois ne peut changer directement l'im-
pulsion de ce uide dans la mesure o�u cela demanderait de changer l'�etat d'un nombre
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macroscopique de particules. Un processus bien plus probable consiste alors en un trans-
fert d'�energie via la cr�eation d'excitations �el�ementaires. La question pertinente est alors
de savoir s'il est pr�ef�erable ou non au syst�eme d'�emettre de telles excitations. L'id�ee de
Landau est d'analyser le spectre de ces excitations en fonction de la vitesse du uide et de
voir si l'apparition d'une telle excitation peut diminuer ou non l'�energie du syst�eme. O r,
nous connaissons a priori ce spectre dans le r�ef�erentiel o�u le uide est immobile. Puisque
nous avons a�aire �a une translation uniforme, il s'agit alors d'appliquer une transforma-
tion de Galil�ee. Nous verrons par ailleurs que cette approche n'a de sens qu'en pr�esence
d'un uide parfaitement uniforme, c'est pourquoi (en partie) le crit�ere de Landau, sous
cette forme simpli��ee, n'est plus quantitativement correct dans le cas le plus g�en�eral o�u
un potentiel ext�erieur agit sur le uide 10. Si on note~pi l'impulsion de chaque particule et
V (~ri � ~rj ) leurs interactions binaires, le hamiltonien, dans le r�ef�erentiel du tube, s'�ecri t :

H =
X

i

(~pi + m~vs)2

2m
+

1
2

X

i 6= j

V(~ri � ~rj )

=
X

i

p2
i

2m
+

1
2

X

i 6= j

V(~ri � ~rj ) + ~p� ~vs +
Nmv 2

s

2
;

(2.10)

avec ~p =
P

i ~pi l'impulsion totale du uide dans le r�ef�erentiel du liquide (= ~0 si le uide
est dans l'�etat fondamental).

Supposons maintenant qu'une seule quasi-particule, transportant l'impulsion~pet l'�en-
ergie " (p) ( " (p) est le spectre d'excitation du uide dans son r�ef�erentiel), soit cr�e�ee au
sein du uide. L'�energie vue dans le r�ef�erentiel du tube est alors

E0 + "(p) + ~p� ~vs +
Nmv 2

s

2
; (2.11)

o�u E0 est l'�energie de l'�etat fondamental dans le r�ef�erentiel du uide. Ainsi, dans le
r�ef�erentiel du tube, l'�energie de l'excitation subit un d�ecalage Doppler et s'�ecr it :

" (p) + ~p� ~vs : (2.12)

Ce processus est alors favorable au syst�eme si

" (~p) + ~p� ~vs < 0; (2.13)

pour au moins une valeur de~p. Cette instabilit�e �energ�etique introduit ainsi la notion de
vitesse critique vc qui est elle-même reli�ee �a la forme du spectre des excitations. Celle-ci
est donn�ee par

vc = min p
" (p)

p
; (2.14)

qui est le fameux crit�ere de Landau pour la superuidit�e.
Ainsi, en dessous de cette vitesse critique, le uide ne peut dissiper d'�energie et ne

pr�esente donc aucune viscosit�e.
Notons en�n que, selon ce crit�ere, un gaz de bosons libres ne peut être superuide �a

vitesse non nulle, alors que l'h�elium liquide, ou encore un gaz de bosons en interactions
faibles, poss�ede une vitesse critique non nulle (donn�ee par le minimum roton dans lecas
de l'h�elium et la vitesse du son dans le cas du gaz dilu�e de bosons). C'est �egalement

10 C'est en ce sens que l'on dit souvent que le crit�ere de Landau est perturbatif car il n�eglig e les
corr�elations entre le mouvement du superuide et les interactions entre particules.
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une des raisons pour laquelle Landau pensait qu'il �etait impossible de d�ecrire l'h�elium
superuide avec comme point de d�epart un gaz de bosons sans interaction.

L'existence d'une vitesse critique a �et�e observ�ee �a plusieurs reprises dans l'h�elium
liquide [153, 196] et les condensats alcalins [45, 161, 62, 128]. Par exemple, McClintock
et al [153] ont observ�e l'�emission de rotons par paires en d�epla�cant un �electron au sein de
l'h�elium liquide en 1974. Cependant, la plupart des exp�eriences montrent que cettevitesse
critique est en g�en�eral bien plus faible que celle pr�edite par le crit�ere de Landau (2.14),
notamment dû �a l'�emission de vortex (ou de solitons en dimension un) mais �egalement
car le crit�ere de Landau, tel qu'il a �et�e formul�e pr�ec�edemment, n'est que pe rturbatif.
Il n'est donc valable que dans une situation o�u le uide n'est que tr�es peu a�ect�e par
l'environnement, comme dans le cas de l'exp�erience de McClintocket al [153]. Dans
les autres cas, postuler que l'�etat du uide peut être enti�erement d�etermin�e par une
transformation de Galil�ee est une grossi�ere erreur. Cependant l'approche conceptuelle, �a
savoir l'instabilit�e �energ�etique, reste correcte mais tr�es di�cile �a mettre en oeuvre dans
un cadre g�en�eral. On reviendra en d�etails sur ce point par la suite dans le contexte des
condensats gazeux �a une dimension.

2.2 Propri�et�es de transport d'un condensat �a une dimen-
sion

Dans cette partie, on s'int�eresse �a la physique d'un condensat en mouvement dans un
guide unidimensionnel. On va en particulier discuter les di��erents r�egimes de transport
possibles selon la vitesse du uide, l'intensit�e du potentiel ext�erieur, etc ...

Dans tout ce qui suit, on consid�ere un syst�eme quasi-unidimensionnel, au sens du
chapitre 1, de longueur in�nie. En r�ealit�e, un condensat unidimensionnel de longueur
in�nie ne peut pas exister mais en pratique la longueur de coh�erence de phase exc�ede la
taille du syst�eme, c'est pourquoi l'�etude de ce genre de syst�eme garde tout de même un
sens (Annexe A).

La dynamique d'un tel syst�eme est d�ecrite par les �equations (1.66) et (1.67).
Commen�cons par �etudier une classe de solutions bien particuli�eres, �a savoir celles o�u

le ot est stationnaire. Dans ce cas la fonction d'onde admet la d�ecomposition suivante

 (x; t ) = e� i�t= ~A(x)eiS (x) ; (2.15)

o�u A et S sont des fonctions r�eelles et � est le potentiel chimique du condensat. La
densit�e est not�ee n = A2, la vitessev = ~S0(x)=m et le ux � = n(x)v(x). En injectant
cet ansatz dans (1.67) on obtient un nouveau jeu d'�equations

�A (x) = �
~2

2m
A00(x) +

�
V (x) + � (n) +

� 2

2n2

�
A(x) ; (2.16)

� = n(x) v(x) = cte : (2.17)

2.2.1 Cas libre stationnaire

Si V (x) = 0, on va voir qu'il existe d�ej�a plusieurs solutions pour un ux stationnaire.
Dans ce cas, l'�equation (2.16) peut être int�egr�ee une fois et donne

~2

2m
A02 + W (n) = Ecl ; (2.18)

o�u Ecl est une constante d'int�egration �a d�eterminer en fonction des conditions aux limites
et
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Fig. 2.4 { �A gauche : potentiel e�ectif W (n) : la courbe noire correspond au cas en pr�esence
d'interactions, alors que la courbe orange (qui continue en pointill�es) est celle sans interaction.
Les points n1 et n2 correspondent aux deux solutions uniformes.�A droite : solutions oscillantes
avec interactions. La plus haute est un soliton gris et correspond �a une �energieEcl de la particule
�ctive �egale �a Emax . La plus basse correspond �a une �energie classique tr�es proche deEmin , de
sorte que les oscillations sont quasi-sinuso•�dales. Le cas interm�ediaire est le cas g�en�erique o�u les
oscillations sont hautement non lin�eaires.

W (n) = � " (n) + �n +
� 2

2n
; (2.19)

avec

"(n) =
Z n

0
d� � (� ) : (2.20)

L'�equation ( 2.18) est analogue �a l'�equation de conservation de l'�energie d'une partic-
ule �ctive qui aurait comme position A au temps x et qui �evoluerait dans le potentiel
W (n). L'allure typique de ce potentiel, dict�ee par le ux et l'intensit�e des interac tions,
est pr�esent�ee sur la �gure 2.4.

�A ce stade, il est important de noter l'e�et des interactions sur la dynamique du
condensat. Sans même faire de calculs, en utilisant cette analogie avec une particule
�ctive, il est clair qu'en l'absence d'interaction (�equation de Schr •odinger standard), il
n'existe qu'une seule solution stationnaire uniforme. Celle-ci correspond �a un faisceau
incident de vecteur d'onde bien d�e�ni, ou encore �a une particule �ctive qui stagne au
fond du potentiel W (n) (qui est un minimum absolu). Cette solution s'�ecrit

 (x; t ) =
p

n1e� i�t= ~� ikx ; (2.21)

aveck = mv=~ et � = ~2k2=2m.
Une solution correspondant �a une particule �ctive oscillant dans le potentiel W (n)

est quant �a elle une superposition lin�eaire de deux faisceaux ind�ependants.
Par contre, en pr�esence d'interactions, W (n) poss�ede un autre extrema local pour

n = n2 (voir �gure 2.4). Il est alors possible d'avoir une seconde solution uniforme qui
correspond en fait �a la solution superuide. On peut en e�et �evaluer les vitesses de ces
deux solutions et les comparer �a la vitesse du son qui, en pr�esence d'interactions, est non
nulle. Compte tenu de la d�e�nition de la vitesse du son (1.91) il est facile de montrer que
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d2W (n)
dn2 = [ v2 � c2]=n : (2.22)

et commed2W (n)=dn2 en n1 (n2) est positive (n�egative), alors v1 > c(n1) (v2 < c(n2)).
Ces deux solutions sont aussi des ondes planes mais cette fois le potentiel chimique

est augment�e par l'�energie d'interaction :

� i = � (ni ) +
~2k2

i

2m
: (2.23)

En ce qui concerne les solutions o�u la particule �ctive oscille autour den1, la zoologie
est plus complexe. D'une part, elles ne sont plus des superpositions lin�eaires de solutions
�el�ementaires car la non-lin�earit�e de ( 2.16) d�etruit le principe de superposition, et d'autre
part il existe d�esormais une s�eparatrice. Cela veut dire qu'il ne peut exister de solution
stationnaire pour Ecl > E max = W (n2) (autrement la densit�e serait in�nie) mais aussi
qu'il peut exister des solutions avec un nombre �ni d'oscillations car une particule �cti ve
d'�energie Ecl ' Emax met un temps in�ni pour atteindre le sommet. Ces solutions sont
destrains de solitons. La plus simple d'entre elle correspond �a une seule oscillation de la
particule �ctive : c'est un soliton gris. Plusieurs de ces solutions sont repr�esent�ees sur la
�gure 2.4.

Pour des oscillations de faibles amplitudes autour den1, on peut d�ecrire approxima-
tivement les solutions par un cosinus de la forme

A(x) =
p

n1 +
1

p
2�

(Ecl � W (n1))1=2 cos(2�x + � ) ; (2.24)

o�u
� =

m
~

p
v2 � c2 ; (2.25)

est un vecteur d'onde e�ective que l'on utilisera beaucoup par la suite. Pour les autres,
avecEmin < E < E max , elles sont donn�ees par l'�equation implicite suivante :

x � x0 =
~

p
2m

Z A(x)

A(x0 )

dA
p

Ecl � W (A2)
: (2.26)

Relation de dispersion et condition de radiation

On s'int�eresse ici �a la relation de dispersion des excitations du condensat. Pour ce
faire, on utilise encore la m�ethode de Bogoliubov mais cette fois-ci avec un condensat en
mouvement. Ce probl�eme peut être trait�e facilement en se pla�cant dans le r�ef�erentiel o�u
le condensat est immobile puis en appliquant le d�ecalage Doppler. On pose alors :

 (x; t ) = e� i�t A(x � ut)eiS (x� ut ) ; (2.27)

et donc � ! n(v � u) et � ! � + u2=2. Ainsi, pour annuler la vitesse du condensat, il
faut choisir u tel que u + � =n = 0.

Le traitement perturbatif de ( 2.16), dans le r�ef�erentiel o�u v = 0, conduit au spectre
suivant

! 2
k = k2

�
~2k2

4m2 + c2(n)
�

; (2.28)

et donc dans le r�ef�erentiel immobile :

! k = kv �

s

k2

�
~2k2

4m2 + c2(n)
�

: (2.29)
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Dans le r�ef�erentiel mobile, les vitesses de phases et de groupes sont respectivement

vp(k) =
! k

k
=

~2k2

4m2 + c2(n) ; (2.30)

et

vg(k) =
@!k
@k

= vp(k)
�

1 +
k2

k2 + 4m2c2(n)=~2

�
: (2.31)

On a donc toujours vg(k) > v p(k). Ceci est tr�es important pour d�e�nir les conditions
aux limites pour un probl�eme de di�usion. En e�et, si on cherche d�esormais �a r�esoudre le
probl�eme de di�usion d'un condensat �a travers un potentiel di�useur de taille �nie, il s'agi t
de raccorder deux solutions asymptotiques libres de param�etresEcl di��erents. Seulement,
pour qu'une solution soit stationnaire, il faut que la vitesse de phasevg co•�ncide avec la
vitesse relative entre l'obstacle et le condensat. Cela dit, l'�energie transf�er�ee se propage
�a la vitesse vg qui est sup�erieure �a vp. Par cons�equent, la condition de radiation impose
que le sillage soit situ�e en avant de l'obstacle, c'est �a dire en amont de l'�ecoulement et
pas en aval.

2.2.2 Potentiel �

Avant de discuter des r�esultats qualitatifs g�en�eraux en pr�esence d'un potentiel q uel-
conque, il est utile de s'arr�eter sur un mod�ele simple d'obstacle que l'on peut r�esoudre
analytiquement. Ceci est possible pour seulement quelques cas comme le pic delta, que
nous allons consid�erer dans ce paragraphe, la marche de potentiel, la barri�ere et le puits
carr�e [ 112] et la s�erie p�eriodique de pics delta [174].

Consid�erons donc un potentiel de la forme

V(x) = �� (x) ; (2.32)

o�u � d�esigne l'amplitude de l'obstacle et peut être positif (r�epulsif) comme n�egatif (at -
tractif).

Ce probl�eme se r�esout en raccordant deux solutions libres avec la condition de rac-
cordement suivante :

A0(0+ ) � A0(0� ) = 2 �A (0) : (2.33)

Mais cette condition ne peut pas être satisfaite pour toutv et � en pr�esence d'interac-
tions. Les domaines o�u des solutions stationnaires existent sont repr�esent�es sur la �gure
2.5. L'allure du pro�l de densit�e y est aussi repr�esent�e dans chaque r�egime.

Les fronti�eres entre les di��erents r�egimes peuvent être �evalu�ees analytiquement (d ans
les cas limites pour � (n)). Dans la partie subsonique attractive, on peut trouver des
solutions stationnaires jusqu'�a la vitesse du son, ce qui est en accord avec le crit�ere de
Landau pour la superuidit�e [ 148]. Par contre, si l'obstacle est r�epulsif, on ne trouve des
solutions stationnaires que si11

�� � K
� v

c

�
avec

K (z) =

p
2

4z

h
� 8z4 � 20z2 + 1 + (1 + 8 z2)3=2

i 1=2
:

(2.34)

Dans la r�egion supersonique on ne peut �evaluer analytiquement la fronti�ere que dans
le r�egime de champ moyen 1D [112] :

11 Notons une di��erence de facteur
p

2 par rapport �a [ 148] due �a une d�e�nition di��erente de � .
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Fig. 2.5 { Diagramme de phase des �etats stationnaires en pr�esence d'une impuret�e delta en
fonction de la vitesse �a l'in�ni (relative �a la vitesse du son) et de l'amplitude de l'impuret�e
(mesur�ee en terme de la longueur de relaxation� ). Les r�egions grises correspondent aux domaines
d'existence de solutions stationnaires. Les encadr�es repr�esentent le module de lafonction d'onde
dans chaque cas. Figure extraite de [148].

4� 2� 2 � F
� v

c

�
; avec

F (z) =

"
z2

4

 

1 +

r

1 +
8
z2

!# "
5z2

4
+ 1 �

3z2

4

r

1 +
8
z2

#

:

(2.35)

Notons qu'en l'absence d'interaction, seul le r�egime "supersonique"stationnaire existe.
Dans le r�egime stationnaire subsonique, le ot est superuide dans le sens o�u la trans-

mission est parfaite et il n'y a pas de force de trâ�n�ee [148]. Au contraire, dans le r�egime
supersonique stationnaire, le ot se comporte pratiquement comme un condensat sans in-
teractions car celles-ci deviennent peu �a peu n�egligeables par rapport �a l'�energie cin�etique
de transport. La transmission n'est pas parfaite et le uide est faiblement dissipatif.

En ce qui concerne le r�egime d�ependant du temps, on ne peut a priori rien dire ana-
lytiquement. La �gure 2.6 montre l'�evolution temporelle de la densit�e pour une barri�ere
r�epulsive se d�epla�cant �a une vitesse l�eg�erement sup�erieure �a celle du seui l stationnaire
subsonique. On observe dans ce cas l'�emission p�eriodique de solitons [82] et d'une onde
de choc. Plus on augmente la vitesse et plus la dynamique devient compliqu�ee. En par-
ticulier, si v1 > c 1 , on commence �a observer beaucoup d'interf�erences et de solitons qui
se m�elangent.

Une question que l'on peut encore se poser concerne la stabilit�e des solutions sta-
tionnaires. On discutera ceci en d�etails dans la partie suivante et on se contentera pour
l'instant du fait que les simulations num�eriques n'exhibent aucune instabilit�e dan s les
zones grises de la �gure2.5.

2.2.3 Double barri�ere � sym�etrique

Ce probl�eme �a �et�e r�esolu en 1995 par Zapata et Sols [198] dans le contexte de la
supraconductivit�e. En e�et, au voisinage de la temp�erature critique, le param�etre d'ord re
supraconducteur  (~r) � h  ̂ "  ̂ #i ob�eit �a l'�equation de Ginzburg-Landau
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Fig. 2.6 { R�esultats de simulations num�erique d'une exp�erience de transport dans le r�egime
d�ependant du temps. L'�equation de Gross-Pitaeskii 1D (1.78) est r�esolue en pr�esence d'une barri�ere
gaussienne r�epulsive tr�es �etroite se d�epla�cant �a vitesse constante au sein du condensat (de taille
in�nie). Le point rose sur la �gure de gauche pr�ecise les param�etres utilis�es tandis que la s�erie
de �gures �a droite montre l'�evolution temporelle de la densit�e �a mesure que l'obst acle se d�eplace.
L'�emission d'une onde de choc vers l'avant et l'apparition de solitons, �a la traine par rapport �a
l'obstacle, peuvent clairement être identi��ees sur ces �gures.

(i~r + e~A)2 � [� � V (~r)] + � j j2 = 0 ; (2.36)

o�u ~A est le potentiel vecteur.

Fig. 2.7 { Courant critique en fonction de la distance entre les deux barri�eres renormalis�e au
courant critique en pr�esence d'une seule barri�ere. On rappelle queg est ici l'amplitude des pics
delta. Figure extraite de [198].

Cette �equation est formellement �equivalente �a l'�equation de Gross-Pitaevskii. Dans cet
article, ils ont cherch�e les solutions stationnaires supraconductrices, ce qui estl'�equivalent
de nos solutions stationnaires superuides, pour un potentiel de la forme

V(x) = g[� (x � a) + � (x + a)] : (2.37)

Le principe de r�esolution est le même que pour un seul pic, c'est �a dire que l'on
cherche �a satisfaire les conditions de raccordement. La �gure2.7 pr�esente leurs r�esultats
pour di��erentes intensit�es des barri�eres.

Bien sûr, si la distance entre les deux pics est nulle, on retrouve le crit�ere pour unpic
d'intensit�e double et si les deux pics sont tr�es �eloign�es ( a � � ), tout se passe comme si
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Fig. 2.8 { Courant critique en fonction de la distance entre les barri�eres (a) r�epulsives et (b)
attractives. Figures extraites de [174].

il n'y avait qu'un seul pic. Notons que ce dernier r�esultat n'est pas si trivial car, dans le
cas sans interaction, il existe toujours des solutions de grande �energie qui sont sensibles
�a la pr�esence de l'autre barri�ere. Ici, pour une solution superuide, ce n'est pas le cas, les
barri�eres sont �ecrant�ees. Cela dit, les auteurs de ce travail n'ont pas consid�er�e de solutions
stationnaires supersoniques, qui auraient eu les mêmes propri�et�es que les ondes lin�eaires,
car dans le contexte de la supraconductivit�e, elles ne sont pas pertinentes (le syst�eme
n'est plus d�ecrit par l'�equation de Ginzburg-Landau dans ce r�egime).

Pour une distance interm�ediaire, un ph�enom�ene int�eressant se produit. L'�evoluti on de
la vitesse critique d'une limite �a l'autre n'est pas monotone mais passe pas un minimum
quand la distance entre les deux barri�eres est de l'ordre de la longueur de relaxation.

2.2.4 S�erie p�eriodique de pics �

Dans ce cas il est encore possible d'�ecrire les conditions de raccordement et de les
r�esoudre num�eriquement sans trop de di�cult�es [ 174]. Ceci a �egalement �et�e fait dans le
contexte de la supraconductivit�e par Taras-Semchuk et Gunn en 1999 [174] qui n'ont
ainsi �etudi�e que la partie superuide du diagramme. Pour un potentiel de la forme

V(x) =
X

i

g � (x � iL ) ; (2.38)

ils ont obtenu les r�esultats de la �gure 2.8.
Un r�esultat amusant est la possibilit�e d'avoir un courant critique nul pour certaines

longueurs dans le cas d'un potentiel attractif.

2.2.5 Potentiel quelconque

Si maintenant on consid�ere un potentiel quelconque, la ph�enom�enologie des solutions
reste la même. En particulier, il existe toujours trois principaux r�egimes de transport, �a
savoir les r�egimes superuide, dissipatif d�ependant du temps et stationnaire supersonique
faiblement dissipatif. Un r�esum�e sch�ematique des propri�et�es du uide dans chaque r�egime
est donn�e sur la �gure 2.9.

A�n de d�ecrire plus pr�ecisement les propri�et�es du uide dans les di��erents r�egimes ,
nous allons pr�esenter dans le paragraphe qui suit une th�eorie des perturbations de (2.16).
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Fig. 2.9 { �A gauche : repr�esentation sch�ematique d'une quantit�e caract�eristique du r�egime
de transport comme la force de trâ�n�ee impos�ee par l'obstacle sur le condensat ou encore le
degr�e d'excitations cr�e�ees lors du passage de l'obstacle �a travers le uide en fonction de leur
vitesse relative. �A droite : pro�ls de densit�e typiques dans les trois r�egimes. �A basse vitesse
(v � c), il existe un r�egime subsonique stationnaire et superuide. �A tr�es grande vitesse (v � c),
les interactions deviennent n�egligeables et la physique est domin�ee par l'�energie cin�etique. On
retrouve la ph�enom�enologie de l'�equation de Schr•odinger. Entre les deux, autour de la vitesse du
son c, le uide est fortement dissipatif.

2.2.6 Approche perturbative

Pour un potentiel quelconque, il n'est en g�en�eral pas possible de r�esoudre (2.16) ex-
actement. Cela dit, si le potentiel n'est pas trop fort (on reviendra sur les conditons
pr�ecises de validit�e �a la �n du paragraphe), on peut d�evelopper une th�eorie des p ertur-
bations autour des solutions uniformes [112].

On consid�ere donc un condensat traversant un obstacle de taille �nie �a la vitessev vers
les x d�ecroissants. Comme discut�e pr�ec�edemment on prend pour condition aux limites
que la densit�e en aval est asymptotiquement uniformen(�1 ) = n1 .

Le traitement perturbatif de ( 2.16), en posant A(x) = A1 + �A (x), conduit �a

~2

m
�A 00+ 4m(v2

1 � c2
1 )�A = 2A1 V(x) ; (2.39)

que l'on peut r�esoudre �a l'aide de la fonction de Green. Celle-ci s'�ecrit, dans l'espace de
Fourier

~G(k) =
1

� k2 + 4m2(v2
1 � c2

1 )=~2 ; (2.40)

avec ~G(k) =
R

e� ikx G(x)dx. Il ne reste alors plus qu'�a faire l'inversion de Fourier via le
th�eor�eme des r�esidus.

Cas subsonique

Je suis un excellent conducteur.Dustin Ho�man as Raymond, Rain man.

Dans ce cas, les pôles de la fonction de Green sont imaginaires purs et s'�ecrivent
� 2im

p
jc2

1 � v2
1 j=~ = � 2i� .

Dans la r�egion desx � 0, c'est �a dire en amont, il faut int�egrer sur le contour sup�erieur
alors que pourx < 0, on int�egre sur le contour inf�erieur. Au �nal, on obtient la fonction
de Green suivante :

G(x) = �
e� 2� jx j

4�
: (2.41)
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Finalement, la correction �a la densit�e uniforme s'obtient en convoluant la fonction de
Green avec le potentielV (x)

�A (x) = �
mA 1

2~2�

Z + 1

�1
V(y) e� 2� jx � yjdy : (2.42)

Cas supersonique

Inverse les fus�ees Chico et bloque les auxiliaires �a mort.Harrison Ford as Han
Solo, La guerre des �etoiles.

Ici, le calcul est plus subtil, car plusieurs fonctions de Green sont possibles mais il
faut choisir celle qui conduit �a une densit�e �nie (et constante) en �1 . Les pôles sont
cette fois r�eels mais la prescription pr�ec�edente impose de les d�ecaler vers le demiplan
complexe sup�erieur en leur ajoutant i� que l'on fait tendre vers 0 �a la �n. Les pôles sont
donc i� � 2� . Ceci conduit �a la fonction de Green suivante :

G(x) =
sin(2�x )

2�
� (x) ; (2.43)

et donc

�A (x) =
mA 1

~2�

Z x

�1
V(y) sin[2� (x � y)]dy: (2.44)

Loin de l'obstacle (�x � 1), une �evaluation asymptotique (2.44) donne

�A (x) =
mA 1

~2�
Im[e2i�x ~V(2� )] +

mA 1

2~2� 2 V(x) + O
�

1
� 3

�
; (2.45)

o�u ~V(k) =
R

dxe� ikx V(x). La pr�esence du terme oscillant r�ev�ele l'existence d'une r�eexion
quantique.

D'autre part, si l'�echelle typique de variation du potentiel � est bien plus grande que
� � 1, alors la fonction de Green peut être approxim�ee par une distribution delta. Dans ce
cas (2.44) se simpli�e en

�A (x) = sgn( v1 � c1 )
mA 1

2~2� 2 V(x) : (2.46)

Notons que cette relation est valable dans les deux r�egimes. Elle stipule que, dans le cas
superuide, la densit�e diminue (augmente) au voisinage d'un obstacle r�epulsif (attract if),
alors qu'exactement le contraire se produit dans le cas supersonique.

La condition de validit�e dû traitement perturbatif est j�A=A 1 j � 1, ce qui se traduit,
selon la relation d'ordre entre l'�echelle typique � de variation du potentiel et 1=� , par
deux relations :

mV0 �
~2�

� 1 quand �� � 1 ; (2.47)

mV0

~2� 2 � 1 quand �� � 1 ; (2.48)

o�u V0 d�esigne bien sûr l'amplitude typique du potentiel.
Notons �egalement une propri�et�e int�eressante des solutions, �a savoir le ph�enom�ene

d'�ecrantage du potentiel du aux interactions. En e�et, la convolution entre la fonction
de Green et le potentiel �elimine les d�etails de ce dernier sur une �echelle de distance
inf�erieure �a � � 1. �A vitesse nulle, cette �echelle co•�ncide avec la longueur de relaxation� ,
mais �a mesure que l'on approche la vitesse du son, elle diverge (cela dit, la th�eorie des
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perturbations diverge aussi). Au-del�a de la vitesse du son, cette �echelle d�ecroit avec v
jusqu'�a 0 : dans ce r�egime, le transport redevient lin�eaire car l'�energie cin�et ique est tr�es
grande devant l'�energie d'interaction.

2.2.7 Crit�ere de Superuidit�e

Par souci de clart�e, on se restreint ici au r�egime de champ moyen 1D mais les id�ees
sont g�en�erales et s'appliquent �a tous les r�egimes 1D.

Existence de solutions stationnaires

On a vu pr�ec�edemment que selon le rapportv=c, les param�etres de l'obstacle, etc ..., il
existe trois di��erents r�egimes de transport. Ces r�egimes sont caract�eris�es par l 'existence ou
non de solutions stationnaires, ainsi que d'autres propri�et�es comme l'existence d'une force
de trâ�n�ee par exemple. En particulier, le r�egime subsonique stationnaire est superuide
alors que les deux autres sont dissipatifs. Un crit�ere naturel pour d�e�nir la vitesse critique
d'un superuide serait alors de l'associer �a la vitesse en-de�c�a de laquelle les solutions
stationnaires subsoniques disparaissent. Mais il reste encore �a savoir si ces solutions sont
stables et ainsi si elles peuvent être peupl�ees dans une exp�erience. Nous allons voir parla
suite que dans la majeure partie des cas (même si nous n'avons pas de preuve rigoureuse),
ce crit�ere est correct. La seule exception �a notre connaissance est le cas d'un potentiel
p�eriodique (in�ni).

En ce qui concerne l'analyse de stabilit�e des solutions, deux choses sont possibles.
Un �etat stationnaire peut exister mais ne pas être l'�etat d'�energie le plus bas. Il est
alors favorable au syst�eme de diminuer son �energie, par exemple en �emettant des excita-
tions �el�ementaires pour atteindre progressivement l'�etat fondamental (pas n�ecessairement
statique). On parle alors d'instabilit�e �energ�etique ou dans le contexte des superuides
d'instabilit�e de Landau.

Une autre possibilit�e est que l'�etat ne soit pas dynamiquement stable, c'est �a dire que
n'importe quelle perturbation, aussi petite qu'elle soit, crô�t tr�es rapidemment et d�eforme
totalement l'�etat initial : c'est l' instabilit�e dynamique.

Pour d�eterminer le seuil de ces instabilit�es, on proc�ede �a l'�etude des solut ions d'�equa-
tions lin�earis�ees. Dans le premier cas, on consid�ere l'e�et d'une d�eformation sur la fonc-
tionnelle d'�energie, alors que dans le second, c'est directement les �equations du mouvement
que l'on analyse. Il est toutefois important de noter que ces analyses lin�eaires permet-
tent uniquement de donner des informations sur le seuil de l'instabilit�e et �eventuellement
sur le taux de croissance d'une perturbation mais pas sur l'�etat �nal du syst�eme qui
est gouvern�e par des �equations non-lin�eaires. En particulier on va voir que l'instabilit�e
dynamique se manifeste par une croissance exponentielle de certains modes mais il est
clair que cette image n'est vraie que pour des temps tr�es courts car ensuite le syst�eme se
stabilise sous l'e�et des non-lin�earit�es, tout comme, dans un uide normal, la formation
de vagues sature �a une certaine amplitude et ne crô�t pas jusqu'�a l'in�ni.

Instabilit�e �energ�etique

On consid�ere un uide condens�e unidimensionnel se d�epla�cant �a la vitesse12 v = p=m
dans un potentiel quelconque.

On pose alors comme ansatz

 (x; t ) = e� i�t eipx= ~ [� 0(x) + � (x)] ; (2.49)

12 Notons que cette vitesse n'est parfaitement d�e�nie que si le potentiel s'annule �a l'in�ni o�u l'on a alors
un condensat uniforme. Pour être plus rigoureux on devrait parler de ux et non pa s de vitesse.
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pour lin�eariser la fonctionnelle d'�energie

E [ ] =
Z

dx  �
�
�

~2

2m
d2

dx2 + V � � +
g
2

j j2
�

 ; (2.50)

autour de la solution stationnaire. Au premier ordre en � il vient

E [ ] = E0 +
Z

dx (� � ; � ) M
�

� 
� �

�
; (2.51)

avec

M =

 
1

2m

� ~
i

d
dx + p

� 2
+ V � � + 2gj� 0j2 g� 2

0

g� 2
0

1
2m

� ~
i

d
dx � p

� 2
+ V � � + 2gj� 0j2

!

;

(2.52)
et E0 l'�energie de l'�etat stationnaire.

Le seuil de l'instabilit�e �energ�etique est alors donn�e par les propri�et�es spectral es de
M . Si cette matrice poss�ede au moins une valeur propre n�egative, alors l'�etat est instable
�energ�etiquement puisqu'il n'est pas l'�etat d'�energie minimale. Notons cependant que cette
analyse ne donne aucune indication sur la fa�con dont le syst�eme peut relaxer vers un �etat
d'�energie plus basse mais surtout �a quel taux il le ferait.

Examinons maintenant le cas le plus simple o�u le condensat est homog�ene. On a alors
� 0 =

p
n0, � = gn0 + p2=2m, c2 = gn0=m et � � eikx . L'op�erateur ( 2.52) se r�eduit alors

�a

M =

 
~2k2

2m + ~kp
m + mc2 mc2

mc2 ~2k2

2m � ~kp
m + mc2

!

; (2.53)

dont les valeurs propres peuvent être calcul�ees ais�ement et s'�ecrivent

" � =
~2k2

2m
+ mc2 �

s �
~kp
m

� 2

+ m2c4 : (2.54)

Ainsi, pour que � � soit inf�erieure �a z�ero, il est n�ecessaire que

jpj �
p

~2k2=4 + ( mc)2 ; (2.55)

soit au minimum que la vitessev exc�ede en norme la vitesse du sonc. On retrouve ainsi
le c�el�ebre crit�ere de Landau pour la superuidit�e. En e�et, on voit bien ici, qu 'au del�a de
la vitesse du son, il est favorable (�energ�etiquement) au syst�eme d'�emettre desexcitations
de grande longueur d'onde.

Pour un potentiel quelconque, il est tr�es di�cile de r�esoudre les �equations pr�ec�eden tes
pour plusieurs raisons. D'une part, il faut être capable de d�eterminer les solutions station-
naires avec une tr�es grande pr�ecision. Puis il faut diagonaliser la matrice pour di��erentes
vitesses en imposant des conditions aux limites judicieuses.

Instabilit�e dynamique

L'autre approche consiste �a lin�eariser l'�equation de Gross-Pitaevskii d�ependante du
temps (1.78). En posant l'ansatz suivant :

 (x; t ) = e� i�t eipx= ~ [� 0(x) + � (x; t )] ; (2.56)

on obtient les �equation de Bogoliubov-De Gennes avec l'op�erateur
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L =

 
1

2m

� ~
i

d
dx + p

� 2
+ V � � + 2gj� 0j2 g� 2

0

� g� �
0

2 � 1
2m

� ~
i

d
dx � p

� 2
� V + � � 2gj� 0j2

!

: (2.57)

Cette fois, le crit�ere d'instabilit�e dynamique correspond �a l'existence de valeur s pro-
pres avec une partie imaginaire non nulle, ce qui signi�e que certaines composantes de
Fourier de la perturbation peuvent crô�tre exponentiellement au cours du temps avecun
taux � ! .

Dans le cas homog�ene, on a

L =

 
~2k2

2m + ~kp
m + mc2 mc2

� mc2 � ~2k2

2m + ~kp
m � mc2

!

; (2.58)

dont les valeurs propres sont

~! � =
~k p
m

�

s
~2k2

2m

�
~2k2

2m
+ 2mc2

�
: (2.59)

On ne peut donc pas avoir de fr�equence complexes pour des vecteurs d'onde r�eels.
L'instabilit�e dynamique n'existe donc pas dans l'espace libre.

Il est �egalement utile de noter le lien entre M et L :

L = � M =
�

1l 0
0 � 1l

�
M ; (2.60)

car il permet par exemple de montrer que si le syst�eme est stable �energ�etiquement, alors
il l'est n�ecessairement aussi dynamiquement. En e�et, si le syst�eme est �energ�etiquement
stable, alors toutes ses valeurs propres deM , " � , sont positives, et il en d�ecoule que
toutes celles deL = � M , ~! � , sont r�eelles. Le point clef est que si on choisitX , vecteur
propre de L , on a alors

~! � X y�X = X y� (� M )X = X yM X : (2.61)

Or, le terme de droite de cette �equation �etant r�eel positif (puisque le syst�eme est
stable �energ�etiquement) et X y�X aussi, alors~! � est n�ecessairement r�eel et du signe de
X y�X .

Notons de plus que le crit�ere de Landau peut �egalement être d�eduit du spectre de
L puisque celui-ci repr�esente le spectre d'excitation du syst�eme. En e�et, quand les
fr�equences sont r�eelles, les oscillations peuvent être quanti��ees et conduisent aux quasi-
particules de Bogoliubov. La condition de commutation bosonique impose de choisir la
normalisation X y�X = 1 et non pas � 1, ce qui s�electionne seulement la partie! + du
spectre. L'autre partie est souvent nomm�ee spectre d'anti-phonons mais ne repr�esente
aucun degr�e de libert�e suppl�ementaire. L'�energie d'un phonon est alors ~! + . La �gure
2.10montre, qu'�a vitesse non nulle, le spectre des phonons devient dissym�etrique (selonle
vecteur d'onde du phonon), et pourv � c, une des deux branches devient en partie n�ega-
tive. Ceci montre �a nouveau qu'il est pr�ef�erable pour le syst�eme d'�emettre des ph onons
a�n de minimiser son �energie.

Discussion

Il est d�esormais temps de se demander quel est le bon crit�ere pour la superuidit�e
parmi les trois propos�es. A priori, le plus restrictif est celui de l'instabilit�e �e nerg�etique
mais nous allons voir que dans la majorit�e des cas, il est �equivalent �a l'existence de
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w
v=cv=2c

0 k

v=0

Fig. 2.10 { Spectre de Bogoliubov d'un condensat uniforme pour di��erentes vitesses. Pourv < c,
une partie du spectre devient n�egative, rendant le syst�eme �energ�etiquement instable.

solutions stationnaires subsoniques. Cela dit, une exp�erience r�ecente [56] a montr�e que
dans certaines situations, le crit�ere d'instabilit�e dynamique �etait plus pertinent . Les choses
n'�etant pas parfaitement claires pour l'instant, cette partie se vaut plus descriptive et
intuitive que rigoureuse.

Commen�cons par discuter les r�esultats analytiques de Danshita et Tshuchiya [52] qui
ont �etudi�e la stabilit�e d'un supercourant �a travers un potentiel de Kroening-P enney, c'est
�a dire une s�erie de pics delta p�eriodiquement agenc�es

V (x) = V0

X

j

� (x � ja ) : (2.62)

D'autre part, ils ont �etudi�e ce syst�eme dans un r�egime o�u a � � , pour simpli�er
l'expression de la densit�e du condensat. Cela r�eduit un peu la g�en�eralit�e du probl �eme
mais n'apporte pas de grands changements conceptuels.

Sans rentrer dans les d�etails de leur analyse, ils ont pu calculer les seuils d'apparition
des deux instabilit�es et les comparer au crit�ere d'existence de solutions stationnaires pour
un seul pic et pour le potentiel p�eriodique. Dans le premier cas, les crit�eres d'instabilit�e
�energ�etique et d'existence de solutions stationnaires sont confondus, alors que dans le
second, ils trouvent que les crit�eres d'instabilit�e �energ�etique et dynamique sont confondus
mais sont plus restrictifs que l'existence de solutions stationnaires [174]. Ceci est en accord
avec la hi�erarchie propos�ee sur la �gure 2.11. La premi�ere relation d'ordre entre instabilit�e
dynamique et �energ�etique est rigoureuse (d�emontr�ee dans le paragraphe pr�ec�edent), alors
que la derni�ere n'est simplement qu'intuitive.

Dans leur cas, les seuils d'instabilit�e dynamique et �energ�etique sont confondus car
la distance entre les barri�eres est bien plus grande que la longueur de relaxation. Ce
r�esultat est en accord avec [126] qui ont �etudi�e le cas d'un potentiel sinuso•�dal et constat�e
que les deux crit�eres se confondent si l'�energie de reculER = ~2� 2=2ma2 est tr�es petite
devant l'�energie d'interaction gn. Des calculs num�eriques de Wu et Niu [194, 195] et
Modugno [56] en pr�esence d'un potentiel p�eriodique ont �egalement montr�e que le crit�ere
�energ�etique �etait plus restrictif que le crit�ere dynamique mais ne disent rien quan t au
crit�ere d'existence de solutions stationnaires.

Le crit�ere �a retenir semble alors être celui �energ�etique, et pourtant, en pr �esence d'un
potentiel p�eriodique, il ne semble pas être le plus pertinent. En e�et, si on consid�ere
l'exp�erience du groupe de Florence sur les oscillations d'un condensat en pr�esence d'un
potentiel p�eriodique [ 56], il est clair que l'instabilit�e dynamique joue un rôle plus im-
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Dynamically stable

Energetically stable

Stationary

c v0

Non Stationary

Fig. 2.11 { Relation d'ordre entre les di��erents "crit�eres de superuidit�e". Le crit�ere le plus
restrictif est l'instabilit�e �energ�etique, tandis que le moins restrictif est l'ex istence de solutions
stationnaires. Entre les deux se trouve le crit�ere d'instabilit�e dynamique. Tr�es s ouvent, ces trois
crit�eres sont confondus.

portant que l'instabilit�e �energ�etique. Ceci s'explique naturellement par une di�� erence
importante dans les �echelles de temps n�ecessaires �a ces instabilit�es pour se manisfester.
Dans le cas de l'instabilit�e dynamique, cette �echelle de temps peut facilement être �evalu�ee
en consid�erant l'inverse de la fr�equence du mode le plus instable. Par contre, en ce qui
concerne l'instabilit�e �energ�etique, il n'y a pas, �a notre connaissance, de th�eorie p ermet-
tant de l'�evaluer. Ce temps est en particulier tr�es sensible �a la fraction non condens�ee.
Dans leur exp�erience, ils peuvent �evaluer ce temps qui est au moins dix fois inf�erieur �a
celui de l'instabilit�e dynamique.

De mani�ere th�eorique, on peut donc dire que le crit�ere �energ�etique est le v�eritable
crit�ere de superuidit�e. Mais en pratique, compte tenu de la dur�ee �nie des exp�er iences,
l'instabilit�e �energ�etique peut ne pas se manifester. Dans le cas "pathologique" d'un po-
tentiel p�eriodique, l'instabilit�e dynamique peut alors s'av�erer être la pl us pertinente.

D'autre part, il reste encore �a �eclaircir le lien entre l'existence de solutions station-
naires et leurs stabilit�es. En particulier, pour des raisons pratiques (du point de vu
th�eorique) car analyser les �equations stationnaires est un travail beaucoup moins di�cile
(même si on ne sait pas encore le faire pour un potentiel quelconque, même num�erique-
ment) que d'�etudier leurs stabilit�es, ce qui r�eclame d'ailleurs d'avoir r�esol u le probl�eme
pr�ec�edent.

Notons en�n que toute cette discussion n'a de sens que dans le r�egime de champ
moyen. En e�et, la vitesse critique d'un gaz de bosons �a une dimension est en th�eorie
nulle [20] car il existe toujours une force de train�ee quelle que soit la vitesse du uide.
Cependant, �a mesure qu'on approche le r�egime de champ moyen, celle-ci devient de plus
en plus faible et tend vers une fonction non nulle uniquement au-del�a d'une certaine
vitesse critique �nie.

Crit�ere de Landau local

Dans le cas o�u le potentiel ext�erieur est su�samment lisse, ou pour être plus pr�ecis
qu'il induit des uctuations de densit�e sur une �echelle de longueur bien plus grande que
la longueur de relaxation, il est naturel d'utiliser l'approximation de la densit�e locale. En
pratique, cela revient �a d�e�nir une vitesse du son locale c2(x) = n(x)d� (n)=dn et de dire
que le comportement du uide est analogue �a celui d'un uide homog�ene in�ni. On peut
alors formuler le crit�ere d'instabilit�e �energ�etique de mani�ere tr�es simple e n remarquant
que la superuidit�e sera bris�ee s'il existe un point du uide o�u la vitesse l ocale exc�ede la
vitesse du son : c'est lecrit�ere de Landau local.

Coupl�e �a la th�eorie de perturbation pr�ec�edemment introduite, on peut alors cal culer
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analytiquement la vitesse critique. Si on consid�ere un ux homog�ene, de densit�en0 et de
vitessev0 �a l'in�ni, di�us�e par un obstacle de taille �ni, la conservation du ux relie la
vitesse locale �a la densit�e, via la formule suivante

n0v0 = n(x)v(x) : (2.63)

En imposant comme crit�ere de superuidit�e que v(x) = c(x) en un x donn�e, il vient

vc
0 =

n(x)
n0

c(x) ; (2.64)

qui traduit simplement le fait qu'en pr�esence d'un obstacle r�epulsif, la vitesse critique
est diminu�ee car d'une part la vitesse du son diminue localement mais d'autre part la
vitesse du uide augmente (conservation du ux). Dans le cas d'un obstacle attractif, le
pire endroit est au contraire celui o�u le potentiel est faible, c'est pourquoi on retrouvele
crit�ere de Landau usuel. En utilisant ( 2.42), on obtient dans les deux di��erents r�egimes

vc
0

c0
=

8
>><

>>:

�
1 �

m
~2�

Z
dy e� 2� jx � yj V(y)

� 1=2+1 =�

si r�epulsif

1 si attractif

: (2.65)

Dans le cas d'une barri�ere GausssienneV(x) = V0 e� x2=(2� 2 ) , (2.65) se r�eduit �a
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1 �
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erf
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2��
�

#1=2+1 =�

: (2.66)

Malheureusement, (2.65) reste une �equation implicite sur la vitesse critique (puisque
v est cach�ee dans� ), il faut donc la r�esoudre num�eriquement.

Si le potentiel est vraiment tr�es lisse, on peut alors approximer l'exponentielledans
(2.65) par une distribution delta. Ceci permet d'obtenir une relation tr�es simple entre le
maximun d'amplitude Vm du potentiel et la vitesse critique

Vm

� �
= �
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1 �
�

vc
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�
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#

; (2.67)

o�u � = �= (� + 2), � � = gn�
0 et c� =

p
��=m . Il est alors facile d'obtenir des expressions

explicites dans les deux cas limites :
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(2.68)

R�esultats exp�erimentaux

A�n d'illustrer les consid�erations th�eoriques pr�ec�edentes, nous discutons ici les r�esul-
tats de l'exp�erience r�ecente de Engels et Atherton [62]. Celle-ci consiste �a d�eplacer une
barri�ere gaussienne, cr�e�ee par un laser, �a vitesse constante au sein d'un condensat en
forme de cigare. En variant la vitesse de l'obstacle et en mesurant la d�eformation qu'il
induit sur le condensat (taux d'excitations), les trois r�egimes de transport d�ecris dans ce
chapitre ont �et�e observ�es sans ambigu•�t�e. La �gure 2.12 montre le sch�ema exp�erimental
ainsi que le taux d'excitations mesur�e apr�es temps de vol.

La vitesse critique superuide observ�ee, dans le cas r�epulsif, est de l'ordre de 0:35mm=s
qui est bien plus faible que la vitesse du son au centre du pi�egec = 2 :1mm=s. Cependant,
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Fig. 2.12 { En haut �a gauche : sch�ema de l'exp�erience [62]. Un faisceau laser est d�eplac�e
�a vitesse constante au sein du condensat, jouant le rôle d'une impuret�e gaussienne.En haut �a
droite : r�esultats exp�erimentaux du taux d'excitations en fonction de la vitesse de l'obstacle (cas
attractif). En bas : pro�ls de densit�e du condensat apr�es temps de vol (cas r�epulsif). En termes
de la classi�cation des r�egimes introduite dans ce chapitre, (c) correspond au r�egime superuide,
(f) au r�egime d�ependant du temps et (k) au r�egime stationnaire faiblement dissipatif.

dans cette exp�erience, les param�etres sont tels que le syst�eme est dans le r�egime Thomas-
Fermi Transverse, et elle est donc d�ecrite par l'�equation (1.69) (na ' 25 � 1). D'autre
part, la largeur w ' 7:8 �m de la barri�ere gaussienne �etant �a la fois bien plus grande
que la longueur de relaxation� ' 0:17�m et bien plus petite que la taille longitudinale
du condensatR ' 100�m , l'approximation de la densit�e locale pour la vitesse critique
semble être justi��ee. Celle-ci, via la formule (2.65) et compte tenu de l'intensit�e du laser,
donne une vitesse critique de 0:37mm=s, en tr�es bon accord avec le r�esultat exp�erimental.

Ces �el�ements sont donc qualitativement et quantitativement en accord avec les pr�evi-
sions th�eoriques du mod�ele unidimensionnel de transport. Malheureusement une �etude
syst�ematique de la d�ependance de cette vitesse critique en termes des param�etres exp�eri-
mentaux n'est pas encore disponible �a ce jour. Il n'est alors pas encore possible de valider
compl�etement l'approche "Landau local" et les mauvaises langues pourraient dire qu'il ne
s'agit que du fruit du hasard.

Fraction normale

Une application int�eressante de la th�eorie de perturbation expos�ee pr�ec�edemment est
le calcul de la fraction normale. En e�et l'impulsion P = ~

R
dx�n@xS peut être associ�ee

au ot et dans l'esprit de l'approche �a la Landau pour d�eterminer la fraction normale
dans l'h�elium liquide on peut associer �a cette impulsion une masseM n=P/v. On obtient
alors :

M n

M
=

m2

2~4� 3 L

Z

IR 2
dy1 dy2 V(y1)V (y2) [1 + 2 � jy1 � y2j] e� 2� jy1 � y2 j ; (2.69)

avecM = mn0L la masse du uide non perturb�e dans la r�egion de taille L .
Pour un potentiel al�eatoire de la forme

V(x) = ���
N iX

n=1

� (x � xn ) ; (2.70)
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o�u les xn sont des variables al�eatoires uniform�ement distribu�ees entre 0 et L , ni = N i =L
est la densit�e d'impuret�es, avec pour moyennehV i = ���n i et pour fonction de corr�elation

hV(x)V (0)i � h V i 2 =
�

~
m

� 2

�� (x) ; (2.71)

o�u � = � 2 ni � � 2, on obtient

M n

M
=

� 2ni �
2(1 � v2)3=2

: (2.72)

Ce r�esultat g�en�eralise le fameux calcul de Huang et Meng [88] au cas d'une vitesse non
nulle.
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Chapitre 3

Localisation d'Anderson

L�a o�u le hasard r�egne, r�egnent les lois du hasard.
Laurent Nottale.

3.1 Introduction g�en�erale

L a localisation d'Anderson, �egalement connue sous le nom de localisation quan-
tique forte, se r�esume, en premi�ere approximation, �a l'absence de di�usion d'une
onde dans un milieu al�eatoire. Initialement d�ecouverte par P.W. Anderson en

1958 [13] dans le contexte du transport �electronique dans un mat�eriau d�esordonn�e, ce
ph�enom�ene est maintenant connu pour être bien plus g�en�eral et se produit d�es que ondes
et d�esordre sont m�el�es au sein d'un même syst�eme physique. Elle apparait en particulier
dans les domaines de l'acoustique, des ondes �electromagn�etiques, des vagues, du transport
de particules quantiques ou encore d'ondes de spin.

3.1.1 Description heuristique

Avant de discuter cette physique avec rigueur il est utile de se faire une image simple
du ph�enom�ene en question. Consid�erons par exemple le transport d'une particule �a travers
un r�egion d�esordonn�ee comme pr�esent�e sur la �gure 3.1.

l

l

Fig. 3.1 { Transport dans un milieu d�esordonn�e constitu�e d'impuret�es �xes al�eatoirement dis-
pos�ees (ronds noirs). Une particule quantique est repr�esent�ee par un paquet d'onde incident car-
act�eris�e par sa longueur d'onde de de Broglie� . l est le libre parcours moyen �elastique.

Plusieurs �echelles de distances sont importantes ici. Tout d'abord, la longueur d'onde
de de Broglie � de la particule va d�eterminer le caract�ere "classique" ou "quantique" du
transport en fonction de sa relation d'ordre avec les autres �echelles du probl�eme. Le libre
parcours moyen �elastique l est quant �a lui d�e�ni comme la distance moyenne parcourue
par la particule entre deux collisions �elastiques. Celui-ci d�epend bien �evidemment de la
densit�e d'impuret�es et de la section e�cace sur le di�useur mais on ne discutera pas en
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d�etails cette quantit�e ici. La taille du syst�eme L ainsi que la longueur de coh�erence de
phasel � , d�e�nie comme la distance au bout de laquelle la phase de l'onde a su�samment
vari�e pour que l'on puisse la consid�erer d�ecorr�el�ee de la phase initiale, sont �egalement des
grandeurs pertinentes. Plusieurs combinaisons de ces param�etres sont bien sûr possibles
mais on va discuter ici essentiellement les syst�emes di�usifs coh�erents, �a savoir quand
l � L � l � , o�u les e�ets ondulatoires peuvent se manifester.

Dans le cas o�u la longueur d'onde� de la particule est bien plus faible que le libre
parcours moyen �elastiquel, la th�eorie "classique"1 du transport s'applique. En particulier,
dans le cas du transport �electronique, la formule de Drude [19, 53] pour la conductivit�e
est pertinente et domine compl�etement le transport2. Celle-ci s'�ecrit

� D =
ne2h� i

m� =
e2

h
kd� 1

F l ; (3.1)

o�u h� i d�esigne le temps moyen entre deux collisions,m� la masse e�ective des porteurs
de charge,n la densit�e d'�electrons et kF le vecteur d'onde de Fermi. Ce mod�ele explique
bien pourquoi les m�etaux ont une r�esistance �nie et pourquoi elle est proportionnelle
�a la longueur de l'�echantillon ( R� 1 = G = � D section=L). Cependant, �a mesure que la
longueur d'onde de de Broglie s'approche du libre parcours moyen, il est clair que les
e�ets d'interf�erences vont se manifester.

Fig. 3.2 { Illustration de la r�etro-di�usion coh�erente. �A gauche : Repr�esentation sch�ematique
des deux types de chemins de di�usion qui contribuent �a l'intensit�e du champ di�us�e ; a) chemins
parcourus en sens identiques qui correspondent �a la di�usion classique ; b) chemins parcourus en
sens oppos�es (termes interf�erentiels) qui sont �a l'origine de la r�etrodi�usion. �A droite : mesures
exp�erimentales de l'intensit�e lumineuse r�etro-di�us�ee pour deux types d'�echantil lons (deux libres
parcours moyen). �A angle nul un facteur 2 est observ�e dans l'intensit�e. Figure extraite de [192].

En supposant que la coh�erence de phase est pr�eserv�ee sur l'�echelle de l'�echantillon, on
peut alors distinguer deux r�egimes.

� kl � 1 : l'e�et des interf�erences est faible et ne conduit qu'�a des corrections dites
de localisation faible. En e�et, si on regarde la probabilit�e qu'une particule traverse
l'�echantillon il faut, conform�ement �a la m�ecanique ondulatoire, sommer les amplitudes d e
chaque chemin puis prendre le module au carr�e. Ceci conduit �a un terme diagonal, qui ne
fait intervenir aucune interf�erence et redonne la di�usion classique, ainsi qu'�a une s�erie de

1Le terme classique est �a mettre entre guillemets car nombreux concepts quantiques sont utilis�es pour
d�ecrire le transport �electronique comme l'e�et tunnel par exemple. Le terme classique sig ni�e ici qu'on
n�eglige les interf�erences entre les di��erents chemins possibles.

2Les corrections quantiques sont faibles comme on va le discuter par la suite.
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termes crois�es dits termes d'interf�erences. Les phases relatives de ces di��erents chemins
de di�usion �etant essentiellements al�eatoires, ces termes ne survivent pratiquement pas
�a la moyenne d'ensemble. Seuls quelques chemins particuliers, illustr�es sur la �gure 3.2,
conduisent �a des corrections non nulles qui survivent au moyennage sur les con�gurations
de d�esordre. Ce sont des chemins parcourus en sens oppos�es par l'onde qui, de ce fait,
ont exactement la même phase et interf�erent constructivement. Ce type de corrections
conduit �a une augmentation de la r�etro-di�usion 3 et donc �a une l�eg�ere diminution de la
transmission.

� kl � 1 : les e�ets d'interf�erences deviennent pr�edominants et gouvernent com-
pl�etement le transport. L'ensemble des contributions s'autod�etruisent par interf�er ences
destructrices et la transmission d'une onde �a travers le milieu est exponentiellement r�e-
duite. Les uctuations de conductance deviennent du même ordre de grandeur que la
conductance elle même, de sorte qu'un �echantillon n'est plus repr�esentatif de l'ensemble.

Ce crit�ere, kl � 1, dit crit�ere de Io�e-Regel [ 91], est n�ecessaire mais pas su�sant pour
la localisation. D'autre part, il n'apporte pas beaucoup d'informations sinon que quelque
chose se produit. Notons tout de même que la formule de Drude (3.1), même si elle n'a a
priori plus de sens dans le r�egimekl � 1, pr�edit dans un cas un bon conducteur et dans
l'autre un tr�es mauvais. La localisation forte, due aux e�ets ondulatoires en pr�esence de
d�esordre conduit donc le syst�eme vers un �etat isolant d'un nouveau genre (di��erent d'un
isolant de bande par exemple).

Encore une fois, il est important de noter que dans le cas du transport d'une particule,
ce ph�enom�ene est de nature purement quantique (ondulatoire en g�en�eral) dans la mesure
o�u le transport, classiquement autoris�e, est inhib�e par les e�ets d'interf�erences. Même si
l'�energie de la particule est tr�es grande, ie bien plus grande que le potentiel d�esordonn�e,
elle est tout de même localis�ee �a cause des interf�erences destructives.

3.1.2 Transition d'Anderson

Dans son article initial de 1958 [13], Anderson montre que les fonctions d'onde �elec-
troniques d'un mat�eriau peuvent être profond�ement alt�er�ees par la pr�esence d' un d�esordre
su�samment fort. Le mod�ele qu'il consid�ere est le suivant :

E n = � n  n +
X

k6= n

t jn  n ; (3.2)

o�u  n d�esigne la composante de la fonction d'onde sur le siten d'un r�eseau �a d dimensions,
� n est une �energie sur site al�eatoire comprise entre� W et W et tkn sont les �el�ements de
matrices d'e�et tunnel d'un site k vers un site n qui sont le plus souvent restreints aux
plus proches voisins.

Contrairement �a la vision traditionnelle d'ondes de Bloch di�us�ees par des impuret�es,
les fonctions d'ondes peuvent devenir exponentiellement localis�ees (�gure3.3) dans l'es-
pace dû �a la pr�esence de d�esordre

j (~r)j � exp(�j ~r � ~r0j=Lloc) ; (3.3)

3Notons une l�eg�ere di��erence entre ce qu'on appelle les corrections de loca lisation faible et la r�etro-
di�usion coh�erente. Les deux prennent leurs origines dans les interf�erences entre deux chemins parcourus
et d�esignent des corrections quantiques au transport d'une particule d'un poi nt A vers un point B . La
r�etro-di�usion correspond au cas particulier o�u A = B . Dans ce cas, les chemins qui interf�erent sont
exactement les mêmes et l'intensit�e est doubl�ee en ce point. Dans le cas g�en�eral o �u A 6= B , les chemins
qui interf�erent sont des boucles presques identiques mais qui di��erent par un croiseme nt qui rend ces
corrections faibles. L'e�et sur la conductance est alors faible alors que dans le cas de la r�etro-di�usion il
est tr�es fort mais concentr�e en un point seulement.

75



CHAPITRE 3. LOCALISATION D'ANDERSON 76

o�u L loc est appel�ee la longueur de localisation et d�epend de l'�energie et du d�esordre.
L'existence de tels �etats est assez claire dans le r�egime de d�esordre tr�es fort. Les �etats
propres sont alors, en premi�ere approximation, des �etats classiquement pi�eg�es dans les
minima locaux du d�esordre. En partant de ces �etats, Anderson a d�evelopp�e une th�eorie
des perturbations en terme du param�etre d'e�et tunnel sur le r�eseau.

Fig. 3.3 { Fonctions d'onde typiques de (a) un �etat �etendu et (b) un �etat localis�e. ` et � sont
respectivement le libre parcours moyen et la longueur de localisation. Figures extraites de [113].

La conclusion principale est qu'il est �nalement di�cile de d�elocaliser un �etat de
cette mani�ere car le couplage entre les �etats est soit p�enalis�e par des recouvrements
exponentiellement faibles soit par un d�enominateur (di��erences des �energies apparaissant
dans la th�eorie des perturbations) tr�es grand. En e�et, deux �etats proches en �energie ne
sont pas n�ecessairement proches spatialement et ont donc un recouvrement n�egligeable
alors que des �etats spatialement proches ont en g�en�eral des �energies tr�es di��erentes.

Une cons�equence intuitive de l'existence de ces �etats localis�es est alors la suppression
du transport et donc l'absence de di�usion, titre de l'article d'Anderson. Par contre, �a
mesure que le d�esordre diminue, on esp�ere alors �nir par d�elocaliser les �etats propres et
r�etablir le transport �a travers le syst�eme. Seulement les choses ne sont pas si simples.
Par exemple, Mott, Twose et Borland [139, 36] ont montr�e qu'en dimension un tous les
�etats sont exponentiellement localis�es et ceci quelque soit l'amplitude du d�esordre alors
qu'en dimension trois il existe une valeur critique du d�esordre en dessous de laquelle les
�etats sont d�elocalis�es [ 13]. La ph�enom�enologie de la localisation d'Anderson d�epend donc
hautement de la dimensionnalit�e, point sur lequel nous reviendrons par la suite.

Deux points extrêmement importants sont alors �a noter. Tout d'abord la localisation
due au d�esordre peut avoir lieu même si l'�energie de l'onde est bien plus grande que le
d�esordre environnant (la dimension un en est l'exemple le plus frappant). En d'autres
termes, la localisation d'Anderson est un ph�enom�ene profond�ement non classique car elle
interdit le transport classiquement autoris�e. L'autre point est l'existence d'une tran sition
m�etal-isolant (transition d'Anderson) due aux e�ets d'interf�erences.

En�n, �a la place de varier l'amplitude du d�esordre on peut simplement la �xer et
regarder le comportement des �etats en fonctions de leurs �energies. S'il existe une valeur
critique du d�esordre (transition d'Anderson �a 3d) pour localiser un �etat, il est clair que
tous les �etats d'�energie inf�erieure �a ce seuil seront localis�es et ceux au dessus, d�elocalis�es.
Pour un d�esordre �xe, on parle alors de bord de mobilit�e (mobility edge) d�esignant ainsi
la valeur de l'�energie au del�a de laquelle le transport est possible. En particulier dans
un solide, si l'�energie de Fermi est en dessous ou en dessus de ce seuil, le syst�eme sera
isolant ou conducteur. Ce concept, introduit par Mott en 1967 [138], explique clairement
pourquoi une transition m�etal-isolant est possible en changeant la densit�e d'�electrons et
donc l'�energie de Fermi dans un semi-conducteur4 (voir le paragraphe sur les exp�eriences).

4La th�eorie des bandes pr�edit bien sûr aussi ce genre de comportement mais l�a on p arle d'une transition
m�etal-isolant alors que la th�eorie des bandes pr�edit un conducteur. Autremen t dit l'�energie de Fermi n'est
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3.1.3 Crit�eres de localisation

The noise5 is the signal.. R. Landauer.

Comme on l'a dit pr�ec�edemment, le ph�enom�ene de localisation se produit lorsqu'on
consid�ere les propri�et�es d'une onde dans un milieu d�esordonn�e. Cependant il n'existe
pas de d�e�nition universelle, du moins �a ma connaissance, de la localisation. En e�et, sa
d�e�nition peut varier en fonction du syt�eme que l'on consid�ere et en particulier en fon ction
du fait qu'il soit in�ni, �ni, ferm�e ou ouvert. Parfois on parle d'absence de di�usion, parfois
d'�etats propres localis�es, de transmission exponentiellement d�ecroissante, de statistiques
spectrales etc... L'objectif de ce paragraphe, largement inspir�e de [186] est donc de discuter
bri�evement ces di��erents crit�eres et de voir dans quelles conditions ils sont pertinents.

Localisation dans un syst�eme de taille in�nie

Un premier concept �a discuter est celui d'absence de di�usion originalement propos�ee
par Anderson dans son c�el�ebre article de 1958 [13], �a savoir

D (E) =
1
2d

lim
t !1

�
~r 2

t

�
= 0 ; (3.4)

o�u ~r d�esigne la position moyenne d'un paquet d'onde,d est la dimension de l'espace et
h� � � i la moyenne sur le d�esordre. Cette quantit�e semble naturelle car elle est par exemple
reli�ee �a la conductivit�e moyenne du syst�eme �a travers la relation d'Einstein (� = e2�D
o�u � est la densit�e d'�etats). Seulement cette d�e�nition est loin d'être "bijective" p uisque
une constante de di�usion peut a priori être r�eduite par d'autres ph�enom�enes. D'au tre
part cette contrainte est moins restrictive que la localisation d'un paquet (h~r 2i < cte )
d'onde puisqu'elle ne requiert en fait que la sous di�usion (h~r 2i < t ). Une d�e�nition plus
satisfaisante consiste �a imposer que le spectre du syst�eme soit discret (\pure point") et
que les fonctions d'ondes soient au moins exponentiellement localis�ees sur une �echelle
typique L loc. La di��erence avec des �etats li�es standards r�eside dans le fait qu'un intervalle
d'�energie � E peut contenir un nombre in�ni d'�etats localis�es car ceux-ci ne se recouvrent
que tr�es peu.

Une quantit�e souvent consid�er�ee est la probabilit�e de retour �a l'origine, car cel le-ci
doit être nulle pour un �etat �etendu mais �nie pour un �etat localis�e. Celle-ci est d �e�nie
par

P(~r) = lim
T !1

1
T

Z T

0
dt jh~rj exp(� iHt )j~rij 2 =

X

n

j n (~r)j4 : (3.5)

Elle est analogue au nombre de participationP (participation ratio) d�e�ni par

P � 1(E ) =
X

i

j E (~ri )j4 ; (3.6)

qui repr�esente le nombre d'�etats de la base spatiale n�ecessaires pour construire un �etat
propre d'�energie E . Si ce nombre (P) est faible cela signi�e que l'�etat en question est
localis�e.

pas dans une bande interdite.
5Notons que le bruit en question n'est pas celui consid�er�e par Landauer. Il s'ag it ici d'insister sur le

fait qu'une signature non ambig •ue de la localisation est �a chercher dans les uctuations du signal et non
dans les valeurs moyennes.
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Localisation dans un syst�eme ferm�e

Les premi�eres complications commencent �a arriver lorsqu'on s'int�eresse �a un syst�eme
de taille �nie. En particulier le rapport entre la taille du syst�eme et la longueur de
localisation d'un �etat d'�energie E devient important. En e�et si la taille du syst�eme est
bien plus faible que la longueur de localisation typique, il devient impossible de fairela
distinction entre un �etat localis�e par le d�esordre et un �etat li�e dû aux condit ions aux
limites. Cependant, les consid�erations pr�ec�edentes restent correctes �a condition de faire
attention �a ce fameux rapport L=L loc.

Fig. 3.4 { Distribution des �ecarts entre les niveaux d'�energie dans le mod�ele d'Anderson �a trois
dimensions [85]. Une transition de (3.9) �a ( 3.7) est observ�ee �a mesure que l'amplitude du d�esordre
W augmente.

Une autre quantit�e pour caract�eriser la localisation, est reli�ee �a l'existence ou non de
corr�elations spectrales. En e�et, on sait que si deux �etats proches en �energie se recouvrent
spatialement alors ils tendent �a se repousser (en �energie). Ceci est par exemple �a la base
de la th�eorie des bandes en physique du solide o�u la d�eg�en�eressence des niveaux d'�energie
est lev�ee par e�et tunnel entre les potentiels atomiques identiques [106]. Au contraire,
si le recouvrement est n�egligeable, les niveaux d'�energies sont ind�ependants les uns des
autres et poss�edent ainsi les mêmes propri�et�es statistiques qu'un spectre al�eatoire. Une
mani�ere quantitative de faire la distinction consiste, par exemple, �a regarder la statistique
des �ecarts s = E i +1 � E i entre les niveaux d'�energie. Dans le r�egime localis�e on attend
donc une distribution de \Poisson"

P(s) =
1
�

exp
�

�
s
�

�
; (3.7)

o�u � est l'�ecart moyen entre les niveaux donn�e par 1 =� (E ) ( � est la densit�e d'�etats.).
Dans le r�egime �etendu, l'�ecart entre les niveaux est dict�e par les sym�etries globales

du syst�eme comme la sym�etrie par renversement du temps par exemple. La th�eorie des
matrices al�eatoire conduit �a [ 81]

P(s) =
�s

2� 2 exp
�

�
�s 2

4� 2

�
; (3.8)

pour un syst�eme sym�etrique par renversement du temps et

P(s) =
32s2

� � 3 exp
�

�
4s2

� � 2

�
; (3.9)

sans sym�etrie par renversement du temps.
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Les r�esultats num�eriques pour le mod�ele d'Anderson sont illustr�es sur la �gure 3.4.
Il est clair que (3.8) et (3.9) pr�esentent une r�epulsion des niveaux d'�energie �a travers
les termes pr�e-exponentiels qui annulentP(s) �a faible s, ce qui n'est pas le cas de la
distribution de Poisson (3.7) dans le r�egime localis�e.

Localisation dans un syst�eme ouvert

D'un point de vu exp�erimental, le cas des syst�emes ouverts est �evidemment le plus
pertinent, d'autant que ni les fonctions d'ondes ni les distributions spectrales ne sont des
quantit�es faciles �a mesurer exp�erimentalement (pour ne pas dire impossible �a mesurer
dans la plupart des cas). En particulier, dans le cas des syst�emes �electroniques, qui ont
majoritairement �et�e �etudi�es jusque dans les ann�ees 80, ces quantit�es l�a �etaient innacessi-
bles et seules des mesures indirectes comme celles de la conductance ont permis d'identi�er
le ph�enom�ene de localisation.

Un syst�eme ouvert est caract�eris�e par, un courant non nul d'une part, et des niveaux
d'�energie de largeurs �nies d'autre part. Il n'est donc plus pertinent d'�etudier le syst�eme
en termes de son spectre ou de ses fonctions propres puisque ni l'un ni l'autre n'existe
�a proprement parler. Une bonne mani�ere de caract�eriser le syst�eme est alors de regarder
les propri�et�es de transmission d'une onde �a travers lui. Ces propri�et�es seront discut �ees
en d�etails dans la partie suivante o�u la th�eorie des matrices al�eatoires permet d'obtenir
des r�esultats non perturbatifs �a une dimension. Ici on se contente de d�ecrire quelques
r�esultats a�n de pouvoir clairement exposer la th�eorie d'�echelle de la localisation.

Consid�erons un syst�eme de longueurL et de section �nie caract�eris�e par N canaux de
transmission (fonctions d'ondes transverses accessibles �a l'�energie consid�er�ee). Onnote
l le libre parcours moyen etL loc(k) la longueur de localisation qui d�epend de l'�energie.
Si l'on d�enote par Tab le coe�cient de transmission d'un mode a entrant vers un mode
b sortant, la conductance totale du syt�eme est donn�ee par la formule de Landauer [53]
(Annexe C).

G =
2e2

h

X

a;b

Tab =
2e2

h
g ; (3.10)

o�u g est appel�ee conductance sans dimension.
Dans le r�egime �etendu, le syst�eme doit être un bon conducteur et sa conductance doit

ob�eir �a la loi d'Ohm usuelle ( G = �: section=L). Par contre dans le r�egime localis�e, �a la
fois la transmission et la conductance d�ecroissent exponentiellement avecL

Tab � exp(� L=L loc) : (3.11)

En pratique ceci n'est pas toujours une mesure claire de la localisation dans le sens
o�u d'autres e�ets comme l'absorption peuvent conduirent aux mêmes cons�equences. Une
meilleure caract�erisation de la localisation demande la connaissance de la distribution
compl�ete des coe�cients de transmission. Au même titre que pour un syst�eme ferm�e la
distribution des valeurs propres est une bonne mesure de la localisation, la distribution
des coe�cients de transmission (et donc du spectre de la matrice de di�usion) en est une
bonne pour les syst�emes ouverts.

Dans le r�egime �etendu la distribution des coe�cients de transmission est bien connue.
On a par exemple la c�el�ebre loi de Rayleigh pour lesTab [74]

P(Tab) =
1

hTabi
exp

�
�

Tab

hTabi

�
; (3.12)
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dont on esp�ere d�eduire une distribution gaussienne pour lesTa (
P

b Tab) et la conductance.
Ceci est bien le cas mais la pr�esence des corr�elations fortes entre les canaux de transmission
conduit �a une variance bien plus grande que pr�evue6 [71]

hTai � l=L ; � Ta �

r
l

NL
; (3.13)

et pour la conductance
hgi � Nl=L ; � g ' 1 : (3.14)

Cette conductance est bien conforme �a la loi d'Ohm mais ses uctuations ne s'annulent
pas �a la limite thermodynamique7 (L ! 1 ). Ce sont les fameuses uctuations universelles
de conductance initialement d�ecouvertes par Altshuler [9] et Lee et Stone [114] en 1985.

Par contre, dans le r�egime localis�e, les choses sont �a ce jour encore assez obscures. Il
semble raisonnable de penser qu'assymptotiquement, c'est �a dire pour des longueurs bien
plus grandes que toutes �echelles microscopiques, la distribution des transmissions devrait
aussi converger vers une forme universelle. Reste �a savoir de combien de param�etres
d�epend cette distribution et qu'elle est sa forme analytique. Une id�ee commun�ement
admise, mais qui commence �a être remise en question depuis quelques ann�ees, est qu'un
seul param�etre serait n�ecessaire pour la sp�eci�er et qu'elle tendrait vers une loi log-
normale, que ce soit pour lesTa ou la conductance elle même [155, 185],

P(T) =
1

p
4�T

L loc

L
exp

"

�
L loc

4L

�
L

L loc
+ ln T

� 2
#

; (3.15)

o�u T est ici la transmission totale. Cette distribution pr�edit des uctuations tr�es im-
portantes de la conductance ce qui di��erencie la localisation d'Anderson du ph�enom�ene
d'absorption par exemple.

hln Ti 2 = � 2hln Ti = � 2L=L loc : (3.16)

Fig. 3.5 { �A gauche : distribution du logarithme de la conductance dans le mod�ele d'Ander-
son 3d [100] compar�ee �a la loi log-normale (3.15). �A droite : distribution du logarithme de la
conductance pour le mod�ele d'Anderson 2d [160] pour di�erentes amplitudes du d�esordre W et
di��erentes longueurs L en gardant le rapport L=L loc constant. Pour les grandes valeurs du d�esor-
dre la distribution suit la loi de Tracy-Widom alors que pour le faible d�esordre la loi log-normale
semble être une description satisfaisante.

En r�ealit�e il semble que cette distribution universelle ne soit pas fonction d'un seul
param�etre mais plutôt de deux [47], ce qui, en anticipant sur la suite, constitue une viola-
tion de la th�eorie d'�echelle �a un seul param�etre. Celle-ci, que l'on discutera au paragraphe

6En n�egligeant les corr�elations, le th�eor�eme de la limite centrale donnerait � Ta = l=(
p

NL ).
7Contrairement au cas d'un conducteur incoh�erent en d � 3 [4].
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suivant, postule que les propri�et�es d'un syst�eme en pr�esence de d�esordre, en tout cas ses
propri�et�es moyennes, sont dict�ees par un seul param�etre, qui est par exemple le rapport
entre la taille du syst�eme et la longueur de localisation. Des calculs num�eriques deplus
en plus pr�ecis ont permis de montrer des d�eviations importantes �a la loi log-normale dans
le r�egime de d�esordre tr�es fort [ 169, 160]. Ceci est li�e �a une di��erence fondamentale, sur
laquelle nous reviendrons en d�etails au cours du chapitre 6, �a savoir la di��erence d'origine
de la localisation quand le d�esordre est tr�es fort et quand il est mod�er�e. Par t r�es fort on
veut dire ici que même classiquement une particule ne pourrait traverser le d�esordre, alors
que d�esordre mod�er�e signi�e que, classiquement, une particule peut se fau�ler �a travers
le d�esordre mais les e�ets ondulatoires font que le paquet d'onde s'auto-d�etruit par inter-
f�erences. Il est clair que dans les deux cas la transmission va d�ecroitre exponentiellement
sur une �echelle de longueur que l'on peut d�e�nir comme la longueur de localisation, mais
l'origine �etant di��erente on peut suspecter que la distribution sera di��erente. Le rapport
L=L loc n'est alors plus su�sant pour d�ecrire l'universalit�e et un autre param�etre doit
être introduit comme le rapport entre l'�energie cin�etique et l'amplitude du d �esordre par
exemple. Bien entendu, dans la limite de d�esordre faible on retrouve l'universalit�e en
fonction d'un seul param�etre.

Le r�egime de d�esordre tr�es fort a �et�e �etudi�e �a deux dimensions r�ecemment [ 169, 160]
et mis en relation avec un probl�eme de polym�eres dirig�es. Une conclusion importante
de ce travail est que, dans ce r�egime, la transmission est domin�ee par un seul chemin,
rendant ainsi les e�ets d'interf�erences secondaires. La distribution de la conductance est
alors donn�ee par la distribution d'extrêmes corr�el�es de type Tracy-Widom [ 184] (�gure
3.5).

3.1.4 Loi d'�echelle et transition m�etal-isolant

Un pas tr�es important dans la compr�ehension de la localisation fut le d�eveloppement
de la th�eorie d'�echelle, essentiellement par le \gang des 4" (Abrahams, Anderson, Liccia-
rdello et Ramakrishnan), en 1979, inspir�e des id�ees de Thouless [60, 179]. Cette th�eorie
ph�enom�enologique repose sur une interpolation entre un conducteur et un isolant lors
d'une transformation d'�echelle. Bien que tr�es simpliste, puisqu'elle ne consid�ere que le
comportement moyen de la conductance et n�eglige totalement les uctuations, elle pr�edit
tout de même qu'une transition m�etal-isolant, due au d�esordre, n'est possible qu'en di-
mension strictement sup�erieure �a deux (en l'absence d'interaction spin-orbite).

Crit�ere de Thouless

L'histoire de la th�eorie d'�echelle a donc commenc�e vers le milieu des ann�ees soixante
dix �a travers les travaux de Thouless et collaborateurs [178]. L'id�ee �etait d'essayer de
construire les �etats propres d'un syst�eme (s2) d�esordonn�e de taille (2L)d en fonction du
même syst�eme (s1) de taille L d, ce qui semble a priori raisonnable. Une chose moins
�evidente �etait de comprendre combien de param�etres sont n�ecessaires pour faire ce pas-
sage. Tout d'abord, il est clair que les �etats du syst�eme (s2) peuvent être �ecrits comme
des combinaisons lin�eaires du syst�eme (s1) et le degr�e de m�elange des niveaux d�epend
a priori des int�egrales de recouvrement et de d�enominateurs contenant les �ecarts entre
les niveaux d'�energie (th�eorie des perturbations sur les �etats). Ce dernier est engros
donn�e par l'�ecart moyen entre les niveaux, �a savoir � E = ( � (E )L d) � 1 o�u � (E ) est la
densit�e d'�etats par unit�e de volume. A�n d'estimer l'autre ingr�edient, �a savoir les int�e-
grales de recouvrement, Thouless a utilis�e une astuce int�eressante, �a savoir la d�ependance
en �energie d'un �etat face �a un changement de conditions aux limites. En refermant sur
lui même un �echantillon de taille L d, les niveaux d'�energie se d�eplacent en fonction des

81



CHAPITRE 3. LOCALISATION D'ANDERSON 82

conditions aux limites et forment d�esormais des bandes d'�energies8. La largeur de bande
� E est obtenue en comparant les �energies avec conditions p�eriodique et anti-p�eriodique.
Celle-ci est une bonne mesure de l'int�egrale de recouvrement entre les �etats des deux
sous syst�emes de tailleL d dans la mesure o�u si un �etat est localis�e il est alors tr�es peu
sensible aux conditions de bords (exponentiellement faible) alors qu'un �etat d�elocalis�e
l'est fortement. En rassemblant les pi�eces du puzzle on voit que le seul param�etre qui
dicte la nature des �etats propres lors de cette transformation est bien le rapport�E= � E .
Pour des �etats localis�es du syst�eme (s1) de tailleL d, celui-ci est exponentiellement faible.
Ainsi, apr�es transformation d'�echelle, un �etat localis�e de (s1) donnera en gros naissance
�a 2 �etats propres localis�es, chacun dans leur bô�te respective, puisque leur couplage est
faible. Par contre dans le cas d'�etats �etendus ce rapport est fort il n'y a donc aucune
raison que les �etats ne se d�elocalisent pas sur l'ensemble du syst�eme.

Thouless remarqua d'autre part que cet unique param�etre d'�echelle est intimement
li�e �a la conductance du syst�eme par la relation

G = �L d� 2 = �
e2

h
�E
� E

= �
e2

h
g ; (3.17)

ce qui semble logique dans la mesure o�u les �etats localis�es conduisent tr�es mal le courant.
Dans cette expression,� est un nombre proche de un qui d�epend du mod�ele consid�er�e et
g est appel�ee conductance sans dimensiono�u encore nombre de Thoulesset caract�erise
les �etats propres du syst�eme.

Notons que l'on peut interpr�eter ce nombre de Thouless d'une mani�ere l�eg�erement
di��erente. Consid�erons un syst�eme ouvert de longueur L � l dans le r�egime �etendu.
Par di�usion, une onde mettra un temps typique L 2=D pour traverser le syst�eme. �A
cette �echelle de temps correspond une �echelle d'�energie�E = ~D=L 2 (D = kl ) appel�ee
�energie de Thouless. Une autre �echelle de temps est celle �x�ee par l'�ecart entre les niveaux
d'�energie �a savoir ~=� E qui est appel�ee temps de Heisenberg. Celui-ci repr�esente le temps
n�ecessaire �a un syst�eme pour explorer les d�etails de son spectre au cours de la dynamique
quantique. Le rapport de ces deux �energies redonne bien le nombre de Thoulessg. g � 1
correspond au fait que le temps n�ecessaire �a traverser le syst�eme est bien plus grand que
le temps de Heisenberg. Le syst�eme peut alors r�ealiser que son spectre est discret et que
les �etats sont localis�es. La di�usion ne peut donc plus être support�ee par les �etats propres
puisque en gros un seul �etat participe et celui-ci est localis�e. Encore une fois ceci met en
avant la nature quantique de la localisation puisqu'elle est li�ee �a la nature discr�ete du
spectre.

En�n, le crit�ere de localisation de Thouless s'�ecrit g = 1.

Evolution de la conductance lors d'une transformation d'�echelle

Nous avons donc maintenant tous les �el�ements pour comprendre la th�eorie d'�echelle
telle qu'elle a �et�e formul�ee par le gang des quatres en 1979 [1].

La question pos�ee par cette th�eorie est de connâ�tre l'�evolution de la conductance
d'un syst�eme lors d'une transformation d'�echelle en dimension d. On consid�ere alors un
syst�eme de taille L d avec L � l , le libre parcours moyen, a�n de pouvoir oublier les
d�etails microscopiques du probl�eme.

L'id�ee centrale est de faire une interpolation entre un bon conducteur et un isolant
d'Anderson. Dans le premier cas on s'attend �a observer la loi d'Ohm usuelle pour la
conductance

8Tout comme dans un potentiel p�eriodique on a des bandes d'�energies en fonction du vecteur d'onde
de Bloch qui param�etrise les conditions de bords �a l'�echelle d'un pas du r� eseau. �A une dimension on a
par exemple  (x + a) =  (x)eika o�u a est la p�eriodicit�e de la chaine.

82



CHAPITRE 3. LOCALISATION D'ANDERSON 83

ln g

b(g)

d=3

d=2
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Extended

Localized

Fig. 3.6 { Fonction � (g) en dimension d = 1 ; 2 et 3. En dimension d > 2 il existe un point
critique �a � = 0. Les �eches repr�esentent le ot lors d'une transformation d'�echelle.

g(L) = �L d� 2 ; (3.18)

alors que dans l'autre la conductance devrait d�ecrô�tre exponentiellement avecL

g(L) � exp(� L=L loc) : (3.19)

En se basant sur ces relations (et aussi sur (3.17)) on peut remarquer la chose suivante.
Dans le r�egime �etendu, augmenter L ne conduit pas vers le r�egime localis�e, �a part en di-
mension un, mais dans tous les cas la conductance du syt�eme de taille 2L peut clairement
être d�eduite de celle du syst�eme de taille L . Dans le r�egime localis�e, la même remarque
est valable et le syst�eme va de plus en plus vers le r�egime localis�e. En d'autres termes, la
conductance, lors d'une transformation d'�echelle, semble d�ependre essentiellement d'elle
même et de la taille du syst�eme. Ceci constitue la premi�ere hypoth�ese fondamentale de
la th�eorie d'�echelle et est strictement �equivalente �a dire que l'�evolution de la conductance
ne d�epend que deL=L loc. Formellement on �ecrit

g(nL ) = f (n; g(L )) ; (3.20)

ou encore

d ln g
d ln L

= � (g) ; (3.21)

o�u � est obtenue de la sorte

d ln g
d ln L

=
L
g

dg
dL

=
L
g

dg(nL )
dL

�
�
�
�
n=1

=
1
g

dg(nL )
dn

�
�
�
�
n=1

=
L
g

df (n; g)
dn

�
�
�
�
n=1

= � (g) : (3.22)

La seconde hypoth�ese fondamentale de la th�eorie suppose que� est une fonction lisse
qui interpole de mani�ere monotone entre les deux r�egimes

� (g) =
�

d � 2 g � gc

ln g g � gc
; (3.23)

o�u gc est donn�e par � (gc) = 0 et correspond au point �xe instable entre r�egime localis�e et
�etendu. La �gure 3.6 r�esume la situation selon la dimension spatiale. En dimension un,
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le syt�eme est toujours dans le r�egime localis�e alors qu'en dimension trois une transition
existe pour une valeur critique de la conductance. La dimension deux apparait comme
le cas marginal o�u le syst�eme est localis�e mais avec une longueur de localisation a priori
extrêmement grande.

Notons en�n que même si cette th�eorie n'a jusqu'�a pr�esent aucune justi�cation rigour euse,
elle est confort�ee par de nombreux calculs num�eriques [127] et analytiques [15, 2, 76, 190]
�a ce jour. Elle semble, cela dit, incompl�ete en ce qui concerne la description des uctua-
tions.

3.2 Localisation �a une dimension

Apr�es avoir discut�e la physique de la localisation de mani�ere g�en�erale, on a pu con-
stater le rôle important jou�e par la dimensionnalit�e de l'espace. Ici on se propose de
regarder quelques particularit�es de la dimension un, puisqu'elle constitue le cadre de
cette th�ese.

Certains pensent que la localisation �a une dimension n'est pas int�eressante et que
seul le comportement critique de la transition d'Anderson en dimension trois est digne
d'int�erêt. Evidemment c'est un avis que je ne partage pas. L'existence d'une localisation
interdite classiquement est en soit un ph�enom�ene non trivial et qui n'est a priori pas
encore compl�etement compris. En particulier des probl�emes tels que l'e�et des interactions
ou encore la nature du potentiel d�esordonn�e, �a savoir ses corr�elations, le fait qu'il soit
born�e ou pas, le degr�e de pseudo-al�eatoire etc... sont des probl�emes non triviaux dont les
r�eponses d�ependent probablement de la dimensionnalit�e. On sait d�ej�a par exemple, que les
interactions entre particules sont tr�es di��erentes selon la dimensionnalit�e et en particulier
en dimension un o�u la th�eorie des liquides de Fermi n'est plus correcte. C'est en ce sens
que l'�etude de la localisation, quelle que soit la dimension consid�er�ee, me semble digne
d'int�eret. Bien sûr l'avantage du cas unidimensionnel, ou quasi-unidimensionnel, r�eside
dans sa simplicit�e et ceci tant d'un point de vu num�erique, qu'analytique ou exp�erimental.
Les e�ets d'interf�erences et d'interactions y sont aussi les plus forts, c'est pourquoi il
semble pertinent de commencer par regarder ce cas avec int�erêt.

L'objectif de cette partie n'est �evident pas de donner une description exhaustive de
tout ce qui est connu en terme de localisation �a une dimension. On renvoie le lecteur �a
d'autres documents comme le livre de Lifshits, Gredeskul et Pastur [18, 118] ou la revue
de Beenakker sur les matrices al�eatoires et le transport quantique [27] par exemples.

3.2.1 �Equation DMPK

En 1980, Andersonet al ont propos�e une nouvelle th�eorie d'�echelle [16] bas�ee sur
une relation plus pr�ecise entre la conductance et la matrice de di�usion d'un syst�eme
ouvert [108, 109]. Ils consid�eraient un syst�eme unidimensionnel dans la limite de faible
d�esordre (kF l � 1) et ont calcul�e comment le coe�cient de transmission T et donc la
conductanceG = 2e2T=h changent avec la tailleL de la chaine. PourL > l ils ont obtenu
une d�ecroissance exponentielle de la transmission moyenne mettant ainsi en �evidence la
localisation dans ce syst�eme. Notons par ailleurs que dans ce cas la longueur de localisation
peut être identi��ee au libre parcours moyen l. Les ann�ees suivantes ont ensuite connues le
d�eveloppement d�etaill�e d'une th�eorie d'�echelle pour les syst�emes 1D [ 3, 134, 97, 101, 131]
permettant la connaissance de la distribution compl�ete de la transmissionP(T; L) et pas
seulement sa valeur moyenne (restreint au r�egime de faible d�esordre toutefois).

Un m�etal r�eel n'est �evidemment pas unidimensionnel. Typiquement son extension
transverse �nie W peut conduire �a un transport multi-modes, c'est �a dire que di��erents
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canaux (fonctions d'ondes transverses) de transmission peuvent être emprunt�es. Ce nom-
bre de canaux est typiquement donn�e par le rapport entre la sectionW et la longueur
d'onde des porteurs (� F pour les �electrons, N � (W=� F )d� 1). La matrice de trans-
mission poss�ede alorsN valeurs propres Tn et la conductance totale est donn�ee par
G = (2 e2=h)

P
n Tn . Les choses se compliquent d�esormais �a cause du recouvrement non

nul des di��erents canaux de transmission qui conduit �a des corr�elations ente les di��e rents
coe�cients de transmission. La quantit�e �a d�eterminer est alors la distribution jointe des
transmissionsP(T1; T2; :::; TN ; L ). D'autre part, une cons�equence importante de ces cor-
r�elations est l'augmentation de la longueur qui devient L loc ' N l [179]. Dans ce cas, on
peut alors distinguer un r�egime m�etallique d'un r�egime isolant selon la valeur de L . En
e�et pour l � L � Nl la conductance d�ecroit lin�eairement avec L comme pr�edit par la
loi d'Ohm. Ce r�egime est appel�e r�egime di�usif alors que ler�egime localis�e (L � Nl ) est
caract�eris�e par une conductance exponentiellement faible.

La th�eorie d'�echelle d'un syst�eme multi-modes a fait ses d�ebuts apr�es les travaux
pionniers de Dorokhov [58] et Mello, Pereyra et Kumar [132] qui ont obtenu ind�epen-
damment une �equation de Fokker-Planck (�equation DMPK) d�ecrivant l'�evolution de
P(� 1; � 2; :::; � N ; L ) (o�u � i = (1 � Ti )=Ti ) lors d'une tranformation d'�echelle (unidimen-
sionnelle)

l
@P
@L

=
2

�N + 2 � �

NX

n=1

@
@�n

� n (1 + � n ) J
@

@�n

P
J

: (3.24)

avec

J =
NY

i =1

NY

j = i +1

j� j � � i j � ; (3.25)

et � = 1 ; 2 selon que la sym�etrie par renversement du temps est satisfaite ou non. Nous
ne donnerons pas de d�erivation de cette �equation ici et renvoyons le lecteur �a la revue
de Beenakker [27] pour plus de d�etails. Notons cela dit son cadre de validit�e, �a savoir
le r�egime de faible di�usion ( kl � 1) et de transport quasi-unidimensionnel (L � W ).
Dans le cas� = 2 elle a �et�e r�esolue exactement par Beenakker et Rejaei en 1993 [29, 28]
via une analogie avec un syst�eme de fermions libres.

R�egime m�etallique L � Nl

Dans le r�egime m�etallique ( L � Nl ) la conductance est suppos�ee d�ecrô�tre lin�eaire-
ment avec la longueur L du syst�eme conform�ement �a la loi d'Ohm usuelle. En e�et,
l'�equation DMPK ( 3.24) permet de calculer la conductance moyenne qui s'�ecrit �a l'ordre
dominant en N [27]

hGi =
2e2

h
N (1 + L=l ) � 1 : (3.26)

Dans le r�egime di�usif ( L � l ) on a donchGi � Nl=L comme attendu, alors que dans
le r�egime ballistique (L � l ) la conductance tend vers la conductance de contact entre le
�l et les r�eservoirs hG=G0i ! N o�u G0 = 2e2=h est le quantum de conductance.

Les ordres suivants du d�eveloppement permettent de calculer les corrections de local-
isation faible

Var G=G0 =
2
15

� � 1
�

1 �
1 + 6L=l

(1 + L=l )6

�
+ O(N � 1) ; (3.27)

qui, dans la limite di�usive, se r�eduisent �a Var G=G0 = 2
15� � 1 soit exactement la valeur

obtenue par des d�eveloppements diagrammatiques [9, 114, 133].
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R�egime localis�e L � Nl

On vient de voir que dans le r�egime m�etallique les uctuations de conductance sont
faibles par rapport �a la conductance typique (facteur L=Nl ) et donc que chaque �echan-
tillon est relativement repr�esentatif de la moyenne d'ensemble. Par contre, �a mesure que
L augmente et d�epasseL loc ' N l , le syst�eme entre dans le r�egime localis�e et les uctu-
ations de conductance deviennent aussi importantes que la conductance elle même. La
distribution de la conductance P(G) devient ainsi tr�es large et tr�es assym�etrique avec
une longue queue vers les faibles valeurs deG.

Dans la limite L � Nl la distribution de la conductance converge vers une loi log-
normale (on rappele que cette �equation est valide dans le r�egime de d�esordre mod�er�e)
dont la moyenne et la variance peuvent être d�eduites directement de l'�equation DMPK
(3.24)

� h ln(G=G0)i =
1
2

Var [ln( G=G0)] = 2 L=L loc ; (3.28)

avecL loc = ( �N + 2 � � )l .
De plus si le nombre de canaux est tr�es grand (N � 1), L loc ' �N l est directement

proportionnelle au facteur de sym�etrie � . La distribution log-normale de la conductance,
ainsi que ce facteur� ont �et�e test�es num�eriquement par Pichard [ 154] comme illustr�e sur
la �gure 3.7.

Fig. 3.7 { �A gauche : distribution de � ln(G=G0) pour le mod�ele d'Anderson quasi 1d (10x250
sites). Les points pleins correspondent �a la situation sans champ magn�etique et donc avec sym�etrie
par renversemment du temps tandis que les points creux sont ceux en pr�esence de champ mag-
n�etique. Les courbes continues sont des gaussiennes avec les param�etres donn�es par l'�equation
(3.28). �A droite : distribution de la transmission dans le cas du mod�ele d'Anderson 1d continu
en pr�esence d'un potentiel de type (3.34) pour di��erent rapports L=L loc pour un d�esordre faible.
Les lignes continues sont les pr�edictions de l'�equation DMPK monomode (3.29). �A mesure queL
augmente la distribution tend vers une loi log-normale.

Cas monomode N = 1

Dans le cas strictement 1D le transport est monomode (N = 1). Le Jacobien J
contenant toutes les corr�elations est alors �egal �a 1 et l'�equation DMPK ( 3.24) se r�eduit �a

l
@P
@L

=
@

@�
� (1 + � )

@
@�

P ; (3.29)

qui est ind�ependante de la sym�etrie par renversement du temps. Cette �equation est
apparue pour la premi�ere fois dans la litt�erature en 1959 dans le contexte des ondes
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�electromagn�etiques [72]. Cet article, contenant beaucoup de r�esultats red�ecouverts dans
les ann�ees 1980 dans le contexte du transport �electronique, est malheureusement rest�e
longtemps inaper�cu pour cette communaut�e.

P(�; t ) =
e� t=4
p

2�t

Z + 1

u �

ue� u2=4t
p

cosh(u) � 1 � 2�
; (3.30)

avecu� = cosh� 1(1 + 2 � ) et t = L=L loc. Ce r�egime est un peu particulier dans la mesure
o�u le r�egime di�usif n'existe pas. C'est le cas que l'on �etudiera en d�etails dans le chapit re
5 �a propos de la localisation d'un faisceau d'atomes condens�es dans un potentiel al�eatoire.

Notons encore une fois que dans ce cas la longueur de localisation peut être identi��ee
au libre parcours moyen. D'autre part, la distribution ( 3.30) poss�ede deux limites simples.

P(T; t) = exp( � (1 � T)=t)=t (3.31)

dans le r�egime ballistique (t � 1) et

P(ln T; t) =
1

p
4�t

exp [� (t + ln T)=4t] ; (3.32)

dans le r�egime localis�e profondemmentt � 1.

3.2.2 Mod�eles de d�esordre

Le d�esordre est l'�etat naturel du monde, la forme organis�ee y est l'exception.

Jacques Attali.

Jusqu'�a pr�esent nous avons gard�e la discussion �a un niveau le plus g�en�eral possible
sans jamais pr�eciser �a quel mod�ele de d�esordre on avait a�aire. On se propose, ici, de
d�ecrire quelques mod�eles de d�esordre, avec ou sans corr�elations, que l'on r�eutilisera par
la suite pour des calculs explicites.

De mani�ere g�en�erale, on mod�elise le d�esordre �a une dimension par un potentiel ex-
t�erieur U(x) poss�edant certaines propri�et�es statistiques. La donn�ee de la distribution
compl�ete de cette fonction al�eatoire ne sera pas utile par la suite et seules quelques
propri�et�es comme sa valeur moyenne hU(x)i , sa distribution locale P(U), ou encore la
fonction de corr�elation �a deux points hU(x)U(x0)i nous seront su�santes. D'autre part,
on ne consid�erera que des potentiels al�eatoires de longueur �nieL dans la mesure o�u l'on
s'int�eresse essentiellement aux propri�et�es de transmission d'une onde �a travers uner�egion
d�esordonn�ee de taille L . L'�equation d'onde correspondante est l'�equation de Schr•odinger

E (x) = �
~2

2m
d2

dx2  (x) + U(x) (x) : (3.33)

Potentiel d'impuret�es �

Consid�erons une s�erie d'impuret�es de la forme

U� (x) =
~2

m b

NX

i =1

� (x � x i ) : (3.34)

L'intensit�e des pics est mesur�ee par la quantit�e non al�eatoire b tandis que les positions
xn des centres di�useurs sont tir�ees au hasard de mani�ere uniforme et d�ecorr�el�ee sur
l'intervalle [0 ; L ]. La densit�e d'impuret�es est alors n� = N=L et l'�ecart typique entre les
impuret�es est 1=n� .
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La valeur moyenne du d�esordre est

hU� (x)i =
~2n�

m b
; (3.35)

et la fonction de corr�elation

hU� (x)U� (x0)i � h U� i 2 = � (~2=m)2 � (x � x0) ; (3.36)

o�u
� =

n�

b2 : (3.37)

Processus gaussien corr�el�e

Un autre mod�ele couramment utilis�e est le processus gaussien de moyenne nul (gaussien
signi�e ici, comme on le verra un peu plus loin, que les uctuations locales du d�esordre
sont gaussiennes). Ce type de d�esordre corr�el�e peut être g�en�er�e en convoluant un bruit
blanc � (x), h� (x)� (y)i = � (x � y), avec une fonctionw(x) d'extension �nie.

Ug(x) =
~2p

�
m

Z L

0
w(x � y) � (y) dy ; (3.38)

o�u � est un param�etre caract�eristique du d�esordre dont la signi�cation pr�ecise va être
explicit�ee plus tard. Si w �etait une distribution delta alors Ug serait un bruit blanc
gaussien �etendu sur [0; L ]. Par contre, en utilisant une fonction w(x) de largeur �nie, on
introduit des corr�elations.

�A partir de ( 3.38) il est clair que hUgi = 0. Si le domaine d'int�egration �etait in�ni on
aurait strictement une distribution gaussienne pour Ug

P(Ug) =
exp[�

U2
g

2 � 2 ]
p

2� � 2
; (3.39)

o�u

� 2 = � (~2=m)2
Z

R
w2(x)dx : (3.40)

En d�e�nissant la fonction de corr�elation C par

hUg(x)Ug(x0)i � h Ugi 2 = � (~2=m)2 C(x � x0) ; (3.41)

on obtient

C(x) =
Z

R
dy w(x + y) w(y) ; (3.42)

qui a pour tranform�ee de Fourier

Ĉ(q) =
Z

R
dx C(x) e� i q x = jŵ(q)j2 ; (3.43)

o�u ŵ est la transform�ee de Fourier dew.
En imposant la condition de normalisation suivante

Z

R
w(x) dx = 1 ; (3.44)

cela donne une fonction de corr�elation (3.41) qui est, comme pour (3.36), de la forme
� (~2=m)2 multipli�e par une fonction d'int�egrale unit�e ( C(x) dans (3.41) �a la place de
� (x) dans (3.36)). Ainsi avec la d�e�nition ( 3.38) et la normalisation (3.44), � joue, pour le
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d�esordre (3.38), le même rôle quen� =b2 pour le d�esordre (3.34). Il caract�erise l'amplitude
des uctuations locales du potentiel tandis que l'extension typique dew(x) caract�erise
les corr�elations du d�esordre.

On peut consid�erer deux exemples de corr�elations pour illuster nos propos.
Prenons par exemplew(x) de forme lorentzienne

wL (x) =
1
�

`c=2
(`c=2)2 + x2 ; (3.45)

ou gaussienne

wG (x) =
1

`c
p

�
exp

�
�

x2

`2
c

�
: (3.46)

et on note les potentiels correspondantsUL et UG . Pour les fonctions de corr�elation on
obtient respectivement

CL (x) =
`c=�

`2
c + x2 ; ĈL (q) = e� `c jqj ; (3.47)

et

CG (x) =
e� x2=(2 `2

c )
p

2� ` 2
c

; ĈG (q) = e� q2 `2
c =2 : (3.48)

Dans les deux cas̀ c est la longueur de corr�elation typique.
Le choix de corr�elations lorentziennes provient de r�esultats exp�erimentaux et th�e oriques

dans le cadre de guides d'ondes microscopiques sur des puces atomiques. Dans ce genre de
situations, des atomes froids sont guid�es magn�etiquement sur une puce [69]. Le d�esordre
provient des uctuations du champ magn�etique, elles mêmes originaires des uctuations
du courant �a l'origine de ce champ. Ce d�esordre est typiquement corr�el�e de mani�ere
lorentzienne avec une longueur de corr�elation qui d�ecroit avec la distance entre le guide
magn�etique et la puce [98, 177, 188, 146]. Les corr�elations gaussiennes semblent plus
acad�emiques mais en les comparant au cas lorentzien cela permet de di��erencier ce qui
est sp�eci�que aux corr�elations lorentziennes des propri�et�es g�en�erales induites par les cor-
r�elations.

Champ de tavelure (speckle)

Un autre type de d�esordre extrêmement important du point de vu exp�erimental ,
dans le contexte des atomes froids, est le potentiel de tavelure (speckle). Celui-ci est un
potentiel optique cr�e�e par un laser illuminant un verre d�epoli [ 75, 176, 64]. Le potentiel
US agissant sur les atomes (interaction lumi�ere-mati�ere) peut être math�ematiquement
g�en�er�e de la sorte

US (x) =
~2p

�
m

�
�
�
�

Z L

0
wS (x � y) [� 1(y) + i � 2(y)] dy

�
�
�
�

2

; (3.49)

o�u � 1 et � 2 sont deux bruits blancs gaussien ind�ependants de moyennes nulles avec
h� � (x)� � 0(x0)i = � (x � x0)� �� 0 (� and � 0 = 1 or 2).

On obtient ainsi

P(US ) =
exp(� US

2� 2 )

2� 2 ; (3.50)

o�u � est donn�e par ( 3.40) (en rempla�cant w par wS ). Cela donnehUS i = 2� 2 et pour la
fonction de corr�elation

CS (x � x0) =
1

� (~2=m)2

�
hUS (x)US (x0)i � h US i 2�

=4
� Z

R
dy wS (x � x0+ y)wS (y)

� 2

:
(3.51)
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Contrairement au choix (3.44), wS ne peut pas être choisie d'int�egrale unit�e car �a cause
de (3.49) c'est impossible au niveau dimensionnel.�A la place on choisit

wS (x) =
�

`c

4� 3

� 1=4 sin( x
`c

)

x
; (3.52)

qui correspond �a la plupart des situations exp�erimentales [176] et donne la fonction de
corr�elation

CS (x) =
`c

�

sin2( x
`c

)

x2 ; (3.53)

dont l'int�egrale est unit�e et la tranform�ee de Fourier est

ĈS (q) =

8
<

:

1 � j qj `c=2 if jqj `c < 2 ;

0 sinon:
(3.54)

3.2.3 Formalisme de phase

Une technique tr�es utile pour calculer un certain nombre de quantit�es �a une dimension
est le formalisme de phase. Cette th�eorie des perturbations sur la phase a �et�e initialement
d�evelopp�ee par Benderskii et Pastur [30] pour calculer la densit�e d'�etats int�egr�ee en
�energie d'une particule dans un potentiel al�eatoire continu �a 1d, puis g�en�eralis �ee pour
un mod�ele sur r�eseau avec d�esordre corr�el�e par Izrailev [92]. Une description d�etaill�ee de
cette technique peut être trouv�ee dans [18] par exemple.

Ici on va utiliser ce formalisme pour calculer la longueur de localisation �a haute �energie
et discuter en particulier comment celle-ci d�epend des corr�elations du d�esordre.

On consid�ere alors l'�equation de Schr•odinger (3.33) �a une particule dans un potentiel
al�eatoire U(z). On pose d'autre part E = ~2k2=2m, ainsi que

8
<

:

 (z) = r (z) sin � (z)

 0(z) = kr (z) cos� (z)
; (3.55)

o�u r (z) et � (z) repr�esentent l'amplitude et la phase de la fonction d'onde. En ins�erant
ces relations dans l'�equation de Schr•odinger on obtient un syst�eme de deux �equations
coupl�ees

� 0(z) = k �
2m U(z)

~2k
sin2 � (z) (3.56)

ln[r (z)=r(0)] =
Z z

0
dt

m U(t)
~2k

sin[2� (z)] : (3.57)

L'�equation ( 3.56) ne d�epend que de� et peut être r�esolue perturbativement dans la
limite de haute �energie E � U(z) en posant � (z) = � 0 + kz + �� (z)

� (z) ' � 0 + kz �
Z z

0
dt

2m U(z)
~2k

sin2 � (z) : (3.58)

En�n, l'exposant de Lyapunov ou inverse de la longueur de localisation est d�e�nie
par9

9Le facteur 1=2 dans (3.59) n'est pas traditionnel. On choisit cette d�e�nition car on pr�ef�ere travailler
avec le coe�cient de transmission plutôt que la fonction d'onde. En e�et, si  (z) � e�  j x j =2 alors T =
jt j2 � e�  j x j .
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lim
jzj! + 1

hln[r (z)=r(0)]i =
1
2

 (k)jzj =
jzj

2L loc
; (3.59)

soit en injectant (3.58) dans (3.57) et en supposant que la fonction de corr�elation du
d�esordre hU(z)U(z0)i est paire et invariante par translation on obtient

 (k) =
m2

~4k2

Z
dz e2ikz C(z) =

m2

~4k2 Ĉ(2k) ; (3.60)

o�u C(z) = hU(z)U(0)i est la fonction de corr�elation du d�esordre et Ĉ sa transform�ee de
Fourier.

Notons que la solution (3.59) correspond �a une fonction d'onde exponentiellement
croissante. En principe, une solution de l'�equation de Schr•odinger (3.33) combine des
exponentielles croissante et d�ecroissante dont les coe�cients sont d�eduits des conditions
aux limites. Ici, dans la mesure o�u aucune condition aux limites n'est impos�ee, seule la
solution exponentiellement croissante survit �a l'in�ni.

La formule (3.60), parfois appel�ee formule de Antsygina, Pastur et Slyusarev, permet
donc de d�eterminer la longueur de localisation �a haute �energie,ie l�a o�u l'e�et du d�esordre
est �nalement le moins trivial puisqu'il localise une particule alors que classiquement
celle-ci pourrait traverser le d�esordre sans la moindre di�cult�e. Elle montre �egalement q ue
celle-ci d�ecroit avec l'�energie, croit avec le d�esordre et d�epend des corr�elations du d�esordre
plutôt que de ses uctuations locales. En particulier elle pr�edit que si la tranform�ee
de Fourier de la fonction de corr�elation s'annule pour certains vecteurs d'ondes, alors
la longueur de localisation diverge. Ce ph�enom�ene, parfois appell�e \bord de mobilit�e
e�ectif" ("e�ective mobility edge") [ 166, 92], n'est en fait qu'un artefact de l'approche
perturbative car �a une dimension tous les �etats sont localis�es. En e�et un d�eveloppement
aux ordres suivants apporte des corrections non nulles �a l'exposant de Lyapunov (qui
peuvent �eventuellement conduire �a une cascade de bords de mobilit�e e�ectifs) [175, 80,
123] rendant ainsi la longueur de localisation �nie. Bien sûr, d'un point de vu pratique,
si cette longueur est bien plus grande que la taille du syst�eme les e�ets de localisation
sont presque inexistants.

En�n pour compl�eter cette discussion nous reportons la formule �equivalente �a (3.60)
dans le cas d'un mod�ele unidimensionnel sur r�eseau de la forme

 n+1 +  n� 1 = ( E + � n ) n : (3.61)

Dans ce cas l'exposant de Lyapunov a �et�e calcul�e dans [92] et s'�ecrit

 =
� 2
0 ' (� )

8 sin2 �
; (3.62)

avecE = 2 cos� , h� n � n� k i = � 2
0 � (k) et

' (� ) = 1 +
+ 1X

k=1

� (k) cos(2�k ) : (3.63)

3.3 Exp�eriences

3.3.1 Transport par e�et tunnel dans les semi-conducteurs amorphes

Une des cons�equences dramatiques de l'existence d'�etats localis�es est, comme on l'a
discut�e pr�ec�edemment, l'inhibition du transport, du moins �a temp�erature nul le. D�es que
l'on branche la temp�erature les choses se compliquent au sein d'un solide. En particulier
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les vibrations du r�eseau peuvent d�esormais assister le transport par e�et tunnel entre �etats
localis�es su�samment proches spatialement et �energ�etiquement (la di��erence d'�e nergie
�etant compens�ee par les phonons du r�eseau).

Fig. 3.8 { �A gauche : transport par e�et tunnel entre �etats localis�es assist�e par les phonons
du r�eseau. �A droite : r�esultats exp�erimentaux sur la conductivit�e en fonction de la temp�erature
pour le silicon [31].

Ceci conduit �a une d�ependance en temp�erature de la conductivit�e tout �a fait partic-
uli�ere et connue sous le nom de loi de Mott [140]

� = � 0 exp[� (T0=T)1=4] : (3.64)

La �gure 3.8 montre une illustration du transport entre �etats localis�es par e�et tunnel
ainsi que les r�esultats exp�erimentaux de Beyeret al sur le silicon [31]. Pour plus de d�etails
le lecteur peut consulter la revue de Kramer et MacKinnon par exemple [99].

3.3.2 Transition d'Anderson

Fig. 3.9 { R�esultats exp�erimentaux [ 143] sur la conductivit�e (�echelle de droite) et l'inverse de la
susceptibilit�e di�electrique (�echelle de gauche) en fonction de la densit�e de dopants renormalis�ee
pour un semi-conducteur de silicon dop�e Si :P.

Le graal exp�erimental de la localisation est bien entendu l'observation de la transition
d'Anderson en dimension 3. Beaucoup d'exp�eriences se sont pench�ees sur ce probl�eme
et encore une fois le but de cette partie n'est pas d'en faire une description exhaustive.
On a d�ej�a discut�e pr�ec�edemment l'existence d'un bord de mobilit�e �a trois dimens ions,
c'est �a dire l'existence d'une valeur critique du d�esordre ou encore de l'�energie de Fermi,
pour que le syst�eme soit isolant. La �gure 3.9 montre les r�esultats exp�erimentaux de
Paalanen et Thomas [143] sur le silicon dop�e o�u l'�energie de Fermi est chang�ee en variant
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la concentration de dopants. Ces r�esultats indiquent clairement une transition m�etal-
isolant mais aucune information n'est disponible au niveau microscopique puisque seule
la conductivit�e est mesur�ee. Ceci constitue donc une observation indirecte de la transition
d'Anderson.

3.3.3 Quelques exp�eriences avec des ondes classiques

Fig. 3.10 { Vagues g�en�er�ees par les vibrations d'obstacles p�eriodiquement (gauche) ou al�eatoire-
ment (droite) dispos�es. Figures extraites de [120].

Bien qu'originellement �etudi�e dans le contexte des �electrons dans les solides, le ph�enom�ene
de localisation d'Anderson a une port�ee bien plus g�en�erale. L'int�erêt de chercher �a l'ob-
server dans d'autres syst�emes ondulatoires est en fait double. Tout d'abord cela permet
de con�rmer sa g�en�eralit�e en montrant qu'il existe �a partir du moment o�u une onde
est plong�ee dans un milieu al�eatoire. D'autre part, les param�etres sont tr�es di�ciles �a
contrôler dans un syst�eme �electronique et les outils d'observations sont �nalement assez
limit�es de sorte que seules des observations indirectes de la localisation sont possibles. Les
ondes classiques, comme le son o�u les ondes d'eau par exemple, sont donc apparues dans
les ann�ees 1980 comme les meilleurs candidats pour l'observation directe de la localisation.

Fig. 3.11 { Intensit�e des micro-ondes pour deux modes propres de fr�equences (�energies) dif-
f�erentes d'une cavit�e 2D (billard) en pr�esence de di�useurs al�eatoirement dispos�es. (a) f =
3:04GHz : la longueur de localisation est plus petite que la taille du syst�eme. L'�etat propre
est donc bien localis�e. (b) f = 7 :33GHz : la longueur de localisation est plus grande que la taille
du syst�eme. L'�etat parait donc d�elocalis�e dans l'espace.

La �gure 3.10 extraite de [120] montre des vagues d'eau �a deux dimensions g�en�er�ees
par les vibrations d'obstacles p�eriodiquement ou al�eatoirement dispos�es. Dans le cas p�eri-
odique l'�etat stationnaire observ�e est une onde d�elocalis�ee (�gure de gauche) qui s'ajuste
aux d�eformations (th�eor�eme de Bloch) alors que dans le cas al�eatoire (�gure de droite)
on observe des vagues localis�ees dans l'espace.
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Un autre exemple d'observation d'ondes localis�ees est pr�esent�e sur la �gure3.11dans
le cas d'ondes �electromagn�etique micro-ondes [158].

Dans le cadre des micro-ondes, d'autres groupes ont �egalement observ�e des modes
localis�es [51, 110] tandis que la localisation de la lumi�ere a fait l'objet de nombreuses
exp�eriences concluantes [116, 191, 42, 41, 167, 183, 102] ainsi que les ondes sonores [86,
189, 197] �a ce jour, mais il ne s'agit pas ici de les d�ecrire en d�etails.

3.3.4 Expansion d'un condensat �a 1D en pr�esence de d�esordre

Un dernier outil de choix pour l'�etude exp�erimentale de la localisation est d�esormais
le condensat de Bose-Einstein. Ses avantages sont multiples, �a commencer par l'incroy-
able contrôle exp�erimental qu'il est possible d'avoir sur lui. En e�et, non seulement la
majeure partie des param�etres sont ajustables �a souhait : signe et force des interactions
entre atomes, potentiels de pi�egeage, r�eseau optique sous jacent ou non, d�esordre arti�ciel
extrêmement bien contrôl�e... mais les outils d'observation sont �egalement extraordinaires.
Avec les condensats pas besoin de mesurer des quantit�es indirectes, comme la conduc-
tance, on peut directement jeter un oeil �a la fonction d'onde elle même par de simples
mesures d'absorption.

Fig. 3.12 { �A gauche : repr�esentation sch�ematique de l'exp�erience de Palaiseau [33]. Le con-
densat est cr�e�e dans un pi�ege tr�es anisotrope puis une direction de pi�egeage est supprim�ee �a t = 0.
Le condensat peut alors s'�etendre dans le d�esordre jusqu'�a quelques longeurs de localisation.�A
droite on peut voir le pro�l de densit�e, �a la fois en �echelle normale et logarithmique, mesur�e ex-
p�erimentalement. Celui-ci montre clairement des ailes exponentielles comme pr�edit par la th�eorie
[166].

C'est ainsi que depuis le d�ebut des ann�ees 2000 la quête �a l'observation de la localisa-
tion d'Anderson dans ce type de syst�eme a commenc�e [177, 188, 68, 176, 64, 125, 44, 165,
70, 146, 166] et a trouv�e ses premiers grands succ�es r�ecemment via l'observation directe
l'ondes localis�ees en pr�esence de d�esordre [33, 162].

Notons cependant que même si les deux derni�eres exp�eriences r�ealis�ees respectivement
�a Palaiseau [33] et �a Florence [162] sont conceptuellement tr�es proches, elles n'utilisent
pas le même type de \d�esordre". La premi�ere utilise un vrai potentiel al�eatoire cr�e�e par
un champ de tavelure (speckle) alors que l'autre utilise un potentiel bichromatique quasi-
p�eriodique. Dans les faits ceci ne semble pas conduire �a des di��erences fondamentales
puisque dans les deux cas les �etats sont localis�es. Et pourtant l'origine de la localisation
est di��erente dans les deux cas et seule la premi�ere est une cons�equence de la localisation
d'Anderson au sens de ph�enom�ene supprim�e par les e�ets d'interf�erences quantiques alors
qu'il est classiquement autoris�e. Nous reviendrons en d�etails sur cette discussion dans le
chapitre 6 qui est enti�erement d�edi�e �a ce probl�eme.

Pour revenir aux exp�eriences, elles sont conceptuellement relativement simples. On
pr�epare un condensat dans un pi�ege harmonique que l'on fait disparâ�tre �a t = 0. En
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Fig. 3.13 { �A gauche : Sch�ema du potentiel bichromatique subit par les atomes. Ceux-ci
se disposent dans les minima locaux dont la position est donn�ee par la p�eriodicit�e du premier
potentiel optique qui est bien plus intense que le second. Ce dernier, de fr�equence incommensurable
avec le premier, cr�eer une modulation de l'�energie sur site qui semble, �a premi�ere vue, al�eatoire.
�A droite : mesures exp�erimentales de la densit�e d'atomes apr�es expansion dans : (a) le cas o�u
les �etats propres sont d�elocalis�es, l'expansion est alors ballistique et le pro�l de densit�e reste de la
forme du pro�l d'origine (gaussien) et (b) les �etats propres sont localis�es et l'expansion est alors
imm�ediatement stopp�ee.

l'absence de d�esordre le condensat s'�etalerait donc tranquillement, soit dû aux interactions
r�epulsives entre atomes, soit du �a la pression quantique. L'id�ee de ces deux exp�eriences
�etait donc de regarder cette expansion en pr�esence d'un potentiel additionnel en rendant
les e�ets d'interaction n�egligeables, �a cause de la faible densit�e de particules au cours
de l'expansion (ou en utilisant des r�esonances de Feshbach dans le cas de l'exp�erience de
Florence). En particulier si les �etats propres, en pr�esence de ce potentiel, sont localis�es, on
s'attend �a ce que l'expansion soit stopp�ee au bout d'un certain temps. C'est pr�ecis�ement
ce que ces deux groupes ont observ�e (�gure3.12 et �gure 3.13).

3.3.5 Expansion d'un paquet d'onde dans un cristal photonique d�esor-
donn�e

Exactement le même type d'exp�eriences que celles d�ecrites dans le paragraphe pr�ec�e-
dent avec les atomes froids ont �et�e r�ealis�ees avec de la lumi�ere dans des cristaux pho-
toniques, �a la même �epoque [103, 102]. Dans ce cas, on envoie un paquet d'onde lumineux
�a l'entr�ee d'un cristal tel que celui repr�esent�e sur la �gure 3.15. La lumi�ere se propage
ensuite de mani�ere libre dans la directionz et par e�et tunnel dans la direction x. z peut
alors être formellement assimil�ee �a la dimension temporelle tandis quex est la dimen-
sion spatiale. On r�ealise ainsi un mod�ele unidimensionnel sur r�eseau. D'autre part, les
barri�eres �a traverser peuvent être dessin�ees avec pr�ecision et ainsi être choisies al�eatoires,
r�eguli�eres ou quasi-p�eriodiques. Si le milieu est non lin�eaire on peut même introduire des
interactions via un terme non-lin�eaire �equivalent �a celui de l'�equation de Gross -Pitaevskii
[78].

En particulier le groupe du Weizmann a �etudi�e les cas d�esordonn�es et quasi-p�eriodiques
en r�ealisant ainsi le mod�ele d'Anderson unidimensionnel

H =
X

n

(jn + 1 ihnj + jnihn + 1 j) + �
X

n

"n jnihnj ; (3.65)

o�u "n est un nombre al�eatoire compris entre � 1 et 1 et jni d�esigne l'�etat propre de
l'op�erateur position centr�e sur le site n, et d'Aubry-Andr�e [ 21]

H =
X

n

(jn + 1 ihnj + jnihn + 1 j) + �
X

n

cos(2��n )jnihnj ; (3.66)

o�u � est le rapport des deux p�eriodicit�es.
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Fig. 3.14 { R�esultats exp�erimentaux et th�eoriques en pr�esence de d�esordre [102]. (a) bande
d'�energie et trois �etats propres correspondants. En bords de bande les �etats sont localis�es alors
qu'il sont d�elocalis�es en milieu de bande simplement parce que la longueur de localisation cor-
respondante est plus grande que la taille du syst�eme. (b) et (c) quelques �etats propres peupl�es
exp�erimentalement et compar�es aux �etats pr�edits par la diagonalisation num�erique du sy st�eme
pour le bas et le haut de la bande respectivement.

Fig. 3.15 { R�esultats exp�erimentaux [ 103] en pr�esence d'une modulation p�eriodique mais incom-
mensurable au r�eseau des barri�eres.Au centre : expansion libre du paquet d'onde. �A droite :
l'expansion n'a pas lieu dans le regime localis�e.

Encore une fois nous gardons la discussion sur les points communs et di��erences des
deux mod�eles pour le chapitre 6.

3.3.6 Transition m�etal-isolant dans le rotateur puls�e

Un autre syst�eme particuli�erement int�eressant pour l'�etude de la localisation pro vient
du chaos quantique. En 1982, Fishman, Grempel et Prange [66] ont propos�e une analo-
gie formelle entre la localisation dynamique du rotateur puls�e quantique et le mod�ele
d'Anderson �a une dimension. Sans rentrer dans les d�etails, ce syst�eme est d�ecrit par le
hamiltonien suivant

H =
p2

2m
+ K cos�

+ 1X

n= �1

� (t � nT ) : (3.67)

Il repr�esente, par exemple, un pendule rigide d'angle� et d'impulsion p, qui ne serait
soumis �a la gravit�e que p�eriodiquement et ceci pendant une dur�ee nulle. L'�e nergie de ce
syst�eme n'est bien sûr pas conserv�ee et pourK su�samment grand il est totalement chao-
tique [81]. Dans ce r�egime, l'�energie augmente lin�eairement avec le temps et l'impulsion
classique di�use dans l'espace des phases (dans le r�egime chaotique tous les tores invari-
ants ont disparu. La dynamique peut alors s'�etaler sur l'espace des phases tout entier).
Par contre, quand on regarde la dynamique quantique du syst�eme, on observe quehp2(t)i
ralentit sa croissance et tend vers une valeur �nie. C'est le ph�enom�ene de localisation
dynamique, qui semble en e�et equivalent �a la localisation d'un paquet d'onde due au
d�esordre mais cette fois dans l'espace des impulsions.
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Fishman, Grempel et Prange ont en fait montr�e que ce mod�ele �etait analogue �a un
pseudo mod�ele d'Anderson dans le sens o�u l'�energie sur site n'est pas al�eatoire mais
d�etermin�ee par

"n = tan
�

� � n2=2
2

�
; (3.68)

o�u � est une phase constante etn un nombre entier, qui peut être vue comme un nombre
pseudo al�eatoire distribu�e de mani�ere lorentzienne p(" ) = 1 =� (1 + "2). D'autre part ce
mod�ele ne se restreint pas aux plus proches voisins mais prend en compte tous les voisins
avec une amplitude qui d�ecroit, asymptotiquement, exponentiellement.

�A ce jour personne n'a encore donn�e de preuve rigoureuse de la localisation dans
ce syst�eme mais de nombreux r�esultats num�eriques sugg�erent l'�equivalence avecle mod-
�ele d'Anderson. Les observations exp�erimentales de cette physique sont multiples, par
exemple dans les syt�emes atomiques [136] mais aussi les atomes froids [119].

Fig. 3.16 { �A gauche : diagramme de phase du rotateur puls�e issu de simulations num�eriques
[43]. Dans ce travail K , qui d�esignait l'amplitude des kicks dans (3.67), est remplac�e par
K (1 + " cos(! 2t) cos(! 3t)). Les encadr�es correspondent aux distributions d'impulsions exp�erimen-
talement mesur�ees et sont exponentiellement localis�e dans le r�egime isolant et gaussiennedans le
r�egime m�etallique (l'�etat initial est gaussien est augmente sa largeur avec le temps). �A droite :
courbes typiques dehp2i (en fait une quantit�e proportionnelle �a celle-ci) pour trois valeurs de " .

Le plus int�eressant arrive lorsqu'on commence �a rajouter des fr�equences. En e�et,
Casati, Guarneri et Shepelyansky ont propos�e en 1989 [40] d'introduire une modulation
temporelle de l'amplitude des kicks K . En introduisant trois fr�equences incommensu-
rables, �a savoir celle des kicks plus les deux autres intervenant dans la modulation deK ,
ils ont observ�e num�eriquement une transition type transition d'Anderson �a une valeur
critique de l'amplitude des modulations " de K .

Introduire de nouvelles fr�equences apparâ�t alors comme un moyen de varier la dimen-
sionnalit�e du mod�ele e�ectif. Cette astuce a ainsi �et�e utilis�ee exp�erimental ement avec des
atomes froids r�ecemment [43] et analys�ee th�eoriquement avec rigueur [117] a�n, non seule-
ment d'observer la transition d'Anderson �a trois dimensions, mais aussi de caract�eriser
avec grande pr�ecision les exposants critiques.
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Chapitre 4

Oscillations dipolaires d'un
condensat

La main qui fait osciller le berceau gouverne le monde.
Proverbe americain.

4.1 Introduction

C omme on l'a discut�e dans la premi�ere partie de ce manuscrit, les modes col-
lectifs d'un condensat ont �et�e �etudi�es en d�etails et ont con�rm�e la validit�e d e
l'�equation de Gross-Pitaevskii. Depuis quelques ann�ees, plusieurs groupes s'in-

t�eressent aux propri�et�es des condensats dans des potentiels al�eatoires. Ici nous discutons
des expr�eriences sur l'amortissement des oscillations dipolaires d'un condensat dans un
pi�ege harmonique en pr�esence d'un potentiel additionnel. L'origine de cet amortissement
a �et�e le sujet de d�ebats pendant quelque temps et en particulier son lien ou non avec
la localisation d'Anderson. Nous montrons ici qu'il n'en est rien et qu'il ne s'agit que
d'une belle illustration de la transition d'un r�egime stationnaire �a un r�egime dissip atif
d�ependant du temps via l'�emission d'excitations �el�ementaires.

Le probl�eme est le suivant : plusieurs groupes exp�erimentaux [125, 44, 46] ont constat�e
qu'en pr�esence de d�esordre (essentiellement du speckle) les oscillations dipolaires d'un
condensat �etaient amorties et ceci quelque soit l'amplitude du d�esordre impos�ee.

Fig. 4.1 { �A gauche : sch�ema d'une exp�erience d'oscillations dipolaires en pr�esence de d�esordre.
�A droite : r�esultats exp�erimentaux du groupe de Florence issus de la r�ef�erence [125]. Cette �gure
montre la position du centre de masse, au cours du temps, pour di��erentes amplitudes du d�esordre.

Le principe des exp�eriences, ainsi que des r�esultats typiques, sont pr�esent�es sur la
�gure 4.1. Un condensat en forme de cigare est pr�epar�e dans un pi�ege harmonique de
fr�equence longitudinale ! . �A t = 0, le pi�ege est soudainement d�eplac�e d'une distance d
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induisant ainsi des oscillations du condensat d'amplituded. En l'absence de d�esordre, les
oscillations ont lieu �a la fr�equence du pi�ege et ne sont pas amorties. En passant au centre
du pi�ege, le condensat atteint sa vitesse maximale not�eev et reli�ee �a l'amplitude d des
oscillations par conservation de l'�energie (12mv2 = 1

2m! 2d2). Par la suite, on comparera
souvent cette vitesse �a la vitesse du sonc au centre du condensat. Celle-ci est donn�ee par
la relation c =

p
��=m o�u � = 1 dans le r�egime de champ moyen 1D et� = 1=2 dans le

r�egime Thomas-Fermi transverse et � est le potentiel chimique du condensat au repos.
Initialement, les exp�eriences ont �et�e r�ealis�ees dans une fenêtre de param�etres tr�es

restreinte, rendant la compr�ehension globale de la physique di�cile. Ces exp�eriences ont
�et�e reprises r�ecemment dans le groupe de R. Hulet et con�rment d�esormais l'interpr�et ation
et les pr�edictions donn�ees dans l'article 1 de cette th�ese. Dans ce qui suit on donne un
r�esum�e succint de notre compr�ehension du ph�enom�ene, renvoyant le lecteur �a l'art icle 1
[6] pour une �etude plus approfondie. Quelques compl�ements sur le d�ecalage de fr�equence,
l'�emission des solitons et les r�esultats exp�erimentaux r�ecents sont �egalement discut�es.

Fig. 4.2 { Diagrammes de phases des oscillations dipolaires en fonction de la vitesse maximale
v du condensat et de l'amplitude du potentiel additionnel. Le code couleur repr�esente le rapport
 entre l'amplitude des oscillations �nales et d, le d�eplacement initial du pi�ege harmonique. �A
gauche : cas d'une barri�ere gaussienne �etroite dispos�ee au centre du pi�ege.�A droite : cas d'un
potentiel al�eatoire de type speckle. Les param�etres sont donn�es dans l'article 1.

L'�etude syst�ematique du probl�eme, via des simulations num�eriques de l'�equation
Gross-Pitaevskii (1.78) ou (1.69), consistant �a �etudier la dynamique temporelle du con-
densat en fonction de l'amplitude des oscillationsd (c'est �a dire la vitesse du uide v),
de l'amplitude du d�esordre et du type de potentiel conduit aux constats suivants.

� �A basse vitesse (v < c) ou faibles amplitudes d'oscillations, les oscillations ne sont
pas amorties. Seul un d�ecalage de fr�equence est observable. Dans ce r�egime le condensat
est en fait superuide, selon les crit�eres expos�es dans le chapitre 2. Ceci n'a pas �et�e
observ�e dans les premi�eres exp�eriences [125, 44, 46] car l'amplitude des oscillations �etait
trop grande et le condensat �etait donc supersonique.

� Au-del�a d'une certaine vitesse (v � c), o�u �a vitesse �xe pour une amplitude critique
du potentiel, le syst�eme �emet des excitations de type solitons et phonons et une partie
de l'�energie du centre de masse est alors transmise �a ces modes. Un amortissement est
ainsi observ�e. Encore une fois il faut noter qu'on parle de dissipation même si l'�equation
de Gross-Pitaevskii est conservative. En e�et l'�energie totale est conserv�ee mais pas celle
du mode d'oscillation qui se disperse dans les excitations. C'est pr�ecisemment dans ce
r�egime que se situaient les exp�eriences pionni�eres (voir discussion �a la �n de l'article 1).

� En�n, pour une vitesse encore plus grande, les oscillations sont de nouveau non
amorties. On entre dans le r�egime \stationnaire" quasiment non dissipatif.

En r�esum�e ce syst�eme est une r�ealisation exp�erimentale du mod�ele de uide ex pos�e au
chapitre 2, si ce n'est qu'on ne parle pas de r�egimes stationnaires mais d'oscillations non
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amorties. Les diagrammes de phases en pr�esence d'une seule impuret�e et d'un potentiel
al�eatoire (speckle) sont pr�esent�es sur la �gure 4.2. Pour une seule impuret�e nous avons
pr�edit analytiquement les fronti�eres entre les di��erents r�egimes �a partir du mod �ele de
transport d�ecrit au chapitre 2. Plus de d�etails sont fournis dans l'article 1.

Pour valider notre approche nous avons compar�e les r�esultat exp�erimentaux �a une
simulation num�erique utilisant l'�equation unidimensionnelle ( 1.69) qui est la plus perti-
nente dans les exp�eriences consid�er�ees. L'accord relativement satisfaisant est illustr�e sur
les �gures 4.3.
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Fig. 4.3 { Position du centre de masse du condensat au cours du temps en pr�esence de speckle.
Les param�etres du d�esordre et des interactions sont pris en accord avec les param�etres exp�eri-
mentaux de Florence [125] et de Rice [44]. Les lignes correspondent aux simulations num�eriques
de l'�equation 1D ( 1.69) dans le r�egime Thomas-Fermi transverse sans aucun param�etre libre.

Nous avons �egalement �evalu�e les seuils d'apparition de l'amortissement dans les con-
ditions de ces exp�eriences qui montrent que quels que soient les param�etres choisis elles
�etaient toujours dans le r�egime dissipatif.

En�n, en ce qui concerne la localisation d'Anderson une discussion plus pouss�ee sera
donn�ee dans le chapitre suivant. On se contentera ici de dire que l'on trouve exactement
la même ph�enom�enologie avec une seul pic qu'avec du d�esordre. Le d�esordre ne domine
donc pas la physique dans ce probl�eme et si un e�et de la localisation existe il est en tout
cas tr�es indirect.

4.2 D�ecalage de fr�equence dans le r�egime superuide

L'e�et d'un potentiel additionnel dans le r�egime superuide consiste essentiellement
en un d�ecalage de fr�equence comme discut�e pr�ec�edemment. Dans ce qui suit on d�ecrit
comment calculer ce d�ecalage de fr�equence par deux m�ethodes ind�ependantes et on com-
pare les pr�edictions aux simulations num�eriques.

4.2.1 Mod�ele de l'oscillateur perturb�e

Une technique simple pour d�eterminer le d�ecalage de fr�equence consiste �a traiter
l'�equation du mouvement du centre de masse,
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m
d2

dx2 hxi =
Z

 � (x; t )
�
�

dV(x)
dx

�
 (x; t ) dx ; (4.1)

o�u hxi =
R

 � x dx et V (x) = 1
2m! 2x2 + �V (x), de mani�ere perturbative. Dans ce cas

pr�ecis celle-ci s'�ecrit sous la forme

d2

dx2 hxi = � ! 2hxi �
1
m

Z 1

�1
dx n(x � h xi )

d�V
dx

: (4.2)

Pour des oscillations de faible amplitude, on peut d�evelopper l'op�erateur force autour
de hxi = 0. Au premier ordre on obtient un terme proportionnel �a hxi que l'on peut alors
identi�er au d�ecalage de fr�equence. D'autre part si le potentiel perturbateur est faible
on peut se contenter d'utiliser l'expression non perturb�ee de la densit�e.En rassemblant
toutes les pi�eces on obtient

�! = �
1

2m!

Z + 1

�1
dx n0

0(x) V 0(x) =
1

2m!

Z + 1

�1
dx n00

0(x) V (x) ; (4.3)

o�u n0 d�esigne la densit�e d'�equilibre non perturb�ee. Cette expression a d�ej�a �et� e obtenue
par M. Modugno [125] �a l'aide des r�egles de sommes et test�ee pour un potentiel de speckle.
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Fig. 4.4 { Pro�ls de densit�e du condensat dans un pi�ege harmonique dans les r�egimes transverse
gaussien et transverse Thomas-Fermi �a potentiel chimique �equivalent. A gauche une barri�ere
gaussienne est repr�esent�ee alors qu'�a droite il s'agit d'une r�ealisation typique d'un speckle. Ces
�gures illustrent le fait que dans le r�egime Thomas-Fermi transverse la densit�e d�ecroit de mani�ere
bien moins abrubte que dans le r�egime gaussien. En particulier la d�eriv�ee seconde de la densit�e
est bien d�e�nie même dans l'approximation de Thomas-Fermi.

On peut d�ej�a noter un ph�enom�ene int�eressant �a savoir que le d�ecalage de fr�e quence
d�epend fortement de la courbure du pro�l de densit�e (la d�eriv�ee seconde). Si on prend
par exemple un pic tr�es �etroit, le signe du d�ecalage pourra changer selon la position de
ce pic.

Les �gures 4.4 montrent l'allure des pro�ls d'�equilibre selon le r�egime transverse (HD
(LD) signi�e High (Low) Density et correspond donc au r�egime Thomas-Fermi Transverse
(Champ Moyen 1d) et donc �a � = 1=2 (1)). Dans le r�egime Thomas-Fermi transverse ce
changement de courbure arrive loin du bord alors que dans l'autre cas cela se produit tr�es
proche du bord. Ceci est un probl�eme majeur si on veut appliquer l'approximation de
Thomas-Fermi sur la densit�e longitudinale. En e�et celle-ci donne pour le pro�l d'�equilib re

n0(x) = N � (X 2 � x2)1=� ; (4.4)

o�u N � = 3
4(1+ � � 2)=X 1+2 =� provient de la normalisation et 1

2m! 2X 2 = � , ce qui conduit
aux d�eriv�ees secondes suivantes :

n00
0(x) =

2N �

�
(X 2 � 3x2)1=� � 1 : (4.5)
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Dans le cas Thomas-Fermi transverse tout va bien : l'approximation est tr�es proche
de la r�ealit�e et pr�edit un changement de courbure pour x = � X=

p
3. L'autre cas est

pathologique puisqu'elle pr�edit une courbure constante alors qu'en r�ealit�e la d�eri v�ee sec-
onde pr�esente deux pics �etroits de grande amplitude au voisinage des bords. Ceci veut
donc dire que le d�ecalage de fr�equence dans ce r�egime est extrêmenent sensible aux
bords. L'explication physique de cette di��erence n'est pas tr�es claire mais vient prob-
ablement du fait que dans ce r�egime le condensat garde un rayon transverse constant
alors que dans l'autre r�egime la structure est tridimensionnelle avec un rayon transverse
R? (x) =

p
X 2 � x2. Cela dit, tant que l'on consid�ere un obstacle qui ne s'approche pas

trop des bords l'approximation de Thomas-Fermi longitudinale donne des r�esultats tr�es
satisfaisant (voir le paragraphe 4.2.3).

4.2.2 Approche hydrodynamique perturbative

En pr�esence d'un potentiel localis�e, su�samment �eloign�e des bords, les pathologies
mentionn�ees plus haut ne sont pas pr�esentes et on peut obtenir les mêmes r�esultats
�a partir d'une approche perturbative des �equations hydrodynamiques. Dans le r�egime
Thomas-Fermi la densit�e du condensat non perturb�ee est donn�ee par (4.4). Les �equations
hydrodynamiques 1D, en pr�esence d'un potentiel ext�erieur su�samment lisse pour utiliser
l'approximation de la densit�e locale, se r�eduisent alors �a (annexe B)


 2�n (x) = ! 2
�
�

�
2

�
X 2 � x2� d2

dx2 + x
d

dx

�
�n (x) +

1
m

d
dx

�
�V (x)

d
dx

�
�n (x) ; (4.6)

qui a la structure d'une �equation aux valeurs propres type �equation de Schr•odinger.
En l'absence de perturbation il est possible de d�eterminer les modes de basse �energie et

leurs fr�equences en d�eveloppant�n (x) sous forme d'un polynôme. Pour le mode dipolaire
la fr�equence est bien sûr! et la variation de densit�e �n (x) = x. Si on pose 
2 = ! 2 + �! 2

la th�eorie de perturbation �a l'ordre 1 donne 1

�! 2 = N �

Z + X

� X
dx (X 2 � x2)1=� � 1 �n (x)

�
x

d
dx

�
�V (x)

m
d

dx

��
�n (x) ; (4.7)

et on obtient alors pour �! = 
 � ! ' �! 2

2! :

�! =
N �

2m!

Z + X

� X
dx (X 2 � x2)1=� � 1 x �V 0(x) : (4.8)

Cette relation est �equivalente �a celle obtenue pr�ec�edemment en utlisant l'approx ima-
tion de Thomas-Fermi. Cette approche a le d�efaut de n�egliger les e�ets de bords, qui sont
en particulier tr�es important dans le r�egime de champ moyen 1d, mais �a l'avantage de pou-
voir se g�en�eraliser facilement aux autres modes contrairement au mod�ele pr�ec�edemment
expos�e.

4.2.3 Application au cas d'une barri�ere gaussienne

Si on consid�ere une barri�ere gaussienne�V (x) = V0 exp(� 1
2x2=� 2), au centre du puit,

qui pourrait exp�erimentalement être cr�e�ee par un laser, avec � � X on obtient facilement

1On note l'importance de la mesure d'int�egration qui vient de la relation d'orthogonal it�e des polynômes.
Physiquement elle traduit le fait que dans le r�egime Thomas-Fermi transverse la taille tran sverse du
condensat n'est pas homog�ene (R? =

p
X 2 � x2) alors que dans le r�egime de champ moyen elle est

constante.

103



CHAPITRE 4. OSCILLATIONS DIPOLAIRES D'UN CONDENSAT 104

�! = � (4 � 3� )
3
8

V0 �
� 3=2

! 2p
�m (4.9)

qui est en excellent accord avec nos r�esultats num�eriques expos�es sur la �gure (4.5).

Fig. 4.5 { D�ecalage de fr�equence calcul�e num�eriquement �a partir de simulations de (1.78) et
(1.69) et compar�e aux pr�edictions analytiques ( 4.9).

D'autre part, l'e�et de changement de signe en fonction de la position de la barri�ere,
qui a �et�e discut�e pr�ec�edemment a aussi �et�e observ�e num�eriquement en accord avec les
pr�edictions de ( 4.3).

4.2.4 Application au cas d'un potentiel d�esordonn�e

Le cas d'un potentiel d�esordonn�e est plus subtil puisqu'il faut prendre garde aux
e�ets de bords dans le r�egime de champ moyen 1d. D'autre part, puisque le d�ecalage de
fr�equence d�epend de la r�ealisation du d�esordre, il est int�er�essant de regarder des propri�et�es
statistiques de ce d�ecalage.�A partir de ( 4.3) on peut calculer la moyenne et l'�ecart type
de ce d�ecalage :

h�! i =
1

2m!

Z + 1

�1
dx n00

0(x) hV (x)i = 0 ; (4.10)

h(�! )2i =
1

4m2! 2

ZZ

IR 2
dx dy n00

0(x) n00
0(y) hV (x)V (y)i : (4.11)

Notons que la moyenne du d�ecalage est nulle2 même si hV (x)i 6= 0 car n0(x) est
sym�etrique.

L'accord entre ces formules et le num�erique est tr�es bon comme on peut le voir sur la
�gure 4 de l'article 1.

2Dans [46] des mesures de�! ne montrent aucun d�ecalage de fr�equence signi�catif. Ceci n'est pas en
d�esaccord avec notre approche puisque la grande densit�e de pics dans cetravail rend l'�equation ( 4.10)
auto-moyennante.
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4.3 Nucl�eation de solitons dans le r�egime d�ependant du
temps

L'�etude du r�egime d�ependant du temps est plus d�elicate dans le sens o�u il n'est plus
possible d'�ecrire analytiquement la fonction d'onde du condensat. En e�et celle-ci peut
devenir fortement irr�eguli�ere au cours du temps et de ce fait totalement impr�edictibl e.
Malgr�e tout, quelques simulations num�eriques sont bien entendu possibles et toujours les
bienvenues pour permettre de comprendre la physique qui est en train de se produire.
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Fig. 4.6 { �A gauche : densit�e du condensat au cours de la premi�ere oscillation pour di��erentes
valeurs de l'amplitude initiale (ou vitesse de passage au centre). La perte de superuidit�e est ici
clairement illustr�ee par la pr�esence de solitons dont le nombre d�epend de la vitesse du condensat.
�A droite : comparaison entre la densit�e extraite de la simulation num�erique et une superposition
de solutions solitons (1.100) modul�ee par le pro�l Thomas-Fermi.

La �gure 4.6 montre par exemple la densit�e du condensat au cours de la premi�ere
oscillation pour di�erentes amplitudes initiales, c'est �a dire di��erentes vitesses d e passage
au centre. v=c = 0 :6 est au dessus mais tr�es proche du seuil d'amortissement.�A cette
vitesse on observe l'emission d'un premier soliton qui emporte avec lui une partie de l'�en-
ergie appartenant initialement au mode d'oscillation du centre de masse. Cette �energie
�etant prise, la vitesse globale du condensat diminue et l'amortissement cesse. On observe
alors le condensat qui oscille et le soliton qui se d�eplace en son sein. Sa dynamique n'est
pas trop complexe. Il rebondit �a l'approche des bords lorsque sa densit�e touche z�ero et se
modi�e l�eg�erement �a la travers�ee de l'obstacle. Le mouvement d'un soliton pi�eg�e dans un
condensat est bien connu [55, 137, 38] et a même �et�e observ�e exp�erimentalement r�ecem-
ment dans un condensat pi�eg�e [26]. Ceci con�rme donc notre image de l'amortissement
li�e �a l'�emission d'excitations.

�A mesure que la vitesse augmente, le nombre de solitons �emis augmente et ceux-
ci commencent �a interagir les uns avec les autres, rendant la dynamique compl�etement
chaotique3.

Notons cependant que ces r�esultats num�eriques sont �a consid�erer comme qualita-
tivement correctes mais problabement pas quantitativement. En e�et dans ce r�egime le
condensat commence �a chau�er et une fraction thermique non n�egligeable [124, 63] com-
mence �a se manifester. Dans ce cas l'�equation de Gross-Pitaevskii sort malheureusement
de son domaine de validit�e mais les grandeurs seuils sont a priori d�ecrites avec pr�ecision
par cette �equation.

3Dans le cas des solitons brillants il a �et�e montr�e dans [ 129] que la dynamique devient plus complexe
au-del�a de deux solitons.
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4.4 R�esultats exp�erimentaux r�ecents

Tout ce qu'un homme peut imaginer, un jour d'autres hommes le r�ealiseront.
Jules Verne.

Suite �a nos travaux sur les oscillations dipolaires, le groupe de R. Hulet �a Houston a
d�ecid�e de reprendre les exp�eriences �a ce sujet, en �elargissant la fenêtre des param�etres.
C'est ainsi qu'ils ont r�ecemment v�eri��e le diagramme de phase propos�e ainsi que le m�e-
canisme de dissipation par �emission de solitons. Leurs r�esultats [59] sont pr�esent�es sur les
�gures 4.7 et 4.8.

Fig. 4.7 { Diagrammes de phases exp�erimentaux pour une impuret�e gaussienne (�a gauche) et
pour un potentiel de tavelure (�a droite). Notons que la quantit�e dessin�ee en couleur necorrespond
au facteur de uidit�e mais au taux d'amortissement des oscillations obtenu par un ajustement des
donn�ees exp�erimentales �a la trajectoire d'un oscillateur amorti hx(t)i = de� �t cos(
 t + � ).

Fig. 4.8 { Position du centre de masse au cours du temps en pr�esence d'une impuret�e gaussienne.
Les encadr�es montrent la densit�e du condensat �a di��erent temps et indique clairement l '�emission
de solitons dans le regime d'amortissement.

Non seulement l'existence des trois r�egimes de transport a �et�e v�eri��ee qualitati vement
(�gure 4.7) mais en plus l'accord est quantitativement tr�es satisfaisant en ce qui concerne
les fronti�eres entre les phases. Des calculs plus pr�ecis, avec leur jeu de param�etres exp�eri-
mentaux, sont en cours dans notre �equipe.�A notre connaissance, il s'agit �egalement de
la premi�ere preuve exp�erimentale de l'existence d'un r�egime superuide, en pr�esence de
d�esordre, avec un condensat gazeux.

Le m�ecanisme d'amortissement par �emission de solitons est illustr�e sur la �gure 4.8
o�u l'on peut voir la densit�e du condensat �a di��erentes �etapes de sa dynamique.
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Ces r�esultats exp�erimentaux consituent un v�eritable aboutissement de notre travai l
th�eorique, illustrant de ce fait la possibilit�e de travailler en �etroite collaborat ion avec les
exp�erimentateurs dans le domaine des atomes froids.

4.5 Remarque sur la sym�etrie du diagramme de phase en
pr�esence de d�esordre

En regardant les diagrammes de phases pr�esent�es dans l'article 4 (et sur la �gure4.2),
on peut constater une di��erence qualitative entre le cas d'une seule impuret�e et celuid'un
potentiel d�esordonn�e. En e�et, la fronti�ere superuide est asym�etrique dans le premier
alors qu'elle est sym�etrique dans le second cas. Ceci est en fait un e�et dû �a la taille�nie
du condensat et au crit�ere de Landau local.

Pour une seule impuret�e, on a vu au chapitre pr�ec�edent que, selon son signe, la densit�e
pr�esente un trou (cas r�epulsif) ou une bosse (cas attractif). Dans le cas r�epulsif, la densit�e
d�ecroit au voisinage de l'obstacle, rendant le superuide plus fragile. La vitesse critique
est alors plus faible que dans le cas attractif o�u, au contraire, la densit�e augmente. Ceci
explique alors l'asym�etrie observ�ee sur la �gure 1 de l'article 4 (�gure 4.2 �a gauche).
Notons par ailleurs que nous avons ici n�eglig�e les e�ets de normalisation de la densit�e.
En e�et, si un trou de densit�e apparait, la conservation du nombre de particule implique
que la densit�e, loin de l'obstacle, soit l�eg�erement augment�ee.

Si cet e�et reste n�egligeable en pr�esence d'une seule impuret�e, il n'en est plus de même
en pr�esence de d�esordre. Un potentiel r�epulsif induit des trous de densit�es sur l'ensemble
du condensat. La densit�e moyenne doit alors être renormalis�ee. Ainsi, l'e�et d'un potentiel
r�epulsif devient analogue �a celui d'un potentiel attractif, �a cause de la conservation du
nombre de particules. C'est pourquoi le diagramme pr�esent�e sur la �gure 3 de l'article
(�gure 4.2 �a droite) est sym�etrique par rapport au signe du d�esordre.

4.6 Article 1 : Dipole oscillations of a Bose-Einstein Con-
densate in the presence of defects and disorder
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Dipole Oscillations of a Bose-Einstein Condensate in the Presence of Defects and Disorder
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We consider dipole oscillations of a trapped dilute Bose-Einstein condensate in the presence of a
scattering potential consisting either in a localized defect or in an extended disordered potential. In both
cases the breaking of superßuidity and the damping of the oscillations are shown to be related to the
appearance of a nonlinear dissipative ßow. At supersonic velocities the ßow becomes asymptotically
dissipationless.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.100.250405 PACS numbers: 03.75.Kk, 05.60.Gg

One of the most spectacular consequences of phase
coherence and interactions in condensed matter is super-
ßuidity, a direct manifestation of which is the capacity of a
ßuid to move without dissipation. According to the stan-
dard Landau criterion, the superßuidity (SF) of a uniform
ßow of, e.g., liquid4He, or a Bose-Einstein condensate
(BEC) will be broken if an obstacle moves through the
ßuid with a speed higher than a critical velocityvL

c . In the
case of a BECvL

c is the sound velocity. Though this
property has been explicitly checked in4He [1] and in a
BEC ßow [2] in the presence of small impurities, experi-
ments in superßuid4He(see, e.g., [3]) and more recently in
BEC [4,5] have shown that the critical velocity for break-
ing SF is generically lower thanvL

c , due to phase slips
induced by vortex (or soliton) emission, as originally pro-
posed by Feynman.

Collective oscillations of BEC conÞned by harmonic
traps offer new opportunities to explore the central ques-
tion of the breaking of SF and of the origin of drag and
dissipation in quantum liquids and gases. In a recent series
of experiments, damping of the oscillations (such as dipole,
quadrupole, or Bloch oscillations) in the presence of a
single localized scatterer [6], and disordered [7Ð9] or
quasiperiodic [10] superimposed potentials has been used
to investigate different dynamical regimes, including the
possibility of a Bose glass, (Anderson) localization or other
possible phases. These investigations have clearly shown
the experimental relevance of analyzing transport proper-
ties of BEC via the damping of collective excitations.
However the connection of the damping with localization
properties still remains to be clariÞed.

Our purpose here is to provide a global analysis of the
damping of dipole oscillations in the presence of a single
localized scatterer or a disordered potential. We consider
the regime where the experiments have been realized up to
now, i.e., a quasi-1D geometry where the chemical poten-
tial is larger than the typical amplitude of the perturbing
potential. The reason why we treat together the localized
defect and the random potential is that, qualitatively, sev-
eral of the main features of the dynamics are contained in
the former case. Its analysis therefore facilitates the com-

prehension of the latter, and stresses the generic aspects,
leading to a uniÞed picture of dissipation (as illustrated in
Fig. 1). We Þnd that in both cases there exist SF undamped
oscillations at small amplitudes. As the amplitude of os-
cillation (or the typical size of the perturbation) increases,
the system enters a dissipative regime of damped oscilla-
tions where solitons and phononlike excitations are emitted
(this regime was recently studied experimentally in
Ref. [5] for a moving obstacle). In the case of a super-
imposed disordered potential, this dissipative or resistive
phase, where nonlinearities of the system play a crucial
role, has no relation with (Anderson) localization.

The system considered is a weakly interacting BEC
conÞned in a cylindrically symmetric 3D harmonic poten-
tial m�! 2

? r2
? � ! 2

xx2�=2 in presence of an additional po-
tential U�x�. In the limit of a highly anisotropic trap,
! ? � ! x, the transverse conÞnement is such that the
quasi-1D regime can be reached. It is important to note
that for moderateU�x� (even a disordered one) the phase
coherence of the system is preserved as demonstrated in
Refs. [8,11]. The system is thus accurately described by a
1D order parameter �x; t�, depending on a single spatial

FIG. 1 (color online). Dynamical regimes for dipole oscilla-
tions in presence of a localized Gaussian defect. The plot
represents the ßuidity factor� (see text) computed after a time
tf � 25 � 2�=! x. The yellow (light gray) region correspond to
zero damping (� � 1). The dashed lines are analytic determi-
nations of the frontiers between the different regimes.
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coordinatex along the axial direction of the trap. �x; t�
obeys the nonlinear Schro¬dinger equation [12,13]

 i@
@ 
@t

�
�
�

@2

2m
@2

@x2
�

m
2

! 2
xx2 � U�x� � 2@! ? �an� �

�
 :

(1)

Here,n�x; t� � j  �x; t�j 2 is the condensate density per unit
of longitudinal length anda > 0 is the 3Ds-wave scatter-
ing length. In the low-density regime (LDR,an 	 1) the
density proÞle in the transverse direction is Gaussian
shaped and� � 1, whereas� � 1=2 in the opposite high
density regime (HDR,an � 1) where the Thomas-Fermi
approximation holds for the transverse degree of freedom.
Equation (1) does not account for transverse excitations
which may be relevant in the HDR. We checked that it
nonetheless gives an excellent account of the experimental
result on dipole oscillations of the Florence and Rice
groups [7,8] performed in the HDR.

After preparing the condensate in the ground state of the
trap [with densityn0�x�, chemical potential� and, at the
center of the cloud, speed of soundc � � ��=m �1=2], dipole
oscillations are excited by a sudden displacementd0 of the
harmonic potential. ForU�x� � 0 the center of mass oscil-
lates freely with frequency! x, and acquires a velocityv �
! xd0 when passing through the origin. The time evolution
of the density readsn�x; t� � n0�x � Xt � where Xt �
d0 cos�! xt� is the position of the center of mass. For a
Þnite U�x�, which is turned on simultaneously with the
sudden displacement of the trap,Xt � 1

N

R
R xn�x; t�dx is

computed numerically up to a timetf chosen such that
Xt>t f

assumes an oscillatory pattern of roughly constant
amplitude which we denotedf . In order to measure the
damping of the dipole oscillations we deÞne a ßuidity
factor � � df =d0 (� � 1 in the absence of damping and
� ! 0 for strong damping).

Localized defect.—We start by considering a Gaussian-
shaped defectU�x� � U0 exp�� x2=2� 2� . The ßuidity fac-
tor � is plotted in Fig.1 as a function of the normalized
defect strengthU0=� and velocity v=c � ! xd0=c. The
numerical calculations were performed for a BEC in the
LDR with chemical potential� � 40@! x selected to have
a Thomas-Fermi like density-proÞle along the axial direc-
tion. In this casen0�x� � N � � �L � j xj�
 L2 � x2�1=�

where the factorN � normalizes the density to the number
of atomsN, � �x� is the Heavyside step function andL ��������������������

2�=m! 2
x

p
is half the longitudinal size of the condensate.

The parameters areN � 1:5 � 104 87Rb atoms, ! x �
2� � 9 s� 1 � ! ? =10and� � � � 0:28 � m, where� �
@=

�����������
2m�

p
is the healing length at the center of the conden-

sate. The qualitative structure of Fig.1 is generic and does
not depend on the speciÞc values of� and� , and is also
observed in the HDR (� � 1=2).

In the deep subsonic limitv=c 	 1, the Gaussian scat-
terer induces no observable damping of the dipole oscil-
lations. Numerical results show that the oscillating

condensate is only locally perturbed in the vicinity of the
defect: a dip or a peak appear in the condensate density for
U0 > 0 andU0 < 0, respectively [see Fig.2(a)]. These are
characteristic features of a superßuid ßow, with no energy
dissipation, nor drag exerted [14], and with no damping of
the oscillations (perfect transmission through the scatterer
potential). In this regime, a perturbative treatment of
Eq. (1) and a local density approximation yield a conden-
sate density of the form

 n�x; t� � n0�x � Xt �
 1 � �n �x; t�� ; (2)

with

 �n �x; t� � �
2m
@2�

Z �1

�1
dye� � jx� yjU�y�; (3)

where� � 2m
@ jc2

0 � _X2
t j1=2, c0 being the unperturbed local

sound velocity:mc2
0 � 2� @! ? 
an0�x � Xt �� � . The accu-

racy of this approximation is shown in Fig.2(a); it is well
justiÞed if mU0�= �@2� � 	 1 when �� 	 1, or
mU0=�@� �2 	 1 when�� � 1 [13], and if � 	 L.

For weak defect potentials,jU0j 	 � , and if the TF size
L is large compared to the dipole oscillation amplitude, the
center of mass positionXt can be computed analytically. To
lowest order, the solution of the small-amplitude lineariza-
tion yields Xt � d0 cos
� ! x � �! � t� where the defect-
induced frequency shift reads

 �! �
� 1

2m! x

Z �1

�1
dx

dn0�x�
dx

dU�x�
dx

: (4)

This gives�! � �� 4 � 3� � 3U0�
8� 3=2 ! 2

x
��������
�m

p
for a Gaussian

defect, in excellent agreement with our numerical results.
Hence the analytical evaluations of the density proÞle (2)

FIG. 2 (color online). Density proÞle after a timet � 3=4 �
2�=! x for U0=� � 0:24 at different initial velocities:
(a) v=c � 0:1, (b) v=c � 0:67, (c) v=c � 1:2, (d) v=c � 2:5.
The conÞning potential is represented as a full (red) curve. Insets
blow up the density around the defect. (Other parameters as in
Fig. 1)

PRL 100,250405 (2008) P H Y S I C A L R E V I E W L E T T E R S week ending
27 JUNE 2008

250405-2



and of the center of mass motion conÞrm the superßuid
behavior of the oscillations in the deep subsonic regime.

The situation changes as the velocity increases at Þxed
U0=� or asU0=� is increased at constant velocity. In the
former case, at some critical velocityvc � vL

c � c, that
depends on the strength of the defect potential, the system
looses SF, damping is observed and the ßuidity factor
diminishes. Using a local Landau criterion [15] we identify
the border between the SF and this ÔÔdissipative regionÕÕ as
the locus of points where the maximum local condensate
velocity v�x; t� equals the local speed of soundc�x; t� �
�2� @! ? =m�1=2
an�x; t�� �= 2. The former can be computed
from mass conservation and Eq. (2). For an impurity
localized atx � 0 this yields

 vc

c
� 
 1 � �n c�1=2� 1=� if U0 > 0;

vc

c
� 1 if U0 < 0;

(5)

where�n c is the factor�n �x; t� [Eq. (3)] evaluated when
x � Xt � 0. The lower dashed lines in Fig.1 show that
these estimates coincide well with the numerical Þndings.

When the system enters the dissipative regime, one or a
few gray solitons detach from the defect during the Þrst
oscillations, as well as some phononlike excitations [see
Fig. 2(b)]. As time goes on, the interactions of the solitons
among them, with the defect and with the phononlike
excitations produce time-dependent ßuctuations of the
shape. During this process the condensate does not loose
phase coherence, but the center of mass motion looses
collectivity, part of the kinetic collective energy being
transformed into density ßuctuations. The damping pro-
cess continues until the center of mass velocity becomes
comparable withvc. Thereupon, though presenting local
density ßuctuations, the amplitude of the oscillations re-
main constant in time. Deeper in the dissipative regime, an
increased emission of gray solitons and phononlike exci-
tations is observed, leading to a massive distortion of the
initial condensate proÞle [see Fig.2(c)]. The BEC enters a
strongly irregular time-dependent regime, the collectivity
of the dipole motion is totally lost, and the damping
increases drastically.

Finally, at sufÞciently high supersonic velocities, a dif-
ferent phase is reached where the damping tends again to
zero (� ! 1). In this regime, that we denote as ÔÔquasi-
idealÕÕ, the kinetic energy of the condensate is large com-
pared to the strength of the external potential, and inter-
actions tend to be negligible. We Þnd, in agreement with
previous theoretical studies [13,14], a strong suppression
of dissipation as the velocity increases. The condensate
density is again only locally distorted in the vicinity of the
defect (cf. Figure2(d)]. This local distortion is very well
described by applying the combination of perturbative and
local density approach already used in the SF regime. The
density is of the same form as in Eq. (2) with here [13]

 �n �x; t� �
4m
@2�

�
U�x�

�
� � �� x _Xt � Imfei�x Û�� �g

�
; (6)

whereÛ is the Fourier transform ofU. This form indeed
corresponds to almost perfect transmission, with small
reßexion on the defect (see the inset of Fig.2(d)], the
amount of which decreases at large velocity (� ! 1 ).

The frontier between the dissipative and the quasi-ideal
region can be estimated by studying the related problem of
a homogeneous condensate ßowing through a barrier po-
tential [16]. In this simpliÞed conÞguration it is possible to
determine analytically the velocity at which the system
undergoes a transition from a local perturbation to an
irregular ßuctuating density proÞle [13]. We Þnd that this
estimate Þts very well the numerically determined super-
sonic frontier (see Fig.1). This stresses the qualitative
similarities between Fig.1 and the phase diagram obtained
for a defect moving through a homogeneous ßuid [13,14].
Interestingly, the existence of the three regions (SF, non-
linear dissipative, and quasi-ideal weakly-damped) has
been recently observed experimentally for a localized de-
fect in Ref. [5].

Disordered potential.—Keeping the same parameters as
in Fig.1, we now replace the single localized impurity by a
disordered potential and compute, as before, the ßuidity
factor as a function of velocity and of the intensity of the
(now random) potential. Figure3 corresponds to the case
whereU�x� is an optical speckle potential of mean value�U
with a correlation lengthlc such thatL=l c � 30, typical of
experimental conÞgurations [17]. The picture is generic
and does not depend on the details of the disorder. The
main result that emerges from the comparison of Figs.1
and3 is that, in the weak-disorder limit (�U=� 	 1), the
global properties of the damping phase diagram are quali-
tatively similar in both cases. The same three phases
observed for the localized defect are again present.
However, their relative importance is quite different. One
observes a considerable shrinking of the SF and quasi-ideal
weakly damped regions, compared to the nonlinear dissi-
pative one. The symmetry of� with respect to the sign of�U

FIG. 3 (color online). Fluidity factor� of dipole oscillations in
presence of a speckle potential.
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is greatly enhanced in the disordered case (Fig.3). We
interpret this as an effect of particle number conservation
[18].

In the presence of disorder, important experimental
efforts have been undertaken for understanding the pos-
sible connection of damping of dipole oscillations with
Anderson localization. Our analysis shows that damping
occurs in the dissipative phase. However, the dissipative
mechanism observed in this phase isÑas in the case of a
localized defectÑconnected to the loss of collectivity due
to the emission of solitons and linear excitations, and not to
a localization phenomenon. From what is known in the
case of a homogeneous ßow, genuine Anderson localiza-
tion might only occur in the deep supersonic regime
v=c � 1 [19]. Without going into a detailed analysis of
the experimental results [7,8], let us mention that the
displacement of the harmonic potential (around700 � m)
used at Rice University givesv=c  2:8, while the lowest
speckle height considered is�U=�  0:04, which locates
the system in the dissipative phase (under the experimental
conditions, we Þnd that atv=c  2:8 the dissipative phase
border is at �U=�  0:008). Similarly, from the data pub-
lished in Ref. [7] our analysis shows that the experiments at
Florence were also performed in the supersonic dissipative
region. These simple remarks explain the experimentally
observed damping, and locate the experimental conÞgura-
tions in a regime where the effects of Anderson localization
are at best indirect.

In the subsonic SF regime it is possible to compute the
frequency shift due to the disordered potential similarly as
in the one-peak case. The approach is found to be equiva-
lent to the sum rule approach developed in [7]. One can
also derive a simple relation for the variance of the fre-
quency shift:

 h��! �2i �
ZZ

R2

dxdx0

4m2! 2
x

d2n0�x�
dx2

d2n0�x0�
dx02 hU�x�U�x0�i ;

(7)

where h. . .i denotes ensemble average. For small�U=�
Eq. (7) is found to be in very good agreement with nu-
merical integration of Eq. (1), as seen in Fig.4.

To conclude, we have presented a comprehensive picture
of the damping properties of dipole oscillations of BEC in
the presence of a scattering potential. Strong analogies are
stressed between different types of potentials. Three differ-
ent phases are shown to exist: superßuid (v=c < 1), non-
linear dissipative (v=c � 1) and quasi-ideal (v=c > 1). The
mechanism that breaks SF and leads to damped oscillations
is shown to correspond to a generic onset of dissipation
which, in the presence of disorder, is unrelated to localiza-
tion properties. As the strength of the disorder potential
increases the nonlinear dissipative phase occupies most of
the phase diagram. Our Þndings allow us to give a simple
interpretation of experimental results.
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Chapitre 5

Transport d'un faisceau d'atomes
condens�es en pr�esence de d�esordre

Le vrai caract�ere perce presque toujours dans les grandes circonstances.
Napol�eon Bonaparte.

5.1 Introduction

L a question des e�ects d'interactions sur le ph�enom�ene de localisation d'Anderson
n'est �evidemment pas propre �a la physique des condensats de Bose-Einstein, et
peut être adress�ee de mani�ere bien plus g�en�erale (voir [67, 10, 168, 163, 73,

25], par exemple). Cela dit, ces syst�emes pr�esentent un certains nombres d'avantages
non n�egligeables tant du point de vue th�eorique qu'exp�erimental. Ce sont des syst�emes
parfaitement coh�erents de phase que l'on peut d�ecrire avec relativement peu de param�etres
et des concepts de physique\�a une particule", �a savoir l'�equation de Gross-Pitaevskii (dans
le r�egime de champ moyen). D'autre part, ces mêmes param�etres, comme l'intensit�e des
interactions entre particules, le d�esordre, la dimensionnalit�e, peuvent être contrôl�es de
mani�ere exceptionnelle dans les exp�eriences d'atomes froids. On se trouve alors au paradis
même du th�eoricien puisque dans ce domaine les exp�erimentateurs peuvent r�ealiser, dans
un d�elai souvent assez court, nos rêves les plus fous.

Dans le cadre de la th�eorie de champ moyen, dont la validit�e a �et�e discut�ee dans les
chapitres pr�ec�edents, l'e�et des interactions se traduit par la non lin�earit�e de l' �equation
de Gross-Pitaevskii, celle-ci pouvant d�ependre de la dimensionnalit�e, de la forme des
interactions, etc ... Par la suite on discutera essentiellement le cas unidimensionnel, o�u
des approches analytiques et num�eriques sont relativement simples �a mettre en oeuvre,
mais il est fort probable que les e�ets en questions restent qualitativement corrects en
dimensions sup�erieures. Par ailleurs, on se limite au r�egime de faible d�esordre de sorte
que la localisation induite par le d�esordre, ne soit que de nature interf�erentielle.

Pour caract�eriser la localisation, on regarde ici les propri�et�es de transport d'un con-
densat unidimensionnel in�ni �a travers un r�egion d�esordonn�ee de taille �nie L . Ainsi,
notre mesure de la localisation sera la transmission plutôt que les �etats propres d'un
syst�eme in�ni. Notons tout de même que, dans ce cas, la transmission n'est pas simple
�a d�e�nir. En e�et, la non-lin�earit�e de l'�equation d�etruit le principe de s uperposition et
il est alors impossible de s�eparer une onde incidente d'une onde r�e�echies car celles-ci
interagissent entre elles. Ceci entraine en particulier une di�cult�e, jusque l�a non r�esolue,
�a comprendre le lien entre �etats stationnaires de di�usion et dynamique d'un paquet
d'onde, qui, dans le cas lin�eaire, s'op�ere via une simple transformation de Fourier. Pour
d�e�nir la transmission il faut alors faire appel �a des approximations, qui seront discut�ees
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dans la premi�ere partie de l'article 2 [144] ainsi que dans [146, 145] par exemple.
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Fig. 5.1 { Repr�esentation sch�ematique de la question des e�ets d'interactions sur le transport
d'un condensat en pr�esence de d�esordre.�A gauche : condensat superuide arrivant sur un ob-
stacle simple : la transmission est parfaite si la vitesse est plus faible que la vitesse critique alors
qu'une particule classique n'aurait pu le traverser. Dans ce cas, les e�ets ondulatoires assistent
la transmission. �A droite : une particule classique ou quantique arrivant avec une tr�es grande
�energie sur une r�egion d�esordonn�ee. Alors que la particule classique traverse sans probl�eme, la
particule quantique est pratiquement totalement r�e�echie. Dans ce cas, les e�ets ondulatoires
d�etruisent la transmission. La derni�ere image pose �nalement la question de la transmission d'un
superuide �a travers une r�egion d�esordon�e�ee, �l conducteur de cette th�ese.

Fig. 5.2 { Diagramme de phase en pr�esence d'un potentiel d�esordonn�e de type (3.34), en fonction
de la vitesse du uide et de la longueur de l'�echantillon d�esordonn�e. Le code couleur symbolise
le pourcentage de solutions stationnaires sur un ensemble de con�gurations de d�esordre. Les
fronti�eres entre les di��erents r�egimes sont discut�es dans le texte.

Globalement, l'image g�en�erale du transport, telle qu'elle a �et�e discut�ee dans le c hapitre
2, reste valable en pr�esence d'un potentiel al�eatoire (de taille �nie). �A basse vitesse on a
donc le r�egime superuide, o�u la transmission est parfaite et la localisation ne se mani-
feste absolument pas. Au contraire, �a tr�es grande vitesse, les e�ets d'interaction tendent
�a disparaitre dû �a l'�energie cin�etique tr�es grande mise en jeu. La ph�enom�enologi e de
l'�equation de Schr•odinger est alors retrouv�ee et donc la localisation d'Anderson par la
même occasion. Entre les deux se trouve encore ce r�egime d�ependant du temps. Pour
l'instant peu de choses sont connues dans ce r�egime o�u même la validit�e de l'�equationde
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Gross-Pitaevskii unidimensionnelle peut être discut�ee [63]. Ce que l'on peut dire est que
num�eriquement aucune trace de la localisation n'y a �et�e trouv�ee dans la mesure o�u la
transmission d�ecroit lin�eairement avec L (T � L 0=(L 0 + L)) [145]. Qualitativement, on
peut imaginer que due �a l'emission continuelle de solitons et autres excitations, les e�ets
d'interf�erences sont n�ettoy�es et la localisation avec. L'existence de ce r�egime constitue
l'e�et le plus spectaculaire des interactions sur la localisation dans le sens o�u, enentrant
dans ce r�egime, la localisation est d�etruite. Le diagramme de phase, pour un type de
d�esordre particulier, est repr�esent�e sur la �gure 5.2 mais ce r�esultat est qualitativement
g�en�eral et ne d�epend donc pas du mod�ele de d�esordre utilis�e.

Les d�etails de la physique en question ainsi que les fronti�eres entre les domaines sont
discut�es dans les articles 2 [144] et 3. Notons tout de même la d�ependance non triviale
des fronti�eres entre les domaines en fonction de la longueur de l'�echantillon d�esordonn�e.
Pour le cas superuide on verra que ceci est reli�e aux propri�et�es du maximum d'un
potentiel al�eatoire alors que dans le cas supersonique il s'agit d'une marche au hasard de
la pseudo-particule dans le potentiel e�ectif (2.19).

5.2 Article 2 : Anderson localization in a weakly interacting
one dimensionnal Bose gas
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Anderson localization of a weakly interacting one-dimensional Bose gas
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We consider the phase coherent transport of a quasi-one-dimensional beam of Bose-Einstein condensed
particles through a disordered potential of lengthL. Among the possible different types of ßow we identiÞed
�T. Paul, P. Schlagheck, P. Leboeuf, and N. Pavloff, Phys. Rev. Lett.98, 210602�2007�� , we focus here on the
supersonic stationary regime where Anderson localization exists. We generalize the diffusion formalism of
Dorokhov-Mello-Pereyra-Kumar to include interaction effects. It is shown that interactions modify the local-
ization length and also introduce a length scaleL� for the disordered region, above which most of the
realizations of the random potential lead to time-dependent ßows. A Fokker-Planck equation for the probability
density of the transmission coefÞcient that takes this effect into account is introduced and solved. The theo-
retical predictions are veriÞed numerically for different types of disordered potentials. Experimental scenarios
for observing our predictions are discussed.

DOI: 10.1103/PhysRevA.80.033615 PACS number�s�: 03.75.� b, 05.60.Gg, 42.65.Tg, 72.15.Rn

I. INTRODUCTION

The absence of diffusion of waves in disordered media
was predicted by Anderson 50 years ago�1�. Originally pro-
posed in the context of electronic transport in disordered
crystals, it has since been observed for different types of
waves, including light and sound. Recently, direct observa-
tions of the Anderson localization by disorder�2� and of a
localization transition by quasiperiodic potentials�3� of
quasi-one-dimensional�1D� matter waves of ultracold atoms
were reported. These experiments pave the way to the obser-
vation of new phenomena and shed new light on long stand-
ing problems, among which the question of possible Ander-
son localization in presence of interactions.

In the present paper we consider the case of an atomic
vapor described as a weakly interacting Bose gas in the pres-
ence of a weak disorder�what is meant by ÒweakÓ here will
be made quantitative in Sec.II �. In this conÞguration it has
been shown theoretically in Refs.�4,5� and supported by
numerical simulations in Ref.�6� that a small amount of
disorder does not drastically alter theequilibrium properties
of the system, but merely decreases the condensate and su-
perßuid fractions. Furthermore, even in the 1D limit consid-
ered in the present work, it has been experimentally demon-
strated in Refs.�7,8� that one can observe global phase
coherence in the presence of disorder and remain far from,
say, the Bose glass phase originally proposed by Giamarchi
and Schulz and Fisheret al. �9,10�.

Here, we are interested intransport properties. SpeciÞ-
cally, we study a quasi-1D weakly interacting Bose-Einstein
condensate�BEC�, propagating through a disordered poten-
tial. In this context, localization has been theoretically stud-
ied mainly for effectiveattractiveinteractions�see, e.g.,�11�
and references therein�, with less attention on therepulsive
case we consider here�see, however, Refs.�12,13�� . In the
absence of an external potential,�repulsive� interactions
make the system superßuid and introduce a new characteris-

tic speed in the system, the speed of soundc. As mentioned
above, when the speedV of the BEC relative to the external
potential tends to zero, the addition of a weak random poten-
tial preserves superßuidity, although with a reduced super-
ßuid fraction. What happens asV increases? This question
was investigated in a previous publication�14�, where the
disordered potential, of lengthL, was modeled by a series of
randomly located delta peaks. For small velocitiesV/c� 1,
perturbation theory shows that the superßuidity is preserved,
e.g., the ßow is dissipationless and with a perfect transmis-
sion. In contrast, in the high speed limitV/c� 1, where the
kinetic energy dominates over the interaction energy, the
transport properties of the BEC are deeply altered and tend
to those of the noninteracting gas, displaying an exponential
damping of the transmission with lengthL, a behavior char-
acteristic of the strong Anderson localization. Thus, two lim-
iting cases of stationary ßow have been identiÞed�14�, with
contrasting transport properties: superßuidity in the deep
subsonic regime and Anderson localization in the deep su-
personic one. In between, in the regionV� c where both
interaction and kinetic energies are important, it was shown
that stationary scattering solutions do not exist: one reaches a
regime of time-dependent ßows with more or less�depend-
ing on the speed� complex density excitations. The range of
speeds aroundc where this phenomenon is observed in-
creases as the lengthL increases. The different types of
existing ßows are summarized in Fig.1.

In the present study we concentrate on the supersonic sta-
tionary region of the phase diagram�gray �light blue online�,
V/c� 1 region in Fig.1�. In this domain we provide analyti-
cal and numerical evidence of Anderson localization in the
presence of interaction for different types of disorder. We
compute analytically the interaction-dependent localization
length as well as the corresponding distribution of transmis-
sion coefÞcients. We also explain the disappearance of the
supersonic stationary ßow observed at a given velocity for
increasing length of the disordered sample. This onset of
time dependence is an important qualitative effect revealed
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by our study. We show that it is directly connected to inter-
action effects and provide an analytical estimate of the length
L� of the disordered region above which most of the realiza-
tions of the random potential lead to time-dependent ßows
�see Fig.1�.

The paper is organized as follows. In Sec.II we present
the model and identify its range of validity. In Sec.III we
take some time to properly deÞne the transmission coefÞ-
cient of a Bose-condensed beam over an obstacle. In Sec.IV
we introduce the different types of disordered potentials
studied in the present work. In Sec.V we present analytical
and numerical results showing that Anderson localization is
indeed possible in the supersonic regime. We consider the
three possible supersonic regimes: perturbative�Sec.V A�,
Anderson localized�Sec. V B�, and onset of time depen-
dence�Sec.V C�. In Sec.VI we discuss experimental strat-
egies and possible signatures for the observation of Anderson
localization in an interacting Bose-Einstein condensate. Fi-
nally, we present our conclusions in Sec.VII . Some technical
points are given in appendixes. In Appendix A we derive the
probability distribution of transmission in a special case�per-
turbative regime and correlated Gaussian potential�. In Ap-
pendix B we present the derivation of the Fokker-Plank
equation�66� for the distribution of the transmission coefÞ-
cients.

II. MODEL

We study here the transport properties of a quasi-1D
Bose-Einstein condensate formed of particles of massm, ex-
periencing a repulsive effective interaction�characterized by
the three-dimensional�3D� s-wave scattering lengtha� 0�,
in the presence of an obstacle represented by the external
potentialU. The potential is not necessarily disordered at this

point; the only restriction we impose throughout the present
work is that it should have a Þnite extent, i.e.,U�x� � 0 when
x� � � . The conÞguration we consider corresponds to the
Ò1D mean-Þeld regimeÓ�15� � see also the discussion in Ref.
�16�� , where the system is described by a 1D order parameter
� �x,t� depending on a single spatial variable: the coordinate
x along the direction of propagation.� �x,t� obeys the non-
linear Schršdinger equation

i�
� �
� t

= •
� 2

2m

� 2�
� x2 + �U�x • Vt� + g�� �2 • 	 � � . �1�

In all the present work we choose to work in the Òlaboratory
frameÓ where the condensate is initially at rest. Equation�1�
describes its 1D dynamics in the presence of an obstacle
moving at constant velocityV in this frame, which corre-
sponds to the experimental situation where an obstacle is
swept through a condensate initially at rest�see, e.g., Refs.
�17Ð19�� . On the theoretical side, one should imagine that,
from an initial static conÞguration where the condensate is at
rest with U� 0, the potential intensity and the speed have
been slowly ramped up to a point where the condensate dy-
namics is described by Eq.�1�. We chooseV� 0; this corre-
sponds to a potential moving from left to right in the labo-
ratory frame.

The reduction of the motion of the condensate to a single
spatial dimension is typically achieved through a transverse
harmonic conÞning potential of pulsation
 � . We choose a
normalization such thatn�x,t� =�� �x,t��2 is the linear density
of the condensate. In this case, the interaction among par-
ticles results in Eq.�1� in the nonlinear termg�� �2, with g
=2� 
 � a �20Ð22�.

In the stationary regime, where the ßow is time-
independent in the frame moving with the potential,� de-
pends onx and t only through the variableX=x• Vt. The
appropriate boundary condition is� �X� • � � =� n0 �wheren0
is a constant� � see�22� and the discussion in Sec.III A be-
low�. The condensate is then characterized by a chemical
potential	 =gn0, a speed of soundc=�gn0/m�1/2, and a heal-
ing length� =� / �mc� .

It is customary to characterize the transverse conÞnement
via the Òharmonic-oscillator lengthÓa� =� � /m
 � �1/2. With
n1 denoting a typical order of magnitude ofn�x,t� , the 1D
mean-Þeld regime in which Eq.�1� is valid corresponds to a
density range such that

�a/a� �2 � n1a � 1. �2�

In this domain the wave function of the condensate can be
factorized in a transverse part and in a longitudinal part
�20Ð22�. The transverse wave function is Gaussian�this is
ensured by the conditionn1a� 1�; the longitudinal one is of
the form � �x,t�exp	• i 	 t / � 
 and � �x,t� satisÞes Eq.�1�
�21,22�. The left-hand side�l.h.s.� inequality in Eq.�2� pre-
vents the system to enter in the Tonks-Girardeau regime.
More precisely, a general analysis of 1D Bose gas shows that
at zero temperature no BEC is possible�23�. This results in a
algebraic decrease of the one-body density matrix monitored
by phase ßuctuations occurring over a phase-coherence
lengthL� = � exp	  a� �n1/2a�1/2
 � 24,25�. Hence, the results
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FIG. 1. �Color online� Transport of a quasi-1D BEC with veloc-
ity V through a disordered potentialU� consisting in a series of
uncorrelated delta peaks extending over a domain of sizeL �cf. Eq.
�21� and the discussion in Sec.V C�. Dark region: time-dependent
ßow; light gray�light blue online� regions: stationary ßow. In the
supersonic case, the yellow solid line corresponds to the threshold
L� between these two domains as determined from Eq.�81�. The
blue dashed line is the localization lengthLloc �87�. The supersonic
region belowLloc denoted as ÒballisticÓ corresponds to the region
where the perturbation theory of Sec.V A applies. Note the en-
larged scale forV/c� �0 ,1� .
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obtained using Eq.�1� are valid if they describe structures
with a characteristic length scale smaller thanL� . The l.h.s.
inequality in Eq.�2� ensures thatL� is exponentially large
compared to the healing length. If one considers, for in-
stance,87Rb or 23Na atoms in a guide with a transverse con-
Þnement characterized by
 � =2 � 500 Hz, the ratioa/a�
is roughly of order 10•2 and restriction�2� still allows the
density to vary over four orders of magnitude.

Even if the mean-Þeld approach is legitimate in one di-
mension, the effects of disorder have to be taken into account
with some care. It may well be that the introduction of a
disordered potentialU in Eq. �1� modiÞes the properties of
the ground state. This is indeed the case as shown in Refs.
�4,5�: a disordered potential decreases the condensate and the
superßuid fraction, but the effects are weak provided the
intensity of the disorder remains weak�see Ref.�26� for an
extension to Þnite temperature�. More precisely, in the case
of a disorder formed by randomly spaced delta impurities
with densityn� �see Sec.IV A � one can show�14,27� that, in
the dilute impurity limit, atV=0 the nonsuperßuid fraction
�normal part� is proportional ton� � � � /b�2 � the notations are
those of Eq.�21�� and thus remains small provided the di-
mensionless coefÞcient� � /b� is small �weak disorder limit�.
At Þnite V, the normal fraction is multiplied by a factor�1
• �V/c�2� •3 /2 �see Ref.�14�� , which diverges whenV=c. One
thus expects the mean-Þeld approach to fail near the region
V� c of Fig. 1. This is supported by the numerical results
presented in�28�. Hence, in the center of the time-dependent
region of Fig.1, we cannot trust the results obtained from
Eq. �1�. However, far from this region, the 1D mean-Þeld
approach is expected to be valid even in presence of�weak�
disorder, as experimentally demonstrated in Refs.�7,8�.

III. DEFINITION OF THE TRANSMISSION

In the present work we characterize the localization prop-
erties of the condensate in the random potential by studying
the transmission coefÞcient. Equation�1� being nonlinear,
the deÞnition of transmission and reßection coefÞcients
needs to be treated with special care. This is the purpose of
the present section where we Þrst deÞne the stationary re-
gime�Sec.III A � and then the transmission coefÞcient within
this regime�Sec.III B �.

A. Stationary regime

It is customary to perform a Madelung transformation and
to write � �x,t� =� n�x,t� exp	 iS�x,t�
 , where n�x,t� is the
density and� � xS/m=v�x,t� is the local velocity. From Eq.
�1� one can check that they verify the continuity equation

� tn + � x�nv� = 0. �3�

The stationary regime is deÞned as the regime where the
system is at rest in the frame moving with the obstacle. In
this case, in the laboratory frame,� , S, n, and v are time
dependent, but they depend onx andt only through the vari-
ableX=x• Vt. It is then possible to get a Þrst integral of Eq.
�3� under the form

n�X�� �

m

dS

dX
• V = Cst. �4�

In the case of subsonic�V� c� and stationary motion, the
ßow is superßuid and the order parameter is only affected in
the vicinity of the obstacle, withn�X� � � � =n0 and
v�X� � � � =0 �22,29�.

For V� c, a regime of stationary ßow also exists but in
this case the obstacle induces density oscillations with a pat-
tern stationary in its rest frame�22�. This means that in the
laboratory frame the phase velocity of these waves is identi-
cal to the velocityV of the obstacle. On the other hand, the
energy transferred from the obstacle to the ßuid propagates
with the group velocity, which in the case of Bogoliubov
excitations is greater than the phase velocityÑi.e., as just
arguedÑthanV. As a consequence, radiation conditions re-
quire that the wake is always located ahead of the obstacle,
i.e., upstream, with no long-range perturbation of the ßuid on
the downstream side�22,30�. This means that in this case the
ßow far in the downstream region remains unperturbed, with
n�X� • � � =n0 andv�X� • � � =0. The two possible station-
ary conÞgurations�subsonic and supersonic� are represented
in Fig. 2. Hence, in any stationary conÞguration�subsonic or
supersonic�, the above reasoning Þxes the integration con-
stant in the right-hand side�r.h.s.� of Eq. �4� to its value at
X� • � , i.e., •n0V.

In the stationary regime one gets from Eqs.�1� and�4�

U�X�
dA2

dX
=

d

dX
� � 2

2m
�dA

dX
2

+ W�A��, �5�

whereA�X� =� n�X� /n0 and

W�A� =
m

2
�A2 • 1 ��c2 + V2 • c2A2 •

V2

A2�. �6�

B. Transmission coefÞcient

In this section we restrict the analysis to the stationary
regime of Sec.III A and deÞne the transmission of the con-
densate through the obstacle represented by a potentialU

FIG. 2. Schematic representation of the typical density proÞles.
The upper plot corresponds to a subsonic stationary proÞle, while
the lower one corresponds to a supersonic stationary proÞle. The
potential moves from left to right, and the upstream�downstream�
region thus corresponds to the regionX� +� �X� • � � . In both
plots the potential is represented by a thick solid line�hatched down
to zero� and the density proÞle is represented by a thin solid line.
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�not necessarily disordered� verifying U��x�� � � =0. As the
wave equation�1� is nonlinear, one cannot, in general, prop-
erly deÞne reßection and transmission coefÞcients since it is
generally not possible to disentangle incoming and reßected
waves in the nonlinear ßow upstream the obstacle. However,
following a procedure devised in Ref.�31� � see also�32�� ,
we will show that one can deÞne a transmission and a reßec-
tion coefÞcient in the limit of small nonlinearity as well as in
the limit of weak reßection and arbitrary nonlinearity.

Outside the scattering region,U�X� =0 and one can get a
Þrst integral of Eq.�5� under the form

� 2

2m
�dA

dX
2

+ W�A� = Ecl
� when X � � � , �7�

which deÞnes the ÒfreeÓ asymptotic density proÞles.Ecl
� in

Eq. �7� are integration constants. The boundary condition
discussed in the previous section imposesA=1 anddA/dX
=0 whenX� • � . This Þxes the valueEcl

• =0. The value of
Ecl

+ at +� has to be determined by the integration of Eq.�1�
�cf. Ref. �22�� . Equation�7� expresses the energy conserva-
tion for a Þctitious classical particle with ÒmassÓ� 2/m, Òpo-
sitionÓA, and ÒtimeÓX, evolving in a potentialW �whose
typical shape is displayed in Fig.3�. This type of analysis is
common in the study of nonlinear equations such as Eq.�1�;
see, e.g., the review�33� � the Þrst time we found its use is in
Ref. �34�� . It is employed here as a convenient tool for get-
ting intuition about the behavior of the solution of the Gross-
Pitaevskii equation�see below�.

From now on we restrict to the supersonic stationary re-
gime where an imperfect transmission occurs�in the sub-
sonic stationary regime one has perfect transmission�. In this
case the Þctitious particle is initially� i.e., whenX� • � � at
rest at the bottom of the potentialW with Ecl

• =0. The behav-
ior of A for X� +� depends on the value ofEcl

+ . A stationary
solution exists only ifA�X� +� � remains bounded, i.e., if
Ecl

+ � W�A1� � whereA1 corresponds to the local maximum of
W; see Fig.3�. In this case, the asymptotic behavior ofA�X�
corresponds to oscillations between the valuesAmin andAmax
deÞned in Fig.3.

For future references we note thatW�A� is zero whenA
=A0=1 and whenA=V/c, and that the derivativedW/dA is
zero whenA=A0=1 and whenA=A1, with

A1 =
V

2c
�1 +� 1 +

8c2

V2 1/2

. �8�

At large velocity, whenV� c, one has

A1 =
V

� 2c
+ O� 1

V/c
, �9�

W�A1� =
mV4

8c2 + O�V2

c2. �10�

Writing A2�X� = � �X� =1+� � �X� we now argue that, fol-
lowing Ref. �31�, one can write a perturbative version of Eq.
�7� in a limit where

�� � �X�� � �V2

c2 • 1�. �11�

We emphasize that restriction�11� corresponds to�� � � � 1
� i.e., small oscillations� only when V is of order of c or
smaller. The approach developed below is however able to
tackle large relative density oscillations��� � � � 1� at large
velocities�V� c� � 35�. In this sense it will allow us to pen-
etrate in the nonperturbative regime where the upstream den-
sity oscillations are large and the transmission is low.

Using the variable� , we write Eq. �7� in the upstream
region�X� +� � as

� 2

2m
�d�

dX
2

+ 8F� � � = 8� Ecl
+ , �12�

whereF� � � = � W�A=� � � . A simple limited expansion around
� =1 yields

F� � � �
� 2� 2

2m
� � � �2 +

mc2

2
� � � �3 + ¯ , �13�

where� � �X� = � �X� •1 and

� =
m

�
�V2 • c2�1/2, �V2

c2 • 1�= � 2� 2. �14�

The second term in the r.h.s. of expansion�13� is small com-
pared to the Þrst one precisely in the limit�11�. In the fol-
lowing we restrict to this regime and neglect the second term
of the r.h.s. of Eq.�13�. This corresponds to approximating
the exactW�A� by the�red online� dashed line in Fig.3 and
to write Eq.�12� under the form

�d� �
dX

2

+ 4� 2� � � �2 = 16� 2� �1 + � � � , �15�

where the dimensionless parameter� is deÞned by

� =
mEcl

+

2� 2� 2 . �16�

The solution of Eq.�15� is

n�X�

n0
= � �X� = 1 + 2� + 2� cos�2� X + � � , �17�

where

0

20

W
(A

)
/m

c2

A0=1 A1

Ecl

+

AmaxAmin

FIG. 3. �Color online� W as a function ofA=�� � / � n0 �drawn for
V/c=4�. The Þctitious particle has a classical energyEcl

+ when X
� +� . The �red� dashed line corresponds to an approximation of
W�A� by � 2� 2�A•1 /A�2/ �2m�, obtained by keeping only the Þrst
term in expansion�13�.
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