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Résunt

Du fait de la miniaturisation grandissante des circuige&bniques, la conception de systeme sur puce
actuelle, se heurte au probleme des latences sur les filledonnexions traversant tout le circuit. Un
systeme sur puce est un ensemble de blocs de calculs (lgmsants IP) qui s’échangent des données.
Alors que la communication a I'intérieur de ces blocs deula peut toujours se faire de maniére synchrone,
c'est a dire s’abstraire comme une action instantanéegiamunication d'un bloc de calculs a un autre
prend un temps qui n’est pas négligeable. Il s’@écouleiplus cycles d’horloge entre I'émission d’'une
donnée sur un fil d’interconnexion et sa réception.

La théorie duLatency Insensitive Desigtréée par Luca Carloni et Alberto Sangiovanni-Vincdntel
permet entre autre de résoudre ce probleme en implantaptaiocole de communication basé sur la
segmentation des fils d’interconnexions et sur le princgpeétkoaction en cas d’embouteillage.

Dans un premier temps, nous avons donné un fondemenidbéax cette théorie en la rapprochant
formellement d’'une modélisation paarked/Event grapl{Sous ensemble sans conflit des Réseaux de
Pétri) et avec des places de capagite€e qui génere naturellement le protocole de controlfiuce

Cette modélisation nous ameéne a la problématique ipatede cet ouvrage : comment, et sous quelles
conditions, peut on minimiser la taille des ressourceseéarisation utilisees comme tampons intermédiaires
au long de ces fils d’interconnexions? Car leur nombre etpesition peuvent se révéler critique a I'im-
plantation matérielle.

Nous allons ensuite étudier cette question sous une hypethaturelle de déterminisme, ce qui permet
d’obtenir des régimes de fonctionnement périodiqueégtliers.

Le but de cette thése est de madifier le protocole mis en mlans la théorie dliatency Insensitive
Designen prenant en compte cette hypothéese. L'étude des sgstdéterministes et des résultats existant
nous a permis une premiere phase de modification appétidisation

L'étape suivante consiste a ordonnancer statiquemensystémes. Pour cela, nous avons choisi de
représenter explicitement I'ordonnancement de chacgrétiaments du systeme comme un mot binaire
périodique ou les 1" représentent les instants d'atéts/et les "0” d'inactivités tel que M. Pouzet et al.
I'ont introduit dans le "N-synchronous Kahn network”.

Une étude approfondie des differentes classes de magdsrexistants (mot de Sturm, de Christoffel,
de Lyndon ou encore mécaniques) a précédé leur associata théorie dlatency Insensitive Desiggt

au processus égalisationpour obtenir des systemes déterministes ordonnarefiguetment.






Abstract

Due to the increasing scaling of digital system, SystenGbip (SoC) design deals with latencies problem
on long wire interconnection through the whole chip. A So@ iset of IP components communicating
together. While the communication inside the IP componeanttill be considered synchronous (abstracted
as instantaneous action), the communication between Ipaonents should not. Many clock cycles occur
between sending and reception of a data on an interconnexien

The theory ofLatency Insensitive DesigihID) created by L. Carloni and A. Sangiovanni-Vincentelli
solves this problem by implementing a communication protbased on segmentation of interconnection
wire and back pressure in case of local traffic jam.

In the first time, we’'ll give theoretical basis of LID theory fiormally linking it to the deterministic
model ofMarked/Event graptfconflict free subset of Petri net), and limiting the capaoit places by2;
which naturally implement the back pressure protocol.

This model drive us to the main problem of this work: How to imiize the size of memory resources
used as buffer through the interconnection wires? Becedeuantity and location should become critical
at implementation.

Then we'll study this problem with the natural hypothesisdeterminism. This allow the system to
have regular and periodic behaviour.

The goal of this work is to modify the LID theory by taking cawé this hypothesis. the study of
deterministic systems and previous results lead us to arivdlification step called=qualization

Next step consist in statically schedule these system. \Weecto explicitly represent schedule of each
element of the system using periodic binary wotdf@r activity, 0 for stalling) such M. Pouzet and al.
introduce it in "N-synchronous Kahn network”.

A study of different classes of binary word (Sturm, ChrifbfLyndon, Mechanical words) was prior to
their association to LID theory arfequalizationprocess. We obtained statically scheduled systems which

answered to the main problem of this work.
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Chapitre 1

Introduction

Ce travail de thése a été conduit (et financé) dans leecddrprojet Sys2RTL du Centre Intégré
en Microélectronique régional PACA (CIM PACA). Le poine diépart était d’étudier la conception de
systemes-sur-puce (SoC, pour "Systems-on-Chip”) arghetcomposants préexistants (dits blocs IP), et ce
en considérant que les latences de communications estmogosants ne pouvaient plus étre considérées
comme unitaires sur une horloge unique (communicationstsgmes). Les idées-clés évoquées pour moti-
ver I'approche étaient "latency-insensitive design") ket "timing closure”, dont le sens technique précis
restait & déterminer dans notre contexte.

Nos travaux se situent dans le cadre particulier ou lesdate des nceuds de calculs (les composants
IP), ainsi que celles des canaux de communication (les "tdolgal wires”), ont chacune une valeur fixe,
connue et donnée en nombre entier de cycles sur une horidgelle commune (le pas d’exécution). Ce
modele étend le modele synchrone (ou les latences sotatines sur une horloge globale de réaction),
mais restreint le cas général (ou les latences peuwenvériables dans le temps en fonction des données,
des branchements, etc). Le modele s'applique bien ercpbeti a certaines architectures matérielles em-
barquées pour le traitement de signal multimedia, ou #suts sont réguliers et répétitifs. La latence de
chaque nceud de calculs composant est supposée obtenue yantisese, indépendamment du systeme
hote : I'objectif est ici bien de pouvoir réutiliser desngposants préexistants sans les modifier, et la seule
hypothese faite sera que I'horloge d’exécution de chagueposant peut etre commandée par le systeme.
La latence de chaque canal de communication entre comgosaméespondra en général a sa longueur;
elle pourra avoir été déterminée a partir de procédute placement/routage. Dans tous les cas on fera
I'hypothése que ces latences de calculs et de commumicstiat des données du probleme. L'objectif de
I'approche sera d’exhiber des ordonnancements et de ealdes tailles de ressources (de bufférisassions
essentiellement) pour optimiser le débit du fonctionnetde systeme et des composants, en respectant les
contraintes temporelles et en minimisant I'empreinte ffuesde la mémoire.

La premiére partie du travail a été de proposer un maoeteel pour notre classe de SoCs. Il s'agit en
particulier de modéliser finement les canaux de commupitaitroduits pour assurer la conception insen-
sible aux latences, c’est a dire une conception ou on @@issstruire ce systeme comme son modele pour
quelle que valeur de latence que ce soit, arbitraire mais@mnA cette fin la théorie LID introduit deux
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types de composants : d'une part des Shell Wrappers, erflaap&s composants de calculs de I'extérieur,
et déclenchant leur exécution exactement quand les asherants de données sur les canaux I'autorisent;
d’autre part les Relay-Stations, qui sont les élémentsipttant de construire des troncons de canaux de
latence unitaire. De cette maniere, un canal de latanest modélisé par une chaine d&elay-Stations.
Notre modele se révele étonnamment simple et direcsyséeme devient un Graphe d’Evénement (Mar-
ked/Event Graph) aprés expansion des latences, les nceutalls en sont les transitions, et chaque
Relay-Station est au départ une place bornée de caadkémouveau I'expansion de ces places procure
exactement I'algorithme de contrdle de flux permettaprvdEr les congestions et de maintenir un certain
flux d’exécutions locales et globales, tout en garantisgae I'implantation physique pourra en étre faite.

Des travaux antérieurs [15] et paralléles a nos reclesrf2il] et [28] ont également été menés condui-
sant a des implantations matérielles efficaces (ditksstigues” dans I'approche Cortadella/Kishinevsky).
Néanmoins nos travaux sont les premiers qui ont relié alesement la théorie LID a la modélisation par
Marked/Event Graphs (MEGSs) et autres Process Networks)(@igis en Théorie du Parallélisme, et aux
propriétés mathématiques importantes existantescEmmodeles formels. On peut montrer en particulier
que dans certains cas le contrdle de congestion peut méeeiivement a des pertes de performance dues
a des propagations amont. On peut caractériser exactéeseronditions numériques de ce comportement
a partir des valeurs des latences et le nombre de données.

Dans le cas le plus intéressant, quand les systemes smiogiquement fortement connexes et clos
(ou quand on peut supposer que les données en entréemanteexactement au rythme attendu), les
développements un peu plus anciens conduits sur I'ordarement statique de tels systemes MEG par
Carlier-Chrétienne [14] puis Cohen-Quadrat-BaccelligB particulier permettent d’obtenir des résultats
puissants sur leur ordonnancement dit k-périodique esghtationnaire (aprés une période de stabilisa-
tion initiale). Ces ordonnancements peuvent étre reptés comme des entités explicites au moyen de
mots binaires infinis ultimement périodiques, qui seroahipulés dans le processus de synthése et d'op-
timisation. L'objectif des optimisations sera principgalent de réduire encore les besoins en ressources de
bufférisassions, en étudiant les places exactes octeirs a un second registre s’'avere nécessaire, et celles
ou une capacité 1 suffit. On cherche également a se dispde la logique combinatoire induite dans I'im-
plantation matérielle pour y encoder le contrdle de fluxietcongestion car cette logique ainsi que les
registres sont ajoutés apres que des informations demplaat-routage aient donné les latences des canaux
de communication. Cette exploitation des résultats dinomdncement statique appliqués et adaptés a notre
contexte forme une seconde partie du document. Elle regggatbment des principes de modélisation
pour les langages dits N-synchrones (étendant les lasgggehrones par des horloges multiples mais k-
périodiques) de Pagetti-Pouzet-Cohen et al [25], ouldemiets binaires infinis sont utilisés pour le typage
des sous-programmes concurrents.

Il apparait alors que, méme si les ordonnancements geodans cette phase conduisent a une dis-
tribution relativement étalée des données, il existe cies simples ou une meilleure répartition pourrait
encore optimiser la forme des ordonnancements et le gairedssurces, mais que ces solutions ne sont
pas celles obligatoirement obtenues par une simulatioplsiet déterministe par exécution ASAP (chaque

nceud s’exécute des que possible, plusieurs possiblesimemitanément). La troisieme partie du document

Millo Jean-Vivien Ordonnancements Périodiques dans les Réseaux de Rr®cess
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se concentre sur I'étude de l'usage des mots infinis bisdiedancés, c’est-a-dire dont les occurrences
respectives entre les lettres 1 et 0 sont le mieux distpimssible. lls seront utilisés pour construire des or-
donnancements stationnaires le mieux réparti possilde.ctdonnancements peuvent alors étre construits
de maniére analytique, sans recours a une simulationt@iement coliteuse. De plus ils permettent la
meilleure optimisation possible des ressources de bsdfésions, et dispensent totalement de contrdle de
flux dynamique. La représentation des instants d’activadie chaque nceud de calculs du systeme se fait
par un simple offset initial sur le mot commun d’ordonnaneainCette étude de l'utilisation des mots
balancés pour des ordonnancements optimaux forme laetreeset derniere partie de ce mémoire. La
faiblesse actuelle de cette approche est que, pour desisaieotemps, nous n’avons pas pu conduire
entierement I'étude de la phase d'initialisation merdioh marquage arbitraire des positions de données
dans le systeme a un marquage du régime stationnaimedéaldous savons que des initialisations optimales
asynchrones existent mais les obtenir algorithmiquenasidé run probleme ouvert.

Par le passé, plusieurs personnes ont chercher a optioeisains aspect d'un graphe ou de son exécution.
Nous pouvons citer Laurent Hardouin dont les résultat$ segroupés dans [36] et plus récement Olivier
Marchetti qui dans sa thése [42] cherche lui aussi a msemies ressources de stockage nécessaire a
I'exécution de graphes d’événement.

Les mots binaires infinis balancés sont apparus dans lemuttanathématiques de E. B. Christoffel
[24] et J. Bernouilli [10] , au XVIIF™e et XIX¢™¢ siecles. Des travaux de E. Altman, B. Gaujal [5] les
ont déja appliqués a des questions de routage de pagngedds réseaux. Dans nos travaux nous étudions
spécifiquement leurs propriétés comportementalesdades opérations de rotation (qui correspondent a
des décalages temporels dans la suite des instants ditex@cainsi qu'a des opérations de transposition
élémentaire de type ...10— ...01..., qui correspondent au retard élémentairel("stiune donnée pour
un instant, par controle de flux. Les relations entre cesatpns sont systématiquement explorées, et un
certain nombre de théoremes de structure sont étabdislione partie initiale du présent document. Cette
partie précede les chapitres sur la modélisation, 6arcancement et I'optimisation des Process Networks

dans un contexte de conception LID de SoCs proprement dite.

1.1 Notre approche par I'exemple

Nous allons, dans cette section, utiliser 'exemple de laréid..1 pour introduire les principales étapes
de notre approche. La figure 1.1 présente le bloc diagraranaibnnel abstrait d’'un systeme-sur-puce que
I'on souhaite concevoir.

Les blocs "pré-traitement”, "traitement” et post-traitent” sont des composants IPs que I'on s’est par
exemple procuré chez differents revendeurs, et dont odispose que comme boite noire. En fait, on
suppose qu’'on peut les exécuter a la demande en leur emivayaignal d’activation (leur horloge), et que
leur fonctionnement consomme une valeur sur chaque eatr@&ebut de l'instant et produit une valeur
sur chaque sortie a la fin de I'instant. Les éléements dmanmisation intéressants se trouvent donc sur les
canaux.

De plus, on suppose que la liaison point a point de retogngt les blocs de "post-traitement” et de
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1.1. NOTRE APPROCHE PAR L'EXEMPLE 10

"pré-traitement” souffre d’'un probleme de latence (aitdr sur la figure). Quand une donnée est émise sur
ce canal par le bloc de "post-traitement”, elle est recuégdaloc de "pré-traitement” seulement trois cycles
d’horloge plus tard du fait de la longueur de la connexion.

La resynchronisation du systeme nécessite I'ajout dmrgse (de stockage, d’'ordonnancement) sur les
canaux et autour des composants. Notre approche congistevér un ordonnancement qui minimise la

guantité de ressource de stockage nécessaire.

entréel l_

Pré-
traitement

v

Traitement

Latence de
communication

Pipeline a
p =3

3 étages

LT

Post-
traitement

FiG. 1.1 — Systeme sur puce ayant des problemes de délaisrdawication.

Quand ils sont actifs, les blocs de calculs consomment om jgdir toutes leurs entrées et produisent
un jeton sur chacune de leurs sorties. Le bloc median "treitg” a une structure pipelinée a trois étages
et donc une latence de calcul. On suppose qu’initialemeBkiste exactement une donnée a la sortie
(ou a I'entrée) de chaque bloc de calculs. Que les étagersnédiaires du pipeline du bloc "Traitement”
sont aussi pleins. On considerera également que lesdsrer entrée globale du systeme sont disponibles

exactement quand "Pré-traitement” s’exécute.

1.1.1 Abstraction

Dans notre approche, la fonction exacte calculée par teshile calculs ne nous importe pas, pas plus
que la valeur d'une donnée : seulement sa présence ou senccompte ainsi que le trafic qu’elle génere.
Le systeme de la figure 1.1 est abstrait dans le graphe daute fig2. Les blocs de calculs deviennent des
nceuds de calculs. Les données deviennent des jetons.ure dat liaisons peut varier.

Les informations sur la structure pipelinée du bloc deitéraent” ainsi que sur le délai de communica-
tion sont conservées. Elles deviennent latence de calcuhssociée au nceud "Traitement” et daknce

de communicatioassociée au canal de droite.

1.1.2 Expansion de latences

Pour de nombreuses raisons, il nous sera nécessaire d&pas latences (de calculs comme de com-

munication) pour en exhiber explicitement les differeréiapes, et les positions progressives des jetons lors
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entrée l_
Pré- .3

Traitement

Latence
de calcul

=3
Traitement Latence de

RS B communication

=3
Post- ..ooooaois
Traitement
sortie

FiG. 1.2 — Transformation du systeme de la figure 1.1 en graphe.

des évolutions. Cette expansion se définit simplemerstl@tences sont entieres), et menent au systeme de

la figure 1.3
entrée I

Début ... BN
Traitement K
Etage “.‘ Latence de
Elage ..l ] | J<-=--3 communication
intermédiaire ‘.

Fin o

......... > s
Traitement r

sortie |

FiG. 1.3 — Découpage du pipeline du bloc de traitement en plusielocs et représentation explicite du

délai de communication.

1.1.3 Marked Graph

Si I'on considére maintenant que les canaux entre lesiti@msde calculs peuvent contenir des places
de stockage non bornées pour les jetons, le lecteur avoamaain modele diMarked graphsouvent
présenté comme un sous-ensemble particulidR@geau de Petrou chaque place comporte exactement
une transition entrante et une transition sortante. Ceeteogbt connu pour son absence de conflit et son
déterminisme (si un nceud est exécutable, il le reste jasguqu’il soit exécuté). On notera par ailleurs,
que dans ce modele le nombre de jetons pour tout cycle dingegi constant au cours de I'exécution.

Sous notre hypothese (les entrées globales surviearlardemande- le systéme est considéré clos),
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1.1. NOTRE APPROCHE PAR L'EXEMPLE 12

on peut montrer que I'exécution "au plus tot” des blocs diewls c’est a dire des que les jetons sont
disponibles en entrée mene a un régime de fonctionntgiténltimement périodique”. En d’autres termes,
aprés une phase initiale d’'ajustement, chaque bloc stggésuivant un schéma régulier et répétitif. Ces
résultats sont dus a Carlier, Chretienne dans [14], @ifmés pour le calcul des longueurs de période par
Cohen, Quadrat, Baccelli et al. dans [8]. On peut alorsasgter les schémas d’activations résultant d’'un
ordonnancement "au plus tot” db%arked graphgar des mots binaires infinkspériodiques (ol ens¢™¢
position représente I'activité a I'instahet 0 I'inactivité).

On areprésenté I'ordonnancement des blocs dans la figlitddns notre cas, la partie initiale est vide).
On peut remarquer les phénomeénes suivants généraugétmdes de tous les blocs sont égales, et les mots
contiennent tous le méme nombre H&énommeé périodicité). Ces nombres sont ceux de ladatet du
nombre de jetons présents dans le cycle du graphe le plu®lemote que sur notre exemple, il apparait des
accumulations de jetons sur le canal de gauche. Il faut alpriri prévoir une capacité de bufférisassions
égale a la somme des jetons du cycle pour chacune de cesplac

11111000

11100011

11000111

10001111

FIG. 1.4 — Représentation du systeme comm&tanked Graph Les mots binaires inscrits dans les nceuds
du graphe représentent leur ordonnancement. (Cetteeneade représenter les ordonnancements ne fait pas
partie desMlarked graphelle a été introduite dans [25]).

Nous allons maintenant chercher a raffiner ce modele afinodeer la capacité de chaque place en

dessous de cette borne haute pour obtenir une solutionrimaple sous forme de circuit.

1.1.4 Syskémes insensibles aux latences

La théorie duLatency-Insensitive Desi¢idD) vise a proposer une modélisation au niveau physique
des canaux et de la logique déterminant les instants digian des blocs de calculs IP. Chaque section de
latence élémentaire est "implantée” par iReday-Stationqui au niveau abstrait correspond a une place de
capacit&. La politique d’exécution devient : un bloc peut-étreeuté quand ses données sont disponibles
en entréamais aussiquand ses canaux de sortie I'autorisent (s'il ne sont pasg)le_e Shell-Wrapper

modélise cette politique (Dans la terminologie LID, lesngmsants sont dénommeés "Perles” et donc en-
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1.1. NOTRE APPROCHE PAR L'EXEMPLE 13

capsulées dans une "coquille”).

Cette restriction de capacité implémente de fait un maide contrdle de flux évitant les congestions::
une place avertie d’'un "embouteillage” a sa sortie ne peetta son prédécesseur qu'a I'instant suivant.
D’ou la nécessité d’une seconde cellule de mémoirer@ggistre). A l'instant suivant, elle peut bloquer le
trafic en amont donc une troisieme cellule est inutile. Naans trouvé des exemples ou par propagation
arriere du signal de blocage, des phénomenes patholegjigpparaissent, contredisant certaines conclu-
sions du LID. Sur I'exemple 1.5, le débit du graphe est dealors gu'’il était de5/8 dans leMarked graph
de la figure 1.4. Dans cet exemple, limiter les capacitépliees & réduit le débit du graphe.

FiG. 1.5 — Simulation du fonctionnement du systeme insensitielatences.

1.1.5 Pr-egalisation etégalisation de latences

Quand la difference de débit entre les cycles du grapheda, pour un cycle de fort débit, la seconde
cellule de la station de relais est utilisée par toutes temées en transit, alors le systeme admettrait une
latence supplémentaire a cet endroit. Cette latencéudlle” pourrait ensuite &tre utilisée par le designer,
par exemple pour relaxer des conditions sur les composartmémes, mais ceci sort du cadre de cette
these. La transformation de pré-égalisation consisiuter autant de latence que possible sans pénaliser
le débit global. Les cycles ont alors des débits trésipeeet il ne reste plus que des écarts que nous nom-
merondractionnairesourationnelsentre ces débits. L'étude suivante, de pleine égatisdfractionnaire),
consistera justement a définir un registre partiellertrantsparent qui parfois retarde certaines valeurs d’'un
instant, et parfois les laisse progresser immédiatement.

A nouveau, par calcul d'un ordonnancement statique "autpliison peut déterminer les schémas tem-
porels (des mots binaires infinis ultimement périodiqwetdn lesquels les données doivent étre retenues
ou libérées.

Le graphe de notre exemple dans la figure 1.4 est compos@&igeyldes. Le cycle de gauche formé par
le triple nceud de “traitement” et le cycle de droite formeélpa cing nceuds de calculs et les trois nceuds de

transport. Le cycle de gauche a un débiBda (3 jetons poui3 places). Et le cycle de droite a un débit de
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5/8 (5 jetons poul places). On peut rajouter une place (et un nceud de transiamis)le cycle de gauche
afin de réduire son débit3/4. Ce dernier est toujours supérieur au débit du cycle dieediloa figure 1.6
illustre cette modification.

La conséquence immédiate de cette modification est lerétan débit de graphe de'8 comme on
peut le voir a la longueur et au nombre tdes ordonnancements inscrits dans les nceuds du graphe de la
figure 1.6. De plus, I'ancienne place de gauche est moinsstwaturée.

L'ajout de latence augmente le colt d'implantation, ce egticontraire a notre but. Par contre, celle-
ci permet quasiment a elle seule de resynchroniser le déebkideux cycles du graphe. Ce changement
“semble” améliorer le fonctionnement du systeme. Le @heyd présente le processusgdalisationqui

formalise I'ajout de latence virtuelle comme outils de ragyronisation de graphe.

S

10111001

10011011

FiG. 1.6 — Simulation du fonctionnement du systeme préiggal

1.1.6 Ordonnancement:-périodique balancé

On a vu que l'effet des limitations locales en capacité débisassions était de mieux répartir les oc-
currences respectives @et del dans les mots binaires d’ordonnancement. On a néeanmasepauque de
telles contraintes seules, avec application d’'une gfimi#exécution "au plus tét” des blocs de calculs, ne
menaient malgré tout pas forcément a une solution ofieraallocation de ressources de bufférisassions.
Nous allons donc maintenant prendre I'approche inversgéfinir des types d’ordonnancement par mots
réguliers dit "balancés” (dus a Bernouilli pere [10]ip&hristoffel [24], et étudiés dans le cadre de I'or-
donnancement/ Routage par Altman-Gaujal et al. [5]). Ndloasmontrer maintenant comment (sur notre
exemple) les ordonnancements balancés peuvent étragispt préservés pour décrire un fonctionnement
stationnaire admissible et efficace (i.e. respectantlit dé systeme).

Tout d’abord, on peut supprimer les registres de cap&cité cycle de droite car ils ne sont jamais
utilisés (figure 1.7).

Si on regarde I'ordonnancement des nceuds du graphe sur lessfi.4 et 1.6, on a, pour le noeud

le plus en haut, respectivemelrit1 11000 et 10111001. Ces deux d’ordonnancement alternent des phases
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de travail intensif § a 5 instants d’activités consécutifs) et des phases deheldotale £ a 3 instants
d'inactivités consécutifs). Dans la figure 1.7, on a chéra répartir le plus possible les instants d’activités
et d’inactivités. On a “balancé” 'ordonnancement.

Résultat : le nceud de gauche ne se retrouve jamais blogrigcale ses entrées sont valides parce que
sa place en sortie est pleine. Les ordonnancenimitm@Eset les motshalan@ssont présentés dans le
chapitre 2. En plus de réduire la quantité de places dectt@panécessaires dans un graphe quand ses
nceuds sont ordonnancés en utilisant des ma@ne&s ils permettent aussi de construire un ordonnance-
ment atteignable et optimal quand a la quantité de plaeesagacité& nécessaires. La construction d’'un

ordonnancement difalanc est le sujet du chapitre 6.

01011011

FiG. 1.7 — Simulation du fonctionnement du systeme préiggalvec un ordonnancement balanceé.

1.1.7 Implantation de I'emplacement secondaire de la placge gauche.

L'ajout de la latence sur le canal de gauche n’a pas suffiy@obsoniser totalement les deux branches du
systeme. Il arrive que certains jetons du canal de gaughesentent en entrée du nceud "début traitement”
avec un instant d’'avance. Dans la figure 1.8, durant uneg@é&rquatre jetons arrivent en avance au nceud
"début traitement”. La simulation nous a permis de sa@oguel instant ces jetons arrivent. On a donc
rajouté un élément capable de capturer ces jetons eti@ment eux et de les relacher quand il le faut : le
Registre-FractionnaireLa section 5.2 présente tegistre fractionnairecomme un automate a état fini et

comme un circuit.

1.1.8 Resultat

A partir du graphe de la figure 1.8, on peut revenir a notr&esys initial en ayant résolu le probleme de
latence. On a rajouté trois registres sur le canal de dafitede découper le fil d'interconnexion en section
synchrone. On a ajouté un registre virtuel sur le canal detgapour freiner le débit du cycle. lregistre

fractionnairepermet de gérer les derniéres asynchronies entres leshdaouches du systeme.

Millo Jean-Vivien Ordonnancements Périodiques dans les Réseaux de Rr®cess



1.1. NOTRE APPROCHE PAR L'EXEMPLE 16

Registre
Fractionaire

nb jetons
11010010 'i i;>
®

01011011

01101011

01011011

FiG. 1.8 — Une analyse statique du systeme nous permet delgéadement la resynchronisation de la

branche de droite avec celle de gauche grace a regrgtre fractionnaire

emréel l—D
Registre

Fractionaire Pré-traitement

11010010
Traitement

Post-traitemen

FiG. 1.9 — Le systeme égalisé et réordonnancé est munirggistre fractionnaire afin d’étre implanté. Il

n'a plus de probleme de latence.
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L'étude topologique du systéme nous a permis d’obtergragiution équivalente a la solution historique

(Latency Insensitive Design) mais avec beaucoup moinsss@ueces.

1.2 Plan

Tous nos résultats d’ordonnancement statique reposentngireprésentation explicite des instants
d’activité au moyen de mots infinis binairds-£ Actif ; 0 = Inactif). En conséquence, le chapitre 2 contient
essentiellement des rappels et définitions sur ces mots,aussi des théoremes de structures sur les mots
binaires balancés et leurs réactions a des opérataiges ensuite a des sémantiques d’exécution aux
chapitres suivants (principalement au chapitre 6).

Le chapitre 3 donne un cadre général a la théorie desdRi&sde Processus (Process Netwosks)s
conflits (ou chaque place/canal possede exactement un bloc désoacentrée et en sortie). Les difféerentes
variations possibles sur la nature des canaux, la priserepteale latences et les propriétés de safety/livennes
y sont considérées.

Le chapitre 4 définit la théorie de la conception insemsshix latenced @tency Insensitive DesigriD)
due a L. Carloni et al [15]. Elle I'aborde d’un point de vuestihit, en modélisant sé€&lay-Stationsomme
place de capacit& par exemple.

Les prémices de la théorie du LID, et sa modélisation ayenale composants hardware spécifiques

synchrones ou asynchrones, ont également été coasigar Cortadella, Kishinersky et al [37] comme

”e ”

modeles "synchrones élastiques™.

Le chapitre 5 traite des questions d’égalisation, l&eksptimisation de I'allocation des registres (entiers
et fractionnaires) dédiés a la bufférisassions dasgdémaux dans le cadre d’'un ordonnancement statique
k-périodique. Ces développements sont principalemdrada algorithmique d'un logiciél-Passa décrit
plus tard au chapitre 7. Le chapitre 6 aborde la question diEmyaancements statiques balancés, et de la
présentation d’'un méme patron d’activité pour repnésel’activité de tous les blocs de calculs du systeme.
Il utilise abondamment des résultats théoriques du tteapi

Enfin, le chapitre 7 traite du logicié-Passaet de I'implantation des techniques des chapitres 4 et 5
dans un outil effectif. Les techniques du chapitre 6 ne saatgmcore soumises a implantation.

Le chapitre 8 conclut le document en mentionnant certairstsgopour I'extension de ces travaux, dont

certaines sont déja amorcées (I'extension a des re@ddkec choix internes sur les trafics de données).
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Chapitre 2
Mots binaires infinis periodiques

2.1 Introduction

Nous allons parler de mots binaires infinis périodiques peaguels les occurences@et del sont les
plus espacées possible.(pour un ratio de chaque lettre&)loGes mots seront appeléslan@s Dans la
littérature, les mots d8turni38, 3] sont un exemple de mots balancés infinis et apé&pied. Les mots de
Christoffel[24, 39], eux le sont dans le cas périodique fini ou infini. regs deChristoffelsont maintenant
attribués a Jean Bernouilli [10].

Nous allons définir formellement les mots balancés paislé plusieurs résultats simples mais utiles les
concernant Par exemple, pour un ratio dokren, I'ensemble des mots balancés est I'orbite (I'ensemble
des rotations) du mot dehristoffeldéfini pour le méme ratio. Ce dernier est le plus petit mdéarnee au
sens de 'ordre lexicographique.

Ensuite, nous allons nous intéresser a I'opérationatesposition élémentaire qui consiste a substituer
le motif 10 par le motif01 a une position particuliere du mot. Nous allons étabiie ¢concernant les
mots balancés, pour un certain rakiet n, il existe pour chaque mot un autre mot balancé obtenu par
transposition &lémentaire a partir du précédent.

Ce résultat est essentiel pour construire analytiqueteerifgime permanent d’'un réseau de proces-
sus (graphe d’événemeBt/ent Graph dans la théorie de I'ordonnanceménpériodique, comme c'est le
cas dans le domaine dwftware pipelinninget du Jobshop schedulind-a construction effective de cet
ordonnancement est le theme du chapitre 6 de ce mémoire.

Le but de ce chapitre est de présenter des résultatsnimaires sur les mots balancés. Le premier
théoreme (théoremel) donne la taille et la composi®iiensemble des mots balancés pour une longueur
et un ratio donné. Le second théoréme (théoreme 2x;eror deux opérations définies dans la section
2.4 : La rotation et la transposition. Ces deux théorenéegssitent beaucoup de résultats intermédiaires,

lemmes et autres propriétés présentés dans ce chapitre

18
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2.2 Motivation

Ce travail est motivé par des problématiques en théerfaddonnancemerit-périodique. On considere
un réseau de processus ou les nceuds de calculs sont mitectes par des canaux de communications
qui transportent des données (abstraits comme des jedens) sortie vers I'entrée d’'un autre nceud de
calculs; de plus, I'exécution simultanée de plusieursigd®ale calculs est permise. On peut représenter
I'état d’activité d’un nceud de calculs instant apresansen utilisanfl pour I'activité etO pour I'inactivité.
Cette notation a été définie dans [25]. La séquenceidigicd’'un nceud peut donc étre représentée comme
un mot binaire infini et la collection de ces mots pour tousnesuds nous fournit 'ordonnancement du
systeme.

Bien sr I'ordonnancement, et a fortiori le mot binaira ggmmande I'activation doit se conformer
aux exigences strictes du jeu et de la disponibilité demgtDans plusieurs cas spécifiques, comme les
Marked graphfortement connexes, les techniques d’ordonnancemenetidrim mot binaire ultimement
périodique comme ordonnancement. Mais certains travangernant I'optimisation de ressource, princi-
palement concernant la taille des canaux de communicat@nandent en plus a ce que la répartition des
jetons dans le flot soit la plus réguliere possible. Cecisnmeéne a I'utilisation de mot balancé comme
classe de mot d'ordonnancement.

Un gros avantage a utiliser les mots balancés dans cextentient du fait que contrairement au cas
ou les mots d’ordonnancement sont obtenus par simulationsfruction de I'espace d’état atteignable),

i ci, 'ordonnancement de chaque nceud de calculs est obtemadiere analytique a partir d’un seul. Ceci
nécessite d'utiliser des opérations particulieredessimots infinis périodiques comme la rotation (retarder
tout le monde d’un instant) ou la transposition élémeat@etarder un jeton un instant) et leur interaction

algébrique.

2.3 Réferences bibliographiques

La plupart des résultats présentés dans ce chapitreégnéte publié dans [40]. Gwénaél Richomme a
aussi apporté sa contribution a I'etude des mots bakdehs [50]. La nouveauté de ce chapitre concerne
la relation de transposition présenté a la section 2ouisNallons traiter de I'influence de cette relation sur

les mots balancés a la section 2.6.5.

2.4 Definitions préliminaires

2.4.1 Mots binaires finis et infinis

Notation 1 (Mot binaire) Un mot binaire est uneggjuence finie ou infinie de valeurs binaires (ots).
On noteB = {0,1}, pour booken, B* le mondd libre de mot binaire finiB*™ I'ensemble de mot
binaire fini non videB“ I'ensemble des mots binaires infinis cetst le mot vide.

On noteB*° = B* U BY. 'ensemble des mots bianires finis et infinis
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Pouru € B> on note|u| la longueur deu (avec|u| = oo quandu € B¥).
De neéme, on notéu|; et|uly le nombre d’occurrences de la lettiset O dansu respectivement.
De plus, poun. € B on noterate(u) le rapport|u|, /|u|. On noteB% le sous ensemble d&* formé des
motsu avec|u| = p et|u|; = k.

Pour v € B> on c&finit son conjugéw € B> comme le mot pour lequel les lettréset 1 sont
interchangees. Formellemente = ¢, 0.u = 1. etl.u = 0.7.

Pouri < |u| on noteu(i) Isi‘" lettre dew.
On utilise I'ordre lexicographique sur les mots : Pourv € B, u < v ssidi € N, Vj < i, u(j) = v(j)
soitu(i) = 0 etv(i) = 1 soit|u| = i et|v| > i. Cet ordre est total. Pour tout sous-ensemlde B>, on
notein f(V) etsup(V') respectivement son plus petit et son plus graldnent pour cet ordre.
On utilise aussi I'ordre de g@réedence sur les mots : Pourv € BF, v < vssiVi € [1,k]l,u i >v T
(0w T i donne lindex du'” 1 dansu). Bien €ir, (u < v) = (u < v), mais I'inverse n'est pas vrai :
0110 < 1001 mais0110 et 1001 ne peuvenétre compags par I'ordre de pecddence; la relation de

précédence est un ordre partiel.

Définition 1 (Mot binaire périodique infini) Un mot binaire infinit est ditultimement périodique’il est
de la formeu.v*, avecu € B* etv € BT.

Il est appeé simplemenpériodiquesi en plusy = ¢

Pourt = w.v* un mot ultimementériodique, on appelle sa partieinitiale, v sa partieperiodique |v|; sa
périodicité et|v| sa periode. Onétend aussi la &finition duratepar rate(t) = rate(v), C'est le rapport
de sa jgriodicité sur sa griode. On appelléP, ( respectivemer]P’;) 'ensemble des mots binaires infinis

ultimement priodiques. (Respectivement deripdicitée & et de @riodep).

Contre avis excepté et suivant la tradition de la théasimddulo schedulingon va usuellement appeler

k etp respectivement la périodicité et la période d’un moglm@ infini (ultimement périodique) donné.
Exemple 1. 11.(01101)~ est 3-geriodique avec unegriode 5, il appartient P3.

Notation 2. Pouru € B* etv € B*, u est un sous mot de(nottv C u) si Ju; € B*, us € B> telque

V= Up.u.uUl.

2.4.2 Operations : rotation et transposition

Définition 2 (Rotation unitaire avant)On céfinit la rotation unitaire avanp : B* — B*, commep(e) = ¢,
etVu € BT, Va € B, p(u.a) = a.u.

Remarque 1. La définition est faite de telle maiie que, siu représente I'ordonnancement d'un nceud de

calculs,p(u) est 'ordonnancement du nceud pdgaste en dessous dans le graphe.

Définition 3 (Rotation) Soitu € IB’;. On peut @rérer le groupe cyclique forende toutes les rotations de
u a partir de rotation unitaire. Ce groupe s'appelle I'orbitke«, et est nad O (u).

p(u) = pop"t(u).

P (u) = pP " (u).

p"(w) peutétre notw O n, orw O —n.

Millo Jean-Vivien Ordonnancements Périodiques dans les Réseaux de Rr®cess



2.5. MOTS BINAIRES BALANCES 21

Exemple 2.
p3(11010) = 11010 © 3 = 01011.
p~3(11010) = 11010 © 3 = 10110.

pr(t) = p°(t) =t

Définition 4 (Transposition) Soitu, v € B*. On appellev le transpose unitaire de (ou simplement le
transpose pour faire court dans la suite), 8ot= 7(u), SSiduy, us € B, u = u1.1.0.us €tv = u1.0.1.us.
(ouw = 0.u1.1 etv = 1.u;.0) On peut raffiner la éfinition en une fonction de versv en posant que est
le transpose de selon la position nott v = 7(u, ), 0l = |uy| (OU7 = |uq| + 1).

Remarque 2. La transpositiorélémentaire est faite pour repsenter les effets d’'un retard unitaire d’'un

seul jetona un point doni dans le schma d’ordonnancementiid représente 'activié et0 I'inactivité).

Exemple 3.

7(10101, 3) = 10011.

7(11010, 3) n'est pas éfini.

7(011,3) = 110.

7((10101)%,3) = 10011.(10101)~.
(7(10101, 3))* = (10011)*

2.5 Mots binaires balan@és

2.5.1 [Efinitions et propriétés de base

Nous allons appeler un mot balancé (dans la définition @nduses occurences feet del sont
les plus étalées possible. Cela signifie que deux de sesmsots de méme longueur ont une difference
minimum dans le décompte de chacune de ses lettres. Epriarg chercher a caractériser cette propriété

sur I'expansion finie du générateur d’'un mot périodiqufai. (voir lemme 1).

Définition 5 (Mot binaire balancé)Un mot binaire finiu € B+ est appe? balancési Vv, ¢, deux sous-mots
deu telque|v| = |t/ on a
[loly = [th] < 1.

Exemple 4. Alors quel010010100 est balané&,1010100100 ne I'est pas (parce que n’importe quel sous-
mot de longueub doit contenir exactemer occurrences de la lettr& . La premére moité 10101 en
contient3 et la second0100 seulement).

on noteS’; I'ensemble des mots finis balancés de longyeeircontenank occurrences dé.
De plus, on dit ques € S’; est simple quand et p sont relativement premier. Par extension, un mot
ultimement périodique est dilalan@ si sa partie périodique I'est. (On a choisie la lefingour Smootqui

signifie "lisse” ou "régulier”).
H k p—k
Remarque 3. Siu € 5, w € 55
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On note ici que la définition 5 serait différente si “soustmdeu“” avait &té remplacé par “sous-mots
dew”. Voici un contre-exempley = 10101001 n’est pas balancé alors que, ¢, deux sous-mots de (et
non pasu*’) avec|v| = |t| on al|v|; — |t|]1] < 1.

Cependant, le lemme 1 nous montre que I'on obtient une tiéfirequivalente siii“” est remplacé par

“u?” ouVi € N, p’(u) dans la définition des mots binaires balancés (def 5).

Lemme 1. (1), (2), et (3) sonéquivalents :

Soitu € B*.

(1) u est balané.

(2) Vv, t, deux sous-mots d€ tel quejv| = |¢t| on a||v]; — |t1] < 1.

(3) Vv, t, deux sous-mots @€é(u), Vi € IN tel que|v| = || on allv]; — |t]1| < 1.

Démonstration.(1) = (2) et (1) = (3) se vérifient trivialement : sfjv|; — |¢t|1] < 1 se vérifie pour
n'importe quel couple de sous-mots ¢ avec la méme longueur (voir déf 5), c’est aussi vrai pguou
p'(u).

(2) implique (1) : Pour: € BT, tous les differents sous-mots de avec une longueywp| < |u| sont
présents dang?. Vv sous-mot de:* avec une longueus| > |u|, on av = v;.u™.v, avecv;.vy SOUS-mMots
deu?. De plus,|v|; = |v1.v2]1 + n * [ul1. (n € IN).

(3) implique (2) :¥i € N, siu est un sous-mot de (u), il peut étre réécrit comme = v;.u".v; avec

v1.v9 SOUS-mMot de?. O
Nos résultats principaux du chapitre sont les deux gn@es suivants :
Théoréme 1.k, p, l'ensembles’: est une seule orbit&u, v € $%, $& = O(u) = O(v).

Démonstration.Le fait que, I'orbite compléte de € S’; est incluse danS’;, est évident depuis le lemme
1. L'inclusion inverse nécessite des corollaires et dasies techniques sur la structure profonde des mots
binaires balancés définis dans la suite du chapitre. Liavprest donc reportée dans la section 2.6.2.C1

Le théoreme suivant explique que pour n'importe quel naahceé, il n'existe qu’une seule position
telle que la transposition élémentaire appliquée &ndtoit retourne un mot balancé. De plus, le rank de la

rotation équivalente a cette opération est calculable.

Théoréme 2. Soitk etp € IN mutuellement premier. Il existe € IN,qui peutétre calcué a partir dek et
ptel que :Vu € $, il existeA € [1,p] tel que,r(u, A) € 8k etr(u, A) = p=*(u).

Démonstration.La section 2.7.1 est dédiée au coefficiente fait quer(u, A) € S’; sera demontré a part
dans la section 2.6.5. La deuxieme partie du théorénte,:A) = p®(u) nécessite le lemme présenté dans

la section 2.7.2. En conséquence, la preuveéhdorteme est reportée a la section 2.7.2. O
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2.6 Propriétés structurelles

2.6.1 Construction de mots balanes

Le lemme suivant rend plus explicite le lien entre débit@nbre del dans les sous-mots d’'un mot

balanceé.

Lemme 2. (1) estéequivalent (2).
(1) u € BT estbalancé

(2) Le nombre dé4 dans tout sous-mot de’ de longueut est soit|l x |u|y /|u|] SOit [ * |u|1/|ul].

Démonstration.(2)= (1) : Pouru € B* si le nombre d’occurrence de la letttelans tout sous-mot de”
de longueul est soit|l  |u|1/|u|] SOit [l * |u|1/|ul], onafl = |ul1 /|ul] — |1 * |ul1/|u]] < 1. Doncu est
balancé.

(1)= (2) : Pouru mot binaire balancé (conformément a la définition 5),

Pourl € IN, on considere les mots!, (p(u)), (p?(u)),...(p""I=1(u))". Tous ces mots ont une longueur
|u| * I et contiennenfu|; * [ occurrences de la lettde.

Pouri € [0, p[, nous supposons qu'il existe un sous-mot(déw))! avec une longueur contenant
seulement !  |ul1/|u|| — 1 occurrences de la lettre. Commeu est balancé, les autres sous-mots de
longueur contiennent au moind * |u|; /|u|] occurrences de la lettde. Dans ce cas, le nombre maximum
d’occurrences de la lettiedans(p’ (u))! est|u| = [ * |u|1/|u|| — 1 < 1 *]|u|;. Pour conclure, tout sous-mot
de(p'(u))! contient au moing!l * |u|; /|u|] occurrences de la lettde.

Pouri € [0, p[, nous supposons qu'il existe un sous-mot(d&u))! avec une longueur contenant
[+ |ul1/|u|] + 1 occurrences de la lettre. Commeu est balancé, les autres sous-mots de longueur
contiennent au moinf * |u|1/|u|] occurrences de la lettre. Dans ce cas, le nombre minimum d’occur-
rences de la lettré danst est|u| = [1* |u|1/|u|] + 1 > I x |u|;. Pour conclure, tout sous-mot ¢ (u))"
contient au plusgi = |u|; /|u|] occurrences de la lettte.

O

On peut maintenant fournir un algorithme itératif simp&eabnstruction de mot balancé. Les lemmes
2et 3 sont dus a E. Altman, B. Gaujal and A. Hordijk [5].

Lemme 3(Construction de mot balancéypoitk, p € IN AvecO < k < p. Soitu € B%, Tel quevi € IN

u(i) = [ixk/p] — [(i = 1) k/p]
Alors u est un mot balar& (Tous les autres mots bal@&scpeuvenrgtre obtenus par rotation).

Démonstration.Soitu € B“ un mot binaire généré par I'algorithme du lemme 3.
Soitv un sous-mot de commengcant a I'indice avec une longueur Le nombre d'occurences de la
lettre 1 dansv, noté|v|; est
o]y = S5 i v k/p| — [(i — 1) * k/p|. On peut simplifier I'expression en :
lvh = [(l+z—1)*k/p] = [(x—1) = k/p].
Maintenant on regroupe les deux parties entieres en :
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Uxk/p] <o <|lxk/rp|+1<
[l k/p] <|v|l1 <[lxk/p] Sipne divise pas x k.
Sipdivisel x k, [v|y =lxk/p=[lxk/p|] = [l *k/p] O

Pour un nombre rationnel positiff= k/p < 1, L'algorithme suit la définition arithmétique classique
desmots de ChristoffgR4, 39]. (Originellement dii a Jean Bernoulli, “le p&rqui définit pour la premiére
fois cette classe de mot en 1771 [10]). La définition estiagdle dumot nécanique inrieur qui, associé
avec lemot mecanique sugrieur (w(i) = [i x k/p] — [(i — 1) = k/p]), forment les bases dehéorie des
mots nécaniqueénechanical word theoly[13]. Si ¢ est irrationnelw devient un mot apériodique connu
comme ummot de Sturnfi3g, 3].

Corollaire 1. Soitu € S’; un mot binaire gréré par 'algorithme du lemme 3. = inf(S’;)

Démonstration.Soitv un prefixe de: de longueut.

vy = XL |i*xk/p] — [(i —1)*k/p|. Aprés développement et simplificatiofy; = [xk/p|. Le
nombre del dansv est toujours minimal conformément au lemme 2. |l n’exisas ge mot balancé plus
petit,w est le plus petit. O

Mot balancé non simple Quandk etp ne sont pas relativement premier, tout mot balancé nonlsimp
peut étre décomposé comme une répétition de mot bakimple plus petit. (Leur longueur est relative au

pgcd(k,p)). Le lemme 4 formalise ce résultat.

Lemme 4. Soitk,p € N, 0 < k < p etpged(k,p) = x.

Vu € Sf. Il existev € S’;ﬁ tel queu = v®

Démonstration.Soit¢ un sous-mot de gvec une longueys/x. Le nombre dd danst est :

[(p# k)/(z p)] < [ty < [(p*k)/(x*p)]

k/x < |ty < k/xaveck/z € IN.

[t|y = k/x. u estk/x périodique de période/x. Vi € N u(i + p/x) = u(i). O

2.6.2 Peservation de mots balanes

Si on applique certaines opérations a des mots balalm@sration nous retourne un mot de longueur

ou derate difféerent mais toujours balancé. Nous allons ici étutbecas de I'opération de réduction.

Motifs r éguliers dans les mots balaress Un mot balancé simple est construit a partir de deux motifs
differents en longueur d’exactementOn va appeler ces deux motifg(u) et 7, (u) respectivement] (
pour low(le plus petit) et pour high(le plus grand)).

Lemme 5. Sirate(u) < 1/2, u = uy....u, avecyi, u; € {m(u), 7 (u)} Alors |m(u)| = |p/k] et
|7n (w)] = [p/k] et les deux motifs sont dafs.1.0*.

Sirate(u) > 1/2, u = uj....up—g avecVi, u;, € {m(u),m,(u)} alors |m(u)| = |[p/(p — k)| et
|7n (w)| = [p/(p — k)] et les deux motifs sont dahs.0.1*.
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Remarque : srate(u) = 1/2, u n'est pas simple. De plus, gi= sup(S’;) (resp.u = z‘nf(S’;)),alors

les deux motifa; (u) ety (u) sont dand * .0« (resp.0  .1x).

Si on considére les motifs comme des symboles de base derot(” et1.0" ! au lieu ded et1), le

mot balancé est toujours formé de deux motifs, et ce sdgament

Exemple 5.
u = 10010101001010010101001010010est composdeX = 100etdeY = 10,u = XYY XY XYY XY XY.
Maintenant, si on note = XYY etb = XY, v = ababb. Et encore, si on note: = ab etn = abb,

u =mn.

Dans notre exemple, dans les couplésX), (a,b) et (m,n), la difference de taille entre les deux
élements est dé, de plus le plus grand des deux peut étre obtenu a partifudupetit en répétant son

dernier symbole une fois.

Réduction de mots balanés
On définit une opération qui, a partir d’'un mot balanetourne un autre mot balancé plus court.

Définition 6. R : Py — Pk, p > p/, est une opration qui pour un mot binaire, € P}, supprimer bits
successifs ayant une vale@revant chaque bit ayant la valedr. r est le nombre minimal d@ devant

chaquel dans toutu.
Lemme 6. La fonction de eductionR est une surjection.

Démonstration.Pour unr donng, tout éléement de I'ensemble des ima@ﬁsa au moins un antécédent
dansPk. O

Lemme 7. Soitu € S’;. Siu est balané, la reduction de: est aussi balarie.

Démonstration.Cette propriété a vérifier est équivalente a : Si Buéion deu n’est pas balancée,n’est
pas balancé. On suppose que la réductiom @iéest pas balancée. Il existe deux sous-moé&t v’ de la
réduction des avec une taillé tel que|v|y = |[v'|1 + 2, v(1) = 1,v(]) = 1,v'(1) = 0, etv’(I) = 0. (Cette
prévision peut étre vérifiee en énumérant tous lek cas

Maintenant, si on identifie par et w’, les deux sous-mots de qui deviendront respu et v’ apres
reduction deu. |w|; = |[v|1 = |w'|1 + 2 = [v/|1 + 2 mais la taille dew etw’ est, resp.] + r « |v|; et
I+ 7 (Jv]; —2). w peut étre réécrit comme = x.0” commelx| = [+ r* (Jv|; — 1). etw’ peut aussi étre
réécrit comme”.w' = ' avec|z’| =1 + r x (Jv|; — 1). Donc dans., on a deux sous motsetz’ tel que

|z| = |#'| et|z|, = |2/|1 + 2, u n'est pas balancé. O
Lemme 8. Soitu € S, si |ulo > |ul, aprés 'eduction ulo < |ul; :

Démonstration.Tant queu est balancéy a devant chaqué& au moins|p/k| — 1 bit avec la valeu©
carp = |p/k| * k + reste. reste est le reste de la division euclidienne de par k. Si on supprime
|p/k] — 1 bits avec la valeub devant chaqué , le mot résultant/ € S} On conclut par

k+remainder"

|ujo = reste < |uly = k. O
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Cette derniere preuve éclaire un point important, si opligpe I'opération de réduction a un mot
de I’ensembléﬁ;’;, Le mot résultant appartient%Hp mod k)" Ce résultat sera important dans la section

suivante (2.6.3) pour prouver le théoreme 1

2.6.3 Primalité des orbites

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires alagow théoreme 1
Théoreme 1.Soitu € S’; un mot balané simple. L’ensembl&’; est le groupe cycliqueé&réré par les

rotations deu.

Démonstration.On limite notre étude au cds< p/2, Sinon, l'unicité dépend directement de I'unicité de
0.

Soitu, v deux mots balancés S’;. Si on applique en paralléle I'opération de réductioBf(B) au etv,
on obtient deux mots (ﬁ’gﬂp mod k) (lemme 7). si on prend le conjugué de ces mots, on obtiernd¢s
deS£+r(‘;Odmkod ) (lemme 8).

On note que le reste de la division euclidiennéide (p mod k) par(p mod k) est le méme que le
reste de la division euclidienne depar (p mod k).

Si on se réfere a I'algorithme usuel pour calculer le pdedleux nombres et le fait quecd(k, p) = 1,
si on applique I'opération de réduction, suivie de I'ogt@n du conjugé, un certain nombre de fois, on va

finalement obtenir pous et pourv un mot des?

remainder

(remainder € W). Il existe seulement un mot et
ses rotations contenant un séulvec une tailleemainder. Donc,u etv sont équivalents par rotation]

La figure 2.1 donne I'ensemble (&) et (b)$2.

0010101

0101010 1001010 100100
1010100 317 0100101 (y 2/6
\ 001001 010010
0101001 1010010
Y~
(a) (b)

FIG. 2.1 — L'orbite d’'un mot balancé pour (a)u € $2 and (b)u € $2

Corollaire 2. Sipged(k,p) = 1, |Sk| = p.

Démonstration.Soit u € S’;. On suppose qu'il existé € [1,p], tel queu = pi(u). Dans ce casy =
p**i(u) = ... = p™(u). Sipged(p,i) = 1, u = 1P oru = 0P. Doncpged(k,p) = k = p#ouk = 0 (la
fonctionpged n'est pas définie ef) #. Autrementpged(k,i) = n doncu = v™ et|v|; = k/n. Comme

pged(k,p) = 1, k/n ce n'est pas un nombre entiér. O

Corollaire 3. Sipgcd(k,p) = =, |SE| = p/z.
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Démonstration.Suivant le lemme 4yu € Sk, Jv € SZ;”, tel queu = v”*. Comme|$§;;”| = p/x (théoréme

1), I85] = p/ O

2.6.4 Ordre dans I'ensembles”
Le lemme 9 montre comment f ($%) etsup($%) sont proches. Plus précisementp(S%) = 7(inf($5), p)
Lemme 9. Soitu € BP~2. Soitv = in f($k) Soitw = sup(Sf). siv = 0.u.1 alorsw = 1.1.0.

Démonstration.Soit v’ un préfixe dev = inf(SF) de longueut. [v'|y = [l * k/p]. Soitw un préfixe de
1.u.0 de longueuti. |w|; = |v'|1 + 1. (excepté pout = p ou |w|; = |v']1). Donc|w|, = [l *k/p]. Le

nombre del dansw est toujours maximum tel qu’on le voit dans le lemme 2. Dbac) est Iesup(S’;). O

Lemme 10(symetrie centrale entre sup et inf ﬂ?).
sup(SE)(i) = inf($E)(p + 1 — ).

Démonstration.inf($5)(p+1 —i) = [(p+ 1 —i)k/p] — | (p — i)k/p]

= [ —d)k/p] — [(—i)k/p]

= —[(i —1Dk/p] + [i*k/p]

= [ixk/p] = [(i — 1)k/p]

= sup($%)(i).(lemme 9) O

On peut aussi établir que I'ordre de précédence est cmraptS’;.

Lemme 11(Ordre de précédence éﬁﬁ). Soitu,v € $¥, u < v ouv < v ouu = v. L'ordre de peceédence

est total sur I’ensembl&’;.

Démonstration.Supposons qu’existe, v € S’; qui ne peuvent pas étre comparés par la relation de
précédence. Il existg j € [1,p], tel queu 7 i < v [ ietu 1 57 > v T j. Soitw un sous-mot de: a
l'indice suivantu 1 7 a l'indice juste avant: T j. Soitw’ un sous-mot de commencant et finissant au
méme indice qua dansv. On ajw|; = |w’|; — 2. Maisu etv sont équivalents par rotation (théoréme 1)

doncw etw’ sont tous les deux des sous-motsud dev. Pour conclurey etv ne sont pas balancésd
2.6.5 Transposition

Lemme 12(Transposition danS’;). Yu € $%, 3 tel quer(u,i) € S’;

Démonstration.Soit v € SF,

I'opération de transposition a n'importe quetie w, on obtient un mot plus petit (ordre lexicographique)

on s'intéresse a la rotation dequi estw = z‘nf(S’;). si on applique

qui n'est donc pas balancé. a I'exception du dernier bivdsi on se réfere au lemme 9, on obtient le plus

grand éléement dg” O

Définition 7 (Le bit A). 1l y a seulement un bit dans € S’; ou l'opération de transposition peudtre

appliqué et retourne un mot balaiécCe bit s’appel\ ou A(u).
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Comme on peut le voir dans le lemme 12, le Aitd’'un mot balancé est le dernier bit e‘bef(S’;). A

partir de cette information,on peut retrouver le Aidans n'importe quel élément ($§
Corollaire 4. A(inf($%) © i) = i.
Démonstration.A(inf(SF)) = 0. A(inf(Sh) © i) = i. O

Le lemme suivant indique que le kit n’est jamais au méme indice dans deux rotations diffeedt
méme mot.

Corollaire 5. Vi, j € [1,p], # 7, soitu € $&, A(p*(u)) # A(p? (u))
Démonstration.A(p?(u)) = A(u) +i etA(p/ (u)) = A(u) + j O

Jusqu’a maintenant, la transposition était une relatenmun mot binaire a plusieurs transposés. Main-
tenant, on peut définir une fonction de transposition quicegours appliquée au hik d'un mot balancé et

retourne un et un seul mot balancé.

Définition 8 (). On céfinit 'opération7® : $% — $*. On associé un mot balanéu € S — 7% (u). On
appliquex transpositions successives aux kitsDans sa notation comete, (voir &f 4 pour des étails),
le second argument de la fonctierest I'index dul transpo#. Ici, ce pararatre est toujours I'index du bit

A. On ne le fait plus apparaitre.

Exemple 6.
71(11010) = 10110
72(10101) = 71(01101) = 01011

)
TP (w) = w

La fonction de tranposition est définie sur les mots baarsgulement pour le hit. Mais la relation de
transposition est aussi définie pour les autres bits. Eamighe, si la relation de transposition est appliquée

a n'importe quel autre bit valide que le ki, elle ne retourne jamais de mot balancé.

Propri éte 1(OrdonneS’Z§ en utilisantr). Pouru = sup(S’;), I'ordre global lexicographique et de peedence
$r est:

P Hu) < P72 (u) < P73 (u) < ... < THu) <u

Démonstration.Soit w € S’;, 71 (w) < w (si w nN'est pas le plus petit €élement). Suivant le lemme 11,

comme la difference entre et 7! (w) apparait dans seulement 2 bits (une transposition), les mets se
suivent dans I"ordre lexicographique. O

2.7 Relation entre transposition et rotation

Nous allons maintenant faire la preuve du théoreme 2.r#tessite la définition du coefficienttel
gu’une rotation de rang « d’'un mot balancé retourne le méme mot balancé que laifumde transposition

unitaire.
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2.7.1 Le coefficientx
La définition formelle dex peut sembler contre-intuitive, elle sera justifiée plud.ta

Définition 9 (p~ 1, k=1, ). Soitk, p deux nombres entiers relativement premiet; £ < p. On notep~!
(resp.k~1) l'unique entiertel quéd < p~! < ketp ' xp=1 mod k (resp.0 < k! <petk lxk=1
mod p).
On notea I'unique solution dgla = p~ 1 xp —1)/k,0 < a < p. (e estun entiercap t*xp—1=0
mod k).

Remarque 4. Par congquence, et suivant leébreme de Euler-Fermat, une des solutions égjliation

pxx—kxy=1est,y)=(p ' a). (OUk etpsont les Bmes que dans la definition 9)

Lemme 13. a* (p — k) =1 mod p. En d’autres motsy — k est I'inverse dex mod p.

2.7.2 Relation entre transposition and rotation

Le lemme 14 compare un mot balancé&t sa rotation de rang. Ces deux mots sont les mémes a

I'exception de deux bits consécutifs ou la sequeiicdansu devientl0 dans la rotation de de ranga.

Lemme 14(u O @)).

Soitu € SF. Ji € [1,p] tel quevj € [1,p]/{i,i+1 mod p},
u(j) = u O alj),

u(i) =0,u(i+1 mod p) =1

etu Oa(i)=1,uOali+1 mod p) =0

Démonstration.Soitu € $E.
On va comparet.(i) etu(i — «) pouri € [1,p].
u(i —a) = [(i—a) *k/p| — [(i — 1 —a) * k/p.
u(@) = (@) % k/p) — (i — 1) * k/p).
on remplacev dansu(i — «) par sa valeur et on simplifie :

u(i — ) = | #hE | — | =,

Pourixk € [p—1,k— 1] mod p; u(i —«) = 1.
Pourix k €]p — 1,k — 1] mod p; u(i) = 1.
Pourixk € [k —1,p— 1] mod p; u(i —a) = 0.
Pourix k €]k — 1,p — 1] mod p;u(i) = 0.

Pourixk <>p—1letixk <>k—1,u(i) =u(i—a). Pourixk=p—1,u(i —a) = 1,u(i) = 0 et
pourixk =k —1,u(i —a) =0,u(i) = 1. De plus, si+ k =p—1,donc(i + 1) x k = k — 1, les deux
seuls bits ayant une difféerence sont succesgifs;«) > u. O

Voici le second résultat majeur du chapitre. Dans I'enderdbs mots balancés, I'opération de transpo-

sition est équivalente a I'opération de rotation de rang
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Théoreme 2.

Soitu € $%, onar! (u) = p(u, —a)

Démonstration.Suivant le lemme 14, la difféerence entiec S’; et p(u, —a) intervient dans seulement
deux bits successifs tels que= w;.10.us devientp(u, —a) = u3.01.uz. (OUu = 0.ug.u;.1 devient

p(u, —a) = 1l.ug.uq.0) Suivant le lemme 12, cette opération est équivalensefarictionr! (u). O

2.8 Creation de mots balanés utilisant le coefficienta

Cette section présente un algorithme qui génére un mahb@ en répartissant les lettresous lesa
bits modulop dans le mot. La figure 2.2 l'illustre podk,p) = (3,5) = o = 3.

t

2*3 mod 5

1*3 mod 5
0*3 mod 5

FiG. 2.2 — Algorithme de création de mot balancé utilisamour (k, p) = (3,5) = o = 3.

Lemme 15(Algorithme de création de mot balancé utilisaft Soitm € B*, |m| = p et|m|; = k.
Vi € [0,k — 1]), m(i * & mod p) = 1 et0 pouri € [k, p[

Doncm est balané.

Démonstration.Soitk,p € IN, 0 < k < p etpgced(k,p) = 1. on alepged(p, o) = 1 cara a une inverse
modulop.
la fonction qui associé * «) mod p ai est une bijection de I'ensembje, p — 1] vers[0,p — 1].

NB : —k estI'inverse dex mod p, donc—k*a =1 mod p

Soitw € B* un mot construit suivant I'algorithme 15. Saitin sous-mot d&w commencant & I'indice
n + 1 (n € IN) de longueut. On veut calculer le nombre dedanss.

On associe aif” bitdew, n € IN tel quenxa = i. n est appelé de rang dei). Sile rang: € [0, k—1],
w(i) =1, et 0 sinon.

Lerang du — 1" bitestn’ telquen’ xa =i -1 & n'xa=n*xa+kxa<n' =n+k.
n + x * k est le rang dud — z** bit dew

nizek | natek | estle rang du — o' bit dew raporté entrd0, 1]
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k — p(ntzk | nteek |) est positif si(n + 2 + k) mod p < k et négatif siin + z * k) mod p > k
_ntaxk | ntaxk
S 7 "5 D9 est egale a(i — ).

On peut calculer le nombre dedanss.
sh = 23, [ LD,
Sl = 2y D
Ceci peut étre réécriten ;
|sly = DL, [HlothelemD)] 4 | nkenk
La fin de la preuve est coupée en deux, chaque partie donrteoune & s|; .

Borne inférieure |s|; = Ei:zL"Jr,f*kJ _ Lﬂ“cérfl)J

Aprés développement et simplification, on obtient :
ER ey

so[BE] < sl < [BF] +1

—(n+axk)
|

borne superieure |s|; = E;Zl(*(“k;(mfl))} T

Apres développement et simplification, on obtient ;
_ r=n7 _ r—(ntlxk)

sh = [52] — [

so[™] —1 < [sfy < [

conclusion L%J <|sh < (@] L'algorithme est correct. O
Corollaire 6. Soitu € B, 3'i tel quer(p®u, i) = u. alorsu € Sk.

Démonstration.3!i tel queVj ¢ {i,7 + 1}, u(j) = p*u(y) etu(i) = 0, u(i + 1) = 1, p*u(i) = 1,
pru(i+1) =0.

Commeu(j) = p*u(j), u(j) = u(j —«). Onadonc le 1 dew qui sont répartis tout les bits modulo
p. Conformément au lemme 15 est balancé.

Siu est balancé, = A(p®u) etr(p*u) = p*~*%u = p’u = u (théoreme 2). O

Cet algorithme génére un mot balancé pour une compléri¢aire en fonction de la taille du mot.

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, on définit formellement la notion de métize (originellement appet&nooth dans
nos publications [46, 45]). Puis nous donnons la taille dademble contenant les mots balancés et nous
définissons deux opérations équivalentes : la rotatitenteansposition.

A partir de ces résultats, on va pouvoir regarder leur apptin dans le domaine de 'ordonnancement
statique. Le chapitre 6 explique comment construire umrégpermanent dont 'ordonnancement de tous

les nceuds du graphe est un mot balancé.
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De plus, on va pouvoir prouver que la quantité d’élémeletstockage nécessaire a I'ordonnancement
balancé d'un graphe est minimal comparé au méme grapleduoat les nceuds de calculs ne sont pas

ordonnancés par des mots balancés.
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Chapitre 3

Réseaux de processus concurrents

Dans tout notre travail, nous considérons des variatiotsua d’'un modele générique de Réseaux de
Processus (Process Network ou PN dans la suite). Dans oglerled blocs de calculs (nceuds de calculs)
sont reliés par des canaux directionnels point-a-pbintcalcul s’effectue en consommant une donnée sur
chaque canal d’entrée, pour en produire une sur chaqueixaleasortie. Le modele de base sera donc
assimilé a dedMarked Graph bien connu dans la littérature [26]. Les differentesataons proviennent
d’hypothéses faites sur la capacité de stockage ("he#ésions”) et la nature des canaux, ainsi que sur les
sémantiques d’exécutions (Synchrone, au plus tot,cdspme). De fait, notre travail consiste principale-
ment a étudier comment le passage des modeles asynstaa®s modeles plus synchrones peut se faire
harmonieusement en optimisant les ressources des consexio

Il s'agit donc d’ordonnancement sous contraintes. Il exdds résultats classiques d’ordonnancement
dans ce domaine pour les cas de systeme clos et connexagnggiitent des solutions statiques régulieres.
Néanmoins ceci laisse encore une grande marge de mancangd'@hsemble des solutions, dans les-
guelles nous aurons a construire nos optimisations (gesux antérieurs font a priori I'nypothése de capa-
cité infinie de stockage des canaux).

Nous introduisons notre modele et ses variations dansagted, ainsi que les rappels sur I'ordonnan-
cement statique et ses résultats connus, et enfin destidefnjsur les cycles et leur débit potentiel, etc) qui

nous seront utiles dans les chapitres ultérieurs.

3.1 Marked Event Graphs

Cette section présente notre modele de base. A la sourpetdemodele se trouvent les réseaux de
Petri qui ont &té inventés par Carl Adam Petri en 1962 {43is

Définition 10 (réseau de processud)n réseau de processus est un gragheompog de nceuds de calculs
reliés entre eux par des canaux po@ipoint (les arcs). Formellement, uéseau de processus est une
structureG =< N,C, M > ol

— N estI'ensemble des noeuds du &yst.

33
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— Chan C {N x N} estI'ensemble des canaux du &yse.

— M le marquage dé&- est une fonction d€'han — IN qui & chaque canal lui associe le nombre de

jetons qu'il contient.

En I'absence d’ambigité, le i€seau de processus est afipkeiseau, graphe ou syshe. Létat d’'un
graphe estégal & son marquage. Dans la suite du chapitre, nous parler@mantique dynamique du
graphe. Cette@mantique dynamique consistéaire évoluer uniguement le marquage du graphéwvdlution
dynamique du graphe se fait au travers de &ention de ses nceuds. Plusieurs &led (ou politiques)
d’exécution existent (nous en reparlerons dans la suite) maggégle reste toujours vrai : Pour s’éxuter,

un nceud consomme un jeton sur chacune de sesasngt produit un jeton sur chacune de ses sorties.

La figure 3.1 représente un réseau de processus.

I:lzl———>

—

—

Fic. 3.1 — Exemple d’'un réseau de processus.

Notation 3. SoitG un graphen un noeud du graphe etun canal du graphe.
— en est 'ensemble des arcs entrants dans le neeud
— ne est 'ensemble des arcs sortants du neeud
— ecestle nceud la base de.
— ce est le nceud la téte dec.

M (c) donne le marquage du canalle nombre de jeton sus).

Remarque 5. Le mockle piesengé dans la @finition 10 esttquivalent auMarked GrapfEvent Graph
préseng par Even, Pnueli et al. dans [26]. Dans IM&arked graphs’emplacement de stockage du canal
est explicitement re@sené comme une place. Les jetons sont dedans. La figure 3.2sempte uMarked

graphpour un marquage quelcongue.

FiG. 3.2 — Exemple d'uMarked Graph

Définition 11 (cycle critique et débit) SoitG un graphe, un cyclélementaire dans: est un chemin d’un

nceud vers lui Bme qui ne repasse pas deux fois par &me nceud.
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Au travers de toute é@cution du graphe (c’estdire I'exécution de ses nceuds de calculs), les marquages
successifs f@servent le nombre de jetons dans chaque cycle du graphesigonc un invariant du sysne.
On peut donc éfinir analytiquement le&@bit d’'un cycle comme le ratio entre le nombre de jetons corge
dans le cycle et sa longueur. La longueur d’un cycle é$inik par son nombre de nceuds ou de canaux.

Le cébit du graphe= est cefini commeegal au eébit du cycle le plus lent, tous les cycles ayantébitd
sont appéds critiques.

On dit d’'un nceud ou d’un canal qu'il est critique si un cycléique passe par lui.

Définition 12 (Partie fortement connexelne partie fortement connexe d’un graphe est un sous ensembl
d’'un graphe tel qu'il existe un chemin de n'importe quel paiers n'importe quel autre point. Un graphe
peut contenir plusieurs parties fortement connexes diggsi

Une partie fortement connexe critique est une partie foelentonnexe telle que tous ses nceuds sont

critiques.

La figure 3.3 présente un graphe contenant deux partiesnferit connexes et une critique.

FiGc. 3.3 — Les sous-graphes entourés de pointilles sont déispéortement connexes. Le sous-graphe
entouré d’'une ligne pleine est une partie fortement coaweixique.

La dynamique deMarked Graphadmet généralement des systemes ouverts modéliséepaceuds
de calculs sans canaux entrant ou sortant. Nous nous nebtres a des systemes clos mais dans lesquels
certains nceuds seront distingués comme nceuds de sortlerdted. L'hypothéese faite ici sera que les
entrées sont exactement disponibles aux instants rééeEss I'exécution. Ces instants sont définis par
I'ordonnancement du systeme qui explicite donc les prélitmns sur les entrées et des post-conditions sur
les sorties.

Hypothese 1(Graphe clos) On va supposer dans la suite du manuscrit que le graphe estdésa comme
clos.
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Nos jetons abstraient des données. On consideérera ‘qutalisation une seule donnée au plus est

présente dans chaque canal.

Hypothese 2(Marquage initial) Le marquage initial d’'un graphe est tel que chaque canaliemisoitO
soit1 jeton.

Les définitions suivantes présentent les notions de graph-égalisé et égalisé ou encore respective-
ment IN-égalisé et)-égalisé. Le lien avec les ensemblf¥set QQ peut paraitre flou pour le moment. Il
apparaitra plus clairement aux chapitres 5 puis 6 : on vaadthajouter des latencestieresa un graphe
jusqu‘a obtenir de lui qu’il devienn®¥-égalisé. Puis, on va lui rajouter des latena@gnnelles (permet-
tant de ne pas retarder tous les jetons mais seulement céex qunt besoin) jusqu’a obtenir un graphe

Q-égalisé.

Définition 13 (GraphelN-égalisé ou pré-égaliséBoit G un graphe de @bit &/p. On dit queG estIN-
égali€ si pour tout canal appartenagtla partie fortement connexe d¢ il existe au moins un cycle de
debitj/ltelquej/l > k/p > j/(1+1).

Définition 14 (GrapheQ-égalisé ou égalisé)SoitG un Graphe de @bitk/p. On dit queG estQ-égali
si tous les cycles dé ont ce e&bitk/p.

Dans le chapitre 6, nous allons construire le marquage daphg afin que sa dynamique corresponde
a des critéres d'optimisation que nous expliciterons jéud. Ensuite nous allons devoir comparer ce mar-
quage construit analytiquement avec le marquage initigirdphe. Le but est de montrer que le marquage
construit est accessible a partir du marquage initialrBela nous devons définir la notion de marquages

équipollents qui est une condition nécessaire a ll&taiment de ce résultat.

Définition 15 (Marquages équipollents}Soit G un graphe. SoitM et M’ deux marquages d€'. Les
marquages\! et M’ sont ditéquipollents si quelque soit le cydléconsicere, la somme des jetons sUr
est la néme suivani/ et M.

3.2 Smantique dynamique

3.2.1 Regle d’exécution des nceuds de calculs

Nous présentons ici les variations possibles autour dé&selites politiques d’exécutions qui peuvent
étre associées a notre modele de graphe. On définibdida notion d’exécution simultanée de plusieurs

nceuds de calculs au cours d’'un méme pas global d’exédgfiporrespond a un instant global).

Définition 16 (Nceud exécutable)Un nceudn est dit executable si tous les canaux de contiennent au
moins un jeton.

SoitG un graphe et son marquage. L'ensemble des nceuds@tables du graph& au marquage
M est noé Fi; (F pour firable node).
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Définition 17 (Modéle d’exécution de graphepoitG un graphe ef\/ son marquage initial. Oné&finit un
pas d’execution ou instant d’eéécution comme le passage du marquageau marquagé\/; note M AN M;
tel queN; C F),. Pour chaque nceud dé;, on enkve un jeton dans chacun de ses arcs entrants et on ajoute
un jeton dans chacun de ses arcs sortavitsun canal deGG, M;(c) = M(c) + d(ec) — §(ce). (6(n) =1
ssin € N;, et0 sinon).
L'exécution d'un graphe nétEzec est la succession finie ou infinie des pas/instantsétetions :
Erec=M % ay 22 gy Mo Ny Y ou N, € By,
La définition du modle d’execution est telle que @me si un nceud a plusieurs jetons dans chacun de

ses canaux d’endes, il ne peut s’@cuter qu’une seule fois dans un pas @&eution.

Remarque 6. Soitn un nceud edcutable. Tant que n’est pas e&cug, Ve € en, M(c) > 0. Un nceud
exécutable le reste au moins jus@Lce qu’il soit ecut.

Les diferentes possibilis d’executiongquitables consistent donc juste en des ordonnanceméfétedts
des némes calculs. Exemple : si les nceudset ny sont elcutables, on a trois &cutions possibles
équivalentes :

- M5 My 2 Myina

- M 2 My ™% Myina

— et Myinal

Remarque 7. SoitG un graphe efM son marquage. A partir de ce mélé d’execution, on peut retrouver
differentes politiques d’@&cutions existantes :

— Si pour chaque pas d'égution,|N| = 1 (on execute un seul nceudla fois) on retrouve le made
d’exécution asynchrone historique desseaux de Petri.

— Si pour tout canat, M(c) = 1. On aFy; = T (tous les nceuds sontéeutablesa chaque instant).
De plus, si pour chaque pas d&sution,N = Fj; = T, le marquagel/’ résultant esegala M. On
retrouve ici le moéle d’execution des circuits synchrones dans lequel tous les regisbnt toujours
pleins et tous les nceuds gexitenta tous les instants.

— Si pour chaque pas d’'érution,N = F,, (tous les nceuds egutables sont &cugs), on retrouve le
mockle d’execution dit "au plus dt” (ASAP pour "As Soon As Possible”).

Hypothese 3. Sauf pécision explicite dans la suite du manuscrit, la politiquexécution sera le mazle

"au plus tot”.

Dans [25], les auteurs proposent de représenter I'ordurement des noeuds du graphe comme des
mots binaires ol représente I'activité e I'inactivité.

Définition 18 (Ordonnancement)Soit G un graphe de marquagé/, suivant une excution Exzec =

N N N, N,
My =5 M; =2 My = . =4

M;.... U'ordonnancement d’un nceudnoté O,, est un mot binaire tel
queO,,(i) = 1 sin € N; et0 sinon.
L'ordonnancement d’un graphe est un ensemble de tdillede mots binaires tel que chacun d’eux est

I'ordonnancement d’un nceud du graphe.
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Définition 19 (Ordonnancement balancé}oitO I'ordonnancement d’'un graph€ est appet ordonnan-
cement balang s'il existe un mot binairegriodique balané tel que tous les ordonnancement des nceuds

du graphe sont dans son orbite.

Définition 20 (Marquage balancé)Soit G un graphe O son ordonnancement, ¢ son marquage. SV

est un ordonnancement balan@lors M est apped marquage balari

Définition 21 (Périodicité k-périodicité) L'ordonnancement d’un nceud est Hipériodique s'il existe un
sckema d’execution fini le @crivant.(01101)* est un ordonnancement valide pour un nageriodique
de periodeb.

Le £ qui est le nombre d’instants d’activation paéfode est appél periodicité. Il estéquivalent la
"cyclicité” d’'une matrice dans l'alg@bre (max, plus). Le est la geriode : le nombre d’instants globales
d’exécution entre deugtats identiques.

Le comportement d’'un graphe est dérpdique &-périodique) si le comportement de chacun de ces
nceuds l'est.

Formellement, Soifxzec I'exécution d’un graphe. Le comportement d’'un graphe est-giériodique de
périodep si I'exécution du graphe est de la formé&zec = M M, M il Mitq.... Nivp Miyp = M;

Aprés une phase d'initialisation, deétat M a I’ état M;_,, le graphe entre endgime permanent. |l va
parcourir indéfiniment leetatsM; a M;,—1. Parmi 'ensemble des noeudsexe pendant unegriode

de longeum du régime permanenL(;’;f_le) chacun des nceuds du graphe appakdibis.

Il existe des travaux sur 'ordonnancement périodiqueédeau de processus [47] qui permettent de
calculer le temps moyen entre deux exécutions d’'un prosessalheureusement, ce temps est souvent un
nombre rationnel qui a un intérét certain dans I'ordorme@nent temps réel de processus sur des unités
de calculs car la base de temps est un multiple de la secondéldi par nature. Concernant notre do-
maine d’application : 'ordonnancement de systeme sueplacbase de temps est le cycle d’horloge et est
indivisible par définition. La solution d’ordonnancemepatiodique ne peut donc pas étre retenue.

En revanche, les travaux sur 'ordonnancemniepériodique [14, 8] correspondent parfaitement a notre
domaine d'application car ils prennent I'hypothése qubdae de temps est indivisible. Ainsi la période
d’exécution ne contient plus un seul instant d’activitved’'une durée d’inactivité mais est composée d'une
succession irréguliere d’instants d’'activités et ditiviteés formant un motif qui, lui, se répete régudiment

et indéfiniment.

Propri été 2 (périodicité d’un graphe)La périodep de fonctionnement d’un graphe et donc de tous ses
nceuds estgale au ppcm (plus petit commun multiple) désqres de chaque partie fortement connexe
critique du graphe. La griode de fonctionnement d’'une partie fortement connetiguee esttgale au pged
(plus grand commun diviseur) des longueurs de chaque oyt (e). La eriodicité k£ de fonctionnement
d'un graphe peuétre calcuée en appliquant la Bme formule sur les nombres de jetons de chaque cycle
critique au lieu des longueurs. Elle peut aussiie obtenue en multipliant par le cebit du graphe. X =

p * debit_graphe)

Millo Jean-Vivien Ordonnancements Périodiques dans les Réseaux de Rr®cess



3.2. EMANTIQUE DYNAMIQUE 39

Dans [32] et dans [7], Les auteurs donnent une borne maxienlanohgueur du régime transitoire de

I'exécution "au plus tot” d’'urMarked Graph

Remarque 8. Nous avons pris I'hypo#se plus haut que pour tout canald’un graphe,M(c¢) < 1.
L'implication de cette hypotkse est que leébit de n'importe quel cycle est grieura 1. On peut atteindre
un rythme d’ekcutionégal au ébit du graphe:/p. Sile tebit du grapheetait un nombre sugrieura 1 (le
cycle le plus lent contient plus de jetons que de canaux)ébé de serait pas atteignable dynamiquement
car un nceud ne peut sesuter qu’une seule fois dans un pas @eution. Le rythme d’é&cution du graphe

serait borré par1.

Théoréme 3. Soit G un graphe, soitM et M’ deux marquagegquipollents (def. 15)M et M’ sont

mutuellement accessibles pagextion asynchrone.

Démonstration.Ce résultat est du a J. Desel et J. Esparza dans [31] O

3.2.2 Proprietés

Définition 22 (Liveness) Un graphe est dit vivant si n'importe quel nceud péme eXecu une infinié de

fois.

Définition 23 (Safety) Un graphe est dit&r si chacune de ses canaux contient au maximum un nombre fini
de jetons. Un canal est dit-s0ir si & est une borne s@ieure au nombre de jetons maximum qui transite

simultarement dans le canal. Un graphe estkigir si tous ses canaux le sont.

Propri été 3 (Liveness) Pour qu’un graphe soit vivant, il faut que tous ses cycledieanent au moins un

jeton.

Propri éte 4(Safety) Dans un graphe, le nombre maximum de jetons dans un canade par le nombre
de jetons dans le cycle passant par ce canal. Si plusieutesyassent par ce canal, il est bérpar le

minimum. (Le nombre de jetons par cycles est invariant.)

3.2.3 Retard

Au cours de I'exécution "au plus tot” d’un graphe, il peutiger qu'un nceud ne soit pas exécutable
parce que seulement une partie de ses canaux d’entréésntamt jeton. Lors de ce pas d’exécution, ses
jetons vont rester la ou ils sont. On dit que ces jetonsetitétardés. Une vision plus globale du systeme
permet de voir ces retards comme le moyen pour le graphe gact@®niser ses cycles. Un cycle non
critique aura tendance a prendre de I'avance par rappgretyeles critiques (il est plus rapide) mais au
final, le débit du graphe reste limité par celui de ses ychtiques; il faut donc freiner les cycles non
critiques. Le retard est le moyen naturel pour un cycle daeleatir.

Définition 24 (Retarder) Soit G un graphe,M son marquage et un canal deGG. Dans l'état M, ¢ est
retarde ssiM (c) > 0 etce ¢ F)s (c contient un jeton mais le nceud en sortiecdeest pas eg&cutable) ou

queM (c) > 1 (Au mieux, un seul jeton franchiia, les autres seront retaés).
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Définition 25. SoitG un graphe de marquagk/. Soitc un canal deG On c&finit la fonctionRetard de
Chan x M — IN avecRetard(c, M) = M (c) Sice ¢ Fy et Retard(c, M) = M(c) — 1 sice € Fy;. (Si
ce € Fyr,onaM(c) > 1+ M(c)—1>0).

SoitC un cycle, lasomme des retards subis paf lesnaux de” dans l'étatM estnoé Retard(C, M) =
¥!_, Retard(c;, M) et est appd "retards du cycle”C (c; est un canal d€”).

Propri été 5 (Somme des retards sur un cycle durant une pério8ejt G un graphek-périodique de
périodep. SoitC un cycle appartenaré G de cebitj/l > k/p. SoitExec I'exécution "au plus 6t” de G.
Exec est donc une écutionk-périodique de griodep car G I'est.

La somme des retards subie par les canaux appartenant aa €ydurant une griode ) d’exécution

du régime permanent de I'égution de est noér et estegaledr = j«xp — [ x k.

Démonstration.Si les nceuds du cycl@ s’exécutent indépendamment du reste du graphe, a clivesjanat
j noeuds sont exécutables. $unstant, on @ * j nceuds qui se sont exécutés.

En régime permanent, durant une période, chaque noeGdstexécutek fois. On al x k nceuds d&”
qui se sont exécutés.

La differencej * p — [ * k entre le nombre maximum d’exécution dans le cy¢lé = ;) et le nombre
d’exécution réellei(x k) dans ce méme cycle est le nombre de retasdbi par les canaux d& durant une
période. O

3.3 Modele avec latence

Dans le modele de base, les jetons sont consommés audiebinstant et produit a la fin du méme
instant. lls sont disponibles pour de nouveaux calculs agh@in instant global. Le modéle se comporte
donc comme si les calculs étaient instantanés et lespoatssdans les canaux avaient une durée unitaire.
On introduit maintenant un modele ou les nceuds de calomge les canaux de communication peuvent

avoir des latences entieres distinctes.

Définition 26 (graphe pondéré)C’est un graphe dans lequel on associe aux nceuds et aux camaux
latence. Celle-ci re@¥rsentant le temps que met un jetoparcourir I'élément. Elle s’exprime en nombre
d’instant d’exécution. Formellement, un graphe pdné est une structure G, L., L; > ou

— G estun Eseau de processus

— L. estun vecteur qui assocéechaque nceud sa latence de calcul.

— L, est un vecteur qui associechaque canal sa latence de transport.
Dans un soucis de lisibift, seulement les latences de communicatio@réifites de 1 et les latences de
calcul differentes de 0 apparaissent sur le graphe. 1 et 0 sont les \sfmrdEfaut resp. des latences de

communication et de calculs.

La figure 3.4 représente un graphe pondéré.

Dans un premier temps, nous allons traiter le cas ou lesdasede canaux sont au moins de 1.
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FiG. 3.4 — Exemple d’'un graphe pondéré.

Définition 27 (Expansion d’un graphe pondéré en un non pondée)tG un graphe ponéré. Pour tout
canal ayant une latence de transport deon la remplace par une succession:deanaux "classiques”
(ayant une latence) intercales den — 1 noeuds instantd@s (ayant une latend®. pour tout nceud ayant une
latence de calcul deq, on la remplace parn + 1 nceuds instantds intercaés dem canaux classiques. La
latence de calcul se transforme, en un sens, en une latericardgport dans I'unié de calculs elle-dme.

Le graphe ésultant est un graphe non pdmé ayant le dme comportement temporel que légedent.

Lafigure 3.5 illustre les transformations permettant ds@ad’'un graphe avec latence a un graphe sans
latence.

Latence v Latence de
il de calcul é communication

M =2 v =3

! l?

s

v %

(a (b

Fic. 3.5 — (a) Transformation d’un nceud avec une latence deladéc en une succession de nosuds
instantanés. (b) Transformation d’'un canal avec une ¢a&tele communication d&en une succession de

canaux "classiques”.

Remarque 9. Le mocekle d’'execution d’'un graphe avec latence est difficilement éspntablea cause
justement des latences : quand un jeton arrive dans un camalbconsomépar un nceud, il n’est pas
utilisable ou disponibleé 'instant suivant. De plus, la notion de latence ne prendsdas que pour une
politique d’excution "au plus dt".

L’expansion de la &finition 27 permet de repsenter une latence comme le franchissement d’'un noeud
explicite (apped nceud de transport en opposition aux nceuds de calculs)raepde visualiser la progres-
sion d'un jetorma I'intérieur d’un nceud ou d'un arc avec latence. Le mledd’excution d’'un graphe avec

latence est le made d’exécution de la éfinition 17 appligé a I'expansion du graphe.
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Considérons maintenant le cas plus complexe ou on aetdes latences nulles pour les canaux. Nous
considérons dans notre étude que tous les nceuds et cateterce respectivement supérieurs a 0 et 1 ont
subi I'expansion de la def. 27. Si une donnée arrive sur malcalatence nulle, elle peut potentiellement
étre utilisée par le nceud en sortie du canal dans le méstemnita La politique d’exécution définie dans la
def. 17 ne nous permet pas de prendre en compte cette plassitdir le nceud en sortie du canal a latence
nulle ne sera exécuté, suivant cette politique, quistant suivant.

Nous devons raffiner cette sémantique pour autoriseetetdén en cascade de nceuds dépendants de
canaux a latence instantanée avant ou apres |'ex@cdidaitres nceuds dépendants de canaux a latence 1.

Définition 28 (Modele d’exécution dans un graphe a canal a latende)nu$oit G un graphe contenant
des canaux latence nulle ef\/, son marquageF,, est I'ensemble des nceud€entables au marquage
M. F}, est'ensemble des nceuds gécessite un jeton uniquement sur les canaux déitlatence nulle
pour devenir egcutable pour le marquag®/. On cefinit le pas d’ekcution dans un graphe contenant des
canauxa latence nulle, du marquagk/, au marquageM,,, comme une succession de pas é@xion
classiqueM My M;... 2, M;... B, M,,.

AvecN; C Far, U (Fy, N Far,).

Fy, estl'ensemble des nceudéentables au marquag®ly. (Fas, N Fy ) représente I'ensemble des
nceuds qui@pendent d'un canal latence nulle pour devenir égutable et qui le sont dansgtat M;.

De I'etat M, ¥ état M,,, chaque nceud ne peut exater au maximum qu’une fois.

A partir du moment ou le graphe autorise des canaux a latenite, il se pose le probleme des cycles a
latence nulle (formé uniquement d’arc et de nceud a latenlte). Un pas d’exécution tel que définit dans
la def 28 est susceptible d’exécuter une infinité de fas@uds de ce cycle. On peut faire le parallele entre
ce probleme et le probleme des cycles combinatoires @snaificuits €lectroniques. On va supposer que
les circuits que I'on abstrait edarked graphn’ont pas de cycle combinatoire. On peut donc limiter notre

étude au graphe n’ayant pas de cycle a latence nulle.

3.4 Modele avec capaci de stockage borg

Dans le modéle de base, les canaux contiennent une plaagaait illimitée pour le stockage des
jetons. Nous allons maintenant vouloir limiter la capadi€ ces canaux. Cela est difféerent de la notion de

k-sQreté. Ici, la capacité modifie le comportement duésyst afin de se faire respecter.

Définition 29 (graphe a capacite)C’'est un graphesans latencedans lequel on associ chaque canal
le nombre maximum de jetons qu’elle peut contenir. Formediat, un graph@ capacié est une structure
<G,C >ou
— G estun Eseau de processus.
— Capa est un vecteur qui associechaque canal sa capaéit le nombre maximum de jetons qu'il
peut contenir.

Usuellement, seules les cap&diffinies apparaissent sur le graphe. Pé&falit, une capadest infinie.

La figure 3.6 représente un graphe a capacité.
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FiG. 3.6 — Exemple d’un graphe a capacité.

Définition 30 (Nceud exécutable dans un graphe avec capadit@)nceud. est dit elecutable si tous les
canaux desn contiennent au moins un jeton et que pour tous les canaxe : M (c) < Capa(c).
SoitG un graphea capacié etM son marquage. L'ensemble des nceuésetables du graph@ selon

le marquage\/ est noé F;"*.

Remarque 10. Le moele d’execution d’'un graphé capacié est le rBme que dans la&inition 17a

condition de substitueF; par F;;"* comme éfini dans la éfinition 30.

Définition 31 (Expansion d’un graphe avec capacité en un sans capa8ié)~ un graphea capacié. Soit
¢ € L un canala capacié k contenant initialement jetons. On ajoute au syshe un canat’ contenant
k — n jetons tel quesc’ = ce etc’e = ec. On ciee un cycle for@parc — ce — ¢’ — e dans lequel le
nombre de jetons est de+ n — k = k. Le nombre de jetons par cydiant invariant [26], le canat ne

contiendra jamais plus de jetons.

capacité
=3 e

FiIG. 3.7 — Transformation d’un canal de capadité- 3 contenant. = 1 jeton initial en deux canaux sans

capacité contenamt = 1 jeton etk — n = 2 jetons formant un cycle.

Remarque 11. L'ensembleF); des nceuds éxutables au marquagk/ dans I'expansion d’'un grapha
capacié G estégala I'ensembleF;;/** de G. Donc le moéle d’execution de I'expansion d’'un graptée

capacit est celui éfini dans la éf. 17

3.4.1 [ebit de graphe avec capacé

On peut montrer que quand tous les canaux ont une capacitéoius de 2, il est toujours possible
d’'alimenter les calculs vers I'aval avec des jetons au méihene que sans capacités (les embouteillages ne
causent pas de retard en aval). Dans les travaux suatéscy Insensitive Desigat aussi dans nos travaux

antérieurs, nous avons fait I'hypothése implicite que leseaux pouvaient opérer au débit du systeme
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sans capacité. Cela se révele faux comme le démongenidis exemples de cette section pour lesquels
I'introduction de capacité crée des nouveaux cycles lgluts que le cyle critique du graphe sans capacité.
Dans la figure 3.8, le graphe dessiné en ligne pleine est aséngle deux cycles : celui de gauche de
débit8/9 et celui de droite de débit/9. En absence de capacité sur les canaux, le débit du grapthe ¢9.
Si on limite les capacités des canauX, & débit du graphe tombe3{4. Les arcs en pointillé représentent
la transformation des canaux a capacité de gauche enxanzapacité non borné comme défini dans la
propriété 31. on voit apparaitre un cycle de d&hit qui passe par les canaux en pointillé puis par les
canaux de droite. Ce cycle limite le débit.

6 jetons
7 latences

A 4

> T

FiG. 3.8 — Le graphe a un débit inférieur a son débit maxinducause des capacités.

Dans la figure 3.9, le méme cas de figure se représente,ifileedce que les canaux de gauche ne
sont pas tous pleins. Cela montre que ce comportement nemrenpas seulement les graphes dont le
débit s’approche dé. Les conditions sur le graphe qui méne a ce type de compertesont ailleurs.
Malheureusement, nous avons découvert ce problemeardpbur que sa résolution apparaisse dans ce
manuscrit. En revanche, les chapitres suivants seronacoesa I'étude d’un probleme proche de celui-la.

Nous allons chercher a limiter au maximum la capacité theeg sans que cela n’affecte le débit du graphe.

23 jetons C>

25 latences

FiG. 3.9 — Le graphe a un débit inférieur a son débit maxinaucause des capacités.

Dans [18], les auteurs de la théorie du LID prétendent gu&bit d’un systeme LID est égal au débit de
son cycle le plus lent. Ce n’est pas toujours le cas. La liinitedes capacités a deux peut créer des cycles
plus lents que le critique qui réduisent encore le débigidphe. De méme, eux comme nous prétendions
que le débit d'un DAG (graphe acyclique) est toujours dedlalssi, la limitation des capacités des places
a deux peut créer des cycles non pleins comme c’est le cedaéigure 3.10, il apparait un cycle de débit
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3/4 réduisant le débit.

FiG. 3.10 — Limiter la capacité des places d’'un DAG fait appeeain cycle de débit/4. Ce cycle réduit
le débit du DAG.

3.4.2 Capacit instantarée

Dans un canal a capacité, quand le nombre de jetons daasdt atteint la capacité, on ne peut pas
exécuter le nceud entrant. On doit d’abord exécuter le remiant pour pouvoir, a I'instant suivant, le faire.
Nous allons définir ici un nouveau type de capacité dittangané” qui se comporte comme une place a
capacité classique tant que sa capacité n’est pas attemis qui autorise, quand sa capacité est atteinte,
a exécutewc a condition d’exécuter ausse. (Ce type de canal permetea de réagir instantanément a
I'exécution dece, d’'ou le terme "instantané”). Ce type de comportementespond exactement au com-
portement de I'implémentation d’un canal tel que nousrallle faire dans les chapitres 5 et 6.

Pour obtenir ce comportement, un canal a capacité irsstantest expandu de la méme maniére qu’un
canal a capacité classique (def. 31) excepté que le clnadtour ajouté a une laten@ela figure 3.11

montre un exemple de ce type de canal.

Définition 32 (Expansion d’un graphe a capacités instantané®sijt G un graphe contenant des canaux
ayant une capadi instantage. Chacun des canawayant une capadd instantag&ecapa et contenant
jetons peugtre remplaé par un canal sans capaéitontenant jetons auquel on ajoute un autre canal de
ce versec de latence nulle et contenantpa — i jetons.

Remarque 12. Un graphea capacié instantage peut don@&tre expandu en un graphe sans capacit
contenant des canawxlatence instantaie. Il peutre ordonnange en utilisant le modéle d’execution "au
plus Bt” de la définition 28.

Remarque 13. Quand on expand un canala capacié instanta@e, on cee un cycle for@ dec et du
canal ajoué. Le dbit de ce cycle estgala la capacié dec divisée par la latence du cyclel. Comme la
capacit dec est d’au moind, le cycle, qui a donc unébit> 1 ne peut jamais ralentir le sy&sne.

Remarque 14. Si tous les canaux d’un cycle ont une cap@ditstantaiee, leur expansion ée un cycle
de latence nulle. Ce nouveau cycle ne posera pas de&rabt’ekcution infinie car il est limé par les

autres cycles du graphe.
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a) b)

FiGc. 3.11 — a) Un canal a capacité instantanée b) son éguitvphr I'expansion de la def. 32, ¢) un pas
d’exécution représenté par les fleches grises et dpos@en 4 étapes.

Remarque 15. Le fait de fixer une capadtinstanta&ecapa sur un canak risque de limiter le ébit du
graphe seulement si I'écution "au plus &t du méme graphe sans capa&isur ¢ nécessite de stocker
dansc un nombre de jetongtel quej > capa.

Si la capacié d’'un canal est suffisanteapa > j, I'exécution desc ne cependra jamais de &tat dec
mais seulement de la@sence de jeton dans les canaux d’éafrdesc (dans le cas © M (¢) = capa, Soit

ec n'est pas e&cutable soibc etce sont eecutables).

3.5 Conclusion

Maintenant que les modeles et les notions de base autouégeaux de processus sont présentés,
nous allons pouvoir développer les théories de ce maitulserchapitre 5 sur I'égalisation repose exclu-
sivement sur les définitions de cette section. Le chapittédgssite autant les résultats du chapitre 2 que
ceux de ce chapitre. L'étude du Latency-Insensitive Dredians le chapitre 4 ne nécessite aucune des no-
tions présentées dans ce chapitre car I'approche dusmijitit par la description des élements de micro
électronique nécessaires a la théorie. Le fait qu'wstésype LID ne soit rien de plus qu’un graphe ou tous
les canaux ont une capacité 2let pour lequel la politique d’exécution est "au plus toditdse lire entre

les lignes de la description pratique de la théorie.
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Chapitre 4

Conception insensible aux latences
(LID)

Cette section contient une étude compléte de la théerla donception insensible aux latences (LID :
Latency Insensitive Design). Nous allons d’abord préselat théorie originelle dans la section 4.1 puis
nous nous intéresserons a notre contribution propreldasestion 4.2. Ensuite,nous passerons en revue les
travaux de la communauté inspirés par cette théorie ldasection 4.3.

Lathéorie du LID répond aux problemes des latences sdil¢ed’interconnections et de la réutilisation
des IPs (Intellectual Property : Bloc fonctionnel de miéteetronique propriétaire). Nous allons nous y
intéresser comme le point de base de notre approche. gihexiil y avait les problemes d'interconnection
et de réutilisation. Puis il y a eu le LID et ensuite, nousra/oherché a améliorer le LID. Notre solution
finale (chapitre 6) s’en €éloigne sensiblement, mais le ld&te le point de base de notre réflexion.

4.1 Lathéorie du "Latency Insensitive Design” (LID)

Cette section présente la théorie de la conception iitdenaux latencesl@tency Insensitive de-
sign) telle qu’elle a été imaginée par ses auteurs : Luca Ro@aiKenneth L. McMillan, and Alberto
L. Sangiovanni-Vincentelli. Cette théorie a été pablpour la premiére fois en 1999 dans [17], elle a en-
suite été étayée et complétée par ses auteurs grdlasieurs publications [15, 16, 18, 19]. Il est a noter que
la premiére publication s'évertue a prouver I'équarate fonctionnelle entre un circuit idéal synchrone et
un circuit insensible aux latences. Par fonctionnelle darhque pour les mémes valeurs en entrée, on ob-
tient bien les mémes valeurs en sortie, dans le méme aelnéle timing change. Alors que le circuit idéal
synchrone consomme un jeu d’entrée et produit un jeu deesotbus les instants, dans le circuit insensible
aux latences, il arrive que certains instants ne soientgragionnés par une consommation d’entrée ou une
production de sortie. Le circuit insensible aux latenceégieac plus lent que son idéal synchrone qui lui
peut &tre irréalisable physiquement, di justement aaklpmes de latences.

a7
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4.1.1 Les probBmes de conception

La théorie de LID permet de résoudre deux problemes deemiion. Le premier est apparu avec
les avancées technologiques en matiere de miniatunisde circuit intégré et de 'augmentation de la
frequence des horloges qui séquencent ces circuitst [&'@sobleme des latences sur les fils d’'intercon-
nexions déja présenté précédemment. Un systenqauserest un ensemble de blocs fonctionnels qui com-
muniquent entre eux. Un signal qui est émis par un bloc n&lpdemps de se propager jusqu’au bloc
destination avant que le coup d’horloge suivant n’arrive valeur qui est récupérée en entrée du bloc de
réception n’est donc pas la bonne.

Le second probléme est lui aussi apparu avec les avare#remlogiques en matiere de miniaturisation
de circuit intégré mais ce n’en est pas la cause. Avec Igrpsy on peut mettre de plus en plus de choses
sur une puce, alors qu’il y a 20 ans le bloc de base était tesistor, il est devenu la porte logique, puis
le registre. Aujourd’hui, on aimerait passer a |'étap&aunte qui consisterait a considérer comme bloc de
base des unités fonctionnelles formées d'un ensemblegistres et de logiques combinatoires et donc
de pouvoir réutiliser ces unités fonctionnelles d’'uneeaption de puce a une autre. Malheureusement, a
chaque conception de puce, il faut vérifier que le pireidfdgropagation entre deux registres d’'un méme
bloc ne soit pas plus grand que la période de I'horlogeull fagarder a I'intérieur des unités fonctionnelles

et donc casser leur atomicité.

4.1.2 Presentation gnérale

La théorie du LID consiste a envelopper chacun des blodsade de notre systéme sur puce par une
interface : leShell-Wrappeicapable de gérer ses entrées/sorties et son fonctiomtebgebloc de base
devient donc un ensemble de registre et de logique comiieat que le temps de propagation d’'un
signal sur son chemin le plus long ne dépasse pas la p&mdtborloge. Il est a noter que les structures
pipelinées sont considérées comme bloc de base.

Etant donné que le bloc de base est entierement comgdl&on interface, I&hell-Wrapperil est
possible que celle-ci ne lui transmette pas le signal ddg®l Dans ce cas, I'état interne du bloc de base
doit rester le méme. SiI'absence du signal d’horloge medi&tat interne d’un bloc, il n’est pas compatible
avec la théorie du LID. S'il respecte cette contrainte, @ndtin bloc de base qu’il est patienpdtient
process.

Un bloc de base est tel qu’a chaque fois qu'il regoit un cdinrloge, il consomme une donnée sur
chacune de ses entrées et produit une donnée sur chacses derties. Un fil d’interconnexion est une
liaison point a point, il a une et une seule source et unegratination.

La figure 4.1 nous montre les transformations qui sont appsera (a) un systeme synchrone avec un

probleme de délai d’'interconnexion afin de devenir (b) yst&me insensible aux latences.

4.1.3 Shell-Wrapper

Le Shell-Wrappeest une interface entre un bloc fonctionnel (bloc de bas®sssignaux d’entrée/sortie

(y compris I'horloge du systeme). Il a pour mission de stwdks valeurs qui arrivent sur les entrées, puis,
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Entrée
) IP
synchrone *
P Sortie
synchrone )
Latence = 2 T
P
synchrone
a)
Controdle
K Données
:" Back Pressure
-
Shell-Wrapper 'l' >
, . .7
Entrée Channel ,’ .-°
—_ ) P e
synchrone *
| a Shell-Wrapper

P Sortie

synchrone _)

P
synchrone I Relay- Relay-
Station * Station

Shell-Wrapper

b)

FiG. 4.1 — Transformation (a) d’'un systeme synchrone avec dagsgmes de délai d’'interconnexion en (b)

un systeme insensible aux latences.
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une fois que chaque entrée a sa valeur, de les propager @aJ#o le signal d’horloge afin de le faire
travailler. En I'absence d’entrée valide, le signal dlbge n’est pas propagé. [Shell-Wrappedoit ensuite
stocker les valeurs produites sur les sorties puis les geopen aval. Le bloc fonctionnel est appelé perle
(Pearl) car il est entouré d’'une coquille, d’'un coquillage. gkel).

Le Shell-Wrappedoit s’assurer qu'aucune valeur n’est perdue en entréeraen sortie. Pour cela,
une fois qu'il a recu une valeur sur une de ses entréesydieun signal a I'elementhell-Wrappeiou
Relay-Statiohqui lui a transmis la donnée pour bloquer sa productionatsée jusqu’a ce que toutes les
autres entrées dshell-Wrappercontiennent une donnée et qu’elles soient transmiseparla. Une fois
les buffers d’entrées dBhell-Wrapperidés, il Ieve les signaux de blocage et recommence aael des
données. Concernant ses sorties, une fois qu’elles émgrétuites par la perle, il ne peut les transmettre
que si le destinataire est prét a les recevoir. Si le dastire lui envoie un signal de blocage, il ne peut
rien transmettre et comme ses buffer de sortie sont pldiest bbligé d’empécher sa perle de travailler
sinon les données produites par sa perle seraient perdugsralraient écraser les données actuellement
présentes dans le buffer de sortie. Par contre, si le @aitia ne lui envoie pas de signal de blocage, il peut

transmettre ses données et attendre que la perle en mathasouvelles.

4.1.4 Relay-Station

La Relay-Statiorpermet de découper un fil d’'interconnexion sur lequel lepemie propagation est
supérieur a la période de I'horloge en un ensemble d@ssciuccessives sur lesquelles la propagation est
correcte : Le temps de propagation d’un bout a l'autre deetdien est inférieur ou égal a la période de
I'horloge. Grace a cela, I'hypothése synchrone estenrée. Une donnée qui transite sur le fil d’intercon-
nexion est donc transmise Belay-Statioren Relay-StationLe rdle principal de l&Relay-Statiorest donc
de recevoir, stocker puis réémettre une donnée. De faisert de borne a la propagation des signaux sur
un instant, c’est a dire qu’un signal €mis en amont deday-Statiome peut pas étre transmis en aval dans
le méme instant.

De méme que I8hell-Wrapperla Relay-Statiomoit s’assurer qu’aucune valeur n’est perdue. Elle émet
un signal seulement si le destinataire ne lui transmet pagdal de blocage. Dans le cas ou effectivement,
le destinataire envoie un signal de blocag& dday-Statiomloit étre préte a accueillir une deuxieme donnée
qui lui aurait été transmise par son prédécesseur.drdre; a partir de I'instant suivant, elle transmettra a
son tour le signal de blocage a son prédécesseur et agdusgque la plus vieille des deux données qu’elle

contient soit transmise.

415 Channel

En lisant la description dShell-Wrapperet de laRelay-Stationil apparait que le trafic entre deux
éléments du systeme est composé des signaux suivants :

— Les données vont de I'émetteur au récepteur.

— Un signal parallele aux données indiquant au récepéeprésence de ces données. (la validité du

signal recu sur le fil de donnée)
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— Le signal de blocage allant du récepteur vers I'émetteur lui signifier I'incapacité de recevoir une
donnée.
Ce qui était un simple fil d’interconnexion dans le circudiéal synchrone est maintenant un canal de
communication bilatérale (deux fils dans le sens émetéezepteur, un dans I'autre) appeléhannel

4.1.6 Protocole de etroaction (Back-Pressure Protocol)

Le Shell-Wrappeet laRelay-Statiorassurent qu'aucune donnée n’est perdue. Pour cela, litentile
signal de blocage. Chacun des éléments du systeme esnsfRelay-Statiorsoit une perle entourée de
sonShell-Wrapperle tout relié par urchannel On a donc un protocole de communication répartie, géré
par ces trois éléments, qui est régi par les deux regigarstes :

— Un éléement n'émet pas de donnée s'il recoit un sigedidcage.

— Un élément plein émet un signal de blocage.

Ce protocole basé sur I'envoi d'un signal de rétroactistre@peléback-pressure Protocol

4.1.7 Proprietés de correction

Quand on analyse le fonctionnement d’un circuit insensabbe latences, on se rend compte que deux
propriétés doivent étre respectées pour garantir tefboctionnement du systeme.

Si le circuit contient des cycles, il faut qu'a l'initialiion du circuit au moins une donnée valide soit
chargée dans un élément de chaque cycle. Si un cycledestasicun deShell-Wrappergu'il contient ne
pourra faire marcher sa perle car il manquera toujours utréerCette propriété est a mettre en parallele
avec la propriété de vivacitéifenes$ définie exactement de la méme maniere dandMasked Event
Graph

Le protocole de rétroaction est implanté dans tout leudigrace a la présence &hell-Wrappeet de
Relay-StationMais qu’en est-il des extrémités du circuit? ses eisfgaties ? Si un circuit insensible aux
latences est interconnecté a un autre type de circuépil que le bloc en aval soit capable de détecter les
instants ou notre circuit produit un jeu de données valid®us important, pour notre systéme, s'il y a un
ralentissement dans notre circuit et que le signal de bcagionte jusqu’a I'entrée globale du systeme,
il ne faut surtout pas que le circuit en amont envoie une denii’doit comprendre la situation et réagir
correctement. |l serait intéressant d'étudier quelsanémes il faut mettre en place pour assurer le bon
fonctionnement d’un circuit insensible aux latences dansysteme plus grand. Une piste possible serait
de placer un buffer d’'interconnexion servant d’interfantr@le circuit lid et son entourage. Puis de vérifier
certaines conditions sur les débits de production et des@omation de données afin de s’assurer que le
buffer d’entrée n’est jamais plein et que le buffer de gontest jamais vide. Nous avons brievement étudié

ce probleme dans [43]
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4.2 Formal Latency Insensitive Design

Cette section présente le travail que nous avons réaliska modélisation formelle des éléments de la
théorie des systemes insensibles aux latences. IleEemodélisation formelle des deux éléments de la
théorie : laRelay-Statioret le Shell-WrapperCes résultats sont détailles dans [44] et [46].

Notre approche utilise les langages synchrones [9] comnyemade définir formellement les éléments
qui composent la théorie duD. Ensuite, nous avons vérifié les hypotheses de fonatioremt de la théorie

duLID sur notre implantation.

4.2.1 Description formelle de laRelay-Station(RS)

La figure 4.2 présente l'interface deRalay-Stationelle est composée de deux signaux d’entrées et de
deux signaux de sorties. La terminologie des signaux ast ids travail du M. R. Casu dans [20].

— Le signal d’entré®al_in prévient la RS de la présence d’une donnée en entrée.

— Le signal de sortigal_outest émis par la RS en méme temps qu’une donnée. |l priéeisnccesseur
de l'arrivée de cette donnée.

— Le signal de sortistopin est émis vers le prédécesseur par la RS quand elle nelpsutpevoir de
donnée.

— Le signal d’entréstopoutest recu par la RS que son successeur ne peut plus receduindee.

Predecesseur

FIG. 4.2 — Signaux d’interface de Relay-Statio(RS).

val_in val_out

RS ~ Successeur
P
o~

\4

_
N stop_in

stop_out

La figure 4.3 décrit le fonctionnement d’une RS sous la fodium Sync-Char{6]. Les Sync-Charts
sont des représentations graphiques du langage réautlisone ESTEREL [11, 12]. L8ync-Charprésenté
dans la figure 4.3 a la méme sémantique qu’une machine dyMea

Une RS contient deux registres, elle a trois états possiBlat elle est vide : état EMPTY, soit le buffer
principal (main) contient une donnée et pas le buffer auxiliaaeX) :(état HALF), soit les deux buffers sont
pleins : état FULL. Le buffer auxiliaire ne peut pas &treiplalors que le principal est vide. En fonction de
ces trois états, le fonctionnement est le suivant :

— Etat EMPTY : Tant que I'on ne recoit pas de donnée (tantlquegnalval_in n'est pas présent),
on reste dans cet état et on ne fait rien. Si on recoit une&kmiie signalal.in est présent), on la
conserve, on passe dans I'état HALF. Dans I'état EMPTY¥jdealstop.outest ignoré car on n'a pas
de donnée a émettre.

— Etat HALF : Si on recoit une nouvelle donnée et pas de $idmblocageyal_in et not(stopout)), on
émet notre donnée courani@l out(main) et on conserve la nouvelle. On reste dans I'état HALF.
Le méme état est aussi conservé si on ne recoit pas del®dennée mais qu’un signal de blocage

nous parvientr{ot(valin et stopout)), on ne fait rien. Toujours & partir de I'état HALF, si on ne
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val_in/

val_in & not (stop_out)

nat (val_in}

not (val_in) & not (stop_out)
{val_out{main)

not (val_in}) & stop_out!

not (stop_out)
{ stop_in, val_out{aux)

val_in

stop_out
{stop_in

FIG. 4.3 — Sync-Chart de Relay-Statio(RS).
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recoit ni nouvelle donnée ni signal de blocaget(valin) et not(stopout)), on @émet notre donnée
courante yal_out(main), le registre principal est vidé, on retourne dans I'&SIPTY. Inversement,

si on recoit une nouvelle valeur et un signal de blocaggi6 et stopout), on ne peut pas émettre
notre donnée courante. De plus on doit conserver la naudelhnée. On conserve donc ces deux
données, la plus vieille dans le buffer auxiliaire et lavelle dans le buffer principal. On passe dans
I'état FULL.

— Etat FULL : Tout d'abord, tant que I'on est dans cet étaténret le signal stajn a tous les instants.
Ceci implique que le prédécesseur ne nous enverra jaraaisulvelle donnée (le signahl_in n'est
jamais recu). Le comportement de la RS dans cette étatestld suivant : tant que le signal de
blocage est actiftopout), on conserve nos deux données. Quand il ne 'est ploggtopout)), on

émet notre plus ancienne valeua[out(aux) et on retourne dans I'état HALF.

La figure 4.4(a) est la traduction en circuit de logique s#gpielle de la machine de Mealy présentée
dans la figure 4.3. On retrouve les deux registres, le prah@pl'auxiliaire, les signaux d’entrée/sortie :

val_in, stopout, valout, stopin.

_ data_in
stop_out val_in
val_in
HALF&val_in&
stop_out
MAIN AUX
val_out stop_in
a) b)

FiG. 4.4 — (a) Circuit logique de IRelay-Statioret (b) son chemin de données.

La figure 4.4(b) représente le chemin des données a sr&aRelay-Station

4.2.2 \frification formelle du bon comportement de laRelay-Station

La Relay-Statiorpermet de découper un fil d'interconnexion en section syareh (Le temps de pro-

pagation d’'un signal d’'un bout a I'autre de la section efrieur a la période de I'horloge). Le premier
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critere que doit respecter Relay-Stationc’est de ne jamais propager combinatoirement un signatide

sur sa sortie. Le circuit de la figure 4.4 a) montre que la pgapan des signaux d’entrées est soit arrétée
par les registres “MAIN” et “AUX”, soit limitée a la mémeestion synchrone : le signakl_out envoyé

au successeur dépend du sigstalp.outrecu du méme successeur. Le découpage en section sypr@EsD
donc conserve.

Le but de laRelay-Statiorest de transmettre des données dans le méme ordre ge'slke regues.
Tant qu’elle reste dans les états “EMPTY” ou “HALF", elle aentient qu’une seule donnée a la fois. Par
contre, le passage dans I'état “FULL" mérite une attansiopérieure. Le chemin de donnée représenté par
la figure 4.4 b) montre que lors du passage de I'état “HALFFHELL", la donnée courante est envoyée
dans le buffer auxiliaire alors que la nouvelle est mise dabsffer principal. Dés que le signal de blocage
est levé, la premiere donnée a sortir est celle contelams le buffer auxiliaire (la plus ancienne) car le
multiplexeur pointe sa branche de droite (on est danstI"€#dLL"). Suite a cela, on retourne dans létat
“HALF”. L'ordre est conservé.

Il résulte une condition assurant queRalay-Statiome perd pas de données. QuandRkay-Station
est pleine, elle émet le signatopin a destination de son prédécesseur. Si le prédécessmirquand
méme une donnée, elle sera perdue. Il faut donc que cesdéguii est soit un&elay-Statiorsoit unShell-
Wrappe) respecte I'assertion suivantstopout=- not(valout). La branche la plus a gauche du circuit de

la RS présenté dans la figure 4.4 (a) vérifie cette assgrtiar la RS.

4.2.3 Description formelle duShell-Wrapper

Le comportement d8hell-Wrappeest plus difficilement représentable par un automate cansmbre
d’'état varie en fonction du nombre d’entrée de la perl®cigs La figure 4.5(a) et (b) nous présente donc
une description formelle sous forme d’'un circuit de logipéguentielle. La figure 4.5 (c) représente le
chemin de données a traversSbkell-WrapperDans la figure 4.5 la perle associée antrées etn sorties.

Pour chaque entrée de la perle, le bloc d’entrée de la fifydréb) permet de recevoir une valeur et de
la transmettre ou de la conserver si nécessaire. De plpsrihet aussi d'émettre un signal de blocage a
destination du prédécesseur a partir du moment ot uneéioa déja été recue. Si le bloc d’entrée numéro
1 recoit une valeur ou en détient une dans son registreet&n signaVALIN[]. La figure 4.5 a) montre
que si tous les blocs d’entrées émettent un siy#dlIN, qu'aucun des successeurs n'emette de signal de
blocage §topout[1...,i...,m) alors leShell-Wrappegctive la perle Fire_Pearl), lui transmet les données et
prévient lesn successeurs de 'arrivée d’'une donnée produite par la ped_out[1,...i,..m).

Le signal d’activation de la perld-ire_Pearl) est renvoyé a chacun des blocs d’entrée afin de mettre a
jour I'état de leur registre.

4.2.4 \frification formelle du bon comportement du Shell-Wrapper

Méme si toutes les entrées de la perle sont capables deifome donnéeALL_VALLIN), le Shell-
Wrapperme fait travailler sa perle que si aucun des successeuesmisade signal de blocag8 TOROUT),

L'assertionstop out = not(valout) est donc préservée par$hell-Wrapper
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val_out [1]

Fire_Pearl
val_out [i] --

val_out [m]

ALL_VAL_IN STOP_OUT

AAA stop_out [i]

VAL_IN [1] stopZout’ [m]
I____E .
v VAL_IN_[I_]L}_}/:’-\_L_IN [N]
. Input 1 i Input i i Input N
./ '"&""."'
/ Tstop}in [1] 'stopyin [i] Tstop}in [n]
. E ;
/ val_in [1] val_in [i] val_in [n]

L]

/ (a)

i DATA_IN
A . .
* VAL_IN [|]| Fire_Pearl
v
val_in&
(Fire_Pearl + FF_OUT)
FF-IN
FF_OUT
p

Ival_in [i] wstop_in [i]

data_in
(b) (c)

FiG. 4.5 — (a) Circuit logique d&hell-Wrapper(b) détail du bloc associé a une entrée, et (c) chemin de
données a travers &hell-Wrapper
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4.3 Vue d’ensemble des contributions aux "Latency Insensite De-
sign”

Cette section est dédiée a la présentation des traveai&gliipes concurrentes sur le themé.diency
Insensitive DesigrBeaucoup de papiers ont été publiés sur le sujet, ntarssalous contenter de présenter
les résultats les plus proches de nos activités. Toutodthbeux du Dr Montek Singh de I'université de
Chapel Hillet, USA et du Dr Michael Theobald de I'univeesité Pittsburgh,USA([52, 51]) puis ceux de
M. R. Casu et de L. Macchiarulo du Politechnico di torino ([20, 22, 23]).

4.3.1 Syskmes insensibles aux latence®rgeralisés

Il est ici question de rajouter de la souplesse au modeled favers deux améliorations distinctes.

La premiéere permet de nous affranchir d’'une des hypothdeebase de la théorie du LID : un bloc
de base, une perle, doit a chaque instant d’activationaroneer sur toutes ses entrées et produire sur
toutes ses sorties. Si la perle en question ne fonctionndeastte maniéere, qu’'a certains de ses instants
d’activation elle n'a besoin que d'un sous ensemble de se8e= on est obligé, dans la théorie originelle,
de représenter I'absence de donnée sur les entrédssnaiiet instant comme des valeurs videsShell-
Wrapperdoit donc attendre I'arrivée de ces valeurs vides avarttider la perle. Son activation peut étre
retardée a cause d’'une donnée qui lui sera inutile. llstrde méme pour les sorties du systeme, si a un
instant d’activation donnée, la perle ne produit des @@snjue sur un sous ensemble de ses sorties, on
doit représenter I'absence de donnée émise sur legsapii ne sont pas concernées a cet instant par une
production de valeurs vides.

Pour éviter cela, il faut connaitre pour chaque perldhagae instant, le sous ensemble de ses entrées
concernées. Etant donné que I'on sait prévoir le congpeent de la perle de maniére statique en fonction
des stimulations qu’elle recoit (le comportement esedginiste), on peut calculer un automate a état fini
qui fournit cette information aghell-Wrapper.

La seconde permet de nous affranchir d’une autre hypott&base de la théorie du LID : I'exclusivité
des liaisons point a point comme moyen d’interconnexiotia $opologie de la spécification idéale syn-
chrone contient des liaisons multiples comme par exempdedamnée produite et transmise en paralléle
a deux blocs fonctionnels, la représentation de cettelogie dans un systeme insensible aux latences
oblige a considérer chaque chemin comme indépendantigaayvoque une multiplication du nombre de
connexion. Plus grave, si par exemple la topologie de laip&tion idéale synchrone est telle qu'une
entrée recoit des données alternativement de deux filnctonnels, on ne va pas pouvoir la rendre insen-
sible aux latences.

Les auteurs introduisent un jeu de trois éléments qui ptemt de raffiner la gestion des communica-
tions dans la théorie des systemes insensibles aux &genc

— Lefork qui duplique une entrée.

— Lesplitqui divise un flot d’entrées en plusieurs (2) flots de sortie.

— LeJoinqui rassemble plusieurs (2) flots d’entrées en un seul flsbde.
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Si le comportement diork est trivial, il est a noter que keplit et le Joindoivent étre dirigés par un "oracle”
qui détermine sur quelle sortie &plit doit envoyer la donnée courante ou sur quelle entré&mile doit
attendre et récupérer sa prochaine valeur. Etant dama&gomportement du systeme est déterministe par
nature, on peut construire un programme qui dirige chacwed&léments, on peut construire "l'oracle”.

4.3.2 Une nouvelle approche du LID

Le travail du Dr Mario R. Casu et du Dr Luca Macchiarulo surdgstemes insensibles aux latences,
présenté dans [20, 21, 22, 23], est similaire a certameab travaux relatés dans cette thése en section
4.2 et dans le chapitre 5. lls concernent premieremenplémentation formelle de la théorie du LID et
deuxiemement une simplification du protocole de rétioaades systemes insensibles aux latences basée
sur une analyse statique du comportement du systeme etédlietfpn des instants d’activations de chaque
perle.

Impl émentation formelle de la theorie du LID L'implementation formelle des éléments de la théorie
du LID, la Relay-Statioret le Shell-Wrapperest détaillée dans [20]. LRelay-Statiorest présentée sous la
forme d’'un automate a états finis (présenté dans la figuea 6 états stimulés par les signaux suivants :

— Le signalvalin (pour value in input) arrive parallelement a une donréesdaRelay-Stationll sert

simplement a la prévenir de l'arrivée de cette donnée.

— Le signalstopout(pour 'injonction « Stop the output{) arrive a laRelay-Statioren provenance du

bloc suivant. Il permet & ce dernier de signaler son ind#aaecevoir une nouvelle donnée.

RESET

valin.stopout

valin.stopout

stopout processing

stopout

stopout
A

stopout write readaux
valin.stopout
A
stopout valin.stopout
valin.stopout

valin.stopout

valin.stopout

stopout

stopout

FIG. 4.6 — Automate a état fini décrivant le comportement dRelay-Station

L'automate a état fini est tel que les conditions de charegerd’état sont inscrites sur les canaux et
les actions sont associées aux états. Malheureuseresrdctions n'apparaissent pas formellement sur
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'automate.

L'implémentation formelle di&hell-Wrappeest donnée sous la forme de circuit de porte logique. La
figure 4.7 présente ce circuit pour 8hell-Wrappecontrblant une perle a deux entrées et trois sorties. Pou
chaque entrée de la perle, son interface est composée de :

valin2 valinl

stopin2 stopinl
vstopl
vstop2
vstop3 valinl valin2

|
vstop2
vstopl

T
stopoutl

|
stopout3

stopout2

valout3 valout2 valoutl

FiG. 4.7 — Circuit logique décrivant le comportement dsinell-Wrapper

— Le signal d’entréealin qui prévient de I'arrivée d’'une donnée sur cette endréet instant.

— Le signal de sortistopin (« stop the input®) qui prévient le prédécesseur de l'incapacitésthell-
Wrapperde recevoir une nouvelle donnée sur cette entrée.

Pour chacune des sorties de la perle, son interface estcanspbsée de :

— Le signal d’entréstopout envoyé par le bloc suivant, il permet a ce dernier de $ggrsan incapacité
a recevoir une nouvelle donnée.

— Le signal de sortimalout(value in output) est envoyé au bloc suivant pour le prévem I'arrivée
d’une donnée.

Simplification du protocole de rétroaction Etant donné le caractére déterministe des systemes in-
sensibles aux latences, la simplification du protocolesti®action peut se faire grace a des informations
extraites d’'une analyse statique du comportement dursgstOn peut savoir a quels instants, qustell-
Wrapperactivent leur perle et lesquels ne le font pas. A partir detapeut implanter I'ordonnancement
de chaque perle en utilisant la techniqueGlack gattingcomme l'illustre la figure 4.8.
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7

101

Clock

FIG. 4.8 — Ordonnancement statique d’une perle utilisant lartieie deClock gatting

Ce nouvel élement remplace$hell-Wrappersar il réalise la méme fonction. La disparition du signal
de rétroaction permet aukelay-Stationde se passer de leur buffer auxiliaire et ainsi de redeversindple
registre de transport.

Cette simplification induit des complications au niveau pi@sits de reconvergence du systeme (au ni-
veau deshell-Wrappeavec plusieurs entrées). Les données n’arrivent pa8iftgat de maniére synchrone
en entrée d$hell-Wrappercertaines arrivent avec de I'avance. Le protocole deagtion permettait de re-
tenir ces données jusqu’a leur utilisation par la perteiRompenser I'absence de protocole de rétroaction,
nous devons placer des élements supplémentaires ereatasShell-WrappersappelésFractional syn-
chronizer L'analyse statique du systeme nous permet de savoiregudtinnées doivent étre retenues. Le
Fractional synchronizes’occupe de retenir uniguement ces données. Un circuibwmoelui présenté dans

la figure 4.9 permet de réaliser cette fonction.

Mux |—p

\AA 4

DQ

A 4

Clock Ordonnancement

FIG. 4.9 — UnFractional synchronizeet son ordonnancemertxi(l).

Un systéme déterministe est ultimement périodiqueniasi@avoir un comportement répétitif, il passe
par une phase d'initialisation ou le comportement de chajément est singulier. La figure 4.10 montre
comment implanter cette phase d'initialisation dans ndancement des éléments du systeme.

4.3.3 Circuits synchrone<lastiques

Par le passé, Jordi Cortadella de I'Universitat Politearde Catalunya, Barcelone, Espagne et Mike
Kishinevsky d’'Intel Corp., Hillsboro, USA ont travailleisles protocoles de désynchronisation de circuit
permettant de se passer de I'hypothése synchrone et ddinmdege globale afin d’améliorer les perfor-

mances [37, 49, 27]. Suite a I'apparition de la théorie iy, lils ont développé un protocole de resynchro-
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—) PEARL ___)

011

Clock
I
Ordonnancement 01 |- Initialisation

FiG. 4.10 — Ajout de la phase d'initialisation a I'ordonnanearhde la perle.

nisation de circuit inspiré a la fois des systemes LID etelr protocole de désynchronisation [28, 29].
Leurs résultats ont donné le jour a une solution implaletpermettant soit de réduire la consommation en

énergie du circuit soit d’augmenter les performances.
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Chapitre 5
egalisation

Nous allons maintenant chercher a ordonnancer statiquiele® systemes LID. Afin d’étre cohérent
avec la philosophie suivie pour la création tReday-Statiomui consiste a éviter d’'importantes accumula-
tions de données en un point, nous allons dans un premiestéegaliser les flots afin que les jetons arrivent
le plus souvent possible simultanément au nceud de caRuls faire cela, nous allons ajouter des latences
virtuelles sur les chemins rapides de notre systeme afiagllentir aussi pres que possible des chemins
les plus lents du systeme.

Il existe des cas pour lesquels I'ajout de latence entiermpt d'égaliser parfaitement le systeme. Les
jetons arrivent toujours simultanément au nceud de calbalss ce cas, le systeme peut étre implémenter
sans contble de fluxBack-Pressurpet sansRelay-StationDans [19], les auteurs donnent une méthode
permettant d’atteindre cette égalisation parfaite quelsoit la topologie du systéeme mais qui oblige a
pessimiser le débit du systeme. Par exemple, un systgamt @an débit d@, 6, peut s'égaliser parfaitement
si on réduit son débit &, 5.

Si on choisit de ne pas réduire le débit global du syst@meg peut pas toujours atteindre cette solution.
L'égalisation permet de réduire les differences ddtd@mur les gommer completement, il faut y ajouter un
Registre Fractionnairsimilaire aufractionnal synchronizede Casu (section 4.3.2) la ou les difféerences de
débit entre les chemins se concrétisent par des désatkgss les instants d’arrivées des jetons a un nceud.

Le Registre Fractionnairgprésenté dans la section 5.2, a pour fonction de reteniaios jetons un
instant et de laisser passer les autres.

La section 5.1 présente le processus d’égalisation dansrssemble. La section 5.2 est dédiéeeau
gistre fractionnaireet enfin, la section 5.3 nous permet de discuter de nos chaigmtEeption du processus
d’égalisation et des possibles optimisations qui peugtrtapportées.

Le but du processus d’égalisation est@€galiser un graphe et de I'ordonnancer.

Abstraction de circuit en Marked Graph Comme on a pu le voir dans I'exemple de la section 1.1, nous
allons avoir besoin d'abstraire les circuits électromisjenMarked Graphafin de pouvoir les optimiser.
L'abstraction de circuit eMarked Graphest assez direct :

— Les blocs fonctionnels deviennent des nceuds de calculs.

62
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Les fils d’interconnexion deviennent des canaux a latersantannée.

Les fils d’'interconnexion contenant des registres dewaahdes canaux a latence non nule.

Les latences de calculs restent des latences de calculs

et enfin les latences de communications restent aussitdesés de communications

Le passage de la figure 1.1 a 1.2 de la section 1.1 illustte abstraction.

5.1 Processus dgalisation

Soit G un graphe issu de I'abstraction d’un circuit électroniduialgorithme d'égalisation dé& est le

suivant :

Lister les cycles élémentaires @e

Calculer le débit de chacun de ces cycles.

Calculer lak-périodicité du graphe.

Ajouter les latences entieres.

Déterminer 'ordonnancement des nceuds eRiEgstres fractionnaires

Placer leRegistres fractionnaires

N oo o M W N R

Optimiser linitialisation du systeme.

N

FiG. 5.1 — Example d’'un systeme a égaliser.

La figure 5.1 représente un systeme a égaliser. Posfaiedi un besoin de simplicité, comme dans le
chapitre 1.1, cet exemple est volontairement abstrait.vagsurs sur les canaux représentent les latences
de communication. Nous allons utiliser cet exemple toutamg ldu chapitre pour illustrer le processus

d’égalisation.

5.1.1 Listerles cycles:

Nous avons besoin d’énumérer tous les cycles élénmrestdu systeme, puis de calculer leur débit
afin de générer un systeme d’équation linéaire (Esypeante). Bien qu’en général, le nombre de cycles

dans un graphe est exponentiel par rapport au nombre de noeud&st que rarement le cas dans le
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domaine de la modélisation de systeme sur puce, surtautdes systemes data-flow. La figure 5.1 nous
montre les quatre cycles élémentaires de notre exemplengilleur algorithm permettant de faire cela a
une complexité exponentielle en fonction du nombre de rsodtiirevanche, la densité des graphesissu de
circuit électronique est généralement assez faibls temps de calcul restent acceptables.

C1l C2 C3 C4
rl:—:': :l:—:': —r
» q 4 p 2 ] ®
— ) —— —— —— |?
— E—

:
E&_
r

a) b) c) d

FiG. 5.2 — Liste des cycles élémentaires du systeme : a) G12b§) C3, d) CA4.

5.1.2 Calculer le ckbit :

Pour chacun des cycles élémentaires du systeme, orl saltdébitj /I (j est le nombre de jetons du
cycle,l sa latence). Une fois le débit de chaque cycle connu, orcbbéde(les) cycle(s) avec le pire débit.
Ce débit est appelé débit critique. Tout cycle ayantattdEst un cycle critique. Concernant notre exemple,

ona:

Le cycle C1 de débit/7
Le cycle C2 de débii/8 est un cycle critique.
— Le cycle C3 de débit/5
Le cycle C4 de débit/4

5.1.3 Calculer lak-périodicité du graphe.

Si on considere seulement les parties fortement conneitiesies du graphe, la formule de la propriété
2 peut déterminer l&-périodicité et la période de fonctionnement du grapheégime permanent. Dans
notre exemple, le graphe éspériodique de périodg (k = 5,p = 8).

5.1.4 Ajouter les latences enéres :

On utilise un solveur d’équation linéaire pour ajouterladatence aux cycles rapides afin de réduire
leur débit au plus proche du débit des cycles critiquessam systeme-périodique de période on peut
ajouter sur un cyclé€’ de débitj /l un nombre de latences entieres égalg@aj — k«!1)/k|. (Voir propriété
5) Dans le systeme d’équation, une variable est assaai@ecanal et représente le nombre de latences que
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I'on doit lui ajouter pour égaliser le systeme (c’est uti@rpositif). On cherche a maximiser la somme des
variables c’est a dire, a ajouter autant de latences gssilge. Dans I'exemple, on a :
— PourlecycleClay +as +as+as+as <1(|[(8x5—-5x%7)/5])
Pourle cycle C2ay +as +as+as+as <0 (| (8«5 —5%8)/5])
Pourle cycle C3 a1 +as +as +a7r <1([(8%x4—5%5)/5])
Pourle cycle C4aq +as+a3 <0([(8*3—5x%4)/5])
— On maximiseZ)_, a;.

Comme on peut le voir sur notre exemple présenté dans lefly@, la simplification des équations nous
mene a une solution triviale : On ajoute une latenceuglat a7, mais des que les canaux appartiennent a
plusieurs cycles non critiques, le choix du canal pour legrii@ent de la (les) latence(s) justifie I'utilisation
de solveur d’géquation linéaire. De plus, il existe des @ades bornes ne peuvent pas étre atteintes. La
section 5.3.2 détaille ce cas de figure. La résolution deesye linéaire a solution entiére a une complexité

exponentielle.

ad
v as v
2
2 é 3
2 2
a5 2 a7 2 |2
[ ] al [ ]
a8
3 3
a) b)

FiG. 5.3 — a) Systéeme avant I'ajout de latence b) Systemesdjijout de latence.

Une fois les latences entiéres ajoutées, il faut recatdalk-périodicité du graphe. L'ajout de latence
peut transformer des cycles non critiques en cycles catiq@’est le cas d€'1 dans notre exemple. La
topologie de la partie fortement connexe critique du grgyhe changer. Le rappoki/p restera le méme;

la valeur dek et dep peuvent proportionnellement changer.

5.1.5 Determiner les ordonnancements

Une fois les latences ajoutées, on simule le comportemesystéme suivant une politique d’ordon-
nancement au plus tét pour obtenir 'ordonnancement dplgrac’est a dire 'ordonnancement de chacun
de ses nceuds. Dans la figure 5.4, le mot binaire inscrit dansawd indique ses instants d’activatiohét
de repos({). Cette séquence décrit une période d’exécution. Anladi sequence reprend depuis le début.
Comme tout systéeme déterministe, aprés une phasdergtiaotique, le comportement du systeme devient

regulier,k-périodique. Dans la figure 5.4, la phase d'initialisatiibnsysteme n’apparait pas, elle a été rem-
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placée par "...". Nous y reviendrons dans la figure 5.6.ddaithm de simulation a une complexité égale au

nombre de nceud multiplié par la longueur de la périodeedinté permanent.

X
...(10101110) 2
3

FIG. 5.4 — Ordonnancement des noeuds du systeme.

5.1.6 Placer les registres fractionnaires :

En cas d’'égalisation parfaite, 'ordonnancement d’un doeeprésenté sous forme d’'un mot binaire, est
égal a 'ordonnancement du nceud précédent décateatan vers la droite. Si ce n’est pas le casyamn
gistre fractionnaireest nécessaire entre les deux nceuds. L'étude des diffEsentre les ordonnancements
du précédent et du suivant permet de déterminer son tatilksation ainsi que ses instants d’activation. On
peut aussi déterminer cela par simulation en méme tempsegwrdonnancements des nceuds. A chaque
fois qu’une donnée est retardée, elle est envoyée dstregirincipal du canal vers legistre fraction-
naire. La simulation permet de déterminer les instants coreserba figure 5.5 présente la répartition et
les instants d’activations desgistres fractionnairemécessaires au fonctionnement de notre exemple. Le
fonctionnement détaillé deegistre fractionnaireest présenté dans la section 5.2 de ce chapitre.

Sur la figure 5.5, leegistre fractionnaireest représenté comme un carré contenant le nombre delfois
il est actif par période. Le mot binaire associé est sommndncement.

Etant donné que la capacité du canal n'est pas limitéeghat du graphe est maximunk (p). La
répartition des retards forme un vecteur de retards assa@ceitel que le graphe est maintenant égalisé.

Il arrive dans certains cas qu’un canal ait besoin de refguag d’'un jeton durant un instant. Pour cela
il faut mettre un secontkgistre fractionnaireen série sur le canal. Il sera actif seulement quand le canal
doit stocker plus d’'une donnée supplémentaire. A pantimdment ou le graphe est pré-égalisé avant d’étre
égalisé, il existe toujours un autre ordonnancement fgogiraphe qui garantit que tous les retards du canal
peuvent étre appliqués avec un saglistre fractionnaire C'est le cas pour les ordonnancements balancés
qui seront traités dans le chapitre 6. Etant donné queldgrscessus d’égalisation, I'ordonnancement est

déterminé par simulation, il est fixe et pas toujours optim
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...(10101011)

...(10101110)

...(01011101)

A E

[y
)
)
[}

.(00110000) .(11110000)

)

FiG. 5.5 — Systéme apres la répartition degistres fractionnairesLes valeurs numériques associées aux
registres fractionnairesont leur nombre d’utilisation par période. Le mot binassocié donne leurs ins-
tants d'activation.

5.1.7 Optimiser l'initialisation :

La phase d'initialisation d’uiMarked Graphpeut &tre longue et nécessiter des ressources de stockage
qui ne seront plus utiles durant le régime permanent. Otymusur la figure 5.6 a) qu’elle a une longueur
6 et nécessite deuwegistres fractionnairesupplémentaires qui ne seront pas utilisés durant leneg
permanent (Ceux contenant la valeur "0"). Pour éviter ,cetais allons chercher a initialiser le systeme
par une séquence d’exécution asynchrone. Le but eseifidte un des états du régime permanent a partir
de I'état initial en utilisant seulement les ressourcestdekage disponible le plus rapidement possible.
La figure 5.6 b) montre qu’en un instant d’exécution, enlaégnt seulement les quatre jetons mentionnés,
on atteint le régime permanent. Malheureusement, il stexpas de méthode automatique qui permet de
déterminer l'initialisation asynchrone la plus courte.

5.2 LeRegistre Fractionnaire

Lafigure 5.7 présente le bloc diagramme dfegistre fractionnairell s'insere entre un registre entier et
un nceud de calculs. Il permet de stocker des donnéesdgeneéent dans le registre entier et dont le nceud
de calculs n'a pas encore besoin. Si par exemple le regsitieat une donnée et en recoit une nouvelle,
il transmet la plus ancienne aegistre fractionnaire Son interface est constituée de trois signaux : deux
entrants et un sortant.

— Le signal d’entréeal_in qui représente I'arrivée d’'une donnée danetgstre fractionnaire

— Le signal de sortieal_out qui représente I'émission d’'une donnée parelgistre fractionnairevers

le nceud de calculs.
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(11010101)

111001011 110010111((01010111)

2

100101110/(10101110)

011110010
001011101/(01011101)

T 0 . “ | l-_
000111000(00110000) K . 011110000(11110000) (00001100)  (00111160)
600000010(00000000) * 000100000(00000000)

a) Initialisation a 6 instants b) Pas d’initialisation

FiG. 5.6 — a) Linitialisation classique du systeme qui durefn@stants peut &étre remplacé par b) le
déplacement des quatre jetons de gauche afin d’atteingreelinent le régime permanent.

— Le signal d’entrééold, qui contrdle la rétention des données, vaguand la donnée arrivant dans
le registre fractionnaireou est déja présente et doit &tre conservée a cehin§mon elle vaub.

FiG. 5.7 — Bloc diagramme d’uRegistre Fractionnaire

précédent suivant

Noeud de calculs Noeud de calculs

Lafigure 5.8 a) présente le Synch-Chart [6] décrivant lmjgortement d’umegistre fractionnaireet en

voici la lecture :

Il contient un registre qui peut &tre plein ou vide. Son eate a donc deux états

— L'étatnot(reg) quand son registre-¢g) est vide. S’il recoit une donnéed!_in) mais quehold reste
a0, ladonnée le traverse et est émise dans l'instarit¢ut). S'il ne recoit pas de donnéeft (val _in)),
il reste aussi dans le méme état. En revanche, s'il regatdonnéeful_in) et quehold est al, alors
il la conserve et passe dans I'étay.

— Létatreg quand son registre-¢g) est plein. S'il ne recoit pas de nouvelle donnget(val_in)) et
quehold reste actif, rien ne change. S'il recoit une nouvelle dm@al_in), il Emet la plus ancienne
(val_out) et conserve la nouvelle dans son registre. (dans cé.@asest forcément présent mais
concerne la nouvelle donnée). Et enfin, s'il ne recgoit nivele donnéerfot(val_in)) ni hold, il
émet sa donnée!_out) et retourne dans I'étatot(reg).

La figure 5.8 b) est la transcription de I'automate a étatfinla figure 5.8 a) sous forme de circuit. La

figure 5.8 c) présente le flot des donnéedRdigistre FractionnaireQuand une donnée arrive,/sild est

présent, elle est stockée dans le registre ; sinon elldifiéetement en sortie. Concernant la commande du
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val_in & hold

val_in & not (hold)
/ val_out

not(val_in) & hold

not (val_in) val_in / val_out

not(val_in) & not(hold) / val_out

(@)
val_out data_in
val_in&hold
data <]
reg
0 1
reg
reg
A
p
hold val_in data_out
(b) (c)

FiG. 5.8 — a) SynchChart, b) circuit et ) flot de donnéeRégistre Fractionnaire

multiplexeur, si une donnée est dans le registre, ellerastfaire car plus ancienne.

5.2.1 Hold

La difficulté dans I'utilisation d'urregistre fractionnaireest d’ordonnancer le signabid. Un circuit
de logique combinatoire peut &tre construit a partir éat du nceud précédent, du nceud suivant et du
registre entier précédentRegistre FractionnaireCela permet de gérer dynamiquement le systeme. D’'un
autre coté, la simulation qui nous a permis de placeRlegistres Fractionnairesous donne directement
les instants d’activations du signabld comme sur la figure 5.5. On peut donc implanter statiquement
I'ordonnancement du signabld.

La figure 5.9 nous présente ces deux possibilites. Danguaefi5.9 a), le signatexrt vaut1 quand
le noeud de calculs suivant est actif dans l'instarginon. Le signaF’ Rreg nous donne I'état deegistre
fractionnaireet le signalpre(previous) vaut1 quand le nceud de calculs précédent est actif a I'instant
précédent. Ce dernier signal pourrait étre remplac& @at du registre entier juste avantiggistre frac-
tionnaire. (Quand le nceud précédent travaille, il produit une éenaéns le registre)

La figure 5.9 b) est I'implantation statique de I'ordonnameat (signahold) du registre fractionnaire
de droite de la figure 5.5. Originellement, la période decfmmnement est de longueur 8, mais il existe
une sous période de longueur 4 qui nous permet de simplifigolantation. (0001000* = 1000*). Ce

n'est pas le cas sur cet exemple, mais si 'ordonnancemerggistre fractionnairenécessite une phase
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hold

o . hold
Phase d’initialisation

(seulement si nécessaire) T

T 4—
| Go[o [T
next pre(previous)
FRreg
a) b)

FIG. 5.9 — a) implantation dynamique du sighald, b) implantation statique du signabld.

d'initialisation, elle pourrait &tre implantée gracexaregistres a décalage qui apparaissent en gris sur la
figure 5.9 b).

5.2.2 \krifications formelles du comportement d’unregistre fractionnaire.

Il'y a deux conditions internes au fonctionnementelistre fractionnairex vérifier :

— hold = val_in + reg : Pour retenir une donnée, il faut qu’elle soit présente.

— wval_in * reg = hold : Si le registre fractionnairecontient une donnée et en recoit une nouvelle, la

nouvelle doit &tre retenue.

Dans le cas d’'une implémentation statique du sigwréd, la simulation nous assure que le signal est utilisé
exactement et uniguement quand on en a besoin. ConcerimapiEimentation dynamique, la figure 5.9 a)
permet de vérifier ces conditions. Le sigmal_in est équivalent au signal-e(previous). Si F Rreg et
pre(previous) sont absents tous les deux]d vautO et s'ils sont tous les deux présertis{d vautl.

Il'y a une condition externe au fonctionnementrdgistre fractionnairex vérifier :

val_in&reg = next (5.1)

Il peut arriver que le nceud précédent prenne suffisamniaveiice par rapport au noeud suivant pour que
deux données ou plus doivent étre stockées simultanédams leregistre fractionnaire Dans ce cas, on
est obligé de mettre deurgistres fractionnairesl’affilée. En revanche, étant donné que le systeme est
égalisé, ce probleme peut étre évité si on atteint ifialisation asynchrone) un autre régime permanent
dans lequel I'ordonnancement des nceuds de calculs du geaplpdus balancé. C’est-a-dire que dans le
mot binaire qui définit I'ordonnancement d'un nceud, lest lesO sont les plus étalés possible. Les mots
balancés présentés dans le chapitre 2 sont des canitidlatsx a I'obtention d’'un régime permanent ou

cette condition est respectée. La figure 5.10 illustreecdtirmation. Dans le graphe de gauche, on a besoin
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de deuxregistres fractionnairesivant le noeud de reconvergence. Dans celui de droite, ursis#itll On
peut passer d’'un graphe a I'autre seulement en dépldearnetons. Le chapitre 6 présente la méthodologie
qui permet d’obtenir des graphes ayant un régime permdratacé. On peut noter qu’obtenir un régime
permanent ou 'ordonnancement des nceuds du graphe est®alst une condition suffisante au respect de

cette hypothése mais elle n’est pas toujours nécessaire.

. __loo01101
1000001 -=="T- 5: -
A4 4 retards v

11 R
0000011, 1111100 par periode 1110110
1111001 1101101

1000012 °

4 retards
par periode

0111110 0111011 O
1110011 1011011

0111011 (_I)
1100111 1101110

1001111 1011101 -,

a) b)

FiG. 5.10 — Le méme systeme est ordonnancé differemme@na) besoin de Begistre fractionnaireb)

un seul suffit.

5.3 Probleme d’optimisation

Nous allons discuter dans cette section de nos choix de ptaoelu processus d’égalisation et nous

allons les confronter a des solutions alternatives.

5.3.1 Calcul du cebit

Afin de trouver le débit du cycle critique, on commence parcher tous les cycles puis par calculer
leur débit. Une alternative a cet algorithme plus queeox, est I'algorithme "minimum cycle mean ratio
problem” ([30] pour voir ces tests de performances) qui mrde trouver le débit du graphe et le(les)
cycle(s) critique(s) et donc de déduiredgériodicité du graphe ; et tout cela en un temps polynbmia

En revanche, on a besoin de tous les cycles pour construggsteme d’équation linéaire qui nous
permet d’ajouter les latences entiéres. Tant qu’une isolatlternative a ce dernier probleme ne sera pas

trouvée, la recherche de tous les cycles sera nécessaire.

5.3.2 Ajout de latences
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Atteignabilit & de la solution au systme déquation linéaire Il existe des topologies, comme dans la
figure 5.11 ou certains cycles sont suffisamment rapidesguoeinous pourrions théoriquement ajouter au
moins une latence entiére, mais pour lesquels la topolbgigysteme est telle qu’il n’existe aucun canal
appartenant a ce cycle pouvant accueillir cette latenaeraison est que tous ses canaux appartiennent
aussi a d’autres cycles plus lents qui ne supporteraiexitgjaut de latences entieres. Dans la figure 5.11,
le graphe a un débit d&/16. le cycle extérieur de débit/4 pourrait &tre ralenti mais chacun de ses quatre
canaux est partagés avec un autre cyles de tighigui ne peut pas &tre ralenti. En conséquence, la latence
entiere, que I'on a pas pu placer, est explosée en plissiateances rationnellesegistres fractionnaires
réparties sur le cycle extérieur. D& dans les mots d’ordonnancement signifie un moment d'ingei(®)

pendant lequel leegistre fractionnairedu canal entrant représenté en gras sur la figure esgutilis

00000(0X10000100001000) XXX10(0001000010000X10)

000XX(10000X1000010000) OOOX1(000~(~)10000X100001)

FiG. 5.11 — Systeme pour lequel I'ajout de latences entieegsenit pas amener tous les cycles le plus pres

possible du débit critique.

Le corollaire 7 montre que dans le graphe pré égalisepend tous les cycles n’ont pas un débit aussi
proche que possible du débit du graphe, aucune latenérent peut &tre ajoutée.

Crit ere d’optimisation additionnelle |l existe plusieurs solutions équivalentes au systendgutitions
linéaires. Par exemple, si un nceud a une entrée et deipssonte latence ajoutée sur son canal entrant peut
étre remplacée par une latence sur chacun des canaurtsa@tanversement. On pourrait chercher parmi
'ensemble des solutions équivalentes celle qui satisfam critere d’optimisation pré décidé. On peut,
par exemple, souhaiter que I'égalisation se fasse enajbuh minimum de latence entiere. Nous concer-
nant, notre critere d’optimisation est double. Dans umee temps, on voudrait chercher une répartition
des latences entiéres qui minimisera le nombreregistres fractionnairesEnsuite, parmi I'ensemble des
solutions optimales, on choisira celle qui minimise aussidmbre de latences entieres. Etant donnée I'in-
terdépendance "supposée” de ces deux criteres d'agation, nous avons décidé de laisser ce probleme
ouvert afin de nous consacrer aux problématiques initédasotre sujet.

Répartition desregistresfractionnairesen utilisant le solveur d'équation linéaire  Jusqu’a maintenant,
on utilisait les résultats de la simulation pour placerrkgistres fractionnairesMais comme I'ajout de
latences entieres, I'ajout de latences rationnelleséssmté par legegistres fractionnairgspeut étre fait

grace au solveur d’équation linéaire. Soit (1) en méemeps que les latences entieres, soit (2) apres les
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latences entieres.

(1)Dans ce cas, un seul systeme d’'équation nous retoeseadeurs dont la partie entiére représente le
nombre de registre entier a ajouter au canal et le restenidrede retards associés au canal. Malheureuse-
ment, cette méthode de résolution a tendance a déedtigs recours avegistre fractionnaire un cycle
peut se voir attribuer plusieursgistres fractionnairegui pourraient étre recombinés en un registre entier.

(2) Le probleme de cette approche, qui existe aussi dapgrbahe (1), est qu'il existe plusieurs solu-
tions équivalentes. A chacune, on peut associer un rég@meanent particulier mais il se pose le probleme
de l'atteignablité de ce régime. Partant de I'état atitiu systeme, l'initialisation ASAP nous mene au
régime permanent "primaire” ou "naturel”. Pour atteintre autres régimes permanents possibles, il faut

faire une initialisation asynchrone vers un des étatsedinté permanent souhaité.

5.4 Propriétée de correction

5.4.1 Validation du processus tBgalisation

Les propriétés de correction suivantes servent a mogtre notre processus d’égalisation permet bien
d’égaliser le graphe. Le théoreme 4 montre que le solg&guation linéaire utilisé pour ajouter un maxi-
mum de latence entiere permet bien de construire un graghégalisé. Puis que la simulation permet
d’obtenir un vecteur de répartition des retards correalest ordonnancements pour tous les nceuds du

graphe et qu’en conséquence, le graphe est égalisé.

Théoréme 4. Soit G un graphek-périodique de priode p auquel on a ajow des latences egfies en
suivant la néthode de la section 5.1.&. est pe-€gali€ oulN-égali<.
De plus,G contient degegistres fractionnairggacés et ordonnares selon la raéthode de simulation

des sections 5.1.5) et 5.1.6).estégali® (Q-égali®).

Démonstration.IN-égalisé :
Pour tout canal, il existe au moins un cycle de dépfif)tel qued < p*j — k [ < k. Ce qui peut étre
réécritenj/l > k/p> j/(l+1).

Q-égalisé :
La capacité de chaque canal est suffisante pour ne padmdstrexécution des nceuds du graphe a cause
d’une incapacité de stockage en sortie du nceud. La cemastCanaux est supposée infinie durant la simu-
lation puis est réduite au strict nécessaire apres (bpriirté 4 de safety nous garantit un fonctionnement
a déebit optimal si la capacité de tous les canaux est ansyégale au plus petit nombre de jetons dans les
cycles passant par lui). Donc le comportement du graphie pétiodique de période Tous les nceuds du
graphe fonctionnent a un débit d¢p : tous les cycles passant pas un nceud de @é&piont un débit de
k/p. G estQ-égalisé. O

Pendant la pré-égalisation d’'un graphe, il peut arrivéun cycle rapide ne soit pas ralenti alors que

son débit l'aurait permis. Cela arrive quand aucun de seawane peut étre allongé car chacun d’eux
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appartient aussi a un cycle plus lent. Malgré cela, on @sgg’aucune latence entiere ne pourrait étre

ajoutée au graphe. Le corrolaire 7 formalise ce résultat.

Corollaire 7. SoitG un graphek-périodique de priodep IN-égali® pour tous lesegistres fractionnaires
appartenant la partie fortement connexe de, durant le gime permanent, il existe au moins un jeton
par période qui n'est pas retenu par tegistre fractionnaire

Démonstration.Soitc un cycle deG de débitj/i. Sij * p — I x k < k au moins un jeton par période n’est
par retenu. Sj xp — [« k > k, pour tout les canaux de il existe un cycle’ tel que|c’| xp — |¢/| x k < k.

(0 < j*p—I1xk < kestune réécriture de la double inéquation de la dé&fimiti3) O

Au cours de I'exécution, un canal de communication dogdains moments retenir des jetons jusqu’a
ce que le nceud en sortie du canal en ait besoinragastres fractionnairesont la pour ¢ca. On a vu dans la
section 5.1.6 que plusieursgistres fractionnairepeuvent étre nécessaires sur le méme canal pour retenir
plusieurs jetons au méme instant. Le lemme suivant bomertébre deegistres fractionnairesn fonction

du nombre de retards que doivent subir les jetons sur ce.canal

Lemme 16 (Quantité maximum deegistres fractionnairepar canal) SoitG un graphek-périodique de
périodep et (Q-égali®).
Soitc un canal de qui appliquer retards (au total) aux jetons passant par lui.

le nombre deegistres fractionnairegcessaires sur ce canal est bémpar /7.

Démonstration.Supposons que le canabeuille retenim valeurs. Il doit en retenit, puis2, puis ..n puis
n — 1 ... puis2 puis1. Au total, il doit en reteni®?'2%i+n =n(n —1)+n =n? —n+n = n?
Pour toutn? < ¢ < (n + 1)?, le nombre maximum deegistres fractionnairesécessaire sur ce canal est

V). O

5.4.2 Mocklisation des canaux de communication

La simulation du systeme nous a permis de déterminer, gitague canal, le nombre de jetons maxi-
mum qui y sont stockés. Pour un canabn appelle cette quantitg,,...(c). A partir de cette information,
on a pu trouver une modélisation finie d’un canal comme uistegsimple suivi de/,, ... (c) — 1 registre(s)
fractionnaire(s) D'un point de vue modele, on a remplacé nos canaux a démiestockage infinie par des
canaux a capacité finie.

Le comportement du canal a la particularité que s'il esinplec peut s’exécuter a condition que
s’exécute aussi. Ce comportement est celui d’'un cangbacii& instantanée tel que défini dans la section
3.4.2. Comme la capacité du carast égale &,,..(c), on est sir que ic est exécutable, alors I'est
aussi.

On a donc l'assurance que, contrairement aux exemples @etiars 3.4.1, la capacité ne limitera pas

le débit. Le comportement du systeme a capacité barségonc conforme a la simulation.
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5.5 Conclusion

A partir d'un réseau de processus modélisant le foncgament d’'un systeme sur puce formé de com-
posants IP divers et ayant des problemes de latence suis@mfierconnexions, on a élaboré un processus
permettant d’obtenir un ordonnancement statique et decbdartaille des ressources de communications
du systeme.

Pour cela, nous avons commencé par analyser la topologjeaghne (cycles, débits) puis par lui ajou-
ter autant de latences entiéres que possible. Ensuite,avans simulé le comportement du systeme afin
d’obtenir I'ordonnancement de chacun de ses nceuds et lasitégpde chacun de ses canaux.

Comme nous le montre le dernier lemme de ce chapitre (lemmé# d6us arrive d’avoir besoin de
plusieurs registres fractionnaires sur un méme canal pouvoir retenir plusieurs jetons au méme instant.
Dans le chapitre suivant, nous allons chercher a obteniégime permanent ou il suffit au maximum
d’un registre fractionnairepour appliquer tous les retards d’'un canal. Pour cela ndossatonstruire un

ordonnancement conforme a nos spécifications form&sxeiment de mots balancés.
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Chapitre 6

Regimes stationnaires balanes

Dans ce chapitre, on va chercher un ordonnancement caoalgtiguement (sans simulation). On a
VU que, intuitivement, si les ordonnancements des nceudggdaphe sont des mots binaires équitablement
répartis (entre le® et les1 ), on minimise la capacité de stockage des canaux du gr&phea donc
considérer la construction d’'un ordonnancement baléahe® 5)

Etant donné&Z, on connait sa période et sa périodicit&, donc on connait I’ensemb&’; des mots
balancés candidats a I'ordonnancement des nceuds Hebjectif sera d’attribuer a chaque noeud un or-
donnancement balancé en accord avec le modele d’eg@cati plus tot”. Ceci va demander I'introduction
de latences entieres et dagistres fractionnairesomme auparavant (processus d'égalisation), mais a des
endroits calculés analytiquement. C'était déja lemasr les latences entieres, pas pour les fractionnaires.

Nous allons prouver un certain nombre de résultats :

Théoréme 5(Existence du régime permanent baland@ur tout graphe= de marquagée/, il existe un
ordonnancement balaéaeG a partir du marquage\!’ équipollenta M.

Démonstration.Le chapitre 6 décrit le processus visant a construirelbanancement balancé d’'un graphe
donné. Au fur et a mesure des étapes du processus, laepréel validation et de vérification de la solution

seront apportées. La section 6.3 contient la preuve decceédme. O
Théoréme 6(Atteignabilité du régime permanent balanc€pur tout graphe= de marquagé/, il existe
une excution asynchrone d&f versM’ ol M’ est un marquage balagc (Définition 20)

Démonstration.La preuve de ce théoreme est repoussée a la section 6.3.6 O
Théoréme 7(Capacité des canaux d’un graphe en régime permanemid@l&oitG un grapheQ-égalie

ayant un ordonnancement balandour tout canal acessitant des retards &finition 25), un et un seul
registre fractionnairsuffita les appliquer.

Démonstration.La preuve de ce théoreme est repoussée a la section 6.3.6 O
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Nous allons dans un premier temps (section 6.2) détadlgrdcessus qui permet d’ordonnancer un
graphe avec un régime permanent balancé. Pour chacuriages, nous justifierons leur bon fonction-
nement en nous référant a des résultats préétabislda chapitres précédents et a ceux présentés dans la
section 6.3.

6.1 Bibliographie

Si on regarde la littérature, on peut y voir que nous ne sosrpas les premiers a chercher a optimiser
certaines caractéristiques d’un graphe en utilisant k&s valancés. Ici, nous cherchons a minimiser la taille
des ressources de stockage en concervant un débit maxlreammots balancés servent d’'ordonnancement.
En 1995, Bruce Hajek est le premier a y avoir pensé dans R5]2

Ensuite, dans [4, 33], B. Gaujal, E. Altman et S. Bhulai esséyle minimiser les pertes de données
dans un graphe a capacité de stockage fixe en routant ceéetograces a des mots balancés

Dans [41], J. Mairesse et L. Vuillon traitent un problenmmigiire.

6.2 Meéthodologie gnerale

A partir d’'un graphe, on peut calculer sa périogg ét sa périodicite ). De la, on peut construire
I’ensembIeS’; des mots balancés de longueucontenant 1 . L'essence de la méthode consiste a fixer
I'ordonnancement d’'un des nceuds du graphe et d’en dédoid®mhnancement de tous les autres nceuds.
Puis de déduire 'ordonnancement degistres fractionnaireslu graphe et enfin de calculer un marquage
correspondant a ces ordonnancements. L'étape finalést®r@strouver une phase d'initialisation asyn-

chrone du marquage initial du graphe vers son régime pentaalculé.

6.2.1 Ajouter les registres fractionnaires :

\oici la premiere étape particuliére a ce processussachapitre 5, la simulation du comportement du
graphe suivant une politique au plus tdt nous menait &gimré permanent avec une répartition particuliere
fixe et définitive desegistres fractionnaireslici, nous allons construire un systeme d’équationdiré a
solution entiere pour obtenir une répartition possitderdgistres fractionnairesA partir de cette solution
primaire, on va pouvoir déplacer, regrouper ou diviserdgsstres fractionnairegn fonction de contraintes
ou de criteres d’optimisation.

Obtenir la solution primaire  Soit G un graphe: périodique de périodg et pré-égalisé. On associe a
G un vecteur d’entiel, qui a chaque canal d& lui associe un nombre de retard par période d’exécution.
L est tel que pour tout cycl€ de G contenanyj jetons et de latenck la somme des retards associés aux
canaux deC' est dep x j — k * [.(propriété 5). On peut donc construire un systeme wbdiqn linéaire a
solution entiere ou chaque variable représente unété deL. et ou chaque équation donne le nombre de
délai a appliquer a un cycle. Le systeme permet de tiejgas délais sur les différents canaux des cycles en
respectant les contraintes.
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Si on reprend I'exemple du chapitre 5 représenté dansuai§.1, on a :

— Pourlecycle Cla; + a2 +as+as +ag <0(8+5—5x8))

Pourle cycle C2a41 +as +aq +ag +as <0 (8% 5 —5%8))

Pourle cycle C3 a1 +as +aq+a7 <2(8%4—5%6))

Pourlecycle C4a; +as +as <4 (8x3—5x4))

On maximise:_; a;.

a4
¢
Y \ 4
3 a2 3

a5|a6 a7 a3 2

2 |2 2 2 |2
] al ]

a8

3 3 [2] [4]

a) b)

FiG. 6.1 — Ajout desegistres fractionnairegrace au solveur d’équation linéaire a) Avant I'ajoyt| faut
6 délais répartis en deuggistres fractionnairesur les canaux a3 et a7.

Ce systeme a toujours une solution exacte (les bornes daaicties sont atteintes) car I'existence d’'une
solution est une condition nécessaire a I'existence tégime permanenEtant donné que le graphe a partir
duquel on construit le systeme est clos, son exécutiodé&stministe et donc ultimement périodique : il
existe toujours une solution. Le lemme 18 formalise celtésiPlacer lesegistres fractionnairesécessite
de résoudre un systeme linéaire a solutions enti€&'est un probleme de complexité exponentielle.

Vecteur de retards asso@sa G Le vecteur d’entiers qui a chaque canal associe un nombretalels

calculés par le systéme d’'inéquation linéaire est Epypecteur de retards associé‘a

Définition 33 (Vecteur de retards associé&n SoitG un graphek-périodique de priodep. On associé
G un vecteur d’entiel. qui & chaque canal dé& lui associe un nombre de retard paggode d’excution.
L est apped vecteur de retards assé@ G. Ve, un canal de&, L(c) donne le nombre de retard asséeaiu
canalc.

VC, un cycle d&~, L(C) donne la somme des retards sur les canau&'dépath, un chemin d&, L(path)

donne la somme des retards sur les canauydé.

Lemme 17. SoitG un graphek-périodique de priodep. SoitL le vecteur de retards ass@a G. L est tel
que pour tout cycl€’ de G contenany jetons et de latenck la somme des retards assesiaux canaux de
CestL(c) =px*j— kxl.G estQ-egali®
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Démonstration.Pour tout cycleC de G contenantj jetons et de latenck le débit deC' en prenant en

compte les retards est de

J B jxk AL gy
I+ (pxj—k*x0)/k (kxl+pxj—kxl) (p*j) p

O

Remarque 16. Un graphe k-périodique de priodep, est consiéré commegali€ soit parce que chacun
de ses cycles a un nombre de jetons qui est un multiple éé une latence qui est un multiple gdetel
que le eébit du cycle est/p, soit parce qu’on a assoeiun vecteur deapartition de retards au graphe tel
que, pour tout cycl€' de G contenant; jetons et de latenck la somme des retards assesiaux canaux
deC estp x j — k = [. Le premier cagtant un cas particulier du second, dans la suite du mantsani
va consi@rer que si un graphe egégali€ (Q-égali®), c’est qu'il existe un vecteur de retards asgoau

graphe.

Repositionnement Comme pour les latences entiéres, si toutes les entréesmieud ont umegistre

fractionnaireet que chacun est utilisé au moindois, n délais peuvent étre supprimés de chacun de ses

registres fractionnairepour étre placés dans degjistres fractionnairesur chacun des canaux en sortie du

nceud. La figure 6.2 illustre cela. De a) a b), un retard estsuni chacune des entrées du nceud le plus haut,

et est propagé en sortie. Puis, de b) & c), les deux retards soucle, en haut & droite, sont regroupés; les

deux retards en entrée du nceud du milieu sont déplac&ssumique sortie.
Pour chacun des chemins de la figure 6.2, le nombre de retidseéme dans a), b) et ¢). En revanche,
la quantité deegistres fractionnairesarie. La possibilité de repositionner lesgistres fractionnaireper-

met d’optimiser certains criteres comme le nombre totakdéstres fractionnaires

a) b) c)

FIG. 6.2 — Repositionnement des délais dmgstres fractionnaires

Répartition "au plus tard”
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Définition 34 (Répartition "au plus tard”) SoitG un graphek-périodique de priodep Q-égali®. SoitL
le vecteur de retards assé& G.

On appel Epartition "au plus tard” la répartition des retards sur les canaux @edécrit par le vecteur
L s'il est tel que pour tout nceudde G, au moins un des canaux d’eétr den a un nombre de retards par
période deD.

Formellementyrn un nceud du graphélc € en tel queL(c) = 0.

Le lemme 21 montre que pour un graphe pré-égalisé, itexise et une seule répartition des jetons dite
au plus tard (definition 34). Le lemme 20 montre qu’a parindmporte quelle répartition des retards, on
peut obtenir la répartition au plus tard grace a I'opiérade repositionnement décrite dans ce paragraphe
et formalisée dans la définition 39. Il sera intéressdans les sections 6.2.5 et 6.3.6, de considérer que la

répartition choisie pour les retards est celle dite "awspéurd”.

6.2.2 Ordonnancer les noeuds du graphe :

Maintenant que le graphe est égalisé, on peut I'ordorgrarcfixant I'ordonnancement et en déduisant
celui de ses voisins. Puis, de proche en proche, de tous ledsn@ans un ordonnancement au plus tot,
I'ordonnancement d’'un nceud est le méme que celui de satepesseur décalé d'un instant. On a vu
dans le chapitre 2 que l'utilisation d'un retard sur un came&ient a une transposition élémentaire sur
I'ordonnancement du nceud en téte du canal. On rappelleaquanisposition &élémentaire est équivalente a
une rotation de-« (Théoreme 2).

Définition 35 (Régle de calcul des ordonnancements balancés d'un graghest un graphed-egali
k-périodique de priodep. Soit L le vecteur de &partition de retards assoei G. Soitc un canal deG.
S0itO,¢,0.6 I'ordonnancement de respc et ce.

— Oce = O0¢c O 1 —L(c)*

= O¢c =0ce O L(c) xa— 1.
Quand un nceud a plusieurs egss (sorties), son ordonnancement peut se caléupartir de I'ordonnan-
cement de n'importe quel nceud qui leegrde (sucede) directemend condition que I'ordonnancement
de ce dernier soit &a connu (quelque soit le nceudepecesseur (successeur) corsal la solution sera
la méme). L'ordonnancement d’'un nosuglusieurs entees (sorties) estgala I'ordonnancement d’'un de
ses pédécesseurs (successeurs) reegdavanés) d'un instant et auxquels on applique une rotation vers
la gauche (droite) de tailley (pour unk et unp donrg) par retard assoé& au canal. (voir def. 9 pour la
définition dex)

Générer les ordonancements des nceuds du graphe se faihes linéaire par rapport au nombre de
nceuds.

A partir de cette regle de propagation de I'ordonnancenienbus suffit de fixer 'ordonnancement
d’un seul nceud du graphe pour déterminer I'ordonnancedestaius les autres. Connaissart p, on peut
générer I’ensembls’;, choisir arbitrairement un mot de I'ensemble et I'assoEieaussi arbitrairement a

un nceud du graphe. Puis d'utiliser la regle ci-dessus peneigr I'ordonnancement complet du graphe.
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La figure 6.3 illustre notre regle de génération de I'amdancement du graphe. L'ordonnancement du
nceud a deux entrées est le méme qu’on le calcule a partiodentrée de droite ou de gauche. Par rapport
a son entrée de droite, 'ordonnancement a été retitatéinstant (une rotation vers la droitét10 O 1 =
0111). Par rapport a son entrée de gauche, 'ordonnancens&tatr@tardé d’'un instant puis rotaté de deux
fois « vers la gauche (2*1=2)(1011 © 1) © 2 =1011 © 1 = 0111).

m——UTE

A

0111

A4
: | ' E—t

1011 T

—T

f

k=3, p=4, « =1

FiG. 6.3 — Propagation de I'ordonnancement des nceuds de progheche.

Le lemme 22 montre formellement que I'ordonnancement dpfggabtenu est cohérent. C’est a dire
gue l'ordonnancement d’'un noeud a plusieurs entrées festtigément le méme quelque soit le nceud
précédent considéré pour le calcul. De plus, le lemmm@Btre que le premier ordonnancement fixé peut
étre retrouvé par le calcul a partir des autres ordorgraeats. Enfin, le lemme 24 montre que quelque soit
le premier noeud et au premier ordonnancement choisi, oudrdes moments difféerents du méme régime
permanent. On peut donc retrouver tous les autres momenssinpple rotation de tous les ordonnance-

ments.

6.2.3 Ordonnancer legegistresfractionnaires:

Une étape précédente nous permettait de placeedgstres fractionnairest de savoir combien de fois
ils sont utilisés par période. Cette étape permet derdéher a quel instant exactement les retards seront
appliqués en fonction de I'ordonnancement des nceuds.

Le lemme 25 nous montre que dans un graphe d’ordonnanceianth, si un jeton est retardé, ce
ne sera que durant un seul instant. Etant donné que le g(aphe vecteur de retards associé) 8st
égalisé, on sait que le nombre de retard par canal estenfé k. A partir de ce résultat, on peut définir
I'ordonnancement d’umegistre fractionnairesur un canat (ayantr retards a appliquer) comme un mot
binaire de longueuyp contenant 1. Cesr 1 représentent lesinstants d’activations (lesretards). On ne
retient jamais deux instants d’affilées le méme jetonesixd se suivent dans I'ordonnancementrdgistre
fractionnairg cela concerne deux jetons différents successifs.

Définition 36 (Regle de calcul des ordonnancementsregsstres fractionnairesles canaux du graphe.)
SoitG un grapheQ-égalis k-périodique de priodep. SoitL le vecteur de &partition de retards assoei

a G. Soitv 'ordonnancement d’'umegistre fractionnairactif r fois par periode pla& en entée d’un nceud
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n € G d’ordonnancemer®,,. v(1) (respv(p)) désigne le premier (resp. dernier) bit du mot3!i € [0, p|
tel queO,, © i = sup(S}).
Viel,pl,v(j)=1ssi(j modp)e{p—iip—itap—i+2*a;..;p—i+(r—1)*xa}.

Générer les ordonancements dagistres fractionnaireslu graphe se fait en temps linéaire par rapport
au nombre de canaux. Le nombre de canaux est une bornersgittsupérieure au nombre dgistre
fractionnaire

Si la répartition desegistres fractionnairegst la solution particuliere dite "au plus tard”, pour tout
nceud, il existe au moins une entrée qui n'utilise pasedgstres fractionnairesDans ce cas, toutes les
utilisations deregistres fractionnairepar les autres entrées sont "légitimes” au sens ou il yex®fement
un jeton qui arrive apres les autres. Pour les autrestiipas de retard, il existe au moins un nceud tel que
toutes ses entrées ont reyistre fractionnaire Suivant la définition 36, il seront tous actifs au(x) mé&s)e
instant(s).

Le lemme 26 montre que I'ordonnancement d&gstres fractionnairesel que défini dans la def. 36
coincide avec celui des nceuds. C’est a dire queelgistres fractionnairesont actifs quand I'état courant

nécessite d’appliquer un retard sur le canal.

6.2.4 [Efinir les états du regime permanent :

Maintenant que I'on a déterminé I'ordonnancement cotrtilggraphe et de sesgistres fractionnaires
nous devons déterminer a quels placements des jetonsdm®m@ancements correspondent. |l exjsédats
differents du régime permanent et a chacun corresporiddice : tel que le graphe est dans I'étaapres
avoir exécuté les premieres instructions de 'ordonnancement de chaqueinceu

Définition 37 (Regle de calcul du marquage du graph®dit G un graphek-périodique de priodep et
égali€. SoitO son ordonnancement. Seitin canal deZ contenant umegistre fractionnaireSoitO,, I'or-
donnancementde = ec etOy, I'ordonnancementdtegistre fractionnairdec. SoitMy, M;,....M;,...M, =

M, lesétats successifs dégime permanent de I'égution deiz selon I'ordonnancemeid.
Mi(c) = On(p+1i)+ Opr(p+1) (6.1)

(si ¢ ne contient pas deegistre fractionnaire) s, = 07).
— le bit d’indicei de I'ordonnancement de chaque noeud dongtat’de ses canaux en sortie au mar-
quageM;. S’il esta 1, le noeud vient de s'éguter, les canaux de sorties contiennent un jeton. Sinon,
il est vide.
— De néme, le bit d'indice de I'ordonnancement de chaquegistre fractionnairdonne sorétat au
marquagel/;. S'il esta 1, leregistre fractionnairgient de retenir une dor@e : il est plein. Sinon, il

est vide.

Geénérer le marquage des places du graphe se fait en tem@pgédi par rapport au nombre de nceuds.
Générer le marquage desgistres fractionnaireslu graphe se fait en temps linéaire par rapport au nombre
de canaux.

On peut maintenant construire la séquence d’exécdfiorr du graphes tel que :
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Définition 38. Ezec = My 5 My..M;_y 5 M;... 22 M, = M.
AvecM; le i¢™¢ marquage calc@ grace aux ggles de la def. 37; est 'ensemble des nceudtel que
O, (i) = 1.

Le lemme 27 montre que le nombre de jetons instanciés plr dgcette maniére pour chacun des mar-
guages est conforme aux spécifications initiales du grdpimentre que le marquage initial et le marquage
calculé sont équipollents.

Le lemme 31 montre qu’a partir du marquage calculé, le gsijetons est cohérent avec les ordonnan-

cements calculés.

6.2.5 Trouver une initialisation asynchrone :

Comme dans la secti®?? du processus d’égalisation, nous allons terminer notnstcaction par la re-
cherche d'une séquence d'initialisation asynchroneuda pburte possible et surtout qui nécessite seulement
les ressources déja disponibles. La encore, aucuntgoghéiutomatique ne permet d’obtenir cette initiali-
sation. Le théoreme 6 nous garanti seulement qu'il exiete séquence d’exécution entre I'état initial du

systeme et I'un des états du régime permanent.

6.3 Propriétés de correction

6.3.1 Ajout desregistresfractionnaires

Dans le processus d’'égalisation, la répartition desdstast donnée par la simulation. Ici nous utilisons
le solveur d’équation linéaire pour déterminer cegtgartition. La fonctionF'(définition 39) et les lemmes
20 et 21 nous garantissent la possibilité d’atteindrepertition "au plus tard” pour la répartition des retards

a partir de la solution obtenue par équation linéaire.

Lemme 18(égalisation par solveur linéairepoit G un graphek périodique de priodep et pre-£egalis.
SoitL le vecteur deé&partition des retards assdea G. L est obtenu en utilisant le sgshe déquation de

la section 6.2.1G estQ-égalie.

Démonstration.Le systeme d’équation de la section 6.2.1 a toujours ulutign maximale dond. est tel
que pour tout cycl€' deG contenanj jetons et de latende la somme des retards associés aux canaux de

C estdepx j — k x[.. Le lemme 17 montre que si on assofia G alorsG est égalisé. O

Nous allons maintenant prouver qu’'a partir de la solutiorsdiveur d’inéquation, on peut la modifier
pour obtenir une répartition "au plus tard” des retards @5. Cette répartition a la particularité d'étre
naturellement obtenue par simulation "au plus tdt” aipditin marquage balancé. Nous allons nous poser
la question de I'atteignabilité de la répartition "au phard” a partir de la solution obtenue par le solveur
d’inéquation linéaire.

Nous allons commencer par définir formellement la fonctlerdéplacement de retards (définition 39)
que nous avons intuitivement introduite dans la sectionl&gace a la figure 6.2. Nous vérifierons que
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cette fonction conserve la propriété@ecgalisation sur le graphe (lemme 19). Ensuite, nous sieontrer
que la répartition "au plus tard” est accessible a pagindmporte quelle répartition (lemme 20) grace a
I'utilisation répétée de la fonction de déplacementetards. Enfin, nous prouverons que pour un graphe
donnég, la répartition "au plus tard” est unique (lemme 21)

Définition 39 (Fonction de déplacement de retard3pitG un graphek-périodique de priodep Q-égalis.
SoitL le vecteur de retards ass@a G.

SoitF une fonction qua L associel’ un autre vecteur de retards tel que : soitin nceud du graphe, le
nombre de retards minimum commatous les canaux d’erées de: sont transmis sur chacun des canaux
de sortie den. Le nombre de retards sur n’importe quel autre canal#esste inchang.

Formellement, On not&’ = F(L,n) ou L’ = F, (L) si soit{ci, c2...c, } les canaux d’en&s den et
{c],c...c;,}. les canaux de sorties de Vi € [1,n], L(c;) > r.

Vi e [1,n], L'(¢;) = L(c;) — r.
Vi € [1,m], L'(c}) = L(c;) + 7.
Ve un canal de tel quec ¢ {en U ne}, L'(c) = L(c).

Lemme 19(Fiabilité de la fonction de déplacement des retar@)itG un graphek-périodique de priode
p Q-égali®. SoitL le vecteur de retards ass@a G. Soitn un nceud du graphe. Sdit = F(L,n). (F est
la fonction de @placement de retard€) assock a L estQ-égalis, alorsG assocga L’ I'est aussi.

Démonstration.Soitn un nceud du graphécy, co...c, } Ses canaux d'entrés ét}, c,...c,, }. ses canaux
de sortiesVi € [1,n], L(¢;) > r. On aL’ un autre vecteur de retards tel glle= F'(L, n) SoitC un cycle
deG passant pat; puisc) (i € [1,n], j € [1,m]).

L'(C)=L(C)—=r+r=L(C). O

Il existe une répartition dite "au plus tard” (def. 34) pdaquelle un nceud a toujours au moins une
entrée qui n'utilise pas de retards. Cette répartitianir@éressante car premierement elle est accessible
a partir de n’'importe quelle autre répartition (lemme.2ZDguxiemement, elle est unique (lemme 21) et
enfin parce que dans le cas ou la simulation d’'un graphenmetain ordonnancement balancég, le vecteur
de retards associé I'est aussi.

Notation 4. SoitG un graphek-périodique de priodep Q-égali€. SoitL le vecteur de retards ass@z
G.
L' = F(L) signifie qu'’il existe un nceudappartenant G tel quel’ = F(L, n).

Le lemme 20 montre qu'a partir de n’importe quelle rép@amide retards, on peut attendre la répartition
"au plus tard”. Pour cela, on va montrer que pour tout nceuddplg, il existe un chemin provenant d’'un
cycle critique sur lequel le nombre de retards ne peut quedee par I'opératiorF’ (car un cycle critique
ne contient aucun retard).

On conclut qu'au plus tard quand le nombre de retards surdechest dé), le noeud a forcément un

canal d’entrée averetard et que cela ne changera plus par la fonction
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Bien que nous n'ayons pas borné le nombre de fois ou il fapiiguer la fonctionF sur les nceuds d’'un
graphe pour obtenir la répartition "au plus tard”, on sai¢ g@e nombre est fini et que quelque soit le nceud,
I'utilisation de la fonctionF" nous rapproche de la solution.

Lemme 20 (accessibilité de la répartition "au plus tard"$oit G un graphek-périodique de priode p
Q-égali. SoitL le vecteur de retards ass@& G.
VL, 3L/ la répartition dite "au plus tard” tel quel’ = FoFo...oF(L).

Démonstration.Soitn. un noeud critique du graphe. Les cycles critiques n’ont péniion aucun retard
sur leurs canaux. Dorit: un canal d’entrée de, tel queL(c) = 0. De plus,F'(L, n.) = L car le minimum
retard commun aux canaux d’entréesgesst égal & (c) = 0.

Soitn un nceud du graphe quelconque. $gite chemin le plus court allant d’un nceud critique@e
versn.

Soit{c1, ¢, ...c;n  'ensemble des canaux d’entréexde- est le nombre minimum commun de retards
a I'ensemble des canaux d’entréerde

Vn' # n un nceud du chemip,. Onals, = F(L,n') et La(p,) = L(p,) car les retards enlevés sur le
canal dep,, en entrée de’ sont rajoutés sur le canal gg en sortie de:’. Etant donné qug,, commence
par un nceud critique, le nombre de retards;sune peut pas augmenter par il est borné paf.(p,,). En
revanche, on&,, = F(L,n) etL,(p,) = L(p,) — r. Lutilisation de la fonctionF" sur le nceucd: diminue
le nombre de retards spy,.

L'utilisation de la fonctionF' sur d’autres nceuds d& peut amener des retards sur tous les canaux
d’entrée den. Dans ce cas, I'utilisation de la fonctidn sur le nceud: en enlévera le nombre minimum
commun. Il réduira aussi le nombre de retardsgsur

Au plus tard, quand le nombre de retards;suesto, la répartition des retards daGsnoté L3 est telle
quedj € [1,m] et Ls(c;) devient invariant paf'. C'est a dire qu&n” un noeud du graphe, le nombre de

retards suri; pour la répartitionF'(Ls, n”") est toujours dés(c;). O

Les définitions 40 et 41 sont nécessaires a la preuve dmée@il. Pour montrer que la répartition
"au plus tard” est unique, on va en supposer deux diffesgm@ntrer que pour I'une d’elles, il existe un
ensemble de chemins qui contiennent au monesards { € IN). On va conclure par I'absurde en montrant
gue parmi les chemins contenant au mainstards, il y en a forcément au moins un qui ne contient aucun
retard.

Définition 40. SoitG un graphek-périodique de priodep Q-égali®. SoitL le vecteur de retards asséci
a G tel que la Eépartition des retards est "au plus tard”.

On c&finit la relation EP N (empty previous node) gaiun nceuch de G associe un autre nceud de
G. Onditquen’ = EPN(n) sidpath un chemin de’ versn avecL(path) = 0.

Définition 41. SoitG un graphek-périodique de priodep Q-égali®. SoitL le vecteur de retards asséci
a G tel que la Epartition des retards est "au plus tard”. Saitun nceud du graphe.
soitcg(n) la fonction qui retourne un des canaux entrantdee contenant aucun retard. Pour un nceud

n, plusieurs canaux entrant peuvétie ceniés de retard. Pour nos besoins, il nous suffit de n’en céneid
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gu’un seul. Doney(n) retourne un de ses canaux arbitraitement.

Lemme 21(Unicité de la répartition "au plus tard”B5oitG un graphek-périodique de priodep Q-égalis.
SoitL le vecteur de retard assdaxa G.

Il existe un et un seul vectelirassoceé a G tel que la €partition des retards est "au plus tard”.

Démonstration.On suppose qué et L’ sont deux vecteurs tels qaeassocié d. est égalisé, qué' associé
a L’ est aussi égalisé et que la répartition des retard& swivantL ou L’ est "au plus tard”, .

Soitng un nceud du graphe.

Si L et L’ sont différents, il existe au moins un noaugde G tel que pour un canal d’entrée dg
appeléc, L(c) # L’'(c). Disons queL(c) = L'(¢) + 4. De plus soitn’ le nceud & la base deg pour tout
chemin allant d’un nceud critique vet§ le nombre de retards est le méme suivaet I.'. Sinon, il existe
un autre canal avec une difféerence dans le nombre de retapdsir lequel les chemins venant d’'un nceud
critique qui le précéde ont le méme nombre de retards Aatd.’.

On en déduit que pour tout cheminth allant d’un nceud critique vers, L(path) = L'(path) + i.

Et pour tout chemimath’ allant deng vers un noeud critiqud,(path’) = L'(path’) — i. (Sinon, il existe
au moins un cycle tel queL(c) # L'(c) dans ce cas, solt soit L’ n’est pas valide car il n'égalise pé§

Dans la répartition associéela on noten; le nceud a la base dg(ng). On an; = EPN(ng).

Il existe ns tel queny = EPN(ny) carco(ni) existe (on est dans la répartition au plus tard). De plus
ng = EPN(nyg).

Si on construit la suite des nceudstel quen;; = EPN(n;), étant donné que la répartition des
retards est "au plus tard”, cette suite est infinie. Mais centenombre de nceuds dans le graphe est fini,
3i,j aveci > j > 0 tel quen; = EPN(n;) etn; = n;.

Le chemin den; versn; est un cycle critique et le chemin dg versng est un chemin d’un nceud du
cycle critique ;) versng qui ne contient aucun retard. Or selon le vecteur de réjmarties retardg, le
nombre de retards doit au moins &treidgour tout chemin d’'un nceud critique vess. L n’est pas une
répartition "au plus tard”. O

6.3.2 Ordonnancements des noeuds de calculs

Le lemme 22 montre que la méthode de calcul des ordonnamted®la définition 35 permet d’obtenir
une solution unique a partir d'un point fixe. Pour cela, opmase I'ordonnancement d’'un nceud connu, et
on montre que I'ordonnancement d’un autre nceud accessfidetir du premier par plusieurs chemins est

le méme quel que soit le chemin considéré.

Lemme 22(Convergence de la méthode de calcul des ordonnancentehé&mins paralleles)Soitnl et
n2 deux noeuds d’'un graph@ k périodique de priodep et Q-égali€. tel qu'’il existe plusieurs chemins
(p1:p2;---pm) allant denl & n2. SoitO,,; 'ordonnancement de.

SoitOP,, OF ..., 0Pz lesm ordonnancements possiblesxizcalculesa partir deO; par le chemin
(p1,p2,-.-pm) €N suivant les&gles de la section 6.2.2.

Onavi,j € [1,m], OY%, = O,
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Démonstration.GG étant fortement connexe, il existe au moins un chemde longueurL allant den2
versnl. On appelleC'1 et C2 les cycles formés resp. par les chemyinsuivi dep; etp suivi dep,. La
figure 6.4 montre ces deux cycles extraits du gragh€’'1l (resp.C2) contientk1 (resp.k2) jetons pour
une longueutll + L, (resp.L + L»). Le débitdeC'1 (resp.C2) esttel quékl «p — k* (L+ L1) =c+x
(resp.k2«xp — k(L + L2) = ¢+ y). Lesc retards communsél etc2 interviennent sur le chemin Les

x retards de”'1 (resp. leg retards de”'2) interviennent sur le chemim, (resp.ps).

p P, P,
L Lb

FIG. 6.4 — Deux cycleg’; etCs de longueurrespl + Ly etL + Lo.

Montrer queO?}, = OF% eéquivaut a montrer qu@,,; O Ly —axx = 0,1 O Ly —axy
< Ly —axx=Ly—axy mod p.
Partant du systeme d’équation :

kElxp—kx(L+L1)=c+=x
k2«p—k*(L+Ly)=c+y

on obtient

{L2 =Li+(z—y+pk2— kl))/k} (6.2)

La quantiteL, — o * iy est donc égale a :
Lo—axy=L1+ (x —y+pk2 — k1)) /k —ax* (z+ p(k2 — k1) + k(L1 — L3))
Ce qui peut étre réécrit en
Lo—axy=IL —axx+ (z—y+pk2—Fk1))/k—ax*(p(k2—k1)+ k(L1 — L))

[l nous reste & montrer que la quantité= (x —y+p(k2 — k1)) /k—a* (p(k2 — k1) + k(L1 — L2)) =0
mod p. Si dansA, on remplace: — y par sa valeur dans I'équation 6.2-p(k2 — k1) — k(L, — L2) et

qu’on simplifie, on obtient :

AZ(L2—Ll)—a*p(kQ—kl)—a*k(Ll—Lg)
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Si on remplacer par sa valeu(p—! * p — 1) /k, on obtient

A=Ly— L —ap(k2 — k1) — (p'p—1)(L1 — Lo)k/k =
Ly— Ly —ap(k2 — k1) —p~'p(Ly — Ly) + Ly — Ly =
—ap(k2 — k1) —p~'p(Ly — Ly) =

—p(a(kQ — k1) +p (L — LQ))
La quantité A est congrue-ap =0 mod p. O

Lemme 23 (Convergence de la méthode de calcul des ordonnancemégties) Soit O,, 'ordonnan-
cement d’'un nceud dans un graphe& k périodique de priodep Q-égali®€. On suppose que est le
nceud auquel on a attrilduun mot d’ordonnancement arbitraire $%, en suivant les&gles de la section
6.2.2. On peut calculer 'ordonnancement de tous les noeudgsaphe.O,, peutétre recalcué a partir de

I'ordonnancement des noeuds qu'il a luBme @rérés.

Démonstration.G est fortement connexe, il existe au moins un cy¢lpassant par de longueut conte-
nant;j jetons nécessitamtretards. Soit!, 'ordonnancement du nceudcalculé a partir d@,,.

On a0, =0, Ol —r*a. Intéressons nous a la quantité r * «.

Onsaitqug xp — k*xl =retqueaxk =—1 mod p. Si on remplace par leur valeur, on obtient :

l—rxa=
l—ax(jxp—kxl)=l—axj*xp+axk*xl=

l—axjxp—Il=—axjx*p

Onal—rxa=p=0 mod p. doncO,, = O,. O

Dans notre méthode de calcul des ordonnancements du graphe seul aléa réside dans les choix
arbitraires d’un nceud et d’un élément de I’ensenﬂﬁleomme point de base du développement. Le lemme

24 montre que quels que soient ces choix, les solutionsesprivdlentes modulo rotation.

Lemme 24(Convergence de la méthode de calcul des ordonnancen@mqis/alence entre les difféerentes
solutions) SoitG un grapheQ-égali€ k-périodique de priodep. SoitL le vecteur de retards ass@ci
G.

SoitO; et O, deux ordonnancements bald@ascded.

Jli tel queVn un nceud dé&, O1(n) = Oz(n) O 1.

Démonstration.Les lemmes 22 et 23 nous montrent qu’a partir de I'ordonearent d’un nceud du
graphe, on peut calculer 'ordonnancement unique de t@usdeuds du graphe.

Donc siJi tel queO; (n) = O2(n) O i alorsv¥n' un autre nceud dé tel queO; (n') = O1(n) © I mais
aussiOz(n') = Oz(n) O 1d'o0O02(n') = O01(n') Ol —i—1
O2(n') = O01(n') O —1. O
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6.3.3 Ordonnancements desegistres fractionaires

Lemme 25. SoitG un graphelN-égali. SoitL un vecteur deé&partition de retards tel qué& assocea L
estQ-égali€. SoitO I'ordonnancement balarcdeG. Soitc un canal deG tel queL(c) = 7.
c retarder jetons distincts (Chaque jeton est retandn seul instant).

Démonstration.Dans le chapitre 2, nous avons étudié les mots balanoés.un k et unp donnés, I'en-
sembIeS’; peut &tre ordonné grace a un ordre de précédence @gehiin Le passage d’'un élément & son
inférieur direct se fait par une transposition élemeatdemme 12). De plus, a chaque élément de I'en-
semble est associée une position unique et differenteghmgue mot telle que la transposition de I'élément
a cette position retourne son inférieur direct dans femde précédence (corollaire 5).

Soit O; et O, les ordonnancements de resp.et ce. O; O 1 représente I'ordonnancement de
Si L(¢) = 0. Mais L(c) = r donc,0, = 77(01 © 1). Chaque retard dans le canah I'effet d'une
transposition élémentaire sQ%.

On sait que-k x o = 1 (lemme 13). Doné transpositions reviennent & une rotation : chaque transpo

sition concerne ui different du mot. O

Le lemme 26 vérifie que les regles de calcul de I'ordonnaresd d'unregistre fractionnairede la

définition 36 permettent de I'utiliser effectivement qdam jeton doit étre retardé.

Lemme 26. SoitG un graphek-périodique de priodep et Q-égali€, M son marquage ek le vecteur
de répartition des retards assdca G. Soit O I'ordonnancement balaricde G. On va supposer qu'il
existe un marquagé/, tel que I'on peut @&finir Exzec I'exécution en égime permanent dé&' tel que
Exec = M, ELN My..M;_4 £, M;... LN M, = My. F; estl'ensemble des nceudsel queO,, (i) = 1
(le lemme 27 nous montre que ce marquage existe).

Soitc un canal du graphe tel quB(c) = r. On appel; etns les nceuds respc etce. On a0,,1 (resp.
On2) 'ordonnancement de; (resp.ns). On céfinit 'ordonnancement dregistre fractionnairdu canale
comme un mot binair@y, tel que :3li € [0, p[ tel queO,» O i = sup(S’;).

Vjiel,p],0p(j) =1ssi(j modp)e{p—i;p—i+a;p—i+2*a;..;p—i+(r—1)*a} (def36).

forallj tel queOy,(j) = 1, on aRetard(c, M;_1) = 1.

Démonstration.On a0,,1 (p) qui détermine I'action de; a cet instantO,,; (p) donne aussi I'état du canal
c a cetinstant. (SO,1(p) = 1, ny & été actif, le canat contient un jeton. sO,,;1(p) = 0, n; N'a pas
travaillé, le canat est vide). De plusQ,,1(p — 1) = (O,1 © 1)(p) donne I'état du canal a l'instant
précédent.

Dans l'ordre lexicographiqu&),,; © 1 et O, sont distant de- carO,2 = 7" (Op1 O 1) = Op1 O
1—ra.

Il exister indicesz difféerents tel quéO,,; © 1) Tz # O,2 T z. Etantdonné que 'ordre de précédence
est total sus,

Si(On1 © 1 < Oy, alorsil exister 1 dansO,,; dont la position précede lede méme indice dan@,,».

Le lemme 25 nous dit que, dans ce cas, I'écart de positior detixl de méme indice est au maximum de
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un:((0p1 O ) 1T2)+1=0,21 z.

Enrevanche, 5i0,,; O 1 > O,2,0na

(On1 ©1) T x> Opa 1 z. Par contre,

(Op1 ©1) T2 <Opa T (z+1).

Etant donné qué®,,» = 7" (0,1 O 1) est toujours vrai,
ona((0n1 ©1)T2)+1=0,21 (x+1).

Linterprétation de ce résultat est que le jeton prodaitp al'instantO,; 12 = ((Op1 O 1) T2) -1
est utilisé a I'instanO,,2 T 2. OrO,,1 T+ 2 = O,2 T 2. C'est a dire que le jeton est retenu a I'instant
(On1 T x) + 1. DoncRetard(c, M;) =1 avecj = Op1 T .

Exprimons maintenant explicitement les insta(it3,,; O 1) T z). SiO,2 = inf(S’;), Ona((On1 O
1)Tx)+1=0,2 1z (c'estO,; le plus grand des deux).

De plus,A(inf($%)) = p = 0 donc
A(inf(SE) O a) = A(O1 O 1 — (r — 1) * a) = a (corollaire 4) et
A(inf(SE) O2%a) =A01 O1—(r—2)*a) =2xa
on peut en déduire que= j * « mod p avecj € [1,7].

SiO,s = sup(S];) = znf(S];) Oa,z=j*a—«a modp=(j—1)*xa mod pavecj € [1,r]. Ou
encorer = J x a mod p avecJ € [0, r].

Supposons qu'il existe tel queO,,5 = sup(S’;) Oi.0na((On ©1) 7T 2)+1 =04 T x ssi
x=p—i+J*xa mod pavecj € [0,r].

Les instants d’activation deegistre fractionnairesont{p —i;p — i + «;...;p — i + (r — 1)a}. O

Le théoreme 7 présente un des résultats les plus impsda manuscrit. Dans le processus d’égalisation,
il est possible qu’un canal ait a retenir plusieurs valeausnéme instant. Pour cela, il faut que le canal
possede plusieursgistres fractionnairesUn des intéréts des mots balancés est que ceux-citissman la
charge desegistres fractionnaireségulierement sur la période. On obtient comme résglia si un canal

a des retards a appliquer, un smgistre fractionnairesuffit a tous les appliquer.

Théoreme 7(Capacité des canaux d’un graphe en régime permanemdéla
SoitG un grapheQ-égali€ k-périodique de griodep ayant un ordonnancement baladour tout canal

nécessitant des retards, un et un segistre fractionnairsuffita appliquer ces retards.

Démonstration.Le graphe esN-égalisé, pour tout canal, le nombre de retards a appligst inférieur a

k. Conformément au lemme 25, chaque retard concerne ungéfénent. La définition 36 nous dit que
chaque retard est distantde mod p instants. Etant donné queetp sont premiers entre eux;, j € [1, p],

i # j,i*a modp # j*xa mod p. On peut appliquer jusqu’aretards dans la méme période avec le

mémeregistre fractionnaireor le nombre de retards par arc dans un grdpFegalisé est dé < p. O
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6.3.4 Les jetons

Le lemme 27 montre qu'a partir de I'ordonnancement des soetidiesregistres fractionnairesiu
graphe calculés suivant les méthodes de ce chapitreateiplent des jetons résultant est équipollent au

placement initial des jetons du graphe.

Lemme 27 (Validité de la méthode de calcul du marquage balan&it G un grapheQ-égali€ k-
périodique de priodep ayant un ordonnancement balaneog O. Les ©gles de calcul, de la&finition 37,
desétats du Egime permanent de I'égution dei7 & partir de son ordonnancement permettent de calculer

des marquagesquipollents (éfinition 15) au marquage initial du syshe.

Démonstration.La preuve de ce lemme nécessite de définir la notion de neatsadlquage des places d’'un
cycle et de mots de marquage degistres fractionnairesi’un cycle, puis de montrer quelques résultats

préliminaires sur ces mots. O

Dans un graphe ordonnancg, si un ncetiévaille, tous ses canaux en sortie sont pleins. S'il natlia
pas, ils seront vides. L'état courant de chaque canal di¢sgspeut étre donné par le dernier élément
de I'ordonnancement du noeud précédent le canal,3p) = 1, le canal en sortie de est plein. Si
O, (p) = 0, il est vide. Pour lesegistres fractionnairede lien est encore plus rapide, si la derniére valeur
de I'ordonnancement d’'uregistre fractionnaireOy, (p) vaut1 le registre est plein, sinon, il est vide. La

figure 6.5 montre cette correspondance.

0000001 __

0101101

Y
1011

010

FiG. 6.5 — L'état du cycle est calculé a partir des ordonnerargs de ses nceuds et de mggstres frac-

tionnaires

Définition 42 (Mots de marquage des placasdistres fractionnairesdu cycleC). Soit G un graphe
Q-égalis k-périodique de priode p ayant un ordonnancement balanaog O. Soit C un cycle deGG
contenant noeudsi;,ns,...n;) etl canaux ¢, co, ...c;) et utilisantr retards €partis sur led canaux de

C (j*p—1xk=r).c estuncanal en sortie de (i € [1,!]). On noteO,,; I'ordonnancement assaeiau
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nceudn; etOy,,; 'ordonnancement assdeiauregistre fractionnairsur canale; (¢ € [1,1]). Si le canal;
ne contient pas deegistre fractionnairg) s,.; = 0P.

On appelle mot de marquage des places du cgt{@a partir du nceudz;) le motM,,;,.. de longueui
tel queMyiace (i) = Opi(p).

On appelle mot de marquage degjistres fractionnairesdu cycleC(a partir du noeuch,) le motiMy,.

de longueuti tel queMy, (i) = Ofri(p).

Définition 43 (Vecteur de retards cumulés$oitG un grapheQ-égali€ k-périodique de priodep ayant
un ordonnancement bala@®o€ O et un vecteur deépartition des retards nétL. SoitC un cycle de&7

contenant nceuds#;,ne,...n;) etl canaux €1, co, ...¢;) et utilisantr retards ©partis sur led canaux de
C (r = j=p—1xk).c; estun canal en sortie de; (: € [1,!]). Soit! le vecteur de retards cunisd du

cycleC a partir du noeuch, assocea L tel quel(m) = 7, L(c;).

Lemme 28(Expression des mots de marquage a partir d'un seul moire)n&oitG un graphe-égali®
k-périodique de priodep ayant un ordonnancement bala&go€ O et un vecteur deapartition des retards
noté L. SoitC' un cycle de= contenani noeudsi,ns,..n;) €tl canaux €1, co, ...;) et utilisantr retards
répartis sur led canaux de”' (j xp — lxk = r). ¢; estun canal en sortie deg; (i € [1,1]). Soit] le vecteur
de retards cum@és du cycle” & partir du nceud:;. On noteQO,,; 'ordonnancement assdeiau nceud; et
Oy,; 'ordonnancement assdeiauregistre fractionnairsur canale; (i € [1,1]). Si le canak; ne contient
pas deregistre fractionnaire) ¢,; = 0.

SoitO’ € B* un mot binaire tel qu®’ (i) = O,1(p + 1 —4). (O’ est l'inverse d&),,1)

Le mot de marquage des places du cyclé partir du nceudr;) note M. peut sécrire :

Myigce(n) =0'(n—1I(n—1) x )

Le mot de marquage desgistres fractionnairedu cycleC (a partir du nceudh;) note My, peutétre
défini comme ceci :

— My (n) =1s8si0'(n—I(n—1)*a+1) =1etdm € [I(n—1),I(n)] telque0’(n+1—mx*a) = 0.

— My,(n) = 0sinon.

Démonstration.mot de marquage des places du cyclé€
L'état des canaux est décrit par les Hits; (p), On2(p), ....0ni(p). OrOp2(p) = (Op1 O 1 —I(1)a)(p) =
On1(p — 1+ 1I(1) % ). Plus généralement; € [1, p|,

Onj(p) = (On1 ©j = 1[G = 1) *)(p) = Om (1 = j + 1(j — 1) * ).

Soit O' € S% tel queO’(i) = Oni(p + 1 — i). On peut exprimen,,;(p) & partir de0’ comme
Onj(p) =0"(j —I(j —1)*x«a). DoncO’(j — I(j — 1) = «) décrit bien I'état du canal;.

mot de marquage degegistres fractionnairesdu cycleC
Un registre fractionnairea r’ retards en entrée d’'un nceudest plein aux instant®,,(j) ssi 3 tel que
On Oizsup(S’;) etje{p—i;p—i+ap—i+2*xa;..p—i+ (' —1)*a}. (lemme 26)

Cette condition peut &tre réécrite de la maniéere stévan

Un registre fractionnairear’ retards en entrée d'un nceudkst plein a l'instant courant, ssi
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On € {sup(8}),...,sup(Sh) O —a * (' —1)}. On peut en déduire 'ordonnancement du ncetién
entrée du canal contenantriegistre fractionnaire Pouri € [1,77], si O, = sup(SF) O —a * (i — 1) «
Oy O1= sup(S’;) O —ax* (i —1—r). 0, appartient a 'ensemble deSplus grand mot dS’; suivant
I'ordre lexicographiqueO,, © 1 appartient lui a 'ensemble de$ plus petit mot d$’5 suivant I'ordre
lexicographigue. On sait qu@,» © 1(p) = O, (p — 1) = 0 carr’ < k. De plus,3j € [1,7'] tel que
On © 1 —j*alpha = sup(S’;) car pour passer de I'ensemble déplus petit a 'ensemble des plus
grand par rotation de-«, on passe obligatoirement parp(S’;). Orsup(S’;)(p) =0.

Donc unregistre fractionnaireest plein a I'instant courant séD,,; © 1)(p) = 1 et3j € [1,7] tel que
(On ©1—j*alpha)(p) = 0.

Si le registre fractionnaireen question est sur le canal, 4, il est plein ssi(O,; O 1)(p) = 1 et
35 € [I(z —1),1(i)] tel que(On; O 1 — j xalpha)(p) =0.0r(On; O )(p) =0'(n—I(n—1)*xa+1)
et(On; ©1—jx*alpha)(p)=0'(n+1—jxa). O

Exemple 7. La figure 6.6 montre une repsentation dé\/,;... pour (k,p) = (4,9), pour(j,1) = (3,6)
(p*j — k =1 = 3) Le vecteur de retards cunad/ = {0,0,1,1,1, 3}.
On aMpjace = 100001 et M, = 001000.

001010101 oy  =100001
010010101

010100101 (@
)
010101001 (B
010101010

©'=[1]o[0[1)0 1010 =v(1).v(2).v(3)
1010gp[1jo10 0]o]1] =va)vs).ve)

Rotation de 101010010
Q& 101010100 M, =001000

fr (3):1

FiG. 6.6 — pour(k,p) = (4,9), pour(j,1) = (3,6) (p*xj — k =1 = 3. Le vecteur de retards cumulés
I=1{0,0,1,1,1,3},0n aMpj4cc = 100001 et M, = 001000.

Nous allons maintenant montrer que dans un graphmour tout cycle”, | M,ace|1 + | M1 d’'un mot
balancé est égal|&@'|; . (quel que soit la répartition des retards €)rPour cela nous allons commencer par
montrer que c'est vrai quand tous les retards du cycle sordestrés sur le méme canal (lemme 29) puis

nous généraliserons ce résultat a n'importe queflaniion des retards (lemme 30).

Lemme 29(Cardinalité des mots de marquage dans le cas simp@)G un grapheR-egali€ k-périodique
de eriodep ayant un ordonnancement balénoo€ O et un vecteur deépartition des retards née L.

SoitC un cycle d&7 contenant nceudsi;,ns,...n;) €tl canaux €1, ca, ...,¢;) et utilisantr retards €partis
sur lesl canaux deC' (j «p — I * k = r). ¢; est un canal en sortie de; (i € [1,[]). SoitI le vecteur de

retards cumués du cycleC' a partir du nceudz;. On noteO,,; I'ordonnancement assdaeiau noeud:; et
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Oyr; 'ordonnancement asogiauregistre fractionnaireur canale; (i € [1,!]). Si le canalc; ne contient
pas deregistre fractionnaire) ¢,; = 0.

SoitO’ € B* un mot binaire tel qu®’ (i) = O,1(p+ 1 —4). (O’ estl'inverse de),,1)

Lesttelquevi € [1,1 — 1], L(¢;) = 0etL(c) = r.

[Mpiacel1 + | Myr)1 =7

Démonstration.Etant donné que I'on a un sexgistre fractionnaire|My,.|1 < 1. (théoréme 7)My, est
de la formed!~1. X avecX = 0|1.
Mpiace = 0'(1).0'(2)...0'(1). DONCMp4c. €St UN SOUS-MOt d@’ de longueut commencant al'indice

Dansin f(S}), inf(5F)(1) = 0 (lemme 9) einf(S})(1+a) = L carinf(S})(1+a) = [(1+a)k/p|—
|(a)k/p] Oraxk = —1modp (lemme 13). done x k + k = k — 1modp. On peut en déduire qu'il existe
ntelque= |(1+ a)k/p| — [(@)k/p] = (n+1) —n=1.

On identifie le bitO’ (1) dansin f(Sf) et on note son indicer. (O" O m = in f(S}).

Sim € {a,2 % a, ...,r x a}, le décalage vers la droite suivi desauts dey réalisés entré/p;q.. (1) et
Mpiace (1) passent par les indicést o puis1. on auraM (1) = 1.

Le nombre del dansMp;qce €st :

Vr, € [1,p], le nombre dd dans un sous mot de:p(SF) de longueut et finissant a 'indice:, * o est :
|Mplacelr = [ (1o * @) x k/p] — [(ro ¥ a = 1) x k/p]
Onak*a= -1 mod pdonc
|Mpiace|r = [=70/p] = [=(ro + 1% k)/p]
[Mpiace|r = [(ro + 1+ k)/p] + | =70 /D]
|Mplace|1 =[(ro +1xk)/p] -1
On sait qué x k = —r mod p car (p*j-I*k=r).doncl « k + 1o = —r +ry mod p
Onadeuxcas:
m € {a,2*a,...,T x a}, c'esta dire que, € [1,7].
La valeur de-, nest pas suffisante pour passer a I'entier supérigUiiqce[1 = [(Ixk)/p] —1 = |Ixk/p]
Si on ajouteM ¢, (1) = 1 induite par ce cas au nombre dans) .., on obtient | Mace |1 + | Mpr|1 =
L k/p) +1=[(Ak)/p]

m € {a,2xa,...,7 xa}, c'estadire que, € [r + 1,p].

La valeur der, est suffisante pour passer a I'entier supériedifyqcc|1 = [(Ixk)/p]+1—-1= [(Ixk)/p].
Dans ce cas){y, (1) = 0.

|Mpiacel1 + [Myr|1 = [(Ix k)/p]

[ Mpiacel1 + | Mgr|1 = [(Ixk)/p].On saitque«j—kxl=r.j = (k+l+7)/p.k*xl—r=0 mod p
d'ouj = [(I xk)/p]. (pourr < p) O

La figure 6.7 montre deux coupledfgc.,My,) et (M),,...M},) de mots de marquage des places

place?
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(resp.registre fractionnairg du méme cycle d’'un méme graphe a partir du méme neelc difference
entre les deux réside dans la répartition des retardeszycle. Pour le premier, tous les retards du cycle
sont regroupés sur le méme canal. Pour le second, legsetant répartis sur plusieurs canauX. ést le

mot I'inverse du mot d’ordonnancementdg On voit quelMpiacel1 + [ Myr|1 = |M;ﬂace|1 + |MJ’[T|1.

001010101
o' =[o[z]oJo[1]o[1Jo]1  ™..= [o[Z]o[o[1[o[1]O]
rot(0', )= 010100101

rot(0’,2cv )= 0[1J0[1]0 1 0 0 1

010101010

10 0 1[0[L[0[1]0 [OTL[O[L]=M.-(5) M., O M. (T).M;,.(B)

101001010
101010010 M. 01001010 M,.. =01010101

“A = 1 ’ -
101010100 , =0000000 M! =00000000

FIG. 6.7 = Mplace,My,) avecl = {0,0,0,0,0,0,0,4} comme vecteur de retards cumulésel(, ..,M?,)
avecl = {2,2,2,4,4,4,4,4} comme vecteur de retards cumulés.

Le lemme 30 généralise le résultat précédent. Pouryanoce résultat, on va montrer QU piqcel1 +
|My,|1 est constant quelle que soit la répartition des retards¢escycle considéré. Si on se base sur la
représentation des mots de marquage des places egistses fractionnairefaite dans la figure 6.7, si les
quatre derniers bits d&/), .. avaient été pris dang(0’,2 * ) au lieu dep(0’, 4 x ), |M,,,..[1 aurait
diminué del mais|M}, | aurait, lui, augmenté de Maintenant, si les sept derniers bitsulg, , .. avaient
été pris sul0’ au lieu dep(0’, 2 x o) c'est a direM,,,.. = M, .1a position dedl aurait changé, mais

| M40 |1 Serait resté le méme g¥/}, |, aussi. Le lemme 30 formalise ce résultat.

lace

Lemme 30 (Cardinalité des mots de marquages dans le cas gén&aif) G un grapheQ-égalis k-
périodique de priodep ayant un ordonnancement baladnoo€ O et un vecteur deapartition des retards
noté L. SoitC' un cycle de& contenant nceuds;,ns,...n;), [ canaux €, co, ...c;) et utilisantr retards
répartis sur led canaux de”' (j xp — lxk = r). ¢; estun canal en sortie deg; (i € [1,1]). Soit] le vecteur
de retards cum@és du cycle” & partir du nceudq;. On noteQ,,; 'ordonnancement assdeiau nceud; et
Oy,; 'ordonnancement assdeiauregistre fractionnairsur canale; (i € [1,1]). Si le canak; ne contient
pas deregistre fractionnaire) ¢,; = 0.

SoitO’ € B* un mot binaire tel qu®’ (i) = O,1(p + 1 —4). (O’ est l'inverse d&),,1)

Soit Mpiqce (resp.My,) les mots de marquages des places (respistre fractionnaifedu cycleC' a

partir du nceudh;. | Mpiacelr + [Myprh =7 = |Clr.

Démonstration.Soit Npqc. €t Ny, les mots de marquage des places (resgistre fractionnairg du cycle
C a partir du nceud; pourJ le vecteur de répartition des retards sur le cy¢la partir du noeuad, de la
formevi < [, J(i) =0etJ(l) =r.
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Nous allons montrer QU&/piace|1 + [ Mfr |1 = | Npiacelt + | Ngrl1.

Soit I(n) la premiere occurrence de la valeur maxIdexceptél (/). Les! — n derniéres valeurs de
Mpiace SONt successives daok (Il n'y a pas de saut de: entre elles). Si on construid(),,...M},) les
mots de marquage des places (reésgistre fractionnair¢du cycleC' a partir du nceud; pourl’ le vecteur
de répartition des retards sur le cy€lex partir du nceud, de la forme :

—Vi<n,I'(i) = I(i)

-Vienl,I'(i) =1()-1

— I'(l) = I(I) + 1 : on regroupe les retards a la fin.

les! — n dernieres valeurs d&/’

place

—a par rapport aux — n derniers bits dé\/p;q... On sait qu’un saut de-o équivaut & une transposition

sont aussi successives dansmais a une position décalée de

élementaire sur le ma?’.
et lesi — n derniers bits dé/,,,ce, il N’y & que quatre

lace

Si on compare les— n derniers bits dé\/[;)

possibilités exclusives en fonction de la positionsg)’) :

— Lesl — n derniers bits d&1),,,...

— Mpiaee(l) = 0 et M;ﬂace(l) = 1. Cela implique que le bit suivait/,;,.. () dansO’ est unl et que

le bit suivantM, .. (1) dansO’ estun0: [M,,..[1 = [Mpiacelr — 1 €| M} |1 = [My-|1 +1.0na
IMpacelt + M 11 = [Mplacelt — 1+ [Mpr[1 + 1.

—3j € [l = n;l] tel queMpiace(5) = 1, Mprace(j +1) =0 etM;lace(j) =0, M;lace(j +1) =1

|M,,

Dans tous les cas, on &/,

sont égales auk— n derniers bits dé//,4ce.

1 = |Mpiace|1 SeUles les positions ont changeé.
[t + [Mp,[1 = |Mpiacelr — 1+ [Myp[1 + 1.
On peut ainsi continuer de "regrouper” les retards du cye@tle noeua — 1 jusqu’a obtenir le vecteur

lace|

lace

de répartition de retards et N4 €t Ny, les mots de marquage des places (resgistre fractionnairg
du cycleC.
De proche en proche, on&0,iqce|1 + [Mfrl1 = |Npracel1 + |[Ngr|1 = |Cli. O

Lemme 27(Validité de la méthode de calcul du marquage balancé).

Soit G un grapheQ-égali€ k-périodique de priodep ayant un ordonnancement balanaog O. Les
regles de calcul, de laéfinition 37, desgtats du egime permanent de I'égution deGG a partir de son
ordonnancement permettent de calculer des marquéagaipollents (&finition 15) au marquage initial du

syséme.

Démonstration.Soit C' un cycle deGG, Soit M le marquage calculé grace aux régles de la définition 37
pouri = 0. on a|Mpjacel1 + |Myr|1 = |C|1 (lemme 30). Le marquagl = M, = M, ainsi obtenu est
équipollent au marquage initial.

Le lemme 24 nous montre qu'il existe un ordonnancerigrgour G ou 3! tel quevn un nceud dé7,
O(n) = Oz(n) O 1.

Si pour tous les nceudsde G, on remplace),, parO,, © 1 et pour tous legegistres fractionnairegr
de G, on remplac&), parOy, O 1, le marquage obtenu par les régles de la définition 37A&st il est

aussi équipollent. De méme paif... M, = M. O
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6.3.5 Le regime permanent

Le lemme 31 montre que le jeu des jetons a partir de I'étasirait est correct par rapport aux ordonnan-
cements des noeuds qui ont été calculés. On va vérifiequared I'ordonnancement d’un nceud lui ordonne
de travailler, il a bien un jeton disponible dans chacunesdesntrées. Et inversement, s'il ne travaille pas,
c’est qu'au moins une de ses entrées n’'est pas disponifdeite, nous allons nous assurer, dans le lemme
32, que si unmegistre fractionnairedoit retenir un jeton a un instant, c’est qu’un jeton estserit et qu'il ne
peut pas étre utilisé par le noeud de calculs en sortie. frounver cela, on va s’assurer que les conditions
d’exécutions d’un nceud, suivant une politique "au plu$ gont respectées par I'ordonnancement que I'on

a construit.

Lemme 31(Concordance entre ordonnancement des nceuds et marqaig#ss) SoitG un grapheQ-
égali®, k-périodique de priodep ayant un vecteur degpartition des retards nétL, un ordonnancement
balan@ noe O et un ensemble 8tat{ My, ...M;, ..., M,, = My} du régime permanent de sonéution
suivantO. calcuk a partir de O comme @écrit dans la éfinition 37.

La définition 38 efinit la £quence d’eéxcution du €gime permanent d& suivant I'ordonnancement
O : Exec = M, iR My..M;_4 iR M;... LN M, = M,. Avec)M; le i°™® marquage calcu grace aux
régles de la def. 37; est 'ensemble des nceudsel queO,, (i) = 1.

On aF; C Fy, ,.L'ensemble des nceudstel queO,, (i) = 1 est un sous ensemble des nceuds
exécutable au marquag/; _; (definition 16).

De plus,Ye un canal de, M;(c) = M;_1(c) 4+ 6(ec) — é(ce). (6(n) =1 si O, (i) = 1 et0 sinon).

Démonstration.Soit » un nceud de~. O, (p)('ordonnancement du nceud a l'instant courant) donne
I'état des places sur les canaux en sortiedfans I'étatM. Soit{ci, ca, ..., ¢, } leSm canaux d’entrées
den.Vj € [1,m]. Oy,, estI'ordonnancement degistre fractionnairedu canak; actif r; instants.

Un nceud est exécutable ssi tous ses canaux d’entréesrmuenit un jeton dans leur registre simple
ou dans leuregistre fractionnairedans I'état courant. On doit prouver quk,(p) = 1 = Vi € [1,m],
Oec;(p—1) =1V Oy, (p—1)=1.

Onale,(p—1) = O, O 1(p) €10, = Ofc; O 1 —1j* .

Partant du dernier bit dans le mot binaire balatg on fait r; rotation de taillea pour obtenir le
dernier bit deD,., O 1.

SiOn(p) = 1, s0itO,; O 1(p) = 1 aussi soiD,.; © 1(p) = 0. Dans ce second cas, la définition 25
nous dit queRetard(c;, M;) = 1 et le lemme 26 en déduit quy,, (p — 1) = 1.

Maintenant, nous allons montrer queun canal d&=, M;(c;) = M;_1(cj)+d(ec;) —d(n). (6(n) =1
Si O, (i) = 1 et0 sinon. Pareil pousc;). Cette équation est équivalente®;(c;) = M;_1(c;j) + Oac, (i) —
O, (3).
OnaM;(cj) = Oac, (i) + O, (i) €t M; _1(cj) = O, (i — 1) + Ofp, (i — 1) .

On sait qu’urregistre fractionnaireest plein & I'instant si le noeudkc; a travaillé a I'instant précédent

mais que le nceud ne travaille pas a cet instan®{., (i — 1) * (1 — O,(i))) ou que ce mémeegistre
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fractionnaireétait plein a I'instant précédent et que le nosugla travailler lui aussi & I'instant précédent
(Opr; (i=1)%0q, (i—1)). Formellement,on a0y, = Oe, (1—1)%(1=0x(i)) +Oyr; (i—1)%Oqc, (i—1).
Ofr; = Oac; (i = 1) = Ogc; (i = 1) % Oy (i) + Ofr, (i — 1) % Ogc, (i — 1).

Nous allons simplifier cette équation. Intéressons nowsdaux derniers termes=O,, (i — 1) * Oy, (i) +
Ofr; (i —1)% Oqc; (1 — 1). QuandO,,, (i — 1) = 1, les deux derniers termes valentO,, (i) + Oy, (i — 1).
QuandO,, (i — 1) = 0, les deux derniers termes valetix :

Mais quandD,; (i —1) = 0, =0, (i) + Oy, (i — 1) = 0 carOy,, (i — 1) = O, (i). On peut donc simplifer
I'équation en lui retiranO,, (i — 1) dans ses deux derniers termes :

Ofr; = Oac,; (i — 1) = Op (i) + Oypp (1 — 1).

Maintenant, si on remplaa@y, (i) par sa valeur dan&/;(C;), on obtient :

M;i(cj) = Oac,; (i) + Oec; (i — 1) — On (i) + Oy, (i — 1). Si on repositionne les termes, on obtient :
M;i(cj) = Oec; (i = 1) + Opp; (i — 1) + Oag; (i) — Oy (7). OnidentifieM; 1 (c;)

M;(c;) = Mi_1(cj) + Oac, (i) — On(i).

M;i(cj) = Mi—1(cj) + 6(ec;) — d(n). O

G

Lemme 32(Concordance entre ordonnancementm@gsstres fractionnairegt marquages calculéspoit
G un grapheQ-égali€, k-périodique de priodep ayant un vecteur deépartition des retards "au plus
tard” notée L, un ordonnancement bala@é@oe O et un ensemble état M,,...M;,...M, = M, calcuk a
partir de O comme @crit dans la @finition 37.

Soitc un canal deiZ contenant unmegistre fractionnairet O ,., son ordonnancement.

Oyr(i) = 158i (M;_1(c) = 1 t0ca(i) = 0) 0U (M;_1(c) = 2 [et Oca (i) = 1])

Démonstration.La condition d’activation duegistre fractionnaireest une réécriture de la notion de retard
25:0y,(1) = 1 ssiRetard(c, M;—1) = 1.

Le lemme 26 montre la validité de cette hypothese. O

Théoreme 5(Existence du régime permanent balancé).

SoitG un graphe¥G, il existe un ordonnancement bal@assod@.

Démonstration.Les lemmes 22 et 26 montrent que I'on peut toujours constuwirordonnancement ba-
lancé associé a un graplie Le lemme 27 montre qu’'a cet ordonnancement est associdéagerpent
équipollent au marquage initial. C’est a dire qu’a gaditi marquage calculé, 'ordonnancement "au plus
tot” du graphe est égale a 'ordonnancement balancitélLe lemmes 31 et 32 montre ce fait.

Pour tout graphe, il existe donc un régime permanent balanc O

6.3.6 Initialisation du syseme

Théoreme 6(Atteignabilité du réegime permanent balancé).
SoitG un graphe. il existe un ordonnancement bakwasso@ a G accessiblé partir de sorétat initial.
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Démonstration.Le théoréme 5 montre que pour tout graphe, il existe umrégermanent dont les états
sont des marquages équipollents au marquage initiale stérag. Le théoreme 3 montre que deux mar-
quages équipollents sont mutuellement accessibles @giatign asynchrone. Il existe donc une séquence
d’initialisation par opération asynchrone permettaatt#indre le régime permanent balancé de tout graphe
a partir de son état initial.

O

6.3.7 Mocklisation des canaux de communication

La section 5.4.2 nous présentait la modélisation d’'urabeammme un registre simple suivi cegistre(s)
fractionnaire(s) Le théoreme 7 montre, qu’au maximum, un segistre fractionnairesuffit dans le cas de
régime permanent balancé. On peut donc borner la capdes canaux de communication a "1” pour les
canaux sans retard et "2” pour les canaux avec retards.

Comme dans le processus d’'égalisation, un canal formérggistre (suivi d’urregistre fractionnairg
a le méme comportement gu’un canal a capacité instaateornme défini dans la section 3.4.2. Etant donné
gue la capacité de chacun des canaux du systeme est seffisacomportement du graphe a capacité est

le méme que celui du graphe sans capacité.

6.4 Conclusion

Nous avons ordonnancé statiquement un réseau de pre@ssuinimisant la taille des ressources de
communication. Pour ce faire, nous avons suivi les étapigarges :

— Ajouter au graphe autant de latences entieres que pesdiblde le pré-égaliser.

— Ajouter au graphe des latences rationnelles (retardsjlafiiegaliser.

— En déduire la répartition desgistres fractionnaires

— Fixer arbitrairement 'ordonnancement d’un de ses ncemmtise étant un mot balancé de I'ensemble
S’; (ouk etp sont la périodicité et la période du graphe).

— En déduire 'ordonnancement balancé de chacun des ndaugaphe...

— puis celui desegistres fractionnaireslu graphe.

— Calculer lesp états (marquage du graphe) du régime permanent assoti@lonnancement du
graphe.

— Calculer une initialisation asynchrone pour le graphe drguage initial vers I'un des états du régime
permanent.

Dans la deuxieme partie du chapitre, nous avons vérifiaétiement le bon fonctionnement de notre

processus.
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Chapitre 7

Mise en oeuvre

Afin de pouvoir mener nos recherches sur le processus @agah et sur les mots balancés, nous
avions besoin de simuler I'exécution d’'un graphe, de tests algorithmes d’égalisation et de pouvoir
visualiser les ordonnancements des noeuds comme des naitedin

Notre besoin étant assez particulier, nous n’avons pasérd’outil existant pouvant y répondre. Nous
nous sommes lancés (avec Julien Boucaron) dans I'impiantd’un logiciel de création, visualisation et
simulation de graphe puis nous y avons ajouté nos algoeitdiegalisation. Cet outil a été baptic@assa
pourK-Periodic Asap System, Simulation and Analisgealyse et simulation de systeme asap k-periodic.
Nous n’avons encore pleinement traité que des mises enecelgegr travaux des chapitres 4 et 5 de ce

document (et pas de modeles a ordonnancements balancés)

7.1 Presentation

K-Passamplémente les fonctionnalités suivantes :

— Représentation d'un graphe.

— Visualisation graphique d’un graphe.

— Modification de I'état du graphe manuellement (nombreederis, placement des jetons, longueur
des canaux).

— Stockage et comparaison des différents états du graphe.

— Simulation de I'exécution "au plus tot” du graphe jusgobtention d’'un régime permanent; auto-
matiquement ou pas a pas.

— Visualisation de I'ordonnancement des nceuds du graphmeates mots binaires.

— Rappel de I'état initial du graphe.

— Liste des cycles du graphe

— Calcul du débit de chacun de ces cycles.

— Calcul de la périodicité du graphe.

— Comblement des cycles rapides par I'ajout de latencesresti

— Placement deRegistres Fractionnaires

100
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La figure 7.1 montre I'interface graphique idePassaLe graphe représenté est un module de décodage
MPEG-2. Les Labels associés a chaque nceud permettentigelaoner le nom du nceud et son ordonnan-
cement. Grace au menu “Equalization”, on a pu égaliserdplie pour obtenir la liste de ces cycles et leur
débit (a droite), sa périodicité (en bas) et le placerdesregistres fractionnaired_a simulation accessible

par le menu “Run” nous a permis d’'obtenir les ordonnancestsg nceuds.

K-Passa (c) INRIA - AOSTE Team f'aufn_l'puriEanfu','-ﬁan’t’an,"ﬁnmafjvmiﬂnfprngrammaéinn?ﬁnrkspa:afk-passafaxamplisfeura'siﬁi.:ﬁf

File Edit Display Equalization Run Report Help

| New Open | Save | Print| | Edit| | Vertex Info | ArcInfo | | Equalize | StepRun | AutoRun| | ProcessAll| |Screenshot| | Close

Cyde 1
Cycle 2

3 y ; - Cycle 3
Difference signal computation reconstructed signal caleulator ||5e]
(10) (01)* Cycle 5
" Cycle 6
T — Cyde 7
Cyde 8
Cycle 9

%gg '_;'t Cydle 10

Cyde 11

Cyde 12

Cyde 13

Cycle 14

Cycle 15

i ’ Cycle 16

L Adaptive Quantizer - - . . OUtg';'t Cycle 17

(01)* Inverse adaptive quantizer Adaptive predictor (10 Cycle 18

(10)* (Oﬁ* Cyde 19

r __’. Cyde 20

- “ s Cycle 21!

ep— Cycle 22

Cyde 23

Inpljlt PCM Format Conversion
*

Adaptation speed control
(o1)*

1

Input Quantizer Scale Factor Adaptation E%?*aﬂd transition detsctor

(10)* (10)*

the scheduling of the graph is 1 periodic with a period 2.

Fic. 7.1 — K-Passa.

7.2 Composants du logiciel

Le langage de programmation utilisé pour programmer Ks&ast le Java.

7.2.1 Structure de donrees

Pour la représentation interne et la visualisation du lggapous avons choisi d'utiliser Mascopt-
Lib. Cette bibliotheque de gestion de graphe développégraripe Mascotte de I'INRIA Sophia-Antipolis
permet de gérer un graphe composé de nceuds et de canautrais€léments de base, on peut ajouter
n’importe quel paramétre grace a un systeme d’'inderatyant pour clé : un objet du graphe et un nom

de parametre; pour valeur : une chaine de caracteresitien eu un flottant. Grace a cela, on a pu définir
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des attributs comme I'ordonnancement d’un nceud, la pieitédissociée au graphe, la latence de commu-
nication associée aux canaux ... Le choix d&l&scoptLiba permis d’obtenir un logiciel graphiquement
accompli trés rapidement. Grace a cela, I'essentieldeereffort s’est porté sur les algorithmes de traite-
ment. En revanche, I'absence du type bit comme type de pdramous a poussé a ne pas optimiser les
ressources mémoires nécessaires a I'exécution dél baw cela aurait demandé un certain temps que I'on
a préféré consacrer a I'accomplissement de nos ofggmincipaux. La version 2 di€-Passaest en cours
de développement par les ingénieurs de notre projet.

Exhaustivement, voici 'ensemble des parametres cdgsaéobjet d’appartenance :

Les parametres du graphe

— Lapériode et la périodicité : ce sont deux entiers gqot salculés pendant le processus d’égalisation.
Leur ratio donne le débit du graphe.

— La période et la périodicité originales : ce sont lesmagé parametres, Les précédent sont recalculés
apres I'ajout de latence. Ces valeurs servent a consiarpériodicité du graphe original.

— Létat d’avancement dans le processus d’'égalisatidest ain entier qui augmente avec I'accom-
plissement les étapes du processus d’'égalisation. rihgede ramener un graphe enregistré dans le
méme état d'avancement qu'a sa fermetéree pas confondre aveclat du graphe qui concerne

la répartition des jetons sur le graphe.

Les parametres d’'un nceud

— Son nom : c’est le nom du nceud

— Nceud d’entrée : Si le nceud n’a aucun canal entrant, il estideré comme un point d’entrée du
systeme. A la simulation, il deviendra une source de jet@asis cela I'exécution s'arréterait par
famine.

— Noceud de sortie : si un canal n'a aucun canal sortant, il estideré comme un point de sortie du
systeme.

— La phase initiale de son ordonnancement ; c’est un motriein@bmme le parametre suivant, il est
calculé pendant la simulation.

— La phase périodique de son ordonnancement: c'est aussiuirinaire de longueur égale a la période
du graphe.

Les parametres d’un canal

— Son nom : c'est le nom du canal.

— Sa latence initiale : c’est la latence de communicationahak Quand la latence de communication
est trop importante, la représentation graphique de sparesion en latence unitaire intercalée de
noeud de communication serait lourde. On a donc choisi désepter les canaux sous leur forme
contractée.

— Sa latence courante : Le processus d’égalisation pementgr les latences de communication, la
nouvelle latence est stocké i ci. Ces deux paramétregiesrentiers positifs non nuls.
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— Le marquage initial : un canal de latenceontientr. places ayant chacune stisoit0 jeton. L'état
de chacune des places successives du canal est conservé ici

— Le marquage courant : Le processus d’'égalisation et lalation modifient le marquage d’'un ca-
nal. Ces deux derniers parametres sont des mots binairfemgleeur égale a la latence resp. ini-
tiale/courante.

— Registre Fractionnaire si le canal en contient un, ce parametre viauginon0.

— Jeton RF : c’est un entier qui compte le nombre de jeton contians leregistre fractionnaire
Théoriquement, uregistre fractionnairgoeut contenir une et une seule donnée. Si les flots de jetons
a une jonction sont suffisamment déséquilibrés pouesster le stockage de plusieurs données, il
faut mettre plusieurRegistres fractionnairesMiais comme pour I'expansion des latences de com-
munications, la représentation graphique peut deveand On a choisi de représenter une suite
de Registres fractionnairesomme un seul. La figure 7.2 montre comment décomposetgistre
fractionnairea laK-Passaen plusieursegistres fractionnairelassiques.

— Image : en fonction du nombre de valeur contenu daregistre fractionnairgle carré le représentant
peut prendre différente teinte : il est vert quand le regisst vide, orange quand il contient une valeur
et rouge quand il en contient plus.

— RFinitial ordonnancement : C’est un mot d’entier positifral. Il indique pour chaque instant de la
phase d'initialisation le nombre de jetons contenu damegstre fractionnaire

— RF periodic ordonnancement : C’est un mot d’entier positihul. Il indique pour chaque instant du
régime permanent le nombre de jetons contenu damegistre fractionnaireLa longueur du mot est
égale a la période du graphe.

A partir de I'ordonnancement dwegistre fractionnairedansK-Passa on peut facilement retrouver le
nombre deregistres fractionnairesuccessifs qu'il faut a I'implantation (s’il y a, a un iasit, plus d’'une
valeur a stocker). Le premier est actif quand I'ordonnameat indique autre chose que '0’ et inactif pour
'0". Ensuite, on retire 1 a toutes les valeurs non nulles’delbnnancement et on recommence pour le
deuxieme. Ainsi de suite jusqu’a ce que I'ordonnancemé&ntlique que des '0’. La figure 7.2 montre la
correspondance entre a) wygistre fractionnairedansK-Passaqui stocke deux jetons durant les mémes
instants et b) deuRegistres fractionnairesonsécutifs dans notre modele de réseau de processus.

L'état du graphe est défini par I'état de ses canaux : &gorésence degistre fractionnairgépartitions
des jetons. Deux états d'un graphe sont identiques si gmague canal, la latence courante est la méme,
le marquage est le méme, la présenceeggstre fractionnaireest la méme et enfin si le nombre de valeur
dans legegistres fractionnairegst le méme.

Le stockage de I'état du graphe comme un objet indépenmdaeissite ces données. Etant donné que la
rapidité d’exécution et I'espace mémoire utilisétaiént pas des priorités de conception, nous n'avons pas
cherché a optimiser le stockage d’un état

7.2.2 Algorithmique

Nous allons présenter ici quelques algorithmes qui sdligég dan-Passa
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Schedule of the Fractional Register I

(1000122) Guuee——s = 1000122

fractional Register have value(s) : 2

a) b)

FiG. 7.2 — a) Urregistre fractionnairedansk-Passastockant deux jetons aux mémes instants correspond a

b) deuxregistres fractionnairesonsécutifs.

Sauvegarde Sauvegarder un graphe égalisé et simulé nécessite rdmm@r la liste des cycles qu'il
contient, sa périodicité, I'ordonnancement de tous sesds et de tous s&egistres fractionnaireCes
informations peuvent étre recalculées a partir du geapitial. Nous avons choisi daksPassade conser-
ver seulement une indication sur I'état d’avancement danmsocessus d’'égalisation du graphe et de le

regénérer tel qu'il était avant la sauvegarde en retahtises parametres.

L'algorithme d’égalisation se découpe en six instrutsigéquentielles :

Recherche des cycleglementaires du graphe : Nous avons utilisé I'algorithme de Wayne D. Gro-
ver [34] implémenté directement dansN&scoptLib Cet algorithme optimal recherche tous les cycles
élémentaires qui passent par un nceud puis une fois finpgrsme le nceud du graphe et recommence pour

un autre nceud.

Calcul du débit des cycles : Pour chaque cycle, on garde son nombre de jetons et sa latendwision
(qui donne le débit) n’'est faite que pour I'affichage afievdtér toute perte de précision. La comparaison
de débit se fait en entier a I'aide de produit en croix.

Calcul de la k-périodicité originelle : Nous avons réalisé nous-mémes cet algorithme a pastiad

formule de Baccelli et al. [8]. On restreint le graphe a sasig@s fortement connexes critiques en utilisant
la liste des cycles et leur débit precédemment caldb@wr chaque partie fortement connexe critique, on
calcule la périodicité et la période. Et enfin, a parérld périodicité de chaque partie fortement connexe

critique, on calcule la périodicité et la période du drap

Ajout de latence entere : Etant donné que I'INRIA jouit d'une relation privilegééavec la société llog,
nous avons pu utiliser CPLEX pour résoudre notre systéatpidtion linéaire a solution entiére. Mais nous

avons aussi utilisé une bibliotheque libre : GLPK afin ¢i+Passareste fonctionnel méme sans licence
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CPLEX. Le choix entre les deux bibliothéques se fait autiomament en fonction de la présence des
variables d’environnement de CPLEX.

Comme précisé plus haut, les nouvelles latences somitesdans le parameétre latence courante associé
a un canal afin de conserver la latence initiale dans le perarfatence initiale.

La cinquieme instruction de la série est la recherche deleelle k-périodicité qui a pu étre modifiee

par I'ajout des latences.

Simulation pour le placement desegistresfractionnaires: Nous réalisons une simulation de I'exécution
qui place dynamiquement lesgistres fractionnairesu ils sont nécessaires. Une fois en place, on recharge

le placement initial des jetons en conservantéggstres fractionnaires

7.2.3 Simulation

La fonction de simulation permet d'ajouter dynamiquemesstrégistres fractionnaireou ils sont
nécessaires.

Avant de lancer la simulation, on doit ajouter une bouclechacun des noeuds d’entrée du graphe.
Cette boucle est un canal de latence égal a la périodesghinget contenant autant de “1” que la périodicité
du graphe. Ce cycle simule le flux de données en entrée tknsgsPour que le comportement soit stable,
il faut que le débit du flux soit €gal au débit du graphe.

Pendant une étape de simulation, on fait avancer les jetams les canaux, on exécute les nceuds qui
sont exécutables, on remplit 'ordonnancement des nostids) met a jour I'état demegistres fraction-
naires L'avantage par rapport datency-insensitive desigrst que I'exécution d’'un nceud dépend unique-
ment de ses entrées et pas de son suivant; le canal en sbibejeurs prét a recevoir une donnée.

On calcule les états successifs jusqu’a ce que I'étatettiisoit égal a I'étai — p (oup est la périodicité
du graphe). Il nous suffit donc de stocker seulemeatats.

Pour chaque nceud et pour chagegistre fractionnairelesp derniers bits de I'ordonnancement sont
leur régime permanent, les prédécesseurs leur phaisgeinies boucles sur les nceuds d’entrée du systeme

sont conservées.
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Chapitre 8

Conclusion

Le point de départ de nos travaux de these a été la canpeipsensible aux latences des circuits
électroniques digitaux, et plus précisément des gsyasssur puce (SoCs) assemblés a partir de composants
IPs préexistants, et devant opérer dans des cas ou leexions globales entre les ports de ces composants
réclament plus d’un cycle d’horloge pour acheminer lesnéd@s. La proposition initiale de Carloni était de
diviser ces longues connexions en sections de latencarenipais d'installer des répéteurs sophistiqués
en bout de chaque section, pour assurer la bonne mémonigatisi que la régulation du trafic, avec des
composants simples en nombre borné Retay-stations Les composants sont alors activés exactement
des que possible en fonction des médias de communicat@ridlock-gating” depuis leShell-wrapperks

Nous avons proposé tout d’abord une modélisation foerdsl ces composants, étudié leurs propriétés
fonctionnelles et extra-fonctionnelles, et ramené lebjinme a une spécification a la base d’Event/Marked
Graphs avec des places de capazifgour lesRelay-stationset une sémantique d’exécution "au plus tot”
(pour lesShell-wrappers On a montré que la limitation de capacité engendraiinedlement le protocole
de contrdle de flux respectant les tailles de mémorisagbtiimpact que cela avait sur le débit des cal-
culs. Au niveau théorique, ce travail peut étre vu comme @tude des relations entre modeles GALS et
implémentation multi horloges/polychrones par le biadionnancements.

La modélisation par "Marked/Event graphs” a naturelletrfait resurgir des résultats classiques sur
I'ordonnancement statique des systemes clos (ou de meaéguivalente, dans des systémes non clos
mais pour lesquels les entrées surviennent aux instaetsdais) et contenant des boucles dans le graphe
sur les trajets de données. Nous avons alors étudié lstigned’introduire exactement les éléments de
mémorisations (et les latences additionnelles) pouliggyaautant que possible les longueurs des trajets (et
donc les latences) afin de tenter de se passer des protogosigues de contrble de flux, ainsi que de
simplifier 'expression deRelay-stationsCe travail a été inspiré par la théorie des proces&gynchrones.
Mais la ou les auteurs de cette théorie demandent qu'stBs\e de typage adéquat impose des débits égaux
pour les differents composants paralleles (et reglens & probleme des offsets et décalages entre calculs),
nous nous attachons a égaliser ces débits entre cydleget$é d’'un méme composant.

Ce second travail sur I'ordonnancement statique nous an aosir, démontré que les distributions de
données qui minimisaient les tailles de mémorisatiorsdeslignes de communication étaient celles ou ces
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données étaient le plus régulierement répartiespeiages. Nous avons donc ensuite étudié la théorie des
mots infinis binaires périodiques balancés, aux fins dsteber qu'ils étaient préservés par une sémantique
d’exécution "au plus tot” (ASAP) du systeme, et qu’on paitiainsi proposer analytiquement un ordonnan-
cement valide, sans avoir besoin de simulation. Ce traajbdement été inspiré par des travaux antérieurs,
sur les mots mécaniques de B. Gaujal et al.

Il existe plusieurs perspectives de prolongation de caifradva question de la détermination efficace
de séquence d'initialisation simple menant a des régist@&ionnaires naturels est en particulier a envisa-
ger.Une autre piste, certainement plus large et plus imteyaoncerne la généralisation du modele des
Marked/Event Graphs en introduisant des noeuds spécifiipiesutage (mux/demux), comme on avait
jusgu’a présent des nceuds de calculs et des nceuds deotitdegpandus depuis les latences de communi-
cation). Les nceuds de routages permettent ensuite déetledicapacités de routage statidguogériodique,
comme on I'a fait auparavant pour I'ordonnancement. Unipal ce travail a déja été commencé, y com-
pris la relation avec les modeles formels étendant leskbtiEvent graphs dans une philosophie inspirée
des Réseaux de Kahn (Pas de conflit, que des choix interremauds). Les résultats partiels ont fait I'ob-
jet d’une partie de la thése de J. Boucaron, et devrait sespmie dans la theése d’A. Coadou (doctorant
dans le projet AOSTE/ INRIA Sophia-Antipolis).
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Annexe A

Valorisation des competences des
docteurs

Ce travail a été fait dans le cadre d’'une formation pregazs’I' Association Bernard Gregory (www.abg.asso.fr).
Le but de cette formation est de nous faire prendre conseiges compétences professionnelles que I'on
a développées pendant notre doctorat. Pour cela nous aratysés nos trois ans de recherche comme
un projet professionnelle qui serait arrivé a terme : Aealdes codts, des contraintes, des résultats, des
retombés économiques, ...

A.1 Cadre gereral et enjeux de ma these

A.1.1 Présentation succincte

L'objet scientifique de mon travail est d’étudier la faidisd d’'une nouvelle méthode de conception de
systeme sur puce afin de pouvoir profiter entierement degot&s (dimension, rapidité, autonomie) que
nous offrent les derniéres avancées en matiére de &imcde puce. Un écart se creuse entre les systemes
que I'on concoit et I'incroyable capacité des puces quit @nsées accueillir ces systemes. L'exemple le
plus connu de systéme sur puce est le microprocesseur.

Le systeme implanté dans une puce est un ensemble de btadodé et de bloc de stockage qui com-
muniquent et échangent des données afin de réaliser upkisiaurs fonctions. Mon étude concerne les
problémes liés aux communications a I'intérieur d’poiee qui sont apparus avec la derniere technologie de
fabrication de puce. Celle-ci permet de réaliser desesyss plus complexes, plus rapides, plus économes
mais nécessite une nouvelle approche concernant la ged#® communications inter-bloc d’'une puce.
Expérimentalement, plusieurs approches existent, nasaitrconsiste a en choisir une, a 'améliorer et a la
rendre utilisable par des industriels.

Mener a bien mon projet permettra aux entreprises qui madara de pouvoir produire des systemes
sur puce plus complexes, plus performants dans les méetes due les systemes actuels. Cela renforcera

leur compétitivité. Ce qui tend a des retombées écagoes favorables pour la région car ces entreprises y
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sont implantées.

A.1.2 Contexte de ma tiese
Place de la these dans le projet global de Bquipe INRIA AOSTE

L'axe de recherche principal de mon équipe INRIA/AOSTEfitut National de Recherche en Informa-
tique et Automatique/ Analyse et Optimisation des Syst&eemps réel et Embarqués) couvre le domaine
de la conception des systemes temps réel embarquéscdtareption” nous réunissons des activités de :
Modélisation de haut niveau Transformation et Analyselémiation sur des Plates-formes embarquées
Les systemes sur puce sont le cceur ou plutdt le cerveauates formes embarquées. Si le but de mon
travail touche a la troisieme activité de I'équipe Implantation sur des Plates-formes embarquéda
maniere de résoudre le probleme concerne la secefldansformation et Analyse et les outils utilisés,

la premiére ¥ Modélisation de haut niveau

Compeétences scientifiques, techniques et humainegceessaires au projet

Mon projet de these est conduit sous la direction du Dr Rab®eSimone. L'équipe est composée du
Dr Charles André, du Dr Fréderic Mallet, et du Dr Marie-AgnPeraldi-Frati. Il y a deux ingénieurs ex-
perts : Benoit Ferrero et le Dr Julien Boucaron. Nous sommssite quatre doctorants : Aamir Mehmood
Kahn, Anthony Coadou, Jean-Francois Le Tallec, et moi-m@&sh enfin, un stagiaire : Anthony Gaudino.
Pour mon projet, les compétences techniques nécessaines programmation haut et bas niveau, archi-
tecture des ordinateurs, microélectronique, informagtithéorique, théorie de I'ordonnancement, théorie
des graphes. Les relations avec les autres personnesqd@éésont de deux natures : certains m'aident
a atteindre les objectifs que je me suis fixés, d’autresuiint avec moi de la clairvoyance des ces ob-
jectifs et m’aident a les redéfinir si nécessaire. Unésteste de projet sert d'interface entre les services

administratifs, financiers et Iegaux et les besoins dgiijee dans ce domaine : Patricia Lachaume.

Réseau de collaboration scientifique et industrielle : CIMPAA

Mon équipe est engagée dans un centre régional de pramaé la recherche dans le domaine de
conception des systemes embarqués temps réel. Ce cammmé CIMPACA (Centre Intégré de Mi-
croélectronique en région PACA) est financé par la nedg@@CA, par un ensemble d’industriels présents
dans larégion (Texas Instrument, ST MicroelectronicgEs Technologies, Scaleo Chips, Synopsis, NXP)
et par des équipes de recherches locales (INRIA Sophipdiigj CNRS I3S, LEAT, Eurecom). CIMPACA
est géré par une association loi 1901 : ARCSIS. Il est digistrois plateformes dont deux sont situées dans
les Bouches-du-Rhdne et une, celle dont je dépens, ai&dphipolis. La plateforme Conception, est di-
visée en quatre groupes. Mon groupe, Sys2RTL, a la vocd&atévelopper des outils pour concevoir des
systemes sur puces compatibles avec les procédés deafair de demain. Il regroupe actuellement cing
projets de recherche complémentaires. Le budget de CIMPBAC |a période 2005-2008 est de 40 millions
d’euros dont 20 millions d’'aide régionale.
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La concurrence

Beaucoup d’autres équipes de recherches s'intéressemh@mes problemes que ceux soulevés dans
mon travail, le projet Mozart du LEAT/CNRS, I'équipe ESPREO de I'INRIA Rennes, I'équipe PRO-
VAL INRIA, le département d’informatique de 'universitie Turin, Italie, le département d’informatique
de l'université de Columbia, New-York USA, ou enfin le dépanent d'informatique et d’électronique de
Virginia Tech, Blacksburg USA. Comme pour mon projet, cggipes sont supportées par des industriels
qui attendent des résultats. Quel que soit le critere ‘gueprenne en compte : quantité et qualité des pu-
blications, coopérations internationales ou indudaglappartenance a des réseaux de recherche, I'équipe

AOSTE est comparable a ses concurrents.

A.1.3 Moi dans ce contexte

Aprés un Bac S et un DUT en informatique génie logicielinliversité de Nice Sophia-Antipolis, je suis
entré en école d’'ingénieur a Fontainebleau (77) : I&STEL. Durant ma 3eme année d’école d’'ingénieur
(BAC+5), je me suis spécialisé dans les systemes embarfes systemes embarqués sont a la frontiere
entre I'informatique et la microélectronique. Cette deranous donne les contraintes fortes d’architectures
en terme de puissances de calculs, espaces de stockagesomeoation en énergie et le challenge consiste
a réaliser I'application informatique la plus perforn@adaptée a I'architecture électronique considérée
C’est-a-dire que I'on doit faire le maximum avec un minimde ressources. Ce travail réesonne en moi
comme ma contribution personnelle a la lutte contre Idhaéffement global. Parallelement, je me suis
inscrit en DEA informatique a I'Université de Marne la W afin de découvrir le monde de la recherche.
Al'époque, I'idée de consacrer mon temps a la créat®saloir et de technologie était, et est toujours, une
perspective agréable. Pour mon stage de DEA, j'ai ch@giuipe AOSTE de I'INRIA Sophia Antipolis tout
d’'abord car sa thématique correspond parfaitement avelommeation et mes centres d'intéréts et ensuite
pour des raisons géographiques : ma famille est origimhirpays Nigois. Suite a ce stage, étant donné
que la réalité du travail de chercheur a I'INRIA Sophiatifanlis me convenait parfaitement, j'ai choisi de
continuer I'aventure en these.

L'intitule de mon projet étant assez vague et vasteEtude de la modélisation des systemes GALS
pour la conception de systémes sur puci n'y avait pas de rdle a jouer dans sa définition. Partiegia
programmation de mon projet est restée tout au long sousemti@re responsabilité. Les seules contraintes
extérieures sont les deadlines de soumission de papienitee, relatant mes derniers résultats et les
réunions trimestrielles d’avancement de CIMPACA. De ples directions que jai prises et les choix
que j'ai faits dépendent aussi de ma responsabilité hierj’gi suivi les avis de mes référents : directeur de
thése, chercheurs INRIA et industriels de CIMPACA.
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A.2 Deéroulement, gestion et cit de mon projet

A.2.1 Préparation et cadrage de mon projet
Facteurs de suces et de risques de mon projet

Mon projet de recherche est favorisé par un certain nomeriacteurs qui peuvent contribuer a son

succes :

— Des résultats majeurs d’informatique théorie et de émtie des automates sont en adéquation avec
mon travail. Nous devons ces résultats a P. ChretienneGatrller (chercheurs CNRS) d’une part et
a G. Cohen, F. Baccelli, G. J. Olsder, et JP. Quadrat (ckearsiNRIA).

— Le point de base de mon projet est une théorie réalisagnpehercheur de renommeée internationale :
Alberto Sangiovanni-Vincentelli et son étudiant de bgpe maintenant en poste de professeur a
I'Université de Columbia : Luca Carloni. Ce travail a mis &pullition toute notre communauté de
chercheur, mon équipe y compris, et de nombreux papieestifigues sont venus complémenter
cette théorie.

— La coopération entre industriels et laboratoires degeatdfe a I'intérieur de CIMPACA me permet
d’étre au plus proche des problemes des industriels. &mohe, mon affectation en laboratoire de
recherche me permet le recul nécessaire face a ces prehle

— Le regroupement de plusieurs projets de recherches eomepltaires dans le méme groupe nous
permet, les autres doctorants et moi-méme, de nous fairé@ée précise des contraintes a respecter
pour que notre travail rentre dans un flot de conception démsyessur puce global.

Les facteurs de risques sont les suivants :

— Le risque majeur est la concurrence car ce domaine de pehtait I'objet d’un intérét mondial. Il
est donc possible gqu’un laboratoireoncurrent trouve une solution meilleure que la mienne.

— Les choix que je fais durant mes recherches peuvent me raame solution restrictive quand au

type de systemes sur puce concernés.

Stratégie de maitrise des risques

J'ai limité les risques ci-dessus en me tenant informéadesicées des laboratoires concurrents et en
discutant le plus souvent possible des options qui s'offkenoi avec les personnes capables de me guider
comme mon directeur de these, des industriels ou mémére&ehercheurs de CIMPACA ou d’ailleurs.

Partenaires industriels

Les acteurs industriels de CIMPACA sont des agences réatgsrde grandes multinationales du sec-
teur. Concernant les chercheurs académiques de CIMPAE&ppartiennent a des laboratoires régionaux

d’instituts nationaux de réputation internationale téNRIA ou le CNRS.
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Contrat de propri été intellectuelle

La totalité des résultats de mon projet appartient a whaes membres (institutions et entreprises) de
CIMPACA. Libre a chacun des industriels, par la suite, disér les découvertes selon leurs intéréts et

enjeux.

A.2.2 Conduite de mon projet
Les étapes du projet

Durant mon stage de DEA, j'ai effectué le travail prélimiire nécessaire a la réalisation de mon projet
c’est-a-dire le choix de la solution que jallais devoir &rarer et adapter aux besoins des industriels.
Pendant la premiére année, j'ai exploré trois théarascurrentes pour le méme probleme xleatency-
Insensitive Design (LID), la « De-synchronizatiorn, et « I'lso/Endochronie». J'ai choisi le« LID »
et j'ai commencé a rendre cette théorie pratique, atlis par des industriels. Durant la deuxieme année,
partant du choix précédent, j'ai cherché a améliosdtecthéorie tout en finissant de I'adapter aux besoins
des industriels. En troisieme année, j'ai commencé par fe point d’arrivée afin de savoir jusqu’ou je
devais aller. J'ai fini d’'améliorer la théorie, et mairden je suis en train de finir d’adapter cette nouvelle
théorie a la pratique.

De plus, une attention particuliere est donnée a la conication de mes travaux de recherche durantles
trois ans d’existence du projet. Pour cela, I'équipe AOSTEoi-méme avons publié dans des conférences

ou des journaux les résultats que nous avons obtenus.

Relations avec les partenaires industriels

Des réunions trimestrielles d’avancement de projet otitmg les travaux des doctorants du groupe
Sys2RTL car elles nous obligeaient a présenter oraleli@@ancement de nos travaux ainsi que les futurs
axes d'étude. Ces réunions nous permettent de prendrecdltous les trimestres et de faire des bilans

d’'étapes, de regarder le travail accompli et le travaillgaste a fournir.

fin
<A Drammidte Deusiéme
. optimisation optirnisation
aubesom_ _ du LID WLD
des industriel
début -
i | 1 -1
An 0 An 1 An 2 An 3

FiGg. A.1 — Histogramme du déroulement de mon projet
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Problémes rencontés

La principale difficulté que j'ai rencontrée est techrég@uand on obtient un résultat, il est de bon
golt de démontrer mathématiquement que ce résultabesict. Cette étape peut s’avérer plus compliquée
et surtout plus longue gqu’on ne I'imagine. Afin de ne pas patsag mon temps sur I'élaboration de ces

preuves, j'ai recu I'aide d’un ingénieur expert de I'ggriAOSTE : Benoit Ferrero.

A.2.3 Evaluation et prise en charge du cot du projet

A.2.4 Ressources humaines

— Mon allocation de recherche doctorant : 98474.17E (elld&smmpose en mon salaire de base :
66431.88E plus un complément donné par I'INRIA Sophiaipaits : 32042,29E)

— Benoit Ferrero (Ingénieur expert) : 12.5% de son temps d@rb6% de son salaire sur ces 1,5 ans de
contrat : 5512.50E

— Julien Boucaron (autre Doctorant d’AOSTE) : Une partieatetsavail de recherche recoupe le mien.
J'estime cette part & 16.6%. Donc 16.6% de son salaire Swank, : 8206,18E

— Robert de Simone (Mon directeur de these) : Etant un homéseotcupé, je n'occupe pas plus de
3,3% de son temps donc 3,3% de son salaire : 6300.00E

— Patricia Lachaume (Assistante de projet) : Elle s’occugpealix équipes, chaque équipe contient une
quinzaine de personne donc 3,3% de son temps : 2400.00E

— Les personnels administratifs et techniques de I'INRIAl8a Antipolis : Cela peut se cumuler a 1/2
journée par mois. Soit 1,63% du temps d’une personne : 3065.

— Les personnels administratifs de 'université de Nicpt8a-Antipolis : Soit un quart de journée par
mois : 1032.78E

Frais de fonctionnement

— Deux postes de travail : 4000.00E

— Un rétroprojecteur (un 1/4 de son utilisation) 500.00E
Frais assocgs

— 14 missions : 9850.00E

— 120 heures de formations : 3857.00E

Frais d’'infrastructure

— Electricité, communication téléphonique, Interméseau, chauffage, climatisation, place de parking,
bureau, salle de réunion : colit d’environnement estr86% de mon salaire brut : 22724,80E
— Subvention déjeuner : 1524.60E
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L'origine du financement se répartit entre

L'Université de Nice (UNSA) : 2 318.45E décomposé enddé comptabilité : 1032.78E et en finan-
cement de 40 heures de formations sur 120 : 1285.67E.
La région PACA, la moitié de mon salaire de base : 33215.94E
ST Microélectronique, la moitié de mon salaire de base2134E.
L'INRIA Sophia Antipolis : tous les autres frais : 97 697,27E

CHAERGES EESSOTUERCES
Eessources 123 5971 208 Eégion PACA: 33 215948
humaines : a1 Micre. 0 33 215 94€

IMETA : 56 526,54€
THEA . 1032775€

Frais 24 245 Al IETA: 24 24%9 A0

d’infrastructure

Frais de 4 500,00 INEIA 4 500 00

fonctionnement :

Fraiz associés 13707 00 IMEIA ;12 421,33
THZA . 128567

166 447 60€ 166 447 60€
Total :

FiG. A.2 — Tableau récapitulatif des charges et ressourcesotepnojet

A.3 Compétences, savoir-faire, qualiés professionnelles et person-

nelles

Compeétences scientifiques et techniques

Le sujet de ma thése concerne la conception de systemeausar @e domaine est a la frontiere de
I'informatique et de la microélectronique. J'ai dil metan application mes connaissances générales dans
ces domaines et m’élever au niveau d'un spécialiste dartaines niches comme la programmation haut
niveau (JAVA, C/C++), la programmation bas niveau (ASM,dage RTL, langage synchrone), I'infor-
matique théorique, I'architecture des ordinateurs, sul®cédés de fabrication de puce électronique. De
plus, mon sujet de these a un aspect plus théorique essiedes connaissances mathématiques comme
la théorie des automates, le model-checking, la thé@ri@ddonnancement, 'algebre. Heureusement, ma
formation d’'ingénieur ESIGETEL m’a apporté la plupartas connaissances. Pour celles plus spécifiques
comme les langages synchrones, j'ai appris au début de&sa #ussi bien pendant I'étude bibliographique

du sujet que pendant les premiers tests.
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Comme pour tout travail de recherche, il est important deesi& informé du travail des laboratoires
concurrents. Cela m’a permis de développer mes compé&t@mcveille technologique, en recherche d'infor-
mation sur Internet, et en anglais (car toutes les pubtinatsont en anglais). La recherche bibliographique
et son étude m’a forcé a développer un esprit d’analyseynthése, et de critique de document technique
afin de juger par moi-méme de I'importance des résultatatdli et de pouvoir le communiquer. Pour re-
venir a I’Anglais, j’ai amélioré ma compréhension détedangue mais aussi ma capacité a I'écrire et a la
parler car si toutes les communications du secteur sont@aianles ndtres le sont aussi. La encore, mes
formations précédentes (école d’ingénieur, DEA dimfiatique fondamentale et appliqué) m’ont appris

ces compétences qui sont des pré-requis au travail delehar Mon projet m’a forcé a les utiliser.

Compétence de conduite de projet

Pendant la durée de ma thése, j'ai dii apprendre a gérert@mps sur de grandes périodes, allouer a
chaque période des priorités et des objectifs d'étapeseord avec les objectifs généraux. Mais aussi com-
muniquer a I'écrit comme a I'oral sur I'avancement de rirasaux, sur mes objectifs et sur la valorisation
de mes résultats comme lors des réunions trimestriellR>QCA ou pour des divers papiers techniques
que j'ai publiés. Enfin, j'ai apporté un soin particul@entretenir le meilleur rapport possible avec les per-
sonnels des services de soutien a la recherche (RH, fimalégjaux) car ils peuvent nous dégager d’'une
quantité non négligeable de procédure administratiaénsi nous permettre de nous consacrer entierement
a notre travail.

Qualités Personnelles :

Conduire ce projet m'a demandé de la rigueur, de I'orgdioisat de la régularité. Conduire un pro-
jet sur trois ans nécessite de poser une pierre a |'édifige les jours, aussi petite soit elle ; de plus, les
reunions trimestrielles CIMPACA m’ont poussé dans cessBersonnellement, je pense que travailler dans
la recherche nécessite aussi de l'intuition car explangiets les possibilites demande du temps, alors qu’ex-
plorer en premier celle qui deviendra la bonne en fait gadsee fois celle-ci trouvée, il faut faire preuve
de minutie pour évaluer cette solution, prouver chacunede@sultats comme j'ai di le faire. Et enfin, la
derniére et pas le moindre, la créativité est esseati€h est dans un domaine ou les problemes présentés

n’ont pas encore été résolus; on doit donc inventer lat&ol.

Construction de mon réseau professionnel

Bien que je ne vienne de me rendre compte que recemmenirgmlfance d’un réseau de contact pro-
fessionnel, la coopération entre industriels et unitairgs au sein de CIMPACA me permet de rencontrer
et de nouer des liens avec beaucoup de représentants deomame d’activité. Il y a la diversité car la
plupart des acteurs principaux sont représentés dan®AIM et donc dans mon réseau mais aussi I'im-
portance comme des directeurs d’équipe de recherche rRib&8imone/INRIA, Michel Auguin/CNRS,
Renaud Pacalet/Eurecom , des chefs de département : GaélT1, André Kuntz/CTO, et méme un CTO
R&D France : Pierre Bricaud/Synopsys France. Auquel on geuiter les contacts extérieurs a CIMPACA
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comme Olivier Tardieu en poste a IBM, New-York., Stephewgdl, professeur de I'université de Colum-
bia, New-York.

Transférabilit & de mes comptences

Si I'on considére mes compétences informatiques etreleiques comme des outils, je pourrais aller
travailler dans n’importe quel secteur d’activité quilisé des simulations dans le flot de développement
de ces produits (chimie, physique, médecine). Parmi megpétences, les plus théoriques peuvent étre
transférées vers des domaines qui touchent a I'orda@ment comme la mise en place de chaine de
production. La plupart des compétences et savoir-faé@sedila conduite de projet sont nécessaires au poste
de chef de projet ou tout autre poste de cadre, coordinatemamager. Et ce quel que soit le domaine
de connaissance et d'expertise, elles sont donc totaletnarsférables vers des domaines d’activités qui
nécessitent de conduire un projet.

A.4 Résultats, impacts de la tiese

Résultats et impacts scientifiques et industriels

Sur le plan industriel, dans le meilleur des cas, la méttdmleonception des communications dans
les systemes sur puce que j'ai élaborés sera utiliseéepandustriels de CIMPACA pour fabriquer leur
nouvelle génération de puce. Ceci leur permettra d'plus compétitif sur leur marché, de prospérer et
d’engranger des retombées économiques favorables@oegibn. Académiqguement parlant, cette réussite
contribuera au rayonnement international de mon institUNRIA, et plus localement de mon équipe
AOSTE. Grace acela, les industriels locaux seront plabrea faire appel aux chercheurs et plus précisément

a mon équipe pour résoudre des problemes techniques@mou long terme.

Impact personnel de mon projet

Outre le renforcement de mes compétences scientifiquestatitjues et la découverte du monde de la
recherche publique francaise, ce projet m'a permis derenett application les compétences nécessaires a
la gestion d’un projet de long terme. De plus, étant fraicbet sorti de cinq années d’'études supérieures, ce
projet m'a permis de développer les qualités personsakeessaires a la vie et au travail en entreprise. La
collaboration avec des industriels du secteur m’a permig,&n gardant un regard extérieur, d'évaluer leurs
besoins et leurs contraintes financieres et temporeltee Bussi bien pour des grands groupes comme ST
Microélectronique ou Texas Instrument que pour des PMEI&sccomme Esterel Technologie ou Scaleo
Chips.

Pistes professionnelles

Concernant mes perspectives professionnelles, monltde/éiése ainsi que les liens que j'ai établis
avec mon réseau me permet d’avoir un point d’entrée comggnieur R&D dans les entreprises de CIM-

PACA ou simplement de candidater sans contact dans d’aemitesprises du domaine comme ingénieur

Millo Jean-Vivien Ordonnancements Périodiques dans les Réseaux de Rr®cess



A.4. RESULTATS, IMPACTS DE LA THESE 131

R&D, chef de projet ou méme ingénieur technico-commédaas des entreprises de conception ou de fa-
brication de systemes sur puce. Parallelement, je pewineer dans la recherche publique par un post Doc,
de préférence a I'étranger pour attester de ma mebpitiis candidater a un poste de chargé de recherche
au CNRS ou a 'INRIA. Contrairement a certains de mesezplEs doctorants, je souhaite continuer dans
la recherche. Prioritairement dans la recherche publiqudien que I'argent soit le nerf de la guerre, la
pression est moins présente au jour le jour dans le pubkcdguns le privé. Etant donné que les postes
sont rares, je vais commencer par faire un post Doc en InBangalore, au laboratoire de Recherche et
Développement de Général Motors sous la direction deaghé®h. Mon second choix serait de conduire
des recherches dans une entreprise privee de mon domarte/id® actuel comme Tl, ST Microelectro-
nics ou NXP. Une autre possibilité est conditionnée pdaitede trouver une idée intéressante : la création
d’entreprise. Pour moi, cette possibilité prévaut sardatres mais nécessite trois conditions : un minimum
d’expérience professionnelle, une idée brillante etatesmciés de confiance. Cette idée deviendra réalité

guand ces ingrédients seront réunis.
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