N

N

Equations intégrales volumiques pour la diffraction
d’ondes électromagnétiques par un corps diélectrique
El Hadji Koné

» To cite this version:

El Hadji Koné. Equations intégrales volumiques pour la diffraction d’ondes électromagnétiques par
un corps diélectrique. Mathématiques [math]. Université Rennes 1, 2010. Francais. NNT: . tel-
00504939

HAL Id: tel-00504939
https://theses.hal.science/tel-00504939
Submitted on 22 Jul 2010

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00504939
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° d’ordre : ANNEE 2010

UNIVERSITE DE%@" /—é\h
RENNES 1 uv

THESE / UNIVERSITE DE RENNES 1
sous le sceau de [’Université Furopéenne de Bretagne

pour le grade de
DOCTEUR DE L’UNIVERSITE DE RENNES 1

Mention : Mathématiques et Applications
Ecole doctorale MATISSE
présentée par

El Hadji KONE

préparée a ’'UMR 6625 CNRS - IRMAR

Institut de Recherche Mathématique de Rennes
U.F.R. de Mathématique

Iﬂtltﬂle de la these . Thése soutenue a Rennes
le 23 juin 2010

devant le jury composé de :

Equations intégrales Christine BERNARDI
DR1 CNRS UPMC Paris 6 / Examinateur
volumiques pour la Martin COSTABEL

Pr URI1 Rennes / Directeur de thése

diﬂ.raCtion d , Ondes Eg;CURDl%(ii{s‘I/(i%ﬁcl;]Ede thése

Al s Vivette GIRAULT
électromagnétiques par Pr émérite UPMC-Invited Pr Texas AM

/ Examinateur

un corps diélectrique Olivier GOUBET
Pr UPJV Amiens / Examinateur

Daniel MARTIN
MCF URI1 Rennes / Examinateur

Roland POTTHAST
Pr University of Reading (UK) /Rapporteur

Ronan SAULEAU

Pr UR1 Rennes / Examinateur






Remerciements

Cette these s’est déroulée au sein de I'Institut de Recherche Mathématique de Rennes (IRMAR),
en collaboration avec 'Institut d’Electronique et de Télécommunication de Rennes (IETR). Pour
m’avoir proposé ce sujet, je veux exprimer, ma reconnaissance a mon directeur de thése, monsieur
Martin Costabel, au co-directeur monsieur Eric Darrigrand, ainsi qu’a madame Monique Dauge et
monsieur Ronan Sauleau. Je tiens particuliérement a adresser mes remerciements & messieurs Mar-
tin Costabel et Eric Darrigrand pour leur constante disponibilité et leur assistance dans tous les
aspects de cette thése. Merci encore & madame Monique Dauge et & monsieur Ronan Sauleau pour
leurs contributions aux discussions ayant animé le déroulement de la thése. Je voudrais également
adresser mes remerciements & messieurs Daniel Martin et Yvon Lafranche pour leur participation
aux travaux, notamment leur aide & 'implémentation de la méthode numérique.

Je témoigne de ma profonde gratitude & messieurs Marc Lenoir et Roland Potthast pour ’hon-
neur qu’ils m’ont fait en acceptant d’étre les rapporteurs de cette thése. Je suis extrémement
sensible & I'’honneur que me font également monsieur Olivier Goubet et mesdames Christine Ber-
nardi et Vivette Girault pour leur participation & mon jury de thése.

Je remercie tous les membres de ’équipe d’analyse numérique de 'TIRMAR, et particuliérement
le responsable monsieur Florian Méhats, qui m’ont accueilli et créé un environnement de travail
trés convivial durant cette thése. Je remercie spécialement Frédérique Le Louér qui nous a fourni
le code de calcul des séries de Mie nous permettant de tester certains de nos résultats numériques.
Je veux aussi saluer monsieur Manuel Buisson qui m’a accueilli dans son bureau et qui, tout en
créant une atmosphére trés amicale, a montré un véritable intérét pour mes travaux au travers
de nombreuses discussions et propositions. J’exprime mes vives remerciements 4 madame Chantal
Halet. Elle a été d’une grande disponibilité pour me guider et m’assister dans mes nombreuses
démarches administratives et aussi pour m’écouter quelque soit le sujet. Un grand merci également
a4 madame Claude Boschet qui m’ a toujours regu dans son bureau avec une grande gentillesse et
chaque fois, avec le mot pour rire.

Je veux terminer ces remerciements par ma famille. Tout d’abord, j’ai une pensée profonde pour
Florence que je tiens a remercier ici. Elle qui partage ma vie et me supporte au quotidien. Ensuite,
je remercie trés affectueusement ma mére, mes fréres et soeurs restés en Cote d’Ivoire, mais qui me
soutiennent continuellement. Enfin, je voudrais rendre un vibrant hommage & mon pére qui nous
a quittés. Je lui serai toujours reconnaissant pour tout ce qu’il m’a apporté.



ii



Table des matiéres

Remerciements i
Introduction Générale 1
1 Etude théorique du probléme de diffraction 5
1.1 Le probléme de diffraction . . . . . . .. . ... 6
1.1.1 Opérateurs de traces et espaces de fonctions . . . . . ... ... ... ... 7

1.1.2 Lemodéle . . . . . . .. e 7

1.2 Les formulations intégrales du probléme . . . . . . . .. ... ... oL 9
1.2.1 Les représentations intégrales . . . . . . . . .. ... .. ... .. 9

1.2.2 Les équations intégrales . . . . . . .. ... ... L Lo L. 18

1.3 Relations d’équivalence . . . . . . . . . . . ... 19
1.3.1 Equivalence entre (£1) et (P) . . . . . . .o 19

1.3.2  Equivalence entre (&1) et (£2) . . . . . . .o 29

1.4 Quelques propriétés des opérateurs intégraux . . . . . . . . ... ... 31
1.4.1 Existence, unicité et stabilité . . . . . .. ... 00000 31

1.4.2  Quelques propriétés de l'opérateur dela VIE . . . . . .. ... .. .. ... 34

2 Résolution de I’équation intégrale volumique 37
2.1 Formulation variationnelle et discrétisation . . . . . ... ... ... ... ... .. 39
2.2  Traitement des singularités : une méthode de changements de variables . . . . . . . 42
2.2.1 Les tétraédres ont un sommet commun . . . . . . ... ... 42

2.2.2 Les tétraédres ont une aréte commune . . . . . . ... L 50

2.2.3 Les tétraédres ont une face commune . . . . . .. ... L 54

2.2.4  Les tétraédres sont confondus . . . . . . ... oL oL 65

2.2.5 Cas particulier pour le tétraédre et I'une de ses faces . . . . . . .. ... .. 70

2.3 Application : régularisation de l'opérateur intégral volumique . . . . .. ... ... 75
2.3.1 Configurations de quasi-singularités . . . . . . ... ... ... L. 75

2.3.2 Configurations de singularités . . . . . .. ... ... L oo 76

3 Tests numériques 83
3.1 Convergence des matrices élémentaires . . . . . . . . . ... ... 83
3.2 Spectre de 'opérateur intégral volumique . . . . . . .. . ... ... ... ... .. 91
3.3 Profil de rayonnement électrique . . . . . ... Lo Lo 94
3.3.1 Formalisme . . . . . . . .. 94

3.3.2 Champ électrique lointain pour des obstacles homogénes . . . . . . . . . .. 94
Diffraction d’un dipéle magnétique . . . . . . .. . .. ... 95

Diffraction d’une onde plane . . . . . . ... ... ... 97

3.3.3 Erreur relative sur le champ lointain . . . . . .. .. .. . o000 97

Erreur pour la diffraction d’'une onde plane . . . . . . ... ... ... .. 98

Erreur pour la diffraction d’un dipdéle magnétique . . . . . . .. . . ... .. 99

3.3.4 Champs électriques pour des obstacles non homogénes . . . . . . ... ... 100
Diélectriques & permittivités continiment radiales . . . . .. ... ... .. 100

Superpositions de domaines . . . . . . . .. ... oo 102

iii



iv TABLE DES MATIERES

Recherche de résonances . . . . . . . . . ... L o 109
Conclusion Générale 113
Annexe A i
Annexe B iii

Annexe C XV



Introduction Générale

Origine et motivation du probléme - objectifs

Les systémes de communications de proximité (60 GHz), les communications multimédia par sa-
tellites & 50 GHz, les systémes de transport intelligents (radar d’assistance a la conduite automobile,
détecteurs d’obstacles & 77GHz, systémes de sécurité aéroportuaires, ...) nécessitent 1'utilisation de
dispositifs émetteurs et récepteurs rayonnants plus ou moins directifs qui sont appelés des antennes.
Plusieurs technologies de développement de ces antennes sont envisagées. La technologie a laquelle
nous nous intéressons dans le cadre de cette thése consiste, & associer des sources primaires micro-
ondes & des lentilles diélectriques dont le role est de focaliser le rayonnement primaire. On parle
alors d’antennes lentilles. Ces sources primaires sont en général situées en zone de champ lointain,
contrairement aux antennes dites Lentilles substrats (ou antennes lentilles intégrées) ou elles sont
en contact direct avec les lentilles. Nous présentons ci-dessous, quelques images de ces antennes
lentilles.

ILA pour communication indoor & 62GHz. -4 ILA compacte pour communication par
Source ¢ [ST satellite 4 49GHz [7]. Source : IETR

Un intérét des antennes lentilles par rapport aux antennes a réflecteurs métalliques est le cotit
financier faible des lentilles comparé a celui des réflecteurs métalliques. Ces antennes lentilles offrent
de multiples variations possibles dans leur réalisation, tant par leur forme que par leur caractéris-
tique physique. Ceci rend disponible un ensemble de paramétres qui peuvent étre optimisés pour
modifier le rayonnement primaire de fagon a obtenir le rayonnement désiré en sortie du dispositif
émetteur. Des travaux de recherche sont menés au sein du groupe Antennes et Hyperfréquences de
I'Institut d’Electronique et de Télécommunications de Rennes (IETR) pour concevoir des antennes
lentilles et Lentilles substrats éfficaces, en optimisant la forme des lentilles. Les principes de concep-
tion sont basés sur ’Optique Géométrique (lois de Snell - Descartes, conservation de la puissance
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au sein d’'un tube de rayon, longueur des trajets optiques). Ces principes ont été énoncés dés les
années 1950 - 1960 (cf. [5]). Principalement, deux méthodes basées sur ’Optique Géométrique sont
actuellement utilisées & 'TETR, pour optimiser la forme des lentilles (voir [48]). La premiére dite
d’optimisation locale, est une procédure par étapes dans laquelle un profil de lentille est d’abord gé-
néré a l'aide des principes de ’Optique Géométrique. Le profil ainsi synthétisé est ensuite optimisé
localement avec un algorithme de type gradient. La seconde procédure dite d’optimisation globale,
consiste & coupler un algorithme d’optimisation (du type algorithme génétique par exemple) direc-
tement au noyau générique de I'Optique Géométrique. On peut visualiser ci-dessous un exemple
de synthése d’une forme de lentille et le diagramme de rayonnement correspondant (cf. [48]).

L
[=)

Normalized power (dB)
& N
o o

20

. B 0 anlt i 0

Xx(mm) Angle (deg.)
Fiaurg 6. Optimized shape of the lens Ficure 7. Computed radiation pat-
for a flat-top illumination. terns in both principal planes at

28GHz. Solid grey line: power tem-
plate. Solid and dotted black lines: co-
polarization components in E- and H-
planes.

La méthode de I’Optique Géométrique qui est une méthode de développement asymptotique
présente quelques insuffisances. Notamment, elle ne tient pas compte dans I’approximation de la
solution, des effets de la diffraction de I’onde par ’obstacle. En outre, ’algorithme n’est valable que
pour des lentilles ayant une permittivité électrique relativement élevée. En plus, pour la procédure
d’optimisation locale, le systéme non linéaire & résoudre pour synthétiser le profil de la lentille
est parfois mal posé (cf. [48]). Dans le but de dépasser les limitations de la méthode de I'Optique
Géomeétrique et d’améliorer la conception des antennes lentilles, le groupe Antennes et Hyperfré-
quences de 'TETR et I’équipe d’Analyse Numérique de I'Institut de Recherche Mathématique de
Rennes (IRMAR) ont initié un projet de recherche sur 'optimisation de certains types d’antennes
lentilles déja étudiées a 'TETR. Ce projet vise a développer une méthode d’optimisation de forme,
alternative a I’Optique Géométrique et basée sur des formulations intégrales. Il s’agira donc dans
un premier temps, de modéliser le rayonnement électromagnétique autour de la lentille au moyen
d’équations intégrales et a les résoudre par des méthodes rapides (probléme direct). Ensuite, une
méthode d’optimisation de forme (probléme inverse) sera développée en minimisant, pour un ga-
barit de rayonnement donné, une fonction objectif impliquant le profil de rayonnement qui est
solution du probléme direct.

Cette thése est 'une de celles issues de ce projet, et elle concerne le traitement du probléme
direct de diffraction d’ondes électromagnétiques par des formulations intégrales de volume. La lit-
terature existante offre, pour ’analyse du probléme direct de diffraction, le choix entre une formu-
lation par équation intégrales volumiques et une formulation par équations intégrales surfaciques.
Les résolutions par formulations intégrales sont économiques en haute fréquence. La résolution
par équations intégrales volumiques est certes moins économique que celle par équations intégrales
surfaciques, a cause du nombre d’inconnues croissant avec la dimension du domaine. Cependant, la
formulation volumique permet de traiter les problémes de diffraction par des corps non homogénes
(matériaux multi-couches, stratifiés). Les équations intégrales peuvent de plus étre accélérées par
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la mise en ceuvre de méthodes puissantes telles que les Méthodes Multipoles Rapides (FMM, pour
Fast Multipole Methods), actuellement en plein développement. Les formulations intégrales ré-
sultent des équations de Maxwell et sont basées sur des noyaux plus ou moins singuliers dépendant
du type de lentille (homogéne ou stratifié).

L’application des FMM & la résolution du probléme de diffraction constitue une perspective de
ce travail de thése. Ceci impliquera (en amont) des aspects de modélisation et des aspects théo-
riques nouveaux pour combiner les FMM avec les spécifications du probléme de lentille, et (en
aval) une implémentation numérique avec possibilités de comparaison avec des calculs benchmark
ou des expériences physiques. Cette étude aura pour but de fournir une résolution rapide qui pourra
étre intégrée, a terme, & un algorithme d’optimisation de la forme de la lentille en fonction d’un
rayonnement désiré.

Ce mémoire de thése est constitué de trois chapitres.

Etude théorique du systéme de Maxwell

Le premier chapitre est consacré a ’analyse théorique du probléme de diffraction d’ondes élec-
tromagnétiques par un corps diélectrique, a ’aide de formulations intégrales de volume. Si I'ana-
lyse théorique de la formulation intégrale surfacique & suscité beaucoup d’intérét, vu ’abondance
des productions scientifiques, pour la formulation intégrale volumique en revanche, il en a été
moins le cas. L’analyse du probléme est alors menée en commencant par dériver deux formula-
tions intégrales : une formulation couplée (surface-volume) ayant un noyau faiblement singulier,
et une formulation (purement) volumique qui a un noyau fortement singulier. Aprés justification
de I'équivalence de ces formulations au probléme de diffraction, la formulation couplée est utilisée
pour analyser le probléme. Cette analyse est basée sur des résultats standard de Fredholm pour les
équations intégrales, et permet de dériver quelques propriétés de 1’équation intégrale de volume.
Notamment, sur le spectre essentiel de 'opérateur intégral volumique, dans ’espace des champs
de vecteurs dont le carré de la norme est intégrable (L?). On note en particulier, la satisfaction
de 'inégalité de Garding par la solution de ’équation intégrale volumique, assurant ainsi la sta-
bilité de tout schéma de discrétisation de ’équation par une méthode de Galerkin. L’analyse du
probléme de diffraction est faite sous I’hypothése plus réaliste de la discontinuité de la permittivité
électrique a travers le bord du diélectrique. Cette hypothése rend 1’étude aussi valable pour des
matériaux composés de plusieurs diélectriques, ou il y a plusieurs surfaces de discontinuité pour la
permittivité. Ce chapitre a fait ’objet d’un article paru au journal Journal of Computational and
Apllied Mathematics ([8]).

Résolution numérique de I’équation intégrale volumique

Le deuxiéme chapitre est dévolu & la résolution numérique de I’équation intégrale volumique
dérivée du probléme de diffraction au premier chapitre. La résolution numérique par des méthodes
intégrales requiert I’évaluation d’intégrales singuliéres et quasi-singuliéres qui déterminent les ma-
trices d’influences des systémes. L’évaluation de ces intégrales est une question centrale, puisqu’elle
gouverne la qualité (précision et complexité) de 'approximation de la solution au probléme étudié.
Excepté des cas particuliers, ot la simplicité du domaine d’intégration et de 'intégrande permet une
évaluation analytique et oul les intégrales sont suffisamment réguliéres pour appliquer directement
les formules de quadratures standard, les intégrales sont évaluées en combinant des techniques de
traitement des singularités a des formules d’intégration numérique. Une méthode de traitement des
singularités basée sur des changements de variables dans le domaine d’intégration est développée
dans ce chapitre, pour des intégrales de la forme :

F(x,
Ia,KL:/ /7( yl dy dx,
KxJo T —yl

ou F est une fonction réguliére, 'ordre de singularité « est un réel positif et K et L sont des
tétraédres, en prévision de la discrétisation de I’équation intégrale volumique par des éléments fi-
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nis tétraédriques. Par divers changements de variables généralisant les transformations de Duffy
(voir [15]), l'intégration est ramenée sur des domaines tels que le carré, le cube, ... et la singularité
est décrite par une variable uni-dimensionnelle appartenant a 'intervalle [0, 1]. Les Jacobiens de
ces transformations singuliéres sont ensuite utilisés pour lever la singularité. Cet élimination de
la singularité dépend de la position relative des tétraédres. En effet, lorsque K et L partagent
exactement un sommet, une aréte, une face, ou coincident, la singularité est levée respectivement
pour a <5, a <4, a <3et a< 2 Laméthode n’étant basée que sur des changements dans le
domaine d’intégration, elle est applicable & une large classe de noyaux d’opérateurs intégraux volu-
miques. C’est une extension au cas volumique de la méthode introduite par Jean GAY pour le cas
surfacique (voir [12, 33, 35, 39]). La méthode développée est ensuite appliquée a 'implémentation
de I’équation intégrale volumique. Pour les coefficients diagonaux (cas ou K = L), la méthode est
combinée & une méthode de soustraction de la singularité pour traiter la forte singularité (. = 3)
de l'intégrale, puisque dans ce cas, la singularité n’est levée que pour a < 2 avec la méthode déve-
loppée.

Tests numériques

Le troisiéme chapitre est consacré aux tests pour la résolution numérique de ’équation intégrale
volumique. Pour la diffraction de dipoles magnétiques et d’ondes planes par des corps diélectriques
sphériques homogénes et non homogénes, les profils de rayonnement électrique pour les champs
lointain et intérieur sont présentés pour certaines valeurs des paramétres. Quelques courbes d’er-
reurs (relatives), sur le calcul du profil de rayonnement et sur le calcul des matrices élémentaires,
sont également présentées. Les résultats de nos calculs du profil de rayonnement sont confrontés
aux résultats du calcul avec la série de Mie. Nous avons également présenté le spectre de 'opérateur
intégral volumique pour quelques valeurs du nombre d’onde extérieur .

L’équation intégrale volumique est implémentée dans le code Mélina++-, qui est la version en
C++ de la version en Fortran 77 baptisée Mélina et consultable sur le site internet d’adresse
http://anum-maths.univ-rennesl.fr/melina/index.html. Nous y avons intégré les outils nécessaires
a la résolution de I’équation. Notamment, la mise en ceuvre de la méthode développée au cha-
pitre 2 pour le traitement des intégrales singuliéres qui constituent les coefficients de la matrice
d’influence du systéeme. Le code Mélina++ est une librairie d’éléments finis basée sur le langage
C+-+ et développée au sein de 'TRMAR par Daniel MARTIN. C’est un code dévolu a la résolu-
tion d’une large famille de problémes variationnels. L’une des forces de ce code est sa structure
particuliére, développée de sorte que le programme principal écrit par I'utilisateur n’est qu’une
simple transcription de la formulation variationnelle du probléme a résoudre. Dans sa version ini-
tiale, la librairie consistait essentiellement en des structures d’éléments finis d’ordres arbitraires.
Récemment, des opérateurs intégraux y ont été introduits de sorte que le code résout aujourd’hui,
des équations intégrales de surface pour des problémes en acoustique et en électromagnétisme. Les
travaux de cette thése constituent une premiére partie des opérateurs intégraux introduits dans la
librairie, pour la résolution des équations intégrales de volume.



Chapitre 1

Etude théorique du probléme de
diffraction d’ondes
électromagnétiques par un
diélectrique

L’analyse théorique et numérique du probléme de diffraction d’ondes électromagnétiques, par
les équations intégrales de surface est un sujet largement traité dans la littérature scientifique (par
exemple, [7] et [42] sont de trés bons livres sur le sujet). En revanche, I’équation intégrale volumique
utilisant la solution fondamentale fortement singuliére des équations de Maxwell, que nous étudie-
rons dans ce chapitre et que nous désignerons dorénavant par la VIE (pour expression en anglais
“Volume Integral Equation”), n’a fait I'objet relativement que de trés peu d’études. Ces études sont
d’ailleurs largement consacrées a I’aspect numérique de la VIE, notamment dans [46], [2] et [30], ou
elle est résolue par la méthode des moments. Elle est combinée & un algorithme multipole rapide
multiniveaux, pour analyser le rayonnement d’une antenne en présence d’un radéme diélectrique
dans [6]. Le spectre de 'opérateur est également étudié numériquement dans [3] et [44]. Toutefois,
sous les hypotheéses de continuité au sens de Holder dans ’espace tout entier, des paramétres carac-
téristiques du milieu, une analyse spectrale de I'opérateur intégral volumique est introduite dans
[3]. Il y est établi que le spectre de 'opérateur est composé a la fois d’un spectre essentiel continu
dominant aux basses fréquences et de valeurs propres discrétes qui deviennent plus significatives
aux hautes fréquences. Parallélement & la VIE, ’équation de Lippmann-Schwinger pour Maxwell,
correspondant & une équation intégrale volumique faiblement singuliére est analysée dans [7], pour
le probléme de diffraction dans un milieu & indice de réfraction uniformément Hélder contintiment
différentiable dans l'espace tout entier.

L’hypothése de continuité globale notamment de la permittivité électrique, n’est pas réaliste
du point de vue de la physique pour la diffraction par un corps diélectrique, ot la permittivité est
typiquement discontinue & travers le bord, tandis que la perméabilité magnétique est bien souvent
constante. La formulation de la VIE et son analyse sont faites dans ce chapitre, en considérant une
permittivité discontinue a travers le bord du diélectrique. Cette hypothése rend en plus, I'étude
valable pour des matériaux composés de plusieurs diélectriques, ot nous avons plusieurs surfaces
de discontinuité pour la permittivité. L’hypothése de discontinuité de la permittivité et de la per-
meéabilité est faite dans [46] pour dériver la VIE dans une approche bien éloignée de celle qui sera
présentée dans ce chapitre. De méme dans un article récent ([29]), Andreas KIRSCH considére des
parameétres électromagnétiques (perméabilité magnétique, permittivité et conductivité électriques)
discontinus & travers la surface de 'obstacle et dérive une formulation intégrale volumique forte-
ment singuliére, au probléme de diffraction d’ondes électromagnétiques. L’équation intégrale est
ensuite analysée dans ’espace H (rot,.) des fonctions qui sont avec leur rotationnel, de carrés in-
tégrables (c’est l’espace naturel pour le probléme de Maxwell), ou il établit l'existence et 'unicité



CHAPITRE 1 : Etude théorique du probléme de diffraction

de la solution.

Nous débutons le chapitre par une présentation, dans la section 1, du probléme de diffraction
que nous allons étudier. Ensuite dans la section 2, nous dérivons deux formulations intégrales du
probléme de diffraction. L’une étant la VIE et I’autre, une formulation couplée surface-volume qui
est en fait un systéme d’équations impliquant des intégrales dans le domaine et sur sa surface.
Cette derniére est faiblement singuliére et se réduit a I’équation de Lippmann-Schwinger déja étu-
diée dans [7], si la permittivité est supposée continue a travers le bord du domaine. La section
3 assure ’équivalence entre les trois problémes (les deux formulations intégrales et le probléme
de diffraction). Enfin dans la section 4, nous utilisons 1’équivalence entre les trois problémes et la
faible singularité de la formulation couplée (qui la rend plus simple & analyser), pour montrer qu’ils
sont bien posés au sens de Hadamard. Nous établirons ensuite quelques propriétés de I'opérateur
intégral volumique, notamment de son spectre essentiel dans l’espace L? des fonctions de carré
intégrable et en particulier, la satisfaction de l'inégalité de Garding dans cet espace, ce qui est
intéressant pour la stabilité des schémas numériques basés sur la méthode de Galerkin et appliqués
a Uopérateur pour la résolution numérique de ’équation.

1.1 Le probléme de diffraction

Nous considérons la propagation d’une onde électromagnétique dans un milieu isotrope non
homogéne (I’espace R? dans lequel est placé un objet diélectrique). La permittivitté électrique du
milieu est une fonction strictement positive de I'espace et sa perméabilité magnétique est supposée
constante pour simplifier le probléme et égale a celle du vide notée pg. La conductivité électrique
o est nulle.

L’onde électromagnétique est propagée dans ’espace, suite au rayonnement d’une source située
A une certaine distance du diélectrique. La propagation de cette onde est décrite par les équations
de Maxwell suivantes :

Si &, H, T et F sont respectivement le champ électrique, le champ magnétique, la densité du
courant et la source de rayonnement, en espace et en temps, alors les équations de Maxwell sont
données par

VXE+pupoMH = 0
(1.1)
VxH—-c €& = TJ+F.
* En régime harmonique, on a
E(z,t) = \/1;0 E(z)e !
H(z,t) = \/170 H(z)e ! (1.2)
F(x,t) = \/170 F(z)e !

ou ¢g est la permittivité électrique du vide et w est la fréquence de 'onde. Les champs E, H et
F' sont des champs de vecteurs complexes, ne dépendant que de la variable d’espace.

* En milieu isotrope, la loi ’'Ohm est J = o€ et dans le cas du diélectrique (¢ = 0), on a

J =0.
On déduit de (1.1) et (1.2), les équations de Maxwell harmoniques suivantes, pour E et H :

VxE—-ikH =0
(1.3)
V x H +ike, E = F,
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ol kK = wy/lo€g est le nombre d’onde et €, = é est la permittivité relative.

1.1.1 Opérateurs de traces et espaces de fonctions

Soit D un ouvert borné de BS. On note D¢ = R\ D et D la frontiére de D. Considérons
aussi u € (C°°(D))3, u € C*°(D) et m la normale unitaire extérieure & D. Nous utiliserons les
notations suivantes pour les opérateurs de traces :

You = up,, (trace sur le bord)

YU = Oy, , (dérivée normale sur le bord)
Yol =T - U, (trace normale sur le bord)
YxU =T X U, (trace tangentielle sur le bord).

Nous rappelons les définitions et notations suivantes pour les espaces de fonctions qui seront
utilisés dans la suite :

H(rot, D) = {u € (L*(D))*; Vxue (L2(D))3}
H(div, D) = {u € (L2(D) V-ue L2(D)}

H(rot,div, D) = H(rot,D) N H(div, D)

Hige(rot, D7) = {u € (L3, (D°)%5 ¥ x w € (L3,(D7))*}

Hipe(div , DE) = {u e (L2

(D9 ¥ we 13,(D9)}

loc

Hioe(rot ,div, D¢) = Hoe(rot , D) N Hpe(div, D)

H; *(3D) = {u € (H 3(8D))*: %u:o}
HY(D) = {f € L%(D); Vf € L2(D)}

H'Y(A, D) = {f € H'(D); Af € LQ(D)}.

On rappelle les résultats suivants qui sont détaillés dans [42], sur les opérateurs de traces :

Théoréme 1.

i)- Les opérateurs vy, et vy sont continus sur (C>°(D))? et se prolongent en opérateurs conti-
nus de H(div, D) dans H=2(0D) et de H(rot,D) dans (H™2(0D))3 respectivement.

ii)- Les opérateurs o et 1 sont continus sur C°°(D) et se prolongent en opérateurs continus
de H™(D) dans H™ 2(dD) et dans H™ 2 (8D) respectivement, pour m € N*. [ |

1.1.2 Le modéle

Le diélectrique est représenté par un domaine 2=, ouvert connexe et borné de R3. La frontiére
I de Q est réguliére et on note QF, Pextérieur de Q= (2 = R3\ Q). Nous rappellons que
n est la normale unitaire orientée vers l'extérieur de 2~ et e(x) > 0, 2 € R3. On suppose
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que €, € CI(Q—), Elgs = €0 et ¢ est discontinue & travers I'. Nous noterons n = 1 — g, oil

Ep = é est la permittivité relative. Nous rappellons également que dans l’espace tout entier, la
conductivité o est supposée nulle et la perméabilité magnétigue p est égale & pg. Rappelons enfin

que le nombre d’onde est strictement positif et vaut « = w, /o€, ot w est la fréquence.

Soit F' € H(div, Q7), un champ de vecteur a support compact contenu dans Q*. F' représente
la densité de courant issue de la source de rayonnement primaire, c’est & dire le champ incident qui
sera diffracté par le diélectrique Q. Le probléme de diffraction que nous noterons (P) est défini
par les expressions (1.4) — (1.7) suivantes :

Trouver les champs E et H dans R® vérifiant :

e les conditions d’espaces :

E; € H(rot,div,Q7), E. € Hyp.(rot,div,QT),
Hi € H(I‘Ot,Qi), He € Hloc(rOtaQJr)a (14)
avec Ei:E|Q,7 Hi:H‘s’r’ ESZ.E‘QJr et ITI'EZI‘IRZJr

e les équations de Maxwell :

VxE;—ikH; =0 et VxH;+ike, E; =0 dans €~
(1.5)
VXE.,—ikH,=0 et VxH.,+ikE,=F dans QF,

ol le champ électromagnétique (E., H.), dans le domaine extérieur 7, est la superposition du
champ incident (E;pc, Hinc), provenant de la source F', et du champ (Eg;f¢, Hq5¢) diffracté par
le diélectrique. C’est a dire

E.=FEu;;+FEijn, H.=Hgyjp+ Hipe, et

V X Eine —itki Hipe =0 et V x Hjpe+ir Ejpe = F  dans R,

e les conditions de transmission au bord :

n-H.=n-H, et n-E.=n-¢. E; sur T’ (1.6)

e la condition de radiation de Silver-Miiller (pour le champ diffracté (Eqirs,Hairs)) :

R 1
H ¢ Xx_Ediff:O(r2> ; r — 400 (1.7)

uniformément dans toutes les directions Z =

z
r

ou r = |z|.

Le probléme de diffraction (P) est en fait, un probléme de transmission d’ondes électro-
magnétiques.

Remarque 1. Les conditions (1.6) de transmission au bord du domaine sont équivalentes aux
conditions sur les composantes tangentielles n Xx H, = n x H; et nx E, = n x E;, grdce
aux équations de Mazwell (1.5). C’est d’ailleurs ces derniéres qui sont le plus souvent considérées
pour le probleme de diffraction. En outre, les conditions de transmission au bord impliquent que
les champs V x E, VN x H, V-(e¢E) et V-H sont localement intégrables, c’est a dire que les
équations de Mazxwell harmoniques sont satisfaites dans tout l’espace, au sens des distributions.
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E;, H;
+ _
L Q0

£y HOy Hint

E0, HO, K

Fi1G. 1.1 — Visualisation du probléme de diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique.
F est la source de rayonnement primaire (génératrice du champ incident).

Remarque 2. Le probléme physique modélisé par le probleme (P) est la diffraction par une lentille
diélectrique, d’un champ électromagnétique rayonné par une antenne. Un probléme de diffraction lé-
geérement différent est généralement considéré dans la littérature, ot le champ incident est donné par
exemple comme une onde plane et o l'on s’intéresse seulement a l'onde diffractée (Egfy, Hdiff)
dans QF. Ceci conduit & une formulation mathématique équivalente ot les équations différentielles
sont homogenes (i.e F = 0) et les conditions de transmissions sont non homogénes.

1.2 Les formulations intégrales du probléme

Nous établissons un résultat de représentations intégrales pour une solution du probléme de
diffraction (P). De ces représentations intégrales, nous définirons ensuite des équations intégrales.
Le théoréme bien connu de représentation intégrale de Stratton-Chu que nous rappelons ici, est le
point de départ de ces équations.

1.2.1 Les représentations intégrales

Nous commengons d’abord par rappeler des formules d’intégrations basiques, qui seront large-
ment utilisées dans les démonstrations des résultats de ce chapitre. Ce sont des formules d’intégra-
tions par parties. Nous commengons par le théoréme de la divergence de Gauss et énongons ensuite
ses corollaires, notamment les formules d’intégrations de Green. Ces formules sont énoncées ici sans

preuve, on pourra toujours retrouver les preuves par exemple dans [41] ou pour une partie dans
[7].

Lemme 1. (Divergence de Gauss)
Soit D un domaine borné dans R3, de classe C? et n la normale unitaire extérieure & D sur
dD. Soit un champ de vecteurs w € C(D)3. Alors nous avons

/V-udx:/ n-u ds(z).
D oD
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De cette formule, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.
Soit D un domaine borné dans R3, de classe C? et n la normale unitaire extérieure & D sur OD.

(i) Si fe CYD) etue CHD)3, alors
/DfV~ud:c:f/Du~Vfdx+/aDn~ufds(x).

(ii) Siw, ve CY(D)3, alors

/qu~vda::/u-V><vda:+/ n X u-vds(z).
D D oD

Viennent ensuite les formules de Green scalaires :

(iii) Si f € C*(D) et g € CY(D), alors

/DgAfdxz—/DVf-ngJ:—i-/aDganfds(x).

(iv) Si f, g€ C?*(D), alors

/D<g AS — f Ag) dx=/8D (90nf — [ Dug) ds(a).

Puis les formules de Green vectorielles :

(v) Siue C*D)3 etve CYD)3, alors

/(Au~v+V><u~V><v—|—V'uV~v)dx:/ (nxv-Vxu+n-vV-u)ds(z).
D oD

(vi) Siu, ve C?(D)3, alors

/(Au-v—A’u-u)d:c:/ (nxv-Vxu+n-oV-u—-—nxu-Vxv—n-uV- v)ds(z).
D oD

Remarque 3. Ces formules sont aussi valables pour un domaine Lipschitzien borné et sont ex-
tensibles aux espaces de Sobolev adéquats pour les différents opérateurs différentiels (voir [41]). Ce
sont d’ailleurs les formules (i) et (ii) dans ces espaces de Sobolev qui définissent les opérateurs de
traces normale v, et tangentielle vy, respectivement dans H’%(aD) et dans H’%(aD)g’, par
prolongement de lespace des fonctions réguliéres (théoréme 1).

Rappelons a présent sous forme de lemme, le théoréme de représentation intégrale de Stratton-
Chu, qui nous servira & établir les représentations intégrales pour le probléme de diffraction :

10
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Lemme 2. (Stratton-Chu)
Soit D un domaine borné dans R3, régulier de classe Cf Soit n la normale unitaire extérieure
a D sur D, E et H deux champs de vecteurs dans C1(D)3. Alors pour tout x € D nous avons

E(x) = -V X/aDn(y) x E(y)Gr(x —y)ds(y) + V aDn(y) E(y)Gr(z —y)ds(y)
—in | ()% H()Gola = p)istu)-+in| {VxH ) +in B} Gl =)y
V| VB)G(r )y + V% /D {VxB(y) —inH(y)}Golo gy, (18)
avec Gz —y) = ‘M la solution fondamentale de l’équation de Helmholtz .
Pour la preuve du lemme, voir [7] (pages 150 - 151). m

Nous étendons cette formule de représentation intégrale & des champs de vecteurs (E, H) dans
Pespace H(rot,div, D) x H(rot, D), ou les composantes des traces normales et tangentielles au
bord doivent étre comprises au sens faible dans H~/2(9D).

Proposition 1. Avec les mémes conditions de régularité sur le domaine D, la formule de repré-
sentation intégrale (1.8) est vraie pour les champs (E,H) € H(rot,div, D) x H(rot, D).

Preuve :

Pour montrer que la formule (1.8) est aussi valable pour (E, H) € H(rot,div, D) x H(rot, D),
nous utilisons la densité des fonctions réguliéres dans ces espaces (voir [18] et aussi [9] et [41]) et
la continuité des opérateurs intégraux intervenant dans la formule.

Introduisons le potentiel de volume A (appelé aussi potentiel de Newton) et le potentiel de
simple couche S, agissant tous les deux aussi bien sur des fonctions scalaires que sur des champs
de vecteurs :

Nu(z) = / W)l —y)dy, SF@) = [ Fw)GCale —y)ds(y).
D oD

On rappelle les notations et définitions des traces normale v,u = n - u,,, et tangentielle v, u =
n x u|,, sur dD. Nous pouvons écrire la relation (1.8) sous la forme

K(E,H)=0 VE,He (C'(D))’, (1.9)

ol nous posons :
K(E,H)=E+Vx(Sy<E)— VS, E +icSyxH
—VXN(VXE —icH)+ VN (V- E) —icN(VxH +ixE).
Puisque les opérateurs
S:H 3(0D) — H'(D) et N :L*(D)— H?*(D)

sont continus, nous pouvons prolonger (1.9) par densité de (C*(D))® dans H (rot, div, D)x H (rot, D)
et obtenir
K(E,H)=0 Y (E,H) e H(rot,div, D) x H(rot, D).

|
Nous appliquons cette proposition aux cas D = Q™ et D = QT N Br, ou Bpg est la boule
centrée sur origine et de rayon R suffisamment grand (que nous ferons tendre vers l'infini).

En considérant les équations de Maxwell et la condition de radiation dans le probléme (P), nous
établissons le lemme suivant :

11
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Lemme 3. Soit E et H deux champs de vecteurs sur R? satisfaisant les hypotheses et les équations
du probléeme (P) excepté les conditions au bord. Notons de plus pour x € R3,

Ui(z) = -V xS(yxEi)(z)+VS(mEi)(x) —irS(yxHi)(x)
~VN(V - Ei)(2) - K’N(nE;)(x),

et
U.zx) = VXSHxE:)(x) = VS(mE:)(z)+icS(yxH.)(z) + D(z),
ot 1
D)=~V [ V-Fy)Gule —y)dy +ix / Gl — y)F(y) dy. (1.10)
K O+ O+
Alors nous avons
U, = E; dans Q~ ot U, - 0 dans Q~
0 dans QT E. dans QF.

On rappelle que E; = E‘Qf, H, = H|Q7, E,. = Elm et H, = H\m‘
Preuve :

i) Pour montrer que U; = E; dans Q, Il suffit d’appliquer dans le domaine Q2~, la proposition 1
précédent (extension de la formule de représentation de Stratton-Chu), & E et H, puis d’utiliser
les équations (1.5) O

ii) Montrons que U; = 0 dans Q7.

G.(x—.) est suffisamment réguliére sur R\ {z}. Notons V, x et V,- respectivement le rotationel
et la divergence par rapport & un point y € R3. Si w est un champ de vecteurs de carré intégrable
de méme que son rotationnel et/ou sa divergence, on rappelle pour tout y € R3\ {x} :

{ Vy X (Gelz —y)uly)) = Gulz—y)V xuly) — Vo x (Gelz — y)u(y)), (1.11)
Vy - (Gu(z —y)u(y)) = Gulz—y)V-uly) = Vs (Gulr —y)u(y)). '

Nous avons alors p.p.t =€ Qt :

SO E)(x) = /F n(y) x Bi(y)Gn(x — y) ds(y)

= /7 Gi(z —y)V x E;i(y)dy — V x / Gu(r —y)Ei(y) dy,

et
S(1E)(x) = / n(y) - Bi(y)Colx — ) ds(y)

= ), GV Bily)dy =V | Gulz—y)Eily)dy.

Puis avec les équations (1.5) et les identités
Vx(Vx)=V(V)=-A et (A+£*)Gu(z—.)=—0d,,

ou ¢, est la distribution de Dirac au point z, on obtient :
9 [ n(0)  Bin)Gila =) ds() + 9 [ ) - Biw)Golo =) ds()
—ir [ nlu) % H(5)Golz =) ds(y)
=V [ Gule— )V B+ [ (1= 0)Gula~ ) Bl do

12
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C’est a dire
—V x S(Yx E;)(x) + VS(WE;)(x) — ikS(vx H;)(x) — VN(V - E;))(z) — kN (nE;)(z) = 0.

O
iii) Montrons que U, = E, dans Q%.
Considérons dans R3, la sphére origine I'p = {y ER%yl=R } On prend le rayon R suffisam-

ment grand pour que 2~ CC Bg, ott Bg est la boule de frontiére I'r. On définit ainsi le domaine
QE = Bgr\ Q~, dont la frontiére est 90} = I' UT'g. La normale extérieure & QE est ng sur 'y et
est égale & —m sur I.

En posant ensuite pour tout z € Q7 :

T'r

Mpg(r)= -V x /F nr(y) X Ec(y)Gu(z —y)ds(y) +V [ nr(y)  E.(y)Gu(z —y)ds(y)
i / na(y) x Ho(y)Cn(z — y) ds(y) +V / n(y)  Eo(y)Cnlz — y) ds(y)
I'r I

v / n(y) - Be(y)Gr(z — y) ds(y) + in / n(y) x H.(y)Cnl(x — ) ds(y)

+
Qp

+V x /Q+ [V X Ee(y) - i“He(y)} GN(.%‘ —y)dy -V % Ee(y)GN(x —y)dy

tir / [V X H) + 5 Be(y)] G~ y) dy,

R

la proposition 1 appliquée aux champs FE et H dans le domaine Q;g donne alors
E.(z) = Mg(z) p.p.t x € Q. (1.12)
On reécrit M grace aux équations de Maxwell (1.5) du probléme de diffraction :

Mp(z)= -V x / nly) x Be(y)Grla =) ds) +V | mly)- Bo(s)Gule =) ds(y)

<in [ may) x Hoy)Gala = 0)ds(u) + ¥ % [ n(0)  Bely)Gula 1) ds(y)
I'r I

v / n(y) - Eo(y)Golz — y) ds(y) +in / n(y) x Ha(y)Colz — y) ds(y)
N T

-4V V~17’(y)G,.i(x—y)dy—&-i/f/ﬂ+ Grl(z —y)F(y) dy.

o
Une démonstration similaire & celle appliquée & U; permet d’établir :

E.(z) pptzeQf
Mp(z) = o (1.13)
0 p.pt x € R\ QF.

Il vient alors trivialement que

E.(z) = RE}}}OO Mg(z), pptxzeQt. (1.14)

13
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Etablissons désormais la relation U, (z) = RHI-E Mg(z), p.pt z € Q. 1l s’agit de montrer que
— 100

ppt z€QF,

V x A nR(y) X Ee(y)Gﬁ(x - y) ds(y) -V - nR(y) ' Ee<y)GK(-T - y) ds(y)

+m/ nr(y) x He(y)Gu(z —y) dS(y)l — 0, quand R — +oc0.
I'r

Pour R suffisamment grand, a I’aide des relations V,G.(z —y) = =V, Gy(x — y)pourz # y et
uX (vxw)=(u -wv—(u-v)w,onappt z€N":

V x /F nr(y) X Ec(y)Gu(z —y)ds(y) =V | ngr(y) - Ee(y)Gx(r —y) ds(y)

T'r

+m/F nr(y) x He(y)Gr(z —y) ds(y)

_ /FR [V x (ny) < Ec(y)Grle =) = Va(nr(y) - Be(y)Ga(z - y)
ik G (2 = y)(nr(y) x Heo(y)Glz — )] ds(y)

_ /FR [VoGile — 9) x (nr(y) % Eew)) + V4Gl — ) (nn(y) - Bely))
ik G (2 = y)(np(y) x Heo(y)Glz — )] ds(y)

- / [Ons Gtz = 9)Eely) ~ Eely) x () x VoGl =)

ik Gu(w = ) (nr(y) x Heo(y)Gulz — y))| ds(y)

= 11 + 1y + Iy,
avec

T = [ (Onnt Gl =) = ix Gl =) Bely) dsta),

o= | E.(y)x (na(y) x V,Gu(z —y)) ds(y),
T'r

Ty =in | Gule —y)(nr(y) x He(y) + Eely) ) ds(y).

'r

Nous allons montrer a présent que chacune des expressions Z;, Zo et Z3 tend vers 0.

* %% pour s

Nous avons

1
yel'rn = y=Rngry) et Gulz—y) :O(E) , R— +o0
avec la condition de radiation de Silver-Miiller (1.7) :
1
na(y) x He(y) + Eo(y) = O(55), R — +oo.

14
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Il est clair que Z3 — 0, quand R — +oo p.p dans Q7. (]

xxx pour I; et I

D’apreés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

TP < / 1Bra )G (@ — ) — i G — )2 ds(y) / B () ds(y),

R

TP < / B () ds(y) / In(y) x VyCulz — 9)? ds(y).

I'r

En outre, on a les comportements asymptotiques suivants, impliquant la solution fondamentale
Gy :

. 1
Onpy)Gr(r —y) —inGe(z —y) = O(ﬁ)’ R — 400 (1.15a)
1
nr(y) X V,Ge(z —y) = O(ﬁ)’ R — +o0. (1.15b)
Il nous suffit donc de montrer ’estimation
/ |[E.>=0(1) R — +ox, (1.16)
I'r

pour conclure grace aux estimations (1.15) et a 'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

71 —0 et T, — 0, quand R — +o0o p. p. dans Q7.

Montrons a présent ’estimation (1.16). On a
|H. x np — E.J? = |H, x ng|? + |E.|? - 2Re{(nR x E.) ﬁ}

La condition de radiation de Silver-Miiller conduit &

/ |H. xnp— EJ? = / [|He x ngl? + |E.)? — 2Re{(nR x E.) H}]
Ir Ir (1.17)

— 0, quand R — +o0.

Par ailleurs, on a

= Re /(ane)-E+/ (Ver-I{e—VxHe-Ee)]
T

+
Qr

= Re /(ane)~He+/ (inHe-He+(inE—f)~Ee>
r Qf

= Re /(nXEe)-I-IE]—Re E,. - F.
r

+
QR

Puisque F' est & support compact dans QT, nous avons

Re E.-F=0(1), R— +oo.

+
Qpr
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Donc / Re{(nR X Ee)~He} =0O(1), R — +oo.Larelation (1.17) entraine ensuite le résultat
I'r

suivant :

[ i cnaf < B2} = 00), R4
'r
On obtient ainsi
/ |H, xnpl*=0(1), et / |E.]*=0(1), R— 4oc0.
I'r I'r
D’ott l'estimation (1.16). Finalement, le passage a la limite donne p.p.t x € QF,
Jim M) = Vx| () % B)Gule = 9)ds(y) - V [ n(0) - Buly)Gulz - ) ds(y)
—00 r r

+ik / n(y) x Ho(y)Gu(z — y) ds(y) — —V / V- F(y)Gale — y)dy
T Qt

IR
tin / Gz — y)F(y) dy
O+

= Vx S('YXEe)(x) - vS(’VnEe)(x) + Z’KS('YXHe)(x) + D(.%‘)

= U.(z).

Cette estimation et 1'égalité (1.14) conduisent donc au résultat U, = E. dans QF. O

iv) Montrons enfin que U, = 0 dans Q™.
Gy(z —.) est suffisamment réguliére sur R? \ {x}. Nous avons p.p.t = € Q= et pour tout R
suffisamment grand,

VxS(vxEe)(x) = VE(mEe)(x) + inS(vx He) ()

—V x / n(y) X Eo(y)Gulz —y)ds(y) - V / n(y) - Bo(y)Co(z — y) ds(y)

—l—i/{/ n(y) X He(y)Gm(x - y) dS(y)
r

=V x /r nr(y) X E.(y)Gx(z —y)ds(y) — /Q+ V Xy (Ee(y)GK(x - y)) dy}
-V /F nr(y) - Ee(y)Gu(z —y)ds(y) — /m Viy (Ee(y)Gn(fv - y)) dy]
tin| [ ) x Hon)Gule =) dst) = [ 9, (H)Gula =) dy] .

A Taide des équations de Maxwell (1.5) du probléme de diffraction (P), des relations (3.2) et de
lidentité V x (Vx)—V(V:)=—-A,ona

16



1.2 Les formulations intégrales du probléme

VX S(vxEe)(x) = VE(mEe)(x) + irS(yx He)(x)

—V / na(v) % Bo)Gale =) dsy) = ¥ | miafu) - Bo(w)Gol ) ds(o)

—H’n/r nr(y) x He(y)Ge(x —y)ds(y) — (A + k?) E.(y)Gu(z—y)dy

of,
+%V/ V-F(y)Gn(w—y)dy—iﬁ/ Gz —y)F(y) dy.
of of,

Puis en procédant exactement comme dans le cas précédent, il vient p.p.t x € Q7|

v x / na(y) x Bew)Gale ~ ) ds) =V | nly) - Beu)Gale — v) dsty)

—‘r’i/i/ ngr(y) X He(y)Ge(z —y) ds(y)] — 0, quand R — +oo.
T'r

D’oa U, = 0 dans Q7 par passage a la limite (R — +00). |

Nous déduisons de ce dernier lemme, les représentations intégrales pour le champ électrique E,
dans la proposition suivante. En plus du potentiel de simple couche S et du potentiel de Newton
N, nous utiliserons dans la proposition, I'opérateur M donné par :

Mu(e) = | Vy Ge(w —y) - uly) dy.

Proposition 2. Soit (E, H) une solution du probleme (P). Alors nous avons les représentations
intégrales suivantes pour E € R3 :

E=VSVE;) -~ VN(V-E;) - k*’N(nE;) + D (1.18)

et
E = VM@E;) — k¥*N(nE;) + D. (1.19)

Preuve :
Par le lemme précédent, nous avons dans tout R? :

EFE = U;,+U,
= VxS« (Ee— E;)) = VS(1(Ee — E;)) + i6S(vx (He — H))
~VN(V - E;) — k*N(nE;) + D.

Considérant les conditions de transmissions au bord (1.6) :
Y (Ee—E;))=0=~x(H.— H;) et v, (E.—E;)= (e, —1)y,E; surl,

nous obtenons la premiére représentation intégrale (1.18). Par ailleurs, une intégration par parties
donne

Snn-E;)(x) = /F(l — & (y)Gr(r —y)n(y) - Ei(y) ds(y)

- Gu(r—y)V-Ei(y) dy — - Gu(r —y) V-(er(y)Ei(y)) dy

[ = aw)VGule— v By d.
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CHAPITRE 1 : Etude théorique du probléme de diffraction

Ainsi, utilisant 1'égalité V- (e.E;) = 0, qui est une conséquence des équations de Maxwell (1.5),
nous sommes conduits a

S mE:) —N(V-E;) = M(nE;) . (1.20)

Injectant cette égalité dans (1.18), nous obtenons la représentation (1.19). [ |

Remarque 4. Les représentations intégrales pour le champ magnétique H se déduisent de celles du
champ électrique E, par les équations de Mazwell du probléme (P). Le choiz du champ E pour les
représentations intégrales est completement arbitraire. Nous aurions tout aussi bien pu représenter
le champ magnétique par un traitement similaire et en déduire celles du champ électrique.

1.2.2 Les équations intégrales

Nous présentons ici, deux équations intégrales définies & partir des représentations intégrales
établies dans la proposition précédente. L’une est une formulation couplée surface-volume consti-
tuée d’un systéme d’équations intégrales issues de 1’équation (1.18) et de sa trace normale sur la
frontiére I'. L’autre équation est la VIE, provenant de (1.19).

Des équations de (P), nous avons V-(¢,E) = 0 au sens des distributions sur R3. Dans Q~, nous

avons alors V-E; = —— Ve, - E;, et donc nous allons remplacer dans la représentation intégrale
T

1
(1.18), lexpression V-E; par —— V¢, - E;. Désignons par T, le gradient logarithmique de &, :

T

1 . . .
T = —— Ve, et définissons les opérateurs intégraux suivants :
Er

Syt f=8nf), Ne:u—N(T-u), Ny:u—Nnu), M,: u— Mnu), (1.21)

ou f etwu sont respectivement des champs scalaire et vectoriel définis sur I et sur Q.
Définissons également les opérateurs de traces intérieurs et extérieurs :

+ + + +
W9 =g M= V), 1= avt, et v = yxv

pour g et v respectivement des champs scalaire et vectoriel définis sur R3, avec g% = 9|+ €t

vt = v|,. . Le systéme couplé d’¢quations intégrales, que nous désignerons par (&1) est défini

comme suit :
Trouver (E,,e,) € (L*(27))® x H=2(I'), tel que
(&) 1 — VN; + k2N, VS, E, D
K2y Ny — v Ny 1-97S, I v D.
Remarque 5. L’équation (1) est un systéme faiblement singulier. Si la permittivité e est conti-
nue & travers la frontiére T, alors la fonction n =1 — €, est nulle sur I' et la contribution du

bord dans le systéeme disparait. Nous retrouvons dans ce cas, l’équation de Lippmann-Schwinger
pour Mazwell, étudiée dans [7).

La seconde formulation (la VIE) que nous désignerons par (€;), se définit comme suit :

Trouver E, € (L%(27))3, tel que
(€2)

(1-VM, +r*N,) E, = D.
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1.3 Relations d’équivalence

Remarque 6. Une autre voie pour parvenir & la représentation intégrale (1.19) et ensuite par
restriction a 27, a la VIE, est la suivante :

i) Ecrire le probleme de transmission (P) comme un systéme de second ordre (par élimination du
champ H) valable au sens des distributions dans l'espace tout entier, puis transporter l'inhomogé-
néité au second membre :

V x (V x E) — k*E = —k*nE + ixF .

i1) Résoudre ensuite le systéme par convolution avec la solution fondamentale (fortement singuliére)
U* de lopérateur a coefficient constant V x (Vx) — k2. Ceci donne

E = —k’U*x (nE) +ikU* « F

et cette expression coincide avec la représentation (1.19), puisque la fonction n s’annule o lexté-
rieur de ™.

Soit Uopérateur matriciel VV = (0;0;)i j=12,3, ot 0; est la dérivée partielle par rapport & la
i-iéme variable d’espace, et soit 1 la matrice identité d’ordre 3. La solution fondamentale U™ est
donné par :

U*(2) = %vva,{(x) G (2). (1.22)

1.3 Equivalence entre les formulations intégrales et le pro-
bléme de diffraction

Nous assurons ici I’équivalence entre les équations intégrales et le probléme de transmission.
Ce résultat d’équivalence est non seulement intéressant pour aspect numérique (qui sera abordé
dans les chapitres suivants), puisqu'’il nous confirme que la résolution de la VIE est aussi celle du
probléme de transmision, mais il est aussi intéressant pour 'analyse. En effet, la forte singularité
de la VIE rendant difficile I’analyse directe de celle-ci, nous pourrons faire cette annalyse grace a
léquivalence, via la formulation couplée (€1) qui est faiblement singuliére et donc plus simple a
analyser. L’équivalence est établie d’abord entre le probléme de diffraction (P) et la formulation
couplée (&), puis dans un cadre plus général, entre les équations (&) et (&2).

1.3.1 Equivalence entre (&) et (P)

On commence simplement par établir 'implication suivante :

Théoréme 2. Si (E, H) est une solution du probléme (P), alors la paire (E;,v,E;) est une
solution du probléme (&1).

Preuve :

Ce résultat est en fait une conséquence des propositions 1, 2 et du lemme 3. En effet, Si (E, H)
est solution du probléme de transmission (P), on rappelle la représentation intégrale de E d’aprés
la proposition 2 :

E=VSmV.E;) —VN(V - E;) - k*N(nE;) + D.

1

Prenant la restriction E; de E a Q~, et remarquant que V-E; = —— Ve, - E;, on obtient la
T

premiére équation de (&) :

E, —- VN, E; + k¥*N,E; — VS,7.E; = D.

La seconde équation est obtenue, en prenant tout simplement la trace normale de E; dans cette
expression. Par conséquent, le couple (E; , v, E;) est solution du probléme (&), puisqu’il est bien
dans (L2(Q7)? x H-2(T). |
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CHAPITRE 1 : Etude théorique du probléme de diffraction

Remarque 7. Un calcul direct avec Uexpression (1.10) du champ D, donnée dans le lemme 3,
montre que V x (V x D) — k2D = ixF, dans R®. C’est a dire que D est le champ incident E;,..
Le champ magnétique incident est alors H ;. = iv x D.

La démonstration de la réciproque au résultat précédent requiert 1’établissement de résultats
intermeédiaires. Le premier est le principe de continuation unique établi dans [37] et [43] :

Lemme 4. Soit D un domaine de R3, une fonction réelle uw € Hp,

(D), telle que
VK cC D,3¢>0; |Au| < c(|ul +|Vul) p.p dans D.

Siu s’annule dans un voisinage d’un point xg € D, alors w =0 dans D.

Pour la preuve, voir [37] (page 65). [ |

Nous établissons grace a ce résultat, le lemme suivant :

Lemme 5. La solution triviale est l'unique solution du probléme de Lippmann-Schwinger suivant :

2 .
{ Trouver q € L*(D) tel que : (1.23)

(14 k2N, =0 dans D,

ou on rappelle la définition du potentiel de volume Nyu(x) = / n(y)Gr(x—y)u(y) dy, avec x € D
D
et u, un champ scalaire défini sur D.

Preuve
Si g est solution du probléme (1.23), nous avons ¢ = —k? nq- Ainsi g € H?(D), puisque N,
est borné de L?(D) dans H?(D). Posons :

uw) == [ n)Gule — ey, = <R
On a alors u € HE (R3) avec u|, = q. Donc

{M%D:fﬁw—ww = 0
ulsp = 9 (W) =97 (w) = 0,

avec (A+k%)u =0 dans D et (A+~k?e,)u =0 dans R3\ D. En fait, u est solution du probléme :

(A+ k%, )u = 0 dansR3 (1.24)
Oput — KU = O(&%) ,r— +o.

dru—iru = O(Z%), r — +oo est la condition de radiation de Sommerfeld. Grace a cette condition
de radiation, nous nous aidons du théoréme de Rellich pour montrer que u s’annule & I'extérieur
de D et ensuite, lapplication du principe de continuation unique (lemme 4) dans un domaine
contenant strictement D, montre que u = 0 partout et en particulier que ¢ = 0. |

Avec ces lemmes, nous pouvons a présent énoncer et démontrer la réciproque au théoréme 2.

Théoréme 3. Si (E.,e.) € (L2(Q27))® x H2(I) est une solution du probléeme (£1), alors nous
avons une solution (E,H) du probléme (P) en définissant :

E__=E,
E . (z) =VS(ne.)(z) = VN(V - E.)(x) - &’N(n E.)(z) + D(z),

1
H‘_:vaE* et
Q 1K
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1.3 Relations d’équivalence

Preuve : Nous allons montrer ici, que le champ (E, H) construit ci-dessus, vérifie successivement
toutes les conditions définissant le probléme de diffraction (P). A savoir, les conditions d’appar-
tenance au cadre fonctionnel réquis, les équations de Maxwell, les conditions de transmission au
bord et la condition de radiation de Silver-Miiller.

Si la paire (E,,e,) € (L2(Q27)3 xH~2(T) est solution du probléme (&), alors les restrictions

E_ . H , ,E| et H, deschamps E et H aux domaines ™ et QT définies dans 1’énoncé du
théoréme, ont les expressions suivantes :

E|_=VS(ne.)+VN(r-E.)— k*N(nE,) + D,

B (1)= ¥ / 1) Gl — ) ex(y) ds(y) — 2 / ()G — ) Eu(y) dy

V[ Gule —y)—— Ve, (y) - Bu(w)dy +in | Gule — 9)F(y)dy  (1.25)
- 6r(y) O+

E_ ()= V[ ny)Guz—y)n(y) E.y)ds(y) = V[ Gz —y)V - E.(y)dy

i [ 0w)Gule = B dy -+ s | Gule—y)Fly) dy (1.20)

O+
H‘ = V x E‘ s
Q K Q
H, (@)= iV [ 00)Gula-nE.dy+Vx [ Go—Pu)ds  (120)
1
Hy,, ik VxEpg,,
Hi, @)= ¥ [ 0)Gule = 0By + V% [ G- nFGd (129

Et puis e, est donné par :
e« =7 S(es) + 1y N (7 - By) = k29, N(E.) + 7, D,

ee) = O [ nGule =) e.()ds(s) — i nia) | )Gulo — 1) B.(o) dy

40 [ Gula =) wrad (1) - B (w) dy (1.29)

Q+ Q+
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CHAPITRE 1 : Etude théorique du probléme de diffraction

Nous rappelons que 1 = 1 — g,. Vérifions a présent que les conditions du probléme (P) sont
satisfaites.

i) Les champs E_ . H _ ,E _, et H, appartiennent bien aux espaces fonctionnels réquis
pour le probléme (P). Ceci se déduit de la régularité des opérateurs intégraux intervenant dans les
expressions (1.25) — (1.29) (en se rappelant que le champ F est a support compact dans Q). [

ii) les équations de Mazwell (1.5) dans Q~

Par définition de H o = i V x E|m, la premiére équation dans 2~ est vérifice. Montrons
a présent, la seconde. Dans un premier temps, en prenant dans (1.25), la trace normale 7,; (E|Qf)
de E| _ surle bord I' et en comparant avec I'expression de e, dans (1.29), on vérifie aisement que

ex =7, (E),_). Nous avons ensuite
. 1 .
VxH| +ike, B, = . VXV XE_  +ike B

Puisque F est & support compact dans QT et donc nul sur le bord I, en utilisant 1’expression de
E,  dans (1.25), avec une intégration par parties (théorémes d’intégration de Gauss et de Green)

en plus des identités V x (Vx) = —-A+V(V:) et / Vy —y)F(y)) dy = 0, nous obtenons

(VxH, _ +ike B _)(z)

= ikn(z) {Eﬂ(w)Jrﬁg/_n(y)G (z —y)Ei(y)dy — V/ —y) e(y)ds(y)

ik /Q Gz —y)F(y)dy + i V| V- Fy)Giz-y) dy}

O+

+ik {V L Ox@ =V E. ) + &r@)V | Gr(z =) Ver(y) - Ex(y) dy}-

1
Q- &r(y)
En utilisant (1.25), il vient donc

(V x H|97 + tkey E|97 )(x)

ik V Gr(z —y) {V -(n(y)E(y)) + Ver(y) - E*(y)} dy

Q-

1
er(y)

mv/i Gz — 1) { ! (sr(y) V- E.(y)+ Ve, (y) 'E*(y)) -V (é‘r(y)E*(y))} -
C’est a dire

(VxH| _ +ike, B _)(z)=1ixV N(y)Ge(x —y)
Q- Er(y)

En prenant par ailleurs la divergence de I’équation (1.30), nous avons

1
V(e @B (0) = A | n(y)Gule —y) 5V (e (0) Ba(y)) dy
= = I S 0)B0) — R 10)G(e ~ D) T B dy



1.3 Relations d’équivalence

C’est a dire :

V- (@B @) == | )Gl = 1) 5 V- (e () Bul) do

er(x) er(y)

Posons ¢ := % V- (e.E,). Alors ¢ est solution du probléme de Lippmann-Schwinger (1.23), dans

€
le domaine Q. Le lemme 5 nous conduit donc a ¢ := év (e+E,) =0, c’est L dire V- (¢, E,) = 0.
En injectant ceci dans ’égalité (1.30), on obtient

V x H|sz— + ike, E|sz— =0.

D’ou la seconde équation de (1.5). O

iii) les équations de Mazwell (1.5) dans QF

Ici aussi, la premiére équation dans Q% est vérifiée par la définition de H s - 11 ne nous faut
donc vérifier que la seconde. On a

) 1 ,
VxH, +ikE, = £V><V><E‘QJr +ikE| . .

Nous utilisons ’expression de E, . (1.26), en remarquant que V - E, = —iVaT - E, (puisque
V - (e.E.) =0). Nous obtenons ainsi

(VxH| , +icE| )(z)
= K3 T — "
= i [ n)Gule— ) B dy
eV [ {Gula = )V WE.W) ~ Vo ()Gnlx ~ 1) B 0) } dy
.

+P@) [ Gula=n)F @) dy+ixY [ n(0)Gule—y)e.) ds(o)

+V [ {Gua =)V - Fy) =V, (Gulz—y)FW)) | dy
O+

eV [ Gule =)= Ve ) By -V [ V- F)Gala - ) dy

O+

1
er(y)

- mB/i n(y)Gw(x — y)E.(y) dy — K* - Gr(z —y)F(y) dy.

Une intégration par parties de l'intégrale / V- [(n(y)Ge(z — y)EL(y)) dy, puis une organisation
a0

des termes qui s’annulent mutuellement dans ’expression ci-dessus, nous conduisent & :

V x H‘QJr -‘ri/iE‘QJr = F,
qui est I’équation recherchée. Nous avons donc établi les conditions (1.5) dans Q. O
iv) les conditions de transmission au bord (1.6)

Bien que seules les conditions sur les traces normales soient nécessaires, nous vérifierons que les
conditions sur les traces tangentielles sont également satisfaites.
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CHAPITRE 1 : Etude théorique du probléme de diffraction

Soit la boule Br = {m € R3; 2| < R} avec R > 0 tel que Q= C Bpr; on pose Q} = Bp\ Q.
On considére 9 € (C§°(Bg))®. On a

(B, —7<E|, ,¥)r

:/Q;(E|Q+~V><1/J—V><E|m~¢)+/ﬂ (B, -Vxv-VxE, -v)
= [, T 0@ T a6 e

v /QiG,g(Jc —y)V - E.(y)dy — /-@2/ n(y)Gr(z — y)Ei(y) dy

+il€/ Go(x —y)F(y)dy — _iV V~F(y)G,€(xy)dy} dx
Q

+ (2 O+

(1.31)

- Qf/}(fﬂ)-{—ﬁzw/ NY)Gu(z —y)E.(y) dy + i Vx mGn(fv —y)F(y) dy} dzx

N / V() {v / ()Gl — y) e (y) ds(y)

[ Gula =)V Bulw)dy—* [ n(0)Gula = )E.(0)dy

vir [ Gulae =P dy— 1V [ V- F@)Ga =) dy}dx

R O+

- Qd)(x)-{—nQVx/ NW)Gr(z =y E.(y) dy + ix w/ﬁgﬁ(x —y)F(y) dy} dz.

Nous associons et calculons les termes de cette égalité :
» Le potentiel de simple couche défini par a(z) := / N(y)Gr(x—y) es(y)ds(y), pour z € B \ T,

r
est a saut nul sur le bord I'. Il est donc dans l'espace H} (R?) et par conséquent dans H'(Bg).

D’ou
/,

[ 9009 [ n0)Cula =~ )e.) dsto) do

V x (z) -V / 1(y)Col — ) ex(y) ds(y) da

+
B r

(1.32)
:/ sz,b(a?)'Va(:c)dz+/ V x ¢(x) - Va(zr)dx
Qf -

= /Fn(:zz) -V xp(z) {rg alz) — vda(z)} ds(z) = 0.
» Les fonctions b, ¢, d,l définies par :
bo)i= [ Gulo =)V Buly)dy,  cle)i= [ nw)Gule ~ 0B () dv
Q- o
(@)= [ V-F@)Gule—y)dy, et d(w)i= [ Gulo-y)F(w)dy
o+ o+
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1.3 Relations d’équivalence

sont dans 'espace H?(Bgr) (on rappelle que F' est a support compact dans Q). Ces fonctions
ont alors des sauts nuls sur I' et nous aménent ainsi a 1’égalité

Vxita) {5 [ Gl -0 By R [ aw)Gule 1) B () dy

Qf Q-

1
vin [ Gue—pF@)dy— =V [ V- F@)Gue -y dy} dx
O+ 1K Q+

Gu(z —y)V - E.(y) dy — K> /S (Y)Gr(z —y)E.(y) dy

+ V><¢(x)-{—V g

Q- 2=

1
+ir | Gelx—y)F(y)dy— —V [ V-F(y)Gu(z —y) dy} dzx

Q+ K Q+
(1.33)

- /Q; V x (x) - {—Vb(x) — rk%c(z) + ird(x) — i W(:c)} da

K

# [ 9t {=T00) - eto) + indlo) - 1 Vi) o

— K2 - Y(x) -V x e(x)dr + ik (x) -V x d(z)dx

G
2
— K2 Y(x) -V x e(x)dr + ix P(x) -V x d(x)dz.

Q- Q-

En combinant les résultats (1.32) et (1.33) avec (1.31) on arrive &
(W E|,, —<E,_,¥)r=0, pour tout ¢ € (C5°(Bg))®.

Donc y«E| , =y« E| _ dans (H™3(I))%. O

Par ailleurs, on calcule

<’Y><H|Q+ - ’YXH\Q,71/)>F

= /w(x)-{'yj (m VX/ n(y)Gr(x — y)E.(y)dy + Vx mGﬁ(ac —y)F(y) dy)

r (1.34)

—Yx (m VX/ n(y)Gr(z — y)Ei(y) dy + Vx mGn(x —y)F(y) dy)}d:v-

De la régularité des fonctions ¢, d intervenant dans (1.44), on obtient annulation du saut des
traces tangentielles du champ H sur I :

(\H, , —v<H| _,)r=0, pour touty € (C5°(Bg))®.
Donc v« H|,, =vxH, dans (H_%(F))‘g. O
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CHAPITRE 1 : Etude théorique du probléme de diffraction

Quant aux conditions sur les traces normales, nous avons

<7nH\52+ - ﬂVnH\Q_ 7¢>F

= /ﬂ;(@{ﬁ <m VX/ n(y)Gr(z — y)E.(y) dy + Vx Q+Gﬁ(rf —y)F(y) dy>

T

(1.35)

— (m Vx/ N(y)Ge(x — y)E.(y) dy + VX an(ﬂf —y)F(y) dy)}dm.

Nous avons dans (1.35) les mémes fonctions que dans (1.44), alors les mémes arguments de régularité
nous permettent de conclure que le saut des traces normales est nul :

(wmH,,, —H _,)r=0,  pourtouty € C5°(Br).
Par conséquent, v, H| , =v,H| _ dans H—=(I). O

Pour compléter les conditions de transmission au bord, nous évaluons enfin les traces normales
du champ E.

<'YnE|Q+ - fYnE'r‘E|Q, ) ¢>F

r r

= /w(@{ﬁ (/n(y)Gn(x —y)e(y) dS(y)> -7 ( Qgﬁ(x —y)V - E.(y) dy)

—Rt (/n(y)Gn(x —y)E.(y) dy) +ik (/chn(m —y)F(y) dy)
—w (/mV'F(y)GK(x—y)dy> }dw (136

- /Fw(ﬂf)er(w){vl (/Fn(y)Gn(w —y)e«(y) dS(y)) -n (/QGK(HC —y)V-E.(y) dy)

—K2, (/Qn(y)Gm(x —Y)E.(y) dy) +ikT, (/mGn(x —y)F(y) dy)

ko ([ VPG -y }dm.

Les mémes fonctions a, b, ¢, d et [ introduites précédemment, définissent le saut des traces
normales du champ FE. Puisque b, [ d’une part et ¢, d d’autre part sont respectivement dans les
espaces H?(Bgr) et (H?(Bg))?3, nous avons au bord T :

Nb=mb Wi=nl ve=r¢c et yid=n,d

Par ailleurs, les relations de sauts au bord pour la fonction a sont :

ra(@) = —Ine) es(e) + / 1) D) G — ) €4 (4) ds(y),
T

Tra(e) = +in() es(x) + / 1(0)Dn(e) O — ) €4 (4) ds(y).

Donc ~v;fa(x) — v a(z) = —n(x) ex(z), x € T. De retour a I’équation (1.36), on a
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1.3 Relations d’équivalence

<’VnE|Q+ — Mner By, )r

/Fw(z){ﬁa(z) —er(@)yy alz) — (@) bx) — w*n(z)y, e(z) + inn(a)y, d(z)

(1.37)
— k()i i) b
- / MW (@) — ea(a) + 97 ala) — 47b(z) — wPe(e) + innd(a) — - i) ).
En outre, de la représentation de e, donnée par (1.29), on a
—e.(x) + 71 a(z) — 7 b(x) — K2y, e(@) + ik, d(z) — 7 U(z)
= —eu(@) + 71 Se) (@) + 1y N(7 - BL)(2) = k27, N(E.) () + 7, D(x)
= 0
L’égalité (1.37) nous conduit alors a
('ynE|Q+ — ’Yn€rE|Q,M/)>F =0, pour tout ) € C;°(BRr).
Par conséquent, v, E| . = e E| dans H_%(F). O

v) la condition de radiation de Silver-Mdiller (1.7)

La preuve de la condition de radiation achéve celle du théoréme. Cette condition est en fait,
une conséquence du comportement asymptotique de la solution fondamentale de I’équation de
Helmholtz Gy (z — y) qui vérifie la condition de radiation de Sommerfeld :

am-mas:(o(];), R — +o00.

On rappelle que

1 etklz—yl
Gilr —y) = ——r,
et on a les développements asymptotiques suivants :
2 2 A 1
o —yl =z =22y + [y =|z[-2-y+ O w) el e
il = etk e Y 1 O L |z| — +oo.
-yl |zl [z ) )

Si v est un champ de vecteurs, on a

v x <v( )M> P {emf-y@ < v(y) + O (“’(y)'> } 3] = +oo,

Y
|z =y ] ]

uniformément pour y fixé. Nous faisons un développement asymptotique pour H g;¢r. Tenant
compte de la remarque 7, nous avons

Basts = Bl =D = V[ 0)Gule = () - B.(0) ) = V[ Gla = 9)¥ - E.(0)dy

—KQ/jl(y)Gn(x —y)E.(y)dy
1 )
Happ = —V x Baigp = 6V ></ N(Y)Ge(r —y)Ei(y) dy.
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CHAPITRE 1 : Etude théorique du probléme de diffraction

Donc
K eirlz—yl
Hipp(x) = . o Vg X {W(y)E*(y)M} dy
K2 eirll i n(y)Ex(y)|
= - — iy E., Y d T T N dy oy
1= {“/_”(y) W)e y*/-0< ] ) y}
Puisque

o= amo(3). o

K2 6im\x| .

nous obtenons

Hifs(z) =

i1 1
- — ey — . 1.38

Par ailleurs,

Ejipy x &= —/Fn(y)(i x Vi Gy(z —y))n(y) E«(y) ds(y) +/ (@ xViGy(r —y))V-Ei(y)dy

1 einlel 1
2 A E* - —iRZ-Y - .
st [ ) <y>{47r El *O(w)}d‘y

On rappelle que

1 1 enle—ul
V.Gilx —y) = —(ik — —— ) —= (. — y).
= e e Y
Donc el
ik eI 1
v:ch _ _ —IRTY 4 o — ,
(x —y) yE e T+ <|x2> |z| — +o0
et
1
X V,Gelx—y)=0 <|2> , |x] — +o0.
x
L’estimation précédente devient alors
5 A K2 einlzl E —iniy g o 1 (1.39)
diffxx* E |l‘| X/in(y) *(y)e y+ <|l‘|2), |$‘*>+OO :
Des résultats (1.38) et (1.39), on déduit
. 1
EdiffX:C—l—Hdiff:O W , |x\—>—|—oo O (1.40)

En remarquant en outre que
Huipp x & — Eqigg = (Bairy X &+ Haipf) X & — (2 - Bairp)?,

il nous suffit de de montrer que

. 1
J;Edlff:(t)(kdg)) |$‘—>—|—OO,
pour conclure grace a (1.40) que
. 1
Hdiffxx—Edifsz W , |£E‘—>+OO
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1.3 Relations d’équivalence

On a

&-Egpp= & Vw/n(y)Gm(x —yn(y)-E.(y)ds(y) —&- V.| Ge(x —y)V-E.(y)dy
r Q-
—K2 - /7 1(y)Gr(r —y)Eu(y) dy

= m/Pn(y)Gn(w —ynW) - Bu(y)ds(y) —ir | - Gulz =y)V - B.(y)dy

— K2 - /7 nY)Gr(z —y)E(y)dy + O <|x1|2> ;

ot nous avons utilisé le fait que la solution fondamentale G, (x—y) satisfait la condition de radiation
de Sommerfeld. Nous effectuons maintenant une intégration par parties dans I’équation précédente,
pour obtenir :

o Busp= it | 00)V,Gala =) Bul) dy =3+ [ 0(1)Gule =) B (o) dy

(1.41)
+0 (1> L Ja] = oo

[ ?

En effet, on a

/F ()G lz — y)(y) - Bu(y) ds(y) — / Grlz — )V - Bu(y) dy

— [ )V,Gule— ) B (o) do

On évalue a présent chacun des termes de 1'égalité (1.41) :

K2 eililil)l .

m/_ N(y)VyGalz —y) - Eu(y) dy = &- /_ n(y)E.(y)e”""Vdy + O <|Il|2> (1.42)

K2 eim\w\

—R%E - /_ n(Y)Gr(z —y)EL(y) dy = z - /_ N(y)E.(y)e™ """ Vdy + O <|x1|2> (1.43)

Am |z
En sommant les égalités (1.42) et (1.43), nous aboutissons au résultat :

. 1
:Z?-Ediff—0<|x|2), |JC‘*>+OO

que nous recherchions. Ce qui achéve la preuve de la condition de radiation (1.7) et aussi, celle du
théoréme 3. |

1.3.2 Equivalence entre (&) et (&)

La section précédente établit I’équivalence entre le probléme de transmission (P) et la formula-
tion couplée (€1). Dans ce contexte, le second membre D de 'équation intégrale (€1) a une forme
particuliére issue de notre hypothése selon laquelle la source de rayonnement primaire est située
dans le domaine extérieur QF. Ce second membre qui est le champ généré par cette source est
donc analytique dans Q—. Pour pouvoir étudier les propriétés de Popérateur fortement singulier
de la VIE (&), via lopérateur faiblement singulier de (€1), nous allons établir I’équivalence entre
les deux formulations intégrales, indépendamment du second membre. Le théoréme suivant établit

I’équivalence dans cette situation, ou I’expression du second membre n’est pas nécessaire.
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CHAPITRE 1 : Etude théorique du probléme de diffraction

Théoréme 4. Soit D € H(div,Q™), avec V- D = 0.

(i) Si (E,,e,) € L2(17)3 x H-2(T') est une solution du probleme (1), alors E, est une solution
du probléme (&;).

(i) Si E, € L*(Q7)3 est une solution du probleme (&), alors en posant e, = Vv, E, : E, €
H(div,Q7), eo € H 2(T), et (Eo,e5) est une solution du probleme ().

Preuve :

(i) Si (E.,es) est solution du probléme (&;), alors
E,=VN(t-E,)+VS(ne,) — k*N(nE,) + D.

Comme nous l'avons précédemment vu dans le théoréme 3, E, € H(div,Q7), e, = 1, E. et
V-(e,E,) =0, ainsi 7-E, = —V-E,. On peut donc écrire que :
VN(t-E,) = —-VN(V-E,)

= —VN(V-E,) (puisque V-(e,E,)=0¢et n =1 —¢,)

fV/i Gz —y)V- (1 —¢.)E,).

Une intégration par parties, nous conduit & :

VN(t-E)+VS(mE.) = V[ (1-¢)V,Gu(z—1y)-E.
o

VMnE,),
c’est a dire
E,=VM@E,) - k*N(nE,) + D.

Par conséquent E, est solution du probléme (&).

(ii) Réciproquement, soit E, une solution du probléme (&3). Nous allons montrer dans un premier
temps que E, € H(div,Q7). Ecrivons E, = AE, + D, avec A = VM, — k?N,,. Puisque M
est borné de L?(Q7)% dans HY(Q7) et N est borné de L?(Q7)3 dans H?(Q7)3, il est clair
que A est borné de L?(Q7)3 dans lui méme. Pour u € C§°(Q27)3, un calcul simple nous donne
V-Au = V-(nu). Posant ensuite Cu = V- (Au — nu), nous avons

Cu = 0, VueCrOQ ) (1.44)

L'opérateur C est borné de L?(Q27)% dans H~1(Q7). Ainsi, de la densité de C§°(Q2~) dans
L?(Q7)), on déduit que Cu = 0 est valable pour tout w € L?(27)2. Par suite, pour la solution E,
de (&), nous obtenons

V-E,=V-AE,+V-D=V-(nE,)+V-D.
Donc Vg, E,) = V-D = 0, et finalement V-E, = —1-E, € L?(Q7). C'est a dire E, € H(div,Q7).

Veérifions a présent que le couple (E,,v,E,) satisfait les équations de (€1). Nous avons
E,=VM0E,) — k*’N(nE,) + D.

Maintenant que nous avons montré que E, € H(div,27), nous pouvons utiliser une intégration
par parties et retrouver VM(nE,) = VN (1 - E;) + VS(nv,E,). On obtient alors la premiére
équation de (&) :

E,=VQE, +VL(y.E,) — k*NE, + D.
La seconde équation de (£1) est obtenue en prenant tout simplement la trace normale de ’égalité
précédente sur T'. ]
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1.4 Quelques propriétés des opérateurs intégraux

Remarque 8. Le théoreme est valable dans un cadre encore plus général, c’est & dire en considérant
arbitrairement D dans H(div,Q7) (et non nécessairement & divergence nulle). Le second membre
de (&1) doit alors étre modifié, en remplagant D par le champ

D — 1

D=D- V/\/(anV-D).

Awvec ce second membre, (£1) est encore équivalent & (€3) avec le second membre D pour cette
derniére. Nous avons en effet, V - (e, E) = V - D dans Q et cette relation provient de (€2).
Pour la déduire de (€1), nous vérifions que la fonction § = % [V-(e,E) — D] satisfait I’équation
homogeéne de Lippmann-Schwinger (1.23).

L’équivalence entre les problémes (P), (£1) et (£2) étant établie, nous nous intéressons & pré-
sent aux propriétés des opérateurs intégraux. Si I'un des trois problémes est bien posé au sens de
Hadamard, les autres le sont également. Outre la question de savoir si ces problémes sont bien
posés, une motivation importante de lanalyse des opérateurs intégraux dans (&) et (&;) réside
dans la question de leur adéquation pour le calcul numérique. Le plus simple & analyser est celui
de (&1), parce qu’il est faiblement singulier. La VIE est cependant I’équation qui nous intéressera
pour le calcul numérique. En effet, puisqu’elle est posée dans le volume, nous serons affranchis de
la discrétisation de la normale a son bord, entrainant une bonne tolérance a la précision sur ’ap-
proximation du bord et l'utilisation de maillages structurés. L’utilisation d’un maillage structuré
est intéressante pour ’application de méthodes d’optimisation sur la forme de ’obstacle, puisque la
frontiére du domaine peut varier a4 chaque itération de la méthode et qu’un maillage structuré serait
moins contraignant d’un point de vue pratique, qu’un maillage non structuré. Nous terminons ce
chapitre, en résumant quelques propriétés de ces opérateurs intégraux.

1.4 Quelques propriétés des opérateurs intégraux

1.4.1 Existence, unicité et stabilité

Nous abordons cette section par un résultat d’existence et d’unicité pour les problémes étu-
diés. La question d’existence et d’unicité pour le probléme de diffraction est bien connue. Pour
I’existence par exemple, il existe dans la littérature plusieurs approches basées sur les méthodes
intégrales (qui sont les plus répandues sur la question) et 'alternative de Fredholm (notamment
dans [7] et [29]). En outre dans [11], une méthode de couplage entre formulation variationnelle et
représentation intégrale est introduite. Elle consiste a substituer le probléme de la diffraction dans
un milieu superposé par une représentation intégrale sur un domaine borné. Cette méthode différe
cependant des méthodes intégrales classiques, en ce sens qu’elle conduit & un opérateur intégral
régulier. Quant & l'unicité pour le probléme de la diffraction, elle est basée sur le théoréme d’in-
tégrations par parties (Green et Gauss) et la propriété de continuation unique pour les équations
elliptiques, avec I'utilisation de la condition de radiation de Silver-Miiller (ou condition d’onde sor-
tante) et le lemme de Rellich. A 'instar des auteurs des travaux cités ci-dessus, nous allons utiliser
lalternative de Fredholm pour établir existence, puis ['unicité, pour les équations intégrales (€7)
et (&) et par la méme occasion pour le probléme (P).

Proposition 3. Soit le coefficient ¢, € C'(Q7) avec e,.(x) #0, Yo € Q~, et
er(x) £ -1, Yo eT. (1.45)

Alors la matrice d’opérateurs du probléeme (&1) :

1 — VN: + 2N, Vs,
A =
“27;Nn_7fNr 1_'7;8n
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CHAPITRE 1 : Etude théorique du probléme de diffraction

de L2(Q7)? x H2(T) dans L*(Q™)3 x H™2(T), est Fredholm d’indice zéro. S’il existe un point
sur T' ot la condition (1.45) n’est pas satisfaite, alors la matrice n’est pas Fredholm.

Preuve :

Les opérateurs N : L2(Q~) — H2(Q ) et S: H~2(I') — H'(Q") sont bornés. Donc —VAN; +
k2N, est compact de L*(Q7)% dans lui méme, x2y, N, — 77 Nr est compact de L*(27)% dans
H3(T) et VS, est borné de H~2(T') dans L2(Q~)3. Concernant 'opérateur v1 Sy, nous utilisons
les relations de saut et obtenons pour z € I,

S @) = [ 1000, Gl ~ 1)) ds(w) + F0(a) o)

r

Donc (1 =97 8,)f = 2(1+¢,)f — T(nf), ot sur notre surface qui est réguliére, 'opérateur 7 est

borné de H~2(T') dans H2 (T'), il est donc compact de H~2(T") dans lui méme. Avec @ = 1(1+e,),
la matrice A peut alors étre reécrite sous la forme suivante :

1 B Ky 0
A =
(0 al) + (Kg ]CQ) ’
ou K1,Ks et K3 sont des opérateurs compacts et B, un opérateur borné. On constate que si la
condition (1.45) est satisfaite, alors A est la somme d’un opérateur inversible et d’'un opérateur

compact. A est donc Fredholm d’indice zéro; et si il existe z € T tel que a(x) = 0, alors A n’est
pas Fredholm. [

Bien que 'unicité pour le probléme de la diffraction soit une question bien connue, nous en
donnons ici une démonstration.

Théoréme 5. La solution triviale est l'unique solution du probléme de diffraction (P) avec F = 0.

Preuve :

Soit une solution homogeéne (E, H) du probléme de transmission (i.e solution du probléme
(P) avec second membre nul). Si F' =0, alors (E| . H\| ) = (Eafs, Haifs). On rappelle la
condition de radiation de Silver-Miiller pour (E|Q s :

Pl
|Q+

N 1
H|SZ+X:U—EQ+=O<702), T — 400

uniformément dans toutes les directions & = £ ou r = |z|. Des équations de Maxwell homogénes,

on déduit que les champs E|_, et H) , sont analytiques (ils sont solutions de I’équation vectorielle
de Helmholtz). Par ailleurs, on a montré (preuve lemme 3) que :

/‘mmﬁzmn,Ra+w
T'r

ou on rappelle que B = {y € Ryl < R}, I'r = OBr et Qf = Bgr \ Q~. On évalue alors

I’expression suivante :
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1.4 Quelques propriétés des opérateurs intégraux

/ (H‘QJr X nR - E|Q+) : E|Q+
'r

N 2
= / (nR x E‘Q‘F) ’ H|Q+ - / |E‘Q+|
T'r T'r
R 9 N N
:/(’I’LXE|S2+)~H‘Q+*/ |E|$Z+| */+(VXH|Q+~E‘Q+*VXE‘Q+~H|Q+)
N FR QR
o 2 - 2 2
= /(’I’L X E|sz+) ' H‘sz+ _/ |E|sz+| +,“€/+ {|E‘sz+| + |H‘sz+| }
I I'r QR

—_ 2, . 2 2
- ~/F(n X E|527) ! H‘sl* - ~/F |'E|SZJr ‘ Rk /Q+ {|E|“+| B |H|”+| }
R

R

[ wxm, B -vxE i [ (1B P Y- 1B P
- Q I'r

R

- [/ {6T\E|Sl_‘2+|H|sz_‘2}+/ {|E‘52+|2+ H52+|2}‘| 7/ ‘E|Sz+|2'
Q- Qf I'r

Donc

(1.46)
Re/ (H‘SH_XTLR—E|S2+)'E‘Q+:—/ |E|Q+|2—>O R — +o0.
FR FR

En effet, par I’estimation / B\, ? = O(1), R — +0o0, la condition de radiation de Silver-Miiller
r

R
et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

/ (H‘Q+XTLR—E|Q+)~E|Q+—>O R — +o0.
'r

D’ou lim |E| . |2 = 0. Par le lemme de Rellich, on conclut que E| . = 0 et par suite que
R—+o0 Jp 2 L

H  =0. L’équation (1.46) devient alors

0= /F (H,_, xng—B|_,) B_, = m/ﬂ {5T|E‘Qf\2+\H‘Qf |2}.
. .

C’est a dire
/sz— {61»|E‘97 * + |H‘Q* |2} =0,

et donc E|  =0et H,Z =0, puisque &, > 0. Ceci établit donc 'unicité pour le probléme (P).
|

Le théoréme suivant exprime que les équations intégrales (£1) et (£2) (et donc le probléme de
diffraction (P)) sont bien posés au sens de Hadamard. C’est une conséquence des deux résultats
précédents et des résultats d’équivalence de la section précédente.

Théoréme 6. Sous les hypothéses du probléme de diffraction (P), la VIE (£3) admet une solution
unique, qui dépend continiment de la donnée F'.
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CHAPITRE 1 : Etude théorique du probléme de diffraction

1.4.2 Quelques propriétés de 'opérateur de la VIE

Des questions plus générales sur les propriétés de 'opérateur intégral fortement singulier de la
VIE (&) dans les espaces L? et H(div), en particulier sa théorie spectrale, restent largement ou-
vertes. Nous résumons cependant quelques propriétés de 'opérateur, dans la proposition suivante :

Proposition 4. Soit e, € C1(Q™) et n=1—¢,.
(i) L’opérateur intégral volumique

A:E— VME) — k>N (nE)

est borné de L*(Q7)3 dans L*(Q7)3 et de H(div,Q™) dans H(div,Q7).
(i) Si E € L*(Q7)3 est solution de
(1-AFE =D,

avec D € H(div,Q27), alors E € H(div,Q7).

(iii) Si e.(x) #0, Yo € Q et e.(x) # —1, Yo € T, alors le noyau de lopérateur 1 — A dans
L2(Q7)3 est de dimension finie, et la codimension de la fermeture dans L?(Q7)3 de limage de
H(div, Q™) est finie.

(iv) Si e.(x) > 1 pour tout x € 07, ot €1 est une constante strictement positive, alors l'opérateur
1 — A est un opérateur de Fredholm d’indice zéro dans L?(Q7)3, et est fortement elliptique : Il

existe un opérateur compact Ky et une constante ¢ > 0 tels que pour tout E € L*(Q7)3, on ait
Uinégalité de Garding suivante :
E(z)- (1 - A)E(x)dz > c[|E|720- — IKo B2 - (1.47)

Q-

Preuve :

Les assertions (i)—(iii) sont des corollaires des résultats précédents. Nous n’allons donc montrer
que l'inégalité de Garding (1.47). A une perturbation compacte prés, 'opérateur A coincide avec
(1 —&,)P, ou opérateur P est défini avec la solution fondamentale de 1’équation de Laplace :

1
PE@) =V | V,Gole=y) Bly)dy:  Gola—y) = pm—

La forme quadratique (E,PE) = / E(z) - PE(x)dx sur L*(Q7)3, est la restriction & Q= de

Q
la forme correspondante sur L?(R3)3, en prolongeant par zéro & R3. Sur R3, 'opérateur P est un
multiplicateur de Fourier par la matrice ﬁ(&) = (€¢7)/|€|2. Cette matrice définit un projecteur
orthogonal, et ainsi P et 1 — P sont tous les deux semi-définis positifs dans L?*(27)3. Sachant
que la multiplication par une fonction continue sur O~ commute avec P modulo des opérateurs
compacts sur L?(Q7)3, définissons :

g, () =min{l,e,(x)}.

Alors 4 une perturbation compacte prés, nous avons :

(BE,(1-AE) ~ (E (1-( —67«) )E
= (B, BE)+(E,(1-¢.)1-P)E)+ (E, (s —¢,)PE)
~ (B E)+ (Eh( —P)E1) + (E2, PEs)
> (E E),
ou E1=+1—¢, E et Ey=+\/e, —¢, E.
Ceci prouve (1.47) avec ¢ = min{l,,}. [ |

Dans ce chapitre, nous avons rigoureusement dérivé du probléme de diffraction, deux équations
intégrales en considérant une permittivité électrique discontinue & travers le bord du diélectrique;;
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1.4 Quelques propriétés des opérateurs intégraux

ce qui est du point de vue de la physique, une hypothése plus réaliste que la continuité dans
Pespace tout entier. L’équation intégrale volumique a noyau fortement singulier (la VIE) obtenue
ici, est analysée aprés avoir justifié son équivalence avec le probléme de diffraction. Cette analyse
est effectuée en utilisant la seconde équation formulée, qui est un systéme couplé surface-volume,
d’équations intégrales. Nous avons d’abord justifié également ’équivalence de ce systéme couplé,
a noyau faiblement singulier, avec la VIE (et donc aussi avec le probléme de diffraction). Nous
avons aussi utilisé I'unicité pour le probléme de diffraction et la théorie de Fredholm appliquée au
systéme couplé, pour montrer que les problémes (et notamment la VIE dans I'espace L?) sont tous
bien posés au sens de Hadamard.

L’analyse de la VIE a été motivée par la question de son comportement dans I’approximation
numeérique de la solution. Puisque ’équation est définie dans l’espace L? et y satisfait une inégalité
de Garding, alors elle est appropriée aux approximations numériques par la méthode des éléments
finis dans L2, car toute méthode de Galerkin conduira & un schéma de discrétisation stable. Les
chapitres suivants seront donc consacrés a la résolution numérique de la VIE par la méthode des
élements finis, en commencant par une discussion dans le prochain chapitre, sur le traitement des
intégrales singuliéres intervenant dans ’approximation de la solution.
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Chapitre 2

Résolution numérique de I’équation
intégrale volumique

Les méthodes d’équations intégrales appliquées aux problémes physiques (élastostatique, élec-
trostatique, électromagnétisme, acoustique, ...) font intervenir différents noyaux dans les opérateurs
intégraux définissant ces équations. Ces noyaux ont cependant en commun, la présence au dénomi-
nateur, de la distance entre le point d’observation et la variable d’intégration sur la surface pour
les méthodes intégrales de frontiére, ou dans le domaine pour les équations intégrales de volume.
Le point d’observation est le point ou la quantité physique (potentiel, pression, ...) veut étre éva-
luée. Ainsi, 'intégrale sera dite singuliére lorsque le point d’observation se situera dans le domaine
d’intégration, et quasi-singuliére lorsqu’il sera en dehors, mais assez proche comparé a la taille du

1
domaine. Une intégrale singuliére est dite d’ordre o € R, si son intégrande est en —— ou R est

la distance entre le point d’observation et le point d’intégration. Si N est la “dimension" du do-
maine (en tant que sous-variété différentielle de R?), I'intégrale est faiblement singuliére, fortement
singuliére ou hypersinguliére si on a respectivement &« < N, « = N ou a > N. Les intégrales
faiblement singuliéres sont convergentes, tandis que les intégrales fortement singuliéres et hyper-
singuliéres sont divergentes et elles sont généralement définies (sous certaines conditions) au sens
de la valeur principale de Cauchy ou de la partie finie de Hadamard. La résolution numérique
par des méthodes intégrales requiert I’évaluation d’intégrales singuliéres et quasi-singuliéres qui
déterminent les matrices d’influences des systémes. L’évaluation de ces intégrales est une question
centrale, puisqu’elle gouverne la précision et la complexité de I'approximation de la solution au
probléme étudié. Excepté pour des cas particuliers, ou la forme simple de I'intégrande faiblement
singuliére avec une géométrie simple du domaine d’intégration, permettent 1’évaluation analytique
(voir par exemple [38] et [13], pour la solution fondamentale du Laplacien sur le triangle) et ou
les intégrales sont suffisamment réguliéres pour appliquer directement les formules de quadratures
standard, les intégrales sont évaluées par des formules d’intégration numérique combinées a des
techniques de traitement des singularités décrites dans la littérature (voir par exemple [23] pour
une synthése de ces techniques). Les intégrales quasi-singuliéres sont en nombre plus élevé que les
intégrales singuliéres dans la matrice d’influence et les techniques développées, sont établies aussi
bien pour les intégrales singuliéres que pour les intégrales quasi-singuliéres. En effet pour ces der-
niéres, bien que réguliéres au sens mathématique, la valeur du noyau change de maniére drastique
au voisinage du point d’observation et une application directe des formules de quadrature serait
moins précise, & moins d’utiliser un trop grand nombre de points. Les techniques de traitement des
singularités dans la littérature se résument en deux méthodes principales : une méthode de “sous-
traction de la singularité", et une autre “d’élimination de la singularité". La premiére consiste a
soustraire de l'intégrande, une fonction de méme comportement singulier que celle-ci (généralement
un développement de Taylor de l'intégrande) et qui peut étre intégrée analytiquement. L’intégrale
restant aprés la soustraction est alors “réguliére" et peut étre intégrée numériquement. C’est le
cas par exemple dans [1] pour des méthodes intégrales de frontiére et dans [30] pour 'équation
intégrale volumique, ot l'intégrande est le tenseur de Green dynamique (la solution fondamentale
de lopérateur de Maxwell (1.22) définie a la remarque 6 du chapitre précédent). Dans ce dernier
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cas, la fonction soustraite est le tenseur de Green statique (développement de Taylor a l'ordre 1
de l'exponentielle dans la solution fondamentale de Helmholtz). La méthode “d’élimination de la
singularité" consiste quant a elle, en des changements de variables et/ou de coordonnées dont les
Jacobiens permettent de régulariser 'intégrande, en affaiblissant la singularité ou en I’éliminant
(pour le cas d’intégrales faiblement singuliéres comme dans [28] et [34]). L’intégrale ainsi “régu-
larisée" peut étre évaluée directement par des formules de quadratures. Ces transformations de
coordonnées sont utilisées soit seules comme dans [16], [21] en coordonnées cartésiennes ou dans
[22] en coordonnées polaires, soit elles sont combinées & d’autres transformations pour amélio-
rer la précision ou réduire la complexité de 1’évaluation (par exemple dans [24], [25] et [49], ou
la premiére transformation est effectuée en coordonnées polaires). Les méthodes de “soustraction
de la singularité" et “d’élimination de la singularité" sont par ailleurs combinées dans [14], pour
des intégrales quasi-singuliéres, faiblement singuliéres et “valeur principale" de Cauchy intervenant
dans les méthodes intégrales de frontiére. Outre les deux principales méthodes, on note une mé-
thode de “subdivision de domaine" spécialement congue pour les intégrales quasi-singuliéres. Elle
consiste en une subdivision du domaine d’intégration en sous-domaines qui sont de plus en plus
raffinés prés du point d’observation (voir [27] et [32]). On note par ailleurs quelques techniques
développées pour améliorer 'application des formules de quadratures standard dans I’évaluation
de certaines intégrales singuliéres ; dans [50], des transformations polynomiales de degrés 2 et 3 sont
utilisées pour des intégrales quasi-singuliéres. La technique est auto-adaptative, la rendant inactive
si non nécessaire (i.e pour des distances “suffisamment" grandes entre le point d’observation et le
domaine d’intégration). Dans [4], une transformation dite bi-cubique est introduite pour évaluer
une intégrale “valeur principale" de Cauchy sur le segment. Elle divise I'intervalle d’intégration
au point de singularité et introduit une transformation polynémiale de degré 3 sur chaque sous
intervalle. Cette méthode est améliorée dans [47] qui en discute et en précise la validité. L’intégrale
“valeur principale" de Cauchy est également évaluée en dimension 1 dans [20], directement par une
méthode d’intégration et dans un cadre plus général ott le domaine peut étre une courbe; Dans
ce cas, on voit apparaitre un terme logarithmique supplémentaire provenant du Jacobien dans le
passage de I’élément courbe au segment droit. Dans [31], une formule est donnée pour 1’évaluation
sur le segment, des intégrales singuliéres et hypersinguliéres existant au sens “partie finie". En plus
des techniques citées ci-dessus pour ’évaluation des intégrales singuliéres et quasi-singuliéres, une
analyse générale est faite dans [45] pour leurs évaluations. Cette analyse est basée sur la propriété
d’homogénéité communément satisfaite par les solutions fondamentales des différents problémes,
et elle discute I’évaluation des intégrales selon leurs ordres de singularité. Aussi dans [40], aprés
une généralisation des intégrales “valeur principale" de Cauchy et “partie finie" de Hadamard, une
analyse est faite, établissant des conditions faibles pour l'existence (convergence, finitude) de ces
intégrales.

Les techniques exposées au précédent paragraphe, constituent & notre connaissance 1’essentiel
des techniques de traitement des singularités, bien que les références citées ici ne couvrent pas
toute la littérature & ce sujet. Ces techniques sont établies pour la plupart pour des intégrales de
surface, provenant des méthodes intégrales de frontiére en dimensions 2 et 3. Elles sont stirement
transposables pour certaines, aux intégrales de volume en dimension 3. C’est le cas dans [30], de la
méthode de “soustraction de la singularité". Cependant la question du traitement des singularités
pour des intégrales de volume 3D a assez peu été explorée, & 'instar de ’analyse des méthodes
d’intégrales volumiques. Toutefois pour les équations de Maxwell en électromagnétisme, les singu-
larités de I'opérateur intégral volumique avec le tenseur de Green dynamique ont été traitées avec
deux méthodes principales de régularisation. L’une est une méthode d’exclusion de volume (voir
[36] et [26]) et lautre est une version de la méthode classique de soustraction de la singularité
(voir [30]). La premiére, développée dans [36], consiste a régulariser I'intégrande par extraction
dans le domaine d’intégration, d’un volume arbitraire autour de la singularité puis d’appliquer une
méthode de soustraction de la singularité dans le volume soustrait. L’aspect pratique de cette mé-
thode n’est cependant intéressant que pour des volumes extraits aussi large que possible avec une
géométrie simple. Ces conditions restreignent ’application de la méthode comme dans [26], ou la
méthode est appliquée sur des pavés de R® avec une exclusion de volumes cubiques. Parallélement
a ces deux méthodes développées pour le tenseur de Green dynamique, la recherche d’une méthode
“d’élimination de la singularité" pour des intégrales de volume nous a conduit dans ce chapitre, au
développement d’une méthode de changements de variables. La méthode est établie pour des inté-
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grales définies sur des tétraédres, en prévision de la discrétisation de I’équation intégrale volumique
par des éléments tétraédriques. C’est une extension au cas volumique de la méthode introduite
par Jean GAY pour le cas surfacique (voir [12, 33, 35, 39]). Parce que basée uniquement sur des
changements de variables dans les domaines d’intégrations, c’est une méthode générale, au sens ot
elle est applicable & une large famille de noyaux issus d’une méthode d’intégrales volumiques.

Le chapitre sera alors abordé par une formulation variationnelle de 1’équation intégrale volu-
mique étudiée au chapitre 1, suivie de sa discrétisation par des éléments finis dans la section 2.1
pour aboutir & un systéme linéaire a résoudre. Ensuite dans la section 2.2, on développera la mé-
thode de changements de variables pour le traitement des singularités d’intégrales de volume. Enfin
dans la section 2.3, on appliquera la méthode pour régulariser I'opérateur intégral volumique afin
d’évaluer les coefficients de la matrice d’influence du systéme.

2.1 Formulation variationnelle et discrétisation
Nous voulons résoudre numériquement ’équation intégrale volumique :

Trouver E € L?(Q2~,C?) tel que :

(2.1)
(1-A,.,)E=D,

ou 2~ est un domaine borné et suffisamment régulier, représentant le diélectrique pour le probléme
de diffraction défini au chapitre précédent. Le second membre D est un champ de vecteurs donné :
le champ incident fourni par la source d’alimentation primaire. L’opérateur A, , est défini pour
tout champ de vecteurs u € L?(2~,C3), par

Awnt(@) =V | 1@)GGele —y) - uly) dy — #? / () Gulz — y)uly)dy,  (22)

a- _
avec 71 =1—¢,, ol &, est la permittivité relative du diélectrique par rapport au vide. n est une
eirlz—yl
fonction scalaire définie dans le domaine 7. On rappelle que G, (x — y) = ﬁ
Tl —y

La méthode de Galerkin choisie ici pour discrétiser le probléme (2.1) est la méthode des éléments
finis. Nous commencons pour cela, par introduire une formulation variationnelle au probléme, dans
I'espace L?(Q2~,C3). Notons (.,.) le produit Hermitien dans L?(2~,C?), i.e pour tous u,v €

L*(Q,C%),
(u,v) :/ u-,
o0

sachant que 'opérateur A, , est borné de L2(~,C3) dans lui méme (proposition 4). La notation
v désigne le champ de vecteurs complexes, conjugué du champ v. La formulation variationnelle est
donnée par :

Trouver E € L?(Q2~,C3) tel que :
(2.3)
(E,E') — (A.,E,E') = (D,E’), YE € L*Q,C?).

Nous utilisons ensuite la méthode des éléments finis pour discrétiser cette formulation. Il s’agit,
dans cette méthode, d’approcher I'espace L?(2~, C3) par des espaces de dimension finie, définis par
un maillage du domaine. Nous nous limitons ici & un maillage par éléments tétraédriques droits.
Comme nous le verrons aux prochaines sections, nous ne savons traiter pour le moment les singu-
larités de 'opérateur intégral, que pour cette géométrie. Le domaine 2~ sera donc approché par
un domaine polyédrique €2;°, maillé par un ensemble 7, de tétraédres droits. Nous avons envisagé
cette approche pour la méthode volumique, car la normale au bord du domaine n’intervient pas.

Soit donc N € N* et 7, = {K,,:n=1,..., N} un maillage de 27, par N tétraédres K,, tels
que :
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_ N
Q=K
n=1

ii) pour tous n,m € {1,2,..., N}, avec n # m, K,, N K,, est soit vide, soit un sommet
commun, soit exactement une aréte commune, ou exactement une face commune.

Les sommets du maillage 7, sont les sommets des éléments qui le composent. Par convention,
le paramétre h désigne le maximum des diamétres des N tétraédres du maillage. Nous associons au
maillage 7y, les éléments finis d’ordre & € N*. Notons [P I’ensemble des polynémes de R? — C
de degré inférieur ou égal & k par rapport & I’ensemble des composantes de la variable. C’est a
dire que tout p € Pj s'écrit sous la forme p(z) = 3°, 1 1)+ asck @ar 00,05 T1 T3°25°%, O T =
(T1,22,73) € R3, (1, 2,03) € N? et a4,.0,,0; € C. L’espace associé pour des fonctions scalaires
est donné par

Vi ={feL*(,,C): fi,, €Prin=1,..N}.

Nous désignerons dorénavant de maniére générale par Ny € N*| le nombre de degrés de liberté et
par (‘Pj)jzl,‘..,Ndm la base de V}, associée. Si k = 0, alors Ng = N et les fonctions ¢; sont constantes
sur chaque K, comme défini précédemment. Si k > 1, alors les fonctions ¢; sont associées a la
famille () =1,... n,, des nceuds des degrés de liberté, i.e ¢;(0;) = d;5; 4,5 =1,..., Ng.

Pour la solution vectorielle complexe du probléme (2.1), nous allons donc utiliser I'espace discret

Nai
Wp=<ve L2(Q;,(C3) S Zngoj; v; €C* Vji=1,..,Ng

j=1

Dans le cadre de la thése, nous nous limiterons en pratique aux éléments finis de Lagrange d’ordres
k=0,1.
. Yk si k=0

On a pour tout j =1,..., Ny, v; = Xi .

P R {v(oj) si k=1.
Remarque 9. Si k =1, on peut considérer des éléments finis P1 discontinus. Vj, est alors ’espace
des fonctions affines sur chaque tétraédre K, de Ty, et discontinues a travers les interfaces de ces
tétraedres. Nous pouvons notamment considérer les éléments finis introduits par M. CROUZEIX et
P.- A. RAVIART (voir [10]) ot les fonctions de V3, sont discontinues aux interfaces des tétraédres,
mais continues au barycentre de chacune des faces. Avec ces éléments finis, toute fonction de Vi
est entierement déterminée par ses valeurs en ces barycentres. En effet, soit K, un tétraédre non

dégénéré de sommets (Xj)jzl 934~ 91 pour chaque j =1,2,3,4, on note Y; le barycentre de la face

ne contenant pas X; (i.e Y; = % E?:Li;éj X;), alors les points Y; (j = 1,2,3,4) forment aussi un
tétraédre non dégénéré et constituent donc un ensemble unisolvant pour les polynomes de degré 1
sur K. En plus, si nous notons (A;(x)) les coordonnées barycentriques d’un point x € R3
par rapport aux sommets de K, i.e

§=1,2,3,4’

les fonctions @;(x) = 1—-3\;(x); i =1,2,3,4 forment une base de Py sur K telle que ¢;(Y;) = d;;.

Introduisons I'opérateur Ay , , approchant A, , et défini sur W}, par :

Apgnu(@) =V [ ny)VGe(r —y) - u(y)dy — Ksz/f n(y) Ge(x —y) u(y) dy. (2.4)
Q. Q,

L’approximation numeérique du probléme variationnel (2.3) est alors donnée par :

Trouver E; € Wy, tel que :

<EhaE;L> - <AH,71,hEhaE;L> = <D7E/h>7 vE;z € Wh'
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Remarque 10. Le produit Hermitien dans [’approximation ci-dessus, est en fait le produit dans
Uespace L*(SY;,,C?), défini exactement comme précédemment dans L?(2~,C3).

On vérifie aisément que 'approximation (2.5) est équivalente a la suivante :

Trouver Ej € W), tel que :

(2.6)
EhQDi — / (An,n,hEh)Wi = Dg@i, V 1= 1, ...,Ndl.
2 n 2
Na
La décomposition unique du champ E; = Z E;, jp; dans I'espace Wy, nous conduit au systéme
j=1
d’équations vectorielles :
Na Na
ZEh,j/ Pjpi — Z/ A h(0iEnj)pi = Dy;, VYi=1,..,Na, (2.7)
j=1 Q) j=17 Q,

dont les inconnues sont les Ny vecteurs Ep ; (j =1, ..., Ng;). Le systéme peut s’écrire

Na
Z (ahyijﬂ —+ H2An,n,h,ij) Eh,j =D; R Vi= 1, ...,Ndl. (28)

Jj=1

La matrice I est 'identité de R3 et pour 4,5 = 1,..., Ny, on a posé :

D, = /Q}7 D(z)p;(z) dx
(2.9)
onis = [ ei(o)gila)da.

h

La matrice Ay , . est définie & I'aide de opérateur A, ,  introduit au (2.4) et pour tout vecteur
u € C3, par

Ayt = / Ay ;) (2) 9i(e) d

h
I,

— K2 (/ w(:c)/f n(y)e;(y)Gr(z —y) dy dx) w.

h Qh

pi(x)V (/ nW)e;(W)VGel(z —y) -udy> dz (2.10)

Q,

On peut encore écrire le systéme d’équations vectorielles (2.8) de maniére plus condensée :

Aenn En = D, (2.11)

avec D = (D;)i=1,....n, et E; = (Eh,i)iz1,.. Ny, des vecteurs (ou blocs) de Ny vecteurs de C3,
et Aunn = (Awnhij =anil+ k2 Ay nij) une matrice carré (ou bloc) de Ng x Ny
3

matrices carrés 3 x 3 a coefficients complexes.

La résolution du systéme linéaire (2.11) requiert Passemblage de la matrice f:l,.w,h et du vecteur

D, cest & dire I'évaluation des intégrales dans (2.9) et (2.10). La différentiation de I'intégrale par le
gradient ne peut étre évaluée analytiquement et la commutation avec I'intégration pour s’affranchir
des dérivations numériques conduit a des intégrandes fortement singulieres (O(@z), R — 0) pour
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(2.10) a cause des dérivées secondes de la solution fondamentale de Helmholtz G,. La partition de

2, en éléments tétraédriques raméne 1'évaluation des intégrales sur des tétraédres. Les intégrales
D; et ap;; seront évaluées par des formules de quadratures standard, puisqu’elles sont réguliéres.
Quant aux matrices Ay, n,ij, les singularités pour les dérivées secondes du noyau de Helmholtz
surviennent lorsque les points d’intégration en = et en y sont soit dans le méme tétraédre (cas
de singularité) ou dans des tétraédres distincts et voisins (cas de quasi-singularité) a cause du
comportement singulier de l'intégrande pour des points “proches". Les sections suivantes seront
donc consacrées au traitement des intégrales singuliéres et quasi-singuliéres, pour I’évaluation des
intégrales volumiques du type des Ay y h,i;-

Nous commengons par développer, ici, une méthode basée sur des changements de variables
dans les tétraédres. La méthode est inspirée de celle introduite par Jean GAY (ingénieur au CEA)
sur les triangles (voir [12, 33, 35, 39]). Elle fait intervenir les transformations de Duffy [15] et permet
la levée de la singularité pour certains ordres de singularité. Puisque la méthode n’est basée que sur
des changements de variables dans le domaine d’intégration, elle est indépendante de I'intégrande
et donc applicable & plusieurs types de noyaux d’opérateurs intégraux. Cette méthode sera ensuite
appliquée a l'opérateur intégral volumique, pour évaluer les coefficients singuliers de la matrice
d’influence du systéme linéaire (2.8).

2.2 Traitement des singularités : une méthode de change-
ments de variables

Nous nous proposons dans cette section, de traiter les intégrales singuliéres et quasi-singuliéres

de la forme
F
Ia,KL=/ /7(””’) dy dz, (2.12)
xJr 1z —yl*

ou F' est une fonction réguliére qui peut étre scalaire, vectorielle ou matricielle. L’ordre de sin-
gularité « est un réel strictement positif, K et L sont des tétraédres non disjoints. Lorsque les
tétraédres sont disjoints, 'intégrale est réguliére et donc évaluée directement et éventuellement par
des formules de quadratures standard. Les sommets de K et de L seront notés (X;);=1,.4 €t
(Y;)j=1,...,4 respectivement. Le principe ici est, par divers changements de variables, de décrire les
singularités par des variables uni-dimensionnelles sur le segment [0, 1], puis d’essayer d’éliminer
ces singularités & I'aide des Jacobiens de ces transformations qui sont singuliéres. La méthode est
introduite pour les positions relatives des tétraédres K et L, constituant toutes les configurations
possibles dans un maillage tétraédrique conforme. C’est & dire outre le cas ou les tétraédres sont
disjoints, les configurations ou :

i) ils ont exactement un sommet commun,

ii) ils ont exactement une aréte commune,

iii) ils ont exactement une face commune,

iv) ils sont confondus.
En fin de section, nous présentons un traitement pour le cas particulier d’une intégrale ot la paire de
domaines est constituée du tétraédre et de I'une de ses faces. Dans la plupart de ces configurations,
différentes options se sont offertes a nous pour transformer les variables d’intégration, révélant ainsi
plus d’'une méthode pour la méme configuration. Cependant ces diverses méthodes dans la méme
configuration ont théoriquement le méme impact sur 'ordre de singularité de l'intégrale. Nous
avons choisi de toutes les présenter ici, car elles présentent néanmoins des différences pratiques,
notamment dans la mise en ceuvre informatique et le choix des formules de quadratures pour
I’évaluation de I'intégrale.

2.2.1 Les tétraédres ont un sommet commun

Nous présentons pour cette configuration, deux méthodes selon les descriptions des variables
d’intégration dans les tétraédres.
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Méthode 1

Nous décrivons z € K, en le considérant sur le segment [xll, 1'/2], ol xll et xIQ sont respective-
ment sur les segments [X1, Xo| et [X3, X4] :

{Ell = (1 - )\2)X1 +XXo 5 A€ [0, 1]
Ty =(1—X3)Xs+A3X3 5 A3€l0,1]
c=1-M)zy+Mzy 5 A €0,1].

y est décrit de maniére analogue dans le tétraédre L :

yp = (1= p2)Vi+paYo ;  p2€[0,1]
Yo = (1 — p3)Ya +paYs 5 pz €[0,1]

y=(1—p)y, +mys ; i €0,1].

Nous avons : ) / ) ) / )
y—x=p1(Ys —y1) — AT — 1) + Y1 — 2y,
avec )
Yy —xy = pa (Yo — X1) — Ao(Xo — X1)  (puisque X; = V7).
Donc ) )
y—z=0<= M= =0cet yy—x;=0)<= A1 =1 = Ay = o =0.
Exprimons l'intégrale I, xy & l'aide de ce changement de variables. Pour cela, déterminons les
Jacobiens J, et J, de ces transformations.

Jz:ai (&T 8m>

o \ o oxs) |
avec 9
X ’ ’
87/\1 = {L‘2 — :171 = X4 — X1 + )\2(X1 — X2) + )\3(X3 — Xv4)7
or
Ny (1—A)(X2 — X0),
or
87)\3 = A](Xg - X4)
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

Désignons par P(K) le parallélépipéde généré par les vecteurs (Xo — X7), (X3 — X7) et
(X4— Xl) Son volume est |P(K)| = |(X4—X1)[(X2—X1) X (Xg—X4)] ‘ = 6|K|,Oﬂ |K| est
le volume du tétraédre K. Alors

Jo = A(1 = A\)|P(K)|

De méme, nous avons :

Jy = pa (1 = m)[P(L)]

Jy = 6p1(1 — pa)|L].
Nous introduisons les notations suivantes :
vxr = |P(K)|[[P(L)| = 36|K||L],

AN, Agy Az i1y 2, 113) = | 1 (Yo — y1) — A (2o — 1) + pa(Ya — X1) — Ao (Xo — X1) |,
et pour a; € [0,1]; i =1,...,6,

F(ala"'aaﬁ) = F(x(alaa%aiﬁ)ay(a4;a5aa6)),

avec

x(al, as, (Lg) = (1 — al) |:(1 — ag)Xl + (L2X2:| + aq |:a3X3 —+ (1 — CLg,)4X—4i|7

y(ag, as,a6) = (1 — ay) {(1 —as5)Y7 + asYg] + ay [a6Y3 +(1- aﬁ)n}.

L’intégrale I, xr devient :

o kL = VYKL Hrer, (N3, p3) ds dus,
[0,1]2

g F A a)‘ aA ) ) )
ou  Hpgr(As, p3) =/ ( L 22 260 1 Mg))\l(l — A)p1(1 = pr) dhy dg dpey dps.
0,14 A(A1, A2, Az, i, pa, p13)

Evaluons a présent U'intégrale Hp (A3, u3). Pour cela, nous utilisons une transformation inspirée

4
par Duffy [15]. On procéde a la subdivision du pavé [0,1]* = U P, oules P, sont donnés par :
q=1

P = {(M,)\z,ul,uz) € 0,1]%  maz(Xa, p1, p2) < /\1}7

P2 = {()\17)\%#1»#2) S [07 1]47 maw()\17ul7u2) < )\2}7
Py = {(Ala/\Qaﬂl,ﬂQ) € 0,1]%  max(A, Az, p2) < u1}7
P4:{()‘1a)\25ulaﬂ2)€ [071]47 max()‘la)‘2aul)<u2}
Nous avons alors :
4
Hyr (s, pu3) = ZH(IZ(L()‘BaﬂB)v
q=1

F(A1, A2, A, i, 2, p13)
A(Ah >‘2a )‘35 /.Ll,,UQ,/JB)

ot Hj; (A3, p3) = / A1 = A)pr(1 = pa) dAr dA2 dpa dps.
Pq
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

Effectuons ensuite dans chaque F,, les changements de variables suivants :
e Dans P;

Ar=¢§
A2 = (&
p1 = 0§
p2 = né
&, ¢,0,nel0,1].

Il transforme P; en le pavé [0,1]? et son Jacobien est J; = £3.

e Dans P,
A =¢&C
A =C
p1 = 6¢
p2 = 16
€,¢,0,m€0,1].
Il transforme P, en le pavé [0,1]* et son Jacobien est Jo = ¢3.
e Dans Pj
A = &6
Ao = (O
w1 =106
p2 = o
£.¢,0,m€0,1].
Il transforme P3 en le pavé [0,1]% et son Jacobien est J3 = 63.
e Dans P,
AL =¢&n
A2 =(n
pa = 6
H2 =T
€,¢,0,m€0,1].

Il transforme P; en le pavé [0,1]* et son Jacobien est J; = n3.

Nous évaluons a présent les H%, (A3, 13) (¢ = 1,2,3,4), a aide de ces changements :
Pour ¢ =1,2,3,4,

: / Fq(fa(aeanaA&NB)
[0,1]*

HL, (N3, p3) = : J, (€, ¢, 0, n)dndodC de,
KL( ’ ‘ug) Aq(§7<a97777)\3a,u3) q(g C n) ! g g

avec

F(£a€<—7)‘35€97£n7u3) si q= 1

, F(E,C,23,¢0,Cnp3) st g =2
Fq(gvgvevna )‘SaNS) = .
F(geagaa )‘37670777/1/3) si q= 3

F(&?» CT/7 )‘37 9777 7, ,LL3) si q= 4a

45



CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

10(ys — o)) — (29 — 23) + (Yo — X1) — ((Xo — X1) | sig=1

[0(yo — y1) — (g — 1) + (Yo — X1) = (Xo = X1) [* si g =2
Aq(faC707n7A37u’3) = , , , ,
| (o — 1) = @y —xy) + (Y2 — X1) = (X2 = Xp) [* sig=3

10(yy — ) — E(zy — 7)) + (Yo — X1) = ((Xp — X1) | si g =4,
et
(1—&)(1 —£0)9eG—) sig=1
_ (1—-€0)(1—¢O)EICE= i g=2
Jq(fa Ca 9, 77) =
(1—0)(1—£0)E00—) sig=3
(1—=&n)A —0nEon®=) si g=4.
En résumé, nous avons :
C 0 777)\37M3) '
[ / Jy(&, €. 0. ) dyd6 dC d€ dpis s, (2.13)
Z 0,16 A f ¢,0,m, A3, 13) "
ol les fonctions Fq, Aq et jq (g =1,2,3,4) sont données ci-dessus. [ |

Dans Dexpression (2.13), nous avons Aq(g,g,em, A3, p13) # 0, ¥ (£,¢,0,m, A3, u3) € [0,1]%et
V¢ = 1,2,3,4. La singularité ne concerne plus que les fonctions J,, et on constate selon leurs
expressions que cette singularité est parfaitement levée pour a < 5.

Méthode 2
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

Nous décrivons = € K, en le considérant sur le segment [X7, :1:/] ou z est un élément de la
face X9X3X4, opposée au sommet Xy :

ZE, = (1 — Ay — )\3)X2 + /\2X3 + )\3X4 ) (/\27 )\3) S S)\

xr = (1 — )\1)X1 + )\1!17/ y )\1 € [0, 1],

ol nous définissons

Sy = {()\27)\3) €10,11% A+ A3 < 1}~

A3

EN

A2

Az +Az =1

Nous décrivons de maniére analogue, y dans le tétraédre L :
Y = (1— o —p3)Ya + poVs +psYs 5 (u2,p3) €S,

y=01— )i +my ; melo1],
avec

SM:{(MQaH3)€[O71]2; H2+M3<1}

Notant que X; = Y7, nous avons
y—z=my —X1) - Mz —X1).

Donc
y—x=0<= A\ =pu =0.

Exprimons l'intégrale I, r1 & l’aide de ce changement de variables. Les Jacobiens J, et J, de ces
transformations sont :

Jr = M| (Xa = Xo) - [(X3 — X2) x (X1 — Xo)] |
Jr = A|P(K))|
Ty = 632 K]

et de méme
Jy = 13 [P(L)| = 63 |L|.

Avec les notations suivantes

A<)\17)\27)\3,/~‘L17/’(‘27/’['3) = |,U/1(y, - Xl) - )\1(‘7"/ - Xl) ‘047
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

et pour a; € [0,1]; i =1,...,6,
F(a17~-'7a6) = F(m(aha27a3)ay(a4;a5aa6))7
avec
z(a,a2,a3) = (1 —a1) X1 +a; [(1 —ay —a3) X+ a2 X3 + G3X4}7
y(as,as,a6) = (1 —as) X1 + aq [(1 —as —ag)Ys +asYs + a6Y4}7

I'intégrale I, k1 devient

I KL_'-YKL/ F(Ala)‘QaA37/~L17/~‘L27lJJ3)
a, = =
[0,1]2><SA><S“ A()\17)\27A37M17M2’M3)

ALt dh dpy d(Aa, Az) d(pg, ps),

ol le facteur vxr est introduit dans la méthode précédente et sera défini comme tel tout le long
du chapitre. Nous effectuons ensuite dans chaque S et S5, les changements de variables suivants :

e Dans S,
Ay = WU
Az =w(l—u)
u,w € [0,1].

Il transforme Sy en le carré [0,1]? et son Jacobien vaut w.

e Dans S,
p2 = Vv
puz =v(l —o)
v,v € [0,1].

Il transforme S, en le carré [0,1]? et son Jacobien vaut v.

L’expression précédente de I, ry devient

lo kL =YKL Hryer (v, w,u, v)vw dv dw du dv,
[0,1]*
- F(\ 1— 1—
o Hyr(v,w,u,v) :/ Wywu wl = w), py, v0, V(L= 0) y2 2y
[0,1]2 A(Ah.u’lvyawvuav)

Evaluons & présent l'intégrale Hy (v, w,u,v). Pour cela, nous utilisons encore la transformation
de Duffy. On décompose le carré [0,1]2 = Ty UT, ot T;(i = 1,2) est un triangle.

A

r1 <A

’ = {()\1,#1) €0,1% m< /\1}7
Ty

T Tzz{()\1au1)€[071]2§ M1>)\1}-

H1
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

Nous effectuons ensuite dans T3, le changement de variables suivant :

A1 = M1
H1 = )\1.

Il transforme 75 en 17 et son Jacobien vaut 1. On obtient alors

)\ 1-— 1-—
Hrp (v, w,u,v) Z/ 1, wth, w( w), i, v, v U)))\%u% dAy dp
A(A1, p1, v, w,u,v)

2
Hyr(v,w,u,v) =
i=1

Fi<)\1aulayawauav)

d 2202 dAy dys
T Ai()\hp’hy?wau?v 1M1 L

avec
Fl()\l,ul,u W, u,v) = F()\hwu w(l —w), p1,vo,v(l —w)),
Ay(Ar, s viw,u0) =y — X1) = Az’ — X1) |9,

FQ()\l,Ml,V,w,U7U) = ﬁ'(ul,wu,w(l —u), A\, vv,v(1 —v)),
AZ(A17ﬂ17l/7w7u7v) = |>\1(y _Xl) _lu’l(x _Xl) |O¢.

Nous effectuons de nouveau un changement, cette fois dans 77 :

Ar=¢
1 =n¢
n,¢ € [0,1].

Il transforme T; en le carré [0,1]? et son Jacobien vaut ¢. Ce qui nous conduit & :

Cn7ywuv)25_
H U, W, U, V) E/ 6= dq¢ dn,
KL 01]2AZ(77,1/wuv) U ¢ dn

avec
(( NV, W, U, V) = (C,wu w(l —u),n¢,vv,v(l —v)),
ANy viwyu,0) = [n(y = X1) = (' = X1) |7,

(C?ﬂﬂj w,u ’U) = F(nnguaw(l —’LL),C, I/'U,V(]. _,U))v
A2 (¢, vow,uv) = | (Y = X1) =z’ — X1) |

En résumé, nous avons

IokL = VKL Z/ C’n’ VW, U, ) vw n2C(5*°‘) d¢ dndv dw du dv,
Ri(Con, vy, u4,0)

ot les fonctions F? et A’ (i =1,2) sont données ci-dessus.

(2.14)

Les vecteurs (' — X1) et (y — X1) ne pouvant étre colinéaires et de méme sens, nous avons
dans lexpression (2.14) : Ai(gn, v,w,u,v) # 0, V (¢, n,v,w,u,v) € [0,1]° et Vi = 1,2. Dans
la configuration actuelle des tétraédres K et L, nous avons donc introduit deux méthodes qui
transforment chacune I, i en une intégrale singuliére d’ordre o — 5 par rapport & une variable
uni-dimensionnelle. La singularité est alors totalement levée pour a < 5. Pour ces derniéres va-
leurs de o, l'intégrale I, x; peut donc étre évaluée par des formules de quadrature standard
appliquées directement a 'une des expressions (2.13) et (2.14). L’expression (2.14) est celle qui a
été implémentée pour les tests numériques, parce qu’elle est la plus simple & mettre en oeuvre.
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

2.2.2 Les tétraédres ont une aréte commune

Nous décrivons # € K, en le considérant sur le segment [z, x] ol ) et x, sont des éléments
des segments [X7, Xo]et [X3, X4], respectivement :

l'/l = Ao X9 + (1 — )\Q)Xl ;o A € [07 1]
al‘/z = A3X3+ (1 — )\3)X4 D S [07 1]
z =Mz + (1= A1)z, ;A €[0,1].

y est décrit de maniére analogue dans L :

Yy = Yo+ (1= p2)Va 5 pa €10,1]
Yo = psYs + (1 — ps)Ys 5 pz € [0,1]
y =y, + (1= 1)ys ;w1 €10,1].

Alors

’ ’

y—x=p1(y —Y2) — ATy — o) + Yo — T,
et puisque X3 =Y, et X4 = Y3, nous avons :
y—x=my —y2) = M(r) — ) + (1= Az — pg) (X3 — Xa).

Par conséquent,
y—x:0<:>)\1:u1:1—)\3—u3:0.

Exprimons l'intégrale I, rxr & l’aide de ce changement de variables. Les Jacobiens de ces transfor-

mations sont :
Jz :6)\1(1—>\1)|K| et Jy = 6/1,1(1—/L1>|L|

On introduit les notations suivantes :
A1, A2, As, 1, s is) = | pa(yy — y2) — (@) — 25) + (1= Ag — p3) (X5 — X4) |7,
et pour a; € [0,1]; i =1,...,6,

F(a17"'7a6) = F(x(aha27a’3)ay(a’4aa’5’a’6)>7
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

avec
x(al, as, a3) = a1 {(1 — a2)X1 + ang} + (1 — al) {CL3X3 + (1 — a3)X4},

y(aq,as,a6) = aq [(1 —a5)Y1 + a5Y2} + (1 —aq) [a6Y3 +(1- aﬁ)Yél]

L’intégrale I, k1 devient

Io kL =YKL \ Hyer, (A1, Ay i1, o)A (1= Ap)pa (1 — pa) dhg dAo dpg dps,
(0,1]

_ F(A17A27A37M17M27M3>
Ofl H )\ 7)\ 9 ) :/ A
KL (A1, A2, i1, p12) 0,12 DAL, A2, Az, pi2, p3)

d,u3 d)\3

Evaluons & présent l'intégrale Hpgr (A1, A2, i1, p12). Pour cela, nous décomposons le carré [0, 1]? =

S1USy on S;(i =1,2) est un triangle :

A3
Ls’ Sy = {()\3,M3) €[0,1]%  p3+ A3 < 1},
2
s
' "" Sy = {()\3,#3) € [0, 1]2; U3 + Az = 1}.
13

Nous effectuons ensuite dans chaque S;, les changements de variables suivants :

e Dans 5
As =1 —w)u
pz = (1 —w)(l - u)
u,w € [0,1].

Il transforme S; en le carré [0,1]% et son Jacobien vaut (1 —w).

e Dans S5
A=1-wu+tw

ps=(1-w)(l—u)+w
u,w € [0,1].

Il transforme Sy en le carré [0,1]? et son Jacobien vaut (1 —w).

Ces changements nous conduisent a :

S
1)\3#3_{0(1 sur Sp

—w sur S,

et nous avons

) _
i Fi(A1, Az, As(u, w), i, pia, s (u, w))

A Ao s, / 1—w)dwdu,
Higp(A1, A2, pa, piz) Z: [0,1]2 Ai( A1y Mgy Mg (u, w), pun, pia, i3 (u, w ( )
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

avec

}?1()‘% A27>\3(u7("))7,u’17,u27,u?)(’(‘tvf"-))) = F(Alvl)\Qa (1, - w)ua,ull),u27/(1 - (.d)(l - U)),
Aq(A1, Az, Az(u,w), pa, po, s, w)) = [ (yy — y2) — My — 29) +w(Xz — Xa) |,

I':?Q()\l,)\27AB(an)aﬂhM%M:’,(uaw)) = F()‘DI)‘Q? (1/ - w)u +/w7/1‘1/’ K2, (1 - w)(l - 'LL) +w)7
Do(A1, A2, Az(u,w), ps piz, ps(u,w)) = [ (yy — yo) — Ay — ) —w(Xz — Xa) [*.

L’expression précédente de I, i devient alors

Fi( A, A2, As(u,w), p, i, pis(u, w))
Ioxr = E 1—w)A(1—A
KL =KL {/0 1]6 A >\17)‘23)‘3( )7/L1,M2,M3(U,W))( ) 1( 1)

X /1,1(1 — /Jq) dw dud)\l d>\2 d,u1 dug}

Nous constatons que
Ai(Al, AQ,Ag(U,W),[Ll,[LQ,/JJg(U,w)) =0« )\1 =Uu =w= O7 Vi= 1,2,

et nous traitons la singularité par la transformation de Duffy. Récrivons

aKL *’YKLZ/ 1]3 GKL u, )\Q,MQ)d’LLd‘LLQ d)\Q7

avec G p (u, Ao Mz):/ {1_7(>\1,)\2,/\3(%01),#1,#2,#3(%01))
KL= 0,112 L Di(A1, A2, As(u,w), g, piz, 3 (u, w))

( — w)/\1(1 — )\1)/1,1(1 — ,ul) dw d)\l dﬂl}

X
3
Nous décomposons ensuite le cube [0, 1] 1 U P,, ot P,(¢=1,2,3) est un tétracdre.

q=1
b = {()\hﬂl,w) € 0,13 max(u1,w) < )\1},
Py = {(/\1,,M1, ) €10,1]3  max(\1,w) < M1},
P = {(Alaﬂh ) €[0,1]%  max(A,p1) < w}.

Nous avons alors
3
Ger (U, Ao, pia) Z (u, Ao, pi2),

q=1

; Fi A ’)\ 7A ) ) ) ) )
avec  MgT (u, Az, p12) =/ {A( 1, A2, A3(u, w), i, pro, p3(u, w))
Py

i(A1, A2, A3 (u, w), par, pa, 3 (u, w))
X(]. — w))\1(1 — )\1)/11(1 — /Jl) dw d)\l d/l,l}
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

On effectue dans chaque P, les changements de variables suivants :
e Dans P;

A =¢(
w1 =n¢
w=06¢
n,0,¢ € [0,1].

Il transforme P; en le cube [0,1]3 et son Jacobien vaut (2.
e Dans P,

A1 =(n
H1 =T
w=0n
n,6,¢ €10,1].

Il transforme P en le cube [0,1]® et son Jacobien vaut n?.
e Dans Pj

A =6¢

p1 =nb

w=~0

n,0,¢ € [0,1].

Il transforme P3 en le cube [0,1]3 et son Jacobien vaut 62.

L’évaluation des M&‘JL (i=1,2; ¢=1,2,3), a 'aide de ces changements nous ameéne a

C77,9U>\2»M2) T
Loxr = §§ . 0)dC dndf du dpy d)o, 2.15
KL = 'YKLZ 2 1/ I]GA (Co1 Bt N ) Jq(¢, m, 0) dC dn df du dpz dXs (2.15)

ot les fonctions Ff, AY et J,(i=1,2; ¢=1,2,3) sont données par :
F(C;/\%(l—HC)UWC,M%O_GC)(I—U)) si q= 1
qu(Canveaua)\Qa;UQ) = F(TIC,)\%(l _779)“,%#2,(1_779)(1_“)) si q:2

F<<97)‘2a(1_e)ua7797u2a(1_9)(1_U’)) si ¢ =3.

F(¢ A2, (1= 0Q)u +60¢,1¢, pa, (1= 0C) (1 —u) +6¢)  sig=1
F2q(<777’07u7>\27,u2) = F(WCa)\z,(l—779)U+779»77a,u2,(1—779)(1—1‘)4'779) si q:2

F(CO, Mg, (1 — O)u+ 0,10, iz, (1 — 0)(1 —u) +6) si ¢ =3.

Iy — y2) — (27 — 25) + 0(X5 — X4) | si g=1
ANCm, 0,0, da,p2) = | (yy — ya) — (o) —a5) +0(Xz — X4) [ sig=2
(s — o) — C(my — 23) + (X5 — X4)|* si g=3.
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’

In(yy —ya) — (21 —a5) — 0(X5 — X4) | si g=1
AL(Cm,0,u, M2, 112) = 4 | (Y1 — ya) — Clay — x3) — O(X3 — Xa) [* si g=2

(1 — y2) — C(zy — 5) — (X3 — X4)|* si ¢=3.

(1 =601 =n)(1 = ¢¢U) sig=1
Jo(Gm 0) =13 (1=n0)¢(1 —n¢)(1 == si g=2
(1 —n0)n(1 —¢O)C(1 — )W) si g=3.

]

Dans l'expression (2.15), nous avons AY(¢,n,0,u, Aa, p2) # 0, ¥ (¢, n,0,u, A2, p2) € [0,1]°,
Vi=1,2 et V¢q¢=1,2,3. La singularité ne concerne plus que les fonctions jq. La méthode intro-
duite ici pour cette configuration des tétraédres K et L, transforme donc I, x; en une intégrale
singuliére d’ordre o — 4 par rapport a une variable uni-dimensionnelle. La singularité est alors
totalement levée pour o < 4. Pour ces derniéres valeurs de «, l'intégrale I, g1 peut étre évaluée
par des formules de quadrature standard appliquées directement a (2.15).

2.2.3 Les tétraédres ont une face commune

Nous présentons pour cette configuration, deux méthodes issues des différentes descriptions des
variables d’intégration dans les tétraédres.

Méthode 1

Ne
e

X1

Nous décrivons = € K, en le considérant sur le segment [Xy, x/] ou z est un élément de la
face X1 X5X3 (que nous noterons ) :

s=(1-Nz + XXy ; (\az)el01]xI.
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

De maniére analogue, nous décrivons y € L a l'aide du sommet Y; et de la face Y71Y2Y3 (qui est
la méme que X) :

y=Q0-py +pYs: (uy)e0,1]xx
Nous avons ) , ) )

y—r=Aa —Xqg) —ply —Yo) +y —a,
et , )

y—2x=0 <<= A=pu=0e y —x =0.

Evaluons & présent I'intégrale I, x; avec ce changement de variables. Nous appliquons aux tétra-
édres K et L, le résultat du changement de variables introduit dans I’annexe A, qui raméne une
intégrale sur un tétraédre, a une intégrale sur 'une de ces faces :

//Iw*yl"d dx
= ﬁKL{/OI] //01] /m (Ejjyy)il ds(y/)duds(x/)d/\}»

N _ g lKlIL]
ou frr =9 T5z

Io kL

Pour la variable d’intégration externe 2 donnée dans le triangle ¥, on découpe X en trois
zones concourantes en z . Le triangle X est alors subdivisé en sous triangles I/XlXQ’ T XoXs et
7 X5 X 1, et la réunion de ces sous triangles est décrite par la variable d’intégration interne y' €.
La variable y/ est exprimée dans chaque sous triangle comme combinaison du sommet z et d'un
point 3 sur 'aréte opposée.

Nous pouvons écrire alors

3
IQ’KL :,BKLZ/ Ilz(ac/)ds(x
i=17%

I ( / / vly) (1—=N)2(1—p)2ds(y ) dudy; i=1,2,3
avec - — M s Y 1% ; 1=1,4,9,
0,1]2 (.ua Y )|a
X2
/'/'\\
o' XoX5 sii=1 , / \
[ ] \
’ /gl \‘\ b3
et Y; est le triangle x X3X; sii=2 f Ty N
Xs / 1/1..3,‘. \\
o X1Xy sii=3 e, @
- \
=

Remarque 11. 1l est clair que l’intégrale I%(l’l) ne contribue a ’évaluation de I, k1, que si ¥;
est non dégénéré. Si nous introduisons les coordonnées barycentriques du point z dans ¥ :

3
Z)\7 X; , avec Z)\ )=1 et \;(«)€[0,1], j=1,2,3

Jj=1
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

alors la dégénérescence de ¥; équivaut a )\Z‘(l‘l) = 0. Nowus allons alors calculer l’intégrale I%(as/),
pour \i(z') # 0.

Evaluons A présent I%(xl) pour i =1,2,3.
*x i=1 (dans ¥ := 2 XpX3)

On définit :
y1 = (1 - )‘y)X2 + )‘y X3 )‘y € [Oa 1]

yii=y =1 — ) + pydr;  py€[0,1]

yro=y=(1—py, + pYs
Ona gy, —a = p,(j1 — ') et
yi(my) —a(\a) = Moz’ = Xa) + p(Ya =) + my(fr — ).

En outre ¥; est transformé en le carré unité [0,1]% et le Jacobien est

dy oy
1= |3~ X a7
Opy 0Ny
oy’ ;o
avec a—iy =7, —x et a—f\y py(Xs — X5). Donc

Ji= pyl(Xs— X2) x (i *$/)|

= y|(Xs = Xo) x (Xz— )

Ji= 2py (%]

On a
n—2x=0 < A=pu=pu, =0.

La transformation nous conduit a :

Ié(x/) =2|3| 0.] Ié(xlv Ay) dAy,

o F a2, 510,912, Ags 1) o
avee 14(a' 0) = [ (1= N2(1 = )2y dty dpp A,

[0,1]3 |z —y1]®

Nous introduisons ensuite, la transformation de Duffy [15] sur les variables A, i et p,. Pour

cela, décomposons le cube [0, 1]* en trois pyramides P, (¢ =1,2,3) : [0, 1] = U p,.

{ (A 15 ) € 10,1135 max(p, 1) < A},

(A s py) € [0,1]%; max(A, ) < u},

| |
/—/h\

{ A s pry) € [0,1]%; max(A, p) <uy}~
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

Nous effectuons ensuite dans chaque P, les changements de variables suivants :

e Dans P;
A=(
=G
py = 0C
n,0,¢ €[0,1].

Il transforme P; en le cube [0,1]3 et son Jacobien vaut ¢2.

e Dans P,
A=(n
w=m
py = On
n,0,¢ €[0,1].

Il transforme P, en le cube [0,1]% et son Jacobien vaut 7.

e Dans Pj
A=0C
p=mno
py =0
n,0,¢ €[0,1].

Il transforme P3 en le cube [0,1]3 et son Jacobien vaut 62.

Nous avons alors :

3
I%)(zl7)\y) = ZM;’(I([E ) /\y)a

q=1

(1= A)?(1 = )y dpsy dpd.

. , F [x()\,:E,),y1(,u,y/1(xla)\y>ﬂy))
ou A4Eﬂ(x 7Ay)::u/

P, |z — ya|*

Nous évaluons & présent les Mé’q (¢ =1,2,3), a aide de ces changements :

P’(xlg(x/a<7nae)?ylﬂ(x/’Ay7<>na9)>

MY Ay) = / J1.q(Cm,0) dC d6 dn,

[0, 1J? Ay g2, Ay, ¢, 0)
avec
(X4 + Q-0 si g=1
w1 ) =% Xy + (1—nQ)a  si ¢=2

0(X4+(1—9C)x/ si g=3,
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

nCYi+ (1=nQ)yy, si g=1
yr.g(@ Ay, G, 0) =S Yy + (1—n)y, si g=2

Yy + (1—0n)y, s si q=3,

ou ,

0y + (1-60) =z si g=1

y/l,q(m/’)‘anve) = Ongr + (1—0n) x si g=2

01 + (1—0)z si qg=3,
|2 = Xy + n(Ya—yyq) + 0@ — )| siog=1
Argla' Ay, Cm0) =1 [C(a" = Xa) + (Ya—y1o) + 0 —2)|* s g=2
1@ = Xa) + n(Ya—yi3) + h—a) | si ¢=3,

et

0(1—n¢)2(1—¢)* B si g=1
Jig(Cm,0) =4 01 =nC)?(1—n)*nE=)  si g=2
(1—00)%(1 —0n)206-)  si ¢=3.
Nous obtenons ainsi

)= 2[5 /[ B A,

3

= 2|3 { ]\Zé’q(az:/7 )\y)} dy
o1 Ui

1 , 3 F (xl,q(-r,,garhe)a yl,q(x,vAya<7n70)) .
IL(z') = 2|zl|/ {Z/ Jl}q((,n,Q)deCdn} dXy.
0,1 L= /10,13

A1,(1(517/7 >\y7 ¢, 9)

Un calcul similaire nous permet d’évaluer ensuite, les intégrales Ig (ac/); 1=2,3:
*x =2 (dans ¥y := Xlx/Xg)

o= (1— )\y)Xg + Ay X1

(Xys+(1=Q)a sig=1
Tag(r (o 0) =% nC Xy + (1=nQ)z’  si g=2

0CX, + (1—00)x  si ¢g=3.
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

Yy + (1-nQ)ys, st g=1
Y2,4( s Ay, (i, 0) = nYe + (1 —n)yé,z si g=2

Yy + (1—0n)ysy si q=3

ol ,

0CGHs + (1 —6¢) x si g=1

y;,q(x/7)‘y7<7n79) = ongs + (1 _977) a’ si g=2

092 + (1—0)a’ si g=3.
\sr:/—X4 + n(Y4—y;’1) + 9(@2—95/)|0‘ si g=1
Rogla' Ay, G 0) =9 ¢ = Xa) + (Ya—ypo) + 0 —a)|*  si g=2
1@ = Xa) + n(Ya —ya3) + (Ja—2) | si ¢=3

et

Ja.q(C,m,0) = J1,4(¢,n,0), pour ¢=1,2,3.

* i =3 (dans X3 := Xngx/)

(X4 +(1-0)x siog=1
wag(@, ¢ 0) =4 nC Xy + (L—n)a’  si g=2

0CX, + (1—600)x  si ¢g=3.

Yy + (1=nQ)ys, si g=1
y3,q($/»>\y,@7},9) =9 nYs+ (1-n) y;,,Q si g=2
OnYy + (1—6n) ?J:ls,3 si g=3.
ou ,
0Cgs + (L—6Q)x si g=1
yé,q(xla)‘y745n70) = 977@3 + (1 - 077) (El si q= 2

’

0gs + (1—0)x si ¢=3.
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

\x,—X4 + n(Y4—y;’1) + 0(§3—x/)|0‘ si g=1
Asg(z' Ny, G, 0) =3 €' = Xa) + (Ya—yso) + 05z —2)[*  si g=2

[C(z" = Xa) + n(Ya—ys3) + Gz —2')|*  si g=3.

et
j3,q(<77779) = jl,q(gana9)7 pour g = 17273'
[ |
Finalement par cette méthode, I'intégrale I, x; s’exprime :
I 25 / / ii ‘Z |/ F (xi,q('r,vg7n79)a yi,q(x/7)‘y7€an79)>
o, KL = 20KL i = ;
/01 | =1 g=1 [0,1]3 Ai,q(x 7)‘ya ¢n, 0) (2 16)

Ji (¢, m,0) do dn dg} d\, ds(z').

Remarque 12. En utilisant les coordonnées barycentriques de z dans ¥ comme défini dans la
remarque 11, on a |3;] = N(x ) |Z], i=1,2,3.

Nous avons défini, ci-dessus, les vecteurs x; 4, y;, et les scalaires A, 4, J;, (i =1,2,3; ¢ =
1,2,3). Dans 'expression (2.16), si X, est non dégénéré pour ¢ = 1,2, 3, nous avons alors pour
tout (ac/, Ays ¢, m,0) € £ x [0,1]* et pour tout ¢ =1,2,3, Aiyq(x/,/\y,c,n,ﬁ) # 0. La singularité ne
concerne plus que les fonctions jm, et on constate selon leurs expressions que cette singularité est
parfaitement levée pour a < 3. Nous présentons pour la configuration actuelle des tétraédres K
et L, une autre méthode liée & la description du point y dans L.

Meéthode 2
Xa
/RN
A\
A\
A °
\
E A
o\
&L A “
N, i
@ L 7 Yy
: 1 \ Ya .
- S\ e ./
X4 3 5 ‘\.3 . s II“\ /-3

Rappelons que

/

sMaz) =z =01-Nz +AXy; (Mz)el0,1]xx,
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

avec X = X1X2X35 = Y1Y5Y35. Pour 2 donné sur la face Y., nous définissons une subdivision de
L en sous tétraedres L;(z ) (i = 1,2,3) de sommets (Y;;);=1,234, donnés par

R v, e
Vi = {,’ i J 4 i=1,2,3;j=1,2,3/4
x sinon.
3
Nous avons L = U L;(z) et donc
i=1

Tooter = //Ix—yla
- e / 2% y|l duds(e)
- 3||I§§| [01 /{Z/ |x)\:13 )y|1dy}ds(xl)d)\

3 . ’ ’
Io,kL = Bk /2 { Z It (x )} ds(x ),
i=1

ou Ok =3-——=

) y} ,
et / / (I =XN)"dydA.
(0,1 JL;(z") |$ -yl

Remarque 13. Comme dans la remarque 11, l’intégrale Ii(x/) ne contribue que si Li(x/) est

. 1. L . . / .
non dégénéré. Si nous considérons les coordonnées barycentriques du point x dans X, cette fois
par rapport aux sommets Y; :

alors la dégénérescence de Li(z') équivaut & M\i(x') = 0. Nous allons alors évaluer Uintégrale

Ii(x), pour \i(z') # 0.

Evaluons a présent, les intégrales

) y] , ,
/ / (I =X)"dydX; 1=1,2,3.
[0,1] JLi(z") |$ -yl

Pour chaque i € {1, 2, 3}, nous décrivons y € Li(x') a ’aide du segment [:17/, z;], ou z; est un

élément de la face X; opposée a ml, dans le tétraédre L; (acl) La variable z; sera décrite par une
formule de quadrature sur le triangle.
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* Casi1=1: Ll(x/) = 2 Y,Y3Y;
On considére z; € 1 = Y,Y3Y, et on définit y € [;U', z1], en posant :

yri=y=00—pa +pz; peloll.

Le résultat du changement de variables introduit dans ’annexe A, nous conduit & :

1 ’ ’ F (.1:()\,1'/)’ yl(x,7//['a Zl)) 9
Ii(z) =o1(z )/ / / u”ds(z1) dpdA,
[071] [071] E1

|z — y1 |

|Ly(z)|
|31

ot oy(z') = 3
Nous avons
y1 —x=plz1 —z)+z —x
n —x = p(z — a:/) + )\(a:/ — X4),

et
ypy—x =0 <<= pu=A=0.

Récrivons :

It = al(x’)/ I (2, z1) ds(z1),

PN

it - [ L)

w2 dpd.
[0,1]? |z — y1|®

Nous introduisons ensuite la transformation de Duffy sur les variables A et p. Pour cela,
décomposons le carré [0, 1]? en deux triangles T7 et Ty : [0, 1]> = T} U Ts.

n={om e il

Ty = {(A,,u) €012 p> )\}.

Effectuons ensuite dans T et T3, les changements de variables suivants :

e Dans T}
A=¢
pw=ng
n,¢ € [0,1].

Il transforme 7 en le carré [0,1] et son Jacobien vaut (.

e Dans 15
A=(n
m=mn
n,¢ € [0,1].

Il transforme Ty en le carré [0,1]% et son Jacobien vaut 7.
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

Nous avons :

- , F(x(A,x'), yl(x/vﬂazl)> 2
*/ wdpdA.
T,

|z —y1]®

Nous évaluons a présent les Ni’q (¢ = 1,2), a laide de ces changements :

F (l’Lq(l‘/, C? 77)7 yl,q($/7 21, Cv 77))

N17q(x/7 Zl) :/ < B jl, (Cvn) dnd<7
L [0, 1]? Al,q(x 7213C7n) !
avec )
) (I1-¢0x + (X4 si g=1
xl,q(x 7C777) = ,
A=¢ma + Xy st ¢=2,
, (1=¢ma’ +Cna si g=1
yra(e,z1,¢,m) = ,
(I=-n)zx +n= si g=2,
y , |2' = Xa + n(z — )| sio g=1
Al,q(‘r »«217(777) = , ,
(@ —Xy) + (1 —2)[|* st g=2,
et

PP g =1

jl,q(éa 77) =
77(3_"‘) si q=2.

Nous obtenons alors :

{ 2/ Fnal m ) ic s
Sl z21).
—17[0,1]? o |

Lo ,
IL(:L’)fle(l’)/~ Arq(a’,z1,¢,m)

Bty

Les intégrales Ii(z') (i = 2,3) sont évaluées de la méme maniére que pour le cas 1 :

x Cas i=2: Ly(z) = Y12 Y3V,

1-0x + Xy siog=1

332,q($/a§777) = ,
(I1-Cn)ax + (nXy si g=2.
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

, (I—=Cma’ +(nz si g=1
y2,q(x 7217<777) = ,
(I=n)x + nz si g=2.

y , |2' = Xy + n(z— )| si g=1
A2,q(x 7Z13C7n) = , ,
[C(x —Xy) + (2o —2) @ si g =2.

j2,q(<-a"7) = jl,q(C?n)7 pour g = 172

* Casi=3: Ls(z') = Y1Yaz' Yy

, (1-¢Qa +C¢Xy siog=1
mS,q(x 7C>77) = ,
(I=Cnax + (nXy si g=2.

, (1—¢ma’ +Cnzs  si g=1
y37q($ 721vC777) = ,
(I—-n)x + nzs si g=2.

y , |2 — X4 + nlzs —2')|* siog=1
Aqu(.’b 7217C777) = , ,
[C(x —X4) + (z3—z)|*  si ¢g=2.

jS,q(<777) = jl,q(CﬂY)a pour q = 172

Finalement par cette méthode, I'intégrale I, k1 s’exprime :

o (S5 [ Elen vt )

s J[0,1)2 N g2, zi,¢,m)

Joa(Com) dndc ds(zn} ds(z). =
(2.17)

On rappelle que g =3 % et pour i € {1,2,3}, orlv(x/) = 3% Notons que |L1(I/)| =
Ai(z ) |L], ot Ai(z') est la i-eme coordonnée barycentrique de 2’ dans ¥ (comme définie dans la

remarque 13). Nous avons donc o;(z') = 3 A;(z) ||SL-||'

Les vecteurs # — X4 et # — z; ne pouvant étre colinéaires et de méme sens lorsque le sous
tétraédre L;(x ) est non dégénéré pour ¢ = 1,2,3, alors A, 4(x,2,(,n) # 0, ¥V (x,2,(,n) €
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Y XY, [0,1)% et V ¢ = 1,2, 3. Comme la méthode 1, la singularité ne concerne que les fonctions j@q.
Ainsi, lorsque les tétraédres K et L ont une face commune, chacune des méthodes 1 et 2 introduites
précédemment, transforme I, gy en une intégrale singuliére d’ordre a — 3 par rapport & une
variable uni-dimensionnelle. La singularité est alors totalement levée pour a < 3. Pour ces derniéres
valeurs de «, 'intégrale peut donc étre évaluée par des formules de quadrature standard appliquées
directement & 1'une des expressions (2.16) et (2.17). Les deux méthodes ont la méme influence sur
la singularité de 'intégrale et se distinguent principalement par les formules de quadrature qui leur
seront appliquées. D’une part la méthode 1 qui utilisera une formule d’intégration sur le triangle et
une autre sur le pavé [0,1]* (qui peut étre la méme formule sur chaque segment [0,1]) et d’autre
part, la méthode 2 qui fera intervenir une formule d’intégration sur le carré [0,1]? et des formules
sur deux triangles (qui peuvent étre deux fois la méme formule sur le triangle, sachant qu’on se
rameéne toujours au triangle de référence). L’expression (2.16) est celle qui a été implémentée pour
les tests numériques, parce qu’elle est la plus simple & mettre en oeuvre.

2.2.4 Les tétraédres sont confondus

On a .
Iokrx = / / Fla.y) dydx ; o>0.
Kk JK |7 =yl

Soit x donné dans K, nous définissons une subdivision du tétraédre K, en sous tétraédres
Ki(z) (i =1,2,3,4) de sommets X;; j =1,2,3,4, donnés par

i=1,2,3,4; j=1,2,34

- {Xj sij#i

T sinon.

4
Nous avons K = U K;(x) et donc
i=1

Iokk = /K { 24: I}}(w)}dx,
i=1

‘ F
avec I}((x):/ F@y) 4 1934
Ki@) |7 —y|*
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Remarque 14. L’intégrale Ii-(x) n’a une contribution que si K;(z) est non dégénéré. Si nous
introduisons les coordonnées barycentriques du point x dans K :

4 4

r=Y N@)X; > N =1,
j=1

alors la dégénérescence de K;(z) équivaut a \;(x) = 0. Nous allons alors évaluer Uintégrale It (x),
pour X\;(x) # 0.

) F(zx, .

Evaluons a présent, les intégrales % (x) = / |(y()x dy; i =1,2,3,4. Nous présentons
ici, deux méthodes liées a la description de la variable d’intégration y dans les sous tétraédres
Méthode 1

Pour chaque i € {1,2,3,4}, nous décrivons y € K;(z) & 'aide du segment [y;, U], ot y; et 4
parcourent deux cotés opposés du tétraedre K;(x).

* Casi=1: Ki(z) = 2 X2 X3X,y

On définit : .
Y1 = p1 X3 + (1 - MI)X47 M1 € [Oa l]a

Yy = pi2 X2 + (1 — p2)w; pa € [0, 1],

y1 =y = pz g + (1 — pua)yy; ps € [0,1].

Le Jacobien de la transformation est

Ji= 6u3(1l—ps) Ki(z)]

L’intégrale I3 (x) devient alors :

F I? ) )
Tha) = (o) [ T IR () s d
[0,1]3 \CU - yl\
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ol nous avons posé yi(x) = 6|K;(z)|. On a
yi—w=ps(h —y) +y —
yo— =3 — yy) + pa(Xe — ),

et Yy —2z =0 <= po=pu3=0.

Nous introduisons ensuite, la transformation de Duffy sur les variables ps et ps. Pour cela,
décomposons le carré [0, 1]2 en deux triangles Ty et Ty : [0, 1]> = T} U Ts.

T = {(N2,M3) €[0,1]% p2 < M3}7

T = {(uz,us) € 0,1 p2 > lig}.

Effectuons ensuite le changement de variables suivant, dans 75 :

M2 = 13
M3 = H2.

Il transforme 15 en 17 et son Jacobien vaut 1. Nous sommes alors conduit &

(z, y1(p1, pa, 3
I (x) =7z / / by Ma K ))Ms (1 = pz) dpa dpo dp
0,1] JTWU Ty |z =yl

3 y Y )
IL(z) =7 (x / / 1(p Maz H3))u3 (1 — )
0,1] J1, |z — y1

F Z, y ) )
+ 2 ?ilwlgllf b)), (1—u2)}dﬂl dpiz dpis,

avec 1 = po g + (1 — o)y et gy = ps Xo + (1 — p3), donc

io— o= p2 (i — §p) + ps(Xe —2).

On effectue a présent, le changement de variables suivant, dans 77 :

pz = ¢
po = n¢
n,¢ € [0,1].

Il transforme 77 en le carré [0,1]? et son Jacobien vaut ¢. Nous obtenons avec ce changement,

. B F(x, y1(p1,¢,m)) _ (2-a)
ko) =m /[0,1]3 { A(z, pa, Cm) -oe

+ nga ﬂl(ﬂl,Cﬂ?))
Al(%ﬂl»(ﬂ?)

(1=mn¢) n<<“>} d¢ dn dpa,

avec B
1= X3+ (1 — p1) Xy,

Y =n¢ Xa + (1 =),
yl(ulaCan):CyH—i_(l_C)y;v
Al(xa,ulaC777) :y~1 - y/l =+ T](XQ —$)7
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et ,

U =CXo+ (1= (),

91 (15 ¢m) = nC g + (1= nQ)ys,

Ai(@,p1,Cn) =0 — 5y) + Xo — .

Un calcul similaire nous permet d’évaluer ensuite, les intégrales I7.(z); ¢ =2,3,4.

* Cas1=2: Kso(z) = Xq12X3Xy

Yo = p1 X3 + (1 — p1) Xy,

Yo = n¢ X1 + (1 =)z,

Y2(i1,¢,m) = (o + (1 = Q)ya,

No(x, 11,$,m) = 2 — Yo + 0 (X1 — ),
et ,

Yo =CX1+ (1= Qx,

92(11, ¢ m) = nC g2 + (1= 1¢) B,

Aog(, p1,Cm) =1 (G — 92) + X1 — =
* Cas i =3: Ks(z) = X1 XoxXy

Uz = p1 Xo + (1 — p1) Xy,

Y3 = n¢ X1 + (1 =)z,

ys(p1, ¢m) = Cols + (1= Qs

Ng(w,m, Cm) =05 — 3 + (X1 — ),
et ,

U3 = (¢ X1+ (1= (),

(1, G.n) = 0G4 + (1= 11C)7s,

Ag(a, 1, ¢m) =0 (s — 03) + X1 —w.
* Cas i=4: Ky(z) = X1 X2 X3z

Ya = p1 Xo + (1 — p1) X3,

s =n¢ X1+ (1=nl)z,

ya(u, €)= Coa+ (1= Qs
Aa(m, 1, ¢,m) = s — Yy + n (X1 — ),
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et ,
Uy =C¢X1+ (1 -,
G, Com) = nC ga + (1= 1¢) s
A4(-T7M17C7,’7) = 77(y~4 - gé/l) + Xl — .
Finalement par cette méthode, I'intégrale I, xx s’exprime :
4
F(Ia yz(:“‘la(vn))
I .KK:/ vi(T / Ja(C
“ K{; 7’( ) [0,1]3 Az‘(%ﬂlaCﬂ?) @( )
(2.18)
F(l‘, (:U/lac 77)) T
T A Jo(Cm) ¢ dCdndpy ¢ dz,
Az(x :ulaé- 77)
avec Jo(€) = (1= ¢)CPY, Ja(¢,n) = (1 =n)n¢? % et pour i € {1,2,3,4}, y(z) =
|P(K;(z))] = 6|K;(x)|. Notons que |K;(z)] = \i(z) K[, on A\i(z) est la i-éme coordonnée ba-
rycentrique de x dans K. Nous avons donc vi(r) = 6\i(x)|K|. Nous avons défini, ci-dessus, les
vecteurs v, yl, yl, Yi, Ui et les scalaires A;, A;. |
Meéthode 2

Pour chaque i € {1,2,3,4}, nous décrivons y € K;(z) a I'aide du segment [z, 2], ot z; est un
élement de la face 3; opposée a x, dans le tétracdre K;(x). La variable z; sera décrite par une
formule de quadrature sur le triangle.

* Casi1=1: Ki(z) = X0 X3Xy

On considére z; € ¥, = X X3X4 et on définit y € [z, z1], en posant :

y=y=0—-pz+pz; pel0l]

Cette définition entraine que y;3 — © = u(z1 — z), et la formule d’intégration permettant de
passer du tétraédre & un domaine impliquant I'une de ses faces (annexe A), nous conduit a :

Kq(
I}((I) | 1 |/01]\/2 z, Y1 :vazl)) (270‘)d,uds(zl).
1

1] R
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

* Cas i=2: KQ(Z‘) = X1$X3X4
On considére z9 € XOJQ = X1X3X, et on définit y € [z, 22, en posant :

Y=y =1 —pz+pze; pel0l]

De méme yo — x = p (22 — x), et on est conduit a :

I (z) =3 |K2 ) / / G M’Zz)) (27‘1) dpds(za).
0,1] /5, B

Les intégrales I (z) (¢ = 3,4) sont évaluées de maniére similaire. Finalement par cette mé-
thode, I'intégrale I, gk s’exprime :

4
:C yl Hy Zl)) (270()
I, = i duds(z;) ¢ dx, 2.19
e /}({;O— /Olﬁ x—z‘(k ,LLS(Z) x ( )

K; K
ol pour ¢ € {1,2,3,4}, oi(x) = 3| ()] = 3/\Z-(x)|o—|

%] P
définis ci-dessus. [ ]

. Les faces ii et les vecteurs y; sont

Pour cette configuration des tétraédres, les méthodes 1 et 2 transforment chacune, I, xx en une
intégrale singuliére d’ordre a—2 par rapport & une variable uni-dimensionnelle. Les deux méthodes
n’ont en fait aucun impact sur la singularité de I, ik, lorsque celle-ci est forte (o > 3). En effet,
les valeurs a < 3 démeurent celles pour lesquelles la singularité est affaiblie. Cependant, pour des
intégrales I, xx faiblement singuliéres de 'odre de @ < 2, cette méthode léve complétement la
singularité et l'on peut évaluer 1'une des intégrales (2.18) et (2.19), directement par des formules
de quadrature. L’expression (2.19) est celle qui a été implémentée pour les tests numériques, parce
qu’elle est la plus simple & mettre en oeuvre.

2.2.5 Cas particulier pour le tétraédre et 'une de ses faces
Figure 1 :

On cosidére l'intégrale

IKE—// = )diC ;o oa>0.
Ix—yl

> est une face du tétraédre K, que nous désignerons par X; X5 X3. Nous décrivons = € K, en le
considérant sur le segment [X4,2 | o = est un élément de X :

=(1=2)z + XXy ;3 (Az)e[0,1] x 2.

On évalue a présent l'intégrale Ixs; avec ce changement de variables. Nous appliquons a l'in-
tégrale sur le tétraédre K , encore le résultat du changement de variable introduit & I’annexe I :

)‘T7x y] ,
Les = / // ds(y) ds(x' ) dA,
KX KX 0. 120, 2) — y|® (y)ds(x)

K
avec Oks = 3‘7”.
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

Pour la variable d’intégration externe 2" donné sur le triangle 3, a l'instar du cas ou les tétra-
édres ont une face commune, on découpe X en trois zones concourantes en z'. Le triangle X est
alors subdivisé en sous triangles X 1Xo, x,Xng et QTIX3X1, et la réunion de ces sous triangles
est décrite par la variable d’intégration interne y € . La variable y est exprimée dans chaque sous
triangle comme combinaison du sommet z et d'un point g sur I'aréte opposée.

T X0 X5 sii=1

Donc pour tout = X, Ei(xl) est le triangle ¥ X3X, sii=2

£’ X1 Xy sii=3.
Figure 2 :

Nous avons ainsi

3 o
I = JE d
Ky 5}(2;/2 s(z)ds(x

/ / Az’x)y} (1—Ao)2ds(y)dre; i=1,2,3
avec Z - Nz s\y x5 t=1,24,9.
[0,1] /5 (2)) |33 Az, ') = yl®

Remarque 15. Si X;(z') est dégénéré alors Uintégrale I (z') n’a aucune contribution (i.e I(x') =

0).
Evaluons & présent I%(z') pour i =1,2,3.
e ;=1 (dans ¥; := m/X2X3)
g1 =(1—=X) X2 + Ay X3; Ay € 10,1]

y1=y=(1—p)x + pyi; ty € 10,1]
Le triangle ¥ (z') est transformé en le carré unité [0, 1]2

dy dy

J= | %Y
L o, o,

oy _ ~ ! Oy _
avec gl =41 —x et = ty (X3 — X3). Donc

Ji= pyl(Xs— X2) x (i *x/)|

= y|(Xs = Xo) x (Xz—2)

Ji= 2p, 212
par conséquent, on obtient

I%:(x,) = 2|21(xl) I%;(x,,/\y) dAy,

(0,1]

1 ’ F [x(Amaxl)vyl(xlv)‘ywuy)} 5
avec Ig(x,)y) = / — (1 — Ap)"poy dpey dAg.
0,12 |z —y1

71



CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

Nous avons  — y = A\p (X4 — ') + py(z — §1). Puisque ¥, (z') est non dégénéré, alors
r—y=0 <= Ay =py; =0.

Nous introduisons ensuite, la transformation de Duffy [15] sur les variables A, et p,. Pour cela,
décomposons le carré [0, 1]2 =Ty U Ty :

T = {(Aw,m c01% py< A}

T = {()\mnuy) € [07 1]25 My 2 )\z}

Nous effectuons ensuite dans T} et Ts, les changements de variables suivants :

e Dans T}
)\a: = C
Hy =G
n,¢ €[0,1].

11 transforme T} en le carré [0, 1] et son Jacobien vaut (.

e Dans T
>\3: = CTI
Hy =T
n,¢ € [0,1].

Il transforme 7T en le carré [0, 1]? et son Jacobien vaut 7.

La décomposition nous conduit & :

2
I%J(xlv)‘y) = ZM;’Q(,I ) Ay)a

q=1

1 , F|:£E(/\I,’l}/),y1($/,)\y7ﬂy):| 9
ot ng(z,xy)z/ (1= A)2uy dyay o

T, ER

A T'aide des changements précédents, nous avons pour g = 1,2,

L F (w14(',Cm)s yra(e' s Ay )
Mg (z, Ay) :/

, J1,4(C,m) dC dn,
[0,1]2 Al,q(x 7)‘1/74.577) lq( ) !

avec

) (Xy+ (1-0)a si g=1
Il,q(z 7<7n) = ,
nCXse + (1=nQaz st ¢g=2,

, i+ (L—nQ)a’ s g=1
yl,q(x 7)‘y><a77) = ,
ng + (1—n)z si ¢g=2,
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2.2 Traitement des singularités : une méthode de changements de variables

| Xa—2' + @ —q)*  siog=1

A1,11(:2/3 )‘yagan) = , ,
[((Xa—z) +2 -G |* st ¢g=2,

et

(1-0)n¢®  si g=1

Jl,q(Caﬁ) =
(1- 7]@)277(2’6‘) si g=2.

Nous obtenons ainsi

J1,4(¢,m) dC dn} dXy.

L) = 2[i() {ZQ:/ il GRSV VCRRSL))
xTr )= X n
> ! [0,1] g=1 [0,1]2 Al,q(x 7>‘y7<a77)

Un calcul similaire nous permet d’évaluer ensuite, les intégrales Ig(x/); 1=2,3.

e i =2 (dans ¥y := $IX3X1)

Jo = (1= Xy)Xs + Ay X1

(Xy+(1-0)x si g=1

:C2,(1(x/7<777) = ,
n¢Xs + (L—nQ)x si q=2,

nCge + 1-n0)z  si g=1

y2,q(x 7)‘yv<a77) = ,

\X4—x/+n(xl—§2)\a si g=1

Aqu(l‘ 7)‘y7<777) = , ,
[((Xs—2) + 2 —G2|* si ¢g=2,

et
JQ,Q(Can) = Jl,q(<a77)7 pour q = 1a2
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

e i =3 (dans X3 := aleng)

g3 =(1—X)X1 + Ay Xo.

/ (X4 + (1-0)x siog=1
l‘37q(l‘ 7C777) = ,
n¢Xa + (L=nQ)x si g=2,

/ nCis + (L—nQ)a’ s g=1
y3,q(x ,)\y,CW) =

’

, | Xy —2 + n(z —g3) | si g=1
AS,q(-'lj a)‘y7<777) = , ,
[((Xa—2) +2 —g3|*  si g=2,

et
J3,q(<777) = J17q(<a77)7 pour q = 1a 2

Finalement par cette méthode, I'intégrale Ixs est :

Ixs = Bks /Z{Z I%(xl)}ds(m/)

F (ﬂci,q(x/,ém), yi,q(xlv /\y7C:77)>

3 2
Ixs =23 / / i (z i
= fe= » J[0,1] { ZZ =i )l [0,1]2 Ai,q(x 7)‘yan77)

i=1 g=1

Jiq(C,m) dn dC} Ay ds(x).

Les vecteurs w; 4, ¥; 4 €t les scalaires A; 4, J; 4 (i =1,2,3; ¢ =1,2), sont donnés ci dessus.

Pour ce cas particulier, I'intégrale est transformée en une intégrale singuliére d’ordre o — 2
par rapport & une variable uni-dimensionnelle. Pour un ordre de singularité o < 2, la méthode
permet de lever complétement la singularité et d’évaluer 'intégrale [ s avec des formules standard

d’intégration numérique.
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2.3 Application : régularisation de 'opérateur intégral volumique

2.3 Application : régularisation de ’opérateur intégral volu-
mique

La discrétisation de I’équation intégrale volumique (2.1) a la section 2.1 nous conduit, pour la
résolution du systéme linéaire (2.8), a I’évaluation des intégrales singuliéres suivantes :

Q

An,n,h,ij’u = /7 wi(x)V (/ n(y)cpj(y)VyGR(m — ) 'Udy> dx
" (2.20)
— K2 (/ %(x)/f n(y)e;(y)Gr(z — y) dy d:r) u,

h Qh
N 3 eirlel o— o N
ot u € C?. On rappelle que G (z) = prp pour z # 0 et que Q, = U K, ou les K, sont

=1
des tétraedres. Les fonctions ¢;, ; et n sont scalaires, avec ¢; et ¢; des fonctlons de base de la
discrétisation et n = 1 —&;, ou &, est la permittivité électrique relative du milieu. En utilisant le

maillage de €2, on se raméne &

iU = Z Z {/ (/K n(W)e; () GGz — y) ~udy) dx

n=1m=1 m

(] o) [ e Gl =)y i) uf.

m

Quitte & introduire 'inconnu E= nE dans I'équation (2.1), il suffira donc, pour évaluer 'intégrale
volumique, de nous intéresser aux intégrales de la forme

Ay = [ @V ([ o960 ud) o

—K? (/K @i(w)/ij(y)Gn(x—y) dydw) u =2

ot u € C3 et K et L sont deux tétraédres du maillage. Nous décrivons dans la suite, I’évaluation
de ces intégrales selon que K et L sont différents et non disjoints (quasi-singularité) ou qu’ils sont
confondus (singularité). Quand K et L sont disjoints, nous évaluons I'expression (2.21) directement
par des formules de quadratures standard.

2.3.1 Configurations de quasi-singularités

Lorsque les tétraeédres K et L du maillage sont différents et non disjoints, ils partagent exac-
tement soit un sommet, soit une aréte ou une face. Pour évaluer 'intégrale (2.21), nous pouvons
commuter ici, I'intégration et la différentiation. On a

Ascri5(u) = / oi(2) / 1(0) Vi (GG — y) - w) dyde

K L
— K’ (/K soi(fc)/L%(y)Gn(w—y)dydw>u

En notant V,V, la matrice d’opérateurs différentiels dont les entrées sont 9,,0,, (4,7 = 1,2,3),
on a V; (VG —y) -u) = (MGl —y))u = —(VVG.(z —y))u pour & # y, oll on a noté
VVG(x —y) == Lt Gr(z —y) = V,Gu(z — y) Nous utiliserons dorénavant cette notation et
préciserons, si besoin, la variable par rapport a laquelle la dérivation est faite. Ces considérations
nous emménent & la définition de la matrice de fonctions (appelée tenseur de Green dynamique
par les physiciens) :

(2.22)

Guto) = (1457 ) Gula =) pour @ 2,
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

Avec cette définition, nous récrivons (2.22) :
Arcrij(u) = — K (/K %(m)/Lsoj(y)Gn(fC,y) dy dw) u

Nous appliquons ensuite, & I'intégrale quasi-singuliére Ay ;; = / / vi(z) ¢j(y) Ge(z,y) dy dz,

KJL
la méthode de traitement des singularités que nous avons développée a la section 2.2. Pour cela,
avec

K|z
e
0;Gu(z) = (iklz] = 1) —— x;
(@) = (inlel = 1) {0
eirlr] 3 2 2 2
0;;Gr(x) = prps {méij|x| — 0ijlz|* — K x| — Bikaxjla] + 3xixj},

on explicite

pirlz—y|

Gr(z,y) =

drr2|z — yPp { (/@2|x —y* +ikle —y — |z - y|2) I

— (K|lz —y|* + 3ikle —y| = 3) (x —y) (= —y)T}~

Nous écrivons ensuite Ak, ;;, avec cette expression de G, (z,y), sous la forme :

f( )
(2.23)
g (z,y)
+Z/ /% ) i (y) y‘gq( y)(x—y)Tdydx},
avec
fi(z,y) = K2etle—yl a; =1
fa(z,y) = iretrle—vl g =2
f3(x,y) = —eirle=vl o3 =3
(2.24)
91(z,y) = —rZemlevl = —Fy (2,y) pr=3
ga(,y) = =3ire™ 9 = 3Ry (z,y) By =4
g3(w,y) = 37l = —3F3(x,y) O3 = 5.
Sachant que (z — y)(z — y)T = O(|z —y[*) quand |z — y| — 0, la singularité de lintégrande
impliquant g, est en fait d’ordre 5, — 2 (¢ = 1,2,3). Pour ces valeurs des «, et (3, et pour

les positions relatives de K et L considérées ici, la méthode permet de lever la singularité dans
Akr.ij, puis de I'évaluer par des formules standard d’intégration numérique.

2.3.2 Configurations de singularités

Nous considérons, ici, I'intégrale (2.21) que nous désignerons par A ;;(u) lorsque les tétraédres
K et L sont confondus. Une commutation de l'intégration et de la différentiation, comme dans la
sous-section précédente, nous conduirait & une intégrale fortement singuliére. Notre méthode de
traitement des singularités ne permettant pas de régulariser les intégrales fortement singuliéres,
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2.3 Application : régularisation de 'opérateur intégral volumique

nous allons alors présenter trois approches équivalentes pour appliquer la méthode a des intégrales
faiblement singuliéres. La premiére approche consiste en une soustraction de la singularité, par la
solution fondamentale de Laplace, combinée & une intégration par parties au sens des distributions.
Les deux autres approches sont simplement des intégrations par parties, au sens usuel, du premier
ordre et du deuxiéme ordre.

i) Soustraction de singularité

On désigne par Bk ;j(u), le premier terme de I'expression de Ag ;;(u) donnée dans (2.21) pour
K = L. Clest a dire

Biesw) = [ oV ( [ ei096uto ) udy) a

Il s’agit ici, de scinder I'intégrale en une partie faiblement singuliére a laquelle on pourra appliquer
directement notre méthode de changements des variables, et en une autre partie fortement singuliére
qui sera d’abord transformée gréce a la théorie des distributions, avant d’étre soumise a la méthode

développée. Soit Go(z) = (x # 0), la solution fondamentale de Laplace. On soustrait Gg

1
4|z
de G, et on a

Brisw) = [ i@V ( / ¢j<y>vy<Gn<x—y>—Go<x—y>>-udy) s

(2.25)
+/ pi(z)V (/ 0i (W) Go(x — y) -udy> dz.
K K
g — WM (2)
On pose B ij(u) = By ;;(u) + By (u), avec
B, = [ ei@v ( | )% (Gula =) = Gale — ) udy) da
(2.26)
52,00 = [ @ ([ 6ol - ) wdy) an
K K
L’intégrale Bg?ij (u) est ensuite décomposée en Bg,)ij (u) = Cg(ly)ij (u) + Cg?ij(u), ol
A0y = [ e ([ ) = i) Teale - ) udy) do
(2.27)

Cg,)ij(u) = /K%(I)V (/K ;i (2)V,Go(z —y) -udy> dx.

La faiblesse de la singularité dans Cg)ij (u), grace a la différence (p;(y) — ¢;(x)), permet de com-
muter 'intégration et la différentiation. On obtient alors

i) (u) = /K oi(2) /K (05(0) — 03 (@))% (G,Golx — 1) - ) dydz
(2.28)

- /K pi(2)Vipy () ( /K Y,Golx — ) -udy) da.

Par ailleurs, on a

Cie)(u) = /Kw(ar)wj(x)v (/K VyGo(x—y)-udy> dx
(2.29)

+/Ks0¢(x)V<Pj(:r) (/}(V@,Go(x_y).udy> da.
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

L’addition de (2.28) et de (2.29) annulant leurs seconds termes, on obtient

B, (u) = /K oi(x) /K (03(0) — ()% (GGolx — y) - u) dydz

+/Kgai(m)g0j(x)v (/K V,Go(z — ) -udy> dx.

En introduisant la matrice d’opérateurs différentiels V'V, ou VV, notons que

Vi (VGo(z —y) - u) = (bV,Go(r —y)) u et que
-V </K VGo(z —y) 'Udy>

v ([ w6t udy)
<[(fam)

- (vv | Gole =) dy> u.

Donc

B2, (u) = ( /K /K mx)(%(w—%(m)wcm—y)dydx)u

_ {/K ei(7)pj(x) (VV/KGO@ —y) dy) dm} .

Pour évaluer le second membre de (2.30), nous utilisons la théorie des fonctions généralisées décrite
dans [17]. Pour cela, notons 1k la distribution a support compact définie pour toute fonction test

¢7 par <1K7,(/1> = /I<w<.'1/') dr. On a

(2.30)

(Vig, )= (1, V¢)
—/KVdJ(x)d:r (2.31)

(Vi) = — /6 n(@)ia) ds(o)

ou n est le vecteur unitaire normal extérieur & K. On applique ce calcul pour obtenir

VV/KGo(x—y)dy: VV (1k x Go) (z)

(V].K * (VGO)T) (.73)

(2.32)
(Vig, (VGo(z —.))")
= [ W)@l )" ds(o).
OK
Avec V,Go(z —y) = 7Y ona légalité suivante (figurant également dans [36] et [30]) :

dnlr -y

e — T
vV [ Galo iy = /aK"(y)(y)ds(w.

T 4n |z —y[3
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Nous pouvons alors écrire

B, (u) </L/¢z (50 <@@»%%Gax—dem>u

w5z ([ oo HER )

Par ailleurs, la faible singularité dans B K ;; (1) permet aussi de commuter l'intégration et la diffe-
rentiation dans (2.26) et d’écrire

(2.33)

B, = [ [ @)% (%(Gale =)~ Gola =) ) dyda
(2.34)
B, (w) (//%g% TGl )~ Gole ~ ) e ) w
Finalement en posant
Crss = [ [ a)es )05 (Cula =) = Golir =) dy o
Dk,ij = //wz (0i(y) — 9 (@)L Y,Go(z — y) dy dx (2.35)

- ny)(z -y’
gK,z] - / /{jK (pz <pj |IL‘ y‘g d ( )d

nous avons B ;;(u) = (CK’Z-j + Dk ,ij + £k,ij) u. Les intégrales Cr ;j, Dk ij et Exij étant faible-
ment singuliéres, nous utiliserons le traitement des singularités développé en section 2.2, pour leurs
évaluations. Plus précisement :

¢ Evaluation de Cg ;;

Rappelant les dérivées partielles d’ordres 1 et 2 de Gy :

T;
%Golz) = - T

7 51 2
%w)gﬁLJﬂ

47|z ’
ol d;; est le symbol de Kronecker, on explicite

ViV, (Gr(z —y) — Go(z —y))

eirlr—yl
=< —iklz —y’T + (k| —y|+ 3ik) (z — y)(z —y)T yrp—
Lle=yPI=3@ -y —y)” <6"”y' - 1>
drla —y|* lz—yl
etrlz] _
La fonction x — ————— étant analytique au voisinage de l'origine, 'intégrale Ck ;; est fai-

||

blement singuliére et nous lui appliquons alors, notre méthode de traitement des singularités en

écrivant :
1 22 ( y)
CK,ij = { </ / 901 Lp] |ap d d:z:) I

3
( y)
JrZ/K/K%Oz ‘PJ y|54 (xy)(xy)Tdydx},

(2.36)
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avec ,

Fi(x,y) = —ikelz=vl ay =2

inlz—y| _q
e
Fy(x,y) = ———— ag =2
[z -yl
Hi(r,y) = w2l =3 (2:37)
Hy(x,y) = 3ike Izl Ba =14
iklz—y| _
e
H3(z,y) = 3 = 4.
|z —y|
e Evaluation de Dy ;;
Puisque nous nous limitons aux éléments finis d’ordres k < 1, nous écrivons
©;i(y) — pj(x) = V() (y — ) et
Diis= [ [ @) Ves@) - (- 2) U5 Golo — ) dy da
Dicij = / /¢2 £) Vi, (2) - vl.y) 2 — [ Colx — y) dy

ol nous avons posé v(x,y) = ‘ E On explicite ensuite

r—y

[z~ 3% Cole 1) = - (o~ yPT= 3z~ y)(a —y)”
nve Az —y|t '
Puisque v(z,y) = O(1) quand |z — y| — 0, l'intégrale Dy ;; est faiblement singuliére et nous lui
appliquons également la méthode de changements des variables, en écrivant :
1 Fs(z,y)
Pris= 323 ([ ] o) Vesto) vl 28D dyar) 1
! 47{ K JK ! |z —ylos
(2.38)
H4 Z,Y
/ / pi(z) Voj() - v(z,y) = ( I"Z (x —y)(z - y)Tdydx},
avec
Fy(z,y) =1 az =2
(2.39)

H4(xay) =-3 ﬂ4 =4.
Lestimation (z — y)(z — )T = O (Jz — y|*) quand |z — y| — 0, et les valeurs de «, et 3, (p =
2,3, ¢ = 1,2,3,4), permettent & la méthode de lever les singularités dans Ck ;; et dans Dy i,
puis de les évaluer par des formules standard d’intégration numérique.

e Evaluation de £k ;;

L’intégration sur le bord 0K du tétraédre K se décompose en une somme d’intégrations sur les
faces A; (1=1,2,3,4) de K. La normale n étant constante sur chacune de ces faces, en notant n,
sa restriction & /\;, nous avons

4 T
1 T —y
Ekij=—— n // i(x) () —== ds da:) .

K 4wg£z(K | e@eio) s
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2.3 Application : régularisation de 'opérateur intégral volumique

Pour compléter 'évaluation de £k ;5, nous lui appliquons la méthode de changements de variables
développée précédemment, pour le cas particulier du tétraédre et I'une de ses faces.

ii) Intégrations par parties d’ordres 1 et 2

Nous reconsidérons le premier terme B ;;(u) de Uexpression de Ag ;;(u) donnée dans (2.21).
Une alternative a la méthode de soustraction de singularité, exposée précédemment, est 'applica-
tion d’une intégration par parties directement sur Bk ;;(u). Ceci conduit &

Bt = [ el ([ w(y)%@(x—y)-udy) dr

Bk,ij(u) = — KV%(x) (/K @j(y)VyGn(x—y)-udy) dx

" /a _n(a)ei(a) ( /K 3 (9) %Gl — 1) -udy) ds(x).

Sachant que pour tout (a, b, c) € (C?)3, (b'c)a = (ab”)c, nous obtenons pour l'intégration par
parties d’ordre 1 :

Bt = ([ [ e0)¥eie) (6o~ )" dyds) w
(2.40)

+ (/BK /K oi(x)e;(y)n(z) (VGu(z —y)" dy ds(x)> w

C’est a dire B ij(u) = (Bk,ij1 + Bk.ij2)u, avec

Biciji = — /K /K 03 (1) Vi () (GGl — ) dyda

Biiys = /6 . /K i) 03 (0)(2) (GGl — )" dyds(x).

Les intégrales Bx ij,1 et Bk, ij2 sont faiblement singuliéres. On peut donc les évaluer a l'aide de
notre méthode de traitement des singularités. Nous pouvons encore appliquer, a (2.40), un niveau
supplémentaire d’intégration par parties. On obtient ainsi

Br.iji = —/KV%‘(J?) (/K ;i (W) VGr(z —y) dy)T dx
Brsn= [ [ Gulo—n)Veila) (Ves(0)" dudo

- / / Gl — )03 (0) Vs (1) (y)T ds(y) da
K JOK

et

Bisa= [ elan() ( / go;-(ywyc:ﬁ(x—y)dy) ds(z)
Biijs = — /B . /K G — y)pi(a)n(x) (Voo ()" dy ds(x)
+ / Gl — y)pi(2) 0y ()n(@)n(y)T ds(y) ds(z).
0K JOK
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CHAPITRE 2 : Résolution de ’équation intégrale volumique

D’ou l'intégration par parties d’ordre 2 : Bg ;;(u) = <5K7ij71 + gK,ijg + gK_’ijﬁ + gK,ijA) u, avec
Brcijn = / / Glz — 4)Vei(e) (Vo))" dyda
K JK
A / / Gl — )0 () Vepa(a)n(y)T ds(y) da
K JOK
[ / / Gz — y)pi(@)n(z) (Voo (1) dyds(x)
0K JK

Br.iju = / Gl — y)pi(@)p; (y)n(@)n(y)T ds(y) ds(z).
0K JOK

Ces intégrales sont toutes faiblement singuliéres. Les intégrales gK,z‘j,th,ij,z et B K .ij,3 peuvent
étre évaluées par notre méthode, et 'intégrale By ;54 peut étre calculée a 'aide de la méthode
introduite par Jean GAY sur les triangles (voir [12, 33, 35, 39]).

Remarque 16. Dans cette sous-section, nous nous sommes intéressés a l’évaluation du premier
terme B ;j(u) de Uexpression de Ak ;;(u) donnée dans (2.21) pour K = L. Le second terme est,
quant & lui, faiblement singulier avec une forme plus simple (sans différentiation). Il peut donc étre
évalué directement par la méthode de traitement des singularités développée a la section précédente.

82



Chapitre 3

Tests numériques

L’objectif majeur de ce chapitre est la présentation des résultats que nous avons obtenus pour le
calcul numérique du profil de rayonnement électromagnétique issu d’un probléme de transmission
d’ondes électromagnétiques. Considérant le probléme de transmission, le champ a l'intérieur du
domaine est déterminé par la résolution numérique de I’équation intégrale volumique rappelée au
chapitre 2 par l'expression (2.1). Le champ diffracté est ensuite exprimé directement a partir de
ce champ intérieur et de 'une quelconque des formules de représentations intégrales équivalentes
décrites au chapitre 1 (proposition 2). Le développement asymptotique de l'expression du champ
diffracté nous conduit, enfin, & I’expression du profil de rayonnement ou champ lointain. Le travail
numérique a donc reposé sur I'implémentation de I’équation intégrale dans le volume. Cette im-
plémentation s’est effectuée dans le cadre du développement du code Mélina++, dans lequel nous
avons intégré les outils nécessaires a la résolution de I’équation. Notamment, une partie significative
du travail a consisté & mettre en ceuvre les méthodes développées au chapitre 2 pour le traitement
des intégrales singuliéres impliquées dans la définition de la matrice d’influence du systéme. Ce code
est une librairie d’éléments finis développée au sein de 'PIRMAR (Institut de Recherche Mathéma-
tique de Rennes) par Daniel MARTIN, afin de résoudre numériquement la plupart des problémes de
type variationnel. C’est une version en langage de programmation C++, de la version Mélina en
langage Fortran 77 utilisée dans le cadre de nombreuses théses. En attendant la version finale de
Mélina++, le code Mélina est consultable a adresse internet suivante : http://anum-maths.univ-
rennesl.fr/melina/index.html.

Le chapitre débute par une présentation des courbes de convergence des matrices élémentaires
pour 'assemblage de la matrice d’influence du systéme. Nous illustrons ensuite le spectre de ’opé-
rateur intégral volumique pour quelques valeurs du nombre d’onde . Nous exposons enfin les ré-
sultats de notre calcul du champ lointain, par comparaison avec ceux du calcul avec la série de Mie.

3.1 Convergence des matrices élémentaires

Nous avons observé, dans un premier temps, la convergence de l'erreur relative des coefficients
des matrices élémentaires pour 'opérateur intégral volumique. Les intégrales présentes dans ces
coefficients ont été évaluées par la formule de quadrature de Gauss-Legendre. L’erreur est alors
estimée en fonction du degré de la formule d’intégration et relativement & la matrice élémentaire
donnée par la formule de degré égal & 17 qui est ici le plus haut degré que nous avons fixé. Les
observations ont été faites pour les différentes positions relatives de deux tétraédres d’intersection
non vide dans un maillage tétraédrique conforme et pour les différentes fonctions de base de La-
grange d’ordre 1 & supports sur ces tétraédres, avec les valeurs du nombre d’onde x = 0,1, 2. Les
figures 3.1 — 3.4 illustrent les convergences de 'erreur pour les différentes positions des tétraédres
et pour k = 2. Les matrices élémentaires sont de taille 3 x 3 (9 coefficients) et sont symétriques a
cause de la symétrie du tenseur de Green. Chaque sous-figure présente donc les coefficients non nuls
parmi les 6 de la partie triangulaire supérieure. Les trois sous-figures de la figure 3.1 concernent les
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CHAPITRE 3 : Tests numériques

coefficients des matrices élémentaires lorsque les tétraédres ont un sommet commun. Elles corres-
pondent respectivement aux cas oul les deux fonctions de base sont associées au sommet commun,
ou 'une seule des deux fonctions est assoiée au sommet commun et ot aucune n'’y est associée. Les
quatre sous-figures de la figure 3.2 concernent les coefficients des matrices élémentaires lorsque les
tétraédres ont une aréte commune. Elles correspondent respectivement aux cas oil les deux fonc-
tions de base sont associées & un méme sommet sur ’aréte commune, oil les fonctions sont associées
chacune & un sommet de ’aréte commune, ot I'une seule des deux fonctions est assoiée & un sommet
de 'aréte commune et ot aucune n’est associée 4 un sommet de I’aréte commune. Les quatre sous-
figures de la figure 3.3 concernent les coefficients des matrices élémentaires lorsque les tétraedres
ont une face commune. Elles correspondent respectivement aux cas ou les deux fonctions de base
sont associées 4 un méme sommet sur la face commune, o1l les fonctions sont associées chacune a un
sommet de la face commune, ot I'une seule des deux fonctions est assoiée 4 un sommet de la face
commune et ol aucune n’ est associée & un sommet de la face commune. Les trois sous-figures de
la figure 3.4 concernent les coefficients des matrices élémentaires lorsque les tétraédres sont confon-
dus. La premiére sous-figure correspond au cas ot les deux fonctions de base sont associées & un
méme sommet et les deux autres correspondent au cas ol les deux fonctions sont associées & deux
sommets distincts. Les résultats sont similaires pour les différentes valeurs de k que nous avons
testées. Les courbes nous montrent bien une nette convergence des coefficients. Cependant, comme
on s’y attendait, la convergence devient plus lente lorsque la singularité de 'intégrale devient plus
forte. En effet, lorsque les tétraédres ont en commun un sommet ou une aréte, I’erreur est au plus
a 1% dés que la formule est de degré égal a 7. Pour les deux autres configurations des tétraédres,
en revanche, il faut aller jusqu’a la formule de degré égal & 13 pour atteindre un tel pourcentage
d’erreur relative.
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3.1 Convergence des matrices élémentaires

Helmholtz 3D Kernel - case " one shared vertex" Helmholtz 3D Kernel - case " one shared vertex" Helmholtz 3D Kernel - case " one shared vertex"
1 ) TN
0 %\ » \\ -1 \
. SN gy
5 BN 5- 5 \
G - s 5 -
° ‘l\\\ o - ° \
S z S
T - = \ T 4
° ° °
e _, V\\\ o -4 \ o \
g - N g N g -
g g g .
3 . 36 3
-6 -7
7 -7 _
o 15 X 15 o 15

5 10 5 10 5 10
Degree of Gauss numerical integration Degree of Gauss numerical integration Degree of Gauss numerical integration

Fic. 3.1 — Convergence de Uerreur relative sur les coefficients des matrices élémentaires pour
la discrétisation de l'opérateur intégral volumique avec différentes fonctions de base de Lagrange
d’ordre 1 lorsque les tétraédres ont un sommet en commun. A gauche, les deux fonctions de base
sont associées au sommet commun. Au milieu, une seule des deux fonctions est associée au sommet
commun. A droite, aucune des deux fonctions n’est associée au sommet commun.

Helmholtz 3D Kernel - case " two shared vertices" Helmholtz 3D Kernel - case " two shared vertices"

TR T N
‘\Q'\\

Logarithmic relative error
L od

Logarithmic relative error
Lo

A

5 10 5 10
Degree of Gauss numerical integration Degree of Gauss numerical integration

Helmholtz 3D Kernel - case " two shared vertices' Helmholtz 3D Kernel - case " two shared vertices"

N
. N

Logarithmic relative error
Logarithmic relative error

/

5 10 5 10
Degree of Gauss numerical integration Degree of Gauss numerical integration

Fiac. 3.2 — Convergence de lerreur relative sur les coefficients des matrices élémentaires pour
la discrétisation de l'opérateur intégral volumique avec différentes fonctions de base de Lagrange
d’ordre 1 lorsque les tétraédres ont une aréte en commun. En haut o gauche, les deux fonctions
de base sont associées au méme sommet de l’aréte commune. En haut & droite, les deuzr fonctions
de base sont associées chacune & un sommet de ’aréte commune. En bas & gauche, une seule des
deux fonctions est associée a un sommet de l’aréte commune. En bas & droite, aucune des deux
fonctions n’est associée a un sommet de ’aréte commune.
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Helmholtz 3D Kernel - case " three shared vertices" Helmholtz 3D Kernel - case " three shared vertices"
0.

Logarithmic relative error
Lo s
IS &
Logarithmic relative error
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1. I |
//

5 10 5 10
Degree of Gauss numerical integration Degree of Gauss numerical integration

Helmholtz 3D Kernel - case " three shared vertices" Helmholtz 3D Kernel - case " three shared vertices"
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e
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Degree of Gauss numerical integration Degree of Gauss numerical integration

Fic. 3.3 — Convergence de lerreur relative sur les coefficients des matrices élémentaires pour
la discrétisation de l'opérateur intégral volumique avec différentes fonctions de base de Lagrange
d’ordre 1 lorsque les tétraédres ont une face en commun. En haut a gauche, les deux fonctions de
base sont associées au méme sommet de la face commune. En haut a droite, les deux fonctions
de base sont associées chacune & un sommet de la face commune. En bas a gauche, une seule des
deuzx fonctions est associée a un sommet de la face commune. En bas & droite, aucune des deux
fonctions n’est associée a un sommet de la face commune.

Helmholtz 3D Kernel - case " four shared vertices" Helmholtz 3D Kernel - case " four shared vertices" Helmholtz 3D Kernel - case " four shared vertices"
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Logarithmic relative error
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Fi1Gc. 3.4 — Convergence de l'erreur relative sur les coefficients des matrices élémentaires pour
la discrétisation de l'opérateur intégral volumique avec différentes fonctions de base de Lagrange
d’ordre 1 lorsque les tétraédres sont confondus. A gauche, les deuz fonctions de base sont associées a
un méme sommet. Au milieu et & droite, les deux fonctions sont associées a deux sommets distincts.
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3.1 Convergence des matrices élémentaires

Comme nous l'avons mentionné précédemment, les courbes ci-dessus représentent la conver-
gence de lerreur sur les coefficients des matrices élémentaires, relativement a ceux obtenus par la
formule de quadrature de degré égal a 17. Cette option est la conséquence du défaut de valeurs
de références disponibles pour ces coefficients. Les résultats précédents nous montrent seulement
que les coefficients convergent, mais ils ne nous indiquent pas que ceux-ci convergent vers les va-
leurs exactes. Dans ces conditions, pour renforcer nos résultats, nous les avons confrontés a ceux
d’une autre méthode dans le cas particulier du noyau de Laplace qui équivaut & Kk = 0 pour le
noyau de Green. Cette autre méthode est 'application de la transformation de Fourier, sur les
coefficients, que nous exposons ici. Le coefficient associé aux paires de tétraédres (K, L) et de

fonctions de base (¢, ) est M(K, L, ¢, 1) = / o)V, (/ VyGo(z — y)¢(y) dy) dzx, ot on rap-
K L

pelle que Go(z) = ] (z # 0). En prolongeant les fonctions ¢ et ¢ par zéro dans un domaine

D contenant K U L, I'entrée M, (K, L, ¢, ¢),p,q = 1,2,3 de la matrice est la forme quadratique

(2, Ppg¥)12(Dy = / () Ppgtp(x) dz, ott Ppgtp(x) = Oy, / 0z, Go(x—y))Y(y) dy. Cette forme qua-
D D

dratique est la restriction a L?(D) de la forme correspondante sur L?(R?), en prolongeant par zéro

a R?. Sur R?, 'opérateur P, est un multiplicateur de Fourier par le scalaire Py, (&) = (€,€,)/1€]°.

On rappelle que c’est I'entrée d’indice (p, ¢) du multiplicateur matriciel P(€) = (€€7)/|€]* vu dans

la preuve de la proposition 4 au chapitre 1. en notant par f la transformée de Fourier inverse pour
une fonction f, on écrit (Parseval-Plancherel) :

(907 ,quw)L%D) = (50, qu¢)L2(R3)

—

= (@, Ppg¥) 12(r?)

- / (@) Prail) d.
D

Pour ’approximation numeérique, le domaine D est un pavé de R? que nous maillons en
sous-pavés de N noeuds (™, n =0,1,..., N — 1 (N € N*). Avec ce maillage, on a I’approximation

N-1

[ 50 Pty do = LS B0) Bita™), (3.1)

n=0

ou |D| désigne le volume du pavé D. Les coefficients é(ax(")) sont donnés pour tout n € N,

1 - (n ~ (n
/ @(f)em( '€ d§ avec p(§) = Z(ﬁ(x("))e_”( "€ On en déduit la relation

par é(:c(”)) = —
|D| D neN

d’orthogonalité / gia(M-ggin'™) € d€ = 6pm|D|,Vn,m € N, ol dny, est le symbole de Kronecker.
D

La transformée de Fourier inverse discréte de @ est p(z(™) = + ]kV:_Ol @(E(k))e”(")'g(k). On a
naturellement une expression similaire pour ”P/pq\w(x(”)). Notons que la suite (§(x(™)),en est
N —périodique. C’est a dire que pour tout n € N, on a @(z**tN)) = 5(z(™). On pourra en ef-
fet prendre z("*N) — (") = [(z("*N) — z(W)). e ] e,,Vn € N ot p € {1,2,3} et e, est le p—éme
vecteur de la base canonique de R3 avec (£ - ep) [(z"tN) —2(™)) . e)] = 0 mod(27), pour tout
k=0,1,..,N —1. La quantité (z("+N) — z(n)). e, est en fait la longueur d’une des arétes du pavé
D. En revenant a I'approximation de la forme quadratique 3.1 avec les expressions des transformées
de Fourier inverse discrétes, nous avons

—_ N—-1N-1__ N—-1
| 3@) Prgita) da = DS~ 5 56 rpp(e®) 3 e €06,
k=0 =0 n=0
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N—-1
La propriété d’orthogonalité donne Z ein™ (€0 —e™) _ 0riN et elle nous conduit a
n=0
— ID| N—-1 o
| 5@ Pty dr = 55 3 B€) Priie®).
k=0
= 3 (gpgq) - .
Rappelant que P10 (&) = (&), on obtient finalement
e €17

— N-1 (k) g(k)y
[ B Pty o= LS (™) & &) 5iew)

Le calcul est implémenté par un code matlab présenté a I’annexe C.

Les figures 3.6 — 3.9 illustrent les convergences de l'erreur des coefficients approchés par la
transformation de Fourier. Cette erreur est estimée relativement aux coefficients obtenus par notre
méthode avec la formule d’intégration de degré égal a 17. Nous avons considéré, alors, les mémes
valeurs de références pour les coefficients avec les mémes configurations des tétraédres et des fonc-
tions de base que le test précédent (figures 3.1 — 3.4). L’erreur est estimée en fonction du nombre de
points utilisés dans la discrétisation pour un pavé englobant chaque fois les deux tétraédres. Dans
chacun des cas, nous avons utilisé successivement 129, 257 et 401 points pour la discrétisation dans
chaque direction de ’espace. On observe, également ici, une convergence plus ou moins lente des
valeurs des coefficients issues de la transformation de Fourier, vers celles issues de notre méthode.
On peut constater notamment sur la sous-figure en haut a gauche de la figure 3.8, correspondant au
cas ol les deux fonctions de base sont associées au méme sommet de la face commune, que Ientrée
de matrice élémentaire d’indice (3,2) a un comportement moins bon que les autres entrées non
nulles de la matrice. On rappelle que seules les entrées non nulles sont considérées et représentées.
L’observation des valeurs montre, comme on le constate sur la figure 3.5 ci-dessous des résultats
pour le calcul avec respectivement 129, 257 et 401 points, que I’entrée d’indice (3,2) est en O(107%)
quand les autres sont en O(1073). La faiblesse de I'ordre peut expliquer la lente convergence de
cette entrée, mais cette lenteur pourrait également étre due au fait que notre solution de référence
n’aie pas encore convergé. A l'inverse de notre méthode, on note par ailleurs un comportement
meilleur de la transformation de Fourier dans le cas ol les tétraeédres sont confondus. C’est a dire
lorsque la singularité est plus forte.
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3.1 Convergence des matrices élémentaires

=| Exple_Res_FT
B Exple_Res_FT:2:1 % v | ™% | Cv| #y =
=]

Exemple de Résultats de motrices élémentaires (M) du calcul par transformée de Fourier, —
pour deux tétraédres K et L avant une foce commune.

Coordonnées des sommets de K @ (@,@,8% (1,8 (B,1,8% (A,A,1)
Coordonnées des sonmets de L = (@,A,A (-1,8,8% (@,1,8) (A,A,1)

IR =T v - T T = T T R A R N

Les deux fonctions de bose Logrongiennes sont ossocices au méme sonmet (8,8,8%.

.
[

12
13 ¥ Solution tronsformée de Fourier :

15| |Nbre de points 129

16 —— Maleur de M :

7 -1.24781358673975 Y e-A3 3.5230388535229652-23 1.6382385964535592e-20
18 3.523A30853522968e-23 LT E24Y6127353e-03 1.5205653056456572-04
3 1.63A23085396453692e-24 1.52R868300640657e-04 1.98741 324761 2706e-A3

[

21| |Mbre de points 257

22 ——— Maleur de M :

23 -1.985594578767160e-A3 -1.18282 353052725 7he-20 -1.856408561 734 240e-20
24 -1.182RE30ER 2725 TRe-20 1.562847551371641e-A3 1.528462311058503e—A4
25 -1 .856486581 7342460820 1.5284623118RE0E a4 1.5628470615371471e-A3
26

27| |Mbre de points 481

28 - Maleur de M :

29 -2 . 2892861 780RA295e—-A3 -9.95109954 757745020 -9, 0482523985211 2920
30 -9.95189954 757 745Re—- 20 1.4598291660501451e-63 1468829557771 2e-04
31 -9.84825239852112% - 20 146882955777 7112e-604 1.45895291685681 3158e-63
32

33

34| |*¥ Solution de référence :

35

36 ——— Maleur de M :

37 -2.04275575AY 3e-A3 9.8A956831380e-21 -3, 938e-21

38 9. 8A986531580e-21 1.372817986253e-A3 1.56857985727e—A4

39 =3 PLTLTTI053e-21 1. B6BRTIEET2Ye—Bq 1.478248764T1e-A3

&4

41 |;

#

FiG. 3.5 — Un exemple de valeurs des matrices élémentaires pour la transformation de Fourier et
notre solution de référence lorsque les tétraedres ont une face en commun avec les deuzx fonctions
de base associées a un méme sommet de la face commune.
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Elem matrix relative error (log10)

Error on elem matrix —— case 1 common point
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FiG. 3.6 — Convergence de l'erreur relative sur les coefficients des matrices élémentaires pour la
transformation de Fourier avec différentes fonctions de base de Lagrange d’ordre 1 lorsque les
tétraédres ont un sommet en commun.

Error on elem matrix —— case 2 common points
Basis functions: nRow 0
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Fia. 3.7 — Convergence de l'erreur relative sur les coefficients des matrices élémentaires pour la
transformation de Fourier avec différentes fonctions de base de Lagrange d’ordre 1 lorsque les
tétraeédres ont une aréte en commun.
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Fi1G. 3.9 — Convergence de l’erreur relative sur les coefficients des matrices élémentaires pour la
transformation de Fourier avec différentes fonctions de base de Lagrange d’ordre 1 lorsque les

tétraédres sont confondus.

3.2 Spectre de 'opérateur intégral volumique

En vue de prédire la performance des méthodes itératives dans la résolution de l’équation
intégrale volumique, le spectre de 'opérateur a été analysé dans [44]. L’opérateur y est d’abord
discrétisé a l'aide d’'un maillage cubique et d’une technique de collocation ou de point-matching,
puis les valeurs propres de la matrice du systéme sont observées. Ces observations montrent que les
valeurs propres sont quasiment toutes localisées sur un segment, support du spectre essentiel sur le
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plan complexe. Les rares valeurs propres en dehors du segment correspondent aux résonances dans
les séries de Mie. La position et la longueur de ce segment dépendent uniquement de l'indice de
réfraction. Au regard de ces résultats, nous avons examiné les valeurs propres de la matrice issue
de notre discrétisation de l'opérateur intégral volumique. Considérant un obstacle diélectrique
homogéne Q7 'indice de réfraction, qui est ici la permittivité électrique relative ¢,., est un nombre
réel constant. Le support du spectre essentiel est donc ici situé sur ’axe réel du plan complexe.
Plus précisement, on rappelle ’équation intégrale volumique (cf. expression 2.1 au chapitre 2) :
1-A.)E:=1-nA,)E=Ej,,oun=1—¢, et

AB(x) =V | NGalz—y) By)dy - K’ | Gelz—v) Bly)dy.

L’analyse au chapitre 1 montre que ce probléme est mal posé pour une permittivité €, non bornée
ou appartenant a I’ensemble {0, —1}, c’est & dire pour un parameétre 7 non borné ou appartenant
a {1,2}. Le spectre de lopérateur intégral volumique A, étant l'ensemble des valeurs A telles
que le probléme (A1 — A,) E = E;,. est mal posé, les valeurs propres de 4, sont les valeurs
0, %, 1. Le support du spectre essentiel de opérateur intégral A, est alors le segment [0,1]. Les
figures 3.11 et 3.12 montrent les valeurs propres de la matrice issue de la discrétisation de ’opérateur
A,., respectivement pour les valeurs kK = 1l.e — 03 et k = 1. Les quatre sous-figures de chacune
de ces figures correspondent aux différents niveaux de raffinement du maillage tétraédrique avec
successivement 8 tétraédres (niveau 0), 64 tétraédres (niveau 1), 512 tétraédres (niveau 2), 4096
tétraédres (niveau 3). On observe effectivement que les valeurs propres sont quasiment toutes
localisées sur le segment [0, 1]. Le segment se densifie, avec Paugmentation de la taille de la matrice,
4 mesure que le maillage se raffine et on note, cependant, un léger dépassement aux extrémités de
Iintervalle pour les niveaux de raffinement 2 et 3. En ce qui concerne la figure 3.10, nous avons
effectué le test avec les mémes données que celles utilisées dans [44], afin d’obtenir des résultats
comparables. L’obstacle sphérique est alors a conductivité non nulle, avec un ratio kxr = 1 ot r
est le rayon de l'obstacle. Dans [44], 'indice de réfraction est m = 1.4 + 0.057 et il est lié a notre
permittivité relative par la relation e, = m?2. Nous avons donc utilisé la valeur n = 1 — m? =
—0.9575 — 0.144 et avons représenté les valeurs propres, cette fois, pour 'opérateur (1 — nAy). On
observe de ce fait, des courbes trés proches de celles obtenus dans [44].

Eigenvalues A for k = 1, eta = —0.9575-0.14i, and subdivision level = 2 Eigenvalues A for k = 1, eta = —0.9575-0.14i, and subdivision level = 3
o2 o2

RIS
o

. fb;-‘ -

PELs

| ]

Imag(})
Imag())

B

o6 0.8 1

14 14
Real(\) Real(A)

Fi1c. 3.10 — Valeurs propres de la matrice issue de la discrétisation de l'opérateur intégral volumique

(1 —nAx) dans la boule unité, avec k =1 et l'indice de réfraction complexe n =1—¢g, = —0.9575—
0.14% pour un maillage 6 512 tétraédres (a gauche) et a 4096 tétraedres (a droite ).
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Eigenvalues A for k = 0.001and subdivision level = 0 Eigenvalues A for k = 0.001and subdivision level = 1
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Fi1G. 3.11 — Valeurs propres de la matrice issue de la discrétisation de l’opérateur intégral volumique
A, dans la boule unité, avec k = l.e — 03 et un maillage & 8 tétracdres (en haut & gauche), a 64
tétraédres (en haut & droite), a 512 tétraédres (en bas a gauche) et & 4096 tétraédres (en bas a
droite).
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F1G. 3.12 — Valeurs propres de la matrice issue de la discrétisation de l'opérateur intégral volumique
A, dans la boule unité, avec k = 1 et un maillage a 8 tétraédres (en haut & gauche), a 64 tétraedres
(en haut a droite), a 512 tétraedres (en bas & gauche) et a 4096 tétraédres (en bas a droite).
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3.3 Profil de rayonnement électrique

3.3.1 Formalisme

Si E,. désigne le champ électrique intérieur obtenu par la résolution de I’équation intégrale
volumique dans le domaine Q7, le champ électromagnétique diffracté (Egirr, Haipy) est alors
donné, grace a la formule de représentation intégrale (1.19) (proposition 2 au chapitre 1), par

Eaigs(x) = V/m n(y) (Gu(z —y) - E.(y)) dy — n2/ 1(Y)Gu(z —y)Ex(y) dy

Egipp(z) = —VxVx - n(Yy)Gr(z —y)E.(y) dy,
1 .
Haigf(z) = —V xEafy = ikV X /7 N(Y)Gr(z —y)Ex(y) dy,
_ eitlz—yl
pour z € QF = R?®\ Q. On rappelle que G.(x —y) = yrp— Par définition, le champ
e —
électromagnétique lointain (E, H ») est donné par
ein\a:| . 1
ein\r|

Hifp(x) M{Hw(i)JrO <|;|)} 2| — o0,

ol T = ﬁ est sur la sphére unité de R3. Grace aux développements asymptotiques suivants, oil v
est un champ de vecteurs :

v x (u( ) emlx_yl) P {e—i“i'% < v(y) + O (lv(y)> } . |z = oo,

Y
lz —yl || ||
et
ik|z—y| K|z R
Ux % x (o) ) = 2 o et o axw()) +0 (LWL e,
|z =yl |z| ||

uniformément pour y fixé, on obtient les expressions du champ lointain

Ex(2) = %55 X (x X /_ n(y)e” "V E.(y) dy) :
2
H. (i) = - :7»% x /_ n(y)e "V E.(y) dy.

Le point & sera déterminé, sur la sphére unité, par ses angles en coordonnées sphériques :
& = (sinf cosg, sind sing, cosh), avec (0, ¢) € [0, 7] x [0, 27].

Remarque 17. Nous avons H oo (&) = & X Eo(2) et - Ex(2) = & - Hoo(Z) = 0. Les champs
électrique et magnétique lointains sont tangents & la sphére unité de R>.

3.3.2 Champ électrique lointain pour des obstacles homogénes

Nous avons comparé nos résultats du calcul du champ lointain, avec ceux obtenus par les
séries de Mie, pour la diffraction d’ondes électromagnétiques par un corps diélectrique sphérique
et homogéne noté 2~. Nous avons examiné des diffractions d’ondes planes et de champs incidents
générés par un dipole magnétique. Le champ généré par un dipole magnétique de polarisation p €
R? (vecteur unitaire) situé en un point o € R3\Q~ est donné par E;.(z) = Vx(p Gz —x0)) =
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VG..(z—xo) x p, pour tout € R3. L’onde plane de polarisation p et de direction d € R? (vecteur
unitaire) est donnée par E;,.(z) = pe’*®* pour tout z € R3. Les figures 3.13 - 3.15 présentent
les profils de rayonnement des diffractions de ces champs incidents, pour quelques valeurs des
parameétres. Ces paramétres sont d’une part, la polarisation p des champs incidents, le point source
xy pour le dipdle magnétique et la direction d pour 'onde plane, puis d’autre part, les nombres
d’ondes a 'extérieur du domaine noté k ou key; €t a I'intérieur noté x;,¢. Le domaine étant supposé
homogeéne ici, k;,: est constant. La permittivité relative est liée aux nombres d’ondes par la relation
k2, = e.k2,,. Chaque sous-figure représente, sur un plan de coupe ¢ = 0° ou ¢ = 90°, les courbes
de la norme du champ électrique lointain donné par les séries de Mie et des normes des champs
lointains donnés par notre méthode pour différents niveaux de raffinement du maillage de la boule
unité. Ces niveaux de raffinement comportent successivement 8, 64, 512 et 4096 tétraedres. A
mesure que le maillage de la boule est raffiné, nous observons une convergence de nos résultats vers
ceux de la série de Mie pour les différentes situations de diffraction. Le maillage avec 4096 tétraedres
suffit pour obtenir des résultats satisfaisants lorsque la fréquence n’est pas trés haute. Pour les
hautes fréquences, un niveau de raffinement supplémentaire (32768 tétraédres) devient nécessaire.
Cependant, en I'absence de couplage avec une méthode rapide, la résolution de I’équation intégrale
volumique (dimension 3 et matrice dense) avec un tel niveau de raffinement devient onéreuse en
temps de calcul et méme en espace mémoire. Le but de ces travaux a été porté sur 'exactitude des
résultats de notre méthode. L’optimisation de la méthode en temps de calcul et en espace mémoire
fera I’objet d’une étude ultérieure.

Diffraction d’un dipole magnétique

K, =0.125,k  =0.2625,x =(0,0,2), p=(0,1,0) and p=0° K= 0125,k =0.1208,x=(0,0,2), p=(0,1,0) and = 90° Koo =1k, =2.%,=(0,0,2), p=(0,1,0)and 9=0°
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Fi1c. 3.13 — Profils de rayonnement électrique lointain pour la diffraction d’un dipdle magnétique
par un corps sphérique diélectrique, pour différents niveaux de raffinement du maillage comparés a
la solution domnée par les séries de Mie.
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Fi1G. 3.14 — Profils de rayonnement électrique lointain pour la diffraction d’un dipdle magnétique
par un corps sphérique diélectrique, pour différents niveaux de raffinement du maillage comparés a
la solution donnée par les séries de Mie.
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Diffraction d’une onde plane
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FiG. 3.15 — Profils de rayonnement électrique lointain pour la diffraction d’une onde plane par
un corps sphérique diélectrique, pour différents niveaux de raffinement du maillage comparés a la
solution donnée par les séries de Mie.

3.3.3 Erreur relative sur le champ lointain

Pour chaque niveau de raffinement, nous évaluons en norme L? l’erreur numérique sur 1’ap-
proximation du profil de rayonnement relativement a celui de la série de Mie et selon le formalisme
suivant.

Si w est un champ de vecteurs défini sur la sphére unité, on le décrit par ses coordonnées

sphériques (6, ¢) € [0, 7] x [0,27] et on définit numériquement sur le plan ¢ = ¢, la norme L? du
champ w par :

luCoon)l = [ lul6. o0 a9
0
N
2 2
llu(, ¢o)lI* = D wqlu(By, do)l.
q=1
On prend wy, = wy,¥q =1,..., N et une formule d’intégration d’ordre 1. Ce qui entraine
N N
T
Y wy = Nw; = 7. D'oit nous avons [[u(.,¢o)||* = NZm(aq,%)F.
q=1 q=1
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Si on note E le profil de rayonnement issu de nos calculs et E ;o celui de la série de Mie,
alors l'erreur relative sur I'approximation du champ lointain est donnée pour un plan de coupe

¢ = ¢o par

N
> 1B (0g; $0) — Ent oo (04, 60)|*
q=1

gr,oo(¢0) = ~
Z |EM,oo(9qa ¢O)‘2

q=1

Les figures 3.17 et 3.16 présentent quelques courbes de l'erreur relative dans les plans ¢ = 0°
et ¢ = 90° pour les diffractions, par la boule unité diélectrique homogéne, respectivement d’ondes
planes et de champs générés par un dipdle magnétique. L’erreur est estimée pour les niveaux de
raffinement 1, 2, 3 et 4 qui correspondent respectivement au maillages avec 8, 64, 512 et 4096
tétraédres. Ces courbes d’erreur consolident les observations effectuées sur les courbes des profils
de rayonnement précédentes. En effet, on constate une décroissance de ’erreur pour chacune des
courbes confirmant ainsi la convergence de nos résultats vers ceux de la série de Mie. Le maillage
avec 4096 tétracdres fournit une erreur relative en dessous de 10% dans la plupart des cas observés,
lorsque la fréquence n’est pas trés élevée. Ce niveau de raffinement est donc bien suffisant pour
obtenir des résultats satisfaisants pour des fréquences pas trés hautes.

Erreur pour la diffraction d’une onde plane

k =1k, =05d=(0,0,1)and p=(1,0,0 k =1k =2d=(0,0,1)and p=(1,0,0) k,,=10,k =15,d=(0,0,1)and p=(1,0,0)
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Fic. 3.16 — Erreur relative sur le calcul du profil de rayonnement électrique lointain pour la dif-
fraction d’une onde plane par un corps di€lectrique sphérique.
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3.3 Profil de rayonnement électrique

Erreur pour la diffraction d’un dipole magnétique
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Fi1G. 3.17 — Erreur relative sur le calcul du profil de rayonnement électrique lointain pour la dif-
fraction d’un dipéle magnétique par un corps diélectrique sphérique.
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3.3.4 Champs électriques pour des obstacles non homogénes

L’intérét majeur de I’équation intégrale volumique est sa capacité a traiter la diffraction par
des obstacles non homogénes. Nous allons alors considérer, a présent, la diffraction avec une per-
mittivité électrique variable dans le domaine occupé par l'obstacle. A défaut de valeurs numériques
de référence disponibles dans la littérature pour la diffraction par un obstacle non homogéne, a
I'instar des séries de Mie pour les obstacles homogénes et sphériques, nous ne pouvons effectuer
de confrontation des valeurs de nos résultats numériques. Nous avons simulé les champs intérieur
et lointain pour la diffraction par la boule ou la demi-boule unité pour certaines permittivités
électriques variables. Pour l'instant, seulement une justification qualitative peut donc étre appor-
tée pour certains phénoménes observés. Signalons que la méthode est applicable a des obstacles
de formes géométriques diverses. Cependant, les formes géométriques simples sont celles pour les-
quelles nous disposons actuellement de maillages. Les figures ci-dessous représentent un échantillon
de champs intérieurs et lointains pour la diffraction d’une onde plane et d’un dipéle magnétique.
Les obstacles sont d’abord des lentilles diélectriques sphériques a permittivités continiment ra-
diales, ensuite on considére des superpositions de couches dans la boule unité et dans la demi-boule
unité. Enfin on s’intéresse a la visualisation des champs pour des obstacles certes homogénes, mais
& permittivités proches de la résonance. Les figures sont composées, pour chaque définition de la
permittivité, des courbes de la norme du champ lointain sur les plans ¢ = 0° et ¢ = 90° d’une
part, et d’autre part, des images du champ sur le bord du domaine et sur une coupe intérieure
plane d’équation x; = 0, ot © = (21,72, x3) € R? est la variable générique. Le champ intérieur est
représenté en échelle logarithmique pour une meilleure visibilité, et les images correspondent aux
valeurs absolues d’une des composantes des parties réelle ou imaginaire du champ électrique.

Diélectriques a permittivités continiment radiales

Nous observons, ici, les champs pour chacune des quatre lentilles sphériques de permittivités
relatives radiales données par :

4 2 |z|?
(1) - 2 (2) - - (3) - (4) B e
e (x)=2—|z|* +Ve, e¥(x)= +e &(x)= -1, & x)= ,
(@) =2 |af @ = 7 @)= @)=
ou x| < 1,e = 2.22045e — 16 et p = 1 si || < 1 — e et p = —1 sinon. Les trois premiéres

permittivités sont des modifications légéres des lentilles physiques de Luneburg, de Maxwell fish-
eye et de Eaton-Lippmann respectievement (voir [19]). Ces permittivités sont toutes a valeurs
croissantes du bord de la boule vers son centre. La derniére permittivité a été introduite dans
un souci purement mathématique, pour une inversion du sens de variation. Les modifications des
lentilles physiques ont pour but d’éviter a la permittivité relative de prendre la valeur 1 dans le
domaine. C’est équivalent & empécher le paramétre 7 = 1 — &, de s’annuler dans le domaine. En
effet, notre discrétisation de 'opérateur intégral volumique reste onéreuse pour 'instant. Pour nous
affranchir donc de la dépendance de I'opérateur en 7, et tester simultanément et plus simplement
plusieurs valeurs, on a effectué le changement d’inconnue E = nE dans 'équation (2.1) (voir au

chapitre 2). Ce changement nous conduit alors & la discrétisation de lopérateur —1.Les figures

3.18, 3.19 et 3.20 montrent des champs intérieurs confinés dans des couches sphériques plus ou
moins fines, avec des intensités de plus en plus faibles & mesure qu’on approche le centre de la
boule. Le champ se propageant plus difficilement dans un diélectrique de permittivité plus élevée,
ce phénoméne s’explique naturellement par le caractére radial des permittivités avec une croissance
de leurs valeurs du bord vers le centre. On peut observer, justement, un phénoméne analogue pour
champ intérieur & la figure 3.21 avec cependant une inversion du sens de variation des intensités.
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F1G. 3.18 — Diffraction de l'onde plane de nombre d’onde k =5, de direction d = (0,0, —1) et de
polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité 55-”. A gauche, le profil de rayonne-

ment lointain et a droite, une coupe de la troisiéme composante de la partie imaginaire du champ
mtérieur.
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F1G. 3.19 — Diffraction de l’onde plane de nombre d’onde k = 5, de direction d = (0,0, —1) et de
polarisation p = (0, 1,0), par la boule unité de permittivité 55“9. A gauche, le profil de rayonnement
lointain et & droite, une coupe de la troisiéme composante de la partie réelle du champ intérieur.

26

3)(10 s
— ¢ =90°
— 25 —
=
£
IJ_JR 2 4
g
o
S 15 1
o
2
8
o 1 |
3]
(5
w

o
2]

0 50 100 150 200
0

Fi1G. 3.20 — Diffraction du dipdle magnétique de nombre d’onde k = 5, de point source xyg =
(0,0,14¢€), ot e =2.22045e — 16 et de polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité

Ef. A gauche, le profil de rayonnement lointain et a droite, une coupe de la premiére composante
de la partie imaginaire du champ intérieur.
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F1G. 3.21 — Diffraction de l’onde plane de nombre d’onde k = 5, de direction d = (0,0, —1) et de

polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité 554) A gauche, le profil de rayonnement
lointain et & droite, une coupe de la premiére composante de la partie réelle du champ intérieur.

Superpositions de domaines

Nous simulons des superpositions de domaines dans la boule unité et dans la demi-boule. Pour
la boule entiére, nous superposons deux domaines homogénes. L’'un des domaines est trés forte-
ment conducteur, tandis que 'autre est un diélectrique avec plutét une faible permittivité. La
superposition est d’abord linéaire, avec une permittivité constante par morceaux donnée par :

() = 1.1+105% siz3 <0
1 0.95 sixzg > 0,

ol

x| < 1. Les deux domaines sont en fait les hémisphéres nord et sud de la boule. L’hémispheére
sud est le domaine a trés forte conductivité.

—_—p=0°
—$=90°

Electric far field norm IIE_(¢, 6) Il

0 50 100 150 200
0

Fi1G. 3.22 — Diffraction du dipdle magnétique de nombre d’onde k = 5, de point source xg =
(0,0,14¢€), ot e = 2.22045e — 16 et de polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité

55.5). A gauche, le profil de rayonnement lointain et a droite, une coupe de la deuxiéme composante
de la partie réelle du champ intérieur.
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Fi1G. 3.23 — Diffraction de l’onde plane de nombre d’onde k = 5, de direction d = (0,0,—1) et
de polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité 55-5). En haut a gauche, le profil de
rayonnement lointain. En haut a droite, une coupe de la premiére composante de la partie réelle

du champ intérieur. En bas & gauche et & droite, respectivement coupe et champ a la surface de la
troisieme composante de la partie imaginaire.

Nous procédons ensuite & une superposition en boules concentriques en définissant la permitti-
vité radiale constante par morceaux suivante :

(6.1) () — 1.1+ 105 si|z| <1/2
e = 0.95 si1/2 < |z| < 1.
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(0,0,1+¢€), ot e = 2.22045¢ — 16 et de polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité

55.6’1). A gauche, le profil de rayonnement lointain et & droite, une coupe de la premiére composante
de la partie imaginaire du champ intérieur.

Fic. 3.24 — Diffraction du dipole magnétique de nombre d’onde k = 5, de point source xy =
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F1G. 3.25 — Diffraction de l'onde plane de nombre d’onde k =5, de direction d = (0,0, —1) et de
polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité 55‘6'”. En haut a gauche, le profil de
rayonnement lointain. En haut & droite, une coupe de la troisiéme composante de la partie réelle

du champ intérieur. En bas & gauche et & droite, respectivement coupe et champ a la surface de la
deuzieme composante de la partie imaginaire.

Nous augmentons, a présent, le rayon de la boule interne en posant :

6: -
€<6!2)($> _ 11+10 1 S? |.’13‘ <3/4
" 0.95 si3/4 < |x| < 1.

Fi1c. 3.26 — Diffraction de l’onde plane de nombre d’onde k = 5, de direction d = (0,0,—1)
et de polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité 55-()’2>. A gauche et a droite,

respectivement coupe et champ a la surface de la deuriéme composante de la partie imaginaire.
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3.3 Profil de rayonnement électrique

L’observation, des figures 3.22 et 3.23 pour la superposition en hémisphéres et des figures 3.24,
3.25 et 3.26 pour la superposition en boules concentriques, distingue nettement les deux domaines.
Le champ est, comme on s’y attend, négligeable dans le domaine fortement conducteur, au profit
d’un confinement quasi-total dans le domaine diélectrique & faible permittivité. Les figures 3.24,
3.25 et 3.26 mettent en évidence, par ailleurs, une influence du maillage sur les calculs. En effet
la boule interne, définie par la permittivité radiale, suit les contours du maillage. Pour 65,6’1), les
contours de la boule interne (de rayon égal a 1/2) sont plutdt planes. D’ou l'observation d’une
forme en losange au lieu d’une forme sphérique sur la coupe interne.

Dans la demi-boule, les superpositions sont effectuées par des couches en anneaux diélectriques
et non homogeénes. Dans chacun de ces anneaux, la permittivité est linéaire en la composante x3.
On observe les champs dans la demi-boule, pour les trois permittivités suivantes :

1 1
—§x3+2 si ‘($1,$2)| g Z
1 1 1
——x3+3 si — <|(z1,22)] € =
) 2 4 2
g (x) =
1 1 3
—573 +3.5 si 3 < |(z1,22)] < 1
1 3
—5.1'3 +4 si Z < ‘(xlax2)‘ < 17
L1395 s ¢ )| < :
—XT . S1 Xr1,T X
9 3 1,42 4
1 1 1
—x3+2.75 si = <|(wy,72)| < =
8) 2 4 2
e®(x) =
1 o1 3
373 +2.25 si 5 < |(z1,z2)] < 1
1 .3
—x34+1.75 si = < |(z1,20) <1
2 4
et
l 1035 s I¢ )| < :
—T . S1 1, N
9 3 1,42 4
1 1 1
—x34+025 si - <|(x,22)] < =
(9) 2 4 ?
g (x) =
1 1 3
37 +0.15 si 5 < |(z1,22)] < 1
1 .3
51)3 +OO5 S1 1 < |(J}1,Jf2)| g 1a

ou x| < letxg > 0. Les figures 3.27, 3.28 et 3.29 présentent les champs pour ces trois permittivités.
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Fi1G. 3.27 — Diffraction du dipdle magnétique de nombre d’onde k = 7, de point source xy =
(0,0,—0.2) et de polarisation p = (0,1,0), par la demi-boule unité de permittivité 0. En haut a
gauche, le profil de rayonnement lointain. En haut & droite, une coupe de la premiére composante
de la partie imaginaire du champ intérieur. En bas a gauche et a droite, respectivement coupe et
champ a la surface de la deuxiéme composante de la partie réelle.
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Fi1G. 3.28 — Diffraction du dipdle magnétique de nombre d’onde k = 7, de point source xy =
(0,0,—0.2) et de polarisation p = (0,1,0), par la demi-boule unité de permittivité =8 Bn haut a
gauche, le profil de rayonnement lointain. En haut & droite, une coupe de la premiére composante
de la partie tmaginaire du champ intérieur. En bas a gauche et a droite, respectivement coupe et

champ a la surface de la deuxiéme composante de la partie réelle.
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Fic. 3.29 — Diffraction du dipole magnétique de nombre d’onde k = 7, de point source xg =
(0,0,—0.2) et de polarisation p = (0,1,0), par la demi-boule unité de permittivité 9. En haut o
gauche, le profil de rayonnement lointain. En haut & droite, une coupe de la premiére composante
de la partie réelle du champ intérieur. En bas & gauche et a droite, respectivement coupe et champ
G la surface de la premiére composante de la partie imaginaire.

Les couches de chacune des lentilles sont de méme nature avec des permittivités de méme
ordre. L’observation des champs intérieurs n’explique aucun phénomeéne particulier, contrairement
aux exemples précédents. On constate simplement une distribution toujours forte au centre de la
demi-boule. Cependant les courbes des champs lointains correspondants, permettent d’observer
un rayonnement plus diffus pour la lentille de permittivité 55-7) (figure 3.27) que les deux autres,
avec une courbe plus étalée. La lentille de permittivité 5&-8) (figure 3.28) ayant certes un maximum

inférieur & celui de la lentille de permittivité 559) (figure 3.29), mais valant presque deux fois celui

7 . ) L
de €$ ), a le rayonnement le plus focalisé avec une courbe plus resserrée et une décroissance plus

. a1 s (9 ) . . . A .
rapide. La lentille & €$ ) présente, néanmoins, une particularité. En effet, on a un décalage du point
de maximum du champ lointain pour le plan ¢ = 0°. Plus précisement, ce point de maximum est

0 = 27°, quand le point # = 0° est le point de maximum pour tous les autres champs V¢ € {0", 90° }
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3.3 Profil de rayonnement électrique

Recherche de résonances

Dans cette derniére partie, on considére la boule unité diélectrique et homogéne puis on observe
les champs pour deux valeurs de la permittivité proches de la résonance. Pour cela, comme a la
section 3.2, nous avons calculé le spectre de 'opérateur intégral volumique A, avec 4096 tétraédres
et pour la valeur k = 5 (figure 3.30). Nous avons testé les valeurs propres A\; = 1.275 — 0.261
et Ay = 1.226 — 0.793¢ correspondant respectivement aux permittivités 57(}0) = 0.247 — 0.153i et
55}1) = 0.425 — 0.372¢. Les figures 3.31 - 3.34 présentent les distributions des champs intérieurs
et lointains pour ces deux valeurs de la permittivité avec une onde plane d’une part et un dipdle
magnétique d’autre part, comme ondes incidentes.

Eigenvalues A for k = 5 and subdivision level = 3

0.8~
0.6 -

0.4~

Imag(A)
‘s
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s .
L 4
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k]
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L 3 )\2
-0.81 e
-1 1 1 1 1 1 I I J
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Real(A)

Fi1a. 3.30 — Valeurs propres de la matrice issue de la discrétisation de l'opérateur intégral volumique
Ay dans la boule unité, avec k = 5 et un maillage a 4096 tétracdres. Les points A1 et Ao, sélectionnés
dans le plan compleze, sont ceux utilisés pour définir la permittivité.
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F1c. 3.31 — Diffraction de londe plane de nombre d’onde k = 5, de direction d = (0,0, —1) et de
polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité 551(]). En haut a gauche, le profil de
rayonnement lointain. En haut a droite, une coupe de la premiére composante de la partie imagi-
naire du champ intérieur. Milieu & gauche et a droite, respectivement coupe et champ a la surface
de la troisieme composante de la partie imaginaire. En bas & gauche et a droite, respectivement
coupe et champ a la surface de la troisieme composante de la partie réelle.
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Fic. 3.32 — Diffraction du dipdle magnétique de nombre d’onde k = 5, de point source Ty =
(0,0,14¢€), ot e = 2.22045e — 16 et de polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité
55.10>. En haut & gauche, le profil de rayonnement lointain. En haut & droite, une coupe de la
premiére composante de la partie imaginaire du champ intérieur. En bas 4 gauche et a droite,

respectivement coupe et champ a la surface de la deuzrieme composante de la partie réelle.
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F1G. 3.33 — Diffraction de l'onde plane de nombre d’onde v = 5, de direction d = (0,0,—1)
et de polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité 55.”). A gauche, le profil de
rayonnement lointain et a droite, une coupe de la premiére composante de la partie imaginaire du
champ intérieur.
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Fic. 3.34 — Diffraction du dipole magnétique de nombre d’onde k = 5, de point source xg
(0,0,1+¢€), ot e = 2.22045¢ — 16 et de polarisation p = (0,1,0), par la boule unité de permittivité
.4 gauche, le profil de rayonnement lointain et & droite, une coupe de la premiére composante
de la partie réelle du champ intérieur.

On peut noter, dans les exemples de cette sous-section, des valeurs particuliérement élevées du
champ lointain pour la diffraction du dipole magnétique lorsque le point source est trés proche (a
une distance e = 2.22045¢ — 16) de l'obstacle. Cette situation se traduit physiquement par une forte
intensité du champ incident et mathématiquement, par la proximité de la singularité due a la fonc-
tion de Green dans l’expression du dipole magnétique. Les permittivités électriques correspondent
a des objets non physiques, a cause de leurs parties imaginaires négatives (i.e conductivités néga-
tives). Ces objets sont donc des générateurs d’énergie. Les résultats présentés aux figures 3.31 - 3.34
corroborent cette propriété. En effet les profils de rayonnements lointains trés réguliers, notamment
aux figures 3.33 et 3.34, indiquent que les boules se comportent comme des points sources, tandis
qu’on reléve de 'activité a 'intérieur de celles-ci.
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Nous avons commencé, en premiére partie de ces travaux, a étudier théoriquement et aux moyens
d’équations intégrales, le probléme de la diffraction d’ondes électromagnétiques par un corps di-
électrique. Sous I'hypothése plus réaliste de la discontinuité de la permittivité électrique a travers
le bord du diélectrique, nous avons d’abord dérivé deux formulations intégrales : un systéme couplé
surface-volume d’équations intégrales & noyau faiblement singulier et une équation intégrale volu-
mique fortement singuliére. Nous avons ensuite justifié ’équivalence entre le probléme de diffraction
et les deux formulations intégrales. La formulation couplée a été la plus propice & 'analyse grace a
la faible singularité de son noyau. Nous lui avons appliqué les propriétés standard de Fredholm pour
les équations intégrales et avons montré usant de I’équivalence que les trois problémes sont bien
posés. Cette équivalence nous a également permis de déduire des propriétés de ’équation intégrale
volumique fortement singuliére. Notamment nous avons montré que I’équation intégrale volumique
est bien posée dans l’espace L? des champs de vecteurs dont le carré de la norme est intégrable, et
qu’elle satisfait une inégalité de Garding. Cette propriété la rend convenable & une approximation
numérique par des éléments finis L? - conformes, puisque toute méthode de Galerking conduit &
un schéma de discrétisation stable.

Nous avons poursuivi nos travaux dans la deuxiéme partie, par le traitement d’intégrales singu-
liéres en vue de résoudre numériquement 1’équation intégrale volumique, puis de calculer le profil
de rayonnement électromagnétique issu de la diffraction par un corps diélectrique homogéne et
non homogéne. Nous avons donc développé une méthode de traitement des singularités, basée sur
des changements de variables dans le tétraédre. La méthode est ensuite appliquée a l'opérateur
intégral volumique, pour une régularisation de celui-ci. La méthode et la régularisation de I'opé-
rateur intégral volumique ont été implémentées dans le code Mélina++ dont la version antérieure
Meélina est a I’adresse http: //anum-maths.univ-rennesl.fr/melina/index.html. L’objectif de ce code
est de constituer une librairie de résolution de problémes variationnels de divers types, soit par des
éléments finis ou par des équations intégrales surfaciques et/ou volumiques. Les tests numériques
effectués sur 'implémentation de I’équation intégrale volumique et exposés au dernier chapitre ont
montré des résultats satisfaisants en ce qui concerne ’approximation de la solution au probléme.
En effet, le but de nos travaux était d’abord ’exactitude des résultats de notre méthode. Nous
avons ainsi pu comparer nos résultats aux séries de Mie pour la diffraction par un obstacle sphé-
rique homogéne. L’'intérét majeur de cette étude étant la capacité & modéliser la diffraction par
des obstacles non homogénes, nous avons simulé des obstacles non homogénes. Nous n’avons pu
restituer que qualitativement certains phénoménes simples, & défaut de valeurs numériques de ré-
férence disponibles. Bien que la boule et la demi-boule ont été les seuls obstacles considérés pour
les tests, le modeéle est applicable & diverses formes géométriques. Seulement, nous ne disposons
actuellement que de maillages pour des formes géométriques simples.

Par ailleurs, I'exploitation de notre code en I’état actuel reste onéreuse en espace mémoire et
surtout en temps de calcul pour une amélioration de la précision. Ainsi la perspective a court
terme est d’une part, le couplage des Méthodes Multipoles Rapides avec le code pour accélérer
I’approximation et d’autre part, la validation du modéle pour des obstacles non homogénes au
moyen de résultats empiriques. Ensuite la perspective & moyen terme est 'optimisation de forme
pour une antenne lentille & I’aide de notre méthode. Ce qui est 1'objectif du projet initiateur de
cette these.
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Annexe A :
Un changement de variables dans le
tétraedre

Soit I'intégrale

J = /Z 7(2) dz,

oll Z est un tétraédre de sommets Z;; ¢ =1,2,3,4. Nous présentons un changement de variables
ramenant l'intégrale sur 'une des faces de Z.

Le point z € Z est décrit comme suit :
z=vi +(1-v)Z ; (2)e[0,1]x Iy,
ou Yz est le triangle Z37374. On peut exprimer Z e Y.z, de la maniére suivante :
2 = (1—01—09)Zy + 0125 + 0922y ; (01,02) €Sy,
ou
Sy = {(01,02) €[0,1% o1+09< 1}.
Nous avons alors
z=v[l—01-02)Z + 0123 + 02 Z4) + (1=1)Z1 ; (1,2) €[0,1] x I

Considérons I'application :

g: [0,1]x8, = [01xE, & z
(v,01,09) +—— (v,2) — 2z (ie. g=hok).
Par passage au Jacobien, nous avons J,(v,01,02) = Ju(v, Z/)Jk(l/, 01,02); Cest a dire Jp =

Jy (Jp)7t. Le Jacobien J, est donné par
|99 dg dg
T = ov <801 % doy
dg

5— Z,_Z:[:ZQ_Z:[ +01(23_Z2) -|—O'2(Z4—Z2),

I

avec
dg
— = s — 7
80'1 V( 3 2)a

0
% = Z/(Z4 —ZQ).
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Donc
Jg= V|(Zo—2v) - ((Zs — Zs) x (Zs — Z»)]|
= *|P(2)|
Jy= 6v2|Z|,
et
G |oh (o o
h= 81/ (9(71 60’2 ’
avec oh
% = (170)3
oh P
af‘_l - (07 ao'l)
ah 82
o0, ~ (O
D’ou , ,
0z 0z
Jp=|=— X —
h ({90'1 x 80'2 ’
avec 8—Z =Z3— 2y et a—z = Z4 — Z5. Nous avons donc
do1 O0oa

Jh: |(Zg—Z2)>< (Z4_ZQ)’

Jhp= 2[Xz|.
Par conséquent,
6127 Z
P VLI
2[3z] 1Xz]

Finalement, l'intégrale J devient

/Zf(z) dz

= /[0 s, f (k:(y, zl)) Je(v, 2 ) dvdz

3 \‘,:ZH/ / dz/dz
71 J0,1] Sz
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Un calcul analytique pour une
intégrale quasi-singuliére particuliére

Soit A un triangle de lespace R3, de sommets X1, X® X G) ¢t soit 20 € R\ A. On se
propose de calculer analytiquement, 'intégrale suivante :

z—z°
I(;vo):/Amds(w).

Pour cela, nous commengons par décrire A en suivant la voie indiquée dans [49]. Soit x° =
(28,29, 23)T, la représentation en coordonnées cartésiennes de x° dans la base canonique de R3.
On définit la base orthonormale (u, 4 u®) en posant :

x® _ xO o (x® - x0) x (x® - x0) o

T ) ()

3) w uM.

XM
®

u®)

2
u®

x®

On note A = (u(l)7 u®, u(?’)), la matrice orthogonale de changement de base et on définit la
transformation affine suivante :

Tr = (m13x27x3)T )T

—y = (y1,92,Y3
avec y:AT(a}—X(l)) (ouencore m:Ay—FX(l)).

On pose y° = AT (:130 — X(l)) et Y = AT (X(k) — X(l)) , k =1,2,3. Les coordonnées
de 4° et des Y® dans le repére affine B = (Y(l);u(l),u(z),u(3))7 notées y° = (yf,yg,yg)z et
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vy k) — (Yl(k),YQ(k), Yg(k))T sont données par :

B’

o =uld). (mO—X(l)) i=1,2,3,
v =l (X0 - X0 ki=1,2,3,

Le triangle A est donc transformé en le triangle A/, de sommets Y(l), Y(Z), Y(S), avec A’ dans le
plan y3 = 0; 'espace étant décrit par la variable y = (y1, yo, yg)g La matrice A étant orthogonale,
on peut écrire :

SE—ZEO

I(2%) = ds(x)

R
Ay — o’
1= [ e

Nous avons y € A = y = (y1, 72, 0)L, alors

Aly—y°) = (y1 — y?)u(l) + (y2 — yg)u(2) - ygu(?’).
3 . .
Donc I(2°) = le(aso)u(l) avec :

i=1

.0
Pt = [ B dstw),

"y —yO?

0
229 = / Y2 ds(y),
=y =y P

B = —4 / s,

Ay —yO)

Notons que |y —y°| = /(y1 — ¥9)% + (y2 — 39)% + (y¥3)2. Nous allons a présent évaluer les I°(2°).

Configurations diverses de A’ dans le repére B

v(3) y (3

2) 2)

ul?

T\

<> (1) ad . /}41)
_H(g} ¥ e u® a®
Y@
u®
y v
Ty ()
MORESE D
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Quelque soit la configuration du triangle A" dans le repére B, nous pouvons le caractériser par
les deux approches suivantes :

Premiére caractérisation

0< g <V,
y=1p0ler =
f13(y2) < y1 < fas(ye),
oll fi3 et fo3 décrivent respectivement les droites (Y(MY®)) et (YRY®).
Nous avons

Y1(3)
f13(y2) = a1zy2, avec a3 = =5
2
. (3) (2)
Y -Y,
f23(y2) = a3y + Y1(2)7 avec agy = 4——— L
Y(3)
2
0< 3o < Y2(3)
Donc A’ :

a13y2 < y1 < agsys + Yl(z)-

Seconde caractérisation

On pose A" = AjUA,, ou
, 0< y <v?
y=(y1,42,0)f €Ly = /
0< 2 < fiz(m),
et
Y1(3) <y < Y1(2)

y=(y1,42,0)) € Ly =

0< vz < fas(w),
ot fi3 et fy3 décrivent respectivement les droites (Y(l)Y(?’)) et (Y(Q)Y(?’)).

Si Yl(g) # 0, alors

3
fis(yr) = aisyr,  avec agz = % = ;ji?);
Sinon, f{g décrit la droite y; = 0.
Si Yl(g) # Yl(z), alors
1 Y2(3)

Fas(y1) = ding (y1 - Y1(2) , avec Qgg = — = —— 20—
) 23 (}/1(3) _ YI(Z))

Sinon, fy; décrit la droite y; = Y1(2). Donc

, 0< g <V

si v 20, A
0< yo < aisyn

y1 =0
sinon, All :
0< o <,
et
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/

si VO 272 A

. ’
sinon, A, :

Remarque 18. L’écriture 0 < y; < Yl(s) (resp. Y1(3) < 1y < Y1(2)) est un abus pour les

configurations ou Yl(g)

a
d’intégration au sens de / = —/ ; a,beR.
b

<0 (resp. Y1(2) < Yl(g)). Cependant, elle permet de caractériser le domaine

Evaluation de I'(z°)

Rappelons que

1oy~ [ B9
F) /Aly y°|3d()

K .o s, . / , 3 P
Nous utilisons la premiére caractérisation de A , pour évaluer U'intégrale.

(3) (2)
Y, az3y2 +Y; 0
23Y2 Y1 — Y dor d
3 Ay ay2.
a13Y2 0 2

y1 —yD)2 + (y2 — ¥9)2 + (¥9)2

a23y2+Y1(2) _ 4,0
Posons  I'(2°,y9) :/ N 5 dy1,
2
w0 + 2 -8 + 69}

nous avons alors  I'(z?) :/ I'(2% yo) dys et
0

a23y2 + Y1(2> -y n
(20, y0) = / ) : du
a13yY2 — Yy {y% + (y2 _ yg)Q + (yg)Q}
1 azsyz + V¥ — v}
{y% + (y2 — y8)2 + (yg)2} a1zys —yY

11 12
Il(xoayQ) = - 5

1
2
{y% — 281192 +7%1} { — 2B12y2 +712}

W=

avec

vi
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Nl
N

_ _ (2 -

arr = (af3 +1) 2= (03 +1)
2

B = (asy? +99)af, et P2 = {&23 (y? - Y, )) + yg} aty

_ 0
= [y°| a1 Y1 = |Y(2) — 90| aqa.

Donc

v
I'(2%) = / I'(2°, y2) dys
0

Y2(3) 1 Y2(3) 1
= all/ dys — 0412/ T dys
0 {y§ — 2811ys +7%1} 0 {y§ — 231292 +7122}

=

=
|

2
}/'2(3) _ 611 4 \/(Y2(3)) _ 2ﬁ11}/2(3) +’7%1
71— Bu

I'(2°) = a1 Log

2
Y2(3) — B2+ \/(Yg(g)) - 2512Y2(3) + 9%,

oo Log Y12 — ﬂ12

Evaluation de 7%(z°)

On rappelle que

0
(20 :/ Y2 ds(y).
(=) A ly—yo? W)

e s . . / ’ . 2
Nous utilisons la seconde caractérisation de A\, pour évaluer l'intégrale.

IP(2%) = I} (a°) + I3(a”),

2,0 Y2 — Y8

avec I (x ):/ —==_ds(y), k=1,2.
r Al ly— 0P

Evaluation de I?(z")

Si Yl(s) = 0, alors I?(2%) = 0 d’aprés la caractérisation précédente de All. L’évaluation de
I?(z") peut donc étre faite ici, en supposant que Yl(d) # 0. Nous avons

[N

Yl(s) a13y1 _ 20
I} (2%) = / / 2 v 5 dyo dy;.
0 0 {(

v = )2+ (2 — 19)? + (19)2 )
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© {2+ e - 092 + (492}

alors 112(:50):/ (2% y)dyr et
0

Nl

d13y1 — Yo
112<x07y1) = / o LE % dy?

{02+ 13 + (197}

1 aizyir — u;’
N 3
{y§ + (o —y?)? + (yg)Q} -3
1 «

If(xovyl) = - A

7

=

1
2
{8 = 200 + lyoP2} {98 = 28001 +93 }

avec
~2 71
Qo1 = (a13+1) 2 = |a13|oz11
Bor = (a3y3 +y?) a3, = a1z Bu
Y21 = |y0| Qo1 = \a13|711.
Donc
Y
17 (2°) I3 (2%, y1) dyy
0

y® ) y® .
= / dy1 — Qo1 / dy,
0

0 {y% — 20y + |y0|2} {y% — 208211 +7221}

N
=

2
Y -y + \/ <Y1(3)> — 207" 4 [yO?

W0 — o

I7(z°) = Log

2
Yl(B) — B + \/(Yl(?))> - 25213/1(3) +73

o Log Y21 — 521

Evaluation de I3(z")

Si Y1(3) = Y1(2)7 alors I2(z°) = 0 d’aprés la caractérisation précédente de Aj. L’évaluation de
I2(z") peut donc étre faite ici, en supposant que Y1(3) #+ Y1(2). Nous avons

Y1(2) a23 (yl - Y1(2)) _ .0
122(%0) _ /0 { Y2 Y2

(3)
4 (11— 9)2 + (32 — 19)? + (49)2}

3 dy2 dyl

2
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az3 (yl - Y1(2)) _ .0
Posons  12(2°,y1) :/ Y2~ ¥z gdyg,
0
{ =92+ (e — 19)? + (49)2}
v®
alors  I3(z9) :/ (2% y)dyr et
Y®
as3 (yl - Y1(2>) - y9
I3(a%y) = / y2 5 dyo
2

v {(y1 — 02 +y3 + (y§)2}

122(I07y1) =

=

{ (y1 - 5”1(2))2 -2 (y? - YI(Z)) (yl - Y1(2)) +Y® - y°|2}
@22

{ (yl - Y1(2)>2 — 2f22 (yl - Y1(2)) + 7%2}

1
2

avec .
Qg = (&%3 + 1) > = |ags| a2
Bz = (51231/8 + 49— Y1(2)) a3y = ass P2
v = [Y® — 40 agy = |ags| v1a.

Donc

y®
I3(2%) = / 13(2°,y1) dya

W=

0
1
B /}/(3)_}/(2) 2 0 (2) (2) 012 dyl
v {y1 - 2<y1—Y1 )y1+IY -y }

0 1
- azz/@) . dyr
ien {y% — 22291 +7222}

=

2
YO0 4 \/ (rO-v@) =2 (0 - ) (V- v ) [y O g

Y@y — (30 -1?)

I3(2°) = —Log

2

Y22 — ﬁ22

+ a2 Log

Avec les évaluations précédentes de I7(x°) et 12(2°), nous obtenons celle de

IP(2°) = I} (a°) + I3(a?).

ix



Annexe B

Evaluation de I3(z°)

On rappelle que
1

IS(xO):,yg/l mds(y).

A
Si yJ =0, alors I3(2°) = 0. Nous évaluerons donc I3(x°) dans la suite, sous 'hypothése yJ # 0.

1
En posant J3(20) = / st(y)7 nous avons I3(z%) = — y9J3(20). Evaluons & présent
A Y Y

Iintégrale J3(2°). Nous utiliserons pour cela, la transformation en coordonnées polaires. Rappelons
que |[y—y°) = /(y1 — ¥9)2 + (y2 — ¥9)% + (¥3)? et considérons le point Y@ — (y7,99,0)L, projeté
orthogonal de y° sur le plan y3 = 0. Nous écrivons :

. 1
Jd(:CO) = (512/ =+ 623/ + 531/ > 7d5(y)7
A Ao Asy ly — 43

ot AA;; est le triangle de sommets Y(O),Y(i),Y(j) et
1 s [(Y“) . Y<0>) x (YU) 7Y<°>)] u® >0

€ij =14 —1 si [(Y(“ —Y<0>) X (Y(j) —Y<°>)} u® <0
0 sinon

avec (i, ]) € {(1,2),(2,3),(3,1)}.

On pose
1

T3 (20 :/ ——=ds(y).
(@) T ()

Si g4 = 0, alors J2(2°) = 0. Nous évaluerons donc J3(z°), en supposant &;; # 0. Définissons la

base (ug;), ug—), ug‘;)) par
(1) (0)
m_Y ' -Y @) _ 3 @ _ .6, 0
Uij° = m B eijul® | Ui = Uy X Uy
(3)
Y(O)fﬂ‘ ulj
uﬁj) u ff )
U(l) ll,‘.
Y@ Yy
y() y®

On définit :
Y= (y1,y2,y3)" — t = (t1,ta,t3)T

avec t= BiTj (y — Y(0)> (ou encore y = B;;t+ Y(O)) ,
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ou B;j = (ugjl),ug),ug’)) est la matrice de changement de la base (u™ u(® u(®) a la base
(ugjl.),ug),ug?). Posons t° = B, <y0 —Y(O)) et v = BT (Y(k) —Y(O)>, k = 0,4,j. Les
coordonnées de t¥ et des f’(k) dans le repére affine B;; = (?(0),u§;)7 g?),ug)), notées t° =
(t9, g,tg)gw_ ot v = <Y/1(k)7572(k), }73(76))5“’ sont alors données par :

0 — 4@ 0 0 —

tg = u;j ('y —Y! )) q=1,2,3,

Yq(k) — UE?) . (Y(k) — Y(0)> k=0,i,5; ¢=1,2,3.

~ ~(0) ~(3) ~(j

Le triangle A;; est donc transformé en le triangle A;;, de sommets Y( ), Y(l), Y(])7 d’orien-

tation fixée (dans le sens direct — sens contraire & celui des aiguilles d’une montre). Le triangle

A\;; est dans le plan t3 = 0; I'espace étant maintenant décrit par la variable t = (t1, o, t3)£ . La
ij

matrice B;; étant orthogonale, nous avons :

1
J3(2%) = / ——=ds(y
J( ) Dgj ly —y°P w)

1
N /A“ |Bij (t—t°) | e

1
3 (0} —
Jij(x ) - /~” ‘t—t0|3 ds(t)'

Aij
Notons que [t —t°| = /12 + 12 + (y9)? et passons & présent aux coordonnées polaires.
}"{ 7).
(2)
u ij
\
0. R;;(0)
Fr) K o = v
3 Ty (@ 1
1L£I ) 'Ur?(-j )
}‘-\'.J)
2
u?
M
4. Ri;(8)
SN i
& | " _} (i)
T oSN
(3) v (0) ()
'U,.!-_j u’:"j
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Nous caractérisons A;; par :

t, = pcost
t:(tl,tQ,O)z;” GAij < tQ:psinﬂ
i
(0, p) € [0, 055] x 0, Ri;(0)],
avec
o () ~ ()~ (i o
arctan (é])) s vy o (i.e Yl(J) > 0)
1
— v (7) ~ (4 ~ (i -~
0ii =9\ 7 + arctan (}%) s v v <o (i.e Yl(j) < 0) (32)
1
z s v v =0 (e v =0),
et pour 6 € [0, 0;5],
70
R ()= —L 3.3
() cost + b;;sinf’ (3.3)
v _ vy
ou b;; = 1T Nous avons alors |t — Y| = 1/p2 + (¥9)2 et
Y,

ij Rij (9)
/ / — L _apas.
{r? +(y3)%}°

Posons ensuite

nous obtenons :

Ri;(0)
{r+9)2}7 1o
1
JZ?’J x9. 6 - 3
0= 1 {(Ri;(0))% + (19)2}*
Alors
/ J3 ac ,0)d
6y /9” L do
BN Lmge a2}
30,0y = il _ pB3.0
T = g T R
avec K%(IO)_/eij 1 - df.
L

Posons a présent :

1
bising + cos@= J1 4 02 | ——20_ ging 4 o
! ,/1—|—b§] V1 o+ 0
bijsin® + cos® = /1 4 b7 cos (0 — o),

xii
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ou
bij
sin (bij = —
/1 + b

1
COS Pjj = ———
1+ 03

L’expression (3.3) devient alors

ie ¢;; = arctan (b;;) (car bij €] — 55 g[)

7O
1+ b3 cos (0 — éij)
3 cos (6 — ¢ij)

{(Rij(ﬁ))z-#(yg)z}_ = | 0|( 2(0 — ¢i5) + 2)%’
ys| (cos — Pij Cij

et donc

70

ol ¢jj = ——————.
Y 9. /1 + b2
Y3 %]

Par conséquent,

K3(a) = / A ) R
|y3| cos2

N

0 — ¢1J) Jrc )
Pij
sin 0
= | | arctan T
2
Ys \Jeos? 0+ ¢ i
sin (0;; — ¢4j) sin ¢

K35(2%) = arctan + arctan
|y| \/COS2( — ¢ij) + ¢ \/cos?di + ¢

Par ailleurs, de I’expression de ¢;; et du calcul suivant :

sin ¢ by (L)
Veosto = L) g}
bij
\/1 + 2 (1 + b))
sin ¢y, _ bij |y

Veosten o J(RY)2 + ()2

nous obtenons :

Klgj (xo) = 5 arctan |y3| sm( ¢U)
‘y3‘ \/(yg)2 cosz( qb”) T dzzj
1 bi: |y2
+ W arctan — J \y3\ 7
. B2 + ()2
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Annexe B

T = =2 K} (2)
|y3|
1 0| 73 (.0
= @ (91] |y3 Kz‘j(l" ))
.]3 0y — 1 0 LS 0
ij(x )= @ ( ij ij(x ))7
oll nous avons posé :
Olsin (6.: — ¢
L,(a) = ] K3 () = avctan | —— 1500 = 0)
\/ (y9)? cos? (05 — ¢y) + di;
+ arctan bij |yg|
()71(1))2 + (19)2
Nous complétons I'évaluation de 'intégrale I3(x°), en rappelant que I3(z°) = — y9J3(2°) et que

J?’(xo) 2612J132(Z‘0) + 623J§3(1‘0) + 831J331($0).

Donc
2% = = (e12 98 JH(2%) + €23 93 J35(2%) + €31 93 J51(2%))
avec

W3 I3 a") = sign(s)) (0 — L), (d) € {(1,2),(2:3).6,)}.

Par conséquent, nous avons
P(a%) = sign(—y8) {e12 (012 — L}y(2%)) + €23 (G5 L35(2"))
+ e31 (931 — Lgl(xo))} .
[ |

Les évaluations des intégrales I'(20), I?(20) et I3(z), le long de la sous-section, conduisent
ainsi au résultat du calcul de 'intégrale quasi-singuliére qui vaut donc

3

I(2%) = I'(a®)u®.

=1
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Codes matlab de la transformation

Annexe C :

de Fourier discréte pour le calcul des

matrices élémentaires

1) Evaluation d’une fonction de base

,.
[T T T -V« I T TR - FY I ¥ I o)

m| Basfun.m
B Basfun.m:2:1 = <Mo selected symbol= - = = = -

function F = Basfunix,¥,z, a8,0l,02,33, m)

¥ The m-th basis function on the tetrahedron with corners aB:q3

B Input: x,v,z — 30 coordinate mesh functions as generated by meshgrid
ad. .q3 - coordingtes (307 of the 4 corners

Output: F — mesh function of the same size as x,.vw .2,
equal to the m-th baszis function in the tetrahedron,
Zero autside.

BXRER

af = af{:7;

Al=0l{ 2 -0l jAZ=02{ : -0l ;A3=03{ : 1-af;
A = [Al,AZ,A3];

% it det(ay = 8;

= Perm = -1

% end

Al o= inwi{Ad;

A = AL{L, 10 x—aB 13 + AL, 2(w—aB{23) + AL{Ll,3 3 (=—aB{30;
Yo o= AL(Z, 10 (x—0B{13) + A1(2,20(wv_—aB{23) + AL{Z,3 0 (z—aB{370;
Zo o= AL, 10 (x—0B {13 + AL, 2 {wv—aB{23) + AL{3,3 0 (z—ab{370;

if m==1l; F = =xc;
elseif m===2; F=YC;
elseif m==3; F=Zc;
else; F=1-Xc-Yc-ZC;
end

B = F % (Hoz=—£ps) ¢ (Yoz=—gps) ¥ (For=—eps) ¥ (1-Hc-YCo-ZCwr=—tps];
F = F % (Ho==07 % {(¥o==A) % (Fox=A) .* (1-Hoc-Y¥o-Zo==07;

XV

m — index of the basis function: equal to 1 in am, @ in aj {31=m)

J ok




Annexe C

2) Evaluation d’une matrice élémentaire

3D o =] M on B b Rd

30

4 L L L
(= o TR T o B SO T Ay ]

[T
(T - - R |

e

L L L L L L
@ n B bd bkl o=

i~
Y|

P
-]

m| AMat.m
B AaMat.mii2:1 = <No selected symbol> = — = — =

function M=AMat (x8,x1 M, w8 ,vl Ny ,z8,z1 Mz ,08 0l 02,03 ,m,b8,b1 b2 b3 ,n0
Elements de matrice de |''operaoteur integral volumique fortement singulier
calcules par multiplicateur de Fourier.

On choizit 2 fonctions de base sur 2 tetraedres

et un cube contenant les 2 tetroedres

Input: =A,x1.Mx - min, max et nombre de points en x
vB vl Ny — min, max et nombre de points en v
zA,z1,Nz — min, max et nombre de points en z
af..a3 - coordinote wectors (3D% of the 4 corners of tetrahedron K1
m — index of the bosis function Bl on tetrakhedron 1
bA..b3 - coordinotes (3D% of the 4 corners of tetrohedron K2
n — index of the basis function B2 on tetrahedron 2
Output: M - matrice 3x3 avec les elements de matrice
“int_{ELRinE_fKZ} sportiol_jspartial_k GOx-—y) B2{x) BL{y) dx dy
ou G{x} ezt la solution elementaire du loplacien 30

Ligne de commande typigque:

a=8;b=1;M=125;

M=AMat{a,b,M,q,b,N,a,b,N,[8,8,8],[1,8,8],[@,1,8],[9,8,1],8,...
[¢,8,8],[1,8,8],[9,1,8],[9,8,1],8%; real{M)

R HEEERRRETELEEREER

% Coordonness dans ' 'espace des x
xz = linspoce{x8,x1,Mx};
w3 = linspoce{yB, vl Ny);
zz = linspoce{zA,z1,Nz);

[%.%,2] = ndgrid{xs,vs,zs);
% attn: utilizer ndgrid et pas meshgrid ! meshgrid melange x et w |

% Definition of the two basiz functions

Bl=Basfun{x,v,z,08,0l,02,03,m7;
B2=Bazfun{x,¥,=,b8,b1,b2,b3,n0;
clear x v z:

% Normalization pour Parsewal
Wolx = (x1-xA{yl-yA e {z1-zA%;
Volxi= MNx¥hydhz ;

Mormalize = sgrt{Molx<Molxi;

# L2-1Z normalisation: norm(¥y = |[%]|_fL2T
¥1 = MNormalize#fftn{Bl};

¥2 = Normalize¥fftn{B2);

clear Bl BZ2;

xvi
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Annexe C

) () m| AMat.m
B AMatmi2:l & <Noselected symbol>= % S e S TR by =
47 | ’ E
48 | | % Coordonnees dans L' 'espace des frequences, centrees a Zero
43| | Ks = linspoce(-1/2,1/2 Mot/ (el —al)
B0 | W2 = linspoce{-1/2 102 Ny ey Cvl-v@ ),
Bl| |Zs = linspoce{-1/2,1/2 Nz Nz iz1-z@);
(=11
53| | [¥,¥.2] = ndgridi{xs,¥s,2s);
4| |F2 = Bo¥s + ¥Y.¥Y 4 Z.%2,
85| | F2{F2==)=eps:
56
5?: % Pour rearranger les frequences comme dans fft, allant de 8 g N-1
BB | | Shuffler = [f loor{Me/20+ 1 iNx, 1 :f loor (N=/273] 5
58| | Shuffle¥ = [f loor (Mv/2)+1iHy,1:7 loor (Hy /23] ;
60 | ShuffleZ = [floor {Nz/2%1:Nz,1:f loor (Nz 23]
Bl |
62| |M=zeros(d,3);
B3
64 Hul = ®.*¥8. F2;
65 | Mul = Mul{Shuff lex,Shuff le¥,Shuff leZ);
BE | | M{L, 1% = dob{Yld s Mul ) 200,
b7
BB | |Mul =Y. ¥./F2;
62| | Mul = Mul{Shuff lek,Shuff le¥,Shuff leZ);
PO MEZ,E0 = dob YL MUl AR
71|
72| |Mul = Z.%2./F2;
73 | Mul = Mul{Shuff lex,Shuff le¥,Shuff leZ);
T4 | M{3,30 = dob YA Mul s a2y,
75|
FE | |Mul = =.¥Y./FZ25
77 | Mul = Mul{Shuff lex ,Shuff le¥,Shuff leZ);
TR ML, 20 = dob a0 Mul {2,
79| |M(2,1) = M{1,23;
80 |
81 |Mul = %.%Z_/F2;
B2 [Mul = Mul{Shuff lek,Shuff Le¥,Shuff leZ);
B3| | M{L,3% = dobvaC e Mul sz,
84| |M(3,1) = M(L,30;
85 |
86| |Mul = ¥.¥Z./F2;
87 | Mul = Mul{Shuff lex Shuff le¥ ,Shuff le2);
g8 | MEZ2,30 = dobrLd ) Mul a2, s
sa| |M(3,2) = M{2,3); a
ag | Y
xf
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Résumé

Ce travail est dévolu a ’étude de la diffraction d’ondes électromagnétiques par un corps di-
électrique.Des équations de Maxwell, nous dérivons deux formulations intégrales. L'une est une
équation intégrale volumique & noyau fortement singulier et 'autre, une équation intégrale cou-
plée surface-volume & noyau faiblement singulier. Ces deux formulations sont analysées, a 1'aide
des résultats standard de Fredholm, en considérant une permittivité discontinue a travers le bord
du diélectrique. Cette hypothése est plus réaliste et permet de prendre en compte des matériaux
composés de différentes couches diélectriques. L’équation intégrale volumique est ensuite résolue
numériquement. A cette fin, nous avons développé une méthode pour traiter les singularités de
lopérateur intégral volumique. Cette méthode de traitement des singularités est une méthode de
changements de variables faisant appel aux transformations de Duffy et elle peut s’appliquer a
une classe plus grande d’opérateurs intégraux. La méthode et I’équation intégrale volumique sont
implémentées dans le code Mélina++ qui est une librairie d’éléments finis développée au sein de
I'Institut de Recherche Mathématique de Rennes. Quelques résultats de tests numériques viennent,
enfin, compléter le travail.

Mots clés :
Ondes électromagnétiques, Equation intégrale de volume, Intégrales singuliéres, Diélectrique, Max-
well, Diffraction

Abstract

We are concerned with studying the electromagnetic scattering by a dielectric body. From
Maxwell equations, we derived two integral formulations. One is a volume integral equation with
a strongly singular kernel and the other one is a coupled surface-volume integral equation with
weakly singular kernel. Assuming a discontinuous electric permittivity across the dielectric boun-
dary, the two formulations are analyzed using standard Fredholm properties. The hypothesis of
discontinuity for the electric permittivity is more realistic and moreover it enables composite die-
lectric materials with several surfaces of discontinuity. The volume integral equation is then solve
numerically. To this end, we developed a method to handle the singularities in the kernel of the
volume integral operator. This method of treatment of singularities is based on changes of variables
involving Duffy’ s transformations and it can be applied to a wide class of integral operators. The
method and the volume integral equation are implemented in the Mélina++ code which is a finite
element library developed within the mathematical research institut of Rennes. We complete the
work with some numerical tests results.

Key words:
Electromagnetic scattering, Volume integral equation, Singular integrals, Dielectric interface pro-
blem, Maxwell



