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Résumé

Ce travail porte sur la résolution exacte d’'un probléeme d’optimisation comlri@atwulti-objectif.
Nous cherchons d'une part a confirmer I'efficacité de I'algorithme dideunx phases, et d’autre part
a poser une généralisation des procédures de séparation et évah@piaaires dans le cadre mono-
objectif mais presque absentes en multi-objectif. Notre étude s’appuie swbléme multi-objectif
de sac a dos unidimensionnel en variables binaires. Ce dernier estssiqetade 'optimisation
combinatoire, présent comme sous probléme dans de nombreux probl&mptmidation.

La premiére partie de nos travaux porte sur un pré-traitement permettaddivies la taille d’ins-
tances de ce probléme. Nous mettons en évidence plusieurs propriététtpst de déterminex
priori une partie de la structure de toutes les solutions efficaces. Nous notmagansuite a dé-
crire une procédure performante de type deux phases pour cempmhligéut d’abord dans le cas
bi-objectif, ol nous améliorons la procédure décrite par Vitéa. en 1998. Puis nous proposons
un nouvel algorithme permettant de trouver plus efficacement les solugchsrchées durant la
seconde phase. Nous étendons ensuite cette procédure pour desemsigant trois objectifs ou
plus. Les résultats obtenus sont comparés aux meilleurs algorithmes exgtante probléme et
confirment I'efficacité de I'approche en deux phases. La dernigt& g notre travail concerne la
généralisation au cas multi-objectif d’'une procédure de séparation lelaga. Nous identifions
plusieurs difficultés auxquelles nous répondons en proposant dewelfes procédures. Les expéri-
mentations numériques indiquent que ces dernieres permettent de efdesidrstances en des temps
raisonnables, bien gu’elles n'atteignent pas les performances d‘anédure de type deux phases.

Mots-clés : optimisation combinatoire multi-objectif, probléme de sac a dos unidimensionned-en v
riables binaires, résolution exacte, pré-traitement, méthode en deusphesmdure de séparation et
évaluation

Abstract

The purpose of this work is the exact solution of a problem from the fiefdudfi-criteria combina-
torial optimisation. Our goal his twofold. First, we aim at confirming the efficyeof the so-named
two-phases algorithms. Then, we set a generalisation of the branctoand procedures, popular
in the mono-criteria case but almost non-existent in the multi-criteria casew@uris based on the
unidimensional multi-criteria knapsack problem with binary variables, aiclé®sn combinatorial
optimisation, found as a sub problem in many optimisation problems.

The first part concerns the reduction of the instances of the problenexjese several properties
allowing to a priori find some parts of the structure of all efficient solutions. Then, we d®scr
an efficient two-phases procedure for this problem. Initially in the bi-caitease, we improve the
original procedure from Viséet al. (1998) before defining a new procedure to efficiently find the
solutions in the second phase. This algorithm is extended to the tri- and multiaccise in the next
part. Finally, the generalisation of the branch and bound procedure liasthgart of our work. We
focus on several difficulties, to which we answer with two new procesduxeimerical experiments
show that these procedures can solve instances in acceptable time.thNiess; the two-phases
algorithms outperform these procedures, just like the best knownguoeefor this problem.

Keywords: multi-objective combinatorial optimisation, unidimensional binary knapsadileno, exact
resolution, preprocessing, two phase method, branch and bound
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Introduction

L'optimisation combinatoire est un domaine intensivement étudié en raisomgmgntiel d’appli-
cation a de nombreux problémes rencontrés dans des situations rédlescherches dans ce domaine
sont longtemps restées confinées aux situations ou un unique objectibps8iméser. Cependant, de
nombreux cas réels nécessitent I'optimisation simultanée de plusieurs objedifictuels. Bien que
des travaux sur le sujet aient été publiés au moins depuis les années itR&Etlde la communauté
scientifique pour I'optimisation combinatoire multi-objectif n’apparait réellematit partir des années
1990. Ce regain d'intérét trouve son origine dans le développemenrdbrauses méta-heuristiques
multi-objectifs, appliquées avec succés a des problémes d’optimisation cesplex fait, la résolu-
tion exacte de problémes d’optimisation combinatoire multi-objectifs est intrinseentaifficile, tant
d’'un point de vue théorique que pratique. En effet, ils sont fgu3-complets ouN P-difficiles, # P-
complets et intraitables, méme lorsque la version mono-objectif du problemediappa la classe de
complexitéP. De plus, la plupart des méthodes de résolution exacte pour les probl&pesation
combinatoires multi-objectifs sont souvent limitées au cas bi-objectif.

Nos travaux portent sur la résolution exacte de problémes d’optimisatioriratoibe multi-objectif.
En particulier, nous nous intéressons aux schémas de résolution debismes avec d’'un coté une
méthode spécifique au cas multi-objectif et de I'autre une méthode d’'explogdioéralisée du cas
mono-objectif vers le cas multi-objectif.

Les travaux de Ulungul[3J sont souvent cités en référence sur le sujet de I'optimisation combi-
natoire multi-objectif. Celui-ci a observé que les travaux sur la résolutiaredains problémes mono-
objectifs avait produit des procédures tres efficaces, profitara@uehfois de la structure particuliére du
probléme considéré. Ulungi 33 a cherché a exploiter la structure de ces problémes dans le contexte
multi-objectif, ce qui a mené au développement de la méthode dite en deuxs pGaseme son nom
l'indique, cette méthode procéde au calcul des solutions efficaces grpbases. La premiére calcule
les solutions dites supportées tandis que la seconde détermine les solutismediseipportées. Initia-
lement appliquée au probléme bi-objectif de sac a dos, I'auteur utilise unédun@ de séparation et
évaluation pour le calcul des solutions dans chaque phase. Elle a d&pajgpiquée a de nombreux
autres problémes d’optimisation combinatoire multi-objectif. Cependant, lesimgndations numé-
riques montrent que cette méthode peine a passer 'augmentation de la taillstdesen résolues. De
plus, elle est restée limitée au cas bi-objectif jusqu’aux récents travawzgeyiski [L11]. Ce dernier a
proposé une généralisation de la méthode a trois objectifs et plus ainsequouvelle procédure de cal-
cul des solutions non supportées. Les expérimentations numériquesttie/aex appliqués au probleme
multi-objectif d’affectation montrent que la procédure en deux phaseszgbyiski [111], utilisant une
procédure dite deanking pour le calcul des solutions non supportées, surpasse les méthodés pré
dentes pour ce probléme. En effet, I'application d’'une procédurarméng permet d’'explorer I'espace
de recherche d’une maniere performante, en découvrant les solddossun ordre favorisant les plus
efficaces.

Du fait qu’elle s’appuie fortement sur la structure du probléme a résoilduffit d’'une petite varia-
tion dans la formulation du probléme pour gu’une procédure en dewesglpgsde son efficacité, voire
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gu’elle ne puisse plus étre appliquée. Il est alors nécessaire densdonieers une méthode générique,
par exemple de type-contrainte. Dans le cas de I'optimisation combinatoire mono-objectif, les proce-
dures de séparation et évaluation (PSE) donnent de trés bons résuliats que méthodes générales. Il
est alors étonnant de constater que leur application au cas multi-objectift pas plus populaire. En
effet, seules deux contributions7, 126 portent sur de telles méthode pour la résolution de problémes
bi-objectifs, respectivement pour un probléme d’ordonnancemeneaipplication au probléme d’arbre
couvrant de poids minimal.

Nos travaux se situent au carrefour de ceux de Przybyiski] [et de ceux de Sourd et Spanjaard
[12€]. En nous appuyant sur le probléme de sac a dos multi-objectif unidimems$ienrvariables bi-
naires, nous mettons en vis-a-vis I'application d’'une procédure enpeases et celle d’une procédure
de séparation et évaluation. Nous cherchons d’'une part a confirffagdtité du schéma de type deux
phases dans le cadre multi-objectif, et d’autre part a poser une {isatoa a ce cadre des PSE, procé-
dures classiques en optimisation mono-objectif.

Le probléme de sac a dos est intensément étudié dans sa version monid-dépeds plus d’'un
siécle. L'intérét qui lui est porté est en particulier di au fait qu'il geoeve en tant que sous probléme
dans de nombreux problémes d’optimisation. Ainsi, c’est tout naturellenentig nombreux travaux
ont été effectués pour sa version multi-objectif. Deux procéduresrsardéent pour la résolution de ce
probléme. D’'une part, Viséet al.[136] ont proposé une proceédure en deux phases basée sur les travaux
de Ulungu [L.3] et utilisant intensément une PSE mono-objectif de Martello et Toth Leur algo-
rithme est en pratique restreint au cas bi-objectif et est dominé en termeoler@nces par les résultats
récemment obtenus par Bazgetral.[10]. Ces derniers ont proposé un algorithme trés efficace, de type
programmation dynamique, pour résoudre des instances du problémgusgara trois objectifs. Ce-
pendant, bien qu’efficace en terme de temps de résolution, cette appodfre des mémes difficultés
gue son équivalent pour le probléme mono-objectif. Elle demande énormden@@moire et peine aré-
soudre les instances de plus grandes tailles. Il est & noter que le pratdésae a dos peut étre interprété
comme un probléme de plus courts chemins, ce qui permet de lui appliquaigdeéthmes spécifiques
a ce dernier. Captivet al.[22] ont en effet précédemment proposé une telle approche pour réstes!
instances du probléme de sac a dos multi-objectif. Les performances d@dgerithme se situent entre
celles de la procédure de Viséeal.[13(] et de celle de Bazgaet al.[10].

Un point clé de l'efficacité des procédures appliquées au problémecde das mono-objectif se
trouve dans la déterminaticm priori d’éléments présents ou absents des solutions efficaces. Cela est
effectué par une procédure de réduction du probléeme, procédune gladapte pas immédiatement au
cas multi-objectif. A notre connaissance, seuls Gomes da &ila]64] ont proposé une telle procédure
pour le probléme de sac a dos bi-objectif, fondée sur des transformdtigm®bléme vers sa version
mono-objectif.

En pratique, la procédure de programmation dynamique de Bazgdrj10] est aujourd’hui la plus
performante pour résoudre des instances du probléme de sac a dosajealiacCependant, étant donné
ses difficultés a passer au dela de 'augmentation de leurs tailles, il esegraztinent de chercher une
meilleure procédure, possédant ses qualités en terme de temps de réssautles inconvénients de
la consommation de mémoire. Przybylskil[] a montré que le schéma des procédures en deux phases
associé a une procédure de typakingpour calculer les solutions non supportées était un bon candidat
pour cela. De plus, Eppsteitif] a proposé une procédure dakingpour le probléeme deks plus courts
chemins, de fait applicable au probleme de sac a dos mono-objectif.
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La généralisation des PSE au cas multi-objectif n’est pas triviale. Ainsigoieties soient parmi les
algorithmes les plus performants pour le probleme mono-objectif de sac awbosie n'a été proposée
pour le cas multi-objectif de ce probleme. Les difficultés se retrouventlgsieprs points. D’'une patrt,
pour ce probléme en particulier, un ordre pour I'exploration est aiséoteienu dans le cas mono-
objectif, permettant d’accéder rapidement aux solutions optimales. Getasthbsent dans le cas multi-
objectif. D'autre part, une autre difficulté pointée par Sourd et Spahjdar se trouve dans la partie
évaluation, consistant a juger si I'exploration en cours doit continuétretabandonnée. Alors que cette
évaluation peut se limiter a déterminer si la recherche se dirige au delaa#ttame valeur dariR pour
le cas mono-objectif, elle se généralise au cas multi-objectif en déterminagidblration se dirige, au
moins en partie, dans une régionRe décrite d’'une maniére non triviale, @lle nombre d’objectifs.

Une piste pour passer outre la difficulté venant de I'ordre dans lecefédctue I'exploration se
trouve dans diverses généralisations de celui utilisé en mono-objecaBet al.[10] ont observé que
leur algorithme était plus rapide avec certains ordres qu’avec d’'altass résultats encouragent ainsi
I'étude d'un tel procédé. Une autre fagon de contourner cette diffieattd’effectuer I'exploration d’'une
maniére indépendante de I'ordre initial dans lequel elle se présentedaptéat en fonction de ce qui a
été observé jusqu’alors. A notre connaissance, aucune proposiidgja été faite dans ce sens.

Sourd et Spanjaard.P€] ont proposé de résoudre la difficulté venant de I'évaluation en utilisant
une description de I'espace de recherche basée sur la notion d’dasérmant inférieurement et su-
périeurement, tels que définis par Ehrgott et Gandibléuk Au cours d’'une PSE, le premier de ces
ensembles se détermine immédiatement depuis les résultats déja obtenusekplmation. Le second
est par contre plus difficile & déterminer efficacement. Le calcul d’uarebke bornant supérieurement
permet d'évaluer, de maniére optimiste, les résultats pouvant étre obtenostamuant I'exploration.
Idéalement, il doit étre rapide a calculer et au plus proche de la réalitéd 8oGpanjaardl2€] pro-
posent pour cela de calculer les solutions supportées restreintesacéespxplorer. Cela se préte bien
au probleme d’arbre couvrant minimal mais peut étre beaucoup plus gqiteu d’'autres problémes.
Ainsi, un calcul plus rapide, méme s'il est éventuellement moins précispaéias préférable.

Dans la suite de ce mémoire, nos travaux sont organisés autour de dixezhap

Le premier chapitre présente le domaine de I'optimisation combinatoire multi-objeqiifse les
principales définitions et propriétés. Les algorithmes classiques detiéadant présentés et les prin-
cipaux manques et difficultés, tant pratiques que théoriques, sont iégntifi

Le second chapitre présente le probléme de sac a dos et ses variap@esioalier la version unidi-
mensionnelle, multi-objectif et a variables binaires, autour de laquelle la s dtscument s’articule.
Les méthodes classiques de résolution y sont décrites, autant powsitanv@ono-objectif du probleme
gue pour le cas multi-objectif.

Nos travaux sur la réduction d'instances du probléme sont présemgédedtmoisieme chapitre. La
notion de variables régulieres y est définie, puis plusieurs propriétést\visdéterminer ces variables
sont posées. Leur efficacité est évaluée au regard de nombrestsex@s extraites de la littérature sur
le probléme, que nous réutiliserons pour les chapitres suivants. Gepée s’'appuient sur des bornes
connues sur la cardinalité des solutions efficaces, définies par Giayguis généralisées au cas multi-
objectif par Gandibleux et Frévill&).

Le quatriéme et le cinquiéme chapitre portent sur I'application d'une pwweéeh deux phases
au probléme de sac a dos. Le premier d’entre eux se concentre surbeatgectif, ou la procédure
présentée par Viséd al.[136] est améliorée par 'utilisation de bornes plus précises durant I'explocatio
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Une procédure denkinginspirée de Eppsteinrif] est ensuite proposée pour le calcul des solutions non
supportées, en remplacement de la PSE utilisée par ¥isdle[136]. Le second de ces chapitres porte
guant a lui sur le cas du probléme de sac a dos a trois objectifs et plus ywaposons une adaptation
de la procédure décrite par Przybylskil[l].

Le sixiéme et dernier chapitre concerne I'application d’'une PSE pouol#éme de sac a dos multi-
objectif. Nous proposons une premiére procédure, adaptée d’urtlafge classique utilisé dans le cas
mono-objectif. Plusieurs ordres sont proposés pour I'exploratiosi qire plusieurs fonctions d’évalua-
tion. L'influence de chaque ordre et les performances de chaqaédorsont alors évaluées au regard
de nombreuses instances. Nous proposons ensuite une secor@kipatans I'optique de réduire I'in-
fluence de I'ordre initial ainsi que la taille de I'espace exploré. Cette proeéest évaluée sur les mémes

instances. Ces deux procédures sont comparées entre elles ealy@ifime en deux phases obtenu a
lissue du chapitré.



Notations

Notation Signification

n nombre de variables d’'un probléme d’optimisation
m nombre de contraintes d'un probléme d’optimisation
D nombre de fonctions objectifs d'un probléme d’optimisation multi-objectif
x=(Z1,...,2p) solution, vecteur de valeurs pour les variables

z(z) = (z1(x),...,2(x)) vecteur des fonctions objectifs

y=(1,---,Yp) point, vecteur de valeurs pour les fonctions objectifs
X ensemble réalisable d’un probléme d’optimisation
Y = 2(X) ensemble réalisable dans I'espace des objectifs

y! point idéal

yN point nadir

yY point utopique

yt > 92 yi >y2pourk=1,...,p

yt =P Y > yppourk =1,....p

yt > y? y' =y’ ety #y?

RE {yeRP:y >0}

RY {yeRP:y >0}

RY {yeRP:y >0}

AeRE poids




Notations

Notation Signification

Xgp ensemble complet de solutions efficaces

XE,, ensemble complet minimal de solutions efficaces

XEy ensemble complet maximal de solutions efficaces

Xsg ensemble complet de solutions supportées

XsE,, ensemble complet minimum de solutions supportées

XsEy ensemble complet maximum de solutions supportées

Xsm ensemble complet de solutions supportées extrémes

XsEe1,, ensemble complet minimum de solutions supportées extrémes
XSE1,y, ensemble complet maximum de solutions supportées extrémes
Xsm2 ensemble complet de solutions supportées non-extrémes
XsE2,, ensemble complet minimum de solutions supportées non-extrémes
XsE2,, ensemble complet maximum de solutions supportées non-extrémes
Yn ensemble des points non dominés

Ysn ensemble des points supportés

Ysn1 ensemble des points supportés extrémes

Ysne ensemble des points supportés non-extrémes

Ynn ensemble des points non supportés

Sy ousS C RP Sy:={seS:Ps'cS:5>s}

S¢ouS C RP complémentaire d& dansRP

rint(.9) intérieur relatif deS

adh(.9) adhérance d&

conv(S)

enveloppe convexe de




CHAPITRE 1

Problemes
d’optimisation
combinatoire
multi-objectif

La recherche opérationnelle est une discipline scientifique située atficzarde I'informatique, des
mathématiques appliquées et de I'économie. Elle s'adresse entre autregsallaion de problemes
d’optimisation et fait largement usage d’outils informatiques.

Si certains problémes peuvent s’exprimer facilement a I'aide d’un formalissu de la programma-
tion mathématique, par exemple, ils peuvent se révéler difficiles a résaugrategue. Cette difficulté
apparait encore plus grande lorsque le probléme véhicule plusieurss(ibé objectifs), éventuellement
conflictuels.

Il n'existe pas aujourd’hui de méthode générale efficace pour désaes problemes. Néanmoins,
pour de nombreuses classes de problémes, il existe des algorithmesggpédfinnant de bons résultats.

1.1 Introduction a la recherche opérationnelle

En amont de toute méthode de résolution, il y a un probléme posé par cellogueommele
décideur Il s’agit de la personne, I'entreprise ou, plus généralement, I'entitéaduace au probleme.
Le décideur n’est pas un formalisme mathématique. Il est incertain, faiv@rdimprécisions et est
incomplet dans la description du probléme. Ainsi, il n'est pas nécessaitenseé pour lui d’exprimer
son probléme, ni les critéres d'optimalité ; c’est-a-dire ce qui rend ulgicgo meilleure qu’une autre.
Pour ces raisons, de nombreux sujets de recherche s'adreséeifiggement a la modélisation des
préférences du décideur, afin de I'aider & exprimer ses souhaitheisir parmi les solutions.

La chemin allant de I'expression des souhaits du décideur jusqu’a larpaéien des solutions est
décomposé en quatre grandes étapes, composantes du domaine ddd’diégision. La premiére étape
est la structuration du probléme, suivie par sa modélisation. Viennentesauésolution puis I'inter-
prétation des résultats obtenus. L'étape de la résolution du probléme néresdera particulierement
par la suite.

Afin de présenter le domaine de fagon accessible, la section suivapteteapne histoire illustrant la
place de la recherche opérationnelle dans notre quotidien. La situatigmeda difficulté du chemine-
ment entre le probléme initial et la solution désirée, depuis I'expressiorotilgone jusqu’a la sélection
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d’une solution, en passant par les difficultés numériques et I'intérgobid’ane méthode adaptée a un
probléme.

1.1.1 «C’estfacile, il suffit de prendre I'optimal »

Notre décideur souhaite aller de Nantes a Montaigu, aussi vite que possiblevement, il prend
son atlas et cherche le plus court chemin reliant les deux villes, a vuedi censtruit son itinéraire et
prend la route.

Arrivé a Montaigu, il retrouve son voisin de palier, gu’il avait croisélsiparking lors de son départ.
Celui-ci est arrivé depuis dix minutes. Etonné, le décideur l'interpelle.

— Je pensais avoir trouveé le chemin le plus court, par ou es-tu passé ?

— Jai pris I'autoroute, répond-il.

— Mais c’est dix kilométres de plus!

— Exact, mais je peux rouler plus vite.

Notre décideur est surpris en découvrant ainsi qu'il n’avait pastté son probléme correctement.
En effet, le trajet le plus court n'est pas nécessairement le plus raplderoute que je prendrai la
prochaine fois sera la meilleure a tout point de vue », pense-t-il en musoa atlas. || commence a
regarder les routes reliant Nantes et Montaigu. Certaines sont clairenaevaises, mais il en reste
beaucoup qui semblent intéressantes, trop pour pouvoir étre examiaéesllement.

Insatisfait du résultat qu'il a obtenu jusqu’ici, il décide de s’aider de @awlinateur pour trouver le
meilleur chemin. |l se rend s@pen Street Map et récupére les données des routes des Pays de la Loire.
Il note, pour chaque section de route, sa longueur en kilometres et Iseviteaximale autorisée (ainsi,
il pourra calculer le temps nécessaire pour la parcourir). Il note &ussilt de la section en terme de
carburant et péages.

Le décideur écrit rapidement un petit programme pour trouver le meilleumiohg&ur la carte. Le
programme considére les sections de chaque route les unes a la suiteelePawr chacune, il sépare
la recherche en deux : d’'un c6té la section est ajoutée a la suite de cg@dlehdisies et, de l'autre, elle
est simplement ignorée. Dans les deux cas, chaque sections restaetesude considéré de la méme
facon. Les meilleures solutions sont gardées pour étre affichées alatfaitement.

Il lance son programme et patiente en réfléchissant. Voila deux heuzde grogramme tourne et
aucune solution n’est affichée. « Bizarre, je pensais que ¢a irait fiisveyons donc, la carte décrit
une centaine de sections de route. Chaque section n'a que deux éiagdle et sélectionnée, soit elle
ne I'est pas. Deux états pour la premiére section, puis deux pour ladeeebninsi de suite, ¢ca me fait
2 x 2x ... x 2= 2100 golutions possibles. Disons que mon ordinateur traite un milliard de solutions
par seconde, jaurais le résultat dans... quatre cent milliards de di&llest bien plus que I'age de
I'univers’!»

« Je ferais mieux d’améliorer mon algorithme », pense-t-il en langant une geetiterche sur inter-
net. Il y découvre I'algorithme de Martin§§], un programme qui cherche efficacement les meilleurs
chemins selon plusieurs critéres. « Exactement ce gu'il me faut », dit-duesit. « J'entre les données
dans le programme, je valide et... cing cent vingt-quatre solutions ! Géastdoup trop. »

En observant les résultats de plus prés, le décideur remarque plugieses. D’'une part, les routes
ne sont pas toutes égales. Certaines sont rapides et chéres tandlisugres sont longues mais écono-
miques. D’autre part, il y a beaucoup de routes équivalentes, cdist-aui ont la méme durée et le
méme codt. Ces derniéres ne different finalement que peu, principaldarentes villes traversées ou,

x. http://www.openstreetmap.fr , un site de cartographie libre
1. environ 13,7 milliard d'années
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du fait de la densité des rues, plusieurs chemins équivalents permettairndire un lieu donné. « Je
n'ai pas besoin de routes équivalentes », pense-t-il. Puis il demareceidinateur de ne garder qu’un
trajet pour toute paire de valeur pour la durée et le co(t. Une fois le filatigetué, il ne reste que cing
routes. « Comment vais-je choisir la meilleure ? »

La réponse a cette derniére question est qu'aucune des cing solutiales fii'est « la » meilleure
solution. En effet, les objectifs définis par le décideur sont conflictueldalDies routes sont moins chéres
gue d'autres, mais sont plus longues a parcourir. Elles sont incongsraliinsi, chacune des solutions
finales doit étre considérée comme optimale. A partir d'ici, il faut injecter desnrations subjectives,
les préférences du décideur, pour I'orienter vers un choix. Coseratisnaintenant les limites, il peut
étudier ce qu'il est prét a perdre sur un critére pour gagner surd’ag’est a lui d’arbitrer pour choisir
la solution qu'il préfere, selon son expérience, son intuition, ou d’awdriéeres qui sont extérieurs au
probléme initial de plus court chemin.

1.1.2 Quelques problémes classiques

L'histoire ci-dessus fait intervenir le probléme classique du plus coernat 1l s’agit d'un probleme
facile lorsque les routes sont évaluées au regard d’un seul critéetatttement facile avec plusieurs
criteres, bien gu'il existe des situations intraitables, comme illustré plus loits, lda@mplel.8 page
19. Les exemples ci-dessous présentent quelques problémes classiques.

Exemple 1.1 (Probléme de plus court chemin). Le dessin de la figuré.1 représente des villes, sous
forme de ronds, reliées par des routes. La longueur de chaque retitediquée a coté de celle-ci. Le
probléme d’optimisation vise la recherche d'une plus court chemin daméseau. Quel est le plus court
chemin pour aller du point au pointm ?

Un autre probléme largement étudié est celui du voyageur de commenceddllise une situation
analogue a celle d'un voyageur de commerce qui souhaite visiter un elesgentilles et revenir a son
point de départ, sans passer deux fois par la méme ville et en minimisant leéoe&saire pour passer
d’une ville a I'autre.

Exemple 1.2 (Probléme du voyageur de commerce).En partant du point: de la figurel.l, quel est
le plus court chemin passant une unique fois par chaque point et setarhau point de dépari ?

Le probléme deset packingest un de ces problemes qui s’écrivent facilement mais pourtant tres
difficiles a résoudre. Il modélise une situation dans laquelle le décidehagewbtenir un maximum de
ressources parmis plusieurs ressources en conflit.

Exemple 1.3 (Probléme deset packing. Le décideur souhaite inviter ses amis & son anniversaire. Du
fait de certains conflits parmi son entourage, il sait que certaines pee®ne viendront pas si d’'autres
sont présentes. Son but est d’inviter un maximum de personne.

Chaque rond de la figuré.2 représente une personne. Un trait reliant deux personnes indiqadesu
sont en conflit et ne viendront pas ensemble (on ignore pour l'ing¢ganvaleurs indiquées dans les
ronds). Quelles sont les personnes a appeler pour avoir un maxiriiovités ?

Variante : on considere que tous les amis ne sont pas équivalents axxlyalécideur. Chaque cercle
de la figurel.2 contient une valeur indiquant I'importance de la personne pour le déciflae forte
valeur correspond a une grande importance). Quelles sont les peesa appeler pour avoir un groupe
d’invités avec une importance maximum ?
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Figure 1.1 — Graphe illustrant les exemples de problémes de plus court chiedairvoyageur de com-
merce.

Figure 1.2 — Graphe illustrant les exemples de problemestieacking
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Numéro Titre Note Poids (octets)
1 Cohiba Playa - Radiodays (ft. Dj VoIto) x x %x 4000000
2 Musetta - Ophelia’s song * %k ok 5200000
3 Cartel - Real Talk by Brix Hok 2700000
4 Professor Kliq - Bust This Bust That % % % x x 6800000
5 The Dada Weatherman - Painted Dreamx x * x 8000000
6 Alexander Blu - Emptiness * % % 6200000
7 UltraCat - Disco High * % % 6300000
8 Josh Woodward - Effortless *ok 5300000
9 Tryad - Struttin’ * 5600000
10 Silence - Cellule * 5900000

Table 1.1 — La bibliothéque musicale du décideur

La section2.1.1.3page34 présente une application concréte du problemeseatepackingdans le
cadre de I'optimisation de traffic ferroviaire.

Il existe de nombreux autres problémes classiques, trop pour pouvsite®yprésenter dans cette
these. Le lecteur intéressé pourra se référer3a][sur le sujet. Le dernier probléme présenté ici est
celui du sac a dos. Il modélise une situation dans laquelle le décideudpassdisposition un ensemble
d’objets parmi lesquels il doit faire une sélection, en respectant uneagtte de capacité. L'objectif est
de maximiser le profit apporté par les objets sélectionnés.

Exemple 1.4 (Probléeme de sac a dos).Le décideur posséde une bibliotheque musicale contenant
10 titres’. Le logiciel qu'il utilise pour gérer sa bibliothéque lui permet de donnee umote dans un
intervalle de 1 a 5 étoiles a chaque titre, 5 étant la meilleure note. Les infornsasionles titres sont
récapitulées dans la table 1

Son lecteur multimédia portable a une capacité de 16000000 Gctétouhaite le remplir de maniére

a avoir la meilleure liste de lecture possible & partir de sa bibliotheque. C'abteaque la somme des
notes des titres choisis doit étre maximale. Quels titres doit-il sélectionner ?

Ce dernier probléme connait de nombreuses variantes. Certaineg @kedrseront présentées dans
la section2.1.1page32, ainsi qu'une solution de cet exemple. Des solutions pour les autres emp
sont rapportées dans I'anneke

1.2 Probleme et solutions en optimisation combinatoire multi-objectif

Un programme linéaire en nombres entiers est une description mathématigyeaileme d’opti-
misation. Dans celle-ci, legariablesreprésentent les objets sur lesquels le choix s’effectue. L'ensemble
des valeurs gqu’elles peuvent prendre est tamaine C’est en général un sous-ensembleNgen par-
ticulier 'ensemble{0, 1}.

Une solution au probléme est obtenue en attribuant une valeur de son danetiacune des va-
riables. Lorsque les valeurs de plusieurs variables sont dépendlemteses des autres, elles sont liées
par desontraintes

1. une valeur sifaible qu’elle en est irréaliste, mais idéale pour les bedeifexemple
§. il 'a acquis a la fin des années 90
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Une solution est évaluée via fanction objectif Celle-ci quantifie la performance de la solution.
Enfin, cette fonction est précédée padilction de la recherchendiquant le genre de valeur recherchée
pour qu’une solution soit optimale.

Exemple 1.5 (Formulation d’'un probléme d’optimisation combinatoire). Cet exemple s’appuie sur
le probléme de plus courts chemins, évoqué dans la settioh Dans ce probleme, le choix s’effectue
sur les routes entre les villes. Celles-ci peuvent ainsi €tre représgatéesvariablesr; ;, oui etj sont
respectivement la ville de départ et la ville d'arrivée.

Pour simplifier les notations, chaque ville sera ici représentée par urbrentier, en suivant I'ordre
alphabétique (a=1, b=2, ..., m=13). De méme, on nomnigfda longueur de la route allant de la
ville numéroi vers la ville numérg 9. Ainsi, la route allant de la ville: vers la villec correspond a la
variablez 3 et sa longueur egf 3 = 3.

Dans toute solution, chaque route ne peut étre que dans deux étatslleseitesélectionnée, soit elle ne
I'est pas. Ledomainedes variables se limite alors €0, 1}, en considérant que; ; = 1 quand la route
dei versj est choisie, et; ; = 0 sinon.

Un plus court chemin est une solution ot la somme des longueurs des,matéd., est minimale. Ceci
définit lafonction objectifet la direction de la recherchegue I'on formulera ainsi :

13 13

minimiserL =~ (I ; x @)

i=1 j=1

Remarquons que toutes les routes interviennent dans I'évaluation dedtofombjectif. Cependant,
étant donné qu’une route; ; non selectionnée verifie; ; = 0, sa longueur n'est pas comptée au final.
De méme, certaines variables correspondent a des routes qui teleijsas £ 13 par exemple). Afin
d’étre sOr qu’elles ne seront pas choisies, leur longueur sera déforiane égale a I'infini.

Le chemin recherché doit commencer par la villéC’est unecontraintequi peut se traduire par «ily a
exactement une seule route sélectionnée en partamtgdeu encore :

13
E w1 =1
=1

De méme, le chemin doit se terminer par la vitie

13
g i3 =1
i=1

Enfin, un chemin est fait de routes qui se suivent. Ainsi, pour toutejyieune route y arrivant est
choisie, alors il faut qu'’il y en ait une de choisie qui en part. Sauf posiviles de départ et d’arrivée :

13 13
Zl‘m = Zw]k Vje{2,...,12}
=1

k=1

9. l;,; nest pas une variable : sa valeur est donnée initialement.
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Le probléme complet s’écrit donc, au final

13 13

min L = Z Zli’j X i j

i=1 j=1

13
s.c. le,j =1
j=1
13
in,w =1
i=1

13 13

me = ij,k Vied{2,...,12}
1=1 k=1

i € {0,1} Vi,je{l,...,13}

Remarquons que ceci n'est que la traduction du probleme en termé=matiques. Cela ne donne
aucune indication sur la valeur de la solution optimale, ni sur la méthode &gy pour I'obtenir.

1.2.1 Probleme d’optimisation combinatoire mono/multi-djectif

Classiguement, un probléme d’optimisation combinatoire mono-objectif est défimme suit :

opt z(z)
s.c. AxAb Ae{<,=>}
z € {0,1}"

ouA € R b ¢ R™*! et ol « opt » consiste, selon le probléme, en une minimisation ou une
maximisation de la valeur de la fonction objectifz).

Cette formulation est celle d’'un programme linéaire en variables binairespfogeamme peut étre
associée une structure combinatoire, telle que la sélection d’'un ensemblatele (plus court chemin,
probléme du voyageur de commereds), ou encore la couverture d’'un graphe (problémes de I'arbre
couvrant, coloration de graphetc). C'est cette structure qui rend le probleme particulier.

Le vecteurz représente lea variables du probléme, le plus souvent binaires, indiquant si un objet
1 fait partie de la solutionaf; = 1) ou pas {; = 0). Les solutions dites réalisables sont celles vérifiant
les contraintesAz Ab.L'ensemble des solutions réalisables sera d6tét son image dans I'espace des
objectifs serd” = {z(z) : z € X}

Afin d’alléger les notations dans la suite du document, la direction de « opa»Be maximisation
et A sera<.

Définition 1.1 (Solution optimale) Une solutionz* est diteoptimalesi elle est réalisable et vérifie
z(x*) = maxzex{z(z)}.

Le plus souvent, le décideur souhaitera obtenir une ou plusieurs solofiingales. Néanmoins,
il peut s’avérer qu’'une telle solution ne soit pas acceptable, pourailesns diverses telles qu'une
contrainte technique non formalisée dans le probleme. Dans une telle siti&tléoideur pourra appré-
cier une solution d’une qualité Iégérement moindre. Il existe des proegdiies deankingpour certains
problémes permettant d'obtenir des solutions dans un ordre décraissgunlité (voir P3, 45, 84], entre
autres). Le résultat de ces procédures est un ensemble orfilohné. , 2%} tel que, pour toui < j,
I'égalité z(x?) > z(27) est vérifiée.
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Dans le cadre d'un probléme d’optimisation combinatoire multi-objectif, plusifanstions ob-
jectif, notéesz (), ..., zp(z), sont a considérer simultanément. Plusieurs types de problemes peuvent
alors apparaitre. Dans un premier cas, tous les objectifs doivent étimisex simultanément. Un tel
probléme se formule de la maniére suivante :

max z(z) = (z1(z),..., z(x))
s.c. Ax<b
xz € {0,1}"
ou, de maniére équivalente :
max  z;(x) Vie{l,...,p}
s.c. Az <b MOP
xz € {0,1}"

Nous pouvons remarguer gue le cas mono-objectif correspond au pas @ dans ces formulations.

Il est aussi envisageable d’'associer des directions d'optimisationmetifss aux composantes de
z(x). Par exemple, dans le cas d’un probléme de gestion de portefetiildds risques de l'investisse-
ment sont a minimiser tandis que les profits sont a maximiser.

Une autre situation possible consiste a maximiser la plus mauvaise perforniateoeesur un
objectif :

max min _zj(x
j€{17"’7p} J( )
s.c. Az <b
x € {0,1}"

Il s’agit d’'une formulation pessimiste ou le décideur souhaite maximiser la psesituations, parfois
nommeée probléme de min-ordering» et utilisée en particulier pour des probléemedatmtion plan-
ning[129.

D’autres formulations de problémes multi-objectifs sont apparues, y conggisombinaisons des
formulations ci-dessus. Néanmoins, dans la suite du manuscrit, nous eppekeprobleme d’optimi-
sation multi-objectif » tout probléme correspondant a la formulation nommée M@&ssus. Le lecteur
désireux d’en apprendre plus sur les autres formulations pourrééserré [35]. De plus, nous utiliserons
le terme MOCO pour nommer les problémes multi-objectifs d’optimisation combinatoire.

1.2.2 Solutions d’'un probleme d’optimisation multi-objedif

La notion d’optimalité d’une solution d’'un MOP n’est pas aussi intuitive caresde cadre d’un pro-
bléme mono-objectif. En effet, soit deux solutions réalisablest 22, telles quex; (z!) < 21 (2?), 29(2?) <
zo(x!) etzj(xt) = z;(2?),Vj € {3,...,p}. Ces solutions ont des performances différentes, elles ne sont
donc pas équivalentes et, sans indication supplémentaire, aucune kefiest étre considérée comme
meilleure que l'autre. En effet, selon que le décideur ait une préfémande premier ou sur le second
objectif, la solution optimale sera, respectivemefitou z'.

Si aucune considération de préférence n’'est doangréori, ces deux solutions doivent étre conser-
vées par une méthode de résolution exacte, ce qui conduit a recendeéens donné a la notion de
solution optimale.
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1.2.2.1 Efficacité et non dominance

Plusieurs interprétations peuvent étre données a la notion de maximisatiantdai contexte de
résolution (voir B5]). S'il existe un classement d'importance entre les objectifs, marquarnnéiérence
absolue, I'appréciation de la qualité des solutions (la valeur des fonctimestif) suit un ordre total
appeléordre lexicographique

Définition 1.2 (Ordre lexicographique)Soienty!, y? € R?, alorsy! >., y? s'il existel € {1,...,p}
tel que pour touk < [, y}. = yi ety} > y?.
Siy! >0 y% ouy' = y? alors on notey! 2., y>.

Définition 1.3 (Optimalité lexicographique)Soitm une permutation d¢l1, . .., p}. Une solution admis-
siblex est appelééexicographiquement optimale par rapport &i pour toutz’ € X, z(x) >er 22(2),
Ol zr(z) = (2r (2), ..., 2, (T)).

Une solutionz* est appelé&xicographiqguement optimadgil existe une permutatiomde{1,...,p}
telle quexz* est lexicographiquement optimale par rapporta

L'ensemble des solutions lexicographiguement optimales esthgté

En I'absence d'informations sur les préférences des décideursstiplus possible d’affirmer I'uni-
cité liee a l'optimalité. C’est-a-dire que la valeur d’'une solution ne peut émsidérée comme la
meilleure de toutes. Néanmoins, il reste possible de comparer des solutiona deux en utilisant
I'ordre partiel donné par une relation de dominance de Pareto, défidesspus.

Une solution Pareto optimale, ou encore appelée solution efficace, nétpeaméliorée sur un ob-
jectif sans dégrader la performance sur un autre objectif. Selon cetiemela comparaison de la valeur
de deux solutions indiguera soit que I'une est meilleure que 'autre, sellegisont incomparables.

Définition 1.4 (Dominance de ParetoBoity!, y? € RP, avecp > 2.
— Le pointy! domine strictement le poinf (y* > y?) si
Vie{l,....p} yl>y?

— Le pointy! domine faiblement le point (y* > v?) si

Vie {1,...,p} yl>y?
— Le pointy! domine le poing? (y* > 42) si

ytZ 2
et Jie{l,....p} tq. yl>y?

Nous utiliserons par la suite la notati® = {z € R? : = = 0} et par analogi®R” etR%. La
définition ci-dessous introduit la notion de solution efficace :

Définition 1.5 (Solution efficace (ou Pareto optimaleBoitz € X. Siflz’ € X telle quez(z') > z(x),
alors z est appelésolution efficace

On dira qu’une solution estaiblement efficacesi son image n’est pas strictement dominée par
'image d’une autre solution.



16 CHAPITRE 1 — Problémes d’optimisation combinatoire multi-objectif
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Figure 1.3 — A gauche, les solutiof,. A droite, leur images dans I'espace des objectifs.

Par la suite, 'ensemble des solutions efficaces seraXigtéSon image dans I'espace des objectifs
sera nommérontiére efficacest seranotd’y = {z(z) : v € Xg}.

Exemple 1.6 (Solutions efficaces d’'un MOP bi-objectif). Soit le probléme bi-objectif d’optimisation
ci-dessous :

max 2z1(x) = 2x1 + 5xg + 9x3 + 84 + 675
max 2zo(x) = 8x1 + 6x9 + 223 + 54 + 825

s.C. 8z + Txg + dbxs +4xs + 2225 < 17 P..
1+ x2 + 23 + 24 + 25 =3
z; € {0,1} Vie{l,...,5}

Ce probléme accepte 8 solutions réalisables, énumérées dans partieldegde la figurd..3. La partie
a droite représente leurs images dans I'espace des objectifs. Seuleblgssz!, 2, 22, 2° et2® sont
efficaces, les autres solutions sont toutes dominéest2® sont ausslexicographiquemerdptimales.

Nous pouvons remarquer que, dans le cas bi-objectif, les poinits dent naturellement ordonnés.
En effet, soity,y’ € Yn, avecy; > y, alorsys < y5. Plusieurs méthodes de résolution s’appuient
sur cette propriété. Cependant, elle n’est plus valide a partir de troistifdbjmt, siy; > v}, alors nous
pouvons avoilys > yh etys < y5 0Uys < y, etys > ys, indifféremment.

Dans la suite de ce manuscrit, nous considérerons que les préféadamt#Esdeur ne sont pas connues
au moment de la résolution. Ce qui correspond a un contexte de résalpisteriori Nous ne traiterons
pas du context@ priori, dans lequel ces préférences sont connues avant la résolutidm,cointexte
interactif, dans lequel elles sont introduites pendant la résolution.

1.2.2.2 Classification des solutions efficaces

Une méthode communément répandue comme moyen de calcul de solutiorcesffiepose sur
I'utilisation d'une somme pondérée des fonctions objectifs.
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Théoreme 1.1(Somme pondéréesfl]). Soit P un MOP ave objectifs. Soith € ]Rg. On construit le
probléme mono-objecti?) :

max 2Mz) = \- z(x)
s.c. Ax<b Py
z € {0,1}"

ou I'opérateur- représente le produit scalaire.
Sixz* est une solution optimale d@,, alors on a les énoncés suivants.

1. Si) € RE alorsz* est faiblement efficace ;
2. Si) € RY alorsz* est efficace ;
3. SiX € R etz* est 'unique solution optimale dB,, alorsz* est efficace.

L'utilisation d’'une somme pondérée ne permet de trouver que les solutiiceces dont les images
se situent sur la frontiére de I'enveloppe convex&d@otéeconv(Y). Les autres solutions efficaces ne
peuvent étre obtenues quel que soit le paiddéanmoins, la principale qualité de cette approche est que,
si tous les objectifs sont du méme type, tout probl@eest une instance du probléme mono-objectif
correspondant. Les algorithmes développés spécifiguement pourt@oasobjectif peuvent donc étre
utilisés.

La popularité de cette méthode a mené a classifier les solutions efficacessimnglicatégories.
Ainsi, les solutions optimales des problenigssont appeléesolutions supportéege M O P. On note
leur ensembleX sx. Les solutions appartenantéy \ Xsg sont ditesnon supportéest leur ensemble
sera notéX y . De plus, on distingue deux catégories de solutions supportéesolig®ns supportées
extrémesnotéesXsg;, sont les solutions dont les images se situent sur un des sommeiswdé@’).
Lessolutions supportées non extrémesnt les images sont sur les facettesaev(Y'). Lensemble de
ces derniére est Nospo = Xsg \ Xgg1-

Exemple 1.7 (Somme pondérée). La somme pondérég>,, ), obtenue en appliquant le poids =
(1,1) au probléme de I'exemple6 se formule comme suit :

max z(x) = 10x1 + 11lzg + 11zg + 1324 + 1425
s.c. 8xr1 + Txo + b + 4xg + 215 <17
1+ T2 + X3 + T4 + T5 =3
z; € {0,1} Vie {1,...,5)

(Pex)A

Les solutionz! = (0,0,1,1,1) etz? = (0,1,0,1,1) sont les uniques solutions optimales de ce pro-
bleme, avec une valeur de 38. Ce sont des solutions supportéeshiienpeanitial. Les autres solutions
supportéesg® et 2%, sont optimales pouA = (1,3), tandis qu’il n’existe pas de tel quez* soit
optimale pour(P.,),. Elle est donc non supportée.

Remarquons que les poids permettant d’obtenir ces solutions efficacest pas uniques. Par exemple,
x! est optimale pour touk tel que\; € [0,5;1[ ety = 1 — ;.

Dans le contexta posteriorj nous cherchons a déterminer « toutes » les solutions efficaces. Pusieur
facons de classifieK g, selon cette notion de complétude de 'ensemble des solutions, sont passibles
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Notation Signification Image
X ensemble des solutions réalisables Y
Xg ensemble complet de solutions efficaces YN
XE,, ensemble complet minimal de solutions efficaces Yn
XEy ensemble complet maximal de solutions efficaces Yn
XsE ensemble complet de solutions supportées Ysn
XsE,, ensemble complet minimal de solutions supportées Ysn
XsEy, ensemble complet maximal de solutions supportées Ysn
XsE1 ensemble complet de solutions supportées extrémes Ysn1
XSE1L, ensemble complet minimal de solutions supportées extrémes Yg 1
XSE1y ensemble complet maximal de solutions supportées extrémesYsy1
XsE2 ensemble complet de solutions supportées non extrémes Ysno
XsE2,, ensemble complet minimal de solutions supportées non extrémesg-
XsE2,, ensemble complet maximal de solutions supportées non extréxess
XNE ensemble complet de solutions non supportées YNN
XNE,, ensemble complet minimal de solutions non supportées YnN
XNEy, ensemble complet maximal de solutions non supportées YN

Table 1.2 — Ensembles de solutions et leurs projections dans I'espackjeletif®

Définition 1.6 (Equivalence, ensemble complét’]). Deux solutions admissibles 2’ € X sont dites
équivalentesi z(z) = z(2/).

Un ensemble compleX gz est un ensemble de solutions efficaces tel que toute solutioX \ X, est
soit équivalente, soit dominée par une solutidre X 5. Un ensemble compléfz, = sans solution équi-

valente est diminimal, tandis que I'ensemble compl&tz,, contenant toutes les solutions équivalentes
est ditmaximal

M

Remarque. 1. Pour chaque point € Yy il existe au moins une solutione X telle quez(z) = y;
2. tout ensemble complet contient un ensemble complet minimal ;
3. toute solutionr € X\ Xf,, estdominée.
La tablel.2récapitule les notations concernant les différents ensembles de solutions.

1.2.3 Intraitabilité de problemes multi-objectifs

Pour de nombreux problemes multi-objectifs, trouver un ensemble compltsdifficile. Bien que
les solutions supportées puissent étre obtenues a l'aide de sommesépsralifexiste un algorithme
efficace pour la résolution du probleme mono-objectif correspondargt awessi nécessaire, pour les
MOCO, de déterminer des solutions non supportées. Or, les méthodedtpatrteur détermination
impliquent généralement la résolution de problerveB-difficiles, méme si le probléme mono-objectif
considéré peut étre résolu en temps polynomial. Par conséquent, undtdiffratique dans la résolution
des MOCO provient de la détermination d’'un ensemb)ez. De plus, des expérimentations ont montré
gue les solutions non supportées, en plus d'étre plus difficiles a obtenirept également étre beaucoup
plus nombreuses que les solutions supportéeq [

D’un point de vue théorique, la plupart des MOCO s&fiP-complets# P-complets et intraitables
[35]. En particulier, Hugot a démontré I'intraitabilité du probléme de sac a dos mjbitifs [69). Ce-
pendant, cette propriété apparait méme si le probléeme mono-objectif cordesyt est dans la clasge
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(1,2) (1,2) (1,2)
(2,1) (2,1) (2,1)
Figure 1.4 — Exemple de graphe pour lequel le probleme de plus courts chaatiepte un nombre
exponentiel de solutions efficaces.

C’est en particulier le cas pour les problémes multi-objectifs de plus coemticH67, 127, d’'affectation
[102, 127, d'arbre couvrant de poids minimuni{] et de flot de cot minimum en variables entieres
[117.

L'exemple ci-dessous présente une instance du probléme de plus dwmtime multi-objectifs ins-
pirée de {9, pour lequel toutes les solutions sont efficaces. Cet exemple estufiartitu fait que ces
solutions soient toutes supportées et que leurs images soient en nofiyghapal. Cependant, il existe
des instances pour lesquelles toutes les solutions sont efficacesatenésles performances différentes

[67,69.

Exemple 1.8 (Intraitabilité de problémes multi-objectifs). Le graphe de la figurd.4 illustre I'in-
traitabilité intrinseque de probléemes multi-objectifs.

Dans ce graphe, tous les chemins allant du somirai sommet: sont efficaces ; so2”~! chemins.
Il est inconcevable de présenter toutes ces solutions a un décidepiuBeun algorithme cherchant
les plus longs chemins va potentiellement les stocker en mémoire, entrairgasaturation rapide des
ressources.

1.2.4 Bornes

Dans un contexte mono-objectif, I'utilisation de bornes serrées sur larvddda solution optimale a
permis le développement d’algorithmes efficaces. Il est donc intétassgénéraliser leur utilisation au
contexte multi-objectif, c’est-a-dire pour encadrer I'ensemble des paimglominés. Cependant, cette
généralisation n'est pas immédiate, comme le suggeére |'exelrptd-dessous.

Exemple 1.9 (Non généralisation des bornes du cas mono-objectifrgde cas multi-objectif [41]).
Ehrgott et Gandibleux41] ont proposé de démontrer par ce contre-exemple que les propobétésues
sur des bornes dans le cas mono-objectif ne sont pas nécéssdiratides dans le cas multi-objectif.
Soit le probléme d’optimisation combinatoire bi-objectif ci-dessous.

n
max E c}a:l-

=1
max sz‘

Z i 2 - 01KP

=1

s.c E wWiT; < w
i=1

J,‘ZE {0,1},Vi e {1,...,n}
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ol on suppose < w; < w,Vi € {1,...,n}; > w; >w,ete >0,Vie {l,...,n}.

Ce probleme est identifié comme le probléme bi-objectif de sac a dos.aNoos transformer ce pro-
bléme en une version mono-objeétit 01 K P,, en utilisant une somme pondérée telle que définie dans
le théoremel.. 1 Ainsi, nous pourrons lui appliquer deux bornes définies pour le aasrobjectif.

Pour cet exemple, nous notoafjs: Act + (1 — M)e?, avec)d < A < 1 et nous supposons que

A A A
C C C

1 Z 2 Z L 2 n
w1 | Wy W,

Deux bornes, en particulier, sont définies pour ce probleme, basgd'®bjet critique ; le premier objet
gui ne rentre pas dans le sac en les prenant dans I'ordre établi gtded 'indice de cet objet sera noté
s = min{k : Zle w; > w}.

La borneU; () est obtenue par résolution du probléme- 01K Py en remplacant la contrainte; €
{0,1} par z; € [0;1]. On obtient

1 ic{l,...,s—1}
LP sl
T, = $T2y=11 Zu]);l ' 1= S8
0 sinon.

etUi(\) =Y, cf\xiLP.

)

La borne de Martello et TothS]”] Us(\) améliore la borne précédente en considérant les deux cas ou
I'objet s est inclus ou exclu de la solution, on considére donc deux solutions :

1 i=1,...,s—1
zd = 70‘;—%551} Doj=s41
0 sinon
1 ief{l,...,s—2 s}
.1‘11: max{(),l—ws_(w;szf;%w} 1=s—1
0 sinon

etUs(N) = max {31, crzd, S8 | cal}.

(] =1 "1 %%
Il est connu que l'inégalité/s(\) < U () est toujours valide dans le cas mono-objectif][
On considére maintenant I'instance suivante2de 01K P avecn = 8,w = 102 et les poids et valeurs
des objets donnés dans la table suivante.

1 2 3 4 5 6 7 8
¢ 15 100 90 60 40 15 10 1
¢ 15 100 90 & 40 15 10 1
w 2 20 20 30 40 30 60 10

La table suivante contient les valeurs du rapport du profit sur le poidshdeue objet pour le probleme
2 — 01K Py avec\ = 1, et les solutions correspondantes”, 20 etz!.

1 2 3 4 5 6 7 8
75 5 45 2 1 05 1/6 01
1 1 075 O 0 0
1 1 0 1 0 0
1 283 1 0 0 0

A

B

LP

o

1
1
1

R

8 8 8
=
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On adond/,()\) = 285 (obtenu parr!) etU; (\) = 295. En calculant les valeurs des points correspon-
dants pour ces solutions, nous obtenefs’”) = (295,235 + ¢) etz(z!) = (285,245 + 2¢). Donc,
z(x1) n'est meilleure que () que sié < 30. L'inégalité Ux(\) > Uy (\) nest donc pas valide dans
le cas multi-objectif.

Cet exemple suggeére que des bornes doivent étre définies spéuiiaiugour le cas multi-objectif.
Les plus connues sont données par les deux points caractéristifquagsu

Définition 1.7 (Point idéal, point nadir, point utopiqueltant donné um/OP avecp objectifs et au
moins une solution efficace.

1. Le pointy’ = (y{,...,yl), oliy! = max,ex z(x),Vi € {1,...,p} est appeléoint idéal
2. Un pointyV = y! +¢, olie > (0,...,0) est appeldoint utopique
3. Le pointy™ = (y1¥,...,y)"), oty = minzex,, zi(x),Vi € {1,...,p} est appelépoint nadit

Les pointsy! ety sont au plus prés possible de 'ensemble des points non dominés. Auces de
points n’est réalisable, sauf si tous les objectifs ont une solution optimaimooe.

Le point idéal peut étre obtenu en résolvamroblémes mono-objectif;, Vi € {1,...,p} définis
par

zeX

max zi(m)} P

Siz? est une solution optimale potit;, alors le point idéal est obtenu pgr = 2;(z2%),Vi € {1,...,p}.

La détermination du point nadir est en général plus difficile. Avec degectifs, il est obtenu en
déterminant des solutions" et z2 respectivement lexicographiquement optimales par rapport a la per-
mutation(1,2) et a(2,1) : yV = (z1(2?), 22(x!)). Cette égalité est due a I'ordre naturel des points non
dominés dans le cas bi-objectif. Cependant, avec plus de deux objedti&etanination du point nadir
n'est plus aussi aisééf].

A cause de cette difficulté, des heuristiques sont utilisées (voir par exgriplemais elles peuvent
indifferemment surestimer ou sous-estimer le point nadir. Récemment, @utdzagation du point nadir
a été proposée par Ehrgott et Tenfelde-Podefjl¢n considéranp sous problémes.

Définition 1.8. [34] Soit P un M OP avecp objectifs,p sous probléme#(i),Vi € {1,...,p} sont
définis par

max(z1(z),...,zi—1(z), zix1(z), .. ., zp(:zr))} P(3)

reX
Théoréme 1.2(Calcul du point nadir) [34] En notantOpt,_; I'union des ensembles complets maxi-
maux des problémeB(i),Vi € {1,...,p}, auquel on supprime toutes les solutions dominées pour le
problémeP, le point nadiry’¥ du problémeP est donné par

v o=, min z(e)

Si le point nadir peut donc étre déterminé a I'aide du théorérnel reste colteux a obtenir pour un
MOP avec plus de deux objectifs.

Le point idéal et le point nadir sont en pratique peu utiles en tant queebodu fait qu’ils sont
généralement « éloignés » des points non dominés. Ceci est di au faieguerniers sont souvent
nombreux et que les objectifs sont conflictuels. De pidset vV représentent les meilleures et pires
valeurs des points non dominés pour tous les objectifs. Une réponseibldésda de ces bornes a été
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discutée par Ehrgott et Gandibleus@[ 41] en proposant I'utilisation d’ensembles de bornes, lesquels
permettent de mieux encadrgx; et sont aussi plus faciles a déterminer.
Les notions suivantes sont nécessaires pour introduire la définitimndembles de bornes.

Définition 1.9 (Ensemble fermé)Un ensemble est diermés’il contient sa frontiére.

Par exemple, l'intervallg0; 1] C R est fermé, tandis qui; 1[ est ne 'est pas. Ce dernier est dit
ouvert

Définition 1.10 (EnsembleR? -fermé) Un ensembles est ditR2-fermé siS —R2 = {s —y : s €
S,y € RL} est fermé.

Définition 1.11(EnsembleR? -borné) Un ensemble est ditR? -borné sids € R? tel queS C s —RZ.

Définition 1.12 (Adhérence) L'adhérencel’'un ensembles, notéeadh(S), est le plus petit ensemble
fermé contenant S.

Cette derniere propriété permet de forcer l'inclusion de la frontiere dhsemble. Par exemple,
'adhérence déo; 1[{C R est[0; 1].

La définition des ensembles de bornes proposée par Ehrgott et Gandiblpest la suivante :

Définition 1.13 (Ensembles de bornesT]). SoitY C Yy.

1. Un ensembld. bornant inférieurement” est un ensembl&” -fermé etR” -borné tel queY’ C
adh(RP\ (L —RY))etL = Ly;

2. Un ensemblé&/ bornant supérieurement est un ensemb[ﬁg—fermé et[Rg—borné tel queY’ C
U-RY etU =Uy;

Intuitivement, la conditio” C U — R? pour un ensembl& bornant supérieuremetrit signifie «U

est situé au dessus dle». Remarquons que cette condition n’est pas suffisante, il est impodtanogn
point deU n’en domine un autre, sinon certains pointsidgourraient étre situés « en dessous » de
certains points d&.

La conditionY C adh(R? \ (L — R2)) pour un ensembld bornant inférieurement” signifie
qu'aucun point non dominé n’est strictement dominé par un point.den particulier, tout ensemble
de points réalisables dans lequel il N’y a aucun point qui en domine ue esitun ensemble bornant
inférieurementy”.

Des exemples importants d’ensembles bornant respectivement inféreniret supérieuremeiy
sontL = Ygy etU = conv(Ysy).

Dans un article récent, Sourd et Spanjaargd ont présenté des résultats encourageants utilisant
ces bornes pour la résolution du probléme bi-objectif d'arbre coudepbids minimal.

1.3 Meéthodes classiques de résolution

Peu de méthodes de résolution de problémes mono-objectifs ont été étamduesiccés au cas
multi-objectif. Cependant, des méthodes spécifiques au problemes multi-asbpsttété développées.
Cette section présente les algorithmes classiques utilisés pour résoudreldemes multi-objectifs.
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1.3.1 Meéthodes de résolution exacte
1.3.1.1 Procédure de séparation et évaluation

Les procédures de séparation et évaluation (PSE) sont des méthasiggues du domaine de I'op-
timisation mono-objectif. L'idée générale de ces procédures est de wioastnplicitement I'ensemble
des solutions réalisables pour en extraire les solutions efficaces. Deassdéun probléme en variables
binaires, I'étape de séparation consiste a sélectionner une varigblent la valeur est indéterminée
puis a diviser I'espace des solutions réalisables en deux sous-sespageprend la valeur 1 ou 0, res-
pectivement. L'étape évaluation consiste quant a elle a mesurer la peetidemcsous-espace, avant
de commencer son exploration, pour déterminer s'il contient potentiellenssrgalutions efficaces ou
non, auquel cas il estinutile d’y continuer la séparation. Ce procé@éfestué de maniére récursive sur
chaque sous-espace, jusqu’a ce que chacun d’entre eux ne opergigane unique solution.

Classiquement, dans le cas mono-objectif, cette derniére étape consikielér cane borne supé-
rieure des performances des solutions du sous-espace, puis der@ongite borne a la valeur de la
meilleure solution connue.

Etonnamment, comme I'ont souligné Ehrgott et Gandibleiid, [peu de ces procédures ont été
concues pour des MOCO. A notre connaissance, seuls quelquessastimi®sent des procédures pour
des problémes multi-objectifs linéaires en nombres entiers (MOILR)1[7, 78, 90, 9€], jusqu’a une
contribution récente de Sourd et Spanjadret]. Seuls ces derniers ont proposé une telle généralisation,
avec une application au probléme d’arbre couvrant minimal.

1.3.1.2 Dichotomie

La dichotomie est une méthode de calcul des solutions supportées initialeoeogde par Aneja et
Nair [3] pour la résolution exacte du probleme de transport bi-objectif. Elle dendisouver les poids
A € R? qui permettent d’obtenir tous les points supportés extrémes. Bien stnretiede ne permet
pas d'obtenir de solutions non supportées. Cette méthode n'utilise augécificité du probléme de
transport et peut donc étre appliquée a n'importe quel autre probldlmesEainsi souvent utilisée pour
déterminer un ensemblggz;,, d’'un MOCO bi-objectif.

Linitialisation de cette méthode consiste a déterminer des soluiibmes 2 lexicographiquement
optimales par rapport aux objectifs (1, 2) et (2, 1) respectivementiténa¢ion de cet algorithme consiste
a résoudre un probléme, défini par\; = y5 — y5 et Ay = yj — y], ouy" ety® sont deux points
consecutifs aveg] < y7 (etdoncy; > y5). Le vecteur\ correspond a la normale a la droite joignant les
pointsy” ety?® (figure1.5). Le pointy’ obtenu par la résolution d@, est situé entrg” ety* selon deux
situations :

1. siX-y' > ).y, alors deux nouveaux probléme&s définis pary” ety!, ety! ety® doivent étre
résolus (figurel.6);

2. sid-yt = X\ -4y, larecherche s’arréte.

Pour la premiére itération, les poings = z(x!) ety? = z(2?) sont utilisés. Remarquons que dans
le premier cas, le poinj’ n’est pas nécéssairement extréme et que dans le second cas, iBpdaiéir
étre un point non extréme situé entfeety® (ou étre égal " ouy°).

Cette méthode est restée limitée au cas bi-objectif jusqu’a trés récemmentebBa@yaux de thése,
Przybylski [L11] I'a étendue a trois objectifs et plus en proposant une autre fagconacéderdes poids.
Cette procédure sera détaillée dans le chapitre
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Figure 1.5 — Problem@,, défini pary” ety®.  Figure 1.6 — Un nouveau point supporté est
trouvé, la dichotomie continue.

1.3.1.3 Dichotomie par ajout de contraintes

Degoutin et Gandibleux?[F] ont proposé une méthode générigue de résolution de problémes d’opti-
misation combinatoire bi-objectifs, faisant une utilisation intense d’'un solhepragrammes linéaires
en nombres entiers. Cette procédure calcule un ensemble complet mkjmal

Leur algorithme est initialisé par le calcul des solutions lexicographiquenptimalesz' et 22,
avecz (z!) < z(x?). Les auteurs construisent un probléme mono-objectif parami@, v/), défini

comme suit
max )\12’1(33) + AQZQ(.’E)

s.c. Ax<b
zi(x) >y +1
z(x) > y5+1

avec\ € RP. Cette formulation reprend les contraintes du probléme initial (< b) et en ajoute
deux pour assurer que des solutions correspondant aux pa@hig ne seront pas a nouveau trouvées.
Ainsi, I'espace de recherche se réduit apres chaque résolutiopblemeDG(y, y'). Les problemes
considérés par les auteurs ont tous des coefficients entiers (proldéaffestation, de sac a dos, de
couverture d’ensemble et det packing Par conséquent, le décalage de 1 imposé par ces derniéres
contraintes est suffisant.

Ce probléme est résolu par un appel a un solveur. Initialement, le proldite’, 42) est résolu,
avecy! = z(z!) ety? = z(2?)). Si aucune solution n’est trouvée, alors la procédure s’arréte. Au-
trement, la solution:® trouvée est conservée et deux nouveaux probleé@sy’, y3) et DG(y3, y?)
sont construits, aveg® = z(z%). L'algorithme est ensuite appliqué de maniére récursive sur ces deux
problémes. La figuré.7illustre le découpage dichotomique réalisé par cette procédure.

Cette approche al'avantage d'étre générale. Elle peut s'appliquienporte quel MOCO bi-objectif
a coefficients entiers. Son application a des problémes a trois objectifs ®un'phkt pas immédiate.
Tenfelde-Podehl a néanmoins proposé une méthode similaire pour de®M@gconquesl[3(. Ce-

DG(y,y)
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Figure 1.7 — lllustration de la procédure dichotomique de Degoutin et Gaosilles rayures repré-
sentent les régions 6tée de I'espace de recherche par les contrgintéss Les ronds pleirfe) illus-
trent les points de référence paut:(y, y'), tandis que le rond creux) représente I'image de la solution
trouvée par le solveur. Quand celle-ci existe, I'espace est déceupéniere dichotomique. La direction
de la maximisation est indiquée par les fleches en pointillés.

pendant, ces approches ne prennent aucunement en compte lastlugiuobleme ; leurs performances
ne dépendent donc que de la qualité du solveur utilisé.

1.3.1.4 Algorithme en deux phases

L'algorithme en deux phases est un cadre méthodologique pour les M@ipOsge par Ulungu et
Teghem [33 134]. Lidée générale est de construire 'ensemble des solutions efficégesn séparant
la recherche des solutions supportéés: et la recherche des solutions non support¥gs:, et de
réutiliser des algorithmes efficaces pour le cas mono-objectif quand iliste eXes algorithmes ayant
été concus pour profiter pleinement de la structure du probléme, toute ratidificle cette structure
empéche leur utilisation. C’est pourguoi on s'interdit avec cette méthajeutiér des contraintes sur
les valeurs des fonctions objectifs afin de rechercher les solutionsceffic

La premiere phase consiste en la constructiorXde (au minimumXsg;, ), en général a l'aide
d’une variante de la méthode de Aneja et N&]r(Fection1.3.1.9.

La seconde phase a pour but la détermination des autres solutionsesfii§ag; et éventuellement
Xsge). Pour cela, les points supportés obtenus dans la premiéere phaselséstafin de déterminer une
zone de recherche ou les points non dominés peuvent éventuellemest €atte zone de recherche doit
ensuite étre explorée a l'aide d'une stratégie énumérative garantisgigtetanination d’'un ensemble
complet. Dans le cas bi-objectif, la zone de recherche est donnée psertible des triangles dont
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les hypoténuses sont définies par des points supportés adjacestsafdiee consécutifs par rapport
a un objectif). En général, ces triangles sont explorés séparémedepaechniques énumeératives en
utilisant des bornes inférieures et supérieures, des colts rédsntrairement a la premiére phase,
I'exploration de la zone de recherche doit utiliser les spécificités du prabfur étre efficace.

Cette méthode a été appliquée sur un grand nombre de MOCO bi-objectifdemeod’affectation,
avec une approche de type séparation et évaluation en second§¢phfhse avec une approche de type
ranking[119; probléme de sac a dos, a nouveau avec une approche de typatieépatr évaluation en
seconde phasé 4 ; probléme de flot de colt minimum en variables entiefes 2 1], d'arbre couvrant
de poids minimum115 124, ainsi qu’'a un probléme d’ordonnancement bi-objeciif] [

Remarquons que ces deux phases exploitent fortement I'ordre ndésrebints non dominés dans
'espace bi-objectifs (la premiere phase en tant que variante de la méteolirejh et Nair §], la
seconde dans la détermination de la zone de recherche). Par canis€application de cette méthode
est restée jusqu'a réecemment limitée au cas bi-objectif. Dans ses travalgsae Przybylskill1] a
levé ce verrou en étendant la méthode a trois objectifs et au dela. Le priteiga méthode repose sur
une extension de la dichotomie pour la premiére phase et sur une desadgtiazone de recherche
pour la seconde phase, indépendante d'un ordre sur les points mamédo

1.3.1.5 Autres méthodes exactes

wos

Des méthodes générales de résolution de problémes combinatoires orapiteadiu cas mono-
objectif vers le cas multi-objectif. Ainsi, plusieurs auteurs ont proposéalésntes multi-objectives de
I'approchee-contrainte §5]. Dans cette méthode, un seul objectif est minimisé, les autres étant transfor
més en contraintes. On considére donc un probléme du type :

max  z;j(x)

S.C. Zz(x) >€ Vi€ {Lap}\{]}
reX

ole € RP,

Avec des choix appropriés pour le vecteyrtoutes les solutions efficaces peuvent étre obtenues
[65]. En s’appuyant sur ces concepts, des méthodes de partitionneniété gmoposéess], 85| pour
résoudre des problémes d’optimisation multi-objectif.

De nombreuses méthodes utilisent des techniques de scalarisation pudreédes problemes
multi-objectifs reformulés en problémes mono-objectifs, a I'instar des sommetepes, telles que
I'algorithme de Bensonl[’] ou la méthode des contraintes élastiqued.[Le lecteur désireux d’'en
apprendre plus sur leur sujet pourra se référer a un récent agiélargott ).

Les algorithmes de programmation dynamique permettent de déterminer desnsobagionales
pour plusieurs problémes classiques d’optimisation mono-objectif, commeb&pre de plus courts
chemins, le probleme de sac & dos et de nombreux problemes d’ordenreridl 1, 83, ]. Ce-
pendant, il n'existe pas de méthode générale a base de programmationiglygagour résoudre des
problémes d’optimisation quelconques. Des méthodes spécifiques a cprabiesnes ont néanmoins
été généralisées avec succes au cas multi-objectif, comme pour le probkplesdeourts cheming ]
oude sacados], 22, 79.
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Figure 1.8 — Approximations d’une frontiére efficace. Aucune de cesoajpmations n'est meilleure
gu’une autrea priori. En effet, bien que la premiéere soit la plus proche¥@desur le premier objectif,
elles est plus éloignée que les autres sur le second objectif, ou la troisigrbie €dre la meilleure.

1.3.2 Meéthodes de résolution approchée

Du fait de la difficulté de résolution des MOP, les méthodes exactes sorinit&es en ce qui
concerne les problémes qu'il est possible de résoudre. En effet, méarames approches peuvent étre
efficaces sur certains problémes, le passage a une taille de problemeapldis geprésente un principal
verrou. C'est pourquoi des méthodes approchées sont utiliséeg efpbtenir une bonne approximation
d’'un ensemble complet en un temps raisonnable.

En principe, tout algorithme retournant des solutions réalisables pounstaace d’'un MOP donné
est un algorithme d’approximation. Cependant, il est évident que le décggréciera d’obtenir des
solutions d’'une qualité relativement proche de celle des solutions efigha®t qu’'une solution quel-
conque. Cette notion de qualité n’est pas évidente en optimisation multi-objexfigurel.8 illustre
le probleme en présentant plusieurs approximations d’'une méme fronfieexzef & comparer avec la
frontiére elle-méme. Aucune de ces approximations n’est meilleure quiiressapriori.

Ces méthodes de résolution se classent en deux grandes catégodgaridsmes d’approximation
et les méta-heuristiques.

1.3.2.1 Algorithmes d’approximation polynomiaux

Une facon intuitive de mesurer la distance entre une solution approchée sblution optimale est
la garantie relative de performanagii borne le ratio maximum entre I'approximation et la valeur de la
solution optimale. Cette expression de la distance par un pourcentage titedesla solution optimale
a l'avantage d'étre indépendante de I'ordre de grandeur des deefficiu probleme.

Définition 1.14 (Garantie relative de performance (mono-objectiBpit z*(I) la valeur optimale des
solutions de l'instancé et 2“4 (I) la valeur obtenue par I'algorithme d’approximatiof.
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L'algorithme A est un algorithme d’approximation avec ugarantie relative de performanégale

ak,0 < k < 1silinégalité 'zA((})) > k se vérifie pour toute instande

Un algorithme & garantie relative de performance égdles@éra appelé unk-approximation Pour
mettre en évidence la différence entre I'approximation et la valeur de la solopittmale, on définit
e =1 — k eton parlera dél — ¢)-approximation vérifiant

2A(T) 2*(I) — 24(I)
(D) 0 =€

>1—€¢ <—

pour toute instance.
Cette définition s’étend naturellement au cas multi-objectif, comme défini codess

Définition 1.15 (Garantie relative de performance (multi-objectify]). Soit une instancé d’un pro-
bléme multi-objectif. Soik # les solutions réalisables non dominées obtenues par I'algorithme A.
— 24 € X4 est une(l — ¢)-approximationde 2* € Xg si z;(z?4) > (1 — €)z/(x*) pour tout
ie{l,...,p};
— X4 estung1 — ¢)-approximation de la frontiére efficade I siVz* € Xg, 3z € X4 telle que
x4 soit une(1 — €)-approximation dec*.

Il est assez naturel que le temps d’exécution d’un algorithnie -d’¢)-approximation augmente
lorsquee diminue. Plus la solution demandée doit étre de bonne qualité, plus il faut ds @oop la
trouver. Ainsi, il est intéressant de pouvoir limiter cette durée d’exécud@ms une certaine mesure.

Définition 1.16(algorithme d’approximation en temps polynomidl)n algorithme d{1—e¢)-approximation
est unalgorithme dé-approximation en temps polynomi@TAS, de I'anglaipolynomial time approxi-
mation schemyesi sa complexité en temps d’exécution est polynomiate en

Définition 1.17 (algorithme d’approximation en temps totalement polynomid!) algorithme d{1—e¢)-
approximation est umlgorithme de-approximation en temps totalement polynon{lalPTAS, de I'an-
glais Fully PTAS) si sa complexité en temps d’exécution est polynomiate&rpolynomiale erif.

La frontiére efficace d’une instance d'un probléme MOCO peut contanitombre arbitrairement
grand de solutions. D’un autre coté, d’aprés4], pour toute > 0 il existe une(1 — ¢)-approximation
de la frontiére efficace faite d’'un nombre de solutions polynomiail e‘nen%. Par conséquent, un PTAS
pour un MOCO a l'avantage de donner une approximation ayant une qgaliétie, mais aussi de
présenter un ensemble de solutions relativement petit au décideur.

Dans [L14], Safer et Orlin étudient les conditions nécessaires et suffisantegpaexiste un FP-
TAS pour un probleme MOCO. lIs présentent dansq un FPTAS pour divers problémes de flot, de
sac a dos et d’ordonnancement. En particulier, ils prouvent I'exis@noe=PTAS pour le probléme de
sac a dos multi-objectif.

Récemment, Bazgaet al. ont proposé un FPTAS pour ce problénie J]. Glasseret al. ont aussi
proposé un PTAS pour le probléme de couverture de disque multi-objedtifje méme, Tsaggourist
al. ont présenté un FPTAS pour le probléme de plus court chemin multi-objeetif [

1.3.2.2 Méta-heuristiqgues multi-objectif

Des méta-heuristiques multi-objectifs sont souvent utilisées pour approximezrsemble complet.
Leur efficacité pour la résolution en pratique de problémes trés difficitaableurs a I'origine du re-
gain d'intérét pour les MOCO dans les années 1990. Ehrgott et Gamxlill€] classent ces méthodes
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essentiellement en deux catégories : les algorithmes évolutionnaires etdethaigs d’exploration de
voisinage. Si les premiéres méthodes proposées appartenaient claidgemnenseule de ces catégories,
les méthodes récentes utilisent de plus en plus des caractéristiques dexceatégories. Des explica-
tions détaillées sur les nombreuses variantes de ces algorithmes sorgsidang{0].

Les algorithmes évolutionnaires sont basés sur I'utilisation d’'une populdisnlutions. En mainte-
nant une telle population, cette méthode autorise la détermination de plusileticnsgotentiellement
efficaces parallélement, en utilisant des mécanismes d’adaptation et @eatap L'adaptation signifie
gu'un individu évolue indépendemment des autres alors que la coopdrapiique un échange d’infor-
mation entre ces individus. La population compléte contribue au procegsodution vers un ensemble
complet. On peut parler de méthode globalement convergente, le mécanigi@eédation s’exécutant
sur une population de solutions. Cette caractéristique rend ce type de méthodéduisante pour la
résolution de problémes multi-objectifs avec I'avantage d’étre peu dépetdarobleme considéré.

Dans les algorithmes d’exploration de voisinage, une génération ndiglagmgu’a un seul individu,
la solution courante”, et ses voisingz € A'(z¥)}. Cette méthode démarre avec une solution initiale et
une direction de recherche, se traduisant par un poid<R% . La procédure détermine une approxima-
tion des points non dominés correspondants a la valeur donngelpamécanisme local de pondération
des objectifs guide la recherche sur une partie de la frontiere effitadea convergence est donc locale.
Ce principe est répété pour plusieurs directions de recherche ptamirobne approximation complete
deYy. Ce type d'algorithme a la caractéristique de converger rapidementagladfert économisé dans
la dispersion. Cependant, cette économie rend plus difficile la couverifg.d

Des exemples d’algorithmes évolutionnaires sont donnés par VEE&&dr Evaluated Genetic Al-
gorithm[12(]) ou encore MOGA ultiple Objective Genetic AlgorithrfiL01]). Parmi les algorithmes
d’exploration de voisinage, nous pouvons citer nos travaux sur lé cwlé multi-objectif 5], basé
sur la méthode originale de Ulungiid. Au méme titre que cette derniére, d’autres méta-heuristiques
ont été adaptées du cas mono-objectif vers le cas multi-objectif, telles quehkrake tabou MOTS
[56, 53] ou bien GRASP }¢]. Des méthodes hybridant algorithme évolutionnaire et recherche locale
ont aussi été étudiés, comme par exemple MO-GU8ltfple Objective Genetic Local Seargti?]),
MOGTS (Multiple Objective Genetic Tabu Searft]) ou encore une récente application au probleme
bi-objectif deset packingd29]. Le lecteur souhaitant approfondir sur ces méthodes pourra s$stre

apa.

Bien gu’'elles permettent souvent d’'obtenir des solutions de bonne quali®dks temps raison-
nables, les méta-heuristiques n’offrent aucune garantie sur lesparfoes des solutions produites.
Initialement, Ulungu [ 33 a proposé une mesure de qualité d’une méta-heuristique consistant tecomp
le nombre des solutions trouvées dans les régions non dominées déarites palutions supportées
adjacentes. Du fait de cette notion d’adjacence, cette méthode est évidelimmtéa au cas bi-objectif.
De plus, un facteur limitant son utilisation est qu'elle requiert de connaitrediesions efficaces du
probléme, ce qui n'est pas toujours possible en pratique. Ces limitatiorenoatiragé la proposition
d’autres mesures, indépendantes de cette connaissance.

Une mesure de la qualité de plus en plus utilisée dans le cadre des méta-hmgistt la me-
sure de I'hypervolume de I'espace dominé par la frontiere efficacelp, 147. Cette approche a regu
beaucoup d’attention ces derniéres années, en particulier pardke gule propriété d'étre sensible a
tout type d’amélioration. C'est-a-dire que lorsqu’une approximafiode la frontiére efficace domine
une approximatiorF”, alors la mesure donne une valeur strictement meilleure poque pourF”.



30 CHAPITRE 1 — Problémes d’optimisation combinatoire multi-objectif

Par conséquent, la mesure de I'hypervolume garantit que toute approxinfatibtenant la meilleure
mesure de qualité possible contient tous les points non dominés du probléme.

Définition 1.18 (Fonction d’accomplissementBoit ' une approximation de la frontiére efficace. La
fonction d’accomplissemety : RP — {0, 1} de F' est définie pouy € Y par

1 sideF:y 2y
arly) = { 0 sinon

Définition 1.19 (Indicateur hypervolumique)Soit I une approximation de la frontiére efficaceét
un point utopique. lindicateur hypervolumiqué;, de F' avec pour point de référend®, . ..,0) est

exprimeé par
U

Yy
yF)i= [ ap)dy
(0770)
Zitzler et al.[141] ont recemment proposé une version modifiéd fepermettant d’introduire une
information de précédence tout en conservant la notion de dominaneceeate.P

1.4 Questions ouvertes, conclusions

Bien gu'il existe des algorithmes exacts performants pour certains probIBOCO, il n'existe
aujourd’hui aucune méthode efficace pour résoudre des probler@3C\Vhjuelconques, c’est a dire
gui ne correspondent & aucune structure de probléme en particuleipiste intéressante concerne la
généralisation des procédures de séparation et évaluation (PSH§ wassmulti-objectif. Des travaux
en ce sens ont été effectués par Sourd et Spanjaaffijour le probléme bi-objectif d’arbre couvrant
minimal, avec des résultats expérimentaux trés encourageants. Leutymoaélise la notion de borne
étendue au cas multi-objectif J]. Cependant, bien que la définition de bornes multi-objectif soit bien
posé, leur application directe reste colteuse. Ainsi, le calcul et la colmpade bornes est un domaine
a approfondir et a améliorer.

De plus, Degoutin et Gandibleux ont montré dahg gue, contrairement a plusieurs suppositions
acceptéesYy n'est pas uniformément dense. Les caractéristiques des instancesquamgouent un
réle crucial sur la structure dgy et par conséquent sur la performance d’'un algorithme. Dans le cas
mono-objectif, 'étude d’instances générées aléatoirement a permis nne bompréhension des pro-
priétés des solutions du probléme, comme par exemple pour le problemetdiadie 52]. Przybylski
et al. ont été les premiers a proposer des résultats sur le sujet pour la versigediif de ce probléme,
justifiant ainsi I'efficacité de leur méthode en deux phases[117. Cependant, peu de résultats sont
disponibles pour d’autres problémes.

Finalement, il serait illusoire de prétendre a résoudre exactement ddempes quelconques avec
une seule procédure s'il est déja difficile de résoudre un probléntieyder avec une telle méthode,
voire avec une méthode spécifique. Dans la suite de nos travaux, noesanitise probleme de sac a dos
multi-objectif comme support. Nous proposerons une étude sur l'influersceadieurs des objets dans les
solutions efficaces ainsi que deux procédures en deux phasegépoudre des instances. La premiere
sera spécifique au cas bi-objectif tandis que la seconde portera ssinkeitaobjectif en général. Pour ce
dernier cas, nous proposerons aussi deux PSE. Nous appentem@m@attention particuliere a l'influence
des bornes sur les performances de ces derniéres.



CHAPITRE 2

Problemes de sac a dos
multi-objectif

Le sac a dos est un problemé&P-complet fondamental de I'optimisation combinatoire. De part ses
nombreuses variantes, il est au cceur de nombreux problémes d’optimisgtiman qu’il soit étudié
depuis plusieurs décennies, il reste un sujet actif dans le domaine ; dprattetat de I'art effectué
récemment par Kellereat al. [77] et les non moins récentes publications portant tant sur sa résolution
exacte {17, 9¢] que sur une résolution approchée[50, 137].

L'intérét du probléme n’est pas que théorique. En effet, de nombrgratiques se formulent sous
la forme d'un probléme de sac a dos ou similaire. Il est en particulier a I'eridgrplusieurs algorithmes
de chiffrement §7], bien que ces méthodes se soient avérées peu fiables 135. C’'est aussi un
modele classiquement utilisé dans la gestion de portefeuilied, [le transport [ 4(] et bien d’autres
domaines 9.

Dans ce chapitre, nous présentons le probléme de sac a dos dansiaa legplus simple ainsi que
les méthodes usuelles de résolution. Nous étendrons sur quelqueseuses ombreuses variantes,
telles que le sac a dos multi-dimensionnel et le probléneetipackingNous détaillerons en particulier
la variante du sac a dos multi-objectif unidimensionnel en variables binairesele probléme sur
lequel le reste de cette thése s’appuiera.

2.1 Le probléme de sac a dos

Le probléme de sac a dos est un probleme d’optimisation combinatoire modélisasituation
dans laquelle un décideur dispose d’'un ensemble d'objets parmi lesqdelsfaire une sélection, en
respectant une contrainte de capacité. L'objectif est de maximiser le gupfitté par les objets choisis.

Dans sa forme la plus simple, dénomée « sac a dos unidimensionnel en wahiaiees », le
probléme se formule ainsi :

n
max z(x) = zcmi c; € N*
i=1

n 01KP
s.c. Zwixi <w w,w; € N*

i=1
z; € {0,1} Vie{l,...,n}

ol ¢; est le profit apporté par la sélection de I'ohjetw; est son poids. La contrainte exprime le fait que
les objets sélectionnés doivent tenir dans la capacidé sac a dos. Selon qu’un objegst sélectionné
ou non, la variable associég prend, respectivement, la valeur 1 ou 0.

31
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Définition 2.1 (Tightness ratia) On appelletightness ratide ratio de la somme des poids des objets sur
la capacité du sac :
D i Wi

w
Il est généralement admis que les instances pour lesquelles ce raimebke de 0,5 font intervenir
une combinatoire plus grande.

r =

Le probléme de sac a dos est le plus simple des problémes non triviaux d'@pibmisnéaire en
variables binaires : une seule contrainte et uniquement des coeffiaitiets @ositifs. Cette simplicité lui
confere une importance toute particuliére dans le domaine de I'optimisatio®%n Mathews montrait
déja comment agréger plusieurs contraintes d’'un probléeme d’optimisationeeseule contrainte de
type sac a dos?{].

Malgré cette apparente simplicité, il est I'un des 21 probléiéscomplets cités par Richard Karp
[74]. Il accepte cependant un algorithme de résolution d’'une complexitépgmmiynomiale erD (nw).
Néanmoins, bien que les algorithmes dédiés aient profité de nombreuses amékodurant les der-
nieres décennies et bien que de nombreuses instances de réféientawgourd’hui résolues dans des
temps raisonnables, de nombreuses autres restent encore intraitabjesti€ulier, Pisinger 09 a
récemment proposé une description de certaines de ces instancesdlifficile

Le probléme de sac a dos se retrouve en tant que sous probléme deunoprbt#émes d’optimisa-
tion combinatoire ; ce qui n'est pas sans accentuer son importaricéftestant de cet intérét, Kellerer
et al.ont récemment publié un livré'[] présentant un état de I'art de la résolution du probléme et de ses
variantes.

2.1.1 Variantes autour du probleme

Il existe de nombreuses variantes du probléeme de sac a dos, selon le elalesinariables (va-
leurs binaires, entiéres ou réelles), le nombre de contraintes (unidimeekibrdimensionnel ou multi-
dimensionnel), le nombre de profits associés a chaque objet (mono-objeatiflti-objectif), le nombre
de sacs, etc. Du fait de la quantité des paramétres intervenant danmidation, les variantes sont
nombreuses. Cette section présente quelques unes d’entre elles. uedésieeux de connaitre plus de
détails sur ces variantes ou sur d’autres pourra se référet afl.

2.1.1.1 Variables continues

Le probléme dsac a dos en variables continu@sk P) est une variante dans laquelle il est possible
de ne prendre qu’une fraction des objets. Sa résolution s’appuiesscoteepts d’efficacité d’'un objet
et d’élément bloguant, définis ci-dessous.

Définition 2.2 (Efficacité d'un objet) On appelleefficacité d’un objete rapport de son codt sur son
poids, noté; = <.

w;
Remarquela notion d’efficacité d’'un objet est a distinguer de la notion d’efficacit@e solution dans
le cadre multi-objectif.

Définition 2.3 (Elément bloquant)On appelleélément bloquarie premier objet ne pouvant tenir dans
le sac lorsque les objets sont ajoutés par ordre décroissant d’efic&on indice sera noté

!
s = min {k : Z w; > w} , pour lese; triés en orde décroissant
=1
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La valeur optimale* (LK P) d’'une instance est obtenue en prenant les objets dans I'ordre décrois
sant de leur efficacité, jusqu’a I'élément bloquant puis en ajoutantdéidrade cet élément permettant

de saturer le sae[] :
s—1 ( s—1 ) Cs
Z(LKP)=) ¢+ |w—=) w|—
(LKP) Z; Z; o~
Ce probléme correspond a la relaxation linéair@ & P. Ainsi, si I est une instance de ce dernier
et I'* est I'instance obtenue a partir deen remplagant la contrainte € {0,1},Vi € {1,...,n} par
z; € [0;1],Vi € {1,...,n}, alors l'inégalitéz*(I) < z*(I-) se vérifie, ole*(I) est la valeur optimale
des solutions d’'une instande De plus,L K P appartient a la classe de complexiéPour cela, il est
souvent utilisé dans la résolution des variantes a variables entiéred;agaiggie d’obtenir une borne
supérieure de la solution optimale en un temps raisonnable.

2.1.1.2 Sac a dos multi-dimensionnel

Le probléme desac a dos multi-dimensionngl— K P), est une variante du probléme ayant plusieurs
contraintes de capacité. |l est a la frontiere entre I'optimisation combinatda@egrammation linéaire
en nombres entiers. En effet, comme l'atteste sa formulation ci-dessousf &tpe considéré comme
un programme linéaire en nombres entiers (ILP) classique sous la seulgticesque les coefficients
soient positifs et les variables binaires. Son champ d’application esf gl a grandement contribué
a sa popularité.

n
max z(x) = Zcﬂ’i c; € N*
i=1

n
s.c. Zwixigwj wj,wiEN%,jE{l,...,d}
=1

1‘76{0,1} Vie{l,...,n}

Comme le souligne un récent état de I'art de Fréviilég [ cette variante a été intensément utilisée
pour modéliser des situations de gestion de portefeuilles ou de sélectionjes.plt est, de plus, lar-
gement utilisé dans I'évaluation de méta-heuristiquésgn particulier pour la recherche tabou et les
algorithmes génétiques.

Cette variante est intrinséquement difficile. Ainsi, les méthodes de résolu@ateeactuelles se li-
mitent a des instances de quelques centaines de variables pour une diéizam#raintes. De plus; (]
et [81] ont prouvé qu’il n’existait pas de FPTAS pour ce probleme (uneyaest plus facilement acces-
sible dans 7)), bien qu'il accepte des PTAS. Ainsi, la meilleure solution pour résoudecinstance de
d — K P aujourd’hui consiste en I'utilisation d’heuristique] ou de méta-heuristiques], 80, 99.
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2.1.1.3 Probléme deset packing

Le probléme deset packingest une variante du probléme de sac a dos multi-dimensionnel dans
laguelle les poids sont binaires et les capacités sont toutes égales a 1.

n

max z(z)= Zcixi c; € N*

i=1
L : SPP
s.c. waa?igl w] € {0,1},5 € {1,...,d}
i=1

z; € {0,1} Vie{1,...,n}

Trés peu de méthodes exactes existent pour ce probi&m&]3, en particulier parce que sa relaxa-
tion linéaire ne donne pas de bonnes bornes. Ainsi, des heuristiquetaei@ugistiques sont en général
utilisées pour résoudre des instances de ce probléme avec un grane mewhriables et de contraintes.

Gandibleuxet al. [54, 73] ont récemment proposé une application de la méta-heuristique d’optimi-
sation par colonie de fourmis (ACO, de I'angl#@iat Colony Optimizationpour résoudre des instances
de ce probléme, avec une application directe au probleme d'infrastrdetuogiaire. Ce type de méta-
heuristique entre dans la catégorie des algorithmes a population. Elles mspétées par I'observation
des traces de phéromones déposées par certaines especes de[falrigant la recherche de nour-
riture, ces traces s’'intensifient sur les chemins reliant la fourmiliére a éaveet tendent, a force de
nombreux aller-retours, a décrire le chemin optimal pour aller de I'une id’au

Le développement de cette méta-heuristique fait partie du projet RECIFE Jisant a produire
des outils d’'aide a la décision s’appuyant sur les technigues issuesatshrche opérationnelle pour
I'étude spécifique des nceuds ferroviaires ou des gares.

2.1.1.4 Sac a dos multi-objectif

Le probleme desac a dos multi-objectif01 M O K P), est une variante du probléeme ou plusieurs
objectifs sont a maximiser simultanément.

n
max zj(x) = ZCZ%’Z je{l,...,p},¢ € Ng
i=1

- 01MOKP
s.c. Zwimi <w w, w; € N*
i=1

zi € {0,1) Vie(l,...,n)

7

Cette variante posséde toutes les difficultés inhérentes aux problemémdapon combinatoire multi-
objectifs, telles que présentées dans le chafitBien sir, toutes les variantes peuvent étre considérées
dans le cas multi-objectif.

Ce probléme sera approfondi a partir de la sectign

2.1.1.5 Autres variantes

Une autre variante sur le domaine des variables consiste a autoriser @esiemplaires pour les
objets, voire méme a autoriser un objet & étre en quantité infinie. On parts@elaas deac a dos en
variables entieremnoté K P. Une instance d& P ou chaque objetest disponible eh; € N exemplaires
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peut aisement étre transformée en une instandd #&” en considérant une variable binairg; pour
chaque exemplairge {0,...,b;} de chaque objet Cependant, une telle approche, en plus d’engendrer
une augmentation de la taille du probléme pouvant atteint{rev) [77], introduit le probleme des
solutions dupliquées. En effet, siest une solution de l'instance @é K P telle qu'il existei, j, k tels
quex; ; # x; 1, alors cette solution est identique du point de vue de l'instance initiale/de la solution
obtenue en remplagant dana valeur dex; ; parl — z; ; et celle der; ;, parl — z; ;. Par conséquent,

il reste intéressant de développer des algorithmes spécifiquementgsotar@antes]/].

Un cas particulier d&1K P est celui dans lequel le codlt et le poids des objets sont les mémes
(c;i = w;, Vi € {1,...,n}). Cette situation correspond au probléme dedmme des sous-ensembles

Il existe de nombreuses autres variantes qui ne seront pas détailléedlas. que lesac a dos a
choix multiple dans lequel les objets sont répartis danslasses. Il s’agit alors de choisir exactement
un objet par classe de maniere & maximiser le profisd@a dos multiplequant a lui, est une variante
dans laquelle I'utilisateur dispose de plusieurs sacs a dos, parmi lesodeitsrépartir les objets ; tout
en maximisant la somme des profits de tous les sacs cumulés. Le lecteur podfiérar a Kellereet
al. [77] pour une étude récente de ces variantes.

2.2 Methodes classiques de résolution

Le probléme de sac a dos est étudié depuis plusieurs décennies, adesguelles de nombreuses
méthodes de résolution ont vu le jour, tant exactes que approch&gsd]es premiéres se regroupent en
deux grandes familles : les procédures de séparation et évaluatiorakjdethmes de programmation
dynamique. Plusieurs auteurs ont néanmoins proposé des procigoieant ces deux approches3]

]. Nous présenterons ici ces deux approches, a la base de nossneéthodes exactes.

Bien que ces algorithmes bénéficient de nombreuses recherches attpuofitent ainsi de nom-
breuses améliorations, il existe toujours des instances pour lesquelleatiisiefficaces 709. Dans
de telles situations, une procédure de résolution approchée s'impose cwulaalternative. La plus
connue de ces procédures, et aussi une des moins performantedgesthme glouton. Celui-ci sera
présenté dans cette section pour sa position historique.

L'exemple 2.10 ci-dessous reprend le probléme de I'exemplé pagell pour illustrer diverses
approches élémentaires pour la résolution d’une instance du probléme.

Exemple 2.10 (Résolution d’'un probléme de sac a dos mono-objectif) Cet exemple reprend la
situation présentée dans I'exemple pagell. Celle-ci est rapportée ci-dessous.

Le décideur posséde une bibliothéque musicale contenant 10 titres.itielog’il utilise pour gérer sa
bibliothéque lui permet de donner une note dans un intervalle de 1 a 5 éodleaque titre, 5 étant la
meilleure note. Les informations sur les titres sont récapitulées dans lalable

Son lecteur multimédia portable a une capacité de 16000000 octets. lhiseud remplir de maniére
a avoir la meilleure liste de lecture possible & partir de sa bibliotheque. C'ebteaque la somme des
notes des titres choisis doit étre maximale.

Une approche naive consiste a choisir les titres dans I'ordre décroiskaleurs notes, jusqu’a remplir
le lecteur. La solution ainsi obtenue est constituée des titres numéros dtet Bne note totale de 10
étoiles pour un poids de 14800000 octets.
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Une autre approche intuitive est de choisir les titres dans I'ordre décaoissu rapport de leur note sur
leur poids. La solution obtenue avec cette méthode est alors constituégetesuméros 1, 2 et 3, avec
une note a nouveau égale a 10, pour un poids cette fois égal a 11906G086.0

Ces deux procédés donnent des solutions équivalentes mais diffé@epesdant, aucune d’entre elles
n'est optimale. Pour trouver une telle liste, il suffit de construire un [@note de sac a dos ou les objets
sont les titres. Le coli; de I'objet numéra est la note associée au titre et son poidsest sa taille
en octets. La capacite du sac est égale a la capacité du lecteur. Le probléme ainsi constrigpéec
une unique solution optimale composée des titres numéros 1, 2 et 4,ra/aote de 13 étoiles pour un
poids de 16000000 octets exactement.

2.2.1 Méthodes de résolution exacte

Il existe deux principaux modéles d’algorithmes efficaces pour résoexhctement une instance
du probléme de sac a dos. Le premier consiste en une procédure detisépzt évaluation, le second
est une approche de programmation dynamique. Les deux approcivesipaussi étre combinées pour
obtenir un algorithme hybridel]L(]. La suite de cette section présente les concepts derriere ces deux
approches.

2.2.1.1 Procédure de séparation et évaluation

Le concept algorithmique derriére les procédures de séparationehiwa consiste en une énumé-
ration partielle de I'espace des solutions d’'une maniére intelligente. Enajeéseule une petite partie
de I'espace est explorée explicitement et il est garanti que I'espaceomsidéré de maniére explicite ne
contient aucune solution optimale. Les solutions de cette partie sont ditesr@asrimaplicitement.

Durant I'étape deéparation un sous-ensembl&’ C X de I'espace des solutions est divisé en deux
partitionsX; et X, telles queX; U Xo = X'. Le processus est répété jusqu’a obtenir des ensembles ne
contenant qu’une seule solution ou jusqu’a ce qu'il soit montré que lespibel de la recherche dans le
sous-espace soit sans intérét. Une solution optimale du probléme estradareilleure solution parmi
les solutions obtenues.

La partieévaluationconsiste a calculer une borne inférieuret une borne supérieusé X’) pour un
ensembleX’ donné, de sorte que

2(z) < 2(X"), VoeX

Une borne inférieure peut étre la valeur de la meilleure solution trouvée’gusqt instant de la re-
cherche, ou la valeur d’'une solution obtenue avec une heuristique.

La borne supérieure est utilisée pour fermer certaines régions dadesgpexplorer. Supposons que
zZ(X') < z(x), oux est la meilleure solution trouvée jusqu’a cet instant, alors I'enseiblee contient
aucune solution meilleure que Ainsi, il est inutile de continuer a exploréf’.

L'algorithme 2.1 illustre une procédure de séparation et évaluation palf P, sans le détail du
calcul de la borne supérieure. De nombreuses procédures datsg@pat évaluation ont été proposées;
les travaux de Martello et TotldP] font référence sur ce sujet.

Une bonne borne supérieure doit étre rapide a calculer tout en étedd,seest a dire proche de la
valeur de la meilleure solution d€’. Cependant, ces deux qualités s’opposent en pratique.
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Procédure pse (J z,| i,] z*)

Parametre ] x : la solution en cours de construction.
Parametre | 7 : I'indice de I'objet sur lequel opérer.
Parameétre ] x* : la meilleure solution trouvée.

- - La solution est-elle realisable-?-
1 si Y2 wiz; < w alors
- - Mise a jour de la meilleure solution connue.

2:  si z(z) > z(z*) alors

3 ¥

4: finsi

5 sii<n alors

6 calculer une borne supérieuge

- - Séparation de la recherche sur les sous-espaces disjoints vérifiant oux; = 0. - -

7: Si Z > z(z*) alors
8: ;1
o: pse (x,i+ 1,2%)
10: z; <0
11: pse (z,i+ 1,z%)
12: fin si
13: finsi
14: fin si

ALG. 2.1 — Une procédure de séparation et évaluation @birP
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Si i est I'objet le plus efficace, la borne la plus simple pOUK P peut étre obtenue en relachant la
contrainte d'intégrité:; € {0,1} enz; € R. Cela donne la borne triviale :

Uy = {“C"J 2.1)

Si les objets ont été initialement triés en ordre décroissant d’efficacité, lmerne se calcule efi(1).
Autrement, il faut trouver I'objet le plus efficace énn).

Une autre borne supérieure est obtenue en retirant la contrainte dié®g toutes les variables, de
maniére a obtenir le probleniel P (section2.1.]).

Uy = |2*(LKP)|

Cette borne est plus serrée quget peut se calculer ef(n) si les objets ont été initialement triés en
ordre décroissant d’efficacité.

En considérant séparément le cas ou I'objet bloquant est ou n'esjq@aé a la solution, Martello et
Toth [92] ont défini une troisiéme borne supérieure :

s—1
U, = Zci +max{ {w Cotl J , {cs — (ws — w):;llJ }
i=1 .

Ws41

ou s est l'indice de I'élément bloquant &t = w — Zf;ll w;. Cette borne est plus fine qég et il est
montré qud/, < Uy < Uy.
D’autres bornes supérieures ont été définies dan<o[,, 10(] ou encore $2]. Ces bornes sont peu
utilisées dans les procédures de séparation et évaluation du fait de |Eegibépécessaire a leur calcul.
Nous reviendrons sur le cadre des PSE dans le ch#pitre

2.2.1.2 Programmation dynamique

La programmation dynamique est une approche générale qui se retauwee technigue de réso-
lution en recherche opérationnelle. Cette technique peut étre appligaiesigu’une solution optimale
consiste en une combinaison de solutions optimales de sous problémesest lguias pour le sac a
dos.

Etant donné une instance du probléme de sac & dos, on considérdéeaobstreint & sggpremiers
objets et & une capacitk défini comme suit :

J
max Zzjd = E C, Ty
) i=1

J
s.c. g w;x; < d
i=1

IEZE{O,l} ie{lv'--vj})

KP(j,d)

Si z;_1,4 €St connu pour toutes les capaci#s: 0,...,w, alors la valeur de; 4 est donnée par la
formule suivante]] :

2y = Zj—1,d sid < W (2 2)
7 max{zj_ljd, Zj—1,d—w, + Cj} sid > wj
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Le premier cas correspond a la situation dans laquelle le sac a dos estitpppr contenir I'objey. Par
conséquent, cet objet ne change pas la valeur optimalg;. Si l'objet j peut étre contenu dans le sac, ce
qui correspond au second cas, il y a deux possibilités : soit I'objppaidient pas a la solution optimale,
auquel cas la valeur;_; 4 est conservée, soit I'objet appartient a la solution optimale et contribug de
a sa valeur mais ne laisse qu'une capacité dew; pour les objets danfl, ..., j — 1}. Evidemment,
cette capacité restante pour les objets précédents doit étre complétéa prefitumaximum, ce qui est
la valeur optimale; 1 4.,; du sous problem& P(j — 1,d — wy).

En initialisantzy 4 < 0 pourd € {0,...,w}, le calcul des valeurs; ; par récursion dg = 1 an
dans l'algorithme2.2 amene a la valeus,, ,, des solutions optimales. Cet algorithme ne calcule pas le
vecteur correspondant a une solution optimale. Néanmoins, il peut @&é ddposteriorisi la table des
valeursz; 4 est conservée. De nombreuses contributions ont éte faites pour amié@licoenplexité de la
résolution dei P par programmation dynamiquéd, 131] ou, plus récemment/f, 104].

Procédure programmation_dynamique ()
Sortie La performance des solutions optimales.

1: pour d € {0,...,w} faire
2: 20,d < 0

3: fin pour

4: pour jdelan faire

5. pour ddeOaw faire
6: si d > w; alors

7: Zjd < max{zj_l,d, Zj—1,d—w; I Cj}
8: sinon

9: Zjd < Zj—14d
10: fin si
11:  fin pour
12: fin pour
13: retourner z,

ALG. 2.2 — Programmation dynamique paurk P

2.2.1.3 Analogie avec le probleme du plus long chemin

Le probleme de sac a dos peut étre résolu de maniére similaire a la rectfercipéis long chemin
dans un graphe. Classiqguement, ce graphe correspondant & uneerdtiaprobléme de sac a dos est
obtenu en associant un sommet a chaque £iade la programmation dynamique. Chaque sommet
regroupe ainsi les solutions du sous probl&@(j, d). Un ou deux arcs entrants sont créés pour chaque
sommetz; 4,5 > 1. Le premier est construit depuis_; ; avec un poids de 0, quel que sa@itLe second
est défini depuis;_1 4, Sid > wj, avec un poids égal &. Dans le premier cas, la s€lection de
'arc dans un chemin représente la non sélection de I'gbgetpartir des solutions d& P(5 — 1,d).
Similairement, la sélection de I'arc pondéré du second cas représentectioséiie I'objet; a partir des
solutions de\ P(j — 1,d — wy).

Un sommet puits,, 1 est aussi ajouté, relié a partir des sommetg pour toutd € {0, ..., w}.
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En pratique, il n’est utile que de considérer les sommets atteignables a pastininety o repre-
sentant une solution initiale vide. Les plus longs chemins entre les somgmeds$ z,, 1 correspondent
aux solutions optimales du probléme initial.

Ce modele est populaire du fait de sa correspondance avec la progiamdymamique. En effet,
on retrouve dans la construction du graphe I'équati@et la construction décrite par I'algorithn2e2.

Il existe cependant d’autres modeles permettant de transformer unecmsiaprobléme de sac a dos en

probleme de plus long cheminsg, 70, 79). Ces différents modeles font varier le nombre de sommets,
d’arcs, le degré minimal et maximal et, par conséquent, la performanedgieihmes.

Exemple 2.11 (Graphe classiqguement associé a une instance du prob&nke sac a dos). Soit
l'instance de sac a dos suivante

max z(x) = 2x1+ 929 + 5x3 + 81y
s.c. 8x1 + dxo + Taxg +4xy <12
z; € {0,1} Vi {1,...,4}

Ce probléme accepte une unique solution optiméle- (0,1,0, 1), avecz(z*) = 17.

Le graphe associé a cette instance est illustré par la figuteou le plus long chemin au départ dgo
est mis en évidence. Chaque arc non nul (« diagonal ») de ce cheméspond a une variable de*
€gale a un. Les autres arcs (« horizontaux ») correspondent aatedbles a zéro.

2.2.2 Méthodes de résolution approchée

Une procédure de résolution approché@t& P bien connue est un algorithme glouton consistant
en la sélection des objets dans I'ordre décroissant de leur efficaditéitida 2.2). Il s’agit de la seconde
approche proposée dans I'exempléQ

Procédure glouton ({ x)
Paramétre ] x : la solution construite par le glouton.

1: trier les objets par ordre décroissant d’efficacité
2. W w

3: pour idelan faire

4:  si w; <@ alors

5: T, 1

6 W4— W — w;

7:  sinon

8 z; < 0

9: finsi

10: fin pour

ALG. 2.3 — Algorithme glouto®1 K P

Cette procédure est rapide mais peut donner dans le pire des casudegsarticulierement mau-
vais, comme le montre I'exempl212 Elle est ainsi principalement utilisée en préparation pour une
résolution plus colteuse, par exemple pour obtenir une premiére boénieumé.

Exemple 2.12 (Situation inadaptée de I'algorithme glouton). Soit une instance de sac a dos telle que
n=2.c =2w =1etcy =w,wy; = w, avecw > 1. L'algorithme glouton choisira en premier I'objet
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.
22, 23,0 24,0
\ |

Figure 2.1 — Graphe associé a l'instance de I'exengplé. Le plus long chemin au départ dg, est
mis en évidence. Chaque arc non nul (« diagonal ») de ce cheminmomndea une variable de* égale
a un. Les autres arcs (« horizontaux ») correspondent a deslearéabéro.
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numéro 1, il est le plus efficace, empéchant ainsi la sélection du de@unla sélection de ce dernier
aurait donné une solution d’'une bien meilleure qualité.

.. . . G
En choisissani suffisament grand pour l'instance de cet exemple, le rapﬁéﬂz, avecz™ une

solution optimale ez la solution retournée par I'algorithme glouton, peut étre aussi prochérdejae
souhaité. Pour obtenir une approximation d’une meilleure qualité, il cormaatidtiliser un algorithme
d’approximation de type FPTAS commgd] 89 ou, plus récemment/f, 76].

2.3 Prétraitements pour le sac a dos mono-objectif

Il est clairement intéressant de réduire la taille d’une instance du protdearg de le résoudre,
en particulier s'il s'agit d’'une résolution exacte, mais aussi dans le'cag désolution approchée. La
réduction du nombre de variables diminue considérablement le temps diexédes algorithmes pour
guasiment toutes les instances pratiques, bien que cela ne change papl&xité des algorithmes.

2.3.1 Reéduction de la taille des instances

Les procédures de réduction consistent en une séparation de I'daddmb.,n} des variables en
trois sous-ensembles :

J'={ie{l,....n} :x; =1,V € X*} (2.3)
JO={ie{l,....,n}:z; =0,V e X*} (2.4)
F={1,....n\(J'uJh (2.5)

ou X* est 'ensemble des solutions optimales.

L'instance initiale peut ensuite étre remplacée par une instance réduiteswdas variables dE et
ou la capacité du sac est égalea- ), ;1 w;. Les solutions optimales du probleme initial sont alors
celles du probléme réduit, auxquelles les objets Heont ajoutés.

L'idée principale pour le calcul dé° et de.J! est la suivante. Si I'affectation; < b (b = 0 ou 1)
impligue une solution de moins bonne qualité que la meilleure solution connuegakbog prendre la
valeurl — b dans toutes les solutions optimales.

Soit z la valeur d’'une solution réalisable, obtenue par exemple a I'aide de I'alg@igiouton. Soit
z¢ une borne supérieure calculée en fixant= b. Les ensembleg® et J! sont alors définis par

JUD = fie{1,...,n}: 20 <z}

Toutes les bornes présentéesZen 1.1peuvent étre utilisées pour le calcul ge Ingargiola et Korsh
[71] ont présenté le premier algorithme de réduction p&u?P, mais de nombreuses améliorations ont
vu le jour par la suiteq1, 104].

2.3.2 Notion decoreau probleme

Pour de nombreuses instances de test, les expérimentations numériquasnngice seul un sous-
ensemble des objets intervient dans la construction effective des solofitmales. En effet, les objets
pour lesquels I'efficacité est trés grande auront de grandes chdecéaire partie des solutions optimales,
tandis que ceux ayant une efficacité au plus proche de zéro seofrahypement dans aucune de ces
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solutions. Ceci se remarque d’autant plus que le nombre d’objets @st. gkensi, pour ces instances,
I'exploration n’examine essentiellement que les objets dont I'efficacité egtmne.
Cette observation a mené Balas et ZenigB[définir lecored’une instance de la maniére suivante :

Définition 2.4 (core mono-objectif) Soit z* une solution optimale d’'une instance ou les objets sont
ordonnés par efficacité décroissante.dareest donné par les objets dans lintervalle= {a, ..., b},
avec

a=min{i: z; =0}

b=max{i:z; =1}

La taille ducore est une petite fraction de pour de nombreuses instances. Par conséquent, si les
valeurs dez etb sont connues priori, il est possible de ne résoudre que le probléme réduit aux objets
de C, avec une capacité de — E‘;;f w; et de compléter ensuite la solution de maniere a cergue
L,Vie{l,...,a—1}etx; =0,Viec {b+1,...,n}.

Cependant, le fait que leore soit défini & partir de la connaissance d’une solution optimale rend
difficile son utilisation dans une méthode de résolution. Ainsi, plusieurs auteurproposé diverses
méthodes pour calculer une estimationatuwe, avant de pouvoir le résoudre avec un algorithme exact
[4, 91, 107]. Plusieurs propositions ont été faites sur le choix de la tailleate a calculer. Golberg et
Marchetti-Spaccamela f] ont étudié théoriquement la taille minimale dare lls ont montré que sa
taille augmentait logarithmiquement en fonction de la taille de l'instance.

2.4 Le probléme de sac a dos multi-objectif

Le probleme de sac a dos multi-objectif est une variante du probléme de sacdams laquelle
plusieurs colts sont associés a chaque objet. Cette variante est dpglitabtes celles présentées en
2.1.1 Néanmoins, nous ne nous intéresserons dans la suite qu'au problésae a@eos multi-objectif
unidimensionnel en variables binaires, notd/OK P, dont la formulation est rappelée ci-dessous :

max Zj(x):Zczxi jed{l,...,p}
i=1

- 01MOKP
s.c. Zwixi <w w,w; € N*
i=1
z; € {0,1} Vie{l,...,n}

2.4.1 Meéthodes de résolution exacte

Au regard de la littérature, il existe actuellement trois grandes techniquesgsmudre de maniére
exacte des problémes multi-objectifs de sac a dos : les procédures eptadmes, la programmation
dynamique et des algorithmes de chemins.

Les travaux portant sur ces deux derniéres procédures, bierragheep dans I'esprit, bénéficient de
publications distinctes. Classiquement, les travaux sur les algorithmes damrogtion dynamique se
concentrent sur le filtrage des états et sur la réduction de leur nomlatis, gae ceux sur les procédures
de plus longs chemins portent sur la structure du graphe et sur I'algorétpptigué.
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2.4.1.1 Algorithme en deux phases, cas bi-objectif (Visé&t al., 1998)

Viséeet al. [136 ont proposé un algorithme en deux phases (voir la sedtidrl.4 dans lequel
I'exploration est faite en utilisant une procédure de séparation et éalderivée de Martello et Toth
[97]. Le résultat de I'algorithme est un ensemble complet minimal. L'évaluatiorffest@se sur diverses
instances aux coefficients non corrélés généreés aléatoirement.

La premiére phase s’attache au calcul d’'un ensemhlg en suivant le principe de la dichotomie
de Aneja et Nair §]. A l'issue de cette phase, 'ensembigy = {y',...,49} est obtenu. Les autres
solutions efficaces ont leur image dans I'espace des objectifs hdfs\de RY.

Dans le cas bi-objectif, tel qu'étudié par les auteurs, I'espace resexylarer est composé d’'un
ensemble de triangles construits de la facon suivante : deux pgimsy® adjacents dan¥gy, avec
Y7 < yj, définissent un trianglé\(y", y*) dont I'hypoténuse est donnée par le segment les reliant et
dont I'angle droit est situé efy], v5), soit au point d’intersection des cdnes de dominayfce R% et
y" — RZ. Par extension de la définitidn7 page21, ce point est nommpgoint nadir local -

Dans la seconde phase, un probléme mono-objBgtést associé a chaque triangle, axee (y5 —
y5,y$ — yi), ce qui correspond a une direction de recherche orthogonale @téypse. Ces problémes
sont ensuite résolus a 'aide d’'une PSE de Martello et Tothour le sac a dos mono-objectif, dont
la partie évaluation est adaptée de maniere & explorer chaque triangtelelRaure bi-objectif, la zone
pertinente a explorer dans un triangle est délimitée par les trois bornégsléciapres, illustrées par la
figure2.2.

Siy" ety® sont les deux points décrivant le triangle, alefs= y| est une bonne borne inférieure
au regard du premier objectif pour les solutions non supportées dont Igesmsant incluses dans le
triangle. De méme pour, = y; sur le second objectif. Enfin, une borne inférieure au probl&nest
donnée pat* = \ -y, oty est le point nadir local défini par¥ = (y7,v3).

Cette derniére borne est mise a jour au fur et a mesure que de nouvkitemsgotentiellement effi-
caces sont trouvées dans le triangle (figu. Soit{y',...,y™} les points réalisables potentiellement
non dominés connus dans le triangle, tels glue< yi™ pour touti € {1,...,m — 1}. En renommant
y* =y", y™ 1 =y, lavaleur de cette borne inférieure edt= min;c(o_my (Mgl + Aoys™).

L'évaluation des nceuds pendant la PSE se fait en calculant sépanénechbrne supérieure sur
chacun des objectifs;, z, et z*. Si une de ces bornes est inférieure ou égale a la borne inférieure
correspondante, alors le nceud est fermé.

Les auteurs appliquent un algorithme de réduction & chaque problénhe, ieas chaque phase.
Dans la premiére, I'algorithme de réduction est immédiat; il s'agit de problénmem-objectifs. Si,
dans cette phase@; ety*® sont deux points supportés utilisés pour orienter la maximisation a une étape
de la dichotomie, alors la borne inférieure utilisée dans I'algorithme de réduaitisi que lors de I'ini-
tialisation de la PSE est* = \ - 4" = X - y°. En effet, & cette étape de la résolution, le segrognty*)
est une facette de I'enveloppe convexe des images des solutionstéegpmnnues. Or, I'algorithme
cherche une solution supportéelont 'image est « au dela » de ce segment, dans une direction qui lui
est perpendiculaire (voir I'algorithme de Aneja et Naif présenté dans la sectidn3.1.2page23). Par
conséquent, la valeur de- y" doit borner inférieurement la valeur de z(z).

Dans la seconde phase, I'algorithme de réduction consiste a calculenl'desovariables fixées par
I'application de la réduction de probléme mono-objectif en considérant&@patz,, z» et z* avec
les bornes correspondantes. Pour tout {0,1},5 € {1,2}, J%(j) est 'ensemble/® obtenu pour le
probléme mono-objectiP; et la borne inférieure; avec I'algorithme décrit dans la secti@rB8.1page
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Figure 2.2 —lllustration des bornes lors de I'exploration d’un triangle éassconde phase. Les rayures
représentent les régions 6tée de I'espace de recherche par oes.Hogs carrésij représentent les
performances des solutions décrivant le triangle. Le rehdl(stre le point nadir local utilisé pour le
calcul de la borne?, représentée ici par une ligne en pointillés.

Figure 2.3 — lllustration de la mise a jour des bornes lors de I'explorationtdamgle dans la seconde
phase. Les rayures représentent les régions 6tée de I'espaahdiche par ces bornes. Les carrés (
représentent les performances des solutions potentiellement efficaweses jusqu’ici. Les ronds)
illustrent I'ensemble des points nadirs locaux déduits de ces performansest utilisés pour mettre a
jour la bornez?, représentée ici par une ligne en pointillés.
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42. Soit J°(\),b € {0,1} les ensembles obtenus de la méme maniére pour le proldigraela borne
2. Chacun de ces ensembles définit la valeur nécessaire de certaiableggrour obtenir des solutions
dont I'image est au dela des bornes indiquées, c’est-a-dire des seldtonl'image est dans le triangle.
Les variables fixées@ec {0, 1} avant I'exploration du triangle sont alors cellestte= J(1)U.J%(2)U
J(\). Lexploration est alors réduite au seuls objets de I'enserfible {1,...,n} \ (J' U J?), avec
une capacité de sac a dos égale-a ) ;. 1 w;.

2.4.1.2 Plus courts chemins multi-objectif (Captiveet al.,, 2003)

L'analogie entre le probléme de sac a dos et le probléeme de plus court chieleique présentée
dans la sectio.2.1.3page39, reste valide pour le cas multi-objectif. De plus, des algorithmes efficaces
existent pour ce probleme&T7, 93]. Dans ce contexte d'algorithmes, Captigbal. [22] ont proposé
d’utiliser une procédure de calcul des plus courts chemins pour résded problémes bi-objectifs de
sac a dos. Aucun pré-traitement n’est effectué pour réduire la tailleatlgme. Les auteurs ont évalué
leur procédure sur de nombreuses instances générées aléatoirdoredifferents degrés de corrélation.

Le graphe utilisé dans leur procédure est similaire a celui présentépréoent pour le cas mono-
objectif, & ceci prés que les auteurs pondérent les arcs avec ldppsgrofits associés aux variables;
de maniére a pouvoir utiliser directement un algorithme de plus courts chemins.

L'algorithme implémenté est une version ameéliorée de I'algoritlzdell retourne néanmoins un
ensemble complet minimum.

Procédure plus_courts_chemins (e
Parametre | G : le graphe construit depuis 'instance du probleme.
Sortie Les performances des solutions efficaces.

- - §;.q estl'ensemble des performances obtenues au sommétide par defauty -
1 S()y() = {(0, 0)}
2: pour jdelan faire
3. pour ddeOaw faire
4: si d > wj; alors
5 Sjd < Sj-1,aU{y+ ¢y € Sj1d-w;}
- - Suppression dansS; ; des points dominés par d’autres points de I'ensemble

6 Sj.a < supprimer_points_dominés  (S;4)
7: sinon
8: Sj,d «— ijlvd
9 fin si
10:  fin pour
11: fin pour

12: retourner supprimer_points_dominégf,_, S, )

ALG. 2.4 — Plus courts chemins poir— 01K P

Il est a noter que cette méthode est valide quel que soit le nombre d’obgecitimiser. Cependant,
les auteurs ont initialement implémenté I'algorithme uniquement pour le cas biitbjec

Figueiraet al. [47] ont récemment présenté des résultats sur une approche similaire shasés
résultats de Klamroth et Wiecek{] concernant la structure du graphe. Leurs travaux présentent plu-
sieurs types de graphes construits a partir d'instances de divelgémesde sac a dos. Figueghal.



CHAPITRE 2 — Problémes de sac a dos multi-objectif 47

[47] ont utilisés ces structures pour le probléme de sac a dos multi-objectif exblesr entiéres, non
borné, avant de leur appliquer une procédure de calcul des plus ¢tiegnins multi-objectifs. Les au-
teurs résolvent des instances ayant jusqu’a sept objectifs pouneirgbles. lls observent gu’'un modéle
de graphe nommModéle IVse démarque de par les trés bonnes performances gu’il permet dfpbten
apparemment du fait de sa structure similaire a une grille.

2.4.1.3 Programmation dynamique (Bazgaret al,, 2007)

Bazganet al. [10] ont récemment présenté une procédure de résolution pour les irstungeo-
bléme multi-objectif de sac a dos. Celui-ci est similaire a I'algorittiieet se démarque en particulier
sur le filtrage des états. En effet, les auteurs utilisent plusieurs relatiodsndi@ance pour filtrer les
points potentiellement non dominés durant la résolution.

La premiére de ces relations se base sur I'observation du fait queddesqapacité résiduelle — d
associée a un état; ; est supérieure ou égale a la somme des poids des objets restants, alols la se
fagon d’obtenir une solution potentiellement efficace a partis geest d’y ajouter tous ces objets.

La deuxieme relation est basée sur la dominance de Pareto (défindipagel5). Soits € S 4 et
s' € S 4. Sid < d, alors tous les objets pouvant étre sélectionnés a parsiy; gegpeuvent aussi I'étre
a partir deS; 4. Ainsi, sis = ¢/, alors I'états permettra d’obtenir des solutions au moins aussi bonnes
qu’a partir des’, ce dernier peut donc étre omis pour la suite.

Remarquons que I'utilisation de I'opérateup«> dans cette derniére relation implique que le calcul
de I'ensemble complet maximal n’est plus garanti.

La troisieme et derniére relation est la plus colteuse a évaluer. En d8atgeessite de calculer,
pour chaque état auquel elle est appliquée, une borne supérieahague objectif ainsi qu’'une solution
réalisable. Soits € Sj4,s' € ;4. Les auteurs calculent le poiat = s + G(j) et le pointz =
S+UL 1, 5),...,U¢ (p,5)), ouG%(4) est un algorithme glouton multi-objectif inspiré 2. 2page40
et U(i,5) consiste a appliquer la borrig, définie dans la sectiof.2.1.1page36 uniqguement sur
I'objectif i. Dans les deux cas, la procédure appliquée est restreinte aux objetssgéenble{j, ..., n}
et a la capacitd.

Siz > z, alors toutes les solutions obtenues a partis’d@nt dominées par, qui est une solution
réalisable. Par conséquesitpeut étre supprimé.

Enfin, les auteurs ont poussé leur étude en direction de I'influencerded’de sélection des variables
et ont proposé plusieurs criteres de tri. En effet, I'ordre décraisbefiicacité utilisé pour le cas mono-
objectif n'est plus applicable dans le cas multi-objectif du fait du caractefd-dimnensionnelle de
celle-ci. Nous reviendrons sur le sujet de cet ordre dans le ché&pitre

Les auteurs ont évalué leur procédure sur des instances bi- et triifshppix coefficients générés
aléatoirement selon différents degrés de corélation. Leurs expérimastatimériques leur permettent
de conclure que leur algorithme est le plus performant a ce jour.

2.4.2 Méthodes de résolution approchée

Le passage au cadre multi-objectif rend implicitement les problémes plus ardpsrticulier du
fait du nombre de solutions efficaces. Cela est aussi vrai pour léepnelde sac a dos. Ainsi, alors que
des algorithmes pour le cas mono-objectif peuvent résoudre des irstya® plusieurs centaines de
milliers de variables en un temps raisonnabilé] [ les résultats disponibles pour les algorithmes de la
version multi-objectif se cantonnent a quelgues centaines de variabéss.allors naturel de s'orienter
vers des méthodes approchées pour résoudre les plus grandesptuslégficiles des instances de



48 CHAPITRE 2 — Problémes de sac a dos multi-objectif

sac a dos multi-objectif. C'est dans cette optique que plusieurs méta-hewgsstigt été appliquées au
probléme. Ces méthodes sortent du cadre de nos travaux, nous nousiimienc a mentionner les
principales contributions.

Ainsi, Gandibleux et Fréville ont proposé une recherche tabdappliquée au probléme bi-objectif.
Czyzak et Jaskiewicz ont adapté une méthode de recuit sigi]létfun algorithme génétique a été pro-
posé sur le sujet par Gandibleakal.[57]. Enfin, plusieurs auteurs ont proposé des méthodes hybrides,
tels que Abdelazizt al. [2] ou Barichard et Hao€], 7], combinant algorithme génétique et recherche
tabou.

Le principal inconvénient de ces procédures est la difficulté d’obterérbonne approximation de
la frontiére efficace, comme souligné dans la secfich2 page27. Pour répondre a cela, Bazgah
al. [9] ont récemment proposé un algorithme a garantie relative de perforrdartgpeFPTASpour le
probléme de sac a dos multi-objectif. Ces travaux se basent fortemens sé@sigtats introduits dans
[10], des méme auteurs. L'idée est ici d’autoriser des états dominés dameia@e marge d'erreur.
Cette erreur est évaluée selon plusieurs fonctions introduites par lessaetese propage d’état en état
jusqu’a obtenir unél + ¢)-approximation telle que définie én15page28.

2.4.3 Notions decore multi-objectif

Les algorithmes du cas mono-obijectif tirant partiahre du probléme sont parmi les plus perfor-
mants P~7]. Cependant, cette notion est basée sur I'ordre obtenu selon I'é@#iclcroissante des objets ;
un ordre qui ne se retrouve pas immédiatement dans le cas multi-objectif.

Gomes da Silvat al. ont néanmoins proposé une généralisation du core pour le probléme de sa
dos bi-objectif dansd4].

Définition 2.5 (Core bi-objectif [64]). Soit une famille de pondérations. Le core bi-objectifd’'une
solution efficacer est le plus petit core obtenu en ordonnant les objets par ordre déartiske leurs
efficacités pondérée%’f, en considérant chaque pondératiare A.

Remarquons que cette définition s’étend immédiatement ap £a%

Les auteurs appuient leurs propos par de nombreuses expérimengaticirg) familles d’instances.
lls observent que pour une taille d’instance donnée, la taillecdeest relativement insensible a I'inté-
rieur d’'une méme famille. Cependant, cette taille peut énormément varier fdionilée & une autre.

Enfin, les auteurs proposent deux schémas d’algorithmes de résoltilisamti le core, respective-
ment pour une résolution approchée et une résolution exacte.

En combinant ces résultats avec ceux de Puchiegal.[114] sur le core pour le probléme mono-
objectif de sac a dos multi-dimensionnel, Mavrotasl. [95] ont proposé une procédure de résolution
pour le probléme bi-objectif de sac a dos multi-dimensionnel.

2.5 Conclusion

Bien que le probleme de sac a dos soit étudié depuis des décennies et'biexiste des mé-
thodes performantes pour résoudre de maniére exacte des instaseegedgion mono-objectif, peu de
ressources sont disponibles pour la version multi-objectif. Actuellemearigsstois algorithmes de ce
type sont disponibles pour ce probléme : la procédure en deux phagesee par Viséet al. [134],
I'approche du calcul des plus courts chemins par Camtival. [27] et la programmation dynamique de
Bazgaret al.[1(0)].
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Jusqgu’aux récents travaux de Bazgaml. [1(], la résolution exacte d'instances du probléme multi-
objectif de sac a dos est restée limitée au cas bi-objectif. Cependant, deddpre, basée sur de la
programmation dynamique, souffre des mémes limitations que la procédurécdedss plus courts
chemins de Captivet al.[27], & savoir une excessive consommation de mémoire. Pour cette raison, ces
procédures ne résolvent que des instances de quelques centaimembdies. D'un autre coté, I'algo-
rithme en deux phases proposé par Vietgal.[136) a donné de bons résultats sur la version bi-objectif.
Cependant, sila consommation de mémoire n’est pas un facteur limitant paiucickes temps de réso-
lution sont au dela des procédures de Bazgaal.[10] ou de Captiveet al.[22]. De plus, cet algorithme
en deux phases est limité au gas 2.

A notre connaissance, seul Przybylskil [] a appliqué avec succés une méthode en deux phases
sur un probléme ayant plus de deux objectifs. De plus, Przybylsk] p observé que I'utilisation d'une
procédure deankingdans la seconde phase entrainait une forte amélioration des perforrdafiedgo-
rithme. Dans la mesure ou une telle procédure existe pour le probléeme despitsschemins, pouvant
de fait étre appliquée @1 K P, le schéma de la deux phases associé ganking semble étre un bon
candidat pour une résolution efficace des instanceéd 80 K P.

Enfin, il est étonnant de constater qu'aucune procédure de fixagigarthbles priori n’ait été pro-
posée pour le probléme multi-objectif de sac a dos, ni aucune procéelgipdration et évaluation. En
effet, ces algorithmes donnant de trés bons résultats dans le cas njeaii;alnous semble intéressant
de se pencher sur leur pendant multi-objectif.

Dans le cadre d'un systéme d’aide a la décision, la question de I'ensenstdelddons a calculer se
pose. Les procédures présentées dans ce chapitre calculent toetesemble complet minimé g, .

Or, dans le contexte de résolutiamosterioridans lequel nous nous placons, il est préférable de calculer
I'ensemble complet maxima{'g,,, de maniére a ne pas priver le décideur de solutions alternatives aux
performances équivalentes.

Les chapitres suivants rapportent nos contributions sur les pistestesiémoncées ci-dessus. En
particulier, le chapitre présente une technique de fixation de variables, tandis que les chdpitrés
portent respectivement sur une amélioration de la méthode en deux phistente et sur sa générali-
sation a la situation op > 2. Enfin, le chapitres décrit deux procédures de séparation et évaluation
appliquées au probléme de sac a dos multi-objectif.






CHAPITRE 3

Pre-traitement et regles
de réduction pour le sac
a dos multi-objectif

Les procédures de réduction appliquées en pré-traitement permetteddudesa priori la taille
d’'une instance du probléme, en déterminant la valeur qu’auront cestaam@bles dans les solutions
efficaces. Leur utilisation convient a la fois aux algorithmes de résolutiantexet approchée et peut
rapidement améliorer les temps de résolution si le colt de son applicatiGisestrable par rapport a
celui de la résolution.

Bien que de telles procédures soient disponibles pour le probléme ddesicdno-objectif, (voir la
section2.3.1page4?), ainsi que pour d’autres variantes, comme sa version multi-dimensionneild [
trés peu de contributions ont été faites poud/ O K P. A notre connaissance, seuls Gomes da Sitva
al. [64] ont présenté des travaux visant a déterminer, lors d’un pré-traiternentgpsac a dos bi-objectif,
la valeur qu’auront certaines variables dans les solutions efficaessteurs proposent dans cet article
une extension de la notion deredu cas mono-objectif au cas bi-objectif (voir la section.3page4s).

Ce chapitre se place dans cet axe de recherche en proposantvedasopropriétés visant a réduire
a priori la taille des instances du probléme de sac a dos multi-objectif. Ces proprigtéemed’'une
relation de dominance sur les données du probléme (les profits et le psiolsjdes) et de bornes connues
sur la cardinalité des solutions efficaces. Elles permettent de fixer la wazartaines variables avant
I'application d’un algorithme de résolution.

Dans la premiére section, des expérimentations numériques mettent en évaem@ctere régulier
de différentes variables. Ces variables, dites réguliéres, n'actepteme unique valeur dans toutes
les solutions efficaces. Dans la section suivante, une définition de dablea est proposée et I'es-
pace des données est introduit ; puis des résultats concernantitzattédies solutions sont rappelés.
La troisieme section présente plusieurs propriétés pour déterminer, poimsiance donnée, la valeur
de plusieurs variables régulieres. L'efficacité de ces propriétésissitéle au regard d’'un ensemble
d’instances du probléme de sac a dos bi- et tri-objectif dans la quatriémens€es expérimentations
numeériques soulignent en particulier I'intérét de telles propriétés pour sésnices ou les coefficients
sont indépendants.

3.1 Observation du caractére régulier des variables

Afin d'illustrer les qualités des variables réguliéres, une attention toute gt est donnée a une
instance de 50 variables, aux coefficients générés aléatoiremens ebsariation. Cette instance accepte
34 solutions efficaces, ou 9 variables sont toujours égales a zéris, qaedl 8 autres sont toujours égales

51
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Figure 3.1 — L'image en haut a gauche illustre la régularité des valeursadables dans les solutions
efficaces, pour une instance de sac a dos bi-objectif de taille 50. Lege®ules variables toujours a
zéro sont indiquées par des triangles, celles des variables toujouspatilustrées par des cercles. Les
données représentées par des carrés correspondent a delesamiarvenant avec les deux valeurs dans
XE,, - Les autres images sont des projections de la premiére sur chaque' peé d

a un. Les 23 variables restantes interviennent donc avec les deuxsvdlauigure3.1 représente les
profits et poids des objets, associés au caractére régulier des \@dalrespondantes.

Nous pouvons observer que certaines données semblent groef@etestype des variables aux-
guelles elles sont attachées. En particulier, les variables toujours aordérdesis une partie de I'espace
ou les profits sont faibles et aux poids importants, alors que celles todigaliess a un sont associées aux
grands profits et aux poids faibles. Il n'y a cependant aucuneaipanette de I'espace entre chaque
groupe de variables. En effet, nous pouvons constater que ddsleaiiistervenant avec les deux valeurs
sont présentes dans tout I'espace.

3.2 Variables régulieres et données du probleme

Cette section pose les définitions des éléments nécessaires pour lestésguésentées dans la
section suivante. Des bornes sur la cardinalité des solutions effiaroes aussi rappelées.
La définition ci-dessous formalise le concept de variables réguliéres.

Définition 3.1 (Variables régulieres)Les ensembles

Co :{iE{1,...,n}:l’i:0,Vl'€XEM} 3.1
Cir={ie{l,...,n}x;=1,Ve € Xp,, } (3.2)

dénotent les indices des variablesgulieres C’est a dire les variables qui n’acceptent qu’une unique
valeur dans toutes les solutions efficaces. Les autres variables saitiditpilieres
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L'espace déterminé par les données du probléme de sac a dos eshbéndes vecteurs
V={eN v =(c,....& —w),i € {1,...,n}}
Nous utiliserons la relation de dominance ci-dessous sur les vecteursapaee :

Définition 3.2 (Dominance des donnéesJoitv’, v/ € V. La donnée’ domine la donnée’ (v¢ >y v7)
sic > etw; < wj.

Cette définition exprime le fait que I'objet s'il est choisi dans une solution ou 'objeest absent,
peut clairement étre substitué par ce dernier pour obtenir une meilledoerpance.

Dans le cadre de la recherche d’'un ensemble maximal de solutions, la relatdmminance de la
définition 1.4 pagel5 ne peut s'appliquer directement aux élémentd/deEn effet, considérons par
exemple les vecteurs' = (2,2, —4) etv? = (2,2,—6) d'une instance quelconque de sac a dos bi-
objectif. Selon la définitiori..4, nous avong! > v2. Cependant, la substitution de I'objet 2 par I'objet
1, si la capacité le permet, ne modifie en rien la performance d’'une soludonoRséquent, la seconde
donnée n’est pas considérée comme dominée par la premiere.

Néanmoins, nous pouvons remarquer que bien que la séparation de larammp du profit et du
poids soit impérative ici, elle ne I'est pas dans le cadre d’'un ensemble dongplenaximal. Aussi,
les propriétés présentées dans la suite de ce chapitre seront applésaguda relation de dominance
classique dans ce cas.

Une définition des sous-ensembleg(de. . ., n} correspondant a ceux dédans lesquels la relation
de dominancé>y intervient est donnée ci-dessous.

Définition 3.3. Soitv’ € V.
1. L’ensemble des indicgsles données’ dominant la donnée’ est nomménsemble préférét est
notéPref(v') ={j € {1,...,n}: v >y v'}.
2. L'ensemble des indicgsdes vecteurs’ dominés par la donnéé est nommé&nsemble dominé
etestnot@om(v') = {j € {1,...,n} :v" >y v/ }.
L'équivalence suivante résulte directement de ces définitions

i € Pref(v!) < j € Dom(v')

3.2.1 Bornes sur la cardinalité des solutions efficaces

Une borne inférieure et une borne supérieure de la cardinalité dalogon optimalex pour le
probléme de sac a dos unidimensionnel mono-objectif ont été introduitesipasr@?2]. Ces bornes
sont définies comme suit

LB(w) = max{s : Zwi < w} , O0w; > wiq1,Vie{l,...,n—1} (3.3)
i=1

UB(w) = max{s : Zwi < w} , o0w; <wiq1,Vie{l,...,n—1} (3.4)
i=1

Pour calculer ces bornes, Fréville et Plateat] pnt proposé une version modifiée de I'algorithme de tri
rapide er®(n).

LB(w) etUB(w) sont clairement indépendantes des fonctions objectifs. Ainsi, Gandibtetné-
ville ont généralisé leur utilisation au cas multi-objectif a travers la propositivarsie >3] :



54 CHAPITRE 3 — Pré-traitement et régles de réduction pour le sac a dos multi-objectif

Proposition 3.1. Siz € Xg,, alors LB(w) < Y | x; < UB(w).

Dans la section suivante, ces bornes sont utilisées conjointement amtdasPref(.) et Dom(.)
pour dériver des propriétés des variables régulieres depuis I'efsdabsolutions efficaces.

3.3 Propriétés des variables régulieres

Dans cette section sont présentées des conditions sous lesquellesiabke est réguliere dans
'ensemble des solutions efficaces.

Proposition 3.2. Soitz € Xp,,. Vi € {1,...,n}, siz; = 0 alorsz; = 0,Vj € Dom(v").
Démonstration.Immédiat & partir de la définition de dominar@surV'. O
Proposition 3.3. Soitz € Xg,,. Vi € {1,...,n}, siz; = 1 alorsz; = 1,Vj € Pref(v').
Démonstration.Immédiat a partir de la définition de dominarg@ surV'. O

En appliquant I'équivalence de la définitiGr2, ces propriétés peuvent étre reformulées comme ci-
dessous, respectivement :

- Soitx € Xg,,.Vi,j € {1,...,n},siz; =0eti € Pref(v7) alorsz; = 0;

- Soitr € Xg,,.Vi,j € {1,...,n}, siz; = 1 eti € Dom(v?) alorsz; = 1.

Proposition 3.4. Soiti € {1,...,n}. Si|Pref(v')| > UB(w) alorsz; = 0,Vz € Xpg,,.

Démonstration.Par contradiction, supposons qu'il existes Xg,, telle quex; # 0, c’est a dire telle
quer = (z1,...,z; = 1,...,x,). Puisqud Pref(v')| > UB(w) alors il existe unj € Pref(v') tel
quez; = 0. De plus, nous savons qué >y v%, ou de maniére équivalente,; < w; etc; > ¢;. Par
conséquent nous pouvons construire une solution réalisabte(xy,...,z; =0,...,z; = 1,...,zy),
avecz(z') > z(x). Celaimplique que: ¢ X,,, ce qui est une contradiction. O

Proposition 3.5. Soiti € {1,...,n}. Si}_ ¢ presiy Wy + wi > walorsz; = 0,Ve € Xg,,.

Démonstration.Par contradiction, supposons qu'il existes Xg,, telle quex; # 0, c’est a dire telle
quer = (z1,...,x; = 1,...,zy). Puisquezjepref(vi) w; +w; > w alors il existe unj € Pref(v')
tel quex; = 0. De plus, nous avons’ >y o', ou de maniére équivalente,; < w; etc; > ¢;. Par
conséquent, nous pouvons construire une solution réalisablgz,...,z; =0,...,z; =1,...,zy,),
avecz(z') > z(x). Celaimplique que: ¢ Xg,,, ce qui est une contradiction. O

Proposition 3.6. Soiti € {1,...,n}. Sin — [Dom(v")| < LB(w) alorsz; = 1,Vx € Xg,,.

Démonstration.Par contradiction, supposons qu’il existe= (z1,...,z; = 0,...,z,) € Xpg,, et
quen — |[Dom(v')| < LB(w). Puisquer; = 0, d'aprés la propositiod.2, z; = 0,Vj € Dom(v").
Par conséquent, il reste — |Dom(v*)| — 1 variables pour lesquelles I'affectation de la valeur 0 ou 1
reste a déterminer. Cependamt;- | Dom(v?)| — 1 < LB(w) ; par conséquent, selon la propositisn,
x & Xg,,, Ce qui est une contradiction. O

Proposition 3.7. Soiti € {1,...,n}. Si}_ ;0 pomiywj < walorsz; = 1,Vz € Xg,,.
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i1 2 3 4 5 6
z1|1 0 1 0 0 1
2|1 0 0 0 1 1
2|0 0 1 0 1 1
z2|0 0 1 1 0 1
2|0 0 0 1 1 1

Table 3.1 — Les solutions efficaces de I'exenmplel

Démonstration.Par contradiction, supposons qu’il existe= (z1,...,z; =0,...,z,) € Xg,, etque
> igDom(vi) Wi < w. Puisquer; = 0, d'aprés la propositioB.2, z; = 0,Yj € Dom(v'). Soitz’ une
solution avecr’; = 0,Vj € Dom(v'), eta); = 1,¥j ¢ Dom(v') (en particulier avea; = 1). Puisque
Zj¢Dom(vi) w; < w, alorsz’ est réalisable. De plus(z') > z(z), impliquant quer ¢ Xg,,, ce qui
induit une contradiction. O

Exemple 3.13 (Affectation de valeurs par dominance). Soit I'instance de sac a dos bi-objectif ci-
dessous.
max { 2x1 + 2x9 + 5x3 + 924 + 85 + 626
8x1 + 229 + 63 + 224 + dxs + 876 (3.5)
S.C. 8r1 + 8xo + Txs + by + 45 + 22 < 17

Cette instance accepte 34 solutions réalisables, dont 5 solutions effitiatéss dans la tablé.1 Le
calcul des bornes indique queB(w) = 2 etUB(w) = 3. De plus, chacune de ces 5 solutions vérifie
o =0etzg =1.

Nous allons déduire les valeurs de ces variables réguliéres par applicdgs propriétés présentées
ci-dessus.

Dans cet exempleref(v?) = {1,3,4,5,6} et Dom(v%) = {1, 2, 3}. Puisque| Pref(v?)| > UB(w),

la propriété 3.4 détermine la valeur:, = 0. Evidemment, la propriét8.5 confirme cette valeur. De
plus, |Dom(v%)| £ LB(w). La propriété3.6 ne permet pas ici de fixers; = 1. Cependant, puisque
> j¢Dom(vs) Wi = 11 < w, alors la propriété3.7imposers = 1.

3.4 Expérimentations numériques

Nous avons appliqué les propriétés de la section précédente sur unbémskEinstances issues de
la littérature. Cette section présente ces instances et les résultats obtemsisioterons’; C Cj (res-
pectivementC] C () I'union des variables fixées par les propriéB$ et 3.5 (respectivemen3.6 et
3.7).

D’autre part, les instances ont été résolues a I'aide d'un algorithme guiadétermine I'ensemble
complet maximal des solutions efficaces. A partir de ces solutions, les deserptet C; sont calculés.
Leurs tailles servent a la fois a borner les résultats pouvant étre okdelaide d’'un algorithme de
réduction, mais aussi a évaluer la qualité des propriétés.

La premiére partie de cette section présente les instances utilisées. Puis, slsctnde partie, les
résultats obtenus sur toutes les instances sont présentés.
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Groupe Nombre Taille

A-1 10 50 a 500
A-2 10 50 4500
A-3 10 50 a 500
A-4 10 50 4500
B-1 2x 10 50

B-2 15 50 & 1000
B-3 15 50 & 1000
C-1 7x10 100a 700
C-2 8x 10 600 a 4000
C-3 5x 10 100 a 500
C-4 4x 10 100 a 250

Table 3.2 — Tailles et nombres des instances de sac a dos bi-objectif utilis@degpexpérimentations.
Les instances du sous-groupe B-1 different par les coefficients satjfigér générer les codts (voir la
table3.3). Le groupe C contient 10 instances pour chaque taille de probléme.

Groupe ct c? w

A-laA4 [1;100] [1;100] [1;100]

B-1 10 x [1;300] et10 x [1;1000] 10 x [1;300] et10 x [1;1000] 10 x [1;300] et10 x [1;1000]
B-2 ¢} € [¢? —100; ¢ + 100] [111;1000] [1; 1000]

B-3 e} = w; + 100 [1;1000] [1;1000]

c-1 [1;1000] [1;1000] [1;1000]

c-2 [111;1000] cl € [e2 —100; 2 + 100] [1; 1000]

Cc-3 [1; 1000] c? € [max{900 — ¢}, 1}, min{1100 — ¢}, 1000}] [1; 1000]

C-4 [1; 1000] c? € [max{900 — ¢;, 1}, min{1100 — ¢!, 1000}]  w; € [—200;200] + c} + c2

Table 3.3 — Coefficients utilisés pour générer les instances.

3.4.1 Instances du probléeme de sac a dos

La procédure de réduction a été testée sur des instances proveplusi€eigrs sources de la littérature
du probléme de sac a dos(} 22, 28, 13€]. Les détails de ces instances sont explicités ci-dessous.

3.4.1.1 Instances du probléme de sac a dos bi-objectif

Les instances du probléme de sac a dos bi-objectif sont séparées ayrawgpes selon plusieurs
caractéristiques précisees ci-dessous. La taldléndique le nombre d’instances dans chaque groupe
ainsi que leurs tailles ; les intervalles des coefficients sont détaillés damded ta Dans tous les cas, la
capacité du sac a dos est= |0.5 x > | w;].

Les instances du groupeviennent ded]. Elles sont séparées en quatre sous-groupes, les trois der-
niers étant une variation du premier. Pour une taille d'instance donnéegtieuv de poids est identique
dans chaque sous-groupe. Le premier, A-1, est constitué de dixdastanx coefficients non corrélés
et générés aléatoirement, comme décrit déis][ Les instances du sous-groupe A-2 ont été crées a
partir de A-1 en remplagant parc’, en ordre inversé (c'est-a-dire qug= c},_,.,,Vi). Les vecteurs
des codts de celles de A-3 ont des valeurs générées par plateauxyjdedmtirées aléatoirement dans
lintervalle[1; | 15 |]. Enfin, les instances du groupe A-4 ont éte crées a partir de A-3 ettarganp:? par
¢!, en ordre inversé (comme A-2 par rapport a A-1).
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Groupe Nombre Taille
D-1 55x 10 instances 5 a 700
D-2 23x 10instances 10 a 350

Table 3.4 — Instances de sac a dos tri-objectif utilisées pour les expérimpatdmur chaque taille de
probleme, 10 instances ont été générées.

Groupe ct c? c3 w
D-1 [1;1000] [1;1000] [1;1000] [1;1000]
D-2 [1;1000] c2 €[1;1001 — c}] 3 € [max{900 — ¢} — ¢Z, 1}, min{1100 — ¢! — ¢Z,1001 — cl}]  [1;1000]

Table 3.5 — Coefficients utilisés pour générer les instances.

Remarque.l'instance de 50 variables utilisée pour illustrer les variables réguliénes ldasectior.1
est tirée du sous-groupe A-1.

Toutes les instances du grouBeproviennent deZ2]. Celles du sous-groupe B-1 ont leurs coeffi-
cients non corrélés. Les instances du sous-groupe B-2 sont descestaon conflictuelles o¢l est
corrélé positivement aveé. Enfin, celles du sous-groupe B-3 sont non conflictuelles'ast positive-
ment corrélé av.

Les instances du dernier group&,ont été produites paf.[]. Le sous-groupe C-1 contient des inst-
ances aux coefficients non corrélés. Celles de C-2 sont des instarcesnflictuelles ou! est corrélé
positivement avee?. C-3 est constitué d'instances conflictuellescoiet ¢ sont corrélés négativement,
de méme que C-4 ou, en plus, est corrélé positivement avet et ¢2. Enfin, dans ce groupe, pour
chaque sous-groupe, dix instances ont été construites pour chdlgue ta

3.4.1.2 Instances du probléme de sac a dos tri-objectif

Les instances du probléme de sac a dos tri-objectif proviennent toutésjd&lle seront repré-
sentées par le groufd® par la suite, contenant deux sous-groupes, nommés D-1 et D-2. beepre
est constitué d'instances non corrélées tandis que celles du secdrabsbictuelles, ole! et c? sont
corrélés négativement, de méme gdevecc! et c?. La table3.4 indique le nombre d’instances dans
chaque sous-groupe ainsi que leurs tailles. Pour chaque soysegrix instances ont été construites
pour chaque taille. Les coefficients ont été générés aléatoirement éamstetvalles détaillés dans la
table3.5. Dans tous les cas, la capacité du sac a das est 0.5 x 1" ; w; .

3.4.2 Résultats expérimentaux
3.4.2.1 Instances bi-objectif

Les premiéres expérimentations concernent les dix instances bi-objegtibdpe A-1. Le nombre
de variables régulieres pour chaque instance est reporté par la3iguRdus de la moitié des variables
sont réguliéres; il est alors évident qu’identifier ces variahlesori facilitera la résolution de I'instance.

Les tables3.6 et 3.8 présentent le nombre de variables réguliéres trouvées pour chatprecas
pour chaque propriété, ainsi que le nomfgrg U C7| de variables réguliéres différentes. Ce nombre est
a comparer avec la cardinalit€, U C | calculé aprés une résolution exacte des instances et reporté dans
la derniére colonne.
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500 F e [CouCy|
450 F —n

400 F
350 |
300 |
250 |
200 |
150 |
100 |

Nombre de variables

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Taille de I'instance

Figure 3.2 — Nombre de variables régulieres pour chague instance wjeghel.

Ces résultats montrent qUé€/, U | est loin de|Cy U C4| mais reste néanmoins une quantité non
négligeable. De plus, la propriéés est clairement plus performante quesld pour fixer des variables
a 0. De méme que a7 est meilleure qué.6 pour les fixer a 1.

Les propriétés n'apportent rien sur les instances des groupes 8-8f C-4. Ce résultat est attendu
dans la mesure ou, par construction, les données de ces instancéserdqnt aucune dominance. Ce-
pendant, elles ne sont pas pour autant exemptes de variables régualiénese le montrent les valeurs
reportées dans la tabBe9.

3.4.2.2 Instances tri-objectif

La table3.10présente le nombre de variables régulieres trouvées pour chaquestanr chaque
propriété, ainsi que le nombj€[ U’ | de variables régulieres différentes, & comparer avec la cardinalité
de|Cy U C| indiguée dans la derniére colonne.

D’une maniére encore plus marquante que pour le cas bi-objecjif) C1 | est loin de|Cy U C1].

Les propriété8.4a 3.6 sont ici quasiment sans apport, seule la propfiéigermet de déterminer dans
tous les cas la valeur de quelques variables.

A nouveau, du fait de leur construction, les instances de D-2 ne véhiaueune dominance et, par
conséquent, aucune des propriétés énoncées précédemment ee/fixiables. Le nombre de variables
réguliéres pour ces instances est reporté dans laiablet nous pouvons constater, a nouveau, que leur
nombre est important.

3.5 Conclusion

Ce chapitre présente une approche originale basée sur une anaydendées pour fixer des va-
riables du probleme1 M O K P avant de calculer 'ensemble des solutions efficaces. Les conceps de v
riables réguliéres, d’espace des données et de dominance entrerestslde cet espace sont introduits.
En se basant sur une étude des relations parmi les données des mdiapceblémes, des propriétés
sont établies pour déduiggpriori 'unique valeur de variables réguliéres dang,,. La conséquence est
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Sous-groupe Taille | prop.3.4 prop.3.5 prop.3.6 prop.3.7 | |[CHLUCY| | |Co U Ch|
50 0 1 0 10 11 27
100 0 0 1 5 5 53
150 0 7 1 11 18 83
200 2 3 0 14 17 116
Al 250 1 6 0 12 18 139
300 0 3 2 23 26 173
350 2 5 1 26 31 213
400 1 7 5 26 33 252
450 0 5 3 22 27 270
500 0 13 3 34 47 301
50 0 2 1 7 9 24
100 0 0 0 4 4 51
150 0 1 1 8 9 78
200 0 5 2 10 15 108
Ao 250 1 5 0 13 18 145
300 1 6 2 26 32 180
350 4 8 3 23 31 203
400 3 5 3 34 39 249
450 2 6 3 25 31 249
500 3 11 1 38 49 305
50 1 2 0 1 3 23
100 3 7 0 4 11 61
150 0 4 0 6 10 81
200 0 3 1 16 19 105
A3 250 1 3 2 12 15 136
300 5 10 0 27 37 186
350 0 2 0 27 29 193
400 4 15 4 32 47 239
450 1 2 3 25 27 291
500 14 18 9 66 84 364
50 0 1 0 1 2 19
100 0 3 0 7 10 59
150 2 4 0 6 10 75
200 0 0 2 18 18 102
A 250 1 4 3 17 21 146
300 1 5 1 37 39 207
350 0 14 1 31 45 239
400 2 3 0 13 16 185
450 6 11 7 27 38 328
500 3 11 0 63 74 346

Table 3.6 — Nombre de variables fixées par les propriétés pour les instngeoupe A.
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Sous-groupe Taille | prop.3.4 prop.3.5 prop.3.6 prop.3.7 | |CoUC]| | |Co U Ch|

0 0 0 1 1 19

0 3 0 2 5 25

0 0 2 6 6 29

0 3 0 4 7 28

1 1 0 1 2 23

1 1 0 3 4 26

0 0 0 3 3 25

1 2 1 3 5 27

0 0 0 8 8 31

1 2 0 4 6 27

B-1 50 0 2 0 2 4 24

1 2 0 7 9 30

0 1 0 8 9 30

1 3 0 2 5 25

0 1 2 6 7 22

0 0 0 3 3 25

1 1 1 4 5 21

1 4 1 8 12 33

0 0 0 2 2 28

1 1 1 3 4 22

50 3 9 2 17 26 46
100 5 10 3 30 40 100
150 7 14 3 37 51 139
200 13 16 7 48 64 197
250 15 19 8 58 77 237
300 16 26 10 68 94 281
350 20 28 13 88 116 328
B-2 400 19 32 16 101 133 373
450 20 35 18 111 146 420
500 22 38 20 131 169 468
600 25 51 24 148 199 560
700 28 55 28 169 224 658
800 32 63 30 182 245 751
900 35 69 32 210 279 841
1000 41 76 34 234 310 934

Table 3.7 — Nombre de variables fixées par les propriétés pour les instiungeoupe B.
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Sous-groupe Taille | prop.3.4 prop.3.5 prop.3.6 prop.3.7 | |[CLUCY| | |Co U Ch|
100 0,8 0,5 0,8 7,1 7,6 56,9
200 1,0 0,4 1,2 12,6 13,0 116,4
300 1,6 0,7 1,7 20,8 21,5 176,4

C-1 400 2,7 15 2,5 26,2 27,7 238,3
500 2,1 0,9 3.2 34,7 35,6 300,4
600 2,5 0,9 3,2 41,5 42,4 366,4
700 2,8 15 4,1 46,9 46,9 420,2
600 21,0 4.4 23,0 148,1 152,5 558,4
700 24,9 4.9 27,3 161,7 166,6 656,7
800 28,6 4,9 30,9 191,3| 1913 747,5

C2 900 33,9 6,4 34,0 216,9 223,3 848,4
1000 37,2 7,6 38,5 241,1 248,7 941,2
2000 75,1 15,8 75,0 477,7 493,5 1888,6
3000 116,1 21,2 1135 722,2 743,4 2838,8
4000 153,6 29,0 150,4 963,0 992,0 3784,4

Table 3.8 — Nombre moyen de variables fixées par les propriétés pourtkasdas du groupe C.

Table 3.9 — Nombre de variables régulieres par les instances bi-objectif moias un vecteur de co(t

Sous-groupe Taille |CyU C1| || Sous-groupe Taille |Cy U C4]
50 29 100 28
100 69 200 69,1
150 100 C-3 300 1114
200 140 400 156,3

B-3 250 180 500 192,7
300 212 100 4,1
350 — 150 7,9
400 — C-4 200 12,7
450 — 250 15,9
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est corrélé au vecteur des poids. Les solutions efficaces des irsthnseus-groupe B-3 sont inconnues
a partir de 350 variables.
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Sous-groupe Taille | prop.3.4 prop.3.5 prop.3.6 prop.3.7 | [CLUCY| | |CoU Ch]
5 0,0 0,1 0,0 0,4 0,5 2,9
10 0,1 0,0 0,0 0,6 0,6 3,0
20 0,0 0,1 0,0 0,5 0,6 5,9
30 0,1 0,0 0,1 0,6 0,6 9,7
40 0,2 0,0 0,0 0,4 0,4 11,2
50 0,1 0,0 0,0 0,6 0,6 25,4
60 0,2 0,0 0,0 0,7 0,7 33,9
70 0,0 0,0 0,0 1,2 2,2 37,2
80 0,1 0,0 0,0 0,7 0,7 41,7
90 0,1 0,0 0,0 1,0 1,0 48,2

100 0,2 0,0 0,3 1,2 1,2 53,3
110 0,0 0,1 0,1 1,8 1,9 62,2
120 0,2 0,0 0,2 1,0 1,0 66,4
130 0,2 0,0 0,0 1,8 1,8 70,1
140 0,0 0,0 0,1 1,7 1,7 73,6
150 0,2 0,0 0,0 15 15 81,0
160 0,2 0,1 0,2 1,9 2,0 88,6
170 0,0 0,2 0,0 2,0 2,2 94,4
180 0,0 0,0 0,1 2,3 2,3 102,5
190 0,0 0,0 0,1 2,8 2,8 1115
200 0,3 0,1 0,3 2,3 2,4 112,5
210 0,0 0,1 0,1 2,9 3,0 116,5
220 0,0 0,0 0,1 2,3 2,3 125,9
230 0,0 0,0 0,0 2,0 2,0 128,7
240 0,2 0,0 0,2 3,6 3,6 138,1
250 0,1 0,2 0,2 3,8 4,0 143,2
260 0,2 0,0 0,0 4,1 4,1 154,7
D-1 270 0,1 0,0 0,2 3,2 3,2 151,4
280 0,0 0,0 0,2 4,2 4,2 163,8
290 0,0 0,0 0,4 5,3 53 166,4
300 0,1 0,0 0,3 3,7 3,7 172,7
310 0,3 0,1 0,3 34 3,5 185,0
320 0,1 0,0 0,2 4.4 4.4 187,3
330 0,1 0,0 0,1 4,1 4,1 195,5
340 0,2 0,2 0,2 4,8 5,0 1944
350 0,0 0,1 0,3 4,8 4,9 203,4
360 0,2 0,3 0,3 5.2 55 208,5
370 0,2 0,1 0,4 4,8 4,9 220,7
380 0,2 0,1 0,2 4,2 4,3 225,1
390 0,1 0,1 0,1 4.4 4,5 230,4
400 0,1 0,0 0,6 4,7 4,7 236,5
410 0,2 0,1 0,4 4,3 4.4 239,3
420 0,0 0,2 0,3 6,7 6,9 250,2
430 0,2 0,0 0,3 5,7 5,7 252,4
440 0,1 0,1 0,3 55 5,6 262,1
450 0,0 0,1 0,2 5,5 5,6 268,1
460 0,4 0,1 0,3 5.2 53 269,8
470 0,4 0,1 0,3 6,5 6,6 276,1
480 0,1 0,1 0,5 8,2 8,3 285,1
490 0,2 0,3 0,2 4,9 5,2 288,8
500 0,2 0,0 0,5 8,0 8,0 299,2
550 0,4 0,3 0,3 8,3 8,6 333,1
600 0,3 0,2 0,9 7,9 8,1 363,4
650 0,0 0,1 0,8 10,2 10,3 393,1
700 0,1 0,1 0,6 10,6 10,7 423,2

Table 3.10 — Nombre moyen de variables fixées par les propriétés poustiasdas du groupe D-1.
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Taille 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
ICouCy| | 37 68 119 166 203 21,6 28,7 342 358 426 44,7 488
Taille 130 140 150 160 170 180 190 200 250 300 350
|CouCy| | 559 63,8 656 686 735 795 81,1 899 116 1382 163,3

Table 3.11 — Nombre moyen de variables régulieres pour les instancesuhedp-2.

gue I'espace de recherche est réduit, ce qui laisse présager unatdimoiu temps de calcul nécessaire
pour résoudre le probleme. Les résultats théoriques sont évalués a leeld®miproblémes présentant
deux objectifs ou plus, et appuyés par des expérimentations numeériques.

Ces expérimentations montrent que la procédure de réduction est utilEepdastances ou les co-
efficients sont indépendants, en particulier pour le cas bi-objectif. iCigpe, de nombreuses variables
n'obéissent pas aux propriétés dérivées, méme si elles sont visibledgefieres aprés calcul de I'en-
semble complet des solutions efficaces. Cette observation encouragédati@n d’études plus appro-
fondies sur des approches fixant ces variahlgwiori. De plus, la procédure de réduction n’est pas
adaptée aux instances ou les coefficients d’'un objectif et de la contrairitesrélés. La question d’un
pré-traitement pour ces instances reste ouverte et pertinente dans le meselles-ci ont clairement
des variables réguliéres.






CHAPITRE4

Algorithme en deux
phases pour le sac a dos
bi-objectif

Ce chapitre présente deux approches pour le calcul des solfigps, dans une méthode en deux
phases pour le probleme de sac a dos bi-objectif, telle que décrite dartside 8e4.1.1paged4. La
premiére utilise la procédure de séparation et évaluation (PSE) propasé&éséeet al. [136, pour
laguelle nous renforcons le test évaluation des nceuds ; tandis que falsaddise une technique de
ranking, inspirée de Przybylsket al. [11, et permettant d’obtenir les solutions de maniere ordonnée
selon leurs performances.

La premiere partie rappelle I'algorithme en deux phases, afin de positidansicette procédure les
propositions décrites dans la suite. La seconde partie présente leanpugsts pour I'évaluation des
nceuds, immédiatement suivis par des expérimentations numériques illustigainespportés par ces
modifications.

Les sections suivantes concernent I'application d’une procéduanéiengdurant la seconde phase.
Celle-ci utilise I'analogie entre le probléme de sac a dos et celui des plus Er@mins, que nous
détaillons en premier lieu. Puis la stratégie générale est décrite, suiviesphitédls de son application a
2—01KP.

Le chapitre se conclut par des expérimentations numériques. Une preanidyse compare les
méthodes en deux phases entre elles, puis d’'une analyse du colt dedderdgankingen termes de
temps processeur et de consommation de mémoire est effectuée. Ennfdempnces de cette derniére
procédure sont comparées avec celles de la programmation dynamiquegknét al. [10], celui-ci
étant connu a ce jour comme le meilleur algorithme exact polif O K P. Le chapitre se termine sur une
analyse des points forts et faibles de I'approddmeking suivie par une discussion sur sa généralisation
a plus de deux obijectifs.

4.1 Description générale de I'algorithme en deux phases poar— 01K P

Nous rappelons dans cette section les €léments caractéristiques desieed deux phases, telles
gu’elles ont été présentées dans la secti@l.4page25 pour le cas général et dans la section.1.1
paged4pour2 — 01K P.

Ces procédures séparent la recherche des solutions supgo¥tgesdes solutions non supportées
(XnE). Les premiéres sont en général obtenues avec une variante de la enéthndja et Nair f].

En particulier, Viséeet al. utilisent la PSE de Martello et TotlW¥] pour résoudre les problémes mono-

65
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ZQ = YSN ]
Uyevsny — R’;

Figure 4.1 — L'espace de recherche pendant la seconde phasgisealéme un ensemble de triangles.
La ligne en pointillés représente I'enveloppe convex& gainsi que les hypoténuses. Les angles droits
des triangles se situent a l'intersection des cones de dominance de ppistés adjacents.

objectifs construits durant cette phase. Remarquons cependanimpemé quel algorithme exact peut
étre appliqué ici.

A l'initialisation de la seconde phase, les imad&s; = {z(z) : € Xgp} des solutions d& g
obtenues a l'issue de la premiére phase sont utilisées pour réduirecedpaecherche. Par définition,
aucune solution d& vz n'a son image dang — RZ | Vy € Ysy. Nous pouvons remarquer sur la figure
4.1 que I'espace de recherche décrit ainsi se visualise comme un ensentbingkes dans I'espace
des objectifs. La seconde phase s’appuie sur cette représentatiarafmuler les solutions restantes, en
explorant chaque triangle individuellement. La suite de ce chapitre pareesexplorations.

Etant donnég/”,y* € Ysn deux points supportés adjacents tels géie< y§, nous noterons
A(y",y*) le triangle décrit par ces points.

Classiquement, I'exploration dA(y",y®) se fait en construisant une somme pondéPgeavec
A = (y5 — 5,y —yi). Ce probleme est ensuite résolu avec un algorithme mono-objectif dankléesjue
solutions sont évaluées et comparées selon leur caractére multi-objeatildul des bornes inférieures
et supérieures est lui aussi adapté pour refléter le caractére mutttibtdgs solutions.

4.2 Ameéliorations générales pour I'exploration des triangles

Cette section présente deux améliorations sur les bornes utilisées peeaxplotétion des triangles
dans une méthode en deux phases, lors du calcul des solutioXig gle. Ces bornes s’appliquent en
particulier a la PSE utilisée par Viséeal.[13€], présentée dans la sectignt.1.1lpages4.

4.2.1 Une amélioration de la borne inférieure

La borne présentée ci-apres a initialement été décrite par Przybyiskidour le probléme d’affec-
tation bi-objectif. Nous présentons ici son application a un probléme de masionisaon utilisation est
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Figure 4.2 — La borne inférieurg), telle que définie dans B¢ est représentée par la ligne en pointillés.
Elle peut étre améliorée en I'évaluant non plus sur les points nadirs Idgeaumais sur les valeurs des
solutions potentiellement efficaces restant a découvrir dans le trianghes(polorés).

basée sur I'hypothése que, dans le probléme considéré, les co&dfibeencontraintes et des fonctions
objectifs sont des entiers positifs.

Soit un triangleA(y", y*) défini par deux solutions supportées adjacenfe®t =°, avecy” =
2(2"),y* = 2(z°) ety < y;i; soit 'ensemble des points potentiellement non domipés. .., y™}
correspondant aux meilleures solutions déja trouvées dans ce triangles&nt)® = y” ety™ ! = y*,
la meilleure borne présentée dans( est calculée comme indiqué dans la secich1.1page44:

A : i i+1
zo = min Ay] + A
=0 e€{o,..,m} { Y1 2Y2
La figure4.2illustre cette borne.

Puisque le probleme de sac a dos n'utilise que des coefficients entiersn&adimrite dansiL]
peut étre adaptée du cas d’'une minimisation vers le cas d’'une maximisatiocgbauer une borne plus
serrée sur I'objectif de la somme pondérée :

2 min (| gmin O min | DG+ D 405 40}
Cette valeur, représentée par la ligne continue de la figgreest la plus faible des valeurs que peuvent
avoir les hypothétiques solutions efficaces restant a découvrir daniarglé; dont les images sont
représentées par les points colorés de la figure. Les solutions éqtegat®nt conservées avec cette
borne. Cette valeur minimale peut correspondre soit ¢ wonnu, soit au point obtenu en ajoutant 1 sur
chaque dimension d’un point nadir local.

Dans une situation ot un ensemble complet maximal n’est pas indispensataksulede la borne
peut étre restreint aux seuls points potentiellement non dominés pourllesywene solution n'est
connue, représentés par des triangles sur la figy2re
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Figure 4.3 — Une situation ou une observation indépendante des ladrees’ ne permet pas de fermer
le noeud alors qu’un test de dominance sur le point utopique Jdcat (z!,z?) confirme que le nceud
n'ameénera a aucune solution efficace. Nous supposons, sansdsaeger, que* > 2.

4.2.2 Une amélioration de I'évaluation des nceuds par une boe supérieure bi-objectif

L'évaluation des noeuds durant la procédure de séparation et évajuatie que décrite par 34,
consiste a calculer une borne supérietresur chaque objectif et une derniérez?, sur I'objectif de
la somme pondérée. Si la valeur d’une de ces bornes est strictemeigurdéx une borne inférieure
connue pour I'objectif correspondant, le noeud est fermé.

Ainsi, pour une situation telle que représentée par la figuBeaucun de ces tests ne permet de
fermer le nceud, I'exploration du sous-arbre de la PSE continue. Capiepar définition, nous savons
que siz est une solution du sous-arbre, alefgz) < z' et 2%(z) < z2. En d'autres termes, nous
notonsy? = (z',2?) un point utopique localpar analogie avec la définitidh7 du point utopique de
la page?l; « local » dans le sens ce point ne concerne que les solution du desfous avons alors
z(z) S yv.

L’évaluation d’'un nceud peut étre renforcée en observant simultanéesdyornes supérieures et
z2 atraversyV. En effet, siyY est dominé par un point réalisable dans le triangle, comme illustré par la
figure4.3, alors aucune solution du sous-arbre n’est efficace. Par camsgdjest inutile de poursuivre
la séparation sur ce nceud.

4.2.3 Expérimentations numeériques

Les algorithmes ont été testés sur les instances bi-objectifs des groupdd présentés dans la
section3.4.1.1 lls ont été implémentés en C++ et exécutés sur un Pentium 4 cadencé arg & G
accompagné de 3 Go de mémoire vive. Le temps de résolution a été limité a uagaeinstance.

La figure4.4 présente le temps nécessaire pour résoudre ces instances ave@thiquoésentée
par Viséeet al.[13€] (courbe « PSE ») et une version utilisant I'évaluation améliorée des $¢coarbe
« aPSE »). Les instances sont ordonnées par groupe puis par tddkaote.

Ces expérimentations font ressortir une claire amélioration des perfoesiandaveur de I'utilisa-
tion du test sur le point utopique local. Nous pouvons remarquer cepieqda les deux versions de
I'algorithme se comportent globalement de la méme fagon. Les temps de résotoigsent rapidement
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Taille des instances

50-500 50-500 50-500 50-500 50 50-1000 50-1000

1000 ! !

100

10

CPU (s.)

0.1l

0,01t

L (| P
- : : : : : aPSE——
0’001 1 1 1 1 | |

Al A2 A3 A4 B-1 B-2 B-3

Instance

Figure 4.4 — Temps nécessaire pour calculeyr,, avec une procédure en deux phases utilisant une
PSE. La courbe « PSE » a été obtenue par notre implémentation de 'algorithesnigr dansi[34].
L'évaluation décrite dans la sectidn2 a été implémentée pour obtenir la courbe « aPSE ».

avec la taille de I'instance et, de plus, la fagcon dont celle-ci a été géndéedirectement sur ces temps.
En effet, les instances du groupe B-3, dont un objectif est fortemertlé@vec le vecteur des poids, ne
sont pas résolues au dela de 150 variables, tandis que celle du grpaifen#jusqu’a 500 variables, ou
celles des groupes B-1 et B-2, ce dernier allant jusqu’a 1000 vasiaduat résolues sans difficulté.

Remarquons que I'algorithme apparait trés performant pour ces denierdesous-groupes. Cela
n'est pas étonnant dans la mesure ou les instances de B-1 sont de plti{BQavariables) et que B-
2, dont les instances sont générées avec une corrélation positiedemntbjectifs, s’apparente a une
famille d’instances mono-objectifs.

En pratique, le temps de résolution est principalement consommé durardfaeghase. Par consé-
guent, nous nous concentrerons dans la suite de ce chapitre surhumquea’exploration des triangles
plus efficace.

4.3 Utilisation d’un ranking pour I'exploration des triangles

Les algorithmes deanking permettent de calculer les solutions d’'un probléeme en garantissant un
ordre sur leur performance. Typiquement, en étant appliquée suriéepre P, construit pour I'ex-
ploration d’un triangle, une telle méthode va chercher les solutions selowdtaur »* décroissante,
jusqu’a ce qu’une borne inférieure soit atteinte. Un des principauntagas d'une telle procédure est
gue les solutions dont les images sont les plus proches de I'hypotépusanppotentiellement apporter
de grands incréments a la borne infériextesont trouvées au plus tét. De plus, toute solution efficace
trouvée dans le triangle ne sera jamais remise en question ; contrairemantciure exploration désor-
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donnée telle que la PSE, ou la performance d’une solution nouvelle peuneiocelle d'une ancienne
solution.

Cette approche s’est déja montrée trés performante comme schéma d'@&imdans la seconde
phase. En particulier, Przybyls&t al.[113 I'ont appliqué avec succes sur le probléme d’affectation bi-
objectif. Nous présentons ici I'application d’'une telle stratégie pour dreades instances ¢ M O K P
en s’appuyant sur la résolution e/ P comme un probléme de plus longs chemins. La section suivante
présente les éléments nécessaires a cette résolution.

4.3.1 Résoudre P comme un probléme de plus longs chemins

Etant donnés une instance @M OK P et une pondération € RP, nous construisons un graphe
dans lequel tout chemin partant d'un sommet source initial correspone salution réalisable de l'ins-
tance, éventuellement incompléte si le chemin peut étre étendu. La longuearctiemin sera égale a
la valeur pondérée de la solutiancorrespondantez*(z) = Y%_, A;zi(z). La construction du graphe
suit le modéle décrit dans la secti@r.1.3page39.

4.3.1.1 Construction du graphe

SoitGgp(I,A) = (S, A) le graphe associé a une instadogonnée d@)11/OK P et a un poids\,
ou S est I'ensemble de ses sommetsiet S x S est 'ensemble de ses arcs.

Dans ce graphe, le passage par un arc correspond a I'affectatios vBleur, 0 ou 1, a une variable
précise. Nous noterons ., le sommet ou est l'indice de I'objet considéré en prenant un de ses arcs
sortants eto est le poids des solutions, éventuellement incomplétes, correspondattieanins allant
du sommet initial &; ;. Le sommet initial est notg, ( et représente une solution vide (c’est-a-dire une
solution ou aucune valeur n'a été affectée aux variables).

Soit (s,t) € A. Nous noterong(s, t) la longueur de cet arc. De plus,si= (s, t), nous noterons
queuéga) = s son sommet de départ et tgi¢ = ¢ son sommet d’arrivée. Enfin, dans un souci de
lisibilité, nous noteroné(a) = I(queuga), tétga)).

Les notions de parent et de puits sont introduites par les définitions siaes

Définition 4.1 (Parent) Un sommes est ditparentd’un sommet si (s, t) € A.

Définition 4.2 (Puits) Soit un sommettel quept € S vérifiant(s,t) € A, alors s est unpuits

Le grapheG xp(I,A) = (S, A) est défini comme suit. Nous rappelons gpe= Z?:l )\jcz.

S = {siw:ie{l,....,n+1},we{0,...,w}}
A = {(siw Sit1,w) 1 €{l,....,n},we{0,...,w}}
UA{(Si.m, Sit1,04w;) 0 € {1,...,n},w e {0,...,w—w}} (4.2)
I(SiwsSit1w) = 0, Y(Siw,sit1,m) €A
l(si,W7 3i+1,w+w7;) = C{-\, V(Si,W7 3i+1,w+wi) €A
Dans la suite du document, si cela n’'introduit pas d’ambiguité, nous ometteamsmmer l'instance et
le poids dans la notation du graphe®t p (I, \) sera nommé&r i p.

Chaque sommey; ., peut étre considéré comme un état de I'approche de la programmation dyna-
mique (sectior?.4.1.3page47) ol la valeur des variables, j < i, ont été fixées et of_\_} z;jw; = .
De plus, puisque les solutions sont construites a partir d’'une solution initiEest’puisque I'ordre dans
lequel les objets sont considérés n’a aucune influence sur I'efficdiait@ solution, 'ensembl& des
sommets sera restreint aux seuls sommets atteignables depuis
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Définition 4.3 (Chemin) Un cheming¢ = (a1,...,a,) €st une suite d’arcs adjacents : téig) =
queuéa;1),Vi € {1,...,n—1}. On noterd¢| le nombre d'arcs dans le chemingt(¢) = "7, I(a;
sa longueur.

On noterap(s) 'ensemble des chemins allant gigy au sommes.

Par construction, le graph@x p ne contient aucun cycle et chaque sommet a, au plus, deux arcs
entrants et, au plus, deux arcs sortants. De plus, si un sommet a exaalenrearcs entrants, seul I'un
d’eux a une longueur nulle. Il en va de méme pour les deux arcs soffanits, pour un indice > 1
donné, les sommets ., sont séparés de o pari — 2 sommets, quel que sait. Les sommets; -,
forment alors une « couche » dans la structure du graphe. Celuigoestconstitué de + 1 couches
d’au plusw + 1 sommets, dont la taille augmente avec I'éloignement par rappafg,aunique sommet
de la premiére couche. Les sommets de la derniére sont des puits.

Définition 4.4 (Suffixe commun) Deux cheming = (ay,...,a,),¢ = (a},...,al,) sont ditsi-suffixe-
communi € {1,...,n}, siles trois propriétés ci-dessous sont vérifiées :
1. a; # al;

2. aj =a},Vj>i;
3. tétda, ) = tétgal,).

Exemple 4.14 (Graphe associé a une instance)Soit I'instance d& — 01K P ci-dessous

max z' = 1z + 229 + 223 + 624 + 4z
max 22 = 8z + 6xy+ 63 + 4z + 45
S.C 4x1 + 49 + 423 + 624 + 625 < 12
z; € {0,1} Vie{l,...,5}

Cette instance accepte deux solutions supportées; (1,1, 1,0,0) etz®* = (0,0, 0, 1,1). Nous posons
y" = z(a") = (5,20) ety® = z(z*) = (10,8). La pondération associée A(y",y°) estA = (12,5) et
le probléme mono-objecti?, correspondant, utilisant donc les cofmg‘s est défini comme suit

max 2z = 52z + bz + Hdxs + 92x4 + 685
S.C 4x1 + 4xo + 43 + 624 + 625 <12
z; € {0,1} Vie{l,...,5}

Le graphe associé a cette instance est illustré par la figuseL'ensemblep(se 12) est mis en évidence,
a titre illustratif. Il contient deux chemins :
1 .
1. 9612 = ((51,0,52,0): (52,0, 53,0) (53,05 54,0), (54,05 $5,6), (85,6, 6,12)) ;

2. ¢%,12 = ((31,07 32,4)7 (32,4, 3378)7 (33,87 54,12), (54,127 35,12)7 (35,127 36,12))-
Ces chemins sont 5-suffixe-commun. Néanmoins, dans le caslgénerc S, les chemins de(s) ne
sont pas nécessaireménsuffixe-commun deux a deux, pour un unigumnné.
Ainsi, pour les chemins dg(se s) ci-dessous, le premier est 3-suffixe-commun avec le second, shais e
2-suffixe-commun avec le troisieme.

1. ¢g5 = ((51,0,52,0), (52,0, 534), (534, 54.8), (54,8, 558), (558, 56.8)) ;
2. 9§ = ((51,0,524), (524, 538), (538, 548), (548, 55.8), (55,8, 56.,8)) ;

3. ¢ps = ((51,0,524), (52,4, 53,4), (534,548), (548, 55.8), (55,8, 56.8))-
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Figure 4.5 — Graphe associé a l'instance de I'exerdpld. La valeur indiquée au dessus des arcs est
leur poids. Les arcs en pointillés ont un poids nul, non indiqué pour pllisidéité. Les chemins de
I'ensembleyp(sg 12) sont mis en évidence.
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Etant donné un chemin de Gk p reliant les sommets; ., et sy -, les solutionse qui lui corres-
pondent dans le probléme de sac a dos initial vérifient :

Vi e {.77 o 7]{} = { éz:nz'(?] : (Sz,w, S7,+1,w+wi) €o (42)
Si|¢| = n, alors la solution associée est une solution du probléme de sac a dos initigtrigyement, si
x est une solution réalisable pauirM/ O K P, alors elle est associée a exactement un chemin de longueur
ndansGgp.

En accord avec cette correspondance, nous ne ferons aucunetidisioar la suite entre une solution
et le chemin qui lui est associé.

En utilisant les équations classiques de la programmation dynamigue (], nous associons a
chaque sommey; ., la longueur des plus longs chemins@g; ) :

2M(8iw) = max{z(z) : w(z) = w: x; = 0,VYj > i}
zeX
Selon cette équation, nous avorgs; o) = 0. Quandi > 2, 2*(s; ) est calculée comme suit :

A A A ;
z)‘(si@) _ { max{z"(8i—1,w), 2" (Si—1,—w;_,) + C;_1 } Si 8; @ deux arcs entrants (4.3)

2M(s) +1(s, si.) Si s est le sommet & I'origine du seul arc entrant

Dans le premier cass; . ne peut étre atteint que par deux parenis; o et s;_i o, ,. Par
construction, le premier est lié via un arc de poids nul et le second parcuegpoidsc) ;. La va-
leur du plus long chemin pour rejoindsg, est donc la plus grande selon que I'on passespay .,
suivi par I'arc de poids nul, ou que I'on passe par; ., ,, Suivi par I'arc non nul.

Le second cas concerne la situation ot un seul sommet permet de rejgipdiéar conséquent, le
chemin le plus long pour l'atteindre est le plus long amenant au parentpsuilVunique arc entrant.

Définition 4.5 (Arc optimal). Un arc (s, t) est ditoptimalsi 2*(t) = 2*(s) + (s, t).
Dans le cas ou les deux arcs entrants vérifient cette égalité, seul cghoide non nul est optimal.

Remarque Par définition, tout sommet autre gsigy posseéde un arc entrant optimal.

Définition 4.6 (Arc secondaire) Si un arca = (s,t) est optimal, alors l'arc(s’,t) € A,s" # s, S'il
existe, est disecondairet est note.

Exemple 4.15 (Longueurs, arcs optimaux et secondaires)La figure4.6reprend le graphe de I'exemple
4.14en associant a chaque sommet la longueur des chemins y menantcssgeondaires y sont re-
présentés par un trait épais et coloré. Les autres arcs sont tous aptima

Dans chaque sommet, la longueur du plus long chemin pour les atteinpuésde o est indiquée.

Une particularité dé&' i p est que la longueur du plus long chemin utilisant un arc secondagelé-
duit immédiatement d’'un chemin ne passant pasigipassant par les mémes arcs apres celui-ci (c’est-

a-dire que ce chemin passe parEn d'autres termes, 8i= (a1,...,a;,...,a;5,...,0k,...,a,) €stun
chemin otz; est un arc optimal, la longueur du plus long chegfia= (b1, ..., bi, ..., a5, ..., a4k, ..., an),
s'il existe, se déduit de selon I'équation ci-dessougt] :

M) = 2M¢) — 2 (tétea;)) + 2> (queuda,)) + 1(a;) (4.4)

Par définition, nous avons'(¢') < z*(¢). Cette propriété nous sera utile par la suite pour construire
des solutions de maniére ordonnée damam&ing
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Figure 4.6 — Plus longs chemins et arcs secondaires dans I'exéniglda valeur indiquée dans les
nceuds est la longueur des plus longs chemins pour les atteindre dgpuies arcs secondaires sont
représentés d’un trait épais et coloré.
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4.3.1.2 Eléments multi-objectifs dans la structure du graphe

Dans le cadre de la résolution &M OK P, plusieurs éléments du probléme initial sont associés
au graphe et a ses chemins. Ainsi, nous associons a chaque=a(s; -, s;+1,=’) € A le colt multi-
objectif de la variable considérée par I'utilisation de cet arc de la maniérardai:

0 sil(sjw,s; N =0
C(Sivw’ SZ+1;w/) — { c: Sln(or?w’ Z+17w )
(2

La longueur multi-objectif d’'un chemig = (a1, ..., ay) est évidemment(¢) = >"7" | c(a;).

De plus, nous associons a chaque somyngtla valeurz(¢*) ou ¢* est le chemin optimal reliant
51,0 etsi,w.

Le calcul dez(s; 1) peut se faire en méme temps qu¥s; 1 ;) en utilisant la définitiont.5, qui
découle de I'équation.3. Cette valeur est calculée comme ci-dessous :

¢ Si (8w, Sit1,o) €St optimal

2(Sit1,w) = 2(Siw) + { 0 sinon

Enfin, par construction de(s; ), I'équation4.4 se généralise immeédiatement au cas multi-objectif.

Si¢ = (a1,...,a4,...,a5,...,ak,...,a,) €St un chemin oa; est un arc optimal, la longueur du plus
long cheminy/, selonz?, avecy’ = (b1, ..., b;,...,a;,...,ak,...,a,), Se déduit de selon I'équation
ci-dessous :

2(¢') = 2(¢) — z(téte(a;)) + z(queuda;)) + c(a;)

Remarquons qu’aucune relation d’ordre ni de dominance n’existe gftfeet z(¢) dans ce cas.

4.3.1.3 Reconstruction d’'un chemin a partir d'un sommet

La valeur associée a un sommet du graphe correspond a la longugimsiemgs chemins arrivant
a ce sommet. Cependant, les arcs utilisés pour ce chemin ne sont pas immédidigpoaibles. Nous
décrivons ici comment les retrouver.

Etant donné un somme} -, ¢ > 2, on peut déduire de la maniere suivante le sommet de la couche
i — 1 utilisé pour calculet?(s; )

— Sis;  Naqu’un seul arc entrant, le sommet a 'autre extremité est le précédent;

— Sis; a deux arcs entrants, le sommeétel que(s’, s; ) € A et tel quez’(s’) + (s, si ) =

2 (si.w) est le précédent dans le chemin.

En répétant itérativement ce procédé sur le sommet précedent jusquéd au sommes o, il est
possible de construire un chemii € ¢(s; ) tel quez* (¢*) = 22 (siw)-

Puisque chaque sommet n’a, au plus, que deux arcs entrants ou seiftanstd suffit d'imposer un
arc secondaire durant le parcours pour obtenir un chemin de longiéteure ou égale aux plus longs
chemins se terminant pays ;. Imposer un arc secondaire supplémentaire permet d’obtenir un chemin
a nouveau inférieur ou égal, et ainsi de suite. Tout chemip@u.) peut ainsi étre obtenu dg* en
imposant un ensemble adéquat d’arcs secondaires.

Plus généralement, tout chemrdu graphe peut étre implicitement représenté, de maniére unique,
par son dernier sommetet un ensemblé& d’arcs secondaires (Eppsteiff]). Un tel chemin sera noté
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< t,U > par la suite. SU = (), alors¢ sera appel&€éhemin optimallnversement, st/ # (), ¢ sera
nomméchemin secondaire

Exemple 4.16 (Représentation implicite d’'un chemin). Dans le graphe des exempléd4et4.15
nous considérons les six cheminsg@s 10). Un plus long chemin parmi eux est

D610 = ((51,0552,0); (52,05 83,0): (83,0, 4.4), (S4,4, 85,10), (55,10, 56,10))

Sa longueur esi*(¢%5710) = 146. Ce chemin ne contient pas d’arc secondaire ; ainsi, il sera représen

par < sg,10, ) >. Les représentations implicites des cing autres chemins et leurs lorsysieotr:
1. ¢3 10 =< 56,10, { (s34, 544)} >, avecz* (¢ 1) = 146;
2. ¢g710 =< 56,10, { (53,4, 54,4), (52,4, 53.4) } >, aveCz’\(éalo) = 144;
3. qbé’w =< 56,10, { (55,4, 56,10) } >, aveCzA(¢g‘710) =122;
4. % 10 =< 6,10, {(554,56,10), (834, 52.4)} >, avecz*(¢ 1) = 122;
)

5. ¢ 10 =< 56,10, {(55.4,56,10), (53,4, 54.4), ($2,4, 53.4)} >, avecz*(¢f 1) = 120.

La reconstruction d’'un chemin s’effectue donc a I'envers, de sametesommet vers; o. Ce pro-
cédé est décrit par I'algorithmé 1 1l suffit ensuite d’utiliser I'équationt.2 pour retrouver la solution
équivalente pour I'instance du probléme de sac a dos.

Procédure reconstruire_chemin {4 U1 9)
Parametre | ¢ : le sommet sur lequel se termine le chemin.
Paramétre | U : un ensemble d'arcs imposeés.
Paramétre 1 ¢ : un plus long chemin de(t).

1: tant que ¢ # s faire

2: si 3(s',t) € U alors

3 s s - - Si le chemin a un arc secondaire arrivant au sommebus l'utilisons - -
4: - - Sinon, nous déduisons le sommet parent.
5. sinonsi degré_entrant (¢) =1 alors

6: s < parent (t) - - L'unique parent de. - -
7:  sinon

8: {s!,s?} = parents (t) - - Les deux parents de- -
9: si 2 (s1) +1(s!,t) = 22(t) alors

10: s+ st

11: sinon

12: s+ 82

13: fin si

14:  finsi

15: qﬁ%((s,t),al,...,aw):aiEQS

16: t<4 s

17: fin tant que

ALG. 4.1 — Reconstruction d’un chemin g¢t).
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4.3.2 Utilisation d’'un ranking dans la seconde phase

Nous présentons ici I'intégration d’un algorithmerdakingdans une méthode en deux phases pour
le probleme de sac a dos bi-objectif puis nous détaillons les étapes amemaningplementation effi-
cace. Cet algorithme est inspiré de la littérature sur les algorithmesn#teng pour les problémes des
plus courts chemins, en particulier des travaux de Eppstéjn [

4.3.2.1 Généralités sur I'application d’'unranking dans la seconde phase

Soit un triangleA(y", y*) dont I'hypoténuse est défini par les points supportés extrémesy*.
Nous considérons I'objectif de la somme pondérée= \; 21 (z) + A222(z) pour laqueller” etz* sont
optimales. Un algorithme dankingva chercher les solutions selon leur valetidécroissante, jusqu’a
ce gu'une borne inférieure soit atteinte.

L'algorithme 4.2 illustre une telle procédure d’exploration. Initialement, 'ensem¥le des solu-
tions trouvées dans le triangle est vide. Pour commenaanking, une solution optimale poup, doit
étre calculée (ligné). La boucle principale (lignesa12) consiste a calculer le¢ meilleure solution:*
en utilisant la procédurke_opt . Si cette solution n’est pas dominée, nous I'ajoutodé“ et mettons
la borne inférieure a jour via la procédum@j_borne_inf , comme décrit dans la sectidn2.1 La
procédure s'arréte dés que(z*) est inférieure a la borne inférieure.

Procédure explorer_triangle vy, Ly, 1t X2)
Paramétre | y", y® : points supportés extrémes adjacents, définissants un triarigiey®).
Paramétre 1 X2 : un ensemble complet de solutions dont les images sont dans le triangle.

LA (y3 — 3,91 — V1)

2: k+ 1;2' < mono_opt ()\)

3 X2« {z'}

4: 2 < maj_borne_inf  (X?)

5. tantque z*(z%) > z* faire

6: k<« k+1

7. 2F Kk opt (k,\)

8 si frxe X2 :z2(x) > 2(2) alors
9: nouvelle_solution (} 2%, 3 X2)
10: 2 <~ maj_borne_inf  (X%)
11:  finsi

12: fin tant que

ALG. 4.2 — Exploration ordonnée d’'un triangle.

Remarquons que les solutions équivalentes sont énumérées par uoridhag. Elles sont ajoutées
dansX? a la ligne9 mais pourraient simplement étre ignorées.

L'utilisation d’un rankingimplique nécessairement que des solutions correspondant a des posnts ho
du triangle, dans un triangle adjacent, peuvent étre visitées. Elles peanssi étre ignorées, comme
dans [[1, ou conservées, comme dar${]. Dans tous les cas, ces solutions seront énumérées a nou-
veau lors de I'exploration du triangle dans lequel se situe leur image.
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4.3.2.2 Une procédure deanking pour trouver les k plus longs chemins

La procédure est basée sur une stratégie de partitionnement gématidfitéposé par Lawler/] et
parfois nomméenultiple search tree algorithnne solution initialer! € X est calculée pui \ {z'}
est divisé en, au plus, partitionsX; ; c’est-a-dire en des ensembles disjoints tels|gile, X; = X \
{z'}. La seconde meilleure solutiarf est la meilleure parmi celles des ensembtgsSupposons que
2 soit trouvée dans I'ensembl§; alors X; est renomméX et X \ {22} est partitionné en, au plus,
n sous-ensembleX;. La troisiéme meilleure solution est la meilleure parmi celles des sous-ensembles
X;,i # jetX;. Lors de la(k+1)eitération de cet algorithme, 'ensemb¥e\ {z', . . ., ¥} est partitionné
en un certain nombre de partitions. Nous savonsidjtié est dans une de ces partitioiset X \ {z*11}
doit étre partitionné pour calculef*2. ..

Un point essentiel dans l'efficacité d’'un algorithmerdaking est le calcul de la meilleure solution
de chaque partition. De méme, un autre point important est la gestion dentlelesdes partitions. En
effet, avec une telle stratégie de partitionnement, leur nombre peut étre impetrtzeaucoup d’entre
elles ne seront pas considérées.

Nous dénoterons par la suite 'ensemble des chemins de longudeits 5 p par X (G p). Nous
rappelons gu’il y a une bijection entre les solutiang X et les chemins d& (G p). Ces chemins
relient le sommet; o a un sommet puits de la derniére couche. Nous savons quelle est |a Iodgynus
long chemin arrivant a chacun de ces sommets par I'équétRar conséquent, nous pouvons effectuer
un premier partitionnement d€ (G p) selon ces puits, tel que chague sous-ensemble contienne tous
les chemins se terminant en un puits donné et uniquement ceux-la. Cetiieegbur ne considérer par
la suite que des partitions ol nous savons que les chemins relient deux squartietsiers,s; o et un
puits connu.

La proposition4.1formalise cette idée.

Proposition 4.1. Soit X = ¢(sp+1,w). L'ensembleYy = {X5 : w € {0,...,w}} estun partitionne-
ment deX (Gkp).

Une meilleure solutiom! = (a1, ...,a,) est facilement obtenue en calculant le plus long chemin
parmi chaque ensemble dg, ce qui est déja effectué lors de la constructiorGder. Pour calculer la
deuxiéme meilleure solution, 'ensemhl& Gk p) \ {¢'} est partitionné. Pour cel&, est renommé
enX, oliw est le poids de la solutiop'. Puis, le partitionnement d& \ {¢'} est effectué.

Dans le cadre du probléme des plus longs chemins, le partitionnement sgjieasent obtenu en
imposant et en interdisant des arcs dans les partitions, de maniéere & éxglus long chemin de celles-
ci [45]. Nous pouvons remarquer que dans le ca&/gde>, imposer de ne pas prendre un arc revient a
imposer de prendre I'arc secondaire. Par conséquent, nous poaffentuer le partitionnement de la
maniére décrite ci-aprés.

Le partitionnement initial deX \ {¢'} s’obtient en observant les arcs @é un a un, depuis le
dernier vers le premier. Pour chacun de ces arcs, une patiti@st obtenue en imposant d'utiliser les
arcsaj,j > 1 et l'arc secondaire;. Si ce dernier n’existe pas, alors la partition est vide. La seconde
meilleure solution est ensuite calculée dans I'ensemble des partitions, puisésgus est répété. D’'une
maniére générale, lors deRaitération, lake meilleure solutionp* est calculée dans toutes les partitions
disponibles, y compris les partitiod$,, dans lesquelles aucune solution n’a été choisie pour l'instant.
Nous notonsp* = (by,...,b,...,b,), ol les arcdy, ..., b, sont ceux imposés dans la partition ol est
trouvéeg”, notéeX;,. Notons que ces arcs peuvent indifféremment étre optimaux ou se@mdaiue,
si X, € A, alors¢® n'a pas d’arc imposéX (G p) \ {¢', ..., ¢"} est alors partitionné d’'une maniére
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similaire, en considérant un a un les abgs. . ., b;_; depuis le dernier jusqu’au premier. Pour chaque
arcb; considéré, une nouvelle partition est crée, en imposant d'utiliser ledarcs {i + 1,...,n},
ainsi que I'arc secondaitg, s'il existe.

Remarquons que les partitions obtenues sont définies par des chenmnm&iaesm'a‘gb’g du plus long
cheming* = (ay,...,a,) de X,. Ainsi, la plus grande longueur au sein &g est connue d’ apres
I'équation 4.4 et est egale a*(¢*). En conservant cette information lors de la constructionXge
nous savons a tout moment dans quelle partition chercher la meilleure solutiants. Ces plus longs
chemins secondaires sont ensuite utilisés pour partitiokipete la méme maniére.

Ainsi, le plus long chemin d’une partition est suffisant pour l'identifier $Si=< s,11,-,U >
représenteX, alorsX;, est identifiée par le chemin

¢k’ _ < Sp4l,, U U {ax} >, siday
0 sinon

4.3.3 Algorithme et implémentation

Nous présentons ici I'algorithme dankingtel que nous I'appliqguons au probléme de sac a dos, ainsi
gue les points importants pour obtenir une implémentation efficace.

L'application de cet algorithme se fait pour chaque triangle durant langleqohase et est précédée, a
chaque fois, d’'un appel a une procédure de réduction appligigetalle que présentée dans la section
2.3.1page42. Remarquons que cette procédure requiert que les objets soient trigrslgad’efficacité
décroissante, ordre pouvant varier d’un triangle a I'autre. Ceeardus sera utile pendant la construction
du graphe, ci-apres.

Lors de I'application duankinga 2 — 01K P, nous conserverons les performances des solutions
trouvées hors du triangle. Ainsi, avant d’explorer un triangle adjatenperformances qui y ont déja
été trouvées permettront de calculer une borne inférieure initigdus serrée. Cette borne sera utilisée
pour fixer un plus grand nombre de variables lors de I'application de zédwe de réduction avant de
commencer I'exploration du triangle.

Les triangles sont traités dans I'ordre décroissant de la distance dmypeténuse et la borne infé-
rieure associée. Nous supposons en effet que ceux pour lesgttelslistance est la plus faible seront
explorés plus rapidement et que les performances trouvées en gehnorsttront de réduire cette dis-
tance dans les triangle adjacents.

4.3.3.1 Construction du graphe

Le grapheG i p décrit par les équationé.1 et 4.3 se construit de couche en couche, en partant
du sommet initials; 5. De nombreux sommets n’interviennent pas dans les chemins construits par le
ranking En particulier, siz* est une borne inférieure de la valeur des solutions efficaces du triangle
exploré (voir la sectiod.2.1), alors les sommets, ;1 - tels quez* (s,+1.%) < 2> ne seront pas visités ;
ils peuvent donc étre ignorés durant la construction.

D’une maniére générale, tout sommet n’intervenant que dans des chenglssquez* (¢) < 2*
peut étre ignoré. L'exclusion de ces sommets entraine une réduction deslancmation de mémoire
et, si leur suppression est efficace, peuvent aussi apporteicanergie sur le co(t de construction du
graphe.

Néanmoins, déterminer lors de sa construction si un sommet n’intervieadrdgns un chemin
visité par lerankingn'est pas une chose évidente. De plus, il n’est bien entendu pas usilgopdemer
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ces sommeta posteriori En effet, le colt de construction aura déja été consommé et la quantité de
meémoire utilisée sera alors déja a son maximum.

La solution que nous avons adopté est la suivante. Lorsqu’un nowaramets; ., est ajouté au
graphe, nous connaissomy(s; ) par I'équation4.3. Nous calculons alors une borne supérieifren
appliquant la relaxatiol/, de la sectior?2.2.1.1 page36, sur les objets dont I'indice est supérieur ou
égal &. Si2*(s; »)z* < 2*, alors ce nouveau sommet est ignoré.

Remarquons que ce procédé requiert que les objets considérés dalwlalelU; soient triés par
ordre décroissant d’efficacité. Or, cet ordre a déja été appliquégiieetuer la réduction de la taille du
probleme a l'initialisation de I'exploration.

4.3.3.2 Geénération des partitions

La procédure de génération des chemins secondaires identifianttidenqemest présentée par I'algo-
rithme4.3. Elle prend en parametre un chemin=< s, 41, U > a partir duquel de nouveaux chemins
sont dérivés. Ces nouveaux chemins sont ajoutés a un ensémble

Cette procédure est similaire a I'algorithméd pour le parcours du chemin. Lorsque tous les arcs de
U ont été visités, un nouveau chemins, U U{a} > est créé (ligné.8), ceci pour chaque arc secondaire
a arrivant sur les sommets rencontrés jusgy’a.

Nous pouvons remarquer que I'ensemiileléfinissanty ne sera pas modifié dans la suite du traite-
ment. Nous pouvons donc adopter une implémentatioli alest pas copié d’un chemin a I'autre mais
ou les nouveaux chemins contiennent une référencel¥eesnsi que I'arc secondaire. Une structure
hiérarchiqgue comme celle-ci permet d’'éviter de nombreuses copies ied’@tmnomiser de la mémoire.
Un autre avantage est que la construction du nouveau chemin er figiesfait en temps constant.

Exemple 4.17 (Partitionnement). Soit I'instance de I'exemplé.14 page 71, pour lequel les arcs
secondaires ont été illustrés par la figufes page 74. Nous allons décrire le partitionnement dé,
pourcw = 10.

Le plus long chemin d&, est¢! =< s,1110,U' = 0 >. Durant le parcours de ce chemin par
I'algorithme 4.3 les arcs secondaire§ss 4, s5.10) €t (s34, 54.4) N€ sont pas traversés. lls sont utilisés
pour le partitionnement, duquel résulte deux nouveaux chemins

¢* = < spt1,10,U% = {(s5.4,85.10) U U >
¢* = < spt1,10, U = {(83.4,544)} UU' >

Ces chemins seront ensuite parcourus et un nouveau chemin seraugmur chaque, respectivement

(s3,4,524)} UU? >
(s2.4,834)} VU >

4 4
¢ = < Spy1,10,U" =

5 5
¢’ = < spy1,10,U° =

et Wil et

Le parcours dey® n’entrainera pas d’autres chemins, par contre celuigdedonnera le dernier chemin
6 6 4
¢ =< spy1,10,U° = {(52,4,834)} UU" >

Dans tous les cas, I'union des ensembles d’arcs consiste en praticarte@@r les sous-ensembles.

Remarquons que les arcs obtenus en remontant dans sa hiérarchiedemmtés en fonction de
l'indice de leur sommets, de maniére croissante. De plus, I'ordre est aisémaarienu lors de I'ajout
de I'arc secondaire a la ligri9 en considérant celui-ci en derniére position déns {(s',¢)}.
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Procédure construire_chemins_secondaires (< spt1,0, U >,1 1)
Parameétre | < s,41,,U > :le chemin a partir duquel les chemins secondaires sont crées.
Parameétre 1 T : ensemble de chemins secondaires.

1t Sptiw

22U U

3: tant que ¢ # s; o faire

10:

11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:
22:

© 0N a R

si 3(s',t) e U’ alors

s+ s

U+ U\ {(s, 1)}
sinon si degré_entrant  (¢t) = 1 alors

s < parent (t) - - L’'unique parent de. - -
sinon

{s!, s} = parents (t) - - Les deux parents de- -

si 2 (s1) 4+ 1(s!,t) = 22(t) alors
5 ¢ st - - s est le sommet précédent dans le chemn.
s« s? -- (¢, t) estI'arc secondaire, que nous ne traversons donc pas.
sinon
s+ 82
s+ &
fin si
si U’ =0 alors
T+ TU{< s$pt1,0, UU{(5,8)} >}
fin si
fin si
t< s

23: fin tant que

ALG. 4.3 — Partitionnement d&_, : construction des chemins secondaires.

81
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Si nous ordonnons initialement les sommetd/dgen ligne2, selon I'ordre décroissant des indices
des sommets de ses arcs (en inversant par exemple la liste récupérée damemier test en ligné se
fait alors en temps constant. En effet, si un arc vérifie la condition, alest én premiére position dans
U. Il suffit alors d'implémenter I'affectation en ligriecomme le remplacement d€ par une référence
Vers son sous-ensemble, une opération qui se fait aussi en tempantoesla boucle des lignés21
se fait enO(n). A ceci s'ajoute la complexité d@(n) pour la récupération ordonnée des arcé/dda
totalité de I'algorithme a alors une complexité temporelle€xe).

4.3.3.3 Exploration d’un triangle

Etant donnég” ety* deux points décrivant un triangle(y”, y*) & explorer, I'algorithme. 4 construit
un grapheG k p associé a l'instance du probleme mono-objectif obtenu avec la pondékatiofy; —
ys,y; — y7) (ligne 3). Une borne inférieure* est calculée initialement, en ligri selon la procédure
présentée dans la sectidr?.], puis les solutions dont les images sont dans le triadglg’, y*) sont
obtenues de maniere ordonnée, aux lignex2, en utilisant leranking présenté par la procédu4e2,
avant d’étre ajoutées dans un ensemkle. Les images des solutions trouvées hors du triangle sont
conservées dans un ensemble rofté

L'ensemblel’ des chemins a explorer est initialisé avec les plus longs chemins arrivdes som-
mets de la derniére couche @ p, puis le plus long chemin dE est sélectionné pour étre traité (lignes
4-5).

La boucle des ligneg-22 procéde au traitement d’'un cheminCe chemin est initialement supprimé
deT, puis son image = z(¢) est calculée. Si cette image est dans le triadglg”, y°) et qu’il n’existe
pas de solution dont I'image dominge alors la solution associéegaest construite avec une procédure
similaire a4.1et ajoutée & 2 ; puis la borne:* est mise a jour (lignes0-14). Dans le cas oy est situé
hors deA(y", y*), il est ajouté 0=, uniquement s'il n'est pas dominé par un point de cet ensemble
(ligne 17).

Enfin, les chemins secondairesgleont construits par la procédure présentée dans la séctidh?2
et ajoutés a'. Un plus long chemin de cet ensemble est ensuite sélectionné pour étreligaigsd (
19-21).

La boucle de traitement des chemins (ligie&2) s’arréte sur le premier chemintel quez*(¢) <
2. Sik estle nombre de chemins traités par cette boucle, I'algorithme s’exécutaraveomplexité de
O(n’w + kn).

4.3.3.4 Réduction de la consommation de mémoire et incrémentation desrnes

Chaque chemin traité par la ligri® de I'algorithme4.4 peut ajouter jusqu’a chemins dang'.
Aussi, il est important de maintenir la taille dea une dimension raisonnable pour éviter la saturation
de la mémoire.

Plusieurs actions sont effectuées dans ce sens. Tout d’aboigljddes borne:* est améliorée, en
ligne 14, les cheminsp € T tels quez*(¢) < z* deviennent inutiles; ils ne seront jamais & nouveau
considérés. Ainsi, nous supprimons ces chemins a chaque améliorationaitedade maniére a écono-
miser la mémoire qui leur est attribuée.

Ensuite, nous pouvons remarquer que la génération des cheminsaieesed lignel9 peut ajouter
aT des cheming tels quez(¢) ¢ A(y",y*). Ces chemins auront leur image éventuellement ajoutée a
O, mais leur traitement se limitera & en générer les chemins secondaires. Eargttentiaitement, ces
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Procédure explorer_triangle ( Ly Ly, X210 0%)

Parameétre | y", | y*° : points supportés extrémes adjacents, définissant un tridgte y°).
Paramétre J X2 : les solutions dont les images sont daxg/", y*).

Paramétre 1 O : les images non dominées des solutions trouvées hatgge °).

1:

© N

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

19:
20:
21:
22:

A (¥5 —¥3, 91 — 1)

2* < maj_borne_inf  (X%)

construire_graphe (A1 2N1 Grp) --O(n*w) - -
T+ {< s$pt1,0,0 > weA{0,...,w}: Spt1,0 €S}

¢! + argmaxgep{z* ()}

k<1

tant que 2*(¢*) > 2* faire
T« T\{¢"}
y* — 2(¢F)
si y* € A(y",y®) alors
si Jz € X2 : 2(x) > y* alors
z* « construire_solution () --0(n) - -
XA « X2 u{z"}
2 « maj_borne_inf  (X%)
fin si
sinon si fly € O~ : y > ¢/* alors
02 «— 0~ U {y¥}
fin si

construire_chemins_secondaires (%, T) --O(n) - -
k+—k+1

OF — arg maxd)eT{zA((b)}
fin tant que

ALG. 4.4 — Exploration d'un triangle a I'aide d’'uanking
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chemins consomment de la mémoire. De plus, il n’est pas évidenpri, que leurs chemins secondaires
permettent de revenir dans le triangle pour y trouver une solution efficace

Puisquez(¢) est connu avant I'ajout dga7’, nous proposons, dans l'optique de réduire 'empreinte
mémoire de la procédure, d’effectuer la vérificatigid) € A(y",y°) et 'ajout éventuel 20> avant
de considérer I'ajout dang. Si z(¢) ¢ A(y",y®), alors nous générons immédiatement les chemins
secondaires de.

Ainsi, cette génération en profondeur s'arréte soit parce que la langies chemins devient infé-
rieure az”, soit parce qu'elle correspond & un point= z(¢4) non dominé dans le triangle. Dans ce
dernier cas, nous pouvons utiliser ce point pour augmenter la valetY. déous maintenons donc un
ensembler® de points non dominés trouvés dans le triangle durant la génération demstsecon-
daires. Cet ensemble est utilisé a la placeXde dans le calcul de la borne, en particulier a la ligrde
mais aussi pendant la génération des chemins.

Remarquons que nous pourrions immédiatement construire la solution asaoqéinty. Cepen-
dant, nous perdrions alors la garantie de I'ordre dans leur construttiper conséquent le fait que les
solutions construites ne soient pas remises en question dans la suite tedésp.

4.4 Expérimentations numeériques

Cette section présente une analyse des résultats obtenus avec I'algoritheux @hases utilisant un
ranking La consommation de mémoire est analysée dans la premiére partie, puis ledeendgisution
sont comparés avec ceux obtenus avec I'approche PSE de la gegfiaimsi qu'avec la programmation
dynamique de Bazgaet al.[10], la meilleure procédure de résolution a ce jour pouk/ OK P. L'im-
plémentation de cet algorithme nous a été fournie par les auteurs de la méhedeus remercions.

Les algorithmes ont été implémentés en C++ et exécutés sur un Pentium 4&ade73 GHz et
accompagné de 3 Go de mémoire vive. Le temps de résolution a été limité a uagaeinstance.

4.4.1 Consommation de mémoire

Le point faible reconnu de la programmation dynamique est son énormerncoraion de mémoire.
Aussi, étant donné que I'approcha&nking s’appuie fortement sur les équations de la programmation
dynamique, c’est tout naturellement que nous nous intéressons assarooation.

La figure4.7 présente, pour chaque instance, la taille du plus grand graphe obtenutpas les
triangles explorés et, pour chacun de ces graphes, le nombre de sonauet¢ssgibles depuis sa derniére
couche. Ces sommets apparaissent a cause des coupes présastiesatdiont.3.3.1 Dans la mesure
ou nous ne les supprimons pas, il est intéressant de se demander quietle fa consommation de
mémoire leur est due. La figure8 présente le pourcentage de ces sommets inaccessibles par rapport a
la taille du graphe, ainsi que la consommation de mémoire en méga-octets. Un suésmd0 octets
dans notre implémentation.

Avec un maximum autour de 10 méga-octets, la quantité de mémoire nécessairepésenter
le graphe est plus qu’acceptable. Nous pouvons remarquer quernesess inaccessibles sont présents
dans une proportion d'autant plus faible que le graphe est granduawaux a 20% pour le plus grand.
Dans ces conditions, et sachant que ces sommets sont implicitement igaudeéprpcédure deanking,

il nous semble contre productif d’utiliser du temps processeur pour |gsisg.

L'autre élément important de la consommation de mémoire est I'enséinids chemins en attente
de traitement. La figuré.9présente quelques statistiques au sujet des chemins générés durartuespa
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Taille des instances
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Figure 4.7 — Taille du plus grand graphe obtenu parmi tous les triangleséspém termes de nceuds,
pour chaque instance des groupes A et B. Le nombre de nceuds neraraliésommet de la derniere
couche, « inaccessibles », est aussi indiqué.
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Figure 4.8 — Pourcentage de I'espace mémoire utilisé par les nceuds iitaesepar rapport a I'espace
utilisé par le graphe entier, pour les instances des groupes A et B. dé&sxabscisses situé en haut de
I'image indique la taille du graphe en méga-octets. Seul le plus grand grafgreusur chaque instance
est considéré.
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Taille des instances
50-500 50-500 50-500 50-500 50 50-1000 50-1000
T T . T, .1,
- -~ - Chemins génerés
—— Max en mémoire

10?
108
107
106
10°
10*
103
102
10t
10°

L

Nombre de chemins

Al A2 A3 A4 B-1 B-2 B-3
Instance

Figure 4.9 — Pour le plus grand graphe de chaque instance, le nombetotedmins construits (courbe
« chemins générés ») et le plus grand nombre de chemins simultanément ener{émoie « max en
mémoire »).

du graphe. Sur celle-ci, la courbe « chemins générés » indique le nordirdeachemins construits, y
compris ceux non ajoutésiacar amenant a une solution hors du triangle, et pour lesquels les chemins
secondaires sont immédiatement construits (seétidr8.4. La courbe « max en mémoire » représente
guant a elle le nombre maximum de chemins en mémoire durant I'exploration dglérigncompris
pendant la génération des chemins secondaires (c'est-a-dire desmshee faisant pas partie de).
Nous pouvons remarquer que cette courbe est trés en dessous die mamdhemins traités, avec un
maximum proche du millier pour environ 500 variables.

4.4.2 Comparaison des approches PSE enking

La figure4.10 présente le temps nécessaire pour calclgf, sur les instances des groupes A et
B avec deux algorithmes en deux phases, utilisant respectivement proetag PSE et une approche
ranking Le calcul des solutions supportées pendant la premiére phase deeratéralutilise une im-
plémentation de la programmation dynamique présentée par Martello et Totfodhns

Le rankingest clairement la solution la plus performante en général, et en particulielgsanstan-
ces du groupe A. Sur ce groupe, notre algorithme est 7 fois plus rapig@ygenne, environ 100 fois au
mieux. De plus, il est au moins 10 fois plus rapide des 200 variables paaugtie ses sous-groupes.

Concernant les instances du groupe B, nous pouvons observersgdeux approches sont équiva-
lentes en terme de temps processeuatding prend toutefois un avantage quand la taille de I'instance
augmente.
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Figure 4.10 — Temps nécessaires pour résoudre les instances dessgloet B avec deux algorithmes
en deux phases, utilisant respectivement une approche PSE etanoetagoanking

Enfin, le résultat est mitigé pour les instances du groupe C. Notre agprésbut deux instances de
plus que la version PSE, mais les temps augmentent rapidememaekieg dépasse le délai de I'heure
dés 150 variables.

4.4.3 Comparaison entre la deux phases aveanking et la programmation dynamique

L'algorithme de programmation dynamique de Bazgaral. [10] a été présenté dans la section
2.4.1.3page4 7. Cette section compare les performances de leur algorithme avec la deses pitiisant
unranking Nous rappelons que la procédure de programmation dynamique calaiglertible des point
non dominégy.

Les figures4.11 et 4.12 présentent le temps nécessaire pour résoudre les instances dessghoup
et B, pour la premiére, et celles du groupe C pour la seconde. Powriedgroupe, nous rappelons
gue dix instances ont été générées pour chaque taille. La courbatpréséemps minimal, maximal
et moyen obtenu pour chaque taille. L'algorithmerdeking apparait comme plus efficace que la pro-
grammation dynamique en général, sauf pour le sous-groupe B-3. Mausns remarquer sur la figure
4.12que le comportement de la programmation dynamique est trés homogéne etappolt entre les
temps minimaux, maximaux et moyens reste constant avec I'augmentation de la iistdaces. Pour
I'algorithme deranking par contre, ce rapport est plus irrégulier lorsque la taille de I'instaade.v

Pour certaines tailles d’instances, le temps maximum de la programmation dynamegti@as
indiqué car celle-ci a dépasseé le délai de I'heure pour au moins unedagtarmi les dix. Dans ce cas,
le temps moyen est calculé selon les temps obtenus sur les instances réanfues délai. Le nombre
de ces instances est alors indiqué sur le graphique.



88 CHAPITRE 4 — Algorithme en deux phases pour le sac a dos bi-objectif

Taille des instances
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Figure 4.11 — Comparaison des temps de résolution des instances dessghoepB obtenus avec la
programmation dynamique d&(] et avec la procédure en deux phases utilisanamking.

Il est étonnant de constater que I'algorithme en deux phasesavkiog éprouve de grandes diffi-
cultés a résoudre les instances du groupe B-3 alors qu'il résoupsairiemes celles des autres groupes,
méme les instances fortement corrélées des groupes C-3 et C-4.

Nous avons observé expérimentalement que le temps de résolution desdéastargroupe B-3 est
principalement consommé par la génération des chemins secondairestiauni@adans les derniers
triangles, ou les solutions ont une grande valeurs@t une petite sut,. Nous avons remarqué gue ces
triangles sont vides de solutions et que les quelques solutions effiadidesgntiennent ont leur image
proche de ses bords. Par contre, de nombreuses solutions réalimaidason efficaces ont leur image
entre les triangles. La figure 13illustre la répartition de ces solutions dans I'espace des objectifs pour
l'instance de taille 150.

Une conséquence du vide des triangles est que la hornatilisée pour stopper la procédure, est
trés peu incrémentée. L'exploration s’effectue donc quasiment sur laéata triangle. Or, nous avons
relevé dans la sectiof.3.2.1que leranking allait nécessairement explorer des points situés hors du
triangle. Ainsi, pour ces instances, I'exploration de ces nombreux p@ptésente quasiment la totalité
du codt de la résolution.

En pratique, pour les instances a 100 et 150 variables, le nombre de shggmigrés pendant I'ex-
ploration du dernier triangle est respectivement de 184 119 et de 273®0pour 41 935 et 38 664
points dans I'espace des objectifs.

Dans I'état actuel de nos connaissances, la construction de ces cinenpiest étre évitée. En effet,
nous ne savons pas, lors de la génération d’'un chemin, si la suite demsts®condaires qui en seront
dérivés aboutira ou non a une nouvelle solution efficace. Pour cette n@som,rnous ne pouvons
ignorer les chemins ayant les méme performances. Or, le nombre de chemivedents est immense
pour ces instances.
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Taille des instances
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Figure 4.12 — Comparaison des temps de résolution minimaux, moyens et maximaueginstances
du groupe C, obtenus avec la programmation dynamiqué @e=f avec la procédure en deux phases
utilisant unranking La cassure dans le groupe C-2 est due au changement du pas daille des
instances, passant de 100 a 1000 variables d'écart. Le nombre nidesteésolues est indiqué lorsque
certaines instances n’ont pas été résolues dans le délai d’'une heurene taille donnée.
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Figure 4.13 — Le temps de résolution des instances du groupe B-3 espaléncent consommeé par la
construction des chemins correspondant a des solutions dont les inmges8e les triangles. Pour
le dernier de l'instance a 150 variables, représenté ici, 27 090 799 chesmitt construits pour ces
solutions, correspondant a 38 664 points dans I'espace des objedditsr(ts visités »). Le triangle est
quasiment vide de solutions et celles qu’il contient sont si prés des joet* ne peut s’éloigner de
I'angle droit du triangle.

Une solution a explorer pour améliorer les performances de I'algorithmeesunstances consiste-
rait a appliquer leankingsur plusieurs triangles adjacents simultanément, sous réserve que llgo's hy
ténuses soient paralléles ou presque, dans une mesure a détermefat, Exous pouvons constater sur
la figure4.13que le triangle adjacent a celui considéré dans la résolution est aasgingumt totalement
exploré. Ainsi, en appliquant la procédure sur les deux triangles simoitrié les nombreux points
Situés entre eux ne seront visités qu’une fois pour les deux, plutdhgidis pour chaque.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des améliorations sur les biiliséss pour I'exploration
d’un triangle dans I'algorithme en deux phases de référenceeuil K P, tel que décrit par Viséet
al. [136. Nous avons ensuite proposé une nouvelle procédure en dewesgh@s ce probléme, utilisant
unrankingpour I'exploration des triangles.

Les expérimentations numériques montrent une claire amélioration de la pre@ddeux phases
utilisant des PSE lorsque les bornes améliorées sont utilisées. Quamgradaganking, les expérimen-
tations indiquent qu’elle est la plus performante comparée a I'algorithme utitlearPSE et comparée a
la programmation dynamique de Bazggatral, en dehors d’'une classe d’instances particuliéres ou cette
derniére semble étre a privilégier. Par une observation du comportemeaking sur ces instances,
nous avons extrait ce qui pourrait étre le point faible de cette approche
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Finalement, notre procédure est restreinte au cas bi-objectif, en partjgaiia premiére phase, qui
utilise le schéma dichotomique d’Aneja et Naii,[mais aussi du fait de la description de la zone de
recherche dans la seconde phase, basée sur une représentdtianglas et s'appuyant par conséquent
sur I'ordre implicite des solutions dans I'espace des objectifs. Il estssége, pour étendre notre pro-
cédure a plus de deux objectifs, d'utiliser un autre algorithme pour le cdésusolutions supportées et
utiliser une autre description de la zone de recherche, par exemple tetiécpite dans111].






CHAPITRE 5

Algorithme en deux
phases pour le probleme
de sac a dos

multi-objectif

Bien que générales dans le principe, les procédures en deux phnagts mistreintes pendant plus
d’'une décénie aux problemes bi-objectifs. En général, ces procpokmeent en compte des particula-
rités de ce cas, a savoir I'ordre implicite des points non dominés pour le caswolutions supportées,
dans la premiere phase, et la description de I'espace de recherctespairangles, dans la seconde
(voir [113 : ], entre autres). Ces particularités impliquent que ces procéduresunernpetre
immédiatement utilisées pour des problémes a trois objectifs ou plus. CepdPgbiylski [L11] a ré-
cemment proposé une procédure en deux phases pour des probjamieglas de deux objectifs, avec
une application au probléme d’affectation.

Ce chapitre présente une contribution originale pour le probléme de saciagfirée des travaux de
Przybylski [L11]. Nous y décrivons une adaptation de sa méthode dans le cas d’'une nadiximiavec
une application au probleme de sac a dos multi-objectif. La premiére sectionlelééroulement de la
premiére phase, durant laquelle les solutions supportées sont détexniinéedescription de I'espace
de recherche pour le calcul des solutions non supportées est éffetdins la deuxieme section, puis
nous présentons l'algorithme de calcul des solutions non supportéeqtitibidgorithme derankingdu
chapitre précédent. Les résultats d’expérimentations numeérigues ésahp@s dans la derniére section,
ou notre procédure est comparées avec I'algorithme de programmatiamidyre de Bazgaet al.[10].

5.1 Calcul des solutions supportées

Les solutions supportées sont, par définition, optimales pour au moinshigmpeP,, aveck € RZ
(voir la sectionl.2.2.2pagel6). Toute la difficulté consiste a déterminer ces poids R2 .

Si Y est un ensemble de points supportés connus a une étape de la résotut®allons essayer
de déterminer les solutions supportées restantes d’une maniére similaisetatobgectif. Un probléme
Py, est construit en fonction de plusieurs poifitg, ..., y?} € Y potentiellement adjacents, de telle
maniére que, gj* est le point correspondant a une solution optimalé@gdenous ayons :

— soit3i € {1,...,q} tel quey* = g, auquel cas les pointg/', ..., y?} sont effectivement adja-

cents et décrivent une facette @ew(Y') ;

— ou alorsy* est un nouveau point supporté, auquel cas il est ajoditévant de répéter la procédure.

93
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Dans le cas bi-objectif, nous avops= 2 et deux pointg, ¥’ supportés sont dits adjacents, ayes v,
s'il n’existe pas d'autre point supporté tel quey; < y{ < y}.

Une généralisation immédiate de la méthode de Aneja et Nhiufilisée pour le cas bi-objectif,
consisterait a choisify!,...,y?} de maniére a décrire une facette @av(Y) et de calculer ensuite
une pondération normale a cette facette. Cependant, il n’est pas eXaiuejypoids ait une composante
négative, comme illustré par 'exemplel8 Dans une telle situation, I'utilisation de ce poids ne garantit
pas que la solution trouvée par la résolutiontlesoit efficace, d’apres le théorérel pagel6.

Exemple 5.18 (Une difficulté de la généralisation de la méthode de Aneg Nair). Soit I'instance
du probléme de sac a dos tri-objectif ci-dessous :

max 23x1 + 8zo + 24x3 + 23x4 + 1525 + 20x6
921 + 4dxo+ Taxg+ 28z4 + 8xs+ 8ug
8x1 + 29z + 6x3 + 2224 + 1125 4 1026
S.C le1+ las+ lxs+ lzg+ las+ 1lxg <2

3—-01KP

Essayons d’appliquer la dichotomie sur cette instance. A l'initialisation, ralienons les solutions

lexicographiguement optimales :

- 2! =(0,0,1,1,0,0), dont la performance egt' = (47, 35,28). y* est le seul point qui maximise le
premier objectif;

- 22 = (1,0,0,1,0,0), dont la performance egt® = (46, 37, 30). 3 est le seul point qui maximise le
deuxiéme obijectif;

- 23 =(0,1,0,1,0,0), dont la performance egt® = (31,32,51). y> est le seul point qui maximise le
troisiéme objectif.

Il N’y a qu’un seul choix possible pour le poids initial. En calculant la natenau plan défini pag', y2

ety?, nous obtenons le poids = (52, —9,35) ou A = (—52,9,-35). Dans les deux cas, au moins

une de ses composantes est négative, I'hypothes®” du théoréeme..1 n’est donc pas vérifiée et la

résolution du probléme mono-objectif ne garantit donc pas I'obtentionalsolution efficace.

Si nous essayons néanmoins de calculer les solutions des sommésdpsmbtenues avec ces poids,

nous trouvons que :

— les trois solutions optimales pour le problég, _g 35) sontz!, 22 etz? ;

— l'unique solution optimale pouP_s, o, —35) €st la solution vidg0, 0, 0,0, 0, 0).

Aucun de ces poids ne permet donc de trouver une nouvelle solutiorattifourtant, la solution

z* = (0,0,0,1,1,0) dont le point correspondant egt = (38, 36, 37) est supportée, nous pouvons en

effet 'obtenir par resolution du problemeg 14 4).

Ainsi, la détermination des poidspour le calcul des solutions supportées n’est pas triviale. La suite
de cette section décrit en détail le choix des pondérations et le calcu$ delcgions. Linitialisation de
Y par le calcul des solutions lexicographiquement optimales est présentteens

5.1.1 Espace des poids

L'idée principale du calcul des solutions supportées consiste en un parétitent de I'ensemble
des poids\ € R . Nous savons que pour chacun d’eux, la résolutiofPgddonne un ensemble de points
supportés et que chaque point supporté peut étre obtenu avec auumeide ces pondérations. Ainsi,
atouty € Ygy, nous pouvons associer un ensemble de poids, noWitg), tel quev € WO(y), y
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corresponde a I'image d’une solution optimale/e Le calcul des solutions supportées revient alors a
déterminer les ensembl®g°(y), ce que nous le décrivons dans la suite de cette section.

L'espace des poids, dans lequel seront choisies les pondérations@ustruire les problemes,,
est défini comme suit :

Définition 5.1 (Espace des poidsBoit 1 'ensemble défini par :

p—1
WO—{AeRf;:Ap—l—ZAi}

i=1

La propriété ci-dessous indique que I'utilisation1d@ pour choisir des poids, afin de définir des
problémesP), est suffisante pour obtenir toutes les solutions supportées d’'un MéRarguons que
WO est un polytope de dimensign— 1 et, en particulier, I'égalitd’® =]0, 1] est vérifiée dans le cas
bi-objectif.

Propriété 5.1 (Ensemble minimal des poids11]).

(i) Pourtout) € RZ, il existea: € R*, N € WO tels que\ = a\';

(i) 2NN € WO o c R*\ {1} tel quel = a\.
Les deux points ci-dessus réunis impliquent §ii& est une description minimale de I'ensemble des
poids.

Nous pouvons remarquer que les composantes dei’® sont toutes strictement positives. Ceci a
pour effet de garantir qu’une solution optimale pdtyrsera efficace et non pas faiblement efficace (voir
le théoremel..1 pagelo6).

Définition 5.2 (Ensemble des poids propres a un poifur tout point supportg, nous posons :

Wo(y)—{)\EWO:/\-y— max {)\-y’}}

Y EYsN
WO(y) est 'ensemble des poids pour lesqueksst optimal pourPy,.

Siy! ety? sont deux points supportés extrémes, voisins dans une facettexd@’s v ), alorsiv(y1)
et W9(y?) sont séparés par un hyperplatig(W°(y') N Wo(y?)) = dim(W°(y!)) — 1). De plus, si
y est un point supporté non extréme, altv®(y) est l'intersection de$l’°(y’) pour touty’ € Yoy
décrivant la facette deonv(Ysy) contenany. Przybylski [L11] énonce les propriétés suivantes.

Propriété 5.2 (Propriétés déV?(y)). Soity un point supporté. Nous avons les trois propriétés ci-
dessous :

(i) WO(y) est un polytope non vide ;

(ii) y estun point supporté extréme si et seulemedis{ W' (y)) =p — 1;

(iii) soit ¢’ tel queW?(y) N WO(y') # 0, alors W9 (y) N WO(y/) est la face commune de dimension
maximale déV%(y) etWO(y/).
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Le premier point ci-dessous peut sembler évident. En effgtest un point supporté, alors la pro-
priété5.1 nous indique qu'il existe au moins une pondératloa W° pour laquelley correspond a une
solution optimale de°,. Pour le second point, nous pouvons intuitivement visualiser la situatianlean
cas tri-objectif par un plan posé sumv(Y"), sur un point supportg. Son inclinaison représente un poids
deW?(y) et nous pouvons l'orienter sel@{= p— 1) axes sans rencontrer d’autre point supporgéesit
extréme. Par contre, giest dans une facette denv(Y"), alors le plan posé dessus passe nécessairement
par les autres sommets de la facette. Nous avons [@dtgy)| = 1 et doncdim(W°(y)) = 0. Le plan
n'a aucun axe de liberté. Enfin, giest sur une aréte denv(Y'), alors le plan repose sur les sommets
définissant I'aréte. Il peut étre incliné autour de I'axe passant gas@@mets, ce qui correspond a un
seul axe de liberté etim(W°(y)) = 1 dans ce cas.

Ce dernier cas permet d'illustrer aussi le troisieme point. On imagine aingideiglan peut étre
incliné autour de deux pointg et 3/, alors les poids correspondant a ces inclinaisons sont situés a la
frontiére entré?%(y) etWP(y’) et couvrent l'intégralité de cette frontiére.

L'exemple ci-dessous illustre les ensembles de poids propres pour emlglesde points supportés,
ainsi que les remarques énoncées ci-dessus.

Exemple 5.19 (Points supportés et espace des poidsNous considérons ici la situation d’'ui O P
tri-objectif ot Ysny = {¢*,...,4°}, tel que
— y' = (10,1, 1) est 'image des solutions lexicographiquement optimales selon (1, 2(B)& 2) ;
2 = (4,9, 3) est 'image des solutions lexicographiquement optimales selon (2, 1(3)& 1) ;
3 = (2,6,9) est I'image de la solution lexicographiquement optimales selon (3, 2, 1);

y* = (6,3,9) est 'image de la solution lexicographiqguement optimales selon (3, 1, 2);
— 3% = (7,5,2) est situé sur l'aréte deonv(Ysy) relianty* ay?;
— 4% = (4,6, 7) est situé sur la facette denv(Ysy) délimitée parn?, y3 ety?.
La figure 5.1 illustre la position de ces points dans I'espace des objectifs ainsi que les fadtte
conv(Ygy) qu'ils délimitent.
Nous nous intéressons a la facette délimitée par les pghtg® et y*. Nous pouvons remarquer que
plusieurs pondérations permettent de trouver ces points en résolagroblémePy. Il n’en existe par
contre qu’une seule permettant de trouwér Celle-ci est un vecteur perpendiculaire a la facette et est
I'unique pondération a l'intersection des ensemble des poids permetaniuavery?, 42 ouy?.
Nous allons maintenant déterminer les ensembléXy). Pour cela, nous commengons par décrire
I'ensembleV’%(y!) selon les autres points supportés :

WoyH)y={AeW : Ayt >N-0f:je{2,...,6}} (5.1)
ou, de maniere équivalente, sachant dge= 1 — A\ — Ao,

8A1 — 6Ag > 2
161 + 3y > 8
12X1 + 6X9 > 8
4M01 — 3 >1
120 + A9 >3
A+ <1
A1 >0

Ao >0

WoyhH =< xew?: (5.2)
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Figure 5.1 — Représentation, dans I'espace des objectifs, des six pgipizres de I'exemplé.19 et
des faces de I'enveloppe convexe qu'ils décrivent.

Certaines inégalités sont redondantes et peuvent étre suppriméggsteéene se réduit alors a

8A\1 — 06Xy > 2
12\ +6Xy > 8
Ao >0

A+ <1

WoyhH = xew?: (5.3)

La figure5.2illustre I'ensembld?? (y!). En appliquant le méme procédé pour chacun des autres points
supportés, nous obtenons finalement le partitionnement ¢i@dlustré par la figure5.3.

En imaginant un plan posé sur un point supporté, sutv(Y'), et en observant les inclinaisons qu'il
peut prendre avant de toucher un autre point, nous pouvons refrdas éléments du partitionnement
de W?°. Pour un point supporté extréme(dey' a y*), nous avonglim(W°(y)) = 2 = p — 1. Le plan
posé sur ce point peut étre librement incliné selon deux axes. Nowsm®observer sur la figure.3
que les partitions d&’° pour ces points se représentent par des polygones dans un plan.

Si le plan repose sur deux points supportés extrémets/, et s'il peut étre incliné autour d’eux sans
toucher un autre point extréme, alors les poids correspondants a clisaisons sont ceux dé’°(y) N
WO(y). lls sont représentés par un segment sur la figuBeLe segment séparabit* (y') et °(y?) est
particuliérement intéressant. En effgt, est situé sur I'aréte définie paf ety? et ce segment représente
aussi®(y°).

Enfin,y°® est aussi intéressant pour des raisons identiques. Etant situé darfacette deonv(Y), si
nous posons le plan dessus, alors il repose nécessairement somesess définissant la facette. Nous
ne pouvons l'incliner d’aucune autre maniére et nous awting(WW°(y%)) = 0. W°(y5) est représenté
par un point dans la figuré.3.

Les derniéres observations de I'exemple précédent évoquent opeépé intéressante sur I'adja-
cence des points supportés extrémes. Classiquement, deuxgoifitsc Ysx1 sont dits adjacents si
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1 , | | ] |
N 120 16X =8
AN SN\ — 6Ag =2 oo
0,8 . | W) — H
0,6 - B
o
0.4 - B
0.2 B
0 .
0 1,2

Figure 5.2 — L'ensembl& °(y') obtenu dans I'exemplg.19est délimité par le trait épais. Lensemble
des poids}V?, est représenté par le triangle délimité par les axes et par la ligne en tirets.

1 T T T T T T
08| _
WO(y5)
0,6 -\ W (¥?) _
WO(y°)
o
04 -
WO(y?)
0.2 WOy .
WO(yt)
O 1 1 1 1 1
0 02 04 06 08 1 1,2
A1

Figure 5.3 — Partitionnement d&° obtenu avec les points de I'exemgelQ Pour tout\ choisi dans
une partigV?(y*), la résolution deP, retournera une solution dont l'image gét
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ils sont consécutifs par rapport & un objectif. Du point de vu&lde cette adjacence se traduit effecti-
vement par le fait que les partitiof&°(y") et W(y*) ont une intersection non vide. Przybylskil[[]
compléte cette notion d’adjacence géométrique par la définition suivante :

Définition 5.3 (Adjacence) Deux pointsy!,y? € Ysxi sont adjacents siWO(y') N W(y?) est un
polytope de dimension— 2.

Nous pouvons remarquer que la méthode de Aneja et Npiufilisée dans le cas bi-objectif pour
calculer les solutions supportées, n'est, dans le fond, que le calau ghartition delv’° aboutissant
a 'ensemble dedV’’(y),y € Ysy. Néanmoins, ce partitionnement est grandement simplifié du fait de
I'ordre implicite des points d&y. Lexemple5.20ci-dessous illustre cette analogie.

Exemple 5.20 (Partitionnement deW’° dans le cas bi-objectif avec la méthode de Aneja et Nair).
Pour cet exemple, nous notoRgy, y') € R? le poids défini pan\(y, ') = % etA(y,y) =
1= Xy, y')1, avecy; <y} etyy < ya.

Soitz” etz® deux solutions lexicographiquement optimales respectivement seldrefZ1, 2), d'images
respectiveg” ety®. Sous réserve gu'il n'y ait pas d’autre point supporté extréme rahles on suppose
queWw®(y*) =10, \(y", y*)1] et WO (y") = [Ay",y")1, 1[.

Pour confirmer ou infirmer l'inexistence d’'un autre point supportéligsdble entrey” et y*, il suffit
de résoudre le probléeme, ou A est choisi a la frontiére séparait’®(y") et W°(y*); soit ici A =
A(y",y*). Larésolution de ce probléme donne une solutibd’imagey’. Deux situations peuvent alors
se présenter :

1. Six-yt = X-y" = X-y*, alors l'inexistence d’un point supporté extréme réalisable eyftret y*
est confirmée éi/°(y") =10, A(y", v*)1], WO (v*) = [A(v", v%)1, 1].
2. Autrementy® est un nouveau point supportd®(y) est mis a jour pour touy adjacent ay’ et la
procédure est appliquée a nouveau pogy”, v') et \(y!, y*).
Alissue de la procédure, 'ensemble d&¥ (y), y € Ysn1, €stobtenu. Sionnot&y: = {y*,...,y™},
avecy! <yt Vie {1,...,m — 1}, alors
- Woy') = 10, M(y", y? ]
- Woy™) = My™ Ly
- WOy) = My ) Ay y T Vie {2, m = 1)

5.1.2 Procédure de calcul des solution supportées

La procédure de calcul des solutions supportées consiste a détefirfiigg)y pour touty € Y.
Bien sdr, une méthode de résolution n’a pas une connaissameeri des points supportésl’® devra
donc étre partitionné itérativement, au fur et a mesure que de nouvemix gEront trouves.

5.1.2.1 Description générale

SoitY C Ygu un ensemble de points supportés. Nous supposons pour l'instait ggeinitialisé
avec les points lexicographiqguement optimaux. Nous noterons

0 _ 0. _
Wp(y)—{AGW -A-y—?gg{%y’}}
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'ensemble potentiel des poids propreg.d_es facettes dwg@) sont potentiellement des facettes de
WO(y). Lalgorithme va les explorer une a une pour confirmer ou infirmer cett@thgse. Dans ce
dernier casW]S(y) sera ajusté et de nouvelles facettes pourront étre considérées.

Pour chaque poing € Y, nous définissons I'ensemhly) des points adjacentsiaet I'ensemble
P(y) des points potentiellement adjacents &ous avons donc :

Woy) = {AeW’: vy € A(y) UP(y),A-y 2 A-y}

De plus, nous nous donnons un ordre de traitement des poinfs jpiar exemple, I'ordre de décou-
verte de ces points. Nous notons albrs= {y!,. ...y} et nous initialisons :

Ay ) =0,Vie {1,...,q}
Py ={y* ..y vie{l,...,q

Généralement, nous aurons toujours, pguety’ potentiellement adjacents avee j : ¢/ € P(y') et
y' & P(y’). Ce choix est justifié par le fait que nous considérons les points supportgar un. Donc,
si deux points supportés sont adjacents, nous en aurons la confirraatmonsidérant le premier par
rapport a I'ordre dan¥”. Sinon, ces deux points ne sont pas adjacents. Dans les deux casiianas
nécessaire de considérer le premier dans le traitement du second.

Si nous obtenons l'information que deux points sont potentiellement adgaakms que nous sa-
vons déja qu'ils sont adjacents, aucune actualisation des enseft{bjes sera nécessaire. De maniere
générale, si’ € A(y), alorsy’ € P(y).

Nous considérons ensuite itérativement les pajrdsY . Pour chacun, nous détermindﬂ@(y) en
fonction deA(y) et P(y). Il est possible que les contraintes définies par certains poink gesoient
redondantes dans la descriptionWQ(y). Dans ce cas, nous supprimons ces point®@g. Tant que
P(y) # 0, il existe au moins une facette d’él?(y) dont nous n'avons pas encore la confirmation qu'il
s'agit également d’une facette di&°(y). Supposons qug’ € P(y), nous devons explorer la facette
définie par\ - y = X - /. Nous obtenons alors un ensemble de points supportés que nous utitsmns p
mettre & jour les ensembl&s A(y), P(y) et W) (y).

Nous répétons ce processus pour chaque poifit,gesqu’au dernier point d&. Nous aurons alors
confirmé chaque facette de chadii#(y), et nous aurons dori¢’) (y) = W(y), pour touty € Y, avec
Ysn1 C Y. Cette procédure est décrite par I'algorithihé. Son exécution est illustée par I'exemple
5.21 Les éléments intervenant dans les sous-routines de I'algoritihseront exposés dans la suite de
cette section.

Exemple 5.21 (lllustration du déroulement de la premiere phase). Soit I'instance ci-dessous du
probléme tri-objectif de sac a dos.

max 9x1 + 2x2 + 8x3 + 8x4 + 1z5
6x1 + 222 + 3x3 + 224 + 275
41 + Tx9 + 613 4+ 224 + 825
S.C 8xr1+3xo+ Txg+8xs4+ Txs <16

3—-01KP

Les points lexicographiquement optimaux obtenus initialementigont (16,5,8),y% = (13,9,10)
ety® = (3,4,15). Nous initialisonsY = {y',4%,4°}, P(y') = {4 ¢*}, P(y?) = {*}, P(y®) =
A(yt) = A(y?) = A(y?) = 0, puis nous procédons au traitementyle

L’ensembleWﬁ(yl) est illustré par la figures.4. La seule facette qui n’est pas sur la frontiéreldi@ est
définie par) - y* > X - y2. Appelons-laF. En résolvant le problémg, pour tout\ € F, nous trouvons
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Procédure phase 1 (| P,1Y)
Parametre | P : I'instance du probléme multi-objectif de sac a dos.
Paramétre 1Y D Yguq : 'ensemble des points supportés extréme®de
- - Calcul des points lexicographiquement optimatix. . ., y". - -
1: Y « lex_opt (P)

2: pourtout ¢ € {1,...,r} faire

3 A(y) 0

4 P(y') {0}

5: fin pour

6: 1 1

7: tantque i # |S| + 1 faire

8: calculer_poids_propres (LAWY, L Py, T W(y"))
9: tantque P(y') # 0 etdim W) (y") = dim W faire

- - Sélection d'une facette' de W (y") & explorer, et du poiny* € P(y") définissant cette

facette- -
10: choisir_facette (W), L P(y'), ty*, T F)
11: Y’ + explorer_facette (P lF)

12: maj_adjacence (L Y',| F,ly*3Y,3A(), L P())
13: fin tant que

14: 4141

15: fin tant que

ALG. 5.1 — Calcul des solutions supportées.
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0,8 |- A

0,6 -

A2

0,4

0,2 |-

0 |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

A1

Figure 5.4 — L'ensembl&’} (y') obtenu apres ['initialisation.

le point supporté* = (9,5, 14), ainsi quey® ety?, & nouveau. Il suffit qug' ouy? soit présent, pour
affirmer quey'® ety? sont adjacents. Le segment Bepour lequel I'égalité) - y' = \ - y? est vérifiée est
donc une facette dé&’°(y') et deW°(y?).

Nous mettons maintenant a jour les ensembles suivants :

Y =Y Uu{y'},
AY) ={v*},
AW?) ={y'},
P(y') = P(y")\ {*} U {y*},
P(y*) = P(y*) U{y"},
P(y’) = P(y°)U {y |2
P(y") = A(y") =

Puis nous mettons a jOl]/V]?(yl). Ce dernier est illustré par la figure.5. Nous procédons ensuite au
traitement de la facette définie par- y! > X\ - y. L'exploration de cette facette donne les pointou
y*. Aucun nouveau point n’est trouvé, nous confirmons juste I'adieentrey! ety* en mettant a jour
les ensembles

A(yh) = {v*,y'},

Ply") =P\ {y"}

L'ensembleP(y') est maintenant vide. Nous avons obtenu §{fgy') = W°(y'). La procédure conti-
nue avec le point suivant dans
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Figure 5.5 — L'ensembl&’}(y') mis a jour aprés la découverte ge

Nous avonsi(y?) = {y'}, P(y?) = {y3, y*} et nous pouvons remarquer que la contrairtg® > \-y3

est redondante avek- y* > A - y*. Par conséquent, nous supprimayisde P(y?). L'ensembléV ()

est illustré par la figures.6. Nous allons maintenant explorer la seule facette non confirmée, dédinie p
X-y2 > Xy Larésolution deP, pour chacun des poids de cette facette nous donne le nouveau point
supportéy® = (6,8, 12), ainsi quey? ouy*, & nouveau.

La présence de ce dernier point confirme I'adjacencgdet y*. Le segment de la facette pour lequel
I'égalité \ - 42 = X - y* est vérifiée est donc une facetteld@ (y2) et deW?(y*).

Nous mettons maintenant a jour les ensembles :

Y =Y U{y’},
AW) = AP U {y'},
Ayt = A(yh) U {y?},
P(y*) = P(y*)\{y'} u{y’},
P(y*) = P(y*) U {y},
P(y") = P(y") U{y’},
P(y®) = Ay®) = 0.

Puis nous mettons a jouﬂ/]?(y2). Ce dernier est illustré par la figure.7. Nous procédons ensuite a
I'exploration de la facette définie par- 32> > X - ¢°, qui nous donne le poinf’. Aucun nouveau point
n’est trouvé, nous confirmons juste I'adjacence eptrety® en mettant & jour les ensembles
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T T
WR(y*)
WO(y) connu

A2

Figure 5.6 — L'ensembl&’} (y*) obtenu apres ['initialisation.

L'ensembleP(y?) est maintenant vide. Nous avons obtenu B{f&y?) = W°(y?). La procédure conti-
nue avec le point suivant dans

Nous avonsA(y®) = 0, P(y°) = {y*,4°}. L'ensembleV)(y*) est illustré par la figures.8. Il ne reste
qu'a explorer la facette définie par- 3 > X - y* pour obtenir un des points supportés, déja connds,
ouy*. Nous mettons & jour les ensembles E

A(y’) = A(y’) U {y'},
A(y*) = A(y*) U {y*},
P(y’) = P(y*) \ {y'}.
WZQ (y3) nest pas modifié par cette mise a jour. Nous procédons a I'exploratidiadtre facette, définie

par A -y3 > X - y°. Cette exploration aboutit & nouveau a un des points copiwsi 3y°. Nous mettons
a jour les ensembles

A(y®) = A(y*) U {y°},
A(y®) = A(y°) U{y’},
Py = Py*)\ {v°}.

P(3?) est maintenant vide, nous avons donc confirmé toutes les facett&$(@é) et nous procédons
maintenant au point suivant de.

Nous avonsd(y*) = {y',4?, 4}, P(y*) = {y°}. L'ensemblel?(y*) est illustré par la figure5.9.
L’exploration des facettes définies pary? > ) -4 donne un des points, déja conny$ouy°. Comme
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T T
wW)(y?) =
WO(y) connu

A2

Figure 5.7 — L'ensembl&/) (y*) mis & jour aprés la découverte gle

l N T T T T T T
N WY(y*)
N WY (y) connu
0.8 \ (y) 1
0,6 |- |
< \\\

0,4 .
0,2 \\\ _

0 ] ] \\I ]

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
A

Figure 5.8 — L'ensembl&/)(y*) obtenu aprés l'initialisation.
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1 N T T T T T T
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Figure 5.9 — L'ensembl&’} (4*) obtenu apres ['initialisation.

y* est présent, nous pouvons confirmer gtiety® sont adjacents et nous mettons a jour les ensembles :

A(y*) = Ay U {y°},
A(y®) = A(y°) U {y*},
P(y") = P(y") \ {y°}.

P(y*) est maintenant vide, nous avons donc confirmé toutes les facett&$(@é) et nous procédons
maintenant au point suivant de.

Le seul point restant egf’. Nous avonsi(y®) = {y?, 3, y*}, P(y°) = 0. Par conséquent, nous avons
la confirmation quéV,) (y°) = WO(y®).
Tous les points ont été considérés, I'algorithme se termine et nous &ven¥s ;.

5.1.2.2 Initialisation deY par les solutions lexicographiquement optimales

La procédure initialis@” en calculant les solutions lexicographiquement optimales. Pour cela, nous
utilisons I'hypothése d'intégrité des cots.

Nous obtenons tout d’abord le point idédl en calculant une solution optimal€ pour chaque
probléme mono-objectif’;, obtenu en ne considérant que I'objectifvoir la sectionl.2.4 pagel9).
Soit '’ le point correspondant & pour le probléme tri-objectif. Puis nous résolvons un problde
avec un poids\ adéquat, pour chaque permutation{de...,p}, de maniére a obtenir une solution
lexicographiquement optimale selon chaque permutation. Le padsployé est posé par la proposition
ci-dessous.
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Proposition 5.1(Poids pour obtenir une solution lexicographiquement optim&eijtw une permutation
de{1,...,p} ety! le point idéal. Soit le poids défini par :

p

)\ﬂ'i = H (y7IrJ + 1)

j=i+1

Alors une solution optimale poup, est lexicographiquement optimale selon la permutatigrour
le probléeme multi-objectif.

Lidée du choix de cette pondération est de préférer améliorer une sokuiol’objectif 7* d’une
unité plutot que d’améliorer I'objectif! au maximum. Supposons, sans perte de généralitér gtie
(1,...,p). Pour expliquer le choix de la valeur de nous ne considérons pas, en premier lieu, les
objectifsj > 2. Nous sommes alors dans une situation bi-objectif dans laquelle le poids (yL +
1),1,0,...) convient clairement. En effet, avec un tel poids, le solveur préferejaurs une solution
améliorant le premier objectif, méme d’une unité, qu'une solution améliorantéedebjectif, méme au
maximum. Dans le cas tri-objectif, nous ajoutons I'objectif 3 en posaat 1. Il s’agit alors d’exprimer
la préférence de I'objectif 2 sur I'objectif 3 en posaat = y + 1 et de reporter cette préférence
sur I'objectif 1 en multipliant le poids associé par cette méme valeur. Le poidawletst alors\ =
(Wd+1)x (yd+1),94 +1,1,0,...). Le processus se répéte alors itérativement jusqu’a pgserl.

5.1.2.3 Exploration d’'une facette

Dans le cas tri-objectif, une facetté de WI‘}(y) est une aréte. Nous pouvons facilement I'explorer
de la maniére détaillée ci-apresi[].

Supposons qué soit définie par\ - y = X -3/, oliy’ € Y. Nous notons ses points extrémeset
A2. Nous pouvons explorédr en utilisant un probléme bi-objectif dont les vecteurs de profits sont définis
par :

= Mel 4+ ALe? + 23
= Mel 4232 + A28
et en déterminant un ensembig;z1,, = {z!,..., 29} pour ce probléme, ce qui peut se faire aisément
avec la méthode de Aneja et Naif][Nous supposons que I'ensembte ;. ainsi obtenu est trié par
valeur croissante de I'objectif défini pdll. Soit{y*,...,y?} 'ensemble des points correspondant aux
solutions{x!, ... 2%} pour le probléme tri-objectif. Nous notor$ les segments dars tels que pour
tout A € Fy, max, cy{\- y'} = X - 4. Nous avons alors le résultat suivant :
Propriété 5.3 (Exploration d'une facette et adjacendée []).
(i) Sipourtouth € F;, \-y = \-y¢, alorsW(y) N WO(y') = F; ety ety sont adjacents.
(ii) Sipourtout) € rint(F;), A -y > X -y, alors W) (y) # W°(y).
Ourint(E) désigne l'intérieur relatif d’'un ensemble (c’est-a-direE privé de ses bornes).

Dans le cas multi-objectif générdly°(y) est un polytope de dimensign— 1 et ses facettes ne
sont plus des arétes, mais un polytope de dimengien2. En particulier, sip = 4, une facette est
un polytope de dimension 2, ce qui n'est pas nécessairement un tri@agie.facette ne définit donc
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pas trois vecteurs de profits utilisables pour déterminer les points suppattémes d’'un probléme
tri-objectif.

Przybylski [L11] propose une généralisation de la procédure en remarquant quitatiqn d’'une
face de dimensiop — 2 consiste a déterminer les points supportés extrémes pour un probléme-avec
objectifs. L'algorithme est alors appliqué récursivement jusqu’a obtenirobléme tri-objectif pouvant
étre résolu avec la procédure décrite ici.

5.1.2.4 Mise a jour des ensembled’)(.), A(.), P(.)

Nous décrivons icicomment les ensemljliég%(.), A(.), P(.) sontmis a jour avec les poinfg?, ..., 39}
obtenus a I'issue de I'exploration d’'une facette.

Soity le point pour lequel nous chercholg’ (y), soit la facettel” définie par -y = A -y, 5/ € Y.

Si pour touth € F;, A -y* = X - y, alors d’aprés le point) de la propriété.3, y ety sont adjacents
etF;, = WOo(y) n WO(y).

Autrement, si pour touk € F;, \-y* > -y, alors d’aprés le pointi( de la propriété&.3, la contrainte
définie par\ - y > X -y peut étre utilisée afin de réduif€)(y). Nous actualison$” + Y U {y'} et
dans le cas og’ est un nouveau point supporté, nous initialiseiig’) = P(y’) = 0. Afin de modifier
Wy (y), nous posons qug ety’ sont potentiellement adjacents. Compieest situé « entre y ety’,
nous posons aussi qyéety* sont potentiellement adjacents.

Ensuite, pourtout € {1,...,¢—1},y* ety'™! sont localement adjacents par rappaft &t W (y*)N
WO(yi*1) £ (). Donc siy’, y**! € Y, nous posons qug ety! sont potentiellement adjacents.

Enfin, nous considérons le point extréme de I'afétsitué du coté dé, le segment correspondant
au pointy'. Si ce point extréme n’est pas situé dans la frontierddealors il est aussi un point extréme
d’une autre aréte définie par-y = X - y*, ouy* € A(y) U P(y). Nous posons alors qug et y* sont
potentiellement adjacents. De plusys$ic Y, alors nous posons aussi guleety* sont potentiellement
adjacents. Nous procédons de méme pour l'autre point extrémg elg,?.

5.2 Calcul des solutions non supportées

SiY D Ysyi est 'ensemble des images des solutions obtenues a l'issue de la premigee pha
I'espace de recherche de la seconde est restreint aux solutiongegiontages sont dansnv(Y —
R2)\ (Y — RL). Dans le cas bi-objectif, cet espace est décrit par un ensemble ddesia@n peut
alors légitimement supposer que la situation du cas tri-objectif se représenteecun ensemble de
pyramides. Cependant, il n’en est rien. En effet, I'espace non dorstrd&bmité par I'union des cones
de dominances. Le résultat de cet union est illustré pour I'exempipar la figure5.10 Les solutions
non dominées ont nécessairement leurs images dans I'espace hadaeesoi n'est pas décrit par une
forme réguliere.

Nous présentons dans cette section une procédure d’'exploratioh ekpaee basée sur les travaux
de [1L17] et utilisant I'algorithme deankingprésenté dans le chapittg@our calculer 'ensemble complet
XEg,, des solutions efficaces.

5.2.1 Description générale de la procédure

Comme dans le cas bi-objectif, I'exploration se fait en résolvant des pnelslénono-objectifs,
construit de maniére a maximiser selon une direction perpendiculaire a estéefdeconv(Ysy)n.
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Figure 5.10 — Cbnes de dominance des six points supportés de I'exermplees solutions non suppor-
tées ont leurs images en dehors de ces cones, dans une région aeecl’dgprite de maniére irréguliere.
Les marquent les creux dans les intersections des cones de dominance.

Dans la continuité de I'exemp 20, nous pouvons observer que dans le cas bi-objectif, les poids utili-
sés dans la seconde phase sont ceux bornant les enséfiilgs

Dans le cas multi-objectif, le choix des poids utilisés dans la seconde phasieniégire au cas
bi-objectif. Les facettes deonv(Ysy)n, définies par les points supportés extrémes, ont été obtenues
a lissue de la premiére phase, a l'aide du partitionneme¥8eSi Y’ C Yqy; est un ensemble de
points adjacents définissant une face maximalede(Ysy )y (maximale dans le sens ou il n’existe pas
d’autre face deonv(Ysy )y définie par les points supportés extrémes et contenant cette face)ealors
poids utilisé pour construire le probleme mono-objectif vérfie (1, .y WO(y). Cependant, cette in-
tersection n’est pas nécessairement de dimension 1, nous pouvdfet ehtenir des faces de dimension
lap—1.

Chaque face sera traitée individuellement pour trouver les solutionsuppodées situées « au
dessous », a I'aide d’'une procédurerdeking Przybylski [L11] a montré que, contrairement au cas bi-
objectif, nous ne pouvons plus utiliser les nadirs locaux pour délimiter lkesga recherche et stopper le
ranking L'auteur propose alors une autre description, inspirée du consstaeinble bornant![l] (voir
la définition1.13 page22). Nous décrivons dans la section suivante I'adaptation de cette dest@
cas d’'une maximisation.

5.2.2 Description de I'espace de recherche

La zone de recherche est intuitivement décrite(panv(Y) — RZ) \ (Y — RZ). Cependant, il est
difficile de I'explorer en utilisant cette description. En effet, dans le casbfgetif, la zone de recherche
n'est pas explorée globalement, mais en plusieurs explorations localesiddn partitionnement clair
de la zone de recherche n'apparait dans cette formulation.
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Ennotantd!, ..., d9les extrémités des segments aux creux des intersections des cones dedemina
illustrés par de&] sur la figure5.10, nous pouvons remarquer que I'espace complémentaire a I'espace
dominé dansR% est décrit pat J7_, (d" + R? ), au moins pour cet exemple. C'est sur cette idée que
Przybylski [L11] définit un ensemble de poinf$(U) pour décrire’ I'espace non dominé par un ensemble
U de points non domingés, et vérifiant I'égalitéonv(U) — RZ) \ (U —RY) = (conv(U) — RE) N
Uaen(r(d +RE). Cet ensemble de points est défini de la maniére suivante :

Définition 5.4 (Description de la zone de recherchi€ f]). SoitU un ensemble de points réalisables tel
queU = Uy. SoitD(U) € RP I'ensemble de points de cardinalité maximale tel que D(U) si et
seulement si les deux conditions ci-dessous sont vérifiées :

(i) d n’est pas strictement dominé par un pointlde
(i) Ad’ € D(U) vérifiant le point () avecd > d'.

L'ensembleD(U) permet une description de I'espace de recherche équivalente a celntties
ensembles bornant. En particulier, nous pouvons remarquer queledeas bi-objectif,D(Ysy) est
I'ensemble des points nadirs locaux définis par les points supportésctianssuivante présente une
procédure de construction de cet enseni(é&/).

5.2.2.1 Construction et mise a jour de la description de la zone de rectuhe

La construction dé (U ) se fait itérativement, au fur et & mesure que de nouveaux points sotésajou
au. Initialement, nous avonB () = (0,...,0) (ou {y"} si nous connaissons le point nadir). Tous les
points del/ sont considérés un par un et une procédure de mise a jour est appiguetrouverD (U).

Supposons que nous ajoutions un pgidtI'ensembld/, tel que pour touy’ € U,y Z v ety’ Z v.
Nous comparons alorgavec chaque point de D(U). Deux cas se présentent. Sgit# d, auquel cas
I'espace non dominé + RZ n’est en rien modifié. Nous conservons le peirtans ce cas. Autrement,
siy > d, alorsd + RZ n’est plus un espace non dominé. Il s’agit alors de remplacer le ggvatr
d’autres points, vérifiant la définitidh4. La propriété ci-dessous formalise la mise a jourtié/) et la
construction de ces nouveaux points.

Propriété 5.4 (Mise a jour deD(U) [111]). Soit@Q C U, ouU estun ensemble de points réalisables qui
ne contient pas deux poings, 3> avecy! > y? et soity € U \ Q.

Nous poson$ = {d € D(Q) : y > d} etd(i) = (d1,...,di—1,Yi,dit1,.-.,dp) poury donné.
Nous avons alors :

p
DQU{y}) = (D@)\S)U | | {d) : 3’ # d € D(Q) tel qued(i) = d'}
deSi=1
L'algorithme 5.2 initialise I'ensembleD (U) pour unU passé en paramétre. Pour cela, il initialise
D(Q = 0) avec le point nadir puis appelle la procédure de mise a joub@@) pour chaque point
de U. Cette derniére procédure est une implémentation immédiate de la formule deiltg®.4 et
est décrite par I'algorithmé&.3. Nous pouvons noter que la vérificationfd’ # d € D(Q) tel que
d(i) = d' » a pour but de limiter le nombre de points ddn&?). En effet, s'il existe unl’ # d € D(Q)
tel qued(i) = d', alors I'espace non dominé représentédiay + RZ estinclus dand’ + RZ. Dans ce
cas,d(i) n"apporte aucune information supplémentaire et peut donc étre ignoré. -
A l'issue de la premiére phase, nous connaisasns. Nous sommes donc en mesure de calculer
D(Ysy). Il s'agit alors d’exploreD (Ysy) + R de maniére efficace.

x. D(U) se lit comme « la description obtenue depuis I'enserbble
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Procédure init_description (U LyN, 1t D))
Paramétre | U : les points pour lesquels on construit la description.
Paramétre | y'V : le point nadir.
Parametre + D(U) : la description de I'espace non dominé par
1. Q+ 0
D(Q) + {y"}
. pourtout y € U faire
maj_description (1,1 D(Q),1 D(QU {4}))
Q<+~ QU {y}

. fin pour

o g kR w

ALG. 5.2 — Initialisation de I'ensembl®(U).

Procédure maj_description {y,dQ,1TDQU{y}))

Parametre | y : un pointy € U \ Q.

Parameétre | D(Q) : la description précédente.

Parametre T D(Q U {y}) : la description quand le poigtest considéré.

1: S« 0 - - Les points supprimés de la descriptien.
22 N+ 0 - - Les points ajoutés a la description:

3: pourtout d € D(Q) faire

4: siy>d alors

5: S« Su{d}

6: pour :delap faire

7: si 3d' # d € D(Q) tel qued(i) = d’ alors
8: N« NU{d()}

9: fin si
10: fin pour
11:  finsi
12: fin pour

13: D(QU{y}) « (D(@)\SHUN

ALG. 5.3 —Mise a jour de I'ensembB(U).

111
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5.2.3 Choix du poids définissanf’, avant I'application du ranking

Les solutions supportées définissent les facescdev(Ysy))n. Elles sont, par définition, toutes
des solutions optimales de problém®s ol A se situe dans l'intersection d’ensembl&? (y’). Nous
devons donc considérer les facesiti€(y*) pour identifier les poids appropriés

Dans le cas tri-objectif, le choix des poids est réalisé en considéranuelzaéted de WO(y), ol
y € Ysn1. Si un des sommets dé nest pas situé dans la frontiére #€°, nous I'ajoutons dans la
liste des poids a utiliser pour une énumération. Au moins trois points supprit@ésies définissant une
facette dgconv(Ysy))n correspondent aux solutions optimales du probléneour un tel poids\.

Dans le cas ol les deux sommetsAisont situés dans la frontiére #€°, alors n'importe quel point
de A peut convenir pour leanking Nous choisissons arbitrairement le poids situé en son centre.

5.2.4 Exploration de la zone de recherche

Contrairement au cas bi-objectif, 'espace décrit gamv(Ysy)y — R2) \ (d + RY), avecd €
D(Ysn), n'est pas nécessairement situé sous une unique facetfe\deCela peut étre observé sur la
figure5.10, ou le point a I'intersection des cones de dominance des pgirdsy®, par exemple, décrit
une région qui est sous chacune des fagesy?, y*) et (y2,v3,y*). Il conviendra donc d'éviter les
redondances dans I'exploration.

Par la suite, nous noteroiisl'ensemble des points délimitant ce qu'il reste a explorer dans la zone
de recherche &t I'ensemble des points réalisables non dominés connus. Nous avons initielEmen
D(Ysn) etY = Ygy. Pour chaque point € E, nous devons explorer+ RZ . Pour cette exploration,
du fait de I'utilisation d’un algorithme danking nous allons explorer une bande définie par I'hyperplan
engendré par une facette @env(Ysy))ny et I'hyperplan paralléle contenant le poihtNaturellement,
comme dans le cas bi-objectif, les points obtenus durant cette exploratant sélisés pour réduire
cette bande. Pour les mémes raisons que celles détaillées dans las&cfamous traiterons en premier
lieu les bandes les plus fines. Pour cela, nous devons utiliser I'hypezplgandré par une facette de
(conv(Ygsn))n le plus proche du point. Cet hyperplan est obtenu par I'algorithiné.

La distance entre un poidt= (d, ..., d,) et un hyperplak d’équation\ - z + o = 0, « € R, peut
étre calculé a I'aide de la formule suivante :

Ad+«
VA

Nous notonsH I'ensemble des hyperplans engendrés par les facettésde(Ysy))n. Pour tout
d € E, nous déterminons I'hyperplan le plus prochgl). Nous notonsH, = {h € H : 3d €
E tel queh = h(d)} 'ensemble des hyperplans potentiellement sélectionnés pour une explokitics
pouvons avoitH,, # H, de méme que nous pouvons avbirl) = h(d') pourd # d' € E. Pour tout
h € Hp, nous notond/(h) = {d € E : h(d) = h} I'ensemble des points d& pour lesquels: est
I'hyperplan le plus proche, étal(h) = maxgcy(y) dist(d, h) la distance séparant I'nyperplardu plus
éloigné des points d€(h). Cette mesure représente la largeur de la bande explorée lorsque pllayper
h est choisi. Ainsi, afin d’explorer la plus petite bande possible, nousisborss I'hyperplark* ¢ H,
minimisant cette valeur.

Une fois I'exploration réalisée, nous actualisdis«— E \ U(h*) et H < H \ {h*}. SiY’ est
I'ensemble des nouveaux points non dominés obtenus a l'issue de I'eliqigraous actualison® <«
Y UY’, ainsi que I'ensembl& en utilisant 'algorithmes.3 et en considérant les points 8é un par un.

Nous réitérons le processus jusqu’a ce gue () pour pouvoir conclure quE = Y.

dist(d, h) =
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Procédure choisir_poids_et_description (W H,| E,Th",TU"Y))
Parameétre | H : les hyperplans définissant les faceq dev (Ysy)) v restant a explorer.
Parametre | E : les points décrivant la zone de recherche restante.
Parametre 1 h* : I'hyperplan sélectionné pour I'exploration.
Parametre T U(h*) : le sous ensemble de€ décrivant la zone explorée en utilisait
1 Hy <0
2: pourtout h € H faire
3 U(h)«0
4: fin pour
5. pourtout d € E faire
6: h' < argmingy dist(d, h)
7. UM)«< UMl)u{d}
8: H,« H,U{h'}
9: fin pour
10: h* <= argming,c y maxgey(n) dist(d, h)

ALG. 5.4 — Sélection de I'hyperplan et des points décrivant la zone dermwheutilisés pour le
ranking

5.2.5 Bornes utilisés dans une exploration

Dans le cas bi-objectif, la borne inférieure permettant de stoppanléngest obtenue en calculant
la plus petite valeug* = X - ¢/, ol est un point non dominé, mais pas nécessairement réalisable (voir
la sectiond.2.1page66).

Dans cette section, nous présentons le calcul de la kdrdans le cas tri-objectif, en nous appuyant
sur les travaux de Przybylski 1] sur le probléeme d’affectation. Bien entendu, I'ensenilé) défini
précédemment pour décrire la zone de recherche a explorer serapdgilisébtenir cette borne.

Comme dans le cas bi-objectif, une premiére borne inférieure peut étreuelbde la maniére sui-
vante :

z = i {A-d}
Cette valeur correspond a une évaluation sur un point dominé.

Contrairement au cas bi-objectif, nous ne pouvons pas utiliser directemelgétalage de (1,1,1) sur

chaque pointl € U(h), nous devons aussi considérer les facettes ¢eR” pour vérifier quelle partie

de chaque facette est dominée. Pour cela, pour toutes les faceites B€, nous calculons une borne
inférieure comme nous le faisons dans le cas bi-objectif. N

Nous notonsFj(d) = {y € (d+ RY) : y; = d,} les facettes d& + RZ, pourj € {1,...,p}.
Nous notong’;(d) = Y N Fj(d) 'ensemble des points potentiellement non dominés situés dans une de
ces facettes. Sans perte de généralités, nous supposons par la sldtdampettef;(d) est considérée.
Pour calculer la borne inférieure locale a celle-ci, nous supposons;qdgest trié par ordre croissant
du premier objectif (le troisieme objectif est le méme pour tous les poinfs; @8, donc le second
est nécessairement décroissant). Nous not@té) = {y',...,4™} et nous calculons les points nadir
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locaux a la facette, définis par :

n' = (yi, ittt ds), Vie{l,...,m—1}
n™ = (y71n7d27d3)

Une borne inférieure locale a cette facette est obtenue de la maniénetsuiva

z%(d)zmin( min }{)\-yi}, min }{)\-(ni—i—(l,l,()))})

€{1,....,m 1€{0,...,m

Remarque.Si nous ne connaissons pas de point réalisable dans la fagétte alorsz3(d) = A - (d +
(1,1,0)).

Pour trouver la distance du point potentiellement non dominé le plus éloighéalesd + R” , nous
devons calculegj.(d) pour toutj € {1,2,3} et utiliser la formule suivante :

A . . A
d) = d) g A (d+(1,1,1
2@ =nin{ min (2@} @+ @10}

Enfin, pour calculer la borne inférieure correspondant au poinngetement non dominé le plus
éloigne deh danslJ ;¢ (d + RY), il suffit de calculer

2 = min z(d)

deU(h)

Toutes les solutions € X telles quez(z) € Ugey ) (d + Rg) avec) - z(z) < z* sont dominées.

L'énumération de tout € X avec) - z(x) > z* permet 'obtention de toutes les solutions non suppor-
tées dont le point correspondant est situé Qz;gé,(h)(d + RZ), y compris les solutions équivalentes.
Donc, apres toutes les explorations, en utilisant cette borne inférieuwrg pbtenons I'ensemble complet
maximal X g, .

5.3 Description de l'algorithme

La procédure permettant d’obtenir 'ensemble des solutions efficacesupoprobléeme de sac a
dos multi-objectif est présentée par I'algorithmé. Elle débute par le calcul de 'ensemb¥g; 1 des
solutions supportées. A I'issue de cette étape, 'enseiibila été partitionné et le calcul de 'ensemble
H des facettes déconv(Ysy))n a €été effectué. La description de I'espace de recherche est ensuite
initialisée.

A chaque itération de la boucle principale, un hyperplarffdet un sous ensemble de sont sé-
lectionnés pour une exploration. L'hyperplan est utilisé dans I'applicatioranking (voir la section
4.3 page69) pour construire le probléme mono-objechf, tandis que le sous ensemble Bgermet
d’obtenir une borne inférieure pour l'arréter. A l'issuerdmking un ensemblé’ de nouvelles solutions
efficaces a été découvert. Il est utilisé pour mettre a jour I'ensefbléalgorithme s’arréte lorsqué&
est vide, c’est a dire que tout I'espace de recherche a été exploré.



CHAPITRE 5 — Algorithme en deux phases pour le probleme de sac & dos multi-objectif

Procédure deux_phases_mokp (| P, 1 S)
Parametre | P :I'instance du probleme multi-objectif de sac a dos.
Paramétre 1 S : 'ensemble complet maximal des solutions efficace®de

1:

10:
11:
12:

- - Calcul des solutions supportées.

phase_1 (| P, 1 S)

- - Calcul des hyperplans a utiliser pour les poids de la phase 2, a partir t&tesobtenues par
le partitionnement dé&/’® (voir la section5.2.3. - -

H <+ hyperplans_depuis_arétes (I Woy):ye9)

init_description { S, 4(0,...,0),1TE)

tant que E # () faire

choisir_poids_et_description { H,| E,Th*,TU("Y))
- - Application d’'unrankinga P, pour calculer un ensembl& de solutions efficaces, ouest
donné parh*, et la borne inférieure est obtenue avé¢h*). - -
ranking ({ P,| h*, ] U(h*),1 5
pour tout y € {z(z) : z € S’} faire
maj_description (G y, L E,TE)
fin pour
S« Suys
H <« H\ {h*}
E «+ E\U(hY)

13: fin tant que

ALG. 5.5 — Algorithme en deux phases pour le probléme de sac a dos multi-objectif.
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Figure 5.11 — Comparaison des temps de résolution minimaux, moyens et maximaugpinstances
du groupe D, obtenus avec la programmation dynamiquée.decf avec la procédure en deux phases
utilisant unranking Le nombre d’instances résolues est indiqué lorsque certaines irstaonoe pas
été résolues dans le délai d’'une heure, pour une taille donnée. Lée<iif 6 et 2 en haut & droite
concernent la programmation dynamique.

5.4 Expérimentations numériques

L'algorithme 5.5 a été implémenté en C++ et appliqué sur les instances de sac a dos tri-objectif
décrites dans la sectigh4.1.2 L'ordinateur exécutant le programme dispose d’'un Pentium 4 cadencé a
3,73 GHz et de 3 Go de mémoire vive. Le temps de résolution est limité a unegagumstance. Comme
dans le cas bi-objectif, un algorithme de réduction est appliqué avantolatiéa de chaque probléme
Py, traité dans l'algorithme en deux phases.

La figure5.11présente le temps minimal, maximal et moyen obtenu pour les dix instances de chaqu
taille. L'algorithme deranking apparait globalement comme plus efficace que la programmation dyna-
migue, sauf pour les plus petites instances (de taille inférieure ou égaleaai@fles pour le sous-groupe
D-1 et inférieure ou égale a 50 variables pour le groupe D-2). A rayJes algorithmes éprouvent plus
de difficultés a résoudre les instances corrélées que les instancemr@éeas, principalement du fait du
nombre important de solutions efficaces sur ces premiéres.

Les courbe$.12 et 5.13reportent la taille minimale, moyenne et maximaleXlg,,, pour toutes
les tailles d’instances pour lesquelles les dix problémes ont été résolus powons remarquer que le
nombre de solutions efficaces pour une taille d’instance donnée estlssamportant pour les instances
du groupe D-2. De plus, la moyenne est, pour les deux groupes, jpicisepdu minimum que du maxi-
mum, ce qui traduit un comportement singulier de certaines instances. L dalla valeur médiane
pour chaque taille donne des valeurs plus faible que la moyenne et sulygér que certaines instances
acceptent en effet un nombre exceptionnellement grand de soluticecei
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Figure 5.12 — Taille deXg,, pour chaque taille d'instance du groupe D-1. Lorsque certaines igstanc

n'ont pas été résolues dans le temps impatrti, le nombre d’instances surdegade calcul est indiqué

sous la barre.
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Figure 5.13 — Taille deXg,, pour chaque taille d’'instance du groupe D-2. Lorsque certaines imstanc

n'ont pas été résolues dans le temps imparti, le nombre d’'instances surdegede calcul est indiqué

sous la barre.
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n | | Xg,| (D-1) | |Xg,,| (D-2) | facteur D-2/D-1| facteur croissance D-1 facteur croissance D-2
10 9,2 18,6 2,0
20 36,4 301,9 8,3 4,0 16,2
30 114,3 670,1 5,9 3,1 2,2
40 254,0 1537,2 6,0 2,2 2,3
50 544,0 3664,9 6,7 2,1 2,1
60 804,3 9647,9 12,0 15 2,6
70 1402,4 16 423,7 11,7 1,7 1,7

Table 5.1 — Taille moyenne d&,, pour les instances des groupes D-1 et D-2 (colonnes 2 et 3). La
colonne « facteur D-2/D-1 » reporte le rapport entre le nombre de sdadutificaces obtenues dans le
groupe D-2 et celui obtenu dans le groupe D-1. Enfin, les deux des®lonnes contiennent le rapport
d’augmentation du nombre de solutions efficaces quand la taille de I'instagoeeate de 10 variables.

Le facteur d’augmentation du nombre de solutions avec la taille de I'instaeerté dans la table
5.1, est sensiblement le méme pour les groupes D-1 et D-2, avec en moyenmaleur de 2,15 pour le
premier et 2,25 pour le second, pour une augmentation de la taille de 10lesidn moyenne, pour
une taille d’instance, celles du groupe D-2 ont 7,5 fois plus de solutioraed$ que celles du groupe
D-1.

Etonnamment, aucune instance du groupe D-1 ne posséde de soluticatesféquivalentes. Seule-
ment trois instances du groupe D-2 acceptent quant a elles des solticases équivalentes, toutes de
70 variables, mais dans une quantité trés faible (I'écart de la taillége et de celle d&’y est au plus
égale a trois).

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une généralisation au cgedtifale la méthode en deux
phases présentée dans le chapitren nous appuyant sur les travaux de Przybylskil] sur le pro-
bléme multi-objectif d’affectation. Nous avons ensuite comparé les perf@end@ notre algorithme
avec celles de la programmation dynamique, jusqu'alors meilleure méthodsdetiah exacte (]
pour le probléme considéré.

Ces expérimentations numériques suggérent que notre méthode est dgplitegour résoudre des
instances du probléme multi-objectif de sac a dos, dépassant des cinearéaatitées les performances de
la programmation dynamique. Nous pouvons néanmoins constater que rativgpaent aux tailles réso-
lues dans le cas bi-objectif, ces algorithmes résolvent des instanceserakati petites. Nous expliquons
cette limitation par le grand nombre de solutions efficaces acceptées patdesassmulti-objectif.

L'obtention de bonnes performances avec cette procédure reqaiedrmhaitre un bon algorithme
de résolution pour la version mono-objectif du probléme ainsi gu'unegpioe deankingefficace, ce
gui n'est pas évident. D'une maniére générale, si un tel algorithmeasinn, il faudra s’orienter vers
une méthode plus générique telle gu’une procédure de séparationuettiéva(PSE). Dans I'optique de
comparer une telle approche avec la méthode en deux phases, le chaydiné grésente une PSE pour
le probléme multi-objectif de sac a dos.

. Le rapport des tailles 10 et 20 du groupe D-2, qui se démarquegpantiant facteur de 18,6, est ignoré dans ce calcul



CHAPITRE 6

Procédures de
séparation et évaluation
pour
le probleme de sac a dos
multi-objectif

Les procédures de séparation et évaluation (PSE) ont prouvé guelleraient étre performantes
sur des problemes d’optimisation combinatoire, pour lesquels de bonret®fende calcul de bornes
sont disponibles. C’est le cas pour le probléme de sac a dos mono-objectif

Cependant, comme I'ont souligné Ehrgott et Gandibleu¥, [peu de ces procédures ont été congues
pour des problémes d’optimisation combinatoire multi-objectifs (MOCO). A nainmaissance, seuls
quelques articles proposent des procédures pour des problémesbjedtife linéaires en nombres en-
tiers (MOILP) [L6, 17, 78, 90, 9€], jusgu’a une contribution récente de Sourd et Spanjabid][ Ces
derniers ont proposé une généralisation des PSE pour des MOCOume@eapplication au probléme
d’arbre couvrant minimal bi-objectif.

Ainsi, bien gu’'elles soient efficaces dans le cas mono-objectif, auc8RepBur01 M O K P n’est
disponible dans la littérature.

Ce chapitre décrit deux procédures pour ce probleme. La premiéienseappelle le cadre global
des PSE. Dans la section suivante, les questions du calcul des bomed'ardre de sélection des
variables sont posées. Une premiére procédure est proposéévpliiée expérimentalement. Aprés
analyse des résultats obtenus, une seconde procédure est prquosévaluée expérimentalement a
son tour. Le chapitre se conclut par un récapitulatif des résultats old#enne discussion de I'efficacité
de ces algorithmes.

6.1 Le cadre des PSE

L'espace de recherche pour un probleme de sac a doséables binaires est constitué des vecteurs
x de taillen aux valeurs variant dé0,...,0) a(1,...,1); soit 2" vecteurs. Nombreux sont ceux ne
correspondant pas a une solution réalisable, les autres étant dessadoiiefficaces, soit dominées.

Le concept algorithmique derriére les procédures de séparationleaea consiste en une énu-
mération compléte de cet espace d’'une maniere intelligente, de fagon a aineetdutes les solu-
tions efficaces. Cette exploration se fait par partitionnement, en divigsmpate de recherche en deux

119
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Hp%) =1°(n°) =0
1~(p%) = {1,2,3,4}

I'(p') = {1}, 1°(n") = 0 I'(n?) =0,1°(n?) = {1}
Iw(ﬂl) ={2,3,4} IN(JI2) ={2,3,4}

Figure 6.1 — Branchement sur I'objet numéro 1 a la racine de I'arbrelypoprobléme a quatre variables.
L'exploration compléte est illustrée en bas a gauche. Notons que les méeeidg sont indépendants.
Par conséquent, ils peuvent étre divisés sur des objets différents par

sous-espaces selon la valeur d’'une variable donnée. L'un comgsgux solutions ou cette variable
prend la valeur 1, l'autre ou elle prend la valeur 0. En appliquant ceédéorécursivement sur chaque
sous-espace, I'ensemble d¥svecteurs sera généré. Cependant, pour des raisons de perfesnénc

convient de limiter I'espace exploré, notamment en ignorant les solutionsé@adisables, ou en stop-

pant I'exploration d’un sous-espace en observant qu’il ne cordigrune solution efficace. C’est ici que
I' évaluationintervient.

L'exploration est souvent représentée par un arbre binaire oluehampud correspond a une affec-
tation de valeurs pour certaines variables, une décision étant a ppndrées autres. Un nceud de cet
arbre sera notg. On notera ! (n) (resp.I’(n)) 'ensemble des objetsc I tels quer; = 1 (resp.z; = 0)
dansp. L'ensemblel™ (n) des objets pour lesquels aucune décision n’a été prise en est dédutuains
la capacité résiduelle notéen) = w — >, 1, wi. La solution associée a un nceud sera netge,
telle quex; = 1,Vi € I'(p) etz; = 0,Vi & I'(p).

Si cela n’introduit pas d’ambiguité, la précision g) (> sera omise, pour aboutir aux notations
1Y 10, I~ et.

La séparation d’un noeud est illustrée par la fighre Nous notonsX I'ensemble des solutions
potentiellement efficaces connues a une étape de la procédusoatimage dans I'espace des objectifs.

Exemple 6.22 (Exploration de I'espace de recherche par séparatipn Cet exemple déroule la sépa-
ration de I'espace de recherche pour le probleéggprésenté en pages. Les objets sont choisis dans
I'ordre croissant de leur numeéro. Nous avons noté dans I'exedgdl@queVz € Xg,, : x2 = 0 et
2% = 1. Par conséquent, la racine de I'arbre, not@® sera telle qud! = {6}, I° = {2}. La séparation
portera surl™~ = {1,3,4,5}, avecw = 15. La premiére s’effectue sur I'objet numéro 1 pour obtenir

*. VOIr les problémes de combinatoire de la secfidh1
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deux sous-espaces, I'un contenant les solutions 0t 1, I'autre ouz; = 0. Les valeurs dd™~ et

sont donnés a titre informatif.

n: L'exploration débute par la séparation g¢, avecI! = {6},1° = {2},I~ = {1,3,4,5} et
@ = 15. Cette séparation s’effectue sur I'objet numeéro 1.

nt: ' ={1,6},1° = {2},I~ = {3,4,5} etw = 7. Ce noeud est maintenant divisé sur I'objet
numero 3.

n?: I''={1,3,6},1° = {2},I~ = {4,5} etw = 0. Aucun autre objet ne peut étre ajouté,
nous obtenons une premiére solutioh= (1,0,1,0,0,1), z(z') = (13,22). C'est la
meilleure solution connue pour l'instant, nous I'ajouton&a— {z'}.

nd: It = {1,6},1° = {2,3}, I~ = {4,5} etw = 7. Ce nceud est divisé sur I'objet nu-
mero 4.

nt: ' ={1,4,6},1° = {2,3},I~ = {5} etw = 2. L'objet 5 ne peut pas étre ajouté a
I' carws = 4 > @. ll est par conséquent directement ajouté’3pour obtenir une
nouvelle solution:? = (1,0,0,1,0,1), z(x?) = (17,18). Aucune solution d& ne
la domine, elle est donc sauvegardég + X U {z?} = {z!, 2?}.

po: ' ={1,6},1° ={2,3,4}, I~ = {5} etw = 7. L'objet 5 peut ici étre ajouté &'
pour obtenir la solutione® = (1,0,0,0,1,1), z(z3) = (16, 21). Aucune solution de
X ne la domine, elle est donc sauvegardéé + X U {23}.

nt: It ={6},1" = {1,2}, I~ = {3,4,5} etw = 15. Ce noeud est maintenant divisé sur I'objet
numéero 3.

n’: It = {3,6},1° = {1,2},1~ = {4,5} etw = 8. Ce nceud est divisé sur I'objet nu-
méro 4.

n®: It = {3,4,6},1' = {1,2}, I~ = {5} etw = 3. L'objet numéro 5 ne peut pas
étre ajouté al' carws = 4 > @. Il est donc directement ajouté A pour donner
la solutionz* = (0,0,1,1,0,1), z(z*) = (20,16). Aucune solution d& ne la
domine, elle est donc sauvegardé¥ — X U {z1}.

n’: I' = {3,6},1° = {1,2,4},I~ = {5} etw = 8. L'objet numéro 5 peut ici étre
ajouté al'* pour obtenir la solution:® = (0,0,1,0,1,1), z(2%) = (19,19). Aucune
solution deX ne la domine, elle est donc sauvegardée. Par contre, elle damine
Cette derniére est donc suppriméeXequi, au final, est égal dz', 23, 24, 25},

n'0: It ={6},1° = {1,2,3}, I~ = {4,5} etw = 15. Remarquons qu¥_,.,~ w; < @.
Par conséquent, tous les objets ke peuvent étre ajoutés B pour obtenir la derniére
solution,z® = (0,0,0,1,1,1), z(2%) = (23,15). Aucune solution d& ne la domine,
elle est donc sauvegardéeX: < X U {5},

Lorsque I'exploration est terminée, toutes les solutions effichebsr?, 2*, 25, 2} ont été trouvées.

6.1.1 Particularités des PSE pour le probléme de sac a dos mmiobjectif

Les PSE pour le probléme de sac a dos mono-objectif profitent de ddioufzaités de sa structure.
Premiérement, une notion d’efficacité (définitid@ page32) est associée a chaque objet et permet de les
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comparer deux a deux d'une maniere pertinente. Il est alors tout hdtusede I'exploration, de choi-
sir les objets les plus efficaces en premier, au détriment des moins effib@tesémement, plusieurs
bonnes fonctions de calcul de bornes sont disponibles. En partiailies, objets sont initialement triés
en ordre décroissant d’efficacité, la boliigprésentée en pa@s est calculée en temps constant. On lui
préfere néanmoins les borngs et Us, donnant de meilleurs résultats pour un temps de calcul linéaire.
Dans le cas multi-objectif, I'efficacité d'un objet peut étre calculée sugubabjectif. On notera

. 1 p
el = (C e %) celle de I'objeti. La comparaison de deux objets n’est plus immédiate. Cependant,

w;?
une propriété de dominance peut étre appliquée. Ainsi, i ¢/, alors il est clair que I'objet semble
plus intéressant que I'objgt Il devrait donc étre choisi en premier. Par contre;'sp e/ etel # e,
alors I'efficacité ne permet pas de définir une priorité de choix érdtg.

Les bornes disponibles en mono-objectif ne s’étendent pas immédiatemeas anulti-objectif.
Classiquement, pour le premier, une borne inférieure est la valeur de laureidelution connue et
une borne supérieure est obtenue en calculant la relaxation linéaireldéme. On obtient alors deux
valeurs dan®, comparables. Dans une situation multi-objectif, un ensemble de solutionsstgsia
la meilleure solution et la relaxation linéaire multi-objectif est un ensemble bosnggrieurement. La
comparaison n’est plus immédiate.

La section suivante discute de ces concepts d’'ordre et de borngsidarsituation multi-objectif.
Leur application sera faite dans deux procédures de séparatiorietévwaprésentées dans les sections
suivantes.

6.2 Geénéralisation au cas multi-objectif du branchement et de I'évala-
tion d’'un nceud

Cette section décrit les étapes d’'une généralisation de la procédurpatatim et évaluation du
sac a dos mono-objectif au cas multi-objectif. La base de cette généralisstticalgorithme6.1; une
procédure de haut niveau pour résoudre une instanéé/de) K P.

Nous pouvons remarquer que pour passer de cet algorithme a celyatgeky pour01 K P, il suffit
de détailler les points suivants

— I'ensembleX contient la meilleure solution connue, remplacée si nécessaire eréligne

— la fonctionévaluation_prometteuse (1 p, 4 X) alaligne7 équivaut a calculer une borne

supérieurer et a la comparer avec la plus grande valeur@de, > € X ;

— le choix de I'objeti en ligne8 se réduit a sélectionner I'objet ayant la plus grande efficacité parmi

les objets restants.

Ces points sont aussi les trois éléments a détailler pour le cas du probléd@ K P. L'écriture
d’une procédureouvelle_solution (l =,7 X) est aisée; il suffit de mettre a jo¥ « {2’ €
X U{z}:Pa" € XU {x}: 2(z') < z(2")}. Par contre, le choix de I'objéten lignes et I'évaluation
en ligne7 ne sont pas des étapes triviales.

Dans la suite de cette section, nous présentons les notions de tris et g @@mdues du cas mono-
objectif au cas multi-objectif, destinés a étre utilisés au niveau des deux tigées ci-dessus. Contrai-
rement au cas mono-objectif, il n'existe pas, en général, d'ordre totdés objets. Plusieurs tris sont
ainsi proposés pour les ordonner dans I'optique de minimiser I'espaeekierche exploré. La seconde
partie de cette section sera une discussion sur les bornes dans |'dsgaagectifs. Une borne infé-
rieure, utilisée pour décrire I'espace de recherche, et une bopgisure, pour évaluer une solution
incompléte.
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1: Procédurepse_mokp (} n, T X)
2: Paramétre n : le noeud a partir duguel se fait I'exploration.
3: Parametrd X : ensemble des solutions potentiellement efficaces.

4: si Zjell(n) w; < w alors
5. si I™(pn) =0 alors
6: nouvelle_solution (} z(n),T X)
7:  sinon si évaluation_prometteuse (In,4 X) alors
8: choisiri € I™(p)
- - Construire les nceuds fils, le premier ne contenant pas I'abjetutre le contenant -
9: n! « sélectionner (| p,|i4,1)
10: n® « sélectionner (| p,|4,0)

- - Séparer la recherche sur ces deux nceuds
11: pse_mokp (p!, X)
12: pse_mokp (n°, X)
13:  finsi
14: fin si

ALG. 6.1 — Schéma d’une procédure de séparation et évaluation pour lerpetd M/ O K P

L'ensemble des solutions atteignables dans le sous-arbre d’'unynsew@notéX” (n), leurs images
serontY?(n) = {z(z) : € X*(p)}. Lensemble des points non dominés dans ce dernier sera noté
Yiq) = {y € YI(n) : #' € YT(n),y < y'}. Les solutions associées a ces points seront notées
XEm) = {z e XT(n) : 2(x) € Y ()},

A nouveau, la précision f » sera omise si cela ne provoque pas d’ambiguité.

6.2.1 Notions de tri des variables en multi-objectif

L'intérét de trier les variablea priori est de sélectionner en priorité celles pour lesquelles I'affecta-
tion d’'une valeur permettra de réduire au maximum l'espace de rech€'@st-a-dire que cette valeur
aménera autant que possible vers des solutions efficaces. Lidédiomie, tant de ne faire que des
choix amenant systématiquement a de telles solutions.

On noterar’ une permutation des objets obtenue en les triant dans I'ordre décraisstictcité
sur I'objectif 5.

Dans [.(], les auteurs observent I'influence de I'ordre de considération Hgdsosur les perfor-
mances de leur algorithme. Les ordres présentés sont basés sur lanmesitiobjets dans les permuta-
tions7/. Ainsi, sir’ est la position de I'objetdans 'ordrer?, les auteurs définissent“™ une permuta-
tion obtenue selon les valeurs croissantes des sommes des positions tedanisies permutations:’ .

De mémeg™a* est la permutation obtenue selon les valeurs croissantes de la plus maosgitisa gdes

. . . . i J 1 NP J
objets dans leg ordresr’. Cette position est calculée pour l'objggarmax;—i ., {ri } +on 2j=1"is
de maniére a discriminer les objets ayant la méme position maximum. D’'une maniéreigye)é™ "

est la permutation obtenue selon les valeurs croissantes de la meilleure pdsgiobjets dans lgs

j A L J I
ordresr?, calculée pamin;—_ ., {Tz} + o 2aj=1Ti-
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il1 2 3 4 5 6
1025 025 071 1,8 2 3
e 1 025 085 04 125 4

Table 6.1 — Efficacités des objets de I'exempl&3de la pages

Nous définissons, de plus, les permutations suivantes, basées datitenrde dominance sur ['ef-
ficacité des objetsrd°™ est une permutation obtenue en mettant une contrainte de précédence sur u
objet par rapport a ceux qu’il domine, en terme d’efficacitéest obtenue en triant les objets par ordre
croissant du nombre d’objets qui les dominent, en terme d’efficacité.,Effiast obtenue selon le rang
des objets en niveau de dominance, comme décrit par Srinivas et Debgbgorithme NSGA [L.27].
C’est-a-dire que les objets dont I'efficacité n’est pas dominée sordplTtpremiers, puis viennent ceux
dont I'efficacité est non dominée parmi les objets restants, et ainsi de suite

Enfin, 7™ sera une permutation aléatoire des objets.

Exemple 6.23 (Tris des objets en multi-objectif). Cet exemple reprend les données de I'exerapld
présenté en pageb. Les efficacités des objets sont notées dans la talle

La construction der%°™se base sur la dominance entre les efficacités. D’aprés la définitiom lsepoé-
cédence déduite de ces dominances, I'objet 6 doit &tre avant le 5oilliedméme étre avant les objets
1, 3 et 4, qui doivent eux-mémes étre avant 'objet 2. Ainsi, un aaide estr®™ = (6, 5,1, 3,4, 2).
Remarquons que cette permutation est aussi valide pbat 79°™: mais ce n’est pas toujours le cas.
De plus, plusieurs combinaisons peuvent étre correctes pour unecdetri donné. Ainsi, pour calculer
79, I'objet 6 est le seul dont I'efficacité n'est pas dominée. Il est duacé en téte. Parmi les objets
restants, seul 5 n'est pas dominé par un autre objet que le 6. Il se plasc en seconde position. Puis,
aprés suppression de I'objet 5, les objets 1, 3 et 4 sont non domiagsoRséquent, toute permutation
de ces trois objets convient. Enfin, il ne reste que I'objet 2 a placer en fin.

Toujours selon les efficacités, une permutation vérifiargerait soit(6, 5, 4, 3,2, 1), soit(6, 5,4, 3,1, 2) ;
tandis que celle pour? est(6,5,1,3,4,2). Dans un souci de simplification,! sera choisi égal a
(6,5,4,3,2,1) dans la suite de I'exemple.

Les positions des objet dans ces permutations sont aloes (6,5,4,3,2,1) etr? = (3,6,4,5,2,1).

La permutationtsU™= (6, 5, 3,4, 1, 2) se calcule immédiatement.

Pour calculer7™ et 7™ il faut commencer par calculer les meilleures et pires positions des ob-
jets. Ces positions sont ici respectivement égalés & 5,5+ 13,4+ 5,3+ 5,2+ 5,1+ ) et
(64+2%,64+12,4+ 5,5+ 5,2+ 24,1+ 2). Aprés avoir trié ces positions en ordre croissant, les
permutations résultantes somnt*™ = (6,5,4,1, 3,2) et7™** = (6,5, 3,4, 1, 2).

6.2.2 Bornes dans un contexte multi-objectif

L'existence de bornes de bonne qualité est un élément important de touélpre de séparation et
évaluation. Classiqguement, une borne supérieure est en effet calemgehaque nceud et comparée a
une borne inférieure.

Pour que le nombre de nceuds visités soit faible et I'algorithme efficacat d'fane part que la borne
inférieure soit au plus prés des solutions efficaces et que les solutiemud-arbres soient représentées
au plus juste par la borne supérieure. D’autre part, comme leurs évalyatiosi que leur comparaison,
sont faites dans chaque nceud, il faut que le calcul soit rapide. &t sfie calcul de la borne est au
moins aussi codteux que I'exploration du sous-arbre, alors elle est inutile
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Malheureusement, la précision d’'une borne est souvent d'autantgiiilis qu’elle se calcule rapi-
dement, en particulier sur le probleme de sac a dos. De plus, le colt deregsopales bornes doit étre
modéré. En effet, si cette comparaison est instantanée en mono-objasify@rrons qu’elle peut faire
intervenir de nombreux points daR® en multi-objectif.

6.2.2.1 Borne inférieure en multi-objectif

D’apres la définitionl.13 page22, 'ensembleY” des points potentiellement non dominés connus
a une étape de la procédure définit un ensemble bornant inférieurgroamant tenir le réle de borne
inférieure.

Cette description est peu utilisable en pratique. Aussi, nous utiliserons patddasborne décrite
dans la sectio.2.5pagel13 avec un poids\ & déterminer, ainsi que la descriptiéi(Y") de la zone
de recherche, sur laquelle elle s’appuie.

6.2.2.2 Borne supérieure en multi-objectif et comparaison avec la boeinférieure

Plusieurs approches sont envisageables pour calculer une bgéresuve multi-objectif, plus ou
moins colteuses en terme de calcul et de comparaison avec la borneuneférie

Point utopique : Une premiére facon d'évaluer les solutions du sous-arbre est dderalcupoint
localement utopique? qui, par définition, domine tous les points Bé'. Il suffit alors de le comparer
avec les points d&. Sidy € Y : y > Y, alors les performances de toutes les solutions du sous-arbres
sont dominées et le nceud doit étre fermé. Autrement, I'exploration doit centin

Pour calculer un point utopique, il suffit par exemple de calculer unédewesUy, U; ou Us sur
chaque objectif pris individuellement (voir la sectib2.2pagets).

Enveloppe bornant supérieurement: Une généralisation stricte d’une pratique des algorithmes mono-
objectifs consiste a résoudre la relaxation linéaire du probléme a l'aidesdlweur linéaire multi-
objectif (voir [13, 14, 15] ou encore {3]). Le résultat est un ensemble d’hyperplans d’équationg =

a,Vy € YT, avech € RP, o € R. Par la suite, une telle enveloppe sera décrite comme suit :

H={\a): eRP.aeR:\-y<a:YyeYT}

Il suffit alors de comparer ces hyperplans a¥#d"). Si3d € D(Y) tel quev(\,a) € H : A -d < «
alors il existe potentiellement une solutienc X~ telle quez(x) > d et I'exploration doit continuer
dans le sous-arbre. Autrement, tous les pajntsY” sont dominés et le nceud doit étre fermé.

Cette méthode est précise, mais aussi tres colteuse. Une facon akeprquién’enléve rien au codt,
est d’appliquer la premiére phase de la méthode en deux-phases (\diafEgess et 5) pour obtenir
Yl eten déduired.

Ensemble bornant adaptatif : Remarquons que I'ensemble d’hyperplans basé sur un point utopique
localyV et constitué des équationg -z = ij, Vi € {1,...,p}estune enveloppe bornant supérieuremnt
YT, avec)\; le vecteur de taille ot seule la composangeest a 1, les autres etant a 0.

De maniére a réduire les temps de calcul, il peut étre intéressant de comrmpancgiliser cette
enveloppe comme évaluation initiale, puis de I'affiner en ajoutant des HgperpCes derniers peuvent
étre obtenus en exécutant une dichotomie jusqu’a un certain niveawfd@gur, ou en calculant les
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relaxations linéaires des problémes mono-objectifs sur une famille de poila effet, siU est une
fonction de relaxation pourl K P, alorsY” est couvert par I'enveloppg\, U(Py)) : A € A}, VA €
RE.

6.3 Procédure de séparation et évaluation en profondeur d’abord

La premiére procédure de séparation et évaluation effectue uneatiqriogn profondeur d’abord, en
affectant les valeurs 1 puis 0 aux variables, sélectionnées dansraerparthi ceux décrits précédemment.
Cet ordre définit une priorité de choix, mais plusieurs objets non adjapentsent étre sélectionnés
simultanément dans un nceud par application des propféiés3.3page$4. A cette fin, les ensembles
Pref(v') et Dom(v?) sont calculés a l'initialisation de la procédure.

Cette procédure est une application directe du schéma de I'algoritHme

6.3.1 Evaluation du nceud

L'évaluation d'un nceud par la fonctiofvaluation_prometteuse se fait en trois étapes, au
plus. Le premier test porte sur la cardinalité de la solution (voir la seétidri page53). Nous notons
UB(w, I) le résultat du calcul d& B(w) sur les objets de I'ensemble SiU B(w, I™) + |I'| < LB(w),
alors les solutions du sous-arbre n'auront pas la cardinalité minimum ateledusolutions efficaces.
Son exploration n'aménera a aucune solution efficace et le nceudraét fer

Les deux étapes suivantes dans I'évaluation consistent a tester wieppevsupérieure adaptative
du sous-arbre. Un point utopiqué’ local est calculé en évaluant la borbig sur chaque objectif pris
individuellement. Si ce point est dominé, alors le nceud est fermé. Autreumembique problemé’, est
construit et une borne supérieure mono-objectst calculée en utilisarf,. Les points deD(Y) situés
sousy? (c’est a dire dominés paf’) sont évalués au regard de la pondératioBi\-u > z,Vu € D(Y),
alors le nceud est fermé, il n"'amenera a aucune solution efficace. La waléilisée dans ce dernier cas

est arbitrairement choisie telle gue= HZ—UH de maniére a maximiser vers le point utopique.

6.3.2 Choix d’'un objet

Les objets sont ordonnés a l'initialisation de I'algorithme selon une des pdiomstarésentées dans
la section6.2.1 Le choix consiste dés lors a sélectionner le premier objet disponible slondre.

6.3.3 Séparation

Lors du branchement syr pour construiren’, la procédure diffuse la valeur 1 sur les variables
correspondant &ref(v') :
I'(pt) « I'(n) U {i} U Pref(v)
Les variables libres qui ne peuvent plus rentrer dans le sac suite #emations sont ensuite mises a
Zéro:
)« P ufje ™M\ {i} : w; > o)) — wi}
Puis le nceud est évalué pour déterminer s'il peut potentiellement amenesalution efficace.

De méme, lors du branchement supour construirqﬁ, la procédure diffuse la valeur O sur les
variables correspondant/2om(v*) :

1°(n°) « I°(n) U {i} U Dom(v')
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Le nceud est ensuite évalué de la méme maniére que pour le branchement a 1.

6.3.4 Expérimentations numériques

L'algorithme 6.1 a été implémenté en C++ et appliqué sur les instances de sac a dos tri-objectif
décrites dans la sectidh4.1.2 L'ordinateur exécutant le programme dispose d’un Pentium 4 cadencé a
3,73 GHz et de 3 Go de mémoire vive. Le temps de résolution est limité a unegaunstance.

Les figures6.2 a 6.4 présentent respectivement les temps minimaux, moyens et maximaux obtenus
sur 'ensemble des dix instances de chacune des tailles disponibles poaupe @-1.

Il ressort de ces résultats que I'ordre de sélection des objets inflndegreent sur le temps de réso-
lution. L'ordre ™9, correspondant & une sélection aléatoire des objets, donne régulietkraeésultats
parmi les plus mauvais. Par contre, au moins un des trois ordres parati et 72 donne les meilleurs
résultats, que ce soit en terme de temps minimal, moyen ou maximal. Ces résultataamnifh né-
cessité d'obtenir un ordre favorable a l'initialisation de I'algorithme. Le dadtun tel ordre n’est pas
trivial, en témoignent les résultats obtenus avec I'ordP@& qui, a quelques exceptions pres, est moins
efficace quer™®.

Les ordresrdo™ 7' et 7#, basés sur la dominance en terme d’efficacité, donnent des résultats miti-
gés, souvent proches et pas tellement meilleurs que ceux obtenus™8vec

Remarquons que, hormig, 72 et73, 7™ est le plus souvent I'ordre donnant les meilleurs résultats.
Méme si un ordre parmi!, 72 et 2 correspond toujours ici aux meilleures performances, il n’est pas
évident de déterminea priori lequel des trois doit étre choisi. En particuliet, donne de mauvais
résultats en moyenne pour les instances de taille 60 et 70. Au contrditey I'avantage, par rapport a
ces derniers, d'étre clairement défini et régulier sur les instances esilicié

Les instances de taille supérieure a 70 variables n'ont pas été résalugdedtemps imparti, a
I'exception d’une instance de taille 80 avec l'ordré™.

Les figuress.5a 6.7 présentent les résultats obtenus avec ce méme algorithme pour les instances d
groupe D-2.

Les performances des ordres sont similaires a celles obtenues surpe @rel. En particulierr™a*
donne des temps de résolution plus longs g€, et 7™ est souvent parmi les ordres donnant les
meilleurs temps ; c’est méme le meilleur en moyenne.

Les temps de résolution augmentent énormément par rapport au grdu@tBstant de la difficulté
de résolution introduite par la corrélation des objectifs et du vecteur de. poids, les instances de taille
supérieure a 40 variables n’ont pas été résolues dans le temps impariieption de trois instances de
taille 50 avec I'ordrer? et une de cette méme taille ave®™.

Les figuress.8 et 6.9 présentent le nombre de nceuds visités pour chaque taille d’instanceughe gro
D-1, avec les ordres™™ et7™2*, Pour chacune de ces tailles, le nombre de nceuds fermés par les critéres
de la fonction évaluation (sectigh3.1) sont indiqués en terme de rapport sur le nombre total visité

Nous remarquons que le nombre de nceuds vus augmente significativermetibedre 7™* par
rapport ar™*, d’'un facteur pouvant dépasser 5 pour les instances les plus grande

Le test de dominance sur un point utopique local a chaque nceud eshelaife plus efficace de tous
les tests. A 'opposé, le test portant sur la cardinalité de la solution estyeatgnt inutile. L'évaluation
d’'une relaxation du problem®&, ferme quelques nceuds supplémentaires. Cette quantité peut sembler

. Attention a I'échelle logarithmique.
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Figure 6.2 — Temps minimal obtenu sur chaque ordre pour chaque taille déestdu groupe D-1 avec
la procédurgse _mokp . Si cette page est imprimée en noir et blanc : pour chaque taille, les basessées de gauche
a droite correspondent a la Iégende lue de haut en bas.
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Figure 6.3 — Temps moyen obtenu sur les instances du groupe D-1 aveackdprepse_mokp .
Lorsque certaines instances n'ont pas été résolues dans le délai de tempmbre d’instances sur
lequel porte le calcul est indiqué au dessus du graphique.
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Figure 6.4 — Temps maximal obtenu sur chaque ordre pour chaque taill@adies du groupe D-1 avec
la procédurgpse_mokp . Lorsque les dix instances d’'une taille donnée n'ont pas été résolnedala
délai de temps, le temps maximum parmi celles résolues est donné a titre indinatiiosme d’'une
barre hachurée.
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Figure 6.5 — Temps minimal obtenu sur chaque ordre pour chaque taille déestdu groupe D-2 avec
la procédurgse_mokp .
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Figure 6.6 — Temps moyen obtenu sur les instances du groupe D-2 aveackdprepse_mokp .
Lorsque certaines instances n'ont pas été résolues dans le délai de tempmbre d’instances sur
lequel porte le calcul est indiqué au dessus du graphique.
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la procédurepse_mokp . Lorsque les dix instances d’une taille donnée n'ont pas été résolnedala
délai de temps, le temps maximum parmi celles résolues est donné a titre indinatiosme d’'une
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CHAPITRE 6 — Procédures de séparation et évaluation pour

le probléme de sac a dos multi-objectif 131
10 000 000F NoeUdS 3
L TestdeP), — 1
1 000 000 Test de l'utopique — =
” i Test de la cardinalité |
S 100000F N
8 I - l
c - ]
o 10000F -
o L p— ]
9 L i
‘ED 1000 - — b
o L ]
< 100 + ]
I ] ]
10F ‘:
1l = = |

10 20 30 40 50 60 70
Nombre de variables

Figure 6.8 — Nombre de nceuds visités en moyenne pour chaque taille d’mstargroupe D-1, en
utilisant 'ordre 7™ avec la procédurpse_mokp . Le nombre de noeuds fermés avec chaque test de
la procédure évaluation décrite 6r8.1sont aussi représentés cette page est imprimée en noir et blanc : pour
chaque taille, les couleurs des barres, prises de haut en baspoodest a la Iégende lue dans ce méme sens.

faible, cependant il est utile de rappeler que ce test n'est effeceiguques nceuds non fermés par le
test sur le point utopique.

Globalement, il ressort de ces résultats que le nombre de nceuds amenaisbéution (c'est-a-dire
ceux qui n'ont pas été fermés) est extrémement faible par rappodrabre total de nceuds visités. Ce
résultat indique que la procédure d’exploration ne se dirige pas de ramémale vers les solutions
efficaces.

Les figuress.10et6.11présentent les mémes données pour les instances du groupe D-2pbs rap
du nombre de noeuds visités entf&g” et 7™2* est du méme ordre de grandeur que pour les instances du
groupe D-1. Le rapport du nombre de nceuds fermés par chaquertést®mbre de noeud visités est
lui aussi semblable a celui obtenus sur les instances du groupe D-1.

Le nombre total de nceuds visités augmente grandement selon le type dedéngtanr une taille
d’'instance donnée. Ainsi, en utilisamt™, ce nombre est en moyenne 16 fois plus grand pour les inst-
ances de taille 40 de D-2 par rapport & D-1a8p* est utilisé, ce rapport monte jusqu’a 27 pour cette
méme taille et jusqu’a 30 pour les instances de taille 30. Ceci est comprdbahsifait que, comme
nous l'avons observé dans la sectimd, le nombre de solutions pour les instances du groupe D-2 est
bien plus grand, pour une taille donnée, que pour les instances duegbelipPar conséquent, la procé-
dure d’exploration ira plus souvent au fond de I'arbre pour ces instanorrélées, augmentant ainsi le
nombre de nceuds.

De toute évidence, cette PSE est largement dominée par la procédurexgrhdses.
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Figure 6.9 — Nombre de nceuds visités en moyenne pour chaque taille d’mstargroupe D-1, en
utilisant I'ordrer™#* avec la procédurpse_mokp . Le nhombre de nceuds fermés avec chaque test de la
procédure évaluation décrite ér8.1sont aussi représentés.
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Figure 6.10 — Nombre de nceuds visités en moyenne pour chaque taille dmslamgroupe D-2, en
utilisant 'ordre7™™ avec la procédurpse_mokp . Le nombre de noeuds fermés avec chaque test de la
procédure évaluation décrite ér8.1sont aussi représentés.
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Figure 6.11 — Nombre de nceuds visités en moyenne pour chaque taille dmslamgroupe D-2, en
utilisant I'ordren™2* avec la procédurpse_mokp . Le nombre de nceuds fermés avec chaque test de la
procédure évaluation décrite ér8.1sont aussi représentés.

6.4 Procédure de séparation et évaluation a branchement mixte

Les expérimentations numériques indiquent que la procédigprouve des difficultés a résoudre en
un temps raisonnable des instances qui sont malgreé tout d’une taille nelativpetite. De plus, il ressort
gue l'ordre de sélection des objets a une influence importante sur lesrpanfogs de I'algorithme.

Une des faiblesses de cette procédure est la séparation des naeligsesd a 12. En effet, aucune
évaluation des nceugs$ etp” n'est effectuée pour déterminer I'ordre des appels récursifs. xeange,
si les solutions trouvées lors du second appel sont meilleures que aeflesdier, si cela était remarqué
a priori, alors il serait pertinent d’'inverser les appels.

Dans cette section nous présentons la procéfiitevariante de I'algorithmé.1 au niveau de la
séparation des nceuds. Les modifications concernent I'évaluation dés ieschoix de I'objet sur lequel
effectuer la séparation, ainsi que I'ordre dans lequel les nceudt aibés.

L'algorithme procéde a la séparation des nceuds en les traitant selon undeigualité décroissant.
Les nceuds créés lors de la séparation sont ajoutés a une file d'Afténide de telle facon que les nceuds
les plus intéressants soient en téte. Ce tri se fait lexicographiquemembsglteres présentés plus bas.

6.4.1 Evaluation du nceud

L'évaluation des nceuds se fait d’'une maniére similaire a ce qui est peédamms la sectiof.3.1a
deux détails prés. Tout d’abord, le test de I'enveloppe supérieagtatiVe ne se fait plus en utilisant
un point utopique mais en utilisant un point idédl obtenu en résolvant les problém&s comme
indiqué dans la sectioh.2.4pagel9. Si ce point est dominé, alors le nceud est fermé. Autrement, un
unique problémeP, est construit et une borne supérieure mono-objectit calculée en utilisarifs.

Les points deD(Y) situés soug’ sont évalués au regard de la pondératioBi \ - d > z,Vd € D(Y),
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Procédurepse_mokp_2 (1 X)

2: Paramétrg X : ensemble complet maximal des solutions efficaces.

o a

© N

10:

11:
12:

13:
14:
15:
16:
17:
18:

19:
20:

- - p° est laracine de l'arbre, ave€® (n*) = I'(p) = 0 - -
N {n}
tant que N # () faire

n <+ téte (N)
N« N\ {n}

si I™(n) =0 alors

nouvelle_solution (} z(n), T X)

sinon

- - Le choix est fait selon I'ordre initiad -
choisiri € I~ (p)

- - Construire les nceuds fils, le premier ne contenant pas I'abjetutre le contenant -
n! « sélectionner (| p,|i,1)
n° « sélectionner (I p,|4,0)

si évaluation_prometteuse (I nt, 3 X) alors
N« Nu{p}

fin si

si évaluation_prometteuse (%1 X) alors
N+« Nu{np®}

fin si

- - Maintenir I'ordre des nceuds-
ordonner (3 N)

fin si

21: fin tant que

ALG. 6.2 — Schéma d’une procédure de séparation et évaluation pour lermpetd M/ OK P
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alors le nceud est fermé, il nN'aménera a aucune solution efficace. L valgilisée dans ce cas est

arbitrairement choisie telle qug = Hz%\ de maniére a maximiser vers le point idéal.
Si le nceud n’a pas encore éte fermé, une évaluation supplémentairéeetiésf. Les solutions
supportéeéng (n) du sous-arbre sont calculées a I'aide de la dichotomie utilisée dans la preyhase
de la méthode en deux phases décrite dans le chapuar la section5.1 page93). Puis, I'enveloppe
convexe dé’sy est comparé aveD(Y'). Soit H un ensemble d’hyperplans décrivant cette enveloppe.
Si pour toutd € D(Y) tel qued < ¥, il existe un hyperplaii\, o) € H tel que)-d > «, alors le nceud
est fermé, il n"'aménera a aucune solution efficace.
De plus, nous profitons du calcul des solutions suppoa@p) du sous-arbre pour mettre a jour

X avec de nouvelles solutions potentiellement efficaces.

6.4.2 Choix d'un objet

Tout comme pour la procédufel les objets sont triés initialement selon une des permutations pré-
sentées dans la sectiér.1 Le choix consiste dés lors a sélectionner le premier objet disponible selon
cet ordre. De plus, nous sélectionnons en priorité les objets réguliessielm solutions supportées du
sous-arbre du nceud traité (définitidrl page52). C’est-a-dire, sir est la permutation des objets, alors
I'objet choisi pour la séparation esf tel que :

jzmin{i:mGIN:ﬂx,m’EXg’E:xmzl/\x;”:O}

Si aucun indice ne satisfait cette condition, c’est-a-dire que pour tousbjets disponibles, il existe
une solution supportée dans le sous-arbre contenant cet objet atimeane le contenant pas, alors la
séparation se fait sur le premier objet disponible selon la permutation claedi&@ méme maniére que
pour I'algorithme6. 1

6.4.3 Ordre de traitement des nosuds

Les nceuds sont traités selon une notion de qualité décroissante,jBdikux nceuds a comparer. La
comparaison se fait lexicographiqguement selorblestéres ci-dessous. Le nceud maximal selon ceux-ci
est ensuite choisi pour étre traité.

1. Les problémes de sac a dos dontigdtness ratia/définition 2.1 page32) est éloigné de 0,5 font
intervenir une combinatoire faible et sont par conséquent plus facikesoadre. Les nceuds pour
lesquels le ratio résiduel vérifie cette propriété seront donc traités eitéorio

2iel~ () Wi
w(n)

ZieIN( 1y Wi
0,5 — > 10,5 - =T | pn>y
w(v)

2. Nous considérons qu'un nceud est d’autant plus intéressantgsellions supportées obtenues
dans son sous-arbre sont non dominées :

{yeYT(n): By eViy<y} >|{yeY (): B eV :y<y}=n>p
3. Ensuite, le nceud dont le sous-arbre améne au plus de solutionstéeppest placé devant :

| XEem)| > | XE()| = n >
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Figure 6.12 — Temps minimal obtenu sur chaque ordre pour chaque tailleaddes du groupe D-5i
cette page est imprimée en noir et blanc : pour chaque taille, les basexwébs de gauche a droite correspondent a la [égende
lue de haut en bas.

4. Puis les nceuds dont la capacité résiduelle est la plus faible sont misnén ava
w(n) <o) =np>n

5. Le dernier critére place en priorité les nceuds dont la solution en cewsrstruction a la plus
grande cardinalité :

)] > [T = n >

6.4.4 Expérimentations numérigues

L'algorithme 6.2 a été implémenté en C++ et appliqué sur les instances de sac a dos tri-objectif
décrites dans la sectidh4.1.2 L'ordinateur exécutant le programme dispose d’'un Pentium 4 cadencé a
3,73 GHz et de 3 Go de mémoire vive. Le temps de résolution est limité a unegasunstance.

Les figuress.12a6.14présentent respectivement les temps minimaux, moyens et maximaux obtenus
sur 'ensemble des dix instances de chacune des tailles disponibles pouupe @-1.

Nous pouvons remarqguer ce second algorithme peine a résoudree®itatances du groupe D-1
dans le temps imparti, dés 40 variables. En effet, les temps de résolutioroom&dnent augmenté avec
cet algorithme et aucune instance de 70 variables ou plus n'a été r@démmmoins, il ressort de ces
graphiques que les écarts de temps entre les différents ordres de sélestabjets est bien moindre que
pour I'algorithme6.1 Ainsi, les criteres de branchement décrits dans la se6ti@Bsemblent palier au
caractere difficilement comparable de I'efficacité des objets en multi-objectif.

Les figuress.15a 6.17 présentent les résultats obtenus avec ce méme algorithme pour les instances
du groupe D-2.
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Figure 6.13 — Temps moyen obtenu sur les instances du groupe D-1 avecdayrepse_mokp_2 .
Lorsque certaines instances n'ont pas été résolues dans le délai de leempsbre d’instances sur
lequel porte le calcul est indiqué au dessus du graphique.
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Figure 6.14 — Temps maximal obtenu sur chaque ordre pour chaque taifitad@es du groupe D-1 avec
la procédurepse_mokp_2 . Lorsque les dix instances d’une taille donnée n’ont pas été résolunss da
le délai de temps, le temps maximum parmi celles résolues est donné a titre indigatibeme d’'une
barre hachurée.
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Figure 6.15 — Temps minimal obtenu sur chaque ordre pour chaque tailleaddes du groupe D-2 avec
la procédurgpse_mokp 2 .

Nous retrouvons ici des résultats similaires a ceux obtenus pour les estdngroupe D-1. Les
temps de résolution ont augmenté et peu d’instances sont résolues dgdAfivariables. Nous retrou-
vons aussi une homogénéisation des temps entre les différents ordedecton des objets par rapport
aux résultats obtenus avec I'algorith@é.

Les figures6.18 et 6.19 présentent le nombre de noeuds visités pour chaque taille d’instance du
groupe D-1, avec les ordres™™ et 7%, Pour chacune de ces tailles, le nombre de nceuds fermés par
les criteres de la fonction évaluation (secttB.) sont indiqués en terme de rapport sur le nombre total
visité .

Nous remarguons que I'écart du nombre de nceuds entre les deus estbeaucoup plus faible que
pour la procédurpse_mokp . De plus, le nombre de nceud exploré est plus faible d’un facteur déenvir
10 par rapport a cette derniére. Les instances de taille 60 semblenirpnodins de nceuds en moyenne
gue celle de taille 50, néanmoins il est utile de rappeler que peu de ces geDNEELE résolues dans le
temps imparti. La moyenne porte donc sur moins d’instances.

A nouveau, le test de dominance sur un point utopique local & chaque esele plus efficace
de tous les tests. A I'opposé, le test portant sur la cardinalité de la solutigmagisluement inutile.
Enfin, l'utilisation deconv(YSTN) pour borner les solutions accessibles depuis un nceud permet de fermer,
globalement, a peu prés autant de nceuds que I'évaluation d'une relaatiwablémeP,. Ces valeurs
peuvent sembler proches, nous rappelons néanmoins que ce pretmigrsiesffectué que sur les nceuds
non fermés par le second.

Les figuress.20et6.21présentent les mémes données pour les instances du groupe D-2pb# rap
du nombre de nceuds visités comparé a la procqukeemokp est a nouveau autour de 10. De plus, Le

1. Attention a I'échelle logarithmique.
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Figure 6.16 — Temps moyen obtenu sur les instances du groupe D-2 avecdayrepse_mokp_2 .
Lorsque certaines instances n'ont pas été résolues dans le délai de leempsbre d’instances sur
lequel porte le calcul est indiqué au dessus du graphique.
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Figure 6.17 — Temps maximal obtenu sur chaque ordre pour chaque taifitad@es du groupe D-2 avec
la procédurepse_mokp_2 . Lorsque les dix instances d’une taille donnée n’ont pas été résolunss da
le délai de temps, le temps maximum parmi celles résolues est donné a titre indigatibeme d’'une
barre hachurée.
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Figure 6.18 — Nombre de nceuds visités en moyenne pour chaque taille dmslamgroupe D-1, en
utilisant 'ordrer™* avec la procédurpse_mokp_2 . Le nombre de nceuds fermés avec chaque test de
la procédure évaluation décrite 6nt.1sont aussi représentés cette page est imprimée en noir et blanc : pour
chaque taille, les couleurs des barres, prises de haut en baspootest a la Iégende lue dans ce méme sens.

rapport du nombre de nceuds fermés par chaque test sur le nombredeisibés est aussi semblable a
celui obtenus sur les instances du groupe D-1.

A nouveau, cette PSE est largement dominée par la procédure en des@s phinsi que pase_mokp
en terme de temps de résolution. Cependant, elle domine cette derniere samtlgégles noeuds explo-
res.

6.5 Conclusion

A notre connaissance, il n’existe pas a ce jour de procédures detépaet évaluation présentées
dans la littérature pour des problemes ayant plus de deux objectifs. Nms@résenté dans ce chapitre
deux procédures de ce type pour le probleme multi-objectif de sac a deqreimiere difficulté dans la
conception d’'une telle procédure se trouve dans les critéres de sél@etiabjets. Pour cela, nous en
avons proposeé plusieurs, basés sur la notion d'efficacité de ces. dhjetseconde difficulté consiste a
évaluer les nceuds de maniére performante pour déterminer au plus tgpkirition du sous-arbre peut
apporter de nouvelles solutions efficaces. Nous avons exposé ptufsiaations pour cela.

La premiére procédure proposée est au plus proche de la PSE atassitgée pour la version
mono-objectif du probléme. Les résultats numériques mettent en évidentmrteneafluence de I'ordre
de sélection des objets sur les performances de 'algorithme. Néanmaing, @es ordres proposés ne
domine les autres. Certains sont méme parfois moins efficaces qu'ungoséiéatoire. De plus, le
nombre de nceuds explorés est dans tous les cas d’'une grande quanit si la plupart d’entre eux
sont fermés par les tests évaluation.
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Figure 6.19 — Nombre de nceuds visités en moyenne pour chaque taille dmslamgroupe D-1, en
utilisant I'ordrex™* avec la procédurpse_mokp_2 . Le nombre de nceuds fermés avec chaque test de
la procédure évaluation décrite 8nl.1sont aussi représentés.
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Figure 6.20 — Nombre de nceuds visités en moyenne pour chaque taille dmshlamgroupe D-2, en
utilisant I'ordrex™"™ avec la procédurpse_mokp_2 . Le nombre de nceuds fermés avec chaque test de
la procédure évaluation décrite 8nl.1sont aussi représentés.
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Figure 6.21 — Nombre de nceuds visités en moyenne pour chaque taille dmslamgroupe D-2, en
utilisant I'ordrex™* avec la procédurpse_mokp_2 . Le nombre de nceuds fermés avec chaque test de
la procédure évaluation décrite 8nl.1sont aussi représentés.

Ces résultats nous ont encouragé a proposer une seconde pepakahs |'optique de réduire le
nombre de nceuds visités et de réduire, voire d’annuler, l'influencedird’ de sélection des objets sur
les performances de I'algorithme. Les résultats numériques vont daesses cela que les temps de
résolution sont relativement similaires d’'une ordre a I'autre et que le red@nceuds visités a été réduit
d’'un facteur d’environ 10. Néanmoins, ces résultats ont un co(t éghgeable et nous observons une
forte augmentation des temps de résolution par rapport a la procéduoéslenée.

Sans surprise, ces deux procédures sont dans tous les cas doanirgggaroche en deux phases pré-
sentée dans le chapittespécifique au probleme de sac a dos multi-objectif. Néanmoins, les presédu
de séparation et évaluation restent pertinentes de par leur génériditéeneént au probléme a traiter,
en particulier lorsqu’il n’existe pas d’algorithme permettant d’appliquer piocédure en deux phases
au probléme de maniére efficace.



Conclusions géenérales et
perspectives

Nous nous sommes intéressés dans ce mémoire a la résolution exacte degsabiptimisation
combinatoire multi-objectifs. L'objectif de notre travail portait sur I'étude dessnas de résolution dans
le cas multi-objectif. En mettant en paralléle I'approche en deux phasesjgpe a cette situation, eten
proposant une généralisation des procédures de type séparatiatuetién du cas mono-objectif vers
le cas multi-objectif, notre objectif a été atteint.

Notre étude s’appuie sur le probléeme multi-objectif de sac & dos unidimensiemmakiables bi-
naires. Ce dernier étant un probléme classique de I'optimisation combingi@sent en tant que sous
probleme dans de nombreux problémes d’optimisation, il nous permet diobtebon indicateur des
performances minimales pouvant étre attendues d’'une méthode de résgéutérale.

Notre premiére contribution porte sur ce probléme en particulier. Dans cagino-objectif, les al-
gorithmes de résolution sont grandement améliorés par la détermiatioiori, sans effectuer une
résolution exacte, de la valeur que certaines variables auront darduéers optimales. Aussi, il est
tout naturel d’envisager d’effectuer un pré-traitement similaire danademulti-objectif.

Nous avons étudié les solutions efficaces de plusieurs instances mcéféssues de la littérature.
Nous avons observé que, dans tous les cas, de nombreuses vadigéddagguliéres, n’acceptent qu'une
unigue valeur dans les solutions efficaces. En associant cette vadeudeadonnées du probléme, nous
avons remarqué I'apparition de motifs. Nous avons ensuite posé plupieymsétés qui, a partir des
données du probléme et sans résolution préalable, permettent de détéaraateur de certaines de ces
variables.

Les résultats numériques obtenus a l'issue de cette étape sont conEastéfet, les propositions
gue nous avons posées permettent de déterminer la valeur de plusigalbtegaen particulier sur les
instances ou les coefficients sont indépendants. Cependant, cett#éégasinde mesure faible au re-
gard du nombre réel de variables réguliéres. De plus, nos propogigamsnt avec I'augmentation du
nombre d’objectifs. Enfin, elles sont, par définition, sans effet sur ganiges ou une corrélation apparait
entre les coefficients d'un objectif et ceux de la contrainte de capaciéeXErimentations numériques
montrent néanmoins que ces instances ne sont pas exemptes de vatldlésss.

Notre deuxiéme contribution porte sur I'application d’une procédure emn ghases au probléeme
bi-objectif de sac a dos. Nous avons tout d’abord amélioré la procédiseante, décrite par Viséxt
al. [13€], en proposant des bornes plus précises, appliquées dans I'ékpiadas triangles durant la
seconde phase. Les expérimentations numériques montrent une réatigorédes temps de résolution
avec cette modification.

Nous avons ensuite proposé d'utiliser une procédure dersypéng pour I'exploration des triangles
durant la seconde phase. Pour cela, hous nous sommes appuyésalogie du probleme étudié avec
le probléme des plus longs chemins dans un graphe acyclique. Nous @@antsla construction du
graphe puis nous avons détaillé le schéma général des procédurge daising Nous avons ensuite
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proposé un algorithme adapté au probléme de sac a dos, inspiré d'wéelym® de Eppsteinlf] pour
le probléme des plus longs chemins.

Les expérimentations numériques montrent que notre procédure en kiasespavecanking est
nettement plus performante que les précédentes méthodes de résoluttersexde probleme. En par-
ticulier, en dehors d’'une classe d’instances particuliéres, notre guoedurclasse la programmation
dynamique de Bazgaet al. [10], jusqu’alors la meilleure méthode exacte pour le probleme. De plus,
I'étude de la quantité de mémoire requise par notre algorithme exhibe dessvalaiLét fait raisonnables
et accessibles.

Notre troisieme contribution concerne la généralisation de la méthode en hasespa trois objec-
tifs et plus. En nous appuyant sur les travaux de Przybyiski][ nous avons généralisé le calcul des
solutions supportées dans la premiére phase en utilisant le conceptsinilge des poids. Puis nous
avons généralisé la seconde phase en utilisant une description dedapaccherche appropriée au
cas multi-objectif et en adaptant le calcul des bornes dans I'exploratidim, Ealgorithme deranking
décrit dans le chapitréa pu étre appliqué tel quel pour le calcul des solutions non supportées.

Finalement, les expérimentations numériques montrent a nouveau que taperodeux phases est
tout a fait adaptée a la résolution de problemes multi-objectifs. En particudieee procédure surpasse
a nouveau les meilleures algorithmes pour le probléeme. Comme I'a soulignéyRkiyh11], I'exis-
tence d'un algorithme deanking performant pour un probléme d’optimisation combinatoire suggere
gue I'application d’'une méthode en deux phases s'impose comme résolitiacef

La derniére de nos contributions porte sur I'application d’'un schémarajéme résolution de pro-
blémes d'optimisation combinatoire multi-objectifs. Nous avons choisi d’adapteprocédure de sépa-
ration et évaluation. En effet, ce type de procédure est largememichépdans le cadre de I'optimisation
mono-objectif et y donne de bons résultats, en particulier sur le problesecdedos.

Nous avons proposé une généralisation au cas multi-objectif d’'unedunecélassique utilisée pour
le probléme mono-objectif de sac a dos. Pour cela, nous avons identiké/eleaus, dans I'ordre de
sélection des variables, d'une part, et dans I'évaluation des nceadtredpart.

Pour lever ces verrous, nous avons proposé plusieurs ordred egploration, basés sur la notion
d’efficacité des objets. Nous avons, de plus, proposé I'utilisation diebkes bornant inférieurement et
supérieurement, tels que définis par Ehrgott et Gandibléiix pour effectuer I'évaluation des nceuds.
Nous avons décrit plusieurs procédures pour le calcul de I'ensermbiarfit supérieurement, permettant
d’obtenir une évaluation précise pour un codt raisonnable.

Les expérimentations numériques effectuées a cette étape ont montrérque dle sélection des
objets était trés influent sur les performances de la procédure. Deapicisn des ordres proposé ne
domine clairement les autres, certains étant méme parfois moins efficaoes gélection aléatoire des
objets. D’autre part, nous avons observé que I'espace exploré éslatge. Nous avons alors proposé
une seconde procédure, dans laguelle la direction de la recherarepgimanence adaptée en fonction
des solutions précédemment rencontrées. Nous avons aussi ajoatépmdans I'évaluation des noeuds,
basée sur un calcul plus fin, mais colteux, d’'un ensemble bornantesupénent.

Les expérimentations numériques effectuées sur ce second algorithmemhopie I'influence de
I'ordre de sélection des objets a été grandement diminuée et que I'esgocséeest largement plus
petit. Néanmoins, les temps de résolution ont augmenté, en particulier du faituseau calcul d’'un
I'ensemble bornant supérieurement.

Globalement, les résultats obtenus dans cette partie sont intéressantsqaoaciére générique de
la procédure de séparation et évaluation. Cependant, étant dorené dléqerformances par rapport a
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une procédure en deux phases, il s'impose que les procédurgsalatasn et évaluation sont a réserver,
en multi-objectif, aux problemes pour lesquels le schéma de la deux phasegtrsgappliquer.

Les perspectives de ces travaux sont nombreuses. Les plus praesttent évoquées ci-dessous.

A notre connaissance, les résultats que nous avons obtenus sur lelealeariables réguliéres sont
les premiers de ce type pour ce probléme multi-objectif de sac a dos. Ain@plipistes restent a
explorer. En particulier, tous les éléments sont présents dans ce nibpoasciproposer un algorithme
sur le principe proche de ceux produits dans le cas mono-objectif poédletion d’instance. Un tel
algorithme peut se décrire en trois points :

1. calculer un ensemblé de points réalisables, ainsi qiEY') ;

2. pour chaque variable, calculer un ensemble bornant supérieuressolutions qui seront obte-
nues en forcant la variable a zéro (respectivement a un) ;

3. sicetensemble n'est aucunement d&xi¥’) + RZ, alors cette variable a la valeur un (respective-
ment zéro) dans toutes les solutions efficaces.

Le calcul deY peut, par exemple, s’effectuer en appliquant la premiére phase deckdpre en deux
phases. Les ensembles bornant supérieurement peuvent étresabteaudifférents degrés de précision,
comme détaillé dans le chapitfe En particulier, au regard des résultats obtenus sur I'évaluation des
nceuds dans ce chapitre, le calcul d’un point utopigue semble étre umbdidat.

Les résultats obtenus avec la deux phases bi-objectif sur des instaiszed fntervenir une forte
corrélation entre les coefficients d'un objectif et ceux de la contraint@pacité exhibent une difficulté
inhérente & l'utilisation d’'un algorithme de typanking En effet, ce type de procédure implique I'ex-
ploration nécessaire d’'une partie de I'espace dominé. Or, dans dpartiasliers tels qu’obtenus avec
ces instances, cet espace peut contenir un nombre particulieremedtdgraolutions réalisables. La
procédure se perd alors dans I'énumération de ces solutions et lesyantes chutent en conséquence.
Dans une telle situation, il sera préférable d'appliquer un algorithme spéeifnoins sensible a cette
difficulté. En particulier, la programmation dynamique de Bazefaal.[10] est la plus efficace sur ces
instances. Néanmoins, le choix de I'algorithme a appliquer dans ce cag daitesa priori, par déduc-
tion depuis les données du probléme. Une bonne piste pour décider dd'&ygerithme a appliquer
peut se trouver dans le travail de classification entamé par Przyleylaki 117 sur des instances dites
difficiles pour le probleme multi-objectif d’affectation.

Bien que la procédure en deux phases donne de trés bon résultatmes der performances, nous
observons que la taille des instances résolues diminue fortement lorsqueliead’objectifs augmente.
De plus, les expérimentations numériques montrent que le nombre de soldfiicases atteint rapide-
ment plusieurs dizaines de milliers dés trois objectifs. Intuitivement, nousopsusnvisager que les
solutions réalisables tendent a étre toutes efficaces lorsque le nombjectfe augmente. De plus, il
est inconcevable de présenter une telle quantité de solutions a un déemlecmnséquent, la résolution
exacte de telles instances dans le cadre d’'un systéme d’aide a la décigiapagser par la prise en
compte des préférences du décideur durant la recherche, de meanéthaire I'espace de recherche et
ainsi lui présenter des solutions a la fois pertinentes et en nombre réduit.

Enfin, les résultats portants sur les procédures de séparation ettévafiomt encourageants. C’est
en effet la seconde fois, avec les travaux de Sourd et Spanjs&ijd §u’une telle procédure permet de



146 Conclusions générales et perspectives

résoudre dans des temps raisonnables des instances d’un problgtimidation combinatoire multi-
objectif, et la premiere fois que cette approche s’attache a un problémecdantplus de deux objectifs.
Evidemment, une approche en deux phases est préférable lorsgstedippdicable, ce qui n'est pas
immédiat lorsqu’un probléme quelconque se présente. Des pistes damsitauit® de ces travaux sont

a explorer dans I'indépendance entre la méthode et le probléme résaiug@indans I'évaluation des
nceuds. Pour ce dernier point, I'utilisation d’un solveur linéaire multi-objeaiifgnu par exemple depuis
les travaux de Bensoet al. [13, 14, 15]), & la place du calcul des solutions supportées du sous-arbre
permettrait d’obtenir un ensemble bornant supérieurement, avec wigiq@nécertes moindre mais peut-
étre compensée par un calcul plus rapide.
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ANNEXEA

Réponses aux exemples
de la sectionl.1.2

Figure A.1 — Une solution optimale du probléme de I'exenple La longueur du chemin indiqué est
égale a 10. Il existe deux autres solutions optimales équivalentes potstiiérpe. La premiére passe
par les villes(a, b, d, e, i,l, m) et la seconde pdu, e, i,l, m).

171
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Figure A.2 — Une solution optimale du probléme de I'exenmipl2 La longueur du chemin indiqué est
égale a 27.

Figure A.3 — Une solution optimale du premier problémesdepackingde I'exemplel.3. Les invités
sélectionnés sont indiqués ici, soit 5 personnes.
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Figure A.4 — Une solution optimale du second problemesekepackingde I'exemplel.3. Les invités
sélectionnés sont indiqués ici, soit 4 personnes. Cette solution a une @aldb tandis que celle de
I'exemple précédent aurait eut une valeur de 11.
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Nouvelles propositions pour la résolution exacte du sac
a dos multi-objectif unidimensionnel en variables
binaires

Julien DRGE

Résumé

Ce travail porte sur la résolution exacte d’'un probléme d’optimisation comlxieatwlti-objectif.
Nous cherchons d’'une part a confirmer I'efficacité de I'algorithme ddeux phases, et d’autre part
a poser une généralisation des procédures de séparation et évahghiaaires dans le cadre mono-
objectif mais presque absentes en multi-objectif. Notre étude s’appuie saobléme multi-objectif
de sac a dos unidimensionnel en variables binaires. Ce dernier estssigetade 'optimisation
combinatoire, présent comme sous probléme dans de nombreux probl@mpgmidation.

La premiére partie de nos travaux porte sur un pré-traitement permettaddidies la taille d'ins-
tances de ce probléme. Nous mettons en évidence plusieurs proprigtéttpet de déterminex
priori une partie de la structure de toutes les solutions efficaces. Nous noumagansuite a dé-
crire une procédure performante de type deux phases pour ce mmhigut d’'abord dans le cas
bi-objectif, ol nous améliorons la procédure décrite par Vitéa. en 1998. Puis nous proposons
un nouvel algorithme permettant de trouver plus efficacement les solutchsrchées durant la
seconde phase. Nous étendons ensuite cette procédure pour desemsigant trois objectifs ou
plus. Les résultats obtenus sont comparés aux meilleurs algorithmes exgtantse probléme et
confirment I'efficacité de I'approche en deux phases. La dernigte g notre travail concerne la
généralisation au cas multi-objectif d’'une procédure de séparation leawa. Nous identifions
plusieurs difficultés auxquelles nous répondons en proposant denelies procédures. Les expéri-
mentations numériques indiguent que ces derniéres permettent de eédesidrstances en des temps
raisonnables, bien gu’elles n'atteignent pas les performances d‘anédure de type deux phases.

Mots-clés :optimisation combinatoire multi-objectif, probléme de sac a dos unidimensionnel en
variables binaires, résolution exacte, pré-traitement, méthode en desespheocédure de séparation
et évaluation

Abstract

The purpose of this work is the exact solution of a problem from the fieldufi-criteria combina-
torial optimisation. Our goal his twofold. First, we aim at confirming the efficyeof the so-named
two-phases algorithms. Then, we set a generalisation of the branctoand procedures, popular
in the mono-criteria case but almost non-existent in the multi-criteria casew@uris based on the
unidimensional multi-criteria knapsack problem with binary variables, aiclé®sn combinatorial
optimisation, found as a sub problem in many optimisation problems.

The first part concerns the reduction of the instances of the problemexpdse several properties
allowing to a priori find some parts of the structure of all efficient solutions. Then, we tescr
an efficient two-phases procedure for this problem. Initially in the bi-caitease, we improve the
original procedure from Viséet al. (1998) before defining a new procedure to efficiently find the
solutions in the second phase. This algorithm is extended to the tri- and multieccise in the next
part. Finally, the generalisation of the branch and bound procedure liasthgart of our work. We
focus on several difficulties, to which we answer with two new procesduxeimerical experiments
show that these procedures can solve instances in acceptable time.thBless; the two-phases
algorithms outperform these procedures, just like the best knownguwoesfor this problem.

Keywords: multi-objective combinatorial optimisation, unidimensional binary knapsadileno, exact
resolution, preprocessing, two phase method, branch and bound
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