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Introduction

Les pages suivantes sont dédiées a 1’étude de problemes d’optimisation de forme.
Cette these s’est déroulée en deux parties d’importances inégales.

La premiere partie, portant sur ’étude de problemes faisant intervenir 1’énergie
associée & une EDP sur un domaine de R? ainsi que son périmeétre, et une contrainte ou
une pénalisation portant sur sa mesure, constitue I’apport essentiel de cette these. Outre
les résultats d’existence de solution & de tels problemes, ou encore les questions relatives
au contexte que 1’on doit choisir pour que le probleme soit bien posé, le probleme de la
régularité des formes optimales a plus spécifiquement été traité. La seconde partie de
la these, d’importance moindre, a porté sur le traitement numérique de problemes de
partitions optimales & ’aide d’algorithmes génétiques.

Le premier probléeme, portant sur les questions de régularité des formes optimales,
peut étre précisé ainsi : soit D un ouvert de RY avec d > 2. Pour toute partie
mesurable de D, P(§) désigne le périmetre de cet ensemble (voir le chapitre 1), ||
sa mesure de Lebesgue d-dimensionnelle, et J(£2) une énergie associée & un probleme
d’EDP sur Q (en pratique, on considerera I’énergie associée & un probléme de Poisson
avec condition au bord de type Dirichlet, ou encore une fonctionnelle associée a un
probléme de valeur propre).

Soit maintenant un m € (0, |DD Pour tout A > 0, on définit

E(Q)=J(Q) + P(Q),
E(Q) = J(Q) + P(Q) + A||Q] — m]|.
On définit les ensembles admissibles au sens suivant :
A={QC D : Qmesurable, |Q] < oo},
A ={Q € A : |Q =m}.

Les problemes d’optimisation de forme considérés sont alors les suivants :

(i) Le probléme contraint :

e )
E) =inf{E(Q) : Qe A}
(ii) le probléme pénalisé :
NN eAd
{ E(y) =inf {E,(Q) : Qe A} (Fa)
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Remarquons tout d’abord que dans le cas ou la fonctionnelle J est identiquement
nulle, il s’agit 1a des problemes isopérimétriques classiques. La régularité des formes
optimales associées est alors un probleme difficile, mais aujourd’hui résolu. Dans ce cas
particulier, on a

les frontieres réduites 0;eqQ2" et Oreq2} sont des hypersurfaces analytiques,

et Vs > d — 8, H* (00" \Orea2*) = H*(9Q3\Orea2y) = 0.

L’autre aspect des fonctionnelles considérées se découvre lorsque ’on 6te le terme de
périmetre dans £ et £, pour ne plus considérer que la minimisation de la fonctionnelle
d’énergie avec contrainte ou pénalisation de mesure. On détaillera dans la suite des
exemples de régularité déja connus sur ce type de fonctionnelles.

L’idée sous-jacente aux travaux qui suivent est que, chacune des parties de £ ou de
&y engendrant de la régularité, on peut espérer obtenir de la régularité pour les formes
optimales, et c’est en effet les résultats obtenus dans la premiere partie, pour quelques
exemples de fonctionnelles J :

(i) Pénergie de Dirichlet pour une régularité suffisante du second membre,
(ii) la premiere valeur propre du Laplacien dans le cas général.

Une des premieres étapes du raisonnement consistera & prouver que le probleme (P)
est équivalent au probleme (P)) pourvu que A soit suffisamment grand. Une seconde
étape consiste a prouver une régularité suffisante (on reviendra sur cette notion) pour la
fonction d’état associée a 'EDP considérée. Une troisieme partie consistera a appliquer
des résultats connus sur les surfaces minimales pour obtenir un premier résultat de
régularité sur la frontiere de la forme optimale. Enfin, on essayera de mettre en place
des méthodes d’obtention de régularité supérieure.

La seconde partie de cette these a porté sur des questions numériques. Les problemes
qui y ont été étudiés peuvent étre formulés dans un cadre général de la maniére suivante :
considérons un ouvert borné D de R? et appelons forme admissible une famille & &
éléments (Ay,..., Ag), les A; étant des sous-ensembles de D deux & deux disjoints et de
réunion D. On se donne une fonction F définie sur ’ensemble des formes admissibles
a valeurs dans R et on cherche a trouver les formes optimales de F.

Parmi les problemes étudiés, citons, pour k = 2, celui de la fonctionnelle :

(A1, Az) = A1 (A1) + A1 (42),
et, pour k = 3, celui de la fonctionnelle
(Al, AQ, Ag) — max {)\1 (Al), )\1(142), )\1 (Ag)}

L’étude numérique de ces problemes a notamment permis d’obtenir des idées quant a la
forme des partitions optimales pour certains domaines D ou des conjectures a ce sujet
existaient déja, et ainsi de les “confirmer” ou de les “infirmer” numériquement.

Un autre probleme étudié consiste a mettre une contrainte de mesure sur 'union
des A;. Les formes admissibles sont par exemple les couples (A1, A2), les ensembles A
et Ao étant inclus dans D, d’intersection vide, et de réunion de mesure m fixée
dans (O, |D\) La premiere étape a consisté a se ramener a un probléme sans contrainte
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de mesure, mais avec une fonctionnelle pénalisée. On traite alors numériquement ce
probleme pénalisé.

Pour tous ces problemes, des méthodes de type algorithmes génétiques ont été
mises en place. Ce choix a eu plusieurs motivations. La premiere était la mise en place
elleeméme de cette méthode, du couplage avec le logiciel de calcul Melina, et de la
distribution des calculs sur un nombre conséquent de machines. La seconde motivation
était d’utiliser les algorithmes génétiques pour obtenir des renseignements quant a
Uallure des formes optimales, I’objectif étant d’utiliser ces renseignements pour lancer
ensuite des méthodes de résolution plus précises, par exemple par variation de frontiere.
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Introduction

L’objectif de cette partie est de prouver des résultats de régularité des formes opti-
males dans des problemes d’optimisation de forme pénalisés par le périmetre.

Les problemes traités dans cette partie apparaissent, par exemple, dans les
problemes de formage électromagnétique, ou ’on cherche a modéliser la forme d’un
métal liquide contraint par un champ électromagnétique. Dans une approche varia-
tionnelle de ces problemes, la forme & I’équilibre minimise 1’énergie totale du systeme
considéré. La formulation mathématique est donc naturellement celle d’un probleme
d’optimisation de forme. On remarque d’abord qu’on impose une contrainte sur la me-
sure des formes, ce qui traduit le fait que ’on dispose d’une quantité donnée de métal.
L’énergie totale est alors composée de deux termes : ’énergie de tension de surface qui,
comme d’habitude, est proportionnelle au périmetre de la forme occupée par le liquide,
et ’énergie électromagnétique, décrite par le potentiel électromagnétique, solution d’un
probleme de Dirichlet. De maniere générale, ce genre de fonctionnelle apparait dans de
nombreuses applications (on pourra se reporter a [HP05]).

Le probleme considéré est donc de la forme (P) dans le cas particulier ou la fonc-
tionnelle J est la suivante

J(Q) =inf { G(v) : ve H)(Q) } (1)

ou G(v) = [, 5|Vv|?— fv. Dans la suite, on appellera souvent .J(£2), par abus de langage,
[’énergie de Dirichlet associée a la forme (2. En effet, dans le cas ou €2 est ouvert, on sait
que J(2) = G(ugq) ou uq est la solution du probléme suivant, dit probléme de Dirichlet
(o1 f est une fonction donnée de L2(D)) :

—Augq = f dans €,
{ ug € HOI(Q) (2)

Dans la suite, on appellera fonction d’état associée a € la fonction ug. La définition
de H}(Q) peut étre étendue & un ensemble 2 a priori seulement mesurable (pour cela
voir le chapitre 1) et la fonction d’état uq est alors définie comme la seule fonction
de HL(Q) telle que J(Q) = G(ugq).

L’étude de la fonctionnelle sans terme de périmetre, i.e., la minimisation de la
fonctionnelle J, a déja été faite. En particulier, quand f est bornée et positive, la
régularité complete du bord est obtenue quand d = 2, et la régularité a un ensemble
de mesure de Hausdorff H#?~! nulle prés quand d > 3 (on pourra se reporter a [Bri04]
et & [BHPO05]). On remarquera que, méme dans le cas d = 2, des singularités de type
point de rebroussement peuvent apparaitre quand le signe de f change. Dans tous les

15
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cas, une étape préliminaire reste I’étude de la fonction d’état associée a ce probleme.
La régularité Lipschitz de la fonction d’état est prouvée dans [BHPO05]. Dans le cas
ou la fonctionnelle J est la premiere valeur propre du Laplacien avec condition au
bord de Dirichlet, le méme type de résultat se trouve encore dans [BHP05|. Avec la
premiere valeur propre, mais pour des opérateurs de type div(AV), on pourra se référer
a [Wag05], et pour des opérateurs de type p-Laplacien non homogenes, & [BWO07].

De la méme maniere, I’étude du terme de périmetre seul cette fois, est classique.
On pourra se référer par exemple & [Giu84], ou encore aux travaux de Tamanini et aux
références qui y sont données ([Tam94], [Tam88], [GMTS83]). Le résultat essentiel (et
que nous utiliserons indirectement) est que le bord réduit des formes optimales est lisse,
et que le bord au sens de la mesure et le bord réduit ne different qu’a un ensemble de
dimension de Hausdorff d — 8 pres (si I'on travaille en dimension d).

Le postulat de base des travaux qui suivent a consisté a voir dans le périmetre un
terme régularisant. C’est a dire, on a voulu utiliser sa présence dans la fonctionnelle
de forme et ses propriétés pour trouver de la régularité sur les formes optimales. Pour
ce faire, la premiere chose a été d’“éliminer” le terme associé a ’'EDP, et pour cela, il
fallait arriver a prouver une régularité suffisante de la fonction d’état. Notre contribu-
tion principale a été de prouver, quand la fonction f est positive et réguliere, que la
fonction d’état associée a une forme optimale est lipschitzienne. Cette régularité nous a
alors permis d’utiliser les propriétés du périmetre pour obtenir un premier résultat de
régularité sur le bord de la forme optimale. Ensuite, on a mis en oeuvre des procédés
classiques faisant l’aller-retour entre la fonction d’état et le bord du domaine pour
monter en régularité.

On peut trouver un probléeme semblable dans [CLO3]. Les auteurs y étudient un
probleme voisin, avec un terme de compliance a la place de I'énergie de Dirichlet, et
en dimension 2 uniquement. Ils prouvent que le bord des formes optimales est lisse, en
utilisant la régularité apportée par le périmetre, apres avoir fait disparaitre le terme de
compliance. Bien que la technique que nous allons développer soit tres différente, de
méme que le contexte utilisé, les étapes clés (élimination du terme EDP, utilisation du
périmetre, bootstrap) restent les mémes. Enfin, on trouve dans [ACKSO01] I’étude d'un
couplage EDP périmetre. Le probleme est différent du notre (il s’agit la d’un probleme
a deux phases avec minimisation de 1’énergie totale et de la surface de la frontiere libre)
mais la technique qui y a été développée a été a la base de notre analyse.

Enumérons les principales contributions de ce travail. Tout d’abord, on a cherché
a obtenir des résultats d’équivalence des problemes (P)) et (P) pour des A grands. En
effet, I’observation du probleme (P) nous a conduits a remarquer qu’il est difficile de
perturber une forme optimale €. Par exemple, une perturbation élémentaire et naturelle
du type 2U B, pour une boule quelconque B dans D, n’est plus admissible. D’un autre
cOté, ce type de perturbation est admissible en ce qui concerne le probleme (P). L’idée
de se ramener du premier au second type de probleme est classique et a déja été exploitée
dans [BHPO5] en ce qui concerne le probleme de Iénergie de Dirichlet seule, ou encore
dans [GMT83] ou [Tam88] en ce concerne le périmetre seul. L’idée commune est toujours
que les résultats de régularité sont obtenus plus facilement pour le probleme (P)) et
transférés, via le résultat d’équivalence, sur le probléme (P). Dans notre étude, les
résultats d’équivalence prouvés sont valides pour des domaines de travail D présentant
une certaine structure. En effet, en pratique, I’obtention de ces résultats d’équivalence
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provient de notre capacité a faire des perturbations d’un sous-ensemble de D tout
en controlant I'influence de ces perturbations a la fois sur la variation de ’énergie de
Dirichlet et sur la variation du périmetre. Pour des domaines étoilés, sur lesquels a porté
notre étude, les homothéties constituent des perturbations qui ont permis ce controle.

L’étape suivante, préalable a toute étude de la régularité des formes optimales,
réside dans ’étude de la régularité de la fonction d’état. Pour une forme optimale €2 du
probleme (P ), 'utilisation de perturbations de la forme QU B pour des boules B nous a
conduit directement au premier résultat de régularité de la fonction d’état ug, a savoir la
%—Hélder continuité. Ces résultats ont fait ’objet de la publication [Lan07a]. Ils passent
essentiellement par 'obtention de bonnes estimations sur la distribution A|ug|, procédé
utilisé par exemple dans [BHPO05]. Ces estimations ont été obtenues dans plusieurs

cadres :

(i) d’abord, lorsque la fonction d’état est positive, de treés faibles hypotheses sur f
(f dans L? pour ¢ assez grand) suffisent.

(ii) Sans hypothese de signe, il faut cette fois estimer & la fois Aug et Aug,. Un outil in-
dispensable dans 1’étude de ce couplage a été le lemme de Monotonie de [ACF84].
Or, une hypothese fondamentale dans 1’étude de ce lemme demande que les me-
sures Aug et Aug, soient bornées inférieurement. La preuve dans ce cadre requiert
donc comme hypothése supplémentaire que la fonction f soit bornée. De plus, un
préalable pour appliquer le lemme de Monotonie est aussi de prouver la continuité
de uq.

(iii) On a enfin prouvé ce résultat de régularité dans le cas ou la fonctionnelle J n’est
plus associée au Laplacien, mais a un opérateur plus général de type elliptique
sous forme divergentielle (G(u) = 1 [, A(z)Vu(z) - Vu(z) — [, f u). On utilisera
ici une approche différente de (i) et (ii), exploitant a priori la régularisation par
le périmetre. On utilisera ensuite des résultats de la théorie des opérateurs ellip-
tiques, et, en particulier, on demandera & la fonction f d’étre positive (plusieurs
applications du principe du maximum) et bornée.

L’étude précédente ne permet pas de conclure directement & la régularité du bord
de la forme optimale dans les cas considérés. En effet, il faudrait avoir prouvé une
régularité de type (% + ¢)-Hélder continuité pour pouvoir espérer conclure. Le résultat
suivant a consisté a prouver que, si ’on suppose la fonction f bornée, positive, et Holder
continue, alors la fonction d’état associée a une forme optimale est lipschitzienne. Ce
résultat s’appuie fortement sur les méthodes développées dans [ACKSO01]. Il a fait I’'objet
de la publication [Lan07b].

Sous I’hypothese de lipschitziannité de la fonction d’état associée a une forme op-
timale, on peut appliquer la théorie des quasi-minimiseurs et prouver ainsi, d’une part
que la frontiere réduite de la forme optimale a une structure de variété C®, et d’autre
part que la différence entre le bord (au sens de la mesure) de la forme optimale et ce
bord réduit est de mesure H® nulle pour tout s > d — 8. L’étape suivante a consisté
alors en I’écriture de I’équation d’Euler associée a la forme optimale, formellement :

1
Ko = §]VUQ]2 + constante,

ou kg désigne la courbure moyenne au bord. On prouve alors, par un argument de
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“bootstrap”, que la ol la fonction f est de classe C*<, le bord réduit de la forme

optimale est de classe CF+3:«,

Enfin, intégralité de ces résultats a été transposée dans le cas ol la fonctionnelle J
est remplacée par A;(2), la premiere valeur propre de l'opérateur —A avec condition
de Dirichlet au bord. Notons que, dans ce cas, la fonction d’état est également positive
puisqu’il s’agit de la premiere fonction propre.

Enongons brievement le plan de cette partie.

Dans un premier chapitre, on va rappeler un certain nombre de résultats utiles

dans la suite, concernant notamment les espaces H{ ainsi que la notion de

périmetre. On donnera un certain nombre de références bibliographiques en omet-

tant souvent les preuves des résultats énoncés.

Dans un second chapitre, on mentionnera brievement quelques résultats d’exis-

tence pour la classe de problemes étudiée.

Dans un troisieme chapitre, on va étudier ’équivalence des problemes (P) et (Py).

Dans un quatrieme chapitre, on présente la preuve de la %—Hélder continuité dans

un cadre général.

Le cinquieme chapitre est consacré a la preuve de la Lipschitziannité de la fonction

d’état.

Le sixieme chapitre vise & appliquer les résultats précédents en vue d’obtenir des

résultats de régularité sur la frontiere d’une forme optimale. On y étudie aussi

I’obtention de régularité d’ordre supérieur.

Dans le septieme chapitre, on remplace la fonctionnelle J par A; la premiere

valeur propre de 'opérateur —A avec conditions au bord de Dirichlet et on indique

comment les résultats précédents s’adaptent.

Enfin, dans un dernier chapitre, on remplace la fonctionnelle J par I’énergie as-

sociée non plus a opérateur —A, mais & un opérateur elliptique sous forme diver-
1

gentielle. On verra comment on prouve la continuité puis la 5-Holder continuité

de la fonction d’état, sous de fortes hypotheses sur la fonction f.



Chapitre 1

Rappels

Les fonctionnelles que nous manipulerons dans la suite de cette partie feront in-
tervenir, de maniere générale, un terme d’énergie associé a une EDP et un terme de
périmetre. Afin de prouver les théoremes d’existence, il sera souvent nécessaire de re-
lazer les problemes considérés. En pratique, cela se résumera a prendre pour formes
admissibles des ensembles seulement mesurables. I’objet de ce chapitre est de rappeler,
dans une premiere partie, une définition générale que 1’on peut donner aux ensembles
H{, qui constituent le cadre que nous utiliserons pour les énergies d’EDP. Dans une
seconde partie, on rappellera la définition générale du périmetre et quelques résultats
de semi-continuité et de compacité utilisés dans la suite.

1.1 Sur les ensembles H}

En pratique, on va travailler sur des sous-ensembles d’un domaine fixe D (ce sera
d’ailleurs le cadre des problemes d’optimisation de forme que nous considererons plus
tard). On suppose donc que D est un ouvert régulier (pour I'instant non nécessairement
borné) de RY.

1.1.1 Premieéere définition

La définition de I’ensemble H& pour un ouvert est classique (on notera, pour un
ouvert €2, par C°(2) I'ensemble des fonctions de classe C*° a support compact inclus
dans I'ensemble Q) :

Définition 1.1. Soit {2 un ouvert inclus dans D. On définit la norme ||.|| 51 (q) par

v € C2(Q), llelin) = el + IIVellZ2@)-

L'espace H{ () est alors défini comme le complété de lespace C(f2) pour la
norme ||.[| g1(q)-

L’un des objectifs des résultats énoncés ci-apres est de fournir une définition perti-
nente de I'ensemble Hj(Q) quand I'ensemble © est “seulement” mesurable.
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1.1.2 Capacité, fonction quasi-continue

C’est I'outil qui permet en quelque sorte de “mesurer” les ensembles du point de
vue de leur influence sur les espaces H}. En voici la définition :

Définition 1.2. Soit K un compact de R%. On pose
cap(K) = inf{HvH?{&(Rd) v E Cgo(Rd), v > 1 sur K}.
Pour un ouvert w de R%, on pose
cap(w) = sup {cap(K) : K C Q, K compact }
Enfin, pour un sous-ensemble quelconque E de RY, on pose
cap(F) = inf {cap(w) : E C w, w ouvert }.
On a alors une définition équivalente :
cap(F) = inf {”'UHHI(Rd) : v € Hy(RY), v > 1 p.p. sur un voisinage de E'}.
(avec cap(F) = oo si 'ensemble ci-dessus est vide).

Remarque. (i) De la méme maniere que les ensembles de mesure nulle donnent naissance
a la notion de presque partout, les ensembles de capacité nulle engendrent la notion de
quasi-partout.

(ii) En pratique, les ensembles de capacité nulle sont transparents vis-a-vis des
espaces Hg.

(iii) Pour plus de détails sur les propriétés des capacités, on pourra consul-
ter [HPO5], [Zie89].

Voici une autre notion engendrée par les capacités :

Définition 1.3. Une fonction f : R¢ — R est dite quasi-continue si et seulement si il
existe une suite décroissante d’ouverts de R? : (wy,),, vérifiant

lim,, o cap(wy,) =0
la restriction de f au complémentaire de w,, est continue.

Cette notion est en fait congue pour les fonctions des espaces H&. En effet, on a le
résultat suivant :

Théoréme 1.1. Toute fonction f de H&(Rd) admet un représentant quasi-continu f

qui est unique modulo ’égalité quasi-partout.

Remarque. Dans la suite, la notation - désignera toujours le représentant quasi-continu.
De la méme maniere que les ouverts sont associés aux fonctions continues, on définit

les quasi-ouverts :

Définition 1.4. Un sous-ensemble 2 de D est dit quasi-ouvert s’il existe une suite
décroissante d’ouverts (wy,), telle que

lim,, o cap(wy) = 0,
Vn, QU w, est ouvert.
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On fait alors le lien entre fonction quasi-continue et quasi-ouvert (dans la suite, on
a utilisé la notation [F' > a] pour désigner I'ensemble {z : F(x) > a}, et on définit de
facon semblable les ensembles [F' < a] et [F # a]) :

Proposition 1.2. Soient f : R — R une fonction quasi-continue et o un réel. Alors
U'ensemble [f > o] est un quasi-ouvert. En particulier, siu est une fonction de Hi(R?),
[a > o] est un quasi-ouvert, et tout quasi-ouvert est de cette forme.

1.1.3 Définition générale de ’espace H;}

La définition générale des espaces H& découle du résultat suivant :

Théoréme 1.3. Soit Q un ouvert quelconque contenu dans D. Alors
(u€ H)(Q)) < (ue Hy(D) et i =0 quasi-partout sur D\S).
Une définition générale de espace H{ suit :
Définition 1.5. Soit A un sous-ensemble de D. On pose
HY(A) = {ue HY(D) : @ =0 q.p. sur D\A}.

Remarque. (i) Avec cette définition, on remarque que, pour n’importe quelle fonction
u € H{(D), on peut définir le quasi-ouvert [@ 7 0], et on a alors u € H{ ([a # 0]).

(ii) Remarquons enfin que, pour u dans H} (), les fonctions u et Vu sont définies
sur tout D, mais nulle presque-partout sur D\Q). En pratique, cela signifie que I'on a

/u2:/u2,/|Vu]2:/ |Vul?.
Q D Q D

En utilisant cette remarque, on “oubliera” parfois dans la suite d’écrire sous le signe [
I’ensemble sur lequel porte I'intégration.

Dans la suite, une propriété fondamentale de ces espaces est la suivante :

Lemme 1.4 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un sous-ensemble mesurable de R? de
mesure finie. Alors,

Vv € HY(Q), /v2 < C(d) || / V|2
Q Q

Remarque sur la preuve. Elle est obtenue en utilisant la méme inégalité, plus facile,
lorsque les fonctions sont radiales, et le procédé de symétrisation radiale (voir [Cro91]).
]

Remarque. On peut alors définir de nouveau un probleme de Dirichlet, en utilisant un
procédé de minimisation. On cherche une fonction u € H{ () réalisant

G(u) = inf {G(v) tve Hé(Q)},
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ou G(v) = %f |Vu|? — f v. En utilisant I'inégalité de Poincaré, on prouve, par 1’étude
d’une suite minimisante qu’une telle fonction u existe, et qu’elle vérifie de plus

VvEH&(Q),/Vu-Vv:/fv.
Q Q

En particulier, on a donc
/ |Vu|> = / f u.
Q Q

Pour un sous-ensemble €} de D, on notera uq cette fonction.

En ce qui concerne le rapport du passage a la limite avec les capacités, on a le
résultat suivant :

Proposition 1.5. Soit (fp), une suite de fonctions convergeant vers f dans Hl(Rii).
Alors, il existe une suite-extraite (fp,,)m telle que f,,, converge quasi-partout vers f.

Un résultat sur les supports de fonctions, utilisé dans le seconde partie de ce docu-
ment :

Proposition 1.6. Soient u et v deuzr fonctions dans H&(D). Si w.v = 0 quasi-partout,
alors il existe un autre représentant quasi-continu U de u (donc égal a U quasi-partout)
tel que [U # 0] N[0 # 0] = 0.

Enfin, une notation pratique dans la suite :

Définition 1.6. Soit u une fonction H{ (D), on définit Q, = [@ # 0]. On remarque que
cet ensemble est défini & un ensemble de capacité nulle pres.

1.1.4 Relaxation

Dans I’étude de suites minimisantes pour les problemes d’optimisation considérés,
il sera souvent intéressant de regarder des problemes relaxés (On pourra se reporter a
la remarque 4.5.4 dans [HP05]). Pour cela, on peut introduire les espaces suivants :

Définition 1.7. Soit 2 un sous-ensemble de D. On pose
HN Q) = {ue HY(D) : u =0 presque partout dans D\Q}.

Un procédé pour prouver 'existence de forme optimale peut consister a rempla-
cer I’espace H& sur lequel on travaille par 1'espace ﬁ& On obtient ainsi une nouvelle
fonctionnelle de forme pour laquelle on arrive a obtenir un résultat d’existence, puis a
“remonter” a la fonctionnelle originelle. Pour ce faire, on peut remarquer que pour un 2
donné et un u € H}(Q), l'ensemble Q' = QUa # 0] est équivalent au sens de la mesure
a Q (on entend par 1a que |[QAQ’| = 0) et la fonction u est cette fois dans H}()). En
pratique, pour certains problemes, si {2 est une forme optimale pour le probleme relaxé,
Q' est alors une forme optimale pour le probléme initial.

Remarque. Mentionnons qu’'une autre technique pour obtenir des résultats d’existence
consiste a rajouter des contraintes sur les formes admissibles, afin de créer de la com-
pacité. Par exemple, on ne s’intéresse qu’aux ouverts vérifiant une propriété de e-cone,
ou seulement une contrainte de type capacitaire. En dimension 2, on peut donner des
contraintes sur le nombre de composantes connexes d’un ouvert et le nombre de com-
posantes connexes de son complémentaire. Un exemple d’application de cette méthode
peut par exemple étre trouvé dans [CLO3].
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1.2 Sur le périmetre

Pour trouver des détails concernant les résultats et définitions suivants, on pourra
consulter les ouvrages clés suivants : [Fed69], [Zie89], [EG92].

1.2.1 Définition

Remarque. Pour un ouvert Q borné, a bord régulier inclus dans R%, on a, par la formule
de Stokes, pour tout ¢ dans C>°*(R%, R%),

/ divy = / @ -n ol n est la normale extérieure au bord de 2
Q a0
< HTH9) ol oo (e -

De plus, le cas d’égalité dans cette formule est réalisé (pour un 2 régulier) en prenant
pour ¢ un prolongement & tout R? de la normale extérieure au bord de € tel que

el oo (may < 1.

A partir de cette remarque a été généralisée la définition du périmetre :

Définition 1.8. Soit 2 un ensemble mesurable inclus dans R?. On définit le périmetre
de Q par la formule

P(Q) =sup{ [aive: oec®IRY, ol < 1},
Q

ou on a

d
[y = s 3 GR(2).
zeR4 i=1

Si I’on se donne un ouvert D de R?, on définit de méme le périmetre relatif & D par
P@.0)=sw{ [ vy s o DR, ol <1}
Q

Remarque. (i) Remarquons tout d’abord que l'on a, selon cette définition, P(Q2) =
P(Q,RY).

(ii) Ensuite, dans le cas ou 'ensemble 2 est régulier, ces formules coincident avec
les formules usuelles :

P(Q) = [ do, P(Q,D) = / do.
0N DNo

(iii) Pour un ensemble  de périmetre fini, application D — P(£2, D), a priori
définie sur les ouverts, se prolonge en une application définie sur tous les sous-ensembles
mesurables de R?. Cette application a alors une structure de mesure sur R%. On pourra
se référer a [Giu84], ou encore a [EG92].
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Proposition 1.7. Deux propriétés du périmetre que nous utiliserons beaucoup dans la
suite :
(i) Si Q2 est un sous-ensemble mesurable de R? et t un réel strictement positif, on a

P(tQ) =t 1P(Q).
(ii) Si A et B sont deux sous-ensembles mesurables de R?, on a

P(AUB) + P(ANB) < P(A) + P(B).

1.2.2 Semi-continuité, compacité

Dans les procédés d’optimisation, une étape importante sera 1’étude de suites mini-
misantes d’ensembles. Pour cela, il sera important d’avoir deux propriétés concernant
les suites d’ensembles : de la compacité, et de la semi-continuité. Pour ce faire, on
commence par représenter une suite d’ensembles par la suite des fonctions indicatrices
associées, suite qui peut étre étudiée dans L'(R?) :

Définition 1.9. Soient (£2,,),, une suite de sous-ensembles mesurables de R%, et © un
sous-ensemble mesurable de R?. On dira que (£2,,), converge dans L'(R?) vers Q si la
suite des fonctions indicatrices (1q, ), converge dans L'(R?) vers 1.

Lemme 1.8 (Propriété de semi-continuité). Soit (2,), une suite de sous-ensembles
mesurables de R® convergeant dans L'(R®) vers un sous-ensemble mesurable Q de RY.
Alors, pour tout domaine D,

P(Q, D) <liminf P(Q,, D).

Lemme 1.9 (Propriété de compacité). Soient D un ouvert borné de RY, (Q,)n une
suite de sous-ensembles de D telle que la suite de réels (P(Qn, D))n est bornée. Alors,
on peut en extraire une sous-suite qui converge dans L'(D) wvers un certain sous-
ensemble mesurable ) de D.

Remarque. On peut aussi faire le lien avec les fonctions BV (Cf. [Giu84]) : pour une
fonction f dans L'(D), on commence par définir la quantité

/1o :sup{ [ Faive s o eCEDRY, elumn < 1}.

Alors, on dit que la fonction f est dans BV (D) si [, |Df] < co. L’espace BV (D) est
muni de la norme

1 lsvioy = 1z o) + /Q Dy.

En pratique, les propriétés de semi-continuité et de compacité précédemment énoncées
sont des cas particuliers de propriétés similaires pour des suites de fonctions bornées
dans BV (D).



Chapitre 2

Résultats d’existence

Les résultats d’existence de solution aux problemes d’optimisation usuels pro-
viennent soit de 1’étude de suites minimisantes, soit de considérations géométriques
(utilisation de symétrisations). Cette seconde méthode ne peut pas fonctionner dans
le cas qui nous intéresse ici : nous n’avons en effet a priori aucune information sur la
“géométrie” du domaine considéré D et surtout aucune information sur d’éventuelles
symétries de la fonction f. En premier lieu, on verra que si le domaine de travail D
est borné, les résultats d’existence apparaissent plutot simplement par I’étude de suites
minimisantes. En revanche, on explicitera ensuite un contre-exemple ou, avec un do-
maine D non-borné, ’absence de structure de la fonction f nous conduit a l’absence
de solution. Enfin, on énoncera un certain nombre de résultats partiels dans le cas ou
D =R%

Notation. Tout au long de ce document, lorsque ’on procede a une intégration sans
préciser le domaine, cela correspond a une intégration sur le domaine de travail D :

/F:/DF.

2.1 Deécroissance de J

Commencons par rappeler la définition de J : pour un sous-ensemble mesurable )
de D,
J(Q) =inf {G(u) : ue H)(Q)},

o1, pour tout u dans Hg(Q), on a

G(u):;/Q|Vu|2—/qu.

De nombreux résultats dans la suite sont soit simplifiés, soit simplement possibles, grace
a la décroissance de J :

Proposition 2.1. La fonction J est décroissante : si 2 et ) désignent deuzr sous-
ensembles mesurables de D, alors

(Qc Q)= (JQ)<JQ).

25
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Démonstration. Cela découle simplement de ce que, lorsque 2 C €/, on a

Hg() € Hy().

2.2 Relaxation

L’étude de l'existence de formes optimales aux problemes (P) et (P)) peut étre
résolue en utilisant un procédé de relaxation. Pour ce faire, rappelons la définition des
espace H{ :

~

HY(Q) = {ue HY(D) : w =0 presque partout dans D\Q} > HY(Q).

Remarquons qu’en général, les espaces H et I:[& sont différents. Il suffit simplement de
penser a © =|0, 1[U]1, 2] en dimension 1.
On définit alors une relaxation de la fonctionnelle J :

j(Q):inf{;/QWuF—/qu : ueﬁg(m},

et des relaxations des fonctionnelles £ et &) :

E(Q) = J(Q) + P(Q), Ex(Q) = J(Q) + P(Q) + A||Q] — m|.

Remarque. Remarquons que, a linstar de la fonctionnelle J, la fonctionnelle J est
décroissante. En particulier. Comme de plus J(D) = J(D), on trouve que, pour tout
sous-ensemble mesurable €2 de D,

J(D)=J(D) < J(Q) < J(Q)<0.
On peut alors formuler des problemes relaxés :
Trouver Q* € A,, (13)
Q) =inf {£(Q) : Q€ Ay}
Trouver Q* € A A
E(Q) =inf {£,(Q) : Qe A}

La méthode utilisée consistera donc & prouver que les problemes relaxés ont des solu-
tions, puis, a partir de ces solutions, de construire des solutions aux probléemes initiaux.

2.3 Cas ou D est borné

On commence par ’étude des problemes relaxés :

Lemme 2.2. Dans le cas o D est borné, les problémes (P) et (P)) admettent des
solutions.
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Démonstration. On reprend essentiellement la preuve de [HP05].

(i) Cas du probléme (P).

Considérons une suite minimisante (€2,), pour ce probleme. En particulier, la
suite (P(Q,) + J(Qn))n est bornée, par exemple par une constante M. En utilisant
la décroissance de la fonctionnelle .J , on trouve que,

Vn >0, P(Q,) <M —J(Q,) <M — J(D) < .

En particulier, la suite de fonctions (1q, ), est bornée dans BV (D). En appliquant
le lemme 1.9, on peut supposer (quitte & extraire) que cette suite converge vers une
fonction 1q dans L' (D) (et méme presque partout). En particulier, de cette convergence
forte et de la semi-continuité du périmetre pour la convergence forte L', on a

2] = m et P(Q) < liminf P(Q,).

n—oo

Pour tout €2, on appelle u,, = uq, la fonction d’état associée, i.e.
u, € HE Q) et J(Q,) = Gluy).

On a
/ Yy [? = / fun = / f un < C(D.d) [l 200y |Vtmll 20,
97% Qn D

en utilisant I'inégalité de Poincaré dans D. En particulier, la suite (uy), est bornée
dans H&(D). On peut donc supposer, quitte a extraire, qu’elle converge faiblement
dans H}(D) vers un élément u € H} (D). Par les théorémes de Rellich et de Lebesgue
inverse, on peut méme supposer, toujours quitte & extraire, que la convergence est forte
dans L%(D) et presque partout. De cette convergence faible, et de la semi-continuité
inférieure de la norme sur H} (D), on déduit

1 1
— [ |Vul? <liminf= [ |Vu,|? et [ fu= lim [ fu,.
2Jp n—oo 2 Jp D e D

En particulier,
P(Q) + G(u) < liminf P($,) + J(Q).

Et on peut conclure si I'on prouve que u € fI&(Q) Ceci provient de ce que, pour
tout n > 0, la fonction wu,.(1 — 1q, ) est nulle presque partout. En passant a la limite,
la fonction u.(1 — 1) est encore nulle presque partout, et donc u = 0 presque partout
dans D\, i.e., u € H}(Q). On a alors,

J(Q)+ P(Q) < limn inf J(Q) + P(Q),

et donc Q est une forme optimale du probleme (P).

(ii) Cas du probléme (Py).
On procede & un raisonnement similaire, & ceci pres que les éléments de la suite mini-
misante n’ont pas tous nécessairement la méme mesure. En revanche, la convergence
L' forte des fonctions caractéristiques nous donne la convergence de [Q,| vers [Q].
L’ensemble  est, de la méme maniére que dans le (i), une forme optimale pour le
probleme (Py). O
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On en déduit le résultat sur les problemes initiaux :

Théoréme 2.3. Dans le cas ot D est borné, les problémes (P) et (Py) admettent des
solutions.

Démonstration. On commence par introduire une solution au probleme relaxé. Soit €2
une solution au probleme (P) (resp. au probleme (P))) et soit u la fonction d’état
associée, i.e.

we H (Q) et Gu) = J(Q).

Alors considérons 'ensemble Q' = QU@ # 0]. Comme u est un élément de H} (Q), tout
représentant de u est nul presque partout dans D\, en particulier 4. On en déduit que
Q et ' ne different que d’un ensemble de mesure nulle, ce qui implique en particulier
que
P(Q)=P() et |Q =Y.

Enfin, comme u est cette fois un élément de H} (') (puisque nul quasi-partout hors de
'), on a J() < G(u) = J(Q). Par conséquent, 'ensemble Q' est une forme optimale
du probleme (P) (resp. du probleme (P))). O

Remarque. Dans le cas considéré ci-dessus, a savoir D borné, on peut encore prouver
I’existence de formes optimales pour la fonctionnelle de forme obtenue en remplagant,
dans les définitions de & et de &), le périmetre de la forme P(€)) par son périmetre
relatif P(Q, D).

2.4 Contre-exemples avec D non borné

2.4.1 Un contre-exemple portant sur la forme de D

Dans le cas ou D est non borné, il faudrait étre capable d’utiliser la structure de
groupe sous-jacente & R% pour prouver Iexistence (ce que nous ne savons pas encore
faire). Dans le cas ou une telle structure est absente, on peut cependant prouver qu’il
n’y a pas de forme optimale.

En effet, dans le cas ou la fonction f est identiquement nulle (et donc aussi réguliere
que l'on veut!), la fonctionnelle J étant constante, les problemes (P) et (P)) ne sont
rien de plus que les problemes isopérimétriques classiques. On exhibe ici un domaine
D ou l'existence de forme optimale n’a pas lieu.

On se place sur R%. On considere une fonction g : R — R* vérifiant les conditions
suivantes :

g est strictement croissante sur R,

g est paire,
g(0) =1/2, lim g(x) = 1.
r—00

On définit alors le domaine de travail

D= {(z,y) e R : |y[ < g()}.
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Il suffit alors de remarquer que le probleme isopérimétrique avec comme contrainte de
volume le volume de la boule de rayon 1 dans R? :

Trouver 2 C D, mesurable, avec |2| = m tel que
VQ) C D, mesurable, avec || =m, P(Q) < P(Q)

n’a pas de solution sur ce domaine D.

Pour le cas de la fonctionnelle de forme obtenue en remplacant le perimetre de la
forme P(Q) par son périmetre relatif P(€2, D), et dans le cas o D est non borné, on
peut encore trouver des domaines ou il n'y a pas existence (voir [HP05]).

2.4.2 Un contre-exemple portant sur la régularité de f

On montre ici, dans le cas ou D est non borné, que le résultat d’existence d’une
forme optimale tombe en défaut pour certains f € L.

Considérons un réel m strictement positif donné, et posons D = R%. Considérons
une suite de boules, deux & deux disjointes, (By,),, dans R, vérifiant la condition de

volume : |B,| =m.(1 — %H) Posons alors la fonction
f=2 1z
n>0

Proposition 2.4. Avec le domaine D = R et la fonction f définie ci-dessus (qui est
bien bornée sur R?), le probléme (P) n’a pas de solution.

Démonstration. Tout d’abord, considérons une boule B dans R? et de volume m. Soit
alors u la solution du probleme

—Au =1 dans B,
u =0 sur 0B.

si

1
A= [1vup = [ usPo),
2 B B

inf {£(Q) : Qe Ay} <A

on vérifie que

En effet, si B, désigne la boule de R% de méme centre que B,, et de volume m, c’est

un élément de A,,, P(B,) = P(B) et

- 1
1imJ(Bn)=2/ \WP—/ u.
n B B

Maintenant, soit une forme admissible Q. Montrons que £(2) > A. Déja, par
I'inégalité isopérimétrique, on a P(Q2) > P(B), I'égalité n’ayant lieu que quand 2 est
une boule de méme mesure que B. Enfin par symétrisation radiale, on trouve que

J(Q) > ;/Bw?—/Bu.
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Supposons que l'on ait ’égalité £(2) = A. On a donc en particulier P(Q2) = P(B), ce
qui signifie que 2 est une boule de volume m = |B|. On a ug € H}(2), mais —Aug ne
peut étre égal a 1 sur tout 2 d’ou, par stricte convexité, on a

1
J(Q)>/ Vu|2—/u,
2 /B B

et donc, £(2) > A, ce qui nous donne une contradiction.
Par conséquent, il n’y a pas de forme optimale pour ce probleme. ]

2.5 Résultats partiels dans le cas D = R

Dans le cas ou D est 'espace tout entier, et ou la fonction f est une fonction
positive, non identiquement nulle et a support compact, on s’attend a avoir des résultats
d’existence.

2.5.1 Quelques estimations

Un des objectifs serait d’étudier le comportement de suites minimisantes. Remar-
quons que, lorsque les ensembles considérés deviennent de plus en plus grands, le
périmetre et la mesure ont tendance a croitre, alors que 1’énergie de Dirichlet a tendance
a aller vers —oo. Le premier objectif est donc de savoir si les fonctionnelles considérées
sont bornées.

Proposition 2.5. Soit M un nombre réel. Soit Q € A, tel que E() < M. Alors, on
a

max { — J(Q),|2], P(Q)} < C(d, || f]|z2,m, M).

Démonstration. Soit u la fonction d’état associée a 2. On a donc (voir le chapitre 1)

/Q|Vu|2:/ﬂfu.

En appliquant au terme de droite l'inégalité de Holder, puis celle de Poincaré
(lemme 1.4), on trouve

2
IVullZe(py < C(d) £l 1947 [Vl 20y

On en déduit que J(Q) = —3 HVUH%Q(Q) est borné dans R par des constantes dépendant
de m, d et || f||12. Le résultat de la proposition suit. O

Proposition 2.6. Il existe un Ao = Xo(d, || | z2) > 0 tel que,
YA > Ao, 3C = C(d, | fll2,m, A) € R, ¥Q € A, £,(Q) > C.

Pour d > 3, on peut méme prendre A\g = 0.
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Démonstration. On adapte ici une méthode utilisée dans [BHPO05]. Pour cela, posons
z = [VullL2(q) et y =[]

De I'inégalité de Poincaré (lemme 1.4), on déduit

J(Q) > ~a® = C(d) || f|l 12 y7 =,

N —

d’ou 'estimation suivante sur &) :

1 1
Q) > =2?—C(d) ||fll2 i @+ Aly —m|

2
1 1\2 Cd2 2
> L= Il vt) + Ay —ml = S 2. o

Si d > 3, le second membre de cette derniere inégalité tend vers +o0o quand y tend
vers 4+00. Si d = 2, c’est aussi le cas des que A > Ao = C(d)? || f||72, puisqu’on a alors

O(d)?
2

a©) = [fllzzy —Am=—Am.

Dans tous les cas, on trouve le résultat. ]

Corollaire 2.7. Si £x(Q) < M, pour X > )Xo défini dans la proposition précédente,
alors il existe C = C(d, || f||z2,m, M) tel que

max{ — J(9), \Q],P(Q)} < C.

Démonstration. Les estimations obtenues dans la preuve de la proposition précédente
nous montre donc, sous les hypothese £,(2) < M et A > Ao, que 'on a

|Q| < C(da ||f||L25m7M)'

les autres estimations s’obtiennent comme dans la preuve de la proposition 2.5. 0

2.5.2 Etude de suites minimisantes

On va voir que I’étude d’un procédé classique d’optimisation par des suites minimi-
santes n’est pas fructueuse. Pour cela, considérons une suite minimisante (£2,),, pour le
probléeme (P) (ou pour le probleme (P ) sous 'hypotheése A > \*). Pour tout n, notons
u, la fonction d’état associée a €2,. Les estimations précédentes nous donnent quelques
premiers résultats :

Proposition 2.8. (i) La suite (uy), est bornée dans H'(RY).
(ii) La suite (1q, )n est bornée dans BV (O) pour tout ouvert O borné de RY.

On peut donc supposer, quitte a considérer une suite extraite, qu’il existe un u
dans H'(R%) et un sous-ensemble mesurable 2 de R? tels que

U, — u faiblement dans H} (RY), presque partout et dans L2 (R%),

loc
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1g, — 1g dans Li (R%).
Comme précédemment, on peut supposer, quitte a remplacer Q par QU [a # 0], que
u € HLHQ).
Le probleme essentiel de cette méthode est qu'un phénomene de fuite de la masse
a l'infini peut avoir lieu. Le résultat suivant permet de conclure quand il n’y a pas de
fuite de la masse :

Théoréme 2.9. Si lim, |Q,| = [Q|, alors Q est une forme optimale pour le
probléme (P) (resp. pour le probléeme (Py)).

Démonstration. En effet, de 'hypothese lim,, |Q,| = |€2|, on déduit que la suite (1q, )n
converge fortement dans L'(R?) vers 1. En effet, si I'on se donne un ¢ > 0, comme
|| < liminf [, est fini, on trouve qu’il existe un R > 0 tel que 2N B(0, R)| > || —e.
De la convergence de la suite (1q, ), vers 1o dans LL (R?), on trouve que

lim [, N B(0, R)| = |2 B(0,R)| > |Q| — £ = (lim mn\) e
On en déduit que, pour n grand (par exemple n plus grand qu'un N donné),

Qn, N B(0,R)| > || — 2¢, ie., [2,\B(0,R)| < 2e.

D’ou

/ 1o, — 1lo| < / |1Qn—1Q|+‘Qn\B(0,R)‘—’—‘Q\B(O,R)‘
R4 B(0,R)

< / 1o, — 1a| + 3e.
B(0,R)

De la convergence de la suite (1q, ), vers 1q dans L'(B(0, R)), on déduit que

limsup/ 1q, — 1la| < 3e.
Rd

n

et ceci étant vrai pour tout € > 0, on a donc
1g, — 1q dans LY(RY).

Des propriétés de semi-continuité du périmetre et de la fonctionnelle J, on déduit
immédiatement que §2 est une forme optimale. O

Remarque. En supposant seulement f € LOO(RC[)7 il est impossible de prouver ce
résultat de convergence des mesures. Le contre-exemple fourni ci-dessus montre jus-
tement un cas de fuite de la mesure vers l'infini. Avec la fonction f spécifiée dans le
contre-exemple, il ne peut pas en étre autrement.

Dans d’autre cas, on sait qu’il existe une forme optimale, mais ce résultat d’existence
provient de procédés de symétrisation, et pas de I’étude de suites minimisantes. Par
exemple, dans le cas ou la fonctionnelle J est identiquement nulle, c’est a dire quand
on étudie le probleme isopérimétrique, le résultat provient d’un réarrangement de la
forme.

De maniére générale, on s’attend & devoir modifier la suite minimisante pour “tuer”
la fuite a I’infini dans des cas ou celle ci ne devrait pas avoir lieu. Par exemple, si la fonc-
tion f est positive, non identiquement nulle, lisse et & support compact, la régularisation
de J tendra a concentrer toute la masse pres du support de f.



Chapitre 3

Résultat d’équivalence

Dans cette section, on s’intéresse avant tout a I’équivalence entre les problemes (P)
et (Py). En effet, on espére ainsi prouver des résultats de régularité sur le probleme
penalisé (P,), puis les transférer sur le probleme contraint (P). On imagine que la
preuve de tels résultats de régularité sera plus aisée pour le probleme pénalisé, celui-ci
nous présentant un nombre beaucoup plus grand de formes admissibles.

L’idée de base est la suivante : on considere une forme optimale €2 du probleme
pénalisé (P,) dont la mesure || n’est pas égale & m. On cherche alors & en déduire
une borne supérieure sur A qui soit indépendante de la forme optimale choisie. Pour
ce faire, on va chercher a perturber la forme 2. Remarquons que, dans le cas ou le
domaine D est étoilé par rapport a un point, on établit une preuve simplifiée du résultat
d’équivalence obtenu dans [BHPO05] (ou le probléeme contraint est la minimisation de
I'énergie de Dirichlet J(2) avec la contrainte de volume Q2| < m, et le probleme pénalisé

la minimisation de la fonctionnelle J(2) + A[|Q] — m] +).

3.1 Le résultat principal

Dans la suite, on dira qu'un sous-ensemble Q de R? est étoilé (sous-entendu par
rapport a un point x de ) si,

Vy € Q, [z,y] C Q.
On peut alors énoncer le résultat principal :

Théoréme 3.1. On suppose ici que D est borné et étoilé et que f appartient a L*(D).
Alors, il existe \* = X*(m, f, D) tel que, pour tout A > \*, les problemes (Py) et (P)
ont les mémes solutions.

La preuve de ce théoreme utilise la constatation suivante :

Lemme 3.2. On suppose que, pour un A\ donné,
(i) il existe une forme optimale au probléme (P)),
(ii) toute forme optimale du probléme (Py) a pour mesure m.

Alors le probleme (P) admet au moins une forme optimale et les formes optimales
de (P) sont exactement les formes optimales de (Py).

33
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Démonstration. Considérons tout d’abord une forme optimale 5 du probleme (Py).
Par (ii), on a nécessairement [Q5| = m et donc cette forme est admissible pour (P).
Soit maintenant une forme © admissible pour (P). On a

P(23) +J(23) = () = Ex() < Ex(Q) = €(Q)

et donc toute forme optimale de (Py) est une forme optimale de (P).

Réciproquement, si maintenant Q* désigne une forme optimale de (P), et © une
forme admissible pour (P)), c’est a dire un ensemble mesurable inclus dans D et de
mesure finie, alors

E\Q) = E(2%) < E(}) = £5(2}) < E\(Q).
En particulier, toute forme optimale de (P) est optimale pour (Pj). O

Mise en route de la preuve du théoréme 3.1. A partir du lemme précédent, étant
donnés les résultats d’existence déja établis dans le cadre des hypotheses du théoreme,
i.e., quand D est borné, on voit qu’il suffit de prouver qu’il existe un A* > 0 tel que,
pour tout A > \*, pour toute forme optimale 25 de (Py), on a |Q}| = m.

On prouvera cette propriété par contraposée. On prendra {2} une forme optimale
du probleme (P)) avec |{25| # m et on prouvera que nécéssairement A < A* pour un
certain A* ne dépendant pas du choix de €23.

Dans un premier temps, on supposera que |25| < m et on prouvera que A < Ay. Pour
ceci, la monotonie de J simplifiera notre travail et la preuve ne demandera quasiment
aucune hypothese sur la forme de D. Elle utilisera en revanche un résultat d’Italo
Tamanini ([Tam88]) dont nous prouvons ici une extension.

Dans un second temps, on supposera que |Q3| > m et on prouvera que A < As.
Pour ceci, on ne pourra pas utiliser directement la monotonie de J et on devra trouver
un moyen de gérer a la fois les termes J et le périmetre. Pour cela, on supposera
que le domaine est étoilé afin de pouvoir effectuer des homothéties sur les ensembles
considérés.

Au final, en prenant \* = max{Aj, A2}, on aura prouvé le théoréme.

3.2 Quelques estimations

Dans cette section, on va prouver un certain nombre d’estimations qui s’avereront
utiles dans la suite.

Lemme 3.3. On suppose ici D seulement ouvert. Il existe un My = M1(D, m) > 0 tel
que, pour tout A\ > 0 et pour toute forme optimale Q3 du probleme (Py), on a

8)\(Q§\) < M.

Démonstration. On affirme qu’il existe un ensemble A € A tel que P(A) < oo et
|A| = m. En effet, il existe une famille finie de boules incluses dans D et dont la réunion
a pour mesure m. Pour le prouver, il suffit de remarquer que D, en tant qu’ouvert de
R?, peut s’écrire comme réunion dénombrable de boules :

D:UBn

n>0
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ou les B, sont des boules incluses dans D. Alors, nécessairement,

N
lim B,| =|D .
N—o0 U " ‘ ’ =m
n=0
On choisit donc le premier N > 0 tel que
N-1 N
UBngmet UB” > m.
n=0 n=0

Comme la fonction f : ¢ € [0,1] — ‘tBN U UnN;()l Bn‘ est continue avec f(0) < m et
f(1) > m, il existe un ¢ € [0, 1] tel que f(¢t) = m. La famille (By, ..., By_1,tBy) vérifie
alors l'assertion.

Comme de plus on a

N-1 N-1
P (tBN u Bn> < P(tBy)+ »_ P(B,) < x,
n=0 n=0

I'ensemble A = tBy U UnN;()l convient.
Application. En particulier, comme, quel que soit le choix de A, I'ensemble Q3 est
une forme optimale, et comme la fonctionnelle J est a valeurs négatives, on a

Ex(Q}) < En(A) = J(A) + P(A) + A||A] — m| < P(4) = M < .
O

Quand maintenant le domaine D est borné, on peut préciser les différentes estima-
tions (on désigne par u la fonction d’état associée a la forme () :

Lemme 3.4. On suppose D borné. Alors il existe une constante My = Ma(D, f,m) > 0
telle que, pour tout X > 0, et pour toute forme optimale €05 du probléme (Py), on a :

/ |vuy2} < My,
o

Démonstration. Le premier résultat découle de la monotonie de J. On a en effet 2} C
D, et donc

max {_J(Qi)a P(Qj)v )\"Qm -m

—J(3) < —J(D) < o0.

L’estimation sur [ [Vu|? découle de 'égalité

J(5) = ;/|Vu\2—/fu:—;/|Vu|2.

De tout ceci I'on déduit que
P(Q3) + M Q3| —m| < My — J(D),

et le choix My = My — J(D) convient. O
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Corollaire 3.5. En particulier, les mesures des formes optimales des problémes (P))
tendent vers m quand X\ tend vers oo. Plus précisément,

)\lim (sup{‘|(2f\| - m| : Q) forme optimale du probleme (P)) }) = 0.

—00

Remarque. Pour la suite, on fixe A; > 0 suffisamment grand tel que, pour tout A > Ay
et pour toute forme optimale Q3 du probleme (P)), on ait

Dl —
21> 2 e oy > P2

3.3 Preuve de I’équivalence : étude du cas |Q}]| <m

3.3.1 Une extension d’un lemme d’I. Tamanini

L’essentiel de cette preuve repose sur la possibilité de faire des perturbations
extérieures de la forme optimale en conservant un controle sur le périmetre. Le lemme
suivant, issu de [Tam88] nous permet justement de faire ce genre de perturbations quand
D est un cube (nous avons volontairement choisi une version simplifiée du lemme qui
va nous servir pour une version plus générale plus adaptée au probleme).

Enoncé du lemme

Lemme 3.6 (I. Tamanini [Tam88]). Soit D un cube ouvert dans RY. Soient L un
sous-ensemble mesurable de R%, et o, § deux constantes strictement positives telles
que

|IDNL|>a, |D\L| > «a, P(L,D) <f.

Alors, il existe deux constantes strictement positives b = b(a, 3) et ¢ = c(a,3) (et
dépendant aussi de la taille du cube) telles que, pour tout v €] — b,b[, il existe un
sous-ensemble mesurable L de R® tel que

LAL cc D, |LAL| = |v],

LcLsiv>0 LCLsiv<O0, et
P(L,D) < P(L,D) + clv|.

Remarque. Le point important de ce lemme est que, quitte a bien choisir les pertur-
bations de I’ensemble considéré, on peut supposer que les variations du périmetre sont
proportionnelles a celles du volume.

On cherche maintenant a étendre ce lemme & des ensembles D beaucoup plus
généraux, a savoir des ouverts bornés et connexes. On va plus précisément prouver
le résultat suivant :

Lemme 3.7. Soit D un ouvert borné connexe inclus dans R®. Soient L un sous-
ensemble mesurable de R?, et o, 3 deux constantes strictement positives telles que

IDNL| > a, [ID\L| > a, P(L,D) < .
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Alors, il existe deur constantes strictement positives b = b(a,ﬁ, d, D) et ¢ =
c(a,ﬂ, d, D) telles que, pour tout v €] — b,b[, il existe un sous-ensemble mesurable

L de RY tel que } )
LAL cc D, |LAL| = |v|,

LCf/sz'v>0, JZJCLsz’v<0, et
P(L,D) < P(L,D) + clv|.

Notation. Dans la suite, pour tout z = (x1,...,24) € R?, et tout r > 0, on notera
Cy(z,r) le cube fermé H‘Ll[xi —r,x; +r].
La preuve de 'extension utilise le lemme suivant :

Lemme 3.8. Si D est un ouvert borné conneze inclus dans R?, alors pour tout e > 0,
il existe un sous-ensemble ouvert et connexe C de D et un nombre réel strictement
positif 0 tels que

ID\C| < e et

Vo € C, Cy(z,d) C D.

Démonstration. On se donne un ¢ strictement positif et un zg € D. Pour tout § > 0,
on définit
Ds={x €D : Cy(z,0) C D}.

Comme D est ouvert et que les cubes Cy(x,d) sont fermés, I’ensemble Ds est ouvert.
On définit alors Dy comme la composante connexe de Ds contenant xo (pour les § tels
que zg ¢ Ds, on posera Ds = 0).

En utilisant la connexité par arcs de D, on trouve que

UD5:D,

>0
et donc, comme 'application § +— Dy est décroissante, on trouve que
lim [ D] = | D).
En particulier, on prouve le lemme en choisissant § assez petit pour que
|D\Dj| < e.
O

On peut alors prouver l’extension. La méthode consiste a trouver un “bon”
découpage de ’ensemble D en cubes et a appliquer le lemme 3.6 a 1'un de ces cubes :

Preuve du lemme 3.7. On considere le o > 0 spécifié dans ’énoncé. On applique le
lemme 3.8 & € = § pour obtenir un sous-ensemble ouvert et connexe C' de D et un réel
0 > 0 tel que

ID\C| < % ot

Vz € C, Cy(z,d) C D.
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Dans la suite, Cy(z) désignera Cy(z,J).

On considére maintenant un ensemble L dans RY tel que [DNL| > a et |[D\L| > a.
Alors on a [CN L[ > § et |[C\L| > §. On va prouver que pour tout réel strictement
positif A < % assez petit, il existe un x € C tel que

|C’d(3:) ﬂL‘ > h‘Cd($)‘ et |C’d(az)\L| > h}C’d(m)|.

En effet, on va prouver que si un réel h €]0, %[ vérifie

Ve € C,

Cy(z) N L| < h|Cy(z)| ou |Ca(x)\L| < h|Cy(z)|. (%)
alors il vérifie nécessairement
h > hg= ho(d, ‘D|,Oé) > 0.

Pour cela, considérons un h €]0, %[ vérifiant (x). On prend alors un xy dans C' et on

suppose par exemple que |C’d(x0) N L| < h}Cd(xo)‘. Soit alors un autre point x; dans
C. Comme C est connexe et ouvert, il existe un chemin continu

v:[0,1] = C
reliant v(0) = xg et (1) = x;. Maintenant, on remarque que l’application
G:te|0,1] — |C’d(7(t)) N L}

est continue et prend une valeur inférieure & h‘C’d(:Uoﬂ en 0. Or, par 'hypothese (%),
on trouve que,

vt € [0,1], G(t) < h‘Cd($0)‘ ouG(t) > (1— h)}C’d(xo)‘.
La continuité de G et le choix de h strictement inférieur & 1/2 implique donc que
|Cd($1) N L‘ < h‘Cd(l’l)‘.

Mais maintenant, C' C UzecB(x,d) C D et donc, en utilisant le théoréme de recou-
vrement de Besicovitch, on trouve N(d) familles dénombrables

(#])ier, € Cli, je {1,...,N(d)}
telles que, en prenant des indices distincts ¢ et ¢’ dans un méme I;, on a
B(x!,8) N B(a?,,8) = 0.

La constante N(d) est la constante de recouvrement, dépendant seulement de la di-
mension d de ’espace. Et on a de plus que
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Soit maintenant un j dans {1,...,N(d)}. On peut estimer

D
‘B(.T(), 5)‘

< C(d)&

card(l;) < Calao)]

Et donc @
a .
5 <lenLl< ; ; |Cu(z) N L| < C(d) N(d) h |D|.
=1 e,

Si au contraire on avait supposé |Cy(zo)\L| < h|Cq(zo)|, on aurait trouvé par une
preuve similaire que

< C(d) N(d) h |D).

< N2

Au final, pour tout h dans ]0, 1[ vérifiant (x), on a

h> ho = ho(d,|D|, ).

. . 1
Comme conséquence, prenons maintenant h = min { . Les calculs précédents

0
4’ 2
nous permettent donc de conclure a l'existence d’un point z; dans C' tel que

‘Cd(xl) ﬂL} > h}Cd(xl)\ et ’Cd(l‘l)\L‘ > h\Cd(xl)\

Comme, de plus, on a P(L, Cd(wl)) < P(L,D) < (3, et comme les constantes h et
0 dépendent uniquement de «, de d et de D, on peut appliquer le lemme 3.6 au
cube Cy(x1) et a L pour obtenir le résultat. O

3.3.2 Application

Supposons ici que A > A1. On rappelle que cela implique entre autre que, pour toute
forme optimale Q3 du probleme (Py), on a

_D —
Q| > % et |D\Q| > ||2m

Considérons une forme optimale Q3 de (Py) telle que [Q2}| < m. Ici, D est un ouvert
étoilé, donc connexe. On applique alors le lemme 3.7 a

Dl —
L =Q3, a:min{?,|2m}, 8= M,

(M3 la constante donnée par le lemme 3.4) pour un v > 0 tel que [Q}| +v < m. On
trouve alors un L mesurable tel que

INLcc D, LcCL,

|L\Q3| = v, P(L,D) < P(L,D) + cwv.

Comme la différence entre L et L est strictement incluse dans D, on a de plus

P(L) < P(L)+cw.
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Enfin, notons que la constante ¢ ne dépend que des données du probleme et pas du
choix de A ou de 3.
Par optimalité de €23, on a

J(Q3) + P(23) + A(m — |93]) = Ex() < E(L) = J(L) + P(L) + A(m — |L]).

Comme J est décroissante pour l'inclusion, .J (L) < J(Q3}), et en utilisant I'estimation
du périmetre de L, on a

Am = [Q3]) + P() < A(m — |E!) + P(23) + cwo.
Comme de plus |L| = |Q%] + v, on obtient
Av<cwv

et donc A < c¢. En conclusion, en prenant A; = max{\j,c}, on a prouvé le résultat
suivant :

Si une forme optimale 0} du probleme (Py) vérifie || < m, alors X < Aj.

3.4 Preuve de I’équivalence : étude du cas |Q2}| > m

Dans cette partie de la preuve, la décroissance de la fonctionnelle J ne peut plus
servir. Cela implique en particulier qu’il faut savoir traiter a la fois le terme J et le
terme de périmetre. L’idée de base reste similaire : faire des variations d’une forme
optimale de mesures différentes de m pour obtenir une estimation sur A. Mais cette
fois, les estimations a obtenir sur la forme modifiée doivent porter a la fois sur J et
sur le périmetre. Nous n’avons pour l'instant effectué ce type d’opération que dans les
cas ou D a une géométrie simple nous permettant d’effectuer des variations globales
élémentaires du type homothéties ou affinités.

Pour cela, ’hypothese D étoilé sera fondamentale dans la suite de cette partie.
On supposera de plus, sans perte de généralité, que 0 appartient & D. Pour une forme
admissible L (i.e., un sous-ensemble mesurable de D), on définit alors

tL={tereD : ze€L}.

3.4.1 Etude de la variation de J par des transformations élémentaires

Lemme 3.9. On suppose que D est étoilé par rapport a l'origine (non nécessairement
borné), et que la fonction F : x — xf(x) appartient a L?(D). Soit L C D mesurable et
de mesure finie. Alors

nmsupM < ||F|lp2(pyv/—2J (L).

t—1,t<1 1-t¢

Démonstration. Pour u = uy, on pose u(.) = u(./t). Alors u; € H}(tL) et donc

J(tL) — J(L) < Gluy) — G(u) = % </D|Vut]2—/D\Vu|2> —/Df (g — ).
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On commence par calculer, par un changement de variable, [ D\Vut\z =
t4=2 [ |Vul?, et donc
D b

/ Vg —/ |Vul? = (1972 — 1)/ |Vu|> <0 quand ¢ < 1.
D D D

On utilise alors le lemme suivant (que ’on prouve plus loin) :

Lemme 3.10. Soit v une fonction dans H&(D). Alors, en désignant encore une fois
par F la fonction

r €D xf(x),
on a, pourt dans l'intervalle 0, 1[, en notant vi(.) = v(./t),
f f Ut — f f v 1
b Po— b < ;”FHLQ(D)HVU”B(D)-

En appliquant ce lemme a la fonction u, on trouve donc que

fout
t—

1
oY < Lirta 1Vl

Et donc, en utilisant le lien entre |Vul[z2 et J(L),

Jo ol 2| < sy 2TD)

Au final,
J(L) — J(L
timsup 7 =IE) gy I,
t—1,t<1 1t
OJ

Pour que la preuve soit compleéte, il ne nous reste donc plus qu’a démontrer le
lemme 3.10 :

Preuwve du lemme 3.10. Commengons par étudier le cas d’une fonction ¢ dans C°(D).
On écrit, pour tout x dans D, que

t—1 x t —1
o(w) — () = ole) — plaft) = /0 Vo (24stte) was
On en déduit que

Vit —1 r  t—1
[rels [ [ s ve (5 5550)

Or, comme 'intégrande est positive, les deux intégrations dans le terme de droite com-

mutent :
’/DfSO—/fSOt _‘t_1| {/ |z f(z) ‘ <f+8t;1x> dm}ds.

ds dx.
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Maintenant, par I'inégalité de Holder,

/D =) ‘w (f g 1x> dz < [I1F ) {/D 'W <1+S(f—1)w> 2ala:}é .

On effectue un changement de variable dans 'intégrale apparaissant a la droite de cette

expression :
1+s(t—1) \|? 1
/ Ve <+S()x> dx = d/ ]Vgo[z.
D t 1+ st—1)"Jp

Au final, on obtient (puisque t < 1)

‘Ajw—éfw

On calcule alors

/1 ds _1/1ds’<1/1d5’<1
0 ‘1+5(t—1)’d/2 L—t ), s42 = 1—t ) &2 7 /2

On peut alors conclure la preuve :

/Df@—/Dfﬂpt

3.4.2 Application

< ’t 1| ” H H H t;l ! /1 i
~ I L2(D C‘P L2(D .
(D) (D) 0 ’1 1)|d/2

|t — 1]

d_q_d
<t =1 [|[Fll 2y IVellpepytz ™2 < 1E] L2y IVl 2 (py

Maintenant considérons une forme optimale Q3 du probleme (P) et supposons que
|25] > m. Pour perturber cette forme en dlmlnuant sa mesure, l'utilisation d’ho-
mothéties fonctionne quand la forme du domaine D s’y préte, i.e., quand D est étoilé.
Supposons donc que D est étoilé par rapport a Iorigine.

On fixe € suffisamment petit pour que, pour tout ¢t €]1 — ¢,1[, on ait [tQ5] > m.
Pour un t €]1 — ¢, 1], en utilisant la condition d’optimalité de 3, on a

J(Q3) + P() + A0 — m) < J(tQ3) + P(tQ3) + A(|tQ5| — m),

c’est a dire, puisque 'on connait de maniere explicite les expressions du périmetre et
de la mesure de £},

(1= ) P(3) + AL — 1|5 < J(1925) — J(©5).
Puisque t < 1 et |Q}| > m, on a
A1 = thYm < J(tQ3) — J(Q3).

Pour conclure, on divise par 1 — ¢ et on fait tendre ¢ vers 1, pour obtenir, en utilisant
le lemme 3.9

tQy) —
dAm < lim sup I /\1) 1;](
t—1 -

= Hf xH[ﬁ (D) _2‘](9;) < 02 = C2(fa va)

Cy o
e u
am’ q

On a ainsi prouvé, avec Ag =
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Si une forme optimale 2} du probléme (Py) vérifie || > m, alors A < As.

La preuve du théoreme 3.1 est alors achevée en prenant \* = max{A;, Aa}. O

3.5 Remarque sur un autre probleme

L’estimation précédente sur les variations de la fonctionnelles J lorsque l'on fait
des homothéties des ensembles donne en passant une preuve plus simple d’un résultat
d’équivalence que I'on peut trouver dans [BHPO05] dans le cas ou le domaine de travail
est étoilé, et en particulier quand D est R? tout entier. Le résultat est le suivant :

Théoréme 3.11 ([BHPO5]). Les problémes

Trowver uw € H} (D) avec |[u # 0]| < m tel que 31
{ J(u) <inf{J(v) : v € H}(D), |[v#0]| < m} (3.1)
et
{ Trouver u € H} (D) avec Hu # OH < oo tel que (3.2)
Vo € HY(D), J(u) + A(|[u # 0] —m)" < J()+ A([[v # 0] —m)". '

ont les mémes solutions si \ est assez grand.

Démonstration. Le preuve suit un procédé semblable a celui de notre résultat
d’équivalence : tout d’abord, il s’agit de prouver que les deux problemes (3.1) et (3.2)
admettent des formes optimales. Ceci est fait dans [BHP05] dans le cas général ou
'ensemble D est une ouvert quelconque de R?, non nécessairement borné, et ou la
fonction f est dans L%(D).

Le résultat d’équivalence est alors prouvé de la fagon suivante : on considére une
solution u du probleme (3.2) telle que

|[u # 0]| > m.

Cela implique en particulier que, pour ¢ dans |0, 1] assez proche de 1, en notant encore
ur(-) = u(./t)
J(u) +)\(Hu # OH —m) < J(uy) +)\(Hut # OH - m),

c’est a dire que
Am(1—t%) < J(uy) — J(u).

En divisant par 1 — ¢ et en faisant tendre ¢ vers 1, on trouve donc que

dAm < C(||F||L2(D)a vV —J(’LL))

La preuve est alors achevée quand on prouve que J(u) est minoré indépendamment de
A assez grand, ce qui est fait dans [BHPO05], lors de la preuve de 'existence de solutions
aux problemes (3.1) et (3.2). O
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Chapitre 4

1-Holder continuité de la fonction
d’état

Dans tout ce chapitre, ainsi que dans le suivant, on supposera que {2 est une forme
optimale du probleme (Py). La fonction u = ugq désigne sa fonction d’état. L’objec-
tif de cette section est de prouver que la fonction u est %—Hélder continue sur D.
Notons d’abord que tous les résultats qui suivent sont purement locaux, et donc au-
cune hypothese particuliere n’est faite sur la forme de D. En particulier, D n’est pas
nécessairement borné. On remarquera que, grace au théoreme 3.1, tous les résultats
de régularité obtenus sur 2 ou sur sa fonction d’état sont encore valables pour les
formes optimales du probléeme contraint (P) dans le cas ou D vérifie les hypotheses du
théoreme d’équivalence.

L’étude de cette propriété de régularité se fera en plusieurs temps, et de plusieurs
points de vue. Dans la premieére section, on va énoncer un certain nombre de résultats
élémentaires sur u et 2. Ces premiers résultats, pour lesquels on a seulement besoin
de f dans L?(D), viennent de 'utilisation de I'optimalité de 2 pour des perturbations
locales obtenues par des réunions de €2 avec de petites boules incluses dans D.

On obtient en particulier une premiere estimation sur ’objet Au, qui est insuffisante
pour prouver le résultat de régularité voulu. Il nous faut en effet une information sur
la mesure Alu|. C’est 'objet de la seconde section, ol cette information est obtenue de
deux facons différentes selon que

(i) la fonction u est positive, auquel cas Aju| = Au et on a déja la bonne information,

(ii) la fonction u n’est pas de signe constant, et Alu| = Au™ + Au~ et il faut arri-
ver a déduire de 'information connue sur Awu des informations séparées sur les
mesures Aut et Au~. Nous avons effectué cette étape a 1’aide du lemme de Mo-
notonie d’Alt, Caffarelli et Friedman ([ACF84]) en se basant sur les résultats
développés dans [BHPO05]. L’utilisation du lemme de Monotonie justifie 1'hy-
pothese supplémentaire que nous faisons dans cette partie de la preuve, a savoir f
bornée.

45
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4.1 Premieres propriétés de la forme optimale

On commence par énumérer quelques propriétés classiques de la forme optimale et
de sa fonction d’état. Avant toute chose, remarquons que, 2 étant une forme optimale,
c’est en particulier une forme admissible pour le probleme (P)), et donc c’est un en-
semble de mesure finie. Notons enfin que pour I'instant, nous supposons encore que la
fonction f est “seulement” dans L2(D).

Lemme 4.1. Soit B un boule ouverte incluse dans D et v € HH(QU B). Alors
J(Q) <G(w)+ P(B)— P(QNB) + A\Q°N B|.
Démonstration. On utilise la condition d’optimalité satisfaite par 2 :
J(Q)+P(Q)+)\|\Q|—m| =&(N) <EUB) = J(QUB)+P(QUB)+)\’|QUB|—m|.
Comme on a J(2U B) < G(v), on obtient
J(Q) < G(v) + P(QU B) — P(Q) + A||QU B| — Q).

Le résultat vient alors de I'inégalité classique P(QU B) + P(Q2N B) < P(2) + P(B) et
de ce que QU B| — || = QN B]. O

Comme corollaire, on a les deux résultats suivants :
Lemme 4.2. Soit B(z,r) une boule incluse dans D avec r < 1, et soit v la solution de

{ —Av = f dans B(z,r),
v € u+ Hj(B(z,1)).

Alors,
/ IV (u—o)" < cA)r L.
B(z,r)

Démonstration. C’est une conséquence du lemme précédent en remarquant que

et que, puisque r < 1,

P(B) 4+ A|Q°N B(z,r)| < C(A)r* L.

Lemme 4.3. Soit B un boule ouverte incluse dans D et ¢ € C2°(B). Alors,

VI

| <Au+ fip > | §2</|V¢|2>2(P(B)P(QﬂB)+>\|QCmB|) :
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Démonstration. Soit t €]0,+oo[. On applique le lemme 4.1 & v = u+tp € H}(QUB) :
G(u) < Gu+tp)+ P(B) — P(QN B) + A\|Q° N Bj.

En développant et en divisant par ¢ on trouve que
1
<Au+ f,p>< t/\Vgp]Q—F ;(P(B) — P(Q2NB) +)\|QCHV|),

la valeur absolue sur le terme de gauche est alors obtenue en changeant ¢ en —.
Finalement, en minimisant le terme de droite en ¢, on obtient le résultat. O

On peut maintenant déja prouver la régularité de v dans “'intérieur” de Q.

Lemme 4.4. Soit B une boule ouverte incluse dans D telle que |Q2°N B| = 0. Alors u
est solution, au sens des distributions, de l’équation de Poisson suivante sur B :

—Au = f.

Démonstration. En effet, comme |Q°N B| = 0, les ensembles Q N B et B ne different
que d'un ensemble de mesure nulle. Donc P(2N B) = P(B), d’ott 'on a, en utilisant
le lemme 4.3, pour tout ¢ € C°(B),

< Au—+ f,p>=0.

O]

Remargue. Rappelons que, étant donnée la définition de H{ (), la fonction u est nulle
quasi-partout hors de €2, et donc a fortiori presque partout hors de 2. Ceci nous donne
donc en un sens la régularité de u a “’extérieur” de € : si B est une boule ouverte dans
D telle que |B N Q| = 0, alors la fonction u est nulle presque partout sur B (et, par
analogie avec le lemme précédent, vérifie I’équation de poisson —Awu = 0 au sens des
distributions sur B).

Maintenant que 'on connait Au dans “U'intérieur” et “l’extérieur” de €2 (on forma-
lisera bientot ces deux notions), il nous reste a étudier sa valeur sur le bord de la forme
optimale. Le lemme suivant donne une information clé & ce propos.

Lemme 4.5. [l existe deuz mesures positives py et p_ telles que
Aut + flyso) = s

Au” = fly<o = p—-

les deux équations étant a comprendre au sens des distributions sur D.

Démonstration. On prouve la premiére équation, le raisonnement pour la seconde
équation étant tout a fait similaire.
On définit p,,q, : R — R par

pn(z) = nxl(oyi)(x) + 1[%700)(@, an(z) = /0 pn(s)ds.
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Soit ¥ € C°(D) et t € (0,00). Comme v = u + tihp,(u) € H (), on a G(u) < G(v),
ie.,

[ VuS @pa) +2 [ [Vm@)| <t [ £ vmw.

En divisant par ¢ et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient

[onvu- Vot [o@uive? - [t =o.
i.e., au sens des distributions sur D, (on dira dans D'(D)) :

n|Vul*Ligcyct/m — A(gn(w) — f pn(u) = 0.
Mais f pn(u) converge vers fljo, dans LY (D), et donc dans D'(D). De la méme

maniere, ¢, (u) converge vers u dans L?(D) et donc dans D’(D). Si maintenant on
note p la mesure positive n|Vu\21[o<u<1/n], on a

A(gn(u)) + f pp(u) = p't dans D'(D).
Comme le terme de gauche converge dans D', il en est de méme du terme ;. Au final,
la distribution Au™ + f 1jg<y est positive, et donc est une mesure de Radon positive,

que l’on note p4. On a alors, dans D'(D),

Au’ + f1[0<u] = MK+

Et comme conséquence de ce lemme :
Corollaire 4.6. Au sens des distributions sur D, u vérifie
—Alu| < [f].

Quand f € LY(D) (pour un q > d/2), le fonction u est, en particulier, bornée sur D et
on a l’estimation suivante :

ull oo (py < C(dy g, 121 f | La())-
Démonstration. On commence par calculer
—Alul = —Aut = AuT = —pt T+ FLio<u) = [Llosu) < | f]-
Ensuite, étant donné que 2 est de mesure finie, on peut trouver un ouvert w inclus

dans D, contenant Q et de mesure inférieure a 2|Q2|. L’application du théoreme 8.16
de [GT83] donne alors I'estimation L>® annoncée. O
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4.2 FEnoncé du résultat

On a vu dans la section précédente que ’on pouvait arriver a prouver une certaine
régularité de la fonction d’état dans lintérieur et I'extérieur de ). Ces intérieurs et
extérieurs ne sont bien sur pas les intérieurs et extérieurs topologiques, mais sont a
comprendre plutét au sens de la mesure. On définit une fois pour toutes ces objets :

Définition 4.1. Soit L un sous-ensemble mesurable de R%. On appelle intérieur de L
au sens de la mesure I’ensemble

Ling ={x €D : 3Ir>0,|B(z,r)\L| =0}.
On appelle extérieur de L au sens de la mesure ’ensemble
Lt ={z €D : 3r>0,|B(z,r)NL| =0}.
On appelle enfin bord de L au sens de la mesure I’ensemble
OL={xeD : ¥r>0,0<|B(z,r)NL| < |B(z,7)|}.

Remarque. On remarquera que les ensembles Lin; et Loyt sont ouverts. En pratique,
la notation 0L désignera toujours, dans la suite, le bord au sens de la mesure de
I’ensemble L. On notera alors 0;L le bord topologique de L. Remarquons enfin que le
bord au sens de la mesure est fermé et que les trois ensembles ainsi définis forment une
partition de D.

Résoudre la question de la régularité reviendra dans la suite & pouvoir estimer assez
précisément la mesure A|u| sur I'ensemble 0f). L’estimation que l'on obtiendra nous
permettra alors de prouver le principal théoreme de ce chapitre :

Théoréme 4.7. Soit Q une forme optimale du probléme (Py). Soit u la fonction d’état
associée.

Si f € LY(D) N LY(D) pour un q > d et u > 0, alors la fonction u est localement
%-H()'lder continue.

Si f € LY D) N L*®(D), alors u est localement %—Hdlder continue, sans aucune
hypothése sur le signe de u.

4.3 Quelques rappels sur le Laplacien

L’idée de la preuve sera d’obtenir de bonnes estimations sur la mesure A|u| (rap-
pelons que u est la fonction d’état associée a la forme optimale) et d’en déduire une
certaine régularité sur u elle-méme. Passer des estimations de A|u| a la régularité de
u se fera essentiellement a ’aide des deux lemmes suivants. Dans toute la suite, la
notation { désignera 'intégrale moyennée.

Lemme 4.8. Soient B(zo, o) une boule ouverte et U € C*(B(zo,r0)). Alors, pour tout
r €]0,7o[, on a

][ U —U(xg) = (dwd)_l/ ds sl_d/ d(AU). (4.1)
OB (zo,r) 0 B(zo,s)



50 CHAPITRE 4. CONTINUITE HOLDER

Cette égalité reste vraie pour tout U € H' (B(xo,'ro)) tel que AU est une mesure

vérifiant
/ ds sl_d/ d|AU| < o0, (4.2)
0 B(zo,s)

U(xo) = lim U. (4.3)
r—0 dB(z0,r)

et ou l'on a posé

Enfin, (4.2) est en particulier vérifiée si U € L (B(wo,70)) et s’il existe une fonction
g € LY(B(zo,70)) avec q > d/2 telle que AUt > —g et AU~ > —g.

Démonstration. Pour une fonction U réguliére, on a 1’égalité

di Ul(so + s&)do (&) = VU (xg + s€) - € = (dwd)_lsl_d/ d(AU).
S 0B 0B1 B(x()vs)

En intégrant cette égalité de p a r, on a

]1 U—][ U= (dwd)—l/ ds sl_d/ d(AU). (4.4)
OB (x0,r) OB(z0,p) p B(zo,s)

Pour des fonctions plus générales U € (L N H')(B(zo,70)) telles que AU est une
mesure finie sur B(z, rg), on utilise une approximation a ’aide d’une suite régularisante
Up = U * p, pour obtenir de méme 1'égalité (4.4).

Lorsque l'estimation (4.2) est satisfaite, alors la limite

lim U
P=0.J 8B(x0,p)

existe et on peut prendre cette limite dans 1’équation (4.4).
Maintenant, pour une fonction g € L? (B(:Uo, ro)) avec ¢ > d/2, on a

/ 9] < C(d)s21-1/0)
B(wo, )

et ainsi la fonction

5 Gls) = 51 / ]
B(zo,s)

est dans L'(0,s0). Si U € L® N H!, AU étant une mesure finie et AU +g > 0
sur B(zg,ro), alors en utilisant (4.4), on a

/ds sl—d/ d(|AU+)) /ds
, B(zo.9) ,

T
< QHUHOOH/ 3.
P

IN

g(s) + st / d(AUT + g)
B(zo,s)

Comme le méme résultat est vrai pour U™, on obtient la condition (4.2) pour ce type
de fonctions. O
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Remarque. La preuve montre en particulier que la condition (4.2) implique 'existence
d’une limite dans (4.3) pour tout xg. D’ou la possibilité de prendre un représentant
particulier de U défini a l’aide de la formule (4.3).

Lemme 4.9. Soient B(xzg,r) une boule ouverte, ro < 1, et F' € L4 (B(:Uo,ro)), q>d.
Alors il existe une certaine constante C = C(d, | FlLa(B(zo.r0))) telle que, pour tout
r €]0, 7],
(i) si AU = F sur B(zg,ro), alors
IVU || e (B(zor/2)) < C[1+ 77U b (Bo)) ] (4.5)
(ii) si AU > F et U > 0 sur B(zg,ro), alors

Ul o (B(z0,2r/3)) < C (4.6)

T+ ]l U
OB (zo,r)

Démonstration. Pour la solution du probléeme

—AW = G dans By,
W e HOI(Bl),

on a, pour G € LY(D) avec q > d, et pour une constant C' = C(d, q),
Wllers,) < CIG|Las)-
On considere les fonctions renormalisées :
VE € By, V(€) = U(zo + 1), G(€) = r’F(zo + 7).
On remarque que A(V — W) = 0 dans By, de telle sorte que
VOV = V)| i, 0y < CAIV 0 (0B1).
Or, par la renormalisation de F', on a I'inégalité suivante sur W :

_d
IWller s,y < CllGllzagsyy < Cr* || F | pags( <Cr.

x0,70))
Ceci nous donne donc enfin

IVl Lo (B 5) < Clr + 1V Ilzoo(sy)]-

En renormalisant pour refaire apparaitre U, on trouve 1’égalité (4.5).
Pour ’égalité (4.6), remarquons tout d’abord que

AV - W) <0.

En particulier, cela implique que

V=W))< / Py(2)V (2)do(2)

0B1

ou Py(.) désigne le noyau de Poisson en z. En utilisant de nouveau l'estimation sur W
et la positivité de V', on a

Wl <€ |r+ f,

L’inégalité (4.6) provient alors d’un changement de variables. O

V(z)da(z)] .

B,
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4.4 Un lemme clé

La preuve de la continuité Holder découle de I'obtention d’une bonne estimation
sur la mesure Alu|. Cette estimation est la suivante :

Lemme 4.10 (Estimation Clé). Si f € L9(D) pour un certain ¢ > d et u > 0, ou
si f € L>®(D) et u est de signe quelconque, alors pour tout 6 € (0,1/2), il existe une
constante C' = C(d, f,\,0) telle que, pour toute boule ouverte B(xy,d) C D telle que
u(xg) =0 et pour tout r < /4, on a l’estimation

|Alul| (B(zo, 7)) < Cré—1-3,

La preuve de ce lemme sera effectuée de deux manieéres distinctes selon que u est
positive, ou que son signe change. Dans le premier cas, les résultats préliminaires per-
mettent de conclure directement. Dans le second, la preuve de la continuité de u consti-
tue une étape préliminaire nécessaire a ’application d’un outil indispensable : le lemme
de Monotonie, qui permet de prouver l’estimation clé. Dans un second temps, une fois
I’estimation obtenue, on prouvera la continuité Holder de la fonction d’état.

Tout d’abord, remarquons que, a partir du lemme 4.8, on peut expliciter un
représentant particulier de u. En effet, on a vu, lors du lemme 4.5, que 'on avait
les inégalités suivantes, au sens des distributions sur D :

Aut > —[f], Au” = —[f].

En utilisant alors le lemme 4.8, puisque dans les deux cas du lemme clé, on a f € LY(D)
pour un ¢ > d/2, la fonction u admet un représentant défini ponctuellement par la limite
suivante :

Vr € D, u(z) = lim u.
=0/ 9B(z,r)

On vérifie que, avec cette définition, on a de méme,

Ve € D, u(z) = lim u.
=0 B(z,r)

4.4.1 Cas ou u est positive

Remarquons que dans ce cas, la distribution A|u| = Au = Au™ est une mesure de
Radon positive a une fonction L> pres (c’est le lemme 4.5).

Preuve du lemme 4.10 dans le cas ot la fonction u est positive. On  considére une
boule ouverte B(zg,2r) C D avec r < 1. Soit ¢ € C2°(B(xo,2r)). Par le lemme 4.3, on
a

d—1

1 a—1
| < Au+ f,0> | < CLIVell 2 (r™ "+ Arh) 2 < CIVQllr2(Blrg2m) T 2 -
On choisit alors la fonction ¢ comme vérifiant les criteres suivants :
¢ = 1 dans B(zg,r), ¢ = 0 hors de B(zg, 2r),

C(d
0<p <1, Vol < OO,
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et on obtient que
1
| < Au+ fop>] <O, N)rd 172,

On utilise alors le lemme 4.5, et plus précisément que 0 < py = Au + flp,50. On
trouve alors que

/,L+(B(IL‘0,’I")) < <U+>¢>§|<Au+f1[u>0]7§0>§|<Au+f7§0>’+/D’f| |90|

< Crtle +/ If].
B(zo,2r)

On estime alors, si 1/p+1/q =1, ou q est tel que f € LY(D) avec q > d.

1
[ U< B2l st
B(zo,2r)
< C(d,q) r™ VY £l o y-

Maintenant, comme ¢ > d,onad(l1 —1/¢) >d—1>d—1—-1/2, et comme r <1, on

a donc
Fd(1-1/q) < pd—1-1/2

On a donc prouvé que it (B(wo,r)) < Cri=1=1/2 On a de la méme maniére, comme

Au = py — fliso),
|Aul < pg +[f],

et des estimations précédentes on déduit le résultat du lemme clé. O

4.4.2 Cas général

La preuve du lemme clé va découler du lemme de Monotonie. Pour pouvoir ’ap-
pliquer, on a besoin de savoir que la fonction u est continue, ce qui constitue déja un
résultat de régularité préliminaire non trivial.

Lemme 4.11. On suppose que f € LY(D) pour un q > d/2. Alors, la fonction u est
continue sur D.

Démonstration. Soit (x,), une suite de D convergeant vers un z,, dans D. On pose
dn = |Tn — Too|- On peut supposer que les d,, décroissent. Si, pour un certain n, on
a | B(2oo, 0n) N Q| = 0, alors on a vu que —Au = f dans B(z,0,) et donc u est
continue en Too.

On peut donc supposer que pour tout n, |B(Zeo,dpn) N QC‘ = 0. On considere alors
les fonctions u,(€) = u(reo + 9,€). Comme elles sont uniformément bornées, on peut
supposer (quitte & extraire) qu’elles convergent, au moins dans L>°(R¢) muni de sa
topologie faible-*, vers une fonction u, elle aussi dans L>(R?). L’objectif est donc de
prouver que us, = 0 et que la convergence est uniforme sur Bj : en effet, on aura alors

sup |u(afoo + 5n§)| — 0
1€1<1 o
et en particulier,

w(zp) = u(Too + (Tn — T0)) njOOO
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et la fonction égale a un représentant continu de u dans i, et a 0 dans €, est alors
un représentant continu de wu.
Pour tout R > 1, on introduit vg la solution de

—Avg = f dans B(z, 0nR),
vR € u+ H} (B(xoo, 5nR)).

On appelle alors v, (§) = vR(Tso + 0n). On a
/ |V (un — va)|? < C(A, R)6,,
Br

et
—Avy, = 62 f (200 + 0E).

En particulier, v,, — u,, tend vers 0 dans H&(BR). Comme de plus, v, est bornée et
Awvy, converge vers 0 dans L9, si f est L? avec ¢ > d/2, v,, converge uniformément sur
tout compact de Bg. La limite des v, est nécessairement us, est harmonique sur Bpg.
Comme R a été choisi de maniere arbitraire, on a donc que us est harmonique sur tout
R?. Comme de plus us est dans L™, c’est nécessairement une constante. On peut de
plus supposer que la convergence des u,, a lieu dans Hﬁ)c(Rd).

On veut maintenant prouver que us, = 0. Pour cela, supposons par I'absurde que,
par exemple, us > 0. Alors, u,, tend vers 0 dans Hﬁ)C(Rd). Comme de plus, on a
I'inégalité

alors la convergence est uniforme sur tout compact.

Comme pour tout n, on a ‘B(:coo,5n) N Qc| % 0, on peut choisir y, = Too + onén
pour un certain &, dans By avec u(y,) = 0. Notons alors Bs = B(yy,s). On utilise le
lemme 4.3 avec une fonction

¢ € C(Bas), 0<p <1,
¢, =1, [VollLeo(n,,) < C/s.
On trouve, en utilisant la décomposition fournie dans le lemme 4.5
| <pp—po o> < CsTIR
D’ol1, comme g4 et p— sont deux mesures de Radon positives :

12 (By) < Cs* 1712 4 1 (By)

soit encore,

Aut(By) < Au~(By,) + Cs?171/2,

On multiplie cette derniere inégalité par s'~% et on integre entre 0 et §,, pour obtenir

On
f u+§f u—i—C’/ 51/2ds§][ u~ + Cy/on,
8Bs, 8Bas,, 0 8Bas,,
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ce que 'on peut réécrire en

f UI(€n+§)d€§][ Uy, (6 + €)dE + C/6,,.
0B,

Ba

Or, la partie de droite dans cette derniere inégalité tend vers 0 quand n tend vers oo, et
la partie de gauche est positive. Elle tend donc elle aussi vers 0. De plus, la suite (&,)n
évolue dans Bj. On peut donc, quitte a extraire, supposer qu’elle converge vers un &4
lui aussi dans By. Et on a alors la convergence de la suite (un (€, +.)), dans H! (RY)
Vers Ueo(€oo + .) = Uso. D’oll une contradiction. De méme en supposant initialement
que U < 0. En conclusion, us, = 0.

Pour conclure, remarquons que

—Aluy| < 5721‘f(xoo +6n£)‘-

En effet,
—Alu| = —A@') - A7) (4.7)
=~ = He + [Lso) = flu<o) (4.8)
< Il (49)

et le résultat s’obtient par changement de variable. Si f évolue dans L4, pour un ¢ > d/2
le terme 5,21| flze + 5n)| converge vers 0 dans L9, et donc la convergence de w,, vers 0
a lieu uniformément sur tout compact, ce qui achéve la preuve. O

On suppose maintenant que f € L*°(D). L’outil que 1'on va utiliser dans la preuve
du lemme clé est le lemme suivant :

Lemme 4.12 (Lemme de Monotonie, [ACF84], [CJK02]). Soit U € HY(B,,), continue
sur By, avec U(0) = 0 et telle que, pour un certain a > 0, on ait

AUT > —a, AU™ > —a sur B,,.

On définit alors

L[ VURN (1 [ VU
) = <2/B 22 ) <2/B a2 )

Alors, si a =0, la fonction ® est croissante sur |0,ro[. Dans tous les cas, il existe une

constant C' telle que
1+ / U?
B

70

Vr €]0,79/2[, ®(r) < C

Dans la preuve du lemme clé que nous présentons maintenant, nous reprenons es-
sentiellement la démonstration de [BHP05], mais avec des exposants différents pour les
puissances de r.
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Preuve du lemme 4.10 dans le cas ou la fonction u est de signe quelconque et f bornée.
On considére une boule ouverte B(zg,d) C D avec u(zg) = 0. On peut alors appliquer
le lemme de Monotonie & U(.) = u(xzg + .) sur By, ceci car f est ici supposée bornée.
Comme de plus u est bornée sur D, la fonction ®(r) est bornée pour r €]0,9/2[ par
une constante C'(0). En translatant on obtient, pour r €]0,4/2],

P2 utl? oy |2 . ‘ |
</B(mo,r> Vel ) </B(aco,r) Vel ) < &(r) < C(9) (4.10)

Pour tout 7, on introduit les fonctions v" = v —v” et w" = w’ —w” ou V', v, W',

et w” sont les solutions de
—AV = fT, —Av" = 7 sur B(wg,r), v —ut, o7 —u_ € Hy(B(xo,7)),

—Aw’ = f*, —Aw” = f~ sur B(zg,r), W}, w’ € H}(B(x,7)).

Comme, pour i € {+, —}, v —w! est harmonique sur B(zq,7) et égale a u’ sur dB(zo, 1),

on a
[ wer-epfs [ v,
B(xzo,r) B(zo,r)

ol A : R 4 ro__
et aussi (comme v] — w] est harmonique et u; — v} + w] = 0 sur 0B(zo, 7)),

/ IV — ol + )| = / V(' — o +wl) - Vi < 2/ Vil
B(zo,r) B(zo,r)

B(xzo,r)

D’ot, en utilisant I'inégalité (4.10), on a

e ut = —w))P) u — v —w )| .
( /B(Z’Oﬂ”) {V( ’ +)‘ ) < /B(a:o,r) ‘V( - —)’ ) < 0(5)

(4.11)
D’un autre coté,

/ \wu_vwwr)y?gc/ V(" —w)|* + |Var ]
B(zo,r) B(zo,r)

On cherche maintenant a obtenir des bornes sur les deux intégrales de droite.
(i) Comme v" € u+ Hj (B(zo,7)), en utilisant la proposition 4.1, on a

G(u) < G(v") + Cri 1,
i.e., en remarquant que G(u) — G(v") = 3 [|V(u — v")|? (puisque —Dv" = f sur

B(xg,7)), on a
/ IV (u— UT)‘Q < Cordt,

(ii) Le second terme est borné par Cr¢ et on a méme le résultat suivant :

d
Lemme 4.13. Puisque f € LY pour un q > d, on a ||Vw|| g (p( <OrtTe <C et

d 2 )
T fB(xo,r) |Vwl |* est borné.
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Le bilan :
/ ‘V(u—vr+w’")‘2§(3’rd_l.
B(zo,r)

Mais comme

/ ‘V(u—vr+wr)‘2 = / ’V(u+—vl+wi)}2+/ [V(u™ — " +w’)|
B(zo,r) B(zo,r) B(zo,r)

2

+ 2/ V(ut =l +w}) V(i —o" +ul),
B(zo,r)
on a (grace a l'inégalité de Cauchy Schwarz),

/ IV (ut = +ul)[P + / IV (u™ =" +w")[? < Crd?
B(zo,r) B(zo,r)

+ [V (™ = v + w2 V@7 = 02+ WD) a0y

Et avec 'estimation donnée par le lemme de Monotonie, i.e., I'inégalité (4.11),
/ ‘V(u*—vi+w:)‘2+/ ‘V(u‘—UT_—FwC)‘Q < Cri-t,
B(zo,r) B(zo,r)

Enfin, de la borne sur r—¢ fB( ) |Vw!'|?, on déduit

Zo,T

/ |V(ut - vi)f + / V(u™ — vi)f < orit, (4.12)
B(zo,r) B(zo,r)

On revient maintenant aux définitions de v’ et v”. On a alors
A(’LL+ - U:—) = /L+ + f+ - fl[u>0] > /-L+7

Alu™ —vl)=p" = 7+ flucg 2 1 -
En procédant a une intégration par partie, apres avoir remarqué que u
fonction négative, on a

ut — )P = o" —ut ut — " o — Vit
/B(z(m) {V( +)| /B(zo,r)( + )d(A( ) 2/ (v, Ydu

B(wo,r)

+ _ 7
vl est une

Comme de plus ™ ([u # 0]) =0, on a au final

/ [Vt —vp)* 2 / vidpt,
B(zo,r) B(zo,r)

et le résultat similaire sur =, v" et u= :

N\ (Canaleey
B(zo,r) B(zo,r)

Au final, ’équation (4.12) devient

/ ol dpt +/ " dp” < OrdTL
B(zo,r) B(zo,r)
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On applique maintentant la formule (4.1) & la fonction U = u — o (de telle sorte que
AU > py et U < 0). On peut donc écrire, pour tout z € B(xg,r/4), (de telle sorte que
B(Z7 3T/4) - B(:C()? T))a

3r/4
vl (2) > ][ U-U(z) > C(d)/ ds sld/ dp™. (4.13)
0B(z,3r/4) 0 B(z,s)

On remarque tout d’abord que

3r/4 3r/4
/ ds sl_d/ dut > (3r/4)1_d/ ds p* (B(z,s)) > or?dyt (B(zo,7/4)).
0 B(z,s) r/2

D’ot, en intégrant (4.13) sur B(xp,7/4), on trouve

C’rd_l > CT2_d (:U'+ (B(gjm T‘/4))>25

ou encore
pt (B(zo,r/4)) < Crd=1-1/2,

On a le méme résultat sur p~, et donc finalement sur ‘A|u!| O]

4.5 Fin de la preuve du théoreme 4.7

Lemme 4.14. Sir <1 et B(xo,2r) C D, on a

/ ds sld/ d|AJul| < CV/r.
0 B(zo,s)

Démonstration. Ceci découle directement de l'intégration de I'inégalité obtenue dans
le lemme 4.10. O

Remarque. Rappelons que, dans tout ce qui suit, 02 désigne toujours le bord au sens
de la mesure de 2, c’est a dire

00 = {xED D Vr>0,0<|B(z,r)NQ] < ‘B(w,'r)‘}.

De plus, on définit d(z) = d(z, 09).

Tout d’abord, on prouve que u (on parle toujours ici du représentant défini a partir
d’intégrales sur des spheres) est une fonction nulle partout (et pas seulement presque
partout) hors de l'intérieur au sens de la mesure de €. Ce résultat est bien str évident
en supposant déja prouvée la continuité de u. Néanmoins, notre objectif est de partir
uniquement des estimations des lemmes 4.10 et 4.14, ainsi que du représentant de u
défini par des moyennes sur des spheéres, sans aucune autre hypothese de régularité,
et de prouver alors la continuité Holder. En particulier dans le cas ou la fonction u
est positive, I'estimation du lemme 4.10 est obtenue facilement, dans avoir besoin de
prouver la continuité, et les preuves suivantes permettent donc, dans ce cas la, de
conclure directement a la continuité Holder de u, sans avoir besoin a aucun moment de
prouver la continuité.
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Lemme 4.15. Soit xg dans D tel que ‘B(wo,r) N QC‘ > 0 pour tout r > 0 (i.e.,
xo € Q5,,). Alors u(zg) = 0.

Démonstration. Soit r > 0 tel que B(zo,4r) C D et x1 € B(xo,r) tel que u(zy) =0
(un tel point existe bien puique u = 0 presque partout dans Q°). Comme A|u| > —|f|

(par le lemme 4.5), on peut appliquer le lemme 4.9 :
r —I—f |u|] .
0B(z1,2r)

Mais en appliquant le lemme 4.8 avec I’estimation du lemme 4.14, on obtient

fooow=f qul- @) <cvi
OB (x1,2r) 0B(x1,2r)
Dot [[ul| Loo(B(ag,r)) < C/7. Au final,

lull oo (B(zor)) < lullpoe(B@r,2r)) < C

0 < Julo)| < taninf [ull < 5(ag ry = 0.

O
Prewve de la Holder continuité de u. Soit § € (0, ). On définit
Ds={z €D : d(z,0D)>66}.
Rappelons que 'on a défini la fonction
d:x €D d(z,00).
Lemme 4.16. Il eziste C5 = Cs(||ullos) > 0 tel que pour tout zo € Ds, |u(wo)| <

ng(l’o)%.

Démonstration. Soit z¢ dans Ds. On suppose tout d’abord que d(z) > §. Alors, comme
u est bornée,

=
ol

]l oo
u(xg)| <
otan)| < 11
Si maintenant ro = d(zg) < 9, on choisit yo € 9N tel que r9 = d(xp,y0). Par le
lemme 4.15, on a u(yg) = 0, de telle sorte que, en appliquant le lemme 4.8 et I'estimation
du lemme 4.14, on a

2ro
b= ulfut)] = )™ [ st [ aal) < oy
0B (yo,2r0) 9B(yo,2r0) 0 B(z0,s)

En appliquant enfin le (ii) du lemme 4.9 & la fonction |u|, on obtient

< <
el (Boro) = el (B(ywo.2r0)) = ¢ <3T0 " ]laB(yOQm)’u‘)

et donc |u(x)| < Cd(wo)%. O

d(zg)2 < C(9)d(zo)2.
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Lemme 4.17. Il eziste C§ = C§(||ullso) > 0 tel que pour tout xy € Ds avec d(xo) > 0,

on a
1
\% a0\ < Cs 1, .
”uhﬂmm%w>—5mw{ wm%}

Démonstration. On suppose d’abord que ‘B(aco, d(xo)) N Q‘ = 0. Grace au lemme 4.15,
on sait que la fonction u est identiquement nulle dans B(mo,d(azo)). En particulier,
|Vu(zo)| = 0.

Si maintenant on a ’B(mo, d(z0)) N QC‘ =0, alors —Au = f dans B(zo,d(z0)) (par
le lemme 4.4) de telle sorte que, en appliquant le (i) du lemme 4.9 et le lemme 4.16,

S
14 .
d(wo)?

1
190 5 250)) < € |1 g P e 220 | <€

O]

Maintenant, on peut conclure a la Hélder continuité de w. Soient x et y dans Ds.
Supposons tout d’abord que z ou y est dans Qf .. Alors, par les lemmes 4.15 et 4.16,

int*
on prouve qu’il existe une constante C' > 0 telle que

1
fu(z) — uly)| < Cd(z.y)*.
Supposons maintenant que x et y sont dans (. Supposons d’abord que l'on a

d(z,y) < d(z)/4. Comme u est réguliere dans B(z,d(z)), en utilisant l'estimation
donnée par le lemme 4.17, on trouve que

¢ max b x
‘u(x)_u(y)‘ < C& {1,d( )1}d( >y)

)2
1 1
Cmax {d(z,y), d(z,y)? } < Cd(w,)?.

IN

Si d(z,y) < d(y)/4, le résultat est le méme par symétrie.
Si enfin d(z,y) > max {d(y), d(z)}/4, alors

[u(@) — uly)| < 2max {u(@), u(y)} < 20 max {d(x)*,d(y)* } < Cd(z,y)*.
Et donc il existe une constante C' > 0 telle que pour tous z, y dans Dy,

|u(z) — u(y)| < Cd(z,y)2.



Chapitre 5

Lipschitziannité de la fonction
d’état quand f > 0

Dans cette section on va prouver le résultat principal de cette partie, c’est a dire la
Lipschitziannité locale de la fonction d’état dans le cas ou la fonction f est positive et
Holder continue.

Tout d’abord, on va prouver un résultat de densité du complémentaire de la
forme optimale qui sera utilisé tout a la fin de la seconde partie de ce chapitre.
Ce résultat dit que pour tout point z sur le bord de la forme optimale, la quan-
tité [Q° N B(z, r)|/|B(z,r)| est bornée inférieurement indépendemment du choix de
et de r. La preuve de la continuité Lipschitz utilisera ce résultat. En annexe a ce cha-
pitre, on prouvera un résultat de densité similaire mais concernant la forme optimale
elle-méme. Le premier résultat de densité est vrai en toute généralité, et n’utilise pas de
résultat de régularité de la fonction d’état. En effet, la preuve utilise la décroissance de
la fonctionnelle J et des perturbations de §2 de la forme 2U B pour des boules B incluses
dans D. Le second résultat de densité, quant a lui, demande une certaine régularité sur
la fonction d’état. En pratique, la 1/2-Holder continuité prouvée au chapitre précédent
suffit.

Dans un second temps, on prouve alors la continuité Lipschitz de la fonction d’état.
La preuve est directement inspirée de celle développée pour le traitement d’un probleme
voisin dans [ACKS01]. On suppose tout d’abord que la fonction f est bornée sur D et a-
Hélder continue pour un a > 0. On étudie alors, pour tout € > 0, la fonction (u —¢e)*.
Cette fonction est Lipschitzienne sur D avec une constante de Lipschitz M., et on
observe le point “le plus mauvais”, c¢’est a dire celui réalisant la constante de Lipschitz.
L’objet de la preuve est alors d’utiliser la structure de ce point pour obtenir une borne
sur M. indépendante de €.

5.1 Un résultat de densité extérieure

Le résultat suivant est vrai en toute généralité, i.e., aucune hypothese n’est
nécessaire sur f autre que f € L?(D).

61
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Lemme 5.1. 1] existe des constantes C(d) et ro(d, \) telles que,

Vx € 90, Vr € (O,min {To,d(x,E)D)}), Q°N B(x,r)‘ > O,

Démonstration. La preuve est classique. On peut la trouver par exemple dans [Giu84].
On considere des perturbations de Q de la forme Q@ = Q U B(z,r) pour des boules
B(z,r) incluses dans D. En utilisant que 2 est une forme optimale du probleme (P,),
on a

J(Q) + P(Q) + A|[Q —m| = &\(Q)
Ex(QU B(z,1))

<
< J(QUB(z,7)) + P(QUB(z,7)) + A||QU B(z,7)| — m|.

Mais comme la fonctionnelle J est décroissante,
P(Q) < P(QU B(z,7)) + A|Q°N B(z,7)|. (5.1)
(i) D’un coté, on peut estimer le périmétre par en dessous :
P(Q) > P(Q, B(z,r)) + P(Q,B(x,7)). (5.2)
En effet, on peut écrire

P()

v

P(Q, B(xz,7)) + P(Q,0B(z,r)) + P(Q, B(z, 7))
P(Q,B(m,r)) + P(Q,B($,r)c)
> P(Q% B(z,r)) + P(Q,B(m,r)c).

v

(i) On peut aussi estimer P(Q U B(x,r)) pour presque tout v :
P(QUB(z,7)) = P(Q, B(z,r)°) + HH(OB(z,r) N QF). (5.3)
En effet,
P(QUB(z,r)) = P(QUB(m,r),B(x,T))+P(QUB(:C,T),8B(:U,r))—i—P(QUB(m,T),WC),
et comme 1o p(y,) = 1B(z,) dans louvert B(x,r), on a
P(Q U B(x,r), B(x,r)) =0,
et comme 1o () = 1o dans l'ouvert WC, on a
P(QU B(w, ), B.) = P(. BT,
Enfin, pour presque tout r (voir [Giu84], remarque 2.14), on a
P(QU B(z,r),0B(z,r)) = At (0B(z,r) N Q°).
(11i) En utilisant les inégalités (5.1), (5.2) et (5.3), on obtient :

P(Q°, B(z,7)) < Hd_l(aB(x, r) N Q%) + AQ°N B(x,r)|.
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Mais, comme 2 est de périmetre fini, P(QC, 0B(z, r)) est nul pour presque tout r, et
grace a l'inégalité

P(Q°N B(z,r)) < P(Q° B(z,1)) + Hd_l(aB(ac, r)NQ°) + P(Q°,0B(z,r)),
on a, pour presque tout 7 :
P(Q°NB(z,r)) < oH41 (0B(z,r) N Q) + A|Q° N B(z,7)|,
i.e., en utilisant I’inégalité isopérimétrique sur le terme de gauche

d—1
d

C(d)|Q°NB(z,r)] T — AQ°N B(z,r)| < 2H" (0B(z,r) N Q).

Comme di’QC N B(z,r)| = H™ (0B(xz,r) NQ°), on a, pour presque tout 7,
r

d—1

CMMYHB@JHd—mWYﬁB@Jﬂ§2£ﬁfﬂBmww

On peut étudier la fonction g(z) = C’(d)a?d%l — Az, et voir que

Alors, pour r assez petit (i.e., plus petit quun certain ro(d, \) et que d(x,9D)), et
toujours pour presque tout 7,

C(d) e 1 dy.
T‘Q ﬂB(az,r)‘ d S%‘Q ﬁB(m,T)|,

d—1
i.e., en divisant par [Q2°NB(z,7)| 7 et en intégrant de 0 & s < min {ro(d, A), d(z,dD)} :

C(d)s < |Q° N B(z,7)|7, ie., 09N B(z, s)| > C(d)s’.

5.2 Lipschitziannité, principe de la preuve

Rappelons que notre objectif principal est de prouver un résultat de régularité sur
la frontiere de 2. Une maniere de faire consiste a appliquer des résultats connus sur les
quasi-minimiseurs. Mais la régularité déja connue sur la fonction d’état ne suffit pas
pour ceci (voir le théoreme 6.2). Dans la preuve de la continuité Holder, on a fait des
variations de la forme optimale en prenant des unions avec des boules. Ici, on va utiliser
un autre type de perturbations extérieures, qui sera décrit en 5.3.

A partir de maintenant, on supposera que la fonction f est positive, bornée, et
localement a-Holderienne, pour un o > 0. Par conséquent, la fonction u sera elle aussi
positive. Notons enfin qu’une conséquence du chapitre précédent est que la fonction u
est continue.
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On veut étudier la Lipschitziannité locale de u dans D, i.e., prouver que pour tout
point x de D, il existe un voisinage de x dans D tel que u est Lipschitzienne sur
ce voisinage. Lorsque le point x est dans iy (resp. dans Qext), comme —Au = f
dans Qing (resp. —Au = 0 dans Qe ), alors par les résultats classiques sur le probleme
de Poisson, on sait que la fonction u est Lipschitzienne sur une boule B(x,r) telle que
B(x,r) C Qint (resp. Qext). Reste donc a prouver la Lipschitziannité locale dans des
voisinages de points situés sur le bord de ).

On considere maintenant T € 02 (Rappelons que 02 désigne la frontiere au sens
de la mesure de ). On suppose que B(Z,d) C D. On va prouver la Lipschitziannité de
la fonction u dans la boule B(Z, %) En particulier, la propriété sera locale et, quitte a
renormaliser, on pourra supposer que 6 = 1. On désignera donc par B; = B(Z, 1). Soit
¢ une fonction réguliere telle que 0 < ¢ < 1, ¢ = 0 dans B(7, %)C, ¢ =1 dans B(Z, %)
Soit € > 0. On définit

we = [u—e]t.

La preuve présentée maintenant s’inspire directement de la seconde partie de [ACKS01].
On commence par définir M, la plus petite constante telle que

Vr € By, Mcd(z) > we(z)p(2),

oud(z) = d(xz,00). On veut trouver une borne supérieure sur M, qui soit indépendante
du choix de ¢. Le résultat souhaité sera alors une conséquence directe du lemme suivant :

Lemme 5.2. On suppose qu’il existe une constante M < oo telle que, pour tout € > 0,
M. < M. Alors u est Lipschitzienne dans B(T, 35).

Démonstration. Soient y et z dans B(T, 35).
Si y ou z sont dans €2, on a 0 = |u(y) — u(z)| < Md(y, 2).
Si d(y) et d(z) sont tous les deux inférieurs a d(y, z)/6, on trouve que

’u(y) - u(z)‘ < 2Mmax {d(y),d(z)} < %d(y,z).

Enfin si » = d(y) > d(y,z)/6, on a les estimations suivantes, en utilisant le

lemme 4.9 : )

IVull e B,r/e)) < €+ —llullze(Be,r/3)-

Soit yo € O tel que r = d(y) = d(y,yo). On a B(y,%) C B(yo, %). Alors

,
1wl oo (By.r/3)) < 2M§7

M
IVull Lo (By,r/6)) < C + 0/?7 et |u(y) —u(z)| < C(M)ly — z|.

Dans I’étude de M., on peut commencer par les deux propriétés suivantes :

Lemme 5.3. Ve > 0, M. < cc.
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Démonstration. Soit (M), une suite de réels positifs strictement inférieurs a M. et
qui tendent vers M.. Par définition de M., pour tout n, il existe un x, € B tel que

We(xn)p(zn) > MId(xy,).

Tout d’abord, on peut supposer, quitte a extraire, que la suite (z,,) converge vers un
Too € Bjy. Par continuité de we, ¢ et d, on a

We(Too)P(Too) > Med(Xoo)-

Enfin remarquons que pour tout n, we(z,) > 0, et donc u(z,) > e. Toujours par
continuité, on a donc encore que u() > €, et donc d(z~) > 0. En particulier,

M. < We (To0 )P (Too ) < 00

N d(To0)

Lemme 5.4. Si M. > 0, alors il existe un xo € B(0,1) tel que
M_.d(zo) = we(zo)p(z0) > 0.

Démonstration. 11 suffit de prendre pour xg I'élément x,, qui apparalt dans la preuve
du lemme précédent en remarquant que lorsque M. > 0, on a M.d(zs) > 0 et donc
©(Tx) > 0, ce qui implique z € Bj. O

Fixons maintenant un ¢ positif petit. On considere le xy donné par le lemme
précédent. Soit alors yp sur 99 tel que d(xo) = d(zo,y0). Quitte a faire des rota-
tions et des translations bien choisies, on peut supposer que yp = 0 et 9 = d(xg)e, en
notant (e, ..., eq) la base standard de R“. Remarquons que, puisque o(xg) > 0, 20 est
dans B(Z, 1) et ainsi d(zo) < d(z0,Z) < 3, d’'olt finalement yo est dans B(Z,1). Notre
objectif est ici de trouver une borne supérieure sur M. qui soit indépendante de . On
supposera donc dans la suite que M. > 1, car dans 'autre cas I'estimation voulue est
immédiate.

Dans la suite, on supposera que ¢ est fixé et on appellera M = M, et w = w,.
L’objectif de ce qui suit est de trouver une estimation par au dessus de M qui soit
indépendante de €.

5.3 Description des perturbations

On suppose (et on prouvera dans la suite que c’est bien le cas) qu'il existe une
surface C? :

S={(z1,2') €V : 21 =9()}

dans un voisinage V (inclus dans Bj) de yo = 0 telle que 1) puisse étre développée dans
le sens suivant :

¥(z') = Q' (z') + 0o (|2"?)
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o0 S
Qext Q0

int

]

F1G. 5.1 — les ensembles S et 0f)

ot Q" est une forme quadratique, le tout vérifiant la condition de courbure moyenne
suivante :

1 C C
k(S)(2)) < —Ay(z) < —
(5)a') € T3 AU < 35+~
ou les constants notées C' ne dépendent pas de ¢, ni de zg, mais peuvent dépendre de
la norme uniforme de ¢ ou de ses dérivées (et n’importe quelle constante notée C' dans

la suite sera de ce type). On suppose enfin (voir la figure 5.1) que

(5.4)

Ny C {(z1,2") €V : z <y(a')}.

Comme xq est situé dans le demi-plan [z; > 0], on en déduit que la surface S est incluse
dans Qipnt, & Uintérieur du voisinage V, et a l'exception du point 0 (voir la figure 5.1).

On va perturber Q & partir de légeres modifications de la surface S (voir la fi-
gure 5.2) :

S, = {(ml,x’) €V a =1 (2)) = (') + 80(6520)’36/‘2 —t}
et
S ={(z1,2)) €V : z1 =yf (@) =v() +t}

out > 0 et §y > 0 sont tous les deux petits. En utilisant I’hypothese faite sur la
courbure de la surface S, c’est a dire 1’équation (5.4), on remarque que, dans V), il
existe de nouvelles constantes C' telles que

o, c
M p(xo)

Soit Z; le domaine entre S, et S; (voir la figure 5.2), i.e.,

Zy = {(x1,2') €V 1 ¢y (2) <a1 <y¢f (2}

R(SP)(x) <
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S

=2

F1G. 5.2 — ’ensemble Z;

Comme St+ et S, sintersectent pour |z'|? = 2%?)75, on aura Z; C V sit est assez petit

(0o étant fixé). On peut de plus en déduire la borne suivante sur les coordonnées des
points de Z; :

V(z1,2") € Zy, |9v’|2 <2

¢(o)
Tt (5.5)

Soit alors
QO =QU Z;,

et (voir la figure 5.3)
Vi = {21 > ¢; (@) }\Q (= Z\Q pour ¢ assez petit).
Soit enfin wu; la solution au probléme suivant (pour u; = u hors de Z;) :

—Aut = f dans Zt
U € U + H&(Zt)

Comme ’ensemble 2 est une forme optimale du probleme (P)), on a

J(Q) + P(Q) + A|[Q = m| < J(Q) + P(Q) + A||%| —m

)

de telle sorte que (puisque J(Q2) = G(u) et J(Q2) < G(w)),
G(u) = G(ur) < P() — P(Q) + A[Vi].

5.4 Utilisation des perturbations

Dans cette section, on va trouver des estimations pour les différences P(€;) — P(2)
par au dessus, et G(u) — G(ut) par en dessous avec I'aide des [Vi| et |V, 5| et atteindre
ainsi la borne sur M.
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o0

Qext Sint

St

F1G. 5.3 — 'ensemble V;

5.4.1 Variations du périmetre

Lemme 5.5.

C
¢(z0)

C
P(y) — P(Q) < |Vi| + M|Vt|.

Démonstration. On commence par donner une expression des deux périmetres :

P(Q, B1) = HL(S;,\Q) + P(Q, Bi\Z,),

P(Q, B1) > P(, Z;) + P(Q, B1\Zy).

En faisant la différence de ces deux équations, on trouve que

P(y) — P(Q) < HTH(S7\Q) — P(Q, Zy). (5.6)
Pour faire le calcul, si di(.) = d(.,S; ) , on a (Cf. [GT83], chapitre 14.6), en notant
Kjt(y) la j-éme courbure de la surface S; au point y, et si di(x) = |z — y| pour un
certain y € S;,
d—1 t
Kj(y)
Ady(z) = -y — 12—
1) = = 2 TR

Soit maintenant, pour un ¢y petit (i.e., pour que la quantité définie soit finie),

K= sup sup sup ’K; () ‘ :
1<j<d=10<t<to ye B, ;,NS;
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On calcule, pour ¢ < tg, pour x dans V; et pour le y sur S; tel que di(z) = |z —y|,

d—1 ) d 1
Adt<x>+;ffj<y> = ]ZKJ(l—dt)U_l)
d

- K2 di(x)

< ;’ ](y)\ {1—dt(ﬂc)K§(y)’
dt({E)

< dK2W

Or, comme K est fini et comme la fonction d; en restriction a V; tend vers 0 en norme
L, le terme de droite de la derniere inégalité tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. Quitte
a prendre ¢ assez petit, on peut donc supposer, puisque ¢(zg) < 1, que

1
Ady(z +ZKt < PNl

c’est a dire

’ sy L C ¢
Ady( ZK (o) = ~CRSTIO) — o= =

On a donc, en notant v la normale extérieure généralisée a O.eqV%, le bord réduit de V4,
et en utilisant la formule de Stokes pour calculer 'intégrale de Ad; sur V; :

C C’) / d—1
———+ =)W < Ady(z)dx = < Vdi,v>dH
(50(960) M Vi Vi (@) BreaVi t

< —HTYS\Q) + P(Q, Zy).

En utilisant alors (5.6), on en déduit que

P() = P(Q) < HTHST\Q) — P(Q. Z;) < (90((’;0) + E) Vi,

ce qui conclut la preuve. ]

5.4.2 Variations de J

Avant de calculer la variation d’énergie, on a besoin d’un certain nombre d’esti-
mations sur u et u; qui nous sont données par les lemmes suivants. Tout d’abord, le
résultat suivant découle facilement d’une renormalisation :

Lemme 5.6. Soient v et g deux fonctions et R un réel strictement positif tels que

—Av = g dans Bgr
(NS H&(BR)

On suppose que la fonction g est bornée. Alors, v € L*®(BRr) et |[v||pe(py,) <
C(d)gllsc R*.
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A partir de 1a, on obtient une premiére estimation sur w :

Lemme 5.7. Il existe un voisinage V de 0 dans R tel que

Vz eV, u(z) > W(ml —1h(2)).

Pour prouver ce lemme, on eﬂiectue un travail préliminaire dans la boule
B(mo,d(:co)). Tout d’abord, notons 1 le graphe de aB(IL‘o,d(l’o)) pres de 0, les or-
données étant ’axe des x;.

Lemme 5.8. II existe un voisinage V' de 0 dans R? et une constante C' = C'(d, f) > 0
tels que

C'M
(o)

Démonstration. (i) Il eziste deuz constantes strictement positives ag = oo (d, || || L) <
1/4 et Cp = Co(d) telles que

Vo € V' N B(wo,d(z0)), u(z) > d(z, 0B (zo, d(x0))).

inf u > CoM .
B(a:o,ocod(aco)) QO(.TO)

En effet, on considére a < 1/4 de telle sorte que r = ad(xo) < d(zp)/4 et on prend
pour w la solution de

—Aw = f dans B(xg,2r)
w = 0 sur 0B(xg,2r).

Le lemme 5.6 nous dit que ||w||z~ < C(d)|| f||L=4r?. On remarque maintenant que u—w
est une fonction harmonique égale a u sur 9B(zg, 2r) de telle sorte que, en appliquant
I'inégalité de Harnack a la fonction u — w entre B(xq,r) et B(xg,2r), on obtient

i i —w u(xp) —w(z d(:UO)f 7 oo
w2t w) 2 Cd)(uten) ~w(oo)) 2 C@) (D —ao(@ 1o )

Mais comme 7 < 4M 420 o5 obtient
o(zo)

d(zo)
¢(o)

. d(zo) _
B(lzItlof:r)u > C(d)M@(xO) (1= 4rC( )| fllr=) = C(A)M

et donc, comme d(zg) < 1,

(1 — dad(z0)C(d)|| £l =),

=

inf u > O(d)m I

1 —4&0 d oo ),
pint (1~ 4aC(@) )

~—

ce qui nous donne ay.
(ii) Soit maintenant v la solution de

Av = 0 dans B(xo, d(xo))\B(:Eo, aod(l"o))
v=CoM (o) sur aB(xo, aod(xo))

p(x0)
v =0 sur 9Bz, d(z0)).

Comme u > v, et en calculant explicitement v, on obtient ’existence de la constante
strictement positive C’(d, f) et le voisinage V' de 0 dans R désirés. O
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Preuve du lemme 5.7. Pour tout z sur S, on note n, le vecteur unitaire normal a
partant de x et orienté vers xy. Remarquons pour commencer qu’il existe un r; € R**"
tel que la boule B(4ring,4r1) est située entierement au dessus de la surface S.
(i) En utilisant la régularité de la surface S, on trouve que pour tout z sur S dans
un voisinage de 0, on a
B(x + 2ring,, 2ry) C Q.

Toujours en utilisant la régularité de .S, on peut supposer que, pour tout x sur S assez
proche de 0, on a
T+ 2ring € B(:Uo, d(xg) — 1"1),

et donc, en utilisant le lemme 5.8, on a, pour tout x sur S assez proche de 0, (quitte &
diminuer r; pour rester dans le voisinage V; donné dans le lemme précédent)

.o,
plzo)
Par une estimation similaire a celle utilisée dans le (1) de la preuve du lemme précédent,

on trouve des constantes oy (f,d) €]0,1[ et Cy = C1(d, || f||r=) > 0 tels que, pour tout
x sur S assez proche de 0, on a

u(z + 2ring) >

. Tl
yEB(z+2r1ng,2r1a1) W)z ¢(z0)

en utilisant alors la solution v de
Av =0 dans B(z + 2ring, 2r1)\B(z + 2ring, 2r1a1)
v=CM " sur 0B(x + 2ring, 2a;171)
¢(wo)
v =0 sur 0B(x + 2ring, 2r1).

on trouve que l'existence d’une constante Cs(d, f) telle que

h

Vx sur S proche de 0, Yh € (0,71), u(z + hng) > C’2Mm,
0

C’est a dire, il existe un voisinage V" de 0 dans R? tel que

Vo € V' N {z1 > ¢()}, u(z) = C @é\;[o)

Mais si x est assez petit, d(z,S) > C(d)(z1 — ¢(2’)) ce qui nous donne le résultat. O

d(z,S).

Lemme 5.9.
) CM
inf uy > ——t.
Zi)2 (P($0)

Démonstration. On peut appliquer le lemme 5.7 pour obtenir, sur la surface S’:;2, e
timation

M
inf u > t.
S5, w(@o)
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&l

+ o
/2 St/
FI1G. 5.4 — les points z7 et 27, et 'ensemble C

Considérons maintenant un point z = (z1,2’) dans Z, /2 On construit les points (voir
la figure 5.4)

17 = (6, 5(a),2") et @t = (v, (@), 7).

On prend r* = d(xt,07;) et v~ = d(x~,0Z;). Une premicre remarque, die a la
définition des fonctions @ZJ;;Q et wt_/Q est que d(xt,27) < t.

On prouve d’abord que si t est assez petit, r+ > t/4 et v~ > t/4. Pour ce faire, si
I’on considere un point X = (¢(z”),2”) sur 8S; . On veut donc prouver que, si ¢ est
assez petit, on a que |z~ — X| > t/4. Tout d’abord, si 'on suppose que |z’ — x| > t/4,
le résultat est automatique puisque |z~ — X| > |2/ — 2”|. On peut donc supposer que
Pon a |2/ — 2| < t/4. On peut, en utilisant les expressions de ;" et wt_/2, évaluer la
quantité

2) 3
2= — X| = {(x/ B a:”)Q + <[¢(x/) . w(x//)} 4 QD(;OO) U$/|2 . ]a://‘Q] + t) }

v

[ = w(a] + Z2 - 7] 4

t / " o(z0) |, 7
o)~ v - 2 e

Mais comme les différences 1(2') — 1 (2") et |2|? — |2”|? sont des o(t) quand t tend vers
0, car la fonction 1 et la fonction d’élévation au carré sont de dérivée nulle en 0, on
trouve donc que, si |2/ — 2”| < t/4,

t
|z — X| > 5—0(15).

On en déduit alors que, pour t assez petit, et pour tout X sur 95, , |z~ — X| > ¢/4.
Cela implique que d(x~,S; ) > t/4 pour t assez petit. On utilise une argumentation
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similaire pour prouver ensuite que, pour t petit, on a la méme minoration pour les
quantités
d(x=,S5), d(zt,8,") et d(=™, S, .

Et ’assertion est prouvée.

Considérons maintenant les ensembles C' défini comme le plus petit ensemble
convexe contenant B(z",¢/4) U B(xz~,t/4) et C' défini comme le plus petit ensemble
convexe contenant B(z™,t/8) U B(z~,t/8). On peut appliquer une inégalité de Har-
nack uniforme au remplagant harmonique de u; sur ces ensembles et prouver que (la
fonction wu;, étant sur-harmonique, est supérieure a son remplagant harmonique, et de
plus u; > u)

M
ug(w) > infuy > C(d) supuy > C(d)ug(z™) > C(d)u(x™) > C(d) ¢ .
¢’ el ¢(zo)
O
Lemme 5.10. )
CM
G(u) — G(ur) > ——|Vi ol
(1) = Gu) > S Vil
Démonstration. Rappelons d’abord que, grace a la définition de u;, on a
Vug - V(u—u) = f(u—uy),
Zt Zt
et donc )
G(u) — G(ug) > 5 / |V (u— ut)‘2. (5.7)

Maintenant, pour y dans S, , soit /,, la droite passant pas y et suivant le vecteur e;.
Soit S; I'ensemble de tous les points y de S, tels que [, N Vi /2 n’est pas vide. Pour un
tel point y, on appelle l; I'ensemble (y,y + sye1) ol s, = sup {s Yy +se; € Vt/g}. Au
final, soit

o =y +se1:0<s < sy, y€ S}

En intégrant sur les droites, on trouve que

/ ‘Del (uy — u)‘dx > / dy | De,(us —u)ds
’ é l{g

t/2
> /(ut—u)(y+sye1)dy:/ u(y + syer)dy.
A A
Mais,
CM CM
ug(y + sye1) > t> Ll
o) 2 S 2 e
et donc O oM
D.. (uy — u)|dx > ——|V/ 5| > ——|V,/»|.
[, Dt = wlde > S| > Sl

t/2
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Mais, grace a 'inégalité de Schwarz,

[, 1pata ol <t f
%4 %4

/2
Coom?
( ut)‘) 2 W‘V;ﬁ/ﬂ’

et donc, comme V9 C V/27 et comme p(z9) < 1,

M2
/}Vu—ut ZC
Zo

ce qui, en utilisant (5.7), termine la démonstration. ]

et donc

/Q‘V(U—ut)‘QZ/V/ | De, (u — uy

t/2

“/:‘,/2‘7

5.4.3 Conclusion
L’optimalité de €2 nous amene donc, en utilisant les estimations précédentes, & :
!Vt/zlc—M2 < (C +COM + )\> V4.
p(xo) — \w(zo)
Mais pour tout ¢ assez petit, B(0,t/2) C Z;, et donc, grace au lemme 5.1, on a
Vi > |Q°n B(0,¢/2)| > Ct?.

Donc, en utilisant le lemme 5.11, il existe une constante C'(d) et une suite ¢; | 0 telle
que
Vi, |V2ti| < C(d)"/tz|

En rassemblant tous les termes dans I'inégalité de minimisation pour t¢; assez petit, et
apres division par |V;,], on trouve que

LW < L + N+ g
p(zo) ~ p(o) M

d’ot1 ’'on conclut que M < C. Au final, la fonction u est donc localement Lipschitzienne
dans D.
5.5 Construction de la surface S

Par définition de zg, on a, pour tout y pres de xg,

Md(y) > Md(zo) +w(y)e(y) — w(zo)p(zo)-

Maintenant, comme f est localement Holder continue et u(xg) > €, la fonction u peut
étre développée a l'ordre 2 pres de xg. On a donc encore, pour tout y prés de xg,

Md(y) > Md(x0) + V(we)(x0) - (y — w0) + Q(y — z0) + o(|y — o). (5-8)
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Ici, @ est un polynéme d’ordre 2 tel que AQ = A(wep)(zg). Quelques conséquences :
(i) En utilisant le lemme 5.15 en zp avec linégalité (5.8), on trouve que d est
différentiable en xg et que

MV d(xo) = ¢(x0) Vw(zo) + w(wo) Vo (zo)-

(ii) En utilisant le lemme 5.12 en x( avec I'inégalité (5.8), on trouve (en identifiant
la forme quadratique @) avec sa matrive @), que

QVd(.’L‘o) . Vd(x()) < 0.
o — Yo
\930 - y0|

Q1,1 =Qey-e1 <0.

Et on obtient que Vd(xo) = =e; d’ou

(iii) On veut maintenant trouver une estimation de AQ par en dessous. On a
AQ = ¢(x0)Aw(xo) + 2Vw(zo) - Vip(zo) + w(zo)Ap (o).
En utilisant (i) et les estimations |Ve(zo)| < C et |Ap(zg)| < C, on trouve que
CM
AQ = =C||fllzee = ——-
(o)

(iv) A partir du développement de Md obtenu dans (5.8), on trouve, pour z’ proche
de 0 dans R4, en utilisant que Vd(x) = e; et en posant Q'(z') = Q(0, '),

(! x,2
d((d(ﬂco)’%/))>d(x0)+Qz\(4)+O<\M’)

avec, puisque Q1,1 < 0,

CcCM

(o)

(v) Pour tout 2’ € R%! assez petit, en appelant y = (d(:vo), x’), on définit

AQ = =C|lfllL~ -

W) = ~w(@)ey) —Z\;U(xo)cp(xo)_

IR . / Q'(z") |’ |? N
Ce qui précede nous permet de dire que ¥ (z') = — +o0 et que, pres de 0,

M M
i.e., dans un voisinage V de 0 dans By, 0f) est inclus dans I’ensemble

{(z1,2") « z1 <(a)},

i.e., se trouve sous la surface

S={(z1,2') : 21 =v()}.

et on peut estimer la courbure moyenne (vu par en dessus) de cette surface preés de
I’origine :
1 C C
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5.6 Quelques lemmes techniques

5.6.1 Un lemme utile

Lemme 5.11. On considére une fonction f :]0,r[— RY telle qu’il existe des constantes
strictement positives Cy et a avec

vz €]0,r[, f(x) > Cox®. (5.9)

Alors, il existe une certaine constante positive C(a) et une suite (t)n dans (0,7/2)
convergeant vers 0 telle que

vn, f(tn) < Cla) f(tn/2).

Démonstration. Posons C = 2%+ 1. On va tout d’abord prouver que, pour tout ro < r,
il existe un ¢ dans ]0,ry tel que f(t) < Cf(t/2). D’ou l'existence de t,, par récurrence
en prenant o = min{1/n,t,_1}.
Pour prouver 'assertion annoncée, supposons, par ’absurde, qu’il existe ry dans
(0,7/2) tel que
vt € (070), f(t) = C f(t/2).

Alors, en prenant ty dans (0,7), on a

k k
Flto) 2 CFt0/2) 2 Cflto/) = C*F(t0/2) = Lt = (2 Cot:

et ceci est impossible puisque f(to) est fini, et que I'expression (C/2%)F = (1 4 27*)k
peut étre aussi grande que 'on veut. O

5.6.2 Quelques résultats sur la fonction distance

Dans toute cette partie, on étudie un certain nombre de propriétés de la fonction
distance & un ensemble. Dans ce qui suit, soit d(z) = d(x, A), olt A est un fermé de R,

Lemme 5.12. Dans A, la fonction d(.) est une sur-solution de viscosité de l’équation
~V?d Vd-Vd =0,

i.e., d est une solution, au sens des solutions de viscosité, de
V2d Vd-Vd < 0.

Démonstration. On commence par étudier les fonctions f : z +— d(z,y) sur R4\ {y}.
On a

Vi) = "
° L (e—y)a—y)
V)= da__@-y@—y)"
S e P e P
d’ou

V2 f(x) Vf(z)-Vf(z) =0,
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i.e., f est une solution classique de I’équation
H(Vf,V?f)=0

associée a l'opérateur elliptique H(p, X) = —X p - p. Puisque 'on peut écrire d sous la
forme

d(.) =inf {d(.,y) : y€ A},

i.e., comme inf de solutions classiques, on trouve que d(.) est une sur-solution de vis-
cosité de la méme équation dans 'ouvert A€. O

Corollaire 5.13. Soient xq un point de Uouvert A°, et f une fonction de classe C?
dans une certain voisinage de xg avec

d(.) > f(.) prés de xop, et

d(xo) = f(zo).
Alors
V2f(xo) Vf(xg) - Vf(zo) <0.

Lemme 5.14. Soit xg € R?. On suppose que d(xq) = ro > 0. Alors, d(.) est
différentiable en xo si et seulement si l’ensemble OB(xg,r0) N A est un singleton {a}.

De plus, dans ce cas, on a

o — b
d = .
V(@) = 27

Démonstration. On commence par supposer que d est différentiable en xy. Puisque d
est 1-Lipschitzienne, on a |Vd|(zg) < 1. Supposons par ’absurde qu’il existe (au moins)
deux points distincts a et b sur A N OB(xg,rp). Pour tout ¢ € (0, 1), on définit

xq(t) = (1 —t)xo + ta,
xp(t) = (1 —t)zo + tb.
On étudie z, (z, ayant les mémes propriétés). On a
d(za(t)) = d(za(t),a) = (1 —t)|zo —a
d’ol, pout ¢t dans un certain voisinage de 0,
d(zo — t(xo — a)) < d(x) — tlzo — al,

ie.,
d(wo + t(a — z0)) — d(zo)
t
et donc, en passant a la limite ¢ — 0,

< —‘.f() - CL|,

Vd(zg) - (a — z9) < —|zo — al,

ie.,
Vd(zo) - 2% > 1.

lzo —al —
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Puisque |Vd(z)| < 1, cela implique que Vd(zg) = ‘ﬁg:g‘. On a de maniére similaire
Vd(zy) = ég:a ce qui est impossible. En particulier, comme A N 9B (zg, ) n’est pas

vide, ce doit étre un singleton.
Supposons maintenant que A N 9B (a:o,d(xg)) est le singleton {a}. Remarquons
d’abord que, pour tout z, on a d(x) < d(x,a). En particulier,

— % (@ — 20) + o[z — ao)).

|z —al

Pour obtenir I’inégalité dans l'autre sens, on fixe un € > 0. On a

d(z) < d(xo) +

d(.%’(], A\B(CL, 5)) > d(.%’(]),
et donc, pour x proche de xg, on obtient
d(z) =d(x,AN B(a,e)).

Soit maintenant b € AN B(a,e). On a

To—b -(x—:zo)—i—0(|x—:c0|) > d(zg,a)+ To—b '(x—1:0)+0(|x—:c0|).

d(z,b) = d(zg, b)+——— 0
(,b) = d(zo,0) |zo — b |z — bl

Dans cette inégalité, quite a choisir € assez petit, on peut supposer que le o|x — zg])
ne dépend ni du choix de b, ni de celui de €. On en déduit que, pour x assez proche de

X,
To—a . zo—b To—a
d(z) — d _ A — > Bl SV _ "
(@) = dlan) - =0 o) 2 int [T @) - 2 (o))
+0(|:c — xol),
o —b To—a
> sup { — } T — Xg
beAnB(ae) Ul |To =0 |zo —al | |
+o(|z — wol).

Mais on peut choisir € aussi petit que I'on veut. En particulier, quand ¢ — 0, le sup
précédent tend aussi vers 0, ce qui donne

To—a
d(z) > d Az — — .
(x) > d(zo) + F— (z — z0) + o]z — w0])

Cela nous donne la différentiabilité de d en zg. ]

Lemme 5.15. Soit f une fonction de classe C* dans un voisinage d’un point xo de A°
et vérifiant

d(.) > f(.) prés de xo,

d(xo) = f (o).
Alors la fonction d est différentiable en xo et V f(xo) = Vd(xo).
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Démonstration. (i) On prouve tout d’abord que |V f(zg)| < 1. Soit v € S%!. En
utilisant la 1-Lipschitziannité de d, on a
f(xo +tv) — f(zo) < d(xo + tv) — d(xo) < tlv| <t.

En divisant par ¢t > 0 et en passant a la limite £ — 0, on trouve que

Vf(xg)-v<1.
De la méme maniere, quand ¢ < 0, on trouve que

Vf(xo) -v>-—1.
Au final, |V f(z0)| < 1.

(i) On suppose maintenant qu'’il existe deux points distincts a et b sur A N
0B (aco, d(xo)). En considérant, comme dans la preuve du lemme précédent

xq(t) = (1 = t)zg + ta,
zp(t) = (1 —t)zo + tb,
et en procédant a une étude similaire, on trouve, ¢t étant proche de 0, que
f(zo —t(zo — a)) < f(zo) — tlwo — al,

- £ (0 + Ha — 70)) — f(wo)
t

< —’IIZ‘O - CL‘,
et donc, a la limite t — 0 :

Vf(xo) - (a — xo) < —[z0 — al,

ie.,
Ty — a
Vf(wg) o > 1.
w0 — a
Puisque ‘Vf(xoﬂ < 1, cela implique que Vf(zg) = |§3:Z|' On a alors un résultat
similaire sur b, ce qui est impossible
(iii) On conclut alors par I’application du lemme précédent. O

5.7 Annexe : Un résultat de densité intérieure

Le résultat suivant, obtenu “en passant” n’est pas utilisé dans la suite. C’est ce-
pendant un premier résultat de régularité obtenu sur la forme optimale 2 en utilisant
seulement la continuité Holderienne prouvée dans le chapitre précédent.

Lemme 5.16. On suppose que u € CO’%(D). Soit 6 > 0. Soit © dans O et tel que
d(x,0D) > §. Alors, il existe des constantes C(d,d) et ro(d,\,d) indépendantes du
choix de x telles que,

Vr € (O,min{ro,d(x,ﬁD)}), }QﬁB(x,r)‘ > COr,
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Etude des perturbations intérieures

On se donne un x sur 952 tel que d(z,dD) > ¢. On considére deux boules B(z,7) C
B(z,r") € D. On pose 2 = Q\B(z,r). On a alors

J(Q) + P(Q) + M| —m| < J(Q) + P(Q) + A||Q] — m],

ce qui donne

J(Q) + P(Q) < J(Q) + P(Q) + A2 Bz, 7). (5.10)
On note
M, = sup u.
B(z,r")

On consideére la fonction g : [r,r'] — [0,1] affine, valant 0 en r et 1 en 7’. On définit
alors, dans B(z,r")\B(z,r), la fonction G,,(y) = g(ly — z|). On consideére enfin la
fonction v égale & u sur B(z,7’)¢, égale a 0 sur B(z,r) et égale & min{u, M,»G, ,+} sur

B(z,r")\B(z,r). Notons que v € H}(Q) C H}(2). On a alors

J(u) < J(v)
et donc
~ 1
J(Q) - J(Q) < ME,/ VG, |? +/ fi(u—w),
2 B(z,r")NQ B(z,r")NQ
ie.,
~ M?
J(Q)—-J() < C(d)m‘ﬁ N B(x,r/)} + C(”f”Loo)MT/ an B(x,r’)‘.

A ce niveau, on peut faire intervenir la holdériannité déja prouvée sur u :

Mz <C sup min{r, d(y, o0)}
yEB(z,r" )N

Mais, pour tout y dans B(z,7’) N, on a
B(y,d(y,aﬁ)) c Q.

On définit z comme le milieu du segment [z, y] et s = d(y,9Q)/2. Alors, on a d'un coté
que
B(z,s) C B(y,d(y,00)) C 9,

et de 'autre que B(z,s) C B(z,7’). On en déduit que
B(z,8) C B(z,7")NQ

et donc que

=

d(y,00) < |Q N B(z,r")|

On obtient donc I'estimation suivante sur M, :

ME, <C sup min {r/,d(y,aQ)} < C’|Q N B(%’"/)’%‘
yEB(z,r" )N
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On en déduit alors que

NI
1@ - a0 < o0

+C(Ifll) |20 B, )| 20

Pour étudier les variations de périmetre, notons juste que, pour presque tout r,
P(Q,8B(x,1)) = H (2N dB(x, 7)),

d’ot, en injectant les estimations précédentes dans 'inégalité (5.10), on a, pour presque
tout 7,

1
B(z,r)| "4

(r—r’)2 (511)
+CO (|| fllze<)|@ N Bz, )| 20 + A|Q 0 B(z, 7).

P(Q,B(z,r)) < 7{d*1(S2rﬁ<9B(a,°,7"))+C(d)mm

Un lemme préliminaire
Lemme 5.17. Soit (2,,)m une suite dans RT telle que
Tm+1 S me?na

pour des constantes C > 0 et a > 1. Alors il existe une constante C' = C'(C, ) telle
que st xg < C', alors limy, oo Ty = 0.

Démonstration. Par récurrence, on a ’estimation suivante sur x,, :

2 m—1 m _ _ 24 ... m—1 m
Ty < omt(m=la+(m=2)a"++a JES‘ < (maX{C,l})er(m 1oat(m—2)o*+-+a xg ]

Soit maintenant un 3 strictement plus grand que 1. En étudiant la fonction

fﬁil’G(0,00)'—)%,

on montre que

Vm >1, m < f3 <1n(15)> B,

Appelons cg la constante f <ln(1ﬂ))' On calcule

2 3 m
m+ (m—1a + (m—2)a2+---+am‘1—a’”‘1<1+a+a2+---+ )
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En posant alors C'(C,a) = (maX{C, 1})(;(01)’ on trouve que

m

Ty < C"" 28" = (C'30)®

1
et donc, si zg < o Ty, tend vers 0 quand m tend vers co. ]

Etude de la densité pres de la frontiere

On se donne dans la suite un xy dans 0€). Considérons de plus un ry tel que
B(xg,m9) C D. On construit une suite de rayons :

T0 H—
TTm+1 = Tm — —=27m,

4

On remarque que la suite (1), converge vers 7o, = 3. Pour tout m, on pose enfin

Vi = [0 B(zo,mm)|

et
Vin
rd’

Wh =

On a, pour presque tout r €]ry,+1, 7m[, en utilisant 'inégalité isopérimétrique sur ’en-
semble Q N B(xg, 1),

d

d=1 d—1
Vi 120 Blao,n)| T < C(d) {P(Q, Blao, 7)) + HH (@0 9B(o,m) |
i.e., en utilisant I’équation (5.11), pour presque tout r’ > r tel que B(xg,r’) C D,

1
Bz, )|
(r—rf)?

V,jl < C’(d){27‘{d1(QﬁaB(x0,r))+C(d)‘Qm
—i—C(HfHLooHQﬂB(m,r’)‘H?ld—&—x\‘QﬂB(m,r)‘}.

On impose tout d’abord la contrainte r’ < r,, ce qui nous donne maintenant la formule :

1+3 -
o+ Ol Va0 Vs

d—1
VI, < C(d){ 2H (2N 9B (z0, 7)) + C(d) Y

m

Comme ceci reste vrai pour presque tout 7’ > r, on peut approcher r,, par r’ et cela
nous donne donc, par continuité en v’ de la formule ci-dessus

1+5
a1 Vim' @ 1
V.7, < C(d) 4 2HT (2N 9B (w0, 7)) + C(d) 4 C(1f o) Vin 27 + AV,

(r—rm)

Considérons maintenant r, , ; le milieu du segment 7,41, 7,[. On a

70—
/ m
Tm_rm+1§§2 .
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La derniére majoration de V11 étant valable pour presque tout r €|ry41, rm|[, on peut
Iintégrer en r sur lintervalle |rp, 41,77, 1] (voir la section 3.4.4. dans [EG92]). Cela
donne

d—1
%02_me11 < C’(d){Q.’Q N [B(@, 7 )\B(@, rm+1)]|

/
1

1 "m
FO(d)Vpt / =) 2 + %rmo(ufnm)vﬁ?d n A?Q‘mvm}.

Tm+1

On peut bien-str majorer !Q N [B(z, 7}, 1)\B(x, rms1)]| par Vi, et,

T;n-!—l , 8
L = = =) T S gy =) S 2
Tm-+1 m+ 7ﬁO

Au final, on trouve

d—1 18 1

%02—mvmil < C(d) {2vm L OV 2 om %z—mc(nfnm)vﬁzd + A;OQ‘me} .
To

On cherche & faire apparaitre une inégalité similaire, mais en les W,,,, et pour cela, on

divise par rg. On obtient :

3
d—1 2 1
d TL 1+3

27m _ To
—_— 2-mC oo ) Wi, A=2""W,,

1
W T < C(d) L 2W + C(d) Wi 18.2™ +

m—+1

On conclut enfin, en utilisant que les W, sont borné par une constante C(d), étant une
densité, et en utilisant que ’on peut supposer g < 1 :

9-m a1 "
TWmil < C(d7 ||f”L°°a )‘)C Win,

soit encore

_d_
Wm+1 S C(d7 ”fHLooa )‘)mWT?L_l

En utilisant le lemme 5.17, on en déduit I'existence d'un C’(d, || f|| ) tel que Wy < C’
implique W, = 0, ce qui est impossible puisque xy € J€2, par définition de Of2.

On a donc prouvé l'existence d’'un C'(z) > 0, que 'on peut choisir uniforme sur
des voisinages de tout point du bord, tel que, pour tout r assez petit (cette notion 1a
pouvant elle aussi étre définie de maniére uniforme sur le voisinage du point du bord),

|Q N B(:c,r)‘ > C/‘B(:p,r)|.
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Chapitre 6
Régularité supérieure

Dans cette section on va s’intéresser a la régularité du bord de €2. Tout d’abord, on
va prouver que, quand la fonction d’état u est lipschitzienne, alors la forme optimale
) est un quasi-minimiseur. On en déduira que le bord réduit de €2 a une structure de
variété Cb3 ainsi qu’une estimation sur la “taille” de I'ensemble O\ O,eq 2.

Dans une seconde partie, on écrira, a partir du résultat de régularité ainsi obtenu sur
le bord de 2, ’équation d’Euler associée a ce probleme d’optimisation. Cette équation
s’écrit formellement

1
k(z) = §‘Vu(x)|2 +C
ou k désigne la courbure moyenne. Ce k, dans le premier temps, correspond a ’opérateur
(pour h le graphe du bord réduit de 2)

di Vh
—ad1v | —F/—————— .
1+ |Vh|?

Mais cet opérateur est a étudier alors comme opérateur elliptique sous forme divergen-
tielle, puisque ’on sait seulement pour l'instant que la fonction i est dans o3,

En utilisant des résultats classiques sur les équations elliptiques, on prouve que h
évolue en réalité dans C?, et on utilise alors un argument de “bootstrap” pour lier la
régularité de h a celle de la fonction f.

6.1 Quasi-minimiseurs et conséquences
Commencons par la définition :

Définition 6.1. Un sous-ensemble mesurable E de I'ouvert D (C R%) est appelé un a-
quasi-minimiseur (local) (pour un certain a €]0, 3]) si pour tout sous-ensemble A CC D
(i.e., tel que A est borné et inclus dans D), il existe un R € (0, dist(A, 6D)) etun C > 0
tels que

P(E,B,(z)) < P(E',By(x)) + Cré='T2

pour tousles z € A, r € (0, R) et E' avec EAE’ CC B,(z) (on rappelle d’ailleurs qu’on
a défini EAE' = (E\E') U(E'\E)).

85
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On va alors utiliser le résultat suivant (voir [Tam94] et [Alm76]) :

Théoréme 6.1. Soit o €]0, %] On suppose que E est un a-quasi-minimiseur. Alors,
(i) OreaE N D est une CH*-hypersurface,
(it) H*[(OE\OreaE) N D] =0 pour tout s > d — 8.

Théoréme 6.2. Supposons que f est bornée et que §) est une forme optimale du

probléme (Py) telle que u = uq est localement Lipschitzienne sur D. Alors, Q est
un %—quasi—mmimiseur.

Démonstration. Soient A CC D et R € ]0,dist(A,dD)[. Soit L une constante de
Lipschitz pour uw sur A + B(0, R). On considére alors un x € A, un r €]0, R[ et un
ensemble mesurable ' tel que Q’AQ CC B(x,r). Dans la fin de la preuve, on note
B, = B(z,r) et By, = B(z,2r).

Le cas ou B, C () est facile, puisque 1'on a

P(Y,B,) > 0= P(Q,B,).

Supposons maintenant que B, N 0§ n’est pas vide. Alors, |ullf(p,,) < 4rL. On
considere une fonction lisse ¢ telle que

¢ =0 dans B,, ¢ =1 dans Bj,,

C
IVellpe < o (C universelle) et ||¢| L~ < 1.

On peut alors estimer

J(Q)=J(Q) < Glpu) - G(u)
1 1
< 5[ @-vvats [ uVoues g [ alvePs [ - guf
2 Ba, Ba, 2 Ba, Boy
< C(d, || f||ge, L)r?
Et donc €2 est un %—quasi—minimiseur dans D. ]

On peut alors résumer les résultats précédents dans le théoreme suivant :

Théoreme 6.3. Supposons que [ est bornée et que €2 est une forme optimale du
probléme (P)) telle que u = uq est localement Lipschitzienne sur D. Alors,

(i) OredS2 N D est une cls -hypersurface,

(it) H*[(02\Drea?) N D] = 0 pour tout s > d — 8.
Remarque. (i) Le théoréeme précédent s’applique aussi au probleme (P), du moment que
le théoreme d’équivalence (théoreme 3.1) est valide, par exemple lorsque le domaine D
est un ouvert borné fortement étoilé par rapport a un point.

(ii) Il aurait suffit, pour que la forme optimale € soit un quasi-minimiseur, d’avoir
I’estimation suivante :

VB(z,r) C D, / \Vu|? < C rd=2t2e
B(z,r)
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pour un « > 1/2. Cette estimation, qui se traduit entre autre par la a-Hélder conti-
nuité de la fonction d’état u, permet alors d’obtenir pour §2 une structure de (a — %)—
quasi-minimiseur. En particulier, la 1/2-Hélder continuité qui avait été prouvée dans le
chapitre 4 n’est a priori pas suffisante en elle-méme pour prouver de la régularité sur
le bord de la forme optimale.

6.2 Equation d’Euler

Tout d’abord, il faut remarquer que, hormis les points singuliers, 0,0q§2 est déja une
cls hyper-surface. L’équation d’Euler associée au probléme d’optimisation de forme
donné va en fait nous permettre de prouver que le bord réduit de la forme optimale est
C%%, et méme parfois davantage.

On va commencer dans cette section par rechercher un “bon” représentant de la
forme optimale. On cherchera alors a écrire le bord réduit de €2 sous forme d’un graphe,
pour écrire enfin 1’équation d’Euler associée au probleme (P)).

6.2.1 Le bon représentant de la forme optimale

Rappelons tout d’abord que la forme optimale du probleme considéré est a priori
seulement mesurable. Néanmoins, connaissant sa fonction d’état ug = u, on sait que u
est nul quasi-partout hors de 2, et donc Q U [@ # 0] est un autre représentant de €.
Rappelons encore que, 4, le représentant quasi-continu de u est défini & un ensemble de
capacité nulle pres. Comme on a déja prouvé que u est Lipschitzienne, on peut supposer
que u et @ désigne leur représentant continu partout. De méme, quitte & remplacer 2
par QU [u # 0], on peut supposer que 2 contient 'ouvert [u # 0].

Tout d’abord, on cherche a évacuer le probleme de la nature du bord. En effet, pour
notre forme optimale €2, on est en présence de deux définitions du bord, en général
différentes, I'une étant le bord topologique (noté 9;2), lautre le bord au sens de la
mesure (noté 0€2, défini dans la section 2 du chapitre 4). En utilisant la proposition 3.1
de [Giu84] : on trouve un ensemble mesurable Q dans R? tel que

IQAQ| =0, et
9,Q = 09,

Remarquons que de la premitre égalité vient que les ensembles Q et Q sont deux
représentants d’'un méme ensemble (au sens de 1'égalité presque stre des fonctions
1o et 1g). En particulier, ) et Q ont mémes périmetre et mesure. Toujours de cette
premiere égalité, on déduit que les deux ensembles ont le méme bord au sens de la
mesure. L’ensemble ) a cet avantage sur l'ensemble Q que son bord topologique est
exactement son bord au sens de la mesure.

Enfin, on peut voir que ensemble ouvert [u # 0] est contenu dans Q. En effet,
de I'égalité QAQ on déduit tout d’abord que les deux ensembles Q et  ont le méme
intérieur au sens de la mesure et on a donc

[u # 0] € Qing = Qing C Q.

On peut donc conclure de la facon suivante :
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Proposition 6.4. Quitte a choisir un bon représentant de la forme optimale, on peut
supposer que Q contient l'ouvert [u # 0], et que le bord topologique de € est exactement
son bord au sens de la mesure.

On supposera donc dans la suite que le représentant choisi vérifie ces propriétés.

6.2.2 Ecriture sous forme de graphe du bord

On veut maintenant écrire I’équation d’Euler associée au probleme d’optimisation
pres d’un point de la frontiére réduite. Pour cela, fixons X € 0,42, et commencons par
utiliser la structure de variété de 0,eq€2. Quitte & effectuer des rotations adéquates, on
peut supposer qu'’il existe une boule ouverte B; de R%!, une boule ouverte B, de R,
et une application h de By dans Bs de classe C L3 tels que

(1) X € By X By,
(i) Orea2N By x By = {(x,h(x)) : = € By}.
Ceci nous informe sur la structure du bord réduit de Q dans 'ouvert By x By. Dans
la suite, on notera U 'ouvert By x Bs.
Afin d’écrire I’équation d’Euler, nous avons besoin d’informations sur tout le bord
de Q a l'intérieur de 'ouvert Y. Pour cela, on peut utiliser le théoreme 4.4 de [Giu84],
et en particulier que, ) étant un ensemble a périmetre fini, son bord réduit est dense

dans son bord au sens de la mesure. Le bord réduit ayant une structure de variété dans
U, c’est un ensemble fermé dans cet ouvert. On en déduit que

0NU = Orea2 NU.

En particulier, £ est d’un seul coté de Oroq€2. On résume tout cela dans la proposition
suivante :

Proposition 6.5 (Structure du bord dans U). Quitte a choisir un bon représentant
de la forme optimale 2, on peut supposer que, outre les propriétés énumérées dans la
proposition 6.4, ) vérifie les propriétés suivantes :

(i) Ored2NU = 00NU = {(z,h(x)) : z € B},
(it) QNU = {(z,y) €U : y < h(z)}.
Quitte a opérer des translations, et a diminuer la taille de U/, on pourra supposer

que les boules By et By sont centrées en 0 et que le point X choisi sur le bord réduit
est lorigine de RY.

6.2.3 Equation d’Euler

Pour écrire 1’équation d’Euler, considérons une fonction ¢ dans C°(B;) vérifiant
[ ¢ = 0. Alors, pour tout ¢ suffisamment petit, la fonction h + t¢ est encore dans

Cl’%(Bl, Bs). On définit alors I’ensemble

Qhyrp = (Q\U) U {(z,y) € B1 x By 1y < h(z) + to(z)}.
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[

U 7

Q

FI1G. 6.1 — les ensembles € et €14,

On remarque que les ensembles € et 25, ont exactement la méme mesure. On en
déduit, en utilisant 'optimalité de €2, que

P(Q) + J(Q) < P(Qtsp) + J(Qngt)
c’est a dire, pour peu que les deux types de termes soient dérivables :

lim P(Qni4p) — P(Q) 4 lim J(Qnttp) — J(Q)

=0.
t—0 t t—0 t

On cherche maintenant & étudier ’existence de ces dérivées :

Dérivation du périmetre
Notons d’abord que, pour t suffisament petit,
P(Q,U) = P(Qpy1p,U).

Comme de plus on peut calculer

P(QpiipU) = [ 1+ [Vh+tVp]?
B1

on trouve que

P(Qni1p) — P(O) Vh- Ve

lim _ / _Vh Ve
=0 t B1 v/ 1+ ‘Vh|2

(6.1)
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Dérivation de 1’énergie de Dirichlet

Commencons par remarquer que, maintenant que 1’on sait que le bord est C L3 dans
notre ouvert U, on sait que la fonction d’état u sera elle aussi cls (ﬁ N L{). En effet,
considérons une fonction ¢ constante égale a 1 dans un voisinage de X, a support
compact dans U, lisse et a valeurs comprises entre 0 et 1. On a alors

A(up) = (Au)p 4+ 2Vu - Vo + u(Ap).

Donc, up est une solution faible d’une équation de Laplace avec condition de Dirichlet
0 au bord. Notons ici que le second membre est a priori seulement borné (comme f).
Donc, la théorie de la régularité au bord des solutions faibles du probléme de Poisson
nous dit alors que la fonction ugp est cla (Q) (On pourra par exemple se référer au
théoreme 8.34 dans [GT83]). Alors, quitte a restreindre le domaine U, on peut donc
supposer que u € cls (ﬁ N U).

Pour dériver J, commengons par appeler u; la fonction d’état associée a €2y, 14, c’est
a dire,

{ —Auy = f dans Qp44,
up = 0 sur 004 4.

La dérivation s’effectue en deux étapes. Le premiere étape consiste a étudier la
dérivabilité de I'application ¢ — wu;. Cela se fait a ’aide du théoréme suivant, ou est
faite une hypothese de régularité supplémentaire sur f :

Théoréme 6.6. On suppose que f € H' (D). Alors Uapplication t +— wu;, vue comme
une fonction définie sur un voisinage de 0 dans R et a valeurs dans L*(D), est dérivable
en 0. Sa dérivée u' est l'unique solution du probléme

—Au' =0 dans Q
u' =0 sur OQ\U
w+oVu-eq =0 sur 0QNU.

Démonstration. La preuve est semblable a celle proposée dans le chapitre 5.3 de [HP05].
Pour cela, on considere une fonction W réguliere a support compact dans 2U, égale a 1
dans . On définit alors ’application

®:(2',y) e RTI X R o(a)¥(2', 9 )ea
et on applique les théoreme 5.3.1 et 5.3.2 de [HPO5]. O
On peut réécrire la condition au bord vérifiée par v’ :

u' (2/,h(2)) 4 Oqu(z’, h(a")) (a’) = 0 pour 2’ € By.

Comme maintenant on a J(Qpu44,) = —3 [ f ug, on trouve que
Q - J(Q
lim J( h+t<p) J( ) _ _1/f u/.
t—0 t 2

Comme v Au = div («/'Vu) — Vu - Vu/, on trouve que

[ru = [aw @vu - [vu-vu
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et comme

/Vu' Vu =< —Au,u >=0,
on a finalement, par une intégration par partie :

/fu’:/ u’Vu-n:/ w'Vu-n
o0 oQnU

ou n désigne la normale extérieure a 2. On suppose dans la suite que la fonction u est
positive. En particulier, cela nous donne que Vu = —|Vu|n. D’ou

/fu’:/aQ M|Vu\2g0ed-n.
n

. 1 < —Vh)
V/1+|Vh|2 L)

Doieq-n = ———— et donc

V14 |Vh|?

Or, on peut calculer

/f u/ — IVUPSO

aanu \/1+|Vh|?
Reste donc a faire un changement de variable pour obtenir une intégrale sur B;. Pour
cela, on utilise la formule suivante :

/(9 muG(y)de‘l(y): / G (', h(a")) /1 + |Vh(2')|*da’

B1

%EI%) J(Qthwg — () = —% /31 ‘Vu(x',h(:r’))fgo(x')dx'. (6.2)

Formulation de 1’équation d’Euler

En utilisant alors les équations (6.1) et (6.2), on obtient, pour tout ¢ dans C2°(B1, R)
et de moyenne nulle,

Vh- Ve __ 1/ ‘Vu(x',h(:n’))fg@(x')dx' =0.
B

B 1+ |VRhZ 2

Cela revient donc a dire, au sens des distributions, que pour tout ¢ dans C2°(By) et de
moyenne nulle, on a
2
P )

<div <\/1—Y|h7Vh|2> ,¢> = <;‘Vu(.,h(.))

Considérons maintenant une fonction 6 particuliere dans C2°(B;) de moyenne égale a 1.
Pour toute fonction ¢ dans C°(Bi), ona ¢ — 0 |, B, ¥ de moyenne nulle et encore dans
C°(B1), et donc

. Vh 1 9
<—d1V (W) 790—9/31 80> = <2‘VU(.,h(.))‘ o —0 5, 90>
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d’ou l'existence d’une constante C' telle que, pour tout ¢ dans C°(By),

<div (\/1317%‘2) ,<,Q> = <;}vu(.,h(,))‘2,¢> + < Cp >,

ce qui revient a dire qu’au sens des distributions sur Bi, h est solution de I’équation
suivante, dite équation d’Euler du probléeme :

—div (w) = %]Vu\z + C. (6.3)

V14 |Vh]?

On peut interpréter des a présent cette équation a l’aide de la courbure moyenne (dont
la valeur en un point = de 0,qf2 est notée x(x)) par la formule :

AC, Vo € DN 0,ed?, k() = %‘Vu(x)f +C. (6.4)

6.3 Résolution dans le cas d = 2

Dans ce cas particulier, on a I’écriture suivante :

/
% 1

/
et donc la fonction ———— est dans Whee.

VTR

Lemme 6.7. La fonction h est dans C1® N W2oe,

loc

Démonstration. On sait déja que la fonction h est C1®. De plus, la fonction h’ est
localement bornée (puisque continue). On considere alors la fonction

t
A .
g 1+ ¢2
On observe que
(OE—
T = 1y epn

Considérons alors un ouvert borné O CC Bj. Alors, pour tous z et y dans O, on a
R (y) B N
W ()

= 3/2°
(1+ [Wllz=(0))”
En particulier, la fonction goh’ étant lipschitzienne (car de dérivée égale a —% |Vul?+C),
on trouve le résultat. O

lg(W(z)) — g(P'(y))| =

Lemme 6.8. La fonction h est dans C>® et on a

B = {;‘Vu(., h()) + c} (1+12)*2.
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Démonstration. Pour cela, on va prouver le résultat suivant :

Hl
1,00 1,00 /
VH € Wloc ’ g(H) € VVloc et (g(H)) = (1 _|_H2)3/2'

Pour prouver cela, prennons une fonction H € VVlf)COO . La propriété a démontrer étant
locale, on peut supposer que H est a support compact. On approche alors cette fonction
par une suite de fonctions H,, obtenue en opérant la convolution de H avec une suite
régularisante. La fonction H étant lipschitzienne, la suite H,, converge uniformément
vers H. De plus, comme H' est dans L2, on peut supposer que H/, converge faiblement
dans L? vers H'. En considérant une fonction ¢ € C>°(R), on calcule

/Q(Hn)cp’ = —/(1:2)3/290

et en passant a la limite, on trouve bien que

/Q(H)SOIZ—/(l_FHWSD‘

En particulier, en appliquant ceci & H = h’ et en lisant (6.5), on a

h// 1 9

et donc,
1
h" = {2 Vu|? + C} (1 + h/2)3/2,

d’oti 'on déduit que la dérivée seconde de h est de classe C%, ce qui prouve le résultat.

O]

Remarque. On voit donc apparaitre dans le lemme précédent le lien entre la régularité
de h et celle de u.

Théoréme 6.9. On suppose que, dansU, la fonction f est de classe C**. Alors, 0QNU
est le graphe d’une fonction CF3:2,

Démonstration. Pour cela supposons que 9 est le graphe d’une fonction C/*® (on
a vu que cela était déja le cas pour ;7 = 2 d’apres le résultat précédent) pour un
j€{2,...,k+2}. On adonc que j — 1 <k, et donc f € /=1, Alors, en appliquant
le théoréme 9.19 de [GT83], on trouve que u € CH (ﬁ) D’ou Vu € ¢7—1e (ﬁ), et donc,
vue l'expression de h”, on trouve que h € C/t1®, Par récurrence finie, on trouve que

h € Ch+3a, O

Corollaire 6.10. Si la fonction [ est de classe C*°, alors le bord de €2 est une
variété C*.
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6.4 Régularité C>* dans le cas général 2 < d

Théoréme 6.11. Si f € H!(D) (condition nécessaire pour pouvoir écrire la
dérivation), f localement Holder continue, u localement lipschitzienne, alors le bord
réduit de 2 a localement une structure locale de variété C>* pour un certain o > 0.

Démonstration. En reprenant les notations précédentes, on a vu que le bord réduit de
Q) pouvait s’écrire localement comme le graphe d’une fonction CY'2 solution, au sens
des distributions dans une boule B de R4™!, de I’équation

. Vh 1
—div <1+‘Vh|2> = §!Vu| + C.

Notons que, quitte & diminuer la taille de la boule, on peut supposer que h est C! dans le
compact B. En particulier, (Vh)? est borné dans B, par une constante M. Considérons
donc une fonction auxiliaire g : R — R vérifiant les propriétés suivantes :

(i) g € C*(R),

(ii) g est paire,

(iii) g|r+ est décroissante,

(iv) gl(—ns,nr) est constante égale a 1,

(V) gl(—2n,20)e est constante nulle.
Alors, h est encore solution de I’équation

Vh 1
—div = 5|w|2 +C.
\/1 +|Vh|2g(IVh]2)

Notons que le membre de droite de 1’égalité est une fonction que ’'on peut supposer
ce (Bl) pour un certain « > 0. Notons F’ cette fonction. On introduit alors le probleme
suivant, vu comme une équation elliptique en forme divergencielle :

—div vu = F dans Bj,
\/1 + VU 2g(IVU2) (6.6)
U = h sur 0B;.
Remarquons tout d’abord que, puisque
1
ag > 0, 3bo > 0, ¥p € R, ap < ——=x < Iy,
1+ p%g(p?)
I’équation (6.6) a bien un sens dans H'(Bj). Cela donne la formulation suivante :
VU -V
By \/1 +|VURg(IVUP) /B (6.7)

Remarquons que h est solution du probleme (6.7). La preuve du théoréme consistera
donc en l'obtention de deux résultats : l'unicité des solutions & l'équation (6.7) et
lexistence de solutions réguliéres a (6.7).
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R
1+ p2g(p?)
52
(1+ p2(p?))’

Lemme 6.13. I existe une solution U au probléme (6.7) qui vérifie

Lemme 6.12. On note, pour p € R¥™1, A(p) = . Ona

Vp e R¥ ve e RYL DA(p)E - € > > ade?.

W

U e Cz’a(Bl) M CO (E) et U‘BB1 = h‘BBy

Démonstration. Tout d’abord, on utilise le théoréme 15.19 dans [GT83]. Cela nous
donne P’existence d’une fonction U € C**(By)NC®(By) vérifiant, pour tout ¢ € C2°(By),

VU V¢ :/ Fo, (6.8)
B

/Bl \/1 + VU Rg(|VU2)

ainsi que la condition au bord
Ulop, = hlap, -

Comme U est continue sur By, c’est bien une fonction de L?(Bj). Il nous faut donc
maintenant vérifier que son gradient est bien lui aussi dans L?(Bj). Formellement, le
calcul que 'on va faire revient, au moins formellement, a prendre la fonction U — h
comme fonction test dans le probleme (6.7). On obtient alors que

VU-V(U-h) -
/31 1+ VU (VU] _/Bl o=

et donc on s’attend a avoir ’estimation

o [ VU< [ [VUII9H+ [ P =) < CITU a6, + U = bl
1 1 1

Pour formaliser cela, commencons par remarquer que, U étant par exemple C'(Bj),
I’équation (6.8) a bien un sens pour tout ¢ pris dans un Hg(O) pour n’importe quel
ouvert O CC Bj. En particulier, si on prend € > 0, la fonction (U — h — &) est bien
de cette forme. Et son gradient s’écrit (VU — Vh)1{7_p5. On a donc

/ VU - V(U - h) :/ PO hest
U—h>e] \/1 + VU Rg(IVU[2)  Jo-h>el

On en déduit que

aOHVU”%%[U—hx}) = / VU - Vh +/ FU-h-e)",
[U—h>e] \/1_|_ |VU\29(|VU\2) [U—h>¢]
bo/ VU \Vh|+/ FU-h,
Bl Bl
< C||VU||L2(31)+C.

IN
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En passant a la limite € — 0, on trouve que
aol| VU2 _psop < CIVU L2, + C-

En utilisant comme fonction test la fonction (U — h + €)7, on trouve de méme que
a0l VU L2 -neoy < ClIIVUll2(,) + C-

Enfin, la fonction V(U — h) est nulle presque partout sur l'ensemble [U — h = 0]
(voir [HPO5] par exemple), et donc

aol| VU225, < ClIVU||2(8,) + C-

On en déduit que ||[VU| 12(p,) < 00, i.e., que U € H'(B;). Comme de plus U € C°(By)
et Ulgp, = hlop,, on a bien U € h + H}(By). O

Lemme 6.14. [l existe au plus une solution au probleme (6.7) qui soit dans C1(By).

Démonstration. Soient U et V deux telles solutions. On a donc, pour tout ¢ € C°(By),

VU - Vp VvV - Vp

/31 1+ VU Rg(IVUPR) /31 V1+I9VEg(VVR)

i.e.,

/ (A(VU) — A(VV)) -V = 0.
B1
On définit alors la fonction

U(x) =tU(z) + (1 —t)V(x).

Notons A, (t) = A(VU(z)) = A(tVU(z) + (1 — t)VV(z)). On a donc,

0= [ (A1)~ 4u(0) - Ve(o)da,
By

0— /B (/DlA;(t)dt> Vo(x)de,

0= /B1 </01 DA(VU(z))V(U — V)(x)dt) -Veo(z)dz.

ie.,
ie.,

Maintenant, remarquons que la fonction A est C* sur tout R%~1, et égale & 'identité sur
le complémentaire d’une boule assez grande. Donc, la fonction DA est bornée. Comme
maintenant U et V sont dans H*(B;) et comme ¢ est dans C2°(B;) donc dans H'(By),
on trouve que

1
/B /0 IDA(VU(2)) V(U — V)(x) - V()| di dax < oo,
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Ainsi, en appliquant le théoréme de Fubini,

1
0= /B1 /0 DA(VU(z))V(U = V)(z) - V(z)dt dz.

Remarquons maintenant que 1’égalité précédente est continue en ¢ par rapport a la
topologie H{(Bj). Par densité, on peut donc prendre ¢ = U — V. En utilisant le
lemme 6.12, on trouve que

1
0= [ | DAFUE)VE - V)@) - VO = V)@t do > VT = V)l

et donc U =V. O

Et ce dernier lemme conclut la preuve du théoreme. ]

6.5 Reégularité supérieure

Une fois la régularité C>* obtenue pour le bord réduit, il devient possible de réécrire
I’équation d’Euler

1
v () 2 hwwp e
VI+|VRZ) 2

Ah Vh-Vh 1
- + = -|Vul*+C

V1+|Vh|? (1—|—|Vh\2)% 2

1 1
_ - P - 2 S
Ah =+/1+|Vh| <2Wu] —|—C> +1 T [VhE (6.9)

On peut alors mettre en place un argument de type bootstrap pour monter en régularité.

Tout d’abord, comme le bord de € est, & I'intérieur de ouvert U, de classe C>°,
on trouve, si la fonction f est C% dans U, en utilisant le théoréme 9.19 dans [GT83],
que la fonction u est de classe C>® au moins jusqu’au bord de  dans U, i.e., 92 NU.
On en déduit que le second membre de I'équation 6.9 est de classe C1®. Toujours en
utilisant le théoréme 9.19 dans [GT83], on en déduit que h est de classe C>* dans Bj.
On peut alors prouver, par récurrence, le résultat suivant :

sous la forme

soit encore

Proposition 6.15. Si la fonction f est de classe C** dans le voisinage U étudié, alors
le bord de Q est de classe CFT3% dans U.

Et comme corollaire immeédiat :

Corollaire 6.16. Si la fonction f est de classe C*° dans U, alors le bord de €2 est de
classe C*° dans U.

On peut alors formuler un cas particulier du théoreme 6.3

Théoréme 6.17. Supposons que f est une fonction C* positive sur D et que ) est
une forme optimale du probléme (P)). Alors

(i) Oreaf2 N D est une C*°-hypersurface,

(it) H*[(0\Drea?) N D] = 0 pour tout s > d — 8.
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Chapitre 7

Cas de la premiere valeur propre
du Laplacien-Dirichlet

7.1 La fonctionnelle

On définit maintenant de la maniere suivante la fonctionnelle d’énergie.

fQ ‘VUP
fﬂ u?

Les nouveaux problémes sont alors :

Al(Q):inf{ cu € HE(Q), u;é(]}.

Minimiser la quantité A1 (Q2) + P(Q) (Plap)
parmi les Q € A,,,
et
Minimiser la quantité \1(2) + P(Q) + /\‘ |Q| — m‘ (Plap)
parmi les 2 € A. A

On va prouver le résultat suivant :

Théoréme 7.1. Soit ) wune forme optimale pour le probléme (Pl/\ap). Le bord

réduit OpeqS) est une C°-hypersurface, et I'ensemble OQ\OyreqS) est de mesure H® nulle
pour tout s > d — 8.

Remarque. Le résultat s’étend par conséquent aux formes optimales du probleme (Plap)
quand existe une résultat d’équivalence entre les problemes (PP) et (Plfp).

7.2 Résultats d’existence

L’existence de formes optimales est semblable au cas de I’énergie de Dirichlet.

Proposition 7.2. On suppose D borné. Il existe des solutions aux problémes (Plap)
lap
et (P,").

Démonstration. On procede comme dans le cas de ’énergie de Dirichlet, en relaxant le
probleme & I'aide des espaces H{(£2), puis en revenant au probléme initial. O

99
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Dans le cas ou 'on travaille sur ’espace tout entier, on a cette fois, et contrairement
au cas de I’énergie de Dirichlet, un théoreme d’existence.

Proposition 7.3. On suppose que D = R?. Il existe des solutions auz problémes (Plap)
lap
et (P,").

Démonstration. Dans le cas du probleme (P'%), considérons un sous-ensemble € me-
surable de R? et de mesure m. Soit alors u une fonction propre du Laplacien-Dirichlet
sur §) associée a la premiere valeur propre. En effectuant une symétrisation radiale de 2
et de u (voir [HPO05]), on trouve, en notant B la boule de mesure m dans R? centrée &
I’origine, que
M(B)+ P(B) < A\ () + P().

La boule B est donc une forme optimale au probleme (Plap). On a de plus que toutes
les formes optimales & ce probleme sont des boules de mesure m.

Dans le cas du probleme (Plfp), considérons une suite minimisante (€2,),. Pour
tout n, on appelle B™ la boule de R? centrée en 0 et de mesure |2,,|. On a alors, pour
tout n,

M(B™) + P(B™) + \||B"| — m| < M () + P(Q) + A||Q] —m).

La suite (B™), est donc une nouvelle suite minimisante pour le probleme (Pl;p). Le
probleme consiste donc maintenant & minimiser la quantité A (B) 4+ P(B) + A||B| —m|
parmi toutes les boules B de R?. Notons alors By la boule de rayon R dans R? centrée
a origine, et définissons la fonction

P, : R € (0,00) — A (Br) + P(Bg) + A||Bg| — m]|.
On peut calculer

D\(R) = R\ (B1) + R IP(By) + A|R%|B1| — m.
On remarque alors que

®y(R) ~ M|Bi|R%et ®y\(R) ~ A\ (B1) R2
R—o0 R—0

et donc @) atteint son minimum sur R en au moins un point Ry. La boule Bg, est

alors une forme optimale du probleme (Plfp). O

7.3 Résultats d’équivalence

Tout d’abord, remarquons que la premiere partie du raisonnement d’équivalence
du chapitre 3 peut étre appliquée ici, la fonctionnelle A étant elle-aussi décroissante.
En ce qui concerne la seconde partie, il s’agit cette fois encore de dériver A; selon des
transformations classiques :

Proposition 7.4. Soit Q un ensemble mesurable borné de R® et t un réel strictement
positif. Alors
AL (tQ) = 72X (Q).
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En particulier,
lim AL(tQ) — A ()
t—1,t<1 1-t¢

= 2 (9).

Démonstration. Remarquons que, pour tout u € H&(Q), on a
w(.) = u(./t) € H&(tQ).

En particulier,

M () < inf{‘”qu“‘;|2 : ueHg(Q)}
Uz
< inf{z:—Qf‘fVuZ’2 ;ueHg(Q)}
< A (Q)

Comme de la méme maniere, A1 (Q) < t2A;(#Q), on a méme 1'égalité. D’ou le résultat.
O

Le résultat d’équivalence déduit de cette proposition est alors le suivant :

Théoréme 7.5. On suppose ici que D est borné et fortement étoilé. Alors, il existe \* =
X(m, D) tel que, pour tout A > \*, les problémes (Pl/\ap) et (P%P) ont les mémes
solutions.

Démonstration. La preuve s’organise comme celle du chapitre 3. Déja, on a vu que
dans le cas ou ’ensemble D est borné, les deux problémes (Pl/\ap) et (P'%) admettent
des solutions. Pour prouver I’équivalence, on prend donc une forme optimale 2 du
probléme (Plfp)7 vérifiant [Q2| # m, et on prouve que cela implique que A < C, pour
une constant C' dépendant de la dimension et du domaine D. Dans le cas ou Q| < m,
on utilise la décroissance de \; et la preuve s’organise comme dans la section 3.3.
Dans le cas ou |©2] > m, on utilise que 'ensemble D est fortement étoilé et des
perturbations de €2 par des homothéties. La proposition précédente permet alors de

conclure. O

Dans le cas de la premiere valeur propre de 'opérateur Laplacien, cette équivalence
est insuffisante pour atteindre directement les résultats voulus. Le résultat suivant nous
permet alors de passer du probleme (P)) & un nouveau probleme plus adéquat a la
preuve de la régularité.

Corollaire 7.6. Soit Q) une forme optimale du probléme (Plfp) etu € HY(Q) un vecteur

propre associé & la premiére valeur propre du Laplacien-Dirichlet de norme L? égale
a 1. Alors pour tout ' mesurable inclus dans D et tout v € H} (), on a

[/\Vu|2+P(Q)+)\HQ\—m|] < vav|2+P(Q’)+A|Q’y—m@

- <1 — /v2> /|Vu2 + </v2 — 1) (P(Q) — P(Q))
A1) — || <1+/v2> .
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Démonstration. On suppose que v # 0. La propriété d’optimalité de 2 se traduit alors
par

\V4 2
/\vu12+P(Q)+AUQ|—m\ < /1 Z' + P(Q) + A||€Y] — m.

v

En multipliant par va,

0< /v2(P(Q/) — P(Q)) + ||| - yQ|\/v2+/\vuy2—/v2/vu|2.

On ajoute alors & cette inégalité I'expression [ |[Vu|? + P(Q2) + A||©2] — m| pour obtenir
I'inégalité annoncée. O]

7.4 %-H'c')lder continuité de la fonction d’état

Ici, le procédé est treés similaire pour peu que 'on n’utilise pas directement le
probleme (Plfp) mais le résultat du théoreme 7.6. Considérons donc une forme op-
timale  pour le probleme (Pl/\ap) et u une fonction propre associée a l'opérateur
Laplacien-Dirichlet sur Q. Quitte & renormaliser, on peut supposer que [ u? = 1. Et
en remarquant que u™ +u~ est aussi une fonction propre pour la méme valeur propre,
on peut donc supposer que u est une fonction positive. Commencons par étudier la
structure de Aw :

Lemme 7.7. Il existe une mesure de Radon positive i telle que
Au + Al(Q) U 1[u>0} = U.

Démonstration. Soit ¢ € C°(D,R™). On remarque que, pour t > 0, (u — tp)" est
dans H& (Q), et n’est pas nul, pourvu que ¢ soit assez petit. Donc,

/Ivu!2 DN
T - t)t)?

Or, dans H}(D), on a
/‘V(u—tcp)‘g:/’V(u—t¢)+‘2+/’V(u—tcp)_f,

et donc, en posant f(t) = [ |V(u— tcp)’Q et g(t) = [|(u- tg0)+‘2, on a, pour t > 0,

s 10,

g(t) g(0) ~
Or, les fonction f et g sont dérivables en 0, avec
f'(0) = —2/Vu‘Vg0

et
g'(0) = —2/u901[u>o]~
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Et on a donc, en divisant par ¢ > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0,

ie.,
—2/Vu-ch+ 2A1(Q)/ucp1[u>o] > 0.
Au final, on a donc, au sens des distributions sur D,

Au+ A () u 15 = 0,

et on identifie la distribution positive ainsi trouvée avec une mesure de Radon positive.

O
D’ou I'on déduit une estimation L de u.
Corollaire 7.8. La fonction u est dans L*>(D).
Démonstration. C’est I'application directe du théoreme 8.15 de [GT83]. O

Comme la fonction u est positive, on a vu, lors de I’étude du probleme de Diri-
chlet, que la preuve de la continuité Holder passait par une bonne estimation de la
mesure |Au|. Cette estimation provient du lemme suivant :

Lemme 7.9. Soit B un ouvert dans D et p € C°(B). Alors
<Au+ [M(Q)+P(Q) — PQUB)|u,p > <

c [ / Vo2 + [l 1Bl (AB| + P(B))| [P(B) + A|BI]%.

Démonstration. Pour cela, on applique le corollaire 7.6 en posant
A =QUBetv=u+ty

pour un t réel strictement positif que I'on fixera plus loin. En développant les différents
termes qui apparaissent dans I'inégalité obtenue, on obtient :

2t < Au+ [M(Q) + P(Q) — P(QUB)]u,p > <
[P(B) +4\|B|] + 2 [/|V<p|2+P(B)/<p2+2)\|B|/902] .

En divisant par 2t et en regroupant les différentes constantes, on obtient

<Au+ [M(Q)+P(Q) — PQUB)|u,p > <

e+ s+ 0t [ [ 1968 + el 181 (P(8) + B .

En minimisant cette inégalité en t, on obtient alors le résultat voulu. O
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Théoréme 7.10. [l existe une constante C' > 0 telle que, pour tousr € (0,1) et xg € D
tels que B(xo,2r) C D, on ait

|Aul(B(zo,7)) < Cri—1-3,
Démonstration. Pour prouver ce résultat, on va appliquer le lemme précédent en pre-
nant pour B la boule B(xg,2r), et pour ¢ une fonction C2°(B(zg,2r)) constante égale

a 1 sur B(zg,r), uniformément bornée par 1 et de gradient uniformément borné par un
C(d)/r. On calcule les ordres de grandeur des différents termes :

/ Vgl? < Crt2,

P(B) < Cril et |B| < Cre.

On a alors

N

1
< Aut [\ (Q)+P(Q)— P(QUB)|u, ¢ > < C [rH +rd(ard + rdfl)} : [rdfl + Ard}

Comme r < 1, chaque somme de r® peut étre majorée (& une constante multiplicative
pres) par le terme de plus petit exposant, et donc

1 1 )
< Au+ [M(Q)+ P(Q) — P(QUB)Ju,p > < C [rd—Q] 2 [rd’l] P opiinh

Maintenant, P(QUB) < P(Q2)+P(B) < C, et donc, u étant une fonction bornée sur D,
on a

|< [P(Q) — P(QUB)Ju, ¢ >| < Cr?.

On trouve finalement que
< Au+ M (Qu, o > < Cri—1-3 +Oort < ord—1-13,

Comme on a vu que la distribution Au + A1 (©2)u est une mesure positive sur D, on a

|Au|(B(zo,7)) < < |Aul,¢ >
< <|Au+ M(Qul, o >+ < [A(Q)ul, o >
< < Au+ M (Qu, o > +Crd
< ortlr 4ot
< Cri1-3,

On en déduit, comme dans le cas du probleme de Laplace,

Théoréme 7.11. Si Q est une forme optimale du probléme (Plfp) et u une fonction
propre associée a cette forme, alors u est localement %—Héldem’enne.
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7.5 Lipschitziannité de la fonction d’état

Dans la suite, €2 désigne une forme optimale du probleme (Plfp), et u une fonction
d’état associée a Q2. On suppose de plus que u est positive et que [ u? =1.
7.5.1 Résultat de densité

Etant basé sur la décroissance de la fonctionnelle d’énergie, le résultat de densité

obtenu pour le probleme (P)) se transpose immédiatement au probleme (Plfp) :

Lemme 7.12. [l existe des constantes C(d) et ro(d, \) telles que,

Vx € 09, Vr € (O,min {To,d(:c,aD)}),

Q°N B(z,r)| > Cré,

7.5.2 Preuve de la lipschitziannité

La preuve est basée sur le méme type de variation que pour la preuve de la lipschit-
ziannité pour le probleme (P,). La surface est construite de la méme fagon en remar-
quant que la fonction u est solution, & l'intérieur de Q, de I’équation —Au = A\ (Q)u.
De la borne L* de u sur D, on déduit le méme type d’estimations sur la courbure des
variations que dans le cas du probleme de Laplace. On construit ainsi les “perturbés”

0 =QU Z,;
et la fonction u; solution de

—Auy = A\ (Q)u dans Z;,
Ut € U + H&(Zt)

On a alors, en utilisant le résultat d’équivalence (7.6),

[/\Vu|2+P(Q)+)\]|Q|—m|] < [/|Vut|2+P(Qt)+)\]|Qt|—m}]

- <1 — /uf) /\vu|2 + </u§ — 1) (P(%) — P())
A1) — 9| (1+/u§>,

J1vak = [19uf - n@) ( [e-] u) < [P - P(9)] [ / u}
+ Vi (1+/u§>.

Remarquons que, quitte & prendre ¢ petit, on peut supposer que [ u? <1+ i u?. On
obtient alors la majoration suivante du terme de droite de ’équation précédente :

[P(y) — P(Q)] qu] + NV <1+/uf) < (2+/u2> ([P(Q) — P(Q)] + AVA]) -

i
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Pour minorer la différence d’énergie, on remarque que, suite a la définition de u;, on a

/Vut~Vu—/]Vut\2 C Q) </u2 —/u.ut) 0.
Dot
/]Vu|2—/|Vut2—/\1(Q) (/UZ—/U?> :/\V(u—ut)E+A1(Q)/(u—ut)2.

Au final, on obtient
/ V(= w)|? + M (9) /(u Cw)? < <2 + /u2> ([P() — P()] + AVi]) -
Soit encore, puisque A1 (€2) [(u —ut)? > 0,
J1vt=wl < (24 [ ) ([P©0 - P@) + ). (r.)

On reprend alors les estimations obtenues lors de I’étude du probleme de Laplace :

C
o(z0)

C
P(Q) = P() < —— Vil + IVl

et
9 OM?
Viu—u > ———|Viol.
/‘ ( t>| - 90(330)‘ vzl
Au final, on obtient

CM? ) C C

- < - - .

Sl = (24 ) (Sl + v+ i)
C

C
Vil + — V4.
EESICRSTI

Et on conclut a la locale lipschitziannité de u comme dans le cas du probleme de
Laplace.

7.6 Reégularité supérieure

Dans cette partie, on suppose que la premiere valeur propre de I'opérateur Laplacien-
Dirichlet sur 2 est simple. On procede alors comme pour le probléeme de Laplace, c’est
a dire on écrit que 9*Q) est une variété CH'®, et on travaille localement sur des graphes.
Sur un tel graphe (on note & la fonction de graphe définie sur une boule By de R~ et
a valeur dans une boule By de R), en utilisant le théoreme 5.7.1 de [HP05], on trouve
que, pour tout ¢ € C°(B1,R) et de moyenne nulle,

/B Vh -V ‘Vu(a:’, h(fL’l)) }QSD(xl)dx/ _o

JIEVEE s
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L’équation d’Euler devient donc, au sens des équation elliptiques en forme divergen-
tielle :

Vh
—div | —— | = \Vu]Q +C,
1+ |Vh|?
pour une constante C' donnée.
De la méme maniere que dans le cas de I’équation de Laplace, on déduit facilement

que le bord réduit est une variété de classe C>“, et on lance un argument de bootstrap
pour conclure la preuve du théoreme (7.1).
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Chapitre 8

Cas de I’énergie de Dirichlet
associée a un opérateur elliptique
en forme divergentielle

Dans ce chapitre, on étudie une variation du probleme initial, o 'EDP considérée
n’est plus I’équation de Poisson —Awu = f, mais une version plus générale :

—div(AVu) = f.

Le principal résultat de ce chapitre est la preuve de la %—Hélder continuité de la fonction
d’état d’une forme optimale, lorsque la fonction f est bornée et positive. L’approche
est différente de celle du chapitre 4. Nous utiliserons d’abord le terme régularisant du
périmetre pour montrer un résultat de densité au bord de la forme optimale. Puis, nous
déduirons la propriété de Holder continuité en utilisant quelques techniques utilisées
aussi dans le chapitre 5.

8.1 Le probleme

Soit D un ouvert borné régulier de R%. Soit m un réel dans l'intervalle ]0, |D| [ On
s’intéresse cette fois encore au probléme

{ Minimiser £,(Q2) = J(2) + P(Q) + )\HQ\ — m} (P(}\iv)

parmi les sous-ensembles mesurables 2 de D.

Néanmoins, la fonction J est maintenant 1’énergie de Dirichlet associée a un
opérateur elliptique de forme divergentielle. Soit donc une application

AZRdHSdXd

o 8¢ désigne I'ensemble des matrices symétriques de taille d x d. On verra dans la
suite les conditions précises de régularité et d’ellipticité de A selon les propriétés que
'on cherche & prouver. Cependant, on peut déja supposer que, pour tout = dans RY,
la matrice A(x) est symétrique définie positive.

109
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Soit f € H~'(D). On définit alors I’énergie J par 'expression suivante :
J(Q) =inf {G(u) : ue Hy(Q)},
avec, pour tout u dans H} (D),

G(u) = ;/A(x)Vu(x) -Vu(x)— < f,u>.

Une premiere remarque, importante dans la suite, est la suivante :
Lemme 8.1. La fonctionnelle J est décroissante.

On peut trouver une premiere condition sur A pour que la fonctionnelle J soit bien
définie :
Lemme 8.2. Si la fonction A vérifie la condition suivante :

Ja >0, V¢ € R, A(x)¢ - € > al¢f,

alors, pour tout sous-ensemble mesurable Q de D, il existe unu € Hg(Q) tel que J(Q) =
G(u).
Démonstration. Considérons une suite minimisante (uy), dans H} (). On peut sup-
poser que, pour tout n, G(u,) < G(0) = 0. Par conséquent, pour tout n, on a

« 1
S [Vl <5 [ AV Vun < [ £ un < Clln )|V l200),

en utilisant, pour obtenir la derniere inégalité, 1'inégalité de Poincaré dans D. Par
conséquent, la suite (uy), est bornée dans H{ (D), et on peut donc supposer qu'elle
converge faiblement (dans Hg (D)) vers une fonction u € Hg (). Par un argument de
semi-continuité inférieure de la norme

N(v) = [/ AV - vu] v

pour la topologie faible, on trouve donc que
G(u) < liminf G(uy,)
n
ce qui conclut la preuve. ]

On peut alors conclure a I'existence de formes optimales :

Théoreme 8.3. Sous la méme hypothése que dans le lemme précédent pour la fonc-
tion A, on trouve que le probléme (Pi“’) admet des formes optimales.

Démonstration. La preuve est sensiblement la méme que celle du cas de ’équation de
Poisson. [

Dans la suite, on supposera que la fonction A vérifie la condition du théoréeme
d’existence, i.e., que pour un « > 0, on a

Vo € D, V¢ € R, A(x)¢- £ > al¢f.
On désigne par €2 une forme optimale au probléeme (P‘iiv), et par u la fonction d’état
associée a €2, qui vérifie, au moins formellement :

—div(AVu) = f dans Q
u = 0 sur 0f).
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8.2 Les estimations

On suppose dans la suite que la fonction f est dans L?(D).

8.2.1 Estimations directes

En utilisant la condition d’optimalité entre 2 et Q2 U B, on trouve tout d’abord
I’estimation suivante :

Lemme 8.4. Soit B une boule incluse dans D et v € H}(Q U B). Alors,
J(Q) <Gw)+ P(QUB)— P(Q)+ \B\Q|.
D’ou 'on déduit le cas particulier suivant :

Lemme 8.5. Soit B, une boule incluse dans D et de rayon r < 1. Alors soit v la
fonction égale a v sur Bf et vérifiant

—div(AVv) = f dans By,
v € u+ H}(B,).

Alors
a/ |V (u— v)‘2 < /AV(u —v)-V(u—v) <O\ d)ri

Démonstration. En effet, on remarque tout d’abord que

J(Q) — G(v) = Gu) — G(v) = % /AV(u ) V(u—v)

par définition de v, ensuite que
P(QUB) — P(Q) < P(B) < C(d)r®,

et enfin que
AB\Q| < XCrd < C(\, d)rt!

car r < 1. ]

8.2.2 Etude de la mesure div(AVu)
On définit encore une fois les trois domaines au sens de la mesure :
Qint = {z € D : 3B(z,r) C D, |B(z,r)\Q| =0},
Qext = {z €D : 3B(z,7) C D, |B(z,r) N Q| =0},
0 ={zxeD :VB(z,r)CC, 0<|B(z,r)NnQ| <|B(z,r)|}.
On remarque que Qint et Qext sont deux ouverts.

Lemme 8.6 (Régularité a l'intérieur et I'extérieur de Q). (i) Dans Qpt, la fonction
u est solution, au sens des distributions de l’équation

—div(AVu) = f.
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(7i) La fonction u est nulle presque partout dans Qeq.

Lemme 8.7 (Structure de div(AVu)). Il existe deur mesures de Radon positives pi
et p_ telles que

div(AVU™) + fliso) = pr
diU(AVU_) - fl[u<0] = U—_.

De plus, si u est continue sur D,
pr ([u # 0]) = p—([u # 0]) =

Démonstration. On considere une fonction ¢ € C°(D, R*). Pour tout ¢ > 0, on définit
alors la fonction

up = (u—tp)t —u” € HY(Q).

On a donc G(u) < G(u), ce qui se traduit par

1 + + + o1

3 AVuT -Vu" — | fu Si AV (u —te)T - V(u—tp)T f(u—to)t
On remarque d’'une part que (u — to)* = (u™ — tp)™ et donc, puisque

/AV(uJr —tp)” - V(ut —tp)” >0,

on a

IN

/AV(u —tp)T - V(u—to)t
< /AV(u+ —tp) - V(ut —ty).

On en déduit :

ff u—tgo — [ fu"

0<— /AVu -V +e(t)

ott limy_,g (¢) = 0. Comme la limite de la fraction de droite est [ f ¢ 1jy>0), on trouve
donc que la distribution div(AVu™) + f 1j,50) est positive.
Le résultat sur u~ est obtenu en prenant les fonctions ut — (u + te) ™. O

Corollaire 8.8. En particulier, on trouve que
—div(AV|ul) <|f],
et donc, si f est dans L1(D) pour un q > d/2, on trouve que u est bornée sur D.

Démonstration. C’est 'application du théoreme 8.16 de [GT83]. O

/AV(u+ —to)t - V(ut —tp)T + /AV(u+ —tp)”

V(ut —tp)”
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8.3 Continuité de la fonction d’état

Dans cette section, on fait les hypotheses supplémentaires suivantes :
(i) la fonction f est dans LY(D) pour un ¢ > max{d/2,2},
(ii) la fonction A est bornée et Holder-continue sur D.

Dans la preuve de la continuité, on utilisera le résultat suivant, qui a déja été prouvé
dans I’étude de I’énergie de Dirichlet associé au Laplacien. Ce résultat n’utilise en réalité
que la décroissance de J.

Lemme 8.9 (Une estimation de la densité au bord). Il existe des constantes C(d) et
ro(d, \) telles que,

Yz € 00, Vr € (O,min {ro,d(aﬁ,aD)}),

QN B(z,r)| > Cr.
Théoréme 8.10. La fonction u est continue sur D.

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que la fonction u est nulle presque partout
sur Qext, et admet un représentant continu sur Qiye (c’est I'application du théoréme 8.24
dans [GT83]). Dans la suite, on supposera donc que le représentant choisi de u est égal
a 0 sur Qeyt et égal a une fonction continue sur Qjny.

Pour prouver la continuité, il suffit donc de prouver la continuité sur 9€). Soit
alors z¢ € 9. Soit (d,,), un suite décroissante de réels strictement positifs tendant
vers 0. On suppose que dg < 1. On considere alors la suite de fonctions

Tout d’abord, comme la fonction u est bornée, on remarque que les fonctions u,, sont
bornées. On peut donc supposer qu’elles convergent vers une fonction us, dans L™ (Rd)
muni de sa topologie faible-x.

Lemme 8.11. La suite (uy), est bornée dans H'(B(0, R)) pour tout R > 0.

Démonstration. On fixe R. On définit les fonctions V7 et W2 par

—div(AVV,R) = f dans B(xg, 6, R),
V.t e HY (B(z0,0,R)).

—div(AVW][) = 0 dans B(zo,0,R),
WE e uw+ HY (B(zo,0,R)).

En utilisant le lemme 8.5, on trouve que
/ IV (u— (VF+ W) [* < C(d, )R 831,
B(z0,0nR)
En utilisant le lemme 8.18, on trouve que

/ VR < Cd ||| ooy RE2692.
B(z0,0nR)
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Et en utilisant le lemme 8.19, on trouve que
/ VW2 < CRI-25472.
B(z0,6nR/2)

Au final, on a donc

/ Vul?
B(z0,0nR/2)

IN

c/yv(u(VnR+Wf))|Z+C/|VV,:|2+c/|vw,§|2

IN

C(d I f 1l a(py, R)(fsg_l +0072 4+ 6077 < O(d, £l a(py> R>5g—2'

Soit, en renormalisant,

/ Vuuy|? = 524 / Vul? < C(d, | £y, B)-
B(0,R/2) B(0,6,R/2)

ce qui conclut la preuve du lemme. O

On peut supposer de plus que la suite (u,) converge vers us, dans H' (B(O,R))
pour sa topologie faible. En utilisant un théoreme de Rellich, on peut donc supposer

que la suite (uy,), converge vers uo, dans L2 (RY), et presque partout.

Lemme 8.12. La fonction us est solution de
—div(A(z0) Vo) =0
dans RY.
Démonstration. On se donne un R > 0. Pour tout n, on définit

—div(AVV,) = f dans B(zg, 6, R),
Vo € u+ Hj(B(20,0,R)).

On rappelle que 'on a
/ u—V,)[* < O(R)S.
B(z0,0nR)
On définit alors vy, (&) = Vi (20 + 0,€). On trouve donc que
/ |V (un, — vp)? < C(R)6p.
(O,R)

En particulier, on trouve donc que la suite (Vv,), converge faiblement dans L?(Bg)
vers Vie.
Mais on a
—div(A,Vv,) = 62 f, dans B(0, R)

Apn(§) A(zo + 0,8) et fn(€) = f(zo + 0,€). Si maintenant on prend ¢ €

( (0,R ) on a donc
/Aann -V = 5i/fng0.
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D’ou

‘/ARVUR . Vgp‘ < C(Sz.
Or, comme (Voy,), converge faiblement vers Vues, dans L?(Bg) et comme

hmHA — A(xo HLOO B( =0,

0,R))

on trouve donc que
/A(mo)Vuoo -V =0.

Cette derniére égalité est indépendante du R choisi et du ¢ choisi dans C2°(B(0, R)).
O

On en déduit donc que la fonction u est constante. En effet, par un changement de
variable, on se rameéne & une fonction u._ harmonique sur R et bornée, donc constante.
De plus, on peut voir que us est nulle. En effet, on définit I’ensemble

_ [QC N B(ﬂfo,&n)] — X
n = 5, .

Par le résultat de densité précédent (lemme 8.9), on trouve donc que
|Cn| > C

pour un C' indépendant de n. Et comme la fonction w, est identiquement nulle sur C,,,

Clun| < / |uoo—un|s/ oo — ]
Ch B(0,1)

)

IA

Clluce = unllz2(B(0,1))s

et cette derniere quantité tend vers 0 quand n tend vers co.
Maintenant, on peut voir que la suite (uy, ),, converge uniformément sur tout compact
de RY vers 0. En effet, on voit facilement que

—div(A4,V]u,|) < 62| ful.
En utilisant alors le théoreme 8.17 de [GT83], on trouve que

sup |up| < C(d7Q7a7 ”AHOCHQ) (HunHB(B(o,l)) + H(STZLfTL”Lq(Bl))'
B(0,1/2)

mais on peut calculer
—d
167 full T,y < 022 Nf Nl Laco)

et le terme de droite tend vers 0 quand n tend vers l'infini, puisque 'on a supposé
q>d.
En conclusion,
lim sup |u/=lm sup |u,|=0.
" B(xo,0n/2) " B(0,1/2)

De ces deux dernieres limites, on déduit donc que la fonction u est nulle presque partout
sur 0€2. Si 'on suppose donc que le représentant choisi de u est nul partout sur 02, on
a donc, encore grace aux limites précédentes, la continuité de u sur tout D. ]
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8.4 Holder continuité de la fonction d’état

Dans cette section, on suppose toujours que A est bornée et Holder continue sur D.

Théoréme 8.13. On suppose que la fonction f est bornée et a valeurs positives. Alors,

la fonction u est §-H6lder continue sur D.

Remarque. L’hypothese faite sur f dans I’énoncé du théoreme est particulierement

importante, puisque la preuve utilise fortement les propriétés de type surharmonicité.
La clé de la preuve réside dans le résultat suivant :

Lemme 8.14. Soit § €]0,1[. On pose Dy = {x € D : d(z,0D) > 25}. Alors, il existe

une constante Cy > 0 dépendant des données du probleme et de 0 telle que, pour tout
x dans Dy tel que d(x,0Q) < 0, on ait

u(x) < Cod(z, 92,

Démonstration. Pour cela, considérons un xg € Dy tel que rg = d(xg,0) < 4. Tout
d’abord, comme ry < 1, on suppose que u(xg) > 79, car si ce n’est pas le cas, on a
1
automatiquement u(zg) < 7§ .
On fixe un yg € 0 tel que d(xg,yo) = ro. Alors, on a
d(y(), 8D) > d((L‘o,aD) — d((L‘(),yo) > 20—0 =90 > To-

En particulier, B(yo,79) C D. On consideére alors I’ensemble ' = Q U B(yg,19) et
v la fonction solution de

—div(AVv) = f dans B(yo, 7o),
v € u+ Hg(B(yo,20)).

Alors, on a vu que

(67

2 /B(y NS o) < Gu) — Glo) < Cd, NriL. (8.1)

L’essentiel de la preuve consiste alors a estimer inférieurement la quantité

I} |V (v —u)|?.
B(yo,ro) ] . < e

Pour ce faire, remarquons d’abord que I'on peut supposer, quitte & faire une trans-
lation et une rotation, que yg = 0 et que zo = rgeq. Dans la suite, on notera

B' = B(yo,r0/2) et V = B'\Q.

Remarquons, en passant, que, par l'estimation déja mentionnée de densité du
complémentaire de 2 au bord (lemme 8.9, on a |V| > C(d)rg. On définit la demisphere
inférieure de 0B (xo,170) :

S = {(33‘1,.. .,.Z'd) S GB(yO,ro) Lxg < O},
et pour tout y = (y1,...,yq) dans S, on définit [, :

ly: {(yla"'ayd—lvxd) : xng}
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Soit alors S” ensemble des y dans S tels que [, NV # (). Pour tout y dans S’, on appelle
Xy le point de I, NV de plus grand d-iéme coordonnée. On définit alors l; comme le
segment (y, Xy).

L’objectif de cette construction est de permettre la découpe d’une intégrale sur
B(yo,10) en intégrales sur les lignes l;. Voici ce calcul :

/B(yo,ro) |Dd(v - U)‘ = /’ 4 4 Palv =)
> [ -, o) = u)

> / v(Xy) car X, € Qf

> inf{“(X) : XGV} ro |S']

7o

v(X)

> C(d)inf{ : XGV}|V\.

Maintenant, grace a I'inégalité de Schwarz, on a

1
3
/ |Da(v —u)| < \B(yo,ro)ﬁ (/ ‘Dd(v_u)|2> 7
B(yo,ro) B(yo,r0)

et donc
/ ‘V(ufv)|2 > / ‘Dd(ufv)IQ
B(yo,ro) B(yo,r0)

2
1
‘B@/O,TO)‘ </B(yo,ro) |Dd(u — U)‘)

2 2
> C(d)inf{”(X) : XEV} @

2
> C(d) <ir‘}f v) rg*Q en utilisant I’estimation de densité du lemme 8.9.

En utilisant alors I'inégalité (8.1), on trouve donc que

2
<i€f v) < C(d, N\, a)rp.

La fin de la preuve va consister a estimer inférieurement I'infimum de gauche. Pour ce
faire, on procede en deux étapes.

Lemme 8.15. [l existe deuzx constantes Cy(d) et ap(d, | f|lec) strictement positives
telles que

inf  u> Chu(xg).
B(a)o,ao’ro) =0 ( 0)
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Démonstration. Soit o < 1/4 (donc tel que r = arg < r9/4). Soit w la solution de

—div(AVw) = f dans B(zo, 2r)
w = 0 sur 9B(xg, 2r).

Puisque B(xg,2r) C Q, ony aaussi —div(Vu) = f. En particulier, u > w sur B(xq, 27).
On a aussi |w||eo < C(d)]|f|leor?. En appliquant alors I'inégalité de Harnack sur u — v,
on trouve (en utilisant que u(xzg) > r9 > 1),

st %?ofr>(“_w)

Cldut) - uter)

c(d) u(:vo d)r?|| flleo)
Cd)u(ao) (1 - aC( ) £lloc)

C(d)
2 ( )7

AVARAVARIV]

v

la derniere inégalité étant vraie pour tout a < ap < Yl O

C(D)I fllo

Pour conclure, on considere w la solution du probleme

—div(AVw) = 0 dans B(yo, 7o),
w € u+ Hj(B(yo,r0))-

L’application du lemme précédent et du lemme 8.20, ainsi que du principe du maximum,
nous donne donc ’estimation

inf  w > a1CHu(xo),
B(yo,ro/2) 1Cou(o)

ou la constante a; dépend du o du lemme précédent, donc de d et de ||f||~, de la

norme ||Al|co.5, et de o et A, la constante d’ellipticité et la norme infini de A, c’est a
dire, en un mot, des données du probleme. On trouve alors que (noter que v > w sur

B(yo,m0)) :

info > inf  w
\4 B(yo,r0/2)
> inf  w
B(yo,r0/2)

> Cu(xg).

Au final, on obtient ’estimation cherchée :

1
u(zg) < Cr§.
O

A partir de maintenant, on définit encore la fonction d : x € D — d(z,09). On
prouve alors les deux corollaires suivants :
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Corollaire 8.16. Soit 6 €]0,1]. Il existe une constante ¢y > 0 dépendant des données
du probléme et de § telle que, pour tout xg dans Dg,

u(zp) < cod(xo)%.

Démonstration. Soit x¢ dans Dg. Si d(x¢) > 9, on a

| oo 1
u(zg) < Hiqd(xo)%

2

Si au contraire d(zg) < d, on applique le résultat précédent et :
u(zo) < Cod(zo)?.
[

Corollaire 8.17. Soit § €]0,1]. Il existe une constante ¢y > 0 dépendant des données
du probleme et de § telle que, pour tout xo dans Ds avec d(xg) > 0,

1
Vull oo (Bzo,d(xo)/4)) < c1max g 1, T (-
d(z0)2

Démonstration. Soit x¢ dans Dy tel que d(zp) > 0. Dans le premier cas, si xg € Qext,
alors u est identiquement nul sur toute la boule B (xo, d(:co)) et le résultat est immédiat.
Dans le cas contraire, on a B(mo, d(xo)) C Qint, et donc u est solution de I’équation

—div(AVu) = f dans B(xo, d(acg)).
Dans le cas ou d(zg) > 1, on trouve que
B(zo,d(w0)/2) C O5 = {y € Qe : d(y) > 1/2}.
Or, u € C*(Oj) et donc
Vullso, Bzo,d(zo)) < tlloo,0s-
Si au contraire d(zg) < 1, lestimation découle directement de l’application du

lemme 8.21. O]

Preuve du théoréme. Soient x et y dans Ds. Supposons pour commencer qu’au moins

I'un des deux x ou y est dans ) .. Du premier corollaire, on déduit que

lu(z) — u(y)| < Cd(z,y)?.

On considere maintenant le cas ol z et y sont tous les deux dans Q. On suppose
tout d’abord que d(z,y) < d(z)/2. L’estimation du corollaire précédent nous dit alors
que

[

lu(z) — u(y)| < 1 max {1, d(ll} d(z,y) < Cd(z,y)z.

xT)2

On trouve, par symétrie, la méme estimation si I'on suppose que d(z,y) < d(y)/2.
Si maintenant d(x,y) > max{d(x),d(y)}/2, alors

‘u(x) - u(y)l < 2max {u(z),u(y)} < 2C(max {d(z),d(y)})

NI
=

< Cd(z,y)=.
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8.5 Quelques lemmes techniques

Dans les lemmes suivants, A désigne une application d’un sous-ensemble D de R¢
(celui étudié dans le lemme correspondant) & valeurs dans S99, On note a et A ses
constantes associées :

Vz € D, V¢ € R, A(z)¢ - € > a2,

sup sup |ai;(z)| < A.
z€D i

Lemme 8.18. Soit B, = B(zo,7) une boule incluse dans R avec r < 1. Soit f €
LY(By) pour un q > max{d/2,2} et v la solution de

—div(AVv) = f dans By,
v =0 sur 0B,.

Alors
/ Vol < C(d, @) 2] f20cz).

r

Démonstration. On procede par renormalisation. Soit By = B(0,1). On pose :
V& € Br, 9(€) = v(o + 7€), A€) = A(wo + 7€), F(§) = f(xo + 7€)
La fonction ¥ est alors solution du probleme

—div(AV?) = r2f dans By,
v =0 sur 9B;.

On a donc

a/ Vo< | AVe-Vo = 2| fo
B1 By By

C(A)r?(| £l 2 IVl L2(By)-

IN

Au final, on trouve donc que
/ Vol < C(d,a)r* | f2
Bl Bl

En faisant un changement de variables pour revenir sur B,., on trouve donc que

/ Vo2 SC(d,a)rQ/ f2
B, B

Or, la fonction f est dans L?(B,) pour un ¢ > max{d/2,2}. En particulier, on a ¢ > 2,
et donc p = ¢/2 > 1. En appliquant alors I'inégalité de Holder, en posant
1

1
,+7/:1’
p p
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frsm ([ )

2+4
/ Vol? < C(d @) £ 2.

r

on trouve que

Et donc

En évaluant maintenant I’exposant de r, sachant que 2p = g > d/2, on trouve que

d d
24+~ =2+d-->2+d-4=d-2
P P

Et donc, comme r < 1,

O

Lemme 8.19. Soit B, = B(zg,7) une boule incluse dans R%. Soit u € (H' N L>®)(B,).
Soit alors w la solution de

—div(AVw) = 0 dans By,
w = u sur 0B,.

Alors, si l'on suppose que A € Co’ﬁ(Br) pour un certain 8 >0, on a
d—
|1Vl < C(d.ap Al gyl
r/2

Démonstration. On renormalise une nouvelle fois : soit donc By = B(0,1). On pose :
VE € B, w(€) = w(wo + 7€), A(E) = Alzo + 7€), a(€) = ulzo + 7).
La fonction w est alors solution du probleme

—div(AVw@) = 0 dans By,
W =0 sur 0B;.

En appliquant le théoréme 8.36 de [GT83], on trouve donc que

V@] oo (B(0,1/2)) < C(d, a, A) ||| oo (B,
Mais on a

[0l e @m) < l@llLe@p) < llulles,)-
Et par le principe du maximum,

@] oo (By) < 10| Loeamy) < llullpoe(B,)-
On trouve donc que

V@ oo (B(0,1/2)) < C(d, o, A) [Jul oo,
c’est a dire, en revenant sur B,,
VWl oo B2y < Cds o, A) J|ull e sy,

et ceci donne le résultat. O
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Lemme 8.20. On note X = ez = (0,...,0,1) € R% et By = B(0,1). On suppose que
A € C%%(By) pour un B> 0. Soit ag > 0, et soit w la solution du probléme

—div(AVw) = 0 dans By
w =0 sur 0B1\B(X, o)
w =1 sur 0B(0,1) N B(X, ap).

Alors, il existe une constante oy (d, ag, a, A, ||A||co,5(§1)) > 0 telle que

inf w>a.
B(0,1/2)

Démonstration. Par 'absurde, supposons que le lemme soit faux. On trouve donc une
suite (A,), bornée dans C®?(B;) et avec les mémes constantes d’ellipticité telle que,
en considérant les fonctions w,, associées, on ait

lim inf w, =0.
n B(0,1/2)

Pour prouver que ceci est impossible, on commence par considérer une fonction ¢ € C°
sur laquelle on fait les hypotheses suivantes :

0<p <1 ¥BXa) =0, ¥BX,a0/2) = 1-
Soit alors v, les solutions des problemes

—div(A4,Vv,) =0 dans B
vUp, = @ sur 0B;.

Par le principe du maximum, on sait que, pour tout n, 0 < v,, < w,. Comme les A,, ont
toutes le méme coeflicient d’ellipticité et la méme norme uniforme, on peut appliquer
I'inégalité de Harnack :

Vn, sup v, <C(d,a,A) inf v, <C(d,a,A) inf wy,
B(0,1/2) B(0,1/2) B(0,1/2)

et ce dernier terme tend vers 0 quand n tend vers co. D’otl
li [[vn | oo (B(0,1/2)) = O-

Maintenant, la suite (v,) est bornée dans H'(B1). En effet, en utilisant la définition de
vy, contre la fonction v, — ¢, on trouve que

/Aann V(v — ) =
et donc
O‘HVUn”%?(Bl) < /Anvvn “Vup < /Anvvn Vo < CHVUnHLQ(Bl)HV‘PHLQ(&)'

De cette borne sur ||V, ||12(p,) et de la condition de Dirichlet au bord vérifiée par les vy,
on déduit que (v,),, est une suite bornée dans H'(B;). On peut donc supposer (quitte
A extraire), que la suite (v, ), converge faiblement dans H'(B;) vers une fonction v.
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Comme les A,, sont bornées dans %8 (B1), on peut supposer, quitte & extraire,
qu’elles convergent uniformément sur tout compact de B; vers une fonction A, dont
la norme uniforme est inférieure & A et qui admet o comme constante d’ellipticité.

Soit 1) € C2°(B1). En passant a la limite dans I’équation

A,Vu, -V =0,
By

on trouve donc que

AVus - Vo =0,
By

et donc vy est solution du probleme

—div(As V) = 0 dans By
Voo =  sur OBj.

Mais on peut de plus supposer que la suite (v, ), converge vers v, presque partout, et
donc la fonction vy est identiquement nulle sur B(0,1/2). Par le principe du maximum,
ceci est impossible. Cela conclut la preuve. O

Lemme 8.21. Soit B, = B(zg,r) une boule incluse dans R avec r < 1. Soit f €
L>®(B,). On suppose que A appartient o COP(B,). Soit u une fonction bornée sur B,
vérifiant

—div(AVu) = f dans By.

Alors l
U||co0,B,
HVUHOQB(IO»T/Q) S C(d7 «, HAHCOﬁ(BiTV HfHoo) <1 + 7’) .

Démonstration. On définit encore une fois,

Vé € By, (&) = u(wo +1€), A(€) = A(zo + 7€), f(&) = f(zo + 7).

Comme u est solution de } .
—div(AVa) = r2f,
en appliquant le théoreme 8.36 de [GT83], on trouve que
IVitlloo,B0,1/2) < C(d @, [ Allcos) (llillos,0,1) + 77 | Flloo,B0,1))-
C’est a dire,
r ||VUHOO,B(:L‘(),7‘/2) < C(dvaa ||A”C0w3) (HuHoo,B(xo,r) + TQ ||f||oo,B(xo,7"))

et on obtient le résultat en divisant par r. O
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Introduction

Dans cette partie, on s’est intéressé a la résolution numérique et a quelques questions
théoriques associées pour des problemes de partitionnements optimaux de domaines.
Les simulations numériques ont été effectuées a 1’aide d’algorithmes génétiques. Outre
la mise en place de ces algorithmes eux-mémes, ce qui a constitué la premiere motivation
de ce travail, ’objectif était d’utiliser ces méthodes pour obtenir des renseignements
quant a I’allure des formes optimales, afin d’utiliser ces informations pour lancer ensuite
des méthodes de résolution plus précises, par exemple par variation de frontiere.

Commencons par énumérer les trois problemes étudiés. Pour cela on définit, pour
un k > 2 un ensemble de formes admissibles

AF = {(A1,...,Ay) : Vi, A; C D, A; mesurable, Vj #14, A;NA; = 0}.

Le premier probleme concerne les partitions en deux domaines et la somme des
premieres valeurs propres du Laplacien-Dirichlet associées :

{ Trouver (Ay, As) dans A? tel que, pour tout (By, By) € A2, (P1)
1

/\1(A1) + /\1(A2) < /\1(31) + )\1(32).

Le second probleme concerne les partitions en trois domaines et le maximum des
premieres valeurs propres :

{ Trouver (Ay, As, A3) dans A3 tel que, pour tout (B, B, B3) € A3, (Py)
2

max {/\1(141), )\1 (Ag), )\1(143)} S max {)\1(31), )\1(32), )\1(33)}

Un des objectifs principaux dans 1’étude de ce probleme a été de fournir un élément
de réponse a des conjectures de B.Hellfer portant sur la nature des partages optimaux
dans les cas ou le domaine D est un disque ou un carré.

Enfin, le troisitme probléme fait apparaitre une contrainte : on définit d’abord un
nouvel ensemble de formes admissibles, pour un m € (07 |D[), par

AE = {(Ay, .. Ap) € AF ¢ | Urcick Ail <ml).

Le troisieme probleme se formule alors de la maniere suivante :

{ Trouver (Aj, Ag) dans A2, tel que, pour tout (By, By) € A2, (Py)
M (A7) + M (As) < M (By) + A\i(Bo). 3

Ce dernier probleme présente certains aspects communs avec ceux traités dans la
premiere partie, en particulier la contrainte de mesure. Et, de méme que l'on trai-
tait difficilement le probleme contraint de la premiere partie, il est difficile de traiter
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directement ce probléme par un algorithme génétique. En effet, les perturbations que
I’on effectue sur les approximations successives ne préservent pas la mesure. Il serait
donc nécessaire de définir une projection numérique de A% sur A2,. On cherchera donc
plutot a étudier le probleme pénalisé suivant :

Trouver (Ay, Ay) dans A? tels que, pour tous (By, By) € A2,
A (A1) + A1 (Ag) + A[|A U Ay —m] T < (P)
)\1(31) + )\1(32) + A“Bl U BQ’ — m]+

De la méme maniere que pour les problemes (P) et (P, ), on prouvera que, pour A assez
grand, les problemes (P3) et (P4) ont les mémes formes optimales. On mettra ensuite
en place les méthodes numériques de résolution.

Cette partie sera découpée en deux chapitres :

— Dans un premier temps, on énoncera quelques résultats théoriques connus sur les
problemes ci-dessus. De plus, pour le premier probleme, on détaillera un exemple
étudié en réponse a une question de G.Butazzo : pour un partitionnement opti-
mal (Aj, A2) pour le probleme (P;), a-t-on nécessairement Aj(A;) = A1(A2) 7 On
prouvera l'existence d’un ensemble ne vérifiant pas cette propriété.

— Dans un second temps, on s’intéressera a 'utilisation des algorithmes génétiques
sur ces probléemes. On commencera par faire un court inventaire des types de
méthodes utilisables sur cette classe de problemes. Ensuite, apres avoir brievement
expliqué le mode de fonctionnement des algorithmes génétiques et indiqué
quelques références, on verra plus précisément la facon dont nous les avons mis en
place. On donnera alors les résultats de leur application aux problemes ci-dessus.
En particulier, dans I’étude du premier probleme, on présentera alors un contre-
exemple numérique a la question de G. Butazzo mentionnée précédemment.



Chapitre 9

Les problemes étudiés

9.1 Probleme de la somme des valeurs propres pour deux
domaines

9.1.1 Origine du probleme, résultats connus

Le premier probleme rencontré est un cas particulier d’'un probleme énoncé par
exemple dans [CTV05b] dans un cas général : on considere I’ensemble des formes ad-
missibles

Pr = {(Al, ..., Ar) © A; ouvert connexe C D, A;NA;jsii# j}
et, pour un p > 0, le probleme de minimisation :

1k

(Aglefpk p ; (A (49). (9.1)
L’intérét théorique de ’étude de ce probleme est détaillé dans [CTV05b], en particulier
son importance dans l'obtention du lemme de Monotonie. Les auteurs prouvent en
particulier & partir de ce probléeme (posé non plus dans R? mais sur la sphere unité de
Rd) de nouveaux lemmes de Monotonie, ou apparaissent plus de deux phases.

Dans cite [CTVO05b], les auteurs obtiennent trés rapidement une nouvelle formula-
tion, fonctionnelle cette fois, du probleme (9.1) :

i Iy fD’VUHQ P
inf i Jp VWil |
weHN0) F (%) 92)

Les auteurs appliquent cette fois un certain nombre de leurs résultats précédents a
cette nouvelle formulation. En particulier, ils avaient étudié le probleme suivant :

—div (a;(z) Vu;(z)) = F(z,ui(z)) pour z € [u; > 0],
u; - u; = 0 presque partout pour ¢ # j,
u; = @; sur 9D.
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qui, dans leur version optimisation s’écrivent encore, en définissant les formes admis-
sibles

H= {(ul, S ug) € (Hl(D))k : Vi, uilop = wilop, VJ # i, u;-uj = 0 presque partout},

{ Trouver U = (uy,...,u;) dans H tel que, pour tout V dans H,
i Jilw) < 0E Jilwi)

ou chaque J; est d’éfinie, par exemple, par

Ji(u):/Q;ai(:cﬂVuz—Fi(x,u(x)).

Les résultats d’existence et de régularité des solutions de ces problemes, ainsi que
la structure des lignes nodales (quand D est un domaine plan) pour ces problémes
d’exclusion a été étudiée dans [CTV03], dans [CTVO05¢|, et encore dans [CTV05a]
L’adaptation de ces résultats au probleme (9.1) a été réalisée dans [CTVO05b].
L’étude des résultats de régularité a été effectuée dans un cas plus général que celui
des formes optimales aux problemes considérés. Elle a consisté a étudier la famille de

k-uplets (voir [CTV05b])

B 1 ko v; >0, v-v;=0si1#7
S—{(vl,...,vk)e (HO(D)) L Aw < film ), —A@iZJE(iﬂ,@i)- .

ot les fonctions f; et f vérifient de “bonnes” propriétés (voir encore [CTVO05b]) et oit
I'on a défini
131‘ = V; — Z Vj.
J#i
Les auteurs prouvent alors que les solutions du problemes (9.2) appartiennent & cette
classe de fonctions pour des données f; et f bien choisies. Ils utilisent alors les résultats

connus sur la classe de fonctions pour conclure. Pour ce faire, ils définissent, pour une
fonction v € S et un point x dans D :

m(z) = card {i : Vr >0,

[v; > 0] N B(a:,r)‘ > 0}.
Le théoreme de régularité est alors le suivant :

Théoréme 9.1. (/CTV05¢]) Soit (vi,...,v) € S. On note A; = [v; > 0] et V =
Zle v;. Alors,

(i) la fonction V' est lipschitzienne dans D. Si 0D est régulier, V' est méme lipschit-
zienne jusqu’au bord de D. En particulier, les ensembles [v; > 0] sont ouverts.

(ii) Si x € Q vérifie m(x) = 2, et les ensembles rencontrés par x sont [v; > 0] et
[vj > 0], alors
lim  Vu(y) = lim  Vu;(y).

y—x y—x
v;i(y) >0 v (y) >0

(11i) En dimension d = 2, l’ensemble {x : m(x) > 3} est constitué d’un nombre fini
de points ot VV s’annule.
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(iv) En dimension d =2, si x € D vérifie m(x) = h, alors V' admet un développement
autour de x de la forme

h
2

Vir,0) = e )

cos <}2L(9 - 90)> ’ + o(r

ot (r,0) est un systéme de coordonnées polaires autour de x.

(v) En dimension d = 2, l’ensemble {x : m(x) = 2} est constitué d’un nombre fini
d’arcs C! se terminant soient & des points y tels que m(y) > 3, soit sur le bord
de D.

9.1.2 Deux formulations du probleme

On commence par définir les formes admissibles :
A% = {(Al,Ag) : A{UAy C D, AiNAy =0, Ay et Ay ouverts}.
Le premier probleme que nous considérons est alors le suivant :

{ Trouver (A, Ay) dans A? tel que, pour tout (By, Bs) € A%, (P1)
Al(Al) + /\1(A2) < /\1(31) + )\1(32). !

Ce probleme ne possede a priori pas de solution. En effet, le caractere ouvert des
ensembles passe mal a la limite, et rien ne permet donc de passer de I’étude d’une suite
minimisante & I’obtention d’une forme optimale.

En revanche, on peut étudier un probleme relaxé. Pour n’importe quel sous-ensemble
mesurable €2 de D, on utilise la définition affaiblie des espaces H& introduite au cha-
pitre 2 :

HNQ) = {ue H}(D) : u =0 presque partout dans Q°}.

Cela permet de définir une version relaxée de la fonctionnelle Ay :

u2 ~
(D) :inf{m D u € H&(Q)\{O}}.

Les formes admissibles pour le probleme relaxé sont donc :
A? = {(Al,AQ) c AfUAyC D, AyNAy =0, Ay et Ay mesurables}
et le probleme relaxé consiste alors a réaliser 'infimum suivant :

inf  Ap(A1) + Ai(Ag).
(Al,A2)€A2

Ce dernier probleme admet immédiatement une formulation “fonctionnelle” : on définit
les fonctions admissibles par

F?= {(ul,uz) € (HS(D)\{O})2 : w1 - ug = 0 presque partout}.
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Et I'on peut alors formuler le probleme :
Trouver (u1,uz) dans F? tel que, pour tout (vi,ve) € F2,
2 2 2 2 S
IplVul | [p [Vl [y [Vl | [y Ve (P1)

fD|u1|2 fD‘u2|2 B fD|U1|2 fD|U2|2.

Les résultats obtenus dans [CTV05b] nous permettent alors d’affirmer que, pour toute

solution (uy,ug) du probleme (77{ ), les fonctions wu; et ug sont lipschitziennes, et donc
que le couple
([ur # 0], [uz # 0])

est une forme optimale pour le probleme (P;). Le probleme de 'existence d’une forme
optimale quant a lui est encore une fois développé dans [CTVO05b]. Signalons encore que,
dans le contexte des quasi-ouverts, le résultat d’existence pour le probleme général des
partages optimaux a été étudié dans [BBH98]. On peut résumer toutes ces propriétés
dans le résultat suivant :

Proposition 9.2. (i) Il existe des solutions auz problemes (P1) et (P{).

(11) Si (u1,u2) est une solution du probléme (P{), les fonctions u; et uy sont lip-
schitziennes et ([uy # 0], [ug # 0]) est une forme optimale du probleme (P1).

(11i) Si (A1, Aa) est une forme optimale du probléme (P1), et si uy (resp. uz) est
une fonction propre associée a la valeur propre A\1(A1) (resp. a A\ (As2)), alors le couple
(u1,ug) est une solution du probléme (77{)

Remarque. En pratique, les deux formulations sont utiles. La premiere, ensembliste,
sera celle utilisée dans la résolution de ce probleme via les algorithmes génétiques.
La seconde formulation a été utilisée pour des résolutions numériques par M.Conti,
S.Terracini et G.Verzini. Cette seconde formulation sera aussi importante dans 1’étude
théorique développée dans la section suivante.

9.1.3 Lien avec la y-convergence, un contre-exemple
Problematique

Cette section est née du probleme suivant : si l'on considere un ouvert borné
connexe D de RY, et une forme optimale (A, A3) du probleme (P;),

a-t-on )\1(141) = )\1(142) ?

Cette question contient celle de savoir si la partition optimale du probleme (P;)
correspond a une deuxieme fonction propre de D (auquel cas les ensembles nodaux
de cette fonction propre constitueraient une partition optimale et, si D est connexe,
donneraient un méme A; pour chacun d’eux).

La réponse est non et 'objectif de cette section est d’exhiber un contre-exemple.
Le résultat est clairement faux lorsque ’on considére un ouvert borné non connexe
bien choisi (par exemple, la réunion disjointe de deux boules, I'une de mesure double
de Tautre). L’idée est alors d’approcher cet ensemble par des ouverts connexes (au
sens de la y-convergence) et de prouver que les solutions passent “bien” a la limite.
Une autre contre-exemple, numérique cette fois, a été obtenu en effectuant des simu-
lations numériques du probleme (P;) sur un domaine triangulaire. Il sera détaillé a la
section 10.7.1.
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Le résultat de continuité

Pour la définition de la v-convergence et ses propriétés, on pourra par exemple
consulter la section 3.5 dans [HP05].

Théoréme 9.3. On se donne un ouvert borné B (qui ferra office de “boite” de travail)
dans R®. On considére une suite d’ouverts (Dy,), inclus dans B et tendant, au sens de
la y-convergence, vers un ouvert non vide D inclus dans B. Pour tout n, soit (u},u})

une solution du probléme (77{) sur Dy, telle que [(uf)? = [(u5)? = 1. Alors,

(i) on peut extraire des sous-suites (uy*)g et (ug*) qui convergent (fortement) dans
HE(B) vers des fonctions uy et us,

(ii) le couple (ui,uz2) est une solution du probléme (73{) sur D.

Démonstration. Etape 1 : les suites (uf'), et (u}), sont bornées dans H}(B).

En effet, D est ouvert, on peut trouver deux fonctions ¢ et ¢ dans C°(D, R ™), non
identiquement nulles, et dont les supports sont disjoints. En utilisant la y-convergence,
on trouve des suites (@) et (1), convergeant fortement dans H}(B) respectivement
vers ¢ et 9 et telles que, pour tout n, les fonctions ¢, et 1, soient dans H{(D,). On
a alors, en utilisant que (uf, u5) est une solution du probleme (Pfc ) sur D,

2 2 2 2
[ 1wt [ v < TTonl " TTonP none TToE T JToP

et donc les suites (u}),, et (u}), sont bornées dans H¢ (B).

En particulier, on peut en extraire des sous-suites qui convergent faiblement dans
H} vers des fonctions u; et ug. En utilisant encore la y-convergence, on trouve que
les fonctions u; et us sont dans Hg (D). Dans la suite, pour simplifier les notations,
on supposera que les suites (ul), et (u}), tout entiéres convergent vers u; et us. En
utilisant I’injection compacte de H& dans L?, on a donc

[y At

Enfin, par une propriété de semi-continuité inférieure de la norme, on a donc, en par-

ticulier,
/|Vu1|2—|—/|Vu2|2 Slimninf/|Vu?|2+/|Vug|2.

Etape 2 : on a limsup, [ |Vu}|? + [ |Vug? < [|Vui? + [ [Vuz|?.

En effet, on se donne un couple de fonctions (vy,v2) dans H} (D), toutes les deux
non identiquement nulles. En utilisant la v convergence, on trouve des suites de fonc-
tions (v]'), et (v}), qui convergent respectivement vers vy et vo dans Hi(B), les fonc-
tions v} et vy étant dans H&(Dn). En particulier, pour n assez grand, les fonctions v}
et v§ sont toutes les deux non nulles, et on a donc, puisque (u}, u}), est une solution

du probleme (77{ ),

VP [V [VaP | fITeP
vun2+/Vu"2<“ o+ : + ' )3
/] 1 [Vuz|® < f’UﬂQ f|03|2 o f|U1|2 f|vz|2 (9.3)




134 CHAPITRE 9. PROBEMES ETUDIES

En particulier, en prenant pour couple (v1, v2) le couple (uy,u2), on a l'inégalité voulue.
Etape 3 : la convergence des (u}), et (u), est forte dans H}.
En effet, des inégalités précédentes, on déduit que

limsup/|Vu?|2+/]Vu§]2 g/]Vu1|2+/|Vu2|2 Sliminf/]VU?P—f—/]VUSP.

Au final, on a donc

ngl/wu?u/wugﬁ :/|Vu1|2+/|VuQ|2.

Comme on a de plus
liminf/|Vu7f|2 2/|Vu1|2 ot nmmf/|vu3|2 2/|Vu2|2,

a donc nécessairement lim,, |[Vu?|? = [|Vug|? et lim, [Vu}|? = [|Vug|?. Cest a dire
que la suite (u}), (resp. la suite (u}),) converge fortement dans Hg(B) vers uj et us.
Etape 4 : (u1,up) est une solution du probléme (73{)
En effet, en utilisant encore une fois 'inégalité (9.3), pour un couple de fonctions
de H} (D) toutes deux non identiquement nulles, on trouve que

Vo |? Vug|?
[ivwe+ [1vwp < LE0E, Ll
Tl " T

ce qui conclut la preuve. O

Construction d’un contre-exemple

Soit D 1'union de deux boules disjointes By et By de R telles que |By| = (14-¢)|B]
pour un ¢ dans ]0,1[. Alors, la seule partition optimale est formée par (By, B2). En
effet, on peut raisonner par absurde : si (A1, A2) est une partition optimale telle que
|A1 N Bi| >0et |41 N By >0, on a

)\1(141) = min {)\1(_/41 N Bl), )\1(141 N Bg)}

Alors, deux cas se présentent :
— ou bien |[A; N Ba| < |By| et alors A\1(A1) > Ai(B1) et A\i(A2) > A\i(Ba2),
— ou bien |A1ﬂBQ| > |Bl| et alors ’A2ﬂ32| < 5|B1‘, )\1(A2) > )\1(B1) et )\1(A1) >
min {)\1(31), )\1(32)} Z )\1(32).
Dans tous les cas, on a donc

/\1(141) + Al(AQ) > /\1(31) + )\1(32)

ce qui contredit 'optimalité du partage (A1, As).

On construit maintenant D,, comme la réunion de D avec un cylindre reliant les
centres des deux boules et de rayon 1/n. Chaque D,, est connexe et la suite (D)
~y-converge vers D.
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Supposons par 'absurde que, pour tout n, il y ait une partition optimale avec des
solutions (uf,u}) du probleéme (Plf ) sur D, telles que

Jory = [ =1 [1vap= [ v

En utilisant le théoréme précédent, on peut donc supposer (a extraction d’'une sous-
suite pres) que (ul, u) converge fortement dans H} vers un couple (uy,us) solution du
probleme (P{ ) sur D. D’aprés la remarque préliminaire, les supports de uq et ug sont
respectivement B et Bs, et donc

1im/|vu?2 zlim/|Vu1|2 = M(B1) # M (Bo) :/|qu|2 :hm/|vug|2

ce qui est une contradiction. On peut résumer ce résultat dans la proposition suivante :

Proposition 9.4. Il eziste un ouvert connexe D dans R tel que, pout forme optimale
(Q1,Q2) du probléme (P1) sur D, on ait

A1(21) # A1 (Qo).

9.2 Probleme du maximum des valeurs propres pour trois
domaines

Le second probleme considéré se formule ainsi :

{ Trouver (A1, As, A3) dans A3 tel que, pour tout (Bi, Be, B3) € A3, (P2)
2

max {)\1(./41), )\1 (Az), )\1(A3)} S max {)\1(31), )\1(32), )\1(33)}.
ou 'ensemble des formes admissibles est défini comme suit :
A3 = {(Al,Ag,Ag) c UiAi C D, AinAj=0sii#j, les A; ouverts}.

Ce probleme apparait naturellement dans ’étude des cas limites des problémes
précédents. Ceci est développé dans [CTVO05b]. Ce passage a la limite découle de la
constatation classique :

1
k p
: Pl _
phj& E al | =max{ai,...,ax}.
i=1

La théorie développée dans [CTV05b] permet de prouver I’existence d’une forme opti-
male & ces problemes ayant les propriétés de régularité décrites dans le théoreme 9.1.
En particulier, ces propriétés sont obtenues par passage a la limite, et on sait donc a
priori seulement qu’il existe une solution réguliere.

Une approche semblable est réalisée dans [HHOTO06]. Le probleme ici provient de
I’analyse d’un opérateur de type Schrodinger. Les auteurs y étudient les relations entre
les domaines nodaux, les partitions minimales de problemes semblables & (Ps), et les
propriétés spectrales des opérateurs associés. Les auteurs reviennent eux-aussi sur les
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propriétés d’existence et de régularité. En particulier, des conjectures y sont faites sur
I’eventualité d’avoir des symétries dans la forme optimale lorsque le domaine présente
des symétries. Dans le cas ou le domaine de travail est un carré, la question est posée
de savoir si les formes optimales présentes des symétries selon I'un des axes de symétrie
du carré. Une autre question est posée quant a ’allure de la forme optimale dans le
cas d’un disque. En particulier, on se demande si cette forme optimale n’est pas un
découpage du disque en trois secteurs angulaires d’angle 120 degrés.

Ces deux conjectures ont été étudiées numériquement. Nous présentons plus loin les
résultats obtenus.

9.3 Probleme de la somme des valeurs propres avec
pénalisation de volume

9.3.1 Le probleme

Le troisieme probleme est une adaptation du premier probleme avec une contrainte
posée sur la mesure des ensembles étudiés. L’objectif était d’adapter le code pour
prendre en compte cette contrainte. L’idée, encore une fois, a été de prouver
I’équivalence entre le probleme contraint et un probleme pénalisé, lui tout a fait adapté
au code d’algorithmes génétiques déja existant. C’est I'objet de cette section.

Le probleme étudié est une variante du probleme (P;), a savoir la somme de la
premiere valeur propre associée a deux domaines, muni d’une contrainte sur la mesure
de 'union de ces deux domaines.

Commencons par énoncer le probleme considéré. Soit D un ouvert régulier de RY.
On a défini ’ensemble des formes admissibles comme

.A%n = {(Al,Ag) : AJUAy C D, A1 NAy = Q), |A1 UA2| < m}
et le probleme se formule alors comme suit :

{ Trouver (A, Ag) € A2, tel que (P)
)\1(A1) + )\Q(Ag) < inf {)\1(31) + )\1(32) : (Bl,BQ) S .A%n}

9.3.2 Propriété d’existence

Théoréme 9.5. Lorsque le domaine D est borné, il eriste une solution au
probléme (P).

Démonstration. Pour cela, on consideére une suite minimisante ((A}, A%))n Pour
tout n, les ensembles AL et A2 sont tous deux mesurables, d’intersection vide, et leur
union a pour mesure m. Pour chaque n, on considere u,ll et u,% des vecteurs propres de
norme L? égale & 1 associés aux ensembles Al et A2.

En particulier, les suites (ul), et (u2), sont des suites bornées de H}(D). On
peut donc supposer, quitte a extraire, qu’elles convergent faiblement dans H&(D) vers
des éléments u' et u? de H& (D). On peut supposer de plus, en utilisant le théoréme
de Rellich, que la convergence est forte dans L?(D), et par le théoréme de Lebesgue

inverse, que la convergence est presque sure. Pour tout n, on a donc que

u,ll . u,% = 0 presque partout.
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En passant a la limite, on en déduit donc que
u' - u? = 0 presque partout.

Il en est donc encore de méme pour le produit u! - u2, mais comme la fonction u! - u?2
est quasi-continue, on a de plus

ul - u2 = 0 quasi-partout.
En appelant N ’ensemble de capacité nulle [uNl -2 # 0], on définit alors
Al =[a' #£0] et A% =[i® # 0]\N.

Les ensembles A! et A% sont d’intersection vide, et on a u’ € H}(AY). On a alors, par
la convergence faible dans H{ et forte dans L? des (uf,)n,

A (AY) < / |Vu'| < liminf Ay (A%).

I1 ne reste donc plus a vérifier qu'une condition de mesure, & savoir |B; U Ba| < m.
Et ceci provient de la propriété de semi-continuité

|[u' # 0]| < hrr}llanu; # 0]].

9.3.3 Résultat d’équivalence
Une remarque

Le résultat d’équivalence suit la remarque suivante : soit (u1,u2) un couple de
fonctions propres associées a un partage optimal du probleme (P). On peut supposer

que
/u%:/ugzl.

)\m:/\Vul\z—i-/\VuQ]Q:1nf{)\1(A1)+)\2(A2) : A10A2:(Z), ’A1UA2‘ Sm}

Alors,

Si maintenant (v1,v2) est un couple de fonctions toutes deux non nulles de H}(D)
vérifiant les conditions suivantes :

[o1 # 0] U [vg # 0]] <m

v1.02 = 0 quasi-partout,

alors quitte a choisir les bon représentants quasi-continus de vy et vo, on peut supposer
que la seconde condition est
v1.v9 = 0 partout.
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On peut donc supposer que les ensembles By = [01 # 0] et By = [02 # 0] sont disjoints

et vérifient |B; U Ba| < m. On a donc

f|Vv1\2 f|VU2‘2
+ .

Jot J 3

En faisant le produit par [u?. [3, on trouve que

/U%/!Vv1|2—|—/v%/|Vv2|2—)\m/v%/vg>0,

et donc, en ajoutant \,, a droite et a gauche, on trouve que,

Am < A1 (B1) + Ai1(B2) <

V(v1,v2) € (H&(D))2 tel que

Hvl # 0] U [vg # OH < m et v1.v2 = 0 quasi-partout,

J’_

/\Vu1]2+/]Vu2|2 /U%/]Vv1|2—|—/v%/]Vv2|2+)\m (1—/1}%/1}%) )
+
/U%/]V@1|2+/v%/|V1}2|2—I—()\m—l-l) <1—/U%/U§) .

Suite a la remarque précédente, on va étudier le probleme suivant. On définit ’en-
semble des couples de fonctions admissibles :

IN

IN

Un nouveau probléme

Al = {(u1,u2) € (H(%(D))Q : U - Uz = 0 quasi partout }.

Et la fonctionnelle :

Ja: (ug,ug) € A% /U%/’VU1|2+/U%/|VUQ‘2
+
+(Am + 1) <1—/u§/u§> FA(|Qu UQu| —m) ™.

Le probleme étudié est alors le suivant :

{ Trouver (up,us) dans A/ tel que (P f)
Ja(uq,ug) = inf {JA('Ul,UQ) : (vg,v9) € .Af}. A

Commencons par étudier ’existence de solutions a ce probléme :
Proposition 9.6. Si D est borné, il existe des solutions au probléme (Pf\)

Démonstration. On considere une suite minimisante ((un,vn))n On commence par
modifier cette suite en posant
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On vérifie immédiatement que la suite ((Un, V"))n est encore une suite minimisante. Si
I’on considere un couple de fonctions (a1, as) € A/ associées & une forme optimale du
probleme (P) et telles que [ a% =/ a% = 1, on voit qu’il s’agit d’un couple admissible
pour le probleéme (Pf\) qui vérifie en outre

JA(al, CLQ) = )\m

On peut donc supposer, pour tout n, que Jp(Up,V,,) < Ap. En particulier, cela im-
plique, en utilisant la forme de Ju et le fait que f U2 =1, que

+
vn, /|vvny2 + [ V2 /\VUH\2+()\m+1) (1—/V3>
+A(|Q0, UQy, | —m)T < A
Commengons par étudier la convergence de la suite (V,,),. De ce que [|VV,|? <
Am, et comme D est borné, on trouve que (V,,),, est bornée dans H}(D), et on peut

donc supposer que cette suite converge vers un V., faiblement dans H&(D), fortement
dans L?(D) et presque partout.

Maintenant, de ce que
_l’_
(A + 1) (1—/1/3) < Am

1
V2>
/ D

et en particulier, Vo, n’est pas identiquement nulle.

on déduit que

Maintenant, de ce que [ V2> ﬁ, on trouve que
! IVU,|? < X
A + 1 =

et donc la suite (U,),, est bornée dans H{ (D). Encore une fois, quitte & extraire, on peut

supposer qu’elle converge vers un Uy, dans H&(D), faiblement dans HO1 (D), fortement
dans L*(D) (et donc [UZ = 1), et presque partout.

On vérifie alors que (U, Vo) est bien une forme optimale au probléme considéré.

O

Maintenant, on peut étudier plus précisément une forme optimale :

Proposition 9.7. Il existe un Ay = Ao(d, D, m) tel que, pour tout A > Ay, toute forme
optimale (u,v) du probléeme (Pf\) vérifie

|92, U Q| < m.

Démonstration. On considere une forme optimale. Comme on sait que 'infimum est
plus petit que A, on voit que nécessairement u et v sont tous deux non identiquement
nuls.
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On travaille par contraposée. On suppose que |, U, | > m, et on veut en déduire
une majoration de A. Comme [§2, U, | = || + ||, on peut supposer, sans perte de
généralité, que |Q,| > 5. Remarquons ensuite que, quitte a remplacer u par |u| et v

par |v], on peut supposer u et v positives. De méme, quitte a remplacer v par ﬂ)Q et u

par u [ v?, on peut supposer que f v? = 1. Remarquons alors que i |Vu|? < M.

Maintenant, pour ¢ suffisamment petit, on voit que la fonction u; = (u —t)* est
encore non identiquement nulle, que u;.v est quasi-partout nul, et que |, U Q,| > m.
On déduit alors de I'inégalité

Ja(u,v) < Ja(ug,v)

que

/|W|2 + /u2/|vU\2+(Am+1> <1_/u2>++/\(|ﬂuumy—m) §/|Vut\2
+/u§/|vu\2+(Am+1) (1—/u?>++A(|QutUQU\—m)

On remarque que 0 < uy < u, d’ou 'on voit que

(-] 4) [z

/\VUV—/!VutIZJrA\Qu\QW\ < ()\m-l—l)‘/uQ—/u?

On en déduit donc que

/ IVul> +A|0<u<t]] < ()\m+1)‘/u2_/u?
[0<u<t]

(Am+1)/ u2+2t()\m+1)/u.
[0<u<t]

En utilisant alors la formule de la coaire (les calculs suivants sont menés en réalité
seulement formellement, c’est a dire en supposant que les fonctions sont régulieres, mais
les estimations obtenues, elles, sont générales, en utilisant un procédé de régularisation
pour les justifier), on trouve

¢ B 2
/ ds/ [|Vu| LA (Ag +1)s ] A < 24 (A + 1) /u
0 [u=s] | u’

et donc

IN

Maintenant, on remarque que, pour ¢ suffisamment petit, la quantité A — (\,, + 1)s?
est strictement positive pour tout s entre 0 et t. Sous de telles conditions, on trouve

que
. 2
vl + A (fg |+ V5" 5 o /A= D T 1)5% > 20/A = O £ 122,
u

En particulier, si ¢ est assez petit, on peut supposer que

A— (N +1)s?
|Vu| + (’VU—"_ )s > V2A.
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Si ¢ est assez petit, on a donc
t t
\/2A/ 'Hdl([u:s])dSZ\/QA/ ds/ dH! §2t(/\m+1)/u.
0 0 [u=s]

En passant, remarquons que, grace a I'inégalité de Holder, puis a I’inégalité de Poincaré,

/u < |DJ? (/ u2>é < C(d, D) (/ |vu|2>é < C(d, D)\/Am < C(d, D, m).
o x/ﬁ/ot H Y ([u = s])ds < 2tC(d, D, m).

Maintenant, on utilise 'inégalité isopérimétrique pour minimiser le terme de gauche de
cette derniere inégalité :

Cd)|ju>s)|T <H([u=s]).

On trouve donc .
d—1
\/2A/ [[u>s]| © ds < 2tC(d, D,m).
0

En divisant par ¢ (strictement positif) et en faisant tendre ¢ vers 0, on trouve donc
V2A|[u > 0]\% <20(d, D,m).
Comme maintenant on a choisi u tel que |[u > 0]| > 2, on a donc
A< C(d,D,m),
ce qui conclut la preuve. ]
On peut alors caractériser 'infimum du probleme (Pi) :
Proposition 9.8. Soient A > Ag et (u,v) une solution du probléme (Pf\) Alors
Jp(u,v) = Ay

Démonstration. Par la proposition précédente, on a déja vu que |Q,, U Q,| < m. On a
donc, en particulier,

NI\

< T2

an [ [or< [ [ivat s [ [ (oo (9.4)

Maintenant, on a déja vu que Jp(u,v) < Ay, c’est & dire

/v2/yvu|2+/u2/\vv2+(Am+1) <1—/u2/v2>+ <Am.  (9.5)

d’ou
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En utilisant les inégalités (9.4) et (9.5), on trouve donc

o fe (e ) o
f f (i o) oo [ )

et donc, apres simplification,

+
<l/u2/v2> <0, c’est a dire /uQ/v2>

Maintenant, remarquons que le cas [ u? i v? > 1 n’est pas possible. En effet, pour
un t proche de 1 et strictement inférieur a 1, on aurait alors

JIp(u, tv) < Jp(u,v)

et ceci est impossible puisque (u,v) est solution de (Pf\)
On a donc [ u? i v? =1, et ceci signifie exactement que

[1Vu? | []VoP
[a2

L’inégalité dans 'autre sens a déja été vue. O

JA(U, U) = > )\m

On peut alors conclure au résultat d’équivalence voulu :

Théoréme 9.9. Pour tout A > Ao(d, D, m), le probléme

Minimiser A (A1) + Xa(A2) + A(|A1 U Ag| — m)+ parmi les (A1, Az2) tels que
A1 CD, Ay C D, AyNAy =0, Ay, Ay mesurables .
(Pa)

a exactement les mémes formes optimales que le probléeme (P).

Démonstration. L’existence de solutions au probleme (Pp) se montre de la méme
maniére que pour le probleme (P). Soit alors (A;, A2) une forme optimale au
probleme (Pp). Pour prouver le résultat, il suffit de prouver que |A; U As| < m.
Soit (u1,u2) un couple de fonctions telles que

uiEHé(Ai), /u =1, u; >0, \i(A /|Vu,\2

Alors
Am < JA(’LLl,’LLQ) = /\1(A1) + /\1(142) + A(|A1 U A2| — m)+ < Am

D’ou égalité. En particulier, le couple (u, uz) est donc une solution du probléme (Pi)
Par le résultat précédent, on sait donc que |Qy,, U Qy,| < m, et donc

/|Vu1|2—|-/|Vuz|2 =\
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Et de cette derniere égalité, on déduit enfin que
A(JA; U Agl —m) ™ <o,

c’est a dire
‘Al U A2| <m,

ce qui conclut la preuve. ]

Remarque. Dans la suite, plutot qu’essayer de résoudre numériquement le probleme (P),
on s’intéressera au probleme (Py).
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Chapitre 10

Traitement numeérique

Ce chapitre traite des simulations numériques qui ont été effectuées sur les problemes

de partitionnement optimaux énoncés dans le chapitre précédent.

Ce chapitre s’organise comme suit :

— Tout d’abord, on va proposer un survol rapide des méthodes numériques tradi-
tionnellement mises en place sur ces problemes.

— Dans un second temps, on décrira le principe général des algorithmes génétiques
et 'implémentation qui en a été faite. On ne détaillera pas les résultats théoriques
existants sur ces méthodes.

— Dans un dernier temps, on montrera quelques résultats obtenus sur les trois
probléemes considérés.

10.1 Un survol des méthodes existantes

Les méthodes numériques d’optimisation de forme sont traditionnellement classée en
deux parties : les méthodes géométriques et les méthodes numériques. Le cours [All07]
décrit I’ensemble de ces méthodes.

Les méthodes géométriques sont basées sur le déplacement de domaines selon une
direction privilégiée. Pour ce faire, on se donne une forme initiale, dont on va déplacer
la frontiere (d’out le nom de méthode de variation de frontiere). Pour ce faire, il faut
pouvoir calculer la dérivée de la fonctionnelle de forme, et déduire de cette dérivée un
“bon” champ de vecteur de déplacement. En pratique, cette méthode pose un certain
nombre de problemes, d’abord la conservation de la topologie de la forme initiale, et
donc a priori la convergence vers seulement un minimum local, ensuite la nécessité
d’avoir une fonctionnelle de forme dérivable, ce qui n’est bien str pas toujours le cas.
Enfin, cette méthode, demandant des remaillages incessants des domaines considérées,
passe difficilement & des dimensions supérieures ou égales a 3.

Les méthodes topologiques sont a priori plus adaptables, notamment parce qu’elles
permettent, plus ou moins efficement de résoudre le probleme topologique présent lors
de l'utilisation de la méthode de variation de frontiere. Une premiere méthode topo-
logique est celle des lignes de niveaux. C’est une méthode de relaxation : plutot que
de travailler sur les formes a optimiser elles-mémes, ou de maniere équivalente sur les
fonctions caractéristiques associées, c’est a dire des fonctions a valeurs dans {0,1}, on

145



146 CHAPITRE 10. TRAITEMENT NUMERIQUE

peut essayer de relaxer le probleme pour travailler sur ’ensemble des fonctions a valeurs
dans [0, 1]. Par exemple, l'intégrale d’une fonction sur la forme a optimiser

/u:/lgu
Q D

est une notion que 'on élargit & toute fonction y € L (D, [0, 1]) (espace dans lequel
se trouvent entre autre les fonctions 1g) :

/Xu.
D

Des problemes de partages optimaux ont ainsi été traités, par exemple dans [BCO03].
On peut citer comme référence sur cette classe de méthodes [Ben95]. Ces méthodes
ont été particulierement étudiées dans les problemes de compliance optimale (premiers
travaux : [KS86al, [KS86b]).

Les algorithmes génétiques constituent une seconde méthode topologique. Le prin-
cipe en sera décrit dans la section suivante. On peut commencer néanmoins a citer
comme référence la partie de la these d’Edouard Oudet qui leur est consacrée (chapitre 3
dans [Oud02]), ou encore [KS96], ainsi que les travaux cités dans ces documents.

10.2 Le probleme générique, son traitement

Le probleme général d’optimisation peut se formuler de maniére générale de la fagon
suivante :

Soit X un ensemble, P une application définie sur X & valeurs dans R**. On suppose
que le maximum de P sur X est atteint en au moins un point de X. Le probleme est
alors de trouver un tel point, i.e.,

Trouver x € X tel que
P(z) =max{P(y) : ye X}.

Les algorithmes génétiques tentent d’adapter les principes d’évolutions des popula-
tions d’étres vivants décrits par C. Darwin afin de réaliser cette maximisation. L’idée
sous-jacente est que 1’évolution des individus d’une espece dans le temps opere une
maximisation de certains critéres (résistance a telle maladie, adaptation & tel ou tel
milieu, etc.). On considere donc les éléments de X comme individus potentiels d’une
espece que 'on veut faire évoluer afin de maximiser P. On considére donc une popu-
lation, i.e., un ensemble d’individus de X, et on fait évoluer cette population dans le
temps en lui fixant un certain nombre de regles, en se fixant toujours pour but que cette
évolution ait lieu vers la maximisation de la fonction P. En pratique, un élément = de X
sera appelé dans la suite individu, et la quantité P(x) sera appelée performance.

On commence par décrire de maniere abstraite le fonctionnement de cette méthode.

10.2.1 Création d’une population

La premiere étape consiste & se donner une population initiale. Pour cela, on se
donne un nombre NV, correspondant a la taille de la population, et on choisit N éléments
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dans I'ensemble X. Tous les éléments de la population sont appelés individus. On ap-
pelle Py la population initiale, une liste de NV éléments de X.

On remarquera que le choix des individus de la population initiale fait intervenir
une part plus ou moins grande d’aléatoire.

10.2.2 Description d’une itération de l’algorithme génétique

A Titération 7, on a construit la population P; et on veut la faire évoluer en une
population P; 1. Pour ce faire, on procede en quatre étapes.

Evaluation

Cette étape ne modifie pas encore la population. On se contente, pour chaque indi-
vidu z de la population P;, de calculer P(z).

Sélection

Tout d’abord, on crée une population de transition P;, possédant elle aussi N indivi-
dus, et dans laquelle apparaissent des éléments de la population P; proportionnellement
a leur performance.

En pratique, des trois étapes, la sélection est celle qui assure la convergence de
I’algorithme.

Croisement

A partir de la population de transition P;, on construit une seconde population de
transition 757;, obtenue en croisant un certain nombre de couples de la population P;.
En pratique, pour chaque croisement, on sélectionne (la encore avec plus ou moins
d’aléa) un certain nombre de couples (xg, yx) d’éléments de de la population P, et on
applique a chacun d’entre eux un opérateur C dit de croisement de maniére & obtenir
de nouveaux couples d’individus de X :

(ke Uk) = C((r, 1)) -

La population P; est alors obtenue en remplacant dans P; chaque couple parent (g, Yx)
par son couple enfant associé (z}.,).).

En pratique, le nombre d’individus ayant participé au croisement correspond a un
certain pourcentage de la population, appelé taux de croisement (et noté 7.), en général
assez élevé (de l'ordre de 1).

Mutation

Enfin, a partir de la population de transition 751‘, on construit la population P;q.
Pour cela, on choisit un certain nombre d’individus zj de la population P; et on applique
a chacun d’entre eux un opérateur M dit de Mutation :

Ty, = M(xy).

La population P;;1 est alors obtenue en remplagant dans P; tout z, par le x) associé.
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En pratique, le nombre d’individus ayant subi une mutation correspond a un certain
pourcentage de la population, appelé taux de mutation (et noté 7,), en général assez
petit (de 'ordre de 0.01).

Au final

L’algorithme renvoie le meilleur individu parmi tous les individus qui ont été
évaluées durant le calcul.

10.2.3 Utilisation

La méthode décrite précédemment ne fait intervenir la fonction P qu’au moment
de I’évaluation. En particulier, ’algorithme génétique est un méthode d’ordre 0. On
I'utilise en pratique dans les problemes ou la régularité du critere d’optimisation fait
défaut. On peut aussi remarquer que l'algorithme peut traiter les cas ou existent de
nombreux optima locaux. Enfin, un dernier avantage consiste en ce que cette méthode
est tres facilement parallélisable, les calculs des performances pouvant étre séparés
facilement entre plusieurs machines.

Au rayon des inconvénients, cette fois, signalons le grand nombre de parametres
a ajuster (taille de la population, taux de croisement, taux de mutation, principe de
sélection, opérateur de croisement, opérateur de mutation), pour trouver un bon com-
promis entre les différents critéres que sont la convergence de I'algorithme, la conver-
gence vers un optimum global, et la rapidité de convergence. Enfin signalons qu’il est
tres difficile d’établir des résultats de convergence et de vitesse de convergence pour ces
algorithmes.

10.3 Notre probleme, Question de la représentation

Rappelons le probleme étudié : Soient D un ouvert borné de R%, et K un entier stric-
tement positif. On définit les formes admissibles comme les K-partages (en ensembles
mesurables) de D, i.e.,

Vk, Dy, est un sous-ensemble mesurable de D
Ag = (Dl,...,DK) : U,i(:le:D
V(k,E'), sik £k, alors DN Dy =0

Le probleme étudié est alors le suivant, ou F est la fonctionnelle de forme définie sur Ag
et & valeurs dans R*" :

Trouver A € Ak tel que
F(A)=inf {F(B) : B€ Ax}.

Lors de la résolution numérique du probleme, on va chercher a travailler sur un
maillage fixe de D, que 'on suppose constitué de M cellules : C; (on supposera les C;
fermés). On ne considérera donc comme formes admissibles que les partages de D
adaptés a ce maillage. On va présenter deux manieres de représenter ces partages.
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10.3.1 Représentation par liste de cellules

Un premiere maniére de représenter les partages, la plus directe, consiste a travailler
que 'espace
X={1,.. KM

ou a chaque individu z = (z1,...,x2p) € X, on associera le partage de D
en (Di(x),...,Dk(z)) avec

o

Dy(z) = U Ci.
ie{l,...,M}
x; =k

On étudie alors un probleme d’optimisation sur 'espace X.

10.3.2 Représentation par diagrammes de Voronoi

Une autre possibilité de représentation consiste a faire abstraction du maillage fixé.
Pour ce faire, on représentera les partages a ’aide de diagrammes de Voronoi. On définit
alors ’ensemble X, comme

Xy = U {((Pj7xj))1§j§n : PpeD,1<x; < K}
n>0

Un élément de X est donc une suite finie de couples (P}, z;) constitués d’'un point P;
de D et d'un numéro de domaine z;. On définit la cellule de Voronoi V; associée a P;
comme (la fermeture de) I’ensemble des points de D plus proches de P; que de tous les
autres Py, pour h # j. Toutes ces cellules définissent alors le partage (Dy)i1<kp<k par

o

—_—N—

Dy, = v,
1<j<n
z; =k

Pour continuer a travailler sur les partages adaptés a un maillage donné, on peut projeter
ce partage sur un partage adapté. Pour chaque cellule C; associée du maillage donné,
on appelle G; son centre de gravité, et on pose alors

o
—_——
D= |J G
G,EDy,

On étudie alors un probleme d’optimisation sur I’espace X,,.

10.4 Implémentation des listes de cellules

Dans cette section, on va décrire les mécanismes mis en place pour traiter les
différentes étapes de ’algorithme lorsque 'on a choisit de représenter les partages par
des listes de cellules.
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Une idée de base exploitée tout du long est que, si les individus sont représentés
comme des M-uplets d’entiers compris entre 1 et K, ce sont avant tout des formes
géométriques. Une possibilité d’implémentation des algorithmes génétiques consiste a
traiter les individus étudiés comme de pures listes de nombres. On observe cependant
une meilleure convergence si I'implémentation fait référence a une certaine structure ou
géométrie supérieure & la représentation sous forme de listes.

En particulier, dans les problémes que nous avons étudiés, la fonctionnelle F était
liée a la premiere valeur propre, souvent dans le sens suivant :

F((Ar,..,Ag) ) = f( (M(4), ..., M(4Ak)) ).

ou la fonction f est décroissante variable par variable, i.e.,

Vke{l,...,K}, Y(ai,...,ax) € RE, Vo) € R,

(Oék Sa;{; ) = (f(a1a°"aak—lvazvak-‘rla"'aaf() S f(ala'"aak—lvak‘7ak+la"'aaK) )

On peut alors prouver qu’il existe des partages optimaux en ensembles connezes. Une
application sera de chercher des croisements et des mutations ayant a voir avec un
traitement des “grosses” composantes connexes, i.e., celles qui influent sur la premiere
valeur propre.

10.4.1 Initialisation

La méthode d’initialisation retenue est totalement aléatoire. Pour chaque individu
que 'on cherche a choisir au début, on tire M nombres choisis au hasard entre 1 et K
et on définit I'individu comme la liste constituée de ces M nombres.

10.4.2 Croisement
Croisement de listes

La premiere méthode de croisement mise en place est la méthode classique de croi-
sement de listes. On considere deux listes (les parents)

x=(x1,...,xp) et y=(y1,-..,Ym)-

La méthode consiste a choisir (& chaque appel de la procédure de croisement) un
nombre ¢ au hasard entre 1 et M, et a construire les deux listes filles de la maniere
suivante :

f: (xl,...,xi,yi_,_l,...,yM) et g = (yl,...,yi,xi+1,...,xM).

Croisement des domaines

Une autre méthode, implémentés ensuite et apportant de meilleurs résultats (pra-
tiques) de convergence est plus géométrique. Dans la méthode précédente, on inter-
vertissait les valeurs de xj et y, pour certaines valeurs de k. Mais ces interversions
n’avaient aucune propriété géométrique, et en particulier, lorsque les parents étaient



PARTIE II. PARTAGES OPTIMAUX 151

des partages en ensembles connexes, elles pouvaient créer des fils dont les ensembles de
base aient des multitudes de composantes. L’idée du croisement suivant est de faire un
croisement de liste, mais en tenant compte de la géométrie sous-jacente.

Le méthode consiste tout d’abord a choisir une droite “au hasard” (et ceci est encore
4 définir) coupant le domaine D. On note cette droite D. Cette droite coupe l’espace R?
en deux demi-espaces, E; et Es (on supposera Fj fermé et Es ouvert). Pour chaque
cellule du maillage C;, on peut calculer son centre de gravité g; (opération plutét simple
dans les cas des maillages que nous avons considérés, toujours constitués de triangles),
et voir que celui ci est soit dans le domaine FE7, soit dans Es. On définit donc deux
familles d’indices :

L={ie{l,....M} : gge Er} et h={ie{l,..., M} g; € Es}.

Alors, on a
{1,...,M}211UIQ et 1NI; =0.

On opere alors a un croisement de listes selon ces deux ensembles d’indices. Si z =
(x1,...,zp) ety = (Y1, - - ., Ym) sont les deux parents, on définit les fils f = (f1,..., far)

et g = (g1,...,9M) par

x; 811 € b yisii€fl
fi= L. et g; = o
y; sii € Io. xz; sii € L.

Voici une illustration de ce procédé de croisement : on considere un maillage d’un
rectangle avec des triangles. On a indiqué les centres de gravité sur la figure.

On présente, sur les deux figures suivantes, les deux individus parents ainsi que la
droite utilisée pour le croisement. Ici, on travaille sur des partages en deux domaines,
le premier domaine étant grisé, le second laissé blanc :
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Apres croisement, les individus enfants sont alors suivants :

10.4.3 Mutation
Mutation des listes

A Vinstar de I’étape de croisement, on a commencé par effectuer des mutations en
ne prenant en compte que la structure de liste. De maniere générale, on a découpé le
procédé de mutation en deux. Avec un certaine probabilité, 'individu mute entiérement,
i.e., est retiré au hasard comme dans l'initialisation. Sinon, seule une partie de son
“génome” est modifiée. En pratique, le second type de mutation s’effectue ainsi : soit x =
(x1,...,2zp) individu que I'on veut faire muter. On choisit p nombres i1, ..., i, deux
a deux distincts entre 1 et K, le ratio {7 correspondant au pourcentage du génome que
n’on souhaite faire muter.

On définit alors 1'élément muté ' = (2, ...,2/,) de la fagon suivante : Si i n’est

pas un des i;, on pose x; = x;, et, sinon, on prend pour z; un nombre au hasard entre 1
et K.

Encore une fois, cette méthode a l'inconvénient majeur qu’elle ne prend pas
en compte la structure géométrique sous-jacente. En effet, perturber une cellule du
maillage n’améliore quasiment jamais la qualité des individus. Lorsque 'objectif est
d’accélérer la convergence, la méthode géométrique que ’on va décrire est parti-
culierement efficace.
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Mutation des domaines

L’objectif est encore une fois de modifier une partie du génome, mais plutot que
de partir de la seule structure de liste, on préfere partir de la géométrie. Le procédé
de mutation sera donc le suivant : on va choisir au hasard un certain nombre de
disques D1, ..., D, dans le plan, chacun de ces disques intersectant le domaine D.
Pour chaque disque D;, on va choisir au hasard un nombre X; compris entre 1 et K.
On considére l'individu = (x1,...,z)) que 'on veut faire muter. On commence par
faire muter les z; tels que le centre de gravité g; de la cellule C; est dans le disque D;.
On définit alors un individu z! = (x1,.. ., x}w) tel que xll = x; si g; n’est pas dans Dy,
et J,‘Zl = X si g; est dans Dj. On contruit par le méme procédé a partir de 'indi-
vidu 2! un nouvel individu z? en utilisant le disque D5 et la valeur X5. Par récurrence,
on contruit ainsi z!', z2, ..., zP. Et on finit par prendre pour mutation de z indi-
vidu 2/ = 2P.

Pour illustrer ce procédé géométriquement, voici un individu avant (& gauche) et
apres (a droite) mutation, les disques a l'intérieur desquels s’effectue la mutation étant

10.5 Implémentation des diagrammes de Voronoi

Présentons maintenant les détails de I'implémentation de I’algorithme lorsque 1’on
a choisi de représenter les partages sous forme de diagrammes de Voronooi.

10.5.1 Initialisation

Pour chaque individu de la population, on tire un diagramme de Voronoi au hasard
au sens suivant. On choisit le nombre de sites du diagramme : un nombre n tiré au
hasard entre 1 et N (le nombre maximal de sites autorisés). Pour le site d’indice j, on
tire alors au hasard un point P; de D et un numéro de domaine z;, compris entre 1 et
K.
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10.5.2 Croisement

Pour le croisement, le procédé est similaire a celui utilisé pour les listes de cellules.
Pour tout couple d’individus a croiser, on prend une droite A intersectant D et on
échange les sites de Voronoi situés de part et d’autre de A.

Avant croisement : les individus parents :

Apres croisement, les individus enfants :

10.5.3 Mutation

En ce qui concerne les mutations, elles peuvent étre de quatre types :
(i) ajout un nouveau site,
(ii) suppression d’un site,
(iii) modification du numéro associé a un site,
)

(iv) modification de la position d’un site.

10.5.4 Comparaison entre les deux représentations

Les deux représentations permettent d’explorer tous les partages adaptés au
maillage donné, mais en terme de temps de calcul les deux représentation ne donnent
pas les mémes résultats.

En effet, lorsque les frontieres libres des formes optimales sont réguliere, 1'utilisa-
tion des diagrammes de Voronoi, elle permet de représenter des partages en domaines
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réguliers et connexes avec trs peu d’information, alors que quel que soit la régularité
des domaines, la représentation sous forme de liste de cellule utilise toujours la méme
quantité d’information. Vu qu’on a alors une petite quantité d’information, on peut
alors utiliser en parallele de petites tailles de population, et des nombres d’itérations
faibles. La méthode est dans ce cas la plus rapide.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que 1’on avait justement régularité C des
frontieres libres dans les problemes considérés. Pour comparer la vitesse et 'efficacité des
deux types de représentation, on les a utilisées toutes les deux sur les mémes données,
et on a effectivement observé une convergence beaucoup plus rapide (on gagne au moins
un ordre de grandeur) avec l'utilisation des diagrammes de Voronoi.

10.6 Matériel utilisé

10.6.1 Description

Le code produit a visé uniquement a la mise en place de 'algorithme génétique a
proprement parler. La résolution numérique du probleme de la premiere valeur propre
de 'opérateur Laplacien-Dirichlet a été traitée en utilisant le logiciel Melina.

Afin d’obtenir de meilleurs temps de calculs, I’algorithme génétique a été implémenté
de maniere a ce que les calculs soient distribués sur un certain nombre des ordinateurs
de I’Antenne de Bretagne de ’ENS Cachan, en pratique un quadri-processeur Xéon,
trois Core-2, seize Pentium 4, un bi-processeur G5, et trois quadri-processeur PowerPC.

En pratique, on fait tourner sur ce réseau trente-six calculs de valeur propre en
parallele.

10.6.2 Exemples de temps de calculs

Voici deux exemples dans le cas de calculs portant sur un partage du domaine en
deux ensembles.

Premier exemple

Nombre de triangles dans le maillage 186
Taille de la population 2000
Nombre d’itérations 1500
nombre de calculs en parallele 19
temps de calcul total 4 jours et 13 heures
Nombre total de calcul de valeur propre 6000000
temps total divisé par le nombre de calcul 0.065 secondes
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10301844 025707

2.074321

1.461178

"o Tuations 101 0 Inerations 101

F1G. 10.1 — A gauche : A1 (Q1) +A1(Q2) (courbe du haut), A1(€21), et A1(€22) en fonction
des itérations. A droite : meilleure performance et performance moyenne en fonction
des itérations.

Second exemple

Nombre de triangles dans le maillage 328
Taille de la population 3000
Nombre d’itérations 1000
nombre de calculs en parallele 32
temps de calcul total 3 jours et 5 heures
Nombre total de calcul de valeur propre 6000000
temps total divisé par le nombre de calcul 0.045 secondes

10.7 Résultats

10.7.1 Premier probleme

Sur le premier probleme, on a travaillé en deux temps. Tout d’abord, on a mis
en place un algorithme génétique pour obtenir I’allure de la frontiére libre, puis on a
précisé cette frontiere en utilisant une méthode de variation de frontiere.

Les résultats qui suivent porte sur un triangle de coordonnées (0,0), (9,0), et
(5.33,5.96).

Algorithmes Génétiques

Pour ce probleme, ou une méthode plus fine suit, on s’est contenté d’appliquer
I’algorithme génétique sur un maillage plutot grossier du triangle, ici, avec seulement
81 éléments. On présente sur la figure 10.1, les courbes de convergence.
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iteration 100
L1:2.193642
L2:1.779226
L: 3.972868

Iteration 1000 -- J()=3.732

A, (0,)=2.023 A, (©,)=1.708

& “10° Valeurs du Gradient aux points de controle

Fic. 10.2 - A gauche : meilleur partage obtenu en 100 itération. A droite : résultats de
la méthode de variation de frontiere.

La partie gauche de la figure 10.2 quant a elle montre le meilleur individu, qui sert
d’initialisation & la méthode de variation de frontiere qui suit.

Méthode de variation de frontiére

La partie droite de la figure 10.2 fait le bilan de I’application de cette méthode
A notre probléme. A partir des informations obtenues précédemment, on initialise la
méthode en regardant une frontiere libre joignant les deux cotés les plus longs du
triangle. Pour ce faire, on initialise la méthode de variation de frontiere par une droite
joignant les milieux de ces cotés.

La différentielle de forme est obtenue de maniere classique. On se donne un par-
tage (Q1,€9) du triangle en deux ouverts connexes non vides, la frontiére commune &
ces deux ensembles étant un ensemble “régulier” I'. On note uj (resp. ugz) la premiere
fonction propre (positive et de norme L? égale & 1) de I'opérateur —A sur € (resp. sur
Q). Enfin, on notera n(z), en tout point x de I, la normale a I" orientée de Q; vers
Qs.

On considere alors des déplacements selon un champ V de classe C* et a support
compact inclus dans le triangle. En notant alors

E((,22))

la fonctionnelle de forme considérée, on trouve que
D E((h, ) (V) = / ([Vus* = |Vui )V - n.

Remarque. On a vu précédemment (proposition 9.4 I'exemple théorique d’un domaine
ouvert connexe et borné D dans R? tel que, tout partage optimal (A, Ay) pour le
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probleme (P;) vérifie nécessairement

A1(A1) # M (A2).

Ici, on a au contraire exhibé un exemple numérique illustrant encore cette propriété.

Autres résultats

On s’est intéressé dans la suite & des cas présentant de fortes ou 'on s’attendait
a une perte de vitesse dii a la présence de multiples optima globaux. La perte de
vitesse observée n’a été en rien significative, et on a pu observé que la convergence de
I’algorithme pouvait avoir lieu vers tous les optima. Cela dépend en pratique fortement
du maillage considéré. Celui ci peut notamment détruire certaines des symétries du
domaine. On a cependant effectuées deux simulations avec les mémes parametres sur
le méme maillage et amenant a des optima différents (illustration de droite et du bas
sur la figure 10.3).

10.7.2 Second probleme

Pour ce probleme, les résultats ont été plus difficiles a obtenir, la convergence étant
nettement plus lente. La seule raison a ceci semble étre la partage en trois domaines
au lieu des deux précédents. On présente dans le tableau suivant les caractéristiques
des calculs dont les résultats sont présentés sur les figures 10.4 et 10.5 :

domaine | méthode tail.l e du itérations taille de. la temps de
maillage population calcul
carré listes 186 1300 2000 53h
disque listes 313 1300 3000 123h
disque | Voronoi 1003 300 100 6h

10.7.3 Troisieme probleme

On a étudié le probleme (P4') dans les deux cas distincts qui peuvent se présenter.
— D’abord le cas de non saturation, c’est a dire, on peut placer deux boules disjointes
de mesure m/2 dans le domaine D. On sait alors que les optima globaux sont des
réunions disjointes de deux boules de ce type.
— Ensuite, le cas contraire, ou il est impossible de placer deux boules disjointes de
mesure m/2 a l'intérieur du domaine D. Dans ce cas 1a, les “partages” optimaux
(A1, A2) ont une partie de leur frontiere en commun.
Ces deux propriétés ont bien été illustrées par les simulations numériques effectuées.
On présente dans le tableau suivant les caractéristiques des calculs dont les résultats
sont présentés sur les figures 10.6 et (10.7) :
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domaine | méthode tail'l e du itérations taille de‘ la temps de
maillage population calcul
carré listes 186 500 2000 11h
carré listes 498 600 5000 245h
rectangle | Voronoi 634 400 300 15h

159
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F1c. 10.3 — trois simulations du probleme (P;) sur le carré amenant a des optima
différents.
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L1 :72.788414 L1 : 22.423990
L2 73.015511 L2 - 22365673
L3 : 73.007072 L3 : 22.421795
L: 73.015511

F1G. 10.4 — Résultats des simulations pour le probleme (P3) sur un carré et sur un
disque.

iteration 100 o
T1:21.114565-"
12 : 20.032898
L3 : 23.666941
L: 23/666941

4

¥

F1G. 10.5 — Résultats d’une pour le probléme (P3) sur un disque en utilisant les dia-
grammes de Voronoi.



162 CHAPITRE 10. TRAITEMENT NUMERIQUE

FI1G. 10.6 — Résultats des simulations pour le probleme (P4) sur un carré avec et sans
saturation. A gauche, le partage optimal correspond a I’ensemble clair et a I’ensemble
foncé. A droite, le partage optimal correspond & ’ensemble clair et a I’ensemble grisé.

iteration 184
11:30.671944
12:20.863874
A:1.701148
L: 51.765335

Fi1c. 10.7 — Résultats d'une simulation pour le probleme (Pé\) sur un rectangle avec
saturation en utilisant les diagrammes de Voronofi.



Conclusion, Perspectives

En guise de conclusion, j’aimerais faire le point sur quelques problemes que j’ai
eu 'occasion d’attaquer pendant ma these et qui m’ont, malheureusement, beaucoup
résisté.

— Régularité Lipschitz. Dans le cas général, i.e., quand la fonction f peut changer
de signe, prouver encore une fois la régularité Lipschitz de la fonction d’état est
un des points les plus importants. D’abord pour la beauté du résultat en lui
méme, mais surtout car 'objectif sous-jacent dans la recherche de ce résultat est
I’'obtention d’une preuve faisant I'impasse sur les propriété trop spécifiques des
fonctions harmoniques.

— Régularité Héldérienne dans le cas des opérateurs sous forme divergentielle. Ici
encore, dans le cas général. L’enjeu est le méme que précédemment. Néanmoins,
j’ai commencé a étudier certaines pistes pour ce résultat, notamment la méthode
développée dans [BWOT].

— FEzxtension du résultat d’équivalence. Le résultat d’équivalene tel qu’énoncé dans
ce travail est assez peu satisfaisant. On demande en effet au domaine étudié
d’étre fortement étoilé par rapport a un point. Un objectif important reste donc
d’obtenir le méme résultat pour un domaine D qui soit seulement un ouvert borné
connexe. De plus, le résultat d’équivalence étudié portait sur le périmetre total,
une autre extension a étudier concernerait le périmetre relatif. Dans les deux cas,
il devient nécessaire de pratiquer des perturbations locales des ensembles en jeu
tout en gardant le controle des variations de périmetre et de ’énergie de Dirichlet.

— Enfin, un autre point qui aurait rendu 1’étude plus compléte concerne ’existence
de forme optimale dans le cas ot le domaine D est I'espace R tout entier, et ot
la fonction f est CZ°.
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