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Chapitre 1IntrodutionLe développement réent des systèmes robotisés terrestres et aériens (drones, minidrones...) etl'engouement qu'ils susitent dans le monde militaire, mais aussi pour de nombreuses appliationsiviles, pour lesquelles ils peuvent jouer un r�le primordial, montrent l'importane de leur fournirun niveau su�sant d'autonomie en termes de déision. Qu'il s'agisse de tâhes de surveillane, deplani�ation de mouvements, d'optimisation de plaement pour l'aquisition d'informations, et ...,l'autonomie déisionnelle néessite de disposer d'une onnaissane de l'environnement dans lequelévolue le système. Conjointement exploitée ave des informations reueillies au niveau des apteursembarqués, elle permet alors d'obtenir, via des traitements, une estimation de l'état du systèmeà haque instant. L'analyse de la performane de es traitements peut s'avérer très utile, a�n deproposer des stratégies de omportements qui garantissent la meilleure loalisation a priori lors del'exéution des missions.1.1 Cartographie et loalisation pour les systèmes dits auto-nomesLa représentation artographique disponible pour la loalisation d'un système autonome peutvarier en fontion des appliations. Elle peut être onstruite en amont, à partir d'un proessus deprodution de données artographiques, qui utilise des soures d'informations diverses et ave desontraintes propres. Par exemple, des données géographiques sous la forme de grilles d'altitudes oude données vetorielles, qui répertorient des strutures de l'environnement, peuvent être obtenuesà partir d'images prises de satellites. La prodution de es données fait aussi intervenir des opéra-teurs humains relativement expérimentés pour l'extration des informations lorsque des approhesautomatiques ne sont pas su�samment performantes. Ces informations peuvent aussi être obtenuespar des systèmes, eux-mêmes munis d'un ertain niveau d'autonomie, qui, grâe à des traitementsembarqués, agrègent des informations loales aquises par des apteurs (laser, vision...). La qualitédes données soures et des ressoures utilisées permet de produire des représentations plus ou moins�dèles.Lors de l'exéution d'une mission, le système s'appuie sur ette onnaissane de l'environnementpour se loaliser à partir d'informations reueillies au niveau de ses apteurs. Ces informations sonttraitées pour extraire des primitives géométriques qui seront orrélées à la représentation artogra-phique. Ces traitements permettent d'extraire des aratéristiques relatives du mobile par rapportau ontenu de la arte, omme la distane ou la mesure de l'angle aux objets dans un repère attahéà la zone d'évolution. Grâe à la dé�nition de modèles d'évolution temporelle du système et duproessus d'aquisition des mesures, il est alors possible de déduire une estimation de son état àhaque instant. Pour ela, il est néessaire de mettre en oeuvre des tehniques fusion. Les modèlesne sont, en général, pas parfaits et le hoix des tehniques pour l'estimation dépend des hypothèsesfaites sur la struture des erreurs. Pour des modèles d'erreurs stohastiques, où les proessus debruits orrespondent à des veteurs aléatoires de lois onnues, les tehniques de �ltrage bayésiensont utilisées. L'estimation revient à déterminer un estimateur de l'état à partir d'une densité deprobabilité basée sur les mesures. C'est le as du maximum de vraisemblane (MV) et a posteriori11



12 hapitre1(MAP) déduit de la fontion de vraisemblane et de la densité a posteriori de l'état sahant lesmesures. Lorsque les erreurs sont de strutures inonnues mais ave des bornes onnues, il onvientde s'appuyer sur les approhes ensemblistes, omme les tehniques ellipsoïdales, ou ensore polygo-nales. Le hallenge est d'estimer l'ensemble, dans une famille prédé�nie (ellipsoïdes, polygones...),où est situé le mobile. Un estimateur est, par exemple, le entroïde de l'ensemble ainsi déterminé.La qualité de l'estimateur est fontion des apaités des moyens d'aquisition des mesures, desmodèles, des algorithmes de traitements (extration, assoiation...) et aussi de la qualité des infor-mations (loalisation géographiques, types...) sur les objets présents dans la arte.Pour l'estimation dans un adre probabiliste, il est possible de dé�nir un ritère de performanesur le proessus de loalisation en s'intéressant à l'erreur d'estimation. On peut, en e�et, dé�nirdes bornes sur ette erreur, omme la Borne de Cramèr-Rao. Pour les problèmes de loalisation, esont l'extension de ette borne au proessus d'estimation de systèmes dynamiques et la délinaisonde formulations réursives de alul qui sont importantes.Pour les problèmes de plani�ation de trajetoires, ette borne est un outil très utile qui peutpermettre de hoisir les stratégies de déplaement les plus informatives au sens du problème deloalisation.1.2 Objetifs de la thèseDans ette thèse, l'objetif est de proposer une démarhe qui permette de prendre en omptedans la plani�ation d'un système robotisé la onnaissane de l'inertitude d'une arte vetorielle àl'origine des primitives utilisées dans le proessus servant à le loaliser. Le ritère de déision pourle hoix des trajetoires sera la performane a priori du proessus d'estimation. Ainsi, la démarhedoit omprendre trois étapes :� une qui permet de onstruire une représentation inertaine de l'environnement à plusieursentrées à partir d'une arte vetorielle onnue ave des inertitudes. L'une de es entrées estune arte de primitives, des amers pontuels, utilisables par le système pour sa loalisation,� une autre qui vise à dé�nir une mesure de performane de la tâhe de loalisation, qui intègrel'inertitude sur les amers.,� une dernière orientée vers la proposition d'approhes de plani�ation de trajetoires permet-tant de garantir un bon niveau de performane a priori du proessus de loalisation.1.3 Plan et apports de la thèseLa thèse se ompose de trois parties permettant haune d'apporter une réponse aux étapespréédentes. Dans la première partie, nous abordons les modalités de prodution de artes et lareprésentation des erreurs qui peuvent apparaître. La arte est une vue de la réalité, au traversde apteurs, de traitements et parfois de l'oeil de l'humain. L'analyse d'une zone urbaine ou péri-urbaine montre que l'organisation des entités est relativement struturée. En partant de e onstat,nous proposons une démarhe pour garantir la génération d'un éhantillon de artes vetorielles,qui respete la struture spatiale et qui soit représentatif de l'inertitude sur la géométrie des ob-jets. Nous nous appuyons sur la notion de proessus pontuels et le formalisme de relations entreles objets. Des paramètres sont introduits a�n de apturer ette information de struture et deraisonner onjointement sur l'inertitude. A partir de ette génération ontr�lée d'un éhantillonde artes vetorielles, nous pouvons onstruire une arte ave plusieurs niveaux d'information : laarte des amers pontuels, des grilles indiquant la présene des obstales, ave l'inertitude initialepropagée. Ces éléments sont les prinipaux apports des hapitres 2 et 4 de ette thèse.La seonde partie aborde les éléments utiles pour le proessus de loalisation du système àpartir de la arte d'amers. Le modèle du système est basé sur des équations d'évolution et d'obser-vation non-linéaires et disrètes. Nous onsidérons des mesures de distanes et des mesures d'anglesrelatives aux amers perçus par le système lors de ses mouvements. Ces mesures sont issues de lamise en oeuvre d'une suite de traitements (alignement des données brutes, assoiation...) que noussupposerons maîtrisés. Nous délinons ensuite, pour ette modélisation, la mesure de performane



Plan et apports de la thèse 13pour le proessus de loalisation. La métrique est déduite de la borne de Cramèr-Rao a posterioriqui est minorant de la matrie ovariane de l'erreur d'estimation de l'état du système sur la basedes mesures qui seraient obtenues et de sa loi d'évolution a priori. Nous utilisons les résultatsde la littérature pour proposer des proédures de alul réursif de ette borne à haque instant.Trois approhes pour les aluls sont analysées aux hapitres 6 et 7. Nous proposons égalementune approhe pour prendre en ompte les aratéristiques de l'erreur (amplitudes et orientations)sur les amers en étendant les résultats pour une arte parfaite au hapitre 8.Nous étudions, en outre, une modélisation ontinue du système et abordons la mesure de perfor-mane à partir de l'information uniquement apportée par l'équation d'observation. Cela aboutità des raisonnements géométriques permettant d'illustrer l'impat du positionnement relatif desamers par rapport à la position et au déplaement du mobile sur la performane de loalisation.Ces éléments sont, en partie, présentés au hapitre 10.Dans la troisième partie, nous traitons les problèmes de plani�ation a�n de hoisir des traje-toires optimales au sens des ritères proposées. Des algorithmes de résolution sont dé�nis pour larésolution utilisant la méthode de ross-entropie [RK04℄. Elle néessite une phase de simulation etd'apprentissage de paramètres. Deux méthodes de génération de trajetoires admissibles, au sensde notre modèle, sont présentées. La seonde omprend notamment deux niveaux d'optimisationimbriqués. Nous analysons le omportement de onvergene à partir de résultats issus de la théoriedes valeurs extrêmes. Le hapitre 9 présente es éléments pour le modèle dynamique disret.Au hapitre 10 et 11, nous ramenons le problème de plani�ation, pour le modèle ontinu, à unproblème de reherhe d'un hemin optimal dans un graphe. Nous assoions à haque ar de egraphe un oût élémentaire qui dépend des onditions de déplaement (vitesse et orientation) surl'ar et des amers perçus. Nous montrons qu'il est possible d'obtenir une formulation expliite.L'inertitude sur la position des amers est ensuite propagée sur es oûts élémentaires et permetde dé�nir une fontion de risque. Elle traduit un ompromis entre les on�gurations géométriques� amers - mobile � intéressantes en moyenne et l'inertitude sur la performane atteignable due àl'erreur de arte. Nous dé�nissons aussi des méthodes de résolution pour le hoix de la séqueneoptimale de déplaements sur e graphe.En�n, dans le hapitre 12, nous proposons quelques perspetives et apportons, notamment, quelquespistes pour l'optimisation onjointe de la vitesse et de l'orientation et pour l'amélioration de la qua-lité de la arte d'amers sous ontraintes de ressoures pour un hoix de trajetoire donné.



14 hapitre1



Chapitre 2Modélisation de la arteDans e hapitre, nous présentons le modèle de arte utilisé dans le adre de ette thèse. Ons'intéresse à des modèles ditsmétriques de l'environnement qui onstituent une représentation d'unezone urbaine ou péri-urbaine sous une forme vetorielle, omme on peut en trouver dans les systèmesd'Information Géographiques. On fait l'hypothèse que ette onnaissane sur l'environnement estune donnée inertaine ou impréise. Ainsi, par la suite, la notion de modèle de arte inlut à lafois les entités qui omposent la arte et les paramètres aratéristiques de l'inertitude assoiée.Nous proposons aussi d'intégrer un niveau de modélisation � supérieure �, a�n de représenter lastruture topologique induite par l'organisation spatiale des objets. L'introdution de e niveautopologique sera primordiale pour garantir que le proessus de génération d'éhantillon de artes(que nous proposons au hapitre suivant) respete globalement la struture spatiale des objets dela zone artographiée.2.1 Une représentation métriqueNous supposons que les appliations abordées dans ette thèse exploitent un modèle d'environ-nement omposé d'éléments - des objets - dans un espae à trois dimensions. Cette information estproduite selon un proessus de artographie ad ho qui peut faire intervenir di�érents ateurs etmoyens d'aquisition. D'un point de vue tehnique, aux objets sont attahés des primitives géomé-triques qui aratérisent leur loalisation dans l'espae et leur forme et des attributs sémantiquesqui permettent de oder les autres types de onnaissanes. La lasse d'appartenane de l'objet ouson type est un exemple. Ces objets sont la résultante d'une abstration d'infrastrutures géogra-phiques naturelles et arti�ielles présentes dans la zone d'intérêt omme des bâtiments, des zonesde végétations, des arbres isolés, des zones hydrographiques... Dans le domaine de la géographienumérique, es données sont en général normalisées, onnues sous la dénomination de données ve-teurs et struturées dans des bases de données géographiques. Ces dernières alimentent souventdes Systèmes d'Informations Géographiques (S.I.G) utilisés pour diverses appliations. Les règlesde onstrution de es bases de données et les formats d'éhanges pour leur di�usion dépendentfortement du mode de prodution (interprétation d'images de télédétetion par des opérateurs hu-mains, aquisition par des systèmes autonomes omme des robots terrestres...) et de l'usage qui enest fait. Nous ne détaillerons pas es aspets dans le manusrit et nous invitons le leteur intéressépar es problématiques à onsulter des ouvrages de référene [BP03℄.En pratique, les objets d'une représentation métrique sont modélisés à partir de trois types deprimitives géométriques élémentaires : le point, la ligne et le polygone ou sa généralisation en 3D.En e qui nous onerne, nous utiliserons un modèle de arte noté C, qui sera plus préisément uneliste d'objets appartenant à des lasses prédé�nies. C et les objets le omposant seront dé�nis surune partie D de de l'espae R3. En outre, les objets sont répartis selon une organisation spatialeremarquable. Cette représentation permet de transporter des informations de nature géométrique,sémantique et même topologique.Par la suite, les nC objets qui ontenus de la arte C seront notés Oj , j = 1, · · · , nC .15



16 hapitre 2
C:= {O1, · · · , OnC} . (2.1)Nous onsidérons plus partiulièrement des objets ave des formes géométriques relativementsimples omme des polyhèdres fermés et des ylindres. Cette représentation est le résultat d'uneinterprétation du monde réel au travers d'un instrument de mesure, de traitements algorithmiqueset parfois d'analyse humaine ; elle est a fortiori imparfaite et impréise. Cette information arto-graphique est utilisée pour aider à la prise de déision dans des systèmes qui peuvent avoir desonséquenes importantes sur eux-i ou leur environnement.Il faut également noter que dans bien des situations, l'utilisateur (et don le déideur) n'intervientpas forément dans le proessus de prodution de ette donnée artographique. C'est le as dans lesS.I.G. où les utilisateurs �naux ne sont pas des experts géographes, ou dans le adre d'appliationmulti-robots où les systèmes robotisés peuvent s'éhanger des représentations de façon transpa-rente via des formats d'éhanges standardisés. Par onséquent, les hypothèses faites en phase deprodution, et don la qualité des données, ont un impat non négligeable sur la prise de déision.De plus en plus, les proessus de onstrution tentent de fournir des indiateurs dits de qualitésur les données qu'ils fournissent. En pratique, on peut trouver deux types d'indiateurs. Les in-diateurs de qualité a priori qui sont déduits d'une analyse de la haîne de prodution et obtenuspar propagation de l'inertitude, généralement par des approximations au seond ordre. Ce type deparamètre néessite souvent une modélisation relativement �ne de l'ensemble des étapes du proes-sus. C'est le as par exemple dans les haînes de traitement des systèmes de prodution de ModèleNumérique de Surfae par vision stéréosopique, où une mesure de qualité peut être onstruite àpartir des inertitudes sur les paramètres intrinsèques et extrinsèques du système de prise de vueset des nappes de disparité des algorithmes de orrelation [Sen04℄,[Bel93℄,[KE01℄.Des mesures a posteriori peuvent être aussi déterminées à partir de ampagne d'évaluation ou desondages qui ont pour but de réaliser des omparaisons par rapport à des données quali�ées deréférene plus � préises �, mais plus éparses. Des analyses statistiques des erreurs peuvent alorsêtre menées à partir des éarts souvent très loalisés, puis étendues à l'ensemble de la base de don-nées en faisant l'hypothèse que les erreurs sont stationnaires [ZG02℄,[GJ98℄. En général, la qualitéartographique n'est pas un ritère homogène sur l'ensemble de la zone : les indiateurs fournissont souvent régionalisés et tiennent ompte des spéi�ités du terrain.Dans notre modèle, on suppose don que la arte C peut être déoupée en zones de qualité homo-gène {Zi}1≤i≤nq

(f. �gure 2.1). Les objets ommuns à une zone de qualité partageront les mêmesattributs de qualité qui seront présentées dans les setions suivantes. Nous allons maintenant pré-
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Les lasses d'objets onsidérées 17iser les aratéristiques des objets qui seront utilisés dans nos raisonnements. Les travaux de ettethèse n'étant pas uniquement entrés sur les problématiques de artographie, nous nous restrei-gnons à deux atégories d'objets. Elles nous semblent su�santes pour illustrer notre démarhe, quipeut être généralisée sans di�ulté majeure à une base d'objets artographiques plus rihe.2.2 Les lasses d'objets onsidéréesLes artes sont omposées de deux lasses d'objets qui sont des représentations des infrastru-tures de types bâtiments et arbres. Ces deux lasses ont des modèles géométriques très distints.2.2.1 Les objets de la lasse bâtimentLa première atégorie d'objets est la lasse représentative du bâti d'une zone habitée. Un objetde ette lasse est aratérisé par un polyèdre dont l'emprise au sol est un polygone fermé. Latroisième dimension est donnée par la hauteur que nous supposerons onstante sur l'ensemble dutoit. Un bâtiment peut également disposer d'une surélévation sur une partie de son toit. On peutdon dérire un objet Oj , 1 ≤ j ≤ nC de ette lasse par les paramètres� cj = 1, l'attribut dé�nissant la lasse bâtiment,� qj = i, i ∈ {1, · · · , nq}, l'indie de la zone de qualité dans laquelle est situé l'objet,� C
j
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N ), la suite des N sommets du polygone délimitant l'emprise au sol del'objet. Chaun des sommets est aratérisé par sa position pj

Bi
= (xj

Bi
, yj

Bi
) dans Rg,� hj

p ∈ R+, la hauteur de la struture prinipale,� Cb,s = (Sj
1 , ..., S

j
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s ∈ R+, la hauteur de la surélévation.Des modèles de bâtiments plus omplexes peuvent être dé�nis en partiulier pour la forme destoits [Jib03℄. Nous nous limitons ependant à ette modélisation pour nos travaux, qui peuventêtre généralisés à d'autres hypothèses de modélisation.2.2.2 Les objets de la lasse arbre isoléLa seonde atégorie que nous onsidérons permet de représenter des objets arbres supposésisolés. Un arbre est dé�ni par la loalisation au sol de son tron, sa hauteur et une zone d'in�uene,supposée irulaire, dérivant l'envergure de ses branhes. Soit Oj , 1 ≤ j ≤ nC un objet représentantun arbre de la zone artographiée, on introduit :� cj = 2, l'attribut assoié à la lasse arbre,� qj = i, i ∈ {1, · · · , nq}, l'indie de la zone de qualité où se situe l'arbre,� pj
a = (xj

a, yj
a) ∈ R2 sa position planimétrique,� hj

a ∈ R+ sa hauteur,� rj
a ∈ R+ le rayon de sa zone d'in�uene dé�ni par le disque C(pj

a, rj
a).D'un point de vue géométrique, l'objet arbre est don un ylindre ave une base irulaire. Cettemodélisation de l'objet arbre est relativement simple mais elle pourrait être enrihie pour satisfaireles besoins d'appliations spéi�ques. A titre d'exemple, des attributs sémantiques dérivant lanature du feuillage peuvent être pertinents dans des proessus de loalisation où la réponse spetraledes apteurs peut ontribuer à améliorer les performanes des traitements d'assoiation entre lesmesures et les objets de la arte.2.3 Un modèle de arte inertaineComme indiqué dans les setions préédentes, une donnée artographique n'est jamais parfaite.Des informations de qualité sont également fournies aux utilisateurs pour qu'ils puissent en tenirompte dans leurs appliations. La représentation artographique disponible peut être onsidérée



18 hapitre 2omme une observation d'une artographie supposée parfaite. D'un point de vue formel, on peutexprimer la relation entre es deux représentations sous la forme d'une équation paramétrique
Cy = H(C, ΘC)où Cy est la arte disponible dite observée et ΘC un veteur de paramètres ensé aratériserl'inertitude assoiée à la onnaissane sur C. Di�érents modèles peuvent être utilisés pour dérireette inertitude. Nous hoisissons un modèle stohastique pour dérire les inertitudes sur lesobjets représentés dans C.2.3.1 Dé�nition de HLa nature des erreurs de artographie dépend des moyens apteurs pour l'aquisition des infor-mations (amera, laser 2D, LADAR...) et des moyens mis en oeuvre lors de la phase de traitement.Par exemple, en télédétetion, à partir d'images aquises à bord de satellites d'observation, la �-nesse de restitution et les préisions de loalisation des objets dépendent fortement de la résolutiondes apteurs et de la onnaissane que l'on a des onditions de prise de vue et de l'expérienedes analystes d'images. De même, en robotique, les proessus de loalisation et de artographiesimultanées utilisant des apteurs atifs [TBF05℄ ne fournissent pas des artes de même qualité queelles onstruites à partir de apteurs de stéréovision [Duf05℄. Les soures d'erreurs sont en pra-tique multiples et imposent de dé�nir plusieurs indiateurs de qualité pouvant être géométriques,sémantiques, voire topologiques. De nombreux travaux se sont intéressés à la formalisation de eserreurs dans les bases de données géographiques omme elles produites et entretenues par l'Ins-titut Géographique National (IGN) [BHA01℄. Nous retenons pour nos travaux deux omposantesde la qualité :� la omposante géométrique qui tient ompte de l'inertitude sur la position, dans un référentieldonné, et sur la géométrie des objets de la arte,� la omposante sémantique et exhaustivité. La qualité sémantique orrespond à l'analyse deserreurs sur les attributs sémantiques. Sur e point, on peut iter les travaux de [Bon02℄ surla modélisation des erreurs d'attributs dans une base de données géographiques et sa priseen ompte dans l'analyse de sensibilité pour une appliation de alul d'itinéraires, grâe àl'utilisation des développements de grandes déviations. L'exhaustivité s'attahe à analyserla présene ou l'absene d'objets dans la représentation par rapport à l'environnement réel.Le temps de onstrution de la arte et de son exploitation étant souvent très di�érents, eritère est souvent très important en pratique.2.3.1.1 Qualité géométriqueCette omposante de la qualité est la plus importante et englobe souvent la notion de qualitédans de nombreux ontextes. Cei s'explique par la grande di�ulté et parfois le oût importantde la réalisation d'une artographie su�samment �dèle au monde observé. Cette omposante de laqualité est primordiale dans le adre de l'appliation de loalisation en environnement onnu, quiest l'objet de notre travail. En général, et indiateur de qualité permet de aratériser deux typesd'inertitudes :1. L'inertitude sur le positionnement, la hauteur et l'orientation globale des objets dans D.Elle a�ete l'ensemble des objets d'une zone de la arte homogène sur le plan de la qualité.Plusieurs auses peuvent être à l'origine de e type de phénomène, omme la mauvaise a-libration des instruments de mesure ou la prise en ompte d'informations fausses dans lesproessus d'estimation lors de la réalisation de la arte [ZG02℄.2. L'inertitude sur la desription de la forme des objets, qui a�ete individuellement haun desobjets et qui peut être notamment due à l'utilisation de apteurs non su�samment résoluspar rapport aux objets d'intérêt ou enore des hypothèses de modélisation grossière retenueslors de la artographie.



Un modèle de arte inertaine 192.3.1.2 Inertitude assoiée à l'exhaustivitéOn herhera à modéliser le fait de disposer d'objets dans la arte qui ne sont plus présentsdans le monde réel lors de son utilisation dans une appliation. Cette soure d'inertitude est trèsimportante dans des appliations sensibles, où il est néessaire de mettre en oeuvre des moyens,souvent oûteux, de détetion de hangement entre le moment de onstrution de la arte et deson utilisation. Il onvient don de disposer de systèmes robustes à e type de hangement, ou aud'être apable de mener des analyses de sensibilité, pour en mesurer l'impat et aider à une prisede déision en onnaissane de ause. On ne tient pas ompte de l'autre aspet de l'exhaustivité,tout aussi déterminant, qui mesure l'absene dans la arte disponible d'objets réellement présentsdans l'environnement. En e�et, bien qu'il soit possible de générer des éhantillons de artes simu-lant e phénomène, ela reste en pratique di�ile lorsqu'il existe une forte variété au niveau desinfrastrutures de la zone d'intérêt.Par onséquent, l'exhaustivité est modélisée par une mesure de probabilité pour un objet d'êtreprésent dans la arte de façon erronée. Cette probabilité peut en pratique dépendre de plusieursfateurs : les aratéristiques géométriques de l'objet, les ritères de prodution (rapidité des opéra-teurs, ontraintes de délai...), rapidité d'évolution de la struture géographique de la zone d'intérêt.On supposera par la suite que ette information est onnue et �xée pour une région de qualité etune lasse d'objets données :
∀j = 1, · · · , nC, p (Oj ∈ D) = pcj ,qj

∈ [0, 1] . (2.2)2.3.1.3 Modèle probabiliste des erreurs géométriquesNous détaillons pour les deux lasses d'objets les modèles probabilistes des erreurs pour leritère de qualité géométrique, en préisant les hypothèses statistiques des erreurs assoiées auxparamètres qui dé�nissent la loalisation et la forme des objets. On onsidère Oj , j = 1, · · · , nC unobjet de la arte moyenne disponible et son homologue Oy
j de la arte observée Cy tenant omptedes inertitudes géométriques.Les objets de la lasse bâtimentOn assoie don aux objets Oj et Oy

j respetivement l'ensemble des aratéristiques géomé-triques et sémantiques (cj , qj , Cj
b,b, h

j
p, C

j
b,s, h

j
s) et (cj , qj, Cj,y

b,b , hj,y
p , Cj,y

b,s , hj,y
s ) introduites dans lasetion 2.2. On suppose que es deux ensembles sont liés par les relations suivantes :

∀l ∈ {1, · · · , N},
(

Bj
l , B

j,y
l

)

∈ Cj
b,b × Cj,y

b,b , Bj,y
l = Bl + ǫb,j

∀l ∈ {1, · · · , Q},
(

Sj
l , Sj,y

l

)

∈ Cj
b,s × Cj,y

b,s , Sj,y
l = Sj

l + ǫs,j

hj,y
p = hj

p + ǫhp,j hj,y
s = hj

p + ǫhs,j.

(2.3)Les proessus modélisant les erreurs sur les sommets ou sur les hauteurs sont des veteurs ouvariables aléatoires de strutures gaussiennes.
ǫb,j ∼ N (0, Σ(b, qj)), ǫs,i ∼ N (0, Σ(s, qj))

ǫhp,j ∼ N (0, σ2
hp,qj

) et ǫhs,j ∼ N (0, σ2
hs,qj

)
(2.4)où les matries de ovarianes Σ(b, qj) et Σ(s, qj) de tailles 2× 2 aratérisent l'inertitude sur lesparamètres de position des sommets de la base prinipale et de la surélévation dans le repère Rg.Cette modélisation est relativement simple et peut onduire à des formes polygones inohérentes.Des approhes tenant ompte de la orrélation entre les sommets et qui impose des déformationsglobales de type a�ne, auraient pu être utilisées. Il est don possible de dé�nir la probabilité dehaque bâtiment observée en fontion de son homologue dans la arte moyenne, en faisant l'hypo-thèse d'indépendane entre les erreurs sur les di�érents attributs. En partiulier, dans l'hypothèsed'inertitudes gaussiennes :



20 hapitre 2
L(Oy

j |Oj) ∝ exp{−1

2
[Cj

b,b − Cj,y
b,b ]∗Σ−1

b,qj
[Cj

b,b − Cj,y
b ]}

× exp{−
(hj

p − hj,y
p )2

2σ2
hp,qj

} exp{− (hj
s − hj,y

s )2

2σ2
hs,qj

}

× exp{−1

2
[Cj

b,s − Cj,y
b,s ]∗Σ−1

s,qj
[Cj

s − Cj,y
s ]}

(2.5)Les matries Σb,qj
et Σs,qj

sont les matries de ovariane assoiées au veteur de sommetsde la base et de la surélévation éventuelle. Cette matrie peut dans ertains as ontenir deséléments traduisant la orrélation entre les erreurs au niveau de haun des sommets. Dans notreas, l'hypothèse d'indépendane impose la relation suivante :
Σb,qj

= Diag




Σ(b, qj), · · · , Σ(b, qj)
︸ ︷︷ ︸

N fois 


 et Σs,qj

= Diag




Σ(s, qj), · · · , Σ(s, qj)
︸ ︷︷ ︸

Q fois 


.Les objets de la lasse arbre isoléSoit un objetOy

j ∈ Cy de la lasse arbre auquel sont attahées les aratéristiques (pj,y
a , rj,y

a , hj,y
a

)
∈

R2 × R+ × R+, situé dans la zone de qualité d'indie qj . On onsidère son homologue Oj dans laarte C de omposantes (pj
a, rj

a, hj
a

). On fait l'hypothèse de modélisation suivante :
pj,y

a = pj
a + ǫpj

a
, ǫpj

a
∼ N (0, Σpa,qj

)Σpj
a

rj,y
a = rj

a + ǫrj
a
, ǫrj

a
∼ N (0, σ2

ra,qj
)

hj,y
a = hj

a + ǫhj
a
, ǫhj

a
∼ N (0, σ2

ha,qj
).ave Σpj

a
la matrie de ovariane sur les oordonnées du point pj

a dans le repère Rg. En supposantl'indépendane entre les di�érents proessus, on peut en déduire la loi de Oy
j sahant Oj donnéepar l'équation suivante

L(Oy
j |Oj) ∝ exp{−1

2
[pj

a − pj,y
a ]∗Σ−1

pa,qj
[pj

a − pj,y
a ]} (2.6)

× exp{− (hj
a − hj,y

a )2

2σ2
ha,qj

} exp{− (rj,y
a − rj

a)2

2σ2
ra,qj

}. (2.7)2.3.2 Loi de la arte bruitéePour tenir ompte de l'hétérogénéité de la qualité dé�nie par la présene de nq zones Zi, i =
1 · · · , nq de niveaux de qualité di�érents, on fait l'hypothèse que le veteur de paramètres ΘC estla onaténation de veteurs de paramètres Θi, i = 1 · · · , nq. Le veteur Θi, i = 1 · · · , nq ontientl'ensemble des paramètres des modèles d'inertitude des objets présents dans la zone Zi. A partirdes hypothèses de la setion préédente et en supposant que les proessus d'erreur assoiés auxobjets sont indépendants, la loi de probabilité de la arte globale de Cy sahant C peut s'érire :

LH(Cy|C) ∝
nq∏

i=1

∏

Oj∈Zi,1≤jnC

pcj ,i L(Oy
j |Oj). (2.8)où les densités L(Oy

j |Oj) sont fournies par les équations (2.5) pour les objets de type bâtiment et(2.6) pour les objets de la lasse arbre.



Modèle sur la struture spatiale de C 212.4 Modèle sur la struture spatiale de CLorsque l'on observe un environnement de type urbain ou péri-urbain, on peut remarquer l'or-ganisation spatiale des infratrutures. Cette organisation peut être traduite par des relations entreles objets. Cette analyse sera importante pour notre proessus de génération de arte ar l'appli-ation strite du modèle d'inertitude présentée dans la setion préédente, via l'utilisation d'uneapprohe simple de Monte Carlo, peut onduire à des réalisations de artes trop éloignées de laréalité perçue lors de la phase de prodution de la arte. Plusieurs travaux de reherhe ont étéproposés pour tenter de modéliser la struture spatiale en environnement urbain. On peut iternotamment les approhes visant à développer des méthodes automatiques pour la généralisationautomatique de artes à di�érentes éhelles [Reg98℄ [ADD04℄. On peut également retenir les ap-prohes statistiques basées sur les proessus pontuels [Ort04℄ [LDZPD08℄. Nous introduisons toutd'abord le formalisme général des relations, avant de préiser elles qui seront retenues et adaptéesà notre ontexte.2.4.1 Formalisme des relationsLe formalisme des relations est un moyen permettant de apturer les interations entre les objetsobservés, qui ontribuent ainsi à modéliser la struture spatiale inhérente à la zone artographiée.C'est don une omposante de plus haut niveau qui autorise des raisonnements sur des groupesd'objets. Nous ommençons par présenter quelques dé�nitions de base sur les relations.2.4.1.1 Dé�nitionsDé�nition 1 Une relation simple sur une C est une appliation Rs de C dans l'ensemble desparties P(C) de C qui permet d'identi�er l'ensemble des liens entre des objets de la arte au sensd'un ritère donné :
Rs : C → P(C)

{O1, ..., OnC} → Rs(C)telle que : ∀r ∈ Rs(C), r ⊆ CUne relation simple aratérise don les groupes d'objets de la arte similaires dans une ertainemesure. Les groupes d'objets r ∈ Rs(C) ainsi onstitués sont appelés des omposantes ou desliques si on se plae dans un adre de modélisation équivalent à elui des hamps de Markov. Lefait qu'une relation soit simple n'implique pas que les omposantes soient omplètement disjointes.A titre d'exemple, deux objets peuvent être onsidérés en relation s'ils sont su�samment prohesdans l'espae. Intéressons nous à l'exemple de arte de la �gure 2.2, où les objets sont modélisés pardes erles. Si les omposantes sont obtenues à partir des ouples d'objets distints spatialementprohes, la relation simple et symétrique Rp orrespondante est l'ensemble des ouples d'objets :
Rp(C) = {(O1, O2) , (O1, O4) , (O2, O4) , (O4, O5) , (O5, O6) , (O6, O7) , (O7, O8) , (O6, O8)} . (2.9)On peut également onstruire des relations plus omplexes à partir de plusieurs relations simplesdi�érentes faisant intervenir des ensembles d'objets distints et modéliser des strutures spatialesplus omplexes ave une notion de hiérarhie. Nous utiliserons en partiulier ette notion pourmodéliser l'alignement de triplets d'objets de la arte en véri�ant d'abord qu'ils sont prohes, puisque la di�érene entre les orientations formées par les objets pris deux à deux sont peu di�érentes.Dé�nition 2 Une relation étendue Re est une appliation de C dans P((C)l) où l est un entierpositif dé�nissant le nombre de relations simples impliquées dans la réalisation de Re.

Re : C → P((C)l)

C = {O1, ..., On(C)} → Re(C)telle que : ∀r ∈ Re(C), r = (r1, ..., rl) ave ∀ 1 ≤ i ≤ l, ri ⊆ C
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O1

O2

O3

O4

O5

O6

O7

O8

Fig. 2.2 � Exemple de arte ave 8 objets.Reprenons notre exemple de la �gure 2.2 et onsidérons les triplets de erles alignés. Les objetsdoivent d'abord véri�er la relation de proximité. Les paires à onsidérées sont fournies par l'équation2.9. La arte fait apparaître uniquement deux relations d'alignement Ra

Ra(C) = {(O1, O4, O5) , (O5, O6, O7)} . (2.10)On peut noter que ontrairement à une relation simple, les objets ne jouent pas le même r�le.En e�et, l'objet entral joue un r�le tout à fait partiulier pour l'alignement.2.4.1.2 Propriétés sur les relationsLa notion de relation étant dé�nie, nous préisons maintenant ertaines propriétés assoiéesaux relations qui seront utiles par la suite. On note R l'ensemble des relations simples et étenduesdé�nies sur une arte C donnée.Dé�nition 3 Soit R ∈ R. Le ardinal de R pour C est dé�ni par :
c(R,C) = ♯R(C)Il orrespond don au nombre de omposantes onstruites à partir des objets de la arte C ausens de la relation R. Nous onsidérons des relations partiulières qui impliquent un nombre �xed'objets. Ainsi, nous supposerons que toutes les omposantes de la arte au sens d'une relation Rsont onstituées d'un nombre c(R) d'objets. A e stade, il est essentiel de ne pas onfondre les deuxquantités c(R) et c(R, C). Dans l'exemple préédent, les omposantes de la relation Rp omportentdeux objets. On a don c(Rp) = 2. Pour la relation d'alignement, on a par ontre c(Ra) = 3. Pourla arte présentée à la �gure 2.2, on a c(Rp, C) = 8 et c(Ra, C) = 2.Dé�nition 4 On peut également dé�nir le voisinage de C au sens de la relation R qui est l'ensembledes objets de la arte qui sont impliqués dans au moins une omposante :

V (R,C) = {O ∈ C, ∃r ∈ R(C) impliquant O}La notion de voisinage permet de dé�nir une segmentation entre les objets partiipant à uneomposante assoiée à la relation R et les autres. On note nV (R, C) le ardinal de V (R,C).



Modèle sur la struture spatiale de C 23Cette grandeur assoiée au paramètre c(R, C) permet de distinguer des strutures de artes dif-férentes au sens de la relation R. En e�et, on peut avoir deux artes ave un nombre iden-tique d'objets et de omposantes pour une relation R. Cependant, plus nV (R, C) est impor-tante, plus les omposantes sont isolées et partagent peu d'objets. Pour notre exemple introdu-tif, nous avons V (Rp, C) = {O1, O2, O4, O5, O6, O7, O8} et nV (Rp, C) = 7 alors que V (Ra, C) =
{O1, O4, O5, O6, O7} et nV (Rp, C) = 5.En�n, il semble intéressant d'introduire un ritère qui lie un objet partiulier de la arte à unerelation R.Dé�nition 5 Le voisinage d'un objet Oj de C au sens de la relation R apporte une informationsur le degré d'impliation de et objet dans la struture de la arte :

V (R, C, Oj) = {Oi ∈ C − {Oj}, ∃r ∈ R(C) impliquant Oj et Oi} .La taille de et ensemble permet notamment d'analyser si un objet est plus ou moins en interationave un nombre plus ou moins important d'objets de la arte. On peut également en déduire uneinformation sur la struture des artes et l'exploiter pour omparer plusieurs instanes bruitéesd'une même arte. Revenons à notre exemple de arte omposée des disques Oi, i = 1, · · · , 8. Sil'on s'intéresse aux objets O4 et O6, le ardinal de leur voisinage est 3 ar ils sont en relation avetrois objets, ontrairement aux objets O1, O2, O5, O7, et O8.2.4.1.3 Paramètres d'une relationLa notion de relation est basée sur la mise en oeuvre de règles permettant d'assoier des objetsentre eux. Nous avons présenté dans le paragraphe préédent un ensemble de ritères assoiésà une relation donnée en nous appuyant sur une analyse de ses omposantes déduites de sonappliation sur une arte. Nous omplétons es éléments par un jeu de paramètres plus global.Les règles qui permettent de dé�nir une omposante d'une relation sont en général déterministes,omme la proximité aratérisée par un seuil sur la distane entre objets. Dans ertains as, ilpeut être important de pouvoir relâher les ontraintes assoiés à es ritères. Cet aspet estprimordial lorsque l'on fait évoluer l'agenement des objets, tout en herhant à maintenir uneertaine ohérene spatiale. De façon similaire à l'approhe proposée dans [Ort01℄, on dé�nit desparamètres sur les relations qui permettront notamment de les omparer.Dé�nition 6 La préision d'une omposante r d'une relation R onstruite à partir d'objets dela arte C est une appliation de R(C) à valeurs dans [0, 1].
u : R(C) → [0, 1]

r → uR(C)(r).En pratique, on herhera à disposer de omposantes de relations su�samment préises. Si nousrevenons à notre exemple, une paire de erles en relation, selon le ritère de proximité peut êtreonsidérée de préision maximale tant qu'il n'y a pas de hevauhement. La préision peut alorsêtre déroissante en fontion du taux de reouvrement. A partir des préisions individuelles dehaque omposante présente dans C au sens de R, on peut élargir ette notion de préision à laarte dans sa globalité.Dé�nition 7 La préision d'une relation R pour une arte C se dé�nit par :
UR(C) =

{
1

c(R,C)

∑

r∈R(C) uR(C)(r) si c(R, C) 6= 0,

0 sinon.Grâe à e paramètre, il est possible de omparer deux artes identiques en termes de nombred'objets et de omposantes pour une même relation mais di�érentes. Cei autorise également uneertaine partiularisation des omposantes dans une arte. En plus du paramètre de préision d'unearte pour une relation, on onsidère deux autres grandeurs qui sont l'intensité et la di�usion.



24 hapitre 2Dé�nition 8 L'intensité d'une relation R pour une on�guration C est le nombre dé�ni par :
IR(C) =

{
c(R)c(R,C)
nV (R,C) si c(R, C) 6= 0,

0 sinon.Cette grandeur apporte une mesure du nombre moyen de omposantes aux sens de la relation Rauxquelles appartient un objet de la arte, sahant qu'il appartient à au moins une omposante.Une valeur importante de e paramètre montre que les omposantes de la arte pour la relationonsidérée partagent un nombre important d'objets. En partiulier, lorsque les omposantes sontdisjointes deux à deux, on a forément IR(C) = 1. Le paramètre de di�usion d'une relation fournitune mesure du pourentage d'objets partiipant à une omposante.Dé�nition 9 La di�usion d'une relation R se dé�nit par :
dR(C) =

nV (R, C)
nC

.On peut noter que dans le as de on�gurations de arte ave un nombre �ni et �xé d'objets (i.e. nCest une onstante), le taux de di�usion est diretement lié au nombre d'objets de la arte impliquésdans une relation R. La valeur maximale atteignable est 1 et orrespond au as où tous les objetsde la arte partiipent à au moins une omposante de la relation R. Un taux de di�usion faibleindique don une on�guration de arte ave un nombre important d'objets � isolés � dans la arteau sens de la relation R.Nous avons introduits les éléments généraux sur les relations d'une arte. Nous proposons dansla suite d'appliquer ette modélisation à notre artographie pour dé�nir une méthode permettantde aratériser la struture spatiale des objets qui la omposent. Nous présentons don un ensemblede relations sur les objets bâtiments et arbres.2.5 Formalisme des relations appliqué à une arte vetorielleNous onsidérons plusieurs types de relations sur notre modèle de arte. On rappelle que laarte ontient deux lasses d'objets, bâtiments et arbres, ave des aratéristiques géométriquesspéi�ques à haque lasse. Les relations proposées visent à dérire la proximité en termes de loali-sation (relation géographique) et de ressemblane géométrique (relation de forme), et l'agenementrelatif (relation d'alignement) des objets dans l'espae.2.5.1 Proximité géographiqueOn peut dé�nir la relation de proximité géographique RG en onsidérant une distane aluléeà partir des projetions au sol des objets. Plusieurs distanes peuvent être utilisées, lassiquementla distane eulidienne ou enore la distane de Haussdorf qui mesure la distane minimale entredeux ontours. Notons, dG la distane hoisie.Dé�nition 10 Soient (Oi, Oj) ∈ C ×C un ouple d'objets de la arte. Ils forment une omposanteau sens de la relation simple RG lorsque
dG(Oi, Oj) < d+

Goù d+
G est le seuil sur la distane �xé. On utilise alors la notation Oi RG Oj .Nous détaillons le mode de alul de ette relation pour les di�érentes lasses d'objets de la arte,ainsi que les paramètres assoiés présentées en 2.4.1.3.
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Oi

Oj

d(Oi, Oj)

ri
a

pi
a

Fig. 2.3 � Distane entre un arbre et un bâtiment.Entre des objets de la lasse bâtiment. On onsidère la distane eulidienne entre les poly-gones dérivant l'emprise au sol des objets. Un tel alul peut être réalisé en utilisant des algorithmeslassiques de géométrie [Rou98℄
dG(Oi, Oj) = d(Ci

b,b,C
j
b,b) (2.11)où C

i
b,b et C

j
b,b sont des veteurs onstruits à partir des oordonnées des sommets des polygonesmodélisant l'emprise au sol des objets. On peut noter que c(RG) est invariant et vaut 2. Pourdé�nir le paramètre de préision de ette relation, on onçoit bien que des on�gurations de artesontenant des intersetions non vides de bâtiments ne sont pas aeptables dans un monde réel.La mesure de préision d'une omposante de bâtiments assoiée à RG doit don tenir ompte deette ontrainte. Soit A(Oi ∩Oj) l'aire de la partie ommune aux emprises au sol des deux objets.On dé�nit la préision de la omposante r = (Oi, Oj) de la façon suivante :

uRG
(C)(r) =

{

0 si A(Oi ∩Oj) 6= 0

1 sinon. (2.12)Entre un objet arbre isolé et un bâtiment. La distane est obtenue à partir de la distaneentre le rayon du disque aratérisant l'emprise au sol de l'arbre et le polygone dé�nissant l'empriseau sol du bâtiment (f. �gure 2.3). Si Oi est de la lasse arbre et Oj de la lasse bâtiment, la distaneest alulée de la façon suivante :
dG(Oi, Oj) =

{d(pi
a,Cj

b,b)− ri
a si d(pi

a,Cj
b,b) > ri

a

0 sinon. . (2.13)Une intersetion non nulle entre un bâtiment et un arbre est admissible dans une ertainemesure. La préision de la omposante r = (Oi, Oj) pour RG doit tenir ompte de ette intersetionéventuelle, tout en garantissant qu'elle reste modérée selon un ritère donné. On propose donde dé�nir une mesure qui tienne ompte de la surfae d'intersetion relativement aux surfaesélémentaires des emprises au sol des objets. Notons Amin = min(A(Oi), A(Oj)) le minimum desaires des emprises au sol et ǫab = A(Oi ∩Oj)/Amin, qui mesure la surfae relative intersetée.
uRG

(C)(r) =

{

0 si ǫab > ǫ+ab

1 sinon.
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ǫ+ab est la surfae relative maximale admissible qui est une donnée �xée a priori.Entre des objets de la lasse arbre. En e qui onerne les objets de la lasse arbre, le alulde distane est réalisé à partir des entres et des rayons des zones d'in�uene respetives des objetsen relation :

dG(Oi, Oj) =

{d(pi
a, pj

a)− ri
a − rj

a si d(pi
a, pj

a) > (ri
a + rj

a)

0 sinon. (2.14)Lorsque la distane entre deux objets de la lasse arbre est nulle, les objets s'intersetent. L'in-tersetion est admissible dans une ertaine mesure. En onsidérant les aratéristiques des disquesd'in�uene respetifs, on peut traduire ette ontrainte d'interation partielle et dé�nir un ritèrede préision adapté.� L'intersetion est nulle, la préision d'une omposante u(C, RG)(r) est maximale et vaut 1.� Lorsque l'intersetion est non vide,
uRG

(C)(r) =







0 si d(pi
a, pj

a) ≤ max(ri
a, rj

a), (a),
1 si d(pi

a,pj
a)−max(ri

a,rj
a)

min(ri
a,rj

a)
≤ ǫ+aa, (b),

0 sinon.ave ǫ+aa ∈ R+ un seuil �xé. Le as (a) orrespond à une situation où l'un des deux arbres (enl'ourene elui de diamètre inférieur) est inlus dans l'autre. Le ritère (b), qui dépend de ladistane entre les entres respetifs et des rayons est équivalent à une mesure de surfae relativede l'intersetion entre les objets (Cf. Figure 2.4).
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OiOi

Oj

Oj

(a) (b)Fig. 2.4 � Mesure de préisions de RG pour deux arbres (as (a) et (b)).2.5.2 Proximité de formeDans ertaines zones géographiques, les règles de onstrution imposées se traduisent parfois parune forme d'homogénéité des infrastrutures. Ainsi, dans ertains as, il n'est possible de onstruiredes bâtiments que dans une gamme prédé�nie. De même, dans les espaes urbains ou les forêts, onne peut implanter que des arbres respetant un ertain gabarit. On peut alors dé�nir une relationde proximité en termes de ressemblane RF qui onerne des objets de même nature. On notera
RF e type de relation que nous préisons pour nos deux familles d'objets. Cette relation peut



Formalisme des relations appliqué à une arte vetorielle 27être aratérisée par des métriques qui permettent de aratériser la forme de ertaines parties desobjets et leur hauteur.Dé�nition 11 Soit (Oi, Oj) ∈ C ×C un ouple d'objets de la arte C qui appartiennent à la mêmelasse. Ils forment une omposante au sens de la relation RF si
dF (Oi, Oj) :=~dF (F (Oi), F (Oj)) < ~d+

Foù ~d+
F est un veteur de seuils �xés dont la dimension dépend de la nature de l'objet et ~d(F (Oi), F (Oj))est un veteur de paramètres mesurant la distane en termes de forme des objets. On utilise alorsla notation Oi RF Oj .Préisions les veteurs de distanes et les paramètres de préision des omposantes pour les deuxon�gurations possibles (arbre-arbre et bâtiment-bâtiment).Entre objets de la lasse arbre. La forme d'un objet arbre est aratérisée par sa hauteur etle rayon de son emprise au sol. La proximité selon RF entre deux arbres est déterminée à partir dees deux paramètres. Le veteur ~d(F (Oi), F (Oj)) est de dimension 2 ave

~d(F (Oi), F (Oj)):=
(
|ri

a − rj
a| |hi

a − hj
a|
)∗

. (2.15)La préision de la relation est obtenue en onsidérant la norme du veteur ~d(F (Oi), F (Oj)). Onestime que ette préision est déroissante en partant de la valeur 1 pour une ressemblane strite,pour atteindre une valeur minimale umin > 0 assoiée à une mesure alulée à partir des ompo-santes du veteur des seuils ~d+
F . On peut onsidérer une déroissane linéaire ou plus lisse pour lafontionnelle fa dé�nie. Dans notre appliation, nous retiendrons l'hypothèse suivante pour fa :

uRF
(C)(r) = fa(||d(Oi, Oj)||)ave fa(0) = 1 et fa(||~d+

F ||) = ua
m > 0.Entre objets de la lasse bâtiment. Pour les objets de la lasse bâtiment, la mesure deressemblane onsidérée est basée sur des paramètres aratérisant la forme de l'emprise au sol etla hauteur de la partie prinipale. Les paramètres dérivant la forme de l'emprise sont déduits dereprésentations appropriées du ontour polygonal ou de la surfae assoiée [SS95℄. Nous retenonsla représentation angulaire pour sa simpliité de mise en oeuvre mais d'autres desripteurs, bienonnus dans le domaine de Reonnaissane des Formes (desripteurs de Fourier...), peuvent êtreexploités.Dé�nition 12 Considérons un polygone simple, don sans intersetion entre ses segments. Lafontion angulaire assoiée o(s) est une appliation de [0, 1] dans R qui dérit l'orientation dessegments du polygone normalisés par leurs longueurs. Cette orientation est prise par rapport à unaxe de référene.La �gure 2.5 illustre le alul de ette fontion sur un exemple de polygone à quatre segments aveun point d'origine en A et l'axe de référene donné par le segment d'indie 1. L'inonvénient deette fontion est sa dépendane par rapport à l'origine et le fait qu'elle ne satisfait pas la propriétéd'invariane par rapport à une rotation élémentaire. Le alul de la distane de forme entre deuxobjets doit don en tenir ompte. En e�et, une di�érene de hoix du point d'origine introduitun déalage irulaire de la fontion angulaire, et une rotation introduit un déalage onstant enordonnée. L'expression de la distane �nalement retenue est donnée par :

~d(F (Oi), F (Oj)):=





mint∈[0,1],α∈R

∫ 1

0
|oi(s + t)− oj(s) + α| ds
|hi

p − hj
p|

|hi
s − hj

s|



 (2.16)Elle mesure don la di�érene en valeur absolue des surfaes formées par les fontions angulairesdes deux objets. La mesure de préision assoiée est dé�nie en onsidérant une ombinaison linéairedes omposantes du veteur préédent et, omme pour les objets arbres, dé�nie omme suit :
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Fig. 2.5 � Calul de la fontion angulaire pour un polygone.
uRF

(C)(r) = fb(d(F (Oi), F (Oj)))ave fb(0) = 1 et fb(~d
+
F ) = ub

m > 0.2.5.3 Relations d'agenementLa dernière relation onsidérée dans le adre de notre étude s'intéresse à l'agenement au sensde l'alignement d'objets de même nature su�samment prohes en termes de loalisation. Contrai-rement aux relations dé�nies préédemment, qui étaient des relations simples et symétriques, larelation d'alignement peut être étendue et asymétrique. On onsidère des alignements� entre des paires de bâtiments,� entre des triplets d'arbres isolés.On note respetivement R1
a et R2

a la relation d'alignement entre des bâtiments et entre des arbres.
R1

a est enore une relation simple, alors que R2
a est étendue.2.5.3.1 Dé�nition de R1

a.La dé�nition de la relation d'alignement R1
a néessite au préalable de aratériser l'orientationd'un objet bâtiment. On suppose que ette orientation oïnide ave elle du polygone représentantl'emprise au sol. La forme du polygone pouvant être omplexe, on peut être amené à onsidérerplusieurs méthodes de alul de ette aratéristique. On peut en e�et s'intéresser à l'orientationglobale ou à l'orientation imposée par les faades. L'orientation globale est obtenue par le aluldes axes prinipaux de la forme de la base. Pour aratériser l'alignement entre deux bâtiments,elle s'avère moins pertinente. Il existe plusieurs méthodes pour déterminer l'orientation des murs[Reg98℄[DBB+01℄. Celle retenue dans nos travaux onsiste à prendre pour un bâtiment l'orientationdu plus long segment de son emprise au sol. Soient (Oi, Oj) deux objets bâtiments véri�ant larelation d'alignement. On introduit φi et φj les orientations alulées à partir du plus long segmentde leurs bases respetives. Les angles φi et φj sont hoisis dans [−π

2 , π
2 ]. Sur l'exemple de la �gure2.6, l'orientation de l'objet Oi est donnée par le segment 4 et elle de Oj par 1 :La ondition d'interation est la suivante

Oi R1
a Oj ssi { Oi RG Oj

|φi − φj | < δφb
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Fig. 2.6 � Alignement de deux bâtiments.Nous avons dé�ni un ritère de préision pour la relation simple RG, qui permet de pénaliserles intersetions de bâtiments. Pour la relation d'alignement, la préision doit également tenirompte de ette ontrainte. Un autre ritère doit être ajouté pour tenire ompte de l'éart entreles orientations dé�nies par φi et φj . Pour une omposante r = (Oi, Oj) au sens de R1
a, on dé�nitla préision en utilisant les règles suivantes :

uR1
a
(C)(r) =

{

0 si A(Oi ∩Oj) 6= 0

f1
a (|φi − φj |) sinon. (2.17)où f1

a est une fontion déroissante dé�nie sur [0, 1] véri�ant f1
a (0) = 1 et f1

a (δφ) = ua1
m > 0.2.5.3.2 Dé�nition de R2

aSoient (Oi, Oj , Ok) trois objets de la lasse arbre véri�ant la relation d'alignement. On introduit
φl ∈] − π, π], l = i, j, k les angles du triangle formé par les sommets (pi

a, pj
a, pk

a). La onditiond'interation pour la relation d'alignement est réalisée lorsqu'au moins l'un des trois objets est eninteration selon RG ave les deux autres et que l'angle au sommet assoié est prohe de la valeur
π. Sans perte de généralité, supposons que Oj est l'objet entral (f. �gure 2.7), on en déduit quele triplet (Oi, Oj , Ok) est une omposante de la relation d'alignement R2

a si et seulment si
{

Oi RG Oj & Oj RG Ok

π − δφ2
a ≤ φj ≤ π + δφ2

aOn utilise alors la notation Oi R2
a Oj R2

a Ok. La préision d'une omposante de ette relation estdéterminée à partir de la préision d'une omposante de la relation RG et en onsidérant la qualitéde l'alignement dé�nie par le seuil δφ2
a. Soit r = (Oi, Oj , Ok) la omposante assoiée au sens de

R2
a, on a

uR2
a
(C)(r) =

{

0 si uRG
(C)((Oi, Oj)) = 0 ou uRG

(C)((Oj , Ok)) = 0

f2
a (|φj − π|) sinon. (2.18)où f2

a est enore une fontion déroissante dé�nie sur [0, 1] véri�ant f2
a (0) = 1 et f2

a (δφ) = ua2
m > 0.
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Fig. 2.7 � Alignement des arbres.2.6 Conlusions du hapitreNous avons introduit dans e hapitre le modèle de arte qui sera utilisé dans la suite de emanusrit. Il permettra de proposer une approhe permettant d'analyser l'impat des inertitudes apriori sur l'information artographique sur ertaines missions d'un système mobile robotisé, ommela navigation à partir d'une arte de référene de l'environnement d'évolution. Le modèle présentéonsidère une base artographique omposée priipalement de deux familles d'objets. La premièrereprésente des infrastrutures de type bâtiments alors que la seonde s'intéresse aux arbres. Bien queela puisse sembler restritif, les éléments géométriques manipulés sont su�sament représentatifspour présenter nos développements qui doivent sans grande di�ulté se généraliser à une based'objets plus rihe. En outre, nous avons expliité la notion d'inertitude, en onsidérant les erreursgéométriques et d'exhaustivité assoiées aux objets. La modélisation retenue est stohastique, avedes notions de bruits sur les paramètres de loalisation et de forme des objets. La densité deprobabilité d'une arte bruitée re�étant ette inertitude à partir d'une arte moyenne donnée adon pu être déduite. Dans un seond temps, nous avons proposé un méanisme de haut niveau quis'applique sur l'ensemble onstitué par les objets, a�n de disposer d'une apaité de modélisationdes interations éventuelles entre objets. Ce formalisme s'appuie sur la dé�nition de la notion derelations simples ou étendues sur la arte. En partiulier, pour notre modèle, nous avons présentétrois types de relations - proximité géographique, proximité de forme et alignement - pour lesquellesnous avons préisé les paramètres aratéristiques de préision. Les ritères de préision, d'intensitéet de di�usion pour une relation dé�nis dans e hapitre seront très utiles. En e�et, sur la basede es éléments de modélisation et en s'appuyant sur des résultats théoriques sur les proessusaléatoires que sont les proessus pontuels marqués, qui seront plus largement présentés dans lehapitre suivant, nous allons proposer une démarhe permettant de générer de façon ontr�lée unéhantillon de artes représentatif de l'inertitude a priori et de la struture spatiale.



Chapitre 3Génération ontr�lée de artesinertainesCe hapitre aborde la problématique de génération d'un éhantillon de artes représentatif del'inertitude sur les objets d'une arte fournie a priori. L'approhe que nous proproseront viseà garantir autant que possible le maintien de la struture spatiale de la arte initiale lors duproessus de simulation. Nous nous plaçons dans le adre formel des proessus de points marqués(ou pontuels marqués), que nous introduisons brièvement dans un premier temps. En�n, nousdé�nissons le mode de représentations artographiques, en sortie de la méthode de simulation, quisera au �nal exploité dans la suite des travaux.3.1 Quelques résultats sur les proessus pontuelsUn proessus pontuel est assoié à une variable aléatoire dont les réalisations sont des on�-gurations de points d'un espae K donné. Dans ertaines situations, il peut être important deonsidérer une notion plus étendue de points de K en y ajoutant des aratéristiques à valeursdans un espae prédé�ni M. Cei permet d'introduire une lasse partiulière de proessus pon-tuels que sont les proessus pontuels marqués, dé�nis sur K × M. Pour illustrer notre propos,reprenons l'exemple du hapitre préédent ave les disques dans le plan. L'espae K est dans e asassimilable à R2, les entres des disques sont les points d'un proessus pontuel représentatif deon�gurations de N ∈ N disques dans le plan. Ce proessus devient un proessus pontuel marquélorsque l'on attahe, par exemple, à haun des points le rayon du disque assoié. Dans e as,l'ensemble des marques M est équivalent à R+.Le proessus pontuel le plus simple est le proessus pontuel de Poisson, qui onsidère la généra-tion de on�gurations de points uniformément répartis dans K, et dont le nombre N suit une loide Poisson
p(N = n) = e−ν(K) ν(K)n

n!
. (3.1)où ν(K) est une mesure adaptée sur K supposée probabilisable. Nous ne détaillerons pas lesbases théoriques des proessus pontuels, mais uniquement les résultats qui seront utiles à notrebesoin de génération de artes. Les ouvrages [SS95], [VL95] et la synthèse proposée par le mémoirede thèse [Ort04℄ onstituent d'exellentes référenes pour aborder le sujet.Densité d'un proessus pontuel.Nous allons maintenant introduire plus préisément la notion de proessus pontuel sur un espae

K donné, qui, dans bien des as, est de la forme Rd d > 0. Pour tout n ∈ N+, on onsidère Kn l'es-pae omposé de toutes les on�gurations de points de taille n. On notera x = {x1, · · · , xn} ∈ Knune on�guration de Kn. La on�guration vide, qui ne ontient auun point est notée K0 = {∅}.Le proessus pontuel �ni X est une mesure de probabilité dé�nie sur un espae de probabilité31



32 hapitre3qui prend ses valeurs dans (K = ∪∞n=0Kn,K), où K est une tribu sur K adaptée. La densité duproessus pontuel X se dé�nit alors par rapport au proessus pontuel de Poisson qui onstitue lamesure de référene. Si on note f(x) la densité non normalisée de X dé�nie de l'espae des on�-gurations de X dans R+, on peut montrer qu'il est possible sous ertaines onditions de dé�nirune haîne de Markov (Xe)e>0 à valeurs dans K onvergente vers la loi de X [GM94℄[VL95℄. Cerésultat est intéressant ar il indique qu'il est possible d'approher la loi de X par éhantillonnage,en s'appuyant sur une haîne de Markov su�samment bien onstruite. Notre objetif est de propo-ser une méthode permettant de simuler des on�gurations de artes à partir d'une représentationobservée bruitée, tout en respetant les ontraintes imposée par la struture spatiale des objets.Pour ela,1. nous montrons qu'il est possible de onsidérer une arte omme la réalisation d'un proessuspontuel dont la loi densité est onnue à une onstante de normalisation près,2. nous adaptons l'algorithme de Metropolis-Hasting Green (MHG), proposée dans [GM94℄,pour éhantillonner la loi assoiée par une approhe de type MCMC (Monte Carlo MarkovChain).Nous présentons d'abord, sous sa forme générique, l'algorithme proposé par Geyer et Moller[GM94℄ pour l'éhantillonnage de la loi non normalisée d'un proessus pontuel. On herhe donà onstruire une haîne de Markov {Xe} dont l'espae d'états est l'ensemble des on�gurationsde X , X = {x ∈ Ω|f(x) > 0} et de loi π(.) onvergente vers f(x). L'idée prinipale est de dé�nirdes opérateurs sur l'espae des points permettant de modi�er à haque étape de l'algorithme laon�guration de points ourante. La forme des opérateurs dépend des aratéristiques du proessuspontuel et de la performane reherhée en termes d'éhantillonnage. Pour un proessus ave deson�gurations d'objets de taille �xée et égale à n, l'algorithme de MHG dans sa version la plussimple est l'algorithme 1 présenté en page 32.Algorithme 1 Algorithme générique de simulation d'un proessus pontuelSupposons Xe = x ∈ X la on�guration ourante à l'étape e.1) On e�etue la transition vers l'état Xe+1 = (x ∪ ζ) \ η de même dimension en remplaçant lepoint η hoisi de façon aléatoire dans x par le point ζ suivant un opérateur de proposition
Q(.) dé�ni sur K ×M.2) On aepte la proposition de hangement d'état ave une probabilité α = min(1, R) en onsi-dérant le rapport

r =
f((x ∪ ζ) \ η))

f(x)
. (3.2)3) on retourne à l'étape 1) puis on inrémente e jusqu'à onvergene après un nombre d'itérationssu�sants.Après onvergene, il est alors possible d'obtenir un jeu de on�gurations simulant le proessuspontuel ible. Pour garantir la onvergene de la haîne ainsi onstruite les opérateurs de proposi-tion de modi�ations des objets doivent véri�és ertaines propriétés [VL95℄[Ort04℄. Nous proposonsune méthode de génération ontr�lée de artes qui sera basée sur et algorithme, en dé�nissant laloi du proessus pontuel re�étant les spéi�ités de notre arte et en proposant des opérateurs deproposition appropriés à la struture de notre problème.3.2 Utilisation du formalisme des proessus pontuelsNous allons utiliser le formalisme de proessus pontuel pour représenter la arte métrique quenous avons introduite au hapitre préédent. Une réalisation de arte bruitée sera onsidérée ommeune on�guration d'un proessus pontuel, aussi noté C et dé�ni sur D, une partie de R2. D est,par exemple, un pavé de la forme [x−, x+]× [y−, y+] qui délimite la zone d'intérêt. Un objet de laarte est un point marqué de D dont les marques sont les attributs qui le aratérisent. Pour notre



Loi d'une on�guration L(C|Cy) 33hypothèse de modélisation, un objet de la arte est un point marqué de R2 auquel sont assoiéesles aratéristiques dé�nissant notamment� sa lasse d'appartenane et sa zone de qualité,� sa géométrie.Ainsi, pour les objets de type bâtiment, on hoisira pour point représentatif le baryentre dessommets de l'emprise au sol. L'espae des marques assoié est alors de la forme surivante
Mb:={ 1

|{z}lasse} × { 1, · · · , nq
| {z }zone de qualité} × DN

|{z}sommets base× R
+

|{z}hauteur prinipale× DQ

|{z}sommets surélévation× R
+

.
|{z}hauteur prinipalePour les objets de la lasse arbre isolé, le point est le entre du disque et l'espae des marquesest donné par

Ma:={ 2
︸︷︷︸lasse} × { 1, · · · , nq

︸ ︷︷ ︸zone de qualité} × R
+

︸︷︷︸rayon× R
+

︸︷︷︸hauteur .On peut remarquer que l'espae Ma est un sous espae de Mb. On peut don supposer quel'espae des marques pour l'ensemble des objets de la arte est en réalité équivalent à Mb. Leproessus pontuel étant préisé, nous devons maintenant déduire l'expression de sa densité.3.3 Loi d'une on�guration L(C|Cy)Dans le hapitre 2, nous avons préisé les modèles d'inertitude assoiés aux objets présents dansla arte. Nous avons également introduit un formalisme basé sur la dé�nition de relations traduisantdi�érentes formes d'interation entre les objets, a�n de représenter l'organisation spatiale des objets.Nous allons dé�nir un équivalent d'une densité a posteriori L(C|Cy) pour les artes bruitées arteà partir de la onnaissane de la arte observée Cy disponible. Cette densité est onstruite à partirde la loi L(Cy|C) qui tient ompte de l'inertitude de la arte observée et d'une loi dite a priori
L(C), onstruite à partir des relations et liée à la struture spatiale de la arte.3.3.1 Loi a priori L(C) sur la base des relationsL'approhe présentée ii s'inspire des travaux de [Ort04℄ sur l'extration de bâtiments à partird'un modèle numérique d'élévation repésentant sur une grille l'altitude d'une zone géographique.On dé�nit la loi a priori d'une on�guration à partir des relations. Dans le hapitre 2, nous avonsintroduit des relations de proximité géographique RG, de proximité de forme RF et d'alignement
R1

a et R2
a. Pour une relation, nous avons également vu qu'il était possible de la aratériser pourune arte donnée par trois ritères prinipaux : la préision U , l'intensité I et la di�usion D.En partiulier, sur quelques exemples, nous avons montré que les valeurs de es trois ritèresrenseignaient sur la struture spatiale de la arte au sens des relations onsidérées. L'idée onsistedon à spéi�er la loi a priori de la arte, en attahant un modèle probabiliste à es grandeurs. Soit

(ŪR, ĪR, D̄R) le veteur de paramètres de la relation R, qui orrespond à la struture de la artemoyenne autour de laquelle on souhaite simuler des réalisations de artes bruitées. On onsidère laloi de probabilité suivante pour la relation R :
fR(C) ∝ fI(C, R)fD(C, R)fU (C, R) (3.3)où les lois sur les paramètres sont supposées gaussiennes

fI(C, R) ∼ N (ĪR, σ2
I,R)

fU (C, R) ∼ N (ŪR, σ2
U,R)

fD(C, R) ∼ N (D̄R, σ2
D,R).

(3.4)Les paramètres īR ∈ R+, i ∈ {I, D, U} permettent de plaer le mode prinipal de la loi et σ2
i,R ∈

R+, i ∈ {I, D, U} aratérisent la dispersion autour de e mode. Lorsque plusieurs relations sontimpliquées, on généralise ette densité de la manière suivante :
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L(C) ∝

∏

R

fR(C). (3.5)En pratique, on est onfronté aux hoix des paramètres de la loi (īR, σ2
i,R

) pour haune desrelations pour disposer d'une onnaissane omplète de la loi. Dans notre as, nous souhaitonsobtenir des représentations de arte autour de la arte observée. Les paramètres īR peuvent être�xés en analysant la struture spatiale de la artographie disponible Cy. Le hoix des valeurs desparamètres de dispersion σx
i est réalisé par l'utilisateur en fontion du niveau de souplesse qu'ilsouhaite se donner lors de la génération des artes bruitées par rapport à la struture de la arteobservée. Si on s'autorise des réalisations bruitées de arte ave une organisation spatiale trèsdi�érente de la arte Cy, il faudra imposer des paramètres de dispersion importants. Inversement,une rigidité sera assurée en �xant des varianes faibles.Sur la �gure 3.1, nous avons représenté les omposantes de la relation de proximité RG pour unexemple de arte C omposée de 53 objets de types bâtiments arbres, et pour trois seuils �xés surles distanes � bâti-bâti � (bleu foné), � bâti-arbre � (rouge) et � arbre-arbre � (yan). Dansette on�guration, tous les objets sont en relation ave au moins un voisin et sans intersetion.La di�usion DRG

(C) est don maximale et vaut 1, de même que la qualité de la relation URG
(C).On dénombre 122 omposantes pour RG. La ardinalité de ette relation valant 2, on en déduitune intensité IRG

(C) ≈ 4.61. On peut noter la segmentation de la arte due à l'appliationdes desdi�érentes relations. En e�et, on peut identi�er environ inq groupes d'objets. On omprend bienque des modi�ations aléatoires qui ne tiendraient pas ompte de ette struture modi�eraient lapereption de es groupes d'objets.Par exemple, si l'on modi�e globalement le groupe d'objet en haut à gauhe sans asser les liens, lasegmentation n'est pas modi�ée, mais toute modi�ation d'une sous-partie de e groupe entraîneraitl'apparition d'un groupe supplémentaire. Un déplaement important du bâtiment numéro 25 vaauser la suppression des liens ave les objets 53 et 26, don deux relations en moins et un objetisolé. Cei impate diretement la valeur de paramètres IRG
(C) et DRG

(C) pour la relation RG.Notre proessus de génération des artes va don utiliser es propriétés en ontraignant l'évolutionprobable de es paramètres la proximité ave la arte moyenne fournie.3.3.2 Dé�nition de L(C|Cy)A partir de la loi a priori L(C) dé�nie préédemment et de l'expression de la vraisemblane
L(Cy|C) donnée par l'équation 2.8, on peut déduire la loi a posteriori non normalisée pour lagénération des artes C|Cy en utilisant la règle de Bayes

L(C|Cy) ∝ L(Cy|C)
︸ ︷︷ ︸inertitudes de artographie . L(C)

︸︷︷︸struture spatiale (3.6)C'est ette loi qui servira de base à la génération de manière ontr�lée de artes, par un hoixadapté des oe�ients de dispersion sur les paramètres aratéristiques des relations, en s'appuyantsur les résultats des proessus pontuels et en utilisant une version adaptée de l'algorithme 1présenté en page 32.3.4 Proessus de génération des artesNous avons montré qu'il était possible de formaliser le proessus de génération de arte ommela simulation d'un proessus pontuel dont la loi L(C|Cy) est fournie par l'équation (3.6). Nousprésentons une adaptation de l'algorithme 1 présenté en page 32 pour éhantillonner ette distri-bution et ainsi générer des artes représentatives de l'inertitude sur les objets tout en respetant,dans une ertaine mesure, la stuture spatiale de la arte initiale. Pour appliquer l'algorithme, ilest d'abord néessaire de dé�nir les opérateurs de proposition qui permettront de faire évoluer lesobjets d'une on�guration à l'autre entre deux itérations.
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Fig. 3.1 � Exemple de arte et relation RG.3.4.1 Opérateurs de proposition pour la modi�ation des objetsNous onsidérons des opérateurs qui agissent sur un objet à la fois. Ces opérateurs permettentde modi�er la on�guration ourante en in�uant sur le positionnement global et sur la forme desobjets par des transformations géométriques simples. L'objet (ou le point dans le formalisme desproessus pontuels) ainsi que l'opérateur à appliquer seront hoisis de façon aléatoire et uniformeà haque étape de l'algorithme.Translation rigide Q1Le premier opérateur agit sur un objet de la arte en lui appliquant une translation dé�nie parle veteur ~t1:=(tx1 , ty1) dans le repère Rg.
Q1 : E(C) → E(C)

{O1, ..., ONC} → {Õ1, ..., ÕNC}où ∃1 ≤ i0 ≤ NC hoisi de façon aléatoire,
Õi0 = ~t1(Oi0), Õi = Oi, i 6= i0L'appliation de et opérateur sur un objet bâtiment onsiste à translater tous les sommets d'undéplaement dé�ni par ~t1. Pour un objet arbre, l'objet obtenu est de même rayon et de me hauteurmais le entre est déplaé de ~t1. On peut remarquer que si l'objet séletionné pour la modi�ationn'intervient initialement pas dans une interation et que si 'est toujours le as après translation,alors la struture spatiale globale de la arte ourante n'est pas impatée. Par onséquent le rapportde Métropolis Hasting r se restreint alors au rapport des vraisemblanes L(Cy|C) avant et aprèsmodi�ation.Rotation 2D d'un objet Q2
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PSfrag replaements
α2

Fig. 3.2 � Opérateur de rotation d'un bâtiment.Cet opérateur e�etue une rotation d'angle α2 ∈]− π, π[ par rapport à un axe de référene. Lavaleur α2 est hoisie de façon aléatoire, et l'axe de ette rotation est elui passant par le entrede gravité des objets et orthogonal au plan 2D. Pour un objet bâtiment, le entre de gravité estalulé à partir des sommets de l'emprise au sol et l'axe de référene est donné par l'orientationprinipale équivalente à elle du �té de plus grande longueur (f. �gure 3.2). Pour un objet arbre,ompte tenu des hypothèses de modélisation, et opérateur ne modi�e pas l'objet.
Q2 : E(C) → E(C)

{O1, ..., ONC} → {Õ1, ..., ÕNC}où ∃1 ≤ i0 ≤ NC hoisi de façon aléatoire,
Õi0 = r(α2)(Oi0 ), Õi = Oi, i 6= i0.Homothétie 2D d'un objet Q3L'opérateur homothétie permet de modi�er la forme de l'objet de façon globale. On la dé�nit àpartir d'un fateur d'homothétie α3. Pour les objets bâtiments, elle onsiste à déplaer les sommetsdes deux polygones dérivant la base et la surélévation à partir de leurs entres de gravité respetifspar appliation du fateur d'éhelle α3. Pour un arbre, il su�t de modi�er le rayon du disque enonséquene.

Q3 : E(C) → E(C)
{O1, ..., ONC} → {Õ1, ..., ÕNC}où ∃ 1 ≤ i0 ≤ NC hoisi de façon aléatoire,

Õi0 = s(α3)(Oi0 ), Õi = Oi, i 6= i0.Déformation 2D d'un objet Q4L'intérêt de l'opérateur Q4 est d'autoriser la déformation de façon plus élastique des objets.Pour un objet arbre, et opérateur est équivalent, en termes de résultat, à l'opérateur Q3. Ons'intéresse don plus spéi�quement aux objets de la lasse bâtiment : on applique à haun dessommets du polygone de l'emprise au sol une translation élémentaire de façon di�éreniée.
Q4 : E(C) → E(C)

{O1, ..., ONC} → {Õ1, ..., ÕNC}
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Fig. 3.3 � Opérateur Q4 appliqué à un polygone vu de dessus.où ∃ 1 ≤ i0 ≤ NC hoisi de façon aléatoire,
Õi0 = ~t4(Oi0), Õi = Oi, i 6= i0.ave ~t4 un veteur de dimension égale à deux fois le nombre de sommets de l'emprise au sol et dela surélévation de l'objet Oi0 .Modi�ation de la troisième dimension Q5En�n, le dernier opérateur onsidéré permet de modi�er la troisième dimension des objets enproposant des objets de hauteur di�érente à partir de la on�guration ourante.

Q5(.) : E(C) → E(C)
{O1, ..., ONC} → {Õ1, ..., ÕNC}où ∃ 1 ≤ i0 ≤ NC hoisi de façon aléatoire,

Õi = Oi, i 6= i0 et Õi0 est un objet de mêmes aratéristiques que Oi0 hormis sa hauteur.La nouvelle hauteur de l'objet modi�é est obtenue par inrémentation d'une variation relative dehauteur hoisie de façon aléatoire.3.4.2 Algorithme de génération ontr�léeLes opérateurs de modi�ation d'une on�guration de arte ont été dé�nis. Nous détaillons lesétapes de l'algorithme de génération ontr�lée d'un éhantillon de artes, basé sur l'algorithmeMCMC. On obtient au �nal l'algorithme 2 présenté en page 38.3.4.3 ExempleNous reprenons l'exemple de la arte présentée à la �gure 3.1. Nous onsidérons uniquementles objets de la lasse bâtiment. Les relations de proximité géographique RG et d'alignements
R1

a entre deux batiments sont prises en ompte dans le proessus de génération de artes. Laqualité géométrique est supposée homogène sur toute la arte et aratérisée par une préision deloalisation des sommets de l'emprise au sol des bâtiments. Sur la �gure 3.4, nous montrons lesrésultats de l'appliation des relations RG et R1
a pour un ensemble de paramètres sur la distaneet l'éart d'orientation entre deux bâtiments. Le seuil sur la distane est �xé à 6 mètres et pourl'orientation, on autorise un défaut d'alignement entre les plus grands axes des bâtiments de 5degrés. La qualité d'une omposante de RG est toujours égale à 1 tant qu'il n'y a pas d'intersetion.Pour une omposante d'orientation, la qualité est linéairement déroissante en fontion de l'éartd'orientation entre 1 et 0.5 pour le seuil de 5 degrés. Les omposantes de R1

a sont présentées



38 hapitre3Algorithme 2 Génération ontr�lée d'un éhantillon de artes.Initialisation : Pour haune des relations R ∈ {RG, RF , R1
a, R2

a}, on détermine la valeur desparamètres ĪR, D̄R et ŪR à partir de la arte disponible Cy en entrée du proessus. On �xe lesvaleurs des paramètres de dispersion σ2
I,R, σ2

U,R et σ2
D,R. La on�guration de arte à l'étape e = 0est C0 = Cy.Avant onvergene : supposons disponible une on�guration de arte Ce à l'étape e. On modi�ela on�guration omme suit :(1) Choisir l'opérateur Ql, 1 ≤ l ≤ 5 ave une probabilité pl telle que ∑5

l=1 pl = 1,(2) générer des aratéristiques de l'opérateur Ql,(3) hoisir un objet Oe
i0 de Ce de façon uniforme et appliquer l'opérateur Ql pour obtenir Õe

i0 . Ilest alors possible de déterminer la vraisemblane L(Cy |Ct \ {Oe
i0
} ∪ {Õe

i0
}),(4) déterminer les interations entre les objets de la arte Ct\{Oe

i0
}∪Õe

i0
et aluler les paramètres

I, D et U pour haque relation R et déterminer L(Ce{Oe
i0
} ∪ Õt

i0
) à partir du modèle del'équation (3.5),(5) aluler le rapport de Metropolis-Hasting

r =
L(Ce \ {Oe

i0
} ∪ Õe

i0
|Cy)

L(Ce|Cy)
, (3.7)(5) aepter le hangement d'état Ce+1 = Ce \ {Oe

i0
} ∪ Õe

i0
ave une probabilité min(1, r), sinon

Ce+1 = Ce,(6) ontinuer en (1).Après onvergene : Enregistrement d'une séquene de P artes C1:P := {C1, · · · , CP } ave unepériode de ∆P itérations.
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Fig. 3.4 � Composantes des relations de proximité RG (bleu et rouge) et d'alignement R1
a (bleu).en ouleur rouge. Une omposante d'alignement néessite d'abord une relation de proximité. Lesomposantes de RG sont don représentées par l'ensemble des liens de ouleurs bleu et rouge.Le tableau 3.1 ontient les valeurs des di�érents paramètres de es deux relations pour la artedonnée a priori. On peut noter que la di�usion de R1

a n'est pas maximale, ar l'objet numéro 6 n'a



Dédution d'une arte multi-niveau pour la navigation 39Relation R nV (R, C) nb relations intensité di�usion qualité
RG 26 38 2.92 1 1
R1

a 25 25 2 0.96 0.98Tab. 3.1 � Paramètres des relations pour la arte de la �gure 3.4.pas de voisin au sens de la dé�nition de ette relation. La baisse de qualité est due à la omposanteobtenue à partir des objets 13 et 14. Nous avons appliqué l'algorithme de génération de artes ensupposant une unique région de qualité homogène. Les niveaux d'inertitudes sur les paramètres desrelations sont fournis dans le tableau 3.2. L'inertitude de position sur les sommets des bâtimentsétant �xés à σx = σy = 1 mètre pour l'évaluation de la vraisemblane. La ontrainte sur l'évolutionde la qualité des omposantes de la relation de proximité est plus sévère, pour limiter au maximumles éventuelles intersetions. Sur la �gure 3.5, nous avons traé une réalisation de la arte bruitéeRelation ĪR σI,R D̄R σD,Rdi�usion ŪR σU,R

RG 2.92 0.29 1 0.1 1 0.01
R1

a 2 0.2 0.96 0.096 0.98 0.1Tab. 3.2 � Niveaux d'inertitudes sur les paramètres des relations.pour les paramètres de modélisation préédents sur la loi données à l'équation 3.6 après plusieursitérations de l'algorithme. Les opérateurs de proposition utilisés sont des translation homogènes,des déformations obtenues par translation des sommets, des rotations et des homothéties. On peut
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Fig. 3.5 � Réalisation bruitée de la arte et relations maintenues.noter l'évolution du nombre de relations notamment d'alignements. Pour ette réalisation de arte,les paramètres (IR, DR, UR) des relations sont respetivement (2.92, 1, 1) et (1.46, 0.58, 0.81) pourla proximité géographique et l'alignement.3.5 Dédution d'une arte multi-niveau pour la navigationPour les besoins des tâhes de navigation de systèmes robotisés, il est souvent néessaire de pou-voir disposer d'une représentation de l'environnement à plusieurs niveaux. Nous montrons omment



40 hapitre3il est possible de dé�nir une telle représentation à partir d'un éhantillon de artes C1:P généréesselon le proessus proposé dans la setion préédente. Le premier niveau de ette représentationest métrique et omprend des entités pontuelles, qui seront exploitées dans des algorithmes deloalisation, par orrélation ave des mesures aquises par des apteurs de pereption. Ces élémentspontuels sont aratéristiques (angles de bâtiments par exemple...) et extraites à partir de règlesdéduites des spéi�ités des appliations. Par exemple, pour des algorithmes de loalisation baséssur l'extration de oins dans des images ou des sans laser, une règle possible est elle qui onsisteà dé�nir des angles de bâtiments dont la valeur sera su�samment grande pour limiter le taux defausses alarmes des algorithmes de détetion et failiter les appariements entre les mesures et laarte embarquée. La représentation que nous déduirons est a fortiori inertaine et les inertitudessur les points retenus peuvent être dé�nies par une matrie de ovariane sur les oordonnées 3D.Etant données les ontraintes imposées par la struture spatiale, il est possible d'avoir des modèlesd'inertitudes sur les points qui soient orrélées. Le seond niveau de la représentation est unegrille permettant d'apporter une information plus au moins inertaine sur l'oupation des lieuxpar un objet artographique. Nous proposons de dérire ette grille d'oupation soit sous uneforme probabiliste, soit par des ensembles �ous.3.5.1 Une arte d'amers représentative de l'inertitudeOn introduit l'opérateur T , qui, appliquer à une arte C omposée d'objets, permet d'extraireune famille de points fl:=(xl, yl, zl), l = 1, · · · , Nh selon des règles prédé�nies. On note Ch la arteainsi obtenue. Cette arte prend la forme d'une arte dite moyenne C̄h = {fl}1≤l≤Nh
à laquelle estassoiée une matrie de ovariane Σ(Ch) de dimension 3 Nh × 3 Nh. Ces quantités sont déduitesdes artes C1:P par les opérations

C̄h =
1

P

P∑

p=1

T (Cp) (3.8)et
Σ(Ch) =

1

P
[T (Cp)− C̄][T (Cp)− C̄]∗. (3.9)Ces éritures sont une forme ondensée pour désigner le alul des estimés du veteur moyenet de la ovariane des nuages de points, générés par l'éhantillon de artes bruitées suivies del'appliation des ritères d'extration. Par la suite, on notera aussi C la arte moyenne C̄h et

Σ(Ch):=Σ(C) lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté. On fera également l'hypothèse d'indépendaneentre les points fl et on supposera don que la matrie Σ(C) est diagonale par blos de taille 2× 2orrespondant à la matrie de ovariane de l'erreur sur les oordonnées des projetions des points
fl au sol.3.5.2 Une arte d'oupation inertaine pour les obstalesNous avons montré dans les setions préédentes omment générer des artes métriques repré-sentatives des inertitudes onnues sur une arte donnée. Cela nous a permis d'extraire une artede points ave une estimation de l'inertitude sur leurs positions. Nous allons maintenant dé�nirune ouhe d'information supplémentaire à partir de l'éhantillon de artes qui peut se révéler utiledans ertains problèmes de plani�ation de trajetoires. Elle onstituera, par exemple, une entréepour la dé�nition de fontionnelle de risque assoiée à la présene d'obstales. On présente deuxmodes de représentation de ette ouhe qui est tient ompte de l'inertitude initiale de la artevetorielle. Tout d'abord, on onsidère une disrétisation de l'espae d'intérêt qui permet d'obtenirune grille 3D G(i, j, k), 1 ≤ i ≤ Nx, 1 ≤ j ≤ Ny, 1 ≤ j ≤ Nk. On note cijk la ellule (on peutégalement utiliser le terme voxel) d'indie (i, j, k) de �té δx, δy, δz.3.5.2.1 Une grille d'oupation probabilisteConsidérons C1:P , l'éhantillon de artes générées selon l'algorithme 2. A haque ellule cijk dela grille on assoie une variable binaire m<i,j,k> dans {0, 1} telle que
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m<i,j,k> =

{

1 si la ellule est oupée par un objet de la arte,
0 sinon. (3.10)Dans un adre probabiliste, on herhe à déterminer pour haque ellule la quantité P (m<i,j,k> =

1|C1:P ) ave la ontrainte
P (m<i,j,k> = 1|C1:P ) + P (m<i,j,k> = 0|C1:P ) = 1. (3.11)On fait l'hypothèse d'indépendane entre les ellules de la grille et qu'il est possible d'obtenirune estimation de ette probabilité par un simple omptage de l'évènement � l'intersetion de laellule ave au moins un objet des artes Cp est non vide �. Considérons la quantité nijk, qui est lenombre de artes de C1:P qui disposent d'objets dont l'intersetion ave la ellule cijk est non vide.On en déduit

P (m<i,j,k> = 1|C1:P ) =
nijk

P
(3.12)et don

P (m<i,j,k> = 0|C1:P ) =
P − nijk

P
. (3.13)On peut exploiter une telle arte dans un algorithme de plani�ation en dé�nissant, par exemple,une arte de zone interdite à éviter en séletionnant les ellules dont la probabilité d'oupationest supérieure à un seuil �xé.3.5.2.2 Une représentation �oue pour l'oupationDans ette setion, on dérit la démarhe permettant d'aboutir à une représentation �oue del'oupation du sol par les objets de la arte. Comme pour la grille d'oupation probabiliste, elleest déduite de l'analyse de l'intersetion des objets des artes C1 : P ave les ellules élémentairesde la grille. On onsidère les ensembles des ellules vides et oupées omme des ensembles �ousinlus dans R3. On les note respetivement V et R. On leur assoie les fontions d'appartenane

µV et µR dé�nies respetivement de V et R à valeurs dans [0, 1]. Il nous faut don déterminerpour haque ellule cijk les valeurs µR(cijk) et µV(cijk) qui expriment son degré d'appartenane àl'ensemble des ellules oupées et vides. Notons µRp
et µVp

les fontions d'appartenane déduitesde l'observation de la arte Cp. Une façon de dé�nir es deux quantités est de onsidérer le tauxd'intersetion de la arte ave la ellule élémentaire. Ainsi, on alule
µRp

(cijk) =
V olume(C<i,j,k> ∩ Cp)

V olume(C<i,j,k>)
(3.14)où V olume(C<i,j,k> ∩ Cp) est le volume de l'intersetion entre le ube C<i,j,k> assoié à cijk et la

Cp. Par ailleurs, on pose aussi
µVp

(cijk) = 1− V olume(C<i,j,k> ∩ Cp)
V olume(C<i,j,k>)

. (3.15)Cet opérateur est aussi utilisé dans [Fon06℄, mais dans une version en deux dimensions pour onver-tir des données d'environnement d'une représentation artographique vetorielle à une représenta-tion disrète sous forme de grille.Pour déterminer µR(cijk) et µV(cijk), on utilise un opérateur d'union pour agréger les informationsélémentaires issues de haune des artes Cp
µR(cijk) = µ∪P

p=1Rp
(cijk) (3.16)et

µV(cijk) = µ∪P
p=1Vp

(cijk). (3.17)L'appliation de l'opération d'union peut être réalisée de façon itérative. Ainsi, pour p = 1, · · · , P−1
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µR1:p+1(cijk) = µR1:p∪Rp+1(cijk),

µV1:p+1(cijk) = µV1:p∪Vp+1(cijk).
(3.18)Plusieurs opérateurs peuvent être onsidérés tels que l'opérateur max,

µA∪B(cijk) = max(µA(cijk), µB(cijk),ou enore un opérateur de la lasse de Dombi ?? aratérisé par un paramètre η ∈ R
+ et de�nipour deux ensembles �ous E1 et E2 par la fontion d'appartenane

µB1∪B2(cijk) =
1

1 +

[(
1

µB1 (cijk) − 1
)−η

−
(

1
µB2 (cijk) − 1

)−η
]− 1

η

. (3.19)Le hoix de l'opérateur et de ses aratéristiques dépend de l'appliation et du omportement,en termes de risque, que l'on souhaite adopter par rapport à l'impréision sur l'information arto-graphique.A partir des informations agrégées sur l'oupation des ellules fournies par les fontions d'appar-tenane µR(.) et µV(.), il est possible de dé�nir plusieurs types d'information sur l'environnementutilisables pour la navigation [HJ06℄, [OUV97℄. Ainsi, on peut dé�nir
• L'ensemble A = R∩ V des ellules ambigues (ontradition).
• L'ensemble I = R̄ ∩ V̄ des ellules indéterminées (oupées ou vides).
• L'ensemble S = V2 ∩ V̄ ∩ Ā ∩ Ī, dit des ellules sans risque. L'indie deux dans l'opération surles ensembles, permet de mieux disriminer les ellules ave une valeur d'appartenane à Vbasse de elles ave une valeur importante.La grille �oue des ellules à risque est alors donnée par U = S̄. En logique �oue, l'opérateuromplémentaire est dé�nie par µB̄(.) = 1 − µB(.). Pour l'opération d'intersetion, on dispose deplusieurs possibilités, omme le min.3.6 Conlusions du hapitreLe résultat prinipal de e hapitre est la proposition d'une méthode permettant de générer defaçon ontr�lée des exemplaires de arte représentatifs à la fois des inertitudes et de la struturespatiale de la zone d'intérêt. La �gure 3.6 présente les grandes étapes de e proessus. Notre dé-marhe s'appuie sur la notion de proessus pontuel et utilise une méthode d'éhantillonnage baséesur un algorithme de type Métropolis-Hasting et la mise en oeuvre d'opérateurs de proposition surles objets. Ce générateur de artes est alors exploité pour dé�nir une représentation à plusieursentrées plus adaptées à des appliations robotiques, omme la navigation ou la plani�ation aveévitement d'obstales. Nous onsidérons dans la suite la problématique de navigation ou de loali-sation globale d'un robot terrestre à partir d'une arte d'amers pontuels, mais inertaine, ommeelle qui a pu être déduite ii. L'un des enjeux des travaux qui suivent est d'analyser l'impatde ette inertitude sur ette tâhe de navigation, et d'imaginer des méthodes de plani�ation detrajetoires avant mission permettant d'en tenir ompte.
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Chapitre 4Loalisation à partir d'une arted'amersDans les hapitres préédents, nous avons proposé une méthode permettant de générer des ins-tanes probables de artes d'environnement tenant ompte d'une onnaissane a priori du bruitaompagnant leur onstrution. De e proessus de génération, il a été possible de déduire unereprésentation artographique à plusieurs niveaux, que nous proposons d'exploiter dans des tâhesréalisées par un système dit robotisé. Nous nous intéressons essentiellement à l'utilisation de laouhe d'information onstituée d'éléments pontuels, les � amers �, par un proessus de loa-lisation, a�n d'obtenir une estimation de l'état ourant d'un mobile, sur la base de mesures dedistanes et d'angles relatives obtenues à partir d'un apteur embarqué.4.1 Formalisation du problème de loalisationDans e paragraphe, on introduit le modèle de dynamique et d'observation retenus pour le pro-blème de loalisation qui nous intéresse. Nous avons vu que la arte d'amers est le résultat d'uneétape de séletion, qui onsiste à extraire dans un modèle d'environnement, omposé d'objets 3D,des éléments aratéristiques, selon des ritères en ohérene ave les apaités des apteurs demesures et des algorithmes de orrélation qui seront mis en oeuvre dans le proessus de loalisa-tion. A titre d'exemple, pour des méthodes basées sur des tehniques de vision en environnementintérieur, des oins ou des angles de bâtiments extraits d'images à partir d'opérateurs d'extrationde points aratéristiques (points de Harris, SIFT, SURF...) [Low04℄ seront utilement orrélés àleur représentation dans la arte disponible a priori. Les di�érents types de apteurs, ainsi queles stratégies d'extration et de orrélation utilisables ne seront pas détaillés ii. On se plae à unniveau où ette étape, qui orrespond à un axe de reherhe important de la vision par ordinateurpour la robotique mobile ou les petits drones, est vue omme un pré-traitement pour les problé-matiques étudiées dans e hapitre. Cependant, il faut noter que la nature et la performane de emodule de traitement in�uenent fortement le hoix des tehniques de loalisation.4.1.1 Dynamique du mobileOn onsidère un mobile dont l'état Xk se ompose de sa position dans le plan (xk, yk) dans
D ⊂ R2 et de son orientation θk ∈ (−π, π] dans un repère global Rg. Par ailleurs, on suppose qu'ilest possible de ontr�ler le déplaement du mobile à partir d'une loi de ommande uk

∆
= (vk, φk)

∗ où
vk ∈ Vk ⊂ R+ est la vitesse de déplaement sur l'intervalle temporel (tk, tk+1] et φk ∈ Φk ⊂ ]−π, π]la variation d'angle appliquée à l'orientation à l'instant tk. L'état du mobile Xk

∆
= [xk yk θk]∗ évoluedon selon l'équation

Xk+1 = fk (Xk, uk) (4.1)où fk est une fontionnelle de R2 × ]−π, π] à valeur dans R2 × ]−π, π] dé�nie par (f. �gure 4.1)45
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fk (Xk, uk) =





xk + vk cos(θk + φk)δtk
yk + vk sin(θk + φk)δtk

θk + φk



 (4.2)ave δtk = tk+1 − tk. L'appliation de la ommande introduit à haque instant un bruit sur la

PSfrag replaements
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yk

xk+1

yk+1

θk

θk+1φk

vkδtk

Rg

Fig. 4.1 � Evolution de l'état entre deux instants onséutifs.position et l'orientation du système. Ce proessus de bruit noté ωk ∈ R3 est supposé additif etmodélise les inertitudes liées à l'appliation des ommandes ωuk

k et les limites de modélisation surla dynamique ωm
k

ωk = ωu
k + ωm

k .L'équation d'évolution omplète qui tient ompte de l'inertitude s'érit don
Xk+1 = fk (Xk, uk) + ωk. (4.3)Il est possible d'adopter di�érentes strutures pour le bruit ωk (k > 1) et elui de l'équation d'ob-servation que nous présenterons plus loin. En e�et, les veteurs de bruit peuvent avoir une struturestohastique ou déterministe. Dans le seond as, la valeur du veteur est inonnue, mais on disposede la onnaissane d'une borne sur une norme donnée. Le hoix de la méthode d'estimation ou deloalisation mise en oeuvre dépend de es hypothèses de modélisation. Pour les approhes probabi-listes, on s'appuie sur les méthodes de �ltrage Bayesien lassiques omme le �ltre de Kalman et sesdérivées ou les �ltres de type partiulaires. Dans le adre ensembliste, on dispose également de plu-sieurs méthodes qui dépendent essentiellement de la famille d'ensembles utilisés pour dé�nir l'espaed'état possible pour le système. On distingue notamment les approhes ellipsoïdales, polygonales ouenore des méthodes utilisant le alul par intervalles [JKDE01℄ [CGVZ98℄[PW94℄[DMJAM96℄. Onsuppose également que la onnaissane sur l'état initial du système X0 est inertaine, 'est-à-direque

X0 = X̂0 + ω0 (4.4)



Formalisation du problème de loalisation 47ave ω0 adaptée en fontion de la struture du problème d'estimation onsidérée. Dans la suitenous onsidérons uniquement des problèmes de loalisation à partir de modèles probabilistes.Modèle d'inertitude probabilisteDans l'approhe probabiliste, on onsidère que les inertitudes sont modélisées par des proessusde loi de probabilité. Nous supposerons pour notre modèle que les erreurs sont gaussiennes. Ainsi,on suppose qu'à l'instant initial k = 0, le bruit du système ω0 est un proessus aléatoire gaussiende veteur moyen nul sur R2× ]−π, π] et de matrie de ovariane Q0. L'estimation de l'état initial
X̂0 étant onnue, on a don

X0 ∼ N
(

X̂0, Q0

)

, Q0 ≻ 0 (4.5)La matrie de ovariane P0 est de plus de forme diagonale
Q0 =





σ2
x0

0 0
0 σ2

y0
0

0 0 σ2
θ0



 ave σ2
x0

= σ2
y0

= σ2
0 . (4.6)La densité de probabilité de l'état à l'instant initial s'exprime don de la façon suivante :

p(X0) =
1

√

(2π)3
√

|Q0|
exp−1

2
(X0 − X̂0)

∗Q−1
0 (X0 − X̂0)1−π<θ0≤π. (4.7)où 1 est la fontion indiatrie. Les omposantes de l'état initial pouvant être déouplées, ettedensité s'érit enore sous la forme p(X0) = p(x0)p(y0)p(θ0| − π < θ0 ≤ π) ave

p(x0) =
1√

2πσ0

exp− (x0 − x̂0)
2

2σ2
0

,

p(y0) =
1√

2πσ0

exp− (y0 − ŷ0)
2

2σ2
0

,

p(θ0| − π < θ0 ≤ π) =
1

√

(2π)σθ0

1

Ga(π)−Ga(−π)
exp− (θ0 − θ̂0)

2

2σ2
θ0

. (4.8)
Ga(x) est l'évaluation au point x de la fontion de répartion de la densité gaussienne. La dernièredensité est tronquée pour tenir ompte de la restrition de l'orientation à l'intervalle ]−π, π].A haque instant k > 1, le bruit de dynamique est également un proessus gaussien ave deuxomposantes indépendantes

ωk ∼ N (O3×1, Qk) , Qk ≻ 0ave Qk = Qu
k + Qm

k . Qu
k est la matrie de ovariane du proessus traduisant l'inertitude sur laonnaissane des ommandes appliquées. Elle est donnée par la relation (f. annexe A)

Qu
k = G(θk, uk)Cu G(θk, uk)∗ (4.9)où Cu est la matrie de ovariane sur le bruit assoié aux omposantes de la ommande

Cu =

(
σ2

v 0
0 σ2

φ

) et G(θk, uk) =





cos(θk + φk)δtk −vk sin(θk + φk)δtk
sin(θk + φk)δtk vk cos(θk + φk)δtk

0 1



 .

σ2
v et σ2

φ sont respetivement la variane sur la vitesse de déplaement et la variane sur la variationd'orientation à haque instant. On peut enore adopter l'ériture (f. annexe A)
Qu

k =

(
Qxy

k σφbkCθk

σφbkC∗
θk

σ2
φ

)

.ave
Qxy

k = Rθk+φk
Diag

(
δt2kσ2

vk
, δt2kvk

2σ2
φk

)
R∗

θk+φk
, (4.10)
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Rα étant la matrie de rotation d'angle α. Le veteur Cθk

∈ R2 est un veteur unitaire qui dépendde l'orientation θk et de la omposante de la ommande φk

Cθk
= δtk

(
− sin(θk + φk) cos(θk + φk)

)∗
=
(
−sθk+φk

cθk+φk

)∗
,ave les notations suivantes :

ak = σvδtk et bk = vkσφδtk.La seonde omposante de l'erreur de prédition a pour ma matrie de ovariane
Qm

k =





σ2
x 0 0
0 σ2

y 0
0 0 σ2

θ



 δt2k ave σ2
x = σ2

y = σ2. (4.11)On peut en déduire l'expression de la densité de probabilité assoiée à la prédition p(Xk+1|Xk, uk)

p(Xk+1|Xk, uk) =
1

√

(2π)3
√

|Qk|

exp

{

−1

2
(Xk+1 − f(Xk, uk))∗Q−1

k (Xk+1 − f(Xk, uk))

}

1−π<θk+1≤π.

(4.12)4.1.2 Equation d'observationLe système dispose de moyens apteurs permettant d'aquérir des mesures provenant des objetsdétetés dans l'environnement. Des modules de traitements permettent de les assoier aux amersreprésentés dans la arte disponible. Ce proessus d'assoiation ou de orrélation peut être plusou moins omplexe et �able. En e�et, de fausses détetions ou de mauvaises assoiations peuventapparaître en fontion des aratéristiques des apteurs ou de la on�guration de l'environnement.Soit C la arte embarquée ontenant l'ensemble des amers disponibles pour la loalisation
C = {fi} , i ∈ 1, · · · , nC (4.13)En fontion des aratéristiques du apteur et des modules de traitements (hamps de vision,apaité de détetion, qualité d'appariement...), seul un sous-ensemble des amers de C est exploitéà un instant tk. Par onséquent, on introduit l'opérateur suivant :

δi
k =

{

1 si fi intervient dans le proessus de loalisation à tk,

0 sinonet on note Ck ∆
=
{

fi1 , . . . , fimk

}, la sous-arte omposées des mk amers utilisés dans le proessusd'estimation. A haun de es amers orrespond un veteur de mesures élémentaires zk
il
qui orres-pondent dans le as le plus général à des mesures bruitées de la distane et de l'angle relatif entrele mobile dans l'état Xk et l'amer fil

. Le veteur global de mesures zt =
[

zk
i1

, . . . , zk
imk

]∗ est alorsobtenu par onaténation des mesures élémentaires. Pour tout l ∈ {1, · · · , mk}, zk
il
véri�e don

zk
il

=

{
d(Xk, fil

) + νl
d,k

ϕ(Xk, fil
) + νl

ϕ,k

(4.14)où
d(Xk, fil

) =
√

(xk − xil
)2 + (yk − yil

)2,

ϕ(Xk, fil
) = arctan2

(
yil
− yk

xil
− xk

)

− θk.Par la suite, on adoptera la notation suivante :
zk

il
:=

(
dil

k

ϕil

k

)

= H(Xk, fil
) + νl

k.
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Fig. 4.2 � Proessus de mesures.L'équation d'observation omplète est obtenue par onaténation des équations d'observationsrelatives à haque amer élémentaire observé
zk = H(Xk, Ck) + νk (4.15)ave

H(Xk) =
[

H(Xk, fi1), · · · , H(Xk, fimk
)
]∗ (4.16)

νk =
[

ν1
k, · · · , νntk

k

]∗
.On onsidère aussi deux types de modélisation pour l'inertitude sur les mesures en fontion deshypothèses sur le veteur d'inertitude.Modèle probabiliste des erreurs de mesureDans le adre probabiliste, le veteur de bruit pour haque mesure élémentaire νl

k
∆
=
[

νl
d,k νl

ϕ,k

]∗est supposé gaussien et entré de matrie de ovariane
Rk,l =

[
fd(Xk, fl) 0

0 fϕ(Xk, fl)

]

.Les fontions fd(Xk, fl) et fd(Xk, fl) sont utilisées pour exprimer la dépendane éventuelle des in-ertitudes du apteur en fontion de la position relative entre le apteur et l'amer. Leur formulationsera dépendante des aratéristiques des moyens apteurs disponibles, mais aussi des algorithmesde traitement utilisés pour l'extration des primitives des données brutes fournies par es apteurset pour l'étape d'appariement des amers à es primitives. On onsidère trois modèles d'inertitudesur les mesures de distanes. Le premier modèle est supposé indépendant de l'état du système et desamers lors de l'aquisition des mesures. Le seond fait intervenir la distane du veteur formé par



50 hapitre 4la position du mobile lors de l'aquisition et la position de l'amer. En�n, le troisième modèle tientompte également de l'argument de e veteur. Ces modèles sont aratéristiques du omportementde l'erreur de mesure de apteurs de type 3D [MG82℄.
(M0) fd(Xk, fl) = σ2

d (4.17)
(M1) fd(Xk, fl) = σ2

d d (Xk, fl)
2γ , γ ≥ 1

(M2) fd(Xk, fl) = σ2
d

d2 (Xk, fl)

ϕ(Xk, fl)
,4.2 Résolution du problème de loalisation selon l'approheprobabilisteLe problème de loalisation à partir d'une arte d'amers disponible a priori et sur la base demesures de distanes et/ou d'angles est un problème de pistage (ou traking), non linéaire. Onparle de pistage ar on suppose disponible une estimation de l'état initial du mobile. En fontionde la nature du problème et de l'approhe retenue, ette phase d'initialisation du �ltre de pistagepeut se révéler relativement omplexe [BLC04℄ [Bai03℄.L'obtention d'une estimation du problème de �ltrage bayésien néessite de propager à haqueinstant une desription de la densité de probabilité de la trajetoire X0:k de l'instant initial àl'instant k, sahant les mesures aumulées z1:k:= {z1, · · · , zk}. Cette loi est la loi a posteriori de latrajetoire sahant les mesures et sera notée p(X0:k|z1:k). Dans le adre du �ltrage, nous sommesdavantage intéressés par l'estimation de l'état ourant et don par la loi marginale p(Xk|z1:k).Cependant, ette densité n'est en général pas aratérisable à partir d'un nombre �ni de paramètres.De fait, le but est d'obtenir une approximation su�samment préise pour les besoins de l'appliationonsidérée. Nous présentons ii les prinipales méthodes utilisées lassiquement pour le �ltrage enpratique.4.2.1 Algorithme de Kalman et EKFComme tout problème de �ltrage, l'approhe la plus simple pour résoudre le problème deloalisation onsiste à se plaer dans un adre permettant de mettre en oeuvre un algorithmede fusion lassique de type Kalman, ou sa forme duale, le �ltre d'information. L'algorithme deKalman [BS95℄ est une méthode d'estimation réursive adaptée lorsque les modèles des proessussont linéaires et les modèles d'inertitudes gaussiens. Sous es hypothèses, les lois de probabilitésous-jaentes sont des densités gaussiennes et il su�t d'estimer les deux premiers moments (veteurmoyen et matrie de ovariane) pour omplètement les dé�nir. Les équations du �ltre de Kalmanpermettent de déterminer de façon itérative es deux moments. Cependant, omme nous l'avonsmontré dans les setions préédentes, notre problème est fortement non-linéaire, e qui impose depasser par une étape préalable de linéarisation, et de onsidérer le �ltre de Kalman sous sa formeétendue (Extended Kalman Filter). L'EKF propose une linéarisation au premier ordre des équationsde prédition et d'observation autour de l'estimateur de la moyenne. L'algorithme 3 présente lesgrandes étapes du proessus de loalisation par une approhe de type EKF.Pour les modèles de dynamique et d'observation de notre système que nous avons introduitsdans la setion préédente, les expressions des approximations linéaires sont les suivantes :

Fk =





1 0 −vk sin(θ̂k|k + φk)δtk
0 1 vk cos(θ̂k|k + φk)δtk
0 0 1



 . (4.18)La matrie de ovariane Qk est aussi dépendante de l'orientation et de la ommande appliquée.Elle est approximée à l'étape k en utilisant l'équation (4.9) par
Qk = G(θ̂k|k, uk)Cu G(θ̂k|k, uk)∗ + Qm

k .



Résolution du problème de loalisation selon l'approhe probabiliste 51Algorithme 3 Algorithme EKF pour la loalisation
• Initialisation : X̂0|0 = X̂0, P0|0 = P0 onnus ou estimés à partir d'une stratégie d'initialisation.Pour k ≥ 0, on suppose disponible à l'instant k les estimées de l'état moyen X̂k|k et de la matriede ovariane Pk|k. On applique au système la ommande uk,
• Prédition :

Fk = ∇Xk
fk(Xk, uk)|X̂k|k

X̂k+1|k = fk

(

X̂k|k, uk

)

Pk+1|k = FkPk|kF ∗
k + Qk

• Corretion : à partir des mesures reçues zk+1

Hk+1 = ∇Xk+1
H(Xk+1, C)|X̂k+1|k

Kk+1 = Pk+1|kH∗
k+1(Hk+1Pk+1|kH∗

k + Rk+1)
−1

X̂k+1|k+1 = X̂k+|k + Kk+1

(

zk+1 −H(X̂k+1|k, C)
)

Pk+1|k+1 = (I3 −Kk+1Hk+1)Pk|k−1Pour haune des mesures élémentaires zk+1
il

reçues et assoiées à l'amer fil
, le alul de la matrie

Hk+1 est déduit des blos
Hil

k+1 =






− (x̂k+1|k−xil
)

ρ̂
k+1|k
il

− (ŷk+1|k−yil
)

ρ̂
k+1|k
il

0

(ŷk+1|k−yil
)

(ρ̂
k+1|k
il

)2
− (x̂k+1|k−xil

)

(ρ̂
k+1|k
il

)2
−1




 .

ρ̂
k+1|k
il

est la distane entre l'amer et l'état prédit du mobile. Il est possible d'adopter une autreformulation faisant intervenir l'argument, dans la repère Rg, du veteur formé par le mobile danssa position prédite (f. �gure 4.3).
Hil

k+1 =





cos(β̂k+1
il

) sin(β̂k+1
il

) 0
sin(β̂k+1

il
)

ρ̂
k+1|k
il

− cos(β̂k+1
il

)

ρ̂
k+1|k
il

−1



 . (4.19)et don Hk+1 =
(

Hil

k+1 · · · H
imk

k+1

)∗.L'étape de orretion dépend de la matrie de ovariane sur les mesures Rk+1. Nous avonssupposé trois types de modélisations, (Mi), i = 0, 1, 2, pour la variane sur la distane, donnéespar l' équation (4.17). La matrie Pk+1 est diagonale ave des varianes sur la distane estiméeà partir des mesures de distanes et d'angles reçues. L'approhe EKF est fréquemment utiliséepour les problèmes de loalisation en robotique, tant pour la loalisation en environnement onnuque dans des algorithmes de loalisation et de artographie simultanée et e indépendammentdes apteurs d'aquisition des informations sur le mobile (odométrie, entrale inertielle...) ou desmesures (vision, laser...).4.2.2 L'approhe UKF (Unsented Kalman Filter)La loalisation exploitant le �ltre de Kalman étendu néessite de véri�er la validité de l'ap-proximation au premier ordre des appliations des équations de prédition et d'observation, ainsique le aratère gaussien des lois de probabilité. Cette hypothèse peut s'avérer trop forte dansertaines situations. L'approhe basée sur l'UKF permet une approximation des moments 1 et 2sans passer par une linéarisation des équations. L'idée sous-jaente onsiste à dire qu'il est plusfaile d'approximer une densité de probabilité qu'une appliation non-linéaire. Elle s'appuie sur
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Fig. 4.3 � Veteur � amer-mobile �une famille de points pondérés de l'espae d'état, les sigma-points, qui permettent de représenter ladensité et ses aratéristiques prinipales. Ces points et leurs poids respetifs sont hoisis selon unedémarhe déterministe de façon à traduire ertaines propriétés (symétrie...) de la loi reherhée.Le proessus d'estimation dans le adre dynamique onsiste alors à propager es sigma-points, àdéterminer leurs poids et à onstruire les estimations des moments de la densité a posteriori del'état à partir de et éhantillon pondéré.La transformée unsented (inodore)Soit X un veteur de paramètres propabiliste de dimension nx pour lequel on dispose de la onnais-sane du veteur moyen X̂ et de la matrie de ovariane Px. Supposons dé�nie une famille de psigma-points {X(l), W (l)
}

0≤l≤p
de moyenne X̂ et de matrie de ovariane Px. Considérons le pro-blème d'estimation du veteur aléatoire Y de taille ny déduit de X par une appliation non-linéaire

g de R
nx dans R

ny . On obtient une approximation de Ŷ et Py en suivant les étapes suivantes [JU04℄ :1. Transfert de haque sigma-point via la fontion non-linéaire
Y (l) = g(X(l)), 0 ≤ l ≤ p ave p

∑

l=0

W (l) = 1;2. estimation des moments
Ŷ =

p
∑

l=0

W (l)Y (l) et Σy =

p
∑

l=0

W (l)
(

Ŷ − Y (l)
)(

Ŷ − Y (l)
)∗

.En fontion du problème et de la onnaissane disponible sur la densité du proessus aléatoire,l'objetif est de déterminer la famille de sigma-points la plus adaptée. Une famille relativementsimple permettant de dérire le ontour de l'ellipsoïde assoié à Px et pour des densités symétriquesa été proposée dans [JU04℄. Elle se ompose de 2nx + 1 points tels que
X(0) = X̂

X(l) = X̂ + γ
(√

Σx

)

l
l = 1, · · · , nx

X(l) = X̂ − γ
(√

Σx

)

2nx+1−l
l = nx + 1, · · · , 2nx + 1
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√

nx et (√Px

)

l
, est le veteur ligne en position l de la matrie raine arrée de lamatrie de ovariane Px. En pratique ette matrie est obtenue à partir d'une déomposition deCholesky. Plusieurs familles ont été proposées pour prendre en ompte des partiularités de ladensité à estimer et réduire l'erreur d'approximation [JU02℄ [JU04℄. Elles onsidèrent des poidsdi�érents W

(l)
m et W

(l)
c pour les moments d'ordre 1 et d'ordre 2. La famille de paramètres suivanteest proposée dans [JU02℄ pour tenir ompte notamment de variation d'éhelle au niveau de la loi.

W (0)
m = λ/((nx + λ), W (0)

c = W (0)
m + (1− α2 + β) (4.20)

W (l) = 1/{2(nx + λ)} l = 1, · · · , nx

W (l) = 1/{2(Nx + λ)} l = nx + 1, · · · , 2nxave γ =
√

nx + λ. α, λ = α2(nx +κ)−nx et β des paramètres permettant d'imposer une strutureà la densité Px. Pour les densités gaussiennes, on hoisit en général κ = nx − 3. Le paramètre βpeut être ajusté pour réduire les erreurs d'ordre supérieure à 3. Dans [JU03℄, il est montré que lenombre minimal possible de points permettant une approximation des moments 1 et 2 est égal à
nx + 1.Implémentation.L'implémentation générique de la version du �ltre exploitant la transformée unsented onstruitd'abord un état augmenté à partir de l'état du système et des veteurs de bruits des équationsde prédition et d'observation. Les équations du système pour et état de plus grande dimenseionsont adaptées en onséquene. Pour la modélisation que nous avons retenue, l'état augmenté Xa

kest de dimension 3 + 3 + 2×mk où mk ≤ nC est le nombre de mesures à l'instant k. Le hamp depereption étant limité, la taille du veteur de mesures varie au ours du temps et, par onséquent,la dimension de Xa
k également. L'algorithme UKF pour notre problème est omposé des algorithmes4 présenté en page 54 et 5 présenté en page 55. L'implémentation présentée ii est relativementgénérique et doit être adaptée aux modèles de prédition et de mesure. Ainsi, dans le as de bruitsadditifs, le passage par le veteur augmenté n'est pas pas forément justi�é.La setion suivante présente, les méthodes à base de partiules, également dé�nies à partir d'unéhantillon de points de l'espae d'état pour l'estimation de la densité a posteriori.4.2.3 Filtrage partiulaireLe �ltrage partiulaire est une approhe de type Monte-Carlo. L'idée onsiste à approherdiretement la loi a posteriori p(x0:k|z1:k) ou tout estimateur El(x0:k|z1:k) par un éhantillonnageadapté de l'espae d'état. Contrairement aux approhes de type Kalman, on ne fait pas d'hypothèsesur la densité et on ne se restreint pas aux deux premiers moments. Par dé�nition

E{l(x0:k|z1:k)} =

∫

l(x0:k|z1:k)p(x0:k|z1:k)dx0:k.Cette intégrale ne peut être approhée diretement par Monte-Carlo, ar la densité p(x0:k|z1:k)est en pratique inonnue. Une solution onsiste à proéder via une distribution intermédiaire, ditedensité d'importane π(x0:k|z1:k). Pour être aeptable, une telle distribution doit � dominer1 � laloi p(x0:k|z1:k) et permettre de générer failement des éhantillons. Dans e as, on se ramène aualul de l'intégrale équivalente
E{l(x0:k|z1:k)} =

∫

l(x0:k|z1:k)
p(x0:k|z1:k)

π(x0:k|z1:k)
︸ ︷︷ ︸

wk

π(x0:k|z1:k)dx0:k.qu'il est alors possible d'approximer à partir d'un éhantillon de taille N représentatif de π(x0:k|z1:k)

E{l(x0:k|z1:k)} ≈
N∑

i=1

wi
k l(xi

0:k) (4.28)1soient f et g deux densités d'une variable x, f domine g si f(x) ≥ g(x) presque partout sur le support de x.



54 hapitre 4Algorithme 4 Algorithme UKF pour la loalisation (partie 1)
• Initialisation : X̂0|0 = X̂0, P0|0 = P0 onnus ou estimés à partir d'une stratégie d'initialisation.Pour k ≥ 1, on suppose disponibles à l'instant k les estimées X̂k|k, Pk|k et les ommandes àappliquer uk. On a également le veteur de mesures zk+1 de dimension 2 ×mk+1. La matrie deovariane Rk+1 du bruit d'observation est diagonale par blos et onstruite à partir des matriesde ovariane de taille 2× 2 des mesures élémentaires assoiées aux mk+1 amers exploitables. Cesmatries peuvent dépendre des mesures de distanes selon le modèle (Mi), i = 0, 1, 2 retenu.
• Etat augmenté et ovariane assoiée :

X̂a
k =

(

X̂∗
k|k O1×3 O1×2nk

)∗

P a
k = Diag

(
Pk|k, Qk, Rk+1

) (4.21)
• Génération des sigma-points :En utilisant une ériture ondensée pour les Nsp = 2 (3 + 3 + 2nk)+ 1 sigma-points représen-tatifs de l'état à l'instant k, de l'inertitude de prédition et d'observation. la olonne l de lamatrie suivante orrespond au sigma-point X̂a,l

k pour l'état augmenté :
X̂a

k =
(

X̂a
k X̂a

k + γ
√

P a
k X̂a

k − γ
√

P a
k

)
. (4.22)Les poids assoiés sont fournis par la méthode d'approximation retenue.

• Prédition à partir des sigma-points
X

(l)
k+1 = fk(X̂a,l

k , uk), , l = 0, · · · , Nsp (4.23)En pratique, on applique fk(., uk) aux omposantes du sigma-point assoiées à l'état dusystème et au bruit de prédition. On obtient don un état moyen et une ovariane prédits
X̂k+1|k =

Nsp∑

l=1

W (l)
m X

(l)
k+1

PX
k+1|k =

Nsp∑

l=1

W (l)
c (X

(l)
k+1 − X̂k+1|k)(X

(l)
k+1 − X̂k+1|k)∗

(4.24)
où wi

k =
p(xi

0:k|z1:k)

π(xi
0:k|z1:k)

. Dans la littérature, les veteurs xi
0:k sont appelés partiules et wi

k est le poidsassoié à l'instant k. Cette ériture, bien que ne faisant plus apparaître la loi inonnue, ne règlepour autant pas le problème d'estimation, ar elle intervient enore dans le alul des poids. Ilonvient don de hoisir une densité d'importane permettant de ontourner ette di�ulté. Ilsu�t de respeter la ondition
π(x0:k|z1:k) = π(xk|x0:k−1, z1:k)π(x0:k−1|z1:k−1). (4.29)On peut alors montrer [DDFG01℄ la relation permettant de déterminer de façon réursive les poids

wi
k ∝

p(zk|xi
k)p(xi

k|xi
k−1)

π(xi
k|xi

0:k−1, z1:k)
wi

k−1. (4.30)Cette relation est valable lorsque le proessus (xk)k∈N est markovien. Elle fait intervenir la densité
π(xi

k|xi
0:k−1, z1:k), qu'il est néessaire de préiser. Des éléments sont fournis dans [DDFG01℄ sur lehoix de ette densité de proposition. Dans le as le plus simple, il onvient de prendre la densitéassoiée de l'équation de prédition p(xk|xk−1). Le �ltre ainsi obtenu est le �ltre Bootstrap proposépar [GSS93℄.L'algorithme de �ltrage partiulaire omprend au �nal trois étapes :



Résolution du problème de loalisation selon l'approhe probabiliste 55Algorithme 5 Algorithme UKF pour la loalisation (partie 2)
• Prédition des mesures à partir des sigma -points. L'appliation Hk+1(., C) est alorsappliquée aux veteurs X

(l)
k+1 auquels on ajoute les omposantes de Xa,l

k orrespondant auxbruits sur zk

z
(l)
k+1 = H(Xa,l

k+1, C), , l = 0, · · · , Nsp (4.25)On obtient don un veteur de mesures prédit et les matries de ovariane
ẑk+1|k =

Nsp∑

l=1

W (l)
m z

(l)
k+1

Sk+1 =

Nsp∑

l=1

W (l)
c (z

(l)
k+1 − ẑk+1|k)(z

(l)
k+1 − ẑk+1|k)∗

P z,X
k+1 =

Nsp∑

l=1

W (l)
c (X

(l)
k+1 − X̂k+1|k)(z

(l)
k+1 − ẑk+1|k)∗

(4.26)
• Corretion :

Kk+1 = P z,X
k+1 S−1

k+1

Xk+1|k+1 = Xk+1|k + Kk+1

(
zk+1 − ẑk+1|k

)

Pk+1|k+1 = Pk+1|k −Kk+1Sk+1K
∗
k+1

(4.27)
1. une étape de di�usion des partiules équivalente à l'étape lassique de prédition,2. une étape de mise à jour des poids assoiés aux partiules équivalente à l'étape de orretion,3. une étape de rééhantillonnage, davantage tehnique, a�n de garantir que les partiules soientsu�samment représentatives de la loi sous-jaente et éviter la divergene de l'algorithme.La dernière est une étape essentiellement tehnique qui vise à réduire le phénomène de dégéné-resene des partiules que l'on observe en pratique. Cette dégénéresene orrespond à un ap-pauvrissement de l'éhantillon de partiules, qui se traduit par une forte disparité des valeursdes poids, et par onséquent amène à un nombre réduit de partiules partiipant réellement auproessus d'estimation de la densité. Di�érents ritères (variane ou entropie des poids) ont étéproposés dans la littérature pour mesurer le niveau de dégénéresene et permettent de proéderà un rééhantillonnage de façon adaptative. Plusieurs travaux ont été menés pour améliorer lesperformanes du �ltre partiulaire en termes de rédution du nombre de partiules et de rédutionde la dégénéresene. On peut iter les tehniques de régularisation [Oud00℄ ou enore de déompo-sition intelligente de l'état lorsque ela est possible (�ltre partiulaire rao-blakwellisé ou équivalent)[MTKW03℄[Dah07℄. Dans le domaine de la robotique, les travaux de [TBF05℄ sont une référenepour les tehniques de loalisation et artographie simultanée, basées sur des approhes partiu-laires. Nous dérivons dans l'algorithme 6 présenté en page 56 l'appliation du �ltrage partiulairedans sa formulation la plus simple à notre problème de loalisation par amers en prenant ommedensité d'importane la densité de prédition.4.2.4 La problématique d'assoiation mesures/amersDans les approhes algorithmiques pour la résolution du problème de loalisation à partir d'unearte d'amers que nous avons introduites dans les paragraphes préédents, nous avons supposé quel'assoiation des mesures aux amers est onnue à haque instant tk. La résolution du problèmed'assoiation, qui onsiste à identi�er pour haque mesure reçue, l'amer qui en est la ause, est uneétape souvent ruiale dans le proessus de �ltrage. La performane de l'étape de orretion estdiretement a�etée par l'e�aité des méthodes employées. En fait, l'assoiation est un problèmede déision qui peut être résolu en s'appuyant sur une phase d'optimisation, en général oûteuseen temps alul. De nombreux travaux se sont intéressés à la performane de ette phase qui,



56 hapitre 4Algorithme 6 Algorithme de loalisation exploitant l'approhe partiulaire
• Initialisation : On se donne N partiules X i

0, i = 1, · · · , N obtenues par éhantillonnage de ladensité assoiée à l'état initial p(X0) et les poids wi
0 = 1/N, i = 1, · · · , N .Pour k ≥ 1, on suppose disponibles à l'instant k, les partiules pondérées (X i

k, wi
k

)
i = 1, · · · , Npermettant d'approximer p(Xk|z1:k) et la ommande uk. Un estimateur de l'état onstruit à partirde es point est noté X̂k|k.

• Prédition : On onsidère la densité donnée à l'équation (4.12) en utilisant la matrie deovariane en utilisant l'estimateur
Qk = G(θ̂k|k, uk)Cu G(θ̂k|k, uk)∗ + Qm

k .

X i
k+1 ∼ p(Xk+1|X i

k), i = 1, · · · , N (4.31)
• Corretion : à partir des mesures reçues zk+1, on déduit d'abord une approximation de Rk+1,puis on e�etue� une mise à jour des poids

w̃i
k+1 ∝ p(zk+1|X i

k+1)wi
k, i = 1, · · · , N (4.32)� une normalisation

wi
k+1 =

w̃i
k+1

∑N
j=1 w̃j

k+1

, i = 1, · · · , N (4.33)
• Estimation Monte Carlo :

p(Xk+1|z1:k+1) ≈
N∑

i=1

wi
kδXk+1=Xi

k+1

E{l(Xk+1)|z1:k+1} =

N∑

i=1

l(X i
k+1)wi

k+1

(4.34)
• Adaptation des poids (rédution de la dégénéresene) :� Evaluation de Neff = N

P

N
i=1(w

i
k
)2� si Neff < Ns, Ns étant un seuil �xé, on e�etue un tirage ave remise des X̃ i

k+1, i =
1, · · · , N parmi (X i

k+1)i=1,··· ,N selon les poids (wi
k+1)i=1,··· ,N et wi

k+1 = 1/N , puis X i
k+1 =

X̃ i
k+1bien que la mise en oeuvre pratique soit propre à haque appliation, s'appuyent sur une base detehniques ommunes. Ces tehniques ont d'ailleurs diretement inspirées le nom de �ltres d'es-timation bien onnus omme le JPDAF, PDAF, PMHT [Dez03℄. A noter, les travaux de [Bav05℄qui présente une analyse �ne des performanes des assoiations de type plots-plots ou plots-pistespour des problèmes de pistage multi-ibles pour di�érents modèles de trajetographie. Certainesapprohes réentes pour l'assoiation, omme le SD-assignment [DPBS97℄ visent à améliorer larobustesse, en onsidérant une assoiation sur plusieurs pas de temps. Dans le ontexte de la loa-lisation d'un mobile à partir d'une arte d'amers, la reherhe de la meilleure (ou des meilleures)assoiation(s) est un problème d'optimisation qui s'appuie sur des ritères (géométriques, séman-tiques...) et ontraintes spéi�ques à la nature des amers et aussi du apteur d'aquisition desmesures (améra, laser..)[TBF05℄[CT05℄.4.3 Conlusions du hapitreCe hapitre a permis de poser les bases du problème de loalisation à partir d'une arte d'amersdisponible. La présentation du problème a été relativement générique. Nous avons onsidéré unmodèle d'évolution du système qui tient ompte d'erreurs sur les ommandes appliquées à haque



Conlusions du hapitre 57instant et sur la préision du modèle de dynamique. De même, plusieurs hypothèses sur la struturedu bruit des mesures ont été faites. Nous verrons dans les hapitres qui suivent que bien que simple,la dérivation d'une mesure de performanes a priori du proessus de loalisation néessitera, néan-moins, des développements relativement importants. Nous montrerons également qu'il est possiblede mener su�samment loin les aluls théoriques pour analyser les impats des soures d'erreursdues au modèle et à la artographie.Sur le plan de la résolution du problème de �ltrage, nous avons présenté les approhes lassiquesdu domaine appliquées au problème qui nous onerne : L'EKF, l'UKF et les méthodes partiu-laires. Dans le adre de la robotique mobile, et plus généralement des systèmes autonomes, onporte atuellement davantage d'intérêt aux problématiques de loalisation, mais à partir d'unearte onstruite simultanément (SLAM). L'état du système inlut don à la fois l'état du mobile,mais aussi l'état de la arte. Dans e adre, les implémentations sont aussi nombreuses que leson�gurations systèmes, apteurs et modèles de représentation artographique possibles.Partant de ette formulation du problème de loalisation, nous abordons par la suite la probléma-tique de la mesure de sa performane a priori, au travers d'une borne sur l'erreur d'estimation.
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Chapitre 5Mesures de performane pour leproessus de loalisation probabilisteDans le hapitre 5, nous nous attahons à dé�nir une mesure de performane du proessus deloalisation à partir d'une arte onstituée d'amers, supposés pontuels, dans un adre probabiliste.Cette mesure vise à analyser le � niveau de préision � atteignable pour le problème de �ltrageou d'estimation probabiliste sous-jaent au proessus de loalisation basé sur les hypothèses demodélisation introduites dans les setions préédentes. Les métriques que nous proposerons s'ap-puient sur la Borne de Cramèr-Rao a posteriori ou Bayésienne (BCRB)[VT68℄ pour un systèmedynamique disret. Nous détaillons le alul de es grandeurs pour le problème d'estimation à par-tir de mesures de distanes et d'angles qui nous intéressent en utilisant les résultats des travauxde Tihavsky et al. [TMN98℄. Nous ferons également dans e hapitre l'hypothèse que la arted'environnement embarquée est parfaite en termes de qualité géométrique.5.1 Mesures de performane pour l'estimationDans le adre d'un proessus d'estimation, l'objetif est d'obtenir une estimée de l'état d'unsystème à partir de mesures. La performane de la méthode employée peut être évaluée en onsi-dérant l'erreur d'estimation. En pratique, l'état réel du système n'étant pas onnu, aéder à unemesure de l'erreur d'estimation est impossible. D'un point de vue théorique, on peut au mieuxaéder à une quantité qui � minore � (on parlera de borne,) ette erreur. Il existe plusieurs bornesqui peuvent être utilisées pour l'estimation à partir de mesures aléatoires. Néanmoins, en fon-tion des hypothèses sur le proessus (linéarité, régularité, propriétés du proessus de bruit), il estsouvent di�ile, voire impossible, d'obtenir une expression analytique. La borne de Cramèr-Rao(BCR) pour l'estimation d'un veteur de paramètres déterministe et sa version Bayesienne (BCRB)dans le as aléatoire sont les plus utilisées dans la littérature ar souvent plus simple à détermi-ner. Pour l'estimation de l'état dont l'évolution temporelle est régie par un système dynamiquedisret, on montre qu'il est possible d'évaluer de façon réursive la BCRB pour l'état à haqueinstant. Si la borne de Cramèr-Rao est la plus usitée, d'autres bornes minorant l'erreur quadra-tique moyenne (EQM) sont utilisables et plus adaptées à des systèmes ayant des aratéristiquespartiulières. Ainsi, on trouve également les bornes de Battaharyya, Bobrovsky-Zakai et Weiss-Weinstein [RN05℄. Par exemple, on peut iter les travaux [Rap05℄ sur l'appliation de la bornede Weiss-Weinstein pour le problème de l'estimation d'un état dont l'évolution est régie par unsystème dynamique hybride, pour lequel les ontraintes théoriques d'utilisation de la BCRB nesont pas satisfaites.5.1.1 La borne de Cramèr-Rao (BCR)La BCR est une borne inférieure pour la matrie de ovariane de l'erreur d'estimation. Sastruture et ses propriétés dépendent uniquement des hypothèses de modélisation sur les paramètresque l'on herhe à estimer. La formulation et l'expression théorique de ette borne di�èrent selon59



60 hapitre5que l'état est une quantité déterministe ou aléatoire. Les premiers travaux sur la BCR dans le adrealéatoire ou Bayésien sont dus à Van Trees [VT68℄. Pour les systèmes dynamiques non linéaires,une formulation réursive, très intéressante, notamment pour une exploitation dans des problèmesd'emplois optimaux de apteurs, a été proposée dans [TMN98℄. Plusieurs adaptations de e résultatimportant ont été proposées pour tenir ompte des spéi�ités de ertains problèmes. Ainsi, Farina& al. [FRIT02℄ proposent une borne adaptée pour tenir ompte de proessus d'observation dontla probabilité de détetion est inférieure à 1, en introduisant la notion de fateur de rédutionalulé à partir des données sur les probabilités de détetion et de fausse-alarme du système. Cetteformule est notamment exploitée pour l'analyse de performane du problème de �ltrage à partirde mesures d'angles dans [FRIT03℄. Hue et Le Cadre développent dans [HLCP06℄ une formulationde la borne pour les problèmes de pistage multi-ibles. Notons également la formulation génériquede la relation de [TMN98℄ pour des modèles de prédition pas forément régulière fournie par[Ber99℄ et l'ensemble des travaux de Bar Shalom sur les bornes énumératives. En�n, itons letravail théorique de Rapoport [RO04℄, visant à étendre l'appliabilité du alul de la borne àdes problèmes de �ltrage optimal ave fautes modélisées par un proessus hybride en régularisantastuieusement les paramètres disrets du système.Nous présentons quelques résultats théoriques issus de [VT68℄ et [WW88℄ permettant de bienomprendre les propriétés et onditions d'emploi de la BCR.Considérons le problème d'estimation d'un veteur de paramètres x ∈ X de dimension nx à partird'un veteur de mesures disponibles z ∈ Z de dimension nz, qui est une réalisation d'un proessusaléatoire également noté z. En outre, on introduit x̂(z) l'estimateur obtenu. Les proessus pouvantêtre aléatoires, on onsidère également les densités de probabilité1. p(x) la loi a priori de x si il est également aléatoire,2. p(z|x) de la mesure sahant l'état ou la vraisemblane,3. p(x, z) la loi onjointe du ouple (x, z) si x est également aléatoire.On suppose par ailleurs que es densités de probabilité véri�ent ertaines onditions de régularitéet d'intégrabilitéa) p(x, z) et p(z|x) sont de lasses C1, voire C2b) ∇xp(x, z) et ∇xp(z|x) sont intégrables par rapport à x et z.On onsidère également une fontion vetorielle g(x, z) := (g1(x, z), · · · , gnx
(x, z)) où gi(x, z), 1 ≤

i ≤ nx est à valeurs dans R et dé�nie sur X× Z. On suppose de plus que ette fontionelle véri�ela ondition ∫

X

gj(x, z)p(x, z)dx = 0, z ∈ Z, j = 1, 2, · · · , nx, (5.1)la ondition étant à omprendre omme presque partout sur Z. Pour toute fontionnelle g su�sam-ment régulière et respetant es onditions, on a la propriété suivante sur l'erreur d'estimation :Proposition 1 Quel que soit l'estimateur x̂(z), on a la relation suivante sur la matrie de ova-riane de l'erreur d'estimation :
Ex,z

[
(x̂(z)− x) (x̂(z)− x)

∗] � CG−1C∗ (5.2)où C et G sont des matries de taille nx × nx onstruites à partir de g(x, y) omme suit :
C(i, j) = Ex,z [xi gj(x, z)] et G(i, j) = Ex,z [gi(x, z) gj(x, z)] . (5.3)Cette propriété suppose évidemment que la matrie G est non singulière, hypothèse qui sera faitepar la suite. Une preuve de ette propriété peut être trouvée dans [WW88℄. Elle s'appuie sur lesinégalités lassiques de Minkowsky et Hölder et exploite la ondition 5.1. Elle peut également êtreobtenue en onsidérant le lemme matriiel suivantLemme 1 Si S est une matrie par blos symétrique dé�nie omme suit :

S =

(
S1 S2

S∗
2 S3

)



Mesures de performane pour l'estimation 61ave S1 réelle semi-dé�nie positive, S2 réelle et S3 symétrique réelle semi-dé�nie positive, alors
S � 0⇒ S1 � S2S

−1
3 S∗

2 .Il su�t d'appliquer e lemme en remplaçant respetivement S1, S2 et S3 par Ex,z[(x̂(z)−x)(x̂(z)−
x)∗], C et G.Notons que la relation 5.2 ne dépend ni de la méthode de alul de l'estimateur de x, ni de laspéi�ité de la fontionelle g(x, z). Le hoix de la fontionnelle g(x, z) permet de dé�nir une famillede bornes pour la matrie de ovariane de l'erreur d'estimation. Nous nous intéressons uniquementau as de la borne de Cramèr-Rao a posteriori, les aratéristiques des fontions g(x, z) permettantde dériver les bornes de Bhattaharyya, Bobrovsky-Zakai et Weiss-Weinstein pouvant être trouvéesdans [WW88℄.La dérivation de la borne de Cramèr-Rao est obtenue en onsidérant la fontionnelle g(x, z) dé�niepar

∀i = 1, · · · , nx gi(x, z) =

{
∂ ln(p(x,z))

∂xi
si x ∈ X̃,

0 sinon. (5.4)où X̃
∆
= {x | p(x, z) > 0, pour presque tout z ∈ Z}. On en déduit ainsi l'expression des matries Cet G

C(i, j) = Ex,z

[

xi
∂ ln (p(x, z))

∂xj

]

et G(i, j) = Ex,z

[
∂ ln (p(x, z))

∂xi

∂ ln (p(x, z))

∂xj

] (5.5)La matrie G exprimée sous ette forme est plus ommunément appelée Matrie d'Information deFisher (FIM) et sera dorénavant notée J . On peut également remarquer que la borne est équiva-lente à l'inverse de la FIM et indépendante de l'estimateur uniquement lorsque la matrie C estexatement la matrie identité Inx
sur Rnx .5.1.2 Hypothèse de biais asymptotique nulNous venons de voir que l'égalité entre la borne de Cramèr-Rao et l'inverse de la matried'information de Fisher J est assurée lorsque C équivaut à la matrie identité. Cette onditionest satisfaite lorsque le biais d'estimation respete une propriété souvent admise et formulée sousla forme d'une hypothèse. Remarquons, tout d'abord, que la ondition 5.1 implique la propriétésuivante entre l'estimateur x̂(z) et la fontionnelle g(x, z) :

Ex,z [x̂i(z)gj(x, z)] = 0, ∀i, j = 1, · · · , nx (5.6)Preuve: Il su�t d'appliquer la dé�nition de l'espérane sous forme d'intégrale, d'appliquer lethéorème de Fubini et d'utiliser la ondition 5.1 :
Ex,z [x̂i(z)gj(x, z)] =

∫

X

∫

Z

x̂i(z)gj(x, z)p(x, z)dzdx

=

∫

Z

x̂i(z)

∫

X

gj(x, z)p(x, z)dx

︸ ︷︷ ︸

0

dz

= 0On en déduit don une nouvelle formulation de la matrie C

C =

∫

X̃

∫

Z

(x̂(z)− x)∇∗
xp(x, z)dxdz (5.7)En e�et, en utilisant 5.6, on a ∀ i, j = 1, · · · , nx,

C(i, j) =

∫

X̃

∫

Z

(x̂i(z)− xi)
∂ ln (p(x, z))

∂xj
p(x, z)dxdz

=

∫

X̃

∫

Z

(x̂i(z)− xi)
∂p(x, z)

∂xj

1

p(x, z)
p(x, z)dxdz

=

∫

X̃

∫

Z

(x̂i(z)− xi)
∂p(x, z)

∂xj
dxdz (5.8)



62 hapitre5Nous allons pouvoir préiser la propriété de biais asymptotique nul en analysant la onditionpour laquelle C = Inx
. Considérons les termes C(i, j) et intégrons par parties par rapport à laomposante xj du veteur x, en admettant que ette variable est dé�nie sur l'intervalle [X−

j , X+
j

].
C(i, j) =

∫

X−j

∫

Z

[(x̂i(z)− xi) p(x, z)]
X+

j

X−
j

dzdx−j +

∫

X−j

∫

Z

∫ X+
j

X−
j

δij p(x, z)dzdx−j

⇔ C(i, j) =

∫

X−j

∫

Z

[(x̂i(z)− xi) p(x, z)]
X+

j

X−
j

dzdx−j + δij

⇔ C(i, j) =

∫

X−j

[∫

Z

(x̂i(z)− xi) p(z|x) dz p(x)

]X+
j

X−
j

dx−j + δijoù x−j est le veteur de taille nx − 1 omposé des omposantes de x sauf xj . On peut dé�nir lanotion de biais d'estimation B(x) à partir de la mesure z par
B(x)

∆
=

∫

Z

(x̂(z)− x) p(z|x)dz, (5.9)et introduire l'hypothèse de biais asymptotique nul.Proposition 2 (Hypothèse de biais asymptotique nul) Soit x un veteur aléatoire dé�ni sur
X ⊂ Rnx à estimer à partir de mesures stohastiques z ∈ Z ⊂ Rnz et B(x) le biais d'estimationdé�ni selon 5.9. L'hypothèse de biais asymptotique nul est donnée par la ondition aux frontières

∀j = 1, · · · , nx, lim
xj→X−

j

B(x)p(x) = lim
xj→X+

j

B(x)p(x) (5.10)En onlusion, si ette hypothèse est véri�ée la borne sur la matrie de ovariane de l'erreurd'estimation est diretement donnée par la matrie d'information de Fisher supposée non singulière.5.1.3 Cas de l'estimation d'un veteur aléatoireLorsque l'estimation onerne un veteur de paramètres aléatoires, la matrie d'information deFisher peut être déomposée en deux omposantes, en utilisant la relation de Bayes. La premièreest assoiée à la onnaissane a priori sur le veteur de paramètres, la seonde traduit l'apport del'information du proessus de mesure. En e�et,
J(x) = Ex,z [∇x log p(x, z)∇∗

x log p(x, z)] .En appliquant la relation de Bayes, p(x, z) = p(z|x)p(x), on en déduit don que
J = Jm + Japoù

Jap = Ex,z [∇x log p(x)∇∗
x log p(x)] et Jm = Ex,z [∇x log p(z|x)∇∗

x log p(z|x)] .On peut également érire Jm omme l'espérane de la matrie d'information F (x) dé�nie à partirde la densité de mesure, i.e
Jm = Ex,z [∇x log p(z|x)∇∗

x log p(z|x)]

= Ex [F (x)]ave
F (x) = Ez|x [∇x log p(z|x)∇∗

x log p(z|x)]Cette nouvelle formulation, qui permet de dériver la matrie d'information pour l'état joint (x, y)en deux temps, sera très utile dans les développements dans notre adre appliatif.Nous introduisons ii un autre résultat qui sera aussi d'une grande utilité pour les aluls dedétermination du ritère de performane assoié à notre problème de loalisation.



Cas d'un proessus d'estimation dynamique 63Proposition 3 Considérons le proessus x1 ∈ Rn1 de densité de probabilité gaussienne dont lesparamètres moyenne et ovariane dépendent d'un veteur de paramètres x2 ∈ R
n2 omme suit

px2(x1) =
1

(2π)
n
2

1
√

det(Γx2)
exp

{

−1

2
(x1 − h(x2))

∗Γ−1
x2

(x1 − h(x2))

} (5.11)ave h(x2) une fontion vetorielle de Rnx2 dans Rnx1 . Les omposantes (i, j), i, j = 1, · · · , n2de la matrie Ex1|x2

{
∆x2

x2
− ln (px2(x1))

} que l'on notera Ψx2 véri�ent
Ψx2(i, j) =

1

2
tr

{

Γ−1
x2

dΓx2

dx2
i
Γ−1

x2

dΓx2

dx2
j

}

+

(
dh(x2)

dx2
i

)∗
Γ−1

x2

(
dh(x2)

dx2
j

) (5.12)où x2
j est la omposante en position j de x2 et lx2(x1) est le logarithme de la densité de probabilité

px2(x1).Ce résultat est aussi onnu dans la littérature omme la formule de Slepian-Bang. Une démons-tration de e résultat est proposée à la setion B.1 de l'annexe B.5.2 Cas d'un proessus d'estimation dynamiqueLorsque que l'on s'intéresse à l'estimation de l'état d'un système dynamique dé�ni par sonéquation d'évolution et d'observation, la mesure de performane est liée à la trajetoire de l'état
X0:k

∆
= {X0, · · · , Xk} à partir des mesures aumulées z1:k

∆
= {z1, · · · , zk} jusqu'à l'instant tk. Lebut de la méthode d'estimation employée est de fournir un estimateur de ette trajetoire X̂0:k. Enfontion des propriétés du modèle et de l'algorithme de �ltrage retenu, et estimateur est déduitd'une estimation (souvent une approximation en pratique) de la loi a posteriori omplète de l'étatou de ertains de ses moments. On onsidère le adre général où le système dynamique d'intérêtest donné par le modèle :

Xk+1 = fk(Xk, uk, wk), k ≥ 0

zk = hk(Xk, νk) (5.13)où wk ∈ R
nX et νk ∈ R

nz sont des proessus de lois onnues p(wk) et p(νk). L'état initial X0 estégalement une variable aléatoire de loi p(X0). Le modèle retenu pour notre problème de loalisationexploitant une arte de l'environnement est diretement formalisé sous une telle forme.L'erreur quadratique moyenne de l'estimateur de la trajetoire est alors dé�nie par
e(X̂0:k(z1:k)) = EX0:k,z1:k

[

(X̂0:k(z1:k)−X0:k)(X̂0:k(z1:k)−X0:k)∗
]

,et la matrie d'information de Fisher à l'instant tk est alors obtenue à partir de la loi de l'état joint
(X̂0:k, z1:k)

J0:k = EX0:k,z1:k

[
∇X0:k

log p(X0:k, z1:k)∇∗
X0:k

log p(X0:k, z1:k)
]
.Nous avons montré dans les setions préédentes que la matrie de ovariane de l'EQM étaitbornée par une matrie alulée à partir de l'inverse de la matrie d'information de Fisher J0:k sielle est non-singulière

e(X̂0:k(z1:k)) � C0:kJ−1
0:kC∗

0:k (5.14)où la matrie C0:k est donnée par
C0:k = EX0:k,z1:k

[(

X̂0:k(z1:k)−Xk

)

∇∗
X0:k

p(X0:k, z1:k)
] (5.15)De plus, on sait que sous l'hypothèse de � non-biais asymptotique �, la matrie C0:k est égale àla matrie identité, et que la borne se réduit à l'inverse de la matrie de Fisher. Dans le adredu problème d'estimation sur la base du système 5.13, le biais sur l'estimation de la trajetoire

B(X0:k) de l'estimateur X̂0:k est un veteur de taille nX × (k + 1) et ette hypothèse s'exprime dela façon suivante.



64 hapitre5Proposition 4 (Hypothèse de non-biais asymptotique) L'hypothèse de non biais asympto-tique s'intéresse au omportement en limite de B(X0:k) au niveau des bords du domaine admissiblede l'état. Elle est dé�nie omme suit :
∀j = 0, · · · , nX , ∀l = 0, · · · , k, lim

Xj
l
→X−j

B(X0:k)p(X0:k) = lim
Xj

l
→X+j

B(X0:k)p(X0:k)En toute rigueur, l'utilisation pour une appliation donnée de l'inverse de la FIM omme mino-rant de la matrie de ovariane de l'EQM néessite au préalable la véri�ation de ette hypothèse.Nous rappelons que montrer la validité de ette hypothèse revient à montrer l'égalité entre matrie
C0:k et la matrie identité sur RnX×(k+1). Pour notre problème de loalisation, nous supposeronsque ette ondition est réalisée. Il est possible de fournir une démonstration en utilisant la mêmeapprohe que elle proposée dans [Bré05℄ pour le problème de suivi de ibles à partir uniquementde mesures d'angles. Il est montré en partiulier que ette hypothèse est valable lorque les mesuresd'angles sont � su�samment � éloignées de ±π

2 .5.2.1 Formule de TyhavskyDans le adre du �ltrage bayésien, 'est le omportement de l'erreur d'estimation de l'état aposteriori Xk|z1:k qu'il est pertinent d'analyser, plus que la trajetoire omplète X0:k. C'est don leblo inférieur droit de la matrie J−1
0:k qu'il onvient de onsidérer. On notera par la suite J−1

k ou Pkette matrie de taille nX × nX . Jk orrespond don à la matrie d'information de Fisher assoiéeau proessus d'estimation de l'état a posteriori sur la base des mesures aumulées jusqu'à l'instant
k, Xk|z1:k. Dans [TMN98℄ Tyhavsky et al. ont proposé une formule de alul de Jk réursif pourles systèmes de la forme 5.13. Nous la présentons au travers de la proposition 5.Proposition 5 Pour le problème d'estimation d'un proessus dynamique véri�ant les équations(5.13), le alul de la matrie d'information de Fisher Jk a posteriori est obtenue de façon réursivepar la relation :

Jk+1 = D22
k −D21

k

(
Jk + D11

k

)−1
D12

k . (5.16)Les matries D22
k , D21

k , D12
k et D11

k dépendent des lois assoiées à l'équation de prédition et d'ob-servation.
D11

k = EX0:k+1

[

−∆Xk

Xk
log pXk+1|Xk

(Xk+1|Xk)
] (5.17)

D12
k = EX0:k+1

[

−∆
Xk+1

Xk
log pXk+1|Xk

(Xk+1|Xk)
] (5.18)

D21
k = D12∗

k (5.19)
D22

k = EX0:k+1

[

−∆
Xk+1

Xk+1
log pXk+1|Xk

(Xk+1|Xk)
] (5.20)

+EX0:k+1,z1:k+1

[

−∆
Xk+1

Xk+1
log pzk+1|Xk+1

(zk+1|Xk+1)
]Cette relation est démontrée par Tyhavsky et al., qui utilisent des résultats d'algèbre linéairesur les matries et l'hypothèse de markovianité de l'état Xk. Bergman se base sur ette approhedans [Ber99℄ pour étendre le alul de la borne au as de proessus de prédition et de lissage,et propose une adaptation pour tenir ompte des modèles de prédition pour lesquels la loi deprobabilité est singulière. C'est en partiulier le as lorsque le bruit de dynamique a�ete unique-ment un sous-ensemble du veteur d'état. Elle a été étendue aux autres bornes de la même famille(Ziv, WW...) dans [RN05℄. Elle a également été adaptée au problème de �ltrage ave probabilitéde détetion inférieure à 1 [NWBS01℄. Il est en partiulier montré que la borne obtenue s'obtientpar l'introdution d'un oe�ient de pondération, le fateur de rédution de l'information (IRQ enanglais), à la borne obtenue pour un système disposant d'une apaité de détetion parfaite. Uneexpression a également été proposée pour les prolèmes de �ltrage multi-ibles par [HLCP06℄. En�n,soulignons l'utilisation qui en est faite de Rapoport et al. [RO04℄ pour traiter le as des systèmesave fautes, en utilisant une régularisation de proessus disrets de Bernouilli servant de modèledu phénomène d'apparition de fautes. Les proessus hybrides omme eux traités par Rapoportpermettent de prendre en ompte des systèmes où la présene par intermittene de biais sur les



Appliation au problème de loalisation à partir d'une arte d'amers parfaite 65paramètres à estimer ne peut être négligée.Remarques : Notons dans ette formulation du alul réursif de la borne la présene de deuxomposantes prinipales. L'une est liée à la perte d'information elle-même liée à la prédition,l'autre est liée au gain d'information apporté par les mesures. On onçoit alors qu'une modi�ationdu système, don des équations qui régissent son évolution et son interation ave l'environnement,va impater ette mesure de performane. Dans notre ontexte, une façon de modi�er le système estd'imposer des ommandes uk, la durée δtk d'appliation de elles-i qui vont diretement impatésla phase de prédition (matrie Qk) et le proessus de mesure (nombre de mesures mk et préisiondes mesures (Rk)). Ce sera l'objet des approhes qui seront développées dans la troisième partiede nos travaux. Nous herherons à déterminer les meilleures stratégies de déplaements en regardd'une mesure de performane déduite des matries d'information de Fisher.Nous avons présenté les base théoriques qui vont nous permettrent de dé�nir une mesure de perfor-mane pour notre problème partiulier de loalisation à partir d'une arte d'amers. Dans la suitede e hapitre nous délinons l'expression de la matrie d'information de �sher en supposant quela arte disponible pour la loalisation est exempte d'erreur.5.3 Appliation au problème de loalisation à partir d'unearte d'amers parfaiteNous détaillons les éléments permettant le alul de la BCRB pour le système mobile déritpar les équations 4.3 et 4.15 et en supposant les positions des amers onnues de façon préise.Les équations de dynamique et d'observation sont non-linéaires et font intervenir des proessus debruits gaussiens. Comme nous le montrons plus loin, la non-linéarité rend impossible l'obtentiond'une formulation analytique de la borne. Nous rappelons tout d'abord la relation de réurrenepour la détermination de la BCRB à partir de l'inverse de la matrie d'information de Fisher Jk[TMN98℄ :
∀k ≥ 0, Jk+1 = D22

k −D21
k (Jk + D11

k )−1D12
k (5.21)Les hypothèses de régularité et d'intégrabilité par rapport à l'état des di�érentes densités de proba-bilité déduites des modèles de notre système (4.3),(4.15) sont véri�ées. Les espéranes intervenantdans le alul des di�érents termes D11

k , D21
k , D12

k et D22
k de (5.21) doivent être onsidérées parrapport à la densité de probabilité jointe p(X0:k+1, z1:k+1, C) où C est la artographie disponible enentrée du système pour le proessus de loalisation. La struture markovienne du modèle permetla déomposition de ette densité sous la forme

p(X0:k+1, z1;k+1, C) = p(X0)

k+1∏

j=1

p(zj |Xj , C)
k+1∏

l=1

p(Xj |Xj−1)p(C). (5.22)La arte étant supposée onnue et parfaite, la densité p(C) se réduit pour l'instant à la distributionpontuelle 1C et peut être omise pour l'instant. L'appliation de l'équation de réurrene (5.21)néessite de préiser au préalable les di�érents termes pour notre problème de loalisation. Ce sontdes matries de taille nX × nX ave nX = 3 pour la position et l'orientation du mobile dans Rg.Pour e faire, nous onsidérons dans la suite une trajetoire partiulière du mobile omposée de
K étapes et onstruite en imposant à partir d'une position initiale X0 autour de X̂0 une suite deommandes en déplaement et orientation

u0:K−1 = {u0, · · · , uk, · · · , uK−1}
= {(v0, φ0) , · · · , (vk, φk) , · · · , (vK−1, φK−1)}

(5.23)où (vk, φk) sont appliqués à l'instant tk, k = 0, · · · , K−1. On peut assoier à ette séquene deommandes X̂0:K la trajetoire dans l'espae d'état onstruite en partant de X̂0 et en appliquantsuessivement ette suite de ommandes selon le modèle de dynamique parfait et sans bruit wk.On s'intéresse don à la borne sur l'erreur d'estimation de Xk, k = 0, · · · , K à partir de z1:k, k =
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1, · · · , K séquene de mesures qui seraient aquises lors de l'exéution de la mission. Dans la setionsuivante, nous rappelons des résultats détaillés en annexe B et qui seront utiles dans nos aluls.5.4 Rappels et aluls utiles pour les développement du ha-pitre.Les éléments rappelés dans ette setion seront exploités dans les di�érents aluls pour ladérivation des matries permettant la mise en oeuvre de la formule de réurrene de Tihavskypour la détermination de la matrie d'information de Fisher a posteriori Jk.
• Les paramètres

a2
k = σ2

vδt2k, b2
k = v2

kσ2
φδt2k, σ2

k = σ2δt2k et σ2
θk

= σ2
θδt2k. (5.24)

• Les veteurs orthogonaux et de norme unitaire
Cθ

k
=

(
−sθk+φk

cθk+φk

) et Gθ
k

= −
(

cθk+φk

sθk+φk

)

. (5.25)On a en partiulier
dCθ

k

dθk
= Gθ

k
et dGθ

k

dθk
= −Cθ

k
. (5.26)

• Le veteur position p̃k à l'instant tk. Ave les notations préédentes, l'équation de prédition sansprise en ompte du bruit peut enore s'érire
fk(Xk, uk) =

(
p̃k − vkδtkGθ

k

θk + φk

)

. (5.27)
• L'inverse de la matrie de prédition ave une déomposition par blos

Q−1
k =

(
Lk Hk

H∗
k αk

) (5.28)où la matrie Lk, le veteur Hk et αk véri�ent
Lk = α

(0)
k I2 + α

(1)
k Cθk

C∗
θk

+ α
(2)
k GkG∗

k, Hk = −α
(3)
k Cθk

,

αk =
(σ2

k + b2
k)

(σ2
k + b2

k)σ2
θk

+ σ2
kσ2

φ

, α
(0)
k =

σ2
k

(a2
k + σ2

k)(b2
k + σ2

k)
,

α
(1)
k =

a2
k

(a2
k + σ2

k)(b2
k + σ2

k)
+

b2
kσ2

φ

(σ2
k + b2

k)((σ2
k + b2

k)σ2
θk

+ σ2
kσ2

φ)
,

α
(2)
k =

b2
k

(a2
k + σ2

k)(b2
k + σ2

k)
, α

(3)
k =

σφbk

(σ2
k + b2

k)σ2
θk

+ σ2
kσ2

φ

.

(5.29)Nous avons aussi dé�ni plusieurs relations entre es paramètres. En posant qk = b2
k − a2

k, ona
α

(0)
k + α

(2)
k =

1

σ2
k + a2

k

α
(0)
k + α

(1)
k =

1

σ2
k + b2

k

+
σφbk

σ2
k + b2

k

α
(3)
k

α
(2)
k + α

(1)
k =

qk

(σ2
k + b2

k)(σ2
k + a2

k)
−

σφbk

σ2
k + b2

k

α
(3)
k .

(5.30)



Rappels et aluls utiles pour les développement du hapitre. 67
• La dérivée par rapport à l'orientation θk de la matrie de ovariane du modèle de prédition

Qk. Par hypothèse de modélisation, seule la matrie Qu
k dépend de l'orientation, on a don

dQk

dθk
=

dQu

dθk
+

dQm
k

dθk
=

dQu
k

dθk
.Nous avons montré dans l'annexe B que ette matrie dérivée était déomposable par blosave

dQk

dθk
=

(
qkNk σφbkGθ

k

σφbkG∗
θ

k
0

) (5.31)et
Nk = Cθ

k
G∗

θ
k

+ Gθ
k
C∗

θ
k
. (5.32)A partir de es éléments, il est possible de déduire les relations suivantes qui seront utiles pour ladétermination des matries employées pour la mise en oeuvre de la formule de réurrene pour lealul de la borne.

G∗
θ

k
Lk = (α

(0)
k + α

(2)
k )G∗

θ
k
et dGθ

k

d θk
Lk = −(α

(0)
k + α

(1)
k )C∗

θ
k
,

d Lk

d θk
= (α

(1)
k − α

(2)
k )

(

Gθ
k
C∗

θ
k

+ Cθ
k
G∗

θ
k

) et G∗
θ

k

dLk

d θk
= (α

(1)
k − α

(2)
k )C∗

θ
k

Lk

dGθ
k

d θk
= −(α

(0)
k + α

(1)
k )Cθ

k
et dLk

d θk
Gθ

k
= (α

(1)
k − α

(2)
k )Cθ

k

(5.33)5.4.1 Expression de D11
kLa matrie D11

k est obtenue à partir du laplaien du logarithme de la densité de probabilitéassoiée à l'étape de prédition p(Xk+1|Xk).
D11

k = EX0:k+1

{

−∆Xk

Xk
ln (p(Xk+1|Xk)

} (5.34)
p(Xk+1|Xk) est une densité gaussienne dont l'expression est fournie par l'équation 4.12. Il nousfaut déterminer le laplaien ∆Xk

Xk
de la quantité

lXk

Xk+1
= c1 −

1

2
ln (|Qk|)

︸ ︷︷ ︸

(1)

− 1

2
[Xk+1 − fk(Xk, uk)]

∗
Q−1

k [Xk+1 − fk(Xk, uk)]
︸ ︷︷ ︸

(2)

.

(5.35)Nous allons déterminer la matrie D11
k en deux étapes utilisant l'ériture
D11

k = EX0:k

{
Ψ11

k,k+1

}ave Ψ11
k,k+1 = EXk+1|X0:k

∆Xk

Xk
lXk

Xk+1
. Chaque élément (i, j), 1 ≤ i, j ≤ 3 de la matrie Ψ11

k,k+1 véri�eselon la propriété 3
Ψ11

k,k+1(i, j) =
1

2
tr

{

Q−1
k

dQk

dX i
k

Q−1
k

dQk

dXj
k

}

︸ ︷︷ ︸

(∗)

+

(
df∗

k (Xk, uk)

dX i
k

)

Q−1
k

(

dfk(Xk, uk)

dXj
k

)

.

︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

(5.36)Pour le modèle de dynamique onsidéré, selon l'équation (4.6), la matrie de ovariane Qkdépend de façon expliite de l'orientation du mobile,. Le terme (∗) de (5.35) ne peut don êtrenégligé dans les aluls. On peut alors adopter l'ériture formelle équivalente pour D11
k

D11
k = D11,a

k + D11,b
koù D11,a

k et D11,b
k orrespondent respetivement à l'espérane par rapport à X0:k, z1:k+1 destermes (*) et (**) de l'équation (5.36).



68 hapitre55.4.1.1 Expression de D11,a
kPar hypothèse sur le modèle et omme nous l'avons démontré dans l'annexe B, les oe�ients desmatries Qk et de son inverse ne dépendent que de la omposante de l'état assoiée à l'orientationdu mobile θk. Par onséquent, les dérivées par rapport aux paramètres de position de la quantité

(∗) sont nulles. Il reste don à évaluer le terme en position (3, 3) de la matrie D11,a
k . Ce oe�ientorrespond à 1

2g(θk) en posant
g(θk) = tr(Q−1

k

dQk

dθk
Q−1

k

dQk

dθk

)

. (5.37)Nous avons également vu en annexe B, que g(θk) ne dépendait pas expliitement de l'orientationà l'instant tk. Ce terme est une onstante qui ne dépend que des paramètres du modèle de préditionet des erreurs. Par onséquent, nous utiliserons la notation g11
k :=g(θk) par la suite. Ce résultat estdémontré en annexe et son expression est donnée par l'équation (B.41) que nous reprenons dansl'équation suivante :

g11
k =

(b2
k − a2

k)2 +
(
σ2

k + a2
k

)2
σφbkα

(3)
k

(σ2
k + a2

k)(σ2
k + b2

k)où le paramètre α
(3)
k s'exprime en fontion des paramètres du modèle d'erreur sur le modèle dedynamique au travers des paramètres a2

k, b2
k, σ2

k, σ2
θk

et σ2
φ et des ommandes appliquées à l'instant

tk. Les expressions de es di�érents paramètres sont également rappelées dans la setion 5.4. Sur

0.0
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k

Fig. 5.1 � Evolution de g11
k en fontion du niveau d'inertitude sur les ommandes.la �gure 5.1 nous avons représenté l'allure de ette fontionnelle en fontion de la variation desparamètres d'erreur sur les ommandes en vitesse et rotation (σv, σφ). L'eart-type de l'erreur envitesse varie entre 0 m/s et 1 mètre par seondes et l'orientation entre 0 et 9 degrés. On onstatedon un aroissement de ette fontion pour les valeurs importantes des erreurs.

D11,a
k =

(
O2 O
O g11

k

)

.
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kPour le alul de l'espérane assoiée au terme (**) de l'équation (5.36), Nous devons déterminerle gradient de la fontion de transfert fk(Xk, uk) par rapport à l'état Xk. Les dérivées du veteur

fk(Xk, uk) par rapport aux trois omposantes de l'état sont données respetivement par
d fk(Xk, uk)

d xk
=
(
1 0 0

)∗
,

d fk(Xk, uk)

d yk
=
(
0 1 0

)∗
,

d fk(Xk, uk)

d θk
=
(
−vkδtksθk+φk

vkδtkcθk+φk
1
)∗

.

(5.38)Nous pouvons en déduire une ériture équivalente la dérivée par rapport à l'orientation à partir duveteur unitaire Cθ
k

d fk(Xk, uk)

d θk
=
(

vkδtkC∗
θ

k
1
)∗

. (5.39)La matrie D11,b
k est don déduite de l'espérane par rapport à X0:k du produit

( I2 O2×1

vkδtkC∗
θ

k
1

)

Q−1
k

(
I2 vkδtkCθ

k

O1×2 1

) (5.40)ave une déomposition par blos de l'inverse de la matrie de ovariane Q−1
k dé�nie par

Q−1
k =

(
Lk Hk

H∗
k αk

)où Lk et Hk dépendent des oe�ients α
(i)
k , i = 0, · · · , 3 et des veteurs orthogonaux et unitaires

Cθ
k
et Gθ

k
qui ont été introduits dans la setion 5.4. En partiulier, on a

Lk = α
(0)
k I2 + α

(1)
k Cθ

k
C∗

θ
k

+ α
(2)
k Gθ

k
G∗

θ
k
, Hk = −α

(3)
k Cθ

k
.La matrie résultant du produit matriiel exprimé à l'équation (5.40) a pour expression

(
Lk Hk

vkδtkC∗
θ

k
Lk + H∗

k vkδtkC∗
θ

k
Hk + αk

)(
I2 vkδtkCθ

k

O1×2 1

)

(
Lk vkδtkLkCθ

k
+ Hk

vkδtkC∗
θ

k
Lk + H∗

k v2
kδt2kC∗

θ
k
LkCθ

k
+ 2 vkδtkH∗

kCθ
k

+ αk

)

(
Lk Hk

H∗
k αk

)

+

( O2×2 vkδtkLkCθ
k

vkδtkC∗
θ

k
Lk v2

kδt2kC∗
θ

k
LkCθ

k
+ 2 vkδtkH∗

kCθ
k

)On reonnaît l'expression par blos de l'inverse de la matrie de ovariane Qk. Déterminonsmaintenant les expressions des blos de la seonde matrie en utilisant la dé�nition de la matrie
Lk en fontion des veteurs orthonormés Cθ

k
et Gθ

k
. Nous avons notamment la relation LkCθ

k
=

(α
(0)
k + α

(1)
k )Cθ

k
, e qui implique
vkδtkLkCθ

k
= vkδtk(α

(0)
k + α

(1)
k )Cθ

k
= vkδtk(α

(0)
k + α

(2)
k )Cθ

k

v2
kδt2kC∗

θ
k
LkCθ

k
+ 2 vkδtkH∗

kCθ
k

= v2
kδt2k(α

(0)
k + α

(1)
k )− 2 vkδtkα

(3)
k

(5.41)En reprenant les résultats préédents, la matrie D11,b
k peut être exprimée sous la forme

D11,b
k = EX0:k

{
Q−1

k

}
+ D̃11,b

k ,



70 hapitre5où la matrie D̃11,b
k est donnée par

D̃11,b
k = EX0:k

{(

O2×2 B11,b
k

B11,b
k

∗
b11,b
k

)}

.et le veteur B11,b
k et le paramètre b11,b

k

B11,b
k = vkδtk

(

α
(0)
k + α

(1)
k

)

Cθ
k
,

b11,b
k = vkδtk

(

vkδtk

(

α
(0)
k + α

(1)
k

)

− 2 α
(3)
k

)

.Nous pouvons synthétiser l'expression de la matrie D11
k dans le tableau 5.1.

D11
k = D11,a

k + D11,b
kave D11,b

k = EX0:k

{
Q−1

k

}
+ D̃11,b

k et
D11,a

k =

(
O2 O
O g11

k

)

, g11
k =

(b2
k − a2

k)2 +
(
σ2

k + a2
k

)2
σφbkα

(3)
k

(σ2
k + a2

k)(σ2
k + b2

k)
,

D̃11,b
k = EX0:k

{(

O2×2 B11,b
k

B11,b
k

∗
b11,b
k

)}

,

B11,b
k = vkδtk

(

α
(0)
k + α

(1)
k

)

Cθ
k
, b11,b

k = vkδtk

(

vkδtk

(

α
(0)
k + α

(1)
k

)

− 2 α
(3)
k

)

.Tab. 5.1 � Eléments pour le alul de la matrie D11
k .Remarque : Cette expression de D11,b

k dépend du veteur Cθ
k
. La ommande appliquée à l'instant

tk sur l'orientation in�ue don sur la performane. De même, les paramètres d'inertitudes sur lesommandes et sur le modèle interviennent au travers des termes α
(i)
k et ont naturellement un impatsur le niveau de performane.5.4.2 Calul des matries D12

k et D21
kLe alul de D12

k s'obtient également à partir de la densité de probabilité assoiée à l'équationde prédition p(Xk+1|Xk)

D12
k = EX0:k+1

{

−∆Xk

Xk+1
ln (p(Xk+1|Xk)

}

.En déomposant par rapport aux omposantes de position p̃k et orientation θk, on souhaite dondéterminer l'espérane par rapport à EX0:k
de la matrie

Ψ12
k,k+1 = EXk+1|Xk

{(

∇p̃k
∇∗

p̃k+1
lXk

Xk+1
∇p̃k
∇∗

θk+1
lXk

Xk+1

∇θk
∇p̃k+1

lXk

Xk+1
∇θk
∇θk+1

lXk

Xk+1

)}

.On onsidère uniquement la omposante (2) de l'expression lXk

Xk+1
donnée par l'équation (5.35), arle premier terme ne dépend pas de l'état à l'instant tk+1. En utilisant l'expression de Q−1

k , dont



Rappels et aluls utiles pour les développement du hapitre. 71la déomposition par blos est rappelée à la setion 5.4, on s'intéresse de nouveau au alul dugradient de Tk par rapport à l'état
Tk = ∆p̃k

∗Lk∆p̃k + 2vkδtkGθ
k

∗Lk∆p̃k + v2
kδt2kGθ

k

∗LkGθ
k

+ 2 ∆p̃k
∗Hk[∆θk − φk] + 2 vkδtkG∗

θ
k
Hk[∆θk − φk]

+ αk [∆θk − φk]2.Tout d'abord, nous proédons à des simpli�ations, en tenant ompte des spéi�ités de notremodèle. En premier lieu, le veteur Hk est olinéaire à Cθ
k
. Il est don aussi orthogonal à Gθ

k
. Enutilisant ensuite l'expression de G∗

θ
k
Lk donnée à l'équation (5.33), on obtient

Tk = ∆p̃k
∗Lk∆p̃k + 2vkδtk(α

(0)
k + α

(2)
k )G∗

θ
k
∆p̃k + v2

kδt2k(α
(0)
k + α

(2)
k )G∗

θ
k
Gθ

k

+ 2 ∆p̃k
∗Hk[∆θk − φk] + αk [∆θk − φk]2

= ∆p̃k
∗Lk∆p̃k + 2vkδtk(α

(0)
k + α

(2)
k )G∗

θ
k
∆p̃k + v2

kδt2k(α
(0)
k + α

(2)
k )G∗

θ
k
Gθ

k

+ 2 ∆p̃k
∗Hk[∆θk − φk] + αk [∆θk − φk]2soit, étant donné que ||Gθ

k
||2 = 1,

Tk = ∆p̃k
∗Lk∆p̃k + 2vkδtk(α

(0)
k + α

(2)
k )G∗

θ
k
∆p̃k + v2

kδt2k(α
(0)
k + α

(2)
k )

+ 2 ∆p̃k
∗Hk[∆θk − φk] + αk [∆θk − φk]2.

(5.42)Nous devons don aluler∇Xk

(

∇∗
Xk+1

Tk

). Ce alul de gradient∇∗
Xk+1

Tk peut être déomposéen onsidérant les gradients par rapport au veteur position p̃k+1 et à l'orientation θk+1.
∇Xk+1

Tk =

(
∇p̃k+1

Tk

∇θk+1
Tk

)Dérivation des termes ∇p̃k+1
Tk et ∇θk+1

TkEn appliquant les propriétés de alul di�érentiel d'une fontion et en utilisant la symétrie dela matrie Lk, on a
∇p̃k+1

Tk = 2 Lk [∆p̃k] + 2 vkδtk(α
(0)
k + α

(2)
k )Gθ

k
+ 2 Hk [∆θk − φk],

∇θk+1
Tk = 2 ∆p̃k

∗Hk + 2 αk+1[∆θk − φk].
(5.43)Nous pouvons maintenant aborder le alul des matries blos du laplaien ∇Xk

(

∇∗
Xk+1

Tk

).Dérivation des termes ∇p̃k

(

∇∗
p̃k+1

Tk

) et ∇p̃k
∇θk+1

TkOn déduit diretement des expressions préédentes les résultats
∇p̃k

(

∇∗
p̃k+1

Tk

)

= −2 Lk et ∇p̃k
∇θk+1

Tk = − 2Hk. (5.44)Dérivation des termes ∇θk

(

∇∗
p̃k+1

Tk

) et ∇θk
∇θk+1

TkPour es deux omposantes, les développements sont un peu plus ompliqués ar il onvient deprendre en ompte la dépendane par rapport à l'orientation θk de la matrie Lk et des veteurs
Cθ

k
et Gθ

k
. Ainsi, on a

∇θk
∇∗

p̃k+1
Tk = 2 ∆p̃k

∗ dLk

d θk
+ 2vkδtk(α

(0)
k + α

(2)
k )

dG∗
θ

k

d θk

+ 2
dH∗

k

d θk
[∆θk − φk]− 2 H∗

k .

(5.45)



72 hapitre5Pour préiser ette expression, nous exploitons l'expression de la dérivée de la matrie Lk enfontion des veteurs Gθ
k
et Cθ

k
. Ces relations sont données par l'équation (5.33). On obtientaprès substitution

∇θk
∇∗

p̃k+1
Tk = 2

(

α
(1)
k − α

(2)
k

)

∆p̃k
∗
(

Gθ
k
C∗

θ
k

+ Cθ
k
G∗

θ
k

)

− 2vkδtk(α
(0)
k + α

(2)
k )C∗

θ
k

− 2α
(3)
k [∆θk − φk]G∗

θ
k
− 2 H∗

k ,e qui est équivalent à
∇θk
∇∗

p̃k+1
Tk = −2 H∗

k + 2
(

α
(1)
k − α

(2)
k

)

∆p̃k
∗
(

Gθ
k
C∗

θ
k

+ Cθ
k
G∗

θ
k

)

− 2vkδtk(α
(0)
k + α

(2)
k )C∗

θ
k
− 2α

(3)
k [∆θk − φk]G∗

θ
k
.

. (5.46)Nous pouvons maintenant évaluer l'espérane de e veteur relativement au veteur de paramètres
Xk+1|Xk

EXk+1|k

{

∇θk
∇∗

p̃k+1
Tk

}

= −2 H∗
k + 2

(

α
(1)
k − α

(2)
k

)

EXk+1|k

{

∆p̃k
∗
(

Gθ
k
C∗

θ
k

+ Cθ
k
G∗

θ
k

)}

− 2vkδtk(α
(0)
k + α

(2)
k )C∗

θ
k
− 2α

(3)
k EXk+1|k

{[∆θk − φk]}G∗
θ

k
.Etant donné le modèle de dynamique, lorsque Xk est �xé, le veteur Xk+1 − Xk suit une loigaussienne de moyenne [−vkδtkG∗

θ
k

φk]∗. On a1 don
EXk+1|k

{

∆p̃k
∗
(

Gθ
k
C∗

θ
k

+ Cθ
k
G∗

θ
k

)}

= −vkδtkG∗
θ

k

(

Gθ
k
C∗

θ
k

+ Cθ
k
G∗

θ
k

)

EXk+1|k
{[∆θk − φk]} = 0.Nous pouvons, de nouveau, exploiter la relation d'orthogonalité entre les veteurs unitaires Cθ

k
et

Gθ
k
pour simpli�er l'espérane préédente

EXk+1|k

{

∆p̃k
∗
(

Gθ
k
C∗

θ
k

+ Cθ
k
G∗

θ
k

)}

= −vkδtkC∗
θ

k
.En substituant e résultat et en simpli�ant, nous obtenons

EXk+1|k

{

∇θk
∇∗

p̃k+1
Tk

}

= −2 H∗
k − 2 vkδtk

(

α
(0)
k + α

(1)
k

)

C∗
θ

k
. (5.47)En�n, onsidérons le dernier terme ∇θk

∇θk+1
Tk. En reprenant l'expression de la dérivée de Tkpar rapport à l'orientation préisée à l'équation 5.43, on a

∇θk
∇θk+1

Tk = 2 ∆p̃k
∗ dHk

d θk
− 2αkou enore, après substitution de Hk par son expression en fontion de Cθ

k

∇θk
∇θk+1

Tk = −2α
(3)
k ∆p̃k

∗Gθ
k
− 2αk+1. (5.48)De ette expression, nous pouvons déduire l'espérane suivante :1Nous utilisons la propriété E(A.X) = AE(X)
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EXk+1|k

{
∇θk
∇θk+1

Tk

}
= −2α

(3)
k EXk+1|k

{
∆p̃k

∗Gθ
k

}
− 2αk

= −2α
(3)
k (−vkδtkG∗

θ
k
Gθ

k
)− 2αk

= −2α
(3)
k (−vkδtkG∗

θ
k
Gθ

k
)− 2αksoit, étant donné que ||Gθ

k
|| = 1,

EXk+1|k

{
∇θk
∇θk+1

Tk

}
= −2αk + 2α

(3)
k vkδtk. (5.49)En onaténant les résultats des équations (5.44), (5.47) et (5.49), l'expression de D12

k estobtenue en onsidérant l'espérane par rapport à X0:k de la matrie
EX0:k

{

−
(

Lk Hk

H∗
k αk

)}

− D̃12
koù la matrie D̃12

k est dé�nie par l'équation suivante :
D̃12

k = EX0:k

{(
O2×2 O2×1

vkδtk

(

α
(0)
k + α

(1)
k

)

C∗
θ

k
−vkδtkα

(3)
k

)}

. (5.50)On peut remarquer les similitudes ave la matrie D̃11,b
k sur deux points. Le veteur B11,b

k estopposé au veteur orrespondant à la dernière ligne et aux deux premières olonnes de −D̃12
k . Enoutre, le terme vkδtkα

(3)
k intervient également dans les deux expressions au niveau du oe�ienten position (3, 3) des matries. En onsidérant la déomposition par blo de l'inverse de la matriede ovariane Qk, on a l'expression

D12
k = −EX0:k+1

{
Q−1

k

}
− D̃12

k . (5.51)Nous pouvons synthétiser l'expression de la matrie D12
k dans le tableau 5.2.

D12
k = −EX0:k+1

{
Q−1

k

}
− D̃12

kave
D̃12

k = EX0:k

{(O2×2 O
B11,b

k

∗
b12
k

)}

,

B11,b
k = vkδtk

(

α
(0)
k + α

(1)
k

)

Cθ
k
, b12

k = −2 α
(3)
k vkδtk.Tab. 5.2 � Eléments pour le alul de la matrie D12

k et D21
k .Remarque : Comme pour la matrie D11

k , ette matrie dépend expliitement des ommandesappliquées au mobile à haque instant tk et de la distane parourue entre les instants tk et tk+1.Le hoix des ommandes et l'intensité des bruits assoiés vont avoir une in�uene sur la matrie
D12

k , et sur la perte d'information lors du déplaement qui se traduit dans la formule de Tihavskypar le produit D12
k (Jk + D11

k )−1D21
k . Le terme D21

k se déduit de D12
k par une simple appliation del'opérateur de transposition.



74 hapitre55.4.3 Calul de D22
kLa matrie D22

k est omposée de deux termes prinipaux D22,a
k et Jz

k (C) obtenus respetivementà partir de la loi de prédition p(Xk+1|Xk) et de la densité de probabilité assoiée au proessusd'observation p(zk+1|Xk+1, C).5.4.3.1 Expression de D22,a
kLa matrie D22,a

k est déterminée à partir de la relation
D22,a

k = EX0:k+1

{

−∆
Xk+1

Xk+1
ln (p(Xk+1|Xk)

}

.De façon évidente, on peut noter que le logarithme de la densité de la prédition (5.35) est uneforme bilinéaire en Xk+1 et que le laplaien équivaut à la matrie de ovariane Q−1
k ar la matriede ovariane Qk ne dépend que de l'orientation à l'instant tk. On en déduit de façon immédiateque

D22,a
k = EX0:k

{
Q−1

k

} (5.52)5.4.3.2 Expression de Jz
k (C)Pour le terme Jz

k (C), qui dépend de l'équation de mesure et de l'information artographiquedisponible C, on a
Jz

k (C) = EX0:k+1,z0:k+1

{

−∆
Xk+1

Xk+1
ln (p(zk+1|Xk+1, C))

}

.Il est enore possible de l'érire sous la forme
Jz

k (C) = EX0:k+1

{

Ψ22,b
k,k+1

}

.où la matrie Ψ22,b
k,k+1 est obtenue en prenant l'espérane onditionnelle z1:k+1|X0:k+1 de

lXk+1
zk+1

= − ln (p(zk+1|Xk+1, C)). (5.53)Nous avons supposé que le proessus de loalisation s'appuie sur un algorithme d'assoiation quipermet une mise en orrespondane des amers et des mesures potentielles dont la performane estmaîtrisée et n'introduit pas de orrélation entre les mesures élémentaires. La matrie de ovarianedes mesures Rk+1 est de dimension 2nk+1 et diagonale par blos de taille 2×2 où nk+1 ≤ nC est lenombre d'amers de la arte C qui seraient exploités dans le proessus de loalisation à l'instant tk+1.Considérons le sous-ensemble des nk+1 amers de la arte qui seraient utilisés à l'instant tk+1 dansle proessus de orretion du �ltre. On le notera Ck+1 par la suite et {il}, l = 1, · · · , nk+1 sont lesindies des amers assoiés. La mesure provenant de l'amer fil
est inertaine, e qui se traduit parla matrie de ovariane élémentaire Rk+1,il

diagonale. Selon le modèle onsidéré parmi les troisintroduits à l'équation (4.17) du hapitre 4, l'inertitude sur la distane peut dépendre expliitementde l'état ourant du mobile lors de l'aquisition des mesures. Ainsi, on a
∀ l = 1, · · · , nk+1, Rk+1,il

=

(
σ2

dk+1,il
0

0 σ2
ϕ

)

. (5.54)Nous développerons les aluls pour les modèles (M0) et (M1). Dans le modèle (M0), l'inerti-tude est modélisée par une loi gaussienne de varianes onstantes au ours du temps. Pour (M1),la variane sur la mesure de distane est une fontion de ette distane, don du veteur formé parla position du mobile et l'amer observé dans Rg. On rappelle ii la dé�nition de la variane pour
M1

(M1) σdk,l = σd d (Xk, fl)
γ

, γ ≥ 1



Rappels et aluls utiles pour les développement du hapitre. 75En outre, les mesures étant indépendantes, l'expression de l
Xk+1
zk+1 proposée à l'équation (5.53) estéquivalente à

lXk+1
zk+1

=

nk+1∑

l=1

l
Xk+1

zk+1,fil
(5.55)ave pour haque amer élémentaire

l
Xk+1

zk+1,fil
= − ln

(
p(zil

k+1|Xk+1, fil

)
). (5.56)Nous allons nous attaher à préiser l'expression de l'espérane Ezk+1|Xk+1

du laplaien par rapportà l'état du mobile de haune des fontions l
Xk+1

zk+1,fil
, l = 1, · · · , nk+1, a�n de déterminer Ψ22,b

k,k+1.Par ommodité, nous utiliserons la notation suivante :
Ψ22,b

k,k+1,il
= −Ezk+1|Xk+1

{

∆
Xk+1

Xk+1
ln
(
p(zil

k+1|Xk+1, fil

)
)
}

. (5.57)Les densités de mesures élémentaires étant des densités gaussiennes, par appliation de la propriété??, nous savons que le terme en position (i, j), 1 ≤ i, j ≤ 3 de ette matrie est donnée parl'expression
Ψ22,b

k,k+1,il
(i, j) =

1

2
tr(R−1

k+1,il

dRk+1,il

dX i
k+1

R−1
k+1,il

dRk+1,il

dXj
k+1

)

︸ ︷︷ ︸

(∗)

+

(

dH∗(Xk+1, fil
)

dX i
k+1

)

R−1
k+1,il

(

dH(Xk+1, fil
)

dXj
k+1

)

︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

.

(5.58)
Pour le terme (∗∗), il est don néessaire de préiser les gradients de la fontionnelle d'obser-vation H(Xk+1, fil

). Elle omporte deux omposantes orrespondant respetivement à la distane
d(Xk+1, fil

) et à la mesure d'angle relative à l'orientation du mobile ϕ(Xk+1, fil
). Nous avons

d(Xk, fil
) =

√

(xk − xil
)2 + (yk − yil

)2

ϕ(Xk, fil
) = arctan2

(
yil
− yk

xil
− xk

)

− θk.Avant d'exprimer les gradients par rapport à l'état Xk+1 de es deux fontions, nous introduisonsdes notations qui nous permettrons d'obtenir des formulations struturées de la matrie d'informa-tion. Ces notations traduisent la on�guration géométrique assoiée à l'aquisition d'une mesureélémentaire.Pour un amer fil
donné parmi les nk+1 amers qui seraient utilisés dans le proessus de loali-sation, nous onsidérons les notations suivantes illustrées sur la �gure 5.2.� ∆xil

k+1 et ∆yil

k+1 les oordonnées du veteur � amer-mobile � −−−−−→Pk+1fil
dans le repère global

Rg,� sa norme ρk+1
il

:=
∥
∥
∥
−−−−−→
Pk+1fil

∥
∥
∥ et son argument βk+1

il
:=∡
−−−−−→
Pk+1fil

,� le osinus et le sinus de l'argument ck+1
il

:= cos(βk+1
il

) et sk+1
il

:= sin(βk+1
il

).Pour la fontion de distane, l'expression du gradient est donnée par la formule suivante :
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PSfrag replaements ρk+1

il

βk+1
il

fil

rx

ry

Fig. 5.2 � Notations pour une on�guration � amer-mobile �.
∇Xk+1

d(Xk+1, fil
) =







(xk+1−xil
)

ρk+1
il

(yk+1−yil
)

ρk+1
il

0







= −








∆x
il
k+1

ρk+1
il

∆y
il
k+1

ρk+1
il

0








.En utilisant l'argument βk+1
il

du veteur −−−−−→Pk+1fil
, on en déduit la formulation équivalente

∇Xk+1
d(Xk+1, fil

) = −





ck+1
il

sk+1
il

0



 . (5.59)De même, pour la fontion de mesure d'angle nous obtenons
∇Xk+1

ϕ(Xk+1, fil
) =








− (yk+1−yil
)

ρk+1
il

2

(xk+1−xil
)

ρk+1
il

2

−1








=








∆x
il
k+1

ρk+1
il

2

−∆x
il
k+1

ρk+1
il

2

−1






En utilisant de nouveau l'argument βk+1

il
du veteur −−−−−→Pk+1fil

, on en déduit
∇Xk+1

ϕ(Xk+1, fil
) =








sk+1
il

ρk+1
il

− ck+1
il

ρk+1
il

−1








. (5.60)A partir de l'expression de es gradients, nous pouvons détailller l'expression de la matried'information, dont les oe�ients sont obtenues à partir des termes (∗∗) de l'équation (7.19). Lesopérations sont identiques quel que soit le modèle d'erreur onsidéré.Dérivation du terme (**). Si nous reprenons l'expression de e terme, nous avons pour haqueomposante (i, j), i, j = 1, 2, 3 de la matrie résultante,
(

dH∗(Xk+1, fil
)

dX i
k+1

)

R−1
k+1,il

(

dH(Xk+1, fil
)

dXj
k+1

)

.soit, en utilisant la dé�nition de la fontionnelle H(Xk+1, fil
)





d d(Xk+1,fil
)

dXi
k+1

d ϕ(Xk+1,fil
)

dXi
k+1





∗

R−1
k+1,il





d d(Xk+1,fil
)

dXj
k+1

d ϕ(Xk+1,fil
)

dXj
k+1



 .



Rappels et aluls utiles pour les développement du hapitre. 77A partir des propriétés de alul matriiel, il est possible d'obtenir une formulation ondenséepour la matrie résultante, que nous noterons Dk+1
il

Dk+1
il

=

(
∇Xk+1

d∗(Xk+1, fil
)

∇Xk+1
ϕ∗(Xk+1, fil

)

)∗
R−1

k+1,il

(
∇Xk+1

d∗(Xk+1, fil
)

∇Xk+1
ϕ∗(Xk+1, fil

)

)

.Nous pouvons substituer les gradients dans la formule préédente par leurs expressions aluléesà partir de la on�guration géométrique de l'aquisition de la mesure présentées au niveau deséquations (5.59) et (5.60). Cela nous amène à introduire la matrie suivante :
Gk+1

Xl =





(xk+1−xl)

ρk+1
l

(yk+1−yl)

ρk+1
l

0

− (yk+1−yl)

ρk+1
l

2

(xk+1−xl)

ρk+1
l

2 −1



 . (5.61)Cette matrie peut enore s'érire sous la forme équivalente, en utilisant la norme et l'argument
βk+1

il
du veteur � amer-mobile � −−−−−→Pk+1fil

,
Gk+1

Xl =




−ck+1

il
−sk+1

il
0

sk+1
il

ρk+1
l

− ck+1
il

ρk+1
l

−1



 . (5.62)Les veteurs lignes orrespondent aux gradients des fontions de mesure par rapport à l'état àl'instant tk+1. Par onséquent, on a pour tout amer fil

Dk+1
il

= Gk+1∗
Xil

R−1
k+1,il

Gk+1
Xil

. (5.63)Dérivation du terme (*). Nous devons tenir ompte du modèle d'erreur onsidérée.Cas du modèle M0. Pour le modèle (M0), la matrie de ovariane R−1
k+1,il

, l = 1, · · · , nk+1ne dépend pas de l'état du mobile à l'instant de mesure. Le terme (∗) est don nul pour tout
(i, j), i, j = 1, 2, 3.Cas du modèle M1. A l'inverse du modèle M0, le terme (∗) n'est pas nul. La variane de l'erreursur la mesure de distane dépend de ette même distane. Pour (i, j), 1 ≤ i, j ≤ 3, nous devonspréiser l'expression

Yk+1,il
(i, j) = tr(R−1

k+1,il

dRk+1,il

dX i
k+1

R−1
k+1,il

dRk+1,il

dXj
k+1

)

, (5.64)ave la matrie de ovariane de la forme
Rk+1,il

=

(
σ2

dk+1,il
0

0 σ2
ϕ

)

, (5.65)et
σdk,l = σd d (Xk, fl)

γ
, γ ≥ 1.Pour e modèle, seuls les paramètres du veteur de position de l'état du mobile interviennent donau niveau de l'inertitude sur la mesure de distane. La matrie résultante est don une matrieave une déomposition par blos, où seul le blo supérieur gauhe de taille 2×2 est non nul. Nousdevons déterminer la dérivée de la matrie de ovariane par rapport aux omposantes du veteurposition p̃k+1. Les dérivées de la variane de l'erreur sur l'information de distane par rapport à

xk+1 et yk+1 sont données par l'expression suivante (le détail de es aluls est présenté en annexeB). :
∂σ2

dk+1,il

∂xk+1
= −2γ

∆xil

k+1

ρk+1
il

2 σ2
dk+1,il

,
∂σ2

dk+1,il

∂yk+1
= −2γ

∆yil

k+1

ρk+1
il

2 σ2
dk+1,il



78 hapitre5où les paramètres ∆xil

k+1 et ∆yil

k+1 sont les oordonnées dans Rg du veteur −−−−−→Pk+1fil
. Pour lesdérivées par rapport aux omposantes de position, seul le oe�ient en (1, 1) est non nul. De plus,la matrie Rk+1,il

étant diagonale, on en déduit que les matries des produits matriiels impliquésau niveau de l'opérateur trae dans l'équation (7.24) pour le alul de Yk+1,il
(i, j) ont des termestous nuls, hormis en position (1, 1). Ainsitr(R−1

k+1,il

dRk+1,il

dX i
k+1

R−1
k+1,il

dRk+1,il

dXj
k+1

)

=







4γ2 ∆x
il
k+1

2

ρk+1
il

4 si i = j = 1

4γ2 ∆y
il
k+1

2

ρk+1
il

4 si i = j = 2

4γ2 ∆y
il
k+1

∆y
il
k+1

ρk+1
il

4 si (i, j) = 1, 2 et i 6= j

0 si i = 3 ou j = 3.

(5.66)
En utilisant l'argument βk+1

il
du veteur −−−−−→Pk+1fil

, on peut réérire les termes préédents sous laforme équivalente
Yk+1,il

(i, j) =







4γ2

ρk+1
il

2 cos2(βk+1
il

) si i = j = 1

4γ2

ρk+1
il

2 sin2(βk+1
il

) si i = j = 2

4γ2

ρk+1
il

2 cos(βk+1
il

) sin(βk+1
il

) si (i, j) = 1, 2 et i 6= j

0 si i = 3 ou j = 3.

(5.67)On en déduit don l'expression dé�nitive de la matrie Yk+1,l

Yk+1,il
=

4γ2

ρk+1
il

2





cos2(βk+1
il

) sin(2βk+1
il

)/2 0

sin(2βk+1
il

)/2 sin2(βk+1
il

) 0
0 0 0



 . (5.68)Remarque : A partir de ette expression, on illustre bien l'impat du modèle d'erreur (M1) surl'information de loalisation, en partiulier sur la performane de l'estimation des omposantesduveteur position. Le gain d'information dépend à la fois de l'inverse de la distane à l'amer et dela valeur du paramètre γ. En e�et, si l'on onsidère la trae de la projetion de ette matrie sur lesous-espae dé�ni par les paramètres de position, elle est égale à 4γ2

ρk+1
il

2 . Ce résultat est en aordave le modèle (M1) où la variane, sur la mesure de distane, est d'autant plus importante que ladistane à l'amer et le paramètre d'éhelle γ sont grands. Pour le modèle (M2), il est possible dedériver également la matrie Yk+1,il
. Dans e as, la variane dépend de la mesure d'angle, le gaind'information sur l'état omplet (position et orientation) est impaté.Synthèse pour l'expression de Jz
k+1(C). Nous avons déliné dans les paragraphes préédentsl'expression des matries Ψ22,b

k,k+1,il
pour haque amer fil

utilisable dans le proessus de orretiondu �ltrage. Nous avons vu que ette matrie était omposée de deux parties variables selon lemodèle d'erreur onsidéré. Dans le adre le plus général, nous pouvons exprimer Jz
k+1(C) ommesuit :

Jz
k+1(C) =

1

2

nC∑

l=1

EX0:k+1

{
δk+1
l Yk+1,l

}
+

nC∑

l=1

EX0:k+1

{

δk+1
l Gk+1∗

Xl R−1
k+1,lG

k+1
Xl

}

, (5.69)où la matrie Yk+1,l est équivalente à la matrie nulle pour le modèle M0 et donnée par l'équation(5.68) pour le modèle M1. La matrie Gk+1
Xl est fournie à l'équation (5.70), étant struturée selonla on�guration géométrique dé�nie par l'état du mobile et les amers de la arte.Le tableau suivant réapitule les prinipaux éléments pour le alul de la matrie 5.3.
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D22

k = D22,a
k + Jz

k+1(C)ave D22,a
k = EX0:k

{
Q−1

k

} et
Jz

k+1(C) =
1

2

nC∑

l=1

EX0:k+1

{
δk+1
l Yk+1,l

}
+

nC∑

l=1

EX0:k+1

{

δk+1
l Gk+1∗

Xl R−1
k+1,lG

k+1
Xl

}

,où ∀l = 1, · · · , nC ,1. si le modèle d'erreur est (M0)

Rk+1,l = Diag
(
σ2

d, σ2
ϕ

) et Yk+1,l = O3×3,2. si le modèle d'erreur est (M1)

Rk+1,l = Diag
(

σ2
d ρk+1

l

2γ
, σ2

ϕ

) et Yk+1,l =
4γ2

ρk+1
l

2





cos2(βk+1
l ) sin(2βk+1

l )/2 0

sin(2βk+1
l )/2 sin2(βk+1

l ) 0
0 0 0



 ,et
Gk+1

Xl =

(−ck+1
l −sk+1

l 0
sk+1

l

ρk+1
l

− ck+1
l

ρk+1
l

−1

)

. (5.70)Tab. 5.3 � Eléments pour le alul de la matrie D22
k .5.4.4 Conlusions de la setionNous avons préisé dans ette setion la formulation des matries permettant de aluler defaçon réursive la borne sur la matrie de ovariane de l'estimateur a posteriori pour notre pro-blème de loalisation à partir d'une arte d'amers. Pour ela, nous avons supposé d'une part quela position des amers est parfaitement onnue, et d'autre part que l'algorithme d'assoiation estsu�samment performant pour que les mesures qui seraient reçues soient orretement a�etées auxamers ontenus dans la zone de pereption du mobile. Nous verrons, dans un autre hapitre, om-ment l'hypothèse sur la onnaissane de la arte peut être relâhée pour tenir ompte d'inertitudesur leurs positions dans le plan. La suite de e hapitre aborde l'estimation pratique des bornes,notamment au travers de l'approximation des espéranes qui interviennent dans l'expression desmatries.5.5 Algorithmes d'estimation de la BCRBNous avons obtenu dans la setion préédente l'expression des di�érents termes permettant, àpartir de la relation de réurrene de Tyhavsky, de dériver la matrie d'information de Fisher aposteriori Jk à haque instant. Néanmoins, en pratique, on est onfronté au problème du aluldes espéranes, don des intégrales, par rapport à la trajetoire et aux mesures (X0:k, z1:k) jusqu'àl'instant tk. En e�et, on ne peut obtenir une formulation expliite des matries que dans des aspartiuliers. Par exemple, lorsque les équations du système sont linéaires et les bruits gaussiensave des matries de ovarianes invariantes, on se ramène à une équation de mise à jour similaireà elui du �ltre de Kalman ou de sa formulation duale, le ��ltre d'information� [Dod03℄. Pour er-tains problèmes, les inonvénients de la non-linéarité peuvent être ontournés en se plaçant dansun espae de représentation de l'état plus adapté. Ainsi, dans [Bré05℄, une représentation logarith-mique polaire (LPC) est préonisée pour le problème de pistage de ibles par mesures d'angles etpermet d'obtenir des formulations expliites des matries d'information. Cependant, dans la ma-



80 hapitre5jorité des situations renontrées, il est néessaire d'approher es quantités par simulation MonteCarlo à partir de la onnaissane des densités de probabilité de prédition et d'observation. Dansla littérature, ette di�ulté est parfois omise en onsidérant notamment que l'impat du bruitd'évolution est faible. On se ramène don bien souvent à une approximation autour de la tra-jetoire nominale et on ne s'intéresse qu'au terme dépendant du proessus d'observation supposéprépondérant. Cette approhe est utilisée dans [KG06℄ pour déterminer un ritère loal pour laplani�ation des trajetoires d'une engin sous-marin se loalisant à l'aide d'une arte bathymé-trique. Une telle approximation est sur le plan théorique valable en limite (� régime permanent �)lorsque l'on s'intéresse à l'analyse des performanes du �ltre en temps long et pour des modèles dedynamique de strutures bien spéi�ques.Pour une arte donnée C et un mobile disposant d'un domaine de pereption P dé�ni par lesapaités de ses apteurs (laser, améra...), on s'intéresse à l'approximation des intégrales de laforme
D11

k =

∫

Ψ11
k,k+1p(X0:k, )dX0:k

D12
k =

∫

Ψ12
k,k+1p(X0:k)dX0:k

D22,a
k =

∫

Ψ22,a
k,k+1p(X0:k)dX0:k

JZ
k (C) =

∫

Ψ22,b
k,k+1p(X0:k+1)dX0:k+1,où les matries Ψ∗∗,∗

k,k+1 sont elles préisées dans la setion préédente. Nous présentons trois mé-thodes permettant d'aéder à une approximation de es grandeurs. Elles se distinguent par leoût alulatoire et la préision des approximations produites. Nous onsidérons une trajetoire dumobile omposée de K étapes, et onstruite en imposant à partir d'une position initiale X0 autourde X̂0 une suite de ommandes en déplaement et orientation
u0:K−1 = {u0, · · · , uk, · · · , uK−1}

= {(v0, φ0) , · · · , (vk, φk) , · · · , (vK−1, φK−1)} ,
(5.71)où (vk, φk) sont appliqués à l'instant tk, k = 0, · · · , K − 1. La trajetoire ainsi onstruite parappliation de la séquene de ommande et sans prise en ompte du bruit est notée X̂0:K .

PSfrag replaements
X̂0

X̂1

X̂k

Fig. 5.3 � Trajetoire nominale (rouge) et bruitées (bleues).5.5.1 Approximation autour de la trajetoire nominalePour éviter les oûts de alul importants néessaires à l'évaluation des intégrales, une premièrestratégie onsiste à approximer les espéranes des matries par les matries alulées au niveau



Algorithmes d'estimation de la BCRB 81de la trajetoire nominale X̂0:K . On obtient une expression de la formule réursive de Tihavskyéquivalente à elle qui serait obtenue pour un problème d'estimation pour le système dont le modèlede dynamique est elui déduit de la linéarisation des équations de prédition et d'observation,autour de ette trajetoire. Cette approhe se traduit par l'algorithme 7 présenté en page 81.Algorithme 7 Calul réursif de la BCRB à partir de la trajetoire nominale.On onsidère les entrées :
• X̂0 =

(

x̂0 ŷ0 θ̂0

)∗ l'état supposé du mobile à l'instant initial,
• (u0, · · · , uK−1) la suite des ommandes en vitesse et rotation,
• (δt1, · · · , δtK) les durées de haque déplaement élémentaire,
• les paramètres du modèle de dynamique σ, σθ , σd, σϕ.Initialisation :

Ĵ0 = P−1
0 et k = 0, (5.72)Itération :Pour K − 1 ≥ k ≥ 0,� prédition de X̂k+1 à partir de X̂k =

(

x̂k ŷk θ̂k

)∗ et uk, à partir du modèle de dynamique 4.2sans erreur,� alul de ak, bk, cθ̂k+φk
et sθ̂k+φk

, puis les approximations des veteurs Cθ
k
et Gθ

k
, pour l'orien-tation égale à θ̂k. Ces veteurs sont notés C̃θ

k
et G̃θ

k
.� alul des oe�ients αk et α

(i)
k , i = 0, 1, 2, 3 à partir de l'équation (5.29).� approximation de l'inverse de Q−1

k ≈ Q̂−1
k à partir de la déomposition par blos dé�nie àl'équation (5.28).� alul des termes D11

k , D12
k , D21

k et D22,a
k à partir des équations présentées dans les tableaux 5.1,5.2 et 5.3. A e stade, on obtient les approximations

D̂11
k , D̂12

k , D̂12
k = D̂21∗

k et D̂22,a
k .Elles utilisent notamment l'approximation du veteur C̃θ

k
.� identi�ation des amers {fi} visibles de X̂k+1 selon les aratéristiques du apteur de mesure,don δk+1

l = 1.� approximation du terme assoié au proessus de mesure Ĵz
k+1(C) de D22

k , à partir des élémentsdonnés au tableau 5.3 :
• pour tout fl ave δk+1

l = 1 déterminer le ouple (ρl
k+1, βk+1

l

) à partir de X̂k+1.
• Selon le modèle, déterminer les matries Rk+1,l, Yk+1,l et Gk+1

Xl .� alul de Ĵk+1 par appliation de la formule de réurrene (5.21)
Ĵk+1 = Ĵz

k (C) + D̂22,a
k − D̂21

k (Ĵk + D̂11
k )−1D̂12

k (5.73)� faire k = k + 1.
5.5.2 Approximation par simulation de trajetoires bruitéesL'approhe la plus naturelle pour l'estimation des espéranes onsiste à employer des tirages detrajetoires, autour de la trajetoire nominale, en utilisant la densité de probabilité déduite du mo-dèle d'évolution (f. �gure 5.3). La préision de l'approximation est en théorie diretement assoiéeà la taille de l'éhantillon de trajetoires employé. Pour réduire, la harge de alul, nous proposonsde onsidérer une approhe intermédiaire basée sur la transformée unsented qui permet un hoixdéterministe de l'éhantillon. Nous présentons deux approhes par simulation qui orrespondent àdeux algorithmes d'approximation des matries de la formule de Tihavsky.



82 hapitre55.5.2.1 Simulation de de type Monte CarloOn peut générer un éhantillon de nmc trajetoires bruitées X1:nmc

0:K :=
{
X i

0:K

}
, i = 1, · · · , nmcen proédant selon le shéma présenté au niveau de l'algorithme 8 en page 82. L'éhantillon deAlgorithme 8 Trajetoires simulées par tirage de Monte Carlo.(1) Initialisation : pour i = 1, · · · , nmc X i

0 ∼ p(X0) = N (X̂0, P0)(2) Approximation de la densité prédite : pour k ≥ 0,� ∀ i = 1, · · · , nmc, déterminer la matrie de ovariane du bruit sur les ommandes Qu,i
k =

G(θi
k, uk)Cu G(θi

k, uk)∗.� Approximer la matrie de ovariane de prédition
Qk ≈

1

nτ

nmc∑

i=1

Qu,i
k + Qm

k . (5.74).� Générer un éhantillon de bruits pour la prédition ωi
k ∼ N (O3×1, Qk).� Obtenir X i

k+1 en appliquant le modèle de dynamique de l'équation (4.2)
X i

k+1 = fk(X i
k, uk) + ωi

k.On obtient ainsi à l'instant k + 1 un éhantillon permettant une approximation de la densité
p(Xk+1|Xk, uk).trajetoires obtenus permet d'approximer des espéranes pour les termes de la formule réursivepour la détermination de la matrie d'information de Fisher. Les di�érentes étapes de ette approhesont présentées au niveau de l'algorithme 9 présenté en page 83.5.5.2.2 Utilisation d'un éhantillon déterministeNous avons déjà introduit la transformation unsented au hapitre 4 pour la dérivation du �ltreUKF. Elle fournit une approximation des deux premiers moments d'un veteur aléatoire déduit d'unautre veteur aléatoire au travers d'une appliation non-linéaire. Cette approximation s'appuie surun éhantillonnage déterministe de l'espae d'état. Nous proposons d'utiliser ette méthode pourobtenir des estimations des espéranes intervenant dans la formule réursive du alul de la borne.Nous présentons d'abord omment propager les sigma-points entre deux instants onséutifs, pourobtenir un éhantillon de trajetoires représentatif X1:nut

0:K , nut étant le nombre de sigma-points.Cette phase de propagation est quasiment identique à l'algorithme 8 présenté en page 82. Cetteapprohe permet de limiter la taille de l'éhantillon de trajetoires utilisées pour l'estimation desexpéranes. Le alul de l'approximation est dérit par l'algorithme 11 présenté en page 855.6 Conlusions du hapitreDans e hapitre, nous avons introduit les éléments pour l'analyse de la performane du �ltrede loalisation à partir d'amers en utilisant la borne de Cramèr-Rao a posteriori (BCRB). Lesrésultats démontrés par Tyhavsky ont été exploités pour le alul sur une trajetoire omplèteà partir d'une relation de réurrene. Les expressions des matries qui inteviennent dans la miseen oeuvre de ette formule nous ont permis d'illustrer l'importane des di�érents paramètres dumodèles dans le proessus de loalisation.Cependant, les aratéristiques intrinsèques du modèle ne permettent pas de dé�nir une expressionanalytique des di�érents termes néessaires au alul de la séquene de matrie d'information deFisher. Nous avons don présenté trois approhes permettant d'obtenir à une approximation enpratique. Des ritères de performanes seront dérivés de ette matrie pour appréier la qualité d'unhoix de trajetoire en fontion d'une répartition d'amers dans l'environnement. Par ontre, il n'apas été tenu ompte de l'inertitude sur la artographie dans les développements préédents. Nousverrons plus loin omment ette notion d'inertitude peut être intégrée dans le alul de la BCRB,



Conlusions du hapitre 83Algorithme 9 Calul de la BCRB par simulation Monte CarloOn onsidère les entrées :
• X̂0 l'état initial moyen du mobile,
• (u0, · · · , uK−1), la suite des ommandes en vitesse et rotation,
• (δt1, · · · , δtK) les durées de haque déplaement élémentaire,
• Les aratéristiques du modèle σ, σθ , σd, σϕ.Initialisation :� Génération d'un éhantillon X1:nmc

0 ave X i
0 =

(
xi

0 yi
0 θi

0

)∗
, i = 1, · · · , nmc à partir de p(X0)

Ĵ0 = P−1
0 et k = 0. (5.75)Itération :Pour K − 1 ≥ k ≥ 0,� génération de l'éhantillon X1:nmc

k+1 :=
{
X i

k+1

} à partir de X1:nmc

k+1 et uk en utilisant l'algorithme8,� alul de ak, bk, cθi
k
+φk

et sθi
k
+φk

, puis des veteurs Cθi
k
et Gθi

k
pour l'orientation égale à θi

k,� alul de l'inverse de la matrie de ovariane Q−1
k,i pour l'hypothèse d'orientation θi

k, i =
1, · · · , nmc selon (5.28),� approximation des termes D11

k , D12
k , D21

k et D22,a
k

D̂11
k =

1

nmc

nmc∑

i=1

D11
k,i D̂12

k =
1

nmc

nmc∑

i=1

D̂12
k,i

D̂12
k = D̂21∗

k D̂22,a
k =

1

nmc

nmc∑

i=1

D̂22,a
k,i .Les matrie D̂∗∗,∗

k,i sont obtenues en utilisant les éléments présentés dans les tableaux 5.1, 5.2 et5.3. Elles utilisent notamment le veteur Cθi
k
.� Pour tout 1 ≤ i ≤ nmc, identi�ation des amers visibles de X i

k+1 et alul du terme assoié auproessus de mesure Jz,i
k+1(C) selon le modèle d'erreur, selon les étapes présentées dans l'algo-rithme 7 pour l'état X i
k+1. On obtient don Jz,i

k+1(C) à partir de l'équation (5.69) pour l'état
X i

k+1.� Approximation de Ĵz
k (C)

Ĵz
k (C) =

1

nmc

nmc∑

i=1

Jz,i
k (C), (5.76)� alul de Ĵk+1 par appliation de la formule de réurrene (5.21)

Ĵk+1 = Ĵz
k (C) + D̂22,a

k − D̂21
k (Ĵk + D̂11

k )−1D̂12
k , (5.77)� faire k = k + 1par une approximation autour de la arte moyenne et en adaptant l'équation d'observation dusystème. Nous présentons tout d'abord dans le hapitre qui suit quelques résultats d'approximationde la borne sur quelques senarii.
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Algorithme 10 Trajetoires simulées par la tranformée unsented.(1) Initialisation : soit w
(i)
m,0, un éhantillon de sigma-points de bruits déduit de P0 ave W

(i)
m,0 lespoids. On obtient un éhantillon de sigma-points pour l'état initial X i

0, W
(i)
m,0, i = 1, · · · , nuten ajoutant à X̂0 et éhantillon de bruits.(2) Approximation de la densité prédite : pour k ≥ 0,� ∀ i = 1, · · · , nut, déterminer la matrie de ovariane du bruit sur les ommandes Qu,i

k =
G(θi

k, uk)Cu G(θi
k, uk)∗,� approximer la matrie de ovariane de prédition

Qk ≈
nut∑

i=1

W
(i)
m,kQu,i

k + Qm
k , (5.78)� générer un éhantillon de bruits pour la prédition ωi

k, i = 1, · · · , nut représentatif de Qk.� obtenir X i
k+1, W

(i)
m,k+1 en appliquant le modèle de dynamique de l'équation (4.2)

X i
k+1 = fk(X i

k, uk) + ωi
k, W

(i)
m,k+1 = W

(i)
m,k. (5.79)On obtient ainsi à l'instant k + 1, un éhantillon permettant une approximation de la densité

p(Xk+1|Xk, uk).
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Algorithme 11 Calul de la BCRB par la transformée unsented.On onsidère les entrées :
• X̂0 l'état initial moyen du mobile,
• (u0, · · · , uK−1) la suite des ommandes en vitesse et rotation,
• (δt1, · · · , δtK) les durées de haque déplaement élémentaire,
• les aratéristiques du modèle σ, , σθ , σd, σϕ.Initialisation :� Génération d'un éhantillon pondéré X

1:nsp

0 , W
(i)
m,0 ave X i

0 =
(
xi

0 yi
0 θi

0

)∗
, i = 1, · · · , nsp àpartir de p(X0)

Ĵ0 = P−1
0 et k = 0. (5.80)Itération :Pour K − 1 ≥ k ≥ 0,� génération de l'éhantillon pondéré X

1:nsp

k+1 :=
{
X i

k+1

} à partir de X
1:nsp

k et uk en utilisant l'al-gorithme 10,� alul de ak, bk, cθi
k
+φk

et sθi
k
+φk

, puis les veteurs Cθi
k
et Gθi

k
pour l'orientation égale à θi

k.� approximation de l'inverse de la matrie de ovariane Q−1
k,i pour l'hypothèse d'orientation θi

k,
i = 1, · · · , nmc selon (5.28).� approximation des termes D11

k , D12
k , D21

k et D22,a
k

D̂11
k =

nut∑

i=1

W
(i)
m,kD̂11,a

k,i , D̂12
k =

nut∑

i=1

W
(i)
m,kD̂12,i

k

D̂12
k = D̂21∗

k , D̂22,a
k =

nut∑

i=1

W
(i)
m,kD̂22,a

k,i .Les matrie D̂∗∗,∗
k,i sont obtenues en utilisant les éléments présentés dans les tableaux 5.1, 5.2 et5.3. Elles utilisent notamment le veteur Cθi

k
.� Pour tout 1 ≤ i ≤ nut, identi�ation des amers visibles de X i

k+1 et alul du terme assoié auproessus de mesure Jz,i
k+1(C) selon le modèle d'erreur, selon les étapes présentées dans l'algo-rithme 7 pour l'état X i
k+1. On obtient don Jz,i

k+1(C) à partir de l'équation (5.69) pour l'état
X i

k+1.� Approximation de Ĵz
k (C)

Ĵz
k (C) =

nut∑

i=1

W
(i)
m,kJz,i

k (C) (5.81)� alul de Ĵk+1 par appliation de la formule de réurrene (5.21)
Ĵk+1 = Ĵz

k (C) + D̂22,a
k − D̂21

k (Ĵk + D̂11
k )−1D̂12

k , (5.82)� faire k = k + 1.
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Chapitre 6Quelques exemples en simulationNous avons introduit la borne de Cramèr-Rao a posteriori omme mesure de performane denotre problème de loalisation, dans le sens où elle onstitue une borne inférieure de l'erreur d'es-timation en l'absene de biais. Plus préisément, nous avons fait apparaître le lien entre la matried'information de Fisher et la borne. Par ailleurs, nous avons exploité les travaux de Tihavsky etal. pour aluler, de façon réursive, le blo inférieur droit de la matrie d'information de Fisherassoiée à la trajetoire de l'état. Cette matrie orrespond à la borne a posteriori sur l'erreurd'estimation dans un adre bayésien. Plusieurs stratégies ont été proposées pour ontourner ladi�ulté liée à l'approximation des intégrales pour la détermination des espéranes. L'objetif dee hapitre est d'analyser le omportement de la borne sur quelques sénarii en simulation. Onétudiera en partiulier les paramètres géométriques de l'ellipsoïde assoiée à l'inverse de la matriede Fisher Jk.6.1 Paramètres pour l'analyseNous introduisons dans ette setion les paramètres qui peuvent servir pour aratériser laborne. Une partie d'entre eux sera exploitée dans l'analyse qui sera menée sur les senarii onsidérésdans e hapitre. Certains paramètres permettent d'étudier une omposante du veteur d'état priseindépendamment des deux autres. D'autres o�rent la possibilité de déoupler les e�ets sur les sous-espaes orrespondant respetivement à la position et à l'orientation. Nous nous foaliserons à lafois sur le omportement loal en un point de la trajetoire et sur le omportement umulé surune trajetoire omplète. Dans la suite, on se donne une trajetoire X0:K onstruite à partie d'uneséquene de ommandes et de vitesses et on note J0:K la suite des matries d'information de Fisher
Jk pour l'estimation de l'état Xk à haque instant k = 0, · · · , K.Dé�nition 13 Pour tout k = 0, · · · , K, on dé�nit l'ellipsoïde E(k, α) (α ∈ R+ �xé) assoiée à lamatrie d'information Jk omme l'ensemble

E(k, α) =
{
X ∈ R

2×]− π, π] : (X −Xk)
∗
(W ∗JkW ) (X −Xk) ≤ α

}
, (6.1)où W est une matrie de pondération1 partiulière permettant de réduire les e�ets de la di�érened'ordre de grandeur entre les omposantes de position et l'orientation. Le hoix du paramètre αpermet de onsidérer di�érents niveaux de on�ane.De même, si l'on s'intéresse à la performane sur l'estimation de la position dans le plan 2Dindépendamment de l'orientation, on peut introduit l'ensemble Ep̃(k, α), délimité par la projetionsur l'espae des positions de l'ellipsoïde.Dé�nition 14 L'ensemble Ep̃(k, α) est dé�ni de façon formelle par

Ep(k, α) =
{
p̃ ∈ R

2 : (p̃ − p̃k)∗ (B∗JkB) (p̃ − p̃k) ≤ α
}

, (6.2)1En e�et, l'unité des oe�ients de Jk orrespondant aux omposantes de position est le m2, alors que pourl'orientation l'unité est le rad2. 87
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B étant la matrie de projetion sur les omposantes de position

B =





1 0
0 1
0 0



 . (6.3)L'analyse de haune des omposantes est réalisée à partir des paramètres suivants qui peuventêtre assoiés aux aratéristiques de la forme géométrique de l'ellipsoïde.Dé�nition 15 La borne inférieure du arré de l'erreur quadratique sur les omposantes xk, yk, θkest donnée respetivement par
bx =

√

J−1
k (1, 1) (m.), by =

√

J−1
k (2, 2) (m.) et bθ =

√

J−1
k (3, 3) (rad.). (6.4)En�n, on onsidère des paramètres permettant de aratériser la forme de l'ellipse assoiée auxparamètres de position, ainsi que son orientation. Ces aratéristiques sont obtenues en onsidérantl'opérateur déterminant et par analyse spetrale de la matrie de Cramèr-Rao projetée.Dé�nition 16 Le volume et la somme des longueurs des axes de l'ellipse pour la borne projetéesur l'espae des positions sont fournies par

dp̃(k) =

√

| (B∗JkB)−1 | et tp̃(k) =
1

2

2∑

i=1

√

(B∗JkB)−1 (i, i). (6.5)Dé�nition 17 L'orientation de l'ellipse est dé�nie à partir de l'argument des veteurs propres.Soit (~e1, ~e2) la paire de veteurs propres de (B∗JkB)−1 de norme unité, l'orientation est fourniepar
Φk = min(∠~ek

1 , ∠~ek
2). (6.6)6.2 Analyse de la BCRB sur quelques sénariiDans ette setion, nous analysons, sur di�érents sénarii, les di�érentes omposantes de laborne. Nous regardons d'abord le omportement de la borne en l'absene de mesures disponibles,l'objetif étant d'illustrer l'e�et du modèle de dynamique adopté et de omparer les di�érentes stra-tégies d'approximation des espéranes. Ensuite, nous nous intéresserons à l'estimation des bornespour une arte donnée et di�érentes hypothèses de trajetoires a�n d'illustrer l'apport de l'infor-mation artographiques.6.2.1 Analyse de l'e�et du modèle de préditionPour illustrer l'e�et des erreurs du modèle de prédition, nous nous plaçons dans une on�gura-tion où le mobile ne perçoit auun amer lors de son déplaement. Le système dynamique onsidérédispose des aratéristiques données dans le tableau 6.1. Nous supposons que la trajetoire estomposée de déplaements élémentaires à vitesse onstante vk = 5m.s−1 sur des durées δtk = 5s.Le mobile e�etue une manoeuvre ave deux séquenes suessives de rotations, respetivement de

+5 degrés et −5 degrés, suivies d'un déplaement en ligne droite. Nous montrons sur la �gure 6.1l'évolution de l'ellipse représentative de la borne sur l'erreur de position. Les ellipses sont obtenuesà partir des trois algorithmes proposés au hapitre préédent. L'approhe par Monte arlo est ob-tenue ave un éhantillon de 20000 trajetoires et onstitue la référene pour notre analyse. Nouspouvons noter que l'approximation qui utilise l'appliation des formules de réurrene uniquementà partir de la trajetoire nominale est dégradée par rapport à ette référene. L'estimation de laborne est � supérieure �. A l'inverse, pour l'approximation par l'approhe unsented, l'estimationde la borne est plus optimiste que la borne de référene, l'éart ave la référene s'aentuant dans letemps, tant qu'il y a manoeuvre du mobile. Par ontre, on peut aussi remarquer qu'en mouvementquasi-retiligne, et éart se stabilise. Ce omportement de l'approhe basée sur la transformée



Analyse de la BCRB sur quelques sénarii 89Bruits sur l'état initial
σx0

1 m
σy0

1 m
σθ0

1 degBruits de dynamique et ommandes
σxk

1 m
σyk

1 m
σθk

1 deg
σv 0.5m.s−1

σφ 0.1 degTab. 6.1 � Erreurs initiale et de modélisation.
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Fig. 6.1 � Evolution de l'ellipse assoiée à la borne sur l'erreur de position.unsented pourrait s'expliquer par les limites de ette transformée pour l'approximation des fon-tions trigonométriques intervenant dans les veteurs Cθ
k
et Gθ

k
. Les trois ellipses sont ohérentesau niveau de leur orientation (paramètre Φk), mais leurs envergures varient. Sur la �gure 6.2, nousavons traé également les paramètres homogènes aux bornes des erreurs sur les omposantes deposition bx et by pour les deux algorithmes basés sur la méthode par simulation. L'évolution de esdeux grandeurs est fournie relativement à la distane par rapport au point de départ situé en (0, 0).L'allure des deux ourbes on�rme les remarques préédentes. Pour le paramètre d'orientation, onpeut faire le même onstat en s'appuyant sur la �gure 6.3, qui présente l'allure de la borne surl'orientation pour haune des méthodes. En termes de omportement global de la borne, on noteomme attendu une dégradation de la performane en l'absene de mesures. En outre, on peutaussi noter que ette dégradation est ampli�ée dans la diretion orthogonale au déplaement quitraduit une ombinaison de l'erreur sur le déplaement et sur la ommande en orientation.En�n, pour ompléter la omparaison des deux approhes par simulation, nous onsidéronsun déplaement retiligne uniforme et représentons graphiquement l'évolution des estimations desbornes sur l'erreur d'estimation en position et orientation sur les �gures 6.4 et 6.5. L'approhe parunsented est toujours plus optimiste mais l'éart ave l'estimation par Monte Carlo est faible etn'apparaît qu'au bout d'un temps su�samment long, fontion du niveau de l'erreur de la ommandeet du modèle en orientation.
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Fig. 6.2 � Paramètres aratéristiques de la borne sur l'erreur en position.
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PSfrag replaementsdépart Fig. 6.3 � Evolution de la borne sur l'erreur en orientation.6.2.2 Analyse de l'e�et de la artographieNous onsidérons maintenant des sénarii dans lesquels le mobile dispose d'une arte omposéed'amers et de moyens lui permettant d'aquérir des mesures de distanes et d'angles relatives etbruitées par rapport à son état ourant. Les amers sont répartis dans l'espae omme indiqué surla �gure 6.6, et la trajetoire est identique à elle ave manoeuvres utilisée dans le sénario dela setion préédente. Les trois sénarii présentés se distinguent par les apaités des apteurs depereption, en faisant varier les limites en distane et l'ouverture angulaire. Les aratéristiquesdes bruits du modèle d'observation, indépendantes des mesures, sont fournies dans le tableau 6.2.Cas 1 : Dans e sénario, on suppose que le apteur est omnidiretionnel et qu'il perçoit tous lesamers présents dans l'environnement. Ainsi, lors du déplaement sur la trajetoire, tous les amers
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Fig. 6.4 � Bornes sur l'erreur en position pour un mouvement retiligne.
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Fig. 6.5 � Bornes sur l'erreur en orientation pour un mouvement retiligne.Bruits et apaités du apteurerreur en distane σd 1 merreur en angle σϕ 1 degTab. 6.2 � Caratéristiques du apteur de pereptionpartiipent au proessus de loalisation. Nous présentons, respetivement sur les �gures 6.7 et 6.8,l'allure des paramètres bx, by et ba pour l'erreur d'estimation sur la position et sur l'orientation.On onstate une amélioration de la performane de loalisation sur l'ensemble de la trajetoire.Par ontre, en �n de trajetoire, apparaît une légère dégradation sur l'axe des y autour de 400 mdu point de départ. Cette position orrespond à l'instant où le mobile ne perçoit qu'un seul amer
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Fig. 6.7 � Paramètres de la borne sur l'erreur de position pour le as 1.situé en avant, les autres amers étant plaés en arrière, ave des mesures de distanes relative-ment importantes et des mesures d'angles plus prohes de ±π. La performane sur l'estimation del'orientation est par ontre stabilisée. Cette remarque illustre aussi l'importane de la on�gura-tion géométrique déduite de la position relative des amers et du mobile dans la performane deloalisation.Cas 2 : Pour e seond sénario, nous réduisons les apaités de pereption en distane dumobile. Le apteur est toujours omnidiretionnel et il perçoit des mesures des amers situés jusqu'àune distane de 40 mètres de sa position ourante. Ainsi, lors du déplaement sur la trajetoire,le gain en information est majoritairement apporté par les trois amers f1, f2, f3 les plus prohesde la trajetoire. Au début de l'évolution et entre les trois amers, l'aquisition de mesures est
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Fig. 6.8 � Paramètres de la borne sur l'erreur d'orientation pour le as 1.
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Fig. 6.9 � Ellipses de la borne en positio - apteur ominidiretionnel ave dmax = 40 m.peu probable. On assiste don à une dégradation de la performane a priori de loalisation. Ceomportement est dérit sur les �gures 6.10 et 6.11.On onstate bien une dégradation de la borne tant que le mobile reste su�samment éloigné desamers relativement à la limite de pereption du apteur. Le niveau de la borne déline fortementà proximité du premier amer ontributif, pour augmenter légèrement jusqu'au prohain.Cas 3 : Contrairement au sénario préédent, nous supposons que l'ouverture du apteur estrestreinte et dé�nie par l'angle ∆ = 180 degrés. Le mobile ne perçoit don que les amers situésen avant de son déplaement. La distane maximale de pereption est toujours limitée et �xéeà 40 mètres de sa position ourante. Ainsi, lors du déplaement sur la trajetoire, le gain eninformation est toujoures majoritairement apporté par les trois amers f1, f2, f3 les plus prohesde la trajetoire. Cependant, par rapport au as préédent, l'intervalle temporel pendant lequella pereption est possible est modi�é et le nombre d'amers visibles est diminué. Au début del'évolution et entre les trois amers, l'aquisition de mesures est peu probable, on assiste don àune dégradation de la performane a priori de loalisation avant une amélioration apportée par lapereption des amers. Ce omportement est dérit sur les �gures 6.12 et 6.13.
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Fig. 6.10 � Borne sur l'erreur en position - apteur omnidiretionnel et dmax = 40 m.
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Fig. 6.11 � Borne sur l'erreur en orientation - apteur omnidiretionnel et dmax = 40 m.On onstate bien une dégradation de la borne tant que le mobile reste su�samment éloigné desamers relativement à la limite de pereption du apteur. Le niveau de la borne déline fortement àproximité du premier amer ontributif, pour augmenter légèrement jusqu'au prohain amer d'inté-rêt. Néanmoins, l'amélioration est retardée et moins importante que pour le sénario préédent, àause de la di�érene en termes de pereption. Par exemple, à la distane prohe des deux amersd'intérêt pour la loalisation (autour de 200 mètres à parti du point de départ), on peut noter pourun éart de l'ordre d'un degré par rapport au apteur omnidiretionnel.



Conlusions 95

0

2

4

6

8

10

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

distance au depart

PSfrag replaements

bx
by
dp̃

Fig. 6.12 � Borne sur l'erreur d'estimation en position - as 3.
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Fig. 6.13 � Borne sur l'erreur d'estimation en orientation - as 3.6.3 ConlusionsNous avons analysé, au travers de quelques sénarii, le omportement des approhes proposéespour l'estimation de la Borne de Cramèr-Rao a posteriori pour le problème de loalisation à partird'amers. Sur les quelques exemples présentés, nous avons pu notamment préiser le omportementdes di�érentes approhes proposées pour le alul des espéranes néessaires au alul des matriesd'information de Fisher. En partiulier,� la première approhe, qui onsiste à appliquer la formule de Tihavsky sur la trajetoirenominale est peu préise. Elle s'est révélée � supérieure � à l'estimation de la borne parMonte-Carlo. On n'est don pas ertain qu'elle minore réellement l'erreur d'estimation. Sonutilisation dans un proessus de déision peut être par onséquent problématique.



96 hapitre 6� L'approhe basée sur la simulation déterministe, utilisant la transformée inodore (unsented)pour générer des hypothèses de trajetoires est par ontre plus optimiste que l'estimationpar Monte- Carlo, notamment pour des trajetoires longues et peu informatives. Le aluldu ritère semble d'autant plus dégradé que l'erreur sur les variations sur l'orientation dumobile et que les manoeuvres sont importantes.Nous avons aussi illustré, l'impat de la répartition géographique des amers dans l'environnementrelativement à l'état du mobile. L'apport de l'information liée au proessus de mesure et don à ladisponibilité des amers dans la zone d'évolution du mobile dépend fortement de la on�gurationgéométrique de l'ensemble � mobile et artes � ,et aussi des apaités du apteurs de mesures.Les développements abordés dans e hapitre se sont foalisés sur l'analyse de la mesure deperformane vis-à-vis du modèle de dynamique et d'une arte parfaite. Dans le hapitre suivant,nous étendons les résultats à une arte d'amers ave des positions inertaines, issues par exempledu proessus de génération ontr�lée proposé dans la première partie de e manusrit.



Chapitre 7Prise en ompte de l'inertitude dearteNous avons introduit dans le hapitre 5 des mesures de performane du proessus de loalisationdans le adre probabiliste. Les mesures sont déduites de la BCRB, que nous pouvons aluler àpartir d'une proédure réursive. Cette proédure faisait l'hypothèse d'une arte a priori exempted'inertitude. Nous présentons une approhe permettant de tenir ompte de la onnaissane im-parfaite sur les amers dans la dérivation de la BCRB. L'information de artographie intervient autravers de l'équation d'observation du système. Pour en tenir ompte, nous faisons apparaître laontribution de l'inertitude sur les positions des amers, en e�etuant une approximation autourde leur position moyenne. Cei induit une modi�ation de la struture de l'erreur sur les mesures,de même que la matrie d'information de Fisher déduite de la loi de vraisemblane. La loi de l'er-reur d'observation omporte ainsi deux omposantes : l'une liée à l'instrument de mesure, l'autreà la artographie. Nous verrons que la struture de la seonde omposante est diretement liéeà la méthode utilisée pour l'approximation. Par voie de onséquene, l'appliation de la formulede réurrene de Tihavsky permet alors de dé�nir une borne sur l'erreur d'estimation pour laloalisation à partir des amers bruités.7.1 Adaptation de l'équation d'observationUne démarhe naturelle pour introduire la onnaissane sur l'inertitude de la artographieonsiste à adapter le modèle du système dynamique dé�ni par les équations 4.3 et 4.15. L'infor-mation artographique intervenant au travers de l'étape d'aquisition des mesures au niveau del'équation d'observation, 'est ette omposante du système qu'il onvient de modi�er. A titre derappel, l'équation d'évolution du système est toujours de la forme
Xk+1 = fk (Xk, uk) + ωk, (7.1)ave les onditions initiales

X0 ∼ N
(

X̂0, P0

)

, P0 ≻ 0, (7.2)et l'équation d'observation donnée par
zk = Hk(Xk, C) + νk (7.3)où

Hk :
(
R2×]− π, π]

)
× R2N −→ R2nk

(Xk, C) 7−→ Hk(Xk, C). (7.4)La arte est dé�nie à partir des oordonnées dans le repère Rg des amers
C =

(
x1 y1 · · · xnC ynC

)∗
,97



98 hapitre 7et nk est le nombre d'amers qui seraient utilisés dans le proessus de loalisation à l'instant tk.Nous ferons l'hypothèse que le proessus de bruit sur les mesures fournies par le apteur suit lemodèle (M0) et don
νk ∼ N (O2×nk

, Ink
⊗R), ave R = Diag

(
σ2

d, σ2
ϕ

)
.On utilisera par la suite la notation Rk:=Ink

⊗ R. Pour simpli�er les éritures, on fait dans lesraisonnements qui suivent l'hypothèse que nk = nC , sans que ela soit restritif. Dans le as leplus général, il su�t de ne onsidérer que la sous-arte onstruite à partir des amers qui seraientimpliqués dans le proessus d'observation. On sait par ailleurs que les erreurs sur les amers sontsupposées indépendantes. La matrie de ovariane de l'inertitude sur la arte est don une matriediagonale par blos de taille 2× 2.
ΣC = Diag(Σ(f1), · · · , Σ(fnC))Cette hypothèse n'est pas forément réaliste, notamment si l'on se réfère à notre approhe degénération de artes, où le respet de la struture spatiale introduit forément un lien entre leserreurs sur les réalisations de artes. Néanmoins, ette hypothèse d'indépendane ne onstitue pasune ontrainte pour la dé�nition de la mesure de performane, même si elle failite, omme nousle verrons plus loin, les aluls. La matrie de ovariane Σ(fl), l = 1, · · · , nC est dé�nie positiveet symétrique, et diagonalisable dans une base orthonormée. On peut la dé�nir à partir de troisparamètres :� σ2

1,l, la plus grande valeur propre équivalant à la longueur du plus grand axe de l'ellipsed'inertitude assoiée.� σ2
2,l, la plus petite valeur propre équivalente à la longueur de l'autre axe de l'ellipse.� γl ∈]− π

2 , π
2 ], l'angle de la matrie de rotation, qui est également l'orientation du plus grandaxe par rapport l'axe des absisses ~e1 de Rg.
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Fig. 7.1 � Paramètres de la matrie de ovariane Σ(fl) sur l'amer flNous avons la relation
Σ(fl):=Rγl

(
σ2

1,l 0

0 σ2
2,l

)

R∗
γl

, (7.5)où Rγl
est la matrie de rotation d'angle γl.Considérons l'amer fl en position l = 1, · · · , nC et les deux omposantes de mesures orrespondantesà l'instant tk
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g1(Xk, fl) =

√

(xk − xl)2 + (yk − yl)2g2(Xk, fl) = arctan2

(
yk − yl

xk − xl)

)

− θk.
(7.6)Nous allons maintenant onsidérer une approximation des fontionnelles gj(Xk, .), j = 1, 2 parrapport aux variables de position des amers. On note fl:=

(
x̄l, ȳl

) le veteur moyen de position del'amer fl. Il est possible d'utiliser di�érentes approhes pour dériver une telle approximation. Nousproposons d'utiliser un développement de Taylor.7.1.1 Approximation par développement de Taylor (APT1)La façon la plus simple d'intégrer l'erreur sur la onnaissane de la loalisation d'un ameronsiste à approher les fontionnelles de distane et d'angle par un développement limité autourde fl. Il est évident que l'approximation ainsi onstruite dépend de l'ordre hoisi pour e dévelop-pement limité. Il est possible d'e�etuer une approximation au moins jusqu'au seond ordre, arle gradient et la matrie hessienne par rapport aux oordonnées des amers sont alulables. Nousnous restreignons au premier ordre.Pour j = 1, 2, nous avons don la relation suivante :gj(Xk, fl) ≈ gj(Xk, fl) + g′j(Xk, fl).
(
fl − fl

)
+

1

2

(
fl − fl

)∗ g′′j (Xk, fl)
(
fl − fl

)
, (7.7)où g′j(Xk, fl) et g′′j (Xk, fl) sont respetivement le gradient et le Hessien de gj(Xk, .) alulés aupoint fl. Si l'on se restreint à l'approximation au premier ordre, on en déduit dongj(Xk, fl) ≈ gj(Xk, fl) + g′j(Xk, fl).

(
fl − fl

)
.Le veteur fl étant de loi gaussienne, la variable gj(Xk, fl) est également de densité gaussiennede moyenne et de variane données par

µj(Xk, fl) = gj(Xk, fl) et σ2
j (Xk, fl) = g′j(Xk, fl)Σ(fl)(g′j(Xk, fl))

∗. (7.8)En utilisant l'expression de la matrie de ovariane Σ(fl), on en déduit que la variane estéquivalente à
σ2

j (Xk, fl) = g′j(Xk, fl)Rγl
Diag

(
σ2

1,l, σ
2
2,l

)
R∗

γl
(g′j(Xk, fl))

∗

= (R∗
γl
g′j(Xk, fl)

∗)∗Diag
(
σ2

1,l, σ
2
2,l

)
R∗

γl
g′j(Xk, fl)

∗.ou de façon équivalente
σ2

j (Xk, fl) = ||Diag
(
σ1,l, σ2,l

)
R∗

γl
g′j(Xk, fl)

∗||2. (7.9)Nous allons préiser l'expression de es moments pour les fontionnelles liées aux mesures dedistane et d'angle rappelées à l'équation (7.6). Les résultats feront apparaître les aratéristiques(norme ρk
l et argument βk

l ) du veteur � mobile - amer moyen � −−→Pkfl dans le repère global Rg.Pour une mesure de distaneSelon l'équation (7.8), la moyenne de l'erreur due à l'inertitude sur la position de l'amer est ladistane entre sa position moyenne et elle du mobile
µ1(Xk, fl) = g1(Xk, fl) = ρk

l . (7.10)



100 hapitre 7Pour la détermination de la variane, onsidérons d'abord le gradient de la fontion distaneg1(Xk, fl) par rapport au veteur omposé des oordonnées de l'amer fl. Nous avonsg′1(Xk, fl) =





(xl−xk)√
(xl−xk+1)2+(yl−yk)2

(yl−yk)√
(xl−xk)2+(yl−yk)2





∗

=





∆xl
k

ρk
l

∆yl
k

ρk
l





∗

.En utilisant l'argument βk
l du veteur −−→Pkfl, on en déduit la formulation équivalente en fontion duosinus et du sinus de βk

l g′1(Xk, fl) =
(
cos(βk

l ) sin(βk
l )
)
.Nous pouvons appliquer la matrie de rotation R∗

γl
. On a don

R∗
γl
g′1(Xk, fl)

∗ =

(
cos(γl) − sin(γl)
sin(γl) cos(γl)

)(
cos(βk

l )
sin(βk

l )

)

=

(
cos(γl) cos(βk

l )− sin(γl) sin(βk
l )

sin(γl) cos(βk
l ) + sin(βk

l ) cos(γl)

)En utilisant les propriétés trigonométriques remarquables, on obtient la formulation équivalente
R∗

γl
g′1(Xk, fl)

∗ =
(
cos(βk

l + γl) sin(βk
l + γl)

)∗
.Au �nal, la variane sur la mesure de distane due à l'erreur sur la onnaissane de la position del'amer fl est donnée selon l'équation (7.9) par la relation

σ2
1(Xk, fl) = σ2

1,l cos2(βk
l + γl) + σ2

2,l sin2(βk
l + γl).ou sous une forme équivalente,

σ2
1(Xk, fl) = σ2

2,l + (σ2
1,l − σ2

2,l) cos2(βk
l + γl). (7.11)Pour une mesure d'angleDe façon similaire, la moyenne de l'erreur sur la mesure d'angle est la mesure d'angle fourniepar la position moyenne de l'amer

µ2(Xk, fl) = g2(Xk, fl) = βk
l − θk. (7.12)Le gradient de g2(Xk, fl) par rapport aux omposantes du veteur fl s'exprime omme suit :g′2(Xk, fl) =




− (yl−yk)

(xl−xk+1)2+(yl−yk)2

(xl−xk)
(xl−xk)2+(yl−yk)2





∗

=




−∆yl

k

ρk
l
2

∆xl
k

ρk
l
2





∗

.En utilisant de nouveau l'argument βk
l du veteur −−→Pkfl, on en déduit la formulation équivalente enfontion du osinus et du sinus de βk

lg′2(Xk, fl) = − 1

ρk
l

(
sin(βk

l ) − cos(βk
l )
)
. (7.13)Nous pouvons appliquer à e veteur la matrie de rotation R∗

γl
, e qui donne :
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R∗

γl
g′2(Xk, fl)

∗ = − 1

ρk
l

(
cos(γl) − sin(γl)
sin(γl) cos(γl)

)(
sin(βk

l )
− cos(βk

l )

)

= −
(

cos(γl) sin(βk
l ) + sin(γl) cos(βk

l )
sin(γl) sin(βk

l )− cos(βk
l ) cos(γl)

)

.,soit
R∗

γl
g′2(Xk, fl)

∗ = − 1

ρk
l

(
sin(βk

l + γl) − cos(βk
l + γl)

)∗
.L'utilisation de la relation (7.9) amène

σ2
2(Xk, fl) =

1

ρk
l

2

(
σ2

1,l sin2(βk
l + γl) + σ2

2,l cos2(βk
l + γl)

)
.Comme pour la omposante de mesure de distane, on a l'ériture

σ2
2(Xk, fl) =

1

ρk
l

2

(
σ2

2,l + (σ2
1,l − σ2

2,l) sin2(βk
l + γl)

)
. (7.14)Remarques : L'analyse des expressions des varianes σ2

j (Xk, fl), j = 1, 2 obtenues permet deomprendre l'impat des erreurs sur la position des amers dans le proessus de loalisation. Toutd'abord, l'inertitude omplémentaire sur la mesure de distane n'est pas a�etée par la proximitédu mobile par rapport à l'amer, ontrairement à l'orientation du veteur formé par la positiondu mobile et de l'amer moyen relativement à l'orientation de l'ellipse de l'erreur sur l'amer. Pourla mesure d'angle, les deux paramètres in�uent. De plus, le niveau de l'inertitude sur l'amer etl'orientation des axes prinipaux des erreurs, qui se traduisent par les paramètres de la matrie
Σ(fl), ont une in�uene direte sur ette erreur omplémentaire sur les mesures, l'impat étantvariable sur l'erreur d'angle en fontion de la proximité à l'amer. Plus préisément, on peut noterplusieurs points que nous illustrons par quelques �gures pour un mobile dans l'état (0, 0, 0) et unamer dont la position moyenne est (15, 0).1. Lorsque l'erreur sur la position de l'amer est homogène sur les deux axes (σ2

1,l = σ2
2,l:=σ2

l ),l'erreur induite est du � même ordre � et véri�e (f. traé en pointillé sur la �gure 7.2 (a)) :
σ2

1(Xk, fl) = σ2
l et σ2

2(Xk, fl) =
σ2

l

ρk
l

2 . (7.15)2. Pour une position donnée du mobile, lorsque l'on applique un fateur d'éhelle à Σ(fl), lavariane des erreurs induites est aussi impatée, ave le même fateur d'éhelle (f. traé entrait plein sur la �gure 7.2 (a)).3. La variane varie entre σ2
2,l et σ2

1,l pour la mesure de distane et entre σ2
2,l

ρk
l
2 et σ2

1,l

ρk
l
2 pour lamesure d'angle en fontion de l'angle βk

l + γl. Les maxima pour la variane sur la mesurede distane orrespondent au minima de la variane sur la mesure d'angle. Il s'agit deson�gurations où l'axe � mobile - amer � est orthogonal (βk
l = −γl ± π/2) ou olinéaire(βk

l = −γl ± π) au grand axe de l'ellipse d'erreur sur l'amer (f. traé de la �gure 7.2 (b)).Les aratéristiques de l'erreur due à l'inertitude des amers ont été introduites. L'équation d'ob-servation du système ave prise en ompte de l'inertitude sur la arte a priori disponible est donmodi�ée.
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(b)Fig. 7.2 � E�et niveau (a) et orientation (b) de l'erreur sur l'amer.7.1.2 Equation d'observation modi�éeL'approximation proposée préédemment entraîne une modi�ation de l'équation d'observationdu système. Supposons le mobile dans l'état Xk à l'instant tk et une mesure de distane et d'angle
zl

k provenant de l'amer fl. La loi de la mesure zl
k sahant l'état Xk est une densité gaussiennevéri�ant

p
(
zl

k|Xk, fl

)
∼ N (µk,l, Rk,l), (7.16)où le veteur µk,l ∈ R

2 et la matrie de ovariane Rk,l de taille de frm−e × 2 sont données parl'équation
µk,l =

(
µ1(Xk, fl)

µ2(Xk, fl)

) et Rk,l = Diag
(
σ2

d + σ2
1(Xk, fl), σ

2
ϕ + σ2

2(Xk, fl)
)
. (7.17)Pour obtenir e résultat, nous avons fait l'hypothèse que l'erreur due à l'inertitude de arte estindépendante de l'erreur intrinsèque du apteur de mesure. Nous pouvons maintenant dé�nir lesversions de la borne qui tiennent ompte de l'inertitude sur les amers.7.2 Modi�ation de la BCRB ave arte parfaiteLa prise en ompte de l'inertitude se traduit essentiellement par une modi�ation de la matried'information Jz

k−1(C) assoiée aux observations et impliquée dans la formule de Tihavsky et alpour la mise à jour de la matrie d'information de Fisher Jk sur l'état estimé Xk|z1:k. Nousrappellons la formule de alul de ette matrie à partir de la loi de vraisemblane des mesures :
Jz

k−1(C) = EXk,zk

{

−∆Xk

Xk
ln (p(zk|Xk, C))

}

.Le logarithme de la fontion de vraisemblane est déomposable en nC logarithmes de vraisem-blanes des mesures élémentaires issues des amers.
lXk
zk

=

nC∑

l=1

lXk

zk,flave pour haque amer élémentaire lXk

zk,fl
= − ln

(
p(zl

k|Xk, fl

). Comme dans le hapitre 5, le alul
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k (C) se fait en deux étapes, en onsidérant d'abord l'espérane onditionnelle sur les mesures

zk|Xk pour haque amer élémentaire, puis l'espérane sur l'état Xk. On s'intéresse dans l'immédiataux termes
Ψ22,b

k−1,k,l = −Ezk|Xk

{

∆Xk

Xk
ln p

(
zl

k|Xk, fl

)}

, l = 1, · · · , nC. (7.18)Les densités de mesures élémentaires étant des densités gaussiennes dé�nies par l'équation (7.16),par appliation de la propriété 3, nous savons que le terme en position (i, j), 1 ≤ i, j ≤ 3 de ettematrie est donnée par l'expression
Ψ22,b

k−1,k,l(i, j) =
1

2
tr(R−1

k,l

dRk,l

dX i
k

R−1
k,l

dRk,l

dXj
k

)

︸ ︷︷ ︸

(∗)

+

(
dµ∗

k,l

dX i
k

)

R−1
k,l

(

dµk,l

dXj
k

)

︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

. (7.19)Nous allons préiser l'expression des matries basées sur les termes (∗) et (∗∗) à partir de la nouvelledé�nition de l'équation d'observation. Pour ela, nous seront amenés à détailler les dérivées desmoyennes µj(Xk, fl) et des varianes σ2
j (Xk, fl), j = 1, 2 par rapport aux omposantes de l'état

(xk, yk, θk).Pour l'approximation APT1, nous avons les expressions suivantes
µ1(Xk, fl) = d(Xk, fl).

µ2(Xk, fl) = ϕ(Xk, fl).Le alul des gradients a été e�etué lors de la dérivation de la matrie d'information pour une arteparfaite. Ils orrespondent aux équations (5.59) et (5.60). Nous avons, de nouveau, des expressionsqui dépendent des aratéristiques du veteur formé par la position du mobile et la position moyennede l'amer fl

∇Xk
µ1(Xk, fl) = −





ck
l

sk
l

0



 et ∇Xk
µ2(Xk, fl) =







sk
l

ρk
l

− ck
l

ρk
l

−1







.On en déduit don que l'expression de (∗∗) peut être formalisée omme dans le as de la arteparfaite ave une simple modi�ation au niveau de la matrie de ovariane Rk,l, par l'ajout desvarianes σ2
1(Xk, fl) et σ2

2(Xk, fl) préisées au niveau des équations (7.11) et (7.14). On peutégalement reprendre la matrie Gk
Xl introduite dans le hapitre 5
Gk

Xl =

(
−ck

l −sk
l 0

sk
l

ρk
l

− ck
l

ρk
l

−1

)

, (7.20)et déduire que la matrie de assoiée au terme (∗∗) se alule par la formule suivante :
Dk

l = Gk∗
Xl R−1

k,l Gk
Xl. (7.21)Il reste à déterminer la matrie dont les oe�ients sont fournis par les termes (∗). Ils néessitent lealul de la dérivée de la matrie de ovariane des mesures par rapport aux omposantes de l'état.Cette matrie Rk,l est diagonale et ses oe�ients dépendent des varianes σ2

1(Xk, fl) et σ2
2(Xk, fl)données par les équations (7.11) et (7.14). On peut noter que es varianes ne dépendent pasexpliitement de la omposante orientation du mobile, e qui implique que les oe�ients sur latroisième ligne et la troisième olonne sont nuls. Nous onsidérons uniquement les dérivées parrapport aux omposantes de position. Rappelons l'expression des varianes en fontion de esparamètres :
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σ2

1(Xk, fl) = σ2
2,l + (σ2

1,l − σ2
2,l) cos2(βk

l + γl)

σ2
2(Xk, fl) =

1

ρk
l

2

(
σ2

2,l + (σ2
1,l − σ2

2,l) sin2(βk
l + γl)

)
.Par ailleurs, nous avons les relations des dérivées de la norme ρk

l et de l'argument βk
l du veteur−−→

Pkfl

∂ρk
l

∂xk
= − cos(βk

l )
∂ρk

l

∂yk
= − sin(βk

l )

∂βk
l

∂xk
= +

sin(βk
l )

ρk
l

∂βk
l

∂yk
= −cos(βk

l )

ρk
l

.Dérivées de σ2
1(Xk, fl). En appliquant les règles de dérivation, nous pouvons érire

∂
∂xk

σ2
1(Xk, fl) = (σ2

1,l − σ2
2,l)

∂βk
l

∂xk

(
−2 sin(βk

l + γl) cos(βk
l + γl)

)

= −(σ2
1,l − σ2

2,l)
sin(βk

l )

ρk
l

sin(2(βk
l + γl)).De même, on a pour la dérivée par rapport à la oordonnée yk

∂
∂yk

σ2
1(Xk, fl) = (σ2

1,l − σ2
2,l)

∂βk
l

∂yk

(
−2 sin(βk

l + γl) cos(βk
l + γl)

)

= (σ2
1,l − σ2

2,l)
cos(βk

l )

ρk
l

sin(2(βk
l + γl)),soit au �nal

∂

∂xk
σ2

1(Xk, fl) = −
(σ2

1,l − σ2
2,l)

ρk
l

sin(βk
l ) sin(2(βk

l + γl))

∂

∂yk
σ2

1(Xk, fl) =
(σ2

1,l − σ2
2,l)

ρk
l

cos(βk
l ) sin(2(βk

l + γl)).

(7.22)Dérivées de σ2
2(Xk, fl). L'expression des dérivées pour la variane sur la mesure d'angle est plusomplexe. Nous avons
∂

∂xk
σ2

2(Xk, fl) = ∂
∂xk

1
ρk

l
2

(

σ2
2,l + (σ2

1,l − σ2
2,l) sin2(βk

l + γl)
)

+ 1
ρk

l
2

(

(σ2
1,l − σ2

2,l)2
∂βk

l

∂xk
sin(βk

l + γl) cos(βk
l + γl)

)

= −2
∂ρk

l

∂xk

1
ρk

l

3

(

σ2
2,l + (σ2

1,l − σ2
2,l) sin2(βk

l + γl)
)

+ 1
ρk

l
2

(

(σ2
1,l − σ2

2,l)2
∂βk

l

∂xk
sin(βk

l + γl) cos(βk
l + γl)

)

.Substituons ∂ρk
l

∂xk
et ∂βk

l

∂xk
par leurs expressions fontion de ρk

l et βk
l . On obtient

∂
∂xk

σ2
2(Xk, fl) = 2 cos(βk

l ) 1
ρk

l
3

(

σ2
2,l + (σ2

1,l − σ2
2,l) sin2(βk

l + γl)
)

+ 1
ρk

l

2

(

(σ2
1,l − σ2

2,l)2
sin(βk

l )

ρk
l

sin(βk
l + γl) cos(βk

l + γl)
)

= 2
ρk

l

3 {cos(βk
l )
(

σ2
2,l + (σ2

1,l − σ2
2,l) sin2(βk

l + γl)
)

+(σ2
1,l − σ2

2,l) sin(βk
l ) sin(βk

l + γl) cos(βk
l + γl)}

= 2
ρk

l

3 {cos(βk
l )σ2

2,l + (σ2
1,l − σ2

2,l) sin(βk
l + γl)

(cos(βk
l ) sin(βk

l + γl) + sin(βk
l ) cos(βk

l + γl))}
= 2

ρk
l
3 {cos(βk

l )σ2
2,l + (σ2

1,l − σ2
2,l) sin(βk

l + γl) sin(2βk
l + γl)}.



Modi�ation de la BCRB ave arte parfaite 105De façon analogue, dérivons l'expression de la dérivée par rapport à la omposante yk en substituantà ∂ρk
l

∂yk
et ∂βk

l

∂yk
leurs expressions fontion de ρk

l et βk
l ,

∂
∂yk

σ2
2(Xk, fl) = 2 sin(βk

l ) 1
ρk

l
3

(

σ2
2,l + (σ2

1,l − σ2
2,l) sin2(βk

l + γl)
)

+ 1
ρk

l

2

(

−(σ2
1,l − σ2

2,l)2
cos(βk

l )

ρk
l

sin(βk
l + γl) cos(βk

l + γl)
)

= 2
ρk

l

3 {sin(βk
l )
(

σ2
2,l + (σ2

1,l − σ2
2,l) sin2(βk

l + γl)
)

−(σ2
1,l − σ2

2,l) cos(βk
l ) sin(βk

l + γl) cos(βk
l + γl)}

= 2
ρk

l

3 {sin(βk
l )σ2

2,l + (σ2
1,l − σ2

2,l) sin(βk
l + γl)

(sin(βk
l ) sin(βk

l + γl)− cos(βk
l ) cos(βk

l + γl))}
= 2

ρk
l
3 {sin(βk

l )σ2
2,l − (σ2

1,l − σ2
2,l) sin(βk

l + γl) cos(2βk
l + γl)}.En synthèse, on obtient don

∂

∂xk
σ2

2(Xk, fl) =
2

ρk
l

3

{
cos(βk

l )σ2
2,l + (σ2

1,l − σ2
2,l) sin(βk

l + γl) sin(2βk
l + γl)

}

∂

∂yk
σ2

2(Xk, fl) =
2

ρk
l

3

{
sin(βk

l )σ2
2,l − (σ2

1,l − σ2
2,l) sin(βk

l + γl) cos(2βk
l + γl)

}
.

(7.23)Nous pouvons maintenant déterminer les oe�ients des termes donnés par (∗). La matrie deovariane Rk,l étant diagonale, on en déduit quetr(R−1
k,l

dRk,l

dxk
R−1

k,l

dRk,l

dxk

)

= a−2
1 b2

1 + a−2
2 b2

2tr(R−1
k,l

dRk,l

dxk
R−1

k,l

dRk,l

dyk

)

= tr(R−1
k,l

dRk,l

dyk
R−1

k,l

dRk,l

dxk

)

= a−2
1 b1c1 + a−2

2 b2c2tr(R−1
k,l

dRk,l

dyk
R−1

k,l

dRk,l

dyk

)

= a−2
1 c2

1 + a−2
2 c2

2,

(7.24)
où les oe�ients (aj , bj, cj) sont déduits des varianes σ2

d, σ2
1(Xk, fl), σ2

ϕ et σ2
2(Xk, fl) et de leursdérivées par rapport aux omposantes de position de l'état.

a1 = σ2
1(Xk, fl) + σ2

d b1 =
∂σ2

1(Xk, fl)

∂xk
c1 =

∂σ2
1(Xk, fl)

∂yk

a2 = σ2
2(Xk, fl) + σ2

ϕ b2 =
∂σ2

2(Xk, fl)

∂xk
c2 =

∂σ2
2(Xk, fl)

∂yk
(7.25)On introduit la matrie Yk,l de taille 3× 3 dont les oe�ients du blo 2× 2 supérieur gauhe sontégaux aux valeurs données par l'équation (7.24) et dont les autres oe�ients sont nuls. On enonlut que la matrie d'information fournie par le proessus d'observation Jz

k (C) tenant omptedes erreurs sur la arte est omposée de deux parties :
Jz

k (C) =
1

2

nC∑

l=1

EX0:k

{
δk
l Yk,l

}
+

nC∑

l=1

EX0:k

{

δk
l Gk∗

XlR
−1
k,l G

k
Xl

}

. (7.26)Dans ette expression, nous avons introduit les paramètres permettant de tenir ompte des amersexploitables à partir de l'état Xk ompte tenu des aratéristiques du apteur de mesure, de l'iner-titude sur les amers et des règles qui seraient utilisées dans le proessus de mise en orrespondaneentre les amers et les mesures.



106 hapitre 7Algorithme 12 Calul réursif de la BCRB ave erreur de arte.Soit la arte C omposée des nC amers fl bruités et σ2
1,l, σ

2
2,l, γl les paramètres aratéristiques de

Σ(fl) pour l = 1, · · · , nC .Initialisation :� initialisation de Ĵ0 = P−1
0 et k = 0.Itération :� approximation des termes des termes D11

k , D12
k , D21

k et D22,a
k omme dans les algorithmes 7, 9ou 11.� identi�ation des amers fl, l = 1, · · · , nC , j = 1, 2 utilisables à partir de l'état X i

k+1 selonles aratéristiques du apteur de mesures. On note δl
k+1,i = 1, lorsque fl, l = 1, · · · , nC estexploitable.� alul du terme assoié au proessus de mesure Ĵz

k+1(C) :
• pour tout fl, déterminer la distane et la mesure d'angle (ρl

k+1,i, βk+1,i
l

) de fl par rapport à
X i

k+1,
• déterminer les matries Gk+1,i

Xl et R−1
k+1,l,i qui sont les termes Gk+1

Xl et R−1
k+1,l pour X = X i

k+1et fl = fl.,
• alul du terme Yk+1,l,i selon l'équation (7.24). On a don

Ĵz
k+1(C) =

nX∑

i=1

W i
k+1

nC∑

l=1

δl
k+1,i

{
1

2
Yk+1,l,i + Gk+1,i∗

Xl R−1
k+1,l,iG

k+1,i
Xl

}

.� alul de Ĵk+1 par appliation de la formule de réurrene (5.21)
Ĵk+1 = Ĵz

k (C) + D̂22,a
k − D̂21

k (Ĵk + D̂11
k )−1D̂12

k (7.27)7.2.1 Adaptation des algorithmes ave une arte parfaiteLa base des algorithmes pour la détermination de Jk reste inhangée. Les trois approhes quenous avons présentées pour le alul de la borne sans prise en ompte de l'inertitude de arte sedistinguent essentiellement par la méthode de génération des réalisations de trajetoires du mobileà partir de la trajetoire nominale imposée. Les hypothèses de trajetoires bruitées se omposentde points pondérés de l'espae d'état à l'instant tk+1 de la forme (X i
k+1, W

i
k+1

)

i=1,··· ,nX
dans

R2×]− π, π]. En partiulier, lorsque le bruit de dynamique est faible, l'utilisation de la trajetoirenominale permet d'obtenir une première approximation et nX = 1 et W 1
k+1 = 1. Dans le adre dela simulation par tirage Monte-Carlo et de la génération basée sur la transformée unsented, nousavons nX > 1 et W i

k+1 < 1. La modi�ation des algorithmes du hapitre 5 intervient au niveau del'estimation de la matrie Ĵz
k (C) : une étape supplémentaire est intégrée pour le alul des matries

Yk,l, l = 1, · · · , nC. On obtient don trois versions pour le alul de la BCRP ave prise en omptede l'inertitude sur la arte que nous présentons à l'algorithme 12.7.3 Analyse sur quelques sénariosA�n d'analyser le omportement, de la borne ave la prise en ompte de l'erreur de arte, nousonsidérons quelques sénarios génériques en faisant varier le niveau d'inertitude sur les amers,l'orientation de la matrie de l'erreur sur l'amer et la trajetoire suivie par le mobile. Cette analyses'appuie sur les paramètres déduits de la matrie de la borne. Notammement l'estimation de laborne sur l'erreur sur les paramètres de position et d'angle. Les aratéristiques du mobile sontpréisées dans le tableau 7.1.



Analyse sur quelques sénarios 107Bruits sur l'état initial
σx0

1 m
σy0

1 m
σθ0

1 degBruits de dynamique et ommandes
σxk

1 m
σyk

1 m
σθk

1 deg
σv 0.5m.s−1

σφ 0.1 degBruits observations
σd 1 m
σϕ 1 degTab. 7.1 � Caratéristiques du modèle de dynamique.Sénario 1. Dans e sénario, on suppose que la arte est omposée d'un unique amer en position

(40, 15) ave une inertitude homogène en x et en y qui se traduit par une variane σ2
l . Nousonsidérons tout d'abord une trajetoire τ1, ave un déplaement qui onsiste à s'approher del'amer, puis à s'en éloigner. Nous avons alulé la séquene de bornes pour les points suessifsde ette trajetoire ave une onnaissane parfaite sur la position de l'amer, puis pour des erreurs

σl = 1, 2, 3 m. Les aratéristiques du apteur permettent d'observer l'amer tout au long du trajet.L'allure des ellipses représentatives de la borne sur les omposantes de position du mobile à haqueposition, pour haque niveau d'erreur, est fournie sur la �gure 7.3. Nous avons aussi traé lesellipses assoiées à l'erreur sur la position ave des ouleurs identiques sur ette même �gure. Ononstate une dégradation de la borne sur l'erreur d'estimation lorsque l'erreur de arte augmente. Ceomportement est également illustré par le traé des approximations de la borne sur les di�érentesomposantes de l'état sur les �gures 7.4 et 7.3 en fontion de la distane au départ.
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Fig. 7.3 � Allure des ellipses assoiées à la BCRP en position.Sénario 2. Dans e sénario, nous gardons la même trajetoire τ1 et le même amer, mais aveune struture de l'erreur sur sa position qui n'est plus homogène quelle que soit l'orientation. Onfait en plus l'hypothèse que σ1,l = 2 σ2,l = 2. On onsidère quatre orientations pour l'axe prinipal
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distance au depart.(b) Borne erreur en yFig. 7.4 � Bornes sur la position en fontion du niveau de l'erreur de arte.

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

0 10 20 30 40 50 60 70 80

distance au depart

0 m

1 m

2 m

3 m

Fig. 7.5 � Borne sur l'orientation en fontion du niveau de l'erreur de arte.de l'llipse d'erreur sur la posion de l'amer γl = 0,±π
4 , π

2 . Nous avons alulé la séquene de bornespour les points suessifs de ette trajetoire ave une onnaissane parfaite sur la position del'amer, puis pour les quatres orientations sur l'erreur de loalisation de l'amer γl. Nous avons aussitraé, les ellipses assoiées à l'erreur de arte ave des ouleurs identiques. Les ellipses assoiéesaux bornes de l'erreur sur le position du mobile sont présentées sur la �gure 7.6. La performane deloalisation est impatée par l'orientation de l'erreur sur l'amer. Cela se traduit di�éremment surla omposante en x et en y en fontion de l'orientation du déplaement du mobile. Les orientationsfavorables pour l'estimation de xk sont globalement défavorables pour yk. Cei est ohérent ave lastruture de bruit déduite de la propagation de l'erreur de arte sur les mesures. Pour l'orientation,on onstate une aentuation de la dégradation de la borne à proximité de l'amer, due à la présenede la quantité 1/ρk
l au arré dans la variane de l'erreur omplémentaire sur la mesure d'angle. Ceséléments sont présentés sur les �gures 7.7 et 7.3.7.4 Conlusions et perspetivesDans e hapitre, nous avons adapté les algorithmes de alul de la matrie d'informationde Fisher proposés au hapitre 5, a�n de prendre en ompte l'inertitude sur la onnaissane del'information artographique. La méthode a onsisté à apporter ertaines modi�ations à l'équationd'observation du système au travers d'une approximation de Taylor des fontions de distane et
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Fig. 7.6 � Ellipses assoiées à la BCRP en position fontion de l'orientation γl.
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(b) Borne erreur en yFig. 7.7 � Borne en position du mobile fontion de l'orientation de l'erreur de arte.d'angle. La propagation de l'erreur de arte s'est traduite par l'ajout d'un bruit supplémentairesur les mesures diretement lié à la struture du bruit de la arte. Ainsi, nous avons vu que� le niveau de bruit sur la position des amers avait une in�uene direte sur le niveau de bruitajouté,� la proximité du mobile à l'amer et l'orientation du veteur formé par la position du mobileet la position moyenne de l'amer par rapport à elle du grand axe de l'ellipse d'erreur desamers avaient également un impat important.On omprend don qu'il sera néessaire de trouver un ompromis entre le positionnement relatifdu mobile par rapport à la on�guration géométrique des amers et le niveau et les orientations dees erreurs sur la arte pour atteindre la meilleure performane de loalisation a priori.La formule de réurrene de Tihavsky a été adaptée en onséquene, même si les étapes de alulrestent identiques par rapport à une arte parfaite. Le résultat prinipal est une modi�ation de lamatrie d'information liée au proessus d'observation, qui néessite une orretion au niveau de lamatrie de ovariane et la prise en ompte d'un terme dépendant de la dérivée et de l'inverse de
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Fig. 7.8 � Borne en orientation du mobile fontion de l'orientation de l'erreur de arte.ette matrie de ovariane.Les travaux présentés dans e hapitre peuvent être prolongés en s'intéressant à di�érentesformes d'approximation des fontions de mesures. Tout d'abord, l'approximation de Taylor pourraitêtre poussée à un ordre supérieur. Chaque ordre supplémentaire permettrait d'inlure des ontri-butions des statistiques d'ordre supérieur sur l'erreur de arte. Il n'y a pas de limite théorique auxaluls. Par ontre, la dérivation de la matrie d'information Jz
k (C) sera de plus en plus omplexe.Une autre alternative pourrait onsister à s'appuyer sur la transformée unsented, qui permet uneapproximation au seond ordre. La borne ainsi onstruite pourrait alors être omparée au résultatobtenu à partir d'un développement de Taylor du même ordre. Il faut noter, l'intérêt d'une telleapproximation, qui permet de prendre en ompte de façon naturelle les limites de pereption duapteur. En e�et, les statistiques étant onstruites à partir de l'éhantillon des sigma-points, danse as équivalent à des amers, eux qui ne seraient pas visibles seraient automatiquement rejetés,omme le montre la �gure 7.9.
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Conlusions et perspetives 111de l'état du système Xk et de la arte Ck en adaptant l'équation d'évolution de la façon suivante
Xk+1 = fk (Xk, uk) + ωk.

Ck+1 = Ck,
(7.28)ave Ck+1 =

(
x1 y1 · · · xnC ynC

)∗
, ∀k et les onditions initiales

X0 ∼ N
(

X̂0, P0

)

, P0 ≻ 0 et C0 ∼ N (C, ΣC) . (7.29)Le alul de la matrie d'information de Fisher pour l'estimation de l'état augmenté n'est ependantpas diretement réalisable ar il néessite de disposer d'une loi de prédition régulière, e qui n'estpas le as pour les omposantes liées à la artographie qui n'évoluent pas au ours du temps.Néanmoins, des formules réursives similaires à elle utilisée dans nos développements ont étéproposées dans [TMN98℄, [SKT01℄ pour les systèmes partiellement linéaires et bruités omme len�tre. Une autre manière de proéder onsiterait à régulariser le système en ajoutant un bruitarti�iel de variane ǫ > 0 pour le modèle d'évolution de la arte, puis d'e�etuer un passageà la limite après appliation de la formule de mise jour de la matrie Jk. Cette démarhe serapprohe de elle utilisée dans [Rap05℄ pour s'a�ranhir du aratère disret des omposantes dessystèmes hybrides. En utilisant un état augmenté, on ommene également à aborder l'étude dela performane de problèmes de loalisation et de artographie simultanée où la arte fait partieintégrante de l'état du système.
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Chapitre 8Plani�ation pour la loalisationNous avons dé�ni une mesure de performane pour le proessus de loalisation d'un mobilebasée sur l'aquisition d'information de distanes et d'angles par rapport à des amers représentésdans une arte embarquée. Pour des missions qui onsistent à atteindre un lieu donné de l'environ-nement d'évolution du système, étant donné un état initial, il est important de hoisir la trajetoirepermettant de garantir a priori et ompte tenu de la onnaissane sur le modèle du système lameilleure performane de loalisation. Ce hoix de trajetoire doit évidemment limiter les risquesassoiés aux ontextes et ontraintes du système. Nous présentons dans e hapitre une méthodepermettant de proposer des trajetoires � optimales � au sens de ritères de performane formulésà partir de la Borne de Cramèr-Rao a posteriori.8.1 Présentation du problème de plani�ation de trajetoiresDans le adre le plus général, le onept de plani�ation ou mission orrespond à la réalisationd'ations spéi�ques (mouvements, olletes d'informations...). La tâhe onsidérée ii onsiste àrallier une destination en exploitant la représentation a priori de l'environnement dans le proessusd'estimation de l'état du mobile à partir de mesures fournies par ses apteurs embarqués. En phasede plani�ation, l'objetif est de déplaer le mobile dans l'environnement, par des ommandesappropriées, ou d'adapter ses apaités d'aquisition de l'information ompte tenu du ontexte dela mission (durée maximale, inertitude a priori sur la arte, apaité des algorithmes impliqués dansle proessus de mesure). Plus préisément, nous nous intéressons à la plani�ation des ommandesqui in�uent sur le déplaement du mobile. Le but est de dé�nir une ou plusieurs trajetoires dans unespae de reherhe (l'espae des trajetoires), à partir d'un état de départ et pour se rendre dansun ensemble d'arrivée, en respetant des ontraintes et en maximisant une fontionnelle. Le besoinprinipal étant de garantir la performane a priori de loalisation, nous avons vu qu'elle pouvait êtrearatérisée par la séquene des matries d'information de Fisher liée à la trajetoire onsidérée.Nous introduisons les di�érents éléments permettant la formulation du problème de plani�ation.Tout d'abord, nous introduisons la famille de trajetoires sur laquelle nous nous appuyerons danse hapitre, ainsi que l'expression des objetifs pour l'optimisation.8.1.1 Dé�nition de l'espae des trajetoiresPour traiter notre problème de trajetoires, on suppose disponible une disrétisation de l'espae2D permettant de dé�nir un graphe de points de passage souhaités pour le mobile. Ce graphe
G(V, E) dé�nis à partir des ensembles V et E est omposé de� |V | noeuds (sq, 1 ≤ q ≤ |V |),� et |E| ars {epq = (sp, sq) ∈ V 2, q ∈ V(p)}, V(p) étant l'ensemble des noeuds voisins dunoeud q.Chaque noeud p ∈ V est assoié à une position 2D, p̃p:=(xsp

, ysp
) ∈ D. Le mouvement du mobilesur un ar epq est e�etué à vitesse vepq

onstante et ave l'orientation �xe θepq
orrespondant àl'orientation entre −π et π de l'ar epq dans le repère global Rg. Dans e hapitre, les résultats qui113



114 hapitre 8seront présentés feront l'hypothèse d'un graphe sous la forme d'une grille régulière, mais ils sontgénéralisables à une disrétisation quelonque. On suppose en outre qu'il existe un étage algorith-mique permettant de passer de es points de passage sur le graphe à une trajetoire ohérente dela dynamique par la mise en oeuvre des ationneurs du système.Une grille régulière. On dispose don d'une disrétisation régulière de l'espae d'étatD×]−π, π]et de l'espae des ommandes en orientation et en vitesse. Le graphe G est don une grille de pas
dx et dy selon respetivement l'axe des absisses et des ordonnées de Rg. On note ng = nx ny lenombre de points de la grille. Chaque point de la grille est par onséquent assoié au point del'espae 2D p̃(i,j) = (x(i,j), y(i,j)), auquel on peut a�eter un indie s:=g(i, j) dans S:={1, · · · , ng},
∀(i, j) ∈ {1, · · · , nx} × {1, · · · , ny}, où g est l'appliation

g(i, j) = i + (j − 1)nx. (8.1)On introduit également une variable auxiliaire sk ∈ S, qui orrespond à l'état s assoié à la position
p̃k en 2D imposée au mobile à l'instant k ≥ 0.Disrétisation des ommandes. D'un point de la grille, il est possible d'atteindre au plusles plus prohes dé�nis à partir d'une dirétisation de l'orientation θk en na valeurs. Dans lesexemples que nous traiterons, nous faisons l'hypothèse de déplaements permettant d'atteindreuniquement les 8 plus prohes voisins. On a don na ≤ 8. On peut introduire la variable d'ation
ak ∈ A = {1, · · · , na} dé�nissant l'orientation hoisie à l'instant k à partir de la position p̃k. Onadoptera une règle permettant d'identifer les orientations dans le sens négatif ave a = 1 pour undéplaement � à droite vers le haut � et a = 8 pour un � déplaement vers la droite �.Les trajetoires. A partir de ette formalisation, on s'intéresse à des trajetoires omposées dedéplaements onséutifs à vitesse et orientation onstantes à haque instant k :
• vk = [vx

k , vy
k ] étant à valeurs dans {−v, 0, v} × {−v, 0, v} \ {0} × {0} ave v ∈ R+,

• l'orientation θk étant diretement liée à l'ation ak séletionnée. L'ation ak est don liée à laommande en orientation φk.Ainsi, une trajetoire dé�nie entre les instants t0 et tk à partir des points 2D de passage p̃0:k =
{p̃0, · · · , p̃k} est équivalente aux séquenes d'états s0:k = {s0, · · · , sk} ∈ Sk+1 et d'ations a0:k−1 =
{a0, · · · , ak−1} ∈ Ak+1 où sk est l'indie assoiée à la position p̃k et ak l'ation exéutée en p̃k. Notreproblème de plani�ation de trajetoire est en dé�nitive un problème d'optimisation de séquenesde déisions [LaV06℄.On s'intéresse à des trajetoires aratérisées par une position initiale pi et un ensemble de positionsd'arrivée Xf . On suppose également que la position initiale est située sur la grille ave l'indie si etque Xf ontient un nombre �ni nf de points de la grille repérés par les états Sf = {s1

f , · · · , snf

f }.En outre, ertaines ations peuvent ne pas être admissibles à un instant donné, pour tenir omptede ontraintes liées à l'environnement (bord de la zone d'évolution, obstales, zones interdites...).La �gure 8.1 présente un exemple de disrétisation ave une grille obtenue pour nx = ny = 5.L'ensemble S est omposé de 25 états. On peut noter que dans l'état s = 13, le déplaementassoié à l'ation a = 5 provoque un déplaement vers l'état s = 7 appartenant à un obstale.Cette ation est don non admissible.Prise en ompte de ontraintes sur le mouvement. L'évolution instantanée du mobile esten général ontrainte par les apaités de ses ationneurs. Nous tenons ompte dans le problèmede plani�ation de ontraintes sur la variation instantanée de la ommande uk. La onséquenedirete est une rédution du nombre d'états admissibles à haque instant. On suppose don que lavariation de l'orientation entre deux instants onséutifs est bornée. Ainsi, l'espae des déisionsà l'instant k, noté Ak, dépend de la déision hoisie à l'instant k − 1, de sorte que Ak ⊆ A. Onintroduit pour ela une matrie de transition invariante dans le temps δ(ak, ak−1), qui préiseles ations possibles à tk sahant les déisions prises tk−1. Par exemple, si l'on suppose que la
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Fig. 8.1 � Grille pour nx = ny = 5 et dé�nition des ations dans l'état s = 13.variation d'orientation instantanée est inférieure à π
4 , 'est-à-dire |φk| ≤ π

4 , la matrie de transitionest donnée par l'équation (8.2).
δ(ak, ak−1) =

















1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 0 0 0 0 0 1
2 1 1 1 0 0 0 0 0
3 0 1 1 1 0 0 0 0
4 0 0 1 1 1 0 0 0
5 0 0 0 1 1 1 0 0
6 0 0 0 0 1 1 1 0
7 0 0 0 0 0 1 1 1
8 1 0 0 0 0 0 1 1

















(8.2)
On en déduit en partiulier que seules les ations a = 1, 2 et 8 peuvent être séletionnées au temps
k si ak−1 = 1. La �gure 8.2 présente deux exemples de trajetoires où la ontrainte d'orientationde π

4 est satisfaite uniquement lors de la réalisation de la première.8.1.2 Fontionnelles pour la performane de loalisationAprès avoir dé�ni l'espae des trajetoires pour le problème de plani�ation, nous abordonsdans e paragaphe les ritères d'optimisation. Nous nous intéressons uniquement au ritère assoiéà la performane de loalisation du système, et don du �ltre envisagé lors de l'exéution de lamission. Cette performane est aratérisée par la borne de Cramèr-Rao a posteriori sur l'erreurd'estimation de la trajetoire. Considérons une trajetoire X0:k entre l'instant initial et k réaliséeà partir de la suite de ommandes u0:k−1, et l'estimation X̂0:k(u0:k−1, z1:k) fournie par le �ltrageà partir d'une séquene de mesures z1:k. Dans le adre du �ltrage, on s'intéresse à l'estimationourante de l'état Xk. On sait que la matrie de ovariane de l'erreur d'estimation de l'état àhaque instant k est bornée par l'inverse de la matrie d'information de Fisher1.1Sous ertaines onditions sur le modèle de dynamique disutées au hapitre 5
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Fig. 8.2 � trajetoire ave (ligne ontinue) et sans (pointillé) ontraintes π
4 .

E
{(

X̂k(u0:k−1, z1:k)−Xk

) (

X̂k(u0:k−1, z1:k)−Xk

)∗}
� J−1

k (u0:k−1) (8.3)où J−1
k (u0:k−1) est le blo inférieur droit de taille dim(Xk)× dim(Xk) de la matrie d'informationde Fisher Fk(X0:k, u0:k−1, z1:k) de la trajetoire omplète

Fk(X0:k, u0:k−1, z1:k):=E
[

−∆X0:k

X0:k
log (p(X0:k, u0:k−1, z1:k))

]

.Nous avons proposé plusieurs méthodes de alul d'une estimation de la matrie Jk(u0:k−1) pournotre problème de �ltrage au hapitre 5, en se basant sur la relation de réurrene de Tihavsky &al. [TMN98℄. En fontion des objetifs de la mission et du ontexte d'évolution du mobile, il peutêtre intéressant de onsidérer di�érents objetifs.Objetif 1 (performane terminale)Trouver la séquene optimale de ommandes de haut niveau u1
0:K−1 de longueur K telle que :� u1

0 est la ommande exéutée en l'état initial,� u1
K−1 permet d'atteindre la zone �nale imposée,� les ontraintes sur les ommandes onséutives sont satisfaites ∀1 ≤ k ≤ K − 1qui maximise l'espérane de la préision de loalisation en bout de trajetoire φ1(J

−1
K (u0:K−1)).Objetif 2 (performane moyenne)Trouver la séquene optimale de ommandes de haut niveau u2

0:K−1 de longueur K telle que :� u2
0 est la ommande exéutée en l'état initial,� u2
K−1 permet d'atteindre la zone �nale imposée,� les ontraintes sur les ommandes onséutives sont satisfaites ∀1 ≤ k ≤ K − 1qui maximise l'espérane de la préision de loalisation sur l'ensemble de la trajetoire φ2(J

−1
0:K(u2

0:K−1))ave J−1
0:K(u0:K−1) = {J−1

0 , · · · , J−1
k (u2

0:k−1), · · · , J−1
K (u2

0:K−1)}.Objetif 3 (performane de type minmax)Trouver la séquene optimale de ommandes de haut niveau u3
0:K−1 de longueur K telle que :� u3

0 est la ommande exéutée en l'état initial,� u3
K−1 permet d'atteindre la zone �nale imposée,



Résolution du problème d'optimisation 117� les ontraintes sur les ommandes onséutives sont satisfaites ∀1 ≤ k ≤ K − 1qui maximise le minimum de l'espérane de la préision de loalisation sur la trajetoire φ3(J
−1
0:K(u0:K−1))ave J−1

0:K(u3
0:K−1) = {J−1

0 , · · · , J−1
k (u3

0:k−1), · · · , J−1
K (u3

0:K−1)}.Par la suite, nous adopterons la notation Jk pour Jk(u0:k−1) et J0:k pour J0:k(u0:k−1) lorsqu'iln'y aura pas d'ambiguïté. Nous onsidérons des fontions oûts φi, i = 1, 2, 3 à maximiser quisont obtenues à partir du déterminant d'une matrie dépendante de l'approximation de la matried'information de Fisher. Le déterminant peut être omparé au volume de l'ellipsoïde d'inertitudeonstruite à partir de la matrie de ovariane de l'estimation. Nous nous foaliserons sur la perfor-mane de l'estimation de la position en 2D du mobile en abordant l'optimisation des fontionnelles� minimisation de l'ellipse d'inertitude à l'instant �nal
φ1(J0:K(u0:K−1)) = − det(B∗J−1

K (u0:K−1)B), (8.4)� minimisation d'une moyenne pondérée des ellipses d'inertitude le long de la trajetoire
φ2(J0:K(u0:K−1)) = −

K∑

k=0

wk det(B∗J−1
k (u0:k−1)B) (8.5)où wk ∈ R+ sont des poids,� minimisation de l'ellipse d'inertitude de plus grand volume le long de la trajetoire

φ3(J0:K(u0:K−1)) = − max
0<k≤K

det(B∗J−1
k (u0:k−1)B) (8.6)et B la matrie de projetion de l'état sur le sous-espae des positions 2D

B:=





1 0
0 1
0 0



 .Ce problème d'optimisation pourrait être omplété par des ontraintes sur l'orientation, en onsi-dérant le terme (3, 3) des matries J−1
k , k = 0, · · · , K.L'espae des trajetoires admissibles et le ritère d'optimisation étant dé�nis, nous présentonsdans la setion suivante la démarhe adoptée pour la résolution du problème d'optimisation.8.2 Résolution du problème d'optimisationUne première façon d'aborder le problème de plani�ation de trajetoires est d'essayer dele formaliser omme un Proessus de Déision Markovien (PDM). Pour ela, on onsidère quel'état sk ∈ S onstitue une haîne de Markov et que l'objetif est de reherher la séquene d'a-tions/déisions {a∗

k(s1, · · · , sk+1)}0≤k≤K−1 équivalente à la suite de ommandes u0:K−1, qui maxi-mise l'une des fontions de oûts dé�nie sur l'espae des trajetoires au paragraphe préédent. Pourompléter la dé�nition du PDM, on doit également dé�nir
• T k

ss′(a) , Pr(sk+1 = s′|sk = s, ak = a), ∀(s, s′, a) ∈ S2 ×A, la fontion de transition à l'instant
k permettant de dé�nir l'évolution de l'état à partir de la ommande appliquée,

• css′(a), ∀(s, s′, a) ∈ S2 ×A, le gain élémentaire assoié à la transition de l'état s à l'état s′ pourle hoix de l'ation a.Dans le adre des PDM, la fontion de transition et le gain élémentaire est omplètement onnuet la politique optimale a∗
1:K−1 peut être obtenue en utilisant un algorithme de programmationdynamique ou des approhes par apprentissage par renforement [SB00℄. Toutes es approhess'appuient sur le prinipe d'optimalité de Bellman [Ber68℄ et le hemin optimal peut être déduitde la relation de réurrene
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V0(s) = cs(initialisation) (8.7)
Vk(s) = max

a∈Ak−1(s)

[
∑

s′∈S
{css′(a) + Vk−1(s

′)}T k
ss′(a)

]

ak−1(s) = argmax
a∈Ak−1(s)

[
∑

s′∈S
{css′(a) + Vk−1(s

′)}T k
ss′(a)

]

k = 1, · · · , K, s ∈ S. La séquene {~a0(s), · · · ,~aK−1(s)}, s ∈ S est le plan de déisions dé�nissantla déision optimale en haque état s ∈ S à haque instant k. Ainsi, ~a0(s) orrespond au veteurdes déisions indexés par les états s . Ak−1(s) ⊂ A est l'ensemble des ations admissibles à l'instant
k − 1 à partir de l'état s. Dans le as le plus simple, Ak−1(s) = A, ∀s ∈ S, k = 2, · · · , K − 1.La séquene optimale de déisions a∗

0:K−1 = {a∗
0, · · · , a∗

K−1} et la séquene d'états assoiée s∗1:K−1 =
{s∗1, · · · , s∗K−1} sont alors obtenues à partir du plan de déisions, en utilisant, par exemeple, uneproédure de type bak-traking. Pour tenir ompte des ontraintes de mouvements sur l'orientationliées à notre problème, il onvient d'adapter la relation de réurrene pour les PDM omme proposéedans [PL02℄, en préisant à haque étape l'ensemble des ations admissibles. Les ontraintes sontaratérisées par la matrie δ(., .) introduite au paragraphe 8.1.1. L'équation (8.7) doit être modi�éeomme suit :

V0(s) = cs(initialisation) (8.8)
Vk(s) = max

a∈Ak−1(s)

[
∑

s′∈S
{css′ (a)δ(a, a′) + Vk−1(s

′)}T k
ss′(a)

]

ak−1(s) = arg max
a∈Ak−1(s)

[
∑

s′∈S
{css′ (a)δ(a, a′) + Vk−1(s

′)}T k
ss′(a)

]où a′ est l'ation optimale hoisie à l'étape k− 2 pour atteindre l'état s′. Quelques règles pratiquespour l'implémentation de ette version modi�ée de l'algorithme de programmation dynamique sontproposées dans [PL02℄.Etant donné l'ensemble des états atteignables S, l'ensemble des ationsA, la matrie des ontraintesde mouvement et la matrie de oûts Υ = (css′(a)), une séquene optimale (si elle existe) peutêtre alulée à partir d'un algorithme apable de résoudre l'équation (8.8). Cependant, la mise enoeuvre de ette approhe néessite de véri�er l'appliabilité du prinipe de Bellman, qui imposeertaines propriétés algébriques sur la fontionnelle de oût. Comme démontré dans [LT97℄, la plu-part des fontionnelles objetif basées sur le déterminant de la BCRB, ne respete pas la propriétépermettant de garantir l'appliabilité du prinipe d'optimalité.Proposition 6 [LT97℄ si φ est une fontionnelle de la BCRP satisfaisant la propriété garantissantle prinipe d'optimalité (ou Matrix Dynami Programming Property) alors elle est forément de laforme
φ(M) = F(tr(MR)) ∀M ∈Mn×noù F est une fontion monotone roissante et R une matrie �xée.En partiulier, e n'est pas le as des fontionnelles retenues pour notre problème de plani�ation,qui dépendent du déterminant et de la trajetoire omplète. En e�et, le oût d'une trajetoiredépend de la totalité de la trajetoire. Pour ontourner ette di�ulté, nous proposons de résoudrele problème en utilisant une approhe heuristique basée sur la méthode de Cross-Entropie (CE)introduite par Rubinstein & al [RK04℄[DBKMR03℄.



Résolution du problème d'optimisation 1198.2.1 Introdution de la méthode de ross-entropieLa méthode de ross-entropie (CE), développée par Reuven Rubinstein [RK04℄, a été onçuedans un premier temps omme un outil d'évaluation des probabilités d'évènements rares. Un évène-ment rare est un évènement de probabilité très faible. L'étude de telles probabilités est fondamentaledans une analyse de �abilité, par exemple, lorsque l'on se pose la question de la probabilité d'ou-rene d'une panne. Un alul mathématique ou analytique de ette probabilité n'est pas toujourspossible. Dans les as les plus défavorables, le seul reours est d'évaluer la probabilité de l'évènementrare par la simulation. Or, si la loi à évaluer est utilisée diretement pour générer des réalisationsde l'évènement rare, le nombre de tirages néessaire devient largement prohibitif. L'éhantillon-nage préférentiel (Importane Sampling) est une méthode lassiquement mise en oeuvre, qui a étédisutée dans la présentation du �ltre partiulaire. L'idée est de proéder à un hangement deloi de manière à favoriser l'éhantillonnage de l'évènement rare. Toutefois, le paramétrage de ehangement de loi est en général di�ile. La CE est une méthode itérative pour réaliser ette tâheen s'appuyant sur une famille de lois paramétriques dédiées.Après une introdution de la méthode de ross-entropie pour le tirage d'évènements rares, nousexpliquerons omment ette méthode a été adaptée pour l'optimisation. Cette utilisation parti-ulière de la CE se justi�e par le fait que le tirage de l'optimum d'une fontion orrespond, engénéral, à un évènement rare. Ce paragaphe du hapitre est volontairement suint. Une leturede l'ouvrage introdutif [RK04℄ ou du tutorial [DBKMR03℄, qui en ont été la soure d'inspiration,peuvent onstituer un exellent omplément. Par ailleurs, une doumentation importante, ave denombreux as d'appliation, est disponible à l'adresse http ://www.emethod.org. Pour la pré-sentation des éléments qui suivent, nous introduisons les notations suivantes :� [Kroneker] Étant donnée une proposition logique A, la quantité δ[A] vaut 1 si A est vraie,et vaut 0 dans le as ontraire.� La quantité Epf(x) =
∫

X
f(x)p(x) dx désigne l'espérane de la valeur f(x) pour la densitéde probabilité p assoiée à la variable x ∈ X .� Étant donné un sous-ensemble mesurable Y ⊂ X et une densité de probabilité p sur X , laquantité Pp(Y ) = Pp(x ∈ Y ) = Epδ[x ∈ Y ] =

∫

Y
p(x) dx est la probabilité de l'évènement

x ∈ Y .8.2.1.1 Probabilité d'un évènement rareNous supposerons donnés un espae mesurable X et une densité de probabilité p sur elui-i.Sur l'espae X est dé�nie une fontion mesurable f à valeurs réelles. Nous souhaitons évaluer laprobabilité pour que la fontion f dépasse un ertain seuil γ ∈ IR. Lorsque ette probabilité esttrès faible, typiquement si f évalue le dysfontionnement d'un système, Fγ = {x ∈ X/f(x) ≥ γ}est un évènement rare.Méthodes d'éhantillonnageMonte-Carlo. Soient x1, · · · , xN des tirages de la variable x selon la loi p. La probabilité Pγ =
Pp(f(x) ≥ γ) = Pp(Fγ) peut s'estimer par la moyenne empirique

P̂γ =
1

N

N∑

n=1

δ[f(xn) ≥ γ] .La variane de et estimateur non biaisé est alors donnée par
Ep

(
P̂γ − Pγ

)2
=

1

N
Pγ(1 − Pγ) .Puisque nous souhaitons estimer des probabilités Pγ très faibles, la variane n'est pas un bon ritèred'évaluation de l'estimateur. L'éart-type relatif est plus approprié

σγ

Pγ
=

√

1− Pγ

NPγ
.



120 hapitre 8Nous onstatons qu'il est inversement proportionnel à √NPγ . Ainsi, la moyenne empirique n'estpas un estimateur envisageable lorsque Fγ est un évènement rare.Éhantillonnage préférentiel. Dans la mesure où la loi p ne permet pas d'estimer onvena-blement Pγ , une alternative est d'utiliser une loi de tirage auxiliaire (notons la q) permettant unéhantillonnage préférentiel autour de l'évènement rare. Considérons alors x1, · · · , xN des tirages dela variable x selon la loi q. La probabilité Pγ peut être estimée par la moyenne empirique pondérée
P̂γ =

1

N

N∑

n=1

δ[f(xn) ≥ γ]
p(xn)

q(xn)
.La variane pour et estimateur est donnée par

Eq

(
P̂γ − Pγ

)2
=

Ep

(
δ[f(x) ≥ γ]p(x)q(x)−1

)
− P 2

γ

N
.Cette variane est nulle pour la densité optimale q∗(x) = δ[f(x) ≥ γ]p(x)P−1
γ . Malheureusement,la loi q∗ n'est pas aessible, ar la probabilité Pγ est inonnue. De manière générale, la dé�nitiond'une loi d'éhantillonnage q intéressante n'est pas aisée. La méthode proposée i-dessous onsisteà hoisir la loi d'éhantillonnage au sein d'une famille de lois π(·; λ)|λ ∈ Λ . L'idée est d'optimiserle paramètre λ, de manière à minimiser la distane D(q∗, π(·; λ)) ave la loi de tirage optimale.Nous hoisirons omme ritère de distane entre deux probabilités la divergene de Kullbak-Leibler.Cette pseudo-distane est en fait une mesure de l'entropie roisée entre les deux lois

D(q, p) = Eq ln
q(x)

p(x)
=

∫

X

q(x) ln q(x) dx −
∫

X

q(x) ln p(x) dx .Éhantillonnage à partir d'une famille de lois. Nous souhaitons don dé�nir une loi de tirageoptimale au sein de la famille de lois π(·; λ)|λ ∈ Λ . La minimisation de la distane D(q∗, π(·; λ))se traduit par la maximisation de ∫
X

q∗(x) lnπ(x; λ) dx . En prenant en ompte la dé�nition de q∗,nous aboutissons à l'optimisation
λ∗ ∈ arg max

λ∈Λ
Eq (δ[f(x) ≥ γ] lnπ(x; λ)) .À e stade, nous sommes onfrontés au alul d'une espérane assoiée à un évènement rare. Lealul du paramètre optimal λ∗ néessite un éhantillonnage préférentiel, de loi q :

λ∗ ∈ argmax
λ∈Λ

Eq

(

δ[f(x) ≥ γ]
p(x)

q(x)
lnπ(x; λ)

)

.Considérons alors x1, · · · , xN des tirages de x selon la loi q. Le paramètre optimal λ∗ est approhépar l'estimateur λ̂∗ ainsi dé�ni :
λ̂∗ ∈ argmax

λ∈Λ

N∑

n=1

(

δ[f(xn) ≥ γ]
p(xn)

q(xn)
lnπ(xn; λ)

)

. (8.9)La famille π(·; λ)|λ ∈ Λ est hoisie de manière à garantir une solution à ette maximisation. Nousverrons que, dans de nombreux as, ela ne pose auun problème dans la pratique. En partiulier,la famille des lois dites exponentielles naturelles est intéressante à e titre [RK04℄.Toutefois, l'estimation de λ∗ par (8.9) n'est toujours pas satisfaisante. Elle repose sur un éhan-tillonnage préférentiel, dont la loi q nous est inonnue. Or l'estimation de λ∗ a justement pour butde onstruire une telle loi. Il s'agit en quelque sorte d'un problème de point �xe que la méthode deross-entropie résout de façon itérative.Méthode d'éhantillonnage par ross-entropie Au paragraphe préédent, il a été montréomment optimiser le paramètre d'une famille de lois a�n de dé�nir un éhantillonnage préfé-rentiel. Toutefois, l'estimation de e paramètre par (8.9) repose lui-même sur un éhantillonnage



Résolution du problème d'optimisation 121préférentiel. Pour ontourner ette di�ulté, Rubinstein propose une méthode itérative basée surune relaxation dégressive de l'évènement rare.A�n de simpli�er notre présentation, nous supposerons l'existene d'un paramètre λ0 ∈ Λ tel que
π(·; λ0) = p .Prinipe de base. Considérons une suite (γt|t ≥ 1) telle que� l'évènement f(x) ≥ γ1 n'est pas rare,� l'évènement f(x) ≥ γt+1 n'est pas rare pour la loi π(·; λt) ,� limt→∞ γt = γ .Alors, une suite de paramètres (λt|t ∈ IN), ave π(·; λ0) = p, peut être onstruite en se basant surune itération de l'équation d'estimation (8.9) :� générer x1, · · · , xN selon la loi π(·; λt) ,� poser λt+1 ∈ arg max

λ∈Λ

N∑

n=1

(

δ[f(xn) ≥ γt+1]
p(xn)

π(xn; λt)
lnπ(xn; λ)

)

.L'algorithme proposé par Rubinstein onstruit la suite (γt|t ≥ 1) de façon adaptative.Constrution adaptative des bornes. En vue d'une onstrution adaptative de la suite (γt|t ≥
1) , un paramètre de séletion ρ ∈]0, 1[ est utilisé pour dérire la vitesse de onvergene. La borne
γt est alors dé�nie omme le (1−ρ)-quantile de f(x) pour la loi π(·; λt−1) . Plus préisément, soient
x1, · · · , xN les éhantillons générés par π(·; λt−1) . Supposons es éhantillons ordonnés de manièreà avoir f(xn) ≤ f(xn+1) pour 1 ≤ n < N . Alors γt est dé�nie par γt = min

{
γ, f(x⌈(1−ρ)N)⌉)

}
. Bienentendu, le paramètre ρ doit être hoisi su�samment grand, ar il est une approximation de laprobabilité de l'évènement f(x) ≥ γt pour la loi π(·; λt−1) . En�n, la suite (γt|t ≥ 1) est roissanteà un bruit près. En ombinant les onstrutions de (λt|t ∈ IN) et de (γt|t ≥ 1) , nous aboutissons àl'algorithme de ross-entropie exposé dans [DBKMR03℄.Algorithme intégré. Posons ρ ∈]0, 1[ . L'algorithme de ross-entropie pour la simulation d'évè-nements rares s'énone ainsi1. hoisir λ0 ∈ Λ tel que π(·; λ0) = p . Poser t = 1 ,2. générer N éhantillons x1, · · · , xN pour la loi π(·; λt−1) . Ordonner es éhantillons de manièreroissante selon f . Caluler le (1 − ρ)-quantile γt :

γt = min
{
γ, f(x⌈(1−ρ)N)⌉)

}
, (8.10)3. aluler λt par la maximisation :

λt ∈ arg max
λ∈Λ

N∑

n=1

(

δ[f(xn) ≥ γt]
p(xn)

π(xn; λt−1)
lnπ(xn; λ)

)

, (8.11)4. si γt < γ , réitérer depuis l'étape 2) en posant t← t + 1 ,5. estimer la probabilité Pγ de l'évènement rare par :
P̂γ =

1

N

N∑

n=1

δ[f(xn) ≥ γ]
p(xn)

π(xn; λt)
. (8.12)Remarque. Il existe di�érentes évolutions de l'algorithme de CE. En partiulier, le paramètre deséletion ρ peut être dé�ni dynamiquement. Dans le adre des méthodes d'optimisation par CEprésentées i-dessous, des résultats théoriques sur la onvergene [DMR04, Mar℄ ont été établis surla base de ertaines hypothèses d'évolution du paramètre ρ.8.2.1.2 Méthode d'optimisation par ross-entropieLa ommunauté s'est vite aperçue que la méthode de tirage par CE pouvait être adaptée et ap-pliquée à l'optimisation. Cela se omprend parfaitement, puisque les paramètres qui optimisent unobjetif sont rares et di�iles à trouver en général. Considérons plus préisément l'algorithme pré-senté en setion 8.2.1.1. Cet algorithme repose sur la onstrution d'une suite de bornes (γt|t ≥ 1),



122 hapitre 8qui peut être onsidérée omme roissante à un bruit près. Ces bornes servent à dé�nir des évène-ments Fγt
= {x ∈ X/f(x) ≥ γt} de plus en plus raré�és. Au ours du proessus, la onstrutionde (γt|t ≥ 1) est tronquée par γ, le paramètre de l'évènement rare à évaluer. Toutefois, il est pos-sible de laisser le proessus se poursuivre. Cela revient à raré�er la suite des évènements a�n deonverger vers l'évènement Fγ∞ = {x ∈ X/f(x) ≥ maxy∈X f(y)} . Cet évènement est presque videen général. En dé�nitive, si le proessus est itéré su�samment longtemps, nous aboutissons à laonstrution d'un paramètre de loi λ tel que la loi π(·; λ) soit très resserrée autour de Fγ∞ . Il s'agitlà d'une manière probabiliste d'approher l'optimum de f .Cette desription du prinipe de l'algorithme d'optimisation ne doit pas nous aher ertainesdi�ultés qui onditionnent la onvergene de la méthode :� le hoix du paramètre de séletion ρ, ou de son évolution au ours du proessus, qui ondi-tionne le ompromis entre vitesse de onvergene et niveau d'exploration de l'espae duparamètres à optimiser,� la dé�nition d'un ritère d'arrêt pour la onvergene,� le hoix d'une famille de lois π adaptée au problème à optimiser.Comme nous l'avons évoqué préédemment, quelques résultats théoriques répondent aux deuxpremiers points [DMR04℄. Nous ne les aborderons pas et nous nous ontenterons de ritères appro-hés simples, mais fontionnels. Le dernier point est assez déliat à formaliser et doit être abordéau as par as. Toutefois, nous verrons que pour notre problème de plani�ation de trajetoires,les lois utilisées se déduisent naturellement du problème posé.La setion suivante présente l'algorithme de CE pour l'optimisation dans sa version initiale et danssa version dite lissée.8.2.1.3 AlgorithmesConsidérons f une fontion de variable x ∈ X et à valeur réelle. Nous souhaitons optimiser lavariable x de manière à maximiser f(x). Dans e but, une famille de lois (π(·; λ)

∣
∣λ ∈ Λ

) est dé�nie.Algorithme original. Donnons nous un paramètre de séletion ρ ∈]0, 1[ . L'algorithme de ross-entropie pour l'optimisation s'énone ainsi :1. initialiser λ0 ∈ Λ ; typiquement e paramètre est hoisi de telle façon que π(·; λ0) soit prohed'une loi uniforme . Poser t = 1 ,2. générer un ensemble Et de N éhantillons pour la loi π(·; λt−1) . Séletionner les ⌊ρN⌋meilleurs éhantillons pour la fontionnelle f . Notons St ⊂ Et l'ensemble de es éhantillons.On a ainsi :
♯St = ⌊ρN⌋ et ∀x ∈ St, ∀y ∈ Et \ St, f(x) ≥ f(y) .3. Caluler λt par la maximisation :

λt ∈ argmax
λ∈Λ

∑

x∈St

lnπ(x; λ). (8.13)4. Si le ritère d'arrêt n'est pas atteint, réitérer depuis 2) en posant t← t + 1.5. Supposons que l'étape �nale est t = tf . Alors, une valeur optimale pour f peut être estiméepar le tirage d'un éhantillon au moyen de la loi π(·; λtf
) .Un ritère d'arrêt simple est la stationnarité de la borne γt = infx∈St

f(x) .Remarques. Comme nous ne herhons plus à évaluer une probabilité, ertaines simpli�ationsapparaissent par rapport à l'algorithme d'éhantillonnage. En partiulier, l'équation de réatuali-sation (8.13) ne ontient plus le terme de orretion p(x)
π(x;λt−1) .Lorsque la variable x est disrète, la réatualisation (8.13) peut rendre ertains éhantillons pré-maturément inaessibles (notamment par l'annulation de la probabilité de ertains états). L'uti-lisation d'un lissage dans la réatualisation permet d'éviter ela.Algorithme lissé. En plus du paramètre de séletion ρ ∈]0, 1[ , nous dé�nissons un paramètre delissage α . Il est supposé que l'ensemble des paramètres de loi Λ est onvexe. L'algorithme lissé nedi�ère du préédent que par son étape de réatualisation :



Résolution du problème d'optimisation 1233) Caluler κt par la maximisation :
κt ∈ arg max

κ∈Λ

∑

x∈St

lnπ(x; κ) ,[Réatualisation lissée℄ Poser λt = ακt + (1− α)λt−1.8.2.2 Appliation au problème de plani�ation de trajetoiresL'appliation de la méthode de ross-entropie à notre problème de plani�ation néessite dedé�nir une famille de densités (π(., λ)|λ ∈ Λ) de probabilité paramétriques adaptée. Ce qui nousimporte est la dé�nition de trajetoires admissibles, au sens où elles partent de la position initialepour arriver dans la zone ible, en un temps maximal borné, tout en respetant les ontraintessur le mouvement. Nous proposons deux méthodes pour dé�nir les éhantillons de trajetoiresqui onduisent à deux versions de l'algorithme de résolution du problème de plani�ation. Pluspréisément, on herhe à générer des séquenes d'états ou d'ations de longueur K� véri�ant s0 = si (ontrainte initiale) et sK ∈ {s1
f , · · · , snf

f } (ontrainte �nale),� respetant la matrie de ontraintes de mouvement δ(ak−1, ak), ∀k = 1, · · · , K − 1,� omposées au maximum de K ≤ Kmax ations élémentaires.Une fois que nous aurons préisé la loi paramétrique qui servira de moteur de proposition detrajetoires andidates, la fontionnelle objetif φi, i = 1, 2, 3 sera appliquée après estimation dela suite des matries d'information Jk. A haque itération de l'algorithme de ross-entropie et àpartir des meilleures trajetoires, nous déterminerons les nouvelles valeurs des paramètres de la loiparamétrique, en résolvant le problème d'optimisation de l'étape d'atualisation.8.2.2.1 Algorithme d'optimisation V1La première méthode permettant de générer des trajetoires onsiste à se doter d'une famillede matries de densités de probabilité disrètes dé�nie par Psa = (psa), ave s ∈ {1, ..., ns} et
a ∈ {1, ..., na} qui modélisent la probabilité de hoisir l'ation a dans l'état s. Psa est don unematrie de taille ns × na ave dans notre as na = 8.

Psa =









p11 p12 · · · p17 p18... ... ... ... ...... ... ... ... ...
pns1 pns2 · · · pns7 pns8









(8.14)où la sime ligne Ps(.) est une densité de probabilité disrète véri�ant :
Ps(i) = psi, i = 1, · · · , 8 ave 8∑

i=1

psi = 1.

psi est don la probabilité de hoisir l'ation i lorsque l'on est dans l'état s. Il est possible d'imposerla nullité de ertains éléments de ette matrie pour tenir ompte de on�gurations partiulières dela arte (obstales, zones interdites...). Par e biais, on pourrait notamment prendre en ompte uneinformation de type grille d'oupation, omme proposée dans le hapitre sur la génération ontr�léed'un éhantillon de artes à plusieurs niveaux. Pour résoudre notre problème de plani�ation, onest don amené à optimiser les ns × na (ou plus) paramètres (psa) en utilisant l'algorithme deross-entropie.Génération des trajetoires. A haque itération t de l'algorithme de ross-entropie, il estnéessaire de générer un éhantillon de Nt trajetoires (τ t
j

)

1≤j≤Nt
à partir de P

t
sa de longueurs

Kt
j ≤ Kmax en repetant les onditions imposées par la matrie δ(., .). Introduisons les notationssuivantes



124 hapitre 8Algorithme 13 Prinipe de génération des trajetoires
j = 0Tant que (j < Nt)(1) k = 0, faire s0 = si

• Générer une ation aj
0 à partir de la loi de probabilité Ps0(.) et l'appliquer pour atteindre

s = sk+1.
• Faire k = k + 1 et K = 1.(2) Tant que sk 6∈ Sf faire
• aluler A(s̃, ã)k,
• i A(s̃, ã)k 6= ∅,� générer une ation ak ∈ A(s̃, ã)k selon la densité P̃sk

(.) et l'appliquer pour atteindre
s = sk+1,� faire k = k + 1 et K = K + 1.+ si K > Kmax faire j = j si la stratégie est le rejet et retour en (1), sinon aller en (3),+ sinon retour en (2),

• sinon faire j = j si la stratégie est le rejet et retour en (1), sinon aller en (3).(3) Sauvegarder τ t
j = (si, a

j
0, s

j
1, a

j
1, ..., s

j
K−1, a

j
K−1, sf ) et Kt

j = K.(4) j = j + 1

• A(s̃, ã)k = {a|sk = s̃, δ(ak = a, ak−1 = ã) = 1},
• le veteur ligne P̃s(.) tel que

{

p̃s̃a = ps̃a
P

a∈A(s̃,ã)k ps̃a
∀a ∈ A(s̃, ã)k

p̃s̃a = 0 sinon. (8.15)
A(s̃, ã)k orrespond aux ations admissibles à l'instant k dans l'état sk = s̃, sahant que ã a étéhoisi à k− 1 pour atteindre sk et que P̃s̃(.) est la densité normalisée de Ps̃(.) en se restreignant à
A(s̃, ã)k. Lors de la phase de tirage des trajetoires, à ause des ontraintes de mouvements et laprésene des bords, l'ensemble A(s̃, ã)k peut être vide ou l'ensemble des états �naux inatteignable.Dans e as, nous adopterons deux stratégies, l'une qui onsiste à rejeter la trajetoire en question,l'autre qui onsiste à lui a�eter un oût défavorable vis-à-vis du problème d'optimisation (oûtégal à −∞). L'algorithme 13 présenté en page 124 dérit le shéma de génération de l'éhantillonde trajetoires à haque itération.Remarque. Si la stratégie retenue n'est pas le rejet des trajetoires non admissibles, on risquede générer essentiellement des trajetoires non informatives au sens où le oût assoié sera plaé à
−∞ pour le problème de maximisation. Dans e as, il onvient d'inlure une étape permettant degarantir un nombre de trajetoires admissibles soit su�samment important.Une fois obtenu l'éhantillon de trajetoires, l'évaluation du oût de la trajetoire est réalisée entrois étapes1) déterminer la séquene équivalente de ommandes en orientation uj

0:Kj−1 à partir de τj , j =
1, · · · , Nt,2) aluler la séquene des matries J0:Kj

(uj
0:Kj−1) à partir de l'un des algorithmes d'estimationproposés au hapitre 5,3) aluler le oût en utilisant la fontionnelle φi(τj), i = 1, 2, 3, j = 1, · · · , Nt en fontion del'objetif reherhé. Pour des trajetoires non admissibles, le oût est automatiquement po-sitionné −∞.Etape de mise à jour de la loi. La mise en oeuvre de l'algorithme de ross-entropie omprendla phase de mise à jour des paramètres de la loi à partir de laquelle les trajetoires ont été générées.Cette étape est réalisée en résolvant un problème de minimisation 8.13 et en utilisant les trajetoires



Résolution du problème d'optimisation 125extrêmes. A partir des Nt trajetoires, une estimation du quantile γt est obtenue en prenant lesmeilleures trajetoires selon le seuil ρ spéi�é.Soit τj = (si, a
j
0, s

j
1, a

j
1, ..., s

j
k−1, a

j
k−1, ..., sKj

) une trajetoire générée, on a
lnπ(τj ,Psa) =

∑

(s,a)

♯ [τj ∈ χsa] ln psa, (8.16)où τj ∈ χsa signi�e que la trajetoire τj ontient une visite dans l'état s où l'ation a est hoisie.Puisque pour haque état s, la ligne Ps(.) de Psa est une densité de probabilité, le problèmed'optimisation de l'équation (8.13) doit être résolu en respetant la ontrainte suivante : la sommede haune des lignes de Psa vaut 1. On a don un problème d'optimisation sous ontraintes, quel'on peut résoudre en utilisant le lagrangien assoié et les multipliateurs de Lagrange (µs){1≤s≤ns}

max
Psa

min
µ1,··· ,µns

1

N

N∑

j=1

δ [φi(τj) ≥ γt] lnπ(τj ,Psa) +

ns∑

s=1

(

µs

(
a=8∑

a=1

psa − 1

))

, (8.17)Le quantile γt est estimé par analyse des oûts des trajetoires de l'éhantillon. Après di�érentiationpar rapport aux paramètres reherhés psa (s ∈ {1, · · · , ns}, a ∈ {1, · · · , 8}), on déduit le systèmed'équations suivant :
1

N

N∑

j=1

δ [φi(τj) ≥ γt] ♯ [τj ∈ χsa] = −µs psa, ∀s.En sommant, relativement à l'indie a et en appliquant la ondition∑8
a=1 psa = 1, on obtient don

µs = − 1

N

N∑

j=1

δ [φi(τj) ≥ γt] ♯ [τj ∈ χs], (8.18)et la formule de mise à jour des densités
psa =

∑N
j=1 δ [φi(τj) ≥ γt] · ♯ [τj ∈ χsa]

∑N
j=1 δ [φi(τj) ≥ γt] · ♯ [τj ∈ χs]

, (8.19)où τj ∈ χs signi�e que la trajetoire τj passe par l'état s. Ce résultat est intuitivement orret aril indique que la mise à jour des probabilités est obtenue par la mesure de la fréquene du hoixd'une ation dans un état parmi les meilleures trajetoires de l'éhantillon.8.2.2.2 Algorithme d'optimisation V2L'algorithme préédent s'avère simple, du fait de la famille de loi paramétrique utilisée pourla génération des hypothèses de trajetoires. En e�et, elle déoule diretement de la struture dumodèle des trajetoires employé. Néanmoins, elle peut avoir l'inonvénient de générer de nombreusestrajetoires qui sont rejetées pare qu'elles ne respetent pas les di�érentes ontraintes du modèle.Dans ette seonde version de l'algorithme de plani�ation de trajetoires, nous proposons uneapprohe à deux niveaux d'optimisation, permettant d'appliquer diretement la méthode de ross-entropie sur des trajetoires � réellement � admissibles, don sans rejet.Une famille de densités mieux adaptée. Pour générer des trajetoires réellement admissiblesnous pro�tons du fait que notre problème est quasiment struturé omme un Proessus de DéisionMarkovien. A et e�et, nous introduisons des matries de oûts Υ = (css′(a)) de passage d'un étatà un état voisin de façon probabiliste. On onsidère don une famille (π(., λ)|λ ∈ Λ) onstruite enappliquant un modèle probabiliste à haque oût css′ (a) de déplaement entre deux noeuds de lagrille. La loi de probabilité sur css′(a) est pris gaussien et est don déterminée par deux paramètres



126 hapitre 8Algorithme 14 Prinipe de génération des trajetoires version 2.Soit πt−1
µ (s, a) et πt−1

σ (s, a) obtenus par l'algorithme de ross-entropie à l'itération t− 1
j = 0Tant que (j < Nt),(1) générer Υj =

{
cj(s, a)

}

ns×na
à partir de πt−1

µ (s, a) et πt−1
σ (s, a),(2) résoudre le problème d'optimisation de trajetoire à partir de Υj . On herhe la trajetoire

τ = {s0, · · · , sKτ
} véri�ant s0 = si, sKτ

∈ Sf , Kτ ≤ Kmax, les ontraintes de mouvemententre deux instants et qui maximise
Kτ−1∑

l=0

cj(sl, al). (8.21)(3) sauvegarder τj = (si, a
j
0, s

j
1, a

j
1, ..., s

j
k−1, a

j
k−1, · · · , sKj

).(4) j = j + 1

css′(a) ∼ N (µsa, σ2
sa). (8.20)Le veteur de paramètres λ est par onséquent de taille 2×ns×na et se ompose des moyennes etéarts-types des oûts assoiés à haque hypothèse de déplaement. On doit tenir ompte de deuxmatries

• πµ(s, a) la matrie des moyennes sur les oûts. L'élément en position (s, a) orrespond à µsa.
• πσ(s, a) la matrie des earts-types sur les oûts. L'élément en position (s, a) orrespond à

σsa.A haque itération, il est possible de tirer plusieurs réalisations de matries de oûts (Υj)1≤j≤Ntà partir de es deux matries. Chaque matrie de oûts est alors utilisée en entrée d'une proédured'optimisation de type programmation dynamique pour proposer un hemin (τj)1≤j≤Nt
respetantles ontraintes de mouvements et les onditions aux limites. Il faut noter que nous avons présenté unalgorithme de programmation dynamique adapté à notre problème dans les setions préédentes.Cependant, d'autres ritères onstruits à partir des matries de oûts et algorithmes peuvent êtreutilisés. Par exemple, des algorithmes de type A* sont possibles. En fait, seule l'obtention d'unetrajetoire admissible est importante à e stade, le but étant de dé�nir une méthode d'explorationde l'espae des trajetoires admissibles. Pour haque trajetoire admissible τj ainsi déduite, ondétermine, omme dans le as de l'algorithme préédent, le oût issu de la BCRB. L'algorithme degénération est dérit dans 14 présenté en page 126 et illustré par le shéma de la �gure 8.3.A haque itération de l'algorithme de ross-entropie, on générère des trajetoires selon ette ap-prohe. Nous devons maintenant analyser omment mettre à jour les matries πµ(s, a) et πσ(s, a).Etape de mise à jour de la loi. On a de nouveau un problème d'optimisation à résoudre pourl'étape de mise à jour. Soit de nouveau τj = (si, a

j
0, s

j
1, a

j
1, ..., s

j
k−1, a

j
k−1, ..., sKj

) une trajetoiregénérée selon la proédure préédente. Elle est assoiée à la matrie de oût Υj , On a
lnπ(τj , πµ(s, a), πσ(s, a)) = lnπ(Υj , πµ(s, a), πσ(s, a))

∑

(s,a)

lnN (cj(s, a), µsa, σsa), (8.22)où N (cj(s, a), µsa, σsa) est la valeur de la densité gaussienne de moyenne µsa et de variane σ2
sa aupoint cj(s, a). On doit don maximiser par rapport aux omposantes de (πµ(s, a), πσ(s, a))
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max

πµ(s,a),πσ(s,a)

1

N

N∑

j=1

δ [φi(τj) ≥ γt]
∑

(s,a)

lnN (cj(s, a), µsa, σsa).En onsidérant la ondition de nullité du premier ordre relativement aux variables µsa et σ2
sa, onobtient les équations

− 1

N

N∑

j=1

δ [φi(τj) ≥ γt]
(cj(s, a)− µsa)

σ2
sa

= 0

− 1

N

N∑

j=1

δ [φi(τj) ≥ γt] (
1

σsa
− (cj(s, a)− µsa)2

σ3
sa

) = 0.

(8.23)On en déduit les équations de mise à jour
µsa =

∑N
j=1 δ [φi(τj) ≥ γt] cj(s, a)
∑N

j=1 δ [φi(τj) ≥ γt]

σ2
sa =

∑N
j=1 δ [φi(τj) ≥ γt] (cj(s, a)− µsa)2

∑N
j=1 δ [φi(τj) ≥ γt]

.

(8.24)On obtient de nouveau un résultat logique : la mise à jour revient à proposer les expressionsempiriques des paramètres des lois normales assoiées à haque oe�ient de la matrie de oûtsen se restreignant aux trajetoires extrêmes.8.3 Analyse du omportement sur un problème simpleDans ette setion, nous analysons le omportement de l'algorithme V1, qui a été implémenté.On onsidère un problème de plus ourt hemin sur un graphe de taille Nx = Ny = 27. Nous



128 hapitre 8reherhons la trajetoire de longueur minimale partant du point (30, 130) et arrivant au point
(30, 130) parmi les trajetoires de longueur au plus égale à K = 60 déplaements élémentaires.Nous présentons le résultat obtenu ave le jeu de paramètres :� Ehantillons de 1000 trajetoires dont 200 sont utilisées pour l'apprentissage des paramètresde la loi (ρ = 0.2).� 20 itérations de l'algorithme,� un paramètre de lissage α = 0.4 pour la mise à jour des paramètres de la loi à haqueitération.A l'initialisation, le hoix d'une ation est équiprobable en haun des noeuds de la grille. A partirde la matrie des probabilités équiprobables, la meilleure trajetoire tirée est représentée en noiresur la �gure 8.4 (a). Après 20 itérations de l'algorithme, la meilleure trajetoire hoisie à partir dela matrie des probabilités optimisée est traée en vert et orrespond à la trajetoire optimale ausens du plus ourt hemin. Pour illustrer la onvergene, nous avons présenté sur la �gure 8.4 (b),l'allure de l'estimateur du quantile γt et le oût de la meilleure trajetoire parmi les 1000 générées.On onstate don une onvergene de es deux paramètres autour de la valeur optimale.
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γt

Cmin,t

après (b) quantile estimée et meilleure oûtFig. 8.4 � Comportement de l'algorithme V1 pour le plus ourt hemin.8.4 Quelques exemples8.4.1 Des exemples génériquesNous onsidérons tout d'abord quelques sénarios génériques pour lesquels la arte embarquéeontient un amer. Nous faisons aussi varier les paramètres de modélisation et de plani�ation,omme les aratéristiques du apteur de pereption, la longueur du hemin maximum admissible
Kmax, le niveau et l'orientation de l'erreur sur les amers. Pour l'ensemble des sénarios, nousavons une zone d'évolution arrée dé�nie à partir des limites [1 260]× [1 260] et disrétisée par pasélémentaires en x et y de δx = δy = 10. Nous avons don 279 états. L'objetif est de relier lespoints A = (30, 130) et B = (230, 130) en minimisant une des fontionnelles φi alulées à partird'une approximation de la borne sur l'erreur d'estimation de Xk, en haque point d'aquisition demesures. Pour l'optimisation basée sur la méthode de ross-entropie, nous utilisons une populationde 3000 trajetoires dont 30% servent à la mise à jour des paramètres de la famille de propositionde trajetoires.senario 1. Dans e sénario, nous avons un amer dont la position est supposée parfaitementonnue et plaé au entre de la arte et au dessus de la ligne droite reliant les points de départet d'arrivée. Nous disposons d'au plus Kmax = 60 mouvements élémentaires possibles et les va-riation d'orientation entre deux instants onséutifs sont bornées en absolu par π

2 . Le apteur est



Quelques exemples 129omnidiretionnel, ave une distane maximale de détetion d+ = 50 m soit 5 pas élémentaires dela grille. Sur la �gure 8.5, nous présentons les trajetoires proposées par l'algorithme V1 pour lestrois fontionnelles :� meilleure performane �nale (ourbe en bleu yan),� meilleure performane moyenne (ourbe en bleu foné),� meilleure performane au sens min max (ourbe en rouge).
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Fig. 8.5 � Trajetoires optimales pour le senario 1.Le ompotement de l'algorithme semble ohérent. Les trajetoires suggérées omportent desmanoeuvres permettant de s'orienter vers l'amer a�n d'améliorer la performane de loalisation.On peut noter que les fontionnelles assoiées à la performane �nale et minmax imposent desdéplaements qui amènent à se rapproher au plus près de l'amer ontrairement au ritère basésur la performane moyenne. Pour illustrer la onvergene de l'algorithme, le traé de l'évolutiondu paramètre γt et du oût de la meilleure trajetoire Cmin,t sont représentés sur les �gures8.6 (a) et (b). On peut aussi noter que les trajetoires proposées ont des longueurs relativementinférieures à la longueur maximale autorisée Kmax = 60. Une expliation possible est la limitede pereption du apteur. Plus la trajetoire est longue, plus il est problable que le mobile soitsitué dans des zones peu informatives sauf si on s'appuie sur des omportements atypiques, si laontrainte sur l'orientation n'est pas violées, permettant de rester à proximité de l'amer (e�et bang-bang, rotation...) le plus longtemps possible. En�n, nous avons reporté sur les �gures uniquementla meilleure trajetoire proposée à la dernière itération de l'algorithme. Cependant, nous avonsremarqué en analysant les dernières itérations que plusieurs trajetoires ave le même niveau deperformane mais des longueurs di�érentes ont été tirées. En d'autres termes, l'approhe proposéeo�re la possibilité de hoisir parmi un ensemble de solutions, don une faible préditibilité. Cettepropriété peut avoir un intérêt opérationnel dans ertains ontextes.
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(b) meilleur oût Cmin,tFig. 8.6 � Illustration de la onvergene pour le senario 1.senario 2. Nous avons toujours un amer disponible pour la loalisation mais ave une positioninertaine ave une erreur homogène en x et y aratérisée par une variane σ2 = 16 m2. Nousréalisons l'optimisation ave les trois fontionnelles ave Kmax = 100. Les meilleures trajetoiresproposées après onvergene de l'algorithme sont présentées sur la �gure 8.7 (a) (b) et (). Commeattendu, on note une modi�ation des trajetoires optimales due à la prise en ompte de l'erreurde arte.senario 3. Contrairement au senario préédent, nous onsidérons un modèle de apteur per-mettant une pereption de l'amer en tout point de l'espae. Le paramètre d+ est pris su�sammentgrand. Nous onservons d'abord l'amer ave une erreur sur sa position homogène de l'ordre de
σ = 4, puis modi�ons la struture de l'erreur de l'amer ave une ellipse d'inertitudes sur le grandaxe de σ1 = 4 et σ2 = 2 sur le petit axe. On suppose que le grand axe de l'ellipse d'erreur fait unangle de 45 deg. ave la diretion horizontal. Nous réalisons l'optimisation pour le ritère basé surla performane moyenne sur la trajetoire. Les meilleures trajetoires proposées après onvergenede l'algorithme sont présentées sur la �gure 8.8 (a) et (b).Une erreur non homogène sur la position du mobile impate le hoix de la trajetoire. Sur etexemple, ela se traduit par une manoeuvre en début de trajetoire à l'opposé des as préédents.Le mobile s'éloigne a�n de réduire l'e�et de l'inertitude rajoutée par l'erreur de arte. Commenous l'avons montré lors du développement de la borne, et e�et dépend de la distane à l'amer etde la di�érene d'orientation entre le veteur formé ave l'amer et le grand axe de l'ellipse d'erreursur l'amer.8.4.2 Un sénario plus omplexeDans les exemples préédents, nous avons analysé le omportement de l'algorithme d'optimisa-tion ave une arte omposée d'un unique amer. Nous onsidérons maintenant une on�gurationave plusieurs amers. La qualité géométrique des amers varie en fontion de leur positionnementdans le plan. Sur la �gure 8.9, nous représentons les amers et les ellipses représentatifs de l'erreursur leurs positions. Les amers situés sur les bords de la arte (en haut et en bas) sont de meilleuresqualités que eux au entre et prohe du point à atteindre.Nous reherhons la trajetoire permettent de rejoindre les points (40, 140) et (220, 140) enutilisant une grille de résolution δx = δy = 20 pour la zone dé�nie par les limites [1 260]× [1 260].Le apteur est toujour omnidiretionnel et dispose d'une distane de détetion maximale de d+ = 60(3 fois la résolution de la grille). Nous onsidérons une optimisation, à partir de l'algorithme V1,ave une population de trajetoires de taille 10000. Les 40% meilleures trajetoires sont utiliséespour l'apprentissage de la loi de tirage. Les trajetoires reherhées sont omposées d'au plus 25
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PSfrag replaements () ritère minmaxFig. 8.7 � Trajetoires optimales pour le senario 2.
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(b) erreur oriention (45 deg.)Fig. 8.8 � Trajetoires optimales pour le senario 3.
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Fig. 8.9 � Positionnement des amers et ellipses d'erreur.déplaements élémentaires sur la grille et la variation de déplaement entre deux instants onséutifsest inférieure à π
4 . Le oût d'une trajetoire est obtenu à partir du ritère moyen φ1 sur l'erreurde position. Les solutions proposées par l'algorithme sont présentées sur les �gures 8.10 ((a) et(b)), pour la arte parfaite et 8.11 ((a) et (b)), pour la arte ave erreurs sur les amers. Lorsque
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PSfrag replaements (b) trajetoireFig. 8.10 � Trajetoires optimales sans erreurs.l'inertitude de la arte n'est pas prise en ompte dans la mesure de performane, l'algorithmepropose une trajetoire qui permet d'aquérir un maximum d'information en utilisant le plus grandnombre de déplaements élémentaires possibles et en e�etuant des manoeuvres pour obtenir deson�gurations de triangulation intéressantes. On peut noter que es manoeuvres sont réaliséesautour des amers entraux et prohes du but à atteindre. Quand on onsidère l'inertitude sur lesamers, le omportement est di�érent. D'abord, les déplaements sont e�etués dès le départ versles zones où les amers sont de bonnes qualités (en haut à gauhe). L'autre point est le nombrerelativement restreint de déplaements élémentaires utilisés. La stratégie onsiste don à atteindrele plus rapidement possible le but �nal en s'appuyant sur des mesures provenant des amers les plus
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PSfrag replaements (b) trajetoireFig. 8.11 � Trajetoires optimales ave erreurs.préis.8.5 Analyse de la onvergene par la théorie des Valeurs Ex-trêmesNous avons proposé une méthode pour la plani�ation de trajetoires pour la fontionnelledéduite de la borne de Cramèr-Rao a posteriori en utilisant la méthode de ross-entropie. Si lessolutions proposées pour les di�érents exemples onsidérés semblent � bonnes � pour la fontionnelleonsidérée, nous souhaitons dé�nir une approhe permettant de mieux appréhender la � qualité �des solutions. Pour ela, on propose de s'appuyer sur la théorie des valeurs extrêmes pour analyserle omportement de l'algorithme préédent lorsque l'on s'approhe de la valeur optimale. Nousdonnons tout d'abord un aperçu des prinipaux résultats de la théorie des valeurs extrêmes, puisnous montrons omment ils peuvent être appliqués pour la aratérisation de la performane denotre algorithme d'optimisation.8.5.1 Introdution à la théorie des valeurs extrêmes (TVE)Les résultats de la théorie des valeurs extrêmes sont très utilisés dans la plupart des problèmestraitant de la gestion de risques. En e�et, dans es situations, on est amené à étudier les propriétésprobabilistes des valeurs extrêmes d'une suite de variables aléatoires pour aider à la prise de dé-ision. On s'intéresse alors à l'estimation de la queue de la distribution de es variables aléatoires[Col99℄ [Gar02℄, dont l'éhantillon observé disponible est souvent de trop petite taille pour mettre enoeuvre les tehniques statistiques lassiques. Nous avons abordé es problématiques d'évènementsrares lors de l'introdution de l'algorithme de ross-entropie. En e�et, ontrairement au adre tra-ditionnel de la statistique, qui s'intéresse à l'analyse des omportements moyens d'un phénomène,la TVE tente d'apporter des outils pour la ompréhension des réalisations extrêmes, et souventplus rares. Elle permet d'extrapoler le omportement de la queue de distribution à partir des plusgrandes données observées. Cette théorie est enore réente et la plupart des résultats développésportent sur des phénomènes aléatoires aratérisés par des variables à une dimension et faiblementorrélées. Les as à forte orrélation et multidimensionnel onstituent des axes de reherhe atuels.Quelques notions introdutives. Considérons X1, X2, · · · , Xn, n ∈ N, un éhantillon repré-sentatif d'une variable aléatoire X de fontion de répartition inonnue F (x). On suppose de plusque F (x) est de support �ni et de limite droite
ω(F ) = sup {x : F (x) < 1} .



134 hapitre 8La TVE s'intéresse à e qui se passe au-delà de l'éhantillon observé. Il existe deux approhes pourl'analyse du omportement extrême de X . La première herhe à aratériser la loi du maximum
Mn = max(X1, X2, · · · , Xn), qui n'est autre que2 Fn(x). On dé�nit un équivalent du théorèmeentral limite pour la moyenne pour Mn qui dérit les limites possibles pour la la loi du maximum.On suppose que la loi de X est dans le � domaine d'attration � d'une loi des extrêmes [EK97℄.En d'autres termes, il existe ξ ∈ R, et des suites (an)n∈N dans R et (bn)n∈N dans R+ tels que

∀x ∈ R lim
n→∞

Fn(an x + bn) = Hξ(x)où Hξ est la fontion de répartition de la loi des valeurs extrêmes :
Hξ(x) =

{

exp
(

−(1 + ξ x)−
1
ξ

) pour x ≥ −1
ξ , si ξ 6= 0

exp (− exp (−x)) pour x ∈ R, si ξ = 0.On peut déduire de ette hypothèse que le omportement de la queue de distribution dépend duparamètre ξ, l'indie des valeurs extrêmes. On dit que la fontion F est dans le domaine d'attrationde Fréhet, de Gumbel ou de Weibull pour respetivement ξ > 0, ξ = 0 et ξ < 0. L'estimation desparamètres de la loi limite est en pratique di�ile, ar on ne dispose en général que d'un éhantillon,et don d'une unique observation du maximum. Une manière de faire est de sinder l'éhantillonpar blos et de réer ainsi de façon super�ielle des observations du maximum. La seonde méthodeemployée pour l'estimation de la queue de distribution utilise une part plus importante des donnéesobservées, en onsidérant la notion d'exès de la variable X par rapport à un réel su�samment� grand � [EK97℄. Soit u un seuil �xé su�samment grand (u < ω(F )), on note Fu la fontion derépartition des exès au dessus du seuil u dé�nie par
Fu(y):=

{

P (X − u ≤ y|X > u), 0 ≤ y ≤ ω(F )− u

0 y < 0.On peut noter la relation ave la fontion de répartition F

Fu(y) =
F (u + y)− F (u)

1− F (u)

= P (u < x ≤ u + y).

(8.25)L'objetif est d'obtenir une estimation relativement préise de Fu pour mener une analyse sur leomportement de la variable X lorsqu'elle prend des valeurs importantes. Une grande partie desrésultats de la TVE est basée sur le théorème fondamental suivant.Théorème 1 Pikands, Balkema et HaanSi F appartient à l'un des trois domaines d'attration de la loi des valeurs extrêmes, alors il existe
σ(u) > 0 et ξ ∈ R tel que

lim
u→ω(F )

sup
0≤y<ω(F )−u

|Fu(y)−Gξ,σ(y)| = 0,où Gξ,σ est la distribution de Pareto Généralisée (GPD : Generalised Pareto Distribution) dé�niepar :
Gξ,σ(y) =

{

1− (1 + ξ
σ y)−

1
ξ si ξ 6= 0

1− ey/σ si ξ = 0
(8.26)pour 0 ≤ y ≤ ω(F )− u.Ce théorème permet d'obtenir, sous ertaines onditions sur F , une approximation de la distribution(et don de la loi) des exès Fu par un modèle paramétrique aratérisé par deux paramètresprinipaux (ξ, σ) pour toute valeur du seuil u �xée

Fu(y) ≈ Gξ,σ(y), u→ ω(F ).2Pr(Mn ≤ x) = Pr(X1 ≤ x, · · · , Xn ≤ x) = Pr(X1 ≤ x), · · · , P r(Xn ≤ x) = F n(x)



Analyse de la onvergene par la théorie des Valeurs Extrêmes 1358.5.1.1 Estimation des paramètres de la loi des exès et des quantiles extrêmesOn est onfronté à l'estimation du ouple de paramètres (ξ, σ) à partir de l'éhantillon observé
x1, x2, · · · , xn. On onsidère l'estimateur ζ̂ , (ξ̂, σ̂) au sens du maximum de vraisemblane. Notons,
Nu le nombre de données observées supérieures au seuil u indiées de la façon suivante (xil

)il∈Lave card(L) = Nu < n et les exès assoiés (yil
)il∈L

yil
= xil

− u, il ∈ L.Plusieurs méthodes statistiques sont possibles pour l'estimation paramétrique, omme des méthodesgraphiques, elles des moments, ou enore l'exploitation de la vraisemblane. Nous détaillons le asd'une estimation à partir du maximum de vraisemblane. En supposant l'indépendane entre lesobservations, l'expression de la log-vraisemblane pour le modèle GPD est la suivante :
L(ξ, σ) =

∑

il∈L

log
∂Gξ,σ

∂y
(yil

).On doit don résoudre les problèmes de maximisation des fontions non linéaires
L(ξ, σ) =

{

−Nu log σ − (1
ξ + 1)

∑

il∈L log
[

1 + ξ
σ (xil

− u)
] si ξ 6= 0

−Nu log σ − 1
σ

∑

il∈L (xil
− u) si ξ = 0.

(8.27)La résolution peut être réalisée à partir de méthodes numériques lassiques d'optimisation nonlinéaire. Une fois déterminé l'estimateur ζ̂, l'adéquation du modèle aux données peut être mesuréeen utilisant des outils d'exploration permettant une visualisation du omportement asymptotiquede la loi. A e stade, il est important de faire plusieurs remarques sur le hoix du seuil u, qui resteune étape déliate.1. Plus u est grand, plus le nombre Nu d'observations situées au dessus du seuil est petit, etplus l'extrapolation et la préision de l'estimation se dégradent.2. Le hoix d'un u trop petit peut invalider le résultat de onvergene vers la loi de Paretoet fournir une extrapolation de la queue de distribution très éloignée du omportement duphénomène observé.Cette étape d'estimation des paramètres de la loi de GPD, qui permet d'extrapoler la queue de ladistribution, est un préalable pour la détermination de ritères d'intérêt pour l'analyse de risque.En fontion de la nature du problème, l'un des objetifs est l'estimation de quantiles extrêmesqui orrespondent à des valeurs de la variable qu'il est possible de dépasser ave une très faibleprobabilité. Soit p > 0 petit, le quantile assoié est noté xp, (enore appelé Value at Risk (V aRp))orrespond à la valeur de x véri�ant
1− p = F (xp). (8.28)On peut noter qu'en général, plus p est petite, plus xp est grand. Pour les problèmes d'optimi-sation utilisant des approhes par simulation, on peut souhaiter par onnaître le omportementde l'algorithme autour de la valeur optimale au sens d'une fontionnelle objetif onsidérée. Leproessus stohastique lié au problème d'optimisation peut être vu omme un moyen de générerdes observations de la fontionnelle objetif. En utilisant les valeurs importantes fournies par lesimulateur, il est possible d'extrapoler le omportement de l'algorithme lorsque l'on s'approhe dela solution maximale. Les quantiles extrêmes peuvent don être onsidérés omme des estimateurs(pour une probabilité donnée) de la valeur optimale à atteindre. L'estimation de ette grandeur etson intervalle de on�ane obtenus sur la base d'un éhantillon fourni par le moteur de simulationapporte des éléments sur la performane du proessus stohastique pour le problème d'optimisa-tion.Pour un omportement onforme à la théorie des valeurs extrêmes, l'expression du quantile extrêmed'ordre p se déduit des équations (8.25) et (8.26) pour un seuil �xé u (f. annexe E pour les détailsde e alul) :
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xp:=g(ζ) = u +

σ

ξ

[(
n

Nu
p

)−ξ

− 1

]

, (8.29)et un estimateur peut être diretement obtenu à partir de ζ̂ = (ξ̂, σ̂) estimé par le maximum devraisemblane
x̂p = u +

σ̂

ξ̂

[(
n

Nu
p

)−ξ̂

− 1

]

. (8.30)8.5.1.2 Intervalles de on�ane pour les paramètres estimésComme dans tout problème d'estimation en statistique, il est intéressant de disposer d'unintervalle de on�ane pour es di�érents estimateurs. Une première approhe onsiste à onsidérerque la distribution des estimateurs ζ̂ et g(ζ̂) est une densité normale. L'intervalle de on�anepeut alors être alulée à partir d'une approximation de la matrie de ovariane de ζ̂ donnée parl'inverse de matrie d'information de Fisher ou la borne de Cramer-Rao [Sap90℄
V (ζ̂):=(I(ζ̂))−1 = (−H(ζ̂))−1où H est la matrie Hessienne de la fontionnelle donnée par la log-vraisemblane L(ζ) (f. équa-tion (8.27)). Ainsi, l'intervalle théorique de on�ane de probabilité 1 − α (0 < α < 1) pour lesomposantes ζ̂i (i ∈ 1, 2) de l'estimée est donné par

CI1(ζ̂i) =

[

ζ̂i − z1−α/2

√

V (ζ̂)ii, ζ̂i + z1−α/2

√

V (ζ̂i)ii

]

, (8.31)où z1−α/2 est le quantile d'ordre 1− α/2 de la loi normale entrée et réduite N (0, 1).L'intervalle de on�ane pour x̂p est obtenu à partir de la di�érentielle par rapport à la fon-tion g et la matrie de ovariane de ζ̂

CI1(x̂p) =

[

x̂p − z1−α/2

√

∇ζg(ζ̂)T V (ζ̂)∇ζg(ζ̂), x̂p + z1−α/2

√

∇ζg(ζ̂)T V (ζ̂)∇ζg(ζ̂)

]

. (8.32)Remarque. Les résultats d'estimation, ainsi que les intervalles de on�ane préédents, baséssur le maximum de vraisemblane font l'hypothèse d'une fontion de vraisemblane symétrique(densité normale). En pratique, le traé de ette fontionnelle pour une des deux omposantes de
ζ �xé montre une forte asymétrie lorsque l'autre varie. On risque, par ette méthode, d'obtenirdes estimations relativement faussées des intervalles de on�ane. Pour ontourner ette di�ulté,on utilise plut�t une méthode plus robuste à l'asymétrie du pro�l de vraisemblane [VM88, KG00,GCL+05℄, qui permet, grâe à un algorithme itératif, de déterminer par dihotomie les bornes desintervalles de on�ane. Une présentation des grands prinipes de la méthode est proposée en annexeE. Elle onsiste à analyser des oupes de la surfae L(ξ, σ) obtenue en prenant la di�érene deslog-vraisemblanes (don des rapports de vraisemblanes) en un point ζ quelonque et l'estimateur
ζ̂, L(ξ, σ)− L(ξ̂, σ̂).Considérons le paramètre ξ de ζ. Le pro�l de vraisemblane est la fontion maxσ L(ξ, σ) de lavariable ξ. L'intervalle de on�ane pour une probabilité 1− α est donné pour ξ par

CI2(ξ̂) =
{

ξ| − 2
(

max
σ

L(ξ, σ)− L(ξ̂, σ̂)
)

≤ χ2
1,α

}

,où χ2
1,α est le 1− α quantile pour la distribution du χ2 à un degré de liberté. De même, pour σ

CI2(σ̂) =

{

σ| − 2

(

max
ξ

L(ξ, σ)− L(ξ̂, σ̂)

)

≤ χ2
1,α

}

.



Analyse de la onvergene par la théorie des Valeurs Extrêmes 137En e qui onerne le quantile extrême, il est tout d'abord néessaire de faire apparaître de façonexpliite xp dans l'expression de la vraisemblane a�n d'appliquer ette tehnique. A et e�et,l'équation (8.29) est exploitée pour érire le paramètre σ en fontion de ξ et xp. Cette nouvelleexpression de σ peut être ainsi reportée dans l'expression de la loi GPD (f. équation (8.33))
Gξ,xp

(y) =







1−
(

1 +

h

( N
Nu

p)−ξ−1
i

xp−u y

)− 1
ξ if ξ 6= 0

1− e
− y

xp−u if ξ = 0.

(8.33)De ette nouvelle expression de la loi GPD, on peut dé�nir une expression de la log-vraisemblanesous la forme L(ξ, xp), et déduire par la méthode du pro�l un intervalle de on�ane pour x̂p

CI2(x̂p) =

{

xp| − 2

[

max
ξ

L(ξ, xp)− L(ξ̂, x̂p)

]

≤ χ2
1,α

}

.La �gure 8.12 présente un exemple de pro�l de vraisemblane pour xp et l'intervalle de on�anepour une probablité p = 10−5.
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Fig. 8.12 � Un exemple de pro�l de vraisemblane pour xp et intervalle de on�ane.8.5.2 Appliation au problème de plani�ation de trajetoiresLes deux versions de l'algorithme de plani�ation de trajetoires proposé inluent une étapede génération aléatoire de trajetoires avant l'estimation oût lié à la performane de loalisation.La première s'appuie sur un algorithme d'aeptation/rejet permettant de garder des trajetoiresrespetant les ontraintes d'orientations entre deux instants, la seonde omprend un algorithme detype progammation dynamique permettant en plus, à partir d'une matrie de oûts, de dé�nir destrajetoires diretement admissibles au sens de notre problème. Pour obtenir une évaluation de laqualité de l'optimum fourni par la méthode de ross-entropie, on utilise les méthodes de génération



138 hapitre 8pour obtenir un éhantillon de trajetoires à partir duquel on mène une analyse par la théorie desvaleurs extrêmes sur les meilleures d'entre elles.Considérons un ontexte donné (artographie, ontraintes sur le mouvement, onditions aux li-mites...) pour l'optimisation. On se donne NTV E trajetoires τj , j = 1, · · · , NTV E générées par leproessus de simulation et, pour haune d'entre-elles, le oût de la fontion objetif φ(τj), j =
1, · · · , NTV E . Pour un seuil �xé u su�samment grand, on extrapole la queue de la distribution dela variable aléatoire assoiée à la fontion objetif à partir des Nu valeurs φ(τj1 ), · · · , φ(τjNu

) audessus du seuil. A partir de la loi paramétrique GPD obtenue, il est alors possible d'estimer desquantiles extrêmes xp pour di�érentes probabilités p relativement petites, ave leur intervalle deon�ane, par la méthode du pro�l de vraisemblane. Notons x̂p l'estimateur du quantile extrêmeet CI2(x̂p, α):=[xp − δx−,α
p , x̂p + δx+,α

p ] son intervalle de on�ane pour un seuil de on�ane α.On obtient don une information sur la meilleure solution atteignable ave la probabilité 1− p. Ene�et, on peut déduire une estimation� de la borne qu'il est raisonnablement possible d'atteindre, dont une approximation est donnéepar x̂p + δx+,α
p ,� du nombre n̂α
p de tirages omplémentaires qu'il est néessaire de produire pour atteindre etteborne.De façon approximative, e nombre n̂α

p est donné par le nombre moyen de trajetoires observéesdont le oût peut être assoié à x̂p. Une façon de déterminer ette quantité est de retenir lestrajetoires dont le oût se situe dans l'intervalle de on�ane CI2(x̂p, α)

n̂α
p := Pr (x ∈ CIα(x̂p)) Nu (8.34)

=
(
Fu

(
x̂p + δx+,α

p

)
− Fu

(
x̂p − δx−,α

p

))
Nu.En outre, on peut herher à déterminer la taille minimale de l'éhantillon de trajetoires au dessusdu seuil permettant de tirer au moins une trajetoire assoiée au quantile extrême onsidéré. Ilsu�t de véri�er la ondition nα

p ≥ 1, soit
Nmin

u ≥ 1

Fu (x̂p + δxsup
p )− Fu

(

x̂p − δxinf
p

) .La présene d'une trajetoire de oût dans l'intervalle de on�ane de x̂p permet de disposer d'uneapproximation de la trajetoire optimale. Il est possible d'e�etuer ette analyse pour haqueitération de l'algorithme basé sur la ross-entropie et de omparer la meilleure trajetoire avel'estimation des quantiles de plus en plus extrêmes pour évaluer la onvergene. Une autre démarheonsiste à générer un nombre très important de trajetoires en une fois, à réaliser l'estimation dela queue de la distribution et à omparer le positionnement du oût de la trajetoire optimalefournie par l'algorithme pour mesurer sa performane. Un plaement dans l'intervalle de on�ane,voire au delà, donne une ertaine on�ane dans le omportement de l'algorithme. C'est etteseonde démarhe que nous avons retenue ompte tenu de la spéi�ité des méthodes basées sur laross-entropie, qui herhe à approher le plus possible le point extrémal.8.5.3 Appliation sur un senarioPour illustrer la méthode proposée, nous onsidérons deux sénarios. On onsidère une artedé�nie sur [−4, 54] × [−4, 54]. Nous supposons que la grille est de résolution dx = dy = 4, l'en-semble des états S est de ardinal Ns = 225. Dans les senarios, l'environnement ne ontient pasd'obstales.Senario 1 Dans e senario, il y a 4 amers dans l'environnement. Leurs positions sont donnéesdans le tableau 8.1. Trois des amers sont loalisés en haut à gauhe, le dernier est au entre.Pour la dynamique du mobile, on suppose qu'il n'y a pas d'erreur sur les ommandes et que lamatrie de ovariane pour la dynamique est identique à elle sur l'erreur de modélisation. On arespetivement pour le modèle d'évolution et d'observation
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f0 f1 f2 f3x 7.2 7.8 22.8 43.1y 20.4 35.2 42.8 25.8Tab. 8.1 � Coordonnées des amers sénario 1.

P0 = Qk =





1 0 0
0 1 0
0 0 0.5



, Rk =

(
1 0
0 0.5

)

∀k pour tous les amers,où les varianes sur la omposant orientation et les mesures d'angles sont exprimés en degrés. Lesystème se dépae à vitesse onstante égale à 4 m.s−1 et les ommandes en orienation à haqueinstant sont à hoisir dans {−π
4 , 0, π

4 }.Le apteur disponible permet d'aquérir des mesures à partir d'un amer fj à l'instant tk si
{

r− ≤ zk
r (j) ≤ r+

|zk
β(j)| ≤ 90 deg.ave r− = 0.01 m., r+ = 12 m. (3 fois la grille de résolution).Pour le problème de plani�ation, nous onsidérons des trajetoires omposées de moins de Tmax =

30 déplaements élémentaires. La position initiale et �nale est respetivement X0 = (6; 2; 45) and
Xf = (46; 46). On utilise un éhantillon de trajetoires Nmc = 800 bruitées pour l'estimation dela BCRP. Pour l'analyse des valeurs extrêmes, nous générons 40000 trajetoires admissibles etdéterminons le oût assoié pour la fontionnelle moyenne φ2. 2% de l'éhantillon est alors utiliséespour l'inférene et l'estimation des paramètres (ξ̂, σ̂) de la loi, 'est-a-dire les 800 meilleures. Nousnormalisons d'abord l'éhantillon de oûts {φj

2}, j ∈ {1, · · · , 40000} et étudions la variable aléatoireéquivalente
cj
2 =

φj
2 −m[φ2]

σ[φ2]
.

m[φ2] et σ[φ2] sont les moyennes et les varianes estimées à parir de l'éhantillon de oûts. La �gure
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sensor field of view PSfrag replaements Fig. 8.13 � Meilleure trajetoire parmi les 40000.8.13 montre la meilleure trajetoire obtenue. Le oût normalisé pour ette trajetoire est égal à
cmax
2 ≈ 0.8815. Nous avons également traé l'histogramme des 800 valeurs extrêmes de c2 sur la
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Fig. 8.14 � histogrammme des 800 valeurs extrêmes de c2.�gure 8.14. Le seuil orrespondant au 2% de l'éhantillon est u = 0.8479. Nous avons proédé àl'estimation du extrême xp et de son intervalle de on�ane à 95% pour la probabilité p = 2.10−5.Nous avons x̂p = 0.8804 et les intervalles de on�ane par la méthode du pro�l de vraisemblaneet par propagation sonts respetivement [0.879; 0.8829] et [0.8758; 0.8849]. Nous avons représentéla fontion 1 − Fu(x) sur la �gure 8.15 ave x̂p et les deux intervalles de on�anes (pro�l devraisemblane en vert et méthode de propagation en bleu). On peut remarquer que l'intervalle deon�ane basé sur la méthode de propagation est plus large et moins préise que elui fourni parla méthode du pro�l. La fontion du pro�l de vraisemblane pour le quantile xp en utilisant la loiGPD exprimée en fontion de for the (ξ, xp) (f. l'équation 8.33), ainsi que l'intervalle de on�anesont présentés à la �gure (8.16).A partir de l'estimation de F (u), nous avons pu aluler une valeur approximative n̂α
p ≈ 2.0325.Cette valeur est ohérente des observations. En e�et, nous avons 2 trajetoires parmi les trajetoiresextrêmes qui ont un oût normilasé dans l'intervalle de on�ane (f. �gure 8.15).Nous onsidérons maintenant la solution obtenue par appliation de la méthode de ross-entropie.A haque itération de l'algorithme, on onsidère l'approximation du quantile γ(t) et le oût de lameilleure trajetoire cmax

2 (t). Pour omparer ave les résultats de l'analyse par valeurs extrêmes,on normalise e oût par la moyenne m[c2] et l'éart-type σ[c2]. Nous utilisons l'algorithme V1ave 4000 trajetoires à haque itération. Nous séletionnons 10% des trajetoires pour mettre àjour la loi Psa. La �gure 8.17 montre l'évolution des paramètres γ(t) (en rouge) and cmax
2 (t) (envert). Le meilleur oût parmi les 40000 trajetoires utilisées pour l'analyse des valeurs extrêmes estreprésenté en bleu sur ette �gure. La onvergene de l'algorithme est rapide. En e�et, les ourbes

γ(t) et cmax
2 (t) se stabilisent autour de la vingtième itération. La méthode de ross-entropie proposepour et exemple des hypothèses de trajetoires ave une meilleure performane que l'éhantillonutilisé pour l'analyse en valeurs extrêmes. Nous avons représenté la meilleure trajetoire proposéepar la méthode de ross-entropie lors de la dernière itération (f �gure 8.18). Le oût normaliséde ette trajetoire est 0.8903 qui est supérieure à la borne supérieure de l'intervalle de on�anepour la probabilité p = 2−5 qui est 0.8804.8.6 ConlusionsNous avons préisé dans e hapitre notre problème de plani�ation, l'objetif étant de proposerdes hypothèses de trajetoires suseptibles de fournir des performanes de loalisation su�santes
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Fig. 8.16 � Pro�l de vraisemblane pour xp (vert). CIα(x̂p), α = 0.05 (rouge).
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Conlusions 143instants données par la borne sur la variation d'orientation instantanée. Nous avons vu que lesdi�érents ritères d'optimisation retenus ne permettaient pas de mettre en oeuvre des méthodesd'optimisation pour les Proessus de Déision Markovien. Nous avons don proposé une démarhebasée sur la méthode de ross-entropie pour approher l'ensemble des solutions. Deux versions del'algorithme ont été présentées. Elles se distinguent essentiellement par la méthode de générationdes trajetoires andidates pour l'apprentissage des paramètres de la loi paramétrique utilisée pourapproher les solutions. Il faut noter que la seonde intègre deux niveaux d'optimisation imbriqués,dont le niveau le plus bas est adaptable à volonté dès lors qu'il où il permet d'obtenir un heminonnexe dans un graphe ave les ontraintes imposées. En�n, nous avons également herhé àanalyser le niveau de performane de notre approhe en utilisant la théorie des valeurs extrêmes,qui nous a permis d'extraire des ritères instrutifs sur le omportement des trajetoires.
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Chapitre 9Cadre ontinuA l'opposé du problème de plani�ation abordé dans les hapitres préédents, on s'intéressedorénavant uniquement à l'apport de la omposante de la matrie d'information de Fisher assoiéeau proessus d'observation. En d'autres termes, on fait l'hypothèse que la performane du �ltrageest donnée prinipalement par le niveau de vraisemblane des mesures aquises loalement. Parailleurs, on aborde la problématique d'optimisation de la performane à partir d'une modélisationontinue de la trajetoire de l'état. Ainsi, le gain d'information sera alulé sur une trajetoireontinue, et non en des positions disrètes de l'espae d'état. Cette hypothèse est forte et a évi-demment quelques limites physiques, ar l'aquisition de mesures est e�etuée en pratique aveune fréquene d'éhantillonnage donnée. Néanmoins, on suppose que la fréquene est su�sammentélevée pour rendre valide l'approhe que nous présentons. En outre, ela permet de mener les al-uls su�samment loin et de disposer d'interprétations géométriques très intéressantes. Le problèmede plani�ation qui en déoule se formalise naturellement omme un problème de ommande op-timale ave des onditions aux limites. Comme souvent, il n'est ependant pas possible d'obtenirune solution analytique en appliquant le prinipe du maximum pour déterminer les trajetoiresoptimales quelonques. On propose par onséquent une simpli�ation en se plaçant dans un espaede trajetoires linéaires par moreaux. Cette approximation onduit à la résolution de problèmesde hoix de hemins dans un graphe sous ontraintes.9.1 Hypothèses sur le mobile et les mesuresOn rappelle les prinipales hypothèses et notations de modélisation retenues. Certains des élé-ments de e paragraphe ont été en partie présentés dans le hapitre 4. On onsidère un mobileévoluant dans un environnement disposant d'objets artographiques à partir desquels une repré-sentation à base d'amers a priori est onstruite. Une phase de pré-traitement permet, à partir deette représentation, d'extraire des éléments pontuels, � les amers �, qui seront exploités dans unalgorithme de loalisation. Le modèle de dynamique d'évolution de l'état Xt est supposé déritpar une équation di�érentielle stohastique. L'état Xt omprend les omposantes de position 2Det l'orientation à l'instant t dans un repère global Rg. La ommande est omposée de la vitesse dedéplaement et de la vitesse de rotation instantanées ut =
[
vt φt

]∗. La dynamique en l'absenede bruits modélisés par un proessus de di�usion est donnée par l'équation suivante :
ẋt = vt cos θt,

ẏt = vt sin θt,

θ̇t = φt.Le bruit du modèle est un bruit gaussien entré et additif. On suppose également que l'espaeadmissible pour les ommandes est aratérisé par un ensemble de la forme
U ∆

= {(v, ω) , v− ≤ v ≤ v+ & φmin ≤ φ ≤ φmax} .145



146 hapitre 9Le mobile dispose de apteurs de mesures et de modules de traitements embarqués. A partir desinformations brutes issues de ses apteurs et des traitements, il déduit un ensemble de mesuresde distane et/ou d'angle relatives par rapport à une partie des NC amers identi�és dans la artedisponible
Ch = {f1, f2, · · · , fNC}.Comme introduit au hapitre 4, à l'instant t, on se donne les mt mesures relatives de distane et/oud'angle par rapport aux amers visibles et séletionnés par le module d'assoiation du proessus deloalisation. Pour un amer fi assoié à l'une de es mesures, on introduit l'opérateur

δi
t =

{

1 si fi est utilisé pour la loalisation à t,

0 sinon.La sous-arte omposée des amers utilisés à l'instant t est don dé�nie par
Ch

t =

{

fi1 , fi2 , · · · , fimt
, {i1, i2, · · · , imt

} ⊂ {1, 2, · · · , Ncarte} :

mt∏

l=1

δil

t = 1

}

.L'équation d'observation est alors donnée par
zt = Ht(Xt, Ct) + Wt,où les éléments en position 2l et 2l + 1 de Ht(Xt, Ct) sont les omposantes du veteur de mesuresélémentaires assoiées à l'amer fil

zt
il

= h(Xt, fil
) + wl

t,ave
h(Xt, fil

) =

{ √

(xt − xil)2 + (yt − yil)2atan2(
yil−yt

xil−xt
)− θt.Nous supposons des proessus de bruits wl

t indépendants et identiquement distribués selon unedensité gaussienne de moyenne nulle et de matrie de ovariane invariantes (wl
t ∼ N (0, Σl

t)) enfontion de la position et de l'instant d'aquisition des mesures, 'est-à-dire
∀t, ∀l ∈ {1, . . . , mt} , Σl

t =

(
σ2

r 0
0 σ2

ϕ

)

.Au vu de es hypothèses, la densité de probabilité de l'observation sahant l'état ou la vraisemblanes'exprime don omme suit :
p (zt|Xt) ∝ exp

(

−1

2

mt∑

l=1

∥
∥zt

il
− h(Xt, fil

)
∥
∥

2

Σl
t

)

, (9.1)où ‖B‖2Σ = B∗Σ−1B, B ∈ R2.9.2 Borne de Cramèr-Rao assoiéeOn peut déduire de l'équation (9.1) l'expression de la matrie d'information de Fisher per-mettant de dé�nir la borne inférieure sur la matrie de ovariane de l'erreur d'estimation [VT68℄pour un estimateur déduit uniquement de l'information apportée par le proessus de mesures. Parexemple, un estimateur possible est elui qui maximise la vraisemblane pour une mesure obtenue
{

Xt − X̂t

}{

Xt − X̂t

}∗
� F−1(t),où F est donnée par
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F =

(
∂Ht(Xt, Ct)

∂Xt

)∗
Σ−1

(
∂Ht(Xt, Ct)

∂Xt

)

,e qui est équivalent, pour le problème d'estimation onsidéré, à
F =

mt∑

l=1

(
∂h(Xt, fil

)

∂Xt

)∗
Σ−1

l

(
∂h(Xt, fil

)

∂Xt

)

.Des aluls similaires à eux développés au hapitre 5 permettent de déduire les gradients élémen-taires
∂h(Xt, fil

)

∂Xt
=

(

−cil
−sil

0
sil

ρil

− cil

ρil

−1

)

,qui dépendent de l'argument et du module du veteur dé�ni par le mobile et l'amer fil
. On endéduit don l'expression de F (t)

F (t) =

NC∑

l=1

δi
t







σ−2
d c2

l + σ−2
ϕ

s2
l

ρ2
l

σ−2
d cl sl − σ−2

ϕ
cl

ρl

sl

ρl
σ−2

ϕ
sl

ρl

σ−2
d cl sl − σ−2

ϕ
cl

ρl

sl

ρl
σ−2

d s2
l + σ−2

ϕ
c2

l

ρ2
l

−σ−2
ϕ

cl

ρl

σ−2
ϕ

sl

ρl
−σ−2

ϕ
cl

ρl
σ−2

ϕ







.En utilisant de nouveau les veteurs de RNC dé�nis par� ~c
∆
=
(

δ1
t c1 · · · δNC

t cNC

)∗, ~s
∆
=
(

δ1
t s1 · · · δNC

t sNC

)∗,� ~cρ
∆
=
(

δ1
t

c1

ρ1
· · · δNC

t
cNC

ρNC

)∗, ~sρ
∆
=
(

δ1
t

s1

ρ1
· · · δNC

t
sNC

ρNC

)∗,on obtient une ériture ondensée tenant ompte de la norme eulidienne sur Rmt de ~c et ~s

F (t) =





σ−2
d ‖~c‖

2
+ σ−2

ϕ ‖~sρ‖2 σ−2
d 〈~c, ~s〉 − σ−2

ϕ 〈~cρ , ~sρ〉 σ−2
ϕ 〈~sρ ,1mt

〉
σ−2

d 〈~c, ~s〉 − σ−2
ϕ 〈~cρ , ~sρ〉 σ−2

d ‖~s‖
2

+ σ−2
ϕ ‖~cρ‖2 −σ−2

ϕ 〈~cρ ,1mt
〉

σ−2
ϕ 〈~sρ ,1mt

〉 −σ−2
ϕ 〈~cρ ,1mt

〉 σ−2
ϕ 〈1mt

,1mt
〉



 .Comme au hapitre 5, on peut obtenir une expression équivalente pour la matrie F (t) en utilisantles règles de alul matriiel. Nous supposons pour simpli�er les éritures du détail des aluls que
σd = σϕ = 1 degrés. On peut également réérire la matrie F en fontion d'une matrie G(t)

F (t) = G(t)G(t)∗. (9.2)La matrie G(t) est onstruite à partir des veteurs lignes des gradients (9.2). Elle est de taille
3× 2 NC

G(t) =

G1(t)
︷︸︸︷

G2(t)
︷︸︸︷





−~c∗ ~sρ
∗

−~s∗ −~cρ
∗

0mt
1mt



 .Les ensembles disjoints G1(t) et G2(t) sont don dé�nis par
G1(t)

∆
=

{

Gl = −δl
t

(
cl sl 0

)∗
, l = 1, · · · , NC

}

, (9.3)
G2(t)

∆
=

{

Gl = δl
t

( sl

ρl
− cl

ρl
−1
)∗

, l = 1, · · · , NC
}

.Ces deux ensembles orrespondent à l'apport de l'information de distane et d'angle. Les résultatsd'un proessus de �ltrage basé uniquement sur l'une de es informations pourront aisément êtredéduits des éléments qui seront développés par la suite, en omettant les ontributions des veteurs del'un des deux ensembles. On exploitera ette ériture pour déduire une expression de la fontionnellequi nous servira de ritère pour l'optimisation des trajetoires.
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Fig. 9.1 � JT (t, Ch) pour une arte omposée de 2 amers et un apteur omnidiretionnel.9.3 Performane instantanée de loalisationNous allons dé�nir et déterminer une mesure de performane instantanée pour le proessus deloalisation en utilisant une fontionnelle de la matrie d'information de Fisher F (t). Plusieurs opé-rateurs peuvent être utilisés, omme la trae ou le déterminant. La matrie F (t), et plus préisémentson inverse, permettent d'obtenir une borne inférieure pour la variane de l'erreur d'estimation.Si on fait l'hypothèse d'une struture gaussienne pour ette erreur, on peut s'intéresser au volumede l'ellipsoïde de on�ane pour l'état dé�ni à partir de la matrie F (t)−1. L'analyse spetrale(valeurs et veteurs propres) de ette matrie fournit également des indiations sur la géométrie deet ellipsoïde. Sans faire le alul de l'inverse1 de F (t), on peut aéder à son déterminant. A titreindiatif, intéressons-nous d'abord à la fontionnelle obtenue à partir de la trae.9.3.1 Trae de la FIMConsidérons la trae de F obtenue à partir de l'ériture 9.2, elle est diretement donnée par
JT (t, Ch) = tr(F (t)) =

NC∑

l=1

δl
t

{

σ−2
d c2

il
+ σ−2

ϕ

s2
il

ρ2
il

+ σ−2
d s2

il
+ σ−2

ϕ

c2
il

ρ2
il

+ σ−2
ϕ

}

⇒ JT (t, Ch) =

NC∑

l=1

δl
t(σ

−2
d + σ−2

ϕ ) + σ−2
ϕ

NC∑

l=1

δl
t

1

ρ2
l

.On onstate don que ette mesure d'information dépend uniquement du nombre d'amers vuset de l'inverse des distanes par rapport au mobile. Par ontre, elle est � sous-informative �, dans lamesure où elle ne fait pas intervenir de façon expliite l'information de mesures d'angles. La �gure(9.1) présente l'allure de ette fontionnelle en fontion de la position du mobile dans l'espae 2Dpour une arte omposée de 2 amers. Le apteur est supposé omnidiretionnel ave une distanede pereption su�samment grande pour que les amers puissent être utilisables quelle que soit laposition d'observation. On onstate e�etivement un aroissement de la fontionnelle lorsque l'onse rapprohe des amers.1det(A−1) = det−1(A)



Performane instantanée de loalisation 1499.3.2 Déterminant de la FIMNous allons exploiter l'ériture (9.2) pour obtenir une formulation du déterminant de F (t). Ons'intéresse à la fontion J (t)

J (t, Ch) = det (G(t)G(t)∗). (9.4)L'expression de J (t, Ch) peut être obtenue en appliquant le résultat d'algèbre suivant :Proposition 7 (Formule de Binet-Cauhy) Soit A ∈ MR(m, n) et B ∈ MR(n, m), le déter-minant
det(AB) =

∑

S

det(As) det(Bs).Dans ette expression, S dérit les di�érents sous-ensembles à m éléments de {1, · · · , n}. Pourhaque S, As désigne la matrie de taille m×m dont les olonnes sont elles de A dont les indiesappartiennemt à S. De façon similaire, Bs est la matrie obtenue à partir des lignes de B dont lesindies sont donnés par S.Appliquons ette propriété au produit matriiel G(t)G(t)∗ en onsidérant A = B∗ = G. G est unematrie de taille 3 × 2NC , le déterminant de F peut don être alulé en à partir de matries detaille 3× 3 onstruites à partir des olonnes de G. On en déduit l'expression suivante :
J (t, Ch) =

∑

1≤i<j<r≤2NC

{det(Gi(t), Gj(t), Gr(t))}2 . (9.5)Chaque déterminant élémentaire peut être obtenu en onsidérant l'ensemble d'appartenane desveteurs olonnes Gi(t), Gj(t), Gr(t) parmi G1(t) et G2(t) (9.3). En énumérant les di�érentes on�-gurations, on tire la proposition 8.Proposition 8 J (t, Ch) omprend trois termes faisant intervenir les mesures de distanes etd'angles de pairs ou triplets d'amers simultanément visibles
J (t, Ch) = a1 J1(t, Ch) + a2 J2(t, Ch) + a3 J3(t, Ch) (9.6)ave a1 = σ−4

d σ−2
ϕ , a2 = σ−2

d σ−4
ϕ , a3 = σ−6

ϕ et
J1(t, Ch) =

NC∑

i=1

NC∑

j>i

NC∑

r=1

δi
tδ

j
t δ

r
t g

(1)
ijr(t),

J2(t, Ch) =

NC∑

i=1

NC∑

j=1

NC∑

r>j

δi
tδ

j
t δ

r
t g

(2)
ijr(t),

J3(t, Ch) =

NC∑

i=1

NC∑

j>i

NC∑

r>j

δi
tδ

j
t δ

r
t g

(3)
ijr(t),où ∀ i, j, r,

g
(1)
ijr(t) = sin2(βi(t)− βj(t))

g
(2)
ijr(t) =

(
cos(βi(t)− βr(t))

ρr(t)
−

cos(βi(t)− βj(t))

ρj(t)

)2

g
(3)
ijr(t) =

(

sin (βi(t)− βr(t))

ρi(t)ρr(t)
+

sin
(
βi(t)− βj(t)

)

ρi(t)ρj(t)
+

sin
(
βj(t)− βr(t)

)

ρj(t)ρr(t)

)2

.La preuve de ette proposition est obtenue par alul des déterminants d'ordre 3 des on�gurations
Gi(t), Gj(t), Gr(t) et en utilisant des propriétés remarquables lassiques de trigonométrie.Preuve: Considérons les di�érents déterminants élémentaires



150 hapitre 9as 1 Gi, Gj et Gr ∈ G1, on a de façon évidente
det(Gi(t), Gj(t), Gr(t)) = 0as 2 Gi, Gj ∈ G1 et Gr ∈ G2, on a don

det(Gi(t), Gj(t), Gr(t)) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−ci −cj
sr

ρr

−si −sj − cr

ρr

0 0 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣En développant par rapport à la dernière ligne, on trouve

det(Gi(t), Gj(t), Gr(t)) = cisj − sicj = sin(βi − βj)as 3 Gi ∈ G1 et Gj , Gr ∈ G2,
det(Gi(t), Gj(t), Gr(t)) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−ci
sj

ρj

sr

ρr

−si − cj

ρj
− cr

ρr

0 −1 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣On développe de nouveau par rapport à la dernière ligne, e qui donne

det(Gi(t), Gj(t), Gr(t)) = −
(

−ci
cr

ρr
− si

sr

ρr

)

+

(

−ci
cj

ρj
− si

sj

ρj

)

⇔ det(Gi(t), Gj(t), Gr(t)) =
cos(βi − βr)

ρr
−

cos(βi − βj)

ρjas 4 Gi, Gj et Gr ∈ G2,
det(Gi(t), Gj(t), Gr(t)) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

si

ρi

sj

ρj

sr

ρr

− ci

ρi
− cj

ρj
− cr

ρr

1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
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=

(

− sj

ρj

cr

ρr
+

cr

ρr

sj

ρj

)

−
(

− si

ρi

cr

ρr
+

ci

ρi

sr

ρr

)

+

(

− si

ρi

cr

ρr
+

ci

ρi

sr

ρr

)

=
sin (βi − βr)

ρiρr
+

sin
(
βi − βj

)

ρiρj
+

sin
(
βj − βr

)

ρjρrRemarque : on peut noter la di�érene de grandeurs entre les oe�ients ai, i = 1, 2, 3 des troistermes dans l'expression (9.4). Il onviendra de pondérer es oe�ients lors de leur utilisationdans les problèmes de plani�ation, a�n de tenir ompte à la fois des informations de distanes etd'angles. Cependant, le hoix des oe�ients de pondération reste un point dur ar il n'existe pasde règles a priori. La séletion devra ertainement être orientée par les besoins des appliations oul'analyse de as.9.3.3 Analyse et interprétation des omposantesIl est possible d'interpréter les di�érentes omposantes de la mesure de performane instantanée
J (t, Ch). En e�et, elles font intervenir des interations entre des ouples ou des triplets d'amers. En



Con�guration géométrique optimale � mobile-amers � 151outre, la première et la dernière omposantes traduisent l'apport de l'information respetivementdes mesures de distanes et d'angles. A l'opposé, le terme entral tient ompte du ouplage desdeux types de mesure.
J1(paires ou triplets d'amers) ⇐⇒ information de distane
J2(paires ou triplets d'amers) ⇐⇒ information de distane et d'angle
J3(triplets d'amers) ⇐⇒ information d'angleSur les �gures (9.2), (9.3), (9.4), on illustre le omportement de es trois omposantes en fontionde la répartition des amers dans l'environnement et de la position du mobile. Le apteur est toujoursomnidiretionnel ave des apaités de détetion en distane illimitées. On obtient trois surfaesorrespondant respetivement aux fontionnelles Ji(t, Ch), i = 1, 2, 3 à partir d'une disrétisationrégulière du plan 2D. On peut noter, pour la fontionnelle J1(t, Ch), les ourbes à gain onstant
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ρ ≪ σϕ est véri�ée. Par exemple, lorsque l'on exploite



152 hapitre 9

−8

−6

−4

−2

0 

2 

4 

A
1

A
2

A
3

A
4

−50 −40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40 50
−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

50

Fig. 9.3 � Surfae de J2 (en logarithme) ave une arte de 4 amers (bleus).

−10

−8 

−6 

−4 

−2 

0  

2  

−50 −40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40 50
−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

50

A
1

A
2

A
3

A
4

Fig. 9.4 � Surfae de J3 (en logarithme) ave une arte de 4 amers (bleus).
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Fig. 9.5 � Surfae de J (en logarithme) pour σd = 0.05 m et σϕ = 1◦.
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154 hapitre 9uniquement des amers situés su�samment loin du mobile ou des apteurs de distane. On �xe poure raisonnement les hypothèses suivantes :1. le mobile est plaé en une position P = (x, y) ave une orientation θ,2. la zone de pereption du apteur est un seteur dé�ni par une ouverture angulaire ∆m et desdistanes de détetion maximale d+ et minimale d−,3. on note −→v− et −→v+ les veteurs unitaires d'origine P et orientés selon les diretions des bordsdu �ne de pereption,4. on dispose de n amers (f1, · · · , fn) visibles de l'état (x, y, θ),5. pour obtenir le positionnement mobile-amers optimal, on suppose qu'il est possible de dépla-er les amers dans la zone de pereption,6. on note αi, i = 1, · · · , n les angles formés par −→v− et −−→Pfi et don
∀i = 1, · · · , n αi = βi − θ +

∆m

2
. (9.7)
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Fig. 9.7 � Notations pour l'analyse du positionnement relatif mobile-amers.On s'intéresse don au problème d'optimisation suivant.Problème 9.4.1

argmax
β1,··· ,βn

n∑

i=1

n∑

j>i

sin2(βi − βj)En onsidérant les relations 9.7, il est équivalent de résoudreProblème 9.4.2
argmax
α1,··· ,αn

1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

sin2(αi − αj),ave les ontraintes
∀i = 1, · · · , n 0 ≤ αi ≤ ∆m.Nous montrons d'abord que e problème d'optimisation sous ontraintes est équivalent à un pro-blème géométrique de plaement de veteurs obtenus à partir des veteurs mobile-amers. En e�et,on a la propriété



Con�guration géométrique optimale � mobile-amers � 155Proposition 9 Résoudre le problème 9.4.2 équivaut à déterminer le plaement optimal des veteurs
(−→
V1, . . . ,

−→
Vn

) unitaires d'origine P dans le seteur dé�ni par −→v− et −→V+ qui minimise la normedu veteur −→VT =
∑n

i=1

−→
Vi . Le veteur unitaire −→V+ et d'origine P véri�e arg−→v−

−→
V+ = 2∆m et

∀i, arg−→v−
−→
Vi = 2αi (f. �gure 9.7).Preuve: La démonstration de ette proposition est basée sur les propriétés trigonométriquesremarquables sin2 a = 1

2 (1− cos 2a) et cos(a− b) = cos a cos b + sina sin b. En e�et,
J1(t, Ch) =

1

2

n∑

i=1

n∑

j=1

sin2(αi − αj), (9.8)
=

1

4

n∑

i=1

n∑

j=1

(1− cos(2αi − 2αj)),

=
n2

4
− 1

4

n∑

i=1

n∑

j=1

(
cos 2αi cos 2αj + sin 2αi sin 2αj

)
,

=
n2

4
− 1

4

n∑

i=1



cos 2αi

n∑

j=1

cos 2αj + sin 2αi

n∑

j=1

sin 2αj



 ,

=
n2

4
− 1

4





n∑

i=1

cos 2αi

n∑

j=1

cos 2αj +

n∑

i=1

sin 2αi

n∑

j=1

sin 2αj



 ,

=
n2

4
− 1

4

(
n∑

i=1

(cos 2αi)
2 +

n∑

i=1

(sin 2αi)
2

)

,

=
1

4
(n2 − ||

n∑

i=1

−→
Vi ||2) (9.9)On déduit de ette formulation le résultat annoné. Nous investiguons dans la suite les on�gura-tions de veteurs (−→V1, . . . ,

−→
Vn

) qui permettent d'obtenir un veteur somme −→VT de norme minimale.La solution reherhée dépend des apaités de pereption du apteur, à savoir la valeur de l'ou-verture angulaire ∆m du �ne d'observation.9.4.1 Zone de pereption ave ∆m ≤ π
2Lorsque ∆m < π

2 , on peut déduire la propriété suivante.Proposition 10 Dans une on�guration optimale, les amers sont situés sur les bords du �ne depereption. i.e, les veteurs −→Vi sont olinéaires à −→v− ou −→V+.Ce résultat est relativement intuitif ar il indique que les on�gurations qui maximisent en moyennela performane de loalisation sont elles qui favorisent l'e�et de triangulation entre les faiseauxformés par le mobile et les paires d'amers visibles.Preuve: Soit −→Vi0 , i0 ∈ {1, · · · , n},. On introduit le veteur −→Vi0 :=
∑

j 6=i0
~Vj et la mesure d'angle

αi0
= ∠−→v−

−→
Vi0 . L'ouverture angulaire étant inférieure à π

2 , la di�érene d'angle entre −→Vi et −→Vj , ∀i 6= jest inférieure à π et le veteur −→VT est forément de norme non nulle. On a par ailleurs
||−→VT ||2 = ||−→Vi0 +

−→
Vi0 ||2 = ||−→Vi0 ||2 + 2〈−→Vi0 |

−→
Vi0 〉+ ||~Vi0 ||2

= 1 + ||~Vi0 ||2 + 2||~Vi0 || cos(αi0 − αi0).On en déduit don que pour un plaement donné des veteurs {−→Vi , i 6= i0}, la norme du veteur −→VTest minimale pour −→Vi0 qui minimise la quantité cos(αi0
− αi0

). Le veteur −→Vi0 se situe forément



156 hapitre 9entre les veteurs −→v− et −→V+. On en déduit don que −π < −2∆m ≤ αi0
−αi0

≤ 2∆m < π. L'analysede la fontion cos sur [−2∆m, 2∆m] ⊂ [−π, π] permet de dire
min
αi0

cos(αi0 − αi0) =

{

cos(αi0 − 2∆m), si |αi0 − 2∆m| > αi0

cos(αi0
), si |αi0

− 2∆m| < αi0'est-à-dire
αi0

∗ =

{

2∆m si |αi0 − 2∆m| > αi0

0 si |αi0
− 2∆m| < αi0

,e qui montre que −→ViO
est situé sur l'un des bords du �ne formé par −→v− et −→V+, et don que les amerssont situés sur les bords de la zone de pereption. Partant de ette assertion, il faut maintenantdéterminer leur répartition sur haun des bords.Proposition 11 Les on�gurations où les amers sont � équirépartis � sur haun des bords de lazone de pereption sont optimales.Preuve: Soint n− et n+ les nombres de veteurs −→Vi olinéaires à −→v− et −→V+. On a don n++n− = n.La norme du veteur −→VT est alors
||~VT ||2 = n2

− + n2
+ + 2n−n+ cos(∠−→v−

−→
V+)

||~VT ||2 = n2
− + n2

+ + 2n−n+ cos(2∆m)

||~VT ||2 = n2
− + (n− n−)2 + 2n−(n− n−) cos(2∆m)

||~VT ||2 = 2(1− a)n2
− − 2(1− a)nn− + n2 (9.10)en posant a = cos(2∆m). La norme est don une fontion quadratique onvexe ar a < 1. Elleadmet un minimum en n− véri�ant

∂f

∂n−
= 4(1− a)n− − 2(1− a)n = 0

⇔ n− =
n

2
.On doit ependant raisonner selon la parité du nombre d'amers n.n pair.Dans e as , on a n− = n+ = n

2 et ||~VT ||2 = n2

2 (1 + cos(2∆m)). Le maximum de la fontionnellevaut
J1(t, Ch) =

1

4
(n2 − n2

2
(1 + cos(2∆m)))

J1(t, Ch) =
n2

4

1− cos(2∆m)

2

J1(t, Ch) =
n2

4
sin2(∆m). (9.11)n impair.On suppose que n− = n−1

2 et n+ = n+1
2 . On en déduit la valeur de la norme ||~VT ||2 = 1 + (n2 −

1) cos2(∆m). La valeur maximale de la fontionnelle est alors
J1(t, Ch) =

1

4
(n2 − 1− (n2 − 1) cos2(∆m))

J1(t, Ch) =
1

4
(n2 − 1)(1− cos2(∆m))
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J1(t, Ch) =

n2 − 1

4
sin2(∆m). (9.12)On peut généraliser ette propriété pour une valeur de ∆m égale à π

2 .9.4.2 Zone de pereption à ouverture angulaire supérieure à π
2Pour des valeurs de ∆m supérieures à π

2 , le raisonnement est di�érent et d'un niveau de om-plexité di�érent selon la parité de n. Lorsque n est pair, on peut e�etivement trouver des on�-gurations de plaement qui fournissent un veteur total −→VT de norme nulle. Il su�t de positionnerles amers pour obtenir une triangulation de π
2 pour haque paire. Les on�gurations {−→V1, · · · ,

−→
Vn

}suivantes permettent d'atteindre et objetif
∠−→v−
−→
Vi =

{

αi = α ∈ [0, 2∆m − π] si i ∈
{
1, · · · , n

2

}
,

αi + π ∈ [π, 2∆m] si i ∈
{

n
2 , · · · , n

}
.

(9.13)Lorsque n est impair, l'analyse doit être di�érente et il semble plus di�ile de dé�nir les on�gura-tions qui annulent la norme de −→VT . Cependant, on peut s'intéresser à une famille de on�gurationspartiulières. Elle orrespond à des plaements des veteurs permettant de ompenser la sommed'un sous-ensemble des veteurs par les autres situés de part et d'autre de la bissetrie de −→v−−→V+(f. �gure 9.8). On onsidère don la répartition des veteurs en deux ensembles :
PSfrag replaements

−→v−
−→
V+

2∆m

−→
Vi

−→
Vj,i

+

−→
Vj,i

−

Fig. 9.8 � Famille de veteurs onsidérée.� les veteurs −→Vi , i ∈ I à ompenser
∀ i ∈ I,

−→
Vi = cos(αi)

−→v− + sin(αi)
−→v−⊥ (9.14)� les veteurs −→Vj,i

+ et −→Vj,i
−, j = 1, · · · , ni, i ∈ I

∃∆m ≥ θi ≥
π

2
,
−→
Vj,i

+ = cos(αi + θi)
−→v− + sin(αi + θi)

−→v−⊥

−→
Vj,i

− = cos(αi − θi)
−→v− + sin(αi − θi)

−→v−⊥. (9.15)



158 hapitre 9On en déduit don l'expression du veteur −→VT

−→
VT =

∑

i∈I







ni∑

j=1

{−→
Vj,i

+ +
−→
Vj,i

−
}

+
−→
Vi







−→
VT =

∑

i∈I

ni

{
(cos(αi + θi) + cos(αi − θi))

−→v− + (sin(αi + θi) + sin(αi − θi))
−→v−⊥}

+ cos(αi)
−→v− + sin(αi)

−→v−⊥.En utilisant les relations trigonométriques remarquables cos(p) + cos(q) = 2 cos(p+q
2 ) cos(p−q

2 ) et
sin(p) + sin(q) = 2 sin(p+q

2 ) cos(p−q
2 ), on aboutit à l'expression �nale

−→
VT =

∑

i∈I

(1 + 2ni cos(θi))
{
cos(αi)

−→v− + sin(αi)
−→v−⊥} .Une ondition su�sante pour annuler le veteur −→VT est de hoisir un plaement de façon à imposer

∀i, 1 + 2ni cos(θi) = 0,e qui équivaut à déterminer
∀i, θi = − arccos

1

2 ni
. (9.16)On doit ependant tenir ompte de la zone de pereption limitée

∀i, π

2
≤ θi ≤ ∆m. (9.17)La relation 9.16 montre que plus ni est grand, plus l'angle θi est prohe de π

2 . On en déduit ques'il existe ni tel que θi respete la ontrainte 9.17 (− arccos 1
2 ni
≤ ∆m), alors on peut trouverune on�guration optimale qui rend le veteur −→VT équivalent au veteur nul. En e�et, n étantimpair, il su�t de hoisir le veteur −→Vi et les 2ni veteurs −→Vj,i

+ et −→Vj,i
− ave θi = − arccos 1

2 ni
etde omposer des paires de veteurs opposés ave les autres veteurs, dont le nombre est forémentpair. Par exemple, si ∆m ≥ 2π

3 , il su�t de onsidérer ni = 1 et de hoisir un triplet de veteursespaés de 2 π
3 . Si la ontrainte n'est pas satisfaite, les meilleures on�gurations dans ette famillesont elles véri�ant ard(I) = 1 , n1 =

n− 1

2
et θ1 = ∆m. (9.18)La stratégie onsiste don à plaer un amer sur la bissetrie de la zone de pereption et à équiré-partir les autres sur haun des bords.9.5 Prise en ompte d'un oût intégralL'analyse préédente a permis de mieux omprendre l'impat du positionnement relatif entreles amers et la plateforme sur la première omposante de la mesure d'information liée au proessusd'estimation à partir de mesures de distane et d'angle. Nous abordons maintenant le problèmed'optimisation de trajetoires sur un horizon temporel �ni pour une fontion objetif onstruite àpartir de l'intégrale du déterminant de la matrie d'information de Fisher.Problème 9.5.1 Soit le mobile dont le mouvement est dé�ni par l'équation di�érentielle 9.1. Onherhe à déterminer la trajetoire optimale sur [t0, tf ] ave t0 < tf ≤ T permettant de passer del'état initial Xi ∈ D à l'ensemble ible V (Xf ) ⊂ D qui maximise

Ψ([t0, tf ]) =

∫ tf

t0

J (t, Ch)dt + Ψf (V (p̃f ), Xtf
). (9.19)
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Ψf(V (p̃f ), Xtf

) est un oût terminal qui orrespond à une appliation fontion de la distane entrela zone ible et la position �nale atteinte. Par exemple, son expression pourrait être donné par
Ψf(V (p̃f ), Xtf

) ∝
{

exp
(

−||p̃f −Xtf
||2
) si ||p̃f −Xtf

|| ≤ Cf , Cf ∈ R+

0 sinon. (9.20)9.6 Formalisation du problème de plani�ationOn aborde la résolution de e problème en onsidérant l'espae des trajetoires onstituéesd'une suite de déplaements élémentaires à orientation et vitesse onstantes. Par onséquent, ononsidère de nouveau un graphe G(V, E) omposé de |V | noeuds (sq, 1 ≤ q ≤ |V |) et |E| ars
{epq = (sp, sq) ∈ V 2, q ∈ V(p)}. Chaque noeuds est assoié à une position 2D (xsp

, ysp
) ∈ D. Lemouvement du mobile sur un ar epq est e�etué à vitesse vepq

onstante et ave l'orientation �xe
θepq

. On fait également l'hypothèse suivante sur la vitesse.Hypothèse 1 La vitesse vepq
∈ R+ le long de l'ar epq est onstante et bornée :

vm ≤ vepq
≤ vM .La durée du trajet entre les noeuds sp et sq est notée ∆

sq
sp et la longueur de l'ar assoié lpq. On adon

∆sq
sp

=
lpq

vepq

.Sous es hypothèses, une trajetoire admissible τ est équivalente à une liste ordonnée de noeuds àsuivre pour aller du noeud de départ s0 orrespondant à l'état initial Xi à un noeud appartenantl'ensemble des noeuds Sf inlus dans V (Xf ). Si on note nτ+1 le nombre de noeuds de τ , on introduit- (sik
)k=0,··· ,nτ

les noeuds dérivant la trajetoire τ ave si0 = s0 et sinτ +1 ∈ V (p̃f ),- (v0, · · · , vnτ−1), la séquene de vitesses de déplaement du mobile.On note tk, k = 0, · · · , nτ le temps de passage au noeud sik
. La durée totale du déplaement surla trajetoire est don

∆τ =

nτ∑

k=0

∆
sik+1
sik

=

nτ∑

k=0

likik+1

vk
.La fontion objetif pour une trajetoire est alors donnée par la somme des oûts élémentaires dehaune des portions de déplaement

Ψ([t0, tnτ
]) =

nτ−1∑

k=1

∫ tk+1

tk

J (t, Ch)dt + Ψf (V (p̃f ), Xtnτ
). (9.21)ave la ontrainte de durée

∆τ =

nτ∑

k=0

likik+1

vk
≤ T − t0et les ontraintes sur les vitesses

∀k = 0, · · · , nτ − 1, vm ≤ vk ≤ vM .En substituant la fontionnelle J (t, Ch) par son expression (8), on obtient l'ériture suivante de lafontion objetif 9.21
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Ψ([t0, tnτ−1]) =

nτ−1∑

k=0

3∑

c=1

ac

∫ tk+1

tk

Jc(t, Ch) dt

︸ ︷︷ ︸

Γc(k)

+ Ψf(V (p̃f ), Xtnτ −1) (9.22)Pour évaluer la fontion objetif pour une trajetoire donnée, il onvient don de déterminer l'ex-pression des grandeurs Γ(c)(k), c = 1, 2, 3, k = 0, · · · , nτ − 1. Nous montrons dans les setionssuivantes qu'il est possible, pour le modèle de zone de pereption onsidéré, de proposer une for-mulation expliite de es grandeurs.9.6.1 Segments de visibilité le long d'un arLe alul des termes Γ(c)(k), c = 1, 2, 3, k = 0, · · · , nτ dépend des amers visibles lors du dé-plaement sur les ars empruntés par le mobile. Il faut don déterminer les portions de l'ar surlesquelles un amer est visible. La nature et le nombre de es portions sont variables selon le mo-dèle de pereption du apteur d'aquisition. On onsidère un ar de déplaement délimité par
Ps (xs, ys) et Pa (xa, ya) où le mobile évolue de Ps vers Pa. Nous supposerons que les apaitésde pereption du apteur se traduisent par la dé�nition d'une zone de ouverture aratérisée parle triplet (d−, d+, ∆) représentant respetivement la distane minimale et maximale de détetionet la moitié de l'angle de pereption. En fontion des hypothèses retenues pour es paramètres,la surfae ouverte durant l'évolution se déompose en plusieurs régions. On introduit le repèreloal orthonormé Rl:=(Ps, ~ul, ~vl) assoié à l'ar. Le veteur ~ul est olinéaire au veteur −−−→PaPs etde même diretion et ~vl est obtenu par une rotation d'angle π/2 de ~ul. Soit fi un amer visible auours du mouvement, il est perçu entre deux points P i

− (xi
−, yi

−) et P i
+ (xi

+, yi
+). Les oordonnéesde es points limites dépendent des paramètres du modèle de pereption mais également du po-sitionnement relatif de l'amer par rapport au segment de déplaement. Les paragraphes suivantsapportent quelques éléments géométriques permettant de dériver es oordonnées en fontion duapteur onsidéré.9.6.1.1 Capteur omnidiretionnelSi l'on suppose que le mobile dispose d'un apteur de pereption o�rant la apaité de voirdans toutes les diretions (on a don ∆ = 180◦), seul l'éloignement des amers est à prendre enompte pour le alul de P i

− et P i
+. Nous distinguons deux situations selon le modèle de détetionen distane.Le apteur n'a pas de limites en distane (d− = 0, d+ = +∞). Dans ette on�guration, lazone de pereption est l'espae 2D tout entier et le segment de visibilité est équivalent au segmentde déplaement [Ps Pa] en l'absene d'obstales dans l'environnement.La distane de détetion maximale est bornée (d− = 0, d+ ∈ R+{∞}). La zone vue parle mobile est alors omposée de trois régions, qui sont respetivement (f. �gure 9.9) :� le retangle Z1 formé par les points S1, S2, S3 et S4 dont les oordonnées dans le repère Rlsont

S1 = (0, d+), S2 = (l, d+), S3 = (0,−d+), S4 = (l,−d+),� le demi-disque Z0 de entre Ps et de rayon d+ formé par les points
S1, S3 et S0 = (−d+, 0),� le demi-disque Z2 de entre Pa et de rayon d+ formé par les points
S2, S4 et S5 = (d+, 0).Toujours en l'absene d'obstales, la portion du segment où l'amer est visible dépend de sa zoned'appartenane parmi Z0,Z1 et Z2. Les oordonnées des points limites seront obtenus à partir de

{P1, P2} = C(fi, d+) ∩ (Ps Pa) où C(fi, d+) est le erle de entre fi et de rayon d+. On suppose
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Fig. 9.9 � Zone perçue pour un apteur omnidiretionnel et d+ < +∞.que P1 est situé avant P2 lorsque l'on parourt la droite (Ps Pa) dans le sens du déplaement.Considérons alors les di�érentes possibilités pour la position de l'amer.1. fi ∈ Z0. Dans e as, P1 est forément situé avant le point Ps et don
P i
− = Ps et P i

+ =

{

P2 si P2 ∈ [Ps Pa[

Pa sinon.2. fi ∈ Z1. On a le résultat suivant :
P i
− =

{

P1 si P1 ∈]Ps Pa]

Ps sinon. et P i
+ =

{

P2 si P2 ∈ [Ps Pa[

Pa sinon.3. fi ∈ Z3. Dans e as, P2 est forément situé après le point Pa et
P i
− =

{

P1 si P1 ∈]Ps Pa]

Ps sinon. et P i
+ = Pa.9.6.1.2 Capteur à hamp limitéDans ette on�guration apteur, les zones visibles au ours du déplaement sont représentéespar des régions présentées sur la �gure 9.10 :� les parallélogrammes extérieurs Z1 = (S1, S2, S

′
2, S

′
1) et Z2 = (S3, S4, S

′
4, S

′
3),� les parallélogrammes intérieurs Z1 = (S′

1, S
′
2, Pa, Ps) et Z2 = (S′

3, S
′
4, Pa, Ps) privés respeti-vement des portions de disques Z1 et Z2 de entre Ps et de rayon d−,� la portion de disque Z3 de entre Pa et de rayon d−,� la portion de ouronne Z3 de entre Pa et de rayons d− et d+.On suppose enore l'absene d'obstales dans la zone de pereption au ours du déplaement.Dans le repère loal, les points dé�nissant la zone visible ont pour oordonnées :

Ps = (0, 0), Pa = (l, 0)

S1 = (d+ c∆, d+ s∆), S2 = (l + d+ c∆, d+ s∆)

S′
1 = (d− c∆, d− s∆), S′

2 = (l + d− c∆, d− s∆)

S3 = (d+ c∆, −d+ s∆), S4 = (l + d+ c∆, −d+ s∆)

S′
3 = (d− c∆, −d− s∆), S′

4 = (l + d− c∆, −d− s∆)
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Fig. 9.10 � Région de détetion lors d'un déplaement sur un ar.ave c∆ = cos(∆) et s∆ = sin(∆). Raisonnons par rapport à la position de l'amer.1. fi ∈ Z1 ou fi ∈ Z2Le point P i
− est obtenu en analysant de nouveau l'intersetion de C(fi, d+) ave (Ps Pa). Ilexiste deux points d'intersetion notés P1 et P2. On onsidère également le point d'intersetionentre (D

//
i fi) et [Ps Pa] (f. �gure 9.11). On a alors� P i

− ≡ Ps si la distane entre fi et Ps est plus petite que d+, sinon P i
− ≡ P1� P i

+ = D
//
i ∩ [Ps Pa].2. fi ∈ Z1/Z1 ou fi ∈ Z1/Z1Le raisonnement pour la détermination des oordonnées de P i

− est identique au as préédent.Les oordonnées de P i
+ se déduisent de elles de P i

−. Dans le repère Rl, on a
lxi

+ = lxi
− + (d+ − d−).Si lxi

+ > l alors P i
+ ≡ Pa.3. fi ∈ Z3

P i
− est déterminé omme préédemment et de façon évidente on a P i

+ ≡ Pa.4. fi ∈ Z3

P i
− est déterminé omme préédemment et P i

+ est obtenu à partir de l'intersetion de C(fi, d−)ave (Ps Pa).A partir de la onnaissane de P i
− et P i

+, pour tout amer fi, on peut déterminer les portions del'ar de déplaements où deux ou trois amers sont simultanément visibles. On note P ij
+ et P ij

− lespositions pour une paire d'amers (fi, fj), et P ijr
+ et P ijr

− pour un triplet (fi, fj , fr). Dans le repèreloal Rl, les oordonnées sont obtenues simplement en appliquant les opérations suivantes.
lxijr

− = max(lxi
−,l xj

−,l xr
−, ) et lxijr

+ = min(lxi
+,l xj

+,l xr
+),ave de façon évidente l'ordonnée lyijr

− = 0. Les oordonnées peuvent ensuite être expriméesdans le repère global Rg par hangement de repère.
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Fig. 9.11 � Région de détetion lors d'un déplaement sur un ar.9.6.2 Calul du oût pour un arSoit Γ(c)(k), c = 1, 2, 3 le oût pour haune des omposantes de la fontionnelle pour undéplaement élémentaire entre les noeuds sik
et sik+1

. Sur l'intervalle temporel [tk, tk+1], le mobileévolue ave une orientation θk et une vitesse vk invariantes. Dans es onditions, en fontion dela valeur de l'orientation θk, il existe une bijetion entre les oordonnées du mobile et la variabletemporelle. Plus préisément, on peut dé�nir la relation suivante entre une variation élémentaired'une des omposantes dx ou dy de position et une durée élémentaire dt :
dt =

{
dx

vk cos θk
si θk 6=

{
π
2 , −π

2

}

ǫ(dy)dy
vk

sinon, (9.23)où ǫ(dy) = signe(dy). Les noeuds sik
et sik+1

orrespondent aux points de oordonnées (xsik
, ysik

)et (xsik+1
, ysik+1

). Le long de l'ar, on a don également la relation linéaire entre les oordonnéesdu mobile :
y = βk + γk x, ∀x ∈

[

xsik
, xsik+1

] si θk 6=
{

π
2 , −π

2

}
,

x = xsik
= xsik+1

, ysik
≤ y ≤ ysik+1

sinon.
γk et βk dépendent des oordonnées des positions des noeuds et de l'orientation du déplaement.Plus préisément,

γk =
ysik+1

− ysik

xsik+1
− xsik

= tan (θk) et βk = ysik
− γ xsik

.Compte tenu de es hypothèses, on se propose de montrer que la détermination des termes
Γ(c)(k), c = 1, 2, 3 est équivalente au alul d'intégrales de frations rationnelles. En e�et, onsidé-rons un amer fq visible à partir d'une position P (x, y) donnée sur l'ar. On a

ρ2
q = pq(u):=aqu

2 + bqu + cq. (9.24)
pq(u) est un polyn�me dé�ni sur [xsik

, xsik+1
] ou sur [ysik

, ysik+1
] selon que l'on onsidèreune paramétrisation suivant l'absisse x (θk 6= {π/2, −π/2} ou l'ordonnée y. L'expression de esoe�ients pour haun des hangement de variables onsidéré est donnée dans le tableau suivant.



164 hapitre 9variable aq bq cqx γ2
k + 1 2γk(βk − yq)− 2xq x2

q + (βk − yq)
2y 1 −2yq y2

q + (xsik
− xq)

2Par ailleurs, on peut aussi érire pour un ouple d'amers (fn, fm) vus à partir d'une positionsur l'ar à l'instant t ave les angles βn(t) et βm(t)

cos(βn(t)− βm(t)) =
pnm(u)

√

pn(u)pm(u)
, (9.25)ave pnm(u):=Anmu2 +Bnmu+Cnm un polyn�me dont les oe�ients véri�ent respetivementpour les déplaements non vertiaux et vertiaux

Anm = γ2
k + 1

Bnm = γk(2βk − yn − ym)− (xn + xm)

Cnm = xnxm + ynym − βk(yn + ym) + β2
k,et

Anm = 1

Bnm = −(ym + yn)

Cnm = (xsik
− xn)(xsik

− xm) + ynym.De même, on a
sin(βn(t)− βm(t)) =

pnm(u)
√

pn(u)pm(u)
(9.26)ave pnm(u):=Bnmu + Cnm véri�ant si θk 6= {π/2, −π/2}

Bnm = yn − ym − γk(xn − xm)

Cnm = −βk(xn − xm) + xnym − xmynet
Bnm = (xm − xn)

Cnm = xsik
(yn − ym) + xnym − xmyn sinon.Partant de es expressions sous la forme de frations rationnelles, on montre dans les setionssuivantes qu'il est possible de dériver une formulation expliite des omposantes de la fontion oût,basée sur la matrie d'information de Fisher, pour haque déplaement sur un segment élémentairede la trajetoire. Plus préisément, on a la propriétéProposition 12 Les termes Γ(c)(k), c = 1, 2, 3 se déduisent des primitives de la forme

H(n)(l, e, f, s, u−, u+) =

∫ u+

u−

e u + f

pn
l (u)

dx, n = 1, · · · , 4 (9.27)ave (e, f, u−, u+) ∈ R4 et l = 1, · · · , NC, l étant l'indie de l'amer fl de la arte.Les détails des aluls de es intégrales peuvent être trouvés en annexe C. Ainsi, on démontre lesrésultats suivants
H(1)(l, e, h, u−, u+) = ν

(1)
l ln

(
pl(u+)

pl(u−)

)

+µ
(1)
l

(

arctan(
2alu+ + bl√

Dl

)− arctan(
2alu− + bl√

Dl

)

)

H(2)(l, e, h, u−, u+) =
1

Dl

(

ν
(2,1)
l u+ + ν

(2,2)
l

pl(u+)
− ν

(2,1)
l u− + ν

(2,2)
l

pl(u−)

)

+µ
(2)
l

(

arctan(
2alu+ + bl√

Dl

)− arctan(
2alu− + bl√

Dl

)

)
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H(3)(l, e, h, u−, u+) =

1

2 Dl

(

ν
(2,1)
l u+ + ν

(2,2)
l

p2
l (u+)

− ν
(2,1)
l u− + ν

(2,2)
l

p2
l (u−)

)

+
3 ν

(2,1)
l

2 D2
l

(
2 al u+ + bl

pl(u+)
− 2 a u− + bl

pl(u−)

)

+
3 al µ

(2)
l

Dl

(

arctan(
2alu+ + bl√

Dl

)− arctan(
2alu− + bl√

Dl

)

)

H(4)(l, e, h, u−, u+) =
1

3 Dl

(

ν
(2,1)
l u+ + ν

(2,2)
l

p3
l (u+)

− ν
(2,1)
l u− + ν

(2,2)
l

p3
l (u−)

)

+
5 ν

(2,1)
l

6 D2
l

(
2 al u+ + bl

p2
l (u+)

− 2 a u− + bl

p2
l (u−)

)

+
5 al ν

(2,1)
l

D3
l

(
2 al u+ + bl

pl(u+)
− 2 a u− + bl

pl(u−)

)

+
20 a2

l µ
(2)
l

D2
l

(

arctan(
2alu+ + bl√

Dl

)− arctan(
2alu− + bl√

Dl

)

)

,ave Dl = 4 al cl − b2
l , ν

(1)
l = e/(2 al), ν

(2,1)
l = (2 al h − bl e), ν

(2,2)
l = (bl h − 2 e cl), µ

(1)
l =

(2 al h − bl e)/(al

√
Dl) et µ

(2)
l = 2 ν

(2,1)
l /D

3
2

l .Nous onsidérons maintenant haune des omposantes Γ(c)(k) et préisons son expression en fon-tion des intégrales de la forme H(n)(l, e, h, u−, u+).9.6.2.1 Expression de Γ(1)(k)On onsidère l'ensemble des triplets d'amers (fi, fj , fr) simultanément visibles lors du déplae-ment sur un un ar élémentaire. Il faut noter qu'il est possible d'avoir fi ≡ fr. On s'intéresse aualul de l'intégrale
Γ(1)(k) =

NC∑

i=1

NC∑

j>i

NC∑

r=1

Γ
(1)
ijr(k) =

NC∑

i=1

NC∑

j>i

NC∑

r=1

∫ tijr
+

tijr
−

δi
tδ

j
t δ

r
t g

(1)
ijr(t) dt, (9.28)ave tijr

− et tijr
+ sont les temps de passage en P ijr

− et P ijr
+ et

g
(1)
ijr(t) = sin2(βi(t)− βj(t)).On fait pour l'instant l'hypothèse qu'il n'existe pas d'obstales2 et que les trois amers sont vusentre P ijr

− et P ijr
+ sans disontinuités et don δi

t = δj
t = δr

t = 1, ∀t ∈ [tijr
− tijr

+ ]. En utilisant leshypothèses de hangement de variables et les notations préédentes (f. équations (9.23) et (9.26)),on doit déterminer des intégrales de la forme
Γ

(1)
ijr(k) =







1
vk cos(θk)

∫ xijr
+

xijr
−

p2
ij(x)

pi(x)pj(x)dx si θk 6= {π
2 , −π

2 },
ǫ(yijr

+ −yijr
− )

vk

∫ yijr
+

yijr
−

p2
ij(y)

pi(y)pj(y)dy sinon.Le alul de es intégrales est obtenu en e�etuant au préalable une déomposition en élémentssimples de la fration rationnelle. Une attention partiulière doit être portée à la forme de ettedéomposition en fontion du positionnement relatif de l'ar de déplaement et du segment formépar le ouple d'amers (fi, fj). En e�et, on distingue deux situations possibles.2La présene d'obstales va entraîner un déoupage du segment visibilité en sous segments mais on reste onfrontéau même type de alul.



166 hapitre 9Déplaement le long de la médiatrie de [fi, fj ]. On a don la relation pj(u) = pi(u), ∀u etla déomposition est de la forme
p2

ij(u)

pi(u)pj(u)
=

e1u + h1

pi(u)
+

e2u + h2

p2
i (u)

.Par identi�ation, on montre que le veteur omposé des oe�ients de la déomposition estsolution d'un système linéaire d'ordre 4. 0n note χ =
(
e1 h1 e2 h2

)∗ e veteur et M
(1)
ij lamatrie du système.

M
(1)
ij χ(1) = Bij ,ave

M
(1)
ij =







ai 0 0 0
bi ai 0 0
ci bi 1 0
0 ci 0 1







et Bij =







0
B2

ij

2BijCij

C2
ij







. (9.29)On peut remarquer que le paramètre e1 est nul dans ette on�guration.Déplaement en dehors de la médiatrie de [fi, fj ]. La déomposition de la fration ration-nelle est alors de la forme
p2

ij(u)

pi(u)pj(u)
=

e1u + h1

pi(u)
+

e2u + h2

pj(u)
.Le système linéaire permettant de déduire les paramètres de χ(1) est identique ave ependant unemodi�ation de la matrie

M
(1)
ij =







aj 0 ai 0
bj aj bi ai

cj bj ci bi

0 cj 0 ci







et Bij est identique au as préédent. (9.30)En onlusion, on obtient don la propriété suivante :Proposition 13 Soit (fi, fj, fr) un triplet d'amers simultanément visibles lors du déplaement surl'ar e à l'étape k.a) Si le mobile se déplae sur la médiatrie de [fi, fj],
Γ

(1)
ijr(k) = c

(1)
k

{

H(1)(eij
1 , hij

1 , x−
ijr , x

+
ijr) + H(2)(eij

2 , hij
2 , x−

ijr , x
+
ijr), θk 6= {π

2 , −π
2 },

H(1)(eij
1 , hij

1 , y−
ijr , y

+
ijr) + H(2)(eij

2 , hij
2 , y−

ijr, y
+
ijr), θk = ±π

2 .b) Si le déplaement est en dehors de la médiatrie de [fi, fj ],
Γ

(1)
ijr(k) = c

(1)
k

{

H(1)(eij
1 , hij

1 , x−
ijr , x

+
ijr) + H(1)(eij

2 , hij
2 , x−

ijr , x
+
ijr), θk 6= {π

2 , −π
2 },

H(1)(eij
1 , hij

1 , y−
ijr , y

+
ijr) + H(1)(eij

2 , hij
2 , y−

ijr , y
+
ijr), θk = ±π

2 .Les oe�ients eij
1 , hij

1 , l = 1, 2 sont obtenus à partir des systèmes linéaires dont les matriessont données par les équations(9.29) et (9.30) selon la on�guration onsidérée. Le oe�ient c
(1)
kest à valeurs dans {1/(vk cos(θk), 1/vk, −1/vk} pour respetivement θk 6= π/2,−π/2, θk = π/2 et

θk = −π/2.



Formalisation du problème de plani�ation 167Remarques Ce résultat amène plusieurs ommentaires. Tout d'abord, le gain d'information estd'autant plus important que la durée d'intégration est grande. Plus le triplet d'amers est visibleau ours du déplaement, meilleure sera don la performane de loalisation a priori. Ce premierrésultat semble logique. L'autre enseignement onerne l'impat du positionnement relatif du dé-plaement par rapport au ouple formé par les deux amers dont l'information utile est la mesure dedistane. Les on�gurations, ave un déplaement prohe de l'orientation de la médiatrie, semblentêtre partiulièrement singulières. Pour une telle on�guration, la mesure de distane est aussi plusimpatante ar elle intervient en 1/r2 dans le terme H(2). Sur le graphique de la �gure 9.12, nousprésentons l'allure de l'évolution de la omposante Γ
(1)
ijr(k) pour une variation de l'orientation dusegment. Nous avons hoisi trois amers, dont deux sont psotionnés en symétrie par rapport à l'axedes absisses. On suppose toujours un apteur omnidiretionnel ave une distane de détetionsu�samment grande. Le segment de visibilité est don le segment en entier. La �gure 9.13 montre
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Fig. 9.12 � Con�guration à trois amers et 20 segments d'orientation θ ∈ [0, 2π].l'évolution de Γ
(1)
ijr(k) en fontion de l'orientation et pour di�érentes on�gurations (i, j, r). On peuttout d'abord noter le omportement symétrique de la ourbe lorsque les deux amers en symétriepartiipent au alul de la fontionnelle ((i, j, r) = (2, 3, 1)). Pour les trois as onsidérés, le oûtassoié à un triplet augmente lorsqu'on se rapprohe des amers et lorsque l'axe de déplaement aune orientation voisinede elle des médiatries.9.6.2.2 Expression de Γ(2)(k)Le alul de Γ(2)(k) fait intervenir des triplets d'amers de la forme (fi, fj , fr) ave éventuellement

fi ≡ fj. Plus préisément,
Γ(2)(k) =

NC∑

i=1

NC∑

j=1

NC∑

r>j

Γ
(2)
ijr(k) =

NC∑

i=1

NC∑

j=1

NC∑

r>j

∫ tijr
+

tijr
−

δi
tδ

j
t δ

r
t g

(2)
ijr(t) dt
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Fig. 9.13 � Γ
(1)
ijr(k) ((i, j, r) = (1, 2, 1)-rouge, (i, j, r) = (1, 3, 1)-bleu et (i, j, r) = (2, 3, 1)).ave tijq

− et tijq
+ les temps de passage en P ijr

− et P ijr
+ , qui délimitent la portion de l'ar où les troisamers sont simultanément visibles et

g
(2)
ijr(t) =

(
cos(βi(t)− βr(t))

ρr(t)
−

cos(βi(t)− βj(t))

ρj(t)

)2

.En développant ette expression, on est amené à onsidérer l'intégration des termes
T1(t) =

cos2(βi(t)− βq(t))

ρ2
q(t)

, q = j, r

T2(t) =
cos(βi(t)− βj(t)) cos(βi(t)− βr(t))

ρj(t)ρr(t)
.En exploitant la relation (9.25), on se ramène à des frations rationnelles de la forme

T iq
1 (u) =

p2
iq(u)

pi(u)p2
q(u)

, q = j, r

T ijr
2 (u) =

pir(u)pij(u)

pi(u)pj(u)pr(u)où piq, q = j, r est un polyn�me du seond degré. On souhaite maintenant intégrer es expressions.Il est don néessaire de faire apparaître des fontions de primitives onnues en s'appuyant denouveau sur une déomposition en éléments simples. Cette dernière sera enore dépendante de laposition relative de l'ar de déplaement du mobile par rapport aux segments formés par les pairesd'amers pris deux à deux. Énumérons les di�érentes on�gurations possibles.Les amers fi et fj sont identiques. On a don deux situations possibles.C1.1) Le déplaement se fait le long de la médiatrie de [fj , fr], on est dans la on�gurationoù pi(u) = pj(u) = pr(u).C1.2) Le déplaement se fait en dehors de la médiatrie de [fj , fr] et don pi(u) = pj(u) 6= pr(u).



Formalisation du problème de plani�ation 169Les amers fi et fj sont distints. Dans e as, on a i < j ou i > j.C2) Si i < j, on a forément r > j > i, et les trois amers sont distints ave quatre possibilités :C2.1) le déplaement n'est sur auune des trois médiatries des segments formés par les amerspris deux à deux et don pi(u) 6= pj(u) 6= pr(u),C2.2) le déplaement est sur la médiatrie de [fi, fj] et pi(u) = pj(u) 6= pr(u),C2.3) le déplaement est sur la médiatrie de [fi, fr] et pi(u) = pr(u) 6= pj(u),C2.4) le déplaement est sur la médiatrie de [fj, fr] et pi(u) 6= pj(u) = pr(u).C3) Si i > j, on peut avoir r = i et don les on�gurations suivantes :C3.1) fi ≡ fr et le déplaement est sur la médiatrie de [fj , fr] don pi(u) = pj(u) = pr(u),C3.2) fi ≡ fr et le déplaement n'est pas sur la médiatrie de [fj , fr] don pi(u) = pr(u) 6=
pj(u),C3.3) fi 6= fr et le déplaement n'est sur auune des trois médiatries don pi(u) 6= pr(u) 6=
pj(u),C3.4) fi 6= fr et le déplaement est sur la médiatrie de [fj , fr] don pj(u) = pr(u) 6= pi(u),C3.5) fi 6= fr et le déplaement est sur la médiatrie de [fi, fr] don pi(u) = pr(u) 6= pj(u),C3.6) fi 6= fr et le déplaement est sur la médiatrie de [fi, fj] don pi(u) = pj(u) 6= pr(u).En termes de déomposition, on peut regrouper les as en ensembles E0 = {C1.1, C3.1}, E1 =

{C1.2, C2.2, C3.6}, E2 = {C2.3, C3.2, C3.5}, E3 = {C2.1, C3.3}, E4 = {C2.4, C3.4} assoiés àune unique forme de déomposition. Par ailleurs, les déompositions des ensembles Eq, q = 1, 2, 4di�èrent par permutation des oe�ients i, j et r.Primitives pour des omposantes du type T1(u). On s'intéresse à la déomposition de lafration rationnelle du type
T iq

1 (u) =
p2

iq(u)

pi(u)p2
q(u)

, q = j, r.En fontion de l'égalité ou l'inégalité des polyn�mes pi et pq, on obtient des déompositions di�é-rentes.� Si pi(u) = pq(u), elle est de la forme
T iq

1 (u) =
e1u + h1

pq(u)
+

e2u + h2

p2
q(u)

+
e3u + h3

p3
q(u)

.Par identi�ation, on montre que le veteur χ(2) =
(
e1 h1 e2 h2 e3 h3

)∗ est solutiondu système linéaire d'ordre 6 :
M

(2)
iq χ(2) = Biq (9.31)ave

M
(2)
iq =









a2
q 0 0 0 0 0

2aqbq a2
q 0 0 0 0

2aqcq+b2r 2aqbq aq 0 0 0

2bqcq 2aqcq+b2q bq aq 0 0

c2
q 2bqcq cq bq 1 0

0 c2
q 0 cq 0 1









et Biq =











0
A2

iq

2AiqBiq

2AiqCiq + B2
iq

2BiqCiq

C2
iq











. (9.32)� Si pi(u) 6= pq(u)

T iq
1 (u) =

e1u + h1

pi(u)
+

e2u + h2

pq(u)
+

e3u + h3

p2
q(u)et la matrie du système à résoudre pour déterminer χ(2) est ette fois

M
(2)
iq =









a2
q 0 aiaq 0 0 0

2aqbq a2
q aibq+biaq aiaq 0 0

2aqcq+b2q 2aqbq aicq+bibq+aqci aibq+biaq ai 0

2bqcq 2aqcq+b2q bicq+bqci aicq+bibq+aqci bi ai

c2
q 2bqcq cicq bicq+bqci ci bi

0 c2
q 0 cicq 0 ci









. (9.33)
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2 (u). Comme préédemment, nous devonsprendre en ompte le positionnement relatif des amers par rapport au segment de déplaementpour déterminer la nature de la déomposition en éléments simples.� Pour les on�gurations de l'ensemble E3 où pi(u) 6= pj(u) 6= pr(u), la déomposition est

T ijr
2 (u) =

e1x + h1

pi(u)
+

e2u + h2

pj(u)
+

e3u + h3

pr(u)
.Le veteur χ(2) =

(
e1 h1 e2 h2 e3 h3

)∗ est solution du système linéaire
M

(2)
ijr χ(2) = Bijr (9.34)ave une expression de la matrie du système

M
(2)
ijr =

(
Mjr Mir Mij

) (9.35)où les sous-matries Mlp, l, p = i, j, r sont de taille 6× 2 et valent
Mlp =











alap 0
albp + blak alap

alcp + blbp + apcl albp + blap

blcp + bpcl alcp + blbp + apcl

clcp blcp + bpcl

0 clcp











(9.36)et
Bijr =











0
AijAir

AijBir + AirBij

AijCir + BijBir + AirCij

BijCir + BirCij

CijCir









� Si pi(u) = pj(u) = pr(u), pour l'ensemble des as E0, on obtient une déomposition

T ijr
2 (u) =

e1u + h1

pi(u)
+

e2u + h2

p2
i (u)

+
e3u + h3

p3
i (u)

.La matrie du système linéaire (9.31) permettant le alul des éléments du veteur χ(2) estalors donnée par l'expression
M

(2)
ijr =








a2
i 0 0 0 0 0

2aibi a2
i 0 0 0 0

2aici+b2i 2aibi ai 0 0 0

2bici 2aici+b2i bi ai 0 0

c2
i 2bici ci bi 1 0

0 c2
i 0 ci 0 1








. (9.37)� Pour les on�gurations des ensembles de as E1, E2 et E4, on a une relation de la forme
pl(u) = pq(u) 6= pv(u) ave l, q, v = i, j, r. La déomposition de la fration est de la forme

T ijr
2 (u) =

e1u + h1

pl(u)
+

e2u + h2

p2
l (u)

+
e3u + h3

pv(u)
.Le système linéaire assoié est

M
(2)
iqvχ(2) = Bijr, (9.38)dont la matrie est

M
(2)
lqv =








alav 0 0 0 a2
l 0

albv+avbl alav 0 0 2albl a2
l

alcv+avcv+blbv albv+avbl av 0 2alcl+b2l 2albl

blcv+bvcl alcv+avcl+blbv bv av 2blcl 2alcl+b2l
clcv blcv+bvcl cv bv c2

l 2blcl

0 clcv 0 cv 0 c2
l








. (9.39)



Formalisation du problème de plani�ation 171A partir de es résultats, on peut déduire l'expression de Γ
(2)
ijr(k) pour les di�érentes on�gurationslistées préédemment. Ainsi, on déduit les propriétés suivantes.Proposition 14 Soit (fi, fj , fr) un triplet d'amers ave fi ≡ fj , simultanément visibles entre P−

ijret P+
ijr lors du déplaement du mobile le long de l'ar, on aS1.1) pour un déplaement sur la médiatrie de [fi, fr] (on�guration de l'ensemble E0)
Γ

(2)
ijr(k) = c

(2)
k

{
∑

l=j,r

3∑

n=1

H(n)(l, el,1
n , hl,1

n , x−
ijr , x

+
ijr)− 2

3∑

n=1

H(n)(i, e2
n, h2

n, x−
ijr , x

+
ijr)

}si θk 6= {
π

2
,
−π

2
}

Γ
(2)
ijr(k) = c

(2)
k

{
∑

l=j,r

3∑

n=1

H(n)(l, el,1
n , hl,1

n , y−
ijr , y

+
ijr)− 2

3∑

n=1

H(n)(i, e2
n, h2

n, y−
ijr , y

+
ijr)

}si θk =
±π

2
,ave (el,1

n , hl,1
n ), n = 1, 2, 3, l = r, j obtenus à partir du système linéaire (9.31) ave l'expression dela matrie donnée par (9.32). Les paramètres (e2

n, h2
n), n = 1, 2, 3 sont solutions du système (9.34)dont la matrie est fournie par (9.37). On a également utilisé la notation c

(2)
k = 1/(vk cos(θk)) si

θk 6= {π/2, −π/2} et c
(2)
k = signe(θk) 1

vk
pour θk ∈ {π/2, −π/2}.S1.2) pour un déplaement hors de la médiatrie de [fi, fr](on�guration de l'ensemble E1)

Γ
(2)
ijr(k) = c

(2)
k

{

H(1)(i, er,1
1 , hr,1

1 , x−
ijr , x

+
ijr) + H(1)(r, er,1

2 , hr,1
2 , x−

ijr , x
+
ijr)

+ H(2)(r, er,1
3 , hr,1

3 , x−
ijr , x

+
ijr) +

3∑

n=1

H(n)(j, ej,1
n , hj,1

n , x−
ijr , x

+
ijr)

− 2
{

2∑

n=1

H(n)(i, eijr,2
n , hijr,2

n , x−
ijr , x

+
ijr) + H(1)(r, eijr,2

3 , hijr,2
3 , x−

ijr , x
+
ijr)}

}
}si θk 6= {π/2, −π/2}

Γ
(2)
ijr(k) = c

(2)
k

{

H(1)(i, er,1
1 , hr,1

1 , y−
ijr , y

+
ijr) + H(1)(r, er,1

2 , hr,1
2 , y−

ijr , y
+
ijr)

+ H(2)(r, er,1
3 , hr,1

3 , y−
ijr , y

+
ijr) +

3∑

n=1

H(n)(j, ej,1
n , hj,1

n , y−
ijr , y

+
ijr)

− 2
{

2∑

n=1

H(n)(i, eijr,2
n , hijr,2

n , y−
ijr , y

+
ijr) + H(1)(r, eijr,2

3 , hijr,2
3 , y−

ijr , y
+
ijr)}

}
}si θk = ±π/2.Les oe�ients (el,1

n , hl,1
n ), n = 1, 2, 3, l = j, r sont les solutions des systèmes linéaires de la forme(9.31) dont la matrie est donnée respetivement pour l = j et l = r par les équations (9.32) et(9.33). Les oe�ients (eijr,2

n , hijr,2
n ), n = 1, 2, 3 sont solutions du système (9.34) de matrie (9.39)en posant (l, q, v) = (i, j, r).Proposition 15 Soit (fi, fj, fr), ave fi 6= fj et i < j, simultanément visibles entre P−

ijr et P+
ijrlors du déplaement du mobile le long de l'ar. On aS2.1) le déplaement est hors des médiatries des segments formés par les amers
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Γ

(2)
ijr(k) = c

(2)
k

{
∑

l=j,r

{
H(1)(i, el,1

1 , hl,1
1 , x−

ijr , x
+
ijr) + H(1)(l, el,1

2 , hl,1
2 , x−

ijr , x
+
ijr)

+ H(2)(l, el,1
3 , hl,1

3 , x−
ijr , x

+
ijr)
}

− 2
{
H(1)(i, eijr,2

1 , hijr,2
1 , x−

ijr , x
+
ijr) + H(1)(j, eijr,2

2 , hijr,2
2 , x−

ijr , x
+
ijr)

+ H(1)(r, eijr,2
3 , hijr,2

3 , x−
ijr , x

+
ijr)
}
}si θk 6=

{π

2
, −π

2

}

Γ
(2)
ijr(k) = c

(2)
k

{
∑

l=j,r

{
H(1)(i, el,1

1 , hl,1
1 , y−

ijr , y
+
ijr) + H(1)(l, el,1

2 , hl,1
2 , y−

ijr, y
+
ijr)

+ H(2)(l, el,1
3 , hl,1

3 , y−
ijr , y

+
ijr)
}

− 2
{
H(1)(i, eijr,2

1 , hijr,2
1 , y−

ijr, y
+
ijr) + H(1)(j, eijr,2

2 , hijr,2
2 , y−

ijr , y
+
ijr)

+ H(1)(r, eijr,2
3 , hijr,2

3 , y−
ijr , y

+
ijr)
}
}si θk = ±π/2Les oe�ients (el,1

n , hl,1
n ), n = 1, 2, 3, l = j, r sont les solutions des systèmes linéaires de laforme (9.31) dont la matrie est dé�nie selon (9.33). Les oe�ients (eijr,2

n , hijr,2
n ), n = 1, 2, 3 sontsolutions du système (9.34) de matrie (9.35).S2.2) le déplaement est e�etué le long de la médiatrie de [fi, fj ]On est dans une on�guration identique au as C1.2). L'expression de Γ

(2)
ijr(k) est identique à elleproposée pour le as S1.2).S2.3) le déplaement est le long de la médiatrie de [fi, fr]Les amers fj et fr jouent un r�le symétrique dans le alul de la fontionnelle. L'expression de

Γ
(2)
ijr(k) se déduit du as préédent par permutation des indies j et r.S2.4) le déplaement est le long de la médiatrie de [fj, fr]

Γ
(2)
ijr(k) = c

(2)
k

{
∑

l=j,r

{
H(1)(i, el,1

1 , hl,1
1 , x−

ijr , x
+
ijr) + H(1)(l, el,1

2 , hl,1
2 , x−

ijr , x
+
ijr)

+ H(2)(l, el,1
3 , hl,1

3 , x−
ijr , x

+
ijr)
}

− 2
{

2∑

n=1

H(n)(j, eijr,2
n , hijr,2

n , x−
ijr , x

+
ijr) + H(1)(i, eijr,2

3 , hijr,2
3 , x−

ijr , x
+
ijr)
}
}si θk /∈

{π

2
, −π

2

}

Γ
(2)
ijr(k) = c

(2)
k

{
∑

l=j,r

{
H(1)(i, el,1

1 , hl,1
1 , y−

ijr , y
+
ijr) + H(1)(l, el,1

2 , hl,1
2 , y−

ijr , y
+
ijr)

+ H(2)(l, el,1
3 , hl,1

3 , y−
ijr, y

+
ijr)
}

− 2
{

2∑

n=1

H(n)(j, eijr,2
n , hijr,2

n , y−
ijr , y

+
ijr) + H(1)(i, eijr,2

3 , hijr,2
3 , y−

ijr , y
+
ijr)
}
}si θk = ±π/2Les oe�ients (el,1

n , hl,1
n ), n = 1, 2, 3, l = r, j sont obtenus à partir du système linéaire (9.31),dont les matries sont données par l'équation (9.33) et (eijr,2

n , hijr,2
n ) à partir du système (9.38)ave l = j, q = r et v = i et de matrie exprimée selon (9.39).Proposition 16 Soit (fi, fj, fr), ave fi 6= fj et i > j, simultanément visibles entre P−

ijr et P+
ijrlors du déplaement du mobile le long de l'ar, on a



Formalisation du problème de plani�ation 173S3.1) les amers fi et fr sont onfondus et le déplaement est sur la médiatrie de [fj , fr]On est dans une on�guration équivalente au as C1.1) sur le plan de la déomposition des frationsrationnelles. L'expression du oût pour le triplet d'amers est identique à elle dérivée en S1.1) dela proposition 14.S3.2) les amers fi et fr sont onfondus et le déplaement est hors de la médiatrie de [fj, fr]Cette on�guration est équivalente au as C1.2) en termes de déomposition des frations ration-nelles en e�etuant une permutation entre les indies j et r. L'expression du oût pour le tripletd'amers est identique à elle dérivée en S1.2) de la proposition 14 ave une permutation des indies
j et r.S3.3) les amers fi et fr sont distints et l'ar de déplaement n'est olinéaire à auune des troismédiatries possibles,On est dans une on�guration équivalente au C2.1) et l'expression du oût est identique à elleproposée en S2.1) de la proposition 15.S3.4) les amers fi et fr sont distints et le mobile se déplae sur la médiatrie de [fj , fr]On est dans une on�guration équivalente au C2.4) et l'expression du oût est identique à elleproposée en S2.4) de la proposition 15.S3.5) les amers fi et fr sont distints et le mobile se déplae sur la médiatrie de [fi, fr]On est dans une on�guration équivalente au C2.3) et l'expression du oût est identique à elleproposée en S2.3) de la proposition 15S3.6) les amers fi et fr sont distints et le mobile se déplae sur la médiatrie de [fi, fj ].On est dans une on�guration équivalente au C2.2) et l'expression du oût est identique à elleproposée en S2.2) de la proposition 15.Remarque. Comme pour la omposante Γ(1)(k), les déplaements ave des orientations prohesdes médiatries des segments formés par des amers sont aussi singulières. De même que les on�gu-rations de triplets omposées d'amers identiques (indies i et r). Contrairement au as préédent,ertaines on�gurations font intervenir l'inverse du ube de la distane entre les extrémités dusous-segment de visibilité et les amers.9.6.2.3 Calul de Γ(3)(k)Contrairement aux deux omposantes préédentes, le alul de Γ(3)(k) fait intervenir unique-ment des triplets d'amers stritement distints. En reprenant l'expression (9.7), on a plus préisé-ment

Γ(3)(k) =

NC∑

i=1

NC∑

j>i

NC∑

r>j

Γ
(3)
ijr(k) =

NC∑

i=1

NC∑

j>i

NC∑

r>j

∫ tijr
+

tijr
−

δi
tδ

j
t δ

r
t g

(3)
ijr(t) dt, (9.40)ave tijr

− et tijr
+ les temps de passage en P ijr

− et P ijr
+ les positions délimitant la portion de l'ar oùles trois amers sont simultanément visibles, et

g
(3)
ijr(t) =

(
sin(βi − βr)

ρrρi
+

sin(βi − βj)

ρjρi
+

sin(βj − βr)

ρrρj

)2

.En développant, on se ramène à l'intégration de six termes qui, mis sous forme de frations ration-nelles en utilisant (9.26), s'expriment omme suit :
T1(u) =

p2
ir(u)

p2
i (u)p2

r(u)
, T2(u) =

p2
ij(u)

p2
i (u)p2

j(u)
, T3(u) =

p2
jr(u)

p2
j(u)p2

r(u)

T4(u) =
pir(u)pij(u)

p2
i (u)pj(u)pr(u)

, T5(u) =
pri(u)prj(u)

pi(u)pj(u)p2
r(u)

, T6(u) =
pji(u)pjr(u)

pi(u)p2
j(u)pr(u)et don



174 hapitre 9
g
(3)
ijr(t) ∝

3∑

l=1

Tl(u) + 2 T4(u) + 2 T5(u)− 2 T6(u).On peut traiter de façon identique les trois premiers termes, ainsi que les trois derniers, quidi�èrent uniquement par la permutation des indies i, j, r. D'un point de vue géométrique, ontrouve quatre on�gurations possibles pour le positionnement des amers par rapport au supportde l'ar de déplaement.C1) Le déplaement se fait le long de la médiatrie de [fi, fj]. On est a fortiori dans uneon�guration où pi(u) = pj(u) 6= pr(u).C2) Le déplaement se fait le long de la médiatrie de [fi, fr] et alors pi(u) = pr(u) 6= pj(u).C3) Le déplaement se fait le long de la médiatrie de [fj , fr], e qui équivaut à pi(u) 6= pj(u) =
pr(u).C4) Le déplaement n'est e�etué sur auune des trois médiatries, e qui implique pi(u) 6=
pj(u) 6= pr(u).On peut enore noter que le traitement des trois premiers as C1), C2) et C3) est identique àune permutation des indies près.Détermination de T1(u), T2(u), T3(u). On s'intéresse don à l'intégration des termes de laforme

T1(u) =
p2

nm(u)

p2
n(u)p2

m(u)
.On rappelle que pnm est un polyn�me de degré 1 de la forme Bnmu+Cnm. Deux as sont à prendreen ompte pour la déomposition de ette fration rationnelle :� pn(u) = pm(u) et

T1(u) =

4∑

l=1

el u + hl

pl
n(u)

(9.41)� pn(u) 6= pm(u) et
T1(u) =

e1 u + h1

pn(u)
+

e2 u + h2

p2
n(u)

+
e3 u + h3

pm(u)
+

e4 u + h4

p2
m(u)

. (9.42)Les éléments (el, hl), i = 1, · · · , 4 sont obtenus par identi�ation des numérateurs des deux frationsrationnelles, e qui est équivalent à la résolution d'un système d'ordre 8 de veteur inonnu χ(3) =
(
e1 h1 e2 h2 e3 h3 e4 h4

)∗. Les systèmes linéaires à résoudre s'érivent
M (3)

nmχ(3) = Bnm, (9.43)ave
Bnm =

(
0 0 0 0 B2

nm 2 BnmCnm C2
nm

)∗
.Pour les deux as préédents, on a respetivement l'expression de la matrie M

(3)
nm

M (3)
nm =











a3
n 0 0 0 0 0 0 0

3a2
nbn a3

n 0 0 0 0 0 0

3a2
ncn+3anb2n 3a2

nbn a2
n 0 0 0 0 0

6anbncn+b3n 3a2
ncn+3anb2n 2anbn a2

n 0 0 0 0

3anc2
n+3b2ncn 6anbncn+b3n 2ancn+b2n 2anbn an 0 0 0

3bnc2
n 3anc2

n+3b2ncn 2bncn 2ancn+b2n bn an 0 0

c3
n 3bnc2

n c2
n 2bncn cn bn 1 0

0 c3
n 0 c2

n 0 cn 0 1











(9.44)et
M (3)

nm =
(
L1

nm L2
m L1

mn L2
n

) (9.45)
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nm, L2

nm sont de taille 8× 2 et valent respetivement
L1

nm =











ana2
m 0

2anambm+a2
mbn ana2

m

2anamcm+a2
mcn+anb2m+2ambnbm 2anambm+a2

mbn

(2anbm+2ambn)cm+2ambmcn+bnb2m 2anamcm+a2
mcn+anb2m+2ambnbm

anc2
m+(2amcn+2bnbm)cm+b2mcn (2anbm+2ambn)cm+2ambmcn+bnb2m

bnc2
m+2bmcncm anc2

m+(2amcn+2bnbm)cm+b2mcn

cnc2
m bnc2

m+2bmcncm

0 cnc2
m









et

L2
m =















0 0
0 0

a2
m 0

2ambm a2
m

2amcm + b2
m 2ambm

2bmcm 2amcm + b2
m

c2
m 2bmcm

0 c2
m















.

(9.46)
Détermination des termes liés à T4(u), T5(u), T6(u). On onsidère l'intégration des termesfaisant intervenir les informations sur les trois amers

T (u) =
pnm(u)pnl(u)

p2
n(u)pm(u)pl(u)

(9.47)ave (l, n, m) ∈ (i, j, r). La déomposition en éléments simples dépend une fois de plus de laon�guration des amers par rapport au support de l'ar de déplaement. Par ailleurs, on peutonstater que les indies l et m jouent le même r�le dans l'expression de T4(u). On étudie donuniquement les trois as suivants ave les déompositions assoiées :� pn(u) = pm(u) 6= pl(u).
T (u) =

3∑

i=1

ei u + hi

pi
n(u)

+
e4 u + h4

pl(u)� pm(u) = pl(u) 6= pn(u).
T (u) =

2∑

i=1

eiu + hi

pi
n(u)

+
e3 u + h3

pl(u)
+

e4u + h4

p2
l (u)� pm(u) 6= pl(u) 6= pn(u).

T (u) =
2∑

i=1

ei u + hi

pi
n(u)

+
e3 u + h3

pm(x)
+

e4 u + h4

pl(u)Nous préisons les omposantes respetives des systèmes linéaires d'ordre 8 permettant le aluldes oe�ients (ei, hi), i = 1, · · · , 4 pour les trois hypothèses de déomposition.
M

(3)
nmlχ

(3) = Bnml, (9.48)ave
Bnml =

(
0 0 0 0 BnmCnl BnmCnl + BnlCnm CnmCnl

)∗
.Pour le seond as, on dispose de la même déomposition que pour la détermination de T1(u)présentée en (9.42). La matrie M

(3)
nml se déduit don de l'équation (9.45) en substituant m par l,i.e.

M
(3)
nml =

(
L1

nl L2
l L1

ln L2
n

)
, (9.49)où les matries L1

ln, L2
l sont données par l'équation (9.46). Pour les deux autres as, en proédantpar identi�ation, on obtient respetivement les expressions pour la matrie du système,
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M

(3)
nml =

(
L3

nl L4
nl L5

ln

) (9.50)où les matries L3
nl, L4

nl et L5
nl orrespondent à

L3
nl =








(a2
nbl+2analbn) a2

nal

(a2
ncl+2analcn+2anbnbl+alb

2
n) (a2

nbl+2analbn)

2anbncl+(2anbl+2albn)cn+b2nbl a2
ncl+2analcn+2anbnbl+alb

2
n

(2ancn+b2n)cl+alc
2
n+2bnblcn 2anbncl+(2anbl+2albn)cn+b2nbl

2bncncl+blc
2
n (2ancn+b2n)cl+alc

2
n+2bnblcn

c2
ncl 2bncncl+blc

2
n








,

L4
nl =







0 0
0 0

anal 0
anbl+albn anal

ancl+alcn+bnbl anbl+albn

bncl+blcn ancl+alcn+bnbl

cl bl







, L5
nl =











0 0 a3
n 0

0 0 3a2
nbn a3

n

0 0 3a2
ncn+3anb2n 3a2

nbn

0 0 6anbncn+b3n 3a2
ncn+3anb2n

al 0 3anc2
n+3b2ncn 6anbncn+b3n

bl al 3bnc2
n 3anc2

n+3b2ncn

cl bl c3
n 3bnc2

n

0 cl 0 c3
n











.

(9.51)
Et

M
(3)
nml =

(
L6

nml L7
nml L8

nm L9
nm L9

nl

) (9.52)ave
L6

nml =








analam

analbm+anambl+alambn

analcm+anamcl+alamcn+(anbl+albn)bm+ambnbl

(anbl+albn)cm+(anbm+ambn)cl+(albm+ambl)cn+bnblbm

(ancl+alcn+bnbl)cm+(amcn+bnbm)cl+blbmcn

(bncl+blcn)cm+bmcncl
cnclcm

0








L7
nml =








0
analam

analbm+anambl+alambn

analcm+anamcl+alamcn+(anbl+albn)bm+ambnbl

(anbl+albn)cm+(anbm+ambn)cl+(albm+ambl)cn+bnblbm

(ancl+alcn+bnbl)cm+(amcn+bnbm)cl+blbmcn

(bncl+blcn)cm+bmcncl
cnclcm








L8
ml =








0 0
0 0

alam 0
albm+ambl alam

alcm+amcl+blbm albm+ambl

blcm+bmcl alcm+amcl+blbm

clcm blcm+bmcl

0 clcm








L9
nl =











a2
nal 0

a2
nbl+2analbn a2

nal

a2
ncl+2analcn+2anbnbl+alb

2
n a2

nbl+2analbn

2anbncl+(2anbl+2albn)cn+b2nbl a2
ncl+2analcn+2anbnbl+alb

2
n

(2ancn+b2n)cl+alc
2
n+2bnblcn 2anbncl+(2anbl+2albn)cn+b2nbl

2bncncl+blc
2
n (2ancn+b2n)cl+alc

2
n+2bnblcn

c2
ncl 2bncncl+blc

2
n

0 c2
ncl











. (9.53)Il est maintenant possible de déduire l'expression de Γ
(3)
ijr(k) pour les di�érentes on�gurationsgéométriques � amers-ar de déplaement � possibles. Les résultats sont synthétisés dans les pro-positions 17 et18 .Proposition 17 Soit (fi, fj , fr) un triplet d'amers ave r > i > j, (i, j, r) ∈ {1, · · · , NC}, simul-tanément visibles entre P−

ijr et P+
ijr lors du déplaement du mobile le long de l'ar e entre tk et

tk+1, on aS1) pour un déplaement sur la médiatrie de [fi, fj ]
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Γ

(3)
ijr(k) = c

(3)
k

{ 2∑

n=1

H(n)(i, eir,1
n , hir,1

n , u−
ijr , u

+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(r, eir,1
n+2, h

ir,1
n+2, u

−
ijr , u

+
ijr)

+

4∑

n=1

H(n)(i, eij,2
n , hij,2

n , v−ijr , u
+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(j, ejr,1
n , hjr,1

n , u−
ijr, u

+
ijr)

+

2∑

n=1

H(n)(r, ejr,3
n+2, h

jr,3
n+2, u

−
ijr , u

+
ijr) + 2

{
3∑

n=1

H(n)(i, eijr,4
n , hijr,4

n , u−
ijr, u

+
ijr)

+ H(1)(r, eijr,4
4 , hijr,4

4 , u−
ijr, u

+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(r, eijr,5
n , hijr,5

n , u−
ijr, u

+
ijr)

+

2∑

n=1

H(n)(j, eijr,5
n+2 , hijr,5

n+2 , u−
ijr, u

+
ijr)−

3∑

n=1

H(n)(j, eijr,6
n , hijr,6

n , u−
ijr, u

+
ijr)

−H(1)(r, eijr,6
4 , hijr,6

4 , u−
ijr, u

+
ijr)
}
}ave u = x si θk 6= {π

2 , −π
2 } et u = y sinon. Les di�érents oe�ients des déompositions enéléments simples sont obtenus en résolvant les systèmes linéaires d'ordre 8 donnés aux équations(9.43) et (9.48) ave :� pour (eir,1

n , hir,1
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.45) en e�etuant les sub-stitutions n = i, m = r,� pour (eij,2

n , hij,2
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.44) en e�etuant les sub-stitutions n = i, m = j,� pour (ejr,3

n , hjr,3
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.45) en e�etuant lessubstitutions n = j, m = r,� pour (eijr,4

n , hijr,4
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.50) en e�etuant lessubstitutions n = i, m = j, l = r,� pour (eijr,5

n , hijr,5
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie M dé�nie par l'équation (9.49) en e�etuant lessubstitutions n = r, m = i, l = j,� pour (eijr,6

n , hijr,6
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie M dé�nie par l'équation (9.50) en e�etuant lessubstitutions n = j, m = i, l = r.On a également utilisé c

(3)
k = 1/(vk cos(θk)) si θk 6= ±π/2 et c

(3)
k = ǫ(θk)/vk pour θk ∈ ±π/2.S2) pour un déplaement sur la médiatrie de [fi, fr]

Γ
(3)
ijr(k) = c

(3)
k

{ 4∑

n=1

H(n)(i, eir,1
n , hir,1

n , u−
ijr , u

+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(i, eij,2
n , hij,2

n , u−
ijr, u

+
ijr)

+
2∑

n=1

H(n)(j, eij,2
n+2, h

ij,2
n+2, u

−
ijr, u

+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(j, eij,3
n , hij,3

n , x−
ijr , x

+
ijr)

+
2∑

n=1

H(n)(r, eij,3
n+2, h

ij,3
n+2, u

−
ijr , u

+
ijr) + 2

{
3∑

n=1

H(n)(i, eijr,4
n , hijr,4

n , u−
ijr, u

+
ijr)

+ H(1)(j, eijr,4
4 , hijr,4

4 , u−
ijr, u

+
ijr) +

3∑

n=1

H(n)(r, eijr,5
n , hijr,5

n , u−
ijr, u

+
ijr)

+ H(1)(j, eijr,5
4 , hijr,5

4 , u−
ijr, u

+
ijr)−

2∑

n=1

H(n)(j, eijr,6
n , hijr,6

n , u−
ijr , u

+
ijr)

−
2∑

n=1

H(n)(r, eijr,6
n+2 , hijr,6

n+2 , u−
ijr, u

+
ijr)
}
}

.ave u = x si θk 6= {π
2 , −π

2 } et u = y sinon. Les paramètres sont obtenus en résolvant les systèmeslinéaires introduits plus haut ave de façon plus préise :� pour (eir,1
n , hir,1

n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.44) en e�etuant les sub-stitutions n = i, m = r,



178 hapitre 9� pour (eij,2
n , hij,2

n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.45) en e�etuant les sub-stitutions n = i, m = j,� pour (ejr,3
n , hjr,3

n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.45) en e�etuant lessubstitutions n = j, m = r,� pour (eijr,4
n , hijr,4

n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.50) en e�etuant lessubstitutions n = i, m = j, l = r,� pour (eijr,5
n , hijr,5

n ), n = 1, · · · , 4, la matrie M dé�nie par l'équation (9.50) en e�etuant lessubstitutions n = r, m = i, l = j,� pour (eijr,6
n , hijr,6

n ), n = 1, · · · , 4, la matrie M dé�nie par l'équation (9.49) en e�etuant lessubstitutions n = j, m = i, l = r.Proposition 18 Soit (fi, fj , fr), ave fi 6= fj , simultanément visibles entre les positions P−
ijr et

P+
ijr lors du déplaement du mobile le long de l'ar, on aS3) pour un déplaement sur la médiatrie de [fj , fr]

Γ
(3)
ijr(k) = c

(3)
k

{ 2∑

n=1

H(n)(i, eir,1
n , hir,1

n , u−
ijr , u

+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(r, eir,1
n+2, h

ir,1
n+2, u

−
ijr , u

+
ijr)

+
2∑

n=1

H(n)(i, eir,2
n , hir,2

n , u−
ijr , u

+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(j, eij,2
n+2, h

ij,2
n+2, u

−
ijr , u

+
ijr)

+
4∑

n=1

H(n)(i, eir,3
n , hir,3

n , u−
ijr , u

+
ijr) + 2

{
2∑

n=1

H(n)(i, eijr,4
n , hijr,4

n , u−
ijr , u

+
ijr)

+
2∑

n=1

H(n)(r, eijr,4
n+2 , hijr,4

n+2 , u−
ijr , u

+
ijr) +

3∑

n=1

H(n)(r, eijr,5
n , hijr,5

n , u−
ijr , u

+
ijr)

+ H(1)(i, eijr,5
4 , hijr,5

4 , u−
ijr , u

+
ijr)−

3∑

n=1

H(n)(j, eijr,6
n , hijr,6

n , u−
ijr , u

+
ijr)

+ H(1)(i, eijr,6
n , hijr,6

n , u−
ijr , u

+
ijr)
}
}ave u = x si θk /∈ {π

2 , −π
2 } et u = y sinon. Les paramètres sont obtenus en résolvant les systèmeslinéaires introduits plus haut ave de façon plus préise :� pour (eir,1

n , hir,1
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.45) en e�etuant les sub-stitutions n = i, m = r,� pour (eij,2

n , hij,2
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.45) en e�etuant les sub-stitutions n = i, m = j,� pour (ejr,3

n , hjr,3
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.44) en e�etuant lessubstitutions n = j, m = r,� pour (eijr,4

n , hijr,4
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.49) en e�etuant lessubstitutions n = i, m = j, l = r,� pour (eijr,5

n , hijr,5
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie M dé�nie par l'équation (9.50) en e�etuant lessubstitutions n = r, m = j, l = i,� pour (eijr,6

n , hijr,6
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie M dé�nie par l'équation (9.50) en e�etuant lessubstitutions n = j, m = r, l = i.S4) pour un déplaement e�etué hors des trois médiatries des segments formés par les amers,on a
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Γ

(3)
ijr(k) = c

(3)
k

{ 2∑

n=1

H(n)(i, eir,1
n , hir,1

n , u−
ijr, u

+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(r, eir,1
n+2, h

ir,1
n+2, u

−
ijr, u

+
ijr)

+

2∑

n=1

H(n)(i, eij,2
n , hij,2

n , u−
ijr , u

+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(j, eij,2
n+2, h

ij,2
n+2, u

−
ijr , u

+
ijr)

+

2∑

n=1

H(n)(j, ejr,3
n , hjr,3

n , u−
ijr , u

+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(r, ejr,2
n+2, h

jr,3
n+2, u

−
ijr , u

+
ijr)

+ 2
{

2∑

n=1

H(n)(i, eijr,4
n , hijr,4

n , u−
ijr, u

+
ijr) + H(1)(j, eijr,4

3 , hijr,4
3 , u−

ijr, u
+
ijr)

+ H(1)(r, eijr,4
4 , hijr,4

4 , u−
ijr , u

+
ijr) +

2∑

n=1

H(n)(r, eijr,5
n , hijr,5

n , u−
ijr , u

+
ijr)

+ H(1)(i, eijr,5
3 , hijr,5

3 , u−
ijr, u

+
ijr) + H(1)(j, eijr,5

4 , hijr,5
4 , u−

ijr, u
+
ijr)

−
2∑

n=1

H(n)(j, eijr,6
n , hijr,6

n , u−
ijr , u

+
ijr)−H(1)(i, eijr,6

3 , hijr,6
3 , u−

ijr, u
+
ijr)

−H(1)(r, eijr,6
4 , hijr,6

4 , u−
ijr , u

+
ijr)
}
}ave u = x si θk 6= {π

2 , −π
2 } et u = y sinon. Les paramètres sont obtenus en résolvant les systèmeslinéaires introduits plus haut ave de façon plus préise :� pour (eir,1

n , hir,1
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.45) en e�etuant les sub-stitutions n = i, m = r,� pour (eij,2

n , hij,2
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.45) en e�etuant les sub-stitutions n = i, m = j,� pour (ejr,3

n , hjr,3
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.45) en e�etuant lessubstitutions n = j, m = r,� pour (eijr,4

n , hijr,4
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.52) en e�etuant lessubstitutions n = i, m = j, l = r,� pour (eijr,5

n , hijr,5
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.52) en e�etuant lessubstitutions n = r, m = j, l = i,� pour (eijr,6

n , hijr,6
n ), n = 1, · · · , 4, la matrie dé�nie par l'équation (9.52) en e�etuant lessubstitutions n = j, m = r, l = i.Et c

(3)
k = 1/(vk cos(θk)) si θk 6= ±π/2 et c

(3)
k = ǫ(θk)/vk pour θk ∈ ±π/2.Remarques générales sur la fontion de performane. Les résultats obtenus à partir del'intégration des omposantes de la fontion de performane sur un ar élémentaire montrent que1. l'orientation du mouvement intervient :� omme un fateur d'éhelle par la multipliation par le rapport 1/ cos(θk) pour les dépla-ements non vertiaux,� au niveau des oe�ients des primitives,� au niveau du positionnement par rapport à la médiatrie des segments formés par les amers.2. la longueur de la portion du segment où les amers sont visibles à un impat sur l'intervalled'intégration et don sur la mesure de performane,3. la vitesse intervient omme un élément fateur d'éhelle en 1/vkNous avons préisé les modes de aluls des oûts assoiés à haque ar de déplaement dugraphe. Nous montrons maintenant que déterminer le hemin optimal et la séquene de vitessesutilisées sur haque ar de e hemin est en réalité un problème d'optimisation quadratique àvariables ontinues et disrètes (problème mixte) sous ontraintes. Nous supposerons ensuite queles vitesses sont onstantes et �xées a priori et nous nous intéresserons uniquement aux hoix duhemin optimal. Des éléments pour la résolution du problème omplet seront présentés au hapitre11.



180 hapitre 99.7 Un problème quadratique entier mixteNous disposons d'un graphe G(V, E) orienté ave des oûts pour haque ar, alulé préédem-ment. A partirde es éléments, il onvient de trouver les hemins maximaux tout en respetant desontraintes sur la vitesse et sur l'orientation. Le hoix d'un hemin du graphe impose de fato lehoix de la séquene d'orientations. Nous avons vu que la vitesse intervient dans le oût d'un aren 1/v, le problème peut être formellement érit de la façon suivante :
max

τ∈P (s0,Bf ),(vi)0≤i≤nτ −1

∑

e∈τ

1

ve
c(e), (9.54)où c(e) est le oût de l'ar normalisé sans prise en ompte de la vitesse, P (s0, Bf ) est l'ensembledes hemins onnexes du graphe partant du noeud s0 et arrivant dans l'ensemble des noeuds Bf ,et qui satisfont les ontraintes

∑

e∈τ

l(e)

ve
≤ ∆m (9.55)

∀e, f(e, succ(e)) = 1 (9.56)
∀e, v− ≤ ve ≤ v+. (9.57)La ontrainte de l'équation est une ontrainte sur la variation d'orientation entre deux instantsonséutifs 9.56.On peut également déduire une formulation sous la forme d'un problème d'optimisation d'un ve-teur de paramètres mixtes (omposantes binaires et réelles) ave une fontion objetif quadratiqueet des ontraintes d'égalité linéaires et d'inégalité quadratique ou linéaires. En e�et, �xons Nm unnombre maximum de segments possibles su�samment grand. Nous introduisons1. les Nm × |E| variables disrètes

∀(e, k) ∈ E × {0, · · · , Nm − 1}, xe,k =

{

1 si l'ar e est emprunté à l'étape k,

0 sinon,2. les Nm × |E| variables réelles
∀(e, k) ∈ E × [0, Nm − 1], ∆k

e :=
le
vk

.La ontrainte sur la vitesse est ramenée à une ondition sur les variables de durée
∀(e, k) ∈ E × [0, Nm − 1], ∆−

e ≤ ∆k
e ≤ ∆+

e (9.58)ave ∆+
e = le/v−, ∆−

e = le/v+ et le ritère sur la longueur maximale de la trajetoire devient
Nm−1∑

k=0

∑

e∈E

∆k
exe,k ≤ ∆m (9.59)3. La fontionnelle à maximiser pour le veteur de paramètres omposé de (xe,k, ∆k

e) devientdon
Nm−1∑

k=0

∑

e∈E

xe,k
c(e)

vk
:=

Nm−1∑

k=0

∑

e∈E

∆k
exe,k c̃(e). (9.60)en prenant c̃(e) le oût normalisé par la longueur de l'ar.4. Pour haque noeud s ∈ V , les ensembles

In(s):={e = (s′, s) : s ∈ V }, les ars arrivant en s,

Out(s):={e = (s′, s) : s ∈ V }, les ars partant en s.On a alors les ontraintes
∀s, ∀k

∑

e∈In(s)

xe,k =
∑

e∈Out(s)

xe,k (9.61)



Un problème quadratique entier mixte 1815. Les ontraintes aux limites,
∑

e∈Out(s0)

xe,0 = 1 (un ar partant de la position initiale) (9.62)
∑

e∈In(sf )

xe,Nm−1 = 1, (un ar arrivant en la position �nale). (9.63)6. Les ontraintes sur le mouvement. On onsidère l'ensemble
∀ e, Π(e):={e′ ∈ E dont le noeud de départ s est le noeud d'arrivée de eet respetant la ontrainte de variation d'orientation}. (9.64)La ontrainte du mouvement entre deux instants onséutifs est don exprimée par la ondi-tion

∀k ∈ [0, Nm − 1], ∀ e, ∀e′ ∈ Π(e), xe,k + xe,k+1 ≤ 1. (9.65)En dé�nitive, le veteur de paramètres pour le problème d'optimisation peut être noté Y =
(
Y ∗

1 Y ∗
2

)∗ ∈ {0, 1}Nm×|E| × RNm×|E| ave
Y1 =

(
x1,0 . . . x1,N−1 · · · x|E|,0 · · · x|E|,N−1

)∗

Y2 =
(

∆0
1 . . . ∆0

N−1 · · · ∆
|E|
0 ∆

|E|
N−1

)∗
.

(9.66)La fontionnelle de oût est quadratique de la forme f(Y ) = 1
2Y ∗AY ave

A =

(
ONm |E| INm

⊗ C̃

INm
⊗ C̃ ONm |E|

) (9.67)et C̃ = Diag(c̃(1), · · · , c̃(|E|)). Formalisons également les di�érentes ontraintes en fontion duveteur Y :
• La ontrainte sur les vitesses de l'équation (9.58) devient

B1Y − C1 ≤ O2 |E| (9.68)où B1 est une matrie reuse de taille 2 |E| × (Nm |E|) et C1 ∈ R2 |E| de la forme
B1 =













O2 |E|×Nm |E|

−1 0 · · · 0
1 0 · · · 0
0 −1 0
0 1

−1
1













(9.69)
et C1 =

(

∆−
1 −∆+

1 · · · ∆−
|E| −∆+

|E|

)∗
.

• La ontrainte de l'équation (9.59) est une forme quadratique
1

2
Y ∗ A1 Y −∆m ≤ 0 (9.70)ave pour atrie

A1 = 2

(
ONm |E| INm |E|
INm |E| ONm |E|

)

.

• La ontrainte de onnexité de la trajetoire donnée par les équations de la forme (9.61) uneégalité linéaire de la forme
B2 Y = O|V |, B2 de taille |V | × (Nm |E|). (9.71)



182 hapitre 9
• La ontrainte aux limites

B3 Y − C3 = O2, B3 de taille 2× (Nm |E|). (9.72)
• La ontrainte sur le mouvement entre deux instants

B4 Y − C4 ≤ O|V |Nm, B4 de taille (|V |Nm)× (Nm |E|). (9.73)La matrie B4 est une matrie diagonale omposés de |V | blos.Il est possible de résoudre e problème par des méthodes de résolution de type séparation etévaluation (omme les approhes Branh and Bound). Il est aussi possible de réutiliser une méthodebasée sur la ross-entropie pour obtenir une solution approhée. Nous fournirons les bases pourun algorithme de résolution dans les perspetives de ette thèse. Nous faisons abstration de laontrainte sur la séquene de vitesses. L'information est maximale, sur un ar de déplaement,lorsque la vitesse est minimale. Cela revient à observer les amers aussi longtemps que possible.Le problème devient don un problème de reherhe de hemin maximal dans un graphe aveune ontrainte sur la longueur. Nous pouvons trouver une solution, à partir d'un algorithme deprogrammation dynamique. Nous reprenons, la formulation proposée dans [PL02℄ qui permet deprendre en ompte des ontraintes sur la variation instantanée de l'orientation.9.7.1 Appliation sur un exemple.Dans et exemple, nous nous intéressons uniquement à la omposante Γ(1) qui tient ompte del'information de distane donnée par les paires d'amers. Le senario omprend une dizaine d'amersrépartis sur une zone d'évolution retangulaire de limites [0 200 0 200]. Nous supposerons le grapheonstruit à partir d'une grille de pas dx = dy = 20. Le graphe admet don 121 noeuds. Le voisinaged'un noeud est onstitué des 8 plus prohes voisins. Nous reherhons des hemins reliant les pointsde la grille situés en (20, 20) et (160, 100). Le sénario est représenté sur la �gure 9.14.
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Fig. 9.14 � Sénario pour l'optimisation de Γ(1).Nous allons onsidérons deux situations en faisant varier les ontraintes sur la ommande enorientation. Dans un as, nous supposons que seules des variations d'orientation d'une amplitudede π
4 sont admissibles. Dans l'autre, l'amplitude est plus importante et peut atteindre π

2 . Lestrajetoires admissibles sont omposées de 20 sommets au maximum. Le apteur disponible pourl'aquisition des mesures est omnidiretionnel ave une distane maximale de détetion de 80m,soit l'équivalent de quatre fois la résolution de la grille. Les trajetoires optimales obtenues sonttraées sur les �gures 9.15 (a) et (b). Les hemins optimaux ont tendane à imposer des mouve-ments prohes des médiatries formées par les paires d'amers. Ce omportement est visible dansle as (a) en début et en �n de trajetoires. On peut remarquer la portion de trajetoire en forme
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(a) amplitude ≤ π
4
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(b) amplitude ≤ π
2Fig. 9.15 � Chemin optimal pour Γ(1).d'hippodrome autour des amers situés en haut à gauhe avant le ralliement du point �nal. Lorsquela ontrainte la vitesse de rotation est plus souple, l'optimum onsiste à e�etuer des plusieurs �erles � suessifs (trois dans et exemple) au entre de la zone.9.8 Conlusions du hapitreDans e hapitre, nous avons onsidéré que le modèle de dynamique du mobile était ontinu.Dans e adre, une mesure de performane instantanée J (t, Ch) basée sur le déterminant de la bornede Cramèr-Rao a été déduite. Elle a fait apparaître trois omposantes prinipales permettant deomprendre l'apport de haune des soures d'information (distane et angle). Nous avons ensuiteabordé le problème de l'optimisation de la trajetoire pour un ritère intégral de ette mesure deperformane. Plus partiulièrement, nous avons supposé que les trajetoires étaient onstruites àpartir de portions de déplaement à vitesse et orientation onstantes. Pour haque déplaementélémentaire, il a été possible pour une on�guration d'amers donnée de aluler un oût assoié àla performane de loalisation en se basant sur l'information apportée par le proessus de mesure.Grâe à des hangements de variables adaptés, nous avons montré que le oût sur les déplaementsélémentaires pouvait être déduit par le alul de primitives de frations rationnelles. Les oe�ientsde es frations étant dé�nis à partir des positions des amers et des points délimitant les parties del'ar où les amers sont vus simultanément. Pour haune des trois omposantes de la fontionnelle,une formulation expliite de es intégrales a été proposée. On a notamment noté que le résultatobtenu est inversement proportionnel à la vitesse de déplaement adoptée sur l'ar et dépend del'orientation de l'ar de déplaement par rapport à la médiatrie des segments formés par les pairesd'amers.Ensuite, nous avons vu que le problème d'optimisation onjointe de la vitesse et de l'orientation étaiten réalité un problème d'optimisation à variables mixtes entières et ontinues ave une fontionnellequadratique. La résolution des problèmes ave des variables entières est, en général, di�ile. Nousavons uniquement traité le problème du hoix de la séquene d'orientations. Une approhe baséesur la méthode de ross-entropie pour résoudre e problème hiérarhique sera esquissée dans lehapitre sur les onlusions et perspetives.Dans le hapitre suivant, nous étendons les résultats au as où la onnaissane de la position desamers est inertaine. Cela nous permettra alors d'intégrer la plani�ation une notion de risque liéeà ette inertitude.
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Chapitre 10Cadre ontinu et inertitude sur lesamersDans le hapitre préédent, nous avons formalisé un problème de plani�ation de trajetoire envue de maximiser les apaités de loalisation du mobile sur la base d'une mesure d'informationonstruite à partir du proessus d'observation du système. Au �nal, nous nous sommes ramenésà un problème de reherhe de hemins sur un graphe. Les oûts assoiés aux ars de e graphedépendent notamment des on�gurations des amers visibles lors du déplaement sur et ar. Nousn'avons pas tenu ompte de l'éventualité d'une inertitude sur la position des amers dans lesaluls. La prise en ompte de l'erreur de arte impose de onsidérer le oût d'un déplaementélémentaire omme une variable aléatoire. L'objetif de e hapitre est de répondre prinipalementà deux questions. Tout d'abord, omment propager ette inertitude en respetant les ontraintesde pereption du apteur ? Ensuite, une fois formalisée ette notion d'inertitude, omment intégrerette information omplémentaire dans le proessus de déision que onstitue l'optimisation destrajetoires ?10.1 Inertitude sur le oût de déplaementPour préiser notre approhe pour répondre à la première question, nous onsidérons dans ettesetion un ar partiulier epq du graphe G(V, E). On fait les hypothèses suivantes.
• L'ar epq est dé�ni à partir des points 2D de oordonnées (xsp

, ysp
) et (xsq

, ysq
),

• le déplaement est e�etué ave la vitesse onstante vepq
,

• le déplaement est e�etué entre les instants tk et tk+1.Dans le adre le plus général, nous avons montré que le oût assoié à l'ar omporte troisomposantes alulées en onsidérant les paires et triplets d'amers visibles au ours du déplaement
c(epq) =

3∑

c=1

acΓ
(c)(epq), (10.1)ave plus préisément c = 1, 2, 3,

Γ(1)(epq) =

nC∑

i=1

nC∑

j>i

nC∑

r=1

Γ
(1)
ijr(epq),

Γ(2)(epq) =

nC∑

i=1

nC∑

j=1

nC∑

r>j

Γ
(2)
ijr(epq),

Γ(3)(epq) =

nC∑

i=1

nC∑

j>i

nC∑

r>j

Γ
(3)
ijr(epq),

(10.2)
185



186 hapitre10où les termes Γ
(c)
ijr dépendent de l'ensemble (fi, fj , fr), des propriétés géométriques de l'ar, dela vitesse et des onditions de pereption (f. hapitre 9). En partiulier, nous avons vu que tousles termes Γ

(c)
ijr sont inversement proportionnels à la vitesse de déplaement. Par ailleurs, on peutnoter que le alul de haun des termes Γ

(c)
ijr revient au alul d'éléments d'une grille en troisdimensions où haque point d'indie (i, j, r) orrespond à la valeur de Γ

(c)
ijr . Ainsi, pour c = 1, 2, ona n2

C (nC − 1)/2 éléments à évaluer. On peut adopter l'ériture suivante
∀c = 1, 2, 3, Γ(c)(epq) =

1

vepq

F(epq, C), (10.3)où F(epq, C) est une fontionnelle relativement omplexe qui dépend des aratéristiques géomé-triques de l'ar, du apteur et de la arte.Rappelons les hypothèses sur la artographie. La arte C est omposée de nC amers aratériséspar leurs positions dans D
C = {f1, f2, · · · , fnC}.La position de haque amer fj, j = 1, · · · , nC est supposée inertaine ave une matrie de ovariane

Σ (fj) sur ses oordonnées (xl, yl). Il y a indépendane entre les erreurs sur les positions des amers,la matrie d'inertitude de la arte C est diagonale ave ΣC = Diag(Σ(f1), · · · , Σ(fnC)). A�n depropager l'inertitude des amers sur Γ(c)(epq), don sur la performane de loalisation, on proposed'exploiter la transformée inodore ou unsented introduite dans le hapitre 4 sur les tehniques de�ltrage utilisables pour la loalisation. Par e biais, il est possible de déterminer une approximationde la variane sur le oût pour un déplaement sur epq, que nous noterons σ2
Γ(c)(epq). La arte étantun veteur de dimension 2 nC, la transformée unsented néessite de dé�nir 2 (2 nC)+1 sigma-pointséquivalents à des veteurs arte C(l). La arte C s'érit sous forme vetorielle

C =
(
x1 y1 · · · xl yl · · · xnC ynC

)∗
.Les sigma-points C(l) sont donnés par les relations suivantes :

C(0) = C, ω(0)
m = λ/((2 nC + λ), ω(0)

c = ω(0)
m + (1 − α2 + β),

C(l) = C(0) +
√

(2 nC + λ) Cl, ω(l) = 1/{2(2 nC + λ)} l = 1, · · · , 2nC,

C(l) = C(0) −
√

(2 nC + λ) Cl−2nC , ω(l) = 1/{2(2 nC + λ)} l = 2nC + 1, · · · , 4nC,ave α, λ = α2(2nC + κ) − 2nC , β et κ les paramètres permettant d'imposer une struture à ladensité a priori sur C, et Cl est le lième veteur olonne de la matrie raine arrée de ΣC obtenue,par exemple, à partir d'une fatorisation de Cholesky [JU02℄ [JU04℄.On déduit alors une approximation de la moyenne et de la variane sur le oût en appliquantles proédures de alul F(epq, C) à haque exemplaire de arte C(l).
Γ

(c)
(epq) =

1

vepq

(

ω(0)
m F(epq, C(0)) +

4 nC∑

l=1

ω(l) F(epq, C(l))

) (10.4)
σ2

Γ(c)(epq) =
1

v2
epq

(

ω(0)
c

(

F(epq, C(0))− Γ
(c)

(epq)
)2

+

4nC∑

l=1

ω(l)
(

F(epq, C(l))− Γ
(c)

(epq)
)2
)Remarque 1 : La struture diagonale de la matrie ΣC simpli�e le alul des moments déduitsà l'équation (10.4). En e�et, haque terme F(epq, C(l)), l > 0 se alule à partir des aluls réalisés



Dé�nition d'une fontion de risque 187pour la détermination de F(epq, C(0)). En e�et, la matrie raine arrée de ΣC est aussi diagonaleet véri�e
√

ΣC = Diag
(√

Σ(f1), · · · ,
√

Σ(fNC)
)

.Par onséquent, haque élément C(l), l > 0 se déduit de C par une simple modi�ation desoordonnées de la position moyenne d'un unique amer. Plus préisément, C(l) est distint de Cpour l'amer d'indie j = 1, · · · , nC tel que l ∈ {2 j, 2 j−1}. Le alul des oûts étant réalisé à partirdes ouples et triplets d'amers perçus, il onvient de modi�er uniquement les ouples ou tripletsfaisant intervenir l'amer fj impaté par la transformée inodore. La struture de grille 3D pour lealul du oût évoqué plus haut est alors intéressante pour une mise en oeuvre pratique.Remarque 2 : Nous pouvons aussi noter que la vitesse intervient omme un élément multipli-ateur au niveau de la moyenne et de la variane. On peut don adopter une ériture équivalentepour Γ
(c)

(epq) et σ2
Γ(c)(epq)

Γ
(c)

(epq):=
1

vepq

C(epq) σ2
Γ(c)(epq):=

1

v2
epq

σ2
C(epq).10.2 Dé�nition d'une fontion de risqueNous avons montré omment il était possible de propager l'erreur sur la onnaissane de laarte sur le oût pour un déplaement élémentaire d'une trajetoire. La variane ainsi onstruitepeut être onsidérée omme un paramètre de qualité sur le oût moyen. Pour tout ar e du graphe

G(V, E), nous disposons du ouple (Γ
(c)

(e), σ2
Γ(c)(e)). Nous avons vu que es deux quantités fontintervenir la vitesse de déplaement et l'orientation de l'ar. Du point de vue de l'optimisation,nous avons :� le hoix de l'orientation en un noeud est lié au hoix de l'ar orrespondant,� le hoix de la vitesse impate les oûts de l'ar.Considérons une trajetoire τ omposée de nτ ars (e1, · · · , enτ

). L'estimation du oût moyen pourette trajetoire pour la performane de loalisation est alors donnée par
EC {Ψ(τ, C)} =

nτ∑

p=1

1

vep

C(ep).Sous l'hypothèse d'indépendane entre les oûts des déplaements élémentaires, on déduit éga-lement une estimation de la variane pour Ψ(τ, C)

VC {Ψ(τ, C)} =

nτ∑

p=1

1

v2
ep

σ2
C(ep). (10.5)Le oût d'une trajetoire Ψ(τ, C) étant une variable aléatoire, lorsque nous herhons à détermi-ner la meilleure trajetoire reliant deux lieux, nous devons, en toute rigueur, résoudre un problèmed'optimisation stohastique. Une manière d'aborder le sujet est don d'intégrer l'inertitude autravers de l'équivalent d'une fontion de risque r(Ψ(τ, C)) [RS06℄ sous la forme

r(Ψ(τ, C)) = EC {Ψ(τ, C)} − λr DC {Ψ(τ, C)} , (10.6)où λr > 0 et DC {Ψ(τ, C)} est une fontion de dispersion sur le oût. L'idée sous-jaente est deséletionner les trajetoires qui permettent d'atteindre un bon niveau de performane moyen touten s'assurant d'une faible probabilité de variation autour de ette valeur. Le réglage du paramètre λrpermet de trouver un ompromis entre es deux objetifs qui peuvent, pour ertaines on�gurationde artes, être ontraditoires. En e�et, le positionnement géométrique relatif des amers in�ue surla performane du �ltre de loalisation. Cependant, si on ne tient pas ompte de l'inertitude sur



188 hapitre10la onnaissane de leurs positions, on peut privilégier des mouvements dans des zones où en réalitéles strutures géométriques intéressantes ne sont pas respetées.

PSfrag replaementsaprès (a) oût moyen important et forte inertitudePSfrag replaementsaprès (b) oût moyen faible et faible inertitudeFig. 10.1 � Compromis entre performane moyenne et inertitude due aux amers.Sur le plan théorique, le hoix de DC est important a�n de garantir que le problème d'optimisa-tion stohastique ait de bonnes propriétés pour sa résolution [RS06℄,[ADEH99℄. Dans notre as, ilsemble naturel d'exploiter une fontion de dispersion onstruite à partir de la variane VC estiméeomme à l'équation (10.5). En dé�nitive, on abordera les problèmes d'optimisation de trajetoirespour les fontions de risque
r1(Ψ(τ, C)) =

nτ∑

p=1

1

ve
C(e)− λr

nτ∑

p=1

1

v2
e

σ2
C(e) (10.7)et

r2(Ψ(τ, C)) =

nτ∑

p=1

1

ve
C(e)− λr

√
√
√
√

nτ∑

p=1

1

v2
e

σ2
C(e). (10.8)Les di�ultés de résolution des deux problèmes ne sont pas les mêmes. En e�et, si nous supposonsl'absene de ontraintes sur la séquene de vitesse, la résolution du problème de plani�ationutilisant la fontion r1(Ψ(τ, C)) est possible à partir d'un algorithme de programmation dynamiqueou équivalent. Ce n'est pas le as pour r1(Ψ(τ, C)) à ause de la nonlinéairité due à la raine arrée.Lorsque l'on envisage d'optimiser également la vitesse, on est fae à un problème d'optimisationhiérarhique où, une fois séletionnée une hypothèse de trajetoire, il onvient de hoisir la suitedes vitesses par un algorithme de résolution de problème non-linéaire. Les onditions d'optimalité(onditions de Karush-Khun-Tuker (KKT)) pour les deux fontions ne sont pas du même ordreen termes de omplexité [BSS06℄.10.2.1 Reherhe du hemin optimal sans ontraintes de vitesseDans le adre le plus général, on s'intéresse à l'optimisation de la séquene de ommandes àappliquer et don au hoix des orientations et des vitesses. Nous traitons uniquement le hoix de laséquene d'orientations. Des éléments de ré�exion pour l'optimisation des vitesses seront présentésdans le hapitre 11. On supposera don que la vitesse de déplaement sur un ar est onnue et qu'iln'existe pas de ontraintes globales sur la séquene des vitesses sur une trajetoire. Comme nousl'avons indiqué préédemment, la struture de graphe adoptée pour formaliser le problème d'opti-misation de la séquene d'orientations revient à déterminer un hemin dans le graphe véri�ant les



Dé�nition d'une fontion de risque 189ontraintes sur les positions initiale et �nale, ainsi que sur les variations instantanées d'orientation.De façon plus formelle, notre problème est toujours de la forme
maxτ∈P (s0,Bf ) rj(Ψ(τ, C)), j = 1, 2

s.c.
∑

e∈τ
l(e)
ve
≤ ∆m (10.9)

∀ e, fori(e, succ(e)) = 1, (10.10)où P (s0, Bf) est l'ensemble des hemins onnexes du graphe partant du noeud s0 et arrivantdans l'ensemble des noeuds de la zone d'arrivée Bf . succ(e) est l'ensemble des suesseurs de l'ar
e, l(e) sa longueur et fori(e, succ(e)) est la fontion permettant de dé�nir les ontraintes sur lavariation d'orientation entre deux instants.Les vitesses étant onnues, les oûts moyens et les varianes assoiées sont entièrement déterminéspour haun des ars du graphe. Lorsque le paramètre de déision λr est �xé, la fontion de risque
r1(Ψ(τ, C)) évaluée sur τ est déomposable en risques élémentaires assoiés à haque ar :

r1(e, C):= 1

ve
C(e)− λr

1

v2
e

σ2
C(e). (10.11)Il est don possible de résoudre le problème pour r1(Ψ(τ, C)) par une approhe de type pro-grammation dynamique, omme pour l'optimisation sans prise en ompte de l'erreur sur les amers.Pour la fontion de risque r2(Ψ(τ, C)), ette déomposition n'est plus possible. Pour résoudre leproblème de plani�ation, nous utilisons l'approhe basée sur la méthode de ross-entropie [RK04℄proposée dans le hapitre 8. Nous onsidérons un seuil de risque λr �xé et la vitesse onstante à

ve = v, ∀e. On rappelle la méthode de génération de trajetoires admissibles. On se donne unefamille de matries de densités de probabilité disrètes dé�nie par Pss′ = (pss′ ) (omme dansla setion 8.2.2.1) pour haque déplaement entre les noeuds (s, s′) ∈ V × V qui modélisent laprobabilité de hoisir l'ar ess′ . Pss′ est, par onséquent, une matrie de taille |V | × |V | ave unertain nombre de oe�ients nuls pour tenir ompte de la notion de voisinage des noeuds et desontraintes du adre d'évolution (zones interdites, obstales...). On a en partiulier
Pss′ =






ps1s1 ps1s2 · · · ps1s|V |−1
ps1s|V |... ... ... ... ...

s|V |s1 ps|V |s2 · · · ps|V |s|V |−1
ps|V |s|V |




 (10.12)et ∀s, la ligne notée Ps(.) est une densité de probabilité disrète véri�ant

pss′ = 0, s′ 6∈ V(s) et ∑

s′∈V(s)

pss′ = 1.Pour résoudre notre problème de plani�ation on est don amené à optimiser les |V |×|V | (au plus)paramètres (pss′ ) en utilisant l'algorithme de Cross-entropie. La génération d'une trajetoire de
P (s0, Bf ) respetant les onditions dérites par les équations (10.9) et (10.10) se fait en onsidérantles étapes :� soit sik

le noeud atteint à l'instant k et ek−1 l'ar utilisé pour l'atteindre.� On note Ek,k−1 l'ensemble des déplaements e possibles à l'instant k respetant la ontraintesur les orientations suessives fori(e, succ(ek−1)).� On onstruit la densité de probabilité disrète P̃sik
(.) en restreignant aux noeuds atteignablesà partir des ars de Ek,k−1, la ligne sik

de Pss′ , puis en normalisant.� On e�etue un tirage selon P̃sik
(.) et on pose sik+1

le noeuds orrespondant au tirage. Lorsque
Ek,k−1 est vide, on proède par rejet ou bien on a�ete un oût égal à −∞ à la trajetoire.Considérons une trajetoire τi ainsi générée et respetant l'ensemble des ontraintes. Il est alorspossible de déterminer la valeur de la fontion de risque r2(Ψ(τi, C)), i = 1, · · · , N à partir de



190 hapitre10l'estimation et de la moyenne de la fontion de performane pour le problème de loalisation. Ahaque étape de l'algorithme de ross-entropie, étant données les N trajetoires τi, i = 1, · · · , N ,il est alors possible d'estimer les paramètres du modèle de probabilité pour l'itération suivante surla base des meilleures trajetoires aratérisées par le quantile γ

pss′ =

∑N
i=1 δ [r2(Ψ(τi, C)) ≥ γ] · ♯

[
τi ∈ χss′

]

∑N
i=1 δ [r2(Ψ(τi, C)) ≥ γ] · ♯ [τj ∈ χs ]

, (10.13)où [τi ∈ χss′

] indique que la trajetoire τi ontient l'ar formé par les sommets s et s′ et [τi ∈ χss′

]que la trajetoire τi passe par le sommet s.10.3 Appliations sur un exempleDans ette setion, nous présentons un exemple de résolution sur un sénario, en ne tenantompte que de l'information apportée par l'information de distane au travers des oûts Γ(1). Nousreprenons l'environnement introduit au hapitre préédent et dé�ni sur [0 200]× [0 200]. Il ontientune dizaine d'amers ave des inertitudes sur leurs positions variables. Trois zones de qualité sontonsidérées. La zone la plus dégradée est loalisée en haut à droite. Les amers situés en bas àdroite sont les plus préis. Nous avons représenté les ellipses d'inertitude sur la �gure 10.2. Onreherhe toujours des trajetoires, qui permettent de rejoindre le point (160, 100) en partant dupoint (20, 20). Le graphe est obtenu à partir d'une disrétisation de l'espae ave une résolution
dx = dy = 20. Le apteur est omnidiretionnel et de distane de détetion maximale égale à 80(quatre fois la résolution de la grille). Nous imposons des variations suessives d'angle inférieuresà π

2 et la longueur maximale admissible orrespond à 20 sommets.
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Fig. 10.2 � Ellipses d'erreur sur les amers.Nous reherhons la trajetoire optimale pour les valeurs de λr égales à 0, 0.01, 1 et 10 pour lesfontions de risque r1. Elles sont obtenues respetivement par la mise en oeuvre de l'algorithme deprogrammation dynamique. Les trajetoires optimales sont présentées sur les �gures 10.3 (a), (b),() et (d).La trajetoire obtenue pour λr = 0 est identique à elle alulée pour la arte supposée parfaite(f. hapitre préédent). Lorsque l'on fait roître le paramètre λr , on onstate que les stratégiesde mouvement onsistent à se rapproher de la zone où les amers sont les plus préis. On peutégalement noter, que pour λr = 0.01, la variation par rapport à la trajetoire, sans prise en omptedes erreurs sur les amers, se traduit par un léger mouvement vers la zone de qualité intermédiaire(en haut à gauhe).
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(a) λr = 0
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(b) λr = 0.01
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() λr = 1
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(d) λr = 10Fig. 10.3 � Chemin optimal pour la fontion de risque r1.10.3.1 Interprétation du paramètre de risquele paramètre λr est un ritère de déision hoisi par l'utilisateur. Il est possible de lier le hoix duparamètre λr à une hypothèse de omportement adapté à un ontexte donné. En e�et, en fontionde l'environnement et des onditions d'exéution de la mission, on peut être plus ou moins prêt àprendre un risque sur l'inertitude sur la performane de loalisation. Par exemple, dans ertainesonditions, si l'on veut limiter le risque, une performane moyenne faible ave une variane faiblesera préférée à une performane moyenne importante mais ave une inertitude plus élevée. Cettedi�érene de omportement peut se traduire par la dé�nition d'une fontion d'utilité paramétréepar un paramètre aratéristique du omportement reherhé. On peut montrer, dans le as de r1et sous l'hypothèse que la fontion de oût d'une trajetoire soit distribuée selon une loi gaussienne,que le paramètre λr est diretement lié aux aratéristiques de ette fontion d'utilité [BSS06℄.10.4 ConlusionsDans e hapitre, nous avons proposé une démarhe permettant de prendre en ompte l'iner-titude de arte dans la mesure de performane pour la loalisation dans le adre ontinu. Notreapprohe utilise la transformation unsented pour propager l'inertitude de arte sur les oûtsassoiés à haque déplaement élémentaire du graphe. Le problème de plani�ation est identiqueau as sans erreurs sur les amers, mais ave une adaptation de la fontion à optimiser. En e�et,



192 hapitre10nous avons introduit des fontions de risques onstruites à partir de la performane moyenne, del'inertitude sur elle-i et d'un paramètre de déision. La nature de la fontion de risque a unimpat diret sur la méthode de résolution du problème de plani�ation. Le hoix du paramètre derisque permet de dé�nir des stratégies de déplaement à partir d'un ompromis entre performanemoyenne et niveau d'inertitude.



Chapitre 11Conlusions et Perspetives11.1 Synthèse des travaux11.1.1 D'une arte de géographe à une représentation pour la navigationDans le adre de ette thèse sur la problématique de la performane de la loalisation d'unsystème autonome muni d'une arte d'amers ave des erreurs, nous avons ommené par une ana-lyse des soures d'erreurs possibles lors de la onstrution d'une arte vetorielle à la base de laonstrution des amers. A partir de ette analyse, nous avons proposé une démarhe qui permet,à partir de la arte vetorielle et en fontion de l'appliation visée, de onstruire une informationartographique à plusieurs ouhes intégrant l'inertitude initiale. Pour e faire, nous nous sommesappuyés sur des résultats de la théorie des proessus pontuels pour modéliser l'organisation spa-tiale des objets de la arte. L'idée prinipale repose sur la dé�nition de relations qui re�ètent lespropriétés de proximité, en termes de forme ou de positionnement, et d'alignement entre les objets.Ces relations ont notamment été préisées pour les objets bâtiments et arbres traités dans nosexemples. A partir de e formalisme des relations, nous avons introduit des paramètres permettantde synthétiser la onnaissane sur les relations appliquées à une arte. Ces paramètres ont étérendus aléatoires a�n de onstruire une loi a priori permettant de représenter des artes autour dela même struture spatiale moyenne. A partir de ette a priori et de la densité déduite du modèlede bruit sur la arte vetorielle, nous avons proposé un algorithme pour générer un éhantillon deartes repésentatif de la struture spatiale et de l'erreur de la arte fournie. Cet algorithme uti-lise une approhe MCMC pour éhantillonner la loi a posteriori. Les réalisations de la arte ainsiobtenues sont à la base de la onstrution des di�érentes ouhes d'information artographiquesutiles pour les besoins d'un système autonome. Les amers et leurs erreurs formalisées sous la formed'une matrie de ovariane sur leurs paramètres de position dans l'environnement onstituent lepremier niveau d'information. Des grilles d'oupation probabilistes et �oues qui formalisent la pré-sene d'obstales dans la zone d'évolution, ont également pu être déduites des exemples de artesbruitées.11.1.2 Loalisation et mesures de performaneAprès avoir préisé une approhe possible pour la onstrution d'une arte d'amers sur la based'une artographie vetorielle bruitée, nous avons présenté le problème de loalisation d'un enginautonome à partir de mesures fournies par ses apteurs et de la arte. L'état du système est om-posé de sa position dans l'espae 2D et de son orientation, et les informations observées prises enompte sont les distanes et les mesures d'angles par rapport aux amers présents dans son hampde pereption. Nous avons rappelé les prinipales tehniques de �ltrage qui peuvent être employéespour résoudre le problème de loalisation, qui est un problème d'estimation de l'état du systèmesur la base des mesures reçues et � orrélées � à la arte. Nous tenons à signaler que l'objet de ettethèse n'était pas de produire un nouvel algorithme de loalisation, problématique déjà bien traitéedans la littérature, mais de dé�nir des mesures de performane a priori. Nous avons ensuite abordéles mesures de performane a priori et tout naturellement, ompte tenu de notre modèle, nous193



194 hapitre11nous sommes foalisés sur la borne de Cramèr-Rao. Les fondements théoriques ont été rappelés etl'appliation aux systèmes dynamiques non-linéaires disrets détaillée. En partiulier, nous avonsprésenté la formule réursive, démontrée dans [TMN98℄, qui est un résultat essentiel pour le alulréursif de la borne de Cramèr-Rao a posteriori.Nous avons pu alors dériver la borne pour le modèle retenu pour notre système en onsidérant deprimabord que la arte disponible était parfaite. Trois méthodes, qui se distinguent par la manièred'approximer les espéranes, ont été proposées pour le alul en pratique. L'une utilise la trajetoirenominale imposée, les autres impliquent un éhantillonnage autour de ette trajetoire nominalepar tirage de Monte-Carlo ou en utilisant la tranformée inodore, ou unsented en anglais. Nousavons analysé le omportement de es approhes et remarqué que la borne basée sur la transforméeinodore était trop optimiste.Pour tenir ompte de l'erreur de arte, nous avons étendu la borne initiale en adaptant le modèled'observation initial du système grâe à un développement limité des fontionnelles de mesuresautour de la position moyenne des amers. Cette adaptation du modèle s'est traduite par une mo-di�ation de la struture de l'erreur sur les mesures de distanes et d'angles. Les algorithmes dealul de la borne ave erreur sur la arte sont don similaires au as sans erreur mais ave uneprise en ompte de ette erreur supplémentaire, due à la propagation des erreurs sur la position desamers. Nous avons pu montrer que le niveau et l'orientation, relativement à la position du mobile,des erreurs sur les amers avaient une in�uene sur la mesure de performane.A partir de es éléments, nous avons proposé di�érents ritères de performane basés sur le dé-terminant de la projetion de la borne sur les paramètres de position du mobile : La performane�nale qui permet de mesurer la performane atteignable en bout de trajetoire, la performanemoyenne et la performane de type minmax.Le problème de la dé�nition d'une mesure de performane a également été abordée pour un mo-dèle d'évolution supposé ontinu. La performane instantanée pour l'état omplet du système a étédéduite de la matrie d'information de Fisher liée au proessus d'observation. Nous avons obtenu,à partir d'une propriété d'algèbre linéaire lassique, une formulation intéressante du déterminantde ette matrie. Grâe à e résultat, nous avons pu omprendre l'in�uene du positionnementrelatif des amers par rapport au déplaement dans la performane globale de loalisation. Dans eas, la prise en ompte de l'inertitude sur la position des amers a été possible grâe à l'utilisationde la transformée inodore appliquée au veteur aléatoire omposé des oordonnées des amers. Unenotion d'inertitude sur la mesure de performane a pu alors être alulée à partir des sigma-pointshomogènes à des réalisations de artes représentatives du bruit. En�n, nous avons onstruit à partirde es éléments une fontion de risque qui tient ompte à la fois du niveau de performane moyenatteignable et de l'inertitude sur elui-i. L'objetif est de �nir un ompromis entre la reherhede on�gurations géométriques amers-mobile optimales et le niveau d'inertitude sur les amersutilisés.11.1.3 Des approhes pour l'optimisation des trajetoiresA partir des fontions de oûts onstruites sur la base de la borne de Cramèr-Rao, nous noussommes intéressés au problème d'optimisation de trajetoires entre deux zones prédé�nies.Pour la modélisation disrète, nous avons vu qu'il n'était pas possible de résoudre le problème pardes algorithmes de type programmation dynamique. Nous avons don proposé une approhe pourla résolution qui utilise la méthode de ross-entropie développée par Rubinstein et al. [RK04℄. Laphilosophie des algorithmes onsiste à faire onverger une famille paramétrique de densités de pro-babilité permettant de générer des trajetoires admissibles autour de la trajetoire optimale au sensde notre fontionnelle de performane. Deux algorithmes ont été délinés. Le premier s'appuie surun méanisme de rejet des trajetoires qui violent les ontraintes du problème alors que le seond,grâe à deux niveaux d'optimisation, permet de générer diretement de � bonnes � trajetoires.Nous avons essentiellement analysé le omportement de la première méthode. A�n d'appréier laonvergene de notre méthode de plani�ation, nous avons utilisé les résultats de la théorie desvaleurs extrêmes, qui permettent d'extrapoler le omportements de la queue d'une densité sousertaines onditions. Sur la base d'un éhantillon de trajetoires su�samment grand, nous avonsobtenu des estimateurs des quantiles extrêmes, ave leurs intervalles de on�ane, dans le but de



Pour aller plus loin 195les omparer au oût des trajetoires optimales trouvées par notre algorithme.Pour le adre ontinu, les oûts des trajetoires ont été dé�nis à partir des oûts des déplae-ment élémentaires entre deux noeuds d'un graphe. Nous avons vu que la performane était liée àl'ar de déplaement hoisi mais aussi à la vitesse utilisée sur et ar. Lorsque l'on s'intéresse uni-quement à l'optimisation de la séquene d'orientation sans ontrainte sur les vitesses, le problèmepeut être résolu par une approhe de type programmation dynamique pour la fontion de risquebasée sur la variane. Pour la fontion de risque ave l'éart-type sur le oût d'une trajetoire, nousavons dus exploiter une approhe basée sur la ross-entropie pour obtenir des trajetoires prohesde l'optimum.11.2 Pour aller plus loin11.2.1 Une mesure de performane plus omplèteLe problème de loalisation onsidéré dans ette thèse faisait l'hypothèse d'une mise en orres-pondane ou assoiation parfaite entre les mesures aquises par le apteur et les amers disponibles.En pratique, les onditions de pereption peuvent être à l'origine de di�ultés sur e point. Parexemple, lorsque des amers sont vus sous des angles très prohes, des ambiguïtés peuvent appa-raître. Sur la base d'une modélisation de la performane du proessus d'assoiation, il est alorspossible de dé�nir une borne de Cramèr-Rao qui intègre e phénomène. Une première piste onsis-terait à dé�nir un modèle de mauvaise assoiation entre deux amers en fontion de leur proximitérelativement à la position du mobile. La dérivation de la borne sur l'erreur d'estimation se rappro-herait des développements réalisés pour les problèmes de pistage multi-ibles. Une autre voie seraitde dé�nir une loi de probabilité sur les matries d'assoiation modélisant la mise en orrespondanedes mesures et des amers. Une telle matrie n'est omposée que de 1 et de 0. Il n'est don paspossible de aluler diretement la borne de Cramèr-Rao qui néessite des densités régulières. Unefaçon de ontourner ette di�ulté est de régulariser la densité en introduisant une variable ǫ > 0,puis d'e�etuer un passage à la limite en supposant les onditions de ontinuité véri�ées. Une autreapprohe serait de onsidérer non plus la borne de Cramèr-Rao mais la borne de Weiss-Weinstein,par exemple, qui est moins ontraignante sur les propriétés à véri�er par les densités de probabilité.11.2.2 Vers des mesures de performane pour la artographie en ligneDans nos travaux, nous avons fait l'hypothèse que la artographie était disponible a priori etqu'elle n'évoluait pas au ours du temps. En robotique, on est souvent plaé dans le as inverse oùla arte est onstruite ou enrihie en ligne. On parle de problèmes de loalisation et artographiesimultanée, ou SLAM en anglais. L'état du système n'est plus restreint à elui du mobile, maisaugmenté des paramètres modélisant la artographie. En outre, la onstrution se faisant en mêmetemps que la déouverte du lieu, la dimension de l'état évolue au ours du temps. Nous ne voyonspas de limites majeures des aluls de bornes présentés pour tenir ompte de l'évolution de laartographie. La di�érene essentielle sera la dé�nition d'une borne de dimension variable.11.2.3 Optimisation onjointe de l'orientation et de la vitessePour les raisonnements dans le adre ontinu, nous avons résolu le problème de plani�ation ense restreignant à l'optimisation de la ommande en orientation. Lorsque l'on s'intéresse aussi à ladé�nition de la séquene des vitesses sous ontraintes, le problème est plus omplexe. En e�et, ilest néessaire de déoupler le problème en deux phases1. une pour le hoix d'une trajetoire admissible,2. une autre pour le hoix de la suite de vitesses.On est don fae à un problème d'optimisation par nature hiérarhique. Nous suggérons quelquespiste pour une solution basée sur la méthode de ross-entropie.Le premier étage de séletion d'une trajetoire est réalisée, en supposant la vitesse onstante etonnue, à partir des algorithmes V1 et V2 proposés pour la génération de trajetoire. Une fois



196 hapitre11déterminée la trajetoire, il onvient dans un seond temps de hoisir la séquene de vitesses opti-male. L'optimisation de la séquene de vitesses est un problème non-linéaire sous ontraintes pourla fontion de risque r1, et en partiulier quadratique pour r2. Il faut noter qu'il n'est pas exlu dese trouver sur une proposition de trajetoire où la ontrainte de vitesse est violée. On lui a�etealors diretement une valeur de oût pénalisante. Dans le as ontraire, on détermine la valeur dela fontion de risque en onsidérant la séquene optimale de vitesses fournie par un algorithme derésolution de problème d'optimisation non-linéaire sous ontraintes.Préisions omment ette résolution est réalisée en pratique pour une trajetoire donnée, en res-petant les ontraintes de temps maximal et de vitesse bornée. Soit une trajetoire τ dé�nie par laséquene d'ars (e1, · · · , enτ
), on doit résoudre les problèmes d'optimisation
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(ep)Il est possible de résoudre le problème équivalent en onsidérant omme variable l'inverse desvitesses. On peut remarquer que l'ensemble admissible pour les vitesses dé�ni par les ontraintes(pavé de R
nτ et ontrainte linéaire) est un ensemble onvexe. La fontionnelle f1(ve1 , · · · , venτ

)est onave ar on s'intéresse à des trajetoires où au moins un des ars à un oût non nul. Unoptimum loal est don un optimum global. La fontionnelle f2(ve1 , · · · , venτ
) est non-linéaire. Pourrésoudre, il onvient de s'intéresser aux solutions des systèmes d'équations issues de la formulationdes onditions de Karush-Kuhn-Tuker (KKT) [BSS06℄.11.2.4 Amélioration sur mesure de la qualité de la arteDans les di�érents développements, nous avons onsidéré le hoix de la stratégie de déplaementomme le paramètre de déision. Dans le as du modèle disret, la trajetoire est hoisie en fontionde la performane qui intègre la onnaissane sur le modèle du mobile, les erreurs du apteur etl'inertitude sur la onnaissane des amers. Pour le modèle ontinue, un ritère de risque a étéintroduit et a permis une séletion traduisant un ompromis entre performane de loalisationet inertitude sur le niveau de performane. Maintenant, nous pouvons supposer que le déideurdispose d'une liberté supplémentaire qui onsiste, une fois la trajetoire optimale obtenue par lesapprohes préédentes et pour une qualité de arte donnée, à améliorer la préision d'un nombre �nid'amers de la arte. Une onséquene possible est la possibilité de réduire le temps de parours dela trajetoire, en adaptant les vitesses, qui peut avoir un intérêt (disrétion...). On s'intéresse donà la problématique qui onsiste à optimiser sous ontraintes des moyens permettant d'améliorerune sous-partie de la arte. A titre d'exemple, ette amélioration peut-être réalisée en employant unmoyen de mesure omplémentaire d'un niveau de préision supérieur disponible sur la plate-formeou des moyens d'autres plates-formes déployés sur zone avant ou pendant la mission. On peutenvisager par exemple des moyens atifs, souvent onsommateurs en ressoures et qui imposentdes stratégies d'emploi parimonieuses. L'objetif est don de dé�nir une arte � sur mesure �pour une hypothèse de trajetoire. Nous présentons quelques éléments pour la formalisation et larésolution de e problème pour la modélisation dans le adre ontinu. Une approhe similaire estpossible pour la mesure de performane dé�nie dans le adre disret.



Pour aller plus loin 197Les apaités d'amélioration. Le niveau d'inertitude sur la arte est modélisé par la donnéede la matrie de ovariane sur les positions des amers. La apaité d'amélioration peut onsisterà ontrater les matries de ovarianes initiales des amers. Pour haque amer fj , j = 1, · · · , nC,on note Σ0(fj) et Σa(fj) la matrie de ovariane avant et après amélioration. On introduit lavariable disrète δa
j ∈ {0, 1} qui modélise l'ation d'amélioration de l'amer j. A l'issue du proessusde déision pour l'amélioration de la arte, on a don

Σa(fj) =

{

q Σ0(fj), ave 0 < q ≤ 1 si δa
j = 1,

Σ0(fj) si δa
j = 0.

(11.2)On peut également faire les hypothèses suivantes :1. le oe�ient de ontration q prend des valeurs disrètes. On note Q l'ensemble des nQ valeurspossibles. On notera de façon formelle q = 0 lorsqu'il n'y a pas d'amélioration.2. L'amélioration est loalement homogène. On introduit don une segmentation de la zoned'évolution D et na zones Da suseptibles d'être améliorées. Tous les amers ontenus dansune même zone Da reçoivent le même niveau d'amélioration.3. Le oût d'une amélioration est fontion de la zone Da et du taux de ontration appliquée.On note P (Da, q) ∈ R+ le oût en ressoures assoié ave P (Da, q) = 0 lorsque la zone nefait pas l'objet d'une amélioration.4. Les ressoures employées pour l'amélioration sont limitées. On introduit don le oût maximal
Pm disponible et pour une stratégie d'amélioration (Da, qa), a = 1, · · ·na.

na∑

j=1

P (Da, qa) ≤ Pm. (11.3)Impats de l'amélioration de la arte. Considérons une trajetoire τ omposée de nτ dépla-ements élémentaires réalisés à vitesse et orientation onstantes. La mesure de risque assoiée àette trajetoire est obtenue à partir de la moyenne et de la variane du oût élémentaire basé sur lamatrie d'information de Fisher sur les moreaux de trajetoires. Ces deux moments ont été estimésen onsidérant une transformation inodore sur le veteur de position des amers. L'amélioration del'inertitude sur la donnée artographique modi�e l'estimation de es deux paramètres.Proposition d'une solution. La méthode de ross-entropie fournit un adre pour la résolutionde e problème. Il su�t de dé�nir une famille de probabilités permettant de tirer na zones parmiles nQ. L'approhe la plus simple onsiste à assoier à haque paramètre de déision δa
j une densitéde probabilité permettant de modéliser la probabilité d'être dans l'état 1 ou 0. Sur la base de ettefamille de lois, il est alors possible de proposer des on�gurations de zones améliorées. Les oûtsélémentaires sur la trajetoire peuvent don être de nouveau alulés et la séquene de vitessesoptimisée pour dé�nir le oût de performane global pour la trajetoire et don de la on�gurationaméliorée sous-jaente. Par itération de l'algorithme, il est alors possible de tendre vers une a�etiondes e�orts d'amélioration de la arte.11.2.5 Vers la replani�ation en lignePour le modèle disret, nous avons abordé le problème de plani�ation de la trajetoire hors-ligne de la position initiale à la zone ible. La trajetoire ainsi onstruite peut être vue ommeune plani�ation avant mission. En ours de mission, il est possible de dé�nir une approhe deplani�ation en ligne sur un horizon temporel �xé T en utilisant les mêmes algorithmes. Il onvientnéanmoins de prendre en ompte, à haque phase de replani�ation à tk, les modi�ations suivantes� l'état initial à onsidérer est l'état estimé X̂k par le �ltre embarqué,� la matrie d'information de Fisher Jk est égale à l'inverse de matrie de ovariane sur l'erreurd'estimation P̂k également fournie par le proessus de �ltrage.
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Annexe AModèles assoiés à la dynamique dusystèmeA.1 Modèle d'inertitude sur les ommandes appliquéesL'appliation de la ommande à haque instant introduit un bruit de déplaement et de rotation.On suppose que la ommande réellement exéutée est une version bruitée de la ommande imposée
uo

k

vk = vo
k + ωv

k (A.1)
φk = φo

k + ωφ
k (A.2)Les paramètres ωv

k et ωφ
k onstituent les bruits sur les entrées qui peuvent être probabilistes de loionnue ou déterministes et inonnues mais bornées d'amplitudes onnues. La méthode d'estima-tion utilisée pour la loalisation est fortement dépendante de la nature et de la struture de esgrandeurs. Si l'on fait l'hypothèse d'inertitude de faibles amplitudes, on peut e�etuer un déve-loppement limité au premier ordre au voisinage de la ommande uo

k. En développant les aluls surhaune des omposantes de l'état Xk, il vient
xk+1 = xk + (vo

k + ωv
k) cos(θk + φo

k + ωφ
k )δtk (A.3)

yk+1 = yk + (vo
k + ωv

k) sin(θk + φo
k + ωφ

k )δtk (A.4)Si les bruits sont relativement faibles, les approximations suivantes peuvent être utilisées
cos(ωv

k) ≈ 1 et sin(ωφ
k ) ≈ ωφ

k (A.5)et en utilisant les relations trigonométriques remarquables
cos(θk + φo

k + ωφ
k ) ≈ cos(θk + φo

k)− sin(θk + φo
k)ωφ

k (A.6)
sin(θk + φo

k + ωφ
k ) ≈ cos(θk + φo

k)ωφ
k + sin(θk + φo

k) (A.7)En introduisant les relations (A.6) et (A.7) dans l'équation de dynamique et en simpli�ant lestermes d'ordre supérieur, on obtient pour les paramètres de position
xk+1 = xk + v

o
k cos(θk + φ

o
k)δtk + cos(θk + φ

o
k)δtkω

v
k − v

o
k sin(θk + φ

o
k)δtkω

φ

k

yk+1 = yk + v
o
k sin(θk + φ

o
k)δtk + sin(θk + φ

o
k)δtkω

v
k + v

o
k cos(θk + φ

o
k)δtkω

φ
kL'équation de prédition peut s'érire au �nal omme suit

Xk+1 = Xk + B(θk, uo
k) + G(θk, uo

k)ωkave
B(θk, uo

k)) =





vo
k cos(θk + φo

k)δtk
vo

k sin(θk + φo
k)δtk

φo
k
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200 Modèles assoiés à la dynamique du systèmeet
G(θk, uo

k) =





cos(θk + φo
k)δtk −vo

k sin(θk + φo
k)δtk

sin(θk + φo
k)δtk vo

k sin(θk + φo
k)δtk

0 1



 =





H1
k

e∗



où
H1

k =

(
cos(θk + φo

k)δtk −vo
k sin(θk + φo

k)δtk
sin(θk + φo

k)δtk vo
k sin(θk + φo

k)δtk

)

, e =

(
0
1

)

.Dans le as probabiliste, l'équation de dynamique fait don apparaître un veteur de bruit gaussienadditif de matrie de ovariane donnée par
Quk = Ew {G(θk, uo

k)WkWk
∗G(θk, uo

k)∗} . (A.8)ave Wk est le veteur dont les omposantes sont les bruits sur les ommandes [ωv
k, ωφ

k ]∗. En notant
σ2

v et σ2
φ les varianes respetives sur la omposante en vitesse de déplaement et orientation,l'expression de Qk peut être déduite. De façon plus préise, on a

Quk = G(θk, uo
k)Ew {WkWk

∗}G(θk, uo
k)∗ =

(
H1

k

e∗

)

Cu

(
H1∗

k e
) (A.9)où

Cu =

(
σ2

v 0
0 σ2

φ

)

.Les règles de alul matriiel permettent d'érire
Quk =

(
H1

kCuH1∗
k H1

kCue∗
eCuH1∗

k eCue∗

)e qui est équivalent à
Quk =

(
Qxy

k Dθk

D∗
θk

σ2
φ

)où la matrie Qxy
k projetion de l'inertitude sur le sous espae dé�nie par les omposantes du ve-teur assoiée à la position et le veteur olonne Dθk

traduisant la orrélation entre es omposanteset l'orientation. On peut montrer que
Qxy

k = R∗
θk+φo

k

(
δt2kσ2

v 0
0 δt2kvo

k
2σ2

φ

)

Rθk+φo
k
. (A.10)

Rθk+φo
k
est la matrie de rotation d'angle θk + φo

k et
Dθk

= σ2
φvo

kδtk

(
− sin(θk + φo

k)
cos(θk + φo

k)

)

= σ2
φvo

kδtkCθ
k

(A.11)



Annexe BQuelques éléments de alul pour laBCRBB.1 Dérivation de la formule de Slepian-BangNous nous intéressons à la dérivation de la matrie d'information de Fisher dans la adrel'estimation d'un veteur aléatoire de paramètres de loi gaussienne. Pour e faire nous sommesamenés à onsidérer les propriétés du déterminant et de sa di�érentielle. Nous supponsons dondonnée un veteur aléatoire X sur un espae probabilisé à valeur dans Rn de densité de la forme :
pθ(x) =

1

(2π)
n
2

1
√

det(Γθ)
exp{−1

2
(x− h(θ))∗Γ−1

θ (x− h(θ))

} (B.1)où θ est un veteur de Rm et h(θ) une fontion vetorielle de Rm dans Rn. On s'intéresseau alul de la matrie d'information de Fisher dé�nie à partir de l'espérane du laplaien dulogarithme de la densité de probabilité de la quantité
lθ(x) = − ln(pθ(x)) = c1 +

1

2
ln(det(Γθ))
︸ ︷︷ ︸

(1)

+
1

2
(x− h(θ))∗Γ−1

θ (x− h(θ))
︸ ︷︷ ︸

(2)

, (B.2)'est-à-dire EX|θ∆
θ
θlθ(x). Notons la fontionnelle fd(M) = ln(det(M)) de S

+ sur R
+. Sa dérivéeen M d'ordre 1 et 2, le long de la diretion dé�nie par B ∈ S est donnée par

f ′
d(M ; B) = −tr(M−1B) (B.3)

f ′′
d (M ; B) = tr(M−1BM−1) (B.4)et le gradient en M , f ′

d(M) = −M−1. Par ailleurs, on a pour toute matrie A(η) et B(η) dontles oe�ients sont des fontions du paramètre réel η, et pour toute appliation f

∂f(A(η))

∂η
= f ′

(

A(η);
∂A(η)

∂η

)

,
∂tr(A(η))

∂η
= tr(∂A(η)

∂η

) (B.5)
∂A(η)B(η)

∂η
=

∂A(η)

∂η
B(η) + A(η)

∂B(η)

∂η
(B.6)et si A(η) est en plus non singulière

∂A−1(η)

∂η
= −A−1(η)

∂A(η)

∂η
A−1(η).201



202 Quelques éléments de alul pour la BCRBdans le adre le plus général la matrie Γθ a ses oe�ients qui dépendent des omposantes duveteurs θ, on déduit pour le terme (1) de l'équation (B.2) et des propriétés préédentes :
∀i = 1, · · · , m ∂fd(Γθ)

∂θi
= −tr(Γ−1

θ

∂Γθ

∂θi

)et don
∀i, j = 1, · · · , n ∂2fd(Γθ)

∂θj∂θi
= −tr(∂Γ−1

θ

∂θj

∂Γθ

∂θi
+ Γ−1

θ

∂2Γθ

∂θj∂θi

)

= tr(Γ−1
θ

∂Γθ

∂θj
Γ−1

θ

∂Γθ

∂θi
− Γ−1

θ

∂2Γθ

∂θj∂θi

)

= tr(Γ−1
θ

∂Γθ

∂θj
Γ−1

θ

∂Γθ

∂θi

)

− tr(Γ−1
θ

∂2Γθ

∂θj∂θi

)Considérons le terme (2) de B.2 et déterminons Ex|θ
∂2

∂θj∂θi
(x − h(θ))∗Γ−1

θ (x− h(θ)). On a
∂2

∂θj∂θi
(x − h(θ))∗Γ−1

θ (x− h(θ)) =
∂

∂θj

{

(x − h(θ))∗
∂Γ−1

θ

∂θi
(x − h(θ))

}

− 2
∂

∂θj

{
∂h(θ)

∂θj
Γ−1

θ (x− h(θ))

}

= (x− h(θ))∗
∂2Γ−1

θ

∂θj∂θi
(x− h(θ)) − 2

∂2h(θ)

∂θj∂θi
Γ−1

θ (x − h(θ))

︸ ︷︷ ︸

(∗)

− 2
∂h(θ)

∂θj

∂Γ−1
θ

∂θi
Γ−1

θ (x− h(θ))

︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

+2
∂h(θ)

∂θj
Γ−1

θ

∂h(θ)

∂θi

− 2
∂h(θ)

∂θi

∂Γ−1
θ

∂θi
(x− (θ))

︸ ︷︷ ︸

(∗∗∗) (B.7)En onsidérant l'espérane, les termes (∗), (∗∗) et (∗ ∗ ∗) ont une ontribution nulle ar on obtientdes quantités liées à la moyenne du veteur aléatoire X −h(θ) qui, par hypothèse de modélisation,est nulle. Pour obtenir la relation reherhée, il onvient de montrer que
Ex|θ

{

(x − h(θ))∗
∂2Γ−1

θ

∂θj∂θi
(x− h(θ))

}

= tr(Γ−1
θ

∂2Γθ

∂θj∂θi

)On s'intéresse don au alul de l'expérane d'une forme quadratique d'un veteur gaussien. Nousutilisons le lemme démontré dans [Mag86℄.Lemme 2 Soit X un veteur de dimension n distribué selon la loi normale N (µX , Σ). On supposedisponible une matrie T inversible telle que Σ = T T ∗. Soit A une matrie symétrique de taille
n × n. Alors les umulants κ1, κ2, · · · de la variable quadratique x∗Ax s'expriment de la façonsuivante

κj = E
{
(X∗AX)j

}
= 2j−1(j − 1)!

(tr(T ∗AT )
j
+ jµ∗

XT ∗−1(T ∗AT )jT−1µX

) (B.8)En partiulier pour j = 1, nous avons le résultat E {(X∗AX)} = tr(T ∗AT )+ µ∗
XAµX . La démons-tration de e lemme s'appuie sur une transformation linéaire dite de Mahalanobis de la variable Xen utilisant la matrie Σ− 1

2 . Cette transformation permet d'obtenir un veteur gaussien entré etréduit. Le résultat �nal est alors obtenu en utilisant le lien entre la fontion aratéristique et lesmoments d'une variable aléatoire.
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k 203B.2 Éléments pour la détermination de D11

kLe alul de D11
k fait intervenir la formule de Slepian− Bang ave un alul de la dérivée dela matrie de ovariane Qk par rapport à haune des omposantes de l'état du système. Cettedernière ne dépend que de la omposante θk dérivant son orientation, on s'intéresse au termetr(Q−1

k

dQk

dθk
Q−1

k

dQk

dθk

)

.Nous allons tout d'abord déterminer les matries qui interviennent dans ette relation, en partiulierla dérivée par rapport à l'orientation de la matrie de ovariane
dQk

dθk
=

dQuk

dθk
+

dQm
k

dθk
=

dQuk

dθk
.En utilisant l'expression de Quk

dQuk

dθk
=

(
dQxy

k

dθk
σφbk

dCθk

dθk

σφbk
dC∗

θk

dθk
0

)ave dCθk
/dθk = −

(
cθk+φk

sθk+φk

)∗ et
dQxy

k

dθk
=

d

dθk

{
R∗

θk+φk
Diag

(
a2

k, b2
k

)
Rθk+φk

}

=
dR∗

θk+φk

dθk
Diag

(
a2

k, b2
k

)
Rθk+φk

︸ ︷︷ ︸

(1)

+R∗
θk+φk

Diag
(
a2

k, b2
k

)dRθk+φk

dθk
︸ ︷︷ ︸

(2)

.
(B.9)Les dérivées des matries de la relation préédente s'obtiennent en onsidérant les dérivées desfontions trigonométriques

dR∗
θk+φk

dθk
=

(
−sθk+φk

−cθk+φk

cθk+φk
−sθk+φk

) (B.10)On peut alors déterminer l'expression de la matrie (1)

dR∗
θk+φk

dθk
Diag

(
a2

k, b2
k

)
Rθk+φk

=

(
−sθk+φk

−cθk+φk

cθk+φk
−sθk+φk

)

Diag
(
a2

k, b2
k

)
(

cθk+φk
sθk+φk

−sθk+φk
cθk+φk

)

=

(
(b2

k − a2
k) cθk+φk

sθk+φk
−(a2

ks2
θk+φk

+ b2
kc2

θk+φk
)

(a2
kc2

θk+φk
+ b2

ks2
θk+φk

) −(b2
k − a2

k) cθk+φk
sθk+φk

)et de même on a pour (2)

R∗
θk+φk

Diag
(
a2

k, b2
k

)dRθk+φk

dθk
=

(
(b2

k − a2
k) cθk+φk

sθk+φk
(a2

kc2
θk+φk

+ b2
ks2

θk+φk
)

−(a2
ks2

θk+φk
+ b2

kc2
θk+φk

) −(b2
k − a2

k) cθk+φk
sθk+φk

)

.Ce qui entraîne au �nal
dQxy

k

dθk
=

(
2 (b2

k − a2
k)cθk+φk

sθk+φk
−(b2

k − a2
k)(c2

θk+φk
− s2

θk+φk
)

−(b2
k − a2

k)(c2
θk+φk

− s2
θk+φk

) −2 (b2
k − a2

k)cθk+φk
sθk+φk

)

= qk

(
s2(θk+φk) −c2(θk+φk)

−c2(θk+φk) −s2(θk+φk)

)

= qkNk

(B.11)en posant qk = (b2
k − a2

k). Introduisons le veteur G∗
θ

k
=

dCθ
k

dθk
= −

(
cθk+φk

sθk+φk

)∗. en outre, onpeut noter que les veteurs Gθ
k
et Cθ

k
sont de norme unitaire et orthogonaux.On peut obtenir une ériture remarquable pour la matrie Nk, à partir des veteurs Cθ

k
et Gθ

k
.
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Nk = Cθ

k
G∗

θ
k

+ Gθ
k
C∗

θ
k
. (B.12)Remarque : De ette nouvelle expression de Nk et de la propriété d'orthogonalité, nous pou-vons déduire les relations suivantes impliquant la matrie Nk et les veteurs Cθ

k
etGθ

k
.

NkGθ
k

= (Cθ
k
G∗

θ
k

+ Gθ
k
C∗

θ
k
)Gθ

k

= Cθ
k
||Gθ

k
||2On en déduit don que

NkGθ
k

= Cθ
k
. (B.13)De même, on a

NkCθ
k

= (Cθ
k
G∗

θ
k

+ Gθ
k
C∗

θ
k
)Cθ

k

= Gθ
k
||Cθ

k
||2Ce qui équivaut à

NkCθ
k

= Gθ
k
. (B.14)En�n, onsidérons le produit de la matrie Nk par elle même. On a

NkNk = (Cθ
k
G∗

θ
k

+ Gθ
k
C∗

θ
k
).(Cθ

k
G∗

θ
k

+ Gθ
k
C∗

θ
k
)

= Cθ
k
||Gθ

k
||2C∗

θ
k

+ Gθ
k
||Cθ

k
||2G∗

θ
k

= Cθ
k
C∗

θ
k

+ Gθ
k
G∗

θ
k

=

(

s2
(θk+φk) −c(θk+φk)s(θk+φk)

−c(θk+φk)s(θk+φk) c2
(θk+φk)

)

+

(

c2
(θk+φk) c(θk+φk)s(θk+φk)

c(θk+φk)s(θk+φk) s2
(θk+φk)

)(B.15)Cela équivaut à la relation
Nk Nk = I2. (B.16)Ces trois propriétés seront utiles dans les aluls qui vont suivre et qui serviront à la déterminationde la borne de Cramèr-Rao a posteriori pour notre problème de loalisation.B.2.1 Calul de Q−1

kNous aurons besoin également du alul de l'inverse de la matrie de ovariane de l'erreurde prédition Qk. Pour la déterminer, on exploite le lemme d'inversion matriielle relativementlassique et aussi appelé lemme de Shur :Lemme 3 Soient A une matrie inversible de taille m ×m et les matries B, C et D de taillesrespetives n−m× n−m, n−m×m et m× n−m, n > m, alors
(

A D
C B

)−1

=

(
A−1 + A−1D∆−1CA−1 −A−1D∆−1

−∆−1CA−1 ∆−1

)où ∆ = B − CA−1D.Appliquons e lemme à notre matrie qui se déompose par blos de la façon suivante
Qk =

(
σ2

kI2 + Qxy
k σφbkCθ

k

σφbkC∗
θ

k
σ2

θk
+ σ2

φ

)

. (B.17)Dans l'expression préédente, on a posé σk = σδtk et σθk
= σθδtk. Déterminons tout d'abordl'inverse du blo supérieur gauhe de taille 2× 2.
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k 205Inverse de σ2

kI2 + Qxy
k

A = σ2
kI2 + Qxy

k =

(
σ2

k + a2
k c2

θk+φk
+ b2

ks2
θk+φk

(a2
k − b2

k) cθk+φk
sθk+φk

(a2
k − b2

k) cθk+φk
sθk+φk

σ2
k + a2

k s2
θk+φk

+ b2
kc2

θk+φk

)

.Le déterminant de ette matrie est donnée par l'expression suivante.
dk = (a2

kc2
θk+φk

+ b2
ks2

θk+φk
+ σ2

k)(a2
ks2

θk+φk
+ b2

kc2
θk+φk

+ σ2
k)− (a2

k − b2
k)2c2

θk+φk
s2

θk+φk

= a2
kb2

k(s4
θk+φk

+ c4
θk+φk

+ 2c2
θk+φk

s2
θk+φk

) + σ2
k(a2

k + b2
k)(c2

θk+φk
+ s2

θk+φk
) + σ4

k

= a2
kb2

k(s2
θk+φk

+ c2
θk+φk

)2 + σ2
k(a2

k + b2
k) + σ4

k

= a2
kb2

k + σ2
k(a2

k + b2
k) + σ4

ksoit
dk = (a2

k + σ2)(b2
k + σ2

k). (B.18)On en déduit l'expression de l'inverse de A

A−1 =
1

dk

(
σ2 + a2

k s2
θk+φk

+ b2
kc2

θk+φk
−(a2

k − b2
k) cθk+φk

sθk+φk

−(a2
k − b2

k) cθk+φk
sθk+φk

σ2 + a2
k c2

θk+φk
+ b2

ks2
θk+φk

)

=
1

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}
.

(B.19)en posant
Mk =

(
a2

k s2
θk+φk

+ b2
kc2

θk+φk
−(a2

k − b2
k) cθk+φk

sθk+φk

−(a2
k − b2

k) cθk+φk
sθk+φk

a2
k c2

θk+φk
+ b2

ks2
θk+φk

)

. (B.20)On peut adopter plusieurs éritures pour la matrie Mk. Tout d'abord, elle s'exprime en fontionde la matrie de rotation d'angle θk + φk + π
2

Mk = R∗
θk+φk+ π

2
Diag

(
a2

k, b2
k

)
Rθk+φk+ π

2
.Une autre formulation peut être obtenue en onsidérant les veteurs orthogonaux Gθ

k
et Cθ

k
:

Mk = a2
k

(
s2

θk+φk
−cθk+φk

sθk+φk

−cθk+φk
sθk+φk

c2
θk+φk

)

+ b2
k

(
c2
θk+φk

cθk+φk
sθk+φk

cθk+φk
sθk+φk

s2
θk+φk

)Les veteurs Gθ
k
et Cθ

k
sont unitaires, e qui donne

Mk = a2
k Cθk

C∗
θk

+ b2
k Gθ

k
G∗

θ
k
. (B.21)De ette ériture et de la relation d'orthogonalité entre Gθ

k
et Cθ

k
, on déduit de façon immédiateles propriétés suivantes

MkCθk
= a2

kCθk
C∗

θk
Cθk

= a2
k||Cθk

||2Cθksoit
MkCθk

= a2
kCθk

. (B.22)De même, on montre diretement
MkGθ

k
= b2

k Gθ
k

(B.23)et M∗
k = Mk.Considérons les autres omposantes matriielles impliquées dans l'appliation du lemme d'inver-sion. Dans notre as, la matrie B est une onstante et vaut B = σ2

φ + σ2
θk

et les matries C et Dsont des veteurs véri�ant D = C∗ = σφbkCθ
k
.



206 Quelques éléments de alul pour la BCRBLa matrie ∆. Dans le as onsidéré ii ∆ est un nombre réel. Nous allons le préiser en utili-sant l'expression de A−1 en fontion de la matrie Mk, que le veteur Cθ
k
est unitaire et la relationdérivée préédemment à l'équation (B.22). On a don

∆ = (σ2
φ + σ2

θk
)−

σ2
φb2

k

dk
C∗

θk

{
σ2

kI2 + Mk

}
Cθk

= (σ2
φ + σ2

θk
)−

σ2
φb2

k

dk

(
σ2

kC∗
θk

Cθk
+ C∗

θk
MkCθk

)

= (σ2
φ + σ2

θk
)−

σ2
φb2

k

dk

(
σ2

k||Cθk
||2 + C∗

θk
a2

kCθk

)
= (σ2

φ + σ2
θk

)−
σ2

φb2
k

dk

(
σ2

k||Cθk
||2 + a2

k||Cθk
||2
)

= (σ2
φ + σ2

θk
)−

1σ2
φb2

k

dk

(
σ2

k + a2
k

)
||Cθk

||2 = (σ2
φ + σ2

θk
)−

σ2
φb2

k

dk

(
σ2

k + a2
k

)

= (σ2
φ + σ2

θk
)−

σ2
φb2

k

dk
(σ2

k + a2
k)En substituant dk par son expression (a2

k + σ2)(b2
k + σ2

k) obtenue à l'équation (B.18), on arrive àla relation
∆ =

(σ2
k + b2

k)σ2
θk

+ σ2
kσ2

φ

(σ2
k + b2

k)
(B.24)Remarque. La valeur obtenue est ohérente ave l'analyse du omportement du système lorsquel'on onsidère que les erreurs sur l'appliation des ommandes sont nulles. En e�t, dans ette on�-guration, bk = σφ = 0, et don ∆ = σ2

θk
qui se restreint uniquement à l'inertitude sur induite surl'orientation par la modélisation adoptée.La matrie A−1 + A−1D∆−1CA−1. De même, nous utilisons les résultats démontrés préédem-ment. ∆ étant une onstante, en substituant les matries par leurs expressions respetives, onobtient

A−1 + A−1D∆−1CA−1 =
1

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}
+ ∆−1

σ2
φb2

k

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}
Cθk

C∗
θk

1

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}

=
1

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}
+

σ2
φb2

k

∆d2
k

{
σ2

kCθk
C∗

θk
+ MkCθk

C∗
θk

} {
σ2

kI2 + Mk

}

=
1

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}
+

σ2
φb2

k(σ2
k + a2

k)

∆d2
k

Cθk
C∗

θk

{
σ2

kI2 + Mk

}

=
1

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}
+

σ2
φb2

k(σ2
k + a2

k)

∆d2
k

{
σ2

kCθk
C∗

θk
+ Cθk

C∗
θk

Mk

}

=
1

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}
+

σ2
φb2

k(σ2
k + a2

k)

∆d2
k

{
σ2

kCθk
C∗

θk
+ Cθk

(MkCθk
)∗
}

=
1

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}
+

σ2
φb2

k(σ2
k + a2

k)2

∆d2
k

Cθk
C∗

θk

=
1

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}
+

σ2
φb2

k

∆(σ2
k + b2

k)2
Cθk

C∗
θken utilisant l'expression du déterminant donnée à l'équation (B.18). En outre, on a ∆(σ2

k + b2
k)2 =

(σ2
k + b2

k)((σ2
k + b2

k)σ2
θk

+ σ2
kσ2

φ). Il est alors possible d'érire ette matrie en fontion des veteursorthogonaux Cθk
et Gθ

k
à partir de l'équation (B.21) préisant Mk.

A−1 + A−1D∆−1CA−1 = α
(0)
k I2 + α

(1)
k Cθk

C∗
θk

+ α
(2)
k Gθ

k
G∗

θ
k

(B.25)
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k 207Dans la suite, nous utiliserons la notation Lk pour ette matrie. Les oe�ients α

(i)
k , i = 0, 1, 2sont dé�nis au niveau de l'aquation B.26

α
(0)
k =

σ2
k

dk
=

σ2
k

(a2
k + σ2

k)(b2
k + σ2

k)
,

α
(1)
k =

a2
k

(a2
k + σ2

k)(b2
k + σ2

k)
+

b2
kσ2

φ

(σ2
k + b2

k)((σ2
k + b2

k)σ2
θk

+ σ2
kσ2

φ)
,

α
(2)
k =

b2
k

dk
=

b2
k

(a2
k + σ2

k)(b2
k + σ2

k)

(B.26)Remarque : A nouveau, si nous supposons l'appliation des ommandes exemptes d'erreur, 'est-à-dire que ak = bk = σφ = 0, on a α
(1)
k = α

(2)
k = 0 et α

(0)
k = σ−2

k . On retrouve bien l'inverse de lamatrie ovariane sur le modèle mais restreinte aux omposantes de position.La matrie −A−1D∆−1.
−A−1D∆−1 = −

σφbk

dk

{
σ2

kI2 + Mk

}
Cθk

∆−1

= −
σφbk

∆dk

{
σ2

kCθk
+ MkCθk

}

= −
σφbk

∆dk

{
σ2

kCθk
+ a2

kCθk

}

= −
σφbk(σ2

k + a2
k)

∆dk
Cθk

.En substituant les di�érentes quantités ∆ et dk par leur expression respetive, on déduit
−A−1D∆−1 = −

σφbk

(σ2
k + b2

k)σ2
θk

+ σ2
kσ2

φ

Cθk
:=− α

(3)
k Cθk

. (B.27)La matrie −∆−1CA−1. Elle est obtenue par transposition de −A−1D∆−1

−∆−1CA−1 = −α
(3)
k C∗

θk
(B.28)B.2.2 Calul de tr(Q−1

k dQk/dθkQ
−1
k dQk/dθk

)Dans la setion préédente, nous avons montré que l'inverse de la matrie de ovaraine del'équation de prédition avait une ériture équivalente à
Q−1

k =

(
Lk Hk

H∗
k αk

) (B.29)ave l'expression des matries blos
Lk = α

(0)
k I2 + α

(1)
k Cθk

C∗
θk

+ α
(2)
k Gθ

k
G∗

θ
k
, Hk = −α

(3)
k Cθk

,

αk =
(σ2

k + b2
k)

(σ2
k + b2

k)σ2
θk

+ σ2
kσ2

φ

, α
(0)
k =

σ2
k

(a2
k + σ2

k)(b2
k + σ2

k)
,

α
(1)
k =

a2
k

(a2
k + σ2

k)(b2
k + σ2

k)
+

b2
kσ2

φ

(σ2
k + b2

k)((σ2
k + b2

k)σ2
θk

+ σ2
kσ2

φ)
,

α
(2)
k =

b2
k

(a2
k + σ2

k)(b2
k + σ2

k)
, α

(3)
k =

σφbk

(σ2
k + b2

k)σ2
θk

+ σ2
kσ2

φ

.

(B.30)



208 Quelques éléments de alul pour la BCRBOn peut déduire plusieurs relation entre es oe�ients qui seront utilement exploitées par la suite.
α

(0)
k + α

(2)
k =

1

σ2
k + a2

k

α
(0)
k + α

(1)
k =

1

σ2
k + b2

k

+
σφbk

σ2
k + b2

k

α
(3)
k

α
(2)
k + α

(1)
k =

qk

(σ2
k + b2

k)(σ2
k + a2

k)
−

σφbk

σ2
k + b2

k

α
(3)
k

σφbkαk = (σ2
k + b2

k)α
(3)
k

(B.31)
On rappelle également que

dQk

dθk
=

(
qkNk σφbkGθ

k

σφbkG∗
θ

k
0

)En appliquant les propriétés de alul matriiel par blos, l'expression de la trae devienttr(Q−1
k

dQk

dθk
Q−1

k

dQk

dθk

)

= tr((qkLkNk + σφbkHkG∗
θ

k

)2

+
(
σφbkLkGθ

k

) (

H∗
kqkNk + αkσφbkG∗

θ
k

))

+
(

H∗
kqkNk + αkσφbkG∗

θ
k

) (
σφbkLkGθ

k

)
+ σ2

φb2
k

(
H∗

kGθ
k

)2

= tr((qkLkNk + σφbkHkG∗
θ

k

)2
)

+ tr((σφbkLkGθ
k

)(

qkH∗
kNk + αkσφbkG∗

θ
k

))

+
(

qkH∗
kNk + αkσφbkG∗

θ
k

) (
σφbkLkGθ

k

)
+ σ2

φb2
k

(
H∗

kGθ
k

)2Nous avons montré que le veteur Hk est olinéaire à Cθ
k
, il est don orthogonal à Gθ

k
. De plus,en développant les produits, l'équation préédente est équivalente àtr(Q−1

k

dQk

dθk
Q−1

k

dQk

dθk

)

= tr((qkLkNk + σφbkHkG∗
θ

k

)2
)

+ qkσφbktr(LkGθ
k
H∗

kNk

)

+ αkσ2
φb2

ktr(LkGθ
k
G∗

θ
k

)

+ qkσφbkH∗
kNkLkGθ

k

+ αkσ2
φb2

kG∗
θ

k
LkGθ

k

(B.32)Détaillons le alul des termes impliqués dans ette relation.La matrie LkGθ
k
.Reprenons la formulation de Lk en fontion des veteurs Cθ

k
et Gθ

k
. On a, en utilisant l'or-thogonalité de es deux veteurs.

LkGθ
k

=
(

α
(0)
k I2 + α

(1)
k Cθk

C∗
θk

+ α
(2)
k Gθ

k
G∗

θ
k

)

Gθ
k

= α
(0)
k Gθ

k
+ α

(2)
k Gθ

k
||Gθ

k
||2.or ||Gθ

k
||2 = 1, e qui amène

LkGθ
k

= (α
(0)
k + α

(2)
k )Gθ

k
.De même, on peut déliner la relation LkCθ

k
= (α

(0)
k + α

(1)
k )Cθ

k
. On peut déduire de e résultatque tr(LkGθ

k
G∗

θ
k

)

= (α
(0)
k + α

(2)
k )tr(Gθ

k
G∗

θ
k

)

= (α
(0)
k + α

(2)
k )||Gθ

k
||2 = (α

(0)
k + α

(2)
k )et que

G∗
θ

k
LkGθ

k
= (α

(0)
k + α

(2)
k )G∗

θ
k
Gθ

k
= (α

(0)
k + α

(2)
k )||Gθ

k
||2 = (α

(0)
k + α

(2)
k ).
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k 209Ave en plus la relation NkGθ

k
= Cθ

k
, il est alors possible de déduire l'expression du terme

H∗
kNkLkGθ

k

H∗
kNkLkGθ

k
= (α

(0)
k + α

(2)
k )H∗

kNkGθ
k

= (α
(0)
k + α

(2)
k )H∗

kCθ
k

= −α
(3)
k (α

(0)
k + α

(2)
k )||Cθ

k
||2

= −α
(3)
k (α

(0)
k + α

(2)
k )Ce qui donne en dé�nitive

H∗
kNkLkGθ

k
= −α

(3)
k (α

(0)
k + α

(2)
k ). (B.33)Le terme tr(LkGθ

k
H∗

kNk

) équivaut à (α
(0)
k + α

(2)
k )tr(Gθ

k
H∗

kNk

). En utilisant les propriétés del'opérateur trae, il vienttr(Gθ
k
H∗

kNk

)
= tr(NkGθ

k
H∗

k

)
= tr(Cθ

k
H∗

k

)
= H∗

kCθ
k

= −α
(3)
k C∗

θ
k
Cθ

k
.On se ramène au alul du terme B.33 et dontr(LkGθ

k
H∗

kNk

)
= −α

(3)
k (α

(0)
k + α

(2)
k ). (B.34)Il reste à déterminer le terme tr((qkLkNk + σφbkHkG∗

θ
k

)2
) qui se déompose en trois parties

q2
ktr((LkNk)

2
), 2qkσφbktr(LkNkHkG∗

θ
k

) et σ2
φb2

ktr(HkG∗
θ

k
HkG∗

θ
k

). La dernière omposante pro-portionnelle à tr(HkG∗
θ

k
HkG∗

θ
k

) fait apparaître le produit salaire H∗
kGθ

k
. Or Hk et Gθ

k
sontorthogonaux, on en déduit don tr(HkG∗

θ
k
HkG∗

θ
k

)

= 0. (B.35)Pour le terme intermédiaire, en utilisant l'expression de Hk et la relation NkCθ
k

= Gθ
k
, il peutêtre déliné omme suit tr(LkNkHkG∗

θ
k

)

= −α
(3)
k tr(LkNkCθ

k
G∗

θ
k

)

= −α
(3)
k tr(LkGθ

k
G∗

θ
k

)

.En utilisant le alul de tr(Gθ
k
G∗

θ
k

) présenté plus haut, on a
⇔ tr(LkNkHkG∗

θ
k

)

= −α
(3)
k (α

(0)
k + α

(2)
k ). (B.36)En�n, intéressons-nous au terme tr(LkNkLkNk) = tr(NkLkNkLk). On utilise ii la propriété deommutativité de la trae et l'expression de Lk fontion des veteurs Cθk

, Gθ
k
et de la matrieidentité I2. On a d'abord

NkLk = Nk

(

α
(0)
k I2 + α

(1)
k Cθk

C∗
θk

+ α
(2)
k Gθ

k
G∗

θ
k

)

= α
(0)
k Nk + α

(1)
k NkCθk

C∗
θk

+ α
(2)
k NkGθ

k
G∗

θ
k

= α
(0)
k Nk + α

(1)
k Gθ

k
C∗

θk
+ α

(2)
k Cθ

k
G∗

θ
k

= (α
(0)
k + α

(1)
k )Gθ

k
C∗

θk
+ (α

(0)
k + α

(2)
k )Cθ

k
G∗

θ
k

(B.37)
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NkLkNkLk =

(

(α
(0)
k + α

(1)
k )Gθ

k
C∗

θk
+ (α

(0)
k + α

(2)
k )Cθ

k
G∗

θ
k

)

(

(α
(0)
k + α

(1)
k )Gθ

k
C∗

θk
+ (α

(0)
k + α

(2)
k )Cθ

k
G∗

θ
k

)

= (α
(0)
k + α

(1)
k )2Gθ

k
C∗

θ
k
Gθ

k
C∗

θ
k

+ (α
(0)
k + α

(1)
k )(α

(0)
k + α

(2)
k )(Gθ

k
C∗

θ
k
Cθ

k
G∗

θ
k

+ Cθ
k
G∗

θ
k
Gθ

k
C∗

θ
k
) + (α

(0)
k + α

(2)
k )2Gθ

k
C∗

θ
k
Cθ

k
G∗

θ
kEn utilisant le fait que les veteurs Gθ

k
sont unitaires et orthogonaux, ela permet de déduire

NkLkNkLk = (α
(0)
k + α

(1)
k )2Gθ

k
0 C∗

θ
k

+ (α
(0)
k + α

(1)
k )(α

(0)
k + α

(2)
k )(Gθ

k
1 G∗

θ
k

+ Cθ
k
1 C∗

θ
k
)

+ (α
(0)
k + α

(2)
k )2Gθ

k
0 G∗

θ
k

= (α
(0)
k + α

(1)
k )(α

(0)
k + α

(2)
k )(Gθ

k
G∗

θ
k

+ Cθ
k
C∗

θ
k
).On en déduite dontr(NkLkNkLk) = (α

(0)
k + α

(1)
k )(α

(0)
k + α

(2)
k )tr(Gθ

k
G∗

θ
k

+ Cθ
k
C∗

θ
k
)

= (α
(0)
k + α

(1)
k )(α

(0)
k + α

(2)
k )tr(Gθ

k
G∗

θ
k
) + tr(Cθ

k
C∗

θ
k
)

= (α
(0)
k + α

(1)
k )(α

(0)
k + α

(2)
k )(||Gθ

k
||2 + ||Cθ

k
||2).

(B.38)On obtient don l'expression suivantetr(NkLkNkLk) = 2(α
(0)
k + α

(1)
k )(α

(0)
k + α

(2)
k ). (B.39)Au �nal, l'expression de la trae reherhée est une fontionnelle qui dépend des paramètres d'in-ertitudes sur les ommandes et sur le modèle de dynamique et aussi des ommandes appliquées àl'instant k. tr(Q−1

k

dQk

dθk
Q−1

k

dQk

dθk

)

= 2 q2
k(α

(0)
k + α

(1)
k )(α

(0)
k + α

(2)
k )

2
(

α
(0)
k + α

(2)
k

)

σφbk

(

αkσφbk − 2qkα
(3)
k

)Nous pouvons enore simpli�er ette expression en remarquant à partir des relations préisées àl'équation (B.31)
αkσφbk − 2qkα

(3)
k = (σ2

k + b2
k)α

(3)
k − 2qkα

(3)
k = (σ2

k + b2
k − 2qk)α

(3)
k .On en déduite don l'expression en fontion des paramètres bk, σk, σφ et α

(0)
k i = 0, 1, 2, 3

g1
k = tr(Q−1

k

dQk

dθk
Q−1

k

dQk

dθk

)

= 2
(

α
(0)
k + α

(2)
k

)(

q2
k(α

(0)
k + α

(1)
k ) + σφbk(σ2

k + b2
k − 2qk)α

(3)
k

)(B.40)On peut obtenir une expression qui ne dépend que des paramètres ak, bk, σk, σφ et α
(3)
k . Ene�et, reprenons les relations déduites à l'équation (B.31) et subtituons les termes α

(0)
k + α

(2)
k et

α
(0)
k + α

(1)
k dans l'équation préédente. On a,
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g1
k = 2

1

σ2
k + a2

k

(

q2
k(

1

σ2
k + b2

k

+
σφbk

σ2
k + b2

k

α
(3)
k ) + σφbk(σ2

k + b2
k − 2qk)α

(3)
k

)

= 2
1

σ2
k + a2

k

(
q2
k

σ2
k + b2

k

+
q2
k + (σ2

k + b2
k)(σ2

k + b2
k − 2qk)

σ2
k + b2

k

σφbkα
(3)
k

)

= 2
1

(σ2
k + a2

k)(σ2
k + b2

k)

(

q2
k + (q2

k + (σ2
k + b2

k)(σ2
k + b2

k − 2qk))σφbkα
(3)
k

)

= 2
1

(σ2
k + a2

k)(σ2
k + b2

k)

(

q2
k + (q2

k + (σ2
k + b2

k)2 − 2qk(σ2
k + b2

k))σφbkα
(3)
k

)

= 2
1

(σ2
k + a2

k)(σ2
k + b2

k)

(

q2
k + (qk − (σ2

k + b2
k))2)σφbkα

(3)
k

)En remplaçant qk par son expression b2
k − a2

k, on arrive à l'expression suivante
g1

k = 2
(b2

k − a2
k)2 +

(
σ2

k + a2
k

)2
σφbkα

(3)
k

(σ2
k + a2

k)(σ2
k + b2

k)
(B.41)B.3 Eléments pour le alul de D22

kConsidérons un amer fl et supposons le mobile dans l'état Xk+1 à l'instant tk+1. La varianesur la mesure de distane assoiée issue de fl dans le as du modèle M1 est
σdk+1,l = σd d (Xk+1, fl)

γ , γ ≥ 1.Nous devons préiser les dérivées de l'éart-type et de la variane par rapport aux variables deposition et d'angle.Dérivées de σdk+1,l

∂σdk+1,l

∂xk+1
= σd

∂
(
(xk+1 − xl)

2 + (xk+1 − xl)
2
) γ

2

∂xk+1

= γ (xk+1 − xl)σd

(
(xk+1 − xl)

2 + (xk+1 − xl)
2
) γ

2−1

= γ
(xk+1 − xl)

((xk+1 − xl)2 + (xk+1 − xl)2)
σd

(
(xk+1 − xl)

2 + (xk+1 − xl)
2
) γ

2On reonnaît la omposante suivant l'axe des absisses du veteur formé par le mobile et l'amer.En utilisant la notation ∆xl
k+1 = xl − xk+1, on en déduit par substitution

∂σdk+1,l

∂xk+1
= −γ

∆xl
k+1

ρk+1
il

2 σd

(
(xk+1 − xl)

2 + (xk+1 − xl)
2
) γ

2

= −γ
∆xl

k+1

ρk+1
il

2 σdk+1,lDe même, on a pour la omposante yk+1

∂σdk+1,l

∂yk+1
= −γ

∆yl
k+1

ρk+1
il

2 σdk+1,l.On peut maintenant déduire les dérivées partielles du seond ordre. On a, pour la omposante
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xk+1,

∂2σdk+1,l

∂2xk+1
= −γ

(

− 1

ρk+1
il

2 σdk+1,l + 2
∆xl

k+1∆xl
k+1

ρk+1
il

4 σdk+1,l − γ
∆xl

k+1

ρk+1
il

2

∆xl
k+1

ρk+1
il

2 σdk+1,l

)

.

=
γ

ρk+1
il

2

(

1 + (γ − 2)
∆xl

k+1

2

ρk+1
il

2

)

σdk+1,let de même
∂2σdk+1,l

∂2yk+1
=

γ

ρk+1
il

2

(

1 + (γ − 2)
∆yl

k+1

2

ρk+1
il

2

)

σdk+1,l.Pour la dérivée roisée, on a
∂2σdk+1,l

∂yk+1∂xk+1
= −γ

(

2
∆xl

k+1∆yl
k+1

ρk+1
il

4 σdk+1,l − γ
∆xl

k+1

ρk+1
il

2

∆yl
k+1

ρk+1
il

2 σdk+1,l

)

.

=
γ

ρk+1
il

2 (γ − 2)
∆xl

k+1

ρk+1
il

2

∆yl
k+1

ρk+1
il

2 σdk+1,l.Dérivées de σ2
dk+1,l

∂σ2
dk+1,l

∂xk+1
= σ2

d

∂
(
(xk+1 − xl)

2 + (xk+1 − xl)
2
)γ

∂xk+1

= 2γ (xk+1 − xl)σ
2
d

(
(xk+1 − xl)

2 + (xk+1 − xl)
2
)γ−1

= 2γ
(xk+1 − xl)

((xk+1 − xl)2 + (xk+1 − xl)2)
σ2

d

(
(xk+1 − xl)

2 + (xk+1 − xl)
2
)γEn utilisant la notation ∆xl

k+1 = xl − xk+1, on en déduit
∂σ2

dk+1,l

∂xk+1
= −2γ

∆xl
k+1

ρk+1
il

2 σ2
d

(
(xk+1 − xl)

2 + (xk+1 − xl)
2
)γ

= −2γ
∆xl

k+1

ρk+1
il

2 σ2
dk+1,lDe même, on a pour la omposante yk+1

∂σ2
dk+1,l

∂yk+1
= −2γ

∆yl
k+1

ρk+1
il

2 σ2
dk+1,l.



Annexe CDétails du alul de J1, J2 et J3La détermination des oûts J1, J2 et J3 néessite de déterminer les primitives de frationsrationnelles de la forme Le alul des di�érents termes néessite don la détermination d'intégralesde la forme : (n ∈ {1, 2, 3}, l ∈ {i, j, k}) :
H(n)(l, u, v, x−, x+) =

∫ x+

x−

ux + v

(alx2 + blx + cl)n
dx (C.1)C.1 IntégrationPour déterminer es grandeurs, on exploite la propriété d'intégration par parties et les primitivessuivantes :

∫ x+

x−

dx

ax2 + bx + c
=

2√
D

(

arctan

(
2 a x+ + b√

D

)

− arctan

(
2 a x− + b√

D

))

=
2√
D

arctan
2
√

Da(x+ − x−)

D + (2ax+ + b)(2ax− + b))

(C.2)en utilisant la propriété remarquable arctanα− arctanβ = arctan α−β
1+αβ

∀n,

∫ x+

x−

dx

(ax2 + bx + c)n+1
=

1

n D

(
2 a x+ + b

(ax2
+ + bx+ + c)n

− 2 a x− + b

(ax2
− + bx− + c)n

)

+
2 (2n− 1) a

nD

∫ x+

x−

dx

(ax2 + bx + c)n

(C.3)
∫ x+

x−

xdx

ax2 + bx + c
=

1

2 a
ln

(
ax2

+ + bx+ + c

ax2
− + bx− + c

)

− b

2 a

∫ x+

x−

dx

ax2 + bx + c
(C.4)et

∀n,

∫ x+

x−

xdx

(ax2 + bx + c)n+1
=
−1

n D

(
2 c + bx+

(ax2
+ + bx+ + c)n

− 2 c + bx−
(ax2

− + bx− + c)n

)

− b (2n− 1)

nD

∫ x+

x−

dx

(ax2 + bx + c)n

(C.5)ave D = 4ac− b2. 213



214 Détails du alul de J1, J2 et J3Pour n=1 On obtient en s'appuyant sur les propriétés préédentes, en notant Dl = 4alcl − b2
l

H(1)(l, u, v, x−, x+) = u

∫ x+

x−

xdx

alx2 + blx + cl
+ v

∫ x+

x−

1

alx2 + blx + cl
dx

=
u

2 al
ln

(
alx

2
+ + blx+ + cl

alx2
− + blx− + cl

)

+

(

v − bl u

2 al

)∫ x+

x−

dx

alx2 + blx + cl

=
u

2 al
ln

(
pl(x+)

pl(x−)

)

+
2√
Dl

(

v − bl u

2 al

)

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl))

=
u

2 al
ln

(
pl(x+)

pl(x−)

)

+
2 alv − blu

al

√
Dl

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)) (C.6)Ce qui équivaut à
H(1)(l, u, v, x−, x+) = ν

(1)
l ln

(
pl(x+)

pl(x−)

)

+ µ
(1)
l arctan

2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)
. (C.7)ave ν

(1)
l := u

2 al
et µ

(1)
l :=2 al v − bl u

al

√
Dl

.Pour n=2 On a
H(2)(l, u, v, x−, x+) = u

∫ x+

x−

xdx

(alx2 + blx + cl)2
+ v

∫ x+

x−

1

(alx2 + blx + cl)2
dx

=
−u

Dl

(
2 cl + blx+

pl(x+)
− 2 cl + blx−

pl(x−)

)

− u bl

Dl

∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)

+ v

∫ x+

x−

1

(alx2 + blx + cl)2
dx

=
−u

Dl

(
2 cl + blx+

pl(x+)
− 2 cl + blx−

pl(x−)

)

− 2 u bl

D
3
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)
+ v

∫ x+

x−

1

(alx2 + blx + cl)2
dx(C.8)or

∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)2
=

1

Dl

(
2 al x+ + bl

(alx2
+ + blx+ + cl)

− 2 a x− + bl

(alx2
− + blx− + cl)

)

+
2 al

Dl

∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)

=
1

Dl

(
2 al x+ + bl

(alx2
+ + blx+ + cl)

− 2 a x− + bl

(alx2
− + blx− + cl)

)

+
4 al

D
3
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)

=
1

Dl

(
2 al x+ + bl

pl(x+)
− 2 a x− + bl

pl(x−)

)

+
4 al

D
3
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)

(C.9)



Intégration 215on en déduit don
H(2)(l, u, v, x−, x+) =

−u

Dl

(
2 cl + blx+

pl(x+)
− 2 cl + blx−

pl(x−)

)

− 2 u bl

D
3
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)

+ v
1

Dl

(
2 al x+ + bl

pl(x+)
− 2 a x− + bl

pl(x−)

)

+ v

(

4 al

D
3
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)

)

=
1

Dl

(
(2alv − blu)x+ + (blv − 2ucl)

pl(x+)
− (2alv − blu)x− + (blv − 2ucl)

pl(x−)

)

+
2 (2alv − blu)

D
3
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)

=
1

Dl

(

ν
(2,1)
l x+ + ν

(2,2)
l

pl(x+)
− ν

(2,1)
l x− + ν

(2,2)
l

pl(x−)

)

+ µ
(2)
l arctan

2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl) (C.10)ave ν
(2,1)
l = (2 al v − bl u), ν

(2,2)
l = (bl v − 2 u cl) et µ

(2)
l =

2 ν
(2,1)
l

D
3
2
l

.Pour n=3 On a
H(3)(l, u, v, x−, x+) = u

∫ x+

x−

xdx

(alx2 + blx + cl)3
+ v

∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)3
(C.11)Le premier terme se déompose omme suit en utilisant également C.9 :

∫ x+

x−

xdx

(alx2 + blx + cl)3
=
−1

2 Dl

(
2 cl + blx+

p2
l (x+)

− 2 cl + blx−
p2

l (x−)

)

− 3 bl

2Dl

∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)2

=
−1

2 Dl

(
2 cl + blx+

p2
l (x+)

− 2 cl + blx−
p2

l (x−)

)

− 3 bl

2D2
l

(
2 al x+ + bl

pl(x+)
− 2 a x− + bl

pl(x−)

)

− 3 bl

2Dl

(

4 al

D
3
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)

)

=
−1

2 Dl

(
2 cl + blx+

p2
l (x+)

− 2 cl + blx−
p2

l (x−)

)

− 3 bl

2D2
l

(
2 al x+ + bl

pl(x+)
− 2 a x− + bl

pl(x−)

)

− 6 blal

D
5
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)

(C.12)



216 Détails du alul de J1, J2 et J3Le seond terme se déduit également à partir de C.9
∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)3
=

1

2 Dl

(
2 al x+ + bl

p2
l (x+)

− 2 a x− + bl

p2
l (x−)

)

+
3 al

Dl

∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)2

=
1

2 Dl

(
2 al x+ + bl

p2
l (x+)

− 2 a x− + bl

p2
l (x−)

)

+
3 al

D2
l

(
2 al x+ + bl

pl(x+)
− 2 a x− + bl

pl(x−)

)

+
12 a2

l

D
5
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl) (C.13)Ce qui donne au �nal
H(3)(l, u, v, x−, x+) =

1

2 Dl

(

ν
(2,1)
l x+ + ν

(2,2)
l

p2
l (x+)

− ν
(2,1)
l x− + ν

(2,2)
l

p2
l (x−)

)

+
3 ν

(2,1)
l

2 d2
l

(
2 al x+ + bl

pl(x+)
− 2 a x− + bl

pl(x−)

)

+
3 al µ

(2)
l

Dl
arctan

2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)

(C.14)
Pour n=4 On a

H(4)(l, u, v, x−, x+) = u

∫ x+

x−

xdx

(alx2 + blx + cl)4
+ v

∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)4
(C.15)par intégration par partie et en utilisant C.13

∫ x+

x−

xdx

(alx2 + blx + cl)4
=
−1

3 Dl

(
2 cl + blx+

p3
l (x+)

− 2 cl + blx−
p3

l (x−)

)

− 5 bl

3 Dl

∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)3

=
−1

3 Dl

(
2 cl + blx+

p3
l (x+)

− 2 cl + blx−
p3

l (x−)

)

− 5 bl

6 D2
l

(
2 al x+ + bl

p2
l (x+)

− 2 a x− + bl

p2
l (x−)

)

− 5 blal

D3
l

(
2 al x+ + bl

pl(x+)
− 2 a x− + bl

pl(x−)

)

− 20 bla
2
l

D
7
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl) (C.16)de même,
∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)4
=

1

3 Dl

(
2 al x+ + bl

p3
l (x+)

− 2 a x− + bl

p3
l (x−)

)

+
10 al

3 Dl

∫ x+

x−

dx

(alx2 + blx + cl)3

=
1

3 Dl

(
2 al x+ + bl

p3
l (x+)

− 2 a x− + bl

p3
l (x−)

)

+
5 al

3 D2
l

(
2 al x+ + bl

p2
l (x+)

− 2 a x− + bl

p2
l (x−)

)

+
10 a2

l

D3
l

(
2 al x+ + bl

pl(x+)
− 2 a x− + bl

pl(x−)

)

+
40 a3

l

D
7
2

l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl) (C.17)
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H(4)(l, u, v, x−, x+) =

1

3 Dl

(

ν
(2,1)
l x+ + ν

(2,2)
l

p3
l (x+)

− ν
(2,1)
l x− + ν

(2,2)
l

p3
l (x−)

)

+
5 ν

(2,1)
l

6 D2
l

(
2 al x+ + bl

p2
l (x+)

− 2 a x− + bl

p2
l (x−)

)

+
5 al ν

(2,1)
l

D3
l

(
2 al x+ + bl

pl(x+)
− 2 a x− + bl

pl(x−)

)

+
20 a2

l µ
(2)
l

D2
l

arctan
2
√

Dlal(x+ − x−)

Dl + (2alx+ + bl)(2alx− + bl)

(C.18)
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Annexe DDérivation laplaienD.1 Eléments introdutifsConsidérons la fontionnelle fd(M) = ln(det(M)) dé�nie sur S+ et à valeurs dans R+. Ladérivée en M d'ordre 1 et 2, le long de la diretion dé�nie par une matrie B ∈ S est donnée par
f ′

d(M ; B) = −tr(M−1B) (D.1)
f ′′

d (M ; B) = tr(M−1BM−1) (D.2)et le gradient en M , f ′
d(M) = −M−1.Etant données des matrie A(η) et B(η) dont les oe�ients sont des fontions du paramètre réel

η, et pour toute appliation f dé�nie sur l'espae des matries assoiée, on a
∂f(A(η))

∂η
= f ′

(

A(η);
∂A(η)

∂η

)

,
∂tr(A(η))

∂η
= tr(∂A(η)

∂η

) (D.3)
∂A(η)B(η)

∂η
=

∂A(η)

∂η
B(η) + A(η)

∂B(η)

∂η
(D.4)et si A(η) est en plus non singulière

∂A−1(η)

∂η
= −A−1(η)

∂A(η)

∂η
A−1(η). (D.5)Intéressons nous aux dérivées par rapport à un paramètre η de l'appliation fd appliquée à unematrie A(X). En utilisant les propriétés préédentes,

∂fd(A(η))

∂η
= −tr(A(η)−1 ∂A(η)

∂η

)et don
∂2fd(A(η))

∂2η
= −tr(∂A(η)

−1

∂η

∂A(η)

∂η
+ A(η)−1 ∂2A(η)

∂2η

)

= tr(A(η)−1 ∂A(η)

∂η
A(η)−1 ∂A(η)

∂η
−A(η)−1 ∂2A(η)

∂2η

)

= tr(A(η)−1 ∂A(η)

∂η
A(η)−1 ∂A(η)

∂η

)

− tr(A(η)−1 ∂2A(η)

∂2η

)

(D.6)
219



220 Dérivation laplaienLorsque la matrie A dépend de deux paramètres η:=(η1, η2), on a
∂2fd(A(η))

∂η1∂η2
= −tr(∂A(η)

−1

∂η2

∂A(η)

∂η1
+ A(η)−1 ∂2A(η)

∂η2∂η1

)

= tr(A(η)−1 ∂A(η)

∂η2
A(η)−1 ∂A(η)

∂η1
−A(η)−1 ∂2A(η)

∂η2∂η1

)

= tr(A(η)−1 ∂A(η)

∂η2
A(η)−1 ∂A(η)

∂η1

)

− tr(A(η)−1 ∂2A(η)

∂η2∂η1

)

(D.7)Quelques rappels sur les dérivées vetoriellesSoit x ∈ R
n et f une appliation de R

n dans R. Le gradient de f(x) par rapport à x est dé-�ni par le veteur de dimention n véri�ant
∇x f(x):=







∂f(x)
∂x1...

∂f(x)
∂xn







(D.8)De même, pour une fontion g(x, y) de Rn ×Rp dans R, on dé�nit le Laplaien omme la matriede taille n× p suivante :
∆x

y :=∇y(∇∗
xg(x, y)) =







∂2f(x)
∂y1∂x1

· · · ∂2f(x)
∂y1∂xp...

∂2f(x)
∂yp∂x1

· · · ∂2f(x)
∂yp∂xp







(D.9)



Annexe EIntervalles de on�ane par laméthode du pro�l de VraisemblaneCe hapitre en anglais est extrait de l'artile :F. Celeste, F. Dambreville, J. P. Le Cadre. Evaluation of a robot learning and planning via ExtremeValue Theory, dans les ates de 10th International Conferene on Information Fusion, 9-12 Juillet2007.E.1 Derivation of the Value-at-Risk expressionLet X the random random variable of CDF F (x) and X1, · · · , XN a sample drawn from F .From equation (8.25) F (x) an be written as a funtion of Fu(y)

F (x) = (1 − F (u))Fu(x− u) + F (u)From the Pikands theorem, Fu an be replaed by the GPD distribution for u enough large.Moreover F (u) an be estimated by (N−Nu)
N where Nu is the number of observation whih exeedthe threshold u. We an dedue that

F (x) =
Nu

N

(

1−
(

1 +
ξ

σ
(x− u)

)− 1
ξ

)

+
(N −Nu)

Nwhih �nally gives
F (x) = 1− Nu

N

(

1 +
ξ

σ
(x− u)

)− 1
ξAs xp is de�ned as 1− p = F (xp), it an be easily derived from the above equation

xp = u +
σ

ξ

((
N

Nu
p

)−ξ

− 1

)E.2 Pro�le likelihood Con�dene intervalsThe pro�le-likelihood approah for on�dene intervals alulation is as follows. Let γ̂ be theMaximum Likelihood Estimate (MLE) of a parameter vetor γ = (γ1, · · · , γd) ∈ Γ ⊂ R
d and L(.)the log-likelihood funtion, it means :

γ̂ = arg max
γ∈Γ

L(γ)221



222 Intervalles de on�ane par la méthode du pro�l de VraisemblaneTo determine on�dene interval for γ̂, the log-likelihood funtion is onsidered as a funtion ofeah omponent u = γi by assuming the others as nuisane parameters and maximizing over
Γi(u) = {γ ∈ Γ|γi = u} :

fi(u) = max
γ∈Γi(u)

L(γ)

fi is alled the pro�le likelihood funtion related to omponent γi. It an be shown [CH74℄ that a
1− α on�dene interval of γi is given by :

CI(γi) =
{
u| − 2 [fi(u)− L(γ̂)] ≤ χ2

1,α

}where χ2
1,α is 1−α quantile of the χ2 distribution with 1 degree of freedom. Pratially, the boundsof the on�dene interval is given by �nding the root of the (nonlinear) funtion [VM88℄ :

Fi(u) = fi(u)− (L(γ̂)− 1

2
χ2

1,α)
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Résumé : Des avanées importantes ont été réalisées dans le domaine de la robotique mobile.L'usage roissant des robots terrestres et des drones de petite taille, n'est possible que par l'apportde apaités d'autonomie de mouvement dans l'environnement d'évolution. La problématique de laloalisation du système, par la mise en orrespondane de mesures issues des apteurs embarquésave des primitives ontenues dans une arte, est primordiale. Ce proessus, qui s'appuie sur lamise en oeuvre de tehniques de fusion, a été très étudié. Dans ette thèse, nous proposons dedé�nir des méthodes de plani�ation du mouvement d'un mobile, ave pour objetif de garantir uneperformane de loalisation à partir d'une arte inertaine donnée a priori, et e lors de l'exéution.Une méthode de génération ontr�lée de réalisations de artes bruitées, exploitant la théorie desproessus pontuels, est d'abord présentée. Cette base de artes permet de onstruire des artesmultiniveaux pour la loalisation. Le ritère d'optimisation est dé�ni à partir de fontionnellesde la borne de Cramèr-Rao a posteriori, qui tient ompte de l'inertitude sur la dynamique dumobile et sur la artographie. Nous proposons di�érentes approhes, basées sur la méthode deCross-Entropie pour obtenir des stratégies de déplaement ave des modèles de dynamique disretet ontinu. La qualité des solutions optimales fournies par es approhes heuristiques est analyséeen utilisant des résultats de la Théorie des Valeurs Extrêmes. En�n, nous esquissons une démarhepour l'amélioration iblée des artes sous ontrainte de ressoures a�n d'améliorer la performanede loalisation.Mots lefs : robotique, loalisation, proessus pontuel, Borne de Cramèr-Rao a Posteriori,plani�ation, méthode de Cross-Entropie, Théorie des Valeurs Extrêmes.Abstrat : Important improvements have been done in robotis. More and more mobile robotsand small unmanned aerial vehiles are planned to be used in di�erent appliations due to theirability to move autonomously in their environment. The loalisation task through the mathingbetween measurements provided from embedded sensors and features given in a map is essential.This proess whih is based on data fusion tehniques has been well studied. In this thesis, ourmain goal is to de�ne a methodology for o�-line path planning, in order to guarantee the bestperformane of loalization of the robot during motion exeution. This performane takes intoaount the unertainty of the system dynami and the unertainty of the given environment maprepresentation. First of all, we introdue a way to generate random outomes of the unertain mapfrom a model of errors using the point proess theory and produe a multi-level unertain map forloalization. Then, the riterion for the planning is built from the Posterior Cramèr-Rao Boundfor the estimation of the system dynami and the map unertainty. Both disrete and ontinuoussystem dynami models are onsidered. The planning problem is solved via heuristi approahesbased on the ross-entropy method. The analysis of the performane of the derived paths solutionis then made using the results of the extreme value theory. At the end, some ideas are introduedto demonstrate that the map quality an be improved under resoures onstraints regarding theloalization performane riterion.Keywords : Robotis, Loalization, point proess, Posterior Cramèr-Rao Bound, planning, TheCross Entropy method, Extreme Values Theory
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