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Chapitre 1
Introdu
tion

1.1 GénéralitésLa programmation multi-pro
esseur est un sujet an
ien, mais qui a dernièrement sus
ité unintérêt 
onsidérable. En e�et, traditionnellement réservé au 
al
ul s
ienti�que, le parallélismes'empare désormais des ordinateurs personnels et soulève à 
ette o

asion des problématiquesdi�érentes, telles que la fa
ilité d'utilisation ou la sé
urité. Cet élargissement des perspe
tives dudomaine d'une part, et la perspe
tive d'un 
hangement radi
al dans l'ar
hite
ture des ordinateursqui entraînera inévitablement une nouvelle façon d'envisager la programmation, d'autre part, fontque la re
her
he dans 
e domaine est très a
tive. Au
un paradigme de programmation généraln'a en
ore été massivement a

epté dans 
e 
ontexte.Ce travail parti
ipe à la re
her
he d'un tel paradigme, asso
iant la programmation de hautniveau au parallélisme a�n d'obtenir une stru
ture 
laire qui rende le parallélisme a

essible touten évitant qu'il soit sour
e de bogues di�
iles à identi�er. Il 
onsiste, pour la première partie,en une évolution du langage bsml, dont les premières idées ont été établies dans [Lou98℄. Denombreux travaux se sont atta
hés à établir un formalisme fort pour 
e langage, ave
 sémantiques,modèle de 
oûts, ma
hine abstraite, et
. Soutenu par 
es travaux, le présent do
ument étend bsmlde plusieurs façons, a�n d'en faire un langage général :� In
lusion de nouvelles fon
tionnalités, en parti
ulier impératives, telles que les ex
eptionset les référen
es, qui sont généralement 
onsidérées 
omme souhaitables dans un langagemoderne.� Amélioration de la sûreté du langage, ave
 la dé�nition d'un système de types 
ompletpermettant d'étendre la sûreté d'exé
ution fournie par le typage statique de langages fon
-tionnels tels que ML au parallélisme.� Dé�nition d'extensions syntaxiques qui rendent les programmes parallèles plus lisibles, etplus simples à é
rire.Ces évolutions font de bsml un langage 
omplet et utilisable, qui peut s'établir parmi lesparadigmes émergents pour le parallélisme. Un autre domaine, qui est une 
onséquen
e de la gé-néralisation du parallélisme mais reste relativement nouveau, est la 
erti�
ation de programmesparallèles. La deuxième partie de 
e travail développe, par l'exemple, une méthodologie de déve-loppement 
erti�é basée sur bsml, l'assistant de preuve Coq et les squelettes algorithmiques.1



2 Chapitre 1. Introdu
tion1.1.1 Parallélisme et 
al
ul s
ienti�queLe parallélisme est un moyen naturel pour multiplier la puissan
e de 
al
ul par rapport à lavitesse nominale des pro
esseurs. Les pro
esseurs traditionnels, séquentiels, évoluant à une vitesse
onsidérable, il a don
 pendant longtemps été utilisé pour anti
iper sur leur évolution dans lesappli
ations requérant une grande quantité de 
al
uls, 
omme les simulations et le 
al
ul s
ien-ti�que. Ave
 l'avènement des mi
ro-ordinateurs sont également apparues les grappes (�beowulf
lusters�, [SSB+95℄), qui, mettant en 
ommun la puissan
e d'un grand nombre d'ordinateurs bonmar
hé, ont un 
oût bien moindre que les super-
al
ulateurs.Ces ma
hines, dont la puissan
e ne fait qu'anti
iper de quelques années sur 
elle des or-dinateurs grand publi
, demandent une programmation déli
ate qui reste en a

ord ave
 leurutilisation. Ainsi, les outils de programmation parallèle sont longtemps restés peu a

essibles, etsont en
ore aujourd'hui souvent basés sur les langages Fortran ou C. Deux appro
hes du paral-lélisme de bas niveau se di�éren
ient par leur notion de mémoire : 
elle-
i peut être un espa
eunique auxquels a

èdent tous les pro
esseurs (mémoire partagée), ou bien des espa
es privésréservés à 
ha
un des pro
esseurs (mémoire distribuée). Les outils les plus 
onnus suivant 
ha-
une de 
es appro
hes sont OpenMP [CJvdP07℄, pour la mémoire partagée, et PVM [GBD+94℄ou MPI [SG98℄ pour la mémoire distribuée.PVM 
omme MPI laissent un 
ontr�le total de la gestion du parallélisme au programmeur :il s'agit, en quelque sorte, de 
ontr�ler individuellement 
ha
un des pro
esseurs ainsi que leursé
hanges de messages et leurs syn
hronisations, appro
he que nous appellerons 
on
urren
e.Cela permet un ajustement optimal des performan
es, pour qui est prêt à y 
onsa
rer le travailné
essaire ; 
ependant, la tâ
he est extrêmement ardue, les tests déli
ats puisque les instantsd'arrivée des messages sont imprévisibles, et le déboguage di�
ile en raison de la 
omplexité desintera
tions qui peuvent aboutir à un problème [Gor04℄. C'est pourquoi, en pratique, même enMPI le parallélisme suit des règles impli
ites qui permettent de 
omprendre son déroulement.OpenMP permet un parallélisme semi-automatique par annotations du 
ode sour
e, 
e quisimpli�e la transition de programmes séquentiels vers des programmes parallèles. Cependant,
elui-
i ne se révèle guère e�
a
e en dehors du traitement de tableaux et de bou
les itératives,la parallélisation automatique étant un domaine qui a donné peu de résultats probants. Lesalgorithmes parallèles e�
a
es ont souvent une stru
ture très di�érente de 
elle des algorithmesséquentiels équivalents : OpenMP permet leur implantation en o�rant également un 
ontr�le plus�n du parallélisme, mais perd du 
oup les notions de stru
ture et de sûreté qu'il aurait pu o�rirpar rapport à MPI.Notons que, 
ontrairement à 
e qu'on pourrait 
roire, mémoire partagée ou distribuée 
or-respondent i
i plus à des modèles qu'à des ar
hite
tures matérielles 
on
rètes : MPI fon
tionneaisément (et est optimisé) sur une ma
hine à mémoire partagée, bien que les é
hanges se fassentpar messages expli
ites. De même, il est possible de simuler une mémoire partagée à partir demémoires lo
ales, en e�e
tuant des 
ommuni
ations quand né
essaire. Dans 
e dernier 
as 
e-pendant, l'e�
a
ité du programme peut s'en ressentir. Notons que la gestion d'une mémoirepartagée, même sans simulation, passe moins bien à l'é
helle à 
ause des limitations de bandepassante et des risques d'a

ès 
on
urrents.Il est ainsi généralement a

epté que l'on obtient de meilleurs résultats � moyennant plusd'e�orts � en supposant la mémoire distribuée qu'en la supposant partagée.



1.1. Généralités 31.1.2 Évolution du matérielLes fabri
ants de mi
ro-pro
esseurs ont atteint dernièrement un palier dans les fréquen
esd'horloge, qui avaient jusqu'à présent été le moteur de l'évolution des performan
es. La minia-turisation, qui permet de réduire le 
ourant né
essaire, semble en e�et atteindre ses limites, etla puissan
e dissipée par le pro
esseur étant fon
tion de sa fréquen
e de fon
tionnement, lesappro
hes a
tuelles de la fabri
ation ne peuvent plus pousser dans 
ette dire
tion sans envisagerune 
onsommation éle
trique et des systèmes de refroidissement rédhibitoires.Les améliorations te
hniques dans l'ar
hite
ture des pro
esseurs permettent en
ore des gainsde performan
es, mais qui ne sont plus de la même é
helle. Néanmoins, les fabri
ants promettentde poursuivre une progression exponentielle1 dans la puissan
e de 
al
ul : la vitesse du traitementséquentiel d'opérations tou
hant à une limite, 
ela est fait par multipli
ation du nombre de 
÷ursde 
al
ul par pro
esseur. Le parallélisme gagne ainsi les ordinateurs personnels.Ce parallélisme soulève des questions, mais ne met pas en
ore en éviden
e les di�
ultés quesoulèverait un parallélisme de masse : les utilisateurs béné�
ient en
ore raisonnablement de lapuissan
e de leurs deux, ou quatre 
÷urs, l'ordinateur ayant le plus souvent un petit nombre detâ
hes à a

omplir simultanément. Les jeux vidéo, par exemple, qui sont les appli
ations d'usage
ourant les plus exigeantes en puissan
e de 
al
ul, gèrent simultanément l'a�
hage, le son, lasimulation du monde, l'�intelligen
e arti�
ielle� des personnages, et
. Si l'évolution 
ontinue en
e sens, 
ependant � et on nous promet déjà des pro
esseurs à 64 
÷urs � 
e béné�
e ne dureraplus, et les programmes a
tuels se révèleraient in
apables d'utiliser la puissan
e disponible.1.1.3 Parallélisme moderneC'est une des raisons qui nous poussent à développer de nouveaux modèles de programmation,a�n, à terme, de permettre la généralisation de la programmation parallèle. Il est ainsi naturel queles di�érentes appro
hes de la programmation déjà 
onnue 
her
hent leur pla
e dans 
e nouveau
ontexte. La programmation fon
tionnelle, par exemple, o�re un 
ertain niveau de stru
ture etévite la majorité des problèmes à l'exé
ution : 
es problèmes étant multipliés par le nombre depro
esseurs, quelles stru
tures supplémentaires permettent de 
onserver 
es garanties ?Parmi les appro
hes de haut niveau se déta
hant de la 
on
urren
e brute et du parallélismeautomatisé, on trouve le parallélisme de données et les squelettes algorithmiques. Le parallélismede données [HS86℄ relâ
he en partie le 
ontr�le du programmeur sur les pro
essus, et est basé surl'idée d'un traitement uni�é sur de grandes quantités de données, bien qu'il ne se limite pas à 
ela(en première approximation, on peut 
omparer son domaine d'utilisation à 
elui d'OpenMP). Ilo�re l'avantage d'être syn
hrone, et aisé à 
on
evoir ; il évite les interblo
ages. Typiquement, onpeut spé
i�er un ensemble de données et e�e
tuer des opérations sur 
et ensemble et sur seséléments, l'ensemble sera divisé entre les pro
esseurs et les opérations parallélisées (
e qui estrendu possible par une syntaxe qui impose 
ertaines propriétés lors de leur dé�nition). BSP, dontnous reparlerons, est une variante de 
e modèle qui laisse le 
ontr�le sur les pro
esseurs.Les squelettes [Col89, Col04b, Col04a℄ sont des fon
tions de haut niveau, parallèles et hau-tement optimisées. Le programmeur é
rit son programme de façon dé
larative, en implantantles opérations 
oûteuses en 
al
ul par l'intermédiaire des squelettes. Les squelettes sont souvent1
omme la dé
rit la 
élèbre �loi de Moore�
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tionasso
iés à des traitements mathématiques qui, moyennant 
ertaines propriétés sur le programmeinitial, en extraient des informations permettant la parallélisation. Ainsi, par exemple, pour la
omposition de squelettes : deux opérations de 
ommuni
ation su

essives peuvent être groupéessi elles n'ont pas d'interdépendan
e. En utilisant les squelettes, l'utilisateur n'a pas à s'inquiéterdes problèmes de bas niveau relatifs au parallélisme, mais il doit néanmoins avoir une bonne
onnaissan
e des s
hémas de fon
tionnement de son appli
ation a�n de les utiliser à bon es
ient.Les squelettes se 
ombinent avantageusement à notre appro
he, où il est possible de les dé�niren tant que simples fon
tions : nous nous étendrons sur le sujet en 6.2.Un 
ertain nombre de tentatives existent pour donner à des langages fon
tionnels a

ès au pa-rallélisme. Les premières permettent un traitement de la 
on
urren
e 
ompatible ave
 les systèmesde typage, 
omme Con
urrent ML [Rep99℄ ou JoCaml [MM08℄ pour ML, ou Eden [LOMP05℄pour Haskell. Ces systèmes préservent les atouts de la programmation fon
tionnelle mais ne lesétendent pas au parallélisme, et restent ainsi sujets aux interblo
ages et à l'indéterminisme.D'autres langages ajoutent un niveau de stru
ture étendant e�e
tivement la sûreté asso
iéeau typage fort au parallélisme, et évitent 
es problèmes : 
itons NESL [BHS+94℄, langage basé surML, Glasgow Parallel Haskell (Gph) [Tri99℄ et Oz [Smo95℄. Ces langages ont pour point 
ommund'autoriser le parallélisme multi-niveaux et de fon
tionner par génération dynamique de pro
essuslégers (threads) : il en résulte une expression du parallélisme plus simple, parti
ulièrement adaptéeau parallélisme de données. À l'opposé des appro
hes pré
édentes, dans 
es langages, le 
ontr�ledes ressour
es de 
al
ul est impli
ite, et dissimulé à l'utilisateur. Celui-
i se 
harge de séparer satâ
he en un nombre quel
onque de threads, qui sont automatiquement distribués. Cette appro
he
entre le parallélisme sur l'algorithme et non sur la ma
hine, 
e qui peut s'avérer une limitationlorsqu'on désire implanter des algorithmes 
omplexes de façon optimale, ou tirer le plein partidu matériel disponible. En parti
ulier, le sous-dé
oupage du problème doit être signi�
ativementplus �n qu'il ne serait né
essaire pour obtenir un bon équilibrage. Il est, d'autre part, plus di�
ilede se représenter l'exé
ution réelle du programme et d'analyser ses 
oûts.bsml, le langage auquel est 
onsa
ré le présent travail, est basé sur un modèle simple quilui permet d'assurer la sûreté d'exé
ution tout en laissant le stri
t 
ontr�le des pro
esseurs auprogrammeur, 
e qui lui permet de fournir un modèle de 
oûts simple et �able. La possibilitéde dé�nir des fon
tions de plus haut niveau, de plus, permet d'explorer d'autres mé
anismes deparallélisme à l'intérieur du langage.1.2 Certi�
ation et parallélismeLa généralisation du parallélisme s'a

ompagne de nouveaux besoins issus de la program-mation traditionnelle. Les méthodes formelles en sont un exemple, et elles n'en sont qu'à leurspremiers pas dans 
e domaine. Elles permettent la validation de programmes à partir de spé-
i�
ations mathématiques pré
ises : 
ette validation est d'autant plus utile (et di�
ile) que leprogramme est 
omplexe et éloigné de la notion intuitive qu'on pourrait en avoir � don
 parti-
ulièrement utile pour les programmes parallèles.Certains travaux établissent des preuves sur des mé
anismes bas niveau pour le parallélisme[GK07, TW04℄, mais il s'agit plus de prouver les proto
oles de 
ommuni
ation et l'absen
e d'inter-blo
ages à l'aide de model-
he
kers que de prouver des propriétés générales sur des programmes.Prouver des programmes réalistes n'est envisageable que dans le 
ontexte d'un parallélisme forte-
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eptions et parallélisme 5ment stru
turé. C'est le 
as de BSP, pour lequel existent des travaux de dérivation de programmesimpératifs à partir de sémantique à la Hoare par exemple [CS03, JMC96, SC01℄, ou à partir detransitions d'état globales [SCG00℄, ou en
ore de sémantique par ra�nements [Ski98℄.Ces appro
hes ne proposent pas d'outils spé
i�ques pour les preuves, et ne se basent passur des assistants de preuves : on reste au niveau d'une formalisation purement manuelle. Destravaux ré
ents basés sur l'assistant de preuves Coq 
omblent 
ette la
une et permettent la 
erti-�
ation de programmes BSPlib [TL07, GF08, GF09℄. En�n, dans un 
ontexte de programmationfon
tionnelle, on établit des preuves en Coq de programmes bsml dans [Gav03, Gav05℄ : 
'estune appro
he similaire que nous suivrons i
i.Les squelettes, par ailleurs, 
onstituent des briques de 
onstru
tion pour le parallélisme etfournissent en tant que tels une bonne base pour la 
erti�
ation. [GF08℄ fait un pas en 
e sensen proposant une implantation 
erti�ée du problème des N-
orps, 
onsidéré 
omme représentantune des grandes 
lasses de programmes parallèles (les dwarfs, [ABC+06℄). Par ailleurs, des mé-thodes formelles de dérivation de programmes utilisant les squelettes, basées sur l'algorithmique
onstru
tive, existent [HIT97℄.Nous étudierons don
 une méthode de dérivation de programmes parallèles 
erti�és se basantsur une 
ombinaison de 
es te
hniques.1.3 Ex
eptions et parallélismeLes langages de programmation modernes o�rent tous des mé
anismes de gestion des évène-ments anormaux ou ex
eptionnels : fa
e à la 
ompli
ation des systèmes informatiques, de telsévènements sont voués à se produire, et bien qu'il soit souhaitable d'éviter qu'ils ne provoquentun arrêt brutal du programme, il n'est pas envisageable de les traiter tous, 
as par 
as. Un lan-gage réaliste se voulant sûr se doit don
 d'intégrer un tel système : même dans le 
adre d'unsystème 
erti�é, les opérations d'entrées-sorties, d'allo
ation mémoire ou en règle générale liéesau matériel sont sujettes à des 
as d'erreur.Les travaux sur la gestion des ex
eptions remontent aux années 1970 [Goo75℄. Aujourd'hui,ayant dépassé le r�le d'un simple mé
anisme de gestion d'erreur dans beau
oup de langages, elleen est un élément stru
turel important � et, par 
onséquent, est fortement liée à la stru
ture dulangage et au modèle d'exé
ution. On rassemble, sous le terme �gestion d'ex
eptions�, trois r�lesdistin
ts :� La 
apa
ité à 
ontinuer l'exé
ution du programme en l'absen
e d'un résultat, 
elui-
i ayanté
houé à se 
al
uler � éventuellement, simplement pour a�
her la nature de l'erreur avantde terminer. Ce r�le pourrait être rempli par une valeur spé
iale de retour, pour 
haqueopération, et une disjon
tion de 
as suivant 
ette valeur. C'est souvent 
e qui est fait ave
l'utilisation de pointeurs null en C ou des types option en OCaml ([LDG+07℄) : 
es 
asne 
orrespondent pas à de la gestion d'ex
eptions, 
ar ils obligent à une gestion expli
ite,à tous les niveaux d'appels, des 
as ex
eptionnels. Un système de gestion d'ex
eptionsintroduit un traitement impli
ite des 
as ex
eptionnels par défaut, permettant justementde ne pas alourdir le 
ode.� Une ex
eption permet don
, quand elle est dé
len
hée, d'interrompre le �ux normal d'exé-
ution du programme. Con
rètement, l'exé
ution est déroutée sur un 
ode de traitementde l'ex
eption : ainsi, une ex
eption doit dé
len
her un traitement spé
i�que sans devoir
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tionremonter étape par étape dans la pile d'appels 
omme le ferait un retour normal de fon
tion.� Un mé
anisme de rattrapage ou de reprise, suivant les 
as, permet de relan
er l'exé
utiondu programme dans un état sain à partir d'un point donné, ou de réessayer l'opérationayant é
houé ave
 des paramètres di�érents.Ouvrons une parenthèse pour noter que les systèmes de gestion d'ex
eptions dits monadiques,qui s'intègrent élégamment à la programmation fon
tionnelle, ne respe
tent pas dire
tement nosdeux premiers 
ritères (qui sont 
ertes restri
tifs) : ils ne permettent pas la propagation desex
eptions de façon entièrement transparente. L'utilisation des monades pour la gestion d'ex
ep-tions se justi�ant dans les langages non stri
ts, mais étant plus lourde pour l'utilisateur, nous nedétaillerons pas le sujet. Le parallélisme dans les langages non stri
ts est en e�et un sujet assezéloigné du n�tre, et faisant l'objet d'autres études, 
omme par exemple [Mil02℄ pour le langageHaskell (dans 
e langage, l'appro
he utilisée pour Eden est d'abandonner les traits paresseuxlorsque des opérations sont parallélisées, et 
elle de Gph utilise des threads dynamiques). Pourdes raisons de performan
es et de 
ontr�le expli
ite sur le parallélisme, on ne s'étendra pas surle sujet, le le
teur pouvant se reporter à [Hai94℄ pour une dis
ussion plus étendue sur le sujet.Les mé
anismes de gestion d'ex
eptions varient en expressivité et en simpli
ité d'usage d'unlangage à un autre. Common Lisp propose un système de 
onditions par exemple, extrêmementsouple mais déli
at d'usage et d'implantation. Celui-
i permet en e�et de relan
er l'exé
ution àl'endroit où elle aurait é
houé, tout en en modi�ant les paramètres. Cependant, au
un langage àtypage statique ne propose un tel système à l'heure a
tuel, nous n'envisagerons don
 pas de telsystème pour un langage parallèle.La gestion des ex
eptions en ML est impérative : elle est de fait similaire à 
elle de la plupartdes langages impératifs modernes, et relativement simple, ave
 l'usage d'une 
ommande pourlever une ex
eption, et la 
onstru
tion de blo
s permettant de rattraper les ex
eptions que le 
odequ'ils 
ontiennent auraient levées. Un tel blo
 est don
 protégé 
ontre les évènements inhabituels(ou 
ontre 
ertains d'entre eux, à la volonté du programmeur), et est muni de 
ode à exé
uter pourtraiter 
es évènements et renvoyer un résultat, sans que 
ela in�ue sur le programme à l'extérieurde 
e blo
. De tels blo
s peuvent être imbriqués, et s'intègrent très bien dans le système de typesde ML. Ce mé
anisme a de plus le mérite de s'implanter e�
a
ement sur les pro
esseurs a
tuels.Il est utilisé entre autres par Ada, C++, Java, C#, Delphi, PHP, Python et Ruby.Pour se représenter la 
omplexité de la gestion des ex
eptions dans le 
as d'une exé
utionparallèle, il est utile de se représenter la propagation d'ex
eptions levées 
omme un saut dans lapile d'appels du programme, ou plusieurs sauts su

essifs jusqu'à trouver un traitement 
orres-pondant à l'ex
eption. Lors de l'exé
ution parallèle, il existe une pile d'appels par pro
esseur, et
elles-
i peuvent être entièrement indépendantes si on ne suppose pas de stru
ture sous-ja
ente.La notion même d'état de l'exé
ution à un instant donné n'est pas aisée à dé�nir, si une barrièrede syn
hronisation n'est pas imposée. Il existe ainsi une grande quantité de travaux [RDKT01℄sur les ex
eptions dans un 
ontexte 
on
urrent, ou plus généralement sur les 
al
uls 
on
urrentstolérants aux pannes, adaptés aux di�érents modèles et langages [BLKC05℄. Ainsi, 
omme lesoulignent les auteurs dans [RK01℄, le traitement des ex
eptions dans un environnement d'exé-
ution 
on
urrent ou parallèle doit être profondément lié au modèle employé : il n'existe pas debonne solution dans l'absolu. La plupart des systèmes existants, surtout 
eux qui présentent destraits de 
on
urren
e, ne traitent les ex
eptions que de façon lo
ale ou séquentielle, ou bien negarantissent pas la 
ohéren
e du système après reprise d'une ex
eption.Dans les modèles 
on
urrents, la gestion des ex
eptions ne pouvant se faire globalement, 
elle-
i est souvent transformée en un proto
ole de 
ommuni
ation auxiliaire qui permet de propager



1.4. Réalisations 7les informations sur l'état d'un pro
essus aux autres, et de prendre ainsi des dé
isions 
ohérentesà di�érents niveaux de lo
alité, suivant la portée de l'ex
eption ou de l'erreur. Certains systèmes,
omme 
elui d'Argus [Bal92℄ permettent de séle
tionner un sous-ensemble des pro
esseurs d'après
ertains 
ritères (tout 
eux ayant dé�ni une ex
eption parti
ulière, par exemple), et e�e
tuentune syn
hronisation sur 
e sous-ensemble en 
as d'ex
eption. Cela se révèle 
omplexe, du pointde vue de la gestion aussi bien que du point de vue du programmeur, et impose de plus unsur
oût en 
ommuni
ations.Un 
ontexte di�érent mais néanmoins lié à la programmation 
on
urrente, et ayant donnélieu à un 
ertains nombre de travaux sur la gestion des ex
eptions, est 
elui des Enterprise JavaBeans ; le système 
hoisi qui a été retenu pour 
ette appli
ation a l'avantage de ne pas induirede 
ommuni
ations supplémentaires, mais n'est plus, à notre sens, un réel système de gestiondes ex
eptions dans la mesure où il s'apparenterait plus à une valeur de retour spé
i�que poursignaler un 
as inhabituel. De plus, 
e système n'assure pas que tous les pro
essus 
on
ernéspar un 
al
ul soient avertis de l'erreur. Cela nous 
onforte dans l'idée que, dans un 
ontexte
on
urrent, la notion d'ex
eption telle qu'elle est envisagée dans les langages séquentiels perd lamajeure partie de son sens.Nous avons l'avantage, dans 
e 
ontexte, d'utiliser un modèle de parallélisme stru
turé. Cettestru
ture nous fournit une base solide pour établir des règles sur la propagation et le rattrapagequi nous assureront la sûreté et la 
ohéren
e d'exé
ution. Cependant, à notre 
onnaissan
e,les di�érentes implantations de BSP ne proposent pas à l'heure a
tuelle de système de gestiond'ex
eptions spé
i�que � la plupart d'entre elles étant de simples bibliothèques. Par ailleurs, nousn'avons trouvé au
une étude sur les ex
eptions dans les langages data-parallèles ou fon
tionnelsparallèles ex
epté les travaux préalables de notre équipe [Dab03℄, portant sur un 
al
ul restreint(BSλ) et sans implantation, et de travaux 
on
ernant les ex
eptions asyn
hrones dans Con
urrentHaskell [MJM01℄. Ces derniers permettent à un pro
essus d'envoyer une ex
eption à un autre defaçon asyn
hrone, tout en préservant la nature fon
tionnelle du langage (mais en abandonnantle déterminisme de l'exé
ution). Ces travaux se situent dans un 
ontexte purement 
on
urrent,et n'o�rent pas d'é
lairage quant à la gestion globale des ex
eptions dans un 
ontexte parallèle.Plus ré
emment, le langage en développement Manti
ore [FRRS08℄ devrait 
ombiner les fon
-tionnalités de CML et NESL et o�re un mé
anisme d'ex
eptions qui semble suivre les mêmesprin
ipes que 
elui que nous allons dé
rire i
i.1.4 RéalisationsDeux axes prin
ipaux ont été explorés lors de 
e travail : l'amélioration et l'extension dulangage bsml, et l'étude de méthodes de développement parallèle 
erti�é. Dans le 
hapitre 2,nous allons don
 dé
rire l'appro
he du parallélisme que nous avons 
hoisie et la base du langagebsml, ainsi que les traits qui y ont été ajoutés a�n d'en fa
iliter l'utilisation. Le 
hapitre 3 seral'o

asion d'introduire une des
ription formelle détaillée d'un sous-ensemble de bsml, à partirde laquelle l'ajout d'un mé
anisme de traitement des ex
eptions et de référen
es impérativespourront être étudiés formellement.Garantir l'absen
e d'é
he
 des programmes à l'exé
ution, au sens de Milner [Mil78℄, se faitgénéralement par l'ajout d'un système de types : dans notre 
as, 
ette notion doit être étendueà des 
as d'é
he
 spé
i�quement liés au parallélisme. En 
onséquen
e, il nous est né
essaire de
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tiondé�nir un système de typage étendu pour assurer la sûreté d'exé
ution des programmes bsml,
e que nous faisons au 
hapitre 4.Le 
hapitre 5 dis
ute pour sa part de l'implantation du langage et donne des exemples deprogrammation en bsml, ainsi que quelques résultats expérimentaux.Le 
hapitre 6 donne un aperçu plus large de 
e qu'il est possible de réaliser en bsml, enposant les bases permettant de 
onstruire une méthode de développement 
erti�é : en 
ombinantles di�érents outils dé
rits, il est possible, depuis une spé
i�
ation d'algorithme, d'obtenir uneimplantation parallèle 
erti�ée exa
te d'un programme exé
utant 
et algorithme. Le 
hapitre 7donne un 
as d'appli
ation de 
ette méthode qui utilise les squelettes de listes, et fournit denombreux exemples.



Chapitre 2Prin
ipe de bsml
L'obje
tif de 
e 
hapitre est de donner une vision 
laire de l'appro
he du parallélisme quenous avons 
hoisi d'employer, ainsi qu'une 
ompréhension générale de bsml : sa le
ture devraitêtre su�sante pour permettre à un programmeur d'utiliser le langage. Les prin
ipes générauxretenus, tels que le modèle BSP, puis les 
on
epts fondateurs de bsml sont présentés. Le r�ledes quatre primitives de base permettant la manipulation du parallélisme est détaillé, et leurutilisation développée dans des exemples. En�n, on donne la justi�
ation et le fon
tionnementdes extensions fa
ilitant l'utilisation du langage.2.1 Une appro
he du parallélisme2.1.1 Le modèle BSPLa 
on
urren
e dire
te, 
omme nous l'avons vu, entraîne une très grande 
omplexité dansl'analyse du �ot d'exé
ution, et introduit de l'indéterminisme et la possibilité du blo
age del'exé
ution de manière imprévisible. Il est don
 judi
ieux de s'en abstraire par l'utilisation d'unmodèle de plus haut niveau, qui moyennant 
ertaines restri
tions rend l'analyse de programmesparallèles 
omplexes possible.Le modèle BSP (pour Bulk Syn
hronous Parallel, soit parallélisme quasi-syn
hrone), intro-duit dans [Val90℄, puis développé dans de nombreux travaux [Bis04, M
C94, M
C95, M
C96a,M
C96b℄, dé
rit la ma
hine parallèle 
omme un ensemble de paires pro
esseur-mémoire homo-gènes en nombre �xe p. C'est don
 un modèle à mémoire distribuée. Les possibilités d'é
hangesentre 
es pro
esseurs sont modélisées par un réseau de 
ommuni
ations, et une unité de syn
hro-nisation globale.La parti
ularité du modèle est que les 
ommuni
ations ne peuvent être faites de façon quel-
onque. De fait, un pro
esseur ne pourra béné�
ier de données qu'il a reçues d'un autre pro
esseurqu'une fois une barrière de syn
hronisation globale e�e
tuée : de la sorte, on a l'assuran
e quetoutes les 
ommuni
ations se sont terminées, et on é
happe aux 
onditions de 
on
urren
e quipourraient se produire si l'on a

epte la ré
eption de données à un instant quel
onque.Cela 
onduit à un dé
oupage de l'exé
ution en super-étapes, 
omme le montre la �gure 2.1, oùle temps s'é
oule du haut vers le bas : l'exé
ution d'un programme BSP est une suite séquentielle9
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p0 p1 p2 p3 Cal
ulslo
auxCommuni
ationsBarrièreCal
ulslo
auxFig. 2.1 � Exé
ution BSP sur une ma
hine à 4 pro
esseursde super-étapes, d'où sa quali�
ation de quasi-syn
hrone. Cha
une de 
es super-étapes se déroulede la façon suivante :1. Une phase de 
al
uls lo
aux, indépendants, sur 
haque pro
esseur.2. Une phase de 
ommuni
ations, qui pro
ède à tous les é
hanges qui ont pu être demandéspendant la première phase3. Une barrière de syn
hronisation (le plus souvent logi
ielle). Notons qu'à 
ertaines 
ondi-tions, 
elle-
i peut être relâ
hée a�n de limiter son impa
t sur les performan
es ([SCG04℄).Cela assure que l'exé
ution est déterministe, d'une part, et ne peut présenter d'interblo
agesd'autre part : deux 
ara
téristiques extrêmement intéressantes dans notre 
adre de programma-tion parallèle sûre.Le modèle BSP a de plus l'intérêt de présenter un modèle de 
oûts relativement simple ; nousen reparlerons dans la se
tion 2.1.3. En�n, 
e modèle est re
onnu par la 
ommunauté s
ienti�queet il existe une grande quantité de travaux sur les algorithmes parallèles BSP, 
e qui donne dumatériau pour le langage bsml, que nous allons maintenant présenter.2.1.2 L'appro
he bsmlPlut�t que de redé�nir un langage fon
tionnel à part entière, nous avons 
hoisi d'utiliser
omme base pour bsml un langage fon
tionnel non-parallèle existant : 
omme nous allons levoir, l'appro
he que nous utilisons est largement orthogonale au langage fon
tionnel sous-ja
ent(le BSλ-
al
ul [LHF00℄, base théorique de bsml, est en 
e sens une extension du λ-
al
ul).Le 
hoix d'un langage stri
t ou non est néanmoins d'une importan
e 
ru
iale pour la suite.Notre 
hoix se dirige naturellement vers un langage stri
t pour des raisons de prévisibilité del'exé
ution et de la performan
e : notre souhait que le parallélisme soit expli
ite né
essite unordre d'exé
ution expli
ite et prévisible que ne fournissent pas les langages non-stri
ts [Hai94℄.Notons 
ependant que 
e 
hoix ne va pas de soi dans le 
as général, et qu'en parti
ulier unegrande quantité de travaux sont 
onsa
rés au parallélisme dans le langage non-stri
t Haskell :



2.1. Une appro
he du parallélisme 11dans Glasgow Parallel Haskell (GPH) [Tri99℄, le parallélisme est semi-expli
ite et utilise unegestion de threads dynamique.Parmi les langages fon
tionnels à évaluation stri
te, ML [MTHM97℄ est le standard majeur,a donné lieu à plusieurs implantations et est largement utilisé. bsml se base sur Obje
tiveCaml (OCaml dans la suite) [LDG+07℄ ; 
e 
hoix s'impose parmi les di�érentes variantes deML pour des raisons de performan
e de l'implantation, puisque nos appli
ations se destinent àla programmation haute performan
e [HFA+96℄. D'autres raisons, 
omme le grand nombre debibliothèques et les outils disponibles pour 
e langage nous ont 
onforté dans 
e 
hoix. Camlp4[DdR07℄, le pré-pro
esseur générique d'OCaml, est par exemple un outil que nous utilisons dansle développement des extensions de bsml.La syntaxe de bsml, ou du moins son 
÷ur, est don
 dire
tement 
elle d'OCaml � moyennantquelques restri
tions qui seront développées dans la suite. Il est en e�et possible de lire unprogramme bsml 
omme un programma OCaml pour la majeure partie. L'ordre d'exé
ution, enparti
ulier � parfois obs
ur lorsqu'on o�re la possibilité de dé�nir des opérations simultanées �ne devrait pas dérouter un habitué de la programmation fon
tionnelle et d'OCaml. En outre,les programmes OCaml usuels sont dire
tement des programmes bsml valides, n'utilisant passes traits parallèles et s'exé
utant don
 de façon séquentielle. La parallélisation d'appli
ationsOCaml à l'aide de bsml peut don
 être faite de façon in
rémentale.Obje
tive Caml est également l'une des 
ibles possibles pour l'extra
tion de programmes dansl'assistant de preuves Coq [Let04℄. Il nous est ainsi possible d'étendre 
ette propriété à bsml etd'extraire des programmes parallèles prouvés depuis des dé�nitions Coq, 
omme nous le faisonsau 
hapitre 6.Il n'est pas dans notre propos i
i de dé
rire en détail la syntaxe et l'usage d'OCaml. En
as de doute, le le
teur pourra se référer à [LDG+07℄. Les points du langage important dansnotre 
ontexte seront néanmoins expliqués ; les sémantiques que nous dé�nissons, en outre, sontautonomes et ne dépendent pas d'autres travaux bien qu'elles demandent une 
ertaine familiaritédu le
teur ave
 
e type de formalisme.2.1.3 Prédi
tion de performan
eL'analyse de 
omplexité est une préo

upation majeure en algorithmique : l'étude de nou-veaux algorithmes, quel que soit le domaine, est tributaire des moyens qu'il existe pour les
omparer entre eux. On s'abstrait généralement dans 
e 
as des spé
i�
ités du matériel et, lors-qu'on étudie des algorithmes séquentiels, on se 
ontente de leur 
omportement asymptotique. Cesrésultats mathématiques sont ainsi beau
oup plus pertinents que de simples tests de performan
esur des 
as parti
uliers.Cette analyse est d'autant plus di�
ile quand on étudie des algorithmes parallèles. En e�et,au 
oût de 
al
ul pur s'ajoute le 
oût des 
ommuni
ations et syn
hronisations : et on dépend i
ide la façon dont sont spé
i�és les é
hanges, et don
 du modèle utilisé. En premier lieu, on nepeut pas étudier de la même façon le 
oût d'un algorithme spé
i�é dans le 
adre d'un systèmeà mémoire partagée ou dans 
elui d'un système par é
hange de messages. C'est pourquoi il estimportant que, dès la 
on
eption du modèle, la fa
ilité à évaluer le temps de 
al
ul soit prise en
ompte.Ce
i, à trois niveaux : le premier, et le moins formel mais non le moindre, est 
elui du



12 Chapitre 2. Prin
ipe de bsmlprogrammeur. En parti
ulier dans le 
adre du 
al
ul haute performan
e, il est indispensable quele programmeur ait une bonne intuition du 
oût du 
ode qu'il é
rit, a�n qu'il soit en mesure deminimiser 
elui-
i. Pour 
ela, un modèle de 
oût simple et expli
ite nous paraît être un atoutimportant de BSP, par rapport aux systèmes à parallélisme ou 
ommuni
ations impli
ites. Il esttrop souvent admis dans 
e 
ontexte que la prévisibilité des 
oûts est inversement proportionnelleau niveau du langage : un langage de bas niveau o�rirait une bonne maîtrise des 
oûts, et unlangage de haut niveau demanderait un abandon de 
ette maîtrise. Cela est vrai dans une 
ertainemesure : l'existen
e d'un garbage 
olle
tor dans un langage, par exemple, rend les opérationsd'allo
ation de mémoire impli
ites, et fait perdre, dans une faible mesure, la maîtrise des 
oûts.L'argument perd de sa valeur lorsqu'on fait du 
al
ul haute performan
e parallèle : même dans le
ontexte d'une programmation très bas niveau, trop de fa
teurs entrent en jeu (laten
e et vitessedu réseau, pagination. . .) pour qu'on puisse prétendre maîtriser la performan
e d'un programme.Même quand la performan
e est bien estimée ou obtenue par des tests répétitifs et 
oûteux entemps, elle se révèle très variable d'une ar
hite
ture à l'autre. On 
onstate souvent, à l'opposé,que l'utilisation d'un langage parallèle de plus haut niveau atténue l'e�et aléatoire de 
es fa
teurset rend la performan
e plus pro
he des estimations [Gor04℄.Le deuxième niveau d'estimation de la performan
e se rappro
he de l'analyse de 
omplexité.Lorsqu'on propose un algorithme parallèle suivant un modèle donné, il doit être possible le plussimplement possible d'obtenir une formule de 
oûts permettant de le 
omparer à d'autres. Lemodèle BSP o�re un modèle de 
oûts simple, qui permet une estimation en fon
tion de troisparamètres :� p, le nombre de pro
esseurs dans la ma
hine parallèle.� g, qui dé
rit la vitesse du réseau de 
ommuni
ation. h 
orrespond au temps, en nombred'opérations lo
ales, qui est né
essaire à un envoi/ré
eption d'au plus un mot mémoire parpro
esseur.� L, qui est le temps que 
oûte la barrière de syn
hronisation en nombre d'opérations lo
ales.Le 
oût d'exé
ution d'une super étape est ainsi le maximum des temps de 
al
uls lo
aux, plus letemps de 
ommuni
ation (qui est égal à n×g, où n est le nombre de mots mémoire maximal qu'unpro
esseur a reçu ou envoyé), et le temps de syn
hronisation. Cette formule est ainsi adaptéeà di�érentes ar
hite
tures matérielles, en utilisant les paramètres obtenus par des tests simples,pour obtenir une estimation �able du temps d'exé
ution de l'algorithme ([Gav08, Kru08℄).Le troisième niveau 
on
erne l'estimation dynamique de performan
e. En e�et, l'utilisationoptimale du parallélisme repose généralement sur un 
ompromis entre équilibrage de la 
hargeet 
ommuni
ations. Les paramètres BSP de la ma
hine étant 
onnus au 
ours de l'exé
ution,des formules de 
oût établies au préalable permettent de 
hoisir dynamiquement le 
ompromisoptimal en fon
tion de l'ar
hite
ture [Bam00, BH99℄.Les 
oûts en bsml sont intuitifs : le parallélisme, les 
ommuni
ations et les barrières sontexpli
ites, et suivent le modèle BSP. Un modèle de 
oût sémantique détaillé est développé dans[Gav05℄ ; il est de plus possible, en étendant la sémantique formelle que nous proposons en Coq,de prouver le 
oût d'algorithmes en même temps que leur implantation. Cet axe de re
her
he n'apas en
ore été exploré à l'heure a
tuelle.



2.2. Ve
teurs parallèles 132.1.4 HistoriqueAvant de détailler le fon
tionnement de bsml, voi
i un aperçu des évolutions qui l'ont amenéà son état a
tuel. Les premièrs travaux remontent à 1998, où un prototype de simulation (d'exé-
ution purement séquentielle) permettant une analyse de 
oûts a été réalisé [Lou98℄, ainsi que lapremière version du BSλ-
al
ul [LHF98℄ permettant son étude. La première version du langage,0.1, est sortie en 2000 après une amélioration des primitives de 
ommuni
ation d'origine [BLH99℄.La suite a donné lieu à de nombreuses études théoriques sur le langage : sémantique distribuée[Lou01℄, ma
hines abstraites [MHL01, GLD03℄, et 
erti�
ation de programmes [GL03, Gav03℄.Une nouvelle implantation modulaire de bsml en 2005 [LGB05℄ a donné lieu à une nouvelleprimitive parallèle, proj, qui améliore grandement la souplesse et l'expressivité du langage. Dans[Gav05℄, l'auteur fait le point sur les développements de bsml et donne une étude sémantique dulangage très détaillée, fournissant les bases et des exemples pour des développements parallèlesprouvés.Le présent travail s'établit sur 
ette base pour étendre le langage et le rendre plus général,en parti
ulier ave
 des fon
tionnalités non purement fon
tionnelles. Des études pré
édentes surle �ltrage d'expressions parallèles par motifs [DLG03℄ 
omblaient l'absen
e de la primitive projet se rappro
hent assez peu du �ltrage que nous proposons i
i, qui s'ajoute à 
ette primitive etaugmente l'expressivité du langage. Le traitement des référen
es en bsml a été pour la premièrefois étudié dans [GL04℄ : le présent travail se base sur 
e formalisme et l'étend en en assurant lasûreté par typage, et en dé�nissant la 
ommuni
ation de référen
es. La gestion des ex
eptions,quant à elle, reprend 
ertaines idées de [Dab03℄ et traite les problèmes qui y sont laissés ouvertsen fournissant un mé
anisme 
omplet et une implantation.En�n, nos développements 
erti�és suivent le prin
ipe de [Gav05℄ et fournissent une nouvelleversion des dé�nitions du langage.2.2 Ve
teurs parallèlesNous n'avons pas besoin, au niveau de la syntaxe, d'un grand nombre de points d'entrée dansle parallélisme : 
'est 
e qui justi�e de baser notre langage sur un langage fon
tionnel existant.bsml se base sur un type que nous appellerons ve
teur parallèle et qui, seul, permet l'a

ès auparallélisme. Un ve
teur parallèle a pour type α par et 
ontient p valeurs lo
ales de type α (ou'a dans la syntaxe du langage). Cha
une de 
es valeurs est hébergée dans la mémoire de l'undes pro
esseurs de notre ma
hine parallèle. Le nombre de pro
esseurs p est dé�ni 
omme une
onstante bsp_p tout au long de l'exé
ution du programme.Ces ve
teurs parallèles sont di�érents des tableaux parallèles tels qu'utilisés pour le parallé-lisme de données dans des langages tels que NESL [BHS+94℄, Nepal 
ou Manti
ore [FRR+07℄ :dans 
es tableaux, les données et les opérations sur 
elles-
i sont impli
itement réparties sur lespro
esseurs. Ils 
onsistent don
 en une appro
he de plus haut niveau pour le parallélisme dedonnées, alors que les ve
teurs parallèles 
orrespondent à un 
ontr�le dire
t du parallélisme, plusgénéral.Nous identi�erons les p pro
esseurs de la ma
hine BSP par des entiers de 0 à p − 1 tout aulong de 
ette thèse ; 
et identi�ant sera appellé pid (pour �Pro
essor IDenti�er�) du pro
esseur.



14 Chapitre 2. Prin
ipe de bsmlL'ensemble des pids sera noté P ; on note un ve
teur parallèle de la façon suivante :
〈x0, x1, . . . , xp−1〉 : α parou bien en notation abrégée, 〈xi〉i. Ce ve
teur 
ontient la valeur xi au pro
esseur i, ave
 tousles xi de type α. On note dans le 
as général 〈 〉i pour signi�er que le pid du pro
esseur estreprésenté par l'index i dans le ve
teur, 〈i〉i étant don
 le ve
teur des pids.Cette stru
ture se distingue d'un ve
teur de taille p habituel par le fait que les valeurs qu'il
ontient sont isolées les unes des autres. On ne peut en e�et a

éder à xi que dans deux 
as :� lors de 
al
uls lo
aux sur le pro
esseur i� après des 
ommuni
ationsOn ne peut pas, par exemple, 
omparer deux valeurs lo
ales sur des pro
esseurs di�érents sansl'usage de primitives de 
ommuni
ation.Ces règles 
onstituent l'essen
e même du parallélisme à mémoire distribuée ; l'usage du typeopaque α par nous permet de les garantir. Ce type rend également le parallélisme expli
ite, etles programmes plus lisibles. Il reste bien sûr possible, 
omme pour tout autre type, d'imbriquerles ve
teurs parallèles dans d'autres types, ou de leur appliquer des fon
tions polymorphes : lemême traitement sera appliqué sur 
haque 
omposante, indépendamment de son 
ontenu. Onpeut de la sorte utiliser List.map de la bibliothèque standard sur une liste de ve
teurs parallèles,par exemple.les ve
teurs parallèles peuvent être manipulés par l'intermédiaire de quatre primitives, quiforment le 
÷ur de bsml : deux d'entre elles sont asyn
hrones, et 
orrespondent à un a

ès lo
alaux valeurs de 
haque 
omposante des ve
teurs, les deux autres e�e
tuent des 
ommuni
ationset sont syn
hrones.2.3 Niveaux d'exé
ution dans un programme bsmlbsml gère à la fois une ma
hine parallèle dans son ensemble et des pro
esseurs individuels.Une distin
tion entre les di�érents niveaux d'exé
ution à l'intérieur de la ma
hine parallèle vaainsi nous être utile.� L'exé
ution répliquée est 
elle qui a lieu par défaut, dans du 
ode séquentiel n'utilisantpas les primitives bsml (et don
 pas les ve
teurs parallèles). Ce 
ode est exé
uté 
ommesi la ma
hine disposait d'un pro
esseur unique. Dans la pratique, son exé
ution est faitesimultanément sur tous les pro
esseurs a�n de ne né
essiter au
une 
ommuni
ation, d'oùle nom ; 
ela impose que 
e 
ode soit stri
tement déterministe, a�n qu'on ait la garantied'avoir le même résultat partout. Du point de vue de l'utilisateur, l'exé
ution pourraitavoir lieu sur un pro
esseur séquentiel unique.� L'exé
ution lo
ale est 
elle qui se produit dans les ve
teurs parallèles, sur 
ha
une deleurs 
omposantes : les pro
esseurs utilisent leurs données lo
ales pour faire des 
al
uls quipeuvent di�érer de l'un à l'autre. La fon
tion passée en argument de mkpar, par exemple,est exé
utée lo
alement ave
 des paramètres di�érents. Les exé
utions lo
ales et répliquéessont disjointes, et typiquement les programmes alternent entre les deux.� L'exé
ution globale 
on
erne les pro
esseurs dans leur ensemble en tant que tout, mais meten ÷uvre le parallélisme 
ontrairement à l'exé
ution répliquée ; typiquement, on 
onsidère



2.3. Niveaux d'exé
ution dans un programme bsml 15les 
ommuni
ations 
omme une opération globale. Lorsqu'on 
onsidère une opération surun ve
teur parallèle, l'exé
ution globale est un ensemble d'exé
utions lo
ales.La base du modèle de bsml est la stri
te distin
tion entre exé
utions répliquée et lo
ale,qui est assurée par la stru
ture de ve
teur parallèle, opaque. En e�et, de la sorte le 
ontenu desve
teurs ne peut être lu en mode répliqué, 
e qui assure la 
ohéren
e même du mode répliqué.Des pré
autions supplémentaires sont né
essaires si l'on traite les référen
es, les entrées-sortiesou les opération non déterministes ; nous les traitons dans la suite.
p0 p1 p2

Fig. 2.2 � Exé
ution BSML sur une ma
hine à trois pro
esseursLa �gure 2.2 représente le déroulement d'un programme bsml sur une ma
hine à trois pro-
esseurs, l'exé
ution répliquée étant �gurée en trait épais, et l'exé
ution lo
ale en trait �n. Onremarque que l'exé
ution répliquée, bien que 
ela ne prête pas à 
onséquen
e, n'est pas né-
essairement exé
utée simultanément sur tous les pro
esseurs. bsml o�re de plus la possibilitéd'exé
uter le 
ode séquentiellement, à des �ns de tests, tout en ayant la garantie d'obtenir lemême résultat que pour une exé
ution parallèle. De la sorte, il fournit un mode intera
tif utilepour le typage et l'étude rapide de fragments de programmes.primitive type des
ription
mkpar (pid −→ α) −→ α par f 7→ 〈f 0, . . . , f (p− 1)〉

apply (α −→ β) par −→ α par −→ β par 〈f0, . . . , fp−1〉 7→ 〈x0, . . . , xp−1〉 7→

〈f0 x0, . . . , fp−1 xp−1〉

proj α par −→ pid −→ α 〈x0, . . . , xp−1〉 7→ fun i→ xi

put (pid −→ α) par −→ (pid −→ α) par 〈f0, . . . , fp−1〉 7→

〈fun i→ fi 0, . . . , fun i→ fi (p− 1)〉Fig. 2.3 � Ré
apitulatif des primitives bsml



16 Chapitre 2. Prin
ipe de bsml2.4 Primitives asyn
hrones2.4.1 mkparmkpar: (pid → 'a) → 'a par est le point d'entrée dans le parallélisme bsml : 
ette primitive
onstruit un ve
teur parallèle dont les 
omposantes sont les résultats de l'appli
ation lo
ale de lafon
tion passée en argument au pid de 
haque pro
esseur (on utilise, pour le 
onfort de le
ture,le type pid pour désigner les identi�ants de pro
esseurs, 
elui-
i étant dé�ni en tant que int).
mkpar f = 〈f 0, . . . , f (p− 1)〉mkpar est la façon normale de 
réer un ve
teur parallèle � les autres primitives permettantla transformation à partir de ve
teurs déjà existants.Exemples usuels� Répliquer une valeur :val repli
ate : 'a → 'a parlet repli
ate x = mkpar (fun _ → x)repli
ate x = 〈x, x, . . . , x〉� Ve
teur des pids (en tant que int) :val pids : int parlet pids = mkpar (fun i → i)pids = 〈0, 1, . . . , p− 1〉� mkpar est souvent utilisé pour diviser un ensemble de données entre les pro
esseurs. Lafon
tion suivante donne un moyen simple de distribuer une liste entre les pro
esseurs.val sele
t_list : 'a list → 'a list parlet sele
t_list l =let len = List.length l inmkpar (fun i → 
ut_list l (i ∗ len / bsp_p) ((i + 1) ∗ len / bsp_p))La fon
tion 
ut_list l a b utilisée renvoie le segment 
onstitué des éléments de l d'index
ompris entre a (in
lus) et b (ex
lus). Un exemple plus avan
é de distribution équilibréesur un arbre est exposé dans la se
tion 5.62.4.2 applyapply: ('a → 'b) par → 'a par → 'b par est la primitive des 
al
uls lo
aux. Elle applique unefon
tion lo
ale à un paramètre lo
al sur 
haque pro
esseur.

apply 〈f0, . . . , fp−1〉 〈x0, . . . , xp−1〉 = 〈f0 x0, . . . , fp−1 xp−1〉Exemples usuels� Le plus souvent, on désire appliquer une même fon
tion sur tous les membres d'un ve
teurparallèle, à la façon du parallélisme de données. C'est aussi simple que :



2.5. Primitives syn
hrones 17val parfun : ('a → 'b) → 'a par → 'b parlet parfun f v = apply (repli
ate f) v� Si on désire appliquer une fon
tion sur tous les éléments d'une liste distribuée (obtenue,par exemple, grâ
e à la fon
tion sele
t_list), à la façon de List.map, on peut é
rire :val parmap : ('a → 'b) → 'a list par → 'b list parlet parmap f parlist = parfun (List.map f) parlist� apply est utilisé pour toutes les manipulations de ve
teurs n'ayant pas trait à leur stru
ture.Ne 
onserver qu'une seule valeur dans un ve
teur (
ela peut être utile avant 
ommuni
ation)se fait par :val �lter_pid : 'a par → pid → 'a option parlet �lter_pid v i =let �lter = mkpar (fun j → if i = j then fun x → Some x else fun x → None) inapply �lter v�lter est i
i un ve
teur de fon
tions qui, sur le pro
esseur i, 
ontient la fon
tion qui em-boîte dans un type option (Some x), et sur les autres pro
esseurs renvoie toujours None.�lter_pid pids 2 sur une ma
hine à quatre pro
esseurs serait ainsi le ve
teur 〈None, None,Some 2, None〉.2.5 Primitives syn
hrones2.5.1 projproj: 'a par → pid → 'a est la primitive duale2 de mkpar, et le seul moyen d'extraire unevaleur non parallèle à partir d'un ve
teur parallèle. Étant donné un ve
teur, proj renvoie unefon
tion non parallèle qui, appliquée à un pid, renvoie la valeur de la 
omposante du ve
teur
orrespondant à 
e pid.
proj〈x0, . . . , xp−1〉 = fun i→ xiproj e�e
tue des 
ommuni
ations, a�n de rendre des résultats lo
aux a

essibles globable-ments par l'intermédiaire de la fon
tion renvoyée. Par 
onséquent, il établit un point de rendez-vous pour tous les pro
esseurs, et � en termes BSP � met �n à la super-étape 
ourante. proj estsouvent utilisé à la �n d'un 
al
ul parallèle, a�n de rassembler les résultats obtenus.Exemples usuels� proj est souvent utile pour ré
upérer les résultats d'un pro
esseur unique ave
 proj v i. Cetteformulation peut provoquer des 
ommuni
ations inutiles, on préfère don
 la rempla
er par3 :val at : 'a par → pid → 'alet at v i = mat
h proj (�lter_pid v i) i with Some x → x� Il est parfois utile de 
onvertir un ve
teur parallèle en liste plut�t qu'en fon
tion :2
ette dualité se limite aux pids valides ; elle est formalisée en 6.3.4.03La valeur parti
ulière None ne provoque au
une 
ommuni
ation ; nous nous étendrons sur le sujet plus tard
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ipe de bsmlval proj_list : 'a par → 'a listlet proj_list v = List.map (proj v) pro
s_listoù pro
s_list est la liste des pids : [0; 1; ... bsp_p−1℄.� Il est simple de rassembler une liste distribuée par la fon
tion sele
t_list, a�n de re
onstituerune liste globale :val gather_list : 'a list par → 'a listlet gather_list parlist = List.
on
at (proj_list parlist)La dé�nition de fon
tions similaires de distribution et rassemblement pour d'autres typesde données permet de faire de la programmation de type parallélisme de données en bsml.Notons que nous utiliserons plut�t une version ré
ursive terminale de List.
on
at, pourtraiter les grands ensembles de données (plus d'une dizaine de milliers d'éléments parpro
esseur) :val 
on
at : 'a list → 'a list list → 'a listlet re
 
on
at a

 ll = mat
h ll with| l::lr → 
on
at (List.rev_append l a

) lr| [℄ → List.rev a

val gather_list : 'a list par → 'a listlet re
 gather_list parlist = 
on
at [℄ (proj_list parlist)� La fon
tion pré
édente peut être généralisée par une rédu
tion simple en une étape4 :val simple_redu
e : ('a → 'a → 'a) → 'a par → 'alet simple_redu
e op v =let vl = proj_list v inList.fold_left op (List.hd vl) (List.tl vl)� En tant qu'exemple de 
e qui pré
ède, montrons 
omment on peut tester qu'une 
onditionlo
ale est véri�ée partout a�n de prendre une dé
ision globale :val test_lo
al : ('a → bool) → 'a par → boollet test_lo
al 
ondition v = simple_redu
e (&& ) (parfun 
ondition v)La fon
tion que proj renvoie lève une ex
eption si elle est appliquée à un pid invalide (négatif,ou supérieur à p−1). Le 
hoix a été fait de dé�nir nos primitives de façon purement fon
tionnelle,mais nous aurions aussi bien pu 
hoisir une interfa
e reposant sur des tableaux de taille p ou deslistes. Comme nous le voyons dans les exemples, les 
onversions entre 
es appro
hes sont simpleset 
e n'est qu'un 
hoix d'interfa
e.2.5.2 putput: (pid → 'a) par → (pid → 'a) par est la primitive générique de 
ommuni
ations : elle per-met de dé
rire tout é
hange de valeurs lo
ales entre pro
esseurs. Comme proj, elle met impli
i-tement �n à la super-étape en 
ours.
put〈f0, . . . , fp−1〉 = 〈fun i→ fi 0, . . . , fun i→ fi (p − 1)〉4Nous donnons i
i la fon
tion dont la le
ture est la plus fa
ile, la version optimisée ne reposant pas sur deslistes



2.5. Primitives syn
hrones 19put prend pour paramètre un ve
teur de fon
tions fi : pid −→ α tel que fi x donne la valeurque le pro
esseur i doit envoyer au pro
esseur x. L'usage 
anonique de put est le suivant :put (mkpar (fun sender sendto → e))où l'expression e 
al
ule (ou plut�t séle
tionne, en général), en fon
tion des pids sender etsendto, la valeur qui devra suivre le 
hemin de l'un à l'autre. La valeur renvoyée par put esthomogène ave
 son paramètre : 
'est un ve
teur de fon
tions f ′

i duales telles que f ′

i x indique lavaleur que le pro
esseur i à reçue du pro
esseur x.Exemples usuels� Il est possible d'obtenir un résultat similaire à 
elui de put à partir des primitives proj etmkpar :val xput : (pid → 'a) par → (pid → 'a) parlet xput f =let pr = proj f inmkpar (fun i j → pr j i)On inter
ale i
i une transposition globale entre les appels aux deux fon
tions duales projet mkpar. Le résultat est bien sûr beau
oup moins e�
a
e en termes de 
ommuni
ationsqu'un appel à put, qui envoie dire
tement la valeur à sa destination. Inversement, les
ommuni
ations de proj, plus simples, peuvent fa
ilement être dé
rites en termes de putsi l'on se munit d'une opération (non sûre) lift_ve
tor : 'a par → 'a qui renvoie une valeurrépliquée à partir d'un ve
teur parallèle dont toutes les 
omposantes sont égales.val xproj : 'a par → pid → 'alet xproj v = lift_ve
tor (put (apply (mkpar (fun _ v' _ → v')) v))Dans les faits, 
e
i est pro
he de la façon dont proj est implanté.� On peut 
onsidérer le paramètre de proj 
omme une matri
e p× p, 
ontenant les p valeursà envoyer depuis 
ha
un des p pro
esseurs. proj est alors une opération de transposition.
put

〈

f0 0 f1 0 · · · fp−1 0
f0 1 f1 1 fp−1 1... . . .

f0 (p − 1) f1 (p − 1) fp−1 (p− 1)

〉

=

〈

f0 0 f0 1 · · · f0 (p − 1)
f1 0 f1 1 f1 (p − 1)... . . .

fp−1 0 fp−1 1 fp−1 (p− 1)

〉

La 
hose est plus évidente si on se base sur des tableaux que sur des fon
tions, à l'aide du
ode suivant :val put_array : 'a array par → (pid → 'a) parlet put_array 
omm_array = put (parfun Array.get 
omm_array)parfun applique lo
alement Array.get a�n d'obtenir une fon
tion de int, 
omme le requiertput. On peut obtenir un résultat homogène sous forme de tableau par :val put_array2 : 'a array par → 'a array parlet put_array2 
omm_array = parfun (Array.init bsp_p) (put_array 
omm_array)Array.init p f 
rée un tableau de taille p à partir de la fon
tion f : 
'est le traitement dontnous avons besoin.



20 Chapitre 2. Prin
ipe de bsml� Rédu
tion en plusieurs étapes : le pré
édent exemple de rédu
tion ne fait pas usage duparallélisme. Il 
onvient parfaitement dans le 
as où l'opérateur de 
ombinaison utilisé aun 
oût très faible, mais il est souvent plus intéressant de faire la rédu
tion de manièrediviser-pour-régner ave
 des 
ombinaisons faites lo
alement.L'algorithme suivant, à la super-étape n pour n allant de 0 à ⌈log2 p⌉, 
ombine les valeursdes pro
esseurs i et i + 2n. Le résultat �nal est 
al
ulé sur le pro
esseur 0.val redu
e : int → ('a → 'a → 'a) → 'a → 'a par → 'a parlet re
 redu
e step op unit v =if step >= bsp_p then v else(∗ les valeurs sont envoyées à tout pro
esseurrassembleur "dest" depuis "dest+step" ∗)let 
omm = put (apply(mkpar (fun sr
 v dest →if (dest mod (2∗step) = 0) && (sr
 = dest + step)then v else unit))v)(∗ 
ombinaison de la valeur lo
ale 
ourante ave
 la valeur reçue,aux pro
esseurs rassembleurs ∗)in let v' = apply (apply (mkpar (fun i v 
omm →if i mod (2∗step) = 0 thenif i+step < bsp_p thenop v (
omm (i + step))else velse unit))v)
ommin redu
e (step∗2) op unit v'Le programme (redu
e 1)5, moyennant un opérateur asso
iatif op et une �unité� de 
om-muni
ations unit (typiquement, None ou [℄, nous y reviendrons), rassemble les données sur
haque pro
esseur de pid pair, puis sur les multiples de 4, 8, et
. La première partie du
ode e�e
tue les 
ommuni
ations : le paramètre de put renvoie l'unité de 
ommuni
ationsauf dans le 
as de 
ommuni
ations de (2∗step+1)∗ i vers 2∗step∗i, pour tout i. Le rassem-blement des données de 
es deux pro
esseurs est alors fait sur le pro
esseur �rassembleur�
2∗step∗i à l'aide de op. À la dernière étape, les deux derniers ensembles sont réduits sur lepro
esseur 0.put est la primitive la plus déli
ate à utiliser du fait de sa généralité : elle permet touts
héma de 
ommuni
ation inter-pro
esseurs, et est ainsi utilisée aussi bien pour des opérations
omplexes, telles que le rééquilibrage des données entre les pro
esseurs.5On peut trouver la le
ture de 
e programme déli
ate. En parti
ulier, la dé�nition du paramètre de put etles appels imbriqués à apply sont quelque peu ardus. La syntaxe alternative que nous dé
rivons en 2.7 amélioresigni�
ativement la lisibilité ; le le
teur impatient pourra trouver la version 
orrespondante de redu
e p.28. D'autrepart, les usages de put sont souvent faits par l'intermédiaire de fon
tions intermédiaires, plus fa
iles d'usage �
omme 
elle-
i.



2.6. Exemple : tri parallèle par é
hantillonnage régulier (PSRS) 212.5.3 Remarque par rapport aux dé�nitions antérieures des primitivesDans les versions antérieures de bsml, le paramètre des primitives de 
ommuni
ation étaitde type option a�n de permettre la dé�nition de s
hémas de 
ommuni
ations partiels. Rappelonsque le type option, en OCaml, est dé�ni par :type 'a option = None | Some of 'aLa valeur None indiquait ainsi qu'au
une 
ommuni
ation n'était souhaitée dans le paramètre,ou qu'au
une 
ommuni
ation n'avait été reçue dans la valeur de retour. Bien que satisfaisanteau niveau de la dé�nition du langage, 
ette appro
he se révélait vite en
ombrante au niveau dela dé�nition de programmes, 
ontraignant à 
onstamment ajouter des 
onstru
teurs Some et les�ltrer pour 
ommuniquer et utiliser les résultats.L'appro
he présentée i
i, utilisant des types quel
onques, peut paraître moins générale 
arelle ne semble pas permettre la dé�nition de s
hémas de 
ommuni
ations partiels : dans le 
as deput, par exemple, une valeur à é
hanger doit être fournie pour toutes les paires de pro
esseurs.Grâ
e à une astu
e de programmation, 
ertes pragmatique mais allégeant 
onsidérablement le
ode, 
e n'est pas le 
as : on dé�nit une valeur parti
ulière que nous appellerons �unité� àl'intérieur de 
haque type, et 
ette valeur sera désignée 
omme 
orrespondant à une absen
e de
ommuni
ations et restituée de la sorte à l'arrivée. None est ainsi l'unité du type option, 
e quirend le système entièrement 
ompatible ave
 l'an
ienne appro
he et don
 au moins aussi général.La liste vide, le tableau vide, l'unité (), l'entier 0, le premier 
onstru
teur des types somme dé�nispar l'utilisateur s'il est sans argument) sont tous les unités de leurs types respe
tifs, 
e qui rendles primitives de 
ommuni
ations plus souples à l'usage.Typiquement, il est 
onfortable et satisfaisant de pouvoir utiliser la liste vide lorsqu'on ap-plique put sur des listes et qu'on souhaite représenter l'absen
e de 
ommuni
ations. Ce mé
anismeest plus 
ompliqué à dé�nir dans le langage, et peut-être moins satisfaisant d'un point de vuethéorique (à 
ause de la notion d'unité qui trans
ende les types, et reste 
ertes un peu �oue), maisil reste sûr et d'un grand intérêt pratique. La subtilité, en outre, 
on
erne les 
ommuni
ationsqui sont faites, et a don
 un impa
t sur le 
oût du programme mais pas sur son résultat �nal.2.6 Exemple : tri parallèle par é
hantillonnage régulier (PSRS)Les algorithmes de tri sont souvent les plus étudiés, 
ar ils présentent un intérêt théoriqueet sont très utilisés en pratique [DFRC96, Las99, CDT05℄. Ils ne font pas ex
eption à la règlequi veut que les algorithmes parallèles les plus e�
a
es ressemblent peu à leurs homologuesséquentiels. Le tri parallèle par é
hantillonnage régulier [Tis98℄ est parmi les plus simples, etreste très e�
a
e même sur des données non homogènes. Il pro
ède en quatre étapes, la donnéed'origine étant une liste répartie sur les p pro
esseurs :1. Le tri lo
al des p sous-listes, sur 
haque pro
esseur. Le problème est alors ramené à lafusion de 
es listes.2. Le 
hoix global de p − 1 pivots, a�n de partitionner l'ensemble des données en p sous-ensembles.3. La 
ommuni
ation de 
es sous-ensembles : le pro
esseur i reçoit de 
haque autre la sous-listed'éléments 
ompris entre le (i− 1)e et le ie pivots.



22 Chapitre 2. Prin
ipe de bsml4. La fusion lo
ale de toutes les sous-listes ordonnées reçues.Le résultat est une liste ordonnée répartie sur les p pro
esseurs. L'e�
a
ité de l'algorithmerepose sur la bonne répartition des données entre eux, et don
 sur le 
hoix judi
ieux des pivotslors de l'étape 2. C'est là qu'entre en jeu l'é
hantillonnage régulier : il se déroule en trois étapesa. Chaque pro
esseur extrait p−1 pivots potentiels de sa liste lo
ale triée, répartis régulièrement.b. Ces listes de pivots potentiels sont fusionnées globalement, formant une liste ordonnée de taille
p(p− 1).
. p− 1 pivots sont 
hoisis régulièrement espa
és dans 
ette liste.Ormis l'extra
tion des pivots, qui demande un par
ours des listes lo
ales (taille de la listedivisée par p), 
es opérations sont en temps 
onstant par rapport à la taille de la liste. Notonsque le bon 
hoix des pivots permet également d'obtenir en résultat une liste distribuée de façonhomogène, 
e qui pourra être utile dans la suite des 
al
uls.PSRS est simple à implanter en bsml. Le programme prend en paramètres le ve
teur delistes 
orrespondant à la liste répartie lv, et le ve
teur des longueurs lo
ales de 
es listes lvlengths(don
 lvlengths = parfun List.length lv)(∗ tri parallèle par é
hantillonnage régulier ∗)val psrs : int par → 'a list par → 'a list parlet psrs lvlengths lv =(∗ étape 1: tri lo
al ∗)let lo
sort = parfun (List.sort 
ompare) lv in(∗ étape 2a: extra
tion lo
ale de (p−1) é
hantillons ∗)let regsampl = apply (parfun (fun l len → extra
t_n bsp_p len l) lo
sort) lvlengths in(∗ étape 2b: é
hange des listes d'é
hantillons ∗)let glosampl = List.sort 
ompare (gather_list regsampl) in(∗ étape 2
: séle
tion globale des pivots parmi les é
hantillons ∗)let pivots = extra
t_n bsp_p (bsp_p∗(bsp_p−1)) glosampl in(∗ étape 3: partitionnement des listes lo
ales et 
ommuni
ation ∗)let 
omm = parfun (fun l → sli
e_p l pivots) lo
sort inlet re
v = put (parfun List.nth 
omm) in(∗ étape 4: fusion lo
ale des données reçues ∗)parfun (fun ll → p_merge bsp_p (List.map ll pro
s_list)) re
vLa fon
tion extra
t_n n, dé�nie plus bas, extrait de la liste n − 1 éléments équitablementrépartis ; sli
e_p transforme une liste ordonnée en liste de liste en fon
tion des pivots, et p_merge

p fusionne (de façon séquentielle) p listes triées. Les étapes 1 et 2a sont asyn
hrones, n'utilisantque parfun et apply sur les données lo
ales. L'étape 2b e�e
tue un é
hange global des é
hantillonsà l'aide de gather_list dé�ni plus haut. L'étape 2
 est entièrement globale, travaillant sur lesé
hantillons ; l'étape 3 est syn
hrone et e�e
tue, en une seule étape, l'é
hange des données àl'aide de put. L'étape 4 est asyn
hrone, terminant le tri de façon lo
ale.Tout le parallélisme est 
ontr�lé par la fon
tion implantant l'algorithme : les fon
tions auxi-liaires extra
t_n, sli
e_p et p_merge sont des fon
tions OCaml standard (on voit d'ailleurs dans
et exemple que extra
t_n est utilisé lo
alement et globalement). En voi
i une implantation :



2.6. Exemple : tri parallèle par é
hantillonnage régulier (PSRS) 23(∗ renvoie la liste des éléments de l dont l'index i est tel que f i ∗)val �lter_nth : (int → bool) → 'a list → 'a listlet �lter_nth f l =let re
 aux i = fun
tion| x::r → if f i then x::(aux (i+1) r) else aux (i+1) r| [℄ → [℄in aux 0 l(∗ extrait n−1 éléments régulierement répartis dans l, de longeur len ∗)val extra
t_n : int → int → 'a list → 'a listlet extra
t_n n len l =�lter_nth (fun i → (n ∗ i − 1) mod len >= len − n) l(∗ Sépare une liste ordonnée l en deux par rapport à p ∗)val split_lt : 'a list → 'a list → 'a → 'a list ∗ 'a listlet re
 split_lt a

 l p = mat
h l with| x::r → if x < p then split_lt (x::a

) r pelse (List.rev a

),l| [℄ → (List.rev a

),[℄(∗ Partitionne une liste ordonnée l par rapport à une liste de pivots ∗)val sli
e_p : 'a list → 'a list → 'a list listlet re
 sli
e_p l pivots = mat
h pivots with| p::r → let l1,l2 = split_lt [℄ l p inl1::(sli
e_p l2 r)| [℄ → [l℄(∗ fusionne deux listes ordonnées ∗)val merge : 'a list → 'a list → 'a list → 'a listlet re
 merge a

 l1 l2 = mat
h l1,l2 with| x1::r1,x2::r2 → if x1 < x2 then merge (x1::a

) r1 l2else merge (x2::a

) l1 r2| [℄,l | l,[℄ → List.rev_append a

 l(∗ renvoie le 
ouple des n premiers éléments d'une liste et du reste ∗)val splitn : int → 'a list → 'a list ∗ 'a listlet re
 splitn n (x::r) =if n=0 then [℄,x::relse let l1,l2 = splitn (n−1) r in (x::l1,l2)(∗ fusionne p listes ordonnées ∗)val p_merge : int → 'a list list → 'a listlet re
 p_merge p = fun
tion| [℄ → [℄| l::[℄ → l| ll → let ll1,ll2 = splitn (p/2) ll inmerge [℄ (p_merge (p/2) ll1) (p_merge (p−p/2) ll2)



24 Chapitre 2. Prin
ipe de bsmlOn remarquera que merge et split_lt sont ré
ursives terminales, 
e qui est né
essaire 
ar ellessont appliquées sur des listes dont la taille dépend de 
elle de la liste à trier. Les autres fon
tionsne seront appliquées que sur des listes dont la taille dépend de p, 
et e�ort n'est don
 pas utile.
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Fig. 2.4 � Résultats expérimentaux du tri par PSRS.La �gure 2.4 montre les résultats en a

élération pour l'exé
ution de 
et algorithme sur deslistes de nombres à virgule �ottante aléatoires. L'a

élération 
orrespond au rapport du tempsd'exé
ution séquentiel (la fon
tion List.sort d'OCaml, basée sur un tri par fusion) au tempsd'exé
ution parallèle, le 
as idéal étant 
leui où le temps d'exé
ution est divisé par le nombrede pro
esseurs utilisés. Le programme de test a été 
ompilé en 
ode natif, en utilisant la versionde bsml basée sur MPI. Ces résultats ont été obtenus sur la grappe du LACL, 
omposée de20 pro
esseurs dual-
ore Intel E2180 à 2GHz munis de 2Go de mémoire, reliés par un réseauGigabit Ethernet. Cela explique le dé
ro
hement au-dessus de 20 pro
esseurs : en e�et, au-delà,
ertaines ma
hines devront héberger deux pro
essus de 
al
ul. La puissan
e de 
al
ul pour 
haquepro
essus n'est pas modi�ée, mais la mémoire, et le bus mémoire en parti
ulier, sont partagés,or l'opération est parti
ulièrement intensive en a

ès mémoire � il en résulte un dé
ro
hementvisible.Pour les nombres d'éléments les plus grands, nous n'avons pas pu obtenir de résultats sur unpetit nombre de pro
esseurs, la mémoire s'étant révélée insu�sante. L'a

élération pour les listesde longueur 108 est ainsi 
al
ulée à partir d'une valeur extrapolée du temps de 
al
ul séquentiel.A�n de 
omparer, et d'évaluer l'utilisation de bsml � qui traite la ma
hine 
omme homogène� sur une grappe de multi-
÷urs, nous avons fait un test supplémentaire pour 
omparer l'exé-
ution pré
édente ave
 une exé
ution utilisant le moins de ma
hines possible simultanément (etdon
 le plus de 
÷urs par ma
hine possible). Les résultats sont présentés sur la �gure 2.5. Onremarque que tant que 
haque ma
hine n'héberge qu'un pro
essus de 
al
ul, les performan
essont signi�
ativement meilleures ; à partir du moment où l'une d'entre elles en héberge deux, lesperforman
es deviennent similaires, puisque le temps de 
al
ul d'une super étape en bsml est le



2.7. Syntaxe bsml alternative 25maximum des temps lo
aux.
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Fig. 2.5 � PSRS, 107 éléments. Comparaison des s
hémas de distribution des pro
essus sur lagrappe.2.7 Syntaxe bsml alternative2.7.1 Pourquoi ?Dé�nir le parallélisme à l'aide d'un 
÷ur minimal d'opérations est une grande for
e pourla formalisation du langage. De la sorte, les dé�nitions sont 
laires, et les preuves plus simples.Pouvoir intégrer 
es opérations dans des fon
tions de plus haut niveau permet d'obtenir destraitements parallèles 
omplexes de façon transparente. Malgré tout, les programmes, même dehaut niveau, ont toujours à gérer les valeurs répliquées et les ve
teurs parallèles, et parfois l'usagedes primitives ne se révèle pas des plus pratiques. En e�et, toute opération à l'intérieur d'unve
teur parallèle a besoin non seulement d'un appel à une primitive, mais aussi d'une fon
tionad ho
, souvent anonyme. Lorsqu'on travaille ave
 plusieurs ve
teurs parallèles, les appels à applys'imbriquent et font obsta
le à la lisibilité.Prenons un exemple simple : pour transformer une paire de ve
teurs en un ve
teur de paires,on é
ritval 
ombine_ve
tors : 'a par ∗ 'b par → ('a ∗ 'b) parlet 
ombine_ve
tors (v,w) = apply (parfun (fun v w → v,w) v) wOn peut alléger quelque peu 
e 
ode ave
 une dé�nition intermédiaire (que l'on pourraitétendre à un nombre �xe quel
onque de paramètres)
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ipe de bsmlval parfun2 : ('a → 'b → '
) → 'a par → 'b par → '
 parlet parfun2 f x y = apply (parfun f x) yle 
ode devient alors :val 
ombine_ve
tors : 'a par ∗ 'b par → ('a ∗ 'b) parlet 
ombine_ve
tors (v,w) = parfun2 (fun v w → v,w) v wle 
ode est plus lisible, mais toujours pas entièrement satisfaisant 
ar il né
essite la dé�nitiond'une fon
tion spé
i�que : 
ela implique de 
réer des paramètres nommés même si la fon
tionn'a qu'un 
as d'appli
ation. Ces noms de paramètres sont alors redondants, et peuvent mêmeprovoquer des erreurs, 
ommeval 
ombine_ve
tors : 'a par ∗ 'b par → ('a ∗ 'b) parlet 
ombine_ve
tors (v,w) = parfun2 (fun w v → w,v) v wqui est équivalent à la fon
tion 
i-dessus mais plus obs
ur, la signi�
ation des identi�ants vet w dépendant du 
ontexte. Les noms des paramètres sont 
hoisis par le programmeur, qui doitdé
ider entre 
onserver 
eux des paramètres originaux 
omme nous l'avons fait (mais alors, unmême nom 
orrespond à plusieurs valeurs non homogènes au sein de l'expression), ou en 
réerde nouveau 
e qui ne simpli�e pas vraiment les 
hoses.2.7.2 SolutionLa dé�nition de bsml est basée sur les primitives ; notre syntaxe alternative envisage les 
hosessous un angle 
omplètement di�érent, en s'arti
ulant autour de la notion de niveau d'exé
ution.On va don
 donner à l'utilisateur la possibilité de dé
larer si son 
ode doit être exé
uté de façonglobale ou de façon lo
ale : dans le premier 
as, il s'agit de 
ode OCaml standard, dans le se
ond
ela résultera en un ve
teur parallèle.Un des intérets de 
ette appro
he se manifeste par le fait qu'en bsml, le 
ode lo
al (
orps dela fon
tion passée en argument à mkpar, par exemple) a a

ès à toutes les variables répliquées,mais pas aux autres valeurs lo
ales situées sur le même pro
esseur, qui sont protégées à l'intérieurde ve
teurs parallèles. Y a

éder né
essite de préalablement �ouvrir� 
es ve
teurs depuis le 
odeglobal à l'aide d'un appel à apply. L'appro
he par niveaux d'exé
ution permet d'a

éder aux
omposantes lo
ales d'autres ve
teurs depuis l'intérieur du 
ode lo
al, 
e qui est beau
oup plusdire
t. Illustrons 
ette remarque :val f : (int → int) → int → int → int parlet f g x y = mkpar (fun i → g (i∗x/y))g, x et y sont tous i
i des valeurs répliquées, qui sont utilisées lo
alement de façon dire
te.Si nous avions voulu faire le même 
al
ul en utilisant un ve
teur d'entiers pour x, le 
ode seraitdevenu 
onsidérablement plus 
omplexe (un paramètre supplémentaire à la fon
tion anonyme,et un appel à apply), alors que somme toute a

éder lo
alement à une valeur lo
ale semble une
hose naturelle. Si la même 
hose est vraie pour y, 
ela se 
omplique en
ore : l'ouverture desve
teurs parallèles est trop en
ombrante du fait qu'elle a besoin d'être faite globalement.val f : (int → int) → int par → int par → int parlet f g x y = apply (apply (mkpar (fun i x y → g (i∗x/y))) x) y
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ription� e � t par (si e : t) 〈e, . . . , e〉$this$ (dans une se
tion lo
ale) int i sur le pro
esseur i$v$ (dans une se
tion lo
ale) t (si v : t par) vi sur i (si v = 〈v0, . . . , vp−1〉)proj et put sont in
hangées, mkpar et apply ne sont plus né
essaires.Fig. 2.6 � Ré
apitulatif de la syntaxe bsml alternativeOn utilise la syntaxe ≪ ≫ pour représenter une se
tion lo
ale, le 
ode entre 
hevrons étantexé
uté lo
alement. Cette 
onstru
tion retourne par 
onséquent un ve
teur parallèle 
onstituédes résultats des p exé
utions lo
ales. On a à l'intérieur de 
ette se
tion a

ès normalement auxvaleurs répliquées, et ≪ x ≫ est le ve
teur 
ontenant x partout. Mais on fournit également unesyntaxe $v$ disponible à l'intérieur des se
tions lo
ales, et qui donne a

ès à la 
omposante lo
aledu ve
teur v, sans que 
ela ait besoin d'être prévu depuis le 
ode global 
omme dans le 
as deapply.On peut de la sorte é
rire, par rapport à l'exemple de 2.7.1 et à l'exemple 
i-dessus :val 
ombine_ve
tors : 'a par ∗ 'b par → ('a ∗ 'b) parlet 
ombine_ve
tors (v,w) = ≪ $v$, $w$ ≫val f : (int → int) → int par → int par → int parlet f g x y = ≪ g ( i ∗ $x$ / $y$ ) ≫
e qui s'avère plus 
ourt, plus 
lair et moins sujet à l'erreur. On peut, en�n, a

éder au pidlo
al à l'aide de la syntaxe $this$, 
e qui permet de rempla
er l'usage de mkpar.Les primitives syn
hrones ne demandent pas de modi�
ation de syntaxe, 
ar on n'a pas besoind'en imbriquer les appels 
omme 
'est le 
as pour apply : on modi�e don
 la façon de dé�nir lesve
teurs, mais en 
onservant la même syntaxe pour les 
ommuni
ations. Cela su�t à simpli�erles appels à put par exemple :let p = put (apply (mkpar (fun sendfrom x sendto → e(sendfrom,sendto,x))) x)le 
ode 
al
ulant les valeurs à 
ommuniquer en fon
tion de la sour
e, de la destination et d'unve
teur x peut maintenant s'é
rire :let p = put ≪ fun sendto → e($this$, sendto, $x$) ≫
ela a l'avantage supplémentaire de rendre évident le type de l'argument de put, qui est unve
teur de fon
tions, 
e qui n'était pas lisible dans l'é
riture pré
édente.2.7.3 ExemplesLa fon
tion �lter de la se
tion 2.4.2 est déli
ate à lire par
e que le le
teur a besoin de re
ons-tituer à quoi les indi
es i et j font référen
es :val �lter_pid : 'a par → int → 'a option par
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ipe de bsmllet �lter_pid v i =let �lter = mkpar (fun j → if i = j then fun x → Some x else fun x → None) inapply �lter vLa version en syntaxe alternative est beau
oup plus évidente :val �lter_pid : 'a par → int → 'a option parlet �lter_pid v i = ≪ if $this$ = i then Some $v$ else None ≫Un exemple plus 
omplet est le programme de rédu
tion parallèle de la page 20. En leréé
rivant ave
 la nouvelle syntaxe, on obtient :val redu
e : int → ('a → 'a → 'a) → 'a → 'a par → 'a parlet re
 redu
e step op unit v =if step >= bsp_p then v elselet 
omm = put ≪ fun j → if (j mod (2∗step) = 0) && ($this$ = j + step)then $v$ else unit ≫in let v' = ≪ if $this$ mod (2∗step) = 0then if $this$ + step < bsp_pthen op $v$ ($
omm$ ($this$ + step))else $v$else unit ≫in redu
e (step∗2) op unit v'Le programme est plus 
ourt et plus lisible, il 
ontient beau
oup moins de fon
tion anonymeset de paramètres à usage unique qui en
ombrent le 
ode. Les 
onditions sur le pid 
ourant(if $this$...) sont évidentes, et les endroits où ont lieu les 
al
uls sont plus visibles.En�n, l'exemple 
i-dessous, qui est l'équivalent en syntaxe alternative du tri par é
hantillon-nage de la page 22, donne une idée de l'aspe
t typique d'un algorithme parallèle implanté enbsml :(∗ tri parallèle par é
hantillonnage régulier ∗)val psrs : int par → 'a list par → 'a list parlet psrs lvlengths lv =(∗ étape 1: tri lo
al ∗)let lo
sort = ≪ List.sort 
ompare $lv$ ≫ in(∗ étape 2a: extra
tion lo
ale de (p−1) é
hantillons ∗)let regsampl = ≪ extra
t_n bsp_p $lvlengths$ $lo
sort$ ≫ in(∗ étape 2b: é
hange des listes d'é
hantillons ∗)let glosampl = List.sort 
ompare (gather_list regsampl) in(∗ étape 2
: séle
tion globale des pivots parmi les é
hantillons ∗)let pivots = extra
t_n bsp_p (bsp_p∗(bsp_p−1)) glosampl in(∗ étape 3: partitionnement des listes lo
ales et 
ommuni
ation ∗)let 
omm = ≪ sli
e_p $lo
sort$ pivots ≫ inlet re
v = put ≪ List.nth $
omm$ ≫ in(∗ étape 4: fusion lo
ale des données reçues ∗)
≪ p_merge bsp_p (List.map $re
v$ pro
s_list) ≫



2.8. Filtrage par motifs 292.7.4 Relation entre la syntaxe alternative et les primitivesUn des intérêts majeurs des primitives bsml est la sûreté qu'elles assurent. Heureusement, lasyntaxe alternative est équivalente à l'usage des primitives, 
es propriétés sont don
 
onservées.On peut en e�et établir une transformation entre l'usage de≪ ≫ et $this$ d'une part, et mkpard'autre part, et entre l'usage de $$ et apply d'autre part. L'implantation de la syntaxe alternativeest basée sur 
ette transformation, et le 
ode 
ompilé n'utilise que les primitives.Cette transformation est relativement simple, et la réé
riture de 
ode utilisant les se
tionslo
ales se fait de la façon suivante :1. Le 
ontenu d'une se
tion lo
ale (≪ e ≫ ) devient le 
orps d'une fon
tion (fun ... → e)2. 
ette fon
tion est 
onstruite automatiquement de façon ré
ursive, à partir des $$ de lase
tion lo
ale qui deviennent ses paramètres3. mkpar est appliqué à 
ette fon
tion, dont le premier paramètre 
orrespond à $this$4. des appels à apply sont déroulés autour de l'appel à mkpar, 
orrespondant à 
ha
un desparamètres de la fon
tion 
onstruite (et don
 à 
ha
un des ve
teurs parallèles utilisés).Une transformation dans l'autre sens ne nous est pas utile, sauf pour montrer que les se
tionslo
ales ont la même puissan
e que mkpar et apply 
ombinés. Cette transformation né
essite deréduire les paramètres de mkpar et apply en valeurs de façon globale à l'aide de 
onstru
tionslet in, puis d'appliquer le paramètre de mkpar ainsi réduit à $this$ à l'intérieur d'une se
tionlo
ale, ou dans le 
as de apply, d'appliquer ses paramètres réduits point à point à l'aide de
≪ $vf$$vx$≫ .La transformation de se
tions lo
ales vers primitives est implantée dans le langage à l'aidedu prépro
esseur générique d'OCaml, Camlp4 ; elle est non ex
lusive, et il est tout à fait possiblede mêler les deux styles suivant les goûts ou les besoins. Dans notre expérien
e, la rédu
tion dela taille du 
ode au passage à la syntaxe alternative est signi�
ative.2.8 Filtrage par motifsUn des traits les plus utiles d'OCaml est le �ltrage par motifs. Celui-
i est en parti
ulierutilisé dans les blo
s de rattrapage d'ex
eptions a�n de séle
tionner les ex
eptions à rattraper.Dans 
e 
ontexte, et entre autres pour 
ompléter notre mé
anisme de gestion des ex
eptionsparallèles � la manipulation d'un ensemble d'ex
eptions rattrapées pouvant s'avérer fastidieuse� il est raisonnable d'étudier les possibilités de �ltrage par motifs parallèle.L'idée est de permettre d'e�e
tuer un �ltrage sur un ve
teur parallèle. Ce �ltrage est e�e
tuéglobalement, et 
on
erne une dé
ision globale : en e�et, rien n'empê
he en bsml d'utiliser le�ltrage standard d'O
aml lo
alement, pour prendre une dé
ision lo
ale, ou globalement sur unevaleur répliquée. Ainsi, le mé
anisme de �ltrage proposé i
i, bien que non trivial, peut être 
onsi-déré 
omme du su
re syntaxique au sens qu'il n'ajoute au
une fon
tionnalité liée au parallélisme :le blo
 de �ltrage trypar withpar appliqué à un ve
teur parallèle v 
ommen
e par e�e
tuer des
ommuni
ations à l'aide de proj pour ramener 
e ve
teur à une liste répliquée, et e�e
tue la suitede ses opérations de façon répliquée. En 
e qui 
on
erne les ex
eptions, l'ensemble d'ex
eptionslevées lo
alement a déjà été ramené au niveau global au moment du �ltrage.



30 Chapitre 2. Prin
ipe de bsmlparallel_pattern ::= ≪ ppatt_list ≫ppatt_list ::= ppatt_elem � ppatt_list | ppatt_elemppatt_elem ::= _ | pattern [at x℄ | (pattern [at x℄)∗Fig. 2.7 � Syntaxe des motifs parallèlesLe �ltrage permet de re
her
her des valeurs 
orrespondant à un motif dans un ve
teur (ouun ensemble d'ex
eptions) sans que l'ordre des éléments du ve
teur (ou de l'ensemble) ait uneimportan
e. On l'introduit à l'aide d'une 
onstru
tion similaire au mat
h with d'OCaml :mat
hpar e withpar| parallel_pattern1 → e1| parallel_pattern2 → e2... Un motif parallèle parallel_pattern 
omporte, entre ≪ ≫ , une liste de motifs séparés par �qui seront re
her
hés su

essivement dans le ve
teur ou l'ensemble. Ces motifs peuvent être soitun motif standard OCaml pattern, soit un motif standard a�ublé d'une étoile (pattern)∗ pour unnombre quel
onque, stri
tement positif, d'o

urren
es de 
e motif dans le ve
teur ou l'ensemble,soit le motif par défaut _ pour tout 
ontenu de ve
teur. La 
orrespondan
e est établie si au
undes motifs de la liste n'é
houe et que tous les éléments du ve
teur parallèle ou de l'ensemble sonta

eptés par l'un des motifs.Ainsi, le motif≪ (None)∗ ≫ 
orrespond à un ve
teur dont tous les éléments sont None, et lemotif ≪ None � _ ≫ à un ve
teur 
omprenant au moins une fois l'élément None. Comme dansles motifs OCaml, un motif peut lier des variables : ≪ Some x � _ ≫ lie x selon la premièreinstan
e du 
onstru
teur Some trouvée dans ve
teur. Le résultat est un peu plus 
omplexe pour lesmotifs répétés :≪ (Some x)∗ � _ ≫ devrait lier la variable x à un nombre de valeurs di�érentesin
onnu a priori. Le 
omportement du �ltrage parallèle est d'allouer une liste pour toutes variablesapparaissant sous une étoile : x sera i
i la liste des variables 
orrespondant.Le �ltrage fon
tionne par élimination : en 
as de motifs se re
ouvrant, seul le premier appa-raissant dans la liste et a

eptant le terme �ltré est 
onsidéré. Ainsi, le motif ≪ (0)∗ � (x)∗ ≫attribuera à x la liste des valeurs non nulles du ve
teur, puisque tout élément nul sera éliminépar le premier motif.En�n, il est parfois utile de savoir à quel pro
esseur attribuer quel résultat. La syntaxepattern at p, où p est un nom de variable, lie à p le pid du pro
esseur où le motif a 
orrespondu.En 
as de motif répété, 
omme pour les autres variables, une liste des 
orrespondan
es est liée àp. Il est ainsi aisé, en utilisant les fon
tions de la bibliothèque standard List.
ombine et List.split,de travailler sur une liste d'asso
iations pid-valeur.ExemplesNotre syntaxe de �ltrage parallèle permet d'é
rire une fon
tion équivalente à proj_list (se
tion2.5.1) de la façon suivante :val proj_list2 : 'a par → 'a listlet proj_list2 vl = mat
hpar vl withpar ≪ (x)∗ ≫ → x



2.8. Filtrage par motifs 31De façon similaire, le �ltrage peut souvent rempla
er l'utilisation de simple_redu
e, pour letest d'une 
ondition par exemple, en étant plus souple et plus lisible :mat
hpar ≪ is_empty $v$ ≫ withpar| ≪ (true)∗ ≫ → ...| ≪ (false at p)∗ � _ ≫ → ...plut�t queif simple_redu
e (&& ) ≪ is_empty $v$ ≫then ...else ...La méthode par �ltrage a i
i l'avantage de 
onserver des informations sur les pro
esseurs
on
ernés. Elle permet de plus de rajouter des 
as plus spé
i�ques 
omme �des données surun seul pro
esseur� (≪ false at p � (true)∗ ≫ ), ou bien �tous les pro
esseurs ont en
ore desdonnées� (≪ (false)∗ ≫ ), 
as qui pourraient être utiles pour rééquilibrer la distribution desdonnées par exemple. Ce genre de résultats ave
 simple_redu
e auraient né
essité la dé�nitiond'un opérateur ad-ho
 
omplexe.L'implantation de fon
tions standard telles que List.�nd, List.�lter ou List.asso
 sur des listesparallèles (obtenues, par exemple, à l'aide des fon
tions dé
rites en 2.4.1) est également simpli�ée.Ce résultat se généralise aussi bien à des fon
tions sur les ensembles ou les tables d'asso
iationparallèles.val asso
_par : 'a → ('a ∗ 'b) list par → 'blet asso
_par x vl =let vasso
 = ≪ try Some (List.asso
 x $vl$) with Not_found → None ≫in mat
hpar vasso
 withpar| ≪ Some x � _ ≫ → x| ≪ (None)∗ ≫ → raise Not_foundRemarquez que l'on transforme la valeur de retour de List.asso
 en type option, 
ar un é
he
lo
al (Not_found) i
i est normal et ne doit pas se traduire en erreur globale. On aurait égale-ment pu é
rire, en supposant préalablement dé�nie une ex
eption Found, une solution utilisantuniquement le rattrapage d'ex
eptions lo
ales :val asso
_par2 : 'a → ('a ∗ 'b) list par → 'blet asso
_par2 x vl =trypar ≪ raise (Found (List.asso
 x $vl$)) ≫ withpar| ≪ Found y � _ ≫ → y| ≪ (Not_found)∗ ≫ → raise Not_foundL'expression lo
ale i
i lève soit l'ex
eption Not_found, soit l'ex
eption Found si un résultata été trouvé. Les motifs parallèles permettent de faire rapidement le tri entre les deux 
as, �unrésultat a été trouvé� ou �au
un pro
esseur n'a trouvé de résultat�.
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ipe de bsml2.9 Superposition parallèleUne des limitations apparentes de bsml 
omparé à des langages à génération dynamiquede threads est la fa
ilité d'implantation d'algorithmes de type diviser pour régner. En e�et, làoù l'on voudrait pouvoir subdiviser ré
ursivement l'exé
ution en sous-parties, notre modèle deparallélisme, �dèle à la ma
hine physique, o�re seulement deux niveaux de parallélisme, globalet lo
al. Il n'y a don
 au
une 
orrespondan
e entre parallélisme et division du travail de 
al
ul,et l'intera
tion entre les deux devient un obsta
le à gérer par le programmeur, qui pourra parexemple diviser manuellement le travail en p parties, résoudre par un algorithme séquentiello
alement puis e�e
tuer une rédu
tion parallèle. Cette solution est très lourde si l'on 
onsidèreque 
e type d'algorithmes est parallèle par nature ; de plus, suivant le problème, elle peut poserdes problèmes d'équilibrage de 
harge et demander des étapes de rééquilibrage.L'idée des auteurs dans [Lou03, Gav08℄, plut�t que de tenter d'introduire une ré
ursivitéspatiale dans la ma
hine parallèle, est d'établir un nouveau dé
oupage qui lui est orthogonal, undé
oupage temporel. Contrairement à un ordonnan
ement (s
heduling) habituel, 
elui-
i se pla
eau-dessus du parallélisme, 
e qui permettra des optimisations. Cette appro
he permet don
 desous-diviser la ma
hine parallèle autant que né
essaire, tout en 
onservant l'usage du parallélismebsml dans 
ha
une de 
es sous-divisions, mais sans induire le 
oût prohibitif qu'aurait 
ausé unnombre exponentiel de super-étapes.Pour 
e faire, une primitive super: (unit → 'a) → (unit → 'b) → 'a ∗ 'b (pour superposition)est ajoutée au langage. Si l'on se pla
e dans un 
ontexte purement fon
tionnel6, on a :
super f g = (f(), g())Où l'exé
ution n'est possible que dans un 
ontexte global. Bien sûr, super ne se limite pasà une rédu
tion de 
ouple : tout son intérêt est de jouer sur le parallélisme BSP pour réduirele 
oût de la rédu
tion 
ombinée de f et g. Ainsi, super va entremêler le 
al
ul de f et de ga�n de fusionner � ou superposer � leurs super-étapes. Ainsi, les deux super-threads f et g sontexé
utés l'un après l'autre lo
alement, tant que dure la phase BSP de 
al
uls lo
aux. Les phasesde 
ommuni
ation et de barrière, par 
ontre, sont reportées jusqu'à l'arrêt de tous les super-threads, et fusionnées entre eux. Ainsi, l'exé
ution de n programmes bsml superposés de la sorteet e�e
tuant respe
tivement Si super-étapes donnera lieu à max(Si) super-étapes au total aulieu de ∑

i Si s'ils avaient été 
ombinés simplement.

6la dé�nition de la superposition parallèle en présen
e de traits impératifs né
essite une dé�nition plus �ne del'ordonnan
ement a�n de préserver le déterminisme de l'exé
ution. Voir 5.3.3.
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p0 p1 p2 p0 p1 p2 p0 p1 p2

Fig. 2.8 � Deux super-étapes et leur superposition.
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Chapitre 3Sémantique de µbsml
Après avoir donné un aperçu du langage et de son utilisation dans le 
hapitre pré
édent,on s'atta
hera i
i à lui fournir un formalisme et à prouver 
ertaines propriétés (
lassiques, etliées au modèle de parallélisme) importantes le 
on
ernant. Le 
÷ur du langage est détaillé dansun premier temps, et les extensions permettant la gestion des référen
es et des extensions sontétudiées ensuite.3.1 GénéralitésNous avons i
i besoin d'un langage su�samment simple pour pouvoir être étudié de façonformelle en détail, mais qui englobe toutes les fon
tionnalités importantes de bsml. Comme on lefait généralement lors de la dé�nition d'une sémantique, nous dé�nissons ainsi un sous-ensemblesde bsml que nous utiliserons 
omme base pour les développements suivants.La dé�nition de µbsml ressemble de près à 
elle des langages de type mini-ML que l'on peuttrouver dans la littérature [DDK86℄ : 
'est un 
÷ur de langage de type ML purement fon
tionnelque nous étendons ave
 les ve
teurs parallèles et nos primitives, lesquelles sont dé�nies en tantqu'opérateurs. µbsml dé
rit le 
omportement de bsml en 
e qui 
on
erne l'évaluation parallèle,mais n'intègre pas 
ertaines fon
tionnalités très utiles de ML qui alourdiraient trop la théorie.Ainsi, les enregistrements, types sommes, le �ltrage par motifs, les modules sont ex
lus de µbsml.Nous reparlerons de 
es fon
tionnalités par rapport à bsml, qui les in
lut par l'intermédiairedu langage OCaml, mais nous n'étabirons pas d'étude sémantique : 
es traits ont déjà été étudiéesen détail pour des langages non parallèles, et notre objet n'est pas de réé
rire 
es études. Ilsrentrent dans le paradigme fon
tionnel, et il nous est don
 permis de les 
onsidérer 
ommeorthogonaux à notre appro
he fon
tionnelle du parallélisme ; 
ertaines extensions qui nous ontparu utiles, telles que le �ltrage par motifs parallèle (se
. 5.4), seront dis
utées plus avant dansle 
hapitre 5, mais elles relèvent plus du su
re syntaxique que de l'étude sémantique.Pour les traits impératifs, la question ne se pose pas dans les mêmes termes : ils rentrentdire
tement en 
on�it ave
 le parallélisme. Ils sont pourtant eux aussi d'une grande utilité auprogrammeur, et nous étudions don
 en détail les référen
es dans une version étendue de µbsmlque nous noterons µbsmlref , ainsi que les ex
eptions dans µbsmlexn.35



36 Chapitre 3. Sémantique de µbsml3.2 Langage de base µbsml3.2.1 Expressions, valeurs et opérateursLe langage µbsml est dé�ni à partir des expressions et opérateurs suivants :
e ::= x variable

| c 
onstante
| op opérateur
| funx→ e fon
tion
| e e appli
ation
| let x = e in e dé�nition
| let rec x y = e in e dé�nition ré
ursive
| (e, e) 
ouple
| if e then e else e 
onditionnelle
| [ei]

n
i n-tableaula suite n'est pas a

essible à l'utilisateur

| 〈ei〉i ve
teur parallèle
op ::= mkpar | apply | proj | put primitives parallèles

| fst | snd opérateurs de 
ouples
| length | nth opérateurs de tableaux
| �x | send opérateurs internesOn distingue i
i les 
onstantes littérales c et les opérateurs op qui ont leurs règles de rédu
tionpropres, bien qu'ils soient te
hniquement eux aussi des 
onstantes. On supposera dé�nis dans lasuite, parmi les 
onstantes au moins la valeur unité (), les booléens true et false et les entiers.Les valeurs, qui seront les expressions a

eptées 
omme résultat d'une rédu
tion, sont dé�niesde la façon suivante :

v ::= c
| op
| funx→ e
| (v, v)
| [vi]

n
i

| 〈vi〉iComme pour les ve
teurs parallèles, nous notons en abrégé [ ]ni pour le tableau de taille n oùl'indi
e i est lié dans les 
ro
hets à l'index (
ommençant à 0) de l'élément : [i]ni est le tableau
[0, 1, . . . , (n− 1)].3.2.2 Sémantique à petits pasLa dé�nition d'une sémantique à petits pas passe par la dé�nition d'une relation de rédu
tionde tête ֌

ǫ s'appliquant à des expressions d'un format spé
i�que, et 
elle d'un 
ontexte d'éva-



3.2. Langage de base µbsml 37luation E[·] désignant une expression ave
 un �trou� unique [·]. Les règles de rédu
tion de têtene permettant de réduire que des expressions dont les sous-termes sont des valeurs, les 
ontextespermettent, dans le 
as d'expressions imbriquées, de dé�nir dans quelle sous-expression il estpermis de réduire. E[e] désigne le 
ontexte E[·] où [·] a été rempla
é par l'expression e : E[e] estdon
 une expression.E ::= [·] | e E |E v | let x = E in e | (E, e) | (v,E) | if E then e else e | [v, . . . , v,E, e, . . . , e]nNotre sémantique représente le parallélisme sous la forme de deux règles, 
ontre une seuledans les sémantiques à petits pas habituelles : la première de 
es règles réduit normalement àl'intérieur du trou d'un 
ontexte, et la se
onde pro
ède à la rédu
tion dans un 
ontexte étendupar la présen
e d'un ve
teur parallèle (et un seul, le parallélisme imbriqué n'étant pas possibledans notre langage). Cette dernière 
orrespond ainsi à la rédu
tion lo
ale, et la première à larédu
tion globale. 
ontext
e1 ֌

ǫ e2E[e1] ֌ E[e2]

∀i ∈ P,

lo
ali

e1 ֌
ǫ e2Eg

[〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e1], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉]

֌ Eg

[〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e2], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉]On a une instan
e de la règle lo
ali par pro
esseur, 
ha
une permettant la rédu
tion lo
alesur un pro
esseur donné. Eg et Eℓ 
orrespondent à des 
ontextes quel
onques, lo
ali pouvantêtre ainsi vue 
omme une règle de 
ontexte 
apable de �traverser� une (seule) stru
ture deve
teur parallèle : Eg permet de situer le ve
teur parallèle à réduire dans tout le terme et Eℓréduit par 
ontexte à l'intérieur de la ie 
omposante lo
ale. Chaque étape de rédu
tion de têteest ainsi faite sur une 
omposante du ve
teur parallèle 
hoisie de façon non déterministe, jusqu'à
e que 
elui-
i ne 
ontienne plus que des valeurs, et soit ainsi lui-même 
onsidéré 
omme unevaleur.Cela ne dé
rit pas exa
tement le parallélisme de façon réaliste : la rédu
tion ne se fait quesur un pro
esseur à la fois. Cependant, le fait qu'on puisse e�e
tuer les étapes de rédu
tion dansun ordre quel
onque est su�sant pour rendre apparent tout problème d'indéterminisme.La �gure 3.2.2 représente l'ensemble des règles de rédu
tion de tête du langage, 
elles-
iin
luant les règles sémantiques 
orrespondant aux 
onstru
tions syntaxiques d'une part � sanssubtilités parti
ulières liées au parallélisme du langage �, et les δ-règles permettant la rédu
tiondes opérateurs, en parti
ulier des primitives parallèles, d'autre part.Notons que 
ertains opérateurs (apply, nth) sont sous forme 
urry�ée : leur appli
ation par-tielle est 
onsidéré 
omme un nouvel opérateur (et don
 
omme une valeur) par la sémantique.Dans le 
as de nth, on aura la possibilité dans la suite de lever une ex
eption pour les paramètres
k in
orre
ts : nth a k ֌

ǫ raise ǫ, ave
 ǫ une ex
eption 
onstante.
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Règles de rédu
tion syntaxiqueapp
(funx→ e) v ֌

ǫ {v/x}e
let-in
let x = v in e ֌

ǫ {v/x}elet-re

let rec x y = e1 in e2 ֌

ǫ let x = �x(fun x→ fun y → e1) in e2ifthen
if True then e1 else e2 ֌

ǫ e1

ifelse
if False then e1 else e2 ֌

ǫ e2

δ-règlesprimitives parallèles
mkpar v ֌

ǫ 〈v i〉i
apply

〈

v1
i

〉

i

〈

v2
i

〉

i
֌

ǫ
〈

v1
i v2

i

〉

i
proj 〈vi〉i ֌

ǫ nth [vi]
p
i

put 〈vi〉i ֌
ǫ apply 〈nth〉i (send 〈[vi 0, . . . , vi (p− 1)]p〉i)send〈

[

vi
j

]p

j

〉

i

֌
ǫ

〈[

vi
j

]p

i

〉

jsur les paires
fst(v1, v2) ֌

ǫ v1

snd(v1, v2) ֌
ǫ v2sur les tableaux

length [vi]
n
i ֌

ǫ n
nth [vi]

n
i k ֌

ǫ vk si 0 ≤ k < nsur les fon
tions�x(funx→ e) ֌
ǫ {�x(fun x→ e)/x}eFig. 3.1 � Règles de rédu
tion de tête pour µbsml



3.2. Langage de base µbsml 393.2.3 ExemplesPrenons pour exemple l'expression suivante, qui e�e
tue la multi-di�usion depuis le pro
esseur0 en utilisant put sur un ve
teur de tableaux 〈

[i, . . . , i]i
〉

i
:

apply (mkpar(fun i→ fun f → (f 0)))
(put(apply (mkpar( fun i→ fun v →

if i = 0 then(fun j → v) else(fun j → []0)))
(mkpar(fun i→ [i, . . . , i]i+1))))Cette expression est réduite par notre sémantique de la façon suivante :

apply(· · · )(put(apply(mkpar(fun i→ fun v → if i = 0 then(fun j → v) else(fun j → []0)))
(mkpar(fun i→ [i, . . . , i]i+1))))

֌ apply(· · · )(put(apply(· · · )
〈

(fun i→ [i, . . . , i]i+1) 0, (fun i→ [i, . . . , i]i+1) 1
〉

))
֌ apply(· · · )(put(apply(· · · )

〈

(fun i→ [i, . . . , i]i+1) 0, [1, 1]2
〉

))
֌ apply(· · · )(put(apply(· · · )

〈

[0]1, [1, 1]2
〉

))
֌ apply(· · · )(put(apply 〈(fun i→ · · · ) 0, (fun i→ · · · ) 1〉

〈

[0]1, [1, 1]2
〉

))
֌ apply(· · · )(put(apply 〈fun v → if 0 = 0 then · · · , fun v → if 1 = 0 then · · ·〉

〈

[0]1, [1, 1]2
〉

))
֌ apply(· · · )(put

〈

(fun v → if 0 = 0 then · · · ) [0]1, (fun v → if 1 = 0 then · · · ) [1, 1]2
〉

)
֌ apply(· · · )(put

〈

if 0 = 0 then(fun j → [0]1), if 1 = 0 then · · · else(fun j → []0)
〉

)
֌ apply(· · · )(put

〈

(fun j → [0]1), (fun j → []0)
〉

)
֌ apply(· · · )(apply 〈nth, nth〉 (send 〈

[(fun j → [0]1) 0,
(fun j → [0]1) 1]2, [(fun j → []0) 0, (fun j → []0) 1]2

〉

))
֌ apply(· · · )(apply 〈nth, nth〉 (send 〈

[(fun j → [0]1) 0,
(fun j → [0]1) 1]2, [[]0, (fun j → []0) 1]2

〉

))
֌ apply(· · · )(apply 〈nth, nth〉 (send 〈

[[0]1, (fun j → [0]1) 1]2, [[]0, (fun j → []0) 1]2
〉

))
֌ apply(· · · )(apply 〈nth, nth〉 (send 〈

[[0]1, [0]1]]2, [[]0, (fun j → []0) 1]2
〉

))
֌ apply(· · · )(apply 〈nth, nth〉 (send 〈

[[0]1, [0]1]]2, [[]0, []0]2
〉

))
֌ Communications

apply(· · · )(apply 〈nth, nth〉
〈

[[0]1, []0]2, [[]0, [0]1]]2
〉

)
֌ apply(· · · )

〈

nth[[0]1, []0]2, nth[[]0, [0]1]]2
〉

֌ apply 〈(fun i→ fun f → (f 0)) 0, (fun i→ fun f → (f 0)) 1〉
〈

nth[[0]1, []0]2, nth[[]0, [0]1]]2
〉

֌ apply 〈(fun f → (f 0)), (fun i→ fun f → (f 0)) 1〉
〈

nth[[0]1, []0]2, nth[[]0, [0]1]]2
〉

֌ apply 〈(fun f → (f 0)), (fun f → (f 0))〉
〈

nth[[0]1, []0]2, nth[[]0, [0]1]]2
〉

֌
〈

(nth[[0]1, []0]2 0), (nth[[]0, [0]1]]2 0)
〉

֌
〈

[0]1, (nth[[]0, [0]1]]2 0)
〉

֌
〈

[0]1, [0]1
〉La multi-di�usion peut être faite de façon di�érente en utilisant proj :

proj (apply (mkpar(fun i→ if i = 0 then(fun v → v) else(fun v → []0)))
(mkpar(fun i→ [i, . . . , i]i+1)))

0
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proj(apply(mkpar(fun i→ if i = 0 then(fun v → v) else(fun v → []0)))

(mkpar(fun i→ [i, . . . , i]i+1)))0
֌ (proj(apply(· · · )(mkpar(fun i→ [i, . . . , i]i+1)))) 0
֌ (proj(apply(· · · )(

〈

(fun i→ [i, . . . , i]i+1) 0, (fun i→ [i, . . . , i]i+1) 1
〉

))) 0
֌ (proj(apply(· · · )(

〈

[0]1, (fun i→ [i, . . . , i]i+1) 1
〉

))) 0
֌ (proj(apply(· · · )(

〈

[0]1, [1, 1]2
〉

))) 0
֌ (proj(apply(· · · )(

〈

[0]1, [1, 1]2
〉

))) 0
֌ (proj(apply 〈(fun i→ · · · ) 0, (fun i→ · · · ) 1)〉

〈

[0]1, [1, 1]2
〉

))) 0
֌ (proj(apply

〈

if 0 = 0 then(fun v → v) else(fun v → []0, (fun i→ · · · ) 1)
〉 〈

[0]1, [1, 1]2
〉

))) 0
֌ (proj(apply 〈fun v → v, (fun i→ · · · ) 1)〉

〈

[0]1, [1, 1]2
〉

))) 0
֌ (proj(apply

〈

fun v → v, if 1 = 0 then(fun v → v) else(fun v → []0
〉 〈

[0]1, [1, 1]2
〉

))) 0
֌ (proj(apply

〈

fun v → v, fun v → []0
〉 〈

[0]1, [1, 1]2
〉

))) 0
֌ (proj

〈

(fun v → v)[0]1 , (fun v → []0)[1, 1]2
〉

) 0
֌ (proj

〈

[0]1, (fun v → []0)[1, 1]2
〉

) 0
֌ (proj

〈

[0]1, []0
〉

) 0
֌ nth[[0]1, []0]2 0
֌ [0]13.2.4 Con�uen
eLa 
on�uen
e est une propriété permettant d'exprimer qu'une sémantique est bien formée :elle indique informellement que la rédu
tion �nale d'une expression ne dépend pas du 
hemin
hoisi. Une sémantique déterministe, où jamais plus d'une règle de rédu
tion peut s'appliquer àune expression donnée, est 
on�uente de manière évidente ; 
e n'est pas le 
as de notre sémantiquepour la rédu
tion dans les ve
teurs parallèles (le 
hoix des règles lo
ali est non déterministe).Prouver la 
on�uen
e montre ainsi que µbsml est 
ompatible ave
 le fait que 
ertaines rédu
tionspuissent être faites �en parallèle�.Soit R une relation. On note R∗ la fermeture ré�exive et transitive de R.Dé�nition 3.2.1 (Con�uen
e)
R est 
on�uente si, et seulement si pour tous a, b, b′ tels que aR∗ b et aR∗ b′, il existe c telque

bR∗ c et b′R∗ cCela se représente s
hématiquement sous la forme de la �propriété du parallélogramme� :
a

∗

��?
??

??
?

∗

����
��

��

b

∗
��>

>>
>>

> b′

∗����
��

��

c
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e forte)
R est fortement 
on�uente si, et seulement si pour tous a, b, b′ tels que aR b et aR b′, il existe
c tel que

(b = c ou bR c) et (b′R c ou b′ = c)

a

��?
??

??
?

����
��

��

b

��>
>>

>>
> b′

����
��

��

cLemme 3.2.3Toute relation fortement 
on�uente est 
on�uente.Propriété 3.2.4 (Con�uen
e forte de ֌ dans µbsml)
֌ est fortement 
on�uente.Démonstration (
on�uen
e de ֌ pour µbsml) : On montrera que si e ֌ e1 et e ֌

e2, alors soit l'étape de rédu
tion est déterministe et e1 = e2, soit e1
֌ e2 (ou inverse-ment), soit en�n il existe e3 tel que e1

֌ e3 et e2
֌ e3Par indu
tion stru
turelle sur l'arbre de e :� e ne peut être une valeur, sans quoi au
une règle de rédu
tion ne s'appliquerait.� Toutes les valeurs apparaissant dans les membres de gau
he de nos règles de ré-du
tion de tête 
orrespondent, dans la dé�nition du 
ontexte, à un sous-
ontexte.Ainsi, soit la rédu
tion dire
te est possible, si on a des valeurs, soit on peut dé�nirun sous-
ontexte. Il n'est pas possible, par ailleurs, de dé�nir un sous-
ontexte làoù une règle de rédu
tion de tête est appli
able (pour la règle let rec par exemple),par stru
ture des dé�nitions. Le 
hoix d'une rédu
tion de tête, par l'intermédiairedu 
ontexte vide [·], ou d'une rédu
tion à l'intérieur d'un autre 
ontexte, est don
déterministe.� La rédu
tion de tête est déterministe : nos règles et δ-règles s'appliquent à destermes de stru
ture disjointes.� La rédu
tion par 
ontexte se fait soit hors de tout ve
teur parallèle, dire
tementpar la règle 
ontext � le 
ontexte est dans 
e 
as 
hoisi de façon déterministe �soit par l'intermédiaire d'une des règles lo
ali si le 
ontexte se heurte à un ve
teurparallèle.� Dans 
e dernier 
as, le 
hoix de la 
omposante dans laquelle est faite la rédu
tionest non déterministe. Posons e = Eg 〈Ei[ei]〉i, et i, j tels que e1 = lo
ali(e) et

e2 = lo
alj(e). Si i = j, le résultat résulte du même raisonnement que 
i-dessusappliqué lo
alement ; dans le 
as 
ontraire, la rédu
tion sur les pro
esseurs i et jétant indépendante, on peut poser e3 = lo
ali(e
2) = lo
alj(e

1), 
e qui nousdonne le résultat.
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 référen
es : µbsmlref3.3.1 Problème et des
ription informelleLes traits impératifs les plus utilisés dans OCaml sont les types physiquement modi�ables,tels que les référen
es. Ils o�rent une souplesse très appré
iée des programmeurs, de meilleuresperforman
es dans 
ertains 
as (par exemple, pour traitements sur les tableaux) et sont largementutilisés. Cependant, ils peuvent poser des problèmes quant à la 
ohéren
e de notre modèle enbrisant la barrière entre valeurs lo
ales et globales.Les tableaux, les 
haînes de 
ara
tères, les enregistrements à 
hamps modi�ables (�mutables�)et les référen
es sont dans 
e 
as : ils 
orrespondent tous à une donnée � ou un ensemble dedonnées � que l'on peut modi�er dire
tement en mémoire à l'aide d'un opérateur :(∗ tableaux ∗)arr.(n) ← x;(∗ 
haînes ∗)str.[n℄ ← x;(∗ 
hamps mutables ∗)re
ord.�eld ← x;(∗ référen
es ∗)r := xDu point de vue de notre problématique, tous 
es 
as sont équivalents : les 
hamps modi�ablespeuvent être rempla
és par des 
hamps 
ontenant des référen
es (à l'inverse, les référen
es sontd'ailleurs 
onsidérées 
omme des enregistrements en OCaml). Les tableaux modi�ables pourraientêtre rempla
és par des tableaux �xes de référen
es : bien que l'implantation et les performan
esdi�èrent grandement, on obtiendrait une sémantique similaire. Quant aux 
haînes, elles peuventêtre vues 
omme des tableaux de 
ara
tères.Nous allons don
 i
i nous 
on
entrer sur l'étude des référen
es, les autres 
as en dé
oulantsimplement. Cette se
tion dé
rit en détail la sémantique des référen
es, qui est similaire à 
elled'OCaml dans les 
as lo
al et répliqué. Cette sémantique nous servira de point de départ pourétudier les intera
tions entre µbsml et les référen
es, et détailler les 
as problématiques ; nousdé�nissons également le 
omportement des référen
es vis-à-vis des 
ommuni
ations entre pro
es-seurs.Pour assurer la 
on�uen
e de µbsml ave
 référen
es, un système de types est né
essaire.Cette partie est expliquée en 3.3.3 et développée en 4.33.3.2 SémantiqueExtensions du langageA�n de traiter les référen
es, on étend le langage de base ave
 les 
onstru
tions suivantes :



3.3. µbsml ave
 référen
es : µbsmlref 43
e ::= · · ·

| l adresse mémoire op ::= · · ·
| ref référen
e
| get a

ès
| set mise à jour

v ::= · · ·
| l adresse mémoire

l est absent du langage programmeur et ne peut don
 être manipulé que par l'intermédiairedes opérateurs ref, qui 
rée une nouvelle référen
e vers une valeur donnée (
e qui assure qu'uneréféren
e pointe toujours sur une valeur), get qui permet d'a

éder à 
ette valeur et set quipermet de la modi�er.Il est né
essaire de dé�nir un état mémoire dans la sémantique, a�n de mémoriser les valeursauxquelles 
orrespondent les adresses mémoire : un état mémoire s est une table asso
iative entreadresses mémoire et valeurs. Suivant les besoins, nous 
onsidérons dans la suite s 
omme unefon
tion ou 
omme un ensemble de paires (l, v).On é
rira (s)e pour l'expression e dans l'état mémoire s. Cette é
riture est toujours supposée
ohérente, 
'est-à-dire que s est dé�ni pour toute adresse mémoire apparaissant dans e. Nousutiliserons dans la suite les opérations suivantes sur les tables asso
iatives, et en parti
ulier sur
s : � s · {l 7→ v} est la fon
tion équivalente à s pour tout adresse di�érente de l et égale à v sur

l. En termes d'ensemble de 
ouples, tout éventuel 
ouple de la forme (l, ∗) est supprimé de
s et un 
ouple (l, v) y est ajouté.� s(l) est l'é
riture fon
tionnelle usuelle, renvoyant la valeur asso
iée à l dans s.� fresh(s) renvoie une adresse mémoire l ave
 la garantie que 
elle-
i n'apparaît pas dans
s. On supposera qu'une in�nité d'adresses mémoire est disponible et que fresh ne peuté
houer.Règles de rédu
tionLes règles de rédu
tion de tête de µbsml sont toutes impli
itement étendues pour réduire lesexpressions ave
 état mémoire, 
elui-
i étant in
hangé : e1 ֌

ǫ e2 devient (s)e1 ֌
ǫ (s)e2. Lesmodi�
ations de s ne sont ainsi possibles qu'en utilisant les nouveaux opérateurs. Les règles de
ontexte et de rédu
tion lo
ale deviennent :
ontext

(s1)e1 ֌
ǫ (s2)e2

(s1)E[e1] ֌ (s2)E[e2]

∀i ∈ P,

lo
ali

(s1)e1 ֌
ǫ (s2)e2

(s1)Eg

[〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e1], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉]

֌ (s2)Eg

[〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e2], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉]



44 Chapitre 3. Sémantique de µbsmlC'est une simpli�
ation extrême par rapport à la ma
hine parallèle BSP, qui a p pairespro
esseur-mémoire et devrait don
 avoir p états mémoire, alors qu'on en suppose i
i un unique.Néanmoins, on assure que le 
ontexte reste valide au 
ours de l'exé
ution, et les argumentssuivants appuient la validité de 
ette représentation :� lorsqu'on 
onsidère les expressions répliquées, on utilise des référen
es répliquées qui ont lamême valeur partout : nous avons besoin d'un �état mémoire global� pour représenter 
ela,à moins d'un moyen ardu de représenter la 
ohéren
e des valeurs pointées par p adressesmémoire lo
ales. Cet argument 
ertes n'exlut pas des états mémoire lo
aux.� les pro
esseurs peuvent individuellement a

éder à la mémoire globale, mais en le
tureseulement, l'é
riture n'étant possible que par du 
ode répliqué : notre modèle ne permetpas à un pro
esseur d'é
rire dans la mémoire d'un autre. La distin
tion entre états mémoireslo
aux et globaux par rapport aux opérations sur les référen
es serait 
omplexe et déli
ate.� une référen
e 
réée lo
alement est une adresse mémoire fraî
he ; il nous est fa
ile de supposerqu'elle l'est vis-à-vis de la ma
hine parallèle dans son ensemble (par dé
oupage en p partiesde notre espa
e d'adressage). La stru
ture de µbsml nous garantit qu'elle est ina

essibleaux autres pro
esseurs, 
omme toute autre valeur lo
ale : ainsi, bien que la référen
e lo
alesoit sto
kée dans l'état mémoire global, on a la garantie qu'au
un autre pro
esseur nedispose de la 
lef pour y a

éder7 .On a ainsi l'assuran
e que la séparation des états mémoires dans notre sémantique n'est pasné
essaire à la 
ohéren
e du modèle : on suppose que l'état mémoire global 
ontient des adressespointant soit sur un espa
e d'adressage global (virtuel, physiquement 
es adresses 
orrespondentà un ensemble de p adresses lo
ales), soit sur un espa
e d'adressage lo
al sur un pro
esseur donné.Le système de types (voir se
tion 4.3) rendra expli
ite 
ette distin
tion.Les opérateurs dédiés à la manipulation de l'état mémoire obéissent aux δ-règles suivantes :
(s) ref v ֌

ǫ (s · {l 7→ v}) l with l = fresh(s)

(s) get l ֌
ǫ (s)s(l)

(s) set l v ֌
ǫ (s · {l 7→ v})()où () est une 
onstante du langage. Cette dé�nition garantit qu'il ne peut y avoir qu'une seulevaleur pour une adresse mémoire à un instant donné, et que toute adresse mémoire l utilisée dansun programme est dans s puisqu'elle a né
essairement été préalablement obtenue à l'aide de ref.Con�its entre parallélisme et référen
esAu
une di�
ulté parti
ulière n'est 
ausée par le fait d'utiliser les référen
es lo
alement ou demanière répliquée ; 
ependant, la 
ommuni
ation des référen
es à l'aide de proj ou put pose deréels problèmes liés à la réalité physique de la la ma
hine parallèle. Ainsi, une adresse mémoiredans l'espa
e d'adressage de l'un des pro
esseurs n'a au
un sens pour les autres. Il reste possiblede 
ommuniquer la valeur asso
iée plut�t que l'adresse mémoire elle-même, mais quel doit êtrealors le 
omportement de mises à jour ultérieures sur 
ette référen
e ?7on suppose i
i qu'il n'y a pas de 
ommuni
ations de référen
es ; le 
as sera traité spé
i�quement dans le suite
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e problème peut être résolu si l'on 
onsidère un mo-dèle de parallélisme à mémoire partagée, éventuellement implanté à l'aide de 
ommuni
ationsimpli
ites [HM05℄. On se retrouve alors dans un 
ontexte trop éloigné de 
elui de bsml, où lesproblèmes de 
on
urren
e et d'indéterminisme refont surfa
e, sans parler de la prédi
tion deperforman
e.Il nous est néanmoins vital de tolérer la 
ommuni
ation de référen
es, la programmation
ourante faisant un usage fréquent d'enregistrements à 
hamps mutables ou de tableaux, dontles 
ellules ont un 
omportement similaire à 
elui des référen
es. Il serait peu réaliste d'exiger duprogrammeur une 
onversion manuelle de 
es stru
tures en une version purement fon
tionnelleavant de pro
éder à toute 
ommuni
ation. Ainsi, le langage e�e
tue une 
opie automatiquedes référen
es lors des 
ommuni
ations. Cela ajoute un 
oût supplémentaire aux primitives de
ommuni
ation, mais 
ette solution est la plus satisfaisante par rapport à la fa
ilité d'utilisationdu langage et sa sûreté théorique. Le programmeur, malgré tout, doit être 
ons
ient que la valeurretournée par proj ou put 
ontient de nouvelles référen
es qui pointent vers une 
opie des valeurs :l'élément retourné est identique à l'élément d'origine, mais l'égalité physique n'est pas préservée.On a néanmoins la préservation d'une égalité stru
turelle, dé�nie 
omme l'égalité des valeursdans leurs états mémoires respe
tifs (et de 
elles dont elle dépendent par l'intermédiaire de 
esétats mémoire) modulo le 
hoix des adresses mémoire.Dans l'implantation du langage, 
e 
omportement 
orrespond à l'utilisation des fon
tionsde sérialisation du module Marshal d'O
aml ave
 l'option Closures, que nous utilisons pour les
ommuni
ations. La 
ommuni
ation de fon
tions par 
e module sou�re de 
ertaines limitations,qui 
orroborent les problèmes que nous allons dé
ouvrir dans notre théorie. En e�et, elle sup-pose d'une part que tous les pro
esseurs utilisent exa
tement la même version de l'exé
utable(et don
 la même ar
hite
ture) � les fon
tions étant transmises en tant qu'adresses dans le
ode, d'autre part son 
omportement peut dépendre de la 
ible de 
ompilation (le programmeMarshal.to_string (fun _ → (ref 0):=1) [Marshal.Closures℄ renvoie une erreur dans le mode inter-a
tif, par exemple, mais fon
tionne en 
ode natif bien qu'ave
 un 
omportement di�érent de 
eluidu 
ode-o
tet).Intuitivement, si rj est une référen
e, proj 〈rj〉j i renvoie l'équivalent de ref(get ri) au lieu de ri.On s'assure néanmoins que plusieurs instan
es d'une même référen
e dans la valeur 
ommuniquéene 
onduisent pas à des 
opies multiples dans le résultat.Voi
i le mé
anisme employé : la 
ommuni
ation d'une expression est pré
édée d'une opérationlo
ale de déréféren
iation (deref ), et suivie d'une opération de reréféren
iation (reref ). Cettedernière a lieu dans un 
ontexte lo
al dans le 
as de put et global dans le 
as de proj. La valeurretournée par deref ne 
ontient au
une référen
e et il est don
 sûr de la 
ommuniquer dans le
adre de la sémantique que nous avons dé�nie. On fait 
ependant en sorte qu'elle 
ontienne toutesles valeurs de l'état mémoire né
essaires pour re
onstituer la valeur d'origine. reref , à l'aide de
es valeurs, 
rée de nouvelles référen
es qui prendront la pla
e de 
elles que 
ontenait l'ex
eptiond'origine. Ainsi, la 
omposition reref ◦ deref re
opie les référen
es, mais préserve type et égalitéstru
turelle.La déréféren
iation suit l'algorithme suivant :pour toute valeur v dans l'état s, on 
ommen
e par extraire l'ensemble E(v) des adresses
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ontenues dans v :
E(l) ::= l ∪E(s(l))

E(x) ::= ∅ E(c) ::= ∅ E(op) ::= ∅Le 
al
ul de E se propage ré
ursivement à tous les sous-termes de l'expression dans tous lesautres 
as. deref est ensuite dé�ni ré
ursivement sur l'ensemble des adresses mémoire par :deref E(∅, s, v) ::= vderef E({l} ∪ E, s, v) ::= deref E(E, {x/l}s, (fun x→ {x/l}v, s(l)))ave
 x aussi fraî
he que né
essaire, et la substitution {x/l} dé�nie 
omme le rempla
ement
omplet de l par x partout où elle apparaît dans v, ou dans le membre de droite des 
ouples 
onte-nus dans s. On abstrait ainsi les adresses mémoire apparaissant dans l'expression en 
onstruisantdes fon
tions, et on joint la valeur de l'état mémoire 
orrespondante en 
onstruisant un 
ouple.On peut ensuite dé�nir deref (s, v) 
omme deref E(E(v), s, v) ; 
e résultat devra être 
ommu-niqué a

ompagné du 
ardinal n de E(v).La reréféren
iation 
rée de nouvelles référen
es par appli
ation des fon
tions générées parderef : reref 0(f, a) ::= f (ref a)reref 0 devant être appliqué une fois par adresse mémoire transformée, on dé�nit reref =reref n
0Propriété 3.3.1 (Dépla
ement mémoire)Pour tous v, v′ tels que v′ = reref ◦ deref v, il existe une bije
tion ϕl sur les adresses mémoirequi, étendue aux valeurs de la façon usuelle (sans 
apture de variables), est telle que v′ = ϕl(v).La preuve est dire
te par ré
ursivité sur le nombre d'adresses mémoire n apparaissant dans

v.3.3.3 Conditions supplémentaires pour la 
on�uen
e et preuveNous supposerons dans la suite un terme (s)e dé�ni modulo renommage bije
tif des adressesmémoire dans s et e, 
e qui nous permet de 
onsidérer l'opération fresh 
omme déterministe.La sémantique proposée pour µbsmlref n'est pas 
on�uente dans le 
as général : l'état mé-moire global est partagé par tous les pro
esseurs, qui peuvent y é
rire de manière individuelle.Prenons un exemple :
let r = ref 0 in mkpar(fun i→ set r i)Après quelques étapes de rédu
tion, 
ela devient :
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({l 7→ 0}) 〈set l i〉iLà, le 
hoix non déterministe de l'ordre de rédu
tion des 
omposantes de 〈set l i〉i 
onduità des valeurs di�érentes pour l dans l'état mémoire à la �n de la rédu
tion, et le résultat del'opération get r pourrait être une valeur quel
onque de 0 à p− 1.On remarque que dans 
e 
as, la sémantique ne dé
rit plus un 
omportement réaliste pourla ma
hine parallèle : 
elle-
i n'a pas réellement de mémoire partagée, et les a

ès 
on
urrents àla référen
e répliquée nous 
onduiraient dans un état in
ohérent (
e qui est pire). Le programmebsml équivalent au programme µbsml 
i-dessus :let r = ref 0 in ≪ r:=$this$ ≫
onduit à une référen
e r qui n'est plus répliquée puisqu'elle 
ontient des valeurs di�érentessur les di�érents pro
esseurs. Bien que l'évaluation sémantique di�ère de l'évaluation bsml, ona dans les deux 
as un problème qu'on devra don
 éviter. Nous supposerons don
 la propriétésuivante, qui dé
rit un a

ès 
orre
t à l'état mémoire :Propriété 3.3.2 (Séparation mémoire)Si l'opérateur set est appliqué à l'adresse mémoire l dans une 
omposante d'un ve
teurparallèle, alors l n'apparaît que lo
alement, sur le même pro
esseur, dans tout le programme.Cette propriété nous garantit que le problème 
i-dessus ne se produit pas, et nous limiteaux 
as où la sémantique est �dèle à l'évaluation en mémoire distribuée. Elle nous sera garantiepar le système de types, qui est dé�ni en 4.3. On est en mesure de prouver la 
on�uen
e de

µbsmlrefpour les programmes véri�ant 
ette propriété, 
e qui est le 
as de tous les programmesbien typés.Propriété 3.3.3 (
on�uen
e de µbsmlref)La sémantique de µbsmlrefest 
on�uente pour les programmes respe
tant la propriété deséparation mémoire.Démonstration (
on�uen
e de µbsmlref) : On suppose (s)e ֌ (s1)e1 et (s)e ֌ (s2)e2,et on reprend la preuve de 
on�uen
e de µbsml (3.2.4), en ne s'atta
hant qu'aux 
as quidi�èrent :� ref utilise une variable fraî
he 
hoisie de façon non déterministe, mais notre 
ritèred'équivalen
e par renommage nous permet de le 
onsidérer 
omme bije
tif.� Rédu
tion dans un ve
teur parallèle : on suppose e = Eg 〈ei〉i ; une des règles lo
alis'applique, et on pose (s1)e1 = lo
ali((s)e) et (s2)e2 = lo
alj((s)e). Si i = j, ona (s1)e1 = (s2)e2.Si 
e n'est pas le 
as, on dé�nit
(s2′)e2′ = lo
ali((s

2)e2) (s1′)e1′ = lo
alj((s
1)e1)Il est possible que s2 soit di�érent de s pour deux raisons, soit par
e qu'une pairey a été ajoutée ppar usage de ref, soit par
e qu'une mise à jour y a été faite parl'intermédiaire de set. Dans le premier 
as, 
ette adresse est fraî
he, dans le se
ond,
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hangée dans s est absente de la ie 
omposante du ve
teur (set a été utilisé sur la je
omposante, et on a i 6= j). Dans les deux 
as, la rédu
tion dans la ie 
omposanten'a pas a

ès aux adresses 
on
ernées par 
es modi�
ations, et par 
onséquent 
esdernières n'ont pas de 
onséquen
e sur 
ette rédu
tion. Par le même raisonnement,on sait que l'évaluation sur la ie 
omposante n'a au
un impa
t sur l'évaluation dansla je 
omposante, et on en 
on
lut que e2′ = e1′. Les modi�
ations dans s 
on
ernantdes adresses di�érentes, 
elles-
i sont orthogonales également et s2′ = s1′.On a don
 (s2′)e2′ = (s1′)e1′, et la 
on�uen
e forte de la sémantique.3.4 µbsml ave
 ex
eptions : µbsmlexn3.4.1 Problème et des
ription informelleEx
eptions en OCamlOCaml 
omporte un système de gestion des ex
eptions performant et e�
a
e en pratique.D'autres langages se fondent sur les monades [BHM00, Wad92℄ pour obtenir le même type defon
tionnalités, mais 
eux-
i sont plus 
omplexes à utiliser, moins e�
a
es, et ne s'avèrent pasné
essaires dans un langage fon
tionnel impur à évaluation stri
te tel que OCaml. Les ex
ep-tions sont utilisées aussi bien pour traiter les erreurs d'exé
ution (é
he
 d'une opération tellequ'ouverture de �
hier ou division, dépassement de pile ou de mémoire) que les traitements ex-
eptionnels souhaités : elles sont en e�et un moyen de sortir dire
tement d'un niveau quel
onqued'imbri
ation de bou
les ou d'appels pour ré
upérer un résultat, 
e qui entraîne souvent un 
odeplus lourd par d'autres moyens.La levée d'une ex
eption interrompt les 
al
uls en 
ours, et remonte dans la pile d'exé
ution ;si 
ette ex
eption n'est pas rattrapée, l'ex
eption remonte jusqu'à la ra
ine du programme quise termine par une erreur. Il est possible de rattraper l'ex
eption pour dé
len
her un traitementde l'erreur ren
ontrée, ou gérer le 
as ex
eptionnel si l'ex
eption était attendue. On dé
lare uneex
eption en OCaml parex
eption Ex
où Ex
 est le 
onstru
teur de l'ex
eption dé
larée. La ré
upération de 
ette ex
eption s'é
hap-pant d'un blo
 de 
ode [
ode℄ est e�e
tuée de la façon suivante :try [
ode℄ with Ex
 → [traitement Ex
℄Le with i
i ouvre un 
as de �ltrage par motifs. Le mé
anisme permet également de dé�nirdes ex
eptions paramétrées, ressemblant aux types somme :ex
eption Ex
b of inttry [
ode℄ with Ex
b n → [traitement Ex
b en fon
tion de n℄de 
ette façon, il est possible d'extraire soit des informations sur l'erreur, soit le résultat
orrespondant à un 
as ex
eptionnel pour lequel l'ex
eption aurait été levée volontairement par
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b x). Comme pour le �ltrage par motifs standard d'OCaml, il est possibled'énumérer di�érents motifs à ré
upérer sur les erreurs. Notons 
ependant que si la syntaxed'Obje
tive Caml o�re la souplesse du �ltrage pour ré
upérer les ex
eptions, la gestion desex
eptions en elle-même en reste indépendante : il est toujours possible d'é
rire, si on ne veutpas utiliser 
ette fa
ilité,try [
ode℄ with ex → mat
h ex with| Ex
b n → [traitement Ex
b en fon
tion de n℄| e → raise e
e qui est sémantiquement équivalent au 
ode 
i-dessus, ou même, de façon plus générique etsans utiliser le �ltrage :try [
ode℄ withex → if [
onditions sur ex℄ then [traitement ex℄ else raise exil est don
 possible de re-lever l'ex
eption si elle ne 
orrespond pas aux 
ritères, en liantsimplement 
elle-
i à un identi�ant au lieu d'utiliser le �ltrage. Ce dernier point permet dejusti�er l'absen
e de �ltrage dans notre sémantique sans remettre en 
ause les mé
anismes detraitement des ex
eptions proposés.On ne s'intéressera pas i
i à l'implantation à proprement parler des ex
eptions dans OCaml,
elle-
i utilisant du 
ode de très bas niveau : notre mé
anisme est entièrement implanté 
ommesur-
ou
he du mé
anisme existant et en reste don
 indépendant.Ex
eptions en bsmlIl 
onvient d'examiner tous les 
as d'intera
tion pouvant se présenter entre les ex
eptions etnotre modèle de parallélisme : des ex
eptions peuvent être levées globalement où à l'intérieurd'une (ou plusieurs) 
omposantes d'un ve
teur parallèle. De même, les blo
s de rattrapage d'ex-
eption try with peuvent être présents lo
alement ou globalement. Intuitivement, nos langageslo
al et global étant sensiblement équivalents à OCaml, la levée et le rattrapage d'ex
eptions àl'intérieur de 
ha
un d'eux ne posera pas de problème, mais 
eux-
i peuvent se poser à l'interfa
e.En e�et, examinons les di�érents 
as :� Ex
eption levée globalement (ex
eption répliquée) : raise Ex
 utilisé dans du 
ode répli-qué. Dans 
e 
as, tous les pro
esseurs suivent la même exé
ution, que l'ex
eption Ex
 soitrattrapée ou 
onduise à une erreur du programme. Une ex
eption globale ne pose pas deproblème vis-à-vis de notre modèle.� Ex
eption levée lo
alement (ex
eption lo
ale) : il faut 
onsidérer la se
tion lo
ale où l'ex-
eption est levée, 
'est-à-dire l'expression réduite dans la 
omposante du ve
teur parallèle.Si 
ette expression lève une ex
eption et la rattrape, 
ela n'a pas de 
onséquen
e visible àl'extérieur de la 
omposante lo
ale 
on
ernée. Par exemple, le programmeval f : int par → int parlet f v = ≪ try $v$ / $this$ with Division_by_zero → 0 ≫ne nous pose pas de problème, et la fon
tion f renvoie un ve
teur parallèle sans que l'utili-sation d'ex
eptions soit visible.
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eption levée lo
alement, non rattrapée : un problème se pose en revan
he si une ex
ep-tion s'é
happe d'un ve
teur parallèle. Il est en e�et plus déli
at de donner un sens à uneex
eption lo
ale au niveau global, de façon 
ohérente pour tous les pro
eseurs.val f : int par → int parlet f v = ≪ $v$ / $this$ ≫lève une ex
eption sur le pro
esseur 0, qui pourrait 
ompromettre la 
ohéren
e de notremodèle.Il y a don
 un 
as problématique qu'il nous faut traiter. Examinons 
e qui se passe dans
e dernier exemple, sans dispositions parti
ulières de traitement des ex
eptions. Tous les pro-
esseurs de pid non nul vont 
ontinuer de fon
tionner 
omme une ma
hine parallèle, n'ayantpas d'information sur l'ex
eption levée par le pro
esseur 0. Le pro
esseur 0, pour sa part, se
omporte 
omme si l'ex
eption avait été levée globalement, ne faisant pas 
ette distin
tion. Ilremonte don
 dans sa pile d'exé
ution jusqu'à trouver un éventuel blo
 try with (né
essairementglobal, le parallélisme emboîté étant interdit) qui rattrapera son ex
eption. À 
e stade, il auraselon toute probabilité divergé du 
hemin d'exé
ution répliquée des autres pro
esseurs, s'il nes'est pas terminé prématurément.Cela 
asse la 
ohéren
e répliquée, désyn
hronise les super-étapes et, très probablement,
onduit à un inter-blo
age ou pire (notre mé
anisme de 
ommuni
ation repose sur la 
onnaissan
edes types reçus : i
i, une donnée du mauvais type pourrait être envoyée et entraîner une erreurde segmentation, le marshalling d'O
aml étant non typé8). Il faut don
 un mé
anisme 
apablede dis
erner les ex
eptions lo
ales des ex
eptions globales, et limiter la portée de la propagationdes ex
eptions lo
ales.Traitement des ex
eptions parallèlesRemarquons qu'intuitivement, on souhaite voir la ma
hine parallèle s'interrompre pour laisserpla
e à l'ex
eption lo
ale. Cela imposerait un mé
anisme supplémentaire dans la ma
hine BSP,une sorte d'alerte interrompant les autres pro
esseurs à distan
e pour rendre immédiatementl'ex
eption lo
ale, globale. Outre sa faisabilité te
hnique, 
ette solution pose plusieurs problèmes :en pliant ainsi les limites du modèle BSP, on en perd les propriétés 
apitales 
omme la prédi
tionde performan
e, et surtout le déterminisme : si plusieurs pro
esseurs doivent lever une ex
eptionlo
ale, laquelle sera propagée devient imprévisible. L'exemple suivant montre un programme quiserait indéterministe ave
 un tel mé
anisme :let non_deterministi
 = try ≪ raise (Ex
b $this$) ≫ with| Ex
b n → nIl 
onvient don
 de se 
onformer au modèle : dans 
e but, l'ex
eption devra attendre la �nde la super-étape pour pouvoir être 
ommuniquée aux autres pro
esseurs. En pratique, à moinsd'utiliser des ex
eptions lo
ales à une fréquen
e très élevée � 
e qui n'est généralement pas leurusage, 
ela a peu d'impa
t sur les performan
es globales.Pour 
e faire, l'ex
eption lo
ale doit pouvoir être distinguée des ex
eptions globales au niveaude 
haque pro
esseur. De la sorte, elle permet aux 
al
uls répliqués de 
ontinuer à se dérouler8Des travaux existent pour typer la sérialisation en OCaml [HMC07℄, mais ils ne nous sont pas né
essaires i
i,nos 
ommuni
ations étant stru
turées et typées
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ause la 
ohéren
e répliquée. Les 
al
uls lo
aux, pour leur part,doivent être omis sur un pro
esseur qui est en attente de 
ommuni
ations après avoir levé uneex
eption lo
ale : 
es 
al
uls pourraient dépendre de valeurs lo
ales pré
édentes dont le 
al
ul aé
houé, ou même lever de nouvelles ex
eptions lo
ales.
p0 p1 p2

Exn
{Exn}Fig. 3.2 � Blo
age de 
al
uls lo
aux par ex
eption, et globalisation.La �gure 3.2 montre le 
omportement du système fa
e à une ex
eption levée sur le pro
es-seur p2 : 
elui-
i ignore ses 
al
uls lo
aux, poursuit les 
al
uls répliqués et attend la phase de
ommuni
ation pour signaler l'ex
eption.On mémorise don
 un état lo
al pour 
haque pro
esseur :� soit normal� soit, ayant levé une ex
eption lo
ale, en attente de la phase de 
ommuni
ations et n'e�e
-tuant plus que les opérations répliquées.En 
onséquen
e, toutes les primitives parallèles se voient ajouter deux traitements parti
u-liers :� le premier rattrape toute ex
eption levée lo
alement a�n qu'elle ne se propage pas dans leniveau global, et mémorise l'état du pro
esseur.� le se
ond prévient toute exé
ution de 
ode lo
al si l'état du pro
esseur ne s'y prête pas.Remarquons que de la sorte, peuvent apparaître des ve
teurs parallèles à �trous�, 
ertaines deleur 
omposantes lo
ales étant inexistantes (dans la sémantique, nous noterons 
es 
omposantes

⊥). Ceux-
i ne posent pas de problème pour le moment : il est garanti qu'on ne peut y a

éder.L'introdu
tion de référen
es dans le langage, 
ependant, nous fait perdre 
ette garantie : leproblème est dis
uté en 5.3.1.Propagation et rattrapageNous avons mis en pla
e les mé
anismes évitant une mise en déroute de notre système en pré-sen
e d'ex
eptions lo
ales non rattrapées. Il reste à dé�nir un moyen de rattraper 
es ex
eptionsune fois la phase de 
ommuni
ations atteinte.Il devient, à 
e moment là, possible de 
ommuniquer les ex
eptions à tous les pro
esseurs sanssortir du modèle BSP. Cette 
ommuni
ation rempla
e la 
ommuni
ation des valeurs qui auraitnormalement eu lieu, et permet de revenir dans un mode d'exé
ution répliqué 
ohérent.On aura ainsi à traiter trois types d'ex
eptions di�érentes :
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eptions répliquées, levées en mode répliqué� les ex
eptions lo
ales, levées lo
alement, et qui peuvent être rattrapées lo
alement ou 
om-muniquées à la �n de la super-étape� les �ensembles d'ex
eptions�, ou ex
eptions globales, qui sont le résultat de la 
ommuni-
ation d'ex
eptions lo
ales qui n'ont pas été rattrapées lo
alement.À 
e stade, il reste à gérer la propagation et le rattrapage d'un ensemble d'ex
eptions pouvantavoir de 1 à p éléments.� La propagation a lieu de la même façon que pour une ex
eption répliquée habituelle.� En 
e qui 
on
erne le rattrapage, nous 
hoisissons d'introduire une nouvelle 
onstru
tionsyntaxique trypar [
ode℄ withpar [motif℄ → [traitement℄ | ....Il aurait été possible de maintenir une unité de traitement entre ex
eptions répliquées etensembles d'ex
eptions, et d'utiliser un blo
 de rattrapage standard pour rattraper 
eux-
i endé�nissant une ex
eption Ex
eption_set of exn list par exemple. On les aurait alors rattrapé glo-balement ave
 :try [ 
ode levant des ex
eptions lo
ales ℄ with| Ex
eption_set exnlist → [ traitement exnlist ℄Le prin
ipal avantage de 
ette appro
he se situe au niveau de l'implantation (pas de 
onstru
-tion supplémentaire né
essaire) ; de plus elle évite tout 
on�it entre ensembles d'ex
eptions etex
eptions répliquées en 
e qui 
on
erne le rattrapage. Nous avons fait le 
hoix d'une nouvelle
onstru
tion pour deux raisons :� Le rattrapage d'un ensemble d'ex
eptions est soumis à l'existen
e d'une barrière de syn-
hronisation. Le trypar withpar nous permet de pré
iser expli
itement 
ette barrière : ave
l'appro
he utilisant try [
ode℄ with, une ex
eption lo
ale qui serait levée après la dernièrebarrière dans [
ode℄ ne serait pas rattrapée, 
e qui serait déroutant pour le programmeur.Celui-
i devrait pla
er manuellement une barrière à la �n de 
e blo
 pour éviter d'étrangessurprises dans la suite, 
omme l'ensemble d'ex
eption réapparaissant à la pro
haine bar-rière. Notre syntaxe permet de manière générale d'assurer que l'ensemble d'ex
eptions estrattrapé là où les ex
eptions lo
ales ont été levées, et non pas là où la barrière a lieu.� Dans notre implantation, le withpar nous permet d'utiliser l'extension syntaxique pourle �ltrage par motifs de valeurs parallèles (voir se
tion 2.8), qui simpli�e grandement lagestion d'un ensemble d'ex
eptions, évitant des �ltrages et tests répétés sur le 
ontenu de
et ensemble.Un point reste déli
at : sans traitement parti
ulier, la propagation d'une ex
eption lo
aleaurait lieu à partir du moment où 
elle-
i est globalisée, or il est plus souhaitable d'avoir unepropagation de l'ensemble d'ex
eptions 
orrespondant au moment où l'ex
eption a été levée. Parexemple, dans le 
ode suivant :let x = ≪ 1 / $this$ ≫ in trypar () withpar e → [traitement℄l'ex
eption Division_by_zero levée par le premier terme sur le pro
esseur 0 est mémoriséedans l'état des pro
esseurs. Elle est généralisée à la première barrière, à l'intérieur du blo
trypar withpar : en résulte un ensemble d'ex
eptions que l'on ne souhaite pas voir rattrapé par
e blo
, l'ex
eption d'origine ayant été levée à l'extérieur. En plus de la barrière du withpar,qui empê
he l'ex
eption lo
ale de s'é
happer vers l'extérieur, il faut don
 ajouter au niveau du
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anisme qui sépare les ex
eptions lo
ales déjà levées des autres (une barrière avant
haque trypar fon
tionnerait, mais des solutions moins 
oûteuses existent).Cette séparation est valable dans les deux sens, 
omme le montre l'exemple suivant :let x = ≪ 1 / $this$ ≫ intrypar ≪ 1 / ($this$−1) ≫ withpar e → [traitement℄Deux ex
eptions Division_by_zero sont i
i levées lo
alement sur les pro
esseurs 0 et 1 avantla barrière qui intervient au withpar. Une fois 
es ex
eptions 
ommuniquées et levées sous formed'ensemble, on fait fa
e à un paradoxe : si 
et ensemble est rattrapé par le blo
 trypar withpar, ilrattrape l'ex
eption du pro
esseur 0 qui a été levée à l'extérieur, mais s'il ne l'est pas, l'ex
eptiondu pro
esseur 1 s'é
happe du blo
 à l'intérieur duquel elle a été levée. Comme il existe, dans 
e
as, une notion de 
hronologie entre les deux ex
eptions, on a la possibilité d'ignorer l'ex
eptiondu pro
esseur 1 : trypar instaure une hiérar
hie entre les ex
eptions. Dans notre appro
he, leprogramme 
i-dessus se terminera simplement par l'ex
eption non rattrapée du pro
esseur 0.3.4.2 SémantiqueExpressions et opérateursLes 
onstru
tions suivantes sont ajoutées à µbsml pour permettre le traitement des ex
ep-tions. Dans le 
ontexte de 
ette sémantique, on peut 
onsidérer que les ex
eptions sont des valeursquel
onques.
e ::= · · ·

| try ewithx→ e rattrapage
| trypar ewithpar x→ e rattrapage parallèleAbsents du langage programmeur
| fail e é
he

| failparΩ é
he
 parallèle
| tryparsub ewithpar x→ e rattrapage parallèle intermédiaire

op ::= · · ·
| raise levée d'ex
eptionUne ex
eption levée est dénotée par l'expression fail v, l'opérateur raise e permettant de dé-
len
her 
ette ex
eption après rédu
tion de e. A�n de représenter la propagation des ensemblesd'ex
eptions, en 
as d'ex
eptions lo
ales non rattrapées lo
alement, on utilise failpar v. Ces ex-pressions sont non rédu
tibles, mais ne sont pas des valeurs puisqu'elles ne peuvent pas êtreutilisées dans la rédu
tion d'expressions (ex
epté les blo
s de rattrapage bien sûr). Des règlesspé
i�ques permettront de réduire la totalité de l'expression à l'ex
eption levée.Le 
ontexte est étendu pour réduire à l'intérieur des blo
s de rattrapage (le trypar subit unetransformation préliminaire a�n d'etre transformé en tryparsub) :
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| tryEwithx→ e
| tryparsubEwithpar x→ eIl est né
essaire de pouvoir mémoriser l'état de 
haque pro
esseur, 
omme indiqué pré
édem-ment. On dé�nit dans 
e but l' �état du système� Ω : il mémorise l'éventuelle ex
eption levée etnon rattrapée lo
alement pour 
haque pro
esseur, 
e qui permettra à la �n de la super-étape detransformer l'expression en failpar(Ω). Ce dernier pourra ensuite se propager de façon répliquée.A�n de 
onserver la hiérar
hie d'imbri
ation de blo
s trypar withpar, on dé�nit Ω 
omme unesuite �nie d'ensembles de 
ouples asso
iant un pro
esseur à une ex
eption : l'union de tous 
esensembles forme une fon
tion des pro
esseurs vers les ex
eptions. On notera Ω = ω1, . . . , ωn, où

ωn 
orrespond au niveau d'imbri
ation de trypar withpar le plus interne ; on notera ∪ω =
⋃

i ωil'état général dy système, que l'on 
onsidérera 
omme une fon
tion de l'ensemble des pro
esseurs
P dans l'ensemble des expressions.Les notations utilisées sont similaires à 
elles que nous avons dé�nies pour les états mémoiredans le 
adre de µbsmlref :� on é
rira (Ω)e pour l'expression e dans l'état système Ω.� ∪Ω(i) désigne la valeur asso
iée à i dans ω1 ∪ . . . ∪ ωn.� Ω · {i 7→ v} désigne Ω auquel a été ajouté la paire (i, v) dans le niveau le plus interne :

Ω · {i 7→ v} = (ω1, . . . , ωn ∪ {(i, v)}). On suppose dans 
e 
as que i /∈ Dom(∪Ω) (
e quegarantit notre sémantique), a�n que ∪Ω soit bien une fon
tion partielle.Un état sans ex
eptions 
orrespond don
 à ∪Ω = ∅. Les tests, lo
alement, ne porteront que surl'éventuelle appartenan
e du pid i du pro
esseur à Dom(∪Ω) (une réponse positive indiquant quele pro
esseur a levé une ex
eption lo
alement). Ce
i, en a

ord ave
 l'absen
e de 
ommuni
ations,l'information 
ontenue dans Ω étant en réalité distribuée sur la ma
hine parallèle. Les primitivessyn
hrones, en revan
he, e�e
tuant des 
ommuni
ations, ont la possibilité de faire des tests sur
Ω tout entier : ∪Ω 6= ∅ indique qu'on est en présen
e d'ex
eptions lo
ales non rattrapées, quidoivent don
 être levées sous forme d'ensemble d'ex
eptions. Ω est alors 
ommuniqué et pla
édans l'expression par l'intermédiaire de failpar, 
e qui permet de le traiter de manière répliquée.En�n, dans un langage ave
 ex
eptions, le retour d'un programme bien formé ne se réduitplus seulement à une valeur, mais à un résultat r :

r ::= (∅)v | (∅) fail v | (ω) failpar(ω)SémantiqueUne ex
eption se lève par raise, qui obéit à la δ-règle suivante, indépendante de la lo
alité
ar fail peut 
orrespondre aussi bien à une ex
eption lo
ale qu'à une ex
eption répliquée. failparpour sa part 
orrespond aux ensembles d'ex
eptions et ne peut pas être levé dire
tement :
(Ω) raise v ֌

ǫ (Ω) fail v
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itement toutes les règles de rédu
tion de tête déjàdé�nies 
onservent l'état Ω sans modi�
ation. Les règles 
ontext et lo
ali transmettent lesmodi�
ations d'état des pro
esseurs dues à la rédu
tion du sous-terme à tout le terme, toujours
omme dans le 
as de µbsmlref : 
ontext
(Ω1)e1 ֌

ǫ (Ω2)e2

(Ω1)E[e1] ֌ (Ω2)E[e2]

∀i ∈ P,

lo
ali

(Ω1)e1 ֌
ǫ (Ω2)e2

(Ω1)Eg

[〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e1], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉]

֌ (Ω2)Eg

[〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e2], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉]Il serait possible de pro
éder en dé�nissant des règles de rédu
tion de tête similaires à 
ha
unede 
elles de µbsml pour traiter le 
as où on a un é
he
 au lieu d'une valeur, toutes 
es règlesréduisant à l'é
he
. Ainsi, toutes l'expression serait progressivement réduite à l'é
he
 seul. Uneappro
he plus simple est de dé�nir un nouveau 
ontexte ∆ et de réduire en une seule étape ave
une règle semblable à 
ontext. Cela nous permet également de traiter séparément les 
as lo
alet global.Le 
ontexte de propagation d'ex
eptions est dé�ni 
omme :
∆ ::= [·] | e ∆ |∆ v | let x = ∆ in e | (∆, e) | (v,∆) | if ∆ then e else e | [v, . . . , v,∆, e, . . . , e]n
e qui 
orrespond à E, ex
epté les blo
s de rattrapage, au travers desquels les ex
eptions nedoivent pas être propagées. Ces derniers sont réduit par les deux règles suivantes, la premièretraitant le 
as du rattrapage d'une ex
eption, la se
onde la rédu
tion d'un blo
 sans ex
eption.

try ∆[failv]with x→ e ֌
ǫ {v/x}e try v withx→ e ֌

ǫ vIl reste le 
as où une 
omposante d'un ve
teur parallèle se réduit en é
he
 (fail v), 
e qui estpré
isément le 
as problématique que nous avons mentionné dans notre analyse du rapport entreex
eptions et bsml. Dans 
e 
as, l'ex
eption est mémorisée dans l'état pro
esseur et l'exé
utionrépliquée 
ontinue ; on obtient 
e 
omportement à l'aide de la règle de rédu
tion suivante, auniveau global :
(Ω)E [〈e0, . . . , ei−1,∆[fail v], . . . , ep−1〉] ֌ (Ω · {i 7→ v})E [〈e0, . . . , ei−1,⊥, . . . ep−1〉]Lors de l'évaluation, un ve
teur parallèle 
ontenant partout soit des valeurs, soit ⊥ est 
onsi-déré 
omme une valeur : 
'est 
e qui permet à l'exé
ution répliquée de se poursuivre. Touteexé
ution lo
ale ultérieure, en revan
he, est suspendue sur le pro
esseur 
on
erné, et les primi-tives parallèles asyn
hrones (mkpar et apply) renvoient ⊥ sur tout pro
esseur i appartenant à

Dom(∪Ω).
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(Ω)mkpar v ֌

ǫ (Ω)

〈

• ⊥ si i ∈ Dom(∪Ω)
• v i sinon 〉

i

(Ω) apply
〈

v1
i

〉

i

〈

v2
i

〉

i
֌

ǫ (Ω)

〈

• ⊥ si i ∈ Dom(∪Ω)
• v1

i v2
i sinon 〉

i

(Ω) proj 〈vi〉i ֌
ǫ • (Ω) failpar(Ω) si ∪ Ω 6= ∅
• (Ω) nth [vi]

p
i sinon

(Ω) put 〈vi〉i ֌
ǫ (Ω) apply 〈nth〉i (send 〈

• ⊥ si i ∈ Dom(∪Ω)
• [vi j]pj sinon 〉

i

)

(Ω) send 〈

[

vi
j

]p

j

〉

i
֌

ǫ
• (Ω) failpar(Ω) si ∪ Ω 6= ∅

• (Ω)
〈[

vi
j

]p

i

〉

j
sinonDans le 
as où il n'y a au
une ex
eption (∪Ω = ∅), 
es règles 
orrespondent exa
tement auxrègles de µbsml.Avant de permettre la rédu
tion par le 
ontexte à l'intérieur des blo
s trypar withpar en lestransformant en tryparsub withpar, on ajoute un niveau d'imbri
ation au 
ontexte : 
'est le seulr�le de la 
onstru
tion intermédiaire tryparsub.

(Ω) trypar ewithpar x→ e′ ֌
ǫ (Ω, ∅) tryparsub ewithpar x→ e′À l'inverse, les règles de rédu
tion de tryparsub withpar éliminent le dernier élément de Ω :

(Ω, ω) tryparsub ∆[failpar(Ω, ω)]withpar x→ e ֌
ǫ • (Ω){T (ω)/x}e si ∪ Ω = ∅
• (Ω) failparΩ sinon

(Ω, ω) tryparsub v withpar x→ e ֌
ǫ
• (Ω)v si ∪ Ω ∪ ω = ∅
• (Ω){T (ω)/x}e si ∪ Ω = ∅ et ω 6= ∅
• (Ω) failpar(Ω) si Ω 6= ∅ et ω = ∅Où la notation T (ω) indique la transformation en expression du langage de ω : par exemple,un tableau des valeurs levées lo
alement. Dans 
es règles, on dé
ompose l'état global en (Ω, ω),où ω est l'élément de l'environnement 
orrespondant au niveau de trypar withpar 
ourant.� Les tests portant sur Ω permettent de s'assurer qu'il n'y a pas d'ex
eptions en dehorsdu blo
 
ourant � auquel 
as il 
onvient d'ignorer les ex
eptions 
ourantes pour relever
elles-
i ;� Les tests portant sur ω indiquent les ex
eptions à rattraper dans le blo
 trypar withpar
ourant ;� Les tests portant sur (Ω, ω) permettent de 
on
lure qu'il n'y a au
une ex
eption lo
ale, etde 
ontinuer normalement.
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hrone de withpar, en e�e
tuant des tests surl'ensemble Ω a�n d'éviter que des ex
eptions lo
ales 
ontenues dans ω ne puissent s'é
happer.Deux remarques nous seront utiles dans la suite : d'une part, lorsqu'on propage un failpar(Ω),on préserve dans toutes les règles la 
ohéren
e entre l'état des pro
esseurs et Ω : par 
onséquent,des règles (Ω1) failpar(Ω2) ne sont pas né
essaires. D'autre part, le rattrapage d'un ensemble d'ex-
eptions est fait sous la 
ondition que ∪Ω = ∅, qui garantit que le rattrapage ramène l'exé
utiondans un état sain.Un dernier élément reste à é
lair
ir, 
on
ernant les intera
tions entre les ex
eptions lo
aleset globales : un blo
 try with laisse se propager un ensemble d'ex
eptions, et inversement, uneex
eption répliquée n'est pas rattrapée par un blo
 trypar withpar.
(Ω) try failpar v withx→ e ֌

ǫ (Ω) failpar v

(Ω, ω) tryparsub fail v withpar x→ e ֌
ǫ
• (Ω) fail v si ∪Ω ∪ ω = ∅
• (Ω){T (ω)/x}e si ∪Ω = ∅ et ω 6= ∅
• (Ω) failpar(Ω) si Ω 6= ∅ et ω = ∅Ce dernier 
as est parti
ulier et né
essite, 
omme nous le faisons i
i, de 
hoisir une politiquede traitement. En e�et, en n'établissant pas de barrière, on pourrait laisser une ex
eption lo
aleen attente (
elle-
i serait globalisée lors de la pro
haine barrière) ; mais l'établissement d'unebarrière i
i signi�e d'une part que l'on interrompt temporairement la propagation de l'ex
eptionrépliquée, d'autre part que l'on peut se retrouver en présen
e d'un ensemble d'ex
eptions et d'uneex
eption répliquée à la fois. L'un ou l'autre doit être abandonné, et notre politique dans 
es
as de 
on�its est de toujours préserver l'ex
eption la plus an
ienne9. I
i, il s'agit né
essairementde l'ex
eption lo
ale, la levée de l'ex
eption répliquée n'ayant pu être suivie de 
al
uls lo
aux :l'ex
eption répliquée est don
 abandonnée au pro�t du traitement de l'ensemble d'ex
eptionslo
ales.Cette appro
he a un défaut : si une ex
eption répliquée est levée à l'intérieur de n niveauxd'imbri
ation de trypar withpar (par exemple, au sein d'une fon
tion ré
ursive), l'exé
ution suivra

n barrières de syn
hronisation su

essives, une à 
haque withpar, dont (n − 1) inutiles avantde pouvoir ré
upérer l'ex
eption. Il n'est, heureusement, pas très di�
ile d'optimiser l'exé
utionpour éviter 
es barrières inutiles dans l'implantation, au prix d'une légère perte dans la simpli
itéde la prédi
tion de performan
es. Notre sémantique ne tient pas 
ompte de 
ette optimisation.En�n, 
es dernières règles réduisent les programmes 
omportant des ex
eptions non rattra-pées, a�n d'obtenir un résultat dans r

(ω)∆[fail v] ֌
• (ω) fail v si ω = ∅
• (ω) failpar(ω) si ω 6= ∅

(si ∆ 6= [·])

(ω)∆[failpar(ω)] ֌ (ω) failpar(ω) (si ∆ 6= [·]) (ω)v ֌ (ω) failpar(ω) (si ω 6= ∅)9
ette notion d'an
ienneté a i
i un sens pré
is, bien qu'il ne soit pas purement temporel : en e�et, on ne peutétablir qu'une ex
eption répliquée est levée à un instant pré
is, 
et instant pouvant varier suivant les pro
esseurs.On peut en revan
he établir qu'une ex
eption lo
ale sur le pro
esseur i est plus ou moins an
ienne que 
etteex
eption répliquée en 
hoisissant l'instant où l'ex
eption répliquée est levée sur le pro
esseur i.
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i supposer que l'état global est de la forme (ω) puisqu'il n'y a au
une imbri
ationde trypar withpar. Les première et troisième règles imposent la présen
e d'une barrière de syn-
hronisation à la �n du programme, assurant qu'un message d'erreur 
orre
t indiquant toutes lesex
eptions levées peut être a�
hé.ExempleLa rédu
tion de la ré
upération globale d'ex
eptions lo
ales se déroule 
omme suit : on prend
omme exemple l'expression
trypar mkpar(fun i→ raise ǫ)withpar x→ 1

(∅) trypar mkpar(fun i→ raise ǫ)withpar x→ 1
֌ (∅, ∅) tryparsub mkpar(fun i→ raise ǫ)withpar x→ 1
֌ (∅, ∅) tryparsub 〈(fun i→ raise ǫ) 0, (fun i→ raise ǫ) 1〉withpar x→ 1
֌ (∅, ∅) tryparsub 〈raise ǫ, (fun i→ raise ǫ) 1〉withpar x→ 1
֌ (∅, ∅) tryparsub 〈fail ǫ, (fun i→ raise ǫ) 1〉withpar x→ 1
֌ (∅, ∅) tryparsub 〈fail ǫ, raise ǫ〉withpar x→ 1
֌ (∅, {(0, ǫ)}) tryparsub 〈⊥, raise ǫ〉withpar x→ 1
֌ (∅, {(0, ǫ)}) tryparsub 〈⊥, fail ǫ〉withpar x→ 1
֌ (∅, {(0, ǫ), (1, ǫ)}) tryparsub 〈⊥,⊥〉withpar x→ 1
֌ (∅){T ({(0, ǫ), (1, ǫ)})/x}1
֌ (∅){[(0, ǫ), (1, ǫ)])/x}1
֌ (∅)1L'intérêt du tryparsub et de l'imbri
ation de 
ontexte se serait manifesté i
i si on avait eu uneex
eption lo
ale tout au début du programme :

let y = mkpar(fun i→ if i = 1 then raise ǫ′ else i) in trypar mkpar(fun i→ raise ǫ)withpar x→ 1

(∅) let y = mkpar(fun i→ if i = 1 then raise ǫ′ else i) in · · ·
֌ (∅) let y = 〈(fun i→ if i = 1 then raise ǫ′ else i) j〉j in · · ·

֌ (∅) let y = 〈if 0 = 1 then raise ǫ′ else j, if 1 = 1 then raise ǫ′ else j〉 in · · ·
֌ (∅) let y = 〈if 0 = 1 then raise ǫ′ else j, if true then raise ǫ′ else j〉 in · · ·
֌ (∅) let y = 〈if false then raise ǫ′ else j, if true then raise ǫ′ else j〉 in · · ·
֌ (∅) let y = 〈if false then raise ǫ′ else j, raise ǫ′〉 in · · ·
֌ (∅) let y = 〈if false then raise ǫ′ else j, fail ǫ′〉 in · · ·
֌ ({1, ǫ′}) let y = 〈if false then raise ǫ′ else j,⊥〉 in · · ·
֌ ({1, ǫ′}) let y = 〈j,⊥〉 in trypar mkpar(fun i→ raise ǫ)withpar x→ 1
֌ ({1, ǫ′}){〈j,⊥〉 /y} trypar mkpar(fun i→ raise ǫ)withpar x→ 1
֌ ({1, ǫ′}) trypar mkpar(fun i→ raise ǫ)withpar x→ 1
֌ ({1, ǫ′}, ∅) tryparsub mkpar(fun i→ raise ǫ)withpar x→ 1
֌ · · ·
֌ ({1, ǫ′}, {(0, ǫ), (1, ǫ)}) tryparsub 〈⊥,⊥〉withpar x→ 1
֌ ({1, ǫ′}) failpar{1, ǫ′}
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eptions lo
ales levées à l'intérieur du blo
 trypar withpar ont été abandonnées au pro�tde l'ex
eption qui les pré
édait.
3.4.3 Con�uen
eLes règles ajoutées à la sémantique de µbsml permettent de réduire uniquement les ex-pressions 
ontenant les nouveaux éléments syntaxiques (ex
eptions et blo
s de rattrapage). Lasémantique de µbsml n'est don
 pas 
hangée tant qu'on n'utilise pas 
es nouveaux éléments.Propriété 3.4.1 (
on�uen
e de µbsmlexn)La sémantique de µbsmlexnest 
on�uente.Démonstration : On étend la preuve par indu
tion stru
turelle sur e de 3.2.4 en tenant
ompte des nouveaux 
as possibles :� Dans tous les 
as supposant des valeurs qui apparaissent dans la preuve 3.2.4, onpeut trouver failv ou failpar v à la pla
e de 
es valeurs : toute rédu
tion par lasémantique de µbsml est alors bloquée.La rédu
tion se fait alors par les règles de rattrapage d'ex
eptions : l'expression peutse dé
omposer de façon unique sous l'une des formes (l'uni
ité dé
oule de l'absen
edes blo
s de rattrapage dans les 
ontextes δ) :� E[try ∆[fail v]withx→ e]� E[try ∆[failpar v]withx→ e]� E[trypar ∆[fail v]withpar x→ e]� E[trypar ∆[failpar v]withpar x→ e]Ce qui autorise une rédu
tion détermniniste par les règles 
ontext et lo
ali, enutilisant les règles de rédu
tion de tête 
orrespondantes. Pour les 
as où l'ex
eptionn'est pas rattrapée, que 
e soit dans le programme 
omplet où dans une 
omposanted'un ve
teur parallèle, il s'é
rit, toujours de façon unique, sous l'une des formes :� ∆[fail v]� ∆[failpar v]� E[〈. . . ,∆[fail v], . . .〉]� E[〈. . . ,∆[failpar v], . . .〉] (expression bloquée)La rédu
tion par les règles 
ontext et lo
ali n'est plus possible, 
elle-
i se faitdon
, toujours de manière déterministe, par les règles d'ex
eptions non rattrapées.� De nouveaux 
as se présentent en dehors de l'apparition de failv et failpar v pour larédu
tion de tête : try e1 withx → e2 et trypar e1 withpar x → e2 peuvent aussi êtreréduits dans le 
as où e1 est une valeur, ou par 
ontexte dans le 
as 
ontraire. Ces
as sont similaires aux 
as de µbsml simple.� Les nouvelles règles de rédu
tion des primitives parallèles e�e
tuent un 
hoix déter-ministe en fon
tion de l'état global des pro
esseurs, 
e qui ne remet pas en 
ause la
on�uen
e forte.
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lusionDans 
e 
hapitre, nous avons dé
rit en détail des sémantiques à petits pas et fourni des preuvesde 
ohéren
e pour µbsml et ses extensions qui permettent, respe
tivement, les référen
es et lesex
eptions. Les problèmes soulevés dans les di�érents 
as ont été examinés en détail ainsi queleurs solutions.La 
ombinaison des extensions proposées i
i a été, également, étudiée en détail ; mais la
omplexité en devient trop grande pour qu'une des
ription formelle reste aussi pertinente. Nousdé
rirons don
 
ette étude plus en détail dans le 
hapitre 5, qui traite de l'implantation de bsml.



Chapitre 4Système de typage
A�n de garder le maximum de 
larté et de 
on
ision, notre dé�nition du système de typesest séparée en plusieurs parties 
orrespondant aux extensions impératives de µbsml : notrepremière dé�nition est d'un système de type stri
tement 
onsa
ré à µbsml, puis nous l'étendronsà µbsmlref et à µbsmlexn.4.1 Sûreté des programmes parallèlesDe même qu'en ML, un système de types nous permet de nous assurer que les programmessont bien formés. Il est naturel de baser notre système de types sur 
elui d'OCaml, mais noussommes i
i 
onfrontés à une 
omplexité supplémentaire du fait du parallélisme (
omme l'im-possibilité de réduire les primitives parallèles lo
alement). Nous examinons, dans 
ette se
tion,les di�
ultés qui sont soulevées et dé�nissons la notion de programmes bsml bien formés parextension de 
ette notion en ML. Trois problèmes prin
ipaux sont examinés dans 
ette se
tion :la préservation de la 
ohéren
e répliquée, l'exé
ution lo
ale de primitives et l'emboîtement deve
teurs parallèles.4.1.1 Cohéren
e répliquéebsml repose à la fois sur l'exé
ution répliquée et sur l'exé
ution lo
ale. La sémantique quenous avons présentée 
onsidère les variables répliquées 
omme uniques, mais l'implantation trai-tera physiquement une instan
e de 
es variables par pro
esseur. Il faut par 
onséquent s'assurerque 
es instan
es restent égales en permanen
e, sans quoi l'exé
ution devient imprévisible eton perd la garantie que les opérations 
olle
tives sont exé
utées par tous les pro
esseurs. La
ohéren
e répliquée se résume à prouver que toute valeur répliquée dé
oule de façon lo
alementdéterministe d'une autre valeur répliquée.Ce n'est évidemment pas le 
as si on admet l'exé
ution répliquée d'une opérateur aléatoire,par exemple. Soit rndbool un opérateur qui renvoie un booléen aléatoire ; 
onsidérons le pro-gramme bsml rndbool (). D'après la sémantique, une unique δ-règle est appliquée, 
e qui 
onduità une valeur répliquée qui est soit true soit false. Cela ne re�ète pas l'exé
ution10 qui est faite10à moins qu'il ne s'agisse d'un opérateur pseudo-aléatoire initialisé ave
 la même graine sur tous les pro
esseurs :61
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esseurs indépendants et peut 
onduire à des valeurs lo
ales in
ohé-rentes, sortant bsml de ses rails. Par exemple, le programme if rndbool() then proj v 0 else 0 atoutes les 
han
es de 
onduire à l'exé
ution de proj sur un sous-ensemble des pro
esseurs, et
ette opération étant 
olle
tive, la désyn
hronisation qui en résultera 
onduira soit à un blo
age,soit à une in
ompréhension dans les 
ommuni
ations et un résultat imprévisible.4.1.2 Exé
ution lo
ale de primitives parallèlesDans notre 
ontexte, les primitives parallèles n'ont pas de sens lo
alement : un programmetel que mkpar (fun i → mkpar f) est mal formé. Au niveau de la sémantique, il nous serait aiséde réduire un tel programme, mais on perdrait la 
ohéren
e ave
 une ma
hine parallèle BSP
on
rète n'étant pas ré
ursivement parallèle. Di�érentes représentations existent : le langageNESL, par exemple, abstrait la réalité des pro
esseurs et utilise des threads, 
e qui rendrait 
etype de programme a

eptable, mais retire le 
ontr�le des pro
esseurs au programmeur et a un
oût élevé en di�
ulté d'implantation, portabilité et prédi
tabilité des performan
es.Des débats existent sur la nature multi-niveaux du parallélisme et l'utilité pour l'utilisateur de
ontr�ler 
es niveaux (de multiples 
÷urs à l'intérieur de multiples pro
esseurs, eux-même dans demultiples ma
hines formant des grappes, que l'on peut réunir en grilles. . .). Une expérien
e baséesur bsml a été faite à 
e sujet, résultant en un langage DMML destiné à la programmation degrille [GL05, Gav04℄. Notre avis, basé sur 
ette expérien
e, est que la programmation parallèle estdéjà d'une 
onsidérable 
omplexité par rapport à la programmation usuelle si on se limite à deuxniveaux ; de plus, dans le 
as d'une grappe de multi-
÷urs, le béné�
e obtenu en utilisant troisniveaux est minime. Ces appro
hes semblent ainsi se limiter aux 
on
ours de vitesse d'exé
ution,et il est peu probable qu'elles se généralisent un jour, le rapport entre gain de performan
e et
omplexité de programmation ajoutée étant insu�sant.4.1.3 Ve
teurs parallèles emboîtésIl reste possible, même en interdisant l'exé
ution lo
ale de primitives, d'obtenir des ve
teursparallèles emboîtés 
omme dans 
et exemple :let v = ≪ $this$ ≫ in ≪ v ≫L'absen
e de $$ autour du v du membre de droite indique qu'on in
lut le ve
teur entier,et non pas sa 
omposante lo
ale, dans le nouveau ve
teur. La valeur ainsi obtenue est de typeint par par, un ve
teur de ve
teurs. En
ore une fois, on s'é
arte de la ma
hine parallèle réaliste :la signi�
ation pourrait être de diviser 
haque pro
esseur en p sous-pro
esseurs, et 
e de façonré
ursive ; ou bien qu'un pro
esseur a la possibilité de 
ontr�ler une stru
ture globale. Au
unede 
es deux appro
hes n'est 
ompatible ave
 notre modèle : la première n'est pas 
ohérente ave
le 
ode 
i-dessus (elle impliquerait des 
ommuni
ations) et produirait des ve
teurs non parallèlesnon disso
iables des ve
teurs parallèles ; étudions la se
onde plus en détail.La possibilité d'a

éder aux valeurs répliquées depuis le 
ode lo
al s'étend aux ve
teurs pa-rallèles. Cependant, le 
ritère pré
édent nous empê
he d'ouvrir 
eux-
i, les primitives parallèlesne pouvant être utilisées : tant que l'on reste dans le 
ontexte lo
al, au
une in
ohéren
e n'estdans 
e 
as, le problème revient à 
onserver une référen
e répliquée 
ohérente
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ar le ve
teur emboîté reste opaque. Il y a 
ependant un problème si proj est utilisé pourquitter 
e 
ontexte. D'après la sémantique, proj ≪ v ≫ (ou, en µbsml, proj(mkpar(fun i→ v)))se réduit en fun i → v.Le ve
teur v 
omplet n'est pas 
onnu sur tous les pro
esseurs, 
ependant, et (≪ v ≫ : intpar par) et (≪ $v$≫ = v: int par) 
orrespondent à une même information disponible sur 
haquepro
esseur. L'opérateur proj ne prend pas en 
onsidération les niveaux d'emboîtement de≪ v ≫pour ses 
ommuni
ations, et aplatirait 
e ve
teur. À moins de traiter le 
as à part, 
haquepro
esseur enverrait sa 
omposante du ve
teur en guise de tout, et proj ≪ v ≫ 0 renverrait leve
teur 〈v0, . . . , v0〉 au lieu de v = 〈v0, . . . , vp−1〉.Traiter 
e 
as à part serait possible, a�n d'obtenir une implantation qui, dans 
ette 
ir-
onstan
e, suive notre sémantique. Mais 
e serait di�
ile : il faudrait que les opérateurs de
ommuni
ation déte
tent tout ve
teur parallèle emboîté, et retrouvent un identi�ant global de
e ve
teur a�n de le 
ommuniquer aux autres plut�t que sa 
omposante lo
ale. Outre la pertede performan
es impliquée, tout 
e
i est plus propi
e à induire en erreur qu'à rendre servi
e. Ene�et, la seule opération possible sur un ve
teur parallèle emboîté serait de le projeter, tel quel :il aurait probablement été plus simple de ne pas 
ommen
er par l'emboîter, dans 
e 
as.Il est de plus plus 
lair pour le programmeur de n'avoir que des valeurs lo
ales lors des 
al
ulslo
aux : simplement interdire un tel emboîtement est plus 
ohérent ave
 notre système.Le 
as d'appli
ation qui pourrait rendre l'usage de ve
teurs emboîtés tentant est l'appro
hediviser-pour-régner : l'utilisation de 
ette appro
he est ainsi parti
ulièrement élégante dans leslangages utilisant des threads dynamiques. Nous avons présenté une solution pour 
ette appro
he,orthogonale au parallélisme, ave
 la superposition parallèle exposée en 2.94.1.4 Autres 
onsidérationsLes 
onsidérations exposées 
i-dessus n'ont pas pour but de prouver la 
ohéren
e de notresémantique : 
ela fera l'objet de preuves formelles. Elles 
on
ernent la sûreté de l'exé
ution enbsml : 
e dont il s'agit est de s'assurer qu'il est possible d'implanter 
ette sémantique de façon�dèle sur une ma
hine BSP 
on
rète. Des preuves ont été établies en 
e sens pour bsml dans[Gav05℄, où l'auteur établit des sémantiques de haut et bas niveau et prouve leur équivalen
e,allant jusqu'à une ma
hine virtuelle. On s'appuie don
 sur 
es travaux, et on se 
ontente i
ide s'arrêter à un stade de spé
i�
ation dans le réalisme duquel on peut avoir 
on�an
e. Unesémantique permettant des a

ès lo
aux arbitraires aux valeurs de tous les pro
esseurs, parexemple, n'est pas 
ohérente dans notre modèle puisque 
ela impliquerait des 
ommuni
ations
a
hées.Des 
ritères simples nous servent don
 i
i de garde-fou, a�n d'assurer le réalisme de notrespé
i�
ation vis-à-vis d'une ma
hine parallèle BSP :1. La séparation des données : la ma
hine étant 
omposée de paires pro
esseur/mémoire,
haque pro
esseur n'a a

ès qu'aux données de sa mémoire propre. Les opérations faisantdes 
ommuni
ations sont pré
isées, et elles le font dans un 
adre limité : un pro
esseurne peut envoyer que des données dont il dispose. (
es opérations se limitent dans notresystème à proj, send et, plus tard, withpar)2. La séparation de l'exé
ution : de la même façon, le 
omportement d'un pro
esseur ne peutdépendre de 
elui d'un autre, sauf par l'intermédiaire de 
ommuni
ations.



64 Chapitre 4. Système de typageLes éléments de sûreté que nous avons énon
és 
i-dessus dé
oulent en partie de 
es 
ritères :la séparation de l'exé
ution peut être assurée dans notre système bien que nous ayons une sé-mantique 
omprenant un niveau d'exé
ution globale grâ
e à notre 
ritère de 
ohéren
e répliquée.De même, si on a

eptait l'exé
ution lo
ale de primitives et les ve
teurs parallèles emboîtés, desmé
anismes supplémentaires seraient né
essaires pour imposer la séparation des données et del'exé
ution : 
'est 
e qui entraîne un parallélisme impli
ite dans les langages tels que NESL.Ce qui nous amène à une autre 
onsidération fondamentale : les restri
tions que nous avons
hoisies i
i relèvent prin
ipalement de notre modèle. Elles permettent de 
onserver des mé
a-nismes de parallélisme et de 
ommuni
ations relativement simples, et de préserver la validitéde notre système de 
oûts : 
omme nous l'avons mentionné, d'autres systèmes n'ont pas 
es
ontraintes, au prix d'autres in
onvénients. Bien que nous n'ayons pas établi de méta-formalismenous permettant de prouver les 
ritères de séparation dans notre sémantique, 
es préo

upationssont sous-ja
entes à toutes nos dé�nitions.4.2 Système de types pour µbsmlDes
ription informelle :� A�n de prévenir l'usage lo
al des primitives parallèles et l'usage global d'opérateurs non-déterministes, on utilise des e�ets [TJ92, Tal93℄ : la rédu
tion d'une primitive parallèleproduit l'e�et g (pour global). Les 
onstru
tions syntaxiques usuelles, par la suite, de-mandent l'uni�
ation des e�ets de leurs prémisses. On refuse de la sorte une expressiontelle que (mkpar(· · · ), rndbool ()), où l'appli
ation de mkpar, ne pouvant être que globale,a produit l'e�et g , et 
elle de rndbool, ne pouvant être que lo
ale, a produit l'e�et ℓ, pourlo
al. Les fon
tions dé
len
hent un e�et lors de leur appli
ation : on peut de la sorte dé�nirune fon
tion utilisant rndbool dans n'importe quel 
ontexte, mais son appli
ation ne pourraêtre que lo
ale. Dans 
e but, les types �è
hes intègrent des e�ets latents.� L'e�et est lié à l'évaluation, le type est lié à la valeur : 
ette di�éren
e se manifeste lorsqu'onutilise des 
onstru
tions 
omme let x = e1 in e2, où la valeur résultant de e1 se propage dans
e2 ainsi que son type (par l'intermédiaire de l'environnement), alors que l'e�et se propagedes bran
hes de l'arbre de syntaxe e1 et e2 vers sa ra
ine. Dans 
et exemple, il est possibleque e2 utilise la valeur x résultant de e1 lo
alement, même si la rédu
tion de e1 a produitl'e�et g .� L'emboîtement de ve
teurs est rendu impossible par des 
ontraintes que nous ajoutons surles types des variables a

essibles, suivant le 
ontexte d'exé
ution.Depuis le premier système de types pour ML dé�ni par Damas et Milner [Mil78, DM69℄, denombreuses extensions et améliorations lui ont été apportées. Celles-
i vont de simples évolutions,gardant une appro
he similaire, à une reformulation plus 
omplète 
omme 
elle de [PR05℄, baséesur les 
ontraintes. Toutes 
onservent les deux propriétés 
apitales du système de types originaldit Hindley/Milner, à savoir l'existen
e d'un type prin
ipal et la 
onservation du typage parrédu
tion.Ces extensions ont permis d'enri
hir le langage ave
 des enregistrements [Rém89℄, de la sur-
harge et du sous-typage [Kae92, OWW95℄, et
. Ces appro
hes varient, mais se basent en gé-néral sur des notions de 
ontraintes ou d'e�ets [Wri92, WF94, LP00℄ ajoutées au système d'ori-gine. Dans [OSW99℄, les auteurs développent un nouveau système qui généralise la notion de
ontraintes en introduisant le système HM(X), pour Hindley-Milner dépendant d'un système de
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ontraintes X. Plus ré
emment, une des
ription détaillée du système de types a
tuellement uti-lisé par OCaml [PR05℄ utilise un système purement basé sur les 
ontraintes, PCB(X) (équivalentà HM(X)).Notre langage étant basé sur OCaml, le système de types utilisé est naturellement une ex-tension de 
elui d'OCaml. Notre présentation reste �dèle aux 
onventions généralement adoptéesdans la dé�nition de systèmes de types de la famille de Damas et Milner : pour 
ette raison,notre appro
he s'apparente à HM(X) plut�t qu'à PCB(X). Le système de 
ontraintes X devradon
 assurer les propriétés de sûreté du parallélisme énon
ées plus haut. L'inféren
e de types,quant à elle s'appuie largement sur 
elle de HM(X).4.2.1 Dé�nition des typesNos types τ sont 
onstruits de la façon suivante, et utilisent les e�ets Λ.
τ ::= α variable de type

| Base type de base
| τ

Λ
−→ τ �è
he

| τ × τ 
ouple
| τ array tableau
| τ par ve
teur parallèle Λ ::= δ variable de lo
alité

| ℓ lo
al
| g global
 ::= true 
onstrainte unitaire

| false 
onstrainte fausse
| 
 ∧ 
 
onjon
tion
| τ = τ égalité de types
| Λ = Λ égalité de lo
alités
| τ ⊳Λ type a

eptable lo
alement
| Λ ⊳ Λ 
ontrainte de lo
alité
| ∃α.
 proje
tion (type)
| ∃δ.
 proje
tion (lo
alité)Les e�ets, dans notre système, sont des lo
alités Λ qui peuvent 
orrespondre à ℓ, g ou bien àune variable. Λ peut rester latent dans une fon
tion, auquel 
as on é
rit τ1

Λ
−→ τ2, 
e qui indiqueque l'e�et Λ sera produit lors de l'appli
ation de la fon
tion. Les 
ontraintes, pour leur part,permettent de restreindre les valeurs que sont sus
eptibles de prendre les variables. La prin
ipale
ontrainte que nous utiliserons est τ ⊳Λ, qui indique que τ doit être a

eptable dans la lo
alité

Λ. Cette propriété est dé�nie par :Dé�nition 4.2.1 (A

eptabilité d'un type dans une lo
alité)� tout type est a

eptable globalement� les types a

eptables lo
alement sont dé�nis par :
τ̇ ::= Base | τ

ℓ
−→ τ̇ | τ̇ × τ̇ | τ̇ array



66 Chapitre 4. Système de typageAinsi, τ ⊳ ℓ est véri�é si et seulement si τ ∈ τ̇ , et pour sa part τ ⊳ g est toujours véri�é. Cette
ontrainte nous permet de nous assurer du non-emboîtement de ve
teurs : on a la garantie qu'uneexpression de type τ tel que τ ⊳ ℓ ne 
ontient pas de ve
teurs, don
 en assurant 
ette propriétésur toute 
omposante lo
ale d'un ve
teur parallèle (règle d'inféren
e ve
tor 
i-dessous), on nepeut avoir de ve
teurs emboîtés.
Λ1 ⊳ Λ2 est simplement dé�ni par Λ2 = ℓ⇒ Λ1 = ℓ.En véri�ant que τ ⊳ ℓ lorsqu'on tente d'a

éder lo
alement à une variable de type τ dans le
ontexte d'une part, et en interdisant d'utiliser les primitives parallèles lo
alement et don
 de
réer de nouveaux ve
teurs d'autre part, on garantit qu'il est impossible d'imbriquer des ve
teursparallèles.Dé�nition 4.2.2 (S
héma de type)Un s
héma de type σ est la généralisation d'un type. On é
rit σ = ∀α1 · · ·αkδ1 · · · δl[
].τ pourdénoter l'ensemble des types obtenus par instan
iation des variables α1 · · ·αkδ1 · · · δl par destypes et lo
alités quel
onques respe
tant la 
ontrainte 
. Par abus de notation, on assimilele type τ au s
héma ∀∅[true].τ , et on omet parfois la 
ontrainte quand elle se résume à true.Dans la suite, on 
onsidère les s
hémas de types égaux modulo α-
onversion.Dé�nition 4.2.3 (Contexte de typage)Un 
ontexte Γ est une fon
tion asso
iant des s
hémas de types aux variables du langage. Onnote Γ(x) pour le s
héma de types lié à x par Γ, et Γ;x : σ pour le 
ontexte similaire à Γmais liant σ à x.On é
rit le jugement 
,Γ ⊢ e : τ/Λ pour signi�er que l'expression e a

epte le type τ etproduit l'e�et Λ dans le 
ontexte Γ et sous la 
ontrainte 
11. Γ indique le 
ontexte dans lequel onse pla
e, 
 renferme les propriétés véri�ées par les variables de Γ. Dans 
e 
ontexte, l'expression

e 
orrespond à une donnée de type τ , et sa rédu
tion produit l'e�et Λ : il s'ensuit que τ estpréservé par rédu
tion de e, à la di�éren
e de Λ.Par exemple,
τ ⊳ ℓ, {f : int ℓ

−→ τ} ⊢ mkpar f : τ par /gIl est également important de noter la nuan
e entre types �simples� τ et types ave
 lo
alité
τ/Λ. Nos s
hémas de types ne 
omportent que des informations de types simples sur les variables :les e�ets Λ 
orrespondent à un e�et de bord d'une rédu
tion, or seules des valeurs sont sto
kéesdans l'environnement. On dénote ainsi le fait que les valeurs n'ont pas de lo
alité dans notresystème, et que seule l'appli
ation d'opérations peut en avoir. La lo
alité des valeurs est en e�et
onséquen
e de la stru
ture dans laquelle elles apparaissent et de la présen
e dans 
elle-
i deve
teurs parallèles. De la sorte, la même variable a peut apparaître lo
alement et globalement,sans qu'il soit né
essaire de généraliser son type.Les expressions, en revan
he, produisent un e�et et se typent par τ/Λ. La règle de typagevar, sur laquelle nous anti
ipons légèrement, permet d'attribuer une lo
alité arbitraire à unevariable dont le s
héma de type est présent dans le 
ontexte.11On emploie i
i la présentation alternative pour HM(X) proposée dans [PR05℄, où les jugements portent surdes types et non des s
hémas.



4.2. Système de types pour µbsml 67Dans la suite, nous adopterons les notations et 
onventions suivantes :� L(e) désigne les variables libres de e, dé�nies de la façon usuelle. On dé�nit de même L(τ),
L(Λ), L(Γ), L(
) ; notons que 
es ensembles peuvent 
ontenir des variables de type 
ommede lo
alité.� α pour un ensemble de variables de types, δ pour un ensemble de variables de lo
alité. Oné
rira de la sorte un s
héma de types quel
onque sous la forme ∀αδ[
].τ .� La relation # dénote des ensembles disjoints : on é
rira par exemple αδ # E pour αδ∩E = ∅.� Un jugement est dit valide s'il peut être dérivé par les règles de typage et si sa 
ontrainteest satis�able.Interprétation des 
ontraintesNous donnons i
i un sens pré
is aux 
ontraintes dé�nies dans notre système. En dehors des
ontraintes de lo
alité (τ ⊳ Λ), l'interprétation est �dèle à 
elles de [Smo01, SP02, PR05℄ pour lesmodèles syntaxiques, basés sur les univers de Herbrand. Le le
teur impatient peut passer 
ettese
tion, et se baser uniquement sur les règles d'équivalen
e de la �gure 4.1.Cette interprétation est possible 
ar les variables de lo
alité sont plus simples que les variablesde type usuelles (au sens où elles ne présentent au
un trait spé
i�que de sous-typage, abstra
tion,et
.), et peuvent don
 être traitées de la même façon que 
elles-
i.Dé�nition 4.2.4 (monotype)Un monotype, dans notre modèle, est un type sans variables libres (de type ou de lo
alité).Par sou
i de simpli�
ation, on notera γ dans la suite pour toute variable, de type ou delo
alité, et x pour un type ou une lo
alité quel
onque (soit τ ou Λ).L'interprétation des 
ontraintes est dé�nie en fon
tion d'une assignation ρ de monotypes auxvariables de types, et de monolo
alités (ℓ ou g) aux variables de lo
alité. On étend ρ aux types etaux lo
alités de façon naturelle : de la sorte, pour tout τ , ρ(τ) est un monotype. On note ρ � 
si ρ satisfait la 
ontrainte 
 :

ρ � true
ρ � 
1 ρ � 
2

ρ � 
1 ∧ 
2

ρ(x1) = ρ(x2)

ρ � x1 = x2

ρ; γ : x � 

ρ � ∃γ.
 τ ∈ τ̇

ρ � τ ⊳ ℓ
ρ � τ ⊳ gCette interprétation nous permet de dé�nir la relation 
 entre 
ontraintes.Dé�nition 4.2.5 (Indu
tion entre 
ontraintes 
)On dit que 
1 induit 
2, et on é
rit 
1 
 
2 si, et seulement si pour tout ρ, ρ � 
1 implique

ρ � 
2.
1 
 
2 indique don
 que 
1 est plus restri
tive que 
2 par rapport aux valeurs a

eptéespour les variables de type et de lo
alité.On étend 
ette dé�nition aux s
hémas de types en é
rivant 
 
 ∀αδ[
′].τ (lire : �∀αδ[
′].τest 
ohérent par rapport à 
�) si 
 
 ∃αδ.
′.
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1 ∧ 
2 ≡ 
2 ∧ 
1 (4.1)
1 ∧ (
2 ∧ 
3) ≡ (
1 ∧ 
2) ∧ 
3 (4.2)
1 ∧ 
2 ≡ 
1 si 
1 
 
2 (4.3)
γ = x ∧ 
 ≡ γ = x ∧ {x/γ}
 (4.4)

∃γ.
 ≡ 
 si γ /∈ L(
) (4.5)
∃γ.(
1 ∧ 
2) ≡ (∃γ.
1) ∧ 
2 si γ /∈ L(
2) (4.6)
∃γ.γ = x ≡ true si γ /∈ L(x) (4.7)

∃γ.(γ = x ∧ 
) ≡ {x/γ}
 si γ /∈ L(x) (4.8)
τ ⊳ g ≡ true (4.9)
Λ ⊳ g ≡ true (4.10)
Λ ⊳ ℓ ≡ Λ = ℓ (4.11)

Base ⊳Λ ≡ true (4.12)
τ1

Λ′

−→ τ2 ⊳Λ ≡ τ2 ⊳ Λ′ ∧ Λ′ ⊳Λ (4.13)
τ1× τ2 ⊳Λ ≡ τ1 ⊳ Λ ∧ τ2 ⊳ Λ (4.14)
τ array ⊳Λ ≡ τ ⊳ Λ (4.15)

τ par ⊳Λ ≡ Λ = g (4.16)Fig. 4.1 � Règles d'équivalen
e entre 
ontraintesDé�nition 4.2.6 (équivalen
e de 
ontraintes)
1 ≡ 
2 si, et seulement si 
1 
 
2 et 
2 
 
1.De façon évidente, 
 est ré�exive et transitive, et ≡ est une relation d'équivalen
e. Le ta-bleau d'équivalen
es (�g. 4.1) dé
oule de notre interprétation des 
ontraintes, et permettra leurrédu
tion lors de l'inféren
e de types.Les règles 4.1 à 4.4 dé
oulent dire
tement de la dé�nition de ∧. Les règles 4.5 à 4.8 
on
ernent
∃ et dé
oulent également de sa dé�nition, et de la stru
ture des 
ontraintes. Les règles suivantespermettent de simpli�er les 
ontraintes de lo
alité, et se déduisent dire
tement de la stru
turede τ̇ .Des règles d'équivalen
e de la �gure 4.1 dé
oule informellement une simpli�
ation possibledes 
ontraintes. En parti
ulier, toutes les règles satis�ables 
omportant ⊳ (
'est-à-dire toutes lesrègles ne dé
oulant pas de HM(Herbrand) standard) peuvent se réduire sous forme de règles γ ⊳ δou γ ⊳ ℓ et d'égalités. Les règles 4.9 à 4.12 permettent en e�et une distributivité de ⊳ Λ sur lestypes, et les règles 4.13 à 4.16 éliminent les 
as où Λ = g et où les terminaux sont autres que desvariables de types.Les jugements, dans la suite, sont 
onsidérés modulo équivalen
e des 
ontraintes.



4.2. Système de types pour µbsml 694.2.2 Règles de typageLa lo
alité d'une expression dénote sa présen
e sur un seul pro
esseur ou bien sur leur en-semble. Une fon
tion, en tant que valeur, n'a pas de lo
alité spé
i�que (les fon
tions sont, leplus souvent, dé�nies globalement), mais peut être restreinte à une lo
alité spé
i�que pour sonexé
ution.Les programmes s'exé
utent dans un 
ontexte initial Γ0 où les types des 
onstantes et opé-rateurs sont dé�nis. Pour les opérateurs :
Γ0(mkpar) = ∀α[α ⊳ ℓ].(int ℓ

−→ α)
g

−→ α par

Γ0(apply) = ∀αβδ[β ⊳ ℓ].(α
ℓ
−→ β) par

δ
−→ α par

g

−→ β par

Γ0(proj) = ∀αδ.α par
g

−→ int δ
−→ α

Γ0(put) = ∀α[α ⊳ ℓ].(int ℓ
−→ α) par

g

−→ (int ℓ
−→ α) par

Γ0(send) = ∀α[α ⊳ ℓ].(α array) par
g

−→ (α array) par

Γ0(fst) = ∀αβδ[α ⊳ δ].α×β
δ
−→ α

Γ0(snd) = ∀αβδ[β ⊳ δ].α×β
δ
−→ β

Γ0(nth) = ∀αδδ′[α ⊳ δ′].α array
δ
−→ int δ′

−→ α

Γ0(�x) = ∀αδ[α ⊳ δ].(α
δ
−→ α)

δ
−→ αLes types des 
onstantes c sont pour leur part supposés dans Base.La lo
alité des primitives parallèles apparaît 
lairement dans 
ette dé�nition : elles sont touteslimitées à une exé
ution globale, tandis que les fon
tions qu'elles prennent en argument doiventêtre 
ompatibles ave
 une exé
ution lo
ale � et don
 ne doivent pas elles-mêmes exé
uter deprimitives. �x s'évalue dans la même lo
alité que son paramètre, d'où la variable de lo
alité δ.Les règles du système de types sont présentées dans la �gure 4.2. On utilise la dé�nitionalternative de HM(X) proposée dans [PR05℄, plus pro
he des dé�nitions habituelles du systèmede Damas et Milner (DM) en 
e qu'elle for
e à 
e que la généralisation et l'instan
iation nese produisent que dans var et let-in (HM(X) permet 
elles-
i en tout point de l'arbre dedérivation, 
e qui ne 
hange pas le résultat de typage �nal). Les règles sont don
 présentées à lafaçon de DM, ave
 l'ajout du traitement des 
ontraintes d'une part, des lo
alités d'autre part :La règle var permet de typer une valeur qu'on prend dans le 
ontexte. Les s
hémas de typesétant dé�nis modulo α-
onversion, la règle n'a pas besoin d'in
lure de renommage expli
ite.On notera, par ailleurs, qu'elle permet d'ajouter une 
ontrainte 
1 quel
onque au jugement etque l'instan
iation peut se passer dans une lo
alité Λ quel
onque, tant que le type 
on
erné esta

eptable dans 
ette lo
alité (ainsi, on ne peut par 
ette règle typer un ve
teur parallèle dans un
ontexte d'exé
ution lo
al). Cette règle permet, typiquement, de réutiliser des résultats obtenuspar proj dans un 
ontexte lo
al.let-in e�e
tue une généralisation expli
ite des variables libres de e1 dans e2 en utilisant les
héma de type ∀αδ[
1].τ1, ave
 αδ #L(Γ). Par ailleurs, elle permet de séparer la 
ontrainte endeux parties 
1 et 
2 et de n'in
lure dans le s
héma de type de e1 que les 
ontraintes 
on
ernant
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var
Γ(x) = ∀αδ[
2].τ 
1 ∧ 
2 
 τ ⊳ Λ
1 ∧ 
2,Γ ⊢ x : τ/Λlet-in
2 ∧ 
1,Γ ⊢ e1 : τ1/Λ 
2 ∧ ∃αδ.
1, (Γ;x : ∀αδ[
1].τ1) ⊢ e2 : τ2/Λ αδ #L(
2,Γ)
2 ∧ ∃αδ.
1,Γ ⊢ let x = e1 in e2 : τ2/Λdeffun
,Γ;x : τ1 ⊢ e : τ2/Λ 
 
 Λ ⊳ Λ1
,Γ ⊢ funx→ e : τ1
Λ
−→ τ2/Λ1

app
,Γ ⊢ f : τ1
Λ
−→ τ2/Λ 
,Γ ⊢ e : τ1/Λ
,Γ ⊢ f e : τ2/Λpair
,Γ ⊢ e1 : τ1/Λ 
,Γ ⊢ e2 : τ2/Λ
,Γ ⊢ (e1, e2) : τ1× τ2/Λ

ifthenelse
,Γ ⊢ e : bool/Λ 
,Γ ⊢ e1 : τ/Λ 
,Γ ⊢ e2 : τ/Λ
,Γ ⊢ if e then e1 else e2 : τ/Λarray
,Γ ⊢ n : int/Λ ∀i, 0 ≤ i < n, (
,Γ ⊢ ei : τ/Λ)
,Γ ⊢ [ei]
n
i : τ array /Λ

ve
tor
∀i ∈ P, (
,Γ ⊢ ei : τ/ℓ) 
 
 τ ⊳ ℓ
,Γ ⊢ 〈ei〉i : τ par /Λeqt-
str
,Γ ⊢ e : τ/Λ 
 
 τ = τ ′
,Γ ⊢ e : τ ′/Λ

eql-
str
,Γ ⊢ e : τ/Λ 
 
 Λ = Λ′
,Γ ⊢ e : τ/Λ′ex-
str
,Γ ⊢ e : τ/Λ αδ #L(Γ, τ,Λ)

∃αδ.
,Γ ⊢ e : τ/ΛFig. 4.2 � Règles de typage



4.2. Système de types pour µbsml 71les variables qui y sont généralisées (αδ #L(
2) nous assure que 
elles-
i sont toutes dans 
1), 
equi simpli�era grandement l'inféren
e de types. Les 
ontraintes apparaissant dans 
1 
on
ernent,typiquement, uniquement e1. Néanmoins, 
elles-
i ne seront imposées que lors d'une éventuelleinstan
iation future de x par var : la 
ontrainte ∃αδ.
1 apparaissant dans le jugement �nal estgarante du fait qu'on ne peut dé�nir de valeur dont le type n'aurait au
une instan
e.deffun mémorise la lo
alité induite par une fon
tion dans le type �è
he ; 
ette règle assureégalement qu'une fon
tion globale n'est pas 
réée lo
alement (les fon
tions globales pourraientêtre sour
e de problèmes vis-à-vis des 
ommuni
ations, à 
ause des fermetures). On ne fait au
unehypothèse quant à la lo
alité dans laquelle sont dé�nies les fon
tions lo
ales.app, par la suite, assure que les fon
tions appliquées peuvent l'être dans la lo
alité 
ourante.Les règles pair, ifthenelse et array ne présentent au
une parti
ularité, elles 
onserventsimplement les 
ontraintes et uni�ent les lo
alités de leurs sous-termes. La lo
alité n'est en e�eta�e
tée que par les primitives, et les fon
tions qui les utilisent.La règle ve
tor n'est pas né
essaire pour typer les programmes utilisateurs, puisque 
eux-
in'ont a

ès aux ve
teurs que par l'intermédiaire des primitives. Elle est en revan
he né
essairepour prouver la 
ohéren
e de notre typage, et sa prémisse 
 
 τ ⊳ ℓ, en parti
ulier, nous interdirade typer des ve
teurs parallèles imbriqués : la propriété de 
ohéren
e du typage nous assureradon
 de l'absen
e de 
es derniers dans les programmes bien typés.Le fait que la règle ve
tor n'impose pas une lo
alité g peut paraître étrange, mais simpli�ele système et ne fait perdre au
une sûreté. Les valeurs ont en e�et une lo
alité quel
onque, et 
elain
lut des ve
teurs parallèles : l'absen
e de ve
teurs imbriqués est assurée par les mé
anismes delo
alité et de 
ontraintes 
i-dessus.En�n, les trois dernières règles (eqt-
str, eql-
str et ex-
str) 
on
ernent les 
ontrainteset sont standard pour HM(X) : elles permettent, pour les deux premières, d'utiliser les 
ontraintesd'égalité entre types et lo
alité, respe
tivement, et pour la troisième de quanti�er existentielle-ment dans les 
ontraintes les variables libres, 
e qui permet d'obtenir des jugements fermés.On a, volontairement, omis la règle 
on
ernant la 
onstru
tion let rec. Cette 
onstru
tionétant en e�et une simple syntaxe se ramenant à un appel à l'opérateur �x, on se 
ontentera dela typer de la même façon que sa réé
riture dire
te. Cette 
onstru
tion nous sera néanmoinsné
essaire quand on voudra prouver le bon typage de l'opérateur �x, 
ar elle limite l'o

uren
ede �x à un 
ontexte parti
ulier.Remarque : Les valeurs peuvent être typées à partir des règles var, deffun, pair, arrayet ve
tor. Par indu
tion triviale sur la stru
ture de la valeur, on montre aisément que 
es règlesa

eptent une lo
alité arbitraire Λ : les valeurs ne produisent pas d'e�et, et ne sont don
 limitéesen lo
alité que par les 
ontraintes.Une dernière remarque par rapport au typage de la syntaxe alternative, même si 
elle-
i n'estpas présente dans µbsml. La réé
riture de 
ette syntaxe vers les primitives nous donne le typagesimple suivant : altsyn-ve

,Γ ⊢ e : τ/ℓ 
 
 τ ⊳ ℓ
,Γ ⊢≪ e≫: τ par /g

altsyn-open
,Γ ⊢ e : τ par /g
,Γ ⊢ $e$ : τ/ℓ
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onsidérer this 
omme le ve
teur parallèle 〈i〉i, soit Γ0(this) = int par.4.2.3 ExempleUn jugement de typage possible pour l'expression mkpar(fun i → i) dans Γ (in
luant Γ0)donné :
eqt-
strvar Γ(mkpar) = ∀α[α ⊳ ℓ].(int ℓ

−→ α)
g

−→ α par
 
 α⊳ ℓ
,Γ ⊢ mkpar : (int ℓ
−→ α)

g

−→ α par /g
 
 α = int
,Γ ⊢ mkpar : (int ℓ
−→ int) g

−→ τ ′ par /g

(Γ; i : β)(i) = β β ⊳ ℓ
, (Γ; i : β) ⊢ i : β/ℓ
var
 
 β = int
, (Γ; i : β) ⊢ i : int/ℓ eqt-
str
,Γ ⊢ (fun i→ i) : int ℓ
−→ int/g deffun
,Γ ⊢ mkpar(fun i→ i) : int par /g

appUne 
ontrainte 
 véri�ant 
es règles est α = int∧ α⊳ ℓ∧ β = int ∧ β ⊳ ℓ. On peut la simpli�er en
α = int∧β = int par équivalen
e, voire éliminer 
omplètement les variables α et β par appli
ationde ex-
str puis équivalen
e et obtenir 
 = true.Cet exemple montre que l'information sur le type peut être répartie entre la 
ontrainte etle terme τ lui-même. Cette propriété sera utilisée pour l'inféren
e de type, qui se base sur ladétermination d'une 
ontrainte minimale pour un jugement donné.4.2.4 Corre
tionComme dé�ni par Milner en 1978 [Mil78℄, la propriété de sûreté du typage se résume à �lesprogrammes bien typés n'é
houent pas� (�do not go wrong�). On 
ara
térise la notion d'é
he
par le fait que le programme n'est plus rédu
tible, alors qu'il n'est pas une valeur (ou, de manièreplus générale, un résultat pouvant être une valeur ou une ex
eption, lorsqu'on 
onsidère 
elles-
i).Cette 
ara
téristique se déduit dire
tement des deux propriétés suivantes [WF94℄ :1. La préservation (�subje
t redu
tion�) : la rédu
tion d'une expression préserve la propriétéde bon typage.2. Le progrès (�progress�) : tout programme bien typé qui n'est pas une valeur est rédu
tible.Nous 
ommen
erons par prouver quelques propriétés relatives au parallélisme, qui nous per-mettront ensuite de prouver les propriétés de preservations et de progrès, ainsi que quelquesrésultats annexes.Lemme 4.2.7 (Validité des expressions lo
ales)Si 
,Γ ⊢ e : τ/Λ, alors 
 
 τ ⊳Λ.Ce lemme, 
ombiné à notre règle ve
tor, nous assure la propriété de non imbri
ation desve
teurs parallèles.Démonstration : On raisonne par indu
tion sur la dérivation de e



4.2. Système de types pour µbsml 73� var : le résultat est expli
ite dans la règle de dérivation.� let-in : par appli
ation de l'hypothèse d'indu
tion sur e2.� deffun : e a la forme funx→ e′, et est typé pardeffun
, (Γ;x : τ1) ⊢ e′ : τ2/Λ
′ 
 
 Λ′ ⊳ Λ
,Γ ⊢ funx→ e′ : τ1

Λ′

−→ τ2/ΛPar hypothèse d'indu
tion sur e′, on a 
 
 τ2 ⊳Λ′. On en déduit 
 
 Λ′ ⊳ Λ∧ τ2 ⊳ Λ,et don
 
 
 τ1
Λ′

−→ τ2 ⊳Λ.� app : on pose e = f e′, et on a 
,Γ ⊢ f : τ ′ Λ
−→ τ/Λ. Par hypothèse d'indu
tion,
 
 τ ′ Λ

−→ τ ⊳ Λ, et don
 
 
 τ ⊳ Λ par dé�nition.� Les autres 
as se résolvent par indu
tion dire
te.PréservationQuelques dé�nitions annexes vont nous être né
essaires :Dé�nition 4.2.8 (Compatibilité du typage ⊑)La relation ⊑ est dé�nie pour toutes expressions e1, e2 
omme e1 ⊑ e2 si, et seulement sipour tous 
,Γ, τ,Λ, on a 
,Γ ⊢ e1 : τ/Λ ⇒ 
,Γ ⊢ e2 : τ/Λ

e1 ⊑ e2 signi�e don
 que tous types et lo
alités a

eptés par e1 le sont également par e2.Cette relation nous permet de dé�nir la propriété de préservation :Dé�nition 4.2.9 (Préservation)Notre système de types a la propriété de préservation par rapport à la rédu
tion ֌ si e1 ֌ e2implique e1 ⊑ e2.Il est possible, d'après la dé�nition de ⊑, que la rédu
tion donne un type / lo
alité plusgénéral que le type d'origine. C'est parti
ulièrement visible vis-à-vis du parallélisme : l'expression
e = proj (mkpar id) 0, par exemple, se type e : int/g , mais en la réduisant on perd le parallélisme :
0 : int/Λ, ave
 Λ quel
onque. L'important est que la relation �est bien typé� soit préservée.Trois lemmes nous sont né
essaires pour prouver 
ette propriété :� la 
ongruen
e de ⊑ par rapport aux 
ontextes d'évaluation,� l'a�aiblissement des jugements, qui est standard en HM(X),� et le lemme de substitution qui sera au 
÷ur des 
as de apply et let-in pour la preuvede préservation.Lemme 4.2.10 (Congruen
e de ⊑)Si e1 ⊑ e2, alors E[e1] ⊑ E[e2]Démonstration : Par indu
tion sur la stru
ture de E, et appli
ation des règles de typagesur 
ha
un des 
as.



74 Chapitre 4. Système de typageLemme 4.2.11 (A�aiblissement)Si 
′

 
, alors 
,Γ ⊢ e : τ/Λ implique 
′,Γ ⊢ e : τ/Λ.En d'autres mots, un jugement reste valide si on renfor
e sa 
ontrainte (
e qui a�aiblit lejugement lui-même).Démonstration : Par indu
tion sur la dérivation du jugement 
,Γ ⊢ e : τ/Λ.Dans le 
as de la règle var, on pose 
 = 
1 ∧ 
2. Comme le 
hoix de 
1 dans la règleest arbitraire, on peut la rempla
er par 
′. On obtient 
′∧
2,Γ ⊢ e : τ/Λ, or 
′


 
1∧
2,implique 
′

 
2 et 
′ ∧ 
2 ≡ 
′.Dans le 
as de let-in, on a 
 = 
2 ∧ ∃αδ.
1. Comme 
′ ∧ 
2 ∧ 
1 
 
2 ∧ 
1 etqu'on peut supposer αδ #L(
′), en renommant au besoin, on peut 
on
lure de même parhypothèse d'indu
tion en remplaçant 
2 par 
′ ∧ 
2 dans la dérivation.Les 
as restants sont résolus de façon immédiate par hypothèse d'indu
tion.Lemme 4.2.12 (Substitution)Sous réserve des hypothèses suivantes :� (
2 ∧ ∃αδ.
1), (Γ;x : ∀αδ[
1].τ1) ⊢ e : τ2/Λ� 
2 ∧ 
1,Γ ⊢ v : τ1/Λ� αδ #L(
2,Γ,Λ)on a (
2 ∧ ∃αδ.
1),Γ ⊢ {v/x}e : τ2/Λ.Démonstration : On pose Γx = Γ;x : ∀αδ[
1].τ1 et 
 = 
2 ∧ ∃αδ.
1. Notre premièrehypothèse s'é
rit de la sorte 
,Γx ⊢ e : τ2/Λ. On raisonne par indu
tion sur la dérivationde 
e jugement.Cas de var : on pose e = x′, et la dérivation est de la forme suivante, ave
 
 = 
′

0∧
0 :
Γx(x

′) = ∀α′δ′[
0].τ2 
 
 τ2 ⊳ Λ
,Γx ⊢ x′ : τ2/ΛSi x′ 6= x, alors {v/x}e = e et Γx(x
′) = Γ(x′), on obtient don
 le résultat en remplaçant

Γx par Γ dans la dérivation 
i-dessus.Si au 
ontraire x = x′, {v/x}e = v, et don
 par hypothèse 
2 ∧ 
1,Γ ⊢ {v/x}e : τ1/Λ.On a de plus Γx(x) = ∀αδ[
1].τ1 = ∀α′δ′[
0].τ2. Par 
onséquent, τ1 et τ2 sont égauxmodulo renommage de αδ ; on peut e�e
tuer 
e renommage de αδ en α′δ′ dans toutes noshypothèses, seule 
2 ∧ 
1,Γ ⊢ {v/x}e : τ1/Λ est 
hangée en 
2 ∧ 
0,Γ ⊢ {v/x}e : τ2/Λ(αδ sont quanti�ées dans les termes où elles apparaissent dans les autres hypothèses etnotre 
on
lusion).On peut en outre librement supposer que αδ et α′δ′ sont disjoints. On en déduit,par ex-
str, que ∃αδ.(
2 ∧ 
0),Γ ⊢ {v/x}e : τ2/Λ. Comme αδ #
2, on a en outrel'équivalen
e ∃αδ.(
2 ∧ 
1) ≡ 
2 ∧ ∃αδ.
1, 
e qui nous donne le résultat.Cas de let-in : on pose e = (let x′ = e1 in e2), et la dérivation est de la formesuivante, ave
 
 = 
′
2 ∧ ∃α

′δ′.
′
1 :
′

2 ∧ 
′

1,Γx ⊢ e1 : τ ′/Λ 
, (Γx;x′ : ∀α′δ′[
′

1].τ
′) ⊢ e2 : τ2/Λ α′δ′ #L(
′

2,Γx)
,Γx ⊢ let x′ = e1 in e2 : τ2/Λ
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lairement 
′2 ∧ 
′1 
 
, don
, en utilisant le lemme d'a�aiblissement sur leshypothèses et l'hypothèse d'indu
tion sur la première prémisse, on a 
′
2∧
′1,Γ ⊢ {v/x}e1 :

τ ′/Λ.Si x = x′, on a (Γx;x′ : ∀α′δ′[
′1].τ ′) = (Γ;x′ : ∀α′δ′[
′
1].τ

′), et par 
onséquent 
, (Γ;x′ :
∀α′δ′[
′

1].τ
′) ⊢ e2 : τ2/Λ. Par appli
ation de la règle let-in, on obtient ainsi 
,Γ ⊢ let x′ =

{v/x}e1 in e2 : τ2/Λ et par dé�nition de la substitution, 
,Γ ⊢ {v/x}(let x′ = e1 in e2) :
τ2/Λ.Supposons maintenant x 6= x′. On a alors (Γx;x′ : ∀α′δ′[
′

1].τ
′) = (Γ;x′ : ∀α′δ′[
′

1].τ
′;

x : ∀αδ[
1].τ1), et par hypothèse d'indu
tion, 
, (Γ;x′ : ∀α′δ′[
′
1].τ

′) ⊢ {v/x}e2 : τ2/Λ.De nouveau, par appli
ation de la règle de typage let-in, on obtient le jugement 
,Γ ⊢
let x′ = {v/x}e1 in{v/x}e2 : τ2/Λ, et par 
onséquent 
,Γ ⊢ {v/x}(let x′ = e1 in e2) : τ2/Λ.Cas de deffun : on pose e = funx′ → e′, et on obtient, ave
 τ2 = τ ′

1

Λ′

−→ τ ′
2 :
, (Γx;x′ : τ ′

1) ⊢ e′ : τ ′

2/Λ
′ 
 
 Λ′ ⊳Λ
,Γx ⊢ funx′ → e′ : τ ′

1

Λ′

−→ τ ′

2/ΛOn suppose que x′ 6= x, et utilise la même manipulation que pour let-in : on a
(Γx;x′ : τ ′

1) = (Γ;x′ : τ ′
1;x : ∀αδ[
1].τ1), et on peut don
 appliquer l'hypothèse d'indu
tionsur la prémisse et obtenir 
, (Γ;x′ : τ ′

1) ⊢ {v/x}e′ : τ ′
2. Le résultat suit par appli
ation dedeffun.Si x = x′, (Γx;x′ : τ ′

1) = (Γ;x′ : τ ′
1) et {v/x}(fun x′ → e′) = funx′ → e′, on 
on
lutdon
 par appli
ation dire
te de deffun.Autres 
as : les règles restantes, ne jouant pas sur le 
ontexte Γ, se résolvent parindu
tion dire
te.Propriété 4.2.13 (Préservation dans notre système de types)Notre système de types pour µbsml a la propriété de préservation :

e1 ֌ e2 ⇒ e1 ⊑ e2Démonstration : On suppose e1
֌ e2, et 
,Γ ⊢ e1 : τ/Λ. Il s'agit don
 de prouver que lejugement 
,Γ ⊢ e2 : τ/Λ est valide.Pour 
ela, on raisonne par 
as sur la règle utilisée pour la rédu
tion e1

֌ e2. On
ommen
era par étudier les règles de rédu
tion de tête générales, puis les δ-règles a�nde prouver la 
ohéren
e de nos opérateurs (et en parti
ulier des primitives parallèles), eten�n les règles de rédu
tion par 
ontexte.Règles de rédu
tion de têteCas de app : e1 = (funx→ e) v, e2 = {v/x}e. e1 est typé par dérivation suivante :
, (Γ;x : τ ′) ⊢ e : τ/Λ
,Γ ⊢ funx→ e : τ ′ Λ
−→ τ/Λ

deffun
,Γ ⊢ v : τ ′/Λ
,Γ ⊢ (funx→ e) v : τ/Λ
appOn 
on
lut par appli
ation dire
te du lemme de substitution, ave
 αδ = ∅ et 
1 = true.



76 Chapitre 4. Système de typageCas de let-in : e1 = let x = v in e, e2 = {v/x}e. e1 is typed by the followingderivation :let-in
(
2 ∧ 
1),Γ ⊢ v : τ ′/Λ (
2 ∧ ∃αδ
1), (Γ;x : ∀αδ[
1].τ

′) ⊢ e : τ/Λ αδ #L(
2,Γ)

(
2 ∧ ∃αδ
1),Γ ⊢ let x = v in e : τ/ΛLes prémisses de la règle nous permettent d'appliquer dire
tement le lemme de sub-stitution et de 
on
lure.Cas de ifthen et ifelse
e1 = if v then e else e′ifthenelse

Γ ⊢ v : bool[
]/Λ Γ ⊢ e : τ [
]/Λ Γ ⊢ e′ : τ [
]/Λ

Γ ⊢ if v then e else e′ : τ [
]/ΛOn peut dire
tement 
on
lure.
δ-règles :Cas de mkpar : le type de mkpar v est déduit par l'arbre suivant :

Γ(mkpar) = ∀α[α ⊳ ℓ].(int ℓ
−→ α)

g

−→ α par 
 
 α ⊳ ℓ
,Γ ⊢ mkpar : (int ℓ
−→ α)

g

−→ α par /g
var 
 
 α = τ ′
,Γ ⊢ mkpar : (int ℓ

−→ τ ′)
g

−→ τ ′ par /g
eqt-
str
,Γ ⊢ v : int ℓ

−→ τ ′/g
,Γ ⊢ mkpar v : τ ′ par /g
appainsi, τ a i
i la forme τ ′ par et Λ = g .

mkpar v se réduit en 〈v i〉i. v étant une valeur, on a également 
,Γ ⊢ v : int ℓ
−→ τ ′/ℓ.De plus, à partir de 
 
 α = τ ′ et 
 
 α ⊳ ℓ, on déduit 
 
 τ ′ ⊳ ℓ, 
e qui nous permetd'utiliser la règle ve
tor :

∀i ∈ P,


,Γ ⊢ v : int ℓ
−→ τ ′/ℓ 
,Γ ⊢ i : int/ℓ
,Γ ⊢ v i : τ ′/ℓ

app 
 
 τ ′ ⊳ ℓ
,Γ ⊢ 〈v i〉i : τ ′ par /Λ
ve
torLa rédu
tion de tête de mkpar préserve don
 le type.Cas de apply : on suit une appro
he similaire pour les appli
ations partielles et totales,et on pose 
,Γ ⊢ apply v1 : τ/Λ

Γ(apply) = ∀αβ[β ⊳ ℓ].(α
ℓ
−→ β) par

δ
−→ α par

g

−→ β par 
 
 τ2 ⊳ ℓ
,Γ ⊢ apply : (τ1
ℓ
−→ τ2) par

Λ
−→ τ1 par

g

−→ τ2 par /Λ
var'
,Γ ⊢ v1 : (τ1

ℓ
−→ τ2) par /Λ
,Γ ⊢ apply v1 : τ1 par

g

−→ τ2 par /Λ
app
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i de 
larté, on omet dans la suite les 
ontraintes d'égalité pour e�e
tuer lasubstitution 
orrespondante dire
tement en notant la règle var', 
e qui 
orrespond à une
ombinaison de var et eqt-
str.D'après la dérivation 
i-dessus, τ a la forme τ1 par
g

−→ τ2 par. On peut ainsi typerl'appli
ation apply v1 v2 :
,Γ ⊢ apply v1 : τ1 par
g

−→ τ2 par /g 
,Γ ⊢ v2 : τ1 par /g
,Γ ⊢ apply v1 v2 : τ2 par /g
appD'où l'on déduit que v1 et v2 sont des ve
teurs. On pose par 
onséquent v1 =

〈

v1
i

〉

iand v2 =
〈

v2
i

〉

i
. On ne peut typer 
es ve
teurs que par la règle ve
tor, 
e qui nousdonne les types des 
omposantes de v1 et v2 :
∀i ∈ P, (
,Γ ⊢ v1

i : τ1
ℓ
−→ τ2/ℓ) 
 
 τ1

ℓ
−→ τ2 ⊳ ℓ
,Γ ⊢ v1 : (τ1

ℓ
−→ τ2) par /Λ

ve
tor
∀i ∈ P,
,Γ ⊢ v2

i : τ1/ℓ 
 
 τ1 ⊳ ℓ
,Γ ⊢ v2 : τ1 par /g
ve
torOn peut alors typer la rédu
tion de tête de apply v1 v2 dans Γ :

∀i ∈ P,


,Γ ⊢ v1
i : τ1

ℓ
−→ τ2/ℓ 
,Γ ⊢ v2

i : τ1/ℓ
,Γ ⊢ v1
i v2

i : τ2/ℓ
app 
 
 τ2 ⊳ ℓ
,Γ ⊢

〈

v1
i v2

i

〉

i
: τ2 par /g

ve
torAinsi, la δ-règle pour apply préserve le typage.Cas de proj : on pose 
,Γ ⊢ proj v : τ/Λ. Comme pré
édemment, v est né
essairementun ve
teur et on peut don
 poser v = 〈vi〉i

Γ(proj) = ∀αδ.α par
g

−→ int δ
−→ α
,Γ ⊢ proj : τ ′ par

g

−→ int Λ
−→ τ ′/g

var' ∀i ∈ P, (
,Γ ⊢ vi : τ ′/ℓ) 
 
 τ ′ ⊳ ℓ
,Γ ⊢ v : τ ′ par /g
ve
tor
,Γ ⊢ proj v : int Λ

−→ τ ′/g
appCe qui nous donne le type des vi, à partir duquel on peut typer la rédu
tion de têtede proj (en utilisant le fait que τ ′ ⊳ ℓ 
 τ ′ ⊳Λ) :

Γ(nth) = ∀αδδ′[α⊳ δ′].α array
δ
−→ int δ′

−→ α
 
 τ ′ ⊳ Λ
,Γ ⊢ nth : τ ′ array
g

−→ int Λ
−→ τ ′/g

var' 
,Γ ⊢ p : int/g
∀i ∈ P, (
,Γ ⊢ vi : τ ′/g)
,Γ ⊢ [vi]

p
i : τ ′ array /g

array
,Γ ⊢ nth [vi]
p
i : int Λ

−→ τ ′/g
app



78 Chapitre 4. Système de typageCette règle nous permet de prendre des valeurs dans l'espa
e lo
al pour les repla
erdans l'espa
e global, en 
hangeant la lo
alité de vi.Cas de send. On pose 
,Γ ⊢ send v : τ/Λ, et v = 〈vi〉i 
omme pré
édemment. Commeles vi sont des tableaux, on é
rit vi =
[

vj
i

]p

j
, en faisant l'hypothèse qu'ils ont tous la taille

p : 
ela est véri�é par le seul usage de send, qui est fait dans la dé�nition de put � sendne faisant pas partie du langage programmeur.
Γ(send) = ∀α[α ⊳ ℓ].α array par

g

−→ α array par
 
 τ ′ ⊳ ℓ
,Γ ⊢ send : τ ′ array par
g

−→ τ ′ array par /g
var' ∀j < p, (
,Γ ⊢ vj

i : τ ′/ℓ)

∀i ∈ P, (
,Γ ⊢ vi : τ ′ array /ℓ)
array
 
 τ ′ array ⊳ ℓ
,Γ ⊢ v : τ ′ array par /g
ve
tor
,Γ ⊢ send v : τ ′ array par /g
appOn peut typer la rédu
tion de send v :

∀j ∈ P

∀i < p, (
,Γ ⊢ vj
i : τ ′/ℓ)
,Γ ⊢

[

vj
i

]p

i
: τ ′ array /ℓ

array 
 
 τ ′ array ⊳ ℓ
,Γ ⊢
〈[

vj
i

]p

i

〉

j
: τ ′ array par /g

ve
torCas de put. On pose 
,Γ ⊢ put v : τ/Λ, v = 〈vi〉ivar' Γ(put) = ∀α[α ⊳ ℓ].(int ℓ
−→ α) par

g

−→ (int ℓ
−→ α) par
 
 τ ′ ⊳ ℓ
,Γ ⊢ put : (int ℓ

−→ τ ′) par
g

−→ (int ℓ
−→ τ ′) par /g

∀i ∈ P, (
,Γ ⊢ vi : int ℓ
−→ τ ′/ℓ)
 
 int ℓ

−→ τ ′ ⊳ ℓ
,Γ ⊢ v : (int ℓ
−→ τ ′) par /g

ve
tor
,Γ ⊢ put v : (int ℓ
−→ τ ′) par /g

appOn déduit maintenant le type de la rédu
tion de put v depuis le type des vi, Γ et 
0.
∀i ∈ P,

∀j < p,


,Γ ⊢ vi : int ℓ
−→ τ ′/ℓ
,Γ ⊢ j : int/ℓ
,Γ ⊢ vi j : τ ′/ℓ

app
,Γ ⊢ [vi j]pj : τ ′ array /ℓ
array 
 
 τ ′ array ⊳ ℓ
,Γ ⊢

〈

[vi j]pj

〉

i
: τ ′ array par /g

ve
tor
,Γ ⊢ send : τ ′ array par
g

−→ τ ′ array par /g
,Γ ⊢ send〈

[vi j]pj

〉

i
: τ ′ array par /g

app
,Γ ⊢ apply 〈nth〉i : τ ′ array par
g

−→ (int Λ
−→ τ ′) par /g
,Γ ⊢ apply 〈nth〉i (send〈

[vi j]pj

〉

i
) : (int Λ

−→ τ ′) par /g
appOpérateurs non parallèles. Les 
as des opérateurs fst, snd, length, nth sont résolustrivialement. Le 
as de �x est plus intéressant : si Γ ⊢ �x v : τ/Λ,
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Γ(�x) = ∀αδ[α ⊳ δ].(α

δ
−→ α)

δ
−→ α 
 
 τ ⊳ Λ
,Γ ⊢ �x : (τ

Λ
−→ τ)

Λ
−→ τ/Λ

var' 
,Γ ⊢ v : τ
Λ
−→ τ/Λ
,Γ ⊢ �x v : τ/Λ

appComme �x ne peut être introduit dans une expression que par l'usage de let rec, on ala garantie que v a la forme funx→ e et qu'il ne s'agit pas d'un opérateur. On peut don
le typer : 
, (Γ;x : τ) ⊢ e : τ2/Λ
,Γ ⊢ funx→ e : τ
Λ
−→ τ/Λ

deffunLa rédu
tion de tête de �x(funx→ e) est {�x(fun x→ e)/x}e. On applique le lemmede substitution ave
 αδ = ∅ pour 
on
lure.Règles de rédu
tion généralesIl nous reste à montrer la propriété pour la rédu
tion par 
ontext et lo
ali. Pour
ontext, elle dé
oule dire
tement de la 
ongruen
e de ⊑. Pour lo
ali :
∀i ∈ P,

lo
ali

e1 ֌
ǫ e2Eg

[〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e1], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉]

֌ Eg

[〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e2], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉]Soit e =
〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e1], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉. On suppose 
,Γ ⊢ e : τ/Λ, et e étant typéepar ve
tor, on déduit 
,Γ ⊢ Eℓ(e1) : τ ′/ℓ et 
 
 τ ′ ⊳ ℓ. On en déduit, par 
ongruen
e,
,Γ ⊢ Eℓ[e2] : τ ′/ℓ. Le résultat suit d'une nouvelle appli
ation de ve
tor et de la
ongruen
e.Notons que l'on ne peut typer des ve
teurs parallèles emboîtés par ve
tor : 
'est ena

ord ave
 le fait qu'au
une règle de rédu
tion ne permet de réduire de tels ve
teurs, quiseraient de fait des expressions bloquées.ProgrèsPropriété 4.2.14 (Progrès)Tout programme bien typé est soit une valeur, soit rédu
tible.Démonstration : On suppose la lo
alité d'exé
ution initiale globale. La rédu
tion de toutsous-terme de l'expression e se fait soit dans un sous-terme global par l'intermédiaire de
ontext, soit dans une 
omposante d'un ve
teur parallèle par l'intermédiaire de lo
ali.Remarquons tout d'abord que, par indu
tion stru
turelle triviale sur E, on a préserva-tion de lo
alité lors du passage au 
ontexte (
e qui justi�e l'existen
e de deux règles pourla rédu
tion par 
ontexte global, et à l'intérieur des ve
teurs). Ainsi, si on a le jugement
,Γ ⊢ E[e] : τ/Λ, le jugement de typage de e qui apparaîtra dans son arbre de dérivationsera né
essairement de la forme 
′,Γ′ ⊢ e : τ ′/Λ.



80 Chapitre 4. Système de typageDans le 
as d'une rédu
tion par lo
ali, le typage du ve
teur parallèle est fait par larègle ve
tor, qui impose à l'élément lo
al d'être rédu
tible lo
alement (en produisantl'e�et ℓ) : d'après le lemme de validité des expressions lo
ales, on ne peut avoir de ve
teursemboîtés, et don
 
es deux règles 
ouvrent tous les 
ontextes de rédu
tion possibles.On raisonnera par indu
tion sur le type du programme, en envisageant les types ayantété engendrés par 
ha
une des règles de typage. Toutes les règles qui suivent préserventla lo
alité, le raisonnement est don
 valide aussi bien dans les 
omposantes lo
ales queglobalement.Les règles var et deffun attribuent un type à des termes qui sont dire
tement desvaleurs, le langage étant stri
t.Les règles de typage let-in et app supposent que leurs sous-termes sont bien typés :la règle de rédu
tion par 
ontexte permettant de réduire, pour 
ha
une de 
es règles, aumoins l'un des sous-termes en question, l'hypothèse d'indu
tion nous permet de 
on
lureque soit une rédu
tion est possible, soit que le sous-terme est une valeur. Dans 
e dernier
as, l'une des règles de rédu
tion de tête let-in, let-re
 ou app s'applique, ou bienen
ore une δ-règle dans le 
as de l'appli
ation d'un opérateur.Les δ-règles peuvent demander un peu de travail supplémentaire : la plupart d'entreelles sont appli
ables quelle que soit la forme de leur argument, mais nth par exemplepeut re
her
her un élément en dehors d'un tableau. Ce 
as, similaire à une division parzéro, sera géré dynamiquement par le mé
anisme d'ex
eptions, on peut don
 le distinguerd'une réelle expression bloquée. Il serait néanmoins possible dans notre 
as de supprimerles tableaux vides de notre sémantique, et d'appliquer l'argument de nth modulo la tailledu tableau a�n d'obtenir un typage assurant totalement la propriété de progrès. Nous
hoisissons de ne pas le faire par
e que 
e problème est résolu par le mé
anisme d'ex-
eptions que nous allons introduire d'une part, et que 
ette astu
e ne s'étend pas à unlangage réaliste 
omportant par exemple la division, d'autre part.La δ-règle 
on
ernant l'opérateur �x est parti
ulière, 
ar elle exige une forme pré
isede son argument (le type α
δ
−→ α pourrait 
orrespondre à un opérateur, et �x né
essite unefon
tion). Cependant, �x est interdit dans les programmes utilisateur, et son apparitiondans l'expression par l'intermédiaire de let rec respe
te la forme demandée, 
e qui nouspermet d'éluder le problème.Les règles pair et array supposent également leurs sous-termes bien typés, or lesrédu
tions par les règles 
ontext et lo
ali permettent de réduire dans 
ha
un de 
essous-termes. Par le même raisonnement d'indu
tion, soit une rédu
tion de sous-terme estpossible, soit tous les sous-termes sont des valeurs et le terme �nal en est une également.La règle ifthenelse suppose son premier sous-terme de type bool. Par 
onséquent,soit 
elui-
i est rédu
tible par 
ontexte, soit 
'est une valeur parmi {true, false}. Quelleque soit 
ette valeur, il existe une règle de rédu
tion de tête pour réduire l'expression.Autres propriétésD'autres propriétés, plus spé
i�ques au parallélisme, sont intéressantes à prouver. Elles 
orres-pondent aux règles de sûreté du parallélisme bsml énon
ées en début de se
tion : pas d'exé
utionlo
ale de primitives, et pas d'emboîtement de ve
teurs. Le non-emboîtement de ve
teurs, 
ommenous l'avons vu, dé
oule dire
tement du lemme de validité des expressions lo
ales. Détaillons un
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ution lo
ale de primitives :Démonstration (Pas d'exé
ution lo
ale de primitives) : Ce qu'on appelle exé
utiond'une primitive 
orrespond à l'appli
ation de l'une des règles de δ-rédu
tion de mkpar,
apply, proj, put et send. On prouve don
 que, pour un programme bien typé, la rédu
tionpar la règle lo
ali :lo
ali

e1 ֌
ǫ e2Eg

[〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e1], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉]

֌ Eg

[〈

e′0 . . . e′i−1,Eℓ[e2], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉]peut voir sa prémisse restreinte par une version plus limitée de la rédu
tion de tête,d'où les δ-règles 
i-dessus sont absentes. Il s'agit don
 d'une extension de la preuve de lapropriété de progrès à une sémantique plus restri
tive.Par 
ongruen
e, on peut se limiter au 
as où Eg = [·]. Il 
onvient don
 de prouverque pour tout terme bien typé de la forme 〈

e′0 . . . e′i−1,E[e1], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉, le terme e1 estrédu
tible sans l'aide des δ-règles sus-mentionnées ; ou bien, par 
ontraposée, que si e1 seréduit par une δ-règle d'opérateur parallèle, le terme est mal typé.Supposons don
 que e1 soit réduit par l'une des δ-règles parallèles : e1 est don
 uneappli
ation d'opérateur de la forme op e, typée par app :app
,Γ ⊢ op : τ1
Λ
−→ τ2/Λ 
,Γ ⊢ e : τ1/Λ
,Γ ⊢ op e : τ2/ΛIl se trouve que tous les opérateurs parallèles ont une lo
alité latente de g , forçant i
i

Λ = g . Or le ve
teur en lui-même est typé par la règle :ve
tor
∀i ∈ P \ {i}, (
,Γ ⊢ e′i : τ/ℓ) 
,Γ ⊢ E[e1] : τ/ℓ 
 
 τ ⊳ ℓ
,Γ ⊢

〈

e′0 . . . e′i−1,E[e1], e
′

i+1 . . . e′p−1

〉

: τ par /Λd'où l'on déduit qu'il existe τ , 
 tels que 
,Γ ⊢ E[e1] : τ/ℓ. Or on véri�e aisément parstru
ture de E que le 
ontexte préserve la lo
alité. Par préservation de la lo
alité par le
ontexte, on en déduit que pour que le ve
teur soit typable, il faut que e1 ait une lo
alité
ℓ. On vient de voir que l'appli
ation d'opérateur parallèle a une lo
alité g , le terme estdon
 non typable.Le système de types assure don
 bien qu'il est impossible d'exé
uter lo
alement desprimitives parallèles.4.2.5 Assouplissement du système de typesUn assouplissement des 
ontraintes dans 
e système de types est possible ; nous avons 
hoisi
ette dé�nition 
ar elle est dire
te et plus 
laire, mais il n'est pas né
essaire d'imposer la 
ontrainte
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τ ⊳Λ pour tout a

ès à une variable de type τ dans la lo
alité Λ. Examinons par exemple leprogramme :

let z = (0,mkpar(fun i→ i)) in mkpar(fun i→ fst z)Ce programme est valable : on n'a

ède qu'à la première 
omposante du 
ouple z, et elle ne
ontient pas de ve
teur parallèle. Il n'est par 
ontre pas typable dans notre système, puisquel'a

ès lo
al à z dans le paramètre de mkpar engendre la 
ontrainte τ ⊳ ℓ, où τ est le type de z,soit int×(int par), 
ette 
ontrainte étant fausse.La variante du système de types permet d'a

epter 
e type de programmes (
e qui se généraliseà l'a

ès lo
al à un 
hamp d'un enregistrement, même si 
et enregistrement 
ontient des 
hampsnon lo
aux). Pour 
e faire, la 
ontrainte de lo
alité est dépla
ée de la règle var à la règle deffun,et 
ontraint le type de retour de toute fon
tion lo
ale. Nos primitives parallèles étant 
onstruitesde telle sorte que toute exé
ution lo
ale se fait par appli
ation de fon
tion, en garantissant que
es fon
tions ne renvoient que des valeurs a

eptables lo
alement, on s'assure de l'impossibilitéd'obtenir des ve
teurs parallèles tout en autorisant l'a

ès lo
al à toutes les valeurs, quel que soitleur type.Les nouvelles règles sont don
 :var
Γ(x) = ∀αδ[
2].τ
1 ∧ 
2,Γ ⊢ x : τ/Λ

deffun
,Γ;x : τ1 ⊢ e : τ2/Λ 
 
 Λ ⊳ Λ1 ∧ τ2 ⊳ Λ
,Γ ⊢ funx→ e : τ1
Λ
−→ τ2/Λ1La fon
tion identité fun i → i impose ainsi la même 
ontrainte que pré
édemment, donnantle s
héma de type (si on la suppose dé�nie globalement) ∀αδ[α ⊳ δ].α
δ
−→ α. La fon
tion fun i→ ()est en revan
he typée ∀αδ.α

δ
−→ unit, sans 
ontrainte, alors que le système non assoupli imposeraitla 
ontrainte α⊳ δ.Nous nous 
ontenterons de notre système de types plus dire
t, en remarquant que la limita-tion est aisée à 
ontourner (il su�t de projeter globalement le terme 
omportant des élémentsparallèles, en supprimant 
eux-
i). Dans l'exemple pré
édent, il su�ra d'é
rire

let a = fst z inmkpar(fun i→ a)4.3 Système de types pour µbsmlref4.3.1 ProblématiqueLes référen
es sont non sûres vis à vis de bsml : elles ne respe
tent pas la séparation entrevaleurs lo
ales et globales, 
omme aperçu lors de la preuve de 
on�uen
e en 3.3.3. Ainsi, leprogramme suivant :let r = ref false in
≪ r := ($this$ <> 0) ≫
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ale (i
i $this$<> 0) de s'�é
happer� de son ve
teur parallèle pourdevenir une valeur globale. On perd la 
ohéren
e répliquée : la valeur de !r à l'issue du programme
i-dessus est di�érente d'un pro
esseur à l'autre.Le prin
ipal problème résolu dans 
ette se
tion est don
 
elui que nous avons dé
rit en 3.3.3
omme séparation de la mémoire. En 
atégorisant les référen
es 
omme lo
ales ou globales, onpeut déterminer si un a

ès à une référen
e est valide ou non, et éviter le problème de fuite 
i-dessus. Plus pré
isément, l'é
riture dans une variable globale est interdite depuis du 
ode exé
utélo
alement. On montre, en 4.3.5 que 
ela su�t à assurer la séparation mémoire.L'autre problème ren
ontré 
onsiste à typer �dèlement les 
ommuni
ations de référen
es. Ene�et, les opérations deref et reref dé�nies en 3.3.2.0 re
onstruisent les référen
es à l'intérieurd'une valeur, et peuvent don
 
hanger leur type et 
elui de la valeur.4.3.2 Dé�nitions
µbsmlref ajoute les adresses mémoire aux expressions : 
elles-
i sont typées τ ref, où τ estle type de la valeur vers laquelle pointe l'adresse mémoire. Comme les référen
es lo
ales etrépliquées 
orrespondent à des réalités di�érentes, il nous faut distinguer leurs types en indexantle 
onstru
teur de types ref par la lo
alité de la référen
e :

τ ::= ...|τ refΛ | glob(τ)| loc(τ)Les adresses mémoire l sont ajoutées aux termes : elles sont gérées par le système de ty-page de la même façon que les variables, et on étend en parti
ulier l'environnement Γ a�n qu'ilpuisse asso
ier des types aux adresses mémoire. Les variables de type apparaissant dans le typedes adresses ne peuvent être généralisées, sans quoi on autoriserait des types in
ohérents dansune même référen
e par l'opération d'é
riture � Γ n'asso
ie don
 que des types aux adressesmémoire, par opposition aux s
héma de types 
orrespondant aux variables. De plus, il est né
es-saire de s'assurer qu'on ne généralise pas le type d'expressions sus
eptibles de 
réer de nouvellesréféren
es. Ce problème a été largement étudié, et n'est pas spé
i�que à bsml � la solution gé-néralement adoptée 
onsiste à limiter la généralisation aux expressions non-expansives, même sides appro
hes légèrement moins restri
tives existent ([Wri92, Gar04℄). La règle let-in est ainsiétendue pour traiter les deux 
as :let-in 
2 ∧ 
1,Γ ⊢ e1 : τ1/Λ
2 ∧ ∃αδ.
1, (Γ;x : ∀αδ[
1].τ1) ⊢ e2 : τ2/Λ αδ #L(
2,Γ) e1 non expansive
2 ∧ ∃αδ.
1,Γ ⊢ let x = e1 in e2 : τ2/Λlet-in-ref
,Γ ⊢ e1 : τ1/Λ 
, (Γ;x : τ1) ⊢ e2 : τ2/Λ e1 expansive
,Γ ⊢ let x = e1 in e2 : τ2/ΛLes expressions expansives étant les appli
ations de fon
tions ou de l'opérateur ref, et touteexpression 
ontenant 
e type d'opération autrement que sous une λ-abstra
tion.



84 Chapitre 4. Système de typageLes transformations e�e
tuées sur les types par reref ◦ deref produisent des modi�
ationsde types : en e�et, les référen
es sont re-
réées par l'intermédiaire de ref après 
ommuni
ations,
e qui leur donne un type refℓ ou refg suivant la lo
alité dans laquelle on se trouve (et non passuivant leur lo
alité d'origine). glob et loc sont utilisés pour signi�er 
es transformations.Les opérateurs manipulant les référen
es sont typés par :
Γ0(ref) = ∀αδ[α ⊳ δ].α

δ
−→ α refδ

Γ0(get) = ∀αδ1δ2[α ⊳ δ2].α refδ1
δ2−→ α

Γ0(set) = ∀αδ1δ2.α refδ1
δ2−→ α

δ1−→ unit
ref 
rée une référen
e dans la lo
alité 
ourante ; get permet l'a

ès en le
ture quel que soit lalo
alité (sauf pour les référen
es vers des types non-lo
aux) ; le type de set assure qu'on n'é
ritque dans les référen
es indexées par la lo
alité 
ourante. Cela permet d'éviter les é
ritures lo
alesdans les référen
es globales, 
e qui 
auserait une perte de la 
ohéren
e répliquée.Les types de nos primitves syn
hrones doivent eux aussi être 
hangés pour indiquer l'opérationde re
réation des référen
es dans la nouvelle lo
alité :

Γ0(proj) = ∀αδ.α par
g

−→ int δ
−→ glob(α)

Γ0(put) = ∀α[loc(α) ⊳ ℓ].(int ℓ
−→ α) par

g

−→ (int ℓ
−→ loc(α)) parOn dé�nit α refδ ⊳Λ ≡ α⊳ Λ : de la sorte il reste possible lo
alement d'a

éder aux référen
esglobales.4.3.3 Communi
ation de référen
esLes transformations de types glob et loc 
orrespondent à la transformation reref ◦ deref , enfon
tion de sa lo
alité d'arrivée ; 
ela reste relativement simple tant qu'on ne 
onsidère pas lestypes �è
hes (reref ◦ deref ne nous garantit en e�et pas de renvoyer une expression bien typéesi des types �è
hes arbitraires sont autorisés. Voir la sous-se
tion suivante). reref ◦ deref re
réetoutes les adresses mémoire de l'expression, en les faisant pointer vers des données similaires.En termes de types, les nouvelles référen
es ont don
 le même type que les an
iennes, mais leurlo
alité est 
hangée.

glob 
orrespond à une ré-instan
iation des référen
es dans la lo
alité g , 
'est-à-dire après
proj :

glob(Base) = Base

glob(τ1× τ2) = glob(τ1)× glob(τ2)

glob(τ array) = glob(τ) array

glob(τ refΛ) = glob(τ) refg



4.3. Système de types pour µbsmlref 85
glob(glob τ) = glob(τ)

glob(loc τ) = glob(τ)

glob n'est dé�ni que sur les types τ tels que τ ⊳ ℓ, du fait que par 
onstru
tion et validité desexpressions lo
ales, il ne peut être appliqué que sur de tels types. Ces égalités nous permettentd'obtenir des 
lasses d'équivalen
e entre types, que nous 
ara
tériserons par leur représentant où
glob n'est appliqué qu'à des variables.Cette dernière remarque est valable également pour loc, qui est utilisé pour la ré-instan
iationdes référen
es en ℓ, après usage de put :

loc(Base) = Base

loc(τ1× τ2) = loc(τ1)× loc(τ2)

loc(τ array) = loc(τ) array

loc(τ refΛ) = loc(τ) refℓ

loc(glob τ) = loc(τ)

loc(loc τ) = loc(τ)4.3.4 Communi
ations, référen
es et types �è
hesNotre sémantique nous dé
rit en détail le 
omportement des référen
es par rapport aux 
om-muni
ations. Intuitivement, le problème vient de 
e que la 
ommuni
ation 
onjointe d'opérateurssur 
es référen
es, et don
 d'e�ets latents sur des valeurs sus
eptibles de 
hanger de type (de refℓen refg par exemple) est beau
oup plus déli
ate à analyser. Des problèmes subtils peuvent ene�et se poser :
≪ let r = ref false infun x → set r (rndbool ()) ≫Ce programme dé�nit lo
alement une fon
tion qui é
rit dans une référen
e lo
ale ; 
ela n'estpas visible dans le type de 
ette fon
tion, qui serait α

ℓ
−→ unit. Le programme se réduit en

(l 7→ false) 〈funx→ set l (rndbool ())〉i. Si on projette 
ette fon
tion, la transformation sur lesvaleurs lo
ales reref ◦ deref supprime l et la rempla
e par une nouvelle référen
e :reref ◦ deref ({l 7→ false}, funx→ set l (rndbool()))
= reref (fun r → funx→ set r (rndbool()), false)
= (fun r → funx→ set r (rndbool())) (ref false)Si le programme original est 
ommuniqué par proj, la nouvelle référen
e ref false est instan
iéeglobalement. La fon
tion qui en résulte é
rit dans 
ette référen
e globale, 
e qui lui donnerait lalo
alité latente g ; mais 
ette fon
tion applique également l'opérateur rndbool, qui n'est valableque dans la lo
alité ℓ : 
ette fon
tion n'est pas 
orre
tement typée, et en e�et elle 
asseraitla 
ohéren
e répliquée qu'elle soit exé
utée lo
alement (en 
hangeant une référen
e globale sur
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esseurs) ou qu'elle soit exé
utée globalement (en é
rivant des valeurs aléatoiresindépendantes dans les 
omposantes du ve
teur).Il nous est don
 né
essaire d'introduire une restri
tion supplémentaire sur la 
ommuni
ationdes fon
tions ; malheureusement, les types ne 
ontiennent pas su�samment d'informations pourpermettre de retra
er si la lo
alité d'une fon
tion est due à des utilisations de référen
es ou àd'autres paramètres. Une analyse statique qui le permettrait dépasserait largement en 
omplexité
e que nous avons dé�ni jusqu'i
i puisqu'elle interdirait toute simpli�
ation intermédiaire dansle typage. Outre 
ette di�
ulté te
hnique, il deviendrait déli
at de présenter les types de façon
ompréhensible au programmeur, et l'utilité en serait somme toute limitée.Une restri
tion raisonnable 
onsisterait à n'autoriser que la proje
tion de fon
tions sans ef-fet, 
'est-à-dire n'imposant 
omme lo
alité ni ℓ ni g . Cela n'est malheureusement pas réaliste auniveau du système de types, 
ar 
ette propriété se dé
rit par �les types �è
hes in
lus dans letype ont pour lo
alité des variables libres dans le 
ontexte�. Cette propriété ne pouvant s'expri-mer lo
alement dans notre système, elle sort du 
adre de nos dé�nitions et de nos mé
anismesd'inféren
e.Des restri
tions plus limitantes restent possibles, mais nous avons opté pour la simpli
ité,en nous appuyant pragmatiquement sur le fait que les 
as problématiques restent très limités,et qu'il est peu fréquent d'utiliser la proje
tion sur les fon
tions : les fon
tions en question sontné
essairement lo
ales, et il aurait été plus judi
ieux d'utiliser put. On 
hoisit don
 d'interdireles types fon
tionnels en paramère de la primitive proj, à l'aide de la 
ontrainte (9) : τ(9)est véri�ée si, et seulement si τ ne 
ontient au
un type �è
he. Le type de proj est ajusté en
onséquen
e :
Γ0(proj) = ∀αδ[α(9)].α par

g

−→ int δ
−→ glob(α)Notons que la problématique deviendrait di�érente si l'on voulait ajouter les objets d'OCamlau langage, 
ette restri
tion empê
hant toute 
ommuni
ation d'objet 
omportant des méthodes :dans 
e 
as, une analyse statique plus �ne deviendrait né
essaire.La primitive put, pour sa part, ne pose pas 
es problèmes du fait qu'elle ne peut 
ommuniquerque des fon
tions lo
ales, et que leur lo
alité n'est don
 pas 
hangée. Il nous su�t d'étendre loc :

loc(τ1
ℓ
−→ τ2) = τ1

ℓ
−→ loc(τ2)4.3.5 Corre
tionLa 
on�uen
e de la sémantique de µbsmlref a été établie à la 
ondition qu'une propriété deséparation mémoire soit respe
tée. Rappelons que 
ette propriété requiert que l'opérateur setne soit appliqué lo
alement que sur des adresses mémoire dont la portée est limitée à la même
omposante lo
ale du ve
teur. Commençons don
 par prouver que notre système de types assure
ette propriété.Propriété 4.3.1 (Séparation mémoire pour les programmes µbsmlref bien typés)Dans tout programme µbsmlref bien typé, si l'opérateur set est appliqué à l'adresse mémoire
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l dans une 
omposante d'un ve
teur parallèle, alors l n'apparaît que lo
alement, sur le mêmepro
esseur, dans tout le programme.Démonstration (Séparation mémoire) : Une appli
ation de set se type de la façon sui-vante : 
,Γ ⊢ set : τ refΛ

Λ′

−→ τ
Λ
−→ unit/Λ′ 
,Γ ⊢ l : τ refΛ /Λ′
,Γ ⊢ set l : τ

Λ
−→ unit/Λ′

appL'appli
ation lo
ale de set l implique don
 que l soit typée τ refℓ. Un tel résultat peutêtre obtenu par un appel lo
al à l'opérateur ref, ou bien par 
ommuni
ation de référen
es.La 
onstru
tion des ve
teurs parallèles nous garantit que l n'est a

essible que lo
alementpar l'intermédiaire de apply, don
 à l'intérieur de la même 
omposante. Dans le 
as de
ommuni
ations par proj ou put, la transformation reref ◦ deref nous garantit que toutesles adresses mémoire apparaissant après 
ommuni
ation sont toutes fraî
hes. On a don
bien séparation mémoire.Nous donnons i
i les grandes lignes des preuves de préservation et de progrès. Notre typage desréféren
es ne présente pas, hors 
ommuni
ations, de di�éren
es notables ave
 les systèmes habi-tuels. Nous nous référons don
 à [PR05℄ pour la preuve de préservation vis-à-vis des référen
es, ense reposant sur le 
ritère de non généralisation des expressions expansives. Le non-emboîtementdes ve
teurs et l'absen
e d'exé
ution lo
ale de primitives parallèles sont préservés : les preuvesne présentent pas de subtilités parti
ulières dues aux référen
es.Les 
ommuni
ations, étant munies de la transformation reref ◦ deref , re
réent à l'arrivéetoutes référen
es utiles à l'aide de ref. glob et loc 
orrespondent bien à l'appli
ation de ref ◦ getsur les référen
es in
luses dans le terme, 
e qui se montre aisément par indu
tion sur le type duterme.4.4 Système de types pour µbsmlexnLa gestion des ex
eptions en parallèle n'introduit au
une di�
ulté parti
ulière vis-à vis dutypage. Nous supposons, dans notre système, dé�ni un type quel
onque τexn, toutes les ex
eptionsadoptant 
e type. On peut alors typer les 
onstru
tions spé
i�ques :try
,Γ ⊢ e : τ/Λ 
, (Γ;x : τexn) ⊢ e′ : τ/Λ
,Γ ⊢ try ewithx→ e′ : τ/Λ

trypar
,Γ ⊢ e : τ/g 
, (Γ;x : τexn array) ⊢ e′ : τ/g
,Γ ⊢ trypar ewithpar x→ e′ : τ/gfail
,Γ ⊢ e : τexn/Λ
,Γ ⊢ fail e : τ/Λ

failpar
,Γ ⊢ e : τexn array /g
,Γ ⊢ failpar e : τ/g

Γ0(raise) = ∀αδ[α ⊳ δ].τexn

δ
−→ α
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on
ernant tryparsub est identique à 
elle de trypar. On suppose, a�n d'assurer qu'onpuisse lever des ex
eptions lo
alement, que τexn ⊳ ℓ.Les preuves de 
ohéren
e de 
e typage s'étendent trivialement à partir des preuves du typagede µbsml.4.5 Algorithme d'inféren
eDans HM(X), l'inféren
e se fait purement par résolution de 
ontraintes : le problème d'infé-ren
e de types se ramène à déterminer s'il existe une 
ontrainte 
 telle que 
,Γ ⊢ e : τ/Λ, pour
Γ, e, τ,Λ donnés. L'in
onnue est i
i la 
ontrainte et non pas, 
omme on pourrait l'attendre, letype et la lo
alité : en e�et, en 
hoisissant pour τ et Λ des variables fraî
hes dans Γ, l'existen
e de
 nous donnera l'existen
e d'une instan
e pour 
es variables, et la 
ontrainte 
ontiendra toutesles informations né
essaires sur elles.On doit don
, dans un premier temps, 
onstruire un mé
anisme de génération d'une 
ontrainte
 qui soit né
essaire et su�sante pour obtenir 
,Γ ⊢ e : τ/Λ. Cette 
ontrainte est aussi la
ontrainte la moins spé
i�que possible garantissant le résultat : toute 
ontrainte 
′ le garantissantaussi sera telle que 
′ 
 
.4.5.1 Génération des 
ontraintesLe mé
anisme de génération de 
ontraintes 
omplet et 
ohérent que nous dé
rivons i
i nousfournit une propriété équivalente à la propriété d'existen
e de s
hémas de types prin
ipaux dansDM. La 
ohéren
e du mé
anisme nous assure que la 
ontrainte 
 générée est su�sante pourassurer 
,Γ ⊢ e : τ/Λ, et la 
omplétude, 
omparable à la prin
ipalité des s
hémas dans DM,nous assure que la 
ontrainte est la moins spé
i�que possible.Certaines 
ontraintes ne nous ont pas été né
essaires pour la dé�nition du système de types,mais doivent être ajoutées au système a�n que nous puissions assurer 
ette propriété :
 ::= · · ·

let x : σ in
 Introdu
tion de s
héma de type
x� τ Instan
iation de s
héma de typeOù x� τ indique que τ est une instan
e du s
héma de type asso
ié à x. On utilisera égalementla notation σ� τ pour signi�er, si σ = ∀αδ[
].τ ′ ave
 αδ #L(τ), la 
ontrainte ∃αδ.(
 ∧ τ = τ ′),
'est-à-dire que τ est une instan
e de σ.La 
ontrainte let x : σ in
 lie l'identi�ant x au s
héma de types σ à l'intérieur de 
. Ellesuppose également l'existen
e d'une instan
e pour σ. Cela donne don
, à l'intérieur de 
, le sens

σ� τ à toute sous-
ontrainte x� τ où x apparaît libre.Ces deux 
ontraintes permettent, par rapport à DM, de rempla
er l'extension de l'environ-nement de typage, et la re
her
he d'une 
orrespondan
e dans 
et environnement.La 
ontrainte générée pour Γ, e, τ,Λ sera notée C(Γ ⊢ e : τ/Λ). La génération se fait parindu
tion sur la stru
ture de e : les n÷uds let donnent lieu au dépla
ement d'une partie de la
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ontrainte 
ourante à l'intérieur d'un nouveau s
héma de types dans l'environnement, et 
ettesous-
ontrainte est ensuite reprise dans la 
ontrainte 
ourante lors de l'apparition de la variable
on
ernée � 
e qui 
orrespond aux règles de typage let-in et var. On simpli�e ainsi le problèmeen C(e : τ/Λ) (sans environnement Γ), la solution du problème original dé
oulant de 
elui-
i par
let Γ in C(Γ ⊢ e : τ/Λ). La génération des 
ontraintes est dé
rite en �gure 4.3.

C(x : τ/Λ) = x� τ ∧ τ ⊳Λ

C(funx→ e : τ/Λ) = ∃αβδ.((let x : α in C(e : β/δ)) ∧ δ ⊳ Λ ∧ τ = α
δ
−→ β)

C(e1 e2 : τ/Λ) = ∃α.(C(e1 : α
Λ
−→ τ/Λ) ∧ C(e2 : α/Λ))

C(let x = e1 in e2 : τ/Λ) = let x : ∀α[C(e1 : α/Λ)].α inC(e2 : τ/Λ)

C((e1, e2) : τ/Λ) = ∃αβ.(C(e1 : α/Λ) ∧ C(e2 : β/Λ) ∧ τ = α×β)

C(if e then e1 else e2 : τ/Λ) = C(e : bool/Λ) ∧ C(e1 : τ/Λ) ∧ C(e2 : τ/Λ)

C([ei]
n
i : τ/Λ) = C(n : int/Λ) ∧ ∃α.(

∧

i

C(ei : α/Λ) ∧ τ = α par)

C(〈ei〉i : τ/Λ) = ∃α.(
∧

i

C(ei : α/ℓ) ∧ α⊳ ℓ ∧ τ = α par)Fig. 4.3 � Génération de 
ontraintesOn suppose, dans 
es règles, que les variables apparaissant dans le terme droit sont toujours
hoisies distin
tes et fraî
hes par rapport au terme gau
he ; les 
ontraintes obtenues sont de lasorte égales modulo α-
onversion. Ce mé
anisme de génération de 
ontrainte est très pro
he de
elui proposé dans [PR05℄, les 
ontraintes de lo
alité s'y ajoutant naturellement.La première équation 
orrespond à l'instan
iation d'une variable (règle de typage var) : x ale type τ dans la lo
alité Λ si, et seulement si τ est a

eptable dans 
ette lo
alité, et τ est uneinstan
e du s
héma de type asso
ié à x. Cette dernière 
ontrainte prend son sens lorsqu'on a uneutilisation préalable de let liant x à un s
héma de types.La deuxième équation 
orrespond à la règle de typage deffun ; elle donne une 
ontrainteexistentielle, 
'est-à-dire qu'il sera à la 
harge du système de résolution des 
ontraintes de dé-terminer les termes 
orrespondant. Elle établit que le terme funx → e aura le type τ dans lalo
alité Λ si, et seulement si on peut trouver de types α, β et une lo
alité δ tels que τ ait laforme α
δ
−→ β, que la lo
alité δ soit plus lo
ale que Λ, et qu'on puisse assurer que e ait le type

β dans la lo
alité δ si x a pour type α. Cette dernière 
ondition est assurée par la 
ontrainte
let x : α in C(e : β/δ) : il est vraisemblable que e 
ontient des instan
es de x, qui introduirontdans la 
ontrainte générée la sous-
ontrainte x� τ ′, forçant à 
e moment la 
ohéren
e de α et τ ′.La quatrième règle 
orrespond à la règle de typage let-in et revêt une importan
e parti
u-lière, puisqu'elle régit la généralisation : elle stipule que le terme let x = e1 in e2 a le type τ dans lalo
alité Λ si, et seulement si, en supposant que x ait un type quel
onque tel que C(e1 : α/Λ), ona la garantie que e2 a le type τ dans la lo
alité Λ. En supposant indu
tivement que C(e1 : α/Λ)est une 
ontrainte su�sante et minimale, le s
héma de type ∀α[C(e1 : α/Λ)].α est de fait uns
héma de type prin
ipal pour e1. De la sorte, α est la seule variable de type apparaissant libredans C(e1 : α/Λ), et don
 la seule ayant besoin d'être généralisée.



90 Chapitre 4. Système de typageLes autres règles reprennent nos règles de typage en assurant, d'une part, que leurs prémissessont bien respe
tées en les réé
rivant sous forme de 
ontraintes, d'autre part que le format dutype �nal est 
orre
t.Théorème 4.5.1 (Corre
tion de la génération de 
ontraintes)
(C(Γ ⊢ e : τ/Λ)),Γ ⊢ e : τ/Λ.Théorème 4.5.2 (Complétude de la génération de 
ontraintes)Si 
,Γ ⊢ e : τ/Λ, ave
 
 et Γ sans variables programmeur libres, et Γ 
ohérent dans 
, alors
 
 C(Γ ⊢ e : τ/Λ).Les preuves de 
es théorèmes sont assez dire
tes depuis la dé�nition du mé
anisme de généra-tion de 
ontraintes, 
haque étape de 
elui-
i établissant une 
ontrainte né
essaire et su�sante. Lele
teur souhaitant une démonstration plus détaillée pourra se reporter à [PR05℄, les 
ontraintesque nous ajoutons n'interférant pas ave
 les systèmes qui y sont dé
rits.Extensions
µbsmlexn, présentant des règles de typage supplémentaires, né
essite l'adjon
tion des règlesde génération de 
ontraintes suivantes :

C(try ewith x→ e′ : τ/Λ) = C(e : τ/Λ) ∧ let x : τexn in C(e′ : τ/Λ)

C(trypar ewithpar x→ e′ : τ/Λ) = C(e : τ/g) ∧ let x : τexn array inC(e ′ : τ/g) ∧ Λ = g

C(fail e : τ/Λ) = C(e : τexn/Λ)

C(failpar e : τ/Λ) = C(e : τexn array /Λ)

µbsmlref ne né
essite pour sa part au
un ajout d'équation, mais ajoute la 
ontrainte (9) ausystème (en plus des 
onstru
tions glob et loc).4.5.2 Résolution des 
ontraintesNous ne dé
rirons pas i
i de solveur de 
ontraintes en détail ; au lieu de ça, nous nous baseronssur les nombreux travaux existants sur le sujet et en parti
ulier sur la version 
orrespondant àHM(=) proposée dans [PR05℄.En e�et, une fois la génération établie, les seules di�éren
es entre nos 
ontraintes et 
ellespour lesquelles nous disposons d'un mé
anisme de résolution sont :� L'existen
e de variables de lo
alité.� L'existen
e de 
ontraintes de la forme τ ⊳ Λ.� Pour µbsmlref , l'existen
e de 
ontraintes de la forme τ(9).Les variables de lo
alité, à 
e niveau, ont un 
omportement exa
tement similaire à 
eluides variables de type : de fait, elles peuvent être 
onsidérées 
omme des variables de types neprenant que g ou ℓ 
omme valeur. Leur présen
e n'ajoute ainsi au
une 
omplexité au solveur de
ontrainte.
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e 91Les 
ontraintes τ ⊳ Λ et τ(9) ont une stru
ture parti
ulière et portent uniquement sur lastru
ture de τ . De fait, nous avons montré lors de leur dé�nition que 
es 
ontraintes se propagentdire
tement dans les sous-termes d'un type, et il nous est ainsi possible de dé�nir une formenormale où elles ne s'appliquent qu'à des variables de type. Elles n'ont don
 de r�le que lors del'uni�
ation des variables en question, 
elle-
i pouvant être rendue invalide (si on tente d'uni�er
α par et β sous la 
ontrainte β ⊳ ℓ par exemple) ou donner lieu à de nouvelles 
ontraintes.Ainsi, il nous su�t de modi�er l'algorithme d'uni�
ation des 
ontraintes, dont le r�le estde résoudre des équations de typage dénuées d'introdu
tion et d'instan
iation de s
hémas detype ; la partie majeure du solveur est in
hangée. De fait, le solveur proposé dans [PR05℄ proposeune déte
tion des types 
y
liques, 
e qui n'est pas très di�érent de notre appro
he. Lorsquel'algorithme d'uni�
ation est en mesure de rappro
her une variable et un type ou une lo
alitéau sein de la même 
lasse d'équivalen
e, toute sous-
ontrainte ⊳ ou (9) qui apparaîtrait dans la
ontrainte 
ourante et mettrait en 
ause 
ette variable subit ainsi la substitution 
orrespondante,et est immédiatement normalisée :

α = τ ∧ α⊳ Λ⇒ α = τ ∧ τ ⊳ Λ

δ = Λ ∧ α⊳ δ ⇒ δ = Λ ∧ α⊳ Λ

α = τ ∧ α(9)⇒ α = τ ∧ τ(9)Ces règles peuvent être appliquées aussit�t qu'une nouvelle égalité est formée lors du pro
es-sus de résolution, et sont suivies de la rédu
tion du terme de droite, et d'éventuelles nouvellesappli
ations des règles en 
haîne.
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Chapitre 5Implantation et expérien
es
5.1 Implantation de bsmlbsml est implanté au-dessus du langage OCaml : le langage bsml 
omplet 
orrespond auxfon
tionnalités parallèles de µbsml ajoutées à OCaml plut�t qu'à un mini-ML. Ainsi, les opéra-teurs parallèles de bsml ont le même 
omportement que dé
rit dans notre sémantique, mais lelangage de base, disponible aussi bien lo
alement qu'en mode répliqué, est beau
oup plus ri
he.Le but de notre sémantique n'est pas i
i d'étudier le détail d'OCaml, dont les fon
tionnalités ontdéjà fait le sujet de nombreux travaux : il nous su�ra de remarquer que tous les traits fon
tion-nels tels que types somme, types énumérés, �ltrage par motifs, variants polymorphes, modules,fon
teurs, et
. n'interfèrent pas ave
 le parallélisme et que bsml se 
ontente de gérer de façonsûre l'intera
tion entre les deux niveaux d'exé
ution, lo
al et global.Les traits non fon
tionnels qui n'ont pas été traités dans la sémantique, tels que les objets,sont pour le moment ex
lus de notre analyse du langage.Outre l'étendue du langage, sa disponibilité sur une variété de plates-formes est un atoutqui garantit que le 
ode sera réutilisable sur di�érents types de super-
al
ulateurs. De plus,OCaml o�re un 
ompilateur vers du 
ode natif dont les performan
es sont 
omparables à 
ellesde langages de plus bas niveau tels que C ou C++. Bien que le 
ode produit reste généralementmoins e�
a
e que du 
ode C, OCaml est le meilleur 
hoix de langage fon
tionnel possible enmatière de performan
es [HFA+96℄ : il est don
 naturel de l'utiliser pour notre appro
he.La distribution de bsml o�re deux versions des primitives :� la première, séquentielle, est en réalité une simulation du parallélisme : elle permet d'inté-grer simplement bsml au mode intera
tif d'OCaml (toplevel), de se familiariser ave
 sonfon
tionnement, et de tester de manière dire
te du 
ode bsml sur de petits é
hantillons.L'obje
tif de 
e mode, 
omme en OCaml, est de fa
iliter la programmation en permettantla visualisation rapide des résultats (y 
ompris les ve
teurs parallèles) ;� la deuxième version est réellement parallèle, et permet le déploiement des programmessur les ar
hite
tures de destination. Cette implantation est modulaire : elle repose sur unmodule de 
ommuni
ation de bas niveau externe, que l'on peut 
hoisir en fon
tion du
ontexte et des bibliothèques disponibles.Les deux versions partagent bien sûr la même bibliothèque standard, 
elle-
i ne re
ourrant pasau parallélisme de bas niveau. Les outils de 
ompilation fournis ave
 bsml integrent également le93
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espré-traitement né
essaire à la syntaxe alternative, au traitement des ex
eptions, au �ltrage parmotifs et � bien que 
e deriner ne soit pas en
ore entièrement implanté � le système de types.5.1.1 Mode intera
tifIl est souvent utile de pouvoir e�e
tuer quelques tests sur des fon
tions auxiliaires aussit�t
elles-
i programmées, plut�t que de retrouver par la suite l'origine des bogues dans une appli
a-tion 
omplète et 
omplexe, ou éventuellement lan
er des séries de tests unitaires sur l'ensembledu 
ode. L'utilisation du mode intera
tif permet d'une part la véri�
ation de typage d'OCamlde façon instantanée et permet à l'utilisateur de véri�er que le type inféré est bien 
elui quil'attendait, d'autre part d'e�e
tuer intera
tivement des tests pour véri�er le 
omportement deson 
ode.La di�
ulté de la programmation parallèle ne faisant que renfor
er 
e besoin, l'existen
e d'unmode intera
tif pour bsml, bien que 
elui-
i ne 
omporte au
un parallélisme réel, nous paraîtune fon
tionnalité très appré
iable, qui est peu répandue (sans être unique, 
e mode étant parexemple présent dans O
amlP3L [CLPW08℄). La visualisation des ve
teurs parallèles se fait dela façon suivante :# let v = mkpar (fun i → �oat_of_int i);;val v : �oat Bsml.par = ≪ 0., 1., 2., 3. ≫Où le mode intera
tif a été parametré pour simuler quatre pro
esseurs (
e paramètre estune option de 
on�guration du mode intera
tif). En utilisant la syntaxe alternative, il est mêmepossible d'obtenir :# let v' = ≪ sqrt $v$ ≫ ;;val v' : �oat Bsml.par =
≪ 0., 1., 1.41421356237309515, 1.73205080756887719 ≫Imaginons qu'on veuille véri�er rapidement le 
omportement de notre fon
tion de rééquili-brage non ordonné de listes parallèles (voir 109) :# vl;;val vl : int list Bsml.par =
≪ [76; 60; 32; 74; 92; 20; 75℄, [12; 88; 14℄, [24; 78℄, [62; 0; 90; 4; 21; 60℄ ≫# rebalan
e;;
− : 'a list Bsml.par → 'a list Bsml.par = <fun># rebalan
e vl;;
− : int list Bsml.par =
≪ [74; 92; 20; 75℄, [32; 60; 12; 88; 14℄, [76; 24; 78; 62℄, [0; 90; 4; 21; 60℄ ≫5.1.2 Mode parallèleA�n de pouvoir exé
uter les problèmes bsml de façon e�
a
e sur des ar
hite
tures parallèles,notre langage se base sur di�érentes bibliothèques de 
ommuni
ation. Il est organisé 
omme suit :� un fon
teur générique prenant en paramètres les modules de 
on�guration, de 
ommuni
a-tion et d'entrées-sorties, qui fournit les ve
teurs parallèles, les primitives bsml et la gestiondes ex
eptions ;
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i�
ités de l'implantation de la gestion des ex
eptions parallèles 95� des modules sous-ja
ents au module générique, o�rant la gestion des ex
eptions et la su-perposition parallèle ;� des modules de 
ommuni
ation basés sur MPI[SG98℄, PUB[BJvOR03℄ ou dire
tement surl'interfa
e TCP/IP d'OCaml. Ceux-
i permettent la 
ompilation de di�érentes versionsde bsml. Ces modules fournissent la primitive de bas niveau send qui sera utilisée pourl'implantation des primitives.Une instan
e du programme devra être lan
ée sur 
haque n÷ud de la ma
hine parallèle,et des 
anaux de 
ommuni
ation ouverts : 
e r�le est délégué au module de 
ommuni
ation,puisqu'il est spé
i�que à 
haque bibliothèque et à sa pro
édure d'initialisation propre. Des outilsannexes permettent la 
ompilation et l'exé
ution des programmes suivant le 
hoix qui a étéfait : bsmlopt.t
p et bsmlrun.t
p, respe
tivement, se 
hargent de la 
ompilation en 
ode natifet de l'exé
ution (in
luant le déploiement sur la ma
hine parallèle) en utilisant la bibliothèqueTCP/IP OCaml.Dans le 
as de la bibliothèque MPI, par exemple, le module de 
ommuni
ation se 
harged'appeller les fon
tions en C de la bibliothèque, en parti
ulier MPI_Init() ; au 
ours de 
haquesuper-étape, les p instan
es du programme se 
hargent des 
al
uls répliqués et lo
aux (
es derniers
orrespondant aux primitives asyn
hrones, traitées dans le module generi
 sans appel au modulede 
ommuni
ation), et l'appel à une primitive syn
hrone se traduit par une 
ommuni
ationimplantée en termes de MPI_Alltoallv(). Le traitement 
orre
t des ex
eptions permet égalementde s'assurer que MPI_Finalize() est bien appellé en �n de programme, et que des pro
essusbloqués ne restent pas en attente sur les n÷uds, même en 
as d'erreur.Notons que � bien que rien ne l'ex
lue dans notre modèle � notre implantation ne permet pas, àl'heure a
tuelle, une exé
ution réellement e�
a
e sur une ma
hine multi-
÷ur (et don
 à mémoirepartagée). En e�et, il reste possible de lan
er une instan
e du programme sur 
ha
un des 
÷urs,mais les 
ommuni
ations de données né
essiteront une sérialisation et une 
ommuni
ation parl'intermédiaire du système d'exploitation. Il serait possible de limiter le problème en ajoutant unmodule de 
ommuni
ation utilisant de la mémoire partagée entre pro
essus : les 
ommuni
ationsse verraient grandement a

élérées.Pour éviter la sérialisation et les re
opies mémoire qu'elle entraîne, 
ependant, il faudraitpouvoir utiliser des pro
essus légers (threads) au lieu de pro
essus sur 
ha
un des 
÷urs : leproblème qui se pose alors au niveau du langage est 
elui la ré
upération mémoire 
on
urrente,problème qui n'a pas en
ore été résolu pour notre langage h�te OCaml (on envisage néanmoinsune implantation spé
i�que à bsml, la stru
ture de la mémoire en répliqué/lo
al rendant 
eproblème beau
oup plus simpl).5.2 Spé
i�
ités de l'implantation de la gestion des ex
eptions pa-rallèles5.2.1 Prote
tion des opérations lo
alesLes opérations lo
ales doivent être protégées de deux façons : d'une part, pour éviter queles ex
eptions lo
ales ne puissent bloquer l'exé
ution du pro
essus, d'autre part, pour bloquerl'exé
ution lo
ale si une ex
eption a pré
édemment été levée sur le pro
esseur (les valeurs lo
alespouvant être, dans 
e 
as, in
ohérentes). Cela donne, en prenant l'exemple de mkpar :
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eslet mkpar f = mat
h Ex
eptions.get_pro
_state() with| Ex
eptions.Fine →(try Ve
 (f (Communi
ation.pid())) with| e → Ex
eptions.re
over_exn e; Invalid e)| Ex
eptions.Stopped (i,e) → Invalid eCe 
ode véri�e l'état du pro
esseur par la fon
tion Ex
eptions.get_pro
_state ; dans le 
asFine, le pro
essus est en état de 
ontinuer les 
al
uls et renvoie le résultat Ve
 (f (Communi
ation.pid())), tout en rattrapant une éventuelle ex
eption levée lors de l'appli
ation de f. Dans 
e dernier
as, la fon
tion re
over_exn se 
harge de mettre à jour l'état du pro
esseur et d'éviter d'autres
al
uls lo
aux jusqu'à la �n de la super-étape.En 
as d'é
he
 des 
al
uls, la valeur renvoyée est Invalid e où e est l'ex
eption levée, au lieud'être un ve
teur parallèle Ve
 v. L'état de 
haque pro
esseur est sto
ké dans une référen
e (pour
haque super-thread, dans le 
as où la superposition est utilisée).La sémantique est respe
tée : une ex
eption lo
ale est rattrapée et mémorisée, permet lasuite des opérations répliquées mais interdit, sur le pro
esseur 
on
erné, de nouvelles opérationslo
ales. L'implantation de apply est tout à fait similaire à 
elle de mkpar.5.2.2 Communi
ation des ex
eptionsLa 
ommuni
ation des ex
eptions doit permettre une dé
ision globale à partir des informa-tions distribuées. Ce r�le est dévoué à la primitive send du module de 
ommuni
ation. Cetteprimitive est don
 typée 
omme suit :type ('
trl_type, 'a) 
trl_or_data =| Ctrl of '
trl_type| Data of 'a arrayval send : ('
trl_type,'a) 
trl_or_data → ('
trl_type option array,'a) 
trl_or_dataLe paramètre de send a un type somme, Data pour une 
ommuni
ation normale de donnéesou Ctrl, dans les 
as ex
eptionnels, pour signi�er que la 
ommuni
ation des données doit êtreabandonnée dès que possible et laisser pla
e à l'é
hange global des ex
eptions. Si tous les pro
es-seurs appellent send ave
 une valeur Data, le résultat est don
 le Data après 
ommuni
ations, send
orrespondant dans 
e 
as à la primitive send de la sémantique sur nos tableaux. Si, en revan
he,au moins un des pro
esseurs appelle send ave
 une valeur Ctrl, la valeur de retour 
ontiendra untableau d'options, indiquant l'éventuelle ex
eption présente à 
ha
un des pro
esseurs.Dans l'exemple de l'implantation sur une bibliothèque MPI, la 
ommuni
ation est faite endeux étapes : une première étape indiquant la taille des données qui seront é
hangées et s'ils'agit d'ex
eptions ou non, et une se
onde qui ne 
ommunique don
 les données que si au
uneex
eption n'est présente.Un problème purement te
hnique, mais très déli
at, s'est présenté lors de l'implantation de 
emé
anisme : en e�et, Obje
tive Caml, dans son implantation a
tuelle, ne permet pas le �Marshal-ling� sur les ex
eptions, 
'est-à-dire la sérialisation des données a�n de les rendre transmissiblesd'un pro
esseur à un autre. Une parenthèse sur l'implantation des ex
eptions dans OCaml s'im-pose : les ex
eptions sont un type somme, mais qui est dynamiquement étendu lors de l'exé
ution
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ités de l'implantation de la gestion des ex
eptions parallèles 97a�n qu'il soit possible à l'utilisateur de dé�nir autant de nouveaux 
onstru
teurs d'ex
eptionsqu'il le souhaite. Ainsi la dé
laration d'une ex
eption ex
eption E entraîne la 
réation d'un nou-vel identi�ant pour le 
onstru
teur E, et 
e de façon indépendante à 
haque exé
ution (il s'agitd'une adresse mémoire allouée) : on ne peut don
 pas 
omparer des éléments de type ex
ep-tion entre deux pro
essus di�érents, leurs 
onstru
teurs étant liés à une implantation mémoiredonnée.La solution que nous proposons n'est possible que grâ
e à la stru
ture bien dé�nie de l'exé
u-tion en bsml. Elle repose sur le fait que la dé�nition des ex
eptions sera faite en mode répliqué,et don
 de la même façon sur tous les pro
esseurs12. En utilisant, une nouvelle fois, 
amlp4,nous ajoutons don
 une exé
ution de 
ode auxiliaire lors de toute dé
laration d'ex
eption. Ce
ode va nous permettre, à l'intérieur des mé
anismes de bsml, de 
réer une table de toutes lesex
eptions dé
larées, lo
ale à 
haque pro
esseur. Cette table nous permet d'obtenir un identi-�ant global pour 
haque ex
eption, qu'il nous sera possible de 
ommuniquer pour ré-obtenir, sur
haque pro
esseur, l'ex
eption voulue. Les ex
eptions standard d'OCaml telles que Mat
h_failureou Sta
k_over�ow sont ajoutées dans 
ette table à l'initialisation de bsml.5.2.3 Propagation et rattrapageComme indiqué dans la des
ription informelle du système d'ex
eptions, l'implantation estentièrement 
onstruite par-dessus le langage OCaml existant. Les ensembles d'ex
eptions lo
alessont don
 traités à l'aide des mé
anismes d'ex
eptions usuels : 
omme leur propagation est toutà fait similaire à 
elle des ex
eptions standard, 
ela est relativement simple.Dans notre implantation, nous utilisons des listes de 
ouples (pid, ex
eption) pour les en-sembles d'ex
eptions ; une pré
édente version se basait sur les Set d'OCaml, mais la 
omplexitéde traitement était a

rue, et le béné�
e en temps inexistant par rapport à la taille usuelle de
et ensemble (limité par p, qui ne dépasse les 1000 que sur les plus grosses ma
hines parallèles àl'heure a
tuelle). Le format de 
ette liste nous permet de plus d'utiliser dire
tement le mé
anismede �ltrage par motifs parallèle. Par sou
i de simpli
ité, nous supposerons dans 
ette se
tion quel'utilisateur traite lui-même 
ette liste, l'implantation du �ltrage parallèle faisant l'objet de sapropre se
tion.Nous utilisons don
, de manière invisible à l'utilisateur, la dé�nition suivante 
omme véhi
ulepour les ensembles d'ex
eptions :type lo
exn = { pro
: int; ex
: exn }ex
eption Global_exn of lo
exn listLa stru
ture trypar withpar est ensuite transformée par le pré-pro
esseur en un try with nor-mal, qui ne rattrape que les ex
eptions de type Global_exn. Comme indiqué dans la sémantique,une barrière est né
essaire avant le withpar, a�n de s'assurer que 
elui-
i rattrape toute ex
eptionlo
ale levée à l'intérieur du blo
. Cette barrière, de plus, doit être imposée même si une ex
eptionglobale a été levée :(∗ 
ode initial ∗)let x = trypar [
ode℄ withpar l → [traitement℄12Le seul 
as où il est possible de dé�nir une ex
eption �lo
alement� est la syntaxe, un peu parti
ulière, per-mettant en OCaml de dé�nir des modules lo
aux let module = .... Leur usage étant marginal, nous les interdisonsen bsml.
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es(∗ 
ode transformé ∗)let x =trylet ans = [
ode℄ in barrier(); answith| Global_exn l → [traitement℄| other_exn → try barrier(); raise other_exnwith Global_exn l → [traitement℄Où nous supposons que barrier() met �n à la super-étape 
ourante. Il est important de 
onsta-ter que 
e 
ode établit au maximum une barrière de syn
hronisation : si une ex
eption répliquée aété levée, le traitement sur other_exn est né
essairement dé
len
hé, et e�e
tue une barrière, rele-vant l'ex
eption une fois assuré qu'au
une ex
eption lo
ale n'est en attente. Dans le 
as 
ontraire,soit [
ode℄ 
omportait une barrière et a déjà globalisé des ex
eptions lo
ales, soit la barrière este�e
tuée, appelant dans les deux 
as le 
ode [traitement℄ en 
as d'ex
eption lo
ale.Les ex
eptions lo
ales appartenant aux di�érents niveaux d'imbri
ation de trypar withpar,
orrespondant à la suite d'états ω0, . . . , ωn dans la sémantique, sont implantées à l'aide d'indi
esde Bruijn : un indi
e 0 est attribué à toute ex
eption pla
ée dans l'environnement lors d'un
al
ul lo
al. Ensuite, toute entrée dans un blo
 trypar withpar in
rémente 
et indi
e par e�et debord, indiquant la profondeur relative de l'ex
eption en attente. Une fois l'ensemble d'ex
eptionsglobalisé, seules les ex
eptions d'indi
e maximal (don
 les plus an
iennes) sont propagées, etelles remontent autant de niveaux d'imbri
ation de trypar withpar. De la sorte, la sémantiqueest respe
tée et il est garanti que l'ex
eption est rattrapée dans le blo
 où elle a été levée.Ces opérations sont e�e
tuées par des fon
tions 
a
hées de la bibliothèque Bsml, __tryparet __withpar, que le pré-pro
esseur insère automatiquement à l'entrée et à la sortie des blo
strypar withpar :let __trypar () = mat
h SthrData.get pro
_state with| Stopped (depth,e) → SthrData.set pro
_state (Stopped (depth+1,e))| Fine → ()let __withpar exnset =let depths = (SthrData.get depth_of_ex
eption) inlet deeper_exns = List.�lter(fun e →depths.(e.pro
) ← depths.(e.pro
) − 1;depths.(e.pro
) >= 0)exnsetinSthrData.set last_exnset_raised deeper_exns;if deeper_exns = [℄then List.rev_map (fun { pro
=p; ex
=e } → p,e) exnsetelse raise (Global_exn deeper_exns)(le module SthrData, qui ne nous est pas utile pour le moment, permet de manipuler desdonnées lo
ales au super-thread). La fon
tion __withpar �ltre l'ensemble d'ex
eptions pour enretenir les éléments qui ne 
orrespondent pas au niveau d'imbri
ation 
ourant : s'il y en a,
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eption est relevée, dans le 
as 
ontraire, on renvoie la liste de 
ouples (pro
esseur, ex
eption),
e qui 
orrespond au rattrapage d'un ensemble d'ex
eptions lo
ales.Un défaut de notre appro
he utilisant une ex
eption standard Global_exn est que 
ette ex-
eption est visible de l'utilisateur : 
elui-
i peut la rattraper ave
 un simple try with, 
e qui est endésa

ord ave
 notre sémantique. Il est don
 né
essaire, en
ore une fois, d'utiliser 
amlp4 pour ladissimuler aux yeux de l'utilisateur. On obtient 
e résultat en réé
rivant les blo
s de rattrapagetry with a�n qu'ils transmettent automatiquement toute ex
eption Global_exn avant tout autre
as de �ltrage. Ainsi,let x = try [
ode℄ with x → [traitement℄devientlet x = try [
ode℄ with| Global_exn e → raise (Global_exn e)| x → [traitement℄Un dernier mé
anisme, assez 
omplexe et fortement dépendant de l'implantation d'OCaml,est destiné à a�
her les messages d'erreurs 
lairs lors de la terminaison d'un programme parex
eptions non rattrapées. Nous ne le détaillerons pas i
i, mais il est né
essaire, à la terminaisondu programme, d'une part d'e�e
tuer une barrière a�n de ré
upérer d'éventuelles ex
eptionslo
ales en attente, d'autre part de déte
ter une ex
eption Global_exn qui serait la 
ause de 
etteterminaison. L'implantation a�
hera toujours, lorsque le programme se termine, l'ensemble desex
eptions levées et les pro
esseurs 
on
ernés.Une solution plus simple est de 
onsidérer tout programme 
omme in
lus dans un blo
trypar withpar 
hargé de rattraper et d'a�
her toutes les ex
eptions : notre solution est équiva-lente à 
elle-
i du point de vue de l'utilisateur, y 
ompris au niveau de la barrière de syn
hronisa-tion �nale. Cependant, bsml reposant sur le 
ompilateur d'OCaml et sur 
amlp4, et notammentà 
ause de la programmation modulaire, il n'est pas possible d'implanter le mé
anisme de 
ettefaçon. Il en aurait été di�éremment si nous utilisions notre propre 
ompilateur.5.3 Combinaison d'extensions5.3.1 µbsmlref/exn

µbsmlref et µbsmlexn ont été étudiés en détail dans leurs 
hapitres respe
tifs. Cependant,il 
onvient également d'étudier si leur 
ombinaison ne pose au
un problème avant de pouvoirtirer des 
on
lusions sur la sûreté du langage dans son ensemble. Cette étude atteint 
ependantrapidement une 
omplexité très élevée, 
'est pourquoi nous nous 
ontenterons dans 
ette se
tiond'étudier de façon informelle les problèmes posés, et d'expliquer la façon dont ils sont résolusdans notre implantation.De même que les référen
es peuvent 
réer des �fuites� dans les ve
teurs parallèles, ellespeuvent permettre à des valeurs de s'é
happer d'un blo
 trypar withpar partiellement 
al
ulé.Sans remettre en 
ause la gestion des ex
eptions, 
ela réfute l'argument de sûreté qui permetd'a�rmer, dans µbsmlref , que le mé
anisme d'ex
eptions empê
he tout a

ès à un ve
teur par-tiellement 
al
ulé. Par exemple, dans le programme suivant :
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esval r : int par reflet r = ref ≪ $this$ ≫val v : int parlet v =tryparr := ≪ 1 / $!r$ ≫ ; !rwithpar| ≪ Division_by_zero � _ ≫ → !rUne ex
eption est i
i levée lo
alement lors de l'a�e
tation de r. Mais le ve
teur résultant, étantenregistré dans la référen
e globale r, reste a

essible après l'é
he
 du 
al
ul une fois l'ex
eptionglobalisée et rattrapée. L'état du pro
esseur 0, après 
e rattrapage, est à nouveau sain, et 
elui-
iest don
 en mesure d'e�e
tuer des opérations lo
ales. Or, si l'on 
her
he à a

éder au ve
teur v(ou !r) depuis 
e pro
esseur, la valeur 
al
ulée est absente.Il pourrait être tentant de 
onsidérer que 
ette valeur est bien présente et reste la valeurpré
édente de !r lo
ale à 
e pro
esseur. Mais 
ela introduirait une notion d'�a�e
tation partielle�,et l'a�e
taion := est bien é
rite en tant qu'opération répliquée : la sémantique lo
ale/répliquédeviendrait quelque peu obs
ure. Ce serait, de plus, faire la 
onfusion entre ve
teur de référen
eset référen
e vers un ve
teur : le ve
teur 
onsidéré dans l'exemple 
i-dessus doit se limiter à deux
as, soit le 
al
ul é
houe, soit il aboutit.A�n de supprimer toute notion de ve
teur partiel, l'appro
he 
hoisie est la suivante : en 
asde 
al
ul lo
al ne pouvant pas retourner de résultat par
e qu'une ex
eption a été levée, le ve
teurparallèle renvoyé mémorise 
ette ex
eption. Toute tentative d'a

ès lo
al à 
e ve
teur par la suite,déte
tant l'erreur, relève la même ex
eption. Ainsi, le 
ode 
i-dessus est valide, mais le ve
teurv résultant est inutilisable : toute tentative d'a

ès lo
al (par l'intermédiaire d'une primitiveou d'une se
tion lo
ale) lève à nouveau l'ex
eption Division_by_zero sur le pro
esseur 0, 
elle-
i pouvant être globalisée, propagée et rattrapée par un trypar withpar 
omme une nouvelleex
eption (elle ne peut plus, 
ependant, être rattrapée lo
alement).Au niveau de la sémantique, 
ela revient à ajouter l'ex
eption levée à l'élément ⊥ des ve
teursparallèles, et à ajouter à la rédu
tion des primitives le 
as 
orrespondant. Un a

ès à ⊥(e) estalors transformé en fail e. Ce 
as ex
luant toute rédu
tion lo
ale, la 
on�uen
e n'est pas remiseen 
ause.Exemple 5.3.1Notons que la solution 
i-dessus, bien que n'étant utile qu'en présen
e de référen
es, resteindépendante de 
elles-
i. Le résultat qu'on aurait pu souhaiter dans l'exemple 
i-dessuspeut être obtenu à l'aide d'un ve
teur de référen
es au lieu d'une référen
e vers un ve
teur.C'est un moyen d'utiliser les ex
eptions lo
ales en ne perdant pas les 
al
uls e�e
tués par lespro
esseurs n'ayant pas levé d'ex
eption (un autre moyen, plus lourd, est de rempla
er e partry Some e with _ → None dans toute se
tion lo
ale)val r : int ref parlet r = ≪ ref $this$ ≫val v : int parlet v =
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≪ $r$ := 1 / !$r$ ≫ ; ≪ !$r$ ≫withpar| ≪ Division_by_zero � _ ≫ → ≪ !$r$ ≫L'a�e
tation étant faite lo
alement, et le programme n'utilisant que des référen
es pure-ment lo
ales, la 
ohabitation ex
eptions/référen
es ne pose plus de problème i
i, et le ve
teurrenvoyé sera 〈0, 1, 0, 0, . . . , 0〉, la valeur n'ayant pas été mise à jour au pro
esseur 0.La di�éren
e de 
omportement entre les deux programmes est don
 justi�ée par la lo
alitéde l'a�e
tation : une a�e
tation lo
ale peut être di�érente sur les di�érents pro
esseurs, unea�e
tation globale se doit d'être répliquée.Une dernière pré
aution 
on
erne la stru
ture trypar withpar : en e�et, en 
as d'ex
eption,
elle-
i fait d'une valeur lo
ale une valeur globale. Dans le 
as où l'ex
eption lo
ale levée 
ontien-drait des référen
es, 
elles-
i sont transformées de la même façon que pour proj. La règle detypage de trypar devient don
 la suivante :trypar
,Γ ⊢ e : τ/g 
, (Γ;x : glob(τexn array)) ⊢ e′ : τ/g
,Γ ⊢ trypar ewithpar x→ e′ : τ/gIl nous faut également assurer que la 
ontrainte τexn(9) est respe
tée, 
e qui est une restri
tionraisonnable.5.3.2 Implantation de la superposition parallèleLa superposition parallèle pose un problème te
hnique, 
ar elle ne suit pas un �l d'exé
utionlinéaire. En e�et, les super-threads doivent pouvoir être interrompus au moment de leur barrièrede syn
hronisation, et rétablis dans le même état de leur pile d'exé
ution au moment de leurreprise. Le modèle fon
tionnel ne permet pas dire
tement de jouer ainsi ave
 la pile d'exé
ution.Deux solutions existent. La solution a
tuelle, utilisée dans l'implantation de bsml et quenous détaillerons i
i, utilise les threads du système. Une autre solution, qui est en 
ours d'étudepour une nouvelle version de bsml, utilise une transformation partielle vers un programme destyle passage de 
ontinuations (CPS) [GG08℄, à l'aide d'une analyse de �ot monovariante.Lors de l'utilisation de la primitive super, deux nouveaux threads système sont 
réés. Néan-moins, a�n de préserver le déterminisme du système, on souhaite que 
es deux threads ne s'exé-
utent pas de façon 
on
urrente, 
omme 
ela se ferait naturellement dans le système, mais stri
-tement l'un après l'autre, jusqu'à leur première barrière. Un ordonnan
eur interne à bsml assureainsi qu'un seul thread peut être a
tif à la fois.Un arbre binaire des threads présents, partagé, est gardé en mémoire. L'utilisation de super
rée deux �ls au n÷ud 
ourant de l'arbre ; lorsqu'un superthread atteint sa barrière, ses informa-tions de 
ommuni
ation sont mémorisées dans le n÷ud 
orrespondant, et il se met en sommeil,laissant la main au suivant.Cela est fait par la fon
tion next, qui e�e
tue un par
ours des feuilles de l'arbre uniquement, dela gau
he vers la droite. Lorsque toutes les feuilles ont été par
ourues, la super-étape généralisée
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espeut se terminer et les 
ommuni
ations mises en attente ont lieu, puis l'exé
ution reprend àla première feuille à gau
he. Le super-thread parent est réveillé dès que ses deux �ls se sontterminés, et on lui renvoie le 
ouple des valeurs de retour de ses �ls, qui ont été mémorisées.5.3.3 Combinaison ave
 les traits impératifsLes super-threads peuvent interférer ave
 les référen
es, mais grâ
e à l'ordonnan
ement sta-tique leurs a

ès à 
elles-
i restent déterministes � 
'est d'ailleurs la prin
ipale raison qui a pousséà 
e 
hoix [Gav05℄.La 
ombinaison des super-threads ave
 la gestion des ex
eptions, quant à elle, pose de nom-breux problèmes, d'ordre 
on
eptuel aussi bien que dans l'implantation. En e�et, deux super-threads peuvent lever des ex
eptions indépendemment, lo
alement ou globalement, se 
ontinuerou se terminer ; dans 
ha
un de 
es 
as, il faut déterminer 
e qui prendra le pas � mais les ex
ep-tions lo
ales ne peuvent être rassemblées qu'à la super-étape suivante, 
elles-
i n'étant déte
téesqu'après les 
ommuni
ations.Une multitude de 
as déli
ats peuvent ainsi se produire. À partir du moment où l'un de ses�ls s'est terminé par une ex
eption, la primitive super doit se terminer en transmettant 
etteex
eption ; dans le 
as où on ne peut avoir que des ex
eptions répliquées, 
ela est relativementsimple, et l'ordre d'exé
ution des threads étant déterministe, on peut rappeller le père en luiindiquant l'ex
eption levée, et il se 
harge de mettre �n à son autre �ls avant de relever l'ex
eption.Dans le 
as où on a également des ex
eptions lo
ales, 
ependant, 
elles-
i ne peuvent êtredéte
tées immédiatement. Par exemple, dans le 
as où le �ls gau
he a levé une ex
eption lo
ale,puis e�e
tué une barrière et ainsi passé la main au �ls droit, si 
e dernier lève une ex
eptionrépliquée, 
elle-
i étant postérieure à l'ex
eption lo
ale devrait être abandonnée au pro�t de lapremière. Cela signi�e qu'on devrait établir une barrière avant que l'appel à super ne puisse seterminer, malgré l'ex
eption répliquée levée par un des �ls.Cela se 
omplique en
ore si l'on 
onsidère le fait qu'un super-thread peut lever des ex
eptionslo
ales puis une ex
eption répliquée durant la même-super étape, et qu'un super-thread peut aussise terminer sans barrière de 
ommuni
ation, auquel 
as il devrait dire
tement rendre la main àson père, mais en lui transmettant d'éventuelles ex
eptions lo
ales. On pourrait alors se retrouverave
 des ensembles d'ex
eptions lo
ales 
omportant plusieurs éléments pour le même pro
esseur ;et
.Voi
i l'appro
he employée : lorsque les deux nouveaux threads ont été 
réés suite à super, lepère appelle une fon
tion wait et donne la main à son premier �ls. Tant que l'exé
ution 
ontinuenormalement et qu'au
un des �ls ne se termine, le père ne sera pas exé
uté par l'ordonnan
eurpuisque 
elui-
i ne donne la main qu'aux feuilles de l'arbre. Il ne reprendra don
 la main quedans l'un des 
as suivants :� Ses deux �ls se sont terminés, normalement ou par une ex
eption répliquée.� Un de ses �ls vient de ré
upérer un ensemble d'ex
eptions lo
ales (qui ont don
 été levéesà la super-étape pré
édente).� Un de ses �ls a levé une ex
eption répliquée, et l'autre �ls s'est exé
uté une fois depuis (
equi lui a laissé la 
han
e de ré
upérer une ex
eption lo
ale qui aurait été levée auparavant,
haque super-thread ne s'exé
utant qu'une fois par super-étape).
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eur pendant une super-étape supplémentaire si son frère n'est pas terminé, a�n que des ex
eptions lo
ales qu'il auraitlaissées en suspens puissent se propager jusqu'à leur père. Ce mé
anisme a le défaut de pouvoir
auser une super-étape supplémentaire en 
as d'ex
eption répliquée, mais il nous garantit quel'ex
eption qui a été levée la première est 
elle qui est levée, qu'elle soit lo
ale ou répliquée, 
equi est 
ohérent ave
 le reste de notre sémantique sur les ex
eptions.Un dernier 
as problématique se présente : dans le 
as où la main revient au père sans que la
ause en soit une ex
eption lo
ale, l'état des pro
esseurs doit être préservé puisque 
ela n'impliquepas de barrière, et qu'un des pro
esseurs pourrait ne pas disposer de 
ertains résultats lo
aux.Par exemple, le programme suivant :super (fun () → ≪ 1/$this$ ≫ ) (fun () → raise Exit)n'e�e
tue au
une 
ommuni
ation et laisse le pro
esseur 0 en état d'ex
eption lo
ale. Il est don
né
essaire que le père, dans 
e 
as, hérite de l'état des pro
esseurs de ses �ls. Mais on se retrouvefa
e à un 
hoix dans le 
as où le père hérite de ses deux �ls :super (fun () → ≪ 1/$this$ ≫ ) (fun () → ≪ if $this$ < 2 then raise Exit ≫ )Que faire dans 
e dernier 
as ? Généraliser les ensembles d'ex
eptions pour qu'ils a

eptentpotentiellement plusieurs ex
eptions par pro
esseur augmenterait la 
omplexité du mé
anismede gestion des ex
eptions pour une utilité somme toute mineure : on 
hoisit don
 dans 
e 
as dedonner priorité à la première ex
eption ayant été levée sur 
haque pro
esseur. L'exemple 
i-dessusnous donnera don
 l'ensemble {(0 7→Division_by_zero), (1 7→Exit)}5.4 Traits additionels : implantation de la syntaxe alternative etdu �ltrage parallèle5.4.1 Syntaxe alternativeL'implantation de la syntaxe alternative est une simple réé
riture des se
tions lo
ales ≪ ≫en 
ode utilisant les primitives. Nous avons 
hoisi d'utiliser les �quotations� de 
amlp4 pourintégrer 
es se
tions lo
ales : d'autres appro
hes étaient possibles, mais o�raient une syntaxemoins agréable 
ompte tenu du parseur OCaml. En e�et, sans modi�er 
elui-
i, les possibilitéspour dé�nir de nouveaux 
ara
tères délimitant un blo
 (tels que les parenthèses) sont limitées.La transformation pro
ède 
omme suit : à l'entrée d'une se
tion lo
ale, une référen
e est 
rééepour 
ontenir la liste de ses paramètres. Lors de l'analyse de son 
orps, une �antiquotation�,
'est-à-dire la syntaxe $x$, va donner lieu à un traitement parti
ulier : on 
rée une variablefraî
he fresh_id13 qui va rempla
er l'élément $x$, et on ajoute à la liste des paramètres le 
ouple(fresh_id,x). Dans le 
as où x est un simple identi�ant, on véri�e qu'il n'est pas déjà dans lesparamètres, et réutilise la variable lui 
orrespondant le 
as é
héant a�n d'éviter d'imbriquer unapply par instan
e de la même variable.Une fois le 
orps e de la se
tion lo
ale analysé de la sorte, il su�t de le transformer enmkpar (fun fresh_id_this → e), où fresh_id_this 
orrespond à la variable fraî
he qui a été attri-13simulée par le pré�xe __Li_, 
amlp4 n'o�rant pas de réel mé
anisme pour les variables fraî
hes
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esbuée à this, puis de l'englober dans des appels à apply par ré
ursivité sur la liste des paramètres.Cette dernière étape est réalisée par la fon
tion :let re
 build_apply _lo
 e explist = mat
h explist with| [℄ → e| ex::exr → <:expr< Bsml.apply $build_apply _lo
 e exr$ $ex$ > >où la syntaxe <:expr< ... > > permet de 
onstruire un n÷ud de type expression dans l'arbrede syntaxe. La totalité de 
ette transformation fait moins d'une 
entaine de lignes de 
ode :
amlp4 est un outil puissant bien qu'ardu.5.4.2 Implantation du �ltrage parallèle par motifsCette se
tion dé
rit en détail l'implantation du �ltrage parallèle par motifs, qui a été dé
rità la se
tion 2.8.Comme nos autres extensions syntaxiques, 
elle-
i est implantée à l'aide de Camlp4. L'expres-sion à �ltrer est d'abord projetée en une liste, puis la 
orrespondan
e de 
ette liste à 
ha
un desmotifs parallèles est testée de la façon suivante : on élimine su

essivement de la liste les éléments
orrespondant à 
ha
un des motifs standard apparaissant dans le motif parallèle, 
on
luant à uné
he
 si au
un élément n'a été trouvé ; le motif _ absorbe quant à lui la totalité de la liste. Unefois tous les motifs testés de la sorte, si la liste restante est vide, le motif parallèle 
orrespond àla valeur. Dans le 
as 
ontraire, le motif parallèle suivant est examiné.La di�
ulté de l'implantation de 
e mé
anisme sous forme de réé
riture automatique vient dufait que les motifs parallèles réutilisent, pour la 
orrespondan
e des éléments du ve
teur parallèle,les motifs OCaml standard : 
ela est à la fois plus satisfaisant et plus puissant que des motifssimpli�és que nous aurions pu implanter par ailleurs. Mais notre transformation automatiséeva devoir 
onstruire une fon
tion qui se 
harge de faire 
e �ltrage par motifs standard, et quisera appliquée sur la liste à l'aide des opérateurs adéquats. Le problème est que la liaison desvariables du motif se fera à l'intérieur de 
ette fon
tion : la transformation 
ommen
e par extrairela liste de 
es variables, puis 
rée une 
onstru
tion let (var1,...,varn) = [�ltrage parallele℄ in [expr℄a�n que les variables soient liées 
omme souhaité (le �ltrage parallèle renvoyant des listes dansle 
as de motifs ave
 étoile).Présenter i
i le 
ode de la transformation, fort 
omplexe et peu lisible, aurait peu d'intérêti
i : on se 
on
entrera sur un exemple simple de transformation. Soit le programme suivant :val f : 'a option par → 'a optionlet f x = mat
hpar x withpar| ≪ Some v at p � (None)∗ ≫ → Some v| ≪ _ ≫ → NoneCelui-
i, après transformation et ajout de 
ommentaires, devient :let f x =(∗ l'argument initial est d'abord projeté sous forme de liste de paires (pid,valeur) ∗)let __l = Bsml.proj_list_pids xin
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 try..with 
orrespondant au motif parallèle ≪ Some v at p � (None)∗ ≫ ∗)trylet (v, p, __l) =let re
 __bsml_patt_aux a

 = (∗ �ltrage pour (Some v at p) ∗)fun
tion| x :: r →(mat
h x with| (p, Some v) → (v, p, (List.rev_append a

 r))| x → __bsml_patt_aux (x :: a

) r)| [℄ → raise Bsml.Parmat
h_next
asein __bsml_patt_aux [℄ __l inlet (__doesmat
h, __l) = (∗ �ltrage pour (None)∗ ∗)List.fold_right(fun x (__doesmat
h, __l) →mat
h x with| (_, None) → (true, __l)| _ → (__doesmat
h, (x :: __l)))__l (false, [℄)in(∗ on véri�e que toute la liste a été �ltrée entièrement,et applique le resultat (Some v) le 
as é
héant ∗)if not __doesmat
hthen raise Bsml.Parmat
h_next
aseelse if __l <> [℄ then raise Bsml.Parmat
h_next
ase else Some vwith| Bsml.Parmat
h_next
ase →(∗ motif suivant: motif parallèle ≪ _ ≫ ∗)(trylet __l = [℄in if __l <> [℄ then raise Bsml.Parmat
h_next
ase else None(∗ 
as d'é
he
 du �ltrage ∗)with | Bsml.Parmat
h_next
ase → raise Bsml.Parmat
h_failure)On remarque l'emploi de noms de variables pré�xés par __, destiné à 
ombler une limitationde Camlp4, qui ne permet pas d'obtenir automatiquement des variables garanties fraî
hes : fautede mieux, on interdit 
e pré�xe dans les noms de variables utilisateur a�n d'éviter toute possibilitéde 
on�its.Le 
ode transformé a la stru
ture suivante :1. On utilise la fon
tion proj_list_pids pour projeter le ve
teur parallèle à �ltrer et obtenirune liste (pid,valeur).2. Les di�érents motifs parallèles sont 
haînés entre eux à l'aide d'ex
eptions : 
haque blo
 de�ltrage est pla
é dans une stru
ture try with, et lève l'ex
eption Bsml.Parmat
h_next
ase en
as de non 
orrespondan
e : l'ex
eption rattrapée amène au blo
 de �ltrage 
orrespondantau motif parallèle suivant, et ainsi de suite jusqu'à 
orrespondan
e ou é
he
. Pour le 
asd'é
he
, un dernier rattrapage d'ex
eption est ajouté et lève l'ex
eption Bsml.Parmat
h_failure, similaire à l'ex
eption Mat
h_failure d'OCaml.
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es3. À l'intérieur de 
haque motif parallèle, on 
onstruit une fon
tion pour 
haque motif : unmotif sans étoile donne lieu à une fon
tion de re
her
he appliquée simplement à la listeinitiale, un motif ave
 étoile donne lieu à une fon
tion de �ltrage qui sera appliquée àl'aide de List.fold_left. Dans un 
as 
omme dans l'autre, la fon
tion renvoie un n-uplet
omprenant les variables liées par le motif, et la liste des éléments non �ltrés restants.4. Une fois la �n du motif parallèle atteinte, on teste si la totalité de la liste a été �ltrée : si
'est le 
as, le motif est validé et l'expression 
orrespondante évaluée dans un 
ontexte 
om-portant les variables liées par le motif, sinon l'ex
eption Bsml.Parmat
h_next
ase renvoieau 
as suivant.5.5 Exemple : re
her
he en profondeur5.5.1 Algorithme séquentielLa re
her
he en profondeur, ou ba
ktra
king, est souvent utilisée pour résoudre des problèmesde satisfa
tion de 
ontraintes : 
'est une méthode générique qui 
onsiste, en sous-divisant ré
ursi-vement l'espa
e des réponses au problème, à explorer toutes les possibilités qui sont sus
eptiblesde 
onduire à une solution. On n'y a généralement re
ours que pour résoudre des problèmesNP-di�
iles, quand il n'existe pas de solution ad ho
 
onnue.On représente généralement le ba
ktra
king 
omme une exploration en profondeur de l'espa
edes réponses organisé sous forme d'arbre, en 
oupant toute bran
he qui ne 
onduira à 
oup sûrà au
une réponse. Par exemple, la satisfaisabilité d'une formule logique de n variables booléenes(problème SAT) peut s'étudier en dé
omposant l'ensemble des possibilités en arbre binaire deprofondeur n ; un n÷ud pour lequel les variables �xées permettent de réduire la formule enfaux permet de 
ouper les bran
hes qui en des
endent. Si l'on atteint une feuille, la formule estsatisfaite et le problème résolu.De part la nature exponentielle des problèmes à résoudre, le ba
ktra
king est rapidement très
oûteux en temps. À titre d'exemple, nous proposons don
 i
i une implantation générique duba
ktra
king en BSML. La di�
ulté 
onsiste à répartir de façon équitable les n÷uds à explorerentre les di�érents pro
esseurs et à rééquilibrer quand né
essaire, le fa
teur de bran
hementn'étant pas prévisible dans le 
as général.Pour 
et exemple, on suppose le problème fourni sous forme de la ra
ine de l'arbre et d'unefon
tion 
hilds qui teste si un n÷ud est solution (et lève, si 
'est le 
as, une ex
eption) et renvoieses �ls sous forme de liste dans le 
as 
ontraire. L'utilisation d'une ex
eption permet de rattraperla solution trouvée très simplement malgré les niveaux de ré
ursion et nous permettra de montrerune utilisation de la gestion des ex
eptions parallèles. C'est un des 
as où l'utilisation d'ex
eptionsest parti
ulièrement pratique pour le programmeur.Une solution séquentielle du problème pourrait s'é
rire, très simplement :val des
end : Problem.t → unitlet re
 des
end n =ignore (List.rev_map des
end (Problem.
hilds n))val ba
ktra
k : unit → Problem.t optionlet ba
ktra
k () =
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he en profondeur 107trydes
end Problem.root; Nonewith| Problem.Solution_found s → Some sLa fon
tion des
end se 
harge, par appels ré
ursifs, de l'exploration de l'arbre. Elle ne renvoiepas de résultat, 
'est l'ex
eption levée par la fon
tion Problem.
hilds qui s'en 
hargera le 
asé
héant. Nous utilisons la fon
tion de la bibliothèque standard List.rev_map, équivalente à la
omposée de List.rev et List.map, mais qui est ré
ursive terminale et plus performante : pournotre appli
ation, l'ordre d'exploration importe peu.5.5.2 Version parallèle naïveLa version parallèle suit le même pro
édé, à la di�éren
e que les n÷uds seront distribués dansles 
omposantes d'un ve
teur parallèle. Une première solution, extrêmement naïve, pourrait être :val ba
ktra
k : unit → Problem.t optionlet ba
ktra
k () =tryparlet init = sele
t_list (Problem.
hilds Problem.root)in ≪ des
end $init$ ≫ ; Nonewithpar| ≪ Problem.Solution_found s � _ ≫ → Some sI
i, on 
ommen
e par 
al
uler un ensemble de n÷uds initial (en utilisant Problem.
hilds Prob−lem.root) que l'on distribue sur les pro
esseurs. La des
ente est ensuite e�e
tuée de façon séquen-tielle sur 
haque pro
esseur : quand l'un d'entre eux trouvera une solution, il lèvera lo
ale-ment l'ex
eption Problem.Solution_found qui sera rattrapée globalement par la stru
ture tryparwithpar.Cette appro
he simpliste a deux prin
ipaux défauts : elle n'e�e
tue au
un équilibrage, etsuppose par 
onséquent que l'ensemble de n÷uds initial pourra être réparti de façon équitablesur tous les pro
esseurs, et que les sous-ensembles lo
aux entraîneront une quantité 
omparablede 
al
uls. Ce n'est généralement pas le 
as, 
ertaines bran
hes étant 
oupées rapidement 
e quientraînerait i
i le regroupement des 
al
uls sur un seul pro
esseur.Deuxième défaut, le programme est entièrement asyn
hrone, et fon
tionne en une seule super-étape : suivant notre modèle d'ex
eptions, une solution ne pourra être propagée qu'à la �n de 
ettesuper-étape et don
 une fois que tous les pro
esseurs auront �ni leurs 
al
uls, La durée sera don
la même si un pro
esseur trouve une solution rapidement, et la quasi-totalité de l'arbre aura duêtre explorée dans tous les 
as. Notons que 
e problème sera résolu en se 
hargeant du pré
édent,le rééquilibrage né
essitant des barrières. Cette méthode a le mérite d'une grande simpli
ité, maisune méthode plus sérieuse requiert don
 d'implanter le parallélisme dans la fon
tion des
end etnon pas uniquement dans ba
ktra
k. L'intérêt de la ré
upération globale d'ex
eptions lo
ales serévèle alors.
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es5.5.3 Version parallèle e�
a
eUne solution plus avan
ée 
onsiste don
 à dé
ouper le 
al
ul en super-étapes, 
elles-
i e�e
-tuant une partie d'exploration suivie d'un rééquilibrage éventuel, qui sera l'o

asion de déte
terune solution éventuelle. Ce dé
oupage peut s'e�e
tuer de plusieurs façons : une des plus simples
onsisterait, en 
onservant un ensemble réparti de n÷uds dont les �ls n'ont pas en
ore été ex-plorés, à autoriser un nombre d'opérations lo
ales maximal pour 
haque super-étape.Notre appro
he est légèrement plus stri
te : elle garde les 
al
uls lo
aux au même niveaude profondeur dans l'arbre. Le taux de bran
hement, bien qu'aléatoire en général, dépend ene�et le plus souvent de la profondeur. En explorant 
es niveaux l'un après l'autre, on diminueles 
han
es d'un é
art rapide entre la 
harge des di�érents pro
esseurs, et on limite don
 lesbesoins de rééquilibrage. À 
haque super-étape, la ma
hine parallèle va don
 explorer une forêt
orrespondant à des sous-arbres dont les ra
ines forment un sous-ensemble des n÷uds de niveau
n dans l'arbre à explorer. Cette super-étape se terminera lorsque tous les des
endants de niveau
n′ de 
es n÷uds ont été 
al
ulés, 
eux-
i étant rééquilibrés et partitionnés, et donnant lieu àune nouvelle super-étape. Le paramètre n
hilds détermine la largeur de la sous-forêt explorée à
haque super-étape par 
haque pro
esseur.val rev_split : 'a list → int → 'a list → 'a list ∗ 'a listlet re
 rev_split a

 n = fun
tion| [℄ → a

,[℄| x::r → if n = 0 then a

,x::r else rev_split (x::a

) (n−1) rval des
end : Problem.t list par → unitlet re
 des
end nodes = (∗ ré
ursif sur la profondeur ∗)mat
hpar ≪ List.length $nodes$ ≫ withpar| ≪ (0)∗ ≫ → () (∗ ba
ktra
king ∗)| ≪ (nl)∗ ≫ →let nodes, ntot, max_sz = rebalan
e_if_needed nodes nlin explore nodes max_szval explore : Problem.t list par → int → unitand explore nodes max_sz = (∗ ré
ursif sur la largeur ∗)let split_nodes = ≪ rev_split [℄ n
hld $nodes$ ≫ inlet 
urrent_nodes, next_nodes = ≪ fst $split_nodes$ ≫ , ≪ snd $split_nodes$ ≫ indes
end ≪ List.�atten (List.map Problem.
hilds $
urrent_nodes$) ≫ ;if max_sz − n
hld <= 0 then ()else explore next_nodes (max_sz − n
hld)val ba
ktra
k : unit → Problem.t optionlet ba
ktra
k () =tryparlet init = ≪ if $this$=0 then Problem.
hilds Problem.root else [℄ ≫in des
end init; Nonewithpar| ≪ Problem.Solution_found s � _ ≫ → Some s
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he en profondeur 109L'algorithme 
omporte deux niveaux de ré
ursivité : la fon
tion des
end en elle-même estré
ursive par rapport à la profondeur de l'arbre, et 
ommen
e par pro
éder au rééquilibrage (en
al
ulant les tailles lo
ales des listes, et par un appel à la fon
tion rebalan
e_if_needed qui prendla dé
ision de rééquilibrer en fon
tion de 
e résultat, renvoyant dans tout les 
as une liste parallèledistribuée équitablement, ainsi que le nombre total d'éléments et la taille lo
ale maximale). Lafon
tion explore se 
harge de l'exploration en largeur : elle séle
tionne ré
ursivement une partiedes n÷uds disponibles sur 
haque pro
esseur à l'aide de split_nodes et pro
ède sur 
ette partieà une exploration en profondeur par des
end.Cha
une des deux fon
tions retourne () lorsqu'elle n'a plus de n÷uds à explorer, laissantl'appellant reprendre l'exploration, 
e qui 
orrespond au �ba
ktra
king�. Le le
teur pourra êtresurpris par le fait qu'on impose une barrière à 
haque niveau de des
ente dans l'arbre : lorsqu'onapplique l'algorithme à un problème donné, on 
ompose plusieurs fois la fon
tion 
hilds donnée,et 
e a�n d'obtenir un taux de bran
hement su�sant pour que l'équilibrage puisse se faire. Lafréquen
e des barrières peut don
 être ajustée par 
e niveau de 
omposition et par le paramètren
hld.5.5.4 RééquilibrageIl nous reste à dé�nir une fon
tion 
apable de rééquilibrer les données. De nombreuses ap-pro
hes existent ; dans notre 
as, la liste est non ordonnée, on se 
ontentera don
 de 
al
uler lenombre d'eléments désirés sur 
haque pro
esseur, et de dépla
er les éléments ex
edentaires d'unpro
esseur i vers le premier pro
esseur �
y
liquement à gau
he� de i (
'est-à-dire le premier dela liste [(i− 1) mod p, . . . , (i− p + 1) mod p]) ayant un dé�
it en éléments.La fon
tion de rééquilibrage prend en paramètres la liste distribuée v, la liste sizes de longueur
p 
omportant les tailles lo
ales des listes sur 
haque pro
esseur, et la taille totale de la listedistribuée ntot (la somme de sizes). Le pro
esseur i se verra attribuer, à la �n du rééquilibrage,
(i+1)∗ntot/p− i∗ntot/p éléments. La liste d'asso
iations deltas 
al
ule, pour 
haque pro
esseur,son é
art en nombre d'éléments par rapport à la situation �nale. La fon
tion �nd_dest se 
harge,pour un pro
esseur pid en ex
édent d'eléments, de déterminer 
omment 
es éléments devront êtrerépartis sur les autres pro
esseurs : elle est ré
ursive sur la liste des pro
esseurs 
y
liquement àgau
he de pid, et renvoie une liste d'asso
iations (pro
esseur, nombre d'eléments). Par sou
i desimpli
ité, les éléments non dépla
és sont 
onsidérés 
omme envoyés sur leur pro
esseur d'origine,
e qui ne provoque pas de 
ommuni
ations.val rebalan
e : 'a list par → int list → int → 'a list parlet rebalan
e v sizes ntot =let deltas = List.map(fun (i,n) → i, n − ((i + 1) ∗ ntot / bsp_p − i ∗ ntot / bsp_p))(List.
ombine pro
s_list sizes) inlet re
 �nd_dest pid size data nlost = fun
tion| (i,x)::r →let delta = nlost + x inif delta >= 0 then �nd_dest pid size data delta relse if size > − delta thenlet d1,d2 = rev_split [℄ (−delta) data in(i,d1) :: �nd_dest pid (size + delta) d2 0 relse
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eslet d1,d2 = rev_split [℄ size data in[ (i,d1); (pid,d2) ℄inlet sendto_list =
≪ let left,(i,d)::right = rev_split [℄ $this$ deltasin if d>0 then �nd_dest $this$ d $v$ 0 (left � List.rev right)else [ $this$, $v$ ℄ ≫in let ex
h = put ≪ fun sendto → try List.asso
 sendto $sendto_list$with Not_found → [℄ ≫in ≪ unordered_�atten (List.map $ex
h$ pro
s_list) ≫Les 
ommuni
ations ainsi 
al
ulées sont ensuite réalisées par un appel à put, et réassembléessous forme de liste distribuée par un appel lo
al à unordered_�atten (version optimisée, non or-donnée et ré
ursive terminale de List.�atten). Il nous reste à déterminer un 
ritère de rééquilibrage,a�n d'éviter les 
ommuni
ations inutiles. Notre 
ritère est i
i nmax − nmin > ntot / bsp_p + 1,qui produit un rééquilibrage si les é
arts entre les quantités de données lo
ales relatifs à la 
hargetotale sont trop grands, mais en tolérant au minimum un é
art de 1 pour les ensembles de petitetaille.val rebalan
e_if_needed : 'a list par → int list → 'a list par ∗ int ∗ intlet rebalan
e_if_needed v sizes =let nmin,nmax,ntot =List.fold_left (fun (nmin,nmax,ntot) i → min i nmin, max i nmax, i+ntot)(max_int,0,0) sizesinif nmax − nmin <= ntot / bsp_p + 1 then v,ntot,nmaxelserebalan
e v sizes ntot,ntot,(ntot/bsp_p + if ntot mod bsp_p = 0 then 0 else 1)5.5.5 RésultatsUn exemple amusant, mais néanmoins intéressant d'utilisation de 
et algorithme est la ré-solution d'un problème de Sudoku. L'engouement international pour 
e jeu n'a pas épargné la
ommunauté s
ienti�que ; on trouve en parti
ulier des travaux le ramenant à un problème SAT[LO06℄, et une variété d'algorithmes de simpli�
ation et de résolution. Nous ne nous interesseronspas i
i à la stru
ture interne et aux propriétés mathématiques du problème, nous appliquant àen trouver une solution par simple for
e brute, a�n de tester notre algorithme de ba
ktra
king.De 
e point de vue, le problème a la parti
ularité d'avoir un taux de bran
hement très variable,rendant indispensable le rééquilibrage régulier des données.Un problème de sudoku de dimension n se 
ompose d'une grille de taille n2 sur n2 � dé-
omposée en n × n sous-grilles de taille n sur n, partiellement remplie de nombres de 1 à n2.L'obje
tif est de remplir la totalité de la grille de telle sorte que 
haque ligne, 
haque 
olonneet 
haque sous-grille 
omporte une fois et une seule 
haque nombre de 1 à n2. Un problème estbien formé si les nombres initiaux assurent qu'il existe une seule solution ; il est minimal si onne peut en enlever de donnée sans qu'il perde son 
ara
tère bien formé.
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he en profondeur 111Notre résolution par for
e brute 
onsiste à essayer, pour 
haque 
ase libre, toutes les pos-sibilités n'aboutissant pas une 
ontradi
tion dire
te des 
ontraintes. La fon
tion 
hilds renvoiedon
, pour une grille donnée, les di�érentes possibilités de remplissage de la première 
ase librede 
ette grille. Le taux de bran
hement sera ainsi élevé en début de ligne, et faible en �n de ligne,de 
olonne ou de sous-grille, rendant l'équilibrage du 
al
ul di�
ile.
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Fig. 5.1 � Vitesse d'exé
ution pour la résolution d'un sudoku 16× 16 par ba
ktra
king.La �gure 5.1 montre les résultats d'exé
ution sur la grappe du LACL, 
omposée de 20 pro-
esseurs dual-
ore Intel E2180 à 2GHz munis de 2Go de mémoire. Le problème 
onsistant en unere
her
he de solution, son temps d'exé
ution est très aléatoire : en e�et, 
ette solution peut êtretrouvée dès le début du 
al
ul sur une ma
hine lente alors qu'une ma
hine rapide, lors d'uneexé
ution donnée, aura à explorer une grande partie de l'espa
e des réponses et mettra don
plus de temps. L'appro
he usuelle serait d'e�e
tuer le test sur un très grand nombre d'exemplesaléatoires a�n de 
al
uler une moyenne, mais dans notre 
as, une appro
he plus é
onomique estpossible : on sait que le problème ne 
omporte qu'une solution, et don
 que l'espéran
e statistiquedu temps de 
al
ul 
orrespond à l'exploration de la moitié de l'espa
e des réponses.Le graphique est don
 basé sur le temps mis par le programme pour explorer 
haque n÷udde l'arbre, 
e qui est proportionnel à l'espéran
e du temps d'exé
ution. La valeur en ordonnée
orrespond au nombre de n÷uds explorés par se
onde, mise en rapport ave
 
ette valeur pour uneexé
ution séquentielle. On 
onstate que, pour un 
hoix judi
ieux du paramètre n−step, 
orres-pondant au nombre de 
ases que 
haque pro
esseur tente de remplir avant de terminer la super-étape, l'a

élération appro
he de 10 pour 40 pro
esseurs. Ce résultat, sans être extraordinaire(l'implantation naïve du problème de sudoku génère une grande quantité de 
ommuni
ations),nous montre que l'a

élération reste plut�t stable lorsqu'on augmente le nombre de pro
esseurset don
 les risques de déséquilibre.
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es5.6 Exemple : distribution d'arbre par m-ponts et appli
ation àPPPCe deuxième exemple est basé sur [MH06℄ et nous permettra d'anti
iper légèrement sur lase
tion suivante à propos des squelettes. Il se dé
ompose en deux parties, la première 
on
ernantune méthode de dé
oupage équilibré d'un arbre entre p pro
esseurs, que nous implantons en bsml.La se
onde utilise 
e dé
oupage pour résoudre un problème de marquage maximal parti
ulier dansun arbre, le problème de l'organisation de soirée (Party Planning Problem, que nous abrégeronsppp).5.6.1 Dé
oupage d'arbre par m-pontsDans le 
as de la 
ontra
tion 
omme dans de nombreux autres, deux 
ritères sont à prendreen 
ompte lors de la division d'une stru
ture de données entre les pro
esseurs :1. La lo
alité : les 
onnexions entre les sous-divisions de la stru
ture doivent être minimales,a�n de réduire au maximum la quantité de 
ommuni
ations né
essaires.2. L'équilibrage, a�n d'utiliser au maximum le parallélisme.Nous dé
rivons i
i le dé
oupage d'un arbre par m-ponts tel qu'il est utilisé dans [MH06℄, tiréde [Rei93℄. Quelques dé�nitions de théorie des graphes sont né
essaires. On suppose m, un entierstri
tement supérieur à 1, et inférieur à la taille de l'arbre 
onsidéré ; on note sizeb(v) la taille dusous-arbre prenant ra
ine au n÷ud v.Dé�nition 5.6.1 (N÷ud m-
ritique)Un n÷ud interne v est un n÷ud m-
ritique si, et seulement si, pour tout n÷ud v′ �ls de v,on a l'inégalité suivante : ⌈sizeb(v)/m⌉ > ⌈sizeb(v
′)/m⌉.Dé�nition 5.6.2 (m-pont)Un m-pont est un ensemble maximal de n÷uds qui ne 
omporte des n÷uds m-
ritiques qu'àses extrémités (ra
ine ou feuilles).Les m-ponts ont un 
ertain nombre de propriétés intéressantes. parmi 
elles-
i, 
elles qui nousintéressent le plus sont les suivantes (voir [Rei93℄ pour plus de détails) :1. Si on ne 
onsidère pas sa ra
ine, 
haque m-pont 
omporte au plus un n÷ud m-
ritique,que nous appellerons son n÷ud terminal. Les m-ponts forment don
 une stru
ture d'arbre.2. Un m-pont 
omporte au maximum m + 1 n÷uds.3. Un arbre de taille N 
omporte au plus 2N/m − 1 n÷uds m-
ritiques, et, dans le 
as d'unarbre binaire, au moins (N/m − 1)/2.Sans s'attarder sur les détails, il s'ensuit qu'ave
 un bon 
hoix de m par rapport au nombrede pro
esseurs, on a un nombre su�sant de m-ponts pour qu'ils puissent être répartis de façonéquitable. Ceux-
i gardent une forte lo
alité, 
e qui permet d'appliquer des fon
tions de rédu
tionet d'a

umulation (vers le haut ou vers le bas) e�
a
ement sur l'arbre ainsi débité. Ces fon
tionsforment des squelettes, et un traitement préliminaire basé sur la programmation dynamiquepermet de dériver d'une a

umulation sur un arbre un algorithme sur les m-ponts [MH06℄ ; nousreviendrons sur 
ette appro
he dans la partie suivante.



5.6. Exemple : distribution d'arbre par m-ponts et appli
ation à PPP 113Notre implantation est basée sur des arbres binaires, dé�nis 
omme suit :type ('a,'b) btree =| BLeaf of 'a| BNode of ('a,'b) btree ∗ 'b ∗ ('a,'b) btree| BTerm of 'btype ('a, 'b) m_bridge = (('a, 'b) btree, ('a, 'b) btree) btreeOn distingue dans la dé�nition d'un m-pont les feuilles (BLeaf) des n÷uds 
ritiques (BTerm).La re
onstitution de l'arbre d'origine à partir de l'arbre de ses m-ponts 
onsiste ainsi, pour 
haque
m-pont, à re
oller les ra
ines de ses deux �ls au niveau de son n÷ud 
ritique :val un_m_bridges : ('a, 'b) m_bridge → ('a, 'b) btreelet re
 un_m_bridges = fun
tion| BLeaf l → l| BNode (l,BLeaf lf,r) → BLeaf lf| BNode (l,BNode (l',v,r'),r) →BNode (un_m_bridges (BNode(l,l',r)), v, un_m_bridges (BNode(l,r',r)))| BNode (l,BTerm t,r) → BNode (un_m_bridges l, t, un_m_bridges r)Le dé
oupage se fait pour sa part à l'aide deval m_bridges : int → ('a,'b) btree → ('a,'b) m_bridgelet m_bridges m t =let t' = sizes t inlet 
eildiv m n = if m mod n=0 then m / n else 1+m/n inlet re
 div = fun
tion| BLeaf (v,_) → BLeaf (BLeaf v)| BNode (l,(v,s),r) →let tl = div l and tr = div r inif s > m ∗ 
eildiv (value l) m && s > m ∗ 
eildiv (value r) mthen BNode (tl,(BTerm v),tr)else mat
h tl,tr with| BLeaf(l1), BLeaf(r1) → BLeaf(BNode(l1,v,r1))| BNode(l1, v1, r1), BLeaf(lf) → BNode(l1, BNode(v1, v, lf), r1)| BLeaf(lf), BNode(l1, v1, r1) → BNode(l1, BNode(lf, v, v1), r1)in div t'La répartition des m-ponts peut ensuite se faire sur la ma
hine parallèle : la méthode la plussimple 
onsiste à 
onvertir l'arbre en liste par par
ours gau
he, puis à distribuer la liste 
ommenous l'avons déjà vu.Parmi les fon
tions utiles sur les arbres, 
itons la rédu
tion, qui 
al
ule en 
haque n÷ud unevaleur dépendant des valeurs obtenues sur ses des
endants :val redu
e : ('a → 'b → 'a → 'a) → ('a, 'b) btree → 'alet re
 redu
e k = fun
tion| BLeaf a → a| BNode(r,b,l) → k (redu
e k r) b (redu
e k l)
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esL'a

umulation vers le haut étant l'arbre 
onstitué des résultats intermédiaires de redu
e.L'a

umulation vers le bas quant à elle 
al
ule en 
haque n÷ud un résultat dépendant de sesan
êtres :val dA

 :('a → 'b → 'a) →('a → 'b → 'a) → 'a → ('
, 'b) btree → ('a, 'a) btreelet re
 dA

 gl gr 
 = fun
tion| BLeaf a → BLeaf 
| BNode(l,b,r) →let l' = dA

 gl gr (gl 
 b) land r' = dA

 gl gr (gr 
 b) rin BNode(l',
,r')L'implantation parallèle de 
es squelettes, s'étendant aux arbres dé
oupés par m-ponts, nesera pas détaillée i
i. Elle est plus 
omplexe et dépend de fon
tions auxiliaires phi et psi ; à titrede simple exemple :val dA

_par :('a → 'b → 'a) →('a → 'b → 'a) →('a → '
 → 'a) →('b → '
) →('b → '
) →('
 → '
 → '
) →'a → ('d, 'b) parallel_btree → ('a, 'a) parallel_btreelet dA

_par gl gr psid phil phir psiu 
 (ParTree t) =let re
 �o
 = fun
tion| BLeaf l → None| BTerm b → Some (phil b, phir b)| BNode (l,b,r) → mat
h (�o
 l, �o
 r) with| Some (toL,toR), None → Some (psiu (phil b) toL, psiu (phil b) toR)| None, Some (toL,toR) → Some (psiu (phir b) toL, psiu (phir b) toR)| None, None → Nonein(∗ étape 1 ∗)let lo
al_res = map_s
attered_tree �o
 t in(∗ étape 2 ∗)let toLR = gather_tree lo
al_res in(∗ étape 3 ∗)let glo_da

 = dA

 (fun 
 (Some (l,r)) → psid 
 l) (fun 
 (Some (l,r)) → psid 
 r) 
 toLR in(∗ étape 4 ∗)let s
att_a

 = s
atter_tree glo_da

 in(∗ étape 5 ∗)let re
 lo
_upd 
 = fun
tion| BLeaf l → BLeaf 
| BTerm b → BTerm 




5.6. Exemple : distribution d'arbre par m-ponts et appli
ation à PPP 115| BNode (l,b,r) → BNode (lo
_upd (gl 
 b) l, 
, lo
_upd (gr 
 b) r)inParTree (zip_s
attered_tree lo
_upd lo
_upd s
att_a

 t)5.6.2 Appli
ation à PPPPPP, pour Party Planning Problem (problème de l'organisation de soirée) est un problèmede marquage maximum bien 
onnu [Bir01℄. Il s'énon
e 
omme suit :Dans une entreprise hiérar
hisée sous forme d'arbre, on souhaite organiser un gala a�n demettre en avant le potentiel ami
al des employés. Chaque employé a don
 été noté en fon
tionde sa fa
ulté à paraître ami
al aux yeux des 
lients ; mais a�n que l'ambian
e ne soit pas troptendue, on s'interdit d'inviter à la fois un employé et son supérieur dire
t. Le but est don
 demaximiser le potentiel ami
al global des invités.Ce problème se résout par une a

umulation vers le haut suivie d'une a

umulation versle bas ; la �gure 5.2 donne les résultats en performan
e (se
ondes inverses, s−1) sur un arbrede 16777215 n÷uds, ave
 un paramètre m de 20000. L'axe des ordonnées n'a pas été gradué ena

élération (qui est le rapport entre la performan
e parallèle et la performan
e séquentielle) 
ar,en raison de la très grande taille du problème, on atteint les limites de la mémoire d'une ma
hineseule, et la performan
e séquentielle est don
 peu représentative. Les tests ont été e�e
tués surla grappe de l'Université de Tokyo, 
omposée de pro
esseurs Xeon à 2.4GHz.

00.10.20.3
0.40.50.6
0.70.8

1 4 8 12 16 24 32 48 64
Performan
e
(s−1 )

Nombre de pro
esseurs

m=20000

Fig. 5.2 � Résolution de PPPSur 
et exemple, l'a

élération garde une bonne progression ave
 un nombre de pro
esseursélevé. Comparativement à une implantation très fortement optimisée, en C++ et basée sur desstru
tures de données bas niveau [MH06℄, la performan
e est bien sûr beau
oup plus faible, maisle rapport aurait été le même en 
omparant 
es deux appro
hes sur des appli
ations séquentielles.



116 Chapitre 5. Implantation et expérien
esLe résultat important i
i est ainsi que l'a

élération suit la même progression ave
 notre appro
hequ'ave
 l'appro
he de plus bas niveau.



Chapitre 6Méthodologie pour le développementd'algorithmes parallèles 
erti�és
6.1 GénéralitésUn des intérêts de bsml est d'o�rir une sémantique formelle, l'un des é
helons né
essaires àl'obtention de programmes 
erti�és. Dans 
ette partie, nous détaillons une méthode 
ombinantdi�érents éléments (squelettes algorithmiques, l'assistant de preuves Coq, . . .) et ayant pour butl'obtention d'algorithmes parallèles 
erti�és. Nous entendons i
i le mot �
erti�é� dans le sensmathématique du terme, 
'est-à-dire formellement démontré.La 
erti�
ation 
orrespond à la preuve qu'un programme ma
hine 
orrespond à un 
ahierdes 
harges, le programme et le 
ahier des 
harges 
orrespondant aux deux niveaux extrêmes dela 
haîne 
erti�ée. Dans le 
ontexte le plus simple, 
ette 
haîne peut se limiter à la 
ompilationprouvée du programme utilisateur vers du 
ode ma
hine ; dans les 
ontextes les plus 
ritiques,
omme le pilotage automatique de transports de personnes, le 
ahier des 
harges est une spé
i-�
ation mathématique de haut niveau et le 
ode ma
hine prouvé est exé
uté sur un pro
esseurdont la �abilité est analysée statistiquement par des méthodes expérimentales.Notre but i
i n'est pas aussi extrême. Néanmoins, la programmation parallèle est plus dé-li
ate, et don
 plus sujette à l'erreur humaine, que la programmation séquentielle. De plus, le
oût du déploiement et du test d'appli
ations massivement parallèles sur des grappes de 
al
ulpeut s'avérer prohibitif ; en�n, et bien que les ar
hite
tures utilisées dans des 
ontextes 
ritiquesaient généralement quelques générations de retard sur les ar
hite
tures modernes, on se dirigeaujourd'hui vers le tout-parallèle.Pourtant, on fait fa
e à un paradoxe, qui veut que performan
e et 
erti�
ation soient antago-nistes : l'a

umulation d'optimisations ad ho
 étant trop 
omplexe, on se limite au plus simplequand on veut s'assurer de la 
orre
tion d'un programme. Le parallélisme, qui lui aussi vise laperforman
e, ajoute lui-même un niveau de 
omplexité 
ertain à la programmation et augmentegrandement les possibilités d'erreurs de la part du programmeur, 
e qui nous 
onvain
 de l'utilitéd'appro
hes 
erti�ées dans 
e domaine. L'expérien
e menée i
i vise à montrer que l'oppositionsûreté et performan
es n'est pas une fatalité, et qu'il est possible ave
 une appro
he de haut ni-veau bien 
hoisie et des outils adaptés d'obtenir de bonnes performan
es, un algorithme prouvéet le tout en relativement peu d'e�orts une fois la méthode établie.117



118 Chapitre 6. Méthodologie pour le développement d'algorithmes parallèles 
erti�ésBien sûr, 
ela ne va pas sans 
ertaines restri
tions raisonnables : la 
haîne de preuves i
in'ira pas jusqu'au pro
esseur. Les niveaux les plus bas de 
erti�
ation pour bsml s'appuientsur [Gav05℄, où l'auteur propose plusieurs sémantiques (naturelle, à petits pas et distribuée) àsubstitutions expli
ites, prouve leur équivalen
e et va jusqu'à prouver la 
orre
tion d'une ma-
hine virtuelle parallèle. C'est une base solide et raisonnable pour 
onstruire notre travail de
erti�
ation.À l'autre extrémité, la spé
i�
ation de l'algorithme sera fournie de manière dé
larative, sousune forme dé�nie 
lairement. Un algorithme séquentiel simple est proposé, et son équivalen
eave
 l'algorithme bsml prouvée.Comme pour tout système de preuves, il y a des limites et il reste des éléments en lesquels ondevra faire 
on�an
e : 
es éléments sont i
i le prouveur Coq lui-même, la ma
hine physique biensûr, ainsi que l'extra
tion de programmes OCaml et le 
ompilateur OCaml. En 
e qui 
on
ernebsml, l'utilisateur devra en
ore avoir 
on�an
e en son implantation et en la sous-
ou
he de
ommuni
ations utilisée s'il souhaite béné�
ier de l'extra
tion de programmes.6.2 Squelettes algorithmiques6.2.1 GénéralitésL'apparition des squelettes algorithmiques vient de deux 
onstatations, la première étant queprogrammer les détails de l'implantation des algorithmes parallèles est généralement fastidieux,et la se
onde que des motifs de programmation ré
urrents émergent de 
es implantations [Col89,Col04b℄. D'où l'idée de 
onstruire une boîte à outils de 
ombinateurs, prenant en 
harge lesdétails du parallélisme, et qui peuvent être asso
iés entre eux pour implanter des algorithmes defaçon parallèle.Ces 
ombinateurs, que l'on peut 
onsidérer 
omme des primitives de haut niveau, forment lessquelettes algorithmiques. Dans les appro
hes stri
tes, tout parallélisme est invisible aux yeuxde l'utilisateur et géré de façon interne par les squelettes : l'e�ort de parallélisation est alorsune réé
riture de l'algorithme sous une forme utilisant les squelettes disponibles, par exempledes opérations de folding, map, et
. Les squelettes ayant pu être optimisés pour béné�
ier aumaximum des possibilités de parallélisation, une réé
riture judi
ieuse donnera une implantationparallèle e�
a
e dans beau
oup de 
as.Les squelettes, de plus, peuvent présenter une interfa
e générique et portable puisque lesprogrammes ne reposent sur au
une 
ara
téristique matérielle : des implantations optimiséessuivant les parti
ularités de di�érentes ar
hite
tures sont du ressort du langage de squelettes.L'implantation est don
 plus simple (d'un niveau d'abstra
tion plus élevé), plus portable etréutilisable, plus performante en général, et, étant plus stru
turée, peut ouvrir la voie à desoptimisations plus avan
ées.Ces optimisations, 
ependant, peuvent parfois se révéler déli
ates. Le problème de la 
om-position de squelettes, en parti
ulier, est un sujet de re
her
he a
tif [HIT02℄. Se pose aussi leproblème de l'étendue de la bibliothèque de squelettes : il est souvent di�
ile d'implanter unalgorithme quel
onque sous forme de squelettes, et 
ela requiert une bonne 
onnaissan
e de labibliothèque de la part de l'utilisateur. Un ensemble �minimal� de squelettes qui permettraientle meilleur gain de performan
es possible quelle que soit l'ar
hite
ture reste en
ore à dé�nir.



6.3. Environnement de preuve de programmes bsml 119Ces dernières années ont vu apparaître un grand nombre de bibliothèques de squelettes[CMV+06, CLPW08, FSCL06, BL05, Col04a, Alt07, GSF+07℄ ; mais leur pla
e dans le dévelop-pement d'appli
ations parallèles reste à faire. Cela est du, prin
ipalement, à la perte de généralitéet au besoin de se 
onformer à une appro
he inhabituelle pour le programmeur. Les squelettesse révèlent une solution idéale, par exemple, dans le 
as du traitement d'un �ux de données parétapes su

essives (pipelining) mais peuvent parfois se révéler très 
ontraignants, tout en limitantles possibilités o�ertes au programmeur, en matière de partage des données par exemple.Les squelettes sont aussi parfois 
onsidérés 
omme les héritiers de l'é
he
 de la parallélisationautomatique : en demandant à l'utilisateur de suivre une stru
ture parti
ulière, le 
ompilateursera 
apable de paralléliser de manière optimale le 
ode, en fon
tion de l'ar
hite
ture 
ible.Dans les langages de squelettes purs, les squelettes en eux-mêmes ont la forme de primitivesparti
ulières, qui ne se mêlent pas de façon uniforme au reste du langage. bsml se révèle parti
u-lièrement adapté à l'implantation de squelettes [GG08℄, et permet de dé�nir des squelettes sousforme de simples fon
tions, tout en o�rant, s'il en est besoin, un 
ontr�le manuel du parallélismeà l'utilisateur par l'intermédiaire des ve
teurs parallèles.6.2.2 Cas d'appli
ationFa
e à la grande variété de squelettes existants, et aux di�érentes appro
hes auxquelles ils
orrespondent, nous allons devoir restreindre notre étude à une 
ertaine 
lasse de squelettes :les squelettes de données. Ceux-
i se spé
ialisent dans l'étude de stru
tures de données parti
u-lières (arbres [MH06, Rei93℄, matri
es [EMHT06℄, listes [Col93℄. . .), par opposition aux squelettesde stru
ture qui déterminent un s
héma d'exé
ution parti
ulier, et sont plut�t utilisés pour letraitement de �ux (pipeline, farm) [CLPW08℄.Notre méthodologie, a�n d'analyser en détail un 
as 
on
ret, sera développée sur les squelettesde listes. La distribution d'une liste ne posant pas de problème � 
ontrairement à 
elle d'un arbre,par exemple � nos exemples se baseront sur une liste distribuée entre les pro
esseurs, à la façonde la fon
tion sele
t_list du 2.4.1.La généralisation de la méthode à d'autres stru
tures de données plus 
omplexes demandeun travail supplémentaire, mais traiter des squelettes de listes nous permettra d'analyser lesdi�
ultés 
on
eptuelles prin
ipales.6.3 Environnement de preuve de programmes bsml6.3.1 L'assistant de preuves CoqCoq est un système d'aide à la preuve basé sur le Cal
ul des Constru
tions Indu
tives (CCI),qui est un λ-
al
ul typé dans lequel des types sont des termes 
omme les autres. Il fournit desmé
anismes pour é
rire des dé�nitions et pour faire des preuves formelles.Le système Coq est un programme intera
tif permettant à l'utilisateur de 
onstruire despreuves. Cela permet de :1. Dé�nir des termes, 
'est-à-dire les objets (mathématiques) du dis
ours, 
omme les entiers,les listes et
., et des propriétés sur 
es objets puisque 
elles-
i sont des types et que types
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erti�éset termes ne sont pas di�éren
iés ;2. Construire des démonstrations de 
es propriétés (qui sont également des termes) à l'aided'un langage de ta
tiques permettant de fabriquer intera
tivement un terme d'un typedonné ;3. Véri�er les preuves ainsi 
onstruites, en demandant au programme de les typer.Le mé
anisme de 
onstru
tion des preuves n'a pas besoin d'être 
erti�é puisque le noyau dusystème Coq, 
'est-à-dire la fon
tion de typage véri�e les preuves. Le noyau fait en revan
hel'objet de 
erti�
ations et de véri�
ations [Bar99℄. Ajoutons que la représentation 
on
rète despreuves a d'autres avantages : par exemple, elle rend possible l'é
riture d'un véri�
ateur de typeindépendant de Coq, et elle autorise également l'emploi de toutes sortes d'outils pour engendrerdes preuves que Coq pourra véri�er a posteriori [BC04, Fil03, FM04, FM07℄.Il n'y a pas d'inféren
e de type en Coq, 
elle-
i n'étant pas dé
idable : 
ela 
orrespondraiten e�et à un prouveur automatique �universel�, 
e qui est impossible. Il est 
ependant laborieuxd'annoter toutes les dé�nitions par des informations de type quand 
elles-
i semblent pouvoirêtre aisément déduites du 
ontexte. Coq propose don
 un mé
anisme simple d'inféren
e, qui,bien sûr, peut é
houer. Il fournit également un mé
anisme d'arguments impli
ites et il s'e�or
eaussi de les inférer.Nous nous intéressons don
, dans 
ette se
tion, au système d'aide à la preuve Coq. Nousn'avons pas pour but de rempla
er la do
umentation a

ompagnant le système. Le le
teur pourradon
 
onsulter en 
omplément : le tutoriel et le livre [BC04℄ pour une introdu
tion plus graduelleainsi que le manuel de référen
e14 pour une des
ription formelle et exhaustive de Coq.6.3.2 Assistant de preuvesL'obje
tif premier de Coq est d'être un assistant de preuves, et don
 de permettre de forma-liser le raisonnement mathématique. Prenons un énon
é basique : ∀A,A ⇒ A. Cet énon
é, quise lit �pour toute proposition A (
'est-à-dire objet A de type Prop), A implique A�, peut êtredire
tement trans
rit dans le système Coq 
omme suit :Lemma easy: forall A: Prop, A → A.Proof.Cette portion de s
ript 
ommen
e par le nom et l'énon
é de notre lemme, où Prop est l'ensembledes propositions logiques. Le système entre alors dans son mode intera
tif qui permet de bâtir
ette preuve étape par étape. Pour 
ela, le système utilise des dire
tives appelées ta
tiques.Celles-
i re�ètent la stru
ture de la preuve en dédu
tion naturelle. Nous avons don
 :1 subgoal============================forall A:Prop, A→ Aeasy < intros.14Le manuel de référen
e ainsi que le tutoriel sont librement télé
hargeables à http://
oq.inria.fr.



6.3. Environnement de preuve de programmes bsml 121En entrant la ta
tique intros (introduire les hypothèses), le système a�
he l'état 
ourant du oudes buts à prouver. Les hypothèses passent au-dessus de la double-barre, le but à prouver resteen-dessous :1 subgoalA : PropH : A============================Aeasy < apply H.Proof 
ompleted.Il s'agit alors de trouver une preuve de A sous l'hypothèse A. La ta
tique apply H permet d'ap-pliquer 
ette hypothèse, 
e qui termine dans 
e 
as la preuve. Il ne reste plus qu'à faire véri�erl'ensemble de la preuve au système Coq (véri�
ation des types de tous les sous-termes) à l'aidedu mot-
lef Qed, qui enregistrera le lemme easy dans le système.Coq met à la disposition de l'utilisateur une grande variété de ta
tiques. I
i par exemple,pour un énon
é aussi simple, les ta
tiques de re
her
he automatique telles que auto ou trivialauraient été su�santes.La représentation interne d'une preuve est un λ-terme. Le système logique sous-ja
ent àCoq est le CCI (Cal
ul des Constru
tions Indu
tives) qui est un λ-
al
ul typé où les énon-
és exprimables en Coq sont des types du CCI. En appli
ation de l'isomorphisme de Curry-Howard [GLT89℄, véri�er si t est bien une preuve valide de l'énon
é T 
onsiste à véri�er quele type T est bien un type légal du λ-terme t. C'est 
e qui est e�e
tué par le système lors del'utilisation de Qed. On peut par exemple obtenir la représentation interne du lemme easy à l'aidede la dire
tive Print :easy = fun (A:Prop) (H:A) ⇒ H: forall A:Prop, A → Aoù fun x:X => e est la notation Coq pour l'abstra
tion typée. Celle-
i est l'e�et de la ta
tiqueintro. Quant à apply, son e�et est l'utilisation de la variable de 
ontexte H. De façon générale,une ta
tique 
ontribue à 
onstruire petit à petit le λ-terme CCI de la preuve. Notons que sil'on 
onnaît à l'avan
e le λ-terme 
omplet, on peut le donner dire
tement sous la forme d'uneDe�nition, 
e qui donne :De�nition easy: forall A:Prop, A → A :=fun (A:Prop) (H:A) ⇒ HLa quanti�
ation universelle ∀x : X,T est appelé produit ou type dépendant, puisque, le plussouvent, le 
orps T du produit dépend de la variable x de la tête du produit. Cette quanti�
ationn'étant pas restreinte, le CCI est don
 une logique d'ordre supérieur. Notons que la syntaxeA→ B est un su
re syntaxique de Coq pour forall _:A, B.
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erti�és6.3.3 Langage de programmationOn peut également, et 
ela nous sera d'un intérêt parti
ulier, aborder Coq depuis l'autreversant de l'isomorphisme de Curry-Howard : 
onsidérer Coq non pas 
omme un système lo-gique mais plut�t 
ommme un λ-
al
ul, 
'est-à-dire un langage de programmation purementfon
tionnel. Par exemple, notre lemme easy devient une fon
tion d'identité sur les propositionslogiques.En tant que langage de programmation, il permet la dé�nition de types de données. Les typesen Coq sont dé�nis par indu
tion, par exemple le type des booléens s'obtient par :Indu
tive bool:Set := true:bool | false:boolCette dé
laration 
rée un nouveau type, nommé bool, ainsi que deux nouveaux 
onstru
teurs.L'annotation Set permet de désigner quel va être le type du type bool. Set est le type des objets
al
ulatoires (à la di�éren
e de Prop qui est le type des objets logiques). De même, les entiers dePeano sont dé�nis de la manière suivante :Indu
tive nat:Set := O: nat | S: nat → nat.où O est le zéro et S le su

esseur d'un nat. Un dernier exemple usuel est 
elui des listes para-métriques :Indu
tive list (A:Set): Set := nil: list A | 
ons: A → list A → list Aoù la liste dépend d'un paramètre A. Ce paramètre peut être fourni en argument lors de l'uti-lisation de la stru
ture de données, mais Coq est généralement 
apable de l'inférer d'après leséléments pla
és dans la liste. Une liste d'entiers a ainsi pour type list nat.L'entrela
ement des parties logiques (des propositions) et des parties purement 
al
ulatoiresest possible dans le système Coq. Cela permet notamment d'enri
hir un terme 
al
ulatoire ave
des pré- et post-
onditions, ou en
ore d'utiliser une ré
ursion bien fondée en justi�ant la dé
rois-san
e d'une mesure à 
haque appel ré
ursif.Outre le besoin d'exprimer la spé
i�
ation d'une fon
tion sous la forme de pré- et de post-
onditions, les pré-
onditions logiques vont également apporter une solution au problème de ladé�nition des fon
tions partielles. Considérons, par exemple, une fon
tion de prédé
esseur sur lesentiers naturels pred:nat→ nat, qui n'est pas dé�nie quand son argument est nul. On peut alorsexprimer, par une pré-
ondition logique, le fait que 
et argument doit être non nul si l'on veututiliser 
ette fon
tion. Le type de pred devient alors forall n:nat, n<>0 → nat. On notera que letype de l'argument n'est plus un type �è
he (un produit anonyme) mais un produit nommé parn a�n de s'y référer dans l'assertion logique. La fon
tion pred n'est alors plus dé�nie en dehorsdu domaine de validité de l'assertion logique. La 
ontre-partie est que l'on doit toujours fournirune preuve logique de non-nullité à 
haque appel à pred.Combiner pré- et post-
onditions spé
i�
ie une fon
tion dans un style à la Hoare [Hoa69℄.Ainsi, une fon
tion de type A→ B de pré-
ondition P et de post-
ondition Q 
orrespond à lapreuve 
onstru
tive : ∀x : A, (P x)→ ∃y : B, (Q x y). Ce
i est exprimable en Coq à l'aide d'untype indu
tif sig :Indu
tif sig (A:Set)(P:A→ Prop): Set :=exist: forall x:A, (P x)→ (sig A P).
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rit également ave
 un su
re syntaxique {x:A | (P x)}. Une spé
i�
ation 
omplète en Coqde la fon
tion de prédé
esseur entière s'é
rit alors :De�nition pred: forall n:nat, n<>0 → {q:nat | (S q)=n}.Il ne reste alors qu'à donner au système un λ-terme répondant à 
ette spé
i�
ation (un λ-termeayant 
e type). On peut le 
onstruire à l'aide de ta
tiques de �ltrage par 
as 
omme destru
t,qui énumèrent les 
onstru
teurs possibles pour 
e type.De�nition pred: forall n:nat, n<>0 → {q:nat | (S q)=n}.intros.destru
t n.absurd (0<>0). auto. assumption. (∗ 
as n=0 ∗)exists n. re�exivity. (∗ 
as n<>0 ∗)De�ned.Le premier but se résout fa
ilement par l'absurde et le se
ond est une trivialité. Nous pouvonsmaintenant a�
her le λ-terme CCI 
omplet de notre fon
tion :pred =fun (n : nat) (H : n <> 0) ⇒mat
h n as n0 return (n0 <> 0 → {q : nat | S q = n0}) with| 0 ⇒fun H0 : 0 <> 0 ⇒False_re
 {q : nat | S q = 0}(let H1 :=False_ind (0 <> 0)(let H1 := H0 in(let H2 := fun _ : 0 = 0 → False ⇒ H0 (re�_equal 0) infun H3 : 0 <> 0 ⇒ H2 H3) H1) in(let H2 := fun _ : 0 = 0 → False ⇒ H0 (re�_equal 0) infun H3 : 0 <> 0 ⇒ H2 H3) H1)| S n0 ⇒fun _ : S n0 <> 0 ⇒exist (fun q : nat ⇒ S q = S n0) n0 (re�_equal (S n0))end H: forall n : nat, n <> 0 → {q : nat | S q = n}Un dernier exemple montrant la dé�nition d'un lemme un peu plus étendu nous sera utiledans la suite. La fon
tion nth est dé�nie dans la bibliothèque Coq standard et a le 
omportementsuivant ; nth n lst d renvoie l'élément d'indi
e n dans la liste lst si 
et indi
e est valable, d sinon.Un lemme utile permettant de prouver les égalités de listes s'énon
e 
omme suit :Lemma nth_equal (l1 l2: list A):forall d,length l1 = length l2 →(forall n, n < length l1 → nth n l1 d = nth n l2 d) →l1 = l2.La preuve se fait par double indu
tion sur l1 et l2. On omettra dans de nombreux 
as le s
riptde preuve 
omplet des lemmes, propositions et théorèmes 
omme on vient de le faire i
i, pour se
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ontenter d'exprimer les idées prin
ipales guidant la preuve : les s
ripts sont en général longs etpeu lisibles et surtout, étant 
onstruits de manière intera
tive, ils présentent peu d'intérêt si onne peut pas suivre leur éxé
ution pas à pas dans Coq.Notons pour �nir que Coq permet l'extra
tion de programmes vers un langage externe[Let04℄ : on peut ainsi, à partir d'un programme en Coq sur lequel des propriétés mathéma-tiques ont été prouvées, extraire un programme OCaml � ou bsml dans le 
as qui nous 
on
erne.Si l'on reprend un exemple 
i-dessus :Coq < Extra
tion pred.(∗∗ val pred : nat → nat ∗∗)let pred = fun
tion| O → assert false (∗ 
as absurde ∗)| S n0 → n06.3.4 Dé�nition de bsml en CoqLes preuves se basent sur une dé�nition préalable des primitives bsml en Coq. Cette dé�nitionrepose sur des paramètres, nous permettant de nous abstraire de l'implantation problement dite(une instan
e simple de 
es paramètres, utilisant des listes, nous su�t à prouver leur 
ohéren
e).De pré
édentes versions de la des
ription de bsml en Coq [Gav03℄ se basaient sur des axiomes,et étaient don
 moins générales. La spé
i�
ation dé
rite i
i di�ère en un 
ertain nombre d'autrespoints, 
omme la dé�nition de l'ensemble des identi�ants de pro
esseurs : 
es modi�
ations sesont imposées à l'usage, et fa
ilitent l'utilisation de 
e formalisme dans les preuves.A�n de ne pas sur
harger le manus
rit, seul un aperçu du formalisme utilisé est donné :l'ensemble des dé�nitions et des preuves dé
rits i
i sont disponibles au le
teur à l'adresse http://gesbert.fr/
oq.La première 
hose à dé�nir est le paramètre bsp_p. Comme 
elui-
i doit être stri
tementpositif, on le dé�nit 
omme su

esseur d'un paramètre entier naturel max_pid.Parameter max_pid : nat.De�nition bsp_p := S max_pid.Lemma bsp_p_gt_0 : 0 < bsp_p.Proof. unfold bsp_p. auto with arith. Qed.On dé�nit ensuite l'ensemble des pro
esseurs, dont dépendront les primitives. C'est un sous-ensemble des entiers naturels :De�nition pro
s := { pid: nat | pid < bsp_p }.De�nition nat_of_pro
 (p: pro
s) := let (n,_) := p in n.De�nition pro
_of_nat (n: nat) (P: n < bsp_p) : pro
s :=exist (fun x ⇒ x < bsp_p) n P.Les deux 
onvertisseurs nat_of_pro
 et pro
_of_nat nous seront utiles par la suite.Il nous sera utile dans nos preuves de pouvoir utiliser la propriété



6.3. Environnement de preuve de programmes bsml 125Lemma pro
s_eq : forall (i j: pro
s),nat_of_pro
 i = nat_of_pro
 j → i = j.
'est-à-dire que deux pro
esseurs ayant le même pid sont égaux. Nous adoptons pour 
elal'axiome d'indis
ernabilité des preuves (proof-irrelevan
e : ∀ A:Prop, ∀ p q:A, p=q), non 
ontra-di
toire et largement utilisé dans les développements Coq [BC04℄. La preuve de 
e lemme ne posepas de problème parti
ulier en utilisant 
et axiome.Le type abstrait des ve
teurs parallèles, et l'a

esseur att permettant d'en ré
upérer une
omposante sont donnés 
omme suit :Parameter Ve
tor : Set → Set.Parameter att : forall A: Set, Ve
tor A → forall i: pro
s, A.att nous permettra de spé
i�er les propriétés lo
ales de nos opérateurs parallèles. A�n depouvoir prouver l'égalité de ve
teurs, on suppose également donnée la 
ara
térisation suivante,qui spé
i�e simplement que deux ve
teurs dont toutes les 
omposantes sont égales sont égaux :Parameter ve
_equal : forall (A: Set) (v v': Ve
tor A),(forall (i: pro
s), att A v i = att A v' i) → v = v'.Tous les éléments sont posés pour la dé�nition de nos primitives ; on ne donne au
une spé-
i�
ation i
i sur la forme des ve
teurs ou des 
al
uls, mais on pré
ise les propriétés que doiventassurer 
ha
une des primitives :Variable A : Set.Parameter mkpar_p : forall f: pro
s → A,{ X: Ve
tor A | forall i: pro
s, att X i = f i }.Parameter apply_p : forall (B: Set) (vf: Ve
tor (A → B)) (vx: Ve
tor A),{ X: Ve
tor B | forall i: pro
s, att X i = (att vf i) (att vx i) }.Parameter put_p : forall (vf: Ve
tor (pro
s → A)),{ X: Ve
tor (pro
s → A) | forall i: pro
s, att X i = fun j ⇒ att vf j i }.Parameter proj_p : forall (v: Ve
tor A),{ X: pro
s → A | forall i: pro
s, X i = att v i }.En prenant l'exemple de mkpar, le paramètre mkpar_p devra fournir, pour toute fon
tiondes pro
esseurs vers un ensemble A, un ve
teur X ainsi qu'une preuve de la propriété att X i = f ipour tout pro
esseur i. Cette propriété 
orrespond à notre dé�nition sémantique de mkpar : onpourra ainsi l'utiliser dans les preuves, tout en restant abstrait par rapport à son implantation.De 
es paramètres, on extrait trivialement les primitives ainsi que leurs propriétés de rédu
-tions. Ils seront ainsi sous une forme dire
tement utilisable. Dans le 
as de mkpar (les autressont similaires) :De�nition mkpar (f: pro
s → A) := let (x,p) := mkpar_p f in x.Lemma mkpar_def (f: pro
s → A) : forall i: pro
s, att (mkpar f) i = f i.
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erti�ésProof.intros. unfold mkpar. destru
t (mkpar_p f). apply e.Qed.En�n, on peut simpli�er la réé
riture de programmes utilisant nos primitives à l'aide deHint Rewrite mkpar_def apply_def put_def proj_def : bsml_def.Des versions de nos primitives utilisables dire
tement ave
 le type nat plut�t que pro
s sontégalement fournies. Il est en parti
ulier souvent plus aisé de fournir une fon
tion sur nat quandon utilise mkpar.ExemplesIl est très simple, à l'aide de 
es outils, de prouver la dualité de proj et mkpar.Lemma proj_mkpar:forall (i:pro
s) (f:pro
s → A), proj (mkpar f) i = f i.Proof.intros.autorewrite with bsml_def.re�exivity.Qed.L'égalité est i
i donnée �pour tout i�, où i est un pro
esseur valide : on a en e�et pas l'égalitédes fon
tions à proprement parler15, l'une mettant en parti
ulier en ÷uvre le parallélisme. Cequi nous intéresse est de toute manière de pouvoir prouver l'égalité des résultats.En revan
he, l'égalité des ve
teurs nous est fournie par le paramètre ve
_equal :Lemma mkpar_proj: forall (v: Ve
tor A), mkpar (proj v) = v.Proof.intros.apply ve
_equal. intro.autorewrite with bsml_def.re�exivity.Qed.Existen
e d'une instan
e des paramètresBien sûr, la validité de 
es dé�nitions est dépendante de l'existen
e de paramètres satisfaisant
es 
onditions. On propose par exemple des listes de taille �xe :De�nition Ve
tor A := { l: list A | length l = bsp_p }.De�nition att : Ve
tor A → forall i: pro
s, A.intros v i.15à moins de supposer l' �extensionalité� fon
tionnelle, 
onsidérée 
omme 
ohérente dans Coq mais non sans
onséquen
es, en parti
ulier sur l'extra
tion de programmes [Hof95, Our05℄. Nous nous en dispenserons i
i.
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t v as (l,Hl).re�ne (nth (nat_of_pro
 i) l _).destru
t l.absurd_hyp Hl. unfold bsp_p. auto with arith. assumption.exa
t a.De�ned.Notre dé�nition de att 
orrespond simplement à la fon
tion nth sur les listes ; la preuve séparela liste l de la propriété sur sa longueur Hl. La �n dé-
onstruit la liste l en s'appuyant sur le faitqu'elle a au moins un élément (bsp_p > 0), a�n de fournir une valeur par défaut à nth.Nous prouvons également la propriété ve
_equal en nous basant sur le lemme nth_equal etsur proof_irrelevan
e.Il est ensuite relativement simple de dé�nir les primitives parallèles, par exemple, pourmkpar :De�nition mkpar (f: pro
s → A) : Ve
tor A.intro f.re�ne (ve
_of_list (map f pro
s_list) _).rewrite map_length.apply pro
s_list_length.De�ned.La preuve i
i 
on
erne la longueur de la liste renvoyée, a�n d'en faire un ve
teur. La preuvede la propriété requise par mkpar_p, que nous omettons i
i, est plus longue mais ne présenteau
une di�
ulté parti
ulière.Cette instan
iation de nos paramètres ne sera pas utilisée dans la suite : elle assure juste quenotre théorie est 
ohérente. Les programmes extraits de 
oq utiliseront les primitives abstraitesmkpar, apply, proj et put qui 
orrespondront à notre implantation 
on
rète (et parallèle) dulangage.6.4 MéthodologieÀ partir des éléments préliminaires que nous avons dé
rits, il devient possible d'implanter dessquelettes 
erti�és en bsml : 
eux-
i fournissent une base idéale pour la preuve d'appli
ationsparallèles. En e�et, depuis le programme utilisateur, les squelettes sont spé
i�és en Coq en tantque 
ombinateurs mathématiques ne laissant pas apparaître le parallélisme sous-ja
ent à leurimplantation. La preuve de 
e programme en Coq est alors de la même 
omplexité que la preuved'un programme séquentiel habituel utilisant 
es opérations.En utilisant des méthodes d'algorithmique 
onstru
tive telles que 
elles développées dans[HIT97℄, 
ette appro
he peut être rendue en
ore plus haut niveau et il nous devient possible demasquer toute la 
omplexité des preuves te
hniques à l'utilisateur. En e�et, il s'avère qu'il estsouvent déli
at d'utiliser les squelettes de stru
ture de façon dire
te depuis un programme, 
eux-
i né
essitant parfois le 
al
ul de fon
tions auxiliaires a�n de gérer le dé
oupage des données :
'est le 
as de l'exemple des m-ponts donné en 5.6.L'algorithmique 
onstru
tive permet justement de dériver 
es fon
tions depuis une spé
i�
a-tion initiale du problème, liée à la stru
ture de données 
on
ernée, et de dé�nition mathématique
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erti�ésbeau
oup plus simple. Bien qu'on y perde en généralité, l'usage en est beau
oup plus simple, etl'e�
a
ité de l'implantation garantie. Le développement se déroule 
omme suit :1. L'utilisateur é
rit une spé
i�
ation de son algorithme, basée sur des opérations dont l'ex-pression mathématique est simple.2. Un algorithme utilisant les squelettes 
orrespondants est dérivé de 
ette spé
i�
ation.3. Ces mêmes squelettes sont implantés en bsml, 
e qui nous fournit une implantation del'algorithme d'origine.Le mérite de 
ette appro
he est qu'elle être prouvée de haut en bas, de manière semi-automatique (i
i en Coq) : la transformation initiale depuis la spé
i�
ation peut être prouvée,et l'implantation des squelettes également � toute propriété que l'utilisateur aura prouvée sur laspé
i�
ation d'origine est alors garantie dans l'implantation �nale, parallèle et optimisée.Dans le 
hapitre suivant, nous nous atta
herons à montrer une appli
ation de 
ette métho-dologie dans le 
adre de squelettes sur les listes, en fournissant la théorie sous-ja
ente et denombreux exemples.



Chapitre 7Cas d'appli
ation : le squelette BH
Le squelette BH a été 
onçu pour former la passerelle idéale entre opérations sur les listes,basées sur les homomorphismes, et 
al
ul BSP sur une liste distribuée. Après avoir établi unpremier exemple, qui sera développé au �l du 
hapitre, nous allons dé�nir les propriétés de 
esquelette et montrer 
omment la méthodologie que nous avons énon
ée peut être appliquée defaçon semi-automatique. Comme pour le 
hapitre pré
édent, les développements formels peuventêtre télé
hargés à l'adresse http://gesbert.fr/
oq/.7.1 Exemple : 
onstru
tion de toursOn développera dans la suite des exemples basés sur le problème de 
onstru
tion de tours,une variante du problème des lignes de vues [BHS+94℄. Dans 
e problème, on suppose donnéesles hauteurs de points le long d'une ligne droite sous la forme d'une liste.

[(x1, h1), . . . , (xi, hi), . . . , (xn, hn)]Les xi, qu'on suppose ordonnés, 
orrespondent à l'abs
isse des points sur la ligne, les hi àl'altitude 
orrespondante. Deux points parti
uliers, L = (xL, hL) et R = (xR, hR) sont donnés àgau
he et à droite de 
ette liste (
'est-à-dire que xL < x1 et xn < xR). Le problème 
onsiste àdéterminer, parmi les points de la liste, 
eux où la 
onstru
tion d'une tour de hauteur h donnéepermettrait d'aper
evoir à la fois L et R.
xL x1 x2 x3 xi xn−1 xn xR

hL h1
h2

h3 hi

hn−1
hn

hR

· · · · · ·Fig. 7.1 � Problème de 
onstru
tion de tourUn point (xi, hi) est visible depuis L et R si au
un des points intermédiaires ne fait obsta
le :129
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∀k < i,

hk − hL

xk − xL
<

hi + h− hL

xi − xL
∀k > i,

hk − hR

xR − xk
<

hi + h− hR

xR − xiUne solution non parallèle simple 
onsiste à tester pour 
haque point si 
es 
onditions sontvalidées. Cela nous donne une spé
i�
ation 
laire et relativement simple. Ce n'est pas le 
as duprogramme parallèle bsml suivant, permettant de résoudre le problème à partir des 
oordonnéessous forme de liste distribuée lv :val pro
s_left : int list parlet pro
s_left = ≪ sequen
e 0 ($this$ − 1) ≫val pro
s_right : int list parlet pro
s_right = ≪ sequen
e ($this$ + 1) (bsp_p − 1) ≫val bsml_towers :�oat ∗ �oat → (�oat ∗ �oat) list par → �oat ∗ �oat → �oat → bool list parlet bsml_towers (xl,hl) lv (xr,hr) htower =let tan_l (x,h) = (h −. hl) /. (x −. xl) inlet tan_r (x,h) = (h −. hr) /. (xr −. x) inlet maxtans_l =
≪ fold_left (fun (m,a

) p → let m = max (tan_l p) m in m, m :: a

)(neg_in�nity,[℄) $lv$ ≫ inlet maxtans_r =
≪ fold_right (fun p (m,a

) → let m = max (tan_r p) m in m, m :: a

)$lv$ (neg_in�nity,[℄) ≫ inlet maxtan_l,maxtanlist_l = ≪ fst $maxtans_l$ ≫ , ≪ rev (snd $maxtans_l$) ≫ inlet maxtan_r,maxtanlist_r = ≪ fst $maxtans_r$ ≫ , ≪ snd $maxtans_r$ ≫inlet 
omms = put ≪ fun dest → if dest < $this$ then $maxtan_r$else if dest > $this$ then $maxtan_l$else 0. ≫inlet maxl = ≪ fold_left (fun a

 j → max a

 ($
omms$ j)) neg_in�nity $pro
s_left$ ≫ inlet maxr = ≪ fold_left (fun a

 j → max a

 ($
omms$ j)) neg_in�nity $pro
s_right$ ≫in
≪ map3 (fun tan_l (x,h) tan_r → (h +. htower −. hl) /. (x −. xl) > max tan_l $maxl$&& (h +. htower −. hr) /. (xr −. x) > max tan_r $maxr$)$maxtanlist_l$ $lv$ $maxtanlist_r$ ≫Le programme pro
ède en 
al
ulant lo
alement la tangente maximale par rapport à L et Rpour 
haque sous-liste, en é
hangeant 
es résultats puis en rassemblant, sur 
haque pro
esseur, lemaximum à gau
he et à droite a�n de terminer le 
al
ul lo
alement. Il renvoie une liste distribuéede booléens ayant la même stru
ture que la liste initiale.Il est di�
ile à première vue de s'assurer de la 
orre
tion de 
e programme, ne serait-
e



7.2. Homomorphismes 131que d'un point de vue algorithmique : 
'est une raison supplémentaire qui justi�e une appro
he
erti�ée.7.2 HomomorphismesLes homomorphismes jouent un r�le parti
ulier par rapport au parallélisme, spé
ialementen 
e qui 
on
erne les squelettes : ils o�rent en e�et une stru
ture générale qui permet de lesparalléliser naturellement, et regroupent nombre d'opérations usuelles. Si on a un type τ munid'un opérateur de 
omposition ++, on peut en e�et 
al
uler le résultat de l'homomorphisme surune 
omposition à partir de ses résultats sur les éléments initiaux : en matière de parallélisme,on peut don
 obtenir le résultat global à partir de résultats préliminaires lo
aux.Si l'on 
hoisit les listes 
omme stru
ture de données, exemple que nous allons développer dansla suite, les homomorphismes se dé�nissent de la façon suivante, où ++ est la 
on
aténation delistes :Dé�nition 7.2.1 (Homomorphisme de listes)La fon
tion h est un homomorphisme de listes s'il existe une fon
tion f et un opérateurasso
iatif ⊙ tels que :
h [a] = f a

h (x++ y) = h(x) ⊙ h(y)

f et ⊙ sont su�sants pour dé�nir l'homomorphisme. On notera Lf,⊙M pour désigner un telhomomorphisme. Une 
onséquen
e de 
ette dé�nition est que h appliqué à la liste vide est uneunité pour l'opérateur ⊙ � nous noterons 1⊙. En e�et, d'après la deuxième équation,
h(x) = h([]++x) = h([]) ⊙ h(x) = h(x++[]) = h(x)⊙ h([])map et redu
e sont probablement les homomorphismes de listes les plus 
ouramment utilisésen programmation :� map f est purement lo
ale et se dé�nit 
omme Lf,++M. map f [x1, . . . , xn] = [f x1, . . . , f xn]� redu
e (⊙) pour sa part peut se dé�nir 
omme Lid,⊙M (où id est l'identité) � 
'est unéquivalent de fold qui n'impose pas l'ordre de rédu
tion, et don
 destiné aux opérateursasso
iatifs. fold (⊙) [x1, . . . , xn] = x1 ⊙ . . .⊙ xnIl est ainsi possible de dé�nir tout homomorphisme Lf,⊙M sous la forme d'une 
omposition (redu
e

⊙)◦ (map f), 
'est-à-dire de séparer le 
al
ul de f et de ⊙ en deux phases entièrement distin
tes.Les homomorphismes, en tant que tels, restent trop simples pour représenter une variétéréellement intéressante de fon
tions, mais il est assez fa
ile de les étendre pour y remédier en
onservant leurs propriétés majeures. Les quasi-homomorphismes [Col93℄ 
onstruisent des fon
-tions renvoyant des tuples qui peuvent être utilisées 
omme homomorphismes, et ajoutent uneopération simple de proje
tion pour extraire le résultat �nal.Exemple 7.2.2 (mss)Le problème du segment de somme maximum (mss), 
onsiste à trouver les éléments 
onsé-
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utifs dont la somme est maximale dans une liste de nombres relatifs. Prenons la liste
[4; 5;−20; 6; 5;−20] : la somme de segment maximale est 11, 
orrespondant au segment [6; 5].On ne peut pas déduire 
e résultat des résultats sur [4; 5;−20; 6] et [5;−20] (respe
tivement
9 pour le segment [4; 5] et 5 pour le segment [5]) : 
eux-
i ne donnent pas su�samment d'in-formations sur la disposition des éléments dans la sous-liste. Il reste 
ependant possible dedé�nir une fon
tion hmss qui renvoie un quadruplet (sl,ms, sr, ts) donnant la somme maxi-male de segment adja
ent à gau
he, la somme maximale de segment, la somme maximale desegment adja
ent à droite et le total du segment : on a ainsi su�samment d'informations surla sous-liste pour pouvoir 
omposer les résultats. Cette fon
tion est un homomorphisme : onpeut dé�nir ⊙ tel que

(sl,ms, sr, ts)⊙ (sl′,ms′, sr′, ts′)
= (max(sl, ts + sl′),max(ms, sr + sl′,ms′),max(sr + ts′, sr′), ts + ts′)Une fois le 
al
ul terminé, on a le résultat dans la deuxième 
omposante du quadruplet, eton l'extrait par π. De 
e quasi-homomorphisme se déduit dire
tement un algorithme parallèlee�
a
e.Cette te
hnique est générale. En e�et, toute fon
tion f sur une liste peut s'exprimer par :

g(x) = (f(x), x)

(a, x)⊙ (b, y) = (f(x++ y), x++ y)

π(a, x) = a

π ◦ Lg,⊙M est un quasi-homomorphisme qui 
al
ule f . Ce dernier n'a 
ependant que peud'intérêt vis-à-vis du parallélisme, les résultats intermédiaires f x n'étant pas réutilisés pour le
al
ul du résultat sur une 
on
aténation : la totalité du 
al
ul est refaite à 
haque étape. Ladé�nition d'un quasi-homomorphisme intéressant pour le parallélisme né
essite don
 un 
hoixjudi
ieux de résultats intermédiaires et de proje
tion, a�n de maximiser l'utilisation de 
al
ulslo
aux.Parmi les autres propriétés utiles des homomorphismes, le �théorème de l'homomorphisme�[Gib96, MMM+07℄ joue un r�le 
lef dans leur extra
tion à partir de problèmes.Théorème 7.2.3 (Théorème de l'homomorphisme)Si une fon
tion f sur les listes peut être 
al
ulée par 
omposition à droite et par 
ompositionà gau
he, 
'est-à-dire qu'il existe des opérateurs ⊕l,⊕r tels que
f([a] ++ y) = a⊕l fy et

f(x++[b]) = fx⊕r balors f est un homomorphisme Lf ′,⊙M, où f ′(x) = f([x]) et, si g est un inverse droit de
f (
'est-à-dire tel que f ◦ g = id), ⊙ est dé�ni par a′ ⊙ b′ = f(g(a′)++ g(b′)).On montre l'utilité de 
e théorème à travers l'exemple d'un sous-problème du problème de
onstru
tion de tour :



7.3. BH : homomorphisme BSP 133Exemple 7.2.4À partir de données similaires à 
elles du problème déjà énon
é, on 
her
he 
ette fois à savoirsi du haut d'une tour de hauteur h en R on pourra aper
evoir le point L.Le problème peut s'exprimer sous la forme suivante :visible xs = maxTanLxs <
hR + h− hL

xR − xLmaxTanL [] = −∞maxTanL ([(x, h)]++ xs) = max(
h− hL

x− xL
,maxTanLxs)Une autre dé�nition de maxTanL est possible, 
e qui nous permettra d'utiliser le théorèmede l'homomorphisme :maxTanL (xs ++[(x, h)]) = max(maxTanLxs,

h− hL

x− xL
)En remarquant qu'on peut obtenir simplement un inverse droit pour maxTanL ave
 :

g a = [(xL + 1, hL + a)]on peut appliquer le théorème et en déduire maxTanL = Lf,⊙M ave

a⊙ b = maxTanL [g a++ g b]

= maxTanL [(xL + 1, hL + a), (xL + 1, hL + b)]

= max(a, b)et f = maxTanL [(x, h)] = h−hL

x−xL
.7.3 BH : homomorphisme BSP7.3.1 Dé�nitionLes homomorphismes ont l'intérêt de dé
rire dire
tement des algorithmes parallèles par l'in-termédiaire de leur é
riture sous forme de map/redu
e. A�n de dé
rire plus pré
isément desalgorithmes BSP en vue de les prouver, on dé�nit un homomorphisme parti
ulier, BH.Dé�nition 7.3.1 (BH )

h est un �homomorphisme BSP�, ou BH, si on peut l'exprimer sous la forme :
h [a] l r = [k a l r]

h (x++ y) l r = hx l (gr y⊕r r)++ h y (l⊕l gl x) rpour 
ertains k, gl, gr,⊕l,⊕r.



134 Chapitre 7. Cas d'appli
ation : le squelette BHBH nous o�re pont entre la réalité des 
ommuni
ations et des super-étapes, et une abstra
tionde plus haut niveau. On note BH(k, Lgl,⊕lM, Lgr ,⊕rM).Les paramètres l et r �gurent les informations qui sont né
essaires pour permettre le 
al
ul�nal (lo
al) de h sur un élément ; 
es paramètres sont 
al
ulés respe
tivement par les fon
tionsde propagation à droite (gl,⊕l) et à gau
he (gr,⊕r) : ils nous permettent de �gurer les 
ommuni-
ations qui auront lieu lors du 
al
ul. L'idée est qu'on puisse se ramener, sur 
haque pro
esseur,au 
al
ul de BH sur un segment x pour lequel les valeurs l et r sont 
onnues � 
elles-
i étantobtenues par gl et gr, les 
ommuni
ations, puis ⊕l et ⊕r.BH renvoie une liste de même taille que la liste d'entrée, et plus pré
isément 
onserve lastru
ture du dé
oupage initial. Cela a son importan
e lorsqu'on travaille sur une liste distribuée,
ar ainsi l'équilibre des données sera 
onservé.Le 
al
ul de BH sur la ma
hine parallèle peut s'e�e
tuer de la façon suivante, en supposantune liste l = x0 ++ · · ·++ xp−1 distribuée (préférablement de façon équilibrée) sur p pro
esseurs(soit en bsml le ve
teur 〈xi〉i) :1. 
al
ul lo
al de gl et gr sur 
ha
un des xi2. 
ommuni
ation vers le pro
esseur i de tous les gl xj pour j < i et de tous les gr xk pour
i < k, 
e qui 
orrespond à une �n de super-étape3. 
ombinaison des données gl x0, . . . , gl xi−1, gr xi+1, . . . , gr xp−1 reçues sur 
haque pro
esseur
i à l'aide de ⊕l et ⊕r a�n d'obtenir les l et r 
orrespondant au segment lo
al.4. 
al
ul lo
al de h sur 
haque xi à l'aide des l et r.

x y x ++ y

l
%%

r
yy

+3

l
%%

gl x
//_______

l⊕l gl x

%%

r
yy

gr y
oo_ _ _ _ _ _ _

gr y ⊕r r

yy

Fig. 7.2 � Propagation de l'information pour BHL'e�
a
ité de l'implantation dépendra de deux 
ritères, la durée des 
al
uls lo
aux et laquantité de données à é
hanger. Attardons-nous sur 
e dernier, qui sera plus limitatif pour laparallélisation à grande é
helle. On peut estimer le 
oût des 
ommuni
ations en fon
tion de lataille relative de gl(x) et x (et gr(x) et x). Chaque pro
esseur i émet i fois gl(xi) et p − i − 1fois gr(xi) et ré
eptionne une quantité de données équivalente. La taille maximale des donnéesémises ou reçues est ainsi atteinte par le pro
esseur 0 ou par le pro
esseur p− 1, et on a un 
oûten 
ommuni
ations de
g ×max





∑

i<p−1

taille(gl(xi)),
∑

i>0

taille(gr(xi))







7.3. BH : homomorphisme BSP 135Si on suppose la liste distribuée de façon équitable, et en notant taillef (l) = taille(f(x)) si xest de taille l , on peut simpli�er la formule en :
g × (p− 1)×max

(taillegl
(
taille(lst)

p
), taillegr

(
taille(lst)

p
)

)Le fa
teur de rédu
tion de la taille de gl et gr est don
 déterminant pour les performan
es deBH : pour le problème des plus pro
hes valeurs inférieures, taillegl
et taillegr

sont des logarithmes,pour le problème de 
onstru
tion des tours 
e sont des fon
tions 
onstantes.7.3.2 Spé
i�
ation CoqPlusieurs dé�nitions de BH nous seront utiles pour nos di�érentes appli
ations ; on a enparti
ulier une dé�nition plus mathématique utilisée dans les preuves, et une dé�nition utilisantles primitives bsml et 
orrespondant à l'implantation. La preuve d'équivalen
e de 
es di�érentesversions, dont nous reparlerons, est une des pierres angulaires de 
ette méthode.Donnons i
i une dé�nition simple basée sur la fon
tion nth de la bibliothèque standard deCoq.k,gl,opl,gr,opr sont des paramètres dé�nis préalablement, et 
orrespondant respe
tivement à
k, gl, (⊕l), gr, (⊕r) dans la dé�nition pré
édente.De�nition bh_nth (za: A) (l:L) (lst: list A) (r:R) (n:nat) :=k (opl l (gl (�rstn n lst))) (nth n lst za) (opr (gr (skipn (S n) lst)) r).De�nition bh_
omp (l:L) (lst: list A) (r:R) : list B :=mat
h lst with| nil ⇒ nil| a::lst ⇒ map (bh_nth a l (a::lst) r) (seq 0 (length (a::lst)))end.bh_nth 
al
ule l'image du ne élément de la liste lst par BH à partir de l'image de gl sur sespréde
esseurs (�rstn n lst) et de l'image de gr sur ses su

esseurs (skipn (S n) lst). bh_
omp estensuite dé�ni 
omme un map de 
ette fon
tion sur la liste des indi
es de la liste d'origine.À titre d'exemple, et en anti
ipant légèrement sur la suite, voi
i une implantation de BH enbsml : d'abord une version séquentielle, puis une version parallèle prenant en paramètre uneliste distribuée.let bh_seq (k: 'l → 'a → 'r → 'o)(gl: 'a list → 'l) (opl: 'l → 'l → 'l)(gr: 'a list → 'r) (opr: 'r → 'r → 'r) =fun (l: 'l) (lst: 'a list) (r: 'r) →let rights = fold_left (fun (r::rs) x → (opr (gr [x℄) r)::r::rs) [r℄ (rev lst)inlet re
 aux a

 l lst rs = mat
h (lst,rs) with| (x::tl,r::rs) → aux (k l x r :: a

) (opl l (gl [x℄)) tl rs| ([℄,[℄) → a





136 Chapitre 7. Cas d'appli
ation : le squelette BHinrev (aux [℄ l lst (tl rights))type ('l,'r) 
omms = N
x | L
x of 'l | R
x of 'rlet bh_par(k: 'l → 'a → 'r → 'o)(gl: 'a list → 'l) (opl: 'l → 'l → 'l)(gr: 'a list → 'r) (opr: 'r → 'r → 'r) =fun (l: 'l) (lst: 'a list par) (r: 'r) →let a

l = ≪ gl $lst$ ≫and a

r = ≪ gr $lst$ ≫inlet 
omms = put ≪ fun re
eiver →if $this$ < re
eiver then L
x $a

l$else if $this$ > re
eiver then R
x $a

r$else N
x ≫in(∗ 
al
ul des valeurs l et r lo
ales à l'aide des valeurs reçues ∗)let lv = ≪ fold_left(fun a

 i → opl a

 (mat
h $
omms$ i with L
x x → x)) l $pro
s_left$ ≫and rv = ≪ fold_right(fun i a

 → opr (mat
h $
omms$ i with R
x x → x) a

) $pro
s_right$ r ≫in(∗ 
al
ul sur la sous−liste lo
ale à l'aide de la version séquentielle de BH ∗)
≪ bh_seq k gl opl gr opr $lv$ $lst$ $rv$ ≫bh_seq 
al
ule BH séquentiellement sur une liste en deux étapes : d'abord la liste des r est
al
ulée par un fold_left, puis une double ré
ursivité sur 
ette liste et 
elle d'origine permet de
al
uler BH en 
haque point.Lors de l'exé
ution de bh_par, 
haque pro
esseur 
al
ule d'abord gl et gr sur sa sous-listelo
ale, puis envoie les résultats du premier vers tous les pro
esseurs à sa droite et les résultatsdu se
ond vers tous les pro
esseurs à sa gau
he. Les informations reçues sont ensuite 
ombinéesà l'aide de ⊕l et ⊕r a�n d'obtenir les valeurs de l et r 
orrespondant à la sous-liste lo
ale, surlaquelle le 
al
ul est fait par appel à bh_seq.7.4 Dérivation de BH7.4.1 Spé
i�
ationA�n de permettre la transformation semi-automatique du programme initial, 
elui-
i doit se
onformer à un 
ertain format de spé
i�
ation. Cette spé
i�
ation ne sera pas purement mathé-matique, mais elle est 
onstruite à partir d'éléments su�samment simples pour être fa
ilementvéri�ables (au 
ontraire du programme parallèle �nal). En parti
ulier, les propriétés que l'utili-sateur souhaite 
erti�er sur son programme pourront être prouvées en Coq par rapport à 
ette
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i�
ation, et ainsi validées sur l'implantation parallèle.La spé
i�
ation, par sou
i de simpli
ité, se fait en Coq. On la suppose fon
tionnelle, et faiteà partir d'opérations parallèles primitives sur les listes de la forme suivante :� opérateurs 
olle
tifs (homomorphismes, s
an, mapAround)� fon
tions ré
ursives gau
hes ou droites� fon
tion de 
ommuni
ations (permute, shiftL, shiftR, . . .)Les opérateurs 
olle
tifs permettent de dé
rire les opérations simples sur les listes. s
ansedé�nit informellement de la façon suivante (on suppose ⊙ asso
iatif) :s
an (⊙) [x1, x2, . . . , xn] = [x1, x1 ⊙ x2, . . . , x1 ⊙ x2 ⊙ . . .⊙ xn]mapAround est une version étendue de map, beau
oup plus générique : elle permet de 
al
ulerl'image de 
haque élément d'une liste en fon
tion de ses préde
esseurs, l'élément lui-même et sessu

esseurs.mapAround f [x1, . . . , xi, . . . , xn] = [. . . , f ([x1, . . . , xi−1], xi, [xi+1, . . . , xn]), . . .]Il est utile de pouvoir utiliser aussi des fon
tions ré
ursives dans la spé
i�
ation, dans le
as où des homomorphismes n'apparaissent pas de façon évidente. Comme on l'a vu, on pourrautiliser le théorème de l'homomorphisme si 
es fon
tions sont dé�nies à la fois vers la gau
he etvers la droite.Les fon
tions de 
ommuni
ation 
apturent un autre 
omportement, et permettent de redis-tribuer les éléments de la liste. permuteréordonne les éléments suivant un index indiquant leurposition �nale souhaitée dans la liste :permute[(2, a), (1, b), (5, c), (3, d), (4, e)] = [b, a, d, e, c]et pour �nir, shiftLet shiftRpermettent de dé
aler les éléments de la liste :shiftLa [x1, . . . , xn] = [x2, . . . , xn, a]shiftR a [x1, . . . , xn] = [a, x1, . . . , xn−1]Exemple 7.4.1 (spé
i�
ation du problème des tours)La fon
tion mapAround est parti
ulièrement adaptée à la spé
i�
ation de 
e problème, quise 
al
ule pour 
haque point en fon
tion des éléments à sa gau
he et à sa droite :tower (xL, hL)xs (xR, hR) = mapAround visibleLRxsOù vsibleLR est dé�ni de la façon suivante :
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ation : le squelette BHvisibleLR (ls, (xi, hi), rs) = visibleL ls xi ∧ visibleR rs xivisibleL ls xi = maxTanL ls <
hi + h− hL

x− xLvisibleR rs xi = maxTanR rs <
hi + h− hR

xR − xNous avons déjà dé�ni maxTanL, maxTanR se dé�nit de façon similaire par :maxTanR [] = −∞maxTanR ([x, h] ++xs) = max

(

h− hR

xR − x
,maxTanRxs

)maxTanR (xs ++[x, h]) = max

(maxTanRxs,
h− hR

xR − x

)Exemple 7.4.2 (spé
i�
ation de mps)Le problème de la somme maximale de pré�xe (mps) [℄ est similaire au problème du segmentde somme maximum, à la di�éren
e près qu'on for
e à 
e que le segment 
hoisi soit un pré�xede la liste. Par exemple mps[2,−1, 3,−2] est 4, qui 
orrespond à la somme du pré�xe [2,−1, 3].Il y a plusieurs moyens de dé�nir mps : par 
omposition de fon
tions, en 
al
ulant d'abordla somme de tous les pré�xes, puis en prenant le maximum.mps = maximum ◦ psumsmaximum = Lid,maxMpsums = s
an (+)Ou bien, par exemple, à l'aide de la fon
tion ré
ursive bidire
tionnelle suivante (sum étantdé�nie simplement, de la même façon) :mps [] = 0mps ([a] ++ x) = max(0, a + mpsx)mps (x++[a]) = max(mps x, (sumx) + a)Exemple 7.4.3 (spé
i�
ation du rassemblement de tableau)Le problème du rassemblement de tableau (array pa
king) est 
ourant dans la littérature surles algorithmes parallèles, et est utilisé dans de nombreux algorithmes, tel le 
al
ul d'enveloppe
onvexe. Il 
onsiste à rassembler, dans une liste de valeurs booléennes true et false, tous les
true en tête du tableau. On le spé
i�e par 
omposition :arrPa
k = permute ◦ 
ompIndexune première étape, 
ompIndex, se 
harge de 
al
uler l'index désiré pour 
haque élément,
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onde repla
e les éléments par permute. L'index peut être 
al
ulé simplement à l'aidede mapAround : si l'élément est true, son index 
orrespond au nombre de true à sa gau
he, etdans le 
as inverse il 
orrespond au nombre de true total plus le nombre de false à sa gau
he(soit la taille de la liste moins le nombre de false à sa droite). On utilise les homomorphismes
true et 
false qui 
omptent le nombre d'o

urren
e de true et false dans une liste pour
ompIndex = mapAround indexingxsindexing (ls, x, rs) =

true ls + 1, x si x = true
true ls + 
true rs + 
false ls + 1, x sinon7.4.2 Théorèmes de transformationOn se propose, à partir de la spé
i�
ation du problème, de dériver un programme bsml
erti�é. Cela peut être assez simple pour des fon
tions de 
ommuni
ation telles que permute, qui
orrespondent dire
tement à une fon
tion dans le langage ; 
ependant les dé�nitions ré
ursiveset les autres opérateurs peuvent être imbriqués et ne pas fournir dire
tement un programmeparallèle de façon évidente. Nous allons transformer 
es dé�nitions en appels à BH, dont nousfournirons ensuite une implantation 
erti�ée.Théorème 7.4.4 (Parallélisation de mapAround par BH )Soit h = mapAround f . On suppose que f se dé
ompose de la façon suivante :

f (ls, x, rs) = k (gl ls, x, gr rs)où gl et gr sont des quasi-homomorphismes πl ◦ Lkl,⊕lM et πr ◦ Lkr,⊕rM. Alors
hxs = BH(k′, Lgl,⊕lM, Lgr,⊕rM)xs 1⊕l

1⊕rave
 k′ 
ombinant k et les opérations de proje
tion : k′ (l, x, r) = k (πl l, x, πr r).Démonstration : Par indu
tion sur la liste d'entrée (xs) ; la preuve en Coq est détaillée en7.4.3.Corollaire 7.4.5 (Parallélisation de s
an par BH )Le 
al
ul de s
an (⊙) est un BH.Démonstration : Il su�t de remarquer que s
anpeut s'exprimer en termes de mapAround :s
an (⊙) = mapAround f ave

f (ls, x, rs) = k (Lid,⊙M ls, x, [])où k (a, b, c) = a⊙ b.Corollaire 7.4.6 (Parallélisation d'homomorphisme par BH )Tout homomorphisme Lf,⊙M peut être exprimé par un BH.
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ation : le squelette BHDémonstration : On dé�nit g sous la forme suivante :
g (ls, x, rs) = k ([], f x, Lf,⊙M rs)ave
 k (a, b, c) = b ⊙ c. On a alors head ◦ mapAround g = Lf,⊙M, où head renvoie latête de la liste.Exemple 7.4.7 (Dérivation de BH pour le problème des tours)D'après la spé
i�
ation pré
édente, on peut dé�nir le problème à partir de :visibleLR (ls, x, rs) = k (maxTanL ls, x,maxTanR rs)

k (ml, (x, hx),mr) =

(

ml <
hx + h− hL

x− xL

)

∧

(

mr <
hx + h− hR

xR − x

)maxTanL et maxTanR étant 
omme nous avons vu des homomorphismes Lkl,maxM et
Lkr,maxM, ave
 kl(x, hx) = hx−hL

x−xL
et kr(x, hx) = hx−hR

xR−x . On peut don
 appliquer le théorème7.4.4 : tower (xL, hL)xs (xR, hR) = BH (k, Lkl,maxM, Lkr,maxM)xs (−∞) (−∞)Exemple 7.4.8 (Dérivation de BH pour mps)mps est la 
omposition d'un homomorphisme et d'un s
an : mps = maximum ◦ psums. Ladérivation de BH pour 
ha
un d'entre eux est dire
te :psumsxs = s
an (+)xs

= BH (k, Lid,+M, [])xs 0 0 ave
 k (a, b, c) = a + bmaximumxs = Lid,maxMxs

= (head ◦BH (k′, [], Lid,maxM))xs (−∞) (−∞) ave
 k′ (a, b, c) = max(b, c)Exemple 7.4.9 (Dérivation de BH pour Array Pa
king)On a la spé
i�
ation arrPa
k = permute ◦ 
ompIndex. On suppose une implantation 
erti�éede permute donnée en tant que telle, il nous reste don
 à dériver un BH pour 
ompIndex,de la même manière que nous l'avons fait pour le problème de 
onstru
tion de tours. Le faitque deux fon
tions di�érentes soient appliquées à ls dans indexing (
true et 
false) pourraitparaître un obsta
le, mais il est aisément 
ontourné par la 
onstru
tion d'un 
ouple [HITT97℄ :on dé�nit gl xs = (
true xs, 
falsexs), 
e qui 
orrespond à l'homomorphisme Lkl,⊕lM

(t1, f1)⊕l(t2, f2) = (t1 + t2, f1 + f2)

klx =
(1, 0) si x est true

(0, 1) si x est falseLa suite est semblable au problème des tours.



7.4. Dérivation de BH 1417.4.3 Théorie CoqOn peut dé�nir mapAround en Coq de la façon suivante :De�nition mapAround (f: list A ∗ A ∗ list A → B) (lst: list A) : list B :=map f (zip3 (inits lst) lst (tails lst)).Où zip3 
ombine trois listes en une liste de triplets, inits est la liste des pré�xes d'une listeet tails la liste des su�xes : de la sorte, 
haque élément de la liste �zippée� est de la forme(pré�xe,x,su�xe) et on peut 
al
uler mapAround par l'intermédiaire d'un simple map. Les fon
-tions auxiliaires sont dé�nies de la sorte :(∗ zip3 fusionne trois listes de même taille en une liste de triplets ∗)Fixpoint zip3 (L C R: Type) (l: list L) (
: list C) (r: list R) {stru
t l} : list (L∗C∗R) :=mat
h l,
,r with|a::l',b::
',
::r' ⇒ (a,b,
)::(zip3 l' 
' r')|_,_,_⇒ nilend.(∗ tails 
al
ule la liste des su�xes ∗)Fixpoint tails (l:list A) :=mat
h l with| nil ⇒ nil| a::r ⇒ r::(tails r)end.(∗ inits 
al
ule la liste des pré�xes ∗)De�nition inits (l:list A) :=rev (map (rev(A:=A)) (tails (rev(A:=A) l))).De nombreux lemmes sont prouvés sur 
es fon
tions a�n de permettre de les manipuler dansles preuves. Les plus importants sont 
eux qui nous permettent d'obtenir des information sur le
ne élément d'une liste :Lemma tails_nth (l:list A) (n:nat) :nth n (tails l) nil = skipn (S n) l.Proof.intros. generalize l.indu
tion n.intro l'. destru
t l'. simpl. re�exivity. simpl. re�exivity.intro l'. destru
t l'. simpl. re�exivity.simpl nth. 
hange (skipn (S (S n)) (a::l')) with (skipn (S n) l').apply IHn.Qed.Lemma inits_nth (l:list A) (n:nat) :nth n (inits l) l = �rstn n l.Lemma zip3_nth :forall L C R (l: list L) (
: list C) (r: list R) n d dl d
 dr,
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ation : le squelette BHn < length (zip3 l 
 r) →nth n (zip3 l 
 r) d = ((nth n l dl), (nth n 
 d
), (nth n r dr)).Nous avons i
i omis les preuves de inits_nth (par une longue série de réé
riture et quelquespropriétés intermédiaires, elle repose sur 
elle de tails_nth) et de zip3_nth (par simple indu
tionsur n).Le théorème 7.4.4 s'énon
e pour sa part de la façon suivante :Variable (L R : Set).Variable (opl: L → L → L).Variable (opr: R → R → R).Theorem mapAround_to_bh :forall (f :((list A)∗A∗(list A)) → B) (k :L → A → R → B) (gl: list A → L) (gr: list A → R) xs ,(forall ls x rs,f (ls,x,rs) = k (gl ls) x (gr rs))
→ is_homomorphism A L gl opl
→ is_homomorphism A R gr opr
→ mapAround f xs = bh_
omp k gl opl gr opr (gl nil) xs (gr nil).(gl nil) et (gr nil) 
orrespondent à 1⊕l

et 1⊕r
; La preuve fait une 
inquantaine de lignes (horslemmes utilitaires, nombreux) et est basée sur l'appli
ation du lemme nth_equal, d'où l'utilitédes lemmes inits_nth, tails_nth et zip3_nth.7.5 Implantation 
erti�ée de BHNous avons donné une première dé�nition bh_
omp pour BH. On peut montrer que 
ettedé�nition 
orrespond bien à BH :Theorem bh_hom (l:L) (x y: list A) (r:R):(is_homomorphism A L gl opl) →(is_homomorphism A R gr opr) →bh_
omp l (x++y) r = bh_
omp l x (opr (gr y) r) ++ bh_
omp (opl l (gl x)) y r.La preuve est longue en raison du grand nombre de 
as à traiter, mais sans di�
ulté 
on
ep-tuelle parti
ulière : elle repose sur nth_equal et des suites de réé
ritures.La dé�nition du 
al
ul parallèle de BH est plus longue à dé�nir. Elle reprend le déroulementde la version OCaml présentée p.135.De�nition bh_bsml_
omp (l:L) (vl: Ve
tor (list A)) (r:R) :=let 
omms := bsml_
omp_bh_
omm l vl r inapply(apply (apply (repli
ate bh_
omp) (lo
_lefts l vl r 
omms)) vl)(lo
_rights l vl r 
omms).Ce programme 
al
ule d'abord les valeurs préliminaires et les 
ommunique à l'aide de bsml_-
omp_bh_
omm, puis rassemble les résultats à l'aide de ⊕l et ⊕r par l'intermédiaire des fon
tions
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_lefts et lo
_rights. Il se termine par un appel lo
al à bh_
omp sur le segment 
on
erné. Les
ommuni
ations sont dé�nies de la façon suivante :Indu
tive t_
omm : Set :=| l
x : L → t_
omm| r
x : R → t_
omm| n
x : t_
omm.De�nition 
omm_fun sender l r re
eiver :=mat
h nat_
ompare sender re
eiver with| Lt ⇒ l
x l| Eq ⇒ n
x| Gt ⇒ r
x rend.De�nition bsml_
omp_bh_
omm (l:L) (lst: Ve
tor (list A)) (r:R) :=put_nat (apply (apply (mkpar_nat 
omm_fun) (apply (repli
ate gl) lst))(apply (repli
ate gr) lst)).On dé�nit, 
omme dans la version OCaml, un type pour les 
ommuni
ations suivant leur di-re
tion, et une fon
tion de 
ommuni
ation qui servira de paramètre à put_nat. bsml_
omp_bh_-
omm 
ommen
e par faire une appli
ation lo
ale de gl et gr puis e�e
tue les 
ommuni
ations parun appel à put. Ces résultats sont ensuite réduits lo
alement par :De�nition lo
_lefts (l:L) (lst: Ve
tor (list A)) (r:R) (
omms: Ve
tor (pro
s → t_
omm)) :=apply(mkpar (fun i 
om ⇒ fold_range_left_pro
s (rem_l
x_
omm 
om l) l (nat_of_pro
 i)))
omms.De�nition lo
_rights (l:L) (lst: Ve
tor (list A)) (r:R) (
omms: Ve
tor (pro
s → t_
omm)) :=apply(mkpar (fun i 
om ⇒ fold_range_right_pro
s (rem_r
x_
omm 
om r) r (nat_of_pro
 i)))
omms.
e qui est équivalent à nos utilisation de fold_left sur $pro
s_left$ et fold_right sur $pro
s_-right$ dans la version OCaml (on omet les dé�nitions des fon
tions utilitaires fold_range_ etrem_, peu intéressantes).La di�
ulté est ensuite de prouver que bh_bsml_
omp 
al
ule bien le même résultat quebh_
omp, 
'est-à-dire que :Theorem bh_bsml_bh lst:partition_merge (proj' (bh_bsml_
omp (gl nil) (s
atter lst) (gr nil))) =bh_
omp k gl opl gr opr (gl nil) lst (gr nil).Où proj' est similaire à proj mais renvoie une fon
tion de nat plut�t que de pro
s. Ce théorèmerepose sur une théorie permettant le partitionnement et le rassemblement de listes, et qui nouspermet de déterminer la façon dont la liste d'origine serra distribuée sur la ma
hine parallèle :De�nition partition (l: list A) (i:nat):=let len := length l in



144 Chapitre 7. Cas d'appli
ation : le squelette BHlist_part l (
ut_border max_pid len i) (
ut_border max_pid len (S i)).De�nition s
atter (B: Set) (l: list B) := mkpar_nat (partition l).De�nition partition_merge (l: nat → list A) :=fold_pro
s _ (fun x i ⇒ x++(l i)) nil.partition l i renvoie la sous-liste de l destinée au pro
esseur i ; s
atter utilise 
ette fon
tion pourdistribuer une liste sur la ma
hine parallèle, et partition_merge rassemble les éléments d'unepartition pour re
onstituer la liste d'origine. s
atter et partition_merge◦proj' 
orrespondent àsele
t_list et gather_list que nous avons donnés 
omme exemples lors de la des
ription de bsml.Deux résultats préliminaires majeurs sont né
essaires à la preuve du théorème bh_bsml_bh :ils assurent que les résultats des 
ommuni
ations et de lo
_lefts et lo
_rights 
orrespondent bienaux résultats attendus, 
'est-à-dire gl et gr appliqués aux sous-listes des éléments à gau
he et àdroite (respe
tivement) de la sous-liste lo
ale. Ils s'énon
ent en Coq 
omme suit :Lemma lo
_lefts_def (lst: list A) (p:pro
s) :proj (lo
_lefts (gl nil) (s
atter lst) (gr nil)(bsml_
omp_bh_
omm (gl nil) (s
atter lst) (gr nil))) p= gl (�rstn (
ut_border max_pid (length lst) (nat_of_pro
 p)) lst).Lemma lo
_rights_def (lst: list A) (p:pro
s) :proj (lo
_rights (gl nil) (s
atter lst) (gr nil)(bsml_
omp_bh_
omm (gl nil) (s
atter lst) (gr nil))) p= gr (skipn (
ut_border max_pid (length lst) (S (nat_of_pro
 p))) lst).La preuve de 
es lemmes est très te
hnique, 
ar le résultat dé
oule de plusieurs étapes dedé
oupage et 
ombinaison de sous-listes. On obtient le résultat en dé
omposant la liste despro
esseurs sous la forme (l1++p::nil)++l2 puis par indu
tion, sur l1 dans le 
as de lo
_lefts_defet sur l2 dans le 
as de lo
_rights_def.On est ensuite en mesure de prouver le résultat �nal sur une sous-liste lo
ale :Theorem bh_bsml_bh_pre lst:forall n, n<bsp_p →proj' (bh_bsml_
omp (gl nil) lst (gr nil)) n =partition (bh_
omp k gl opl gr opr (gl nil) lst (gr nil)) n.par une série de réé
ritures et l'utilisation de nos hypothèses sur les homomorphismes. Lethéorème �nal en dé
oule dire
tement par appli
ation d'un lemme de réuni�
ation de partition.On a don
 la preuve de la validité de notre squelette BH, et ainsi la preuve de validité del'implantation parallèle de tout algorithme spé
i�é en Coq selon le format que nous avons donné.Outre les exemples déjà présentés, nous avons pu obtenir de la sorte une implantation 
erti�éed'un algorithme de multipli
ation d'une matri
e 
reuse et d'un ve
teur, et d'une solution auproblème des valeurs inférieures les plus pro
hes (all nearest smaller values).Il serait intéressant d'étendre 
es travaux à d'autres stru
tures de données et à d'autres sque-lettes. En parti
ulier, l'appro
he s'adapterait tout à fait aux squelettes sur les arbres dé
oupéspar m-ponts tels que mentionnés en 5.6



Chapitre 8Con
lusion
Trouver les paradigmes les plus adaptés à la programmation parallèle, et don
 vraisemblable-ment à la programmation de demain, est un des dé�s de la re
her
he a
tuelle. Si le parallélismebéné�
ie d'un long héritage qu'il ne faut pas abandonner dans le domaine du 
al
ul s
ienti�que,le problème 
ommen
e à se poser en termes di�érents du fait de la diversité de ses nouvellesappli
ations.Une grande variété d'appro
hes, an
iennes et ré
entes, existent : de la programmation 
on
ur-rente à la programmation de très haut niveau par pure 
ombinaison de squelettes ou par pa-rallélisation automatique. Les débats font rage entre les tenants des di�érentes appro
hes, etressemblent par 
ertains aspe
ts à 
eux qui ont opposé autrefois les tenants du goto des langagesséquentiels primitifs à 
eux d'appro
hes plus modernes mais ne permettant pas une utilisationoptimale des ressour
es de 
al
ul [Gor04℄. bsml o

upe une position unique dans 
e paysage, ense plaçant 
omme langage de haut niveau tout en 
onservant le 
ontr�le pré
is du parallélisme : ilimpose une stru
ture su�sante au parallélisme pour garantir la sûreté d'exé
ution, mais ne 
réepas d'abstra
tion impli
ite entre la ma
hine réelle et l'utilisateur, s'opposant par là aux langagesà génération dynamique de pro
essus légers.Le travail développé i
i vise à démontrer l'intérêt de l'équilibre que nous avons 
hoisi pourbsml. En parti
ulier, 
elui-
i 
ouvre une é
helle d'utilisations, entre haut et bas niveau, qu'au
unautre langage parallèle n'a atteinte jusqu'alors. Traits impératifs et extensions syntaxiques en fontun langage généraliste, 
omplet et largement utilisable ; nous montrons qu'ils sont 
ompatiblesave
 notre modèle et en fournissons une implantation. Les dé�nitions formelles des sémantiqueset du système de types en font un langage sûr (dans le sens de Milner, 
'est-à-dire sans erreurd'exé
ution) bien qu'il soit parallèle. Le langage reste bas niveau et e�
a
e, muni d'un systèmede 
oûts pré
is et simple, détaillé dans [Gav05℄. En�n, on montre en deuxième partie qu'il estpossible de faire de la programmation de haut niveau par squelettes en bsml et de se baser surle langage pour établir une parallélisation semi-automatique par squelettes ; la programmationparallèle 
erti�ée à 
e niveau n'est fournie par au
un autre langage.Le 
hoix original derrière le modèle de bsml lui permet don
 de s'adapter à une grandeétendue d'appli
ations, 
ouvrant tous les besoins habituels du programmeur : 
'est une 
on
lusionmajeure de 
e travail. En e�et, il s'agit là à notre avis d'un 
ritère parti
ulièrement importantdans la re
her
he du domaine.En�n, nous espérons que les travaux présentés i
i auront leur pla
e dans la 
onstru
tion145



146 Chapitre 8. Con
lusiondes futurs modèles et des futurs langages qui permettront la généralisation du parallélisme. Laplus grande partie de 
es travaux pourraient, à notre avis, être adaptés à d'autres 
ontextes : lepopulaire langage Java, par exemple, a un système d'ex
eptions très pro
he de 
elui d'OCaml ; lesystème de types ave
 e�ets permet de ne distinguer 
ode lo
al et global que là où la distin
tionest né
essaire, et pourrait ainsi béné�
ier à d'autres appro
hes utilisant un parallélisme à deuxniveaux.Quels qu'ils soient, 
es modèles devront fournir la sûreté d'exé
ution � notion que nousétendons au parallélisme en assurant l'absen
e d'interblo
ages et d'indéterminisme � et préserverles traits les plus utiles des langages modernes.Nous avons fourni des bases qui permettront d'atteindre 
e résultat.
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RésuméExprimer le parallèlisme dans la programmation de manière simple et performante est undé� auquel l'informatique fait fa
e, en raison de l'évolution a
tuelle des ar
hite
tures matérielles.bsml est un langage permettant une programmation parallèle de haut niveau, stru
turée, quiparti
ipe à 
ette re
her
he. En s'appuyant sur le 
÷ur du langage existant, 
ette thèse proposed'une part des extensions qui en font un langage plus général et plus simple (traits impératifstels que référen
es et ex
eptions, syntaxe spé
i�que. . . ) tout en 
onservant et étendant sa sûreté(sémantiques formelles, système de types. . . ), et d'autre part une méthodologie de développementd'appli
ations parallèles 
erti�ées.Mots-
lés: parallélisme, programmation de haut niveau, programmation fon
tionnelle, séman-tique, sûreté des langages, preuves de programmes, typage, BSPAbstra
tFinding a good paradigm to represent parallel programming in a simple and e�
ient way is a
hallenge 
urrently fa
ed by 
omputer s
ien
e resear
h, mainly due to the evolution of ma
hinear
hite
tures towards multi-
ore pro
essors. bsml is a high level, stru
tured parallel programminglanguage that takes part in this resear
h in an original way. By building upon existing work, thisthesis extends the language and makes it more general, simple and usable with added imperativefeatures su
h as referen
es and ex
eptions, a spe
i�
 syntax, et
. The existing formal and safety
hara
teristi
s of the language (semanti
s, type system. . .) are preserved and extended. A majorappli
ation is given in the form of a methodology for the development of fully proved parallelprograms.Keywords: parallelism, high level programming, fun
tional programming, semanti
s, safety ofprograms, program proofs, type systems, BSP


